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o a presente publicação tenho em v'
esempenhar uma obrigação que con-
hi perante o Governo e a Congregação

~os Lentes da Academia de l\larinha :
o ensino do primeiro anno , substi-

o aos COmpendios de Bézout outros, que
esme ~areZ8 e mais dotes que
~ • s desse Autor, utilisem

nstrucção os trabalhos de mais
Escriptores, que fizerão progredir nota-
Mathematicas puras,

~~Í'Ílt.(éicom a Algebra o mesmo que com a __
íea : escolhi entre os Classicos de melhor
obras de Bourdon , para cingir-me ao seu
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methodo, compilando as doutrinas, sem limitar-me
a uma simples e fiel traducção. Conheço opinião de
grande peso, que daria a preferencia ao tratado de
Algebra de Le{ebure de Fourcy, : mas, além de que
não lhe julgo inferior o que adoptei , accresce que
era vantajoso conservar uniformidade nos methodos
e doutrinas; e para isso é de importancia estudar o
calculo arithmetico e o calculo algebrico, segundo
as vistas e o espirito de um mesmo Autor.
A parte da Algebra, cujo ensino pertence á minha

cadeira, comprehende as operações e calculos alge-
bricos ; as equações e problemas do 1.o gráo; as do
2. o a uma só incognita; applicações do bynomio de
Newton; e o complemento da theoria das progressões
e logarithmos , começada a tratar na Arithmetica.
Limitei-me a este programlIla, deixando de parte a
theoria geral das equações, que compete ao segundo
8JlJlO.

Estas doutrinas estão distribuidas por seis Capi-
tulos, como na Algebra de Bourdon. Traduzindo e
compilando, introduzias alterações que meparecêrão
convenientes, e outras, consequencia forçosa de
omissões anteriores, determinadas pelos limites de
tempo prescriptos pelos Estatutos da Academia. Se-
ria trabalho inutil registar todas estas ditferenças :
o critico curioso poderá nota-Ias. Mencionarei só~
mente a theoria das quantidades negativas, cuja
exposição differe sensivelmente da de Bourdon , e

• mais se approxima do modo como esta doutrina é
encarada pelo sabio Carnot : vejâo-se 05 n. oS 58 e 5U
e 8. nota correspendente.
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Estes Elemento • bem como os de Arithmetica já
Impressos, terão de soffrer as correcções que fôr
uggerintfo o estudo e a experiencia. Se aos meus

desvelos e li riqueza das fontes a que recorro tiver
eu a fortuna de ajuntar as reflexões dos Srs. Profes-
sores de Sciencias Exactas no Rio de Janeiro, ao
menos daquelIes ne já houvemo por bem adoptar
li ri bmetica, poderei lisongear-me de não termi-
nar a minha carreira do Magisterio sem haver
prestado algum serviço ao ensino das Mathematicas

lementares: é esta a minha ambição, que não será
por falta de eonstaneia e de estudo que deixarei de
ver satisfeita.

io, 1 de Aio de 1852.

c. B. OTTONI.





ALGEBRA

IN'fnODUCCÃO.~

1 Algebra é a parte das mathematicas, em que
se empregão signaes próprios para abreviar e gene-
ralisar os racioeinios que exige a solução das questões
relatiTIS aos numeroso

duas especies de questões, mui distinctas,
a saber:
O theorema, que tem porobjecto demonstrar certas

propriedades, de que gozão numeros conhecidos:
O problema, cujo fim é determinar o valor de

Jl.UUleros,por meio de outros, dados, com os
quaes. conser\"~ aquelles relações definidas pelo
enunciado da questão.
Os signaes, que a Algebra emprega, são os dez
encionados na Arithmetica, n. o 93. O seu uso não
abrevia, mas generalisa os raciocinios: operando

~·ê.o:j~i;(·~lt)rennmeros representados por letras, sente-se
:I.
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melhor, que tal.ou tal propriedade pertence a muitos
numeros a um tempo; ou que o modo de resolver
um problema seja independente dos numeros parti-
culares, comprehendidos no enunciado.

Antes de proseguir com as noções preliminares da
Algebra, cumprirá neste lugar recordar a exposição
citada (Arith. 93a 99.) Bem entendida a significação
dos signaes, vê-se que a Algebra é uma especie de
lingua, representada por caracteres mui resumidos,
por meio dos quaes se acompanba com mais faci-
lidade, do que no idioma vulgar, a filiação das idéas
nos raciocinios neeessarios , ou para demonstrar um
theorema, ou para resolver um problema.

2. As questões tratadas (Aritb. 99) são exemplos
das proposições precedentes. Bem ponderada a ma-
neira por que forão resolvidas, vê-se como o em-
prego dos signaes algebricos descobre regras com-
muns 8 muitas questões; isto é, demonstra que
uma propriedade pertence a muitos numeros; ou
ensina a resolver muitos problemas semelhantes,
em que só differem os valores numericos.

Assim, provou-se que TODA A FRACÇÁo cresce ou
diminue, ajuntando ou tirando a ambos os termos o
mesmo numero.

Descobrio-se, que a somma de dous numeros QUAES-

QUER multiplicada pela sua dif{erença produz a diffe-
rença dos quadrados dos mesmos numeres.

Dos mesmos exemplos se collige a necessidade de
estabelecer regras geraes para effectuar .sobre as
quantidades representadas pelos signaes algebricos,
todas as operações que se effectuão sobre osnumeroso
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Estas operações serâo o objecto do 1.0 capitulo: é
indispensavel ao estudante familiarisar-se com ellas,
para bem comprehender e desenvolver os fecundos
recursos, que a Algebra offerece, para a resolução
de grande numero de questões.

Zii~_





CAPITULO I.

DEFINIÇÕES PRELIMINARES.

3. TE/daa quantidade, representada por meio d05

ignaes da Algebra, se chama quantidade algebj·'ica,
ou quantidade litteral: tambem se diz, a expressão
ulgebrica de uma quantidade.
Assim 3a é a expressão algebrica do triplo de a;

5aab', e:Dpressão algebrica de cinco vezes o producto
do cubo de a multiplicado pelo quadrado de b,
ta' - .4b, a eitpTessão algebrica da differença entre
dobro do quadrado de a, e o quadruplo de b.

&2-5a6 + .4b1, a expressão algeb?'ica do resul-
tad() obtido, snbtrahindo do triplo do quadrado de
cinco vezes o producto de a por b, e ajuntando-lhe

'-tt1IPM.1) cubo de b.·

• Chama-se monomio fi quantidade aJgebríclJ~
não se acha combinada com outra por algum

dos signaes + ou-: polynomio, a que se compõe
')"-;;"'~;"Mepartes, reunidas pelos mesmos signaes. O poly-

mi pois é. composto de monomios; e cada um
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destes se denomina wn termo. O polynomio de dous
termos, toma o nome de binomio; e o de tres, tri-
nomw.

5. Obtem-se o oolo« numerico de uma expressão
algebrica (sendo dados valores particulares ás letras
que nella existem), effectuando as operações arith-
meticas, que indica a mesma expressão algebrica.

Assim o valor numérico da expressão 2a3 ,

Se for a= 3, será 54, que é o dobro do cubo de 3.

Se for a = 5, será 250, dobro do cubo de 5.

O valor numerico de um polynomio não se altera,
invertendo de qualquer modo a collocaçáo dos seus
termos, com tanto que a cada um se conserve o seu
signal. As quantidades 3a2 - 5ab + 4b3

; 3a2 +
4b3

- 5ab; 4b3 + 3CL2
- 5ab tem o mesmo valor

numerico, É consequencia da natureza da addição e
subtracção: e esta observação nos será util ao depois.

6. Em qualquer polynomio, os termos precedidos
do signal + são additivos; do signal-, subtractivos.
Ordinariamente se chamào os primeiros, termos posi-
tivos; os outros, termos negativos; denominações
impróprias, mas consagradas pelo uso.

O termo, não precedido de signal algum, suppóe-
se ter +: isso acontece as mais das vezes ao 1.o
termo de um poJynomio.

7. Chama-se dúncnsão de um termo , cada Iactor
litteral, dos que o eompoem: gráo, o numero das
dimensões: neste numero não se conta o coeíliciente.
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<10 1. o gráo , ou

ião , ainda, os seguintes termos, pertencentes
a um mesmo pelynomio
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Em primeiro lugar, a somma dês termos additi vos
+ 2a3bc2+6a3bc2+ 11 a3bc2 é evidentemente igual a
19adbc2• Depois, a somma dos termos subtractivos-
.4a3bc1-8a3bc2 é equivalente a-12albc2

• Logo os
cinco termos reunidos equivalem a + 19 a3bc2 -12
(t

3bc2= + 7 albc2
•

Se a somma dos subtractivos fosse maior que a
dos additivos , seria preciso tirar esta daquella , e
dar ao resultado o signal-. Assim + 5a2b-8a2b=
-3a2b; porque, sendo 8a2b=5a2b+3a2b, a expres-
são dada é o mesmo que 5 a2b - 5 a2b - 3 a2b, ou
simplesmente - 3 a2b.

9. REGRA GERAL. Para reduzi?' muitos termos seme-
lhantes a um só, sommão-se os coeflicientes dos additivos,
e á parte os dos subtractivos; tira-se a menor somma
da maior •. o resto, com o signal da maior, será o coefli-
ciente do termo pedido.

(A' reducçào sempre se faz unicamente entre os
coefficien tes. )

A reducçào de termos semelhantes é operação
peculiar á Algebra. e a cuja pratica dão frequentes
occasiões as opera-ções algebricas, da addição, s'ub-
tracçãa I multiplicação, e divisão; operações de que
passamos a tratar.

Observação. A idéa que se deve formar destas
operações, é a mesma que das operações correspon-
dentes, na aritbmetica, cujas definições não é ne-
cessario reproduzir neste compendio.

Todavia bem se vê, que os processos, e as regras
não podem ser as mesmas, sendo os symbolos
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a AIgebra algumas vezes as operações
reduzem a meras simplificações, ou ainda são

indicadas, por meio dos signaes convencio-
: em certos casos porém, as operações se elfec-

para isto são necessarias regras correspon-
a ~ symbolos adoptados.

ADDIÇÃO ALGEBRlCA.

se de sommar âa , 5b. e '2 c. Indicada
sulta o trinomio 3a + 5b + '2c, que
. pliftcar. Do mesmo modo a somma

.aiJo1r.j,o,lll, 2aW, 7aW. é 4aW+~a2a3 +
a' ~Feita 8. reducçâo (n. o 9.)
pIlll sommar os polynomios

3a2-4ab + 2a2+ b2 - 3ab,
ou 3a2_ 4ab + 2a2_ 3ab +b~.
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Por uma razão semelhante, para ajuntar a este
ultimo polynomio, 2ab-5b2, basta escrever

somma das tres quantidades dadas, que pela reduc-
ção dos termos semelhantes se converte em 5a2-
5ab-4b2•

REGRA GERAL. Escrevem-se os polynomios uns depois
dos outros. com seus signaes; e reduzem-se os termos
semelhantes.

Exemplo. Sommar os poly-
nomios

Somma, já reduzida

3a2- 4ab + 2b%
+ 5a2+ 2ab-b%
+3ab- 2b2- 3c2:

8a2 + ab _b2_3c2

Na pratica, a medida' que se vão reduzindo os
termos semelhantes, assignaln-se cada um com um
leve traço, para evitar enganos. Os termos, não tra-
çados são os que falta reduzir, e comprehender na
somma final.

SUmIltAcçÁü ALGEBRlCA.

11. Proponha-se diminuir 4b de 5a: é claro que
o resultado algebrico será 5a - 4b. É tambem
claro que a differença entre 7a3b e 4af.b deve ser
7a3b- 4a3b=3a3b.
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Seja porém 2b-3c que se pretende diminuir de .

.ta. Em primeiro lugar o resultado se póde assim
exprimir ..ia-(2b-3c); no que não se faz mais do
que indicar a diminuição. Porém as questões d'AI-
gebra exigem que se converta aqueIla expressão em
um s6 polynomio : e eis em que consisteprincipalmente
a regra da btracçãoalgebrica.

.o conseguir t notemos que se a, b, c fossem
dos em numeros, de 2b tirariamos 3c, e de 4 a

a dift'erença precedente.
Estas operações não se eírectuão, no estado actual

as quantidades: porém se de 4a tirarmos 2b, o
que dá ..ia- 2b, a differença pedida estará desfal-
cada da quantidade 3c: pois que não era 2b por
inteiro t mas sim ~b-3c o que queriam os subtra-
bir: cumpre pois ajuntar 3c, o que nos dará o re-

G 4a-!b+3c.
Se de 8a2-!ab se houver de subtrahir 5a2 -4ab

+3bc-b2
• a operação será indicada deste modo

Ba2-2ab-5a2+4ab -3bc+b~,

, reduzindo, 3a~+2ab-3bc+b2.
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Póde-se concluir esta REGRA GERAL, para diminuir
de um polynomio outro: Escrevem-se em seguida ao
primeiro todos os termos do segwndo,trocando-lhesos
signaes; e faz-se a reducção, se appareeemtermosseme-
tluuue«.

12. A passagem de uma subtraeçâo indicada para
uma effectuada, e vice-versa, dá lugar a certas trans-
formações nos polynornios, que muitas vezes são
uteis, Assim por exemplo

6a2-3ab+2b2 -2bc=6a2-(3ab-2b2+ 2bc}=
6a%-~ab-{2bc-2b2)

a+ b-c +d-e=a+ b-c- (e-d)=a+ b-(c-
d+e)=a-(c-b-d+e)=a+b+d-(c+e}.

MULTIPLICAÇÃO ALGEBRICA.

13. Demonstrou-se na Arithmetica, que o pro-
dueto de dous ou mais numeros conserva-se o mesmo,
qualquer que seja a ordem. em que se multipli-
quem. Supporemos demonstrado este principio em
toda a sua generalidade.

Isto posto, tratemos da multiplicação algebrica ;
e em primeiro lugar do caso em que ambos os fac-
tores são monomios. Seja 7a3b'J. para multiplicar por
..ia2b.

A 1. a expressão do producto 7a3b2 X 4a2b se pode-
rá simplificar, observando que segundo o principio



,\
Passemos á multiplica~_.

«+h+c, e d+f, compostos unica-
n&e de 'termos additivos: o seu producto será
b-l-f) (el f), que se trata de reduzir a um só

lynomio: nÍ8to consiste a multiplicação alqeorica,
Ora, multiplicar a+b+c por d+f, é repetir o
tiplicando d vezes, depois rejletil-o f vezes, e
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sommar os dous productos. Uas tomar li vezes a +
b+c, é tomar d vezes a, li vezes b, li vezes c, e ajun-
tar os tres productos, o que fórma ad+bd+cd. Pela
mesma razão {vezes o multiplicando equivale a a{+
b{+c{. Logo o producto total é ad + bd+cd+a{+
b{+c{.
Assim, tendo os factores só termos additivos ,

. multiplira-se cada termo do multiplicando p01' cada ter-
mo do multiplicador, e ajuntão-se todos os productos.
Se os termos tiverem coefficientes e expoentes, a

cada multiplicação parcial se applicará a regra dos
monomios. Assim

(5al + 2ab+bl
) (3a+2b)=15a3+ 6a2b+ 3((b2+

1Oa2b+4abl +2b3

15. Tratemos agora do caso mais geral, aquelle
em que ambos os factores eontêem termos sdditivos,
e termos subtractivos. Neste caso, o multiplicando
exprime a differença entre o numero representado
pela so~'ma dos termos additivos, e o numero re-
presentado pela somma dos termos subtractivos. O
mesmo se entende do multiplicador.
Do que se segue que a multiplicação de dous po-

lynomios quaesquer se reduz á de dous binomios da
forma a-b, e c-d; designando a e c as duas som-
mas de termos additivos; - b e - d as sommas de
termos subtractivos nos dous factores.
Procuremos pois effectuar a operação (a - b )

(c-d). Multiplicar a-b por c-d, é tomar a-b
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tanlas vezes quantas unidades ha em c, rnenostan-
tas vezes qnantas unidades ha em d: por outra,
mulLiplicar b por e, e a-b por d, e subtrahir o
segundo producto do primeiro. Porém multiplicar
~ por c, é o mesmo qlle ultiplicar c por a-b,
o que dá a vezes e, menos b vezes c, ou ca;-cb =

1nesma razão (a-b) d=ad-bd. Logo o_.~r1J~r.~d s nomios

(a-b) (c-d)F=ac-bc-ad+ bd.

+par+, ou -por -, dá+.
+ por -, ou-,por +, dá-.
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Expressão incorrecta , mas cuja concisão é parte,
para que melhor se fixe a regra na memoria.
Isto posto; póde ordenar-se a operação, como se

vê no seguinte exemplo:

~ 4a3-5a~b~Sab2+2b$
Factores í 2a2-3ab -4b2

, { ,Saá-19á4b-16a3b2+4a2b3
Prod~ctos -12a4b+ 15a3b2+24a2b3-6ab4
parciaes -16aW+20aW-I-32ab4-Sb5

Prod~cdto)Sa5- 22a4b--17a3b2+4Sa2b3+26ab4_Sb5ro~~ o~ .

Em cada multiplicação, termo a termo, começa-se
por examinar, segundo a regra precedente, qual será
o signal do producto parcial respectivo; e em segui-
da applica-se aos coefficientes, letras e expoentes o
processo da multiplicação dos monomios. A final
reduzem-se os termos semelhantes.

Observações relativas á multiplicação algebrica.

16. Multiplicando, um pelo outro, dous polyno-
mios homogeneos (n.o 7), O producto será tombem ho-
mogeneo. É consequencia das regras relativas a letras
e expoentes, na multiplicação dos monomios. Das
mesmas regras se segue que o numero de dimensões
do producto é a somma das dimensões do multiplicando
e multiplicador. Serve muitas vezes esta observação
para descobrir erros de pratica na multiplicação.
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Quasi todas as questões que se resolvem algebri-

camente, e notadamento as questões de Geometria,
,Çp,.AZeID pressões homogeneas.)

ultiplicação de certos polynomios conduz
JI Jlotaveis e de uso frequente.

g~;;~.~~binomio a+ b elevado no quadrado, ou

~= (a+b) (a+b) = a2 + 2 a b+ b2

e e quadrado da somma de duas quantidades
ao quadrado da primeira, mais o da segunda,

'O oobro doproducto das duas quantidades.
t.o Se em vez.de a+ b , tivessemos a - b, seria

(a-b)2=(a-b) (a-b)=a2-2ab+h2:
3
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Isto é, o quadrado da d'iffercnça de duas quantidades
é igual ao ouadrtuio da primcira, m.ais o quadrado da
segunda, menos o dob?'o do p1'oducto das duas quanti-
dades.

Assim (8a3+5a2b)2=64a6+25aW+80a5b
(8a3-5a2h)2. 64a6+25aW-80a5b.

3.° Multiplicando a+b por a-b, resulta a2_b2
•

Logo a somma de duas quantidadas multiplicada pela
sua diflerença dá em producto a differença dos quadra-
dos das mesmos quantidades.

Estas observações muitas vezes abreviâo os cal-
culos.

19. Ha certos polynomios, cuja inspecçâo basta
para poderem decompõr-se em factores, o que é fre-
quentemente util. É facil de ver que

25a4
- 30a3b+15a2b2=5a2 (5a2

- 6ab+3b2)

e que 64aW - 25a2b8= (8aW +5ab4) (8a2b3 -5ab4
).

DIVISÃO ALGEBRICA.

20. A Divisão em Algebra, como na Arithmetica,
tem por fim:
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~ •.que a divisão dos mono-
e ectuar, 1.. quando o coefficien-

~~",",o não é multiplo do do divisor; 2.°
O e poenJe d'alguma letra é maior no divi-

e no dividendo; 3.0 quando alguma letra en-
po divisor, e não no dividendo.

qualquer destes casos, o quociente conserva
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a fórma de um monomio fraccionario, que porém
muitas vezes se pó de simplificar. Consiste a simpli-
ficação em supprimir todos os factores, que forem
communs ao numerador e denominador, o que não
altera a fracçâo (Arith. 45).

22. Segue-se da mesma regra, que a letra que ti-
ver o mesmo expoente nos dous termos da divisão
não apparecerá no quociente.

Mas este resultado pôde tomar fórma tal, que con-
serve o vestigio da letra b, que figurava na questão
proposta, e desappareceu por occasião da divisão.

Com eífeito, a regra dos expoentes, applicada por
- , - b2 d L Econoençao a expressao b?: a re uz a n.o ; ste novo

symbolo b. o indica que a letra b iuio é {actor no qtto-
ciente, ou nelle não entra; mas tem a vantagem de
conservar a lembrança de que na questão proposta
figurava o numero b; e isto sem alterar o resuluulo,

Porquanto, provindo h" da expressão t:,que aliás

é igual a 1, segue-se que 3abo=3ax 1=3a.
Em geral, toda a quantidade alfeeta do expoente O t!

equivalente á unidade. Importa reflectir com madu-
reza sobre a origem desta expressão; cumpre formal'
juizo claro e exacto dos syrnbolos empregados em
Algebra.
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/}ivisão dos Polynomius.

, ou - dividido por -, dá +;
1'>Ii."1t"'<>"'"

-, ou - dividido por +, dá -
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2GaW+I0[~I'-48a3b+24.ab"J4.ab-5al+3b2
+8a3b -10a'o+6a2b2 -2al+8ab (quoc.)

(ior.) 32a2b2
- 40a3b+24abs

-32a2b2 + 40a3b-24ab3

(2°r.) . O
Da definição da divisão e da regra (n.o 15) resulta,

qUfl o dividendo é a S01nma reduzida de todos os pro-
duetos parciaes de cada termo do di visor por cada ter-
mo do quociente. Mas, segundo a observação (n. ° 17)
o termo do dividendo + 10a4, em que a letra a tem o
maior expoente, deve provir sem reducção do termo
- 5a2, em que a mesma letra tem o maior expoente
no divisor, multiplicado pelo termo analogo do quo-
ciente. Este termo pois se achará dividindo + 10a4

por - 5a\ o que dá - 2a2•
Obtido um termo do quociente, é claro que, mul-

tiplicando-o pelo divisor, e subtrahindo do dividen-
do o producto (para oque se escrevernlogo os termos
delle com signaes contrários aos que dá a multiplica-
ção), o resto conterá o producto elo divisor pela parte
que falta do quociente. Podemos pois tratar aquelle
resto 32a2b - 4.0a3b+ 24ab:\ como um novo divi-
dendo, e uma analyse semelhante á precedente con-
duzirá a dividir - 4.0a3bpor - 5a\ termos do divi-
dendo e do divisor, em que a letra II tem o maior
expoente. O resultado desta divisão parcial, + 8ab,
é o segundo termo do quocient.e, que será exacta-
mente - 2a2 + 8ab, visto que não ficou 2. ° resto.

E quando o houver, é claro que a esse 2.° resto, ao
3.", 4..° &c. se applicará sempre o mesmo raciocínio
que ao 1. o
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l\A GERAL. Ordenados o dividendo e o divi-
.~~~rii·4e uma mesma letra , divide-se o 1.o ter-
lIIij9'i •• rtIo pelo i.o do divisor e obtem-se o 1. o do

;1•••• ~~~••••~·"icor8e o termo achadopelo divisor, e
.Irrl~~ Q producto do dividendo. Pratica-se com o

~ tOm o dividerulo; e continuão-se as
-""'86 r6lto O. o ~UAL CASO A DIVI-

mos, que comquanto haja analogia en-
o gebriea e a arithmetica, já na disposi-

S Cülos,jã nos fins da operação, ha comtu-
n te uma e outra sensiveis differenças.
Arithmetica os quocientes parciaes se achâo



2.4 ALGEBRA.

por tentativas; em quanto na Álgebra ri divisão do
1.o termo de cada resto pelo 1.o do divisor dá sempre
11mtermo do quociente. No que é mais simples a di-
visão algebrica. Tambem nesta póde principiar-se
pela direita, tomando, não o maior, mas o menor
dos expoentes de uma letra, o que em nada altera
os processos e raciocinios expostos. A divisão arith-
metica só póde começar pela esquerda.

27. Póde succeder, que um dos polynomios, ou
ambos, contenhão mais de um termo, em que a letra
escolhida para se elles ordenarem tenha o mesmo
expoente. Nesse caso cumpre tratar como um só
termo a totalidade dos que contiverem a mesma po-
tencia da letra: e na divisão attender a estes termos
compostos, pela maneira que se passa a expôr. Seja
por exemplo o divisor 5a2+3ab- 5bc, e o dividendo
l1a2b-19ahc + 10a3-15a2c +3ab2 + 15bc2

- 5b2c
que, ordenado, se póde reduzir a esta fórma (n. o 19)
10a3+ (l1b-15c) a2+ (3b2-19bc) a+ 15bc2

- 5b2c.
Tambem se usa da seguinte indicação:

10as + l1b) a2+3b2)a+15bc2-5b2c.
-15c 19bc

Se representassemos por uma letra cada grupo
de quantidades que multiplicão cada potencia de a,
isto é, suppondo l1b-15c=m, e3b2-19bc=n,
o dividendo se tornaria em 10a3+ma2+na+ 15bc2

-

5b2c, cuja divisão facilmente seguiria a regra (n. 025).
Quando porém se tratar da divisão do termo ma",
cumprirá notar que m representa um poJynomio, a
cuja divisão parcial se deve applicar n mesma regra
(25).



o 1..

m isâo dos polynomios
. otencias

'6 no tlilvisor. Neste caso,
o em relação a essa letra, a di~

~~If«:ta, se cada termo do dividendo
~~~rr;'visi'j)el par todo o divisor. Este

»qu~ao depois nos será util, póde ser dc-
o ~la maneira seguinte:
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Seja o dividendo .Ma4+Na3+Pa2+0a+I~. e o di-
visor S, sendo JI, s. P, Q, R, S monomios 011 po-
lynomios, nos quaes não entra a. Pois que o divisor
S não contém a letra a, o quociente a conterá com os
mesmos expoentes, que tem no di1jidendo; pois só assim,
multiplicado o quociente pelo divisor, se repro-
duzirá o dividendo. Será pois o quociente da fórma
ma4+na3+p(t~+q(H-r, sendo m, n, p, q, r mono-
mios ou polynomios, tambem independentes de a.
Ora, multiplicado este. quociente pelo ,divisor S,

deve ser o producto Sma4 + Sna3 + ~pa2 + Sqa +
Sr = JJI(tl

' + Nas + Pa2 + Qa + R
E como entre os termos que contém diversas po-

tencias de a não póde haver reducçào ; segue-se que
para poder ter lugar esta ultima igualdade, é neces-. .
~arlOque seJa

Sma4=lIfa4

~pa2=~a2

n«
111,a4=_

S-
Nas

.Pa2
pa2=-
.8

e assim por diante. O que demonstra, 0_ nosso theo-
rema, a seber :

Ordenado um polYfwmiQ Cf r,espeito de urna ~etra,:
para qtW seja divisível por outro polynomio INDEPEN-_

1mNTE dessa letra, é necesscsio, que a parte aRecta de.
da uma das potencias da mesma letra seja separada-_
tente divisivel pelo mesmo divisar.
Sirva de exemplo o polynomio 3a3b + 2a2b: -.
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......• am_bm

nunQ4 páde ser d'ivis'ivel por um



28 ALGEIIRA.

nomio, quando este di'vidir exaaamenu: cada um rros
termos do dividendo.

3. o Nenhuma divisão é eaoaa quando o divisar con-
tém oujuma letra que não exista no dividendo.

4. o Um polynomio não édivisivelpor outro polynomio,
se os termos do dividendo e do divisor, em que entra
uma mesma letra com o maior ou com o menor ex-
poente, não {ôrem divisiveis um pelo outro. Esta
ultima observação é util na pratica, para evitar
tentativas inuteis.

FRACÇÕES ALGEBRICi\S. MAIOR DIVISOR CmIl\lU:\f.

31. As fracções algebricas devem ser tomadas na
mesma accepção que as fracções arithmeticas , a sa-
ber: imagina-se dividida uma unidade em tantas
partes, quantas são as unidades do denominador, e
tomão-se dessas partes tantas, quantas unidades for-
mão o numerador; podendo aliás, um e outro,
ser representados por monomios ou polynomios.
Portanto a addiçào , subtracção, multiplicação e
divisão das fracções serão aqui effectuadas pelas
mesmas regras da Arithmetica; devendo porém na
applicação dessas regras ás fracções litterarias, atten-
der-se aos processos especiaes estabelecidos para as
expressões algebricas inteiras, monomios ou poly-

J nomios, Não é pois necessario reproduzir as men-
cionadas regras, que suppomos sabidas.

Toda ria (L /'cclucç1lo das {mf,çõcl} ti 1nais simples CJí-
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"'1&utA'8~senvo imentos, por causa de

iespeciaes que ofl'erece o prQces-
applicado a fracçôes algebricas.

~p;.Il-Q8 fracçâo são ambos mono-
um delles (n.030, 1.0 e
ores que lhes são com-
- fracção. Sendo

80s partícula-
1iIl~~, para descobrir os fac-

~,,*emplo:
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Tlieorie Elementar do Maior Dioisor Commum,

32. O maior divisOl',cOlnrnum de dous polynornios é
o polynomiomaior em relaçõo a expoentes e coelficientes,
que divide esactomeiue os dous propostos. .

A propriedade caracteristica do maior divisO)' com-
'/num. é que dividindo por elIe ambos os polynomios,
os quocientes resultantes 'são primos entre si, isto é,
não contém factor.commum.

Esta proposição é simples corollario dos principios
da divisibilidado dosnumeros, estabelecidos na Ari-
thmetica. Desses mesmos prineipios concluimos os
seguintes:

1. o principio. O maior divisor comrnum a dous nu-
l1Ul1'OSinteiros contém como {actores todos os divisores
porcioe« communs aost/ous numeros, e não 'póde con-
ter outros ractores .

2. o, principio. O maior divisol' commwn entre dous
numeros inteiros é ., mesmo que aure o menor delles
e o resto da divisão de um pelo outro.

A theoria do -maior divisor commum algebrico
funda-se nestes dons principies, cuja demonstração,
geral e algebrica, não póde aqui ter lugar. O segun-
do foi demonstrado na Arithmetica (n. 052); e o 1.0
é corollario das propriedades dos numeras (Aril.l05
e 106).

Isto posto, procuremos descobrir o maior divisor
commum aos dous polynomios, já ordenados em 00-
laeâo á letra a :.

15a5b2+10a4b3+4aW+6a2b~_3ab6
12~W+38a3b3+16a2b4-lOab5.
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Actualmente, em virtude do 2. o principio, deve-
mos achar o maior divisor eommum entre o polyno-
mio menor e o resto; e como este resto é divisivel
por 137b2, e o outro polynomio não o é, pôde-se
omittir o íactor 137b2 (1.0 principio). Portanto

Segunda divisão.
6a3+19a2b+8ab2-5b3\3a2+2ab-b2

-6a3-4a2b+2ab2 2a +5b--
+15a2b+l0ab2-5b3

-15a2b-l0ab2+5bs

2. o resto. . . . . . . . . . O.

Será 3a2+2ab-b2 o maior divisor commum entre
os polynomios, depois de preparados para a divisão;
e como nestas preparações omittimos o factor tam-
bem eommum ab2, o maior divisor commum entre
os polynomios propostos será

Do mesmo modo se discorre em qualquer outro
exemplo; e a aualyse das operações conduz á se-
guinte:

33. REG A GERAL. 1.0 Eroamina-se se ha algum (ac-
for monomio, commum a ambos os polynomios; e ha-
oendo-o omitte-se. 2.0 Supprime-se em cada polynornio
qualquer (actor monomio que não divida exactamente o
outro polynomio. 3. o Pratica-se a regra do maior divi-
sor commurn, dada na Arithmetica. 4.0 Em cada nova
divisão, começa-se'scrnprepor supprimir em cada poly-
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nomio todo O (actor que não o seja do outro. 5. o Quando
o 1.o termo d. fIlgum dividendo parcial tem coelficwnte
não di~ifIélo primeiro do divisor, obtem-se esta
divisiüjdade, multiplicando o dividendo parcial pelo
numero que (or preciso, comtanto que não seja (actor do
divisor. 6.o Obtida uma divisão exacta, o ultimo divisor
•• . lica pelos fa!?kw.e, commum, que no começo

.~~l:wn~'mido; e o producto é o
OR Olt COIIMUMl'EDIDO.

Quando o ultimo resto não é zero, será indepen-
dente da letra, a respeito da qual se ordenarão os
polynomios; os quaesem tal casosão primos entre si;
~ se têm algum factor commum independefí e a
lelTit, e que no principio da operação houvesse esca-
pad 1lO me [n." 28).
N. B. CUos ha em que a regra precedente se acha

·•• ~!énte; mas sendo difficil tratar esses casos,
s~ co os princípios até aqui estabelecidos, conten-
lamo-nos por ora com o que fi.ca dito, e passamos á
~or,,~·lg,'áJ~oaproblemase eq - s do 1. o gráo.

5
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PROBLRJUS DO PRIMEIRO GRÁO.

NOÇÕES PRELIMINARES SOBRE AS EQUAÇÕES.

34. Não considera a Algebra ordinariamente •.
senão os Problemas cujo- enunciado traduzido nos
: bolos algebricos se acha representado por equa-

ções. Chama-se equaçiio a expressão da igualdade de
duas quantidades.

A resolução de taes problemas compõe-se de-duas
partes distinctas. A primeira tem por fim representar
algebricamente as condições do problema, ou pô.Io
em equação: a segunda ensina a resollier a equação
ou equações, isto é~derivar dellas o valor ou valores
das incognitas.
As regras relativas á 1.a parte deste processo

tem, como se verá, alguma cousa de vago, e que
fica dependente da sagacidade do calculista; pelo
contrario na 2." parte se seguem processos definidos
e invariaveis. Pelo que tratamos primeiramente
desta 2.' parte, ou da resolução das equações.
Considerão-se diversas especies de igualdades:
1.o A igualdade que existe entre numeros conhe-

cidos e dados ápriori, mas representados por letras:

- b d a c 'fi *"'-taes sno estas a- =c- , "b=a' que se ven CQ~
1J
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substituindo ás letras numeros

ttic"'_~.:ê:os qnaes existâo as relações indi-
~~IIf'àj[)ecie conserva o nome de igual-
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Tratamos por ora sómente das do 1.· grão: a sua
resolução tem por fim procurar um valor para a in-
cogníta, que substituído a ella na equação, torne o 1.o
membro identicamente igual ao 2. o

Chama-se 1.omembro a quantidade que precede ao
signal =, e 2.0 a que se acha depois do mesmo sig-
naI.

§ 1.o Equações e Problemas do primeiro .yráo a um(,
incognita.

35. ~ principio commum a toda a especie de igual-
dades, e que se póde ter por evidents ; que sem per..,
turba-Ias, se póde 1.o ajuntar ou tirar a ambos os
membros a mesma quantidade: 2.o, multiplicar ou di-
1Jidirambos osmembros pela mesma quantidade. O que
significa que, se antes da operação erão iguaes os
dous membros, lambem o são depois della, Isto é
evidente. Daqui resultão duas transformações que
são de uso continuo na resolução das equações.

1.' Transformação, Convém muitas vezes passa'!'
wn termo de um para outro membro; para o que basta
mudar-lhe o signal.
Seja por exemplo 5~=8+~. Se tirarmos 2$

de ambos m~brosl teremos

E se a um e outro membro desta ultima ajuntar-
mos fi, resultará

5Ji-6-!x+6=8+6, ou 5x-2x=8+6.
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qual se omiue ; e multiplicm' por esse denominador os
termos inteiros.

N. B. Se na reducção ao mesmo denominador
houver simplificações, não ha razão para omit-
ti-Ias; e a sua pratica tornará mais simples a equação
final.
Sendo a equação algébrica, Ilregra precedente tem

plena applieaçâo: segundo ella, a equação

ax_ 2C2~ + 4a= 4bc'x+5~3-3b
b ab a3 b2

semuda em a4bx-2o,'bc'x+4a4b2=4b3c2x+5a6-3aW'
O denominador' commum dos termos fraceiona-

rios é aSb2•

37. Proponha-se agora resolver a equação

4x 3 5---=2x--9 5 6'
:1 qual. pela segunda transformação se muda em
40x--54==180x-75.
Transpondo os termos 180;,; para o 1.°, mem-

bro, e para 02. °-54, resulta 40x--180x=54-75.
ou-140x=-21.
A mesma transpo'sição (noo 35) applicada á- ultima

equação a eenverte em 21= 140x, ou 14001:=21, o
desta, divi o.emhes os rnembr spor140, resulta

N. B. Incidentemente fica provado que mudar os
signaes a ambos os r/lembros não altera a eqtWfãQ.
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olvamos tombem a cqua~oliUcral acima trans-
ada

raBspondo o termos de modo que no 1.0 mem-
ente existão quelles em que entra x, te-

Ora, ° 1.· membro póde ter a fôrma de um pro-
dueto po o em evidencia o factor (li, commum a

o termos, deste modo

":101..-0, que dividindo ambos os membros desta
o polyDomio, molLiplicador de x, se obterá o valor

• • t ° qual será

RA GERAL para resolver uma equação do
•• grAo., numerica t ou litteral. 1.0 Expel1em-$e os

dimoniinadore3, se os ha (n. o 36). !.o Collocão-se no 1."
membro toáo, .os termos em que entra a incognita, e no

o 01 <tmnos 1J()nhecidos (n. o 35). 3. o Reduzem-se os
t6rmiJ1.3Bmelhantes; e se a equa~ão é liueral, põe-"$e em
evidencia o {actor X, COOlmurnaos termos do 1." membro_:

o Dividernrse ambos os memoro« pelo numero, 'Oupelo
amwmio, ou polynomio, quemultiplica x'

o
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39. Passemos á 1.. parte da resolução dos proble-
mas. cujas regras, como fica dito, não tem a mesma
invariabilidade que as da 2.· parte, ou resolUÇÓ,(Jdas
equações. Ás vezes, o enunciado do problema se tra-
duz immediatamente em equação: outras, é neces-
sario sagacidade para perceber nesse enunciado as
condições susceptíveis de serem expressadas algebri-
camente. E ainda succede não serem as mesmas
condições propostas, porém outras, dellas derivadas,
as que formão a equação ou equações. Neste casose
dá o nome ás propostas, de condições explicitas, e as
que dellas se deduzem condições implícitas.
Eis-aqui o unico preceito geral, apropriado para

bem encaminhar o estudante nestas investigações:
Considerar o problema como resoZ.vido, e effectuar com
o auxilio dos signaes algebricos sobre as quantidades
conhecidas, numeros ou letras, e sobre a incognita sem-
pre representada por uma letra, as mesmas operações e
raciocinios que serião necessarios se ovalor da incog1.ita
já estivesse determinado, e se tratasse de verifica-lo.
A pratica deste preceito não offerece uniformidade

que permittaestabelecer-se regra mais precisa e defi-
nida : applicando-o porém com discernimento, sem-
pre se obtem duas' expressões algebricas da mesma
quantidade; e i~alando esses duas expressões,
forma-se a equação. hssemos a exemplos.

40. PRIMEIRO PROBLEMA. Achar um numero, tal
que a metade delle, mais um terço, emais um quarto,
juntos a 45, produzão a somma 448.

Represente x o numero pedido. Conhecido o seu
valor, seria preciso, para verifica-lo, sommar o valor
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o de;, o de1com o numero 45, a ver se li.

é .U8: logo (n. o 39) a equação do pro-



42 ALG_BRA.

Logoaeq.doprob. é 1280x-16800+560x= 1600~
que se muda em ... 1840x=16800+1600=18400:

18400Donde x= -'1840=10, e 30-x=20 ;

Isto é, que o jornaleiro só trabalhou 10 dias, dos
30 do ajuste.

Verificação. 1280 X 10 - 560 x 20=12800-
11200=1600.

42. Este problema se pôde generalissr , repre-
sentando por

ti, o numero total dos dias até o ajuste de contas,
a, o salario ou ganho ,de cada dia de effectivo

trabalho,
b, a perda ou despeza em cada dia de ociosidade,
(;, a quantia que a final recebe o jornaleiro.

Seja ainda
a: , o numero de dias de tPllbalho: será tambem
n-x, o numero de dias de ociosidade:
e a equação do problema será ax-b (n-x)=c, ou
feita a multiplicação

ax-bn+bx=c.

011

ax+bx=c+bn.

(a+b)x= c+bn

Donde

.
e finalmente . c+bn=x--a+ú
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Será pois a equação do problema

x+~+~ +!Ei=q
m m m

ou expellindo os denominadores,

mx+nx+~+qx=am,
ou am a (m+n+p+q)x=am; dOlldj:l x= ma

m+n+p+q,
Obtida a 1." parte, é faoil determinar as outras •.

cuja expressão algebrica será

. 2."='1$=, na ou; 3.•=~ pa 4,~
, m m+n+p+q m m+n+p+~
q.1: qa

='m=m+n+p+q'

Os valores numéricos destas quatro expressões se
achão facilmente dividindo o numero dado a pela
somma dos numer s m, n •.p. q, e multiplicando sue...
cessivamente o quociente por cada um dos tnelmOS nu-
meras. Regra, que coincide com a da Arithmetica
(n. o 178): assim devia ser. porque o presen te problema
não é mais do que a Regra de Sociedade de que trata
o numero citado.
Seja por exemplo o ro 351, para dividir em

quatro partes proporci0ftes a 3, 5, 7, 11:é o mesma
que suppôr a=351 , m=3, n=5 •.p=7 e q=11. E
substituindo estes numeros nas formulas deduzidas,
ou seguindo a regra que 4êUl~deriva" acha-se :pata
Q quociente mencionado

35126=13,5.



45
,5x3=lO,5; 2."=13,5x5
94,5; .1.-= 13,5X 11=

Hiciente,
a pela sub-

10 a membro. Ora,
os da 1.- por 9, coeffi-

membros da 2.- por 7 coeffi-
~~OOftiéciéntede ~~ em ambas se

=63. Resulla
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45x+63y=387
77ai+63y=483

e subt. a 1.&da2.· 32x=96, donde ai=:=3.

Igualmente, multiplicando a 1.· equação por 11,
a 2. a por 5, temos

55x+77y 473
55ai+45y=345, e subtrahindo a 2.· da 1.a

12832y=128; logo y=-s2=4.

São pois 3 e 4 os valores das incognitas nas equa-
ções dadas: o que se verifica, substituindo estes
numeros a aie y, em cada uma dellas, que se torna-
ráõ em identidades.
É claro que se os termos em ai,ou em y, não tives-

sem o mesmo ignal em ambas as equações, seria
preciso empregar em vez de subtraeçâo, a sddiçâo
para eliminar uma incognita, e determinar a outra.

N. B. Sendo este processo mui analogo á redu
cão das fraccões ao mesmo denominador, seria faeil. .
introduzir simplificações no caso de terem os coeffi-
cientes algum faetor oommum: comtudo as mais
das vezes é ~~ emp~r a regra geral, e
simplificar, se fôr possivel, a equação final; o que
não embaraça, se fação em algum caso particular as
abreviações que forem obrias •

.lã· Passemos a tres equações a tres incognitas, G'

sejao
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&i:-6y+b 15
7a;+4y-3z=19
!a:+ y+6z=46.

~

15X-18Y+12Z==45
1.a e 2.• 28a;+16y-12z=76

43a;-2y=121

l
30a;--36Y+24Z= 90

1.~ea- ~+ 4y+24z==184
22a:-4Oy--94

Poder-se-hia recomeçar o processo para eliminar a;
, e determinar y; e para, eliminando y e ai, achar

uTalor de z, Porém ha qtethodo mais breve. O valor-



48 ÁLGEiiRA.

de x, substituido em uma das ultimas equações, dá

129-2y=121; donde 2y=129-121=8; e y i.

E substituídos ambos os valores de x e y em uma
das tres equações dadas. por exemplo na 3. a I

resulta

o systema de valores, x=3, y=4, z=6 satisfaz
completamente as equações propostas, como se póde
verificar pelas substituições.

46. Bem considerando os processos precedentes,
applicaveis a qualquer systema de equações e outras
tantas incognitas, somos conduzidos á seguinte:

REGRA GERAL. Combine-se uma dos eqUQfões com
cada uma das outras, eliminando sempre a mesma
incognita: resultará um systema de menos uma equação
e menos uma incognita do que o proposto. Prtuioue-se:
com este o mesmo que com o 1.o systema e continue-se
do mesmo modo até chegar a uma equa,rJ!ioe uma inco-
gnita. Achado o valor delta, determinão-se ós das outraf
por substituÍfUes ~, em ordem inversa á das
eliminações. De modo qu a t.a incógnita eliminada,

_é a que em ultimo lugar se determina.
A pratica melhor esclarecerá a regra precedente.

47. Tal é o methodo de eliminação, por addiçãu
e subtrac~o. São conhecid outros methodos, entre
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•••• 'dtmS·'lII'i·ineipaes. por su6,tituição, e pm· COln-
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Eliminando z entre a l.a e a 3.a; e u entre a ).a
e a 4.a, ô~parecem IO'gO'duas equações contendo x e
y, que facilmente se resolvem.

l.a e 3: .... 7y-2x-1:
G) a L a\ 12u- 6x= 90~G)O 6 38
••. e LJo. t20y + 12u=128f'" y+ x= .

Examinando as duas ultimas equações, vê-se que
para eliminar x basta multiplicar a 1." pO'r 3. e som-
ma-Ias: assim

2Iy-6x= 3
20y+6x=38

4.1y=41 10'110' y=1-~ ,

valor que substituído na equação 7y-2x-1, dá 7
-2x 1, donde 2x=6,ex=3; e na equaçãO'4y+2z
=14, dá 4+2z=14, donde 2z=10, e z=5.

Estas abreviações variâo, segundo as eircumstan-
cias particulares de cada systema de equações, e se-
gundo a destreza do calculador.

49. Dissemos (n. o 44) que para ser determinado
um problema é necessário que sejâo tantas as equa-
ções, quantas as incognitas. Actualmente é facil de-
monstrar que havendo maior numero de incógnitas
que de equações, O' problema será indeterminado,
isto é, terá infinidade de soluções.

Seja uma equação a duas incognitas 5x-3y=12,
da qual se deduz:
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Éclaro que ~ só ficará determinado quando se der
fi um valor· e este valor é arhitrario, pois não ha

eon . -o que o determine. Suppondo, por exemplo:

1l=I,2. 3,
. 3

serllll,=39 3i '
4, 5, 6, 7, &c.,

qualqner destes systemas de valores correspondentes
de (t e '!I, igualmente satisfaz a equação. O pro-
hlema pois tem infinitas soluções.

outro lugar se tratará do caso em que appa-
nor numero de incognitas, do que de equa-

çõ assamos agora á resolução de alguns pro-
emas.

da b~+ b, doa e!C= -+-:2 ~

~'~:""'-~f~qlm~ sign° -q que dada a somma de
~e.l'OS e 6. sua differença, omaior é igual

~4.dM·tJ.f(lmm.a mais meia dinerença: e o menor igual
4meaa 80mma menos meta di{fcrcnça.
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A verificação dos valores achados consiste em subs-
tituil-os por :li e y nas duas equações, que se tornâo
nas identidades '

a b a b2+2+2-2=a;

;+~-;+;=b.
51. QUINTO PROBLEMA. Sabe-se que ajuntando 1aQ

numerador de certa fracção, ficará e$ta=~; e que ajun.,

tando 1ao denominador, valerá 1: pede-se o nume..,

rador e denominadQr da {racção,
Seja esta ;; será segundo ascondições doproblema

x+l 1 x 1
y =ã; e y +1=4, ,

ou expellindo os denominadores, 3x+3-y , e .Ix
y+1.
Destas equações resulta x=4 , y=15 , sendo pois

íl fracçâo pedida 1~' Com effeito '

52. Slj:XTO PROBLEMA. Um negociante, misturando
rre.~qualidades de vinhos, obte'm os seguintes resultadosl

Com 3 medidas do 1.o, 5 do 2.o, e 7 tIo3.o, fica sendo
(J custo da mistura 735 réis a medida.
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iltúrtlftClD tIuaí medidas do 1. o com 4. do 2. ° e 6 do
I} • 7!O.Com 4.medidas do 1.0, 9 do 2.°

• fMma terceira qualidade de custo de 690 a

. 8~+~~+ 7%=735

!z+4.y 6z 7@0
' 12 •.

+9y+16z 69
29 >= O

y+2z 1935
Y'"h'4.s==2730.
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E diminuindo uma da outra 2z = 79:>; logo
z=397,5.
Este valor, substituido na 2.a das duas equações,

entre y e s, produz

y--2730--4:=2730--1590=1140.
E por meio dos dous valores de y e z, e de qual
quer das equações primitivas, se obtem x=847 ,5.

FOJ,'ão pois comprados os vinhos, o 1. o a 847 réis
e meio; o 2." a 1140 e o 3.°a 397 réis e meio,
cada medida.
A verificação é fsoil e obvia.

, N. B. Todos os problemas, como é o precedente,
em que se trata de misturas de liquidos, ligas de
metaes , e questões semelhantes, são por alguns
reunidos debaixo do titulo-:.Regrá de Liga--de que
em muitas Arit _ éticas se encontrão preceitos e
methodos. Estes forno omittidos no Compendio de
Arithmetica adoptado para a Academia de Marinho;
porque, em geral, ou as questões de ligas se :resolvem
por simplices multiplicações e divisões, ou se são
mais complicadas, o recurso ás equações algebricas
é preferível a regras não demcnstradas, como as que
se encontrão na Arlthmetiea 00 ~Ollt..

53. Sirvâo para exercicio os seguintes problemas,
de que damos sómente o enunciado das condições e
o resultado. "
7.o PROBLEMA. Um jornaleiro executa o trabalho a

no tempo b: outro, o trabalho c no tempo d: um ter-
ceira a trabalho e no tempo.r. Pergunta-se em que
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08 tregjornoJeiros, trabalhando juntos, concluiráõ
obrG. representada por g?

• X= bd(q
adf+bcf+bde

tf':'8iIMia_u. A SOmma di> tres algarismos de um
f: (J.das unidades é-o dobro do das centenas:

_.tmd(i:lJ esse numero 297, a somma se fórl1UJ,

• g em {Yf'dem inversa. Pede-se o
a de taes prOi,riedades.
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2 % teln de renda mais 1.500 fr. Pedem,-se os capitaes
e juros 'respectivos.

S. 1.a 30.000 fr. a 4 't: 2.· 40.000 fr. a 5 %;
a- 45.000 fr. a 6 -t..

§ 3.0 SOLUÇÕES NEGATIVAS DOS PROBLEMAS. THEORIA

DAS QUANTIDADES NEGATIVAS.

ss. A resolução dos problemas, pelas regras d'AI-
gebra , apresenta algumas vezes circumstancias sin-
gulares. que á primeira vista causão embaraço; mas,
bem interpretadas. dão a conhecer novas proprieda-
des que amplião e generalisão a lingua algebrica. A
analyse de dous problemas mui simplices, em que
apparecem as circumstancias a que nos referimos,
tornará mais claras algumas reflexões e preceitos
que ensinaráõ a interpretar circumstancias seme-
lhantes.
Proponha-se esta questão: Achar um numero. que

sommado ao numero b, produza somma igual ao nu-
rnero a.
Chamando a: o numero pedido. a equação será

evidentemente b+x==a. donde x=a-b. Expressão.
ou formula. q e dará o valor de x, para cada caso
particular da questão proposta.
Sendo a-46. b 27; x=46-!7=19.
Se fôr a=25. b=38; x 25-38 •

diminuição que não se póde effeetuar.
Reflectindo porém que 38=25+13. o valor ul-

timo de x póde tomar a fórma
x==25--25--13~---13.
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ltado a que se chama uma solução nega-
QUil'líID4r.J interpretal-o.

posta é no caso presente: Achar o
mado a 38 produz 25. É claro que

numero pôde satisfazer a tal condição: o
- ,é impossivel.

eqa o f1J em -x, sera
8-~= 5, donde se deduz

~IV;'U" annos pedido; será
dopaia+x, e a do fllho à-j-»:

8
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a-411dondex=-- a
Se por exemplo for a=54. b-9, teremos

x=54 336=6.

Com effeito, sendo actualmente as idades do filho
e do pai 9, e 54annos, daqui a 6, serão 15. e 60;

60
e 15=4'

Seja porém a=45 e b=15 , será

45-60x=-3-=15-20=-5.

Para interpretar este resultado, voltemos á equa-
ção do problema, que no presente caso particular é

É fácil de ver que esta equação encerra contra-
dicção, porque reduzindo osegundo membro á fórma
~+i.é claro que ambas estasaddiçõessãomenores
do que as duas 15+x; pelo que não podem as
sommas ser iguaes. Portanto o resultado negativo
x=-5 indica impossibilidade, como no primeiro
caso.
Mudando porém x em -x, a equação se tor-

nará em

15 45-x d 1 d d 5-x=-r' a qua se e uz x= .
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Pois que nesta equação o intervallo de tempo ai
ubtrabe das duas idades. segue-se que ella expri-

'~~l'I' problema: Sendo actualmente 45 a idade de
pa' I 5 a de seu filho, pergunta-se: ha quantos

àMos era a idade do filho a quarta parte da do pai.
Enunciado q~esó differe do primeiro em que o inter-

d btrabe, em vez de sommar-se
es.. relação que coincide com a

d >l.'esultadoprecedente.
Neste ultimo caso a impossibilidade do problema
verifica por outro meio.
Sendo aetualmente a relacão entre as idades

~-~ e crescendo, de quanti·dades iguaes os dous

termos des racção, não póde ella tornar-se igual a
1. á::.' •! .porque LWOIl provado em outra parte, que aJun-

tando o mesmo numero ao numerador e denomi-
.e - 1 1r, a 'lra.cçao cresce; e !<:r
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menor, operação ineuquivel. A questão poi=, que
della depende, tal qual foi proposta, não tem solução
possivel.

Quanto á 2.a parte do principio, já notamos em
dous exemplos que a mudança de :li em -x torna a
equação em outra, que representa uma questão pos-
sivel , e tendo por solução o mesmo numero abso-
luto, que apparecera com o signal-.

Esta observação póde ser generalisada. Seja a
solução negativa x=-p: pois que esta expressão
resultou da equação primitiva, por meio de trans-
formações que não a alterâo essencialmente, por
outra, não émais do que a sua expressão resumida;
querendo mudar x em --g; na equação do problema,
é bastante introduzir a hypothesena expressão resu-
midaX=-p: ora feita a mudança, resulta-x=-p,
donde x=p; solução de um problema possível.

Se a mudança se effectuar na equação primitiva,
seráoresultado que ostermosaffectos da incognita se
tornaráõ, os additivos em subtractivos, e os subtrac-
tivos em additivos. Logo a nova equação exprimirá
problema sódiversodoproposto em que algumas quan-
tidades passâo de additivas a subtractivas, ou vice-
versa. Eis o que se tratava de demonstrar.

Para enunciar o novo p blema, o meio mais se-
guro é mudar na equação x em -x, e traduzir a nova
equação em linguagem ordinaria.

57. Observação. O principio estabelecido no n."
precedente, é rigorosamente verdadeiro para as equa-
ções; mas, para que seja applicavel tambem aos
problemas, necessário é que as suas condições tenhão
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t~-.jCDlQ.I~e·&xactamentetraduzidas para a lin-
_.~fil·~.Em alguns problemas ha circums-

que ,as equações não exprimem (do que se
.!N)ItMl"", principalmente nas applicaçôes a
de Geometria) e então a regra (n.056) ver-

~t_Hll •• t.'I_llçãO, póde não ser applicavel á
___ r:-se-ha netsdo que os raeioei-
iAlWíll_Jm.se tod equações, e não
ltms'OlMblemas.

, por exemplo, ten o-se provado que
-b)c::=ap.,-bc, póde notar-se que se fôr a-cb, será

emac<bc; 9 que significa que a expressão nega·
'va a-b multiplicada pela quantidade positiva c, dá

ucto negativo ac-bc. Porém o raeiocinio q~e
conduzio á igualdade (a-b)c=ac-bc, suppõe
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essencialmente que seja possivel a subtracçâo a-b,
ou a>b, pois ninguem comprehende o que seja
tirar 9 de 5, ou 4 de O: assim, logo que occorre a
hypothese a<b , o mesmo raciocinio deixa de ser
rigoroso ou ao menos intelligivel.

A difficuldade provém de que no calculo das
expressões negativas se procede. como se ellas re-
presentassem quantidades de uma especie particular
distincta das positivas; proposição que alguns têem
avançado, mas que ninguem conseguio demonstrar,
e nem ainda tornar sufficient.emente clara e com-
prehensivel, para poder ser incluida nos Elementos
da Algebra.

Qual seja, em geral, a significação das expressões
negativas, é questão que tem oceupado os maiores
genios que illustrárào a história das Matoomaticas.
Comtudo , todas as theorias que pretendem dar-lhes
existencia propria, e distincta das positivas parecem-
nos origem de duvidas, coutradicçôes e obscuridade.
A noção mais clara e intelligivel, é a que deriva da
propria origem destes symbolos, a saber:

Uma expressão negativa é a indicação de uma sub-
tracção impossivel.

Ou é uma formula algebrica, que wprime a differen-
ça de duas quanti ades, das quaes a que sesuppoz maior
na dcducção da formula. a.chou-semenor em certa hy-
pothese particular.

As soluções dos dous problemas (n. o 54 e 55) co
flrmâo e acclarào esta definição.

Comtudo, por .abreviação , tratão no calculo as ex-
pressões negativas como quantidades; e applicào-lhes
por convenf,ão as regras dos signaes, tornando exten-
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.'!'I,~wuomios negativos os preceitos do calculo
subtraetivos dos polynomios. Esta extensão
dos processos demonstrados é confir-

iIIIIIP.,.'iBri'. pela exactidão dos resultados a
uzem as regras e princípios algebricos.

de ta reza são especiaes e earacte-
.~ ~_ Árithmetiea e Geometria os

objectos Ileaa , cuja existen-
comprehendemos: em Algebra

ri_í.~itas ezes se discorre, e se combiná o
jt1"~i~que realmente não significão quantidade

• ymbolbs, representando operações inexe-

6S mêsmos sym'6olos se modificão no
dos calculos, de modo que venhão a exprimir

~Jaó(.8oucombinações possiveis, a questão proposta
~··,;~Wt~,~t!8J~'itla.Muitas vezes um problema, que

~~~~~ de quantidades negativas, recebe
M~.~i8po itiva, que satisfaz com-
condiÇõespr postas.

os capitulos seguintés se encontrará uma
~va confirmação da observação precedente: vere-

ueas expréssõe V -3, V-a(que se chamão
. rias) não representão quantidade alguma;
avia estas formulas, incluindo symbolos de
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operações inexequiveis, sendo sujeitas aos processos
ordinarios. algumas vezes se modificão e conduzem
a resultados verdadeiros. que por outros meios po-
dem verificar-se.
É consequencia da convenção-tratar como quan-

tidades as expressõesnegativas. e applicar-lhes as regras
Qrdinarias da Algebra-é consequencia que as pala-
vras somma e differença em Algebra não tem a
mesma accepção que na Arithmetica: em Algebra.
nem a addiçào inclue necessariamente a idéa de
augmento; nem a subtracçâo a idéa de diminuição.
A somma de -b com a é a-b. menor que a. A

diíferença entre as mesmas quantidades é a+b,
maior que a.
O polynomio 2a3-3a2b+5ab2-763

, é a somma
algebrica dos monomios 2a" - 3a2b, 5ab2, e -7 b3

;

entretanto que a sua accepção propria é a differença
arithmetica entre a somma dos termos additivos, e
a dos subtractivos.

59. A necessidade de praticar sobre as e;tpressões
negativas as mesmas operações que sobre as quanti-
dades absolutas conduz o algebrista a proposições,
que parecem absurdas e tem sido objecto de inter-
minaveis controversias. Taes são estas: .

1.- Toda a quantidade negativa é menor ue zero.
2. a De duas quantidades negativas é menor Ilquella

cujo valor absoluto ou positivo li maior.
Assim -i<O, - 2<-1,-3 <-2, &c. Os que

pretendem demonstrar estas proposições, fundâo-se
no seguinte raciocinio: Pois que de Oé preciso tif:at
1para chegar ao resto-i, segue-se que este resto é
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resumidamente os seus symbolos, para chegar ao
resultado pelo caminho mais curto (").

§ 4.0 DISCUSSÃO DOS PROBLEMAS E EQUAÇÕES

DO l.°GRÁO.

60. Resolvido um problema genericamente, isto
é, representando os dados por letras, convem exami-
nar a que se reduzem os valores das incognitas em
cada hypothese particular que se possa formar ácerca
dos dados: esta investigação é o que se acha a dis-
cussão de um problema, ou de sua equação ou equa-
ções. Para poder estabelecer os principios que
regulão este exame ou discussão, comecemos por
deduzir formulas geraes dos valores das incognitas
para uma equação, ou para um systema de duas,
tres, ou mais equações.
Em primeiro lugar toda a equação a uma ineognita

póde reduzir-se á fórma ax=b , exprimindo a a som-
ma algebrica dos multiplica dores de e; e b a dos
termos conhecidos, previamente transferidos para o
segundo membro.

(.) A melindrosa thetJria das quantidades negatitlas, até hoje, não
foi eselarecida quanto convinha: a Algebra de Bourdon, de que são
estes Elementos mera compilação, nessa parte não satisfez o nosso
espirito. Estudando a doutrina com outros autores, escolhemos as noções
que nos pareeêrâe mais claras e rasoaveis; e a fôrma em q as redi-
gimos, pareceu-no~ a que torna ~ai~ plausiveís as regras do ulo das
quantidades negatIvas. Uma pnmerra redacçao dos n.OS118e 59 talvez
por não ter sido o nosso pensamento exposto com toda a clareza, des-
agradou a alguns iIIustres collegas, cujas observações obsequiosas muito
auxiliárão a redacção, que apresentamos. Tivemos em vista não illudir
difficuldades, mal vencidas por grandes capacidades; mas pareceu-nos
que qualquer das theorias que tem pretendido resolver completamente
a questão, só serviria para fazer nascer no espirito do alumno idéa
erroneas, e erear-lhe embaraços, quando contrahido nas Aulas o habite
do estudo, deseje aprofundar a metaphysica das quantidades nesativas.
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incognita, umco que

dos methodos de

o,c'-ca'
'!J=-----ab'-ba'

Wl1 + by + cz ==d
a'a;+b'y +c'z =d'
a"a;+b"y+c" z=d"

quaes se podem deduzir formulas geraes dos
res das incognitas.
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Seria facil, bem que longo, orgauisar formulas

semelhantes para o caso de quatro ou mais incog-
nitas,

63. A applicação destas formulas consiste em sub-
stituir nelIas, em lugar de a, b, c, a', b', &c" 08

valores numericos que competem a cada caso parti-
cular. Por exemplo, o problema 10.0 [n," 53) posto
em equação, e erpellidos os denominadores, conduz
ás duas equações

x+ y= 53600
5x+6y=293400 . , . (lf')

e confrontadas estas com as duas equações geraes a
duas incógnitas, resulta a=l ,b=1 ,c=53600, a'=5,
b'=6,c' 293400, valores que substituídos nas for-
mulas geraes de x e y, as tornão em

53600><6---293400><1 321600---293400
11: = 6---5 ct 1 28.200

293400><1---53600><5 293400---268000
y= 6---5 1. 25.400

Quando alguma das letras tem valor negativo,
cw:nw18 etteuder 80 signal na substituiçâo, e nas
operações arithmeticas.

Passamos á discussão das formulas geraes.

6la. Sendo cada valor da incógnita uma fracção,
em que cada termo póde ser positivo negativo ou
zero, facilmente se vê que nas applicaçôes particu-

(') Toma-se por unidade o mil réis, para simplificar os ealeulos.
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M••••as inçognitas podem ter cinco especies de va-
I a saher: 1.00 valor O; 2.0 valores posititJos; 3.0

negati1JOl; 4.0 da fórma ~ ; 5.0 da fórrna8. Pretende-

s belecer de modo geral a significação de cada
destes resultados.
1· O vaI b ord~ríaménte representa uma

rol\lema, o sentido das condições com
nÓ ao.

Se v. gr. a incógnita é a differença entre duas
quantidades, aquelle resultado significa que ellas são-
iguaes; se a questão é de um movimento ou de um
lapso de tempo, o valor O indica a origem do movi-
mento ou o 1.o instante do tempo:' a interpretação

cadfl caso é simples, attendendo ás circums-
..,..rY1l'· .~8.particulares.
t.·Os valores positivos são tambem de ordinario

soluções do problema, tal qual foi proposto. Excep-
tua-se o caso em que alguma condição essencial não
tenha sido expressa na equação; pois neste caso os
valores de te, que satisfazem á equação podem não
~tisfazer ao problema. Se, por exemplo, além das
eondições traduzidas algebricamente, se exige que
sejão inteiros os numeres pedidos. qualquer valor
fra:ccioI1a'hopositi o. em ora verifique a e ••o,

ftQl dg ma
;l.o interpretação dos vawref negativós das in-

cognitas fi u estabelecida no n. o56. Eainda que ali
se tratou ente de uma incognita, refleetindo nos
oiooinios en~:feitos, se eonheee que são applica-
.s ao caso de duas ou mais incognitas: o principio

Jlois é geral, e a eUe voltaremos nas applicações.
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65. 4.0 Procuremos agora.ínterpretar as expres-
- d~' Asoes 8. torma õ.
Em primeiro lugar-; seJa a equação a uma m-

cognita.
bax=b, donde x=- .a

Se de alguma hypothese particular ácerca
dados resulta a=O, o valor de x será

b
x=Õ

Ora, neste caso, a equação se muda em O x x . b,
que nenhum numero determinado póde verificar.
O problema pois é impossivel.
É porém de notar que podendo a equação ultima

reduzir-se á fórma
b0=-x

se dermos a x valores crescentes indefinidamente,

quanto maiores forem, mais li íracção ~ se approri-

mará de O, e assim a equação será proximamente
exacta. Podemos pois tomar para valor de x um nu-

- d f - bmero mo gran e que torne a racçao x menor que

qualquer fracção que se determine, por pequena
que seja.
Por esta razão se diz que o infinito satisfaz neste
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A B~,y=O

bc'
em~+by b"

.~mrMi.l:adores. é divi do por r.
mêDibro desta nltima equação.

~'~.\í~tf.llllQ.' o da 1.· ax+by=c. deverão lambem
•o.membros, isto é,

C-~ ou cb'=hc'
-6'
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mas esta igualdade é impossivel, pois que o nnme-
rador do valor de x não é zero. Vê-se pois, que as
equações são incompativeis, isto é, não podem ser am-
bas satisfeitas por nenhum systema de valores finitos de
x e y. N. B. Ê de ver que não póde x tomar a fórma

&, sem que y se reduza também a { .

Se fossem tres ou mais equações, provar-se-hia
de modo analogo que todo o valor de qualquer incog-
nita, da fôrma t-, corresponde a uma impossibilidade
de resolver o problema, ou ao menos de veri[War a
equação.

66. 5. o Passamos aos valores que se tornáo emº . Terá esta fórma o valor de x, no caso de uma
O
equação a uma incognita, se for ao mesmo tempo
a=O, e h=0. Porém na mesma hypothese a equação
é oxx=O: e todo o numero finito, positivo ou nega-
tivo, póde satisfazer a esta equação. Assim o proble-
ma e indeterminado.

67. Antes de passar a duas equações, notemos
uma excepção que occorre frequentemente ao prin-
cipio que se acaba de estabelecer. Algumas vezes o

syrnbolo 8' ica apenas a existcncia de um (actor comr-

mum aos termos aa {racção, {actor que se torna em zero
na hypothese particular: então a {racção simplificada
pôde ter valor determinado. Nos exemplos melhor se
comprehende esta observação.

Supponha-so que resolvendo um problema, che-
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o famor a-h anniquilll-ge na hypothese a=b, e é
isso o que reduz a expressão a g. Porém, suppri _

mindo o factor commum, será

a2+ab+b2
a+b

reduz

Suppondo ~b, apparece ~. por causa do fae-

tor commum a-b; mas, supprimido este, e na
mesma hypothese,
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a+b !a
x ••..•.6 O

nlor infinito. ou symbolo de impessibilidade de 11.-

tisfazer a equação.

Vê-se pois qus o~ 8 algu'fn.tU vez" tlesappa.

rm, rimpli~o-se u (rãcção q'Ué tomoulUJ'Utlláf'Ot"IM.
antes de applicar-Ihe a hypothese paTtittdar queredtuirii
a zero os dom termos.
68. Sejão agôra às duas equações a duas incogni-

tas [n." 61) e nellas sup~nba-se cb'-bc'=o.. e

ab'-ba' =0; será z=g.
O

Reflietamos porém que admittida a bypotbese
ab'-ba'=O, as duas equações Se tránsformao nas
seguintes como já vimos (n.· 65)

ax+by=e
u+i;y~7:#

e que da outra bypotbese 00'=eb' se dedoz c= ~: ;

pelo que as d 9 equações coincidem; e o problema,
sendo de duas in~tàS e uma só equação, éinde-
terminado (n.o 49}.
Em geral, ~ O wlor • t.m&aif'UXJ!lAita toma a

fórma 8, a nao dar-se ó caso de um faetor com-

mum (n. o 67) este mzIn. 6 indeterminado " e tambem o
é o problema, se al!fuma outra incognita não tomar a
fórma ~, ou se não apparecer outro ~ymbolo de inr
posgibilidade.
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PO~!iQ de f)u,s equaçõe$ seu-

.rm.itIe', ouda IóFDlIl g 1 Omesme SUC-

~Ji'" ~binaado as duas lJ)'potbq-
~, e (4~'-ba'=O, deduzÍJIlos da 2,-

•, .
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m>n.Applicando O processo da.eliminação , ~
fazer-se desspparecer todas as incognitas , e'
tarão m-n equações ou igualdades entre os dados
da questão. Se estas igualdades (que se chamão equllf,oo,
de cond~ão) se verificarem, o problema será possivel;
e no caso contrario absurdo..
Em resumo: 1. o Havendo menos equações do que

incognitas, o problema é indeterminado.
2. o Todo o problema possivel e determinado con-

duz a tantas equações quantas incognitas.
3. o Sendo. maior o numero de equações que o das.

incognitas, o problema só é possível se se verifica-
rem 8S equações de ondição que resultão de eliminar
todas as incoguitas.

N. B. Para que sejão verdadeiros ds principies
precedentes, devem as equações ser distinctas: se
alguma resultar de outra ou outras, ou nellas estiver
comprehendida, não póde essa entrar na conta das
mencionadas na recopilaç o precedente. De tudo
'Veremosexemplos na .

DISCUSSÃO DE ALGUN'S PROBLEMAS

70. Tomemos para exemplo o seguinte problema.
cuja discussão ofl'erece as prineipaes circumstancias
que analysamos.

A B

12.0 PROBLEMA. Um correW'Parte de A e caminha na
direcrJio AR. fazendo m legoas por hora: no meS1ntJ
instante outro parte de B, na mesma direc~ão, comi-
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__ otnlegolll pl1r hora, Pergunta-se a que d'istancia

-pcmtos A e B terão de eneouror-se.
SetUfá-", Seja R o ponto de encontro; x e y as duas

'di5ll!1Ii' as AR e Bll. em legoas ; e a a distancia co-
Dltecl'da AB. Segue-se do enunciado da questão,

e fá a pnmeira equação do problema,' Para
formar a outra, notemos que os caminhos x e y de.
vem ser feitos em tempos iguaes. Ora, se o 1.0 cor-
reio anda m legoas n'uma hora. andará Il) legoas no

te po ~; o que se conclue da proporção

m : 1 :: z : ~m

o esmo modo para o 2, o correio.

~: 1 :: y : U. tempo em que anda y legoas.n .
Será pol a s gnnda equação

=--y, ou nx-my=O,m 11,

com a primeira x-y=a, ob-

Di$cmStÍo, 1.0 Seja, para primeira hypothese, a=O.
tse~do m.di~erente dá 11,); della resulta x=O, y=O.
Pórém a=Osignifica evidentemente que os correios

m do mesmo ponto; e então x=y=O indica
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que o encontro é no ponto da partida, o que ~
evidente.
!.•Não sendo a=O; emquanto fôr m>", os valo-

res de z e y siio positivos e exprimem uma solução
da questão. Com effeito, m>n quer dizer que o COJoo

reio que está mais alrazado anda mais; logo depois
de certo tempo ha de alcançar o outro.
3.· Se for m<n, ou m-n negativo os valores de

a; e '!J serão negativos e podem assim exprimir-se

am . anw=-- t '!I=-- --n-m n--m

Estes valores negativos devem indicar uma modi-
ficaçiio nas condições do problema para que seja
possivel : para descobrir em que consiste esta modi-
ficação, notemos que segundo a hypothese m<n, o
correio que está mais atrazadotem menor velocidade;
e assim é impossivel que alcance o outro depois da
partida. Porém a cláusula de sómente se moverem
desde A e R não foi expressada algebricamente, e
sim a de partirem (ou passarem) no mesmo instante
pelos dous pontos. Supponha-se pois que elIes se
movião anteriormente, por tempo indefinido, ~-
do a linha AR, e ambos da esquerda para a direita,
achando-se o 1.0 em A, quando o 2.° passou por B.
Então os dous correios devem ter-se encontrado an-
tes desse momento em um ponto R', depois do qual
o de mais velocid-adeeomeeou tl adiantar-se, Ora, as
distancias AR' e BB' ,Sãoprecisl)Ql~nWos valores Q&

gativos de a; e y. C9m etreitQ, para exprimir al~ri •.
camente a nova hypothese, besta mudar es sisna
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, ~ - .as duas equações se mudâo e

o-do problema, modificado suppondo o eneon-
troantes, e não depoisdaes simultanea dos dous
eorte .l4 B.
-r-lIi4ldíl"~,",~IIlCJi- Odos ultimos valores de ~ e y
por meio das equações respectivas .
..•..• Seja agora m=n, ou m-n=O; os valores das

incognitas serão

_am an
-O !l=1f

~los do infinito, que re~elão impossibilidade do
p ma, como ficou provado. Recorrendo ao enun-
ei 0, o esmo se descobre, pois sendo m=n, os
dons correios tem igual velocidade, e assim partindo
de pontos di1ersbs, na mesma direcção, oonservão
seBI}lle n . a mesma distancia, e pois ntmca te
encoNrQo.

O i,qmito se representa lambem pelo signal 00 :

pelo que uma quantidade menor do que qualquer
grandeza dada, ou O, pôde tambem representar-se

Â A •~r -. ssnn-
5. o Se tiverm084omesmo lempom -1~. e a=O,

01 valores das inoogni&as serão

:r=8, y=~
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ue significão ser o problema interminado, ou ttllr
uma infinidade de soluções. Com eífeito a=O sig-
nifica que 9S correios partem do mesmo ponto;
f1í~ll=O indica que as velocidades são iguaes: ora,
nestas circumstancias, nunca se separão elles, e pois
o encontro é em todos os instantes do movimento.
As equações do problema tambem mostrão a in-

det.erminação: porque sendo a=O, e m=n, ellas se
mudãoem

x~ y=O} 5x-y=O
mx-my=O ~ou{x-y=O

Temos pois uma só equação a dup.s incognitas,
que exprime um problema indeterminado.

7t. 13.0 PROBLEMA. Tem-se duas espeâes de moedas;
Q numero a das primeiras faz uma dobla: e sãoereci-
sas b das segundas para fazer a mesma quantia. Quer-
se fazer pagamento de uma dobla em c moedas. dos
dous valores: e pergunta-:se quantas se darào de cada
especw.
As equações do problema são

x+y=cr ~+i=l; donde
x=a(c-bl, e y=b(a-c).

a-b a b

Servirá de exercicio a Iscussâo destas formulas:
para encaminhal-a, apontaremos unicamente as hy-
<pÜthesesque conduzem a resultados notaveis ..
t.a hyp. c=b, ou c=a ... uma incognita positiva,

outra igual a zero; pagamento em moedas de
um só valor.
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.a. p. a>c>b ..... valores positivos ; resolvem o

problema (se forem inteiros) tal qual foi pro-
posto.

8.- hyp. c>a>b, ou c<b<a .... valores, um positi-
vo, outro negativo: pagamento em um a espe-
eie, e troco em outra •

.•.••hp>. a=b, sendo c differente ....• valores infini .•
tos: prob'lema impossível.

5.- hyp. a=b=c: problema indeterminado.

72. 14,° PROBLEMA. Pedem-se dous numeros que 13$-

tejão entre si como m : n , e taes que ajuntando 8. ao
primeiro, e b ao segundo, o prodúcto dos dous receba o
augmento p. As equações são

nx=my .
bx+ay===p-ab ;

logo x múc:-ab) e 1 n(p-tib}.
na+mb '!J na+mb

A discussão destes resultados tem toda a analogia
com os precedentes.



CAPITULO 111.

PROllLllIIAS INDETEl\II1NADOS.

73. Dos principies e regras estabelecidas no
capitulo precedente, e especialmente em o n." 49 se
conclue que todo o problema, representado por
menor numero de equações, do que o das ineogni-
tas, é indeterminado. Isto significa, que as suas equa-
ções podem ser satisfeitas por uma infinidade de
systemas de valores das incognitas.

Ás vezes porém exige a natureza da questão, que
os numeros pedidos sejão inteiros; e então á incog-
nita ou incognitas. cuje valor é arbitrario, sómente
se podem attribuir valores inteiros, e ainda uni-
camente aquelles , que substituidos nas equações
fizerem tambem inteiros os alores das outras incog-
nitas. Est3 condição restringe muito o numero das
soluções; maxime, tratando sómente das soluções
directas , isto é, em numeros positivos, caso em que
podem até reduzir-se a uma só, ou mesmo a nenhu-
ma; do que se verão exemplos.

Resolver em nunwros inteiros os problemas indeter-
minados do1. o gráo, é' o objecto do presente capitulo:
e sómente incluimos nestes Elementos as questões
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em que se considera mais uma incognita do que o
numero das equações.

§ 1.o QUESTÕES DE DUAS INCOGNITAS.

7,.. Toda a equação do 1~o gráo a duas incógnitas
pôde rélluzir-seáfórtnll aQ;+by==c (o. °61) sendoa, b, e
numeros in s, pesitivos ou negativos.

Quando os ooe(ftciente8 li t h tem algum JiviS6r C8m-
mum, que não o seja de c, a equação não póde ser
satisfeita em numeros inteiros. Porque chamando h o
divisor commum de a e b, e dividindo por elle a
equação, temos

ora, segundo a bypothese, o i.o membro é a som-
ma de dous numeros inteiros; logo só poderá
verificar-se a equação, se for c divisivel por h.
E pois que o factor commum aos tres coefllcientes

póde ser sappriniido , segue-se que sempre podemos
suppdr a e hprimos entre li.
Isto posto, passemos á resolução dos problemas

iodeterminados; e notemos que todos os systemas
de valores das incognitas facilmente se determinão,
uma vez obtidas expressões desta fórma

~p+n
y=m'p+n'

sendo m, m' , n, n' números conhecidos e p
qualquer n.", todos inteiros.' Porquanto, fazendo
p=;:O, I, 2, 3, &c., cada um destes numeros substi-
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tuido nas formulas dá para ~ e y valores, tambem
inteiros.
Os valores geraes das incognitas da fôrma men-

cionada, costumâo denominar-se funcções inteiras
de uma indeterminada: formão-se ellas em cada. .

caso particular, por meio de um artifício analytico ,
que nos exemplos facilmente se percebe, mas que
não é igualmente simples traduzir em regra geral.

?~. 1.0 PROBLEMA. Pagar 159 francos, tendo
sómente moedas de 8 e outras de ~3francos.
Seja o: o numero de moedas de 8 francos, y o de

13. Será a equação do problema

8x+13y=159.

equação que se trata de resolver em numeres intei~
TOS e positivos. Della se deduz

x=159813y 19-y+ 7 8§.U(esgotando a divisão).

Ora, sendo y inteiro, para que o seja tambem It
e necessario e é bastante que o valor de y seja tal,

. . f - 7-5y Chque torne em numero inteiro a raoçao -8-' . jl.,.

mando a este numero inteiro, temos a equação
7-5y8 a; ou 7-5y=8a; donde

7-8a 1 +!-3ay. 5 -a ='T'
O valor de x se muda 19-y+a. Pelo que todo o

valor inteiro de a, que fizer 2-3a divisivel por 5•.



pnOBLEM.\S INDETSBlIIN,\DOS. 85

sejà
2-2b '2 9b 3c b 2-3c 1 c3-=c, sera -,,:. = , =-2-= -c-~r
E suppondo finalmente ~=d, resulta e=2d, de

fórma inteira.
Substituindo este valor nos de b, a, y, x, ob-

t~mos
h=1-2d-d=1-3d
~-1+3d+2d=-1+5d
y=l +1-54+1-3d=3-8d
z=19-3+8d-l+5d=15+13d.

As ultim expressões ou valores das incognitas
JeKesentão o problema, do mesmo modo que a
equação 8z+13y=159.Comeffeito, esta equação se
repro,Iuz, ~inando entre aquelles dous valores a
quantidad~d; o que serve de verificação.
Fazendo successivamente d=O, .1. 2,3, 4, &e.,

ou d=-l,-2,--3, &c., teremos para x e y uma
infinidade de systemas de valores inteiros" positivos ou
negativos. Desejando porém sómente os positivos,
seu numero se torna mui limitado; porque o valor
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y=3-8d

sómente é positivo, suppondo d negativo ou zero;
pelo que ficão excluidas todas as hypotheses d=1.
2, 3.4. &c. Demais. sendo d=-2. -3, -4, &c.•
em todos estes casos a formula

x=15+13d

se torna negativa, e unicamente d=-l faz x po-
sitivo.
Existem pois duas umcas soluções directas da

questão; a saber:

Sendo d=O';x=15 , e y=3
); d=-I; x=2, e y=l1.

O que significa que se podem pagar os 159fran-
cos, ou com 15moedas de 8 francos, e 3 de 13; ou
com 2 das primeiras, e 11das outras. Com effeito

8x15+13x 3 =120+ 39=159
e tambem 8x 2 +13xl1= 16+143=159.

76. Um processo analogo ao precedente deve
sempre conduzir li uma ultima expressão, em que
o coefficiente de uma indeterminada. seja a unidade :
porquanto, analysada a operação, vemos que se
dividio o maior pelo menor dos coelficientes de x e y (13
pm- 8); o menor pelo resto da 1/ divisão (8por 5) e
assim por diante: o que equivale a procurar o maior
divisor commum dos dous coefficientes; e comoestes
são primos entre si, epparecerá necessariamente
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77. Se entre os dous coefficientes houver divisor
OODlmam que não se tenha advertido, o calculo mos.
trará a impossibilidade de verificar a equação em
DU eIW inteiros. Por exemplo

49x-35y=11
(7 divide .t9 e 35.e não divide 11) . Deduz-se;

49x--ll 1~--11
Y=-35-=x+ 35 .

Suppondo 143'511 +aou 14x-11=35a,

resulta z=35i111 2"+~i'411:

Seja tambem 7a/411=b, ou 7a+11=Ub,

lü-11 4'CGIIelue-se (I 7. =~b-1-7

equação evidentemente impossível em numeros intei~
l'DI. ogo lambem e é 8. equação proposta.

17:e-49)l1==--8
49y-8 15y-8

se deduz x= '17 2Y+-17-'



88 .lLGllBR.\.

Verifica-se esta divisão parcial notando que 49=2
xt1+15: porém como também 49=3x17-2;
podemos em lugar da expressão supra, admittir esta

mais vantajosa que a :i..·porterymenorQOefficÍenie.
Demais, devendo a ultima fracçâo converter-se

em inteiro, e sendo 2 primo com 17, deve ser
y+4 divisivel por 17; pelo que

V+4=a, y+4=17a; y=17a-417
Logo x==51a--12-2a==49d-12.

Neste exemplo, a não se empregarem abreviações
seriào neoessarias mais duas transformações para
chegar ao resultado precedente.
As formulas x==49a-12,y=17a-4 mostrão que

todas as hypotheses a=O,--1,-2, -3, &c. tornão
as incognitas negativas; porém estas a=1, 2,
3 &c. ao infinito as fazem positivas. Logo a questão
tem infinitas soluções. Assim

Sendo a=l , x= 37 , y=13
» a2 • =x= 86 , y=30
» a=3, x=135. y4=7

e assim por diante.
O methodo seguido, assim como as abreviações,

s6mente se explicão com clareza em exemplos parti-
culares; porém dos casos tratados facilmente se
collige o que em outros se deve praticar.
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79. !.' PROBLEMA. Achar o numero, que dividido

por 9 dA o resto 7, e dividido por 11 dA o resto ..t.
Chamando N o numero pedido, z e y os quocien-

tes delle pOI'9 e por 11, deve ser

N 9x+7, eN==l1y+..i.

·s a eqa.ação

9z+7=l1y+..t,ou 9x-l1y=-3.

Ápplicando a esta as conhecidas transformações,
temos

l1y-3 2y-3
~ 9 Y+-9-

2y 3 3 9 9a+3 1 a+19 =a, 2y- = a, y=-2-=4a+l+-y-

a;l=b. a=2b-1.

Logo y=-Sb-..i +b=9b-3.

Seria facil obter o valor de x, por semelhante
substituição: mas isso é inutil; pois x e y não são
mais do que incognitas auxiliares, sendo IV o numero
pedido, ou a incógnita da questão. Ora, suhstituido
o valor de 11 na expressão N=11y+1,resulta

N=99b-33+4=99b-29,

que resolve a questão.
Vê-se desta formula que todos os valores negati-

vos dados a b, e ainda a hypothese b=O fazem N
negativo, mas que todo o alor inteiro e positivo de

u
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b, produz para N valor inteiro e positivo. Tem pois
a questão infinitas soluções, a saber:

b = 1, '2 , 3 , 4 ,&c.
IV 70, 169, 268 , 367 ,&c.

Estes numeros formão progressão por differenças,
e o mesmo acontece todas as vezes que a questão
tem infinitas soluções.

80. Ter-se-ha notado nas equações e questões
resolvidas, que o numero de soluções inteiras e
positivas é ás v~zes illimitado, e outras vezes mui
circumscripto. A simples inspecção dos signaes
da equação ax+ by=c se póde determinar, se o nu-
mero de soluções é ou não limitado.

1.o Se os dom termos ax e hy tiverem o mesmo
signal, o numero de valores positivos é necessariamente
limitado.
Com effeito, a equação neste caso, tem a fôrma

+c-by
ax+by=+c, donde x - :- a

ora, suppondo -t, será x essencialmente negativo;
pelo que o problema não tem solu.ção alguma em
numeros inteú'os epositivos.
E quando tivermos na formula +c, para ser :li

positivo, é preciso que seja

by<c, ou y<~
, o que limita o numero de soluções.
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!.•O nume-ro de soluções é illimitado, quando os

termos ax e by tem ngnaes dinenos na equação.
Demomtra.ção. Da equação ax-by=+c se deduz

o , no'ba õ de +c é essencialmente posi-
tivo, para todo o valor positivo de y; logo existem
infinitas soluções.
Se tivermos na formula -c, para fazer aipositivo,

é necessario que seja bv>», ou y>~. ~Ias esta con-
di~o não limita o numero de valores de y, porque

acima do numero determinado ~ se podem tomar

inflntios valores para y: o que fornece infinitas
301Ufõel.



.ur-JlBU.

§2.' PROBLEMAS INDETERMINADOS A TRES,

OU MAIS INCOGNITAS.

81. Se em lugar de uma equação a duas incogní-
tas, conduzir a questão a duas equações a tres
incognitas, eliminando uma dellas, ficaremos redu-
zidos ao caso precedente; e depois, de achadas as
formulas para as duas incógnitas, será necessario
substitui-Ias em alguma das equações, achar ovalor da
incognita eliminada, e se este tiver fórma fracciona-
ria sujeita-lo ás mesmas transformações que ficão
expostas. Esta regra se tornará clera nos exemplos.
3. o PROBLEMA. Tendo-se moedas de ouro do valor de

20~, 16~e 9~réis, quer-se pre(azer a quantia de 750;>
em 47 moedas dos tres valores.
N. B. Tomando por unidade um mil réis, as quan-

tias que figurão no problema ficão reduzidas a 20,
16, 9, 750, supprimidas em cada uma tres zeros.
Esta simplificação occorre muitas vezes nos calcules
da nossa moeda.
As equações do problema são

X+ y +z= .17
20Ji+16y+9z=750

A eliminação de s se obtem, multiplicando a 1.'
por 9, e subtrahindo o resultado da 2.": assim se
forma 11 equação

1 327-11x 5-.1x1 x+7y=327,daqualy 7 .16-x+-7-:

S· 5-.1x 5-70, 1 Q 1+aeja-,-=a, teremos x=--;r- =' -""a+T
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e fazendo as substituições em x e y, e na L" equa-
ção

x-1-8b+2+b=3-7 b
y==46--3~7b+4b--1==!2+11b
%=47-3+7b-42-11b==2-4b.

N. B. Por ter z na 1.. equação o coefficiente 1, o
seu valor se achou logo de fórma inteira: se assim
não fosse, proseguiria a transfortnaçào do valor de s,
e nos de x e y se substituiria por b o seu valor,
expressso na ultima indeterminada.

Examinando os tres valores das incognitas, con-
cluímos:
i.o Sendo b positivo, para que o sejão x e z é pre-

ciso que seja 7b<3, e !b<2; ou b<~, b<i : logo,

devendo b ser inteiro, não póde ter valor algum
positivo.

2. o sendo b=O; x=3, y=!2, z=2, 1.a solução
do problema.

3.· Se for b negativo, serão positivos x e z, porém

y n.nicament no caso de ser l1b<!2, ou b<3tI'

Isto é, que são sómenle ·admissiveis as hypotheses
b=-1,-2,-3. Mais tres soluções.

Resumindo: a questão proposta se resolve de qua-
tro maneiras que se achão pelas formulas supra, a.
fllfber;
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Suppondo b=O; x 3= , y=42 , z= !
» b=-1 ; x=10 , y=31 , z= 6
» b=-2; x=17 , y=20, z=lO
» b=-3 ; x=-24 , y= 9 , z=14

É facil verificar que qualquer destes systemas de
numeros satisfaz ás equações, e á questão proposta.

82. O mesmo processo se applica ao caso de tres
equações a quatro incognitas, ou ainda a maior nu-
mero dellas, suppondo sempre mais uma incognita
do que equações. Por meio de eliminações, sempre
se obtem a final uma equação a duas incognitas: e
achadas as expressões destas duas, substituem-se nas
equações e sujeita-se cada uma das outras incognitas
a semelhantes transformações, até que todas sejão
/,uncções inteiras de uma indeterminada.

4. o PnoBLEluA. Achar para x um valor inteiro que
torne tàmbem numeras inteiros as expressões

x-1l x-17 x-7
29 '19' 15'

A questão é verdadeiramente de tres equações li

quatro incógnitas. porque chamando y, z, v os quo-
cientes indicados, teríamos

x-11=29y
x-17=Hb
x- 71=5v

Porém neste caso é mais comlllodo prescindir da.
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quações , e operar as transformações sobre as pro-
prias fracções propostas.

x--11
1. o Devendo ~ ser numero inteiro, e cha-

mando a este a, temos a equação
lli-U d aI 229 -fi, a 'CIu X= 9a+11.

Qualquer que seja o valor inteiro dado a a, torna-
rá ~ n. o inteiro, que satisfará a primeira condição.
2. o Pela segunda, deve ser numero inteiro a frac-

çao

x--17 2~a+11--17 29a--6 ,10a--G-ur 1~ 19 a'~1~9-

Não tendo esta expressão 8 fórma inteira, cumpre
ainda igualar a ultima fracção á outra indetermi-
nada b: e proseguir em transformações semelhantes
até chegar 8 exprimir as indeterminadas umas nas
outras, sem denominadores. Assim se obtem

b=6-10c,
a=12-19c;

Conseguintemente x=348--551c+11=359-551c.
3. o Este 2. o valor de lli verifica as duas 1. a. condi-

ções: para examinar se satisfaz tamhem a 3.' ou
transforma-lo para esse fim, cumpre substitui-Io
por x na ultima fracçáo , assim:

1'-7_. 52--551r_1lI3_'l6 J..7-t1r
------- •••• r) c,_~_
15 ltí 15
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e operando sobre a ultima fracçâo de modo Imlllol.
ao precedente, chegamos aos resultados

e=4{-3,
d=10-11(.
(:=15(-13;

e portanto x=359-8265( +7163=7522-8265(.
Ve-se nesta formula, 1.0 que sendo f O,x=7522,

1.' solução do problema; 2. U para todos os valores
f 1, 2, 3, 4, &c., x é negativo; 3.0 que suppondor -1,-2. -3. &c.• teremos infinitas soluções.
Como ( deve ser negativo para x tornar-se positivo,
é mais commodo mudar-lhe o signal na expressão
de x, e serão todas as soluções da questão represen-
tadas directamente pela formula

x=7522+8265(

na qual se podem attribuir a (. indifferentemente os
valores 0, 1, 2, 3, 4 ao infinito.

Sirva para exercicio mais esta questão:

83. 5." PROBLEMA. Achar tres numeros uie», que ti

somma de seus productos respectivamente por 3. 5, e 7,
seja igual a 560; e a somma dos productos por 9, 25,
e 49 seja igual a 2920.

As equações do problema são

!lx--t-5y + 7Z= 560
9x+25y+49z=2920,

das quacs se deduzem estas formulas:
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Z=35b-!O , y=124-4~b, %=15b:

conclue-se que o problema tem sómente duas solu-
~ directas, a saber:· .

97



CAPITUI,O IV.

RESOLUÇÃO DOS PROBLEMAS Il EQUAÇÕES DO SEGUNDO GUAo.

84. INTRoDuccÃo.Quando as condicões de um. .
problema, traduzidas algebricamente, conduzem a
uma equação em que apparece a incognita multiplicada
por si mesma, como em ax2=b; a equação se diz do
segundo gráo, e por analogia tambem o problema.
Neste caso os principios estabelecidos nos dous capi-
tulos precedentes não são bastantes para se achar o
valor da incognita. Porém, quando a equação tem a
a fórma ax~b podendo esta mudar-se em

2 bx_
a'

a questão se reduz a extrahir a
quantidade representada por ~.

a
Se em lugar de b e a tivessemos na equação nu-

meros particulares, a extracção da raiz seguiria as re-
gras da Arithmetica: tratando-se porém de equações
litteraes, convém antes de entrar na sua resolução esJ
tabelecer os preceitos relativos á extracção da raiz
quadrada das quantidades algebricas ou litteraes.
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1.o FORMACÃO DO QUADRADO, E EXTRACCÃO DA RAIZ. .
DAS QUANTIDADES ALGEBRICAS. CALCULO DOS RADICAES

DO SEGUNDO GRÁO.

85. Tratemos primeiro dos monomios; e analyse-
mos a formação dos seus quadrados, para descobrir
o processo da extra-cl]io da raiz,

Segundo as regras da multiplicação, para elevar
um monomio ao quadrado, quadra-se o coelficiente,
e dobrão-se os expoentes de todas as letras. Logo, para
voltar do quadrado á raiz, será necessario. 1.0 ex-
trahir a raiz quadrada do coelficiente .. 2.0 tomar meta-
de de cada um dos expoentes. Assim

V 64a6b4=SaW , e com effeito
(Sa3b2)2=Sa3b X Sa3b2=64a6b4

V625aWc8=25ab2c4, porque
(25ab2c4)2 625a2b4c8•

Resulta desta regra que um mono mio só póde ser
o quadrado de outro, 1.0 sendo o coelficiente quadrado
per{eito; 2. o sendo pares todos os expoentes. Não sendo o
monomio quadrado perfeito, como succede a 1Sa3bc2 ,

a raiz indica-se com o signal V-,- deste modo
V Sa1bt:2; e as expressões desta especie ehamâo-se
monomio, irracionaes ou radicaes do segundo gráo.

86. Taes expressões porém admittem muitas vezes
simplificações, fundadas neste principio: A raiz de
ua producto de dous ou mais [actore«, é igual ao pro-
dueto da. raizes dos {actm'es, isto e,
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Va.b.c .... =Va.Vb Vc ....

Demonstra,çào. Segundo a definição de raiz qua-
drada, é claro que

(Va.b.c .... )2=a.b.c ....

mas lambem (Va.Vb.vc: ... ) 2= (Va) 2. (i/b) 2.
(Vc)2 .... =a.b.c ....

Logo. sendo iguaes os quadrados de Va.b.c ....
e deVa.Vb.vc ... ; estas quantidades tambemosão.

Isto posto, a expressão precedent.e V l~asbc· póde
transformar-se em V9a2C2 X 2ab=V9a2c2 X V2ab;
e pois que V9a2c2=3ac, será

Em regra, para simplificar um monomio irracio-
nal, extrahem-se as raizes de todos os {actoresquadra-
dos perfeitos, e estas raizes se escrevem á esquerda do
signal V. ao qual se submettem os {actoresnão quadra-
'dos.Assim

V 4.5a2bi/;'Jd=V9arli2'(tx5-bd= 3abcV5bd.
V39aW =VaWx39a=abV39a.

As quantidades f6ra do radical, como nos exem-
plos precedentes 3ac, 3abc, ab chamào-ss coelficientes
do radical.

87. Para completar a regra do n. o 74, cumpre at-
tender ao signal que affecta o monomio que se ele'
'ao quadrado,oudequeseextrahearaiz: Sendoo qua;'



QUADRADO E RAIZ, joi
drado O prodncto do monomio por si mesmo, segue-
se do n. o 15 que, seja qual {ôr o seu signal, o quadra-
doierá.positivo. (+5aW)2, ou (_5a2b3)2 produz igual-
mente +25aW.
Do que se segue que, sendo positivo um monomio,

a sua raiz quadraM póde ter indifferentemente o signal
+ ou -. Por exemplo V 4a2=+2a, V25a4b6

=+ 5aW. O signal + se lê mais ou menos.
Sendo negativo um monomio, a extracçâo de sua

raiz é impossivel; pois que todo o quadrado é essen-
cialmente positivo. Assim V-9 , V-40} V -5
sào symbolos algebricos que representâo operações
impossíveis. Costumão elles ser denominados quan-
tidades ou expressões imaginarias: são signaes de un-
posfÍbilidade ou de absurdo, que muitas vezes appa-
recem na resolução dos problemas do segundo gráo.
Comtudo, por extensão, se usa applicar a estes

symbolos as mesmas simplificações que ás expressões
irracionaes. Assim. segundo o n. 075,

V-=-9=V~X-l=3V -1
V -4ã2=V4a~x-l=2a.V-f
V -8a3b=V4a2x2ax -b=2a.V2a.V -b.

88. Procuremos agora para qualquer polynomio,
a lei da formação do seu quadrado, da qual se dedu-
za o p esso da extraeçáo da raiz.
Vimos (n. o 18 )que o quadrado de qualquer bino-

mio, como a+b, tem fi fórma a2+2ab+b2•

.Tra~ando do trinomio a+b+c, acba-se pela multi-
caçao

'{a+b+c)2=a2+2ab+b2+2ac+2bc+c2
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do que se infere que o quadmdo de um trinomio te
compõe da somma dos quadrados dos tres termos. e do
dobro de cada producto dos mesmos termos, multiplica-
dos dous a dous. Composição em tudo semelhante li
do quadrado de um hinomio.

Elevando ao quadrado polynomios de 4, 5, e mais
termos, observa-se sempre a mesma lei. ou principio
geral: O quadrado de qualquer polynomio se (orma dOI
quadrados de todos os termos, e dobro de cada um dos
productos dos mesmos termos, multiplicados dous a dous.

Exemplos:

(3a2- 2ab+ 4b2)2=9a4 -12a3b +4aW--16ab3+16b4
+24a2b2=9a4

_ t2a,3b+28aW-16ab3+ 16b4•

(511?-4ab+6bc-3ac)2=25a4-40a3b+16aW+60a2bc
-30a3c -48ab2e+ 24a2bc+36b2c2 - 36abc2+9a2c2•

Passemos á extracçâo da raiz quadrada.

89. Designemos por N o polynomio cuja raiz se
pede, e por R esta raiz: e conceda-se que os dous
polynomios achão-se ordenados em relação 1\ uma
letra, v. gr. a.

Isto posto, examinando n Iormaçào do quadrado
de R (n. o 77) facilmente se conhece que os dous pri-
meiros termos desse quadrado não soffrem reduc-
ção com outros, pois contém a letra a com expoen-
tes maiores do que todos os termos seguintes: estes
dous primeiros termos são: quadrado do primeiro e
dobro do primeiro pelo segundo. Logo, seN é qua-
drado perfeito: 1.o o seu primeiro termo tambem o de1)(~
ser, e a raiz desseprimeiro termo é o 1.o do polynamio
pedido: 2." 02.0 termo de N será divisível pelo dobr()
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do termo achado, e o quociente será o 2. o da raiz pe-
dida.
Para obter os termos seguintes, formemos o qua-

drado do binomio achado, e diminua-se de N. O resto
que chamaremos N', contém ainda o dobro dos
productos do 1.0 e 2.0 termos pelos seguintes, e as
mais partes do quadrado. Porém o dobro do 1. o pelo
3. o contém expoente superior ao as seguintes partes
de N', com as quaes não soffre reducção. Portanto,
dividindo o 1.o termo do resto pelo dobro do 1.o da raiz.
se obterá o 3. o
Semelhantemente, elevando o trinomio ao quadra-

do, subtrahindo-o do polynomio proposto N, e dividin-
do o 1.o termo do resto pelo dobro do 1.o da raiz, se
achará o 4.0 O processo continúa do mesmo modo.

N. B. É absolutamente indispensavel, depois de
ter achado os dous termos da raiz, subtrahir do po-
Iynomio N o quadrado do hinomio determinado:
porque de ordinario o quadrado do 2. o termo de R
tem o mesmo expoente de a, que o dobro do 1. o pelo
3.o; portanto, estas duas partes podem ter soffrido
reducção. Assim é preciso subtrahir o quadrado do
2. o para poder affirmar-se que o 1.0 termo do resto
é o dobro do 1.0 pelo 3. o da raiz. Semelhante obser-
vação se applica aos 3, 4, &c. primeiros termos da
raiz,
Fácil é actualmente organisar a regra para a ex-

tracção da raiz quadrada de um polynomio : basta
para isso reunir as diversas phrases que no decurso
deste numero se achão em caracteres italicos. Servirá
de exercicio aos Alumnos o enunciado desta regra,
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bem como o desenvolvimento dos racioeinios , de
que apenas apontámos os fundamentos.
Seja exemplo extrahir a raiz de 49aW-24ab

+25a4-30asb+ 16b4•.

25a4-30a3b+49a~ b2-24ab3 +16b4f 5a2 - 3ab+4b2

-25a4+30a3b-9aW 10a2
1.0resto + 40aW-24ab3+16b4

-25a4+30asb-9a2b2-40a2b2+24ab3_16b4
,2. o resto. O

Ordenado o polynomio em relação a a, extrahe-se
a raiz do 1.0 termo que é 5a2

, e divide-se o 2.·
-30a3b por 10a2: serão os 1..S termos da raiz
5a2-3ab.
Eleva-se este binomio ao quadrado, subtrahe-sedo

polynomio proposto, e divide-se por 10a2 o 1.° termo
do resto +40aW: o quociente 4b2 é o 3.° termo da
raiz.
Eleva-se ao quadrado o trinomio 5a2-3ab+4b2;

subtrahe-se do polynomio proposto; e sendo Oo resto,
conclue-se que o trinomio achado é a raiz pedida.
exacta.
A observação do n. ° 86, applicada aos polynomios

mostra que a raiz precedente tambem póde ser toma-
da, com signaes contra rios : assim os trinomios 5a2
-3ab+4b2, e -(5a2-3ab+4b2), ou -5a2+3ab
-4b2 são indistinctamente raizes do polynomio pro-
posto; como se pó de verificar.

90. Terminamos com estas observa-ções:
1.a Um monomio não póde ser quadrado de um poly-

nom~o.
i.'.
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.- Um,binornio nunca póde ser quadrado perfeito.

3.- Um trinomio só póde ser quadrado perfeito, sendo
quadrados f) 1.0 e 3.0 termos (suppondo o trinomio
ordenado) e demais sendo o 2'. o termo o dobro do pro-
dueto das raizes do 1. o e 3. o Resulta da formação do
quadrado de um binomio.

4.- Quando na extracção da raiz de um poJynomio
apparecer algum resto, cujo 1.0 termo não seja
divisivel pelo dobro do 1.0 da raiz, póde concluir-se
que o polynomio dado não é quadrado perfeito.

5.- As simplificações do n.· 75 podem applicar-sc
ás raizes dos polynomios, não quadrados perfeitos.
Sirva de exemplo a expressão Va3b+4a2b2+4abs•

A quantidade afl'ecta do signal V nào é qua-
drado; mas póde decompôr-se em dous factores ab
(a2+4ab+4b2

), o segundo dos quaesé evidentemente
o quadrado de a+2b. Será pois

Va3b+4a2b2+4alf=Vab(a2+4ab+.tI;2)
={a+!b)Vab.

E assim nos casos semelhantes.

CALCULO DOS RADlCAES DO SEGU iDO GRÁO.

91. Da extracção da raiz quadrada das quan-
tidades litteraes se origi na uma nova especie
de expressões algebricas, denominadas quantidades
irraC'ionaes. ou radicaes do segundo gráo.' convem
pois estabelecer as regras necessárias para effectuar
sobre estas quantidades as quatro operações funda-
mentaes.
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Definição. Dous radieaes do segundo gráo se dizem
semelhantes,quando a quantidade submettida ao sig-
nal V é a mesma em ambos os radicaes, Assim
3aVb. e 5cVb; 9V2. e 7V2 são radicaes seme·
lhantes.
Addir,ão e subtracr..ão.Para sommar ou subtrahir

radicaes semelhantes. somma-se ou mbtrahe-se osdom
coeflicientes.ea somma ou ditrerençaseescreveáesquerda
do radical commum. Assim

3aVb+5cVb=(3a+5c)Vb
7V!a+3V2a=iOV2a; 7V2a-3V2a=4V2a .

. Dous radicaes não semelhantes algumas vezes vem
a sê-lo , por virtude das simplificações do n. o 75.
Por exemplo:

V4~ab2 +bV75a=4bV3a+5bV3a=9bV3a
2V 45-3V5=6V5-3V5=3V5.

Não sendo semelhantes os radicaes, não se faz
mais do que indicar a addiçâo ou subtracção.

92. Jlultiplicação. Para multiplicar dous radicaes,
multiplica-se as quantidades debaixo do signal V e
aflecta-seoproducto do mesmosignal. Va X V b=V ab.
é consequencia do principio, n. o 75.

Havendo coefficientes,multiplicão-se umpelo outro.
e o producto e o coeflicientedo resultado. Exemplos:

3V5ab x 4v20a=12VI00a2b=120avb.
2aVà2"=tV-x-3a,Va2+62 _6a2V(a2+b2)2
=_6a2(a2+b2.)
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N. B. Succede muitas vezes, como no ultimo
ftemplo, que o producto de duas expressões irracio-
aaes, mesmo imaginarias, é uma quantidade racional.

93. Divisão. Para dividir um radical por outro,
dividem-se as quantidades affectas do signal V e o
quociente se alfecaa do mesmo lignoJ. A~im

Va=V~
Vb b

Com eífeito os quadrados de ambas estas expres-

sões são iguaes á mesma quantidade i:logo sâoellas
iguaes. Se ha coefficientes, o quociente de um divi-
dido pelo outro será o coefficiente do resultado.
Exemplos:

5 " 5a baVb: •.bVC=m:V-.
~u c

12acV6bc:4cV2b=1i~V~:=3aV3c.

94. Ha duas transrorm~es que são de muito uso,
já na avaliação numerica dos radicaes, já preparan-
do-os para facilitar o seu calculo algébrico.
A primeira transf~ consiste em fazer passar

o coefficiente do radical para baixo do signal V.
Seja a expressão 3aV5b, que (por ser 3a=V9a2

) se
pôde converter em
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Regra gtral. Para fazer passar para dentro do ra~
rui um factor que se acha fóra. basta elevar esse facwr
ao quadrado,

Eis aqui uma applicação numérica desta transfor-
mação. Querendo avaliar em numerosinteiros 6V13,
mudamos esta expressão em

sem differença de uma unidade. Se se extrahisse em
inteiros a raiz de 13, como indica a primeira expres-
são, a fracção desprezada, tendo de multiplicar-se
por 6 poderia avultar a mais de 1.

95. A segunda transformação tem por fim tornar
racionaes os denominadores de expressões da
fórma

a a--ou ,p+Vq p-Vq

sendo a, p? q quaesquer números, e não Fendo q qua-
drado perfeito. A resolução dos problemas conduz
muitas vezes a taes expressões; e é facil de ver que
sendo o denominador racional, mais simplesmente
se ajuíza da grandeza representada pela fracção, ou
do gráo de approximação obtida nas applicaçôes
numencas,

Eífeetua-se a transformação multiplicando ambos
os termos da primeira fracção por p-V q, ou os da
segunda por p+V q.

Em ambos os casos, apparece no denominador o
producto da somma pela differença das duas quanti-
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dades p e Vq: e como este producto é a differença
dos quadrados das mesmas quantidades, será o
denominador pl_q, expressão racional.

a a (p--Vq) ap-aVq
p+Vq (p+Vq)(p-Vq) p%-q
_a--=~)r9) _ap+aVq
p-Vq (p-Vq +Vq) . p2_q

Podem reunir-se as duas expressões em uma
formula, desta sorte

Para bem julgar da utilidade desta transformação,
appliquemo-la a dous exemplos numericos :

1 o 7 7(3+V5) 21+7V5 21+V245
. 3-V5 9-5 " 'I

2 o 7v5 7V5(V11-V3) 7v55-7V15
. vl1+V3 113-- 8

V2695-V735
= 8

Resta sómente extrahir 3S raizes dos tres numeros
2.{5, 2695, e "'735; Iimitando-nos á parte inteira
dessas raizes, teremos a L" Iracção approximada até

1 1 <ól ,1 r 'I' r b .
O va or 4' e a •••a até 8: raci e porem o ter maior

apprOXlmaçao.
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§ 2.° EQUAÇÕES E PROBLEMAS DO SEGUNDO GRÃO

A UMA INCOGNITA.

96. As equações do segundo gráo se classificãoem
duas especies : equagijesa dous termos, ou incompletiU,
e equações completas, ou de tres termos.

As primeiras sómente contém termos conhecidos,
e termos afl'ectos do quadrado da incognita. Chamão-
se a dous termos porque mediante as transformações
n.· 35 e 36, é sempre possivel reduzi-Ias á forma
ax2=b. Por exemplo a equação

se converte, expellidos os denominadores, em

5635+1771x'=770w+ 10120

ou transpondo e reduzindo, 1001x1 U85.
Se a equação fôr litteral, como esta

tambem se reduzirá a dous termos, dando-lhe a
fórma

97. A equação a dous termos aW=b resolve-se
facilmente: della se deduz

b lix2=_ , donde x=V -.
'a a
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Quando ~ íôr quantidade negativa, o valor de x
a

será imaginario [n." 76): o que significa que o proble-
ma é impouivel, ou que não ha numero inteiro ou
fraccionario, exacto ou approximado, que satisfaça a
equação.

M b fi'.l • • • 'das, se - oe numero posuivo, a sua raiz po ea
ter o signal + ou - (n. o 76); e serão os valores da
incógnita

bx=+v-.a
Applicando este processo ás duas equações do n. o

precedente, temos

x=+vt~~~=+V4,48" +2,12 sem differença

de 0,005;

e + d-a-c• x=_v~~ .
I--U-e

Pela substituição se verifica que qualquer destes
valores satisfaz á respectiva equação.

98. EquO{,õ,ocompleta do segundo gráo. Toda a equa-
ção desta natureza, contendo termos conhecidos,
termos affectos da incognita, e outros do seu qua-
drado, p6de mediante as transformações (n. o 35 e
36) reduzir-se á f6rma ax2+bx=c, e dividindo todos
os termos pelo coefficiente de m2, e suppondo por
abreviação

b c- P ,-=qa a
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tomará a equação li fórma x2+px=q, que se trata
de resolver.

N. B. Reduzir uma equação do segundo gráo 8.

esta fórma é o que se chama prepara-Ia.
Observemos que, se fór possível converter o pri-

meiro membro no quadrado de um binomio, uma
simples extracçâo de raiz quadrada reduzirá a equação
a outra do primeiro gráo.
Ora, comparando o 1.0 membro w+px, com o

quadrado do binomio x+a, ou com x2+2ax+a%,
vê-se que além do 1.0 termo commum, basta suppôr

a=~, para que s~a 2az=px: e assim para que

'2x2+px se torne no quadrado de x+a, ou de x+- só
P

2
falta ajuntar-lhe o termo a2 ou -t; e sendo preciso

para não alterar a equação, ajuntar a mesma quan-
tidade ao 2.0 membro, teremos •

Logo, extrahindo a raiz,

q+~=+V (x+f); donde x=-E+ V (q+f·)
Assim, em toda a equação do 2. o grúo a incógnita

tem dous valores, e ambos se achâo representados
na formula precedente.
Esta formula se póde traduzir na seguinte
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REGRA GERAL. Preparada a equ.ação, iguala-se a
incognita á metade do seu coefficiente tomado com signal
contrariot mais ou menos a raiz quadrada do termo
conhecido sommado com o quadrado da metade do coe{-
fieiente da incognita.

99. Exemplo!

. - 5 2 1 3 8 ':2 :! 273
eJa a equaçao fia: ~2x +4=. -3a:-x + 1':2

que Se reduz, expelI idos os denominadores, a

OW -6x +9==96-8x--12x2+273
ou 22x2 +':2x=360, e dividindo por 2':2

1 360 1 Vmm---1-2-

a:'+ na:=y2, donde x= 22+ W+(~l2)
Para effectuar os calculos numericos, convém

começar por converter a quantidade aílecta do
signal V em uma só fracçâo , cujo denominador
seja quadrado perfeito: ora

logo

Serão pois os valores de x

ou separando-os
i5
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-1+89 88 L -1-89 -90 45
:r 23 =22=lJ.,ex=-22=Y=-tt·

Seja agora a equação litteral

4a'- 2x2+2ax=18ab-18b2

que se transforma nesta

x'l-ax=2a2-9ab+9b2
:

applicando-Ihe a regra, serão os valores da incognita

ou, separando-os e fazendo as reducçôes,

a 3a b= a 3a 31.3bx=&)+~-3 -2a-3b; X=~-T+ IF= -a._ _ _ M

100. Appliquemos estes principios e regras á
resolução de alguns problemas.
1.o PROBLEMA. Achar um numero, cujo triplo junto

ao dobro do .eu qu4drado, con~me a ,omma 65.
Chamando z o numero pedido, será a equação

eloproblema

2X2+3x=65
ou i2 :4:-i~~5; donde

z . -~+ J/~ + 65__ 3+23
4- 16 2- :4--:{'
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Separando estes valores, e effectuando os calculos

temos ar=5, e x=_1;. O primeiro valor 5 satisfaz

á questão, como foi proposta, porque

2(5)2+ 3 x 5=50+ 15=65.

Pam iDtelpl"et8r C} nl(k' negativo, nota . os que
mudando na eq;a3:çãO' m em -:1;, a nova equação
b2-3z=65 exprime evidentemente outra questão
em que se proponha achar um numero, cujo triplo
diminuido (em vez de sommado) da dobro do seu
quadrado deiu o resto'65. Esta nova questão é resol-

vida pelo valor ~; e com efl'eito, resolvendo a equa-

ção 2z2-3z::65 , apparecem os mesmos valores
precedentes, mas de signaes contraries, isto é

é facil de verificar que este ultimo numero satisfaz
ao problema tal qual foi ultimamente-enunciado.

101. 2.° PROBLEMA. A..lguem comprOU' duas peçaI do
mesmo pan,no, cada uma por 53000. r.ms.: uma pO!f'ém
tem 7 cavados menos que a. outra, e custou por isso cada
covado mais 100 réis. Pergunta-se qual o numero de
covados da peça maü,r?
Conhecido este numero ,tirando-lhe 7, resta o

numero de cevados da menor; e dividindo por cada
um o custo 53000 • obtem-se os dous preços, cuja
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. diílerença deve ser 100 róis. Logo, chamandoe o
numero pedido,

53000 53000
x-7 x

100.

Preparando esta equação e resolvendo-a se acha
x=64,5,e x=-57,5. O primeiro valor satisfaz ao
problema, como se póde verificar: quanto ao segun·
do -57,5, mudando na equação x em -x, resulta

53000
-x-7

53000__100, ou 53000
-x x

53000 100
x+7 '

da qual se deduz x=57,5 e x= -64,5. Ora, esta
ultima equação (e portanto o valor 57,5) resolve este
problema: Custando duas peças de panno a mesma
quantia 53000, mas tendo uma 7 cóvados mais que a
outra, custou cada covado menos 100 réis. Pede-se o
numero de covados da peça menor.

N. B. Ve-se que nos dous problemas precedentes
os resultados negativos têm a mesma significação
que nas equações do 1.° gráo; porém o ultimo offe-
reee uma observação especial; e vem a ser, que os
dous enunciados não differem senão em chamar x o
comprimento da peça maior ou da menor. E os dous
valores dados por uma só equação, prescindindo dos
sígnaes, exprimem os tamanhos das duas peças 64,5:
57,5, cuja differença é 7 covados.

102. 3.oPROBLElIfA. Um mercador, vendendo um
eavallo pOr 24 doblas, pc·rdeo tantos por cento do preço
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00 compra quantas doblas tinha custado o anÍlnal. Pe-
de-se o preço da compra.

Equação 1~0=x-24. ou z'-100z= -2100.

Valores da incognita ai=60 e ai=40.

Ambos estes valores tisfazem ao problema que
tem duas soluções. Com effeito , sendo a compra
por 60 dobIas a perda, a perda ou 60 por cento de
60 doblas é 36; e o preço da venda 24.
Sendo 40 doblas, os 40 por cento desta quan·

tia importão em 16 doblas, perda que deduzida de
.to dá 24 para preço da venda.

§ 3.° DISCUSSÃO GERAL DA EQUAÇÃO DO SEGUNDO GRÁO.

103. Quando as quantidades conhecidas, nos pro-
blemas do segundo grão, em vez de serem numeros
particulares, como até aqui, forem representadas
por letras ou symbolos genericos, os resultados obti-
dos representaráô, como nos do primeiro gráo, for-
mulas geraes, proprias a resolver todos os problemas
semelhantes, uma vez dados em numeros os valores
da letras. Interpretar estes resultados, segundo as
diversas cil'Jlumstancias em que se acharem os dados,
é o objecto da dtsc'Ussãodos problemas do segundo
!lráo.
Os preceitos geraes desta discussão resultão da

analyse da equação geral do segundo gráo, e do res-
pectivo valor de x, a saber:
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Notemos, em primeiro lugar, que estes valores de
x só serão reaes, isto é, só podem ser avaliados erae-
tamente ou por approximação, quando a quantidade
submettida ao radical fôr positiva.
Ora, qualquer que seja o signal de p, é sempre

2

positivo o termo ~; e portanto o signal da quanti-
2

dade q+~-depende principalmente do signal de q,
ou do termo eenhecido da equação.

104. 1.o Sejão pois q e p ambos positivos; e sepa·
remos os dous valores de x

Estes dous valores são ambos reaes, e se podem
avaliar exacta ou approximadamente , segundo a
quantidade debaixo do radical fôr ou não fôr qua·
drado perfeito.
O 1.o valor é essencialmente positivo, por ser

r'q+~>~,como é facil de vêr. Este valor satisfaz

li equação e ao problema que elIa: representa.
O segundo valor, evidentemente negativo, satisfaz

não a mesma equação proposta, mas depois de mu-
dar-lhe xem -x.Com effeito, praticada esta mudança
e resolvida 8 equação apparecem os mesmos valores
precedentes, mas de signaes contrários.
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105. 2.0 Seja ainda q positivo, mas p negativo.
A equação tomará a f6rma

prova-se do mesmo modo, que ainda estes dous va-
lores são, o 1.0 positivo e o 2. o negativo: pelo que
tem as mesmas significações que os precedentes.

106. 3.0 Seja agora q negativo e p positivo. A
equação será da f6rma

X1+p~_q, donde x=-~±I/f q.

2

A raiz indicada sé póde extrahir-se , sendo q<~:
mas satisfeita esta condição osdous valores são reaes.
E demais. sendo numericamente

os dous valores de o:são ambos negativos.

107. 4.0 Sejão finalmente q e p ambos negativos.
Teremos a equação ar-px=-q. e os dous valores

ambos positivos.
N. B. Este ultim-ocaso merece particular attenção.
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A equação respectiva mudando-lhe os
torna

px-w=q, ou z(p-x)=q

e é a traducçâo algebrica deste problema: Di . r o
numero p em duas partes, cujo producto seja igual ao
numero q.

Porque, chamando x uma das partes, a outra será
p-x, e o seu producto x(P-x), que se deve igua-
lar a q.

E note-se que a equação é a mesma, ou seja x a
maior ou a menor parte: pelo que a mesma equação
deve dar o valor de ambas ; e tal é a razão da exis-
teneia das duas soluções directas ou positivas.

108. Reeopilando: se a quantidade q e positi'Va,
qualquer que seja o signal de p, os dous valores de
x são reaes, e de signaes contrarios.

Se q e negativo e P positivo, os dous valores são am-
bos negativos.

Sendo q e p negativos, são os valores ambos positivos.
E fina.lmente, nos dous ultimos casos, serão os valo-

res de x imaginarias, se fdr

caso em que o problema é impossível.

109. Além das hypotheses até agora feitas, a
respeito dos signaes de p e de q , podem occorrer
circumstancias particulares, dependentes das gralb'
dezas representadas por essas duas letras: e ainda
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e em cada problema especial melhor se apreciâo

osresultados notaveis, todavia podem elles indicar-se
geralmente com referencia ás formulas estabele-
eidas: eis-aqui os principaes :

o 3." e 4." casos (106 e 107) representados pela
equação .r+px=-q (sendo p positivo ou negativo)

se acontecer que seja q=f, o termo rr-q,
que entra em ambos os valores de x, é igual a
zero, logo os dons valores se tornaráô ambos em

x=-~, valores iguaes .
....

Se fôr q=O, os valores de x serâo

;r=-,+~; oux=O, e =r:r-- .... .

Sendo ao mesmo tempo q=O , e p=O, teremos
x=O,x=O.
Qualquer deites tres resultados se verific8.ointro-

duzindo a hypothese respectiva na equação geral
x!+px=q, e resolvendo-a de novo.
Passemos á discussão de um problema

C,, A C~ __ B. C,

110. 4.· PnOBLEIII.\. Achar na linha em que se aCMo
dua~ luzes diRerentes A e B o ponto que ambas allumião
com igual intensidade.
Suppôe-se conhecido este princípio de physioa :

dt intensidades de uma luz a distancias diversas são na
r9ão inve·rsa dos quadrados dessas distancias.



t22 À~QQBn••

Sol'uçãD. Seja a a distancia AB entre as duas lu
b e G 8S intensidades destas duas luzes, na distancia I.
Seja C o ponto pedido, e AC x; donde BC=;(l-a;.
Procuremos Il equação do problema.
Pois que a LuzA tem a intensidade b, e a luz B a

intensidade G na distancia 1, para saber li intensi-
dade de cada uma, nas distancias a; e a-x teremos
applieando o principio de physica, para a 1.. luz

x2:1::b:_~;.eparaa2.a (a-x)2:1::c:(a c x)2

e devendo ser iguaes estas duas intensidades, temos
a equaçao

b c 2«b a2b=-' -; ou preparando-a, x2
_-,:-- =--b :x2 (a-xj2' (}-C -c

resolvendo-a, e reduzindo segundo o n." 75, tere-
mos

a(b± Vbc)
z== b-c .

Esta expressão ainda se póde simplificar, porque

b+Vbc=Vb.Vb+Vb.Vc=(Vb±Vc)Vb
c b-c=(VW-(VC)2=(Vb+Vc){Vb-Vc) :

logo, separando os valores,

a(h-Vbc) a(Vb-Vc)Vb
x b-c lVó+Vc)(VIJ-Vc)

x_u,(btVbc) a(Vh+Vc)Vb
- -c (Vb+Vc) (Vb-Vc)

aVô
Vb+Vc

aVb
Vb-vq.
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Trata-se de discutir estes dous valores de x, ou da

distancia AC.
Imcu$são. 1." Seja em primeiro lugar b>c, ou a

luz .ti mais forte do que B. Então os dous valores são
ambós positivos, isto é, o problema tem duas solu-
ções. Demais, o 1.0 ponto existe entre os dons .4 e R,
e mais }>roxiIho deste: porque, sendo v'b> V c,
cone ne-se

~ . . Vb 1•.V'b>Vb+Vc, dondeVb+Vc>2'
aVb a
Vb+vc>2'

e pois AC, ou

o se~ndo ponto flea á direita do ponto B. porque
evidentemente

!.o Seja b<c. O 1." valor de z será ainda positivo,
porém menor que a, porque, sendo Vb<Vc, tere-
mos 2Vb<Vh+Vc, pelo que

Vb t d d aVb tI.
Vb+Vé <2' on e Z oUVb+Vé <2'

Donde se segue que este 1.0 ponto .ainda se acha
entre A e B, porém maispreximo de A..
O ~.o valor de eé negativo, e só pôde-ter signifi-

cação suppendo um ponto C';á -esquerda de A. Era
de esperar este resultado, por -seter suppesto a luz
B mais forte do que A.
3. o Seja agota 'b~c: serão os dous valores de x
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o 1. o destes valores indica o meio da linha AB. o
que mesmo li priori era evidente. O 2.· valor, 00.

mostra que não se póde marcar um outro ponto, ou
que elle dista de A, quantidade maior, do que qual-
quer que se arbitre, por grande que seja. É de vê•.
que quanto menor é a differença Vb--Vc, ou o de-
nominador do segundo valor x, maior se torna este;
pelo que, sendo Vb-Vc=O, isto é, menor do que
toda e qualquer quantidade. o valor de z deve tor-
nar-se infinito.

N. B. Observemos de passagem, que se esta ulti-
mil hypothese b=e se applicasse aos valores não
simplificados que deduzimos da equação

a(b-Vbc) se mudaria em x=9
b-c O

a(b+Vbc) . 2abx b-c tornar-se-Iria :1.= -0-'

O symbolo de indeterminação que aqui apparece,
depende do faetor oommum que foi omittido
Vb--Vc, o qual com effeito se torna em zero na
presente hypothese [n." 67).
4.° Se for a=O, x=O: isto é, reunidas no mesmo

ponto duns luzes desiguaes, só esse mesmo ponto
p6de ser por amhas igualmente allumiado.
5. ° Se além de a=O, fôr lambem b=c, será x=O,

~=~.O 1.0 valor indica o ponto em que estão as
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luzes; mas o 2." um ponto qualquer. Em verdade,
duas luzes iguaes no mesmo ponto prestaráõ igual
claridade a um ponto qualquer no espaço.

Se de cada valor de x, ou AC derivarmos o cor-
respondente de a-x, ou BC, analysados estes nas
mesmas hypotheses, darão resultados em harmonia
com os precedentes.

Esta discussã >é mais um exemplo da precisão
com que a Algebra resolve as questões, e deduz os
corollarios de todas as circumstancias comprehen-
didas no enunciado do problema.

DAS DESIGUALDADES.

111. Nas discussões dos problemas, temos tido
occasiâo de estabelecer entre certas quantidades
relações de desigualdade, representadas pelo signal
.>: e de sujeitar estas desigualdades a transforma-
ções analogas ás que soffrem as equações. Ora, ainda
que em geral os principios dos n. o. 35 e 36 sejão
applicaveis tanto a igualdades como a desigualdades,
comtudo a respeito destas soffrem elles excepções,
provenientes da applicaçâo das regras do calculo ás
expressões negativas, como se fossem quantidades
absolutas: dessas ercepções cumpre estar prevenido
para evitar erros.

Recapitulemos todas as transformações que soffre
uma desigualdade tornando salientes as excepções.

112. TRANSFORJUAÇÃO POR ADDIÇÃO E SUBTRACÇÃO.

Sommando ou d·iminuindo a mesma quantidade aos
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dous membros de uma daigooliLule, esta subsiste M
mesmo sentido. É evidente.
Sendo

8>3,étambem8+5;>3+5,8-5>3-5
-3<-1 » -3+5<-1+5, -3-5<-1-5 .•&.

Sommando membro a membro duas 00 mati deiigual-
dad-esno mesmo sentido, nesse mesmo subsiste àdesigual-
dade resaltwnte.
Sendo a>b, c>d, evidentemente a+c>b+d,
Estes dous principies não softrem excepção.
Nã'O acontece 'Omesmo, subtrahindo membro amem-

bro duas ou mais desigualdades. A resultante ás vezes é
no mesmo sentido, outras vezes no opposto. Por
exemplo, de ser

4<7~2<3~ segue-se 4-2<7-3, ou 2<4.

- Mas sendo 9<10, 6<8, não é 9-6<10-8
ou 3<2.

113. TRANSFORMAcÃO POR MULTIPLléACÁO É nlVISÃo.. .
Multiplicand'O ou dividindo ambos os membror pIW um
?~umero posirioo ou aIJIO"'*1 fi ~ subsiste no
meB11N) 1Imtido.
Principio evidente, e que sene 'Pll'à 'elil\\ifiár 05

denominadores.
Multipliaando ou divillilndo ttmb08 ()$ membros por

quantidade negativa, a .d~ualdade gubsist/3 em sen-
tid'Oc'Ontrario.
Sêndõ8>5, 8x -3<5x-3 ou _. 2«-15.
L~; par41t8ár desta tra:nsrormação, sendQo mul-
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tipJicador ou divisor algelwico, cumpre examinar se o
dito multiplieador ou divisor é positivo ou negativo.

Corollario. Mudando os signaes a ambos os membros
inverte-se a desigualdade. Porque isto equivale a mul-
tiplica-los por -1.

114. TRANFORMAÇÁO POR QUADRADO E RAIZ QUADRA-
DA. Sendo os dous membros da desigualdade ambos
positivos. entre os seus quadrados ou as nuu raizes ,
subsiste a desigualdade no mesmo sentido.

Sendo 8>5,82>52 ou 64>25: e V8>V5.

É evidente.
Se {ÔTemambos osmembros negativos, a desigualdade

entre os quadrados é em sentido contrario.

Tendo os dous membros signaes diversos, nada se pódc
decidir sobre o sentido da desigualdade entre os qua-
drados. Por exemplo:

-5<6 se transforma em (_ri)2«6)2, ou 25<36.
-5<3 reduz-se a (-5)2>(3)2 ou 25>9.

N. B. Nos dous últimos casos não se trata de
extracçâo de raiz, PQrque a raiz quadrada do membro
negativo é imaginaria.

115. Para exereicio dos principiantes, propomos
novos problemas do 2. o grá.o.

5. o PnoBLEMA.Dous negociantes se associárão.para
uma empreza : o 1.o coneorreo eom a quantia a, e o 2.o
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não se sabe com quanto: mas ganhárão ao todo a quan-
tia b, e a entrada do 2. o é tal que sommada com G

luc1'Orespectivo forma o calor c. Pede-se a entrada do
segundo, e o ganho de cada um.

Equação x2+(a+b-c)x=ac.

6. o PROBLEMA. Achar um numero, Ct~O quadrado
seja pam o producto das differenças enu» o mesmo nu-
mero e dous dados a e h, em uma razõo conhecida p: q.

7. o PROBLEIIIA. Devia repartir-se a quantia a por
certo numero de pessoas: mas alguns (m pessoas) por
ausentes perdem o direito, e esta cireumsumcia augmen-
ta a quant'ia b á parte de cada um dos presentes. Per-
gunta-se qtlantas erão as pessoas.

N. B. A equação deste problema é a mesma do
problema 2.0 [n ," 90): as condições de um e de
outro, ainda que á primeira vista differentes, redu-
zem-se ao mesmo, a saber: um numero a dividir pOl'
x, e pm' x-m, sendo dada a differença dos quocientes.
Á mesma equação se reduz o seguinte

8. o PROBLEl\IA. Ob1'igárão-se alguns negociantes a
pagar entre si a quantia a; mas {allindo alguns (m ) cres-
ceo aos outros a despeza b. Quantos erão?

Estas diversas questões, reduzidas á mesma equa-
ção, são propries para mostra r a estençáo das appli-



PROBLElllS DO SEClUf(DO GaÁo. 129

cações de uma formula algebrice , e a utilidade de,
na resolução dos problema!', representar por letras
as quantidades conhecidas.

§ 4.0 ÉQUAçõtS E PROBLEMAS DO stGUNDO GnÁo

A DUAS ou MAIS INCOGNI'l'AS.

116. Esta theoria não póde ser aqui completamente
desenvolvida, porque ( o depois se verá) 8 reso-
lução de duas equações do segundo gráo a duas
incógnitas depende, em geral, da resolução de uma
equação li uma incognita , do quarto gráo. Comtudo
ha casos especiaes, em que se consegue pelos metho-
dos precedentes resolver o problema: por exemplo
este :

Achar dous numeros, cujo produa» seja p, e taes que
a vezes o primeiro mais b vezes o segundo (orme a
somma 2s.

Equações do problema

Da 2." se deduz y b e, substituído este

valor na I ,",

ux'-2sx=-bp, donde x=' +!J/r-abp, e por
a a

substituição no valor precedente y=i +~Jls2-abp

Estes valores serão reaes I quando S2 não fôr
menor do que abp :

Sendo reses, são todos positivos , porque
17



s> VI"~abp. Logo o problema .tem duas sol .-
direetas , eepeesentadas pelos dous systemas de v
lores de x e y.

Sendo a=b=l. os valores supra mudão-se em
x=s+ Vsz-p. y-s+ vSi p. Nota-se aqui. que 08

valores de y são os mesmos de x em ordem inversa;
isto é, que tendo cada ineogaita dous valores, com,.
.tudo o problema tem uma só solução: o que
torna claro separando os valores:

1.0 X=S+VS2_p; y=s-Vs!- p
2.0 Xi=S-V.s2_p; Y=S+VS2 [I.

Para bem interpretar esta circumstancia, voltemos
ús equações do problema, que na hypothese presente
se mudâo em

xy p
x+y=2s.

Estas em nada se alterâo mudando zem y, e y em
x, logo as duas incognitas devem depender da mes-
ma equação do segundo gráo, e esta dar ao mesmo
tempo os dous valores de x e de y. Tivemos um
exemplo semelhante no problema n. 0107.

117. Dissemos que duas equaçô sdo segundo gráo
a duas incógnitas, eliminada uma dellas, conduzem
a uma do quarto grito. Facil é prove-Io sem ser pre-
cisodesenvolver os Cálculos.Sejão as equações geraes

ax2+ byx +cx + dy + cy2+ r =o
a'.x2+//yx+c'x+d'y+c'y2+{'=0.

Tratando x2 e x como incognitas diversas e do 1..
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gnío, pôde-se ermin81'ar, e chegar a uma equação
em x; e o valor desta incognita substituído em qual-
quer· das propostas, conduzirá a uma equação final
emy.O 8,pois-que no valor de e, entrão necessaria-
mente os termos 8Y". e'y2; e tendo de elevar-se este
valor ao quadrado, para a substituição em ax2+ &c.,
apP4lle~ s riuneJltau eq1l8çãQdo.4.o~"0.
Para ar r..esolução 8 eçôe DiD -o bastantes
os principies precedentes.

118. Comtudo, entre as equações do 4." grúo, e
em geral de gráos pares, ha algumas que se resol-
vem pela formula das do segundo 'grão;. e são ali lue
tde afórma

x2m+px"'+q=O.

Porque esta, suppondo iem=y, setransforma em
y2+py+q=O, equação do segundo gráo , que facil-
mente se resolve. Será-pois you

m p ~rpl
ie =- 2+ "l"-q, donde

A ultima formula contém dous valores de x, quan-
do tn é ímpar, valores que serão imeginerlos; se fôr

2

negativaaquantídadeí-q; reaes, se esta quantidade
for positiva.
Quando m for par, a formula dará 4 valores para

•
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e , pOIS verdadeiramente deve
easo ,

• m

x=+V-~+Vr q;

valores que serão todos reaes, ou todos imagina-
rios, ou dous reaes, e dous imaginários, conforme
os valores de p e q fizerem positivas ou negativas as
quantidades submettidas a cada um dos radieaes.

119. Muitos problemas conduzem a equações da
na eza da precedente; v. gr. este:

Achar dous numeros cujo producto seja 6, e a 80mfM

dos cubos 35.
As equações são

zy=6
xS+!t=35.

o valor de s. dado pela 1.&e substituído na !."
conduz á equação

x6-35,x3=-216; donde

Separando os dous valorei , e calculando os cor.
respondentes de y, temos

3

:1:= ~5+19=3; Y=º=2
2 ~
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s

x= /12.5;19=2; y=3.

Donde se vê que cada incognita tem dous valores,
sendo na realidade uma unica solução. Cabe aqui a
observacão do n. o 104 •.

120. Quando m é par e superior a 2, a resolução
da equação depende de uma extracçãó de raiz do
gráo m, sobre o que nos faltão preceitos: eomtudo,
tratando de numeros, essa raiz se póde extrahir por
logarithmos (Arith. 195).

Seguem tres exemplos de equações do 4. o gráo,
que, resolvidas pela formula precedente, dão á in-
cognita

Quatro valores reaes:

Dous reaes e dous imaginários :

Todos os valores imaginarios:

x4+12.x+U=O, :Il=+Y-6+ v36-11
x=±V-l, e x=+V-i11.

•• Ge •••

ou



CAPITULO V.

POTENCUS E RAIZES DE TODOSOS GRlos.

121. Introducção. Assim como a resolução das
equações do segundo gráo suppõe conhecidas as
regras para extracção da raiz quadrada; do mesmo
modo para se poder resolver as equações da 3.ó4.o
gráo, &c., é necessario saber extrahir as raizes dbs
gráos respectivos de qualquer quantidade, numerica
ou liUeral.
Trataremos no presente capitulo da elevação fis

potencias, da extracção das raizes, e do calculo dos
radicaes de qualquer gráo. .
Ainda que qualquer potencia de uma quantidade

se pôde formar pelas regras da multiplicação arith-
metica ou algebrica, entretanto essas potencias se-
guem uma lei de composição, que é indispensavel
conhecer, porque é della que se derivâo as regras
para a extracção das raizes.
Já se mostrou (n. o 88) que acomposição do quadra-

do de qual e qua dade algebrica ou numeriea,
depende da expressão do q'Iladmtlo M.um tt6tbio.
Veremos que, em geral ,11 leide.com~ de uma

potencia de qualquer quantidade deduz-se facilmente
da expressão slgebrica da potencia do mesmo gráo
de um binomio.
Começamos pois em nOViftheoria, procurando o

desenvohnmento d(t potencia de qualquer gráo de um
binomio.
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§ 1.° BINOIfIO DE EWTON.

122. Proponha-se elevar a qualquer potencia o
hinomie x+a.
Por meio de multiplicações successivas se formão

os seguintes resultados:
(x+a)2 x'+1riz+a'
(x+a) ~+~.:p ~+61
(x+a)4=z4+4~.:f6a2x2+4aax+a4
(a:+a)5-...xi+5ax4+10a2x3+10a3x2+5a4x+a5, &.
Á simples inspecçâo destes polynomios, facilmente

se conhece & lei .que todos elIes seguem pelo que
toca (LQs:eIpoenlesdea e de ai : mas não assim quan-
to aos ooefflcientes, a não ser o do 1.0 termo, que é
1, e o do 2. o igual ao expoente da potencia. Para
descobrir a composição dos outros coefficientes, re-
corre-se a um artifício algebrico, que consiste em
analysar os productos de qualquer numero de bino-
mios, tendo sóme,ole o 1.0 termo eommum, taes
como a;+a. x+b, x+c, &.; e pois suppôr iguaes os
2.°1 termos, o que converte os productos em poten-
eias. Nesses productos não apparecem reducçôes ; e
assim evitados os resultados numericos, mais facil-
mente se eonheea o como são formados os multipli-
eadores ou coefficientes de C3,~{l ter Q. Eis-aqui
alg ns dos produetos .mencionados ;
{x+a)(x+b) ,iZ+a~x+ab

+bS
{x+ a)(x+l))(x+ c)---af +atx2+ a.b~x+abc

+b +ac
+c +bc .
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{X+U)(X+b)(X+C)(X+dl=X4+ajw+ab aJ'I+abCjaJ+abcd.
+b +ac +abd
+c +ad +acd.
+d +bc +bcd

+bd
+cd

Do mesmo mudo se podem formar outros pro"
duetos de qualquer numero de binomios, sempre
applicando as regras ordinarias da multiplicação al.•
gebrica.

123. O exame attento destes productos descobre,
que são elles constantemente formados segundo as
leis seguintes:

1.o O expoente de x começa por ser igual ao nu-
mero de binomios multiplicados; decresce de uma
unidade, de termo em termo, até o ultimo, em que'
zero.

2. o Os multiplicadores das potencias de x são:
No 1. o termo a unidade;
No 2. o a somma dos segundos termos dos hino-

mios ;
No 3.8 a somma dos productos distinetos que se

póde formar com os mesmos segundos termos, com-
binados dous a dous ;

No 4.0 a somma dos productos distinetos que se
formão dos segundos termos dos binomios, tres a
tres;

No 5.0 a somma dos productos dos segundos ler-
mos, quatro a quatro;

E assim por diante.
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12ft. Aclualmente, suppondo em todos pro-

duetos acima, a=b=c= , os mesmos productos
se tornaráõ em (x+a)\ (x+a)S, (x+a)4, .•.• ,. e em
geral, sendo m o numero de binomios, (x+a).m

Quanto aos multiplicadores das diversas poteneias
de x,

O do 1.0 termo é sempre 1.
O do 2.0 a+b+t± .•... se muda evidentemente

em ma.
O do 3.0 termo ab+ac+bc+ ..... torna-se a2+a2

+a2+ .....ou a2 repetido tantas vezes quantos são os
productos de m letras combinadas duas a duas.

O do 4.° abc+abd+acd+ ..... muda-se em a3
tomado tantas vezes, quantos productos se formão
de m letras tres a tres:

O do 5. o será a4,multiplicado pelo numero de pro-
duetos de m letras, quatro a quatro.
É facil continuar esta lei, extendendo-a a todos os

outros coefficientes.
Logo, representando por M, N, P, Q, R, &c., o

numero de productos de m letras, 2 a 2, 30.3,4 a 4,
5 a 5, 6 a 6, &c., será

(x+a) m=xm+ma.xm-1+ "A'[a'lxm-2+Na3xm-3
+ Pa4xm-4+ +am•

Pelo que, para ficar determinado o desenvolvi-
mento da potencia (x+a) ,só nos resta descobrir em
geral os valores de M, N, P, &c.; a saber: o numero
de productos distinctos de m letras, combinadas 2 li
2, 3 a 3, 4 a 4, &c. Este problema e outros seme-
lhantes fazem parte da theor'ia dali combina~ões, cujos
princípios nos serão uteis em outras occasiões.

!l8
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Theoria tILl# ~e$. Para abre iar

temos de expàr Ileste respeito, cumpre ter j)em p
sentes .ao espirite algumas definições.
Chama-se permula~es de um prodw;to 8S div

eollocaçõesemquesepodemac r os factores dê JIle80t

mo producto: abc, acb, cab, bca, &c., são permum..
fÕe$ do producto abc.

Combinar)jessãoarranjos decerto numero de letras,
! a 2, 3 a 3, &c., não entrando em cada um deU
letra alguma repetida. As 5 letras a, b, c, d, e, com-
binadas 2 a 2 dão as oombirtaçõesab, ba, ae, ta, além de
outras. Combinadas 3 8. 3 dão abc, ach, aJJd, cab, e
outras mais.
Productos distinttos são combinações que differem

uma da outra, pelo menos em uma letra: como ab,
ac, be, &c.
Os principios da theoria das combinações neeessa.•

rios e uteis IÍ demonstração da formula do binmnio,
se resumem na resolução dos tres problemas que se
seguem.

126. 1.0 PROBLEMA. Determinar o numero total de
permutações de um producto de n letras. Seja a: este
numero.
Um producto de ! letras, evidentemeate só pôde

escrever-se de dous modos, ab, e ba, NvmerQ
de permutações 1X 2.
Sendo de 3 letras, abc, é claro que principiando

por uma dellas a, restão duas a permutar, o qUQ
dará 1 x 2 permutações: mas podendo ser qualquer
das tres a letra inicial, o numero de permutações
será tres vezes o precedente, ou 1X 2X 3.
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Em um produ de 4 letras, MuleçáJhto UlDa

dellas, e permutando as tres restantM, temos 1X!x 3
perm taçôes: e como cada uma das qUátl'O ser
eoll~ em primeiro lugar. será o nomero total de
permutações lx2X3x4.
Continuando estes raciocinios, conclue-se por in-

ducçâo tão clara, quanto rigorosa. que para o preduo-
to de n letras. () numero pedi.d6 de permutações
será

!C=lx2x3x Xn.

isto é, o produd,o de todos os nfltMrol inteiros dead8 1
até n, inclusivamente.

127. 2.0 PROBLEMA. Determinar o numero total de
combinações de m let'ras n a n. Chamemos a ineog-
nita y.
Para combinar m letras 2 a 2, é claro que cumpre

combinar cada uma dellas com todas as restantes
que sãom-1; logo o numero de combinações! a
!ém~m~l).
Combinemos as m letras 3 a 3. Cada combinação

de 2 com cada uma das letras restantes, que são
m-2 dará m-2 combinações de tres; e pois que o
mesmo se spplica a cad uma das m{m--1) combi-
nações de duas, será o numero total das combina-
ções de 3 m(m-i)(m-2).
Por um raciocinio em tudo semelhante se mostra

qae o numero de combinações .4 a 4 é m(m---'1}
tm-2)(m-3).
E as combinações 5 a 5 m(m-1) (m-2) (m-3')

(m-4). ~ ~6 B
~/ 6Qq

I~ - ~

lã Bibliotheca ~
'* - "*'
~"{!~~



140 UGEBIIA.

An~ndo o ultimo faetor e cada um. de
produetos, vemos que para o caso de n letras em
cada eombinaçâo será o dito ultimo factor m-(n-1}
ou m--n+ 1. Logo, combinadas m letras n á n, é:
numero das combinações.

y-tn(m-l)(m-2Hm-3) ..... :... (m-n+l).

Isto é, o producto de todos os numeras inteiros desde
o numero das letras m até m - n+1inclusivamente.

128. 3.0 PROBLEMA. Quantos productos distinctos se
formão de m letta3'n an? Representemos este numero
por s,
Se fossem conhecidos os productos distinctos, for-

mar-se-hiào as combinações escrevendo cada pro-
duelo de todos os modos possiveis: assim o numero
dos productos multiplicado pelo numero de permutações
de um delles dá o numero total das combinações. Logo
entre as quantidades e, y, z ha necessariamente esta
relação

y=xz
da qual se deduz o numero de productos distincws

129. Formula do binomio: conclusão. Voltando á
expressão do n. o 123, é claro que para achar os va-
lores de MI N, P, &c., hasta no valor de z, que se
. acaba' de deduzir, suppôr n=2,3,4, &c., successi.•
vamente.
Assim teremos:
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S d ~ Ir m(m-l)uppon O n= •.••.I'J 1X 2

» -3·N m(m-1)(m-2)
n- · lx:2xa

" _1. P m(m-L)(m-2)(m-3)
"n-IJ" lx2xaX4.

E assim por' diante. Estes va res, substituidos na
expressão de (z+a)m [n." 123). a tornâo em

(x+a)m=xm+maxm-1 +m(rn-l)a2xm-2IXZ
+m(m-l)(m-2)a3xm-3+ ....•..... +am.

lXZXJ
formula do desenvolvimento de qualquer potencia
de um binomio; e que se denomiua - O binomio de
Newton-, do nome do celebre Geometra que a des-
cobrio.

130. Analysando os diversos termos da (urmula
do binomio, facilmente se descobre o modo simples
de formar qualquer coefficiente por meio do ante-
rior,

Forma-se o coef1iciente de qualquer term», multipli-
cando o coefPciente do termo precedente pelo expoente
de.x no mesmo termo. e dividindo o produ.cto pelo nu-
mero dos termos que precedem ao termo pedido.
Por esta regra, que é mera traducçáo da formula,

é facil elevar um binomio a uma potencia em parti-
cular. Formados os primeiros dous termos ( o que é
simples á vista da formula zm+maxm

-
1
) os seguintes

se formaráô, calculando os coefficientes pela regra,

141
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e successivamente augmentando 1 ao expoente de Df
diminuindo 1 ao de x. Assim

(x+a)8=x6+6ai' +15a2x4 +20a3x3 +15a4w+ 6a5x1-;L'
(x+a) 10=x1Q +1Oax9+45a2x~+120a3x7+21Oa4ft
+252a5w+210a6x4+120a7w+45a8~~+10a9x+aio.

N. B. Se acaso os coefficientes e expoentes do
biuomio não são iguaes ai, como em x+a, cumpre
não confundir estes coefficientes e expoentes com oS
que resultào da elevação a uma potencia: indicando
os calculos , para depois effeetua-los em cada termo,
evitão-se enganos e obtem-se o resultado com segu...
rança. Por exemplo :

(2b4-3c5)5=(2b4)5+5(_3c3)(2b4)4+10(_3c3)2(2b4)3
+10(-3c5)3(2b4)2+5(_3c3)42b4 + (-3C5)5=32b20

_. 240b16C3 + 720b12C6 -1080b8d' + 810b4cI2-!43cu•

§29. EXTRACÇÁO DAS LUZES DOS NUMEROS.

Os processos expostos na Arithmetica para extra-
hir de qualquer numero a raiz quadrada e a raiz
cubica podem ser ampliados de modo que se appli-
quem ás raizes de todos os gráos. Ou antes, do
processo geral, que passamos li tnrtar, são casos par-
ticulares os relativos ás raizes quadrada e cubica,
Assim, tendo já desenvolvido convenientemente o
modo de extrahir estas duas raizes, bastará expôr 11

regra geral, para que se applique aos casos particula-
res da extracção da raiz 4.a, raiz 5.a, &c.

131. E:Jjtracção da raiz do gráo n, de um numero
inteiNJ. Representemos este numero por N.

Se o numero dado não t'ivcr mais de n algarismos, a
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JuarClÍ: {ou a Pát"te i'ltteira della) terá fIIm só. Para MSco--
briressealgarismo, formão-se as potenoiasdo grão n do«
numeros 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9: se alguma destas
poteruia coincidir com o numero I , a sua raiz será a
pedida eeaaamente : senão, a raiz não se poderá obter
eeactamente; e será a sua parte inteira a raiz do menor
dos doU! numeros, eatre os quaes se achar o proposto, N.

Funda-se esta regra em que potencia n de 10
ou (10)" é a unidade seguida de n cifras, ou o menor
dos numeros de n+1 algarismos.

Quando o numero tiver mais de n algarismos, a
sua raiz terá dous ou mais, isto é, poderá deoompôr-
se em dezenas e unidades: pelo que ehamando a as
dezenas , b as unidades, o numero dado poderá re-
presentar-se por

(a+b)"=a"+nan-tb+nn-;-lan-2b"l+ &c•
.•..

Donde se vê que o numero N. considerado como
potencia n de outro numero, constará de diversas
partes, a saber: a potencia n das dezenas da raiz (an)

mais n vezes a potencia n-l das dezenas, multipli-
cadas pejas unidades (naR

- 'b), mais outras partes.
Porem a potencia n das dezenas, devendo ser um
numero seguido de ncifras, não secontém nem influe
nos ultimes n algarismos, dos quaes por este motivo
se póde prescindir por emquanto. Logo: '

Separando os ultimos n algarismos, se os restantes
[orem n, ou menos, a raiz dessenumero será as dezenas
da raiz pedida.

Se restarem á esquerda mais de n algarismos, um
discurso semelhante nos cond uz a separar outros n,
e procurar a raiz dos restantes ú esquerda.
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Em geral, divide-se o numero em classes.de p,].e
da dil'eÍla pam a esquerda, e procura-se qual a ma'
potencia n contida na classe da esquerda, a rais de
potencia será o 1.o algm··ismo da raiz pedida! ou 8S

zenas da raiz do numero composto das duas clwilM)l
da esquerda.

Subtrahe-se da 1.a classea potencia achada " ao relto
se ajunta a classeseguinte. Assim forma-se um numero
que contém além de outras partes n vezes a potencia
n-1 do 1.0 algarismo (dezenas) multiplicada pelo
segundo (unidades). E porque a potencia n-1 das
dezenas é numero terminado em n-1 cifras:

Prescinde-se de n-1 algarismos, e dividindo os res-
tantes (que vem a sel' o resto com o 1.o algarismo da 2.a

classe) por nvezes a potencia n-1 do algarismo acha-
do, obtem-se o segundo algarismo da raiz, ou um alga-
trismo um pouco acima delie. .

Para verifica-lo, eleva-se a raiz achada á potenci.a
n, e subtrahe-se das duas classes já consideradas, se
esta subtracção é possivel. Não o sendo, tira-se 1á
raiz achada, e repete-se a verificação.

Á dil'eita do 2.0 resto se escreve o 1.0 algarismo da
3.a classe; e divide-se por n vezes a powncia n-1 d(l

raiz achada.
Continúa-se dó mesmo modo até haver contemplado

todas as classes do numero dado.
Sirva de exemplo extrahiraraiz5.&de550731776,

550731776/_5_6 _
3125 3125
33823
550731776

O.
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Separados os einee algarismos da direita, o resto
5507 se oomprehende entre 3125 5.· potencia de
5, e 7776 5.· potencia de 6. Pelo que as dezenas
são 5~e 8. sua 5.a potencia 3125 subtrahida da classe
5507 deixa o resto 2382, que com o 1.. algarismo
da 2.a classe forma o dividendo 23823. O divisor é
3125. 5 vezes a .l.- poteneia de 5, e o quociente 7.
Mas como elevado 51a5.·poteneia, dá numero maior
que o proposto, veriflcamos 56 que é eraetamente a
raiz pedida.
Acha-se do mesmo modo

? .
V9.l931877133=3'i, exactamente
11

V'20904551=181 com o resto 200887.

132. Extracção de raizes por approxi'flUJJ;Jio, A raiz de
qualquer gráo de numero que não seja potencia per-
feita do mesmo grão. é sempre iru;ommensuravelt isto
é; impossível de ser determinada esaetamente,
Esta proposição já demonstrada pelo que toca ás

raizes quadrada e eubica, é geral. e funda-se em que
segundo os principios demonstrados (Arith. t03)

sendo ~ uma fracção íeredusivel , a sua potencia

a
n

• 1 t á' t' b-n ou - Igtta men e o ser ; lS o e. an e n seraoif .
primos entre si sempre que o forem a e b,
Do que se segue que não póde haver fracçâo, euja

poteneia n seja numero inteiro ; e portanto o nume-
ro inteiro que não tiver raiz exaeta e inteira, tambem

f9
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não a terá Cnrecionaria. Esta comtudo se p6de
ximar em deeimaes, tanto quanto se queira.

133. Pede-se, por exemplo, a raiz 6.- de 23 até 11

casa dos centesinws. Pois que centesimos elevados a
6.- poteacia devem produzir 12 casas de dizí a,
daremos ao numero proposto esta fôrma

23.000000.000000

e extrahindo a raiz sexta deste numero. como se fosse
inteiro. teremos 168. de que separando duas casas
de dizima será finalmente

•V!3=1.68 • sem diíferença de 0,01.

Em geral: ajuntão-se ao numero tantas classes de n
cifras. quantas casas de dizima se querem na raiz; e
cxtrahida esta. como nos inteiros, scprrrtio-se com a mr-
fI"la as casas decimaes, que exige a qu.e rõo proposta.
Se o numero proposto tem algarismos decimaes,

as cifras devem ser as necessárias para completar li
direita da vírgula, tantas classes de n letras, quentes
casas de dizima se pedem. Assim se determina

4
V29 •.l37=2.3!9, sem difl'erença de 0,001.

~tas repll sio simpliees corollarios <la formação
das potencias e do calculo dos decimaes.

§3.0 POTENCIAS E RAIZES DAS QUANTIDADES ALGEBRICAS.

Tratemos em primeiro lugar das regras para ele-
var um monomio a qualquer potencia, ou extraIur-
Yle a raiz d, qualquer gráo.
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13&. Seja o monemio !asIl para elevar á 5.· po-
tencia: teremos, segundo a definição.

(!aSb2)5 2asb2X 2as62X !asb' X '1.a'llx """.

Ora. neste producto o coefficienle 2 é 5 vezes tac-
tor, e cada expoente deve ser repetido 5 vezes: logo

(2aSb2)5=3iat56tO• e do mesmo modo
(5abSC4)5 15625&'6' e,

Regra geral. Para elevar um monomio a qualquer
potencia, eleva-te a ella o roefPcieme. e mulliplittH6
cada expoente pelo indite da JIO'emia.

Logo. reciprocamente, para extrabir qualquer raiz
de um monomio, extrahe-se do coeg;ciente e divid~se
cada um dos expoentes pelo ifldice da ,.aiz.

Donde se segue que um monomio só póde ser po-
tencia perfeita de qualquer grão, quando: 1.· o coef-
ficiente for potencia perfeita; 2.· cada um dos ezpoemes
fôr diviÃvel pelo indice da roiz.

io se dando qualquer destas eirenmstaneias, a
raiz sómente se indica; mas a sua expressão poderá
em muitos casos simplificar-se. como depois veremos.

135. Pelo que toca.aos signaes, póde affirmar-se :
1.· Tooa ti potenàa F de~ poli". ou

mgati'V~ é essencialmenle poÃftt1a.
Porque a potencia do grão !n é equivalente á

potencia ft do quadrado da mesma quantidade.
a2l'=(a2t: mas o quadrado a' é essencialmente posi-
tiro. Assim
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!.o Toda apotencia impar deve ter o mesmo ••
quantidade. Porque a potenoia ímpar é sempre i~
a uma potencia par, multiplicada pela mesma <{uan..
tidade, a~+ 1=a2n X a. .
Destes principies se conclua, que
LP. A raiz de grão impar de qua1ruer manomio dC1J'

ler o mesmo signal da quantidade
6 D
V +32a'W=::;::+2a~b, v-. 32a'W=-. 2a2b.

2!o A. raiz de grda pq,f! de qualquer monomio positivo
'póde Wr indiOérentemep,te O lignal + ou-, Exemplo:

4
V8!b4C8=+3b~.

3, Q A mi,{ de grda par de quantidade negativa é uma
raiz imposs'ivel. Porque não ha quantidade que ele-
yada a potencia par, de resultado negativo.
4 •
V-· a ,V-b são symbolos imaginarios, conwV-1I

Passemos aos polynomios.

136. Tendo já mostrado como por meio da formula
de Newton se eleva um hinomio aqualquer potycia,
mostraremos Itgorllo J:QQdode applicar a meSlÍlafor-
mula aos trínomíos, e a quaesqüer outres polyno-
mios, Seja em primeiro lugar x+y+; para elevar aQ
cubo. Suppondo x+y=u, teremos

(X+y+Z)3= (u+ Z)3=U3+3zUll+3z~u+Z3={X+y)3
+3Z(X+y)2+3z2(x+Y)+Z3=x"+3x2y+3/17?l+f'

+3,;x'+6xyz +3zy' +3z2x+3z'y+z".
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Pal'lapplicarcommodamente este methodo a qual-

llfUertrinomio , convirá representar cada termo por
uma letea, desenvolver á potencia , e depois fazer
substituições, e effectuar os calculos indicados.
Por modo semelhante se eleva qualquer outro po-

Iynomio a uma potencia de qualquer gráo.

137. Extratfiio da raiz m de um polynomio. Seja
P o polynomio, que supporemos ordenado em rela-
ção a uma letra; e seja a raiz x+y+z+ ..... que se
póde suppôr tambem ordenada em relação á mesma
letra, a por exemplo. Elevando esta raiz á potencia
m, e tratando como um só termo a quantidade
y+z+ .•..• será (x+y+z+ ... )m ou

p=xm+ma;m-1(y+z+ .... )+mm C,) lxm-2(y+z+.) 2+&.
...•

yos prineipios da multiplicação algebrica se con-
clue que o termo xm, deven-do conter um expoente
de a, superior aos de todos os outros lermos, não
sofl're reducçâo alguma, e é necessariamente o 1.0
termo do polynomio ordenado P. Extrahindo pois a
raiz deste 1.o termo ter-se-h» x, 1.0 da raiz pedida.
Subtrahindo Xlll de P, teremos chamando ao res-

to R,
R=P-xlll:::::mx"'-.(y+z+ .•.•. }+mm-;~x"-2

(y+ z + ..... )2 + &c.

Neste ultimo polynomio é faoil de provar que o
termo ma;"-ly contém o maior dos expoentes de a,
e não soffre reducçâo. Com effeito tomando sómente
o 1.0 termo de cada produoto dos que estão indica-
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dos (sómente os 1.°' termos, porque nesses en
os maiores expoentes de a}, cumpre mostrar, q
z-ty é de um gráo a respeito de a, superior a r~tf
a:;-s'f, x-V &c., em geral a a;m-n'lj'

Ora, as duas expressões que eomparames

xm-fy e xm-nyt

divididas ambas por xur-n'!f. reduzem-se. a
xn-l e yn-l

e nestas éevidente que o gráo da 1.a excede o da:!.•,
pois que x contém maior expoente de a, do ~ue y••
Logo mxm-ty representa o 1."termo ao pol)rnomlO

ordenado R, e dividindo-o por mxlll
-
S teremos O' 2.-

termo da lI'aizy.
Diminuindo de P a potencia m de x+y • prova-se

semelhantemente que mx ••-tz é o 1.0 term? de 2. -
resto R' ou P_(x+y)m. Pelo que dividindo esse 1.-
termo por m.xm

-t obtem-se o 3. o z da raiz.

138. De tudo isto resulta a seguinte
REGRA &ERAL. Ordenado o polynomio, extrahe-se (J.

raiz do 1.0 termo, que será o 1. o da raiz pedida. Ele-
va-se á potrmcia m, e mbtra1w-se dopolynomio.

Di*se o 1.o termodo resto por m 'VeZ63(I,potencia
m -1 do 1.- termo da raiz; e o qtrociente serr.r 6 2."
termo.

Eleva-se o binomio á potencia m, sUWTake-se do po-
lynomio dado. e divide-se o 1.o termo do novo m1Opelo
mesmo divisor precedente; será o quociente o 3.o, termo
da raiz.
. Continúa·se do mesmo modo: a cada novo termo
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achado, eleva-se toda a raiz á poteneía m, subtrahe-
se dopolynomio dado, divide-se o 1.o termo do resto
por mvezes a potencia m-1 do L" termo da raiz.
Este divisor é sempre o mesmo.

Facilmente se applica esta regra á raiz 3.a, ~ .••
5.a, -&c.

Calculo dos Hadicacs.

139. A extracçâo da raiz do monomio ou polyno-
mio que não fôr potencia perfeita do gráo proposto,
s6mente póde indicar-se, fasende preceder á quan-
tidade o signal v', dentro do qual se collcca o nu-
mero que exprime o gráo da raiz: este numero toma
o nome de indice do radical.

Esta indicação dá origem ás expressões radicaes, ou
irracioryaes de diversos gráos. Taes expressões admit-
tem muitas vezes simplificações, fundadas em um
principio analogo ao do n." 84, a saber: A raiz de
um producto é igual ao producto das ra'ÍZu do mecmo
gro.o de cada {actor. Em termos algehricos,

..•••. m m m tn

Va.b.c.d .....=v'a. v'b.yc.Vd .••...

Com effeito , elevando estas duas expressões a po-
teneia m, ambas conduzem ao resuttàdo abcd ..••• ;
o que só é possivel sendo ellas iguaes,

3
Isto posto, seja a expressão V5~a4bsc2, que não é

equivalente a monomio algum racional, porque 54
não é cubo perfeito, e os expoentes de a e 'C não sâo
divisiveis por 3. Porém
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S S 3 I
v5.laWc'=V27aSbSx V2ac'=3abV!ac2 :

do mesmo modo
. 6 6 6 6

V192a'bc12=V6.la6ct2 X V3ab=2ac2V3ab.

Nas expressões flnaes as quantidades, como 3ab'.
!ac\ que precedem ao radical, e que o multiplieão,
se chamão coeflicientesdo radical.

llíO. Outra simplificação tem lugar algumas vezes,
dividindo o indice do radical por um numero, e extra-
hindo a raiz do mesmo gráo da quantidade sujeita ao
Jignal V. Por exemplo, dividindo o indiçe por 2, 6

tirando a raiz quadrada á quantidade, conclue-se

:E em geral.

6 3
V4a2=V2a

4
V36a2b2=\/6ab (

Com eft'eito, para elevar um numero á poteneis
mn, cumpre eleva-lo á potencia m , e o resultado á
potencia n; do qU!lsegue-se que extrahir a raiz mn
equivale '8 extrahir o raiz n, e do resultado a raiz m.
Uma destas raizes, nos exemplos adoptodos e nos
casos semelhantes, extrahe-se esactamente, o outra
se conserva indicado.

llíl. Reciprocamente póde-se multiplicar o índice
do radical por qualquer numero, elevando á potencia
do mesmo gráo a quantidade submettida ao signal V.

Serve este principio para reduzir dous ou mais mdi-
caes ao mesmo gráo, o que é muitas vezes util,
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Multiplica-se o indice de cada radical pelo produ,ctQ

MS outros índices, e eleva-se ti, quantidade ti potencia do
gráo indicado pelo mesmo prod'Utto.

Assim

se reduzem 3.

3 4

V2a e V(a+b)

Passemos ás operações sobre os radicaes.

lr.2. Addição e subtracção. Dous radicaes se dizem
semelhantes quando são do mesmo gráo, e é a mes-
ma a quantidade debaixo do radical.

A subtracção e addição dos radicaes que não são
são semelhantes, apenas póde ser indicavel. Se
íôrem semelhantes, opera-se sobre os coefficientes,
cuja somma ou differença se faz coefficiente do
mesmo radical. Muitas vezes reconhece-se a seme-
lhança dos radicaes depois das simplificações, n."
139 e 140.

Exemplos:

3 3 3 3 3 3
3Vb+2Vb=5vb ; 3Vb-!Vb=Vb.

444
3aVb+2cVb=(3a+!c}Vb.

V48ab2~bV75a==4bv3a~5bV3a==9b~ •
8 li 3 li li

3V 4a2- 2V2a=3V2a-2V2a==V~a.

143. Multiplicação e divisão. Sejão primeiramente
dous radicaes do mesmo gráo para multiplicar 011

ta ••

dividir, por exemplo VCt e Vi}.
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E faei! de vêr que

Porquantoelevandoápotencia m osdous membros
de cada uma destas igualdades, os da primeira eon-

duzem ambos a ab, e os da segunda a~.

Logo: pam multiplicar ou dividir mdicaes do mesmo
grão, multiplicão-se ou dividemrse as quantidades affee--
tas do signal V, e suhmett,e-se o resultado ao mesmo
signal. Havendo coefficientes, por elles se começa a
operaçao.
Assim

ou simplificando

3

2b 11"a~+bb:'
a-

Se os radicaes não forem do mesmo gráo, cumpre
reduzi-Ios [n." l.iO).

llílt. Formação de potencias e extmcç'õ'o de raizes.
Porquanto

nt m III m m

(va)n=vaX vax vax ..... =va·;

para elevar á' potencia n um radical, basta elevar a
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quantidade an'ecta do signal. O coeífieiente se eleva IÍ
mesma potencia.

Exemplos:

4 4 4

(V 4a3)2=V16a6=2aVa'=2aVa
li li li

(3V2a)5=243V32a5=486aV4a:!.

Quanto á extracção das raizes: cumpre multiplicar
o indice do radical pelo da raiz que se quer extrahir,
sem altera?' a quantidade submettida ao radical.

Esta regra é simples corollario do n." 139.
li 4 12 li 6

VV3C=V3c; VV5a=V5a.

Todas as vezes que se calculão radieaes, cumpre
examinar se o resultado admitte alguma as sim-
plificações, n. o 138 e 139, e pratica-Ia para abreviar
as expressões finaes.

lfaS. Observação. O calculo dos radicaes qual fica
exposto, quando se àpplica a expressões imaginarias.
isto é, a symbolospuramente algebricos, soffre algumas
vezes modificações e excepçôes, que sómente se po-
deráõ reduzir a preceitos geraes quando se houverem
mostrado as diversas formas que póde tomar a raiz
de qualquer gráo de uma expressão algebrica; o que
depende de noções da theoria geral das equações
que não queremos anticipar. Contentamo-nos de dar
aqui alguns exemplos destas modificações com os
resultados do calculo

1. o Pela regra geral

V-aXV-a=V+a2=±a.
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Porém o signal + exprime a duvida se o +4%

proveio de multiplicar +a por +a, ou -a por -a,'
e como esta duvida no caso presente não existe, deve
adoptar-se o 2.° valor -a. Alias

V-ax V -a=(V -a)2=-a.

!.•Peça-se o producto V -a X V-h, que pela
regra geral seria V +ab.Attendendo porém a que

V-a . VaXV-1 e V-b=VbXV-1, será
V-aXV-b=vaXVbxV-1XV-l=l/ab

X {V-1)2=VabX-l=-vab.
4 4

3.· Proponha-se multiplicar V-a por V -b.
Empregando um artifício semelhante ao precedente
para destacar de uma e outra quantidade o factor
imaginario , obtemos

4 4 4 4 4 4
V.--,Q,=:V-·aXV-l e V-b=vbx v-1;

4 4 4 (V )2porém v-1 X V -1=(V-1)2= V -1

=\/-1-
4 4 4 4 4

Logo v-axv-b=vaXvbX(V-1)2
4

=vabV-1,

DosExpoentesem geral.

1~6. É tempo de dar a conhecer dous novos sym-
bolos de uso mui commodo nos calculos algébricos,
a saber: os expoentes{raccionarios,e os expoentesne-
gtttivos.São origem destes symbolos as regras esta-



~XPOENTES FRACCION&RIOS E NEGATIVOS. 1.57

belecidas para a extracçâo das raizes, e para a divisão
dos monomios.
1. o Proponha-se extrahir a raiz n da quantidade

am• Vimos que se fôr m múltiplo de n, cumpre divi-
dir o expoente m pelo indice n. :Mas, se esta divisão
não é exacta, caso em que a extracção da raiz é im-
possivel algebricamente, póde ser indieada a opera-
ção, indicando-se a divisão dos expoentes. Assim,
segundo a regra da extracção das raizes dos monomios

3 2 4 7 n m

ya2_a3; ya7=a4; yam=au.

2.· Haja de dividir-se am por a": será o quociente
am

-
n
• Se porém fôr m<n, caso em que a divisão é

impossível algebricamente, convém indica-Ia prati-
cando quanto fôrpossivel a subtracçâo dos expoentes.

Seja p a differença absoluta entre m e n, isto é.
n=m+p. Donde

mas tambem

Portanto a expressão a-P é o symbolo de uma divi-
,ão que não se póde effectuar; e o seu verdadeiro
valor é 1 dividido por a elevado ao mesmo expoenté p,
tomado positivamente. Assim

0;-3=~, 0;-5 =~ &c.a o;
Estas notações teem a vantagem de simplificar as
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expressões algébricas, omittindo os radicaes nas
pressões irracionaes , e dando ás fraccionarias a
fórma inteira.

Da combinação de ambas as notações precedentes
resulta outra, o expoente [raccionario negat·ivo.

Se houver de extrahir-se a raiz n de .!m, que equi-
a

vale a-m, será
D n

VI f/ -m _~-=Ya =a ..am

m m
concluimos que as expressões a;t, a+, (J"'"Q - o con-
venções fundadas nas regras d' Algebra: ellas equi va-
lem a estas indicações respectivamente

e podem substituir-se umas ás outras, reciproca-
mente.

1ft7. O calculo das quantidades affectas de expoentes
fraccionario u negativos se pratica segundo as melTMl
regras applicaveis aos expoentes inteiros e positivos.

Demonstra-se este preceito em relaçãt) 11: qualquer
das operações d' Algebra, passando das espressões
dadas para a indicação de radicaes ou de fraeçôes,
effeetuando as operações, e exprimindo os resultados
pelos novos symbolos. Demonstremos o principio
pelo que toca á multiplicação; e ficará claro o modo de
proceder a respeito da divisão, [ormação das potencias
e extracção das raizes.
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Amrma-se que

3 5 2 3

Ora aS Va3, e a3 Va2: logo
3 2 5 3 15 15 15 19

a5.ta3 Va3x V a2=Va9 X VaI0=VaI9=aT5.

Do mesmo modo

«" x a-3=!. x L=~=a-10. ora -10 é a sommaa7 aO ato '

algebrica dos expoentes -7-3.
Em geral:

n q np nq nq

~ ".E V 1 VP V 1 V nq V a~Pa Xaq=.. -x a= -x - = -am amq a aJlJl(
np-m'l

-anq·- ,

e é facil de vêr que o ultimo expoente é igual á som-

ma dos dous -~, e E.n q
Logo a regra da multiplicação dos monomios é

sempre a mesma, quaesquer que sejão os expoentes;
e o mesmo se diz da divisão, da formação de poten-
cias, e extracçào de raizes,

Applicações da Formula do Binomio.

1118. Pois que as regras das operações algebricas
se applicão ao caso de expoentes fraccionerios, posi-
tivos ou negativos, é natural pensar, que a lei das
potencias representada pela formula do binomio tam-
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bem se estende a quaesquer expoentes; isto é,
o desenvolvimento de (x+a)m conserva a mesma fó
ma, quer m seja inteiro, quer fraccionario, pP 'tiyo
ou negativo: porquanto á formula do binomio foi
demonstrada, analysando-se as multiplicações e
outras operações necessarias á formação de uma po-
tencia; operações e regras que não são peculiares
aos expoentes inteiros e positivos. Esta illação nos
parece sufficientemente clara, para dispensar uma
demonstração directa: accresce que applicando a
formula a expoentes fraccionarios ou negativos, os
resultados obtidos se podem verificar, e achâo-se
sempre exactos.

A demonstração da formula do binomio em toda
a sua generalidade, se deduz pelo methodo dos coefli-
cientes indeterminados, de que depois trataremos:
pó de vêr-se na Algebra de Bourdon essa demons-
tração que omittimos na presente compilação.
Para fazer epplicaçâo a quaesquer expoentes, con-

vém uma transformação na formula

{x+a)m=xm+maxm-1+mm-;'a2xm-%+m.m-.:.m-t
a3xm-3+ &c.;

transformação que consiste em pôr em evi~ncia o
factor commum xm, de todos os termos, o que muda
a formula nesta
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Veremos que com esta nova fôrma o binomio de

Newton presta-se mui commodamente á maior parte
das applicações.

D

149. Desenvolver em serie a e~pressM V x+a
t

=(x+a}";;.
Suppondo in=! t e fazendo suhstitutOOes na for-n •

mula precedente, obtem-se

Basta observar a lei destes cinco termos para vêr
o modo de formar os seguintes: façamos desta serie
uma applieaçâo numérica.
Pede-se a raiz cubica de 31. Sendo 27 o maior

cubo contido em 31, façamos x==27, a=.i, e ao
..\ t 3

mesmo tempo n=3 t será i=!7; e x3=V27=3:
portanto

V331-(<i)7 1)}~3(1 1 ..\ 1 1 16 1 1 5-\'" +'1 - +3 x!7-ãx3x7~9x3x3x9
64

1"6~;i-&c.)
4 16 320

=3+27-~21~+5;i1441-&c.
==3+0,14815~0,00731 +0,00060--- &c.

2t
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O termo seguinte só terá unidades da 5.· casa de
dizima: querendo approximar sómente ! algo deci-
maes, contentamo-nos com os 5 termos eeim •• que

3

reduzidos dão V31=3,14U. Para maior approxi-
mação seria preciso continuar a série.

150. A exemplo do que acabamos de pratÍcareom
a raiz cubica, se póde extrahir qualquer raiz appee-
ximadamente. Qttc1'endo a raiz n de um numero, di-
vida-se este em duas partes, uma, das quaes seJa potencía
perfei ta,do gráo n; e substituindo estas partes na formula
por' x c a, desem.'olt'e-se a serie, da qual se aproveitão os
termos necessarios, segundo a approximaçã.o que.e daeja.
Este methodo é tanto mais vantajoso, quanto me-

nor é a fracçáo i; porque então os termos da serie

decrescem mais rapidamente, o que habilita l\ cal-
cular poucos lermos. Quando a série é pouco con-
vergente a necessidade de aproveitar muitos termos
obriga a calculos muito laboriosos. Convém pois que
seja x>a, o mais que for possível.

Applicando a regra á raiz 4.4 de 260, decompõe-se
este numero em 256 e 4, e sendo 256 a 4.· poteneia
de 4, faremos n=4 , x=256 , a=4 ; será

{-V" (ó)~6_L ti 4 _ 1 L
x - za -'). , i=!5i) -6"4' ogo

V2GO=V(256+.()=.l( 1+~X i4
1 3 1

-4 X 8X 4096 + &c.)
=4+ 6~-:J2~G8+ &c. =4,01553

exacta até a casa dos décimos millesimos.

,
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Acha-se do mesmo modo
7 7
VI08=V(128-20)=1,9520.i, com a mesma ap-
pronmaçao.

151. Outras applicaçõeJ. A formula do binomio
serve também para desenvolver em series as expres-
sões algebrieas. Seja a expressão

_1_=(1_:)-1.
1-;

Na formula (x+at=xm+l1laxm-1+ &c., faremos
m=-l, x=1, a=-z; e substituindo teremos

(l-z)-l=I-1.(-z)-1.-~ 1(_z)2_1.-11»-1... ...•

-1-2( )3 &c.a -z - .,ou
1

1-=1+z+z
2+z3+;4+ &c.-z

o mesmo resultado se obtem, praticando a di-. -VlsaO.
Seja segundo exemplo a expressão

(i-=-Z)J 2(I-z)-3

Neste caso m=-3,2i=I,a=-z ; e assim
3 ) -3-1~(I-z)- =2(1-3X(-z -3x-~-(-zl~

_3x-3-1x -3-2(_.:)1+ &c. , ou
~ 3

(,)

(I ....z)s=2(1+a.:+6z1+10z3+15z4+ &c.)

163
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li

Para desenvolver em serie V!z Z2, eomeçemes
por esta teausformaçâ«

~2z z,=,i2::[t-;l=V!Z(t-~~
e applicaado áformula do binomio (1 ~)r, fare-

Z 1_mos :1:=1 • a=-2,m=3- e logo

§ 4_0. l\lETHODO DOS COEFFICIENTES INDETERMINADOS.

152. Tem este nome um methodo, emprepdo
frequentemente em AIgebra, para desenvolver em
serie qualquer expressão algebriea, Para expô-lo com

clareza, supponha-seqno se trata de desenvolver-
b
a
+e~

em uma série que proceda segundo a ordem ascen-
dente das potencias de x, inteiras e positivas. É claro
que tal pôde ser a serie, porqu 8 expressão dada se
reduz a a {b+CX)-1, e esta potenoia, desenvolvida
pela formula do binomio, segue a lei indicada.
Seja pois

b+acx A+Bx+Cw+D~+Ex4+&C ••
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sendo os coefficientes A, B, C, D, E..••• funcções
de a, b, c, independentes de x; coefticientes que se
trata de determinar , e que por isso se costuma cha-
mar (bem que talvez sem muita propriedade) coefli-
cientes indeterminados.
Para determina-los expellem-se os denominadores

da equação precedente; e transpondo todos os ter-
mos para o 2.0 membro e ordenando, obtem-se

O=(Ab-a) + (Bb+Ac)x+ (Cb+Bc)x2+ (Db+ Cc}x3

+(Eb+Dc)x4 &c.+

Ora, esta equação, assim como a 1.a de que ella
se deriva, deve verificar-se qualquer que seja o valor
de x; porém suppondo x=O, torna-se ella em

o Ab-a, donde A=1:

será pois este o valor de A , independente de ID; e li

sua substituição na equação faz desapparecer o termo
(Ab-a). Supprimindo-o, e dividindo a equação por
x, resulta

O=(Bb+ Ac)+(Cb +Bc)x+(Db+Cc}z2+Bb
+DcF'+&.

Applicando a esta 3.· equação o mesmo raciocínio
. que á segunda, teremos para x=Ü

e este será o valor de B, independente de e, Sup-
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primindo pois o termo Bb+Âc, e dividindo a equ
ção por a, apparece

O=(Cb+Bc)+(Db+Cc)z+(Eb+Dc)$2+&c.,
e como precedentemente

Cb+Bc=O, C=-!c_-~x-P=1i:.

Acha-se do mesmo modo

Cc c ac2 acaDb+Cc=O , D=- -b-=-b X 71=-11
e assim por diante.
Logo

153. Reflectindo sobre a analyse presente, vê-se
que o fundamento do methodo consiste neste prín.
cipio: Uma equar,ão da tórma O=M +Nx+Px2+
Qx3+&c., (sendoM, N, P,Q, ..... indepettdetites'de x)
só poderá verificar-se para todo e qualquer valor de x,
se {ôr cada um dos coelficientes, separadamente, igual
a zero.
A anãlyse empregada no exemplo constitue uma

demonstração deste principio, que aliás se póde dar
por evidente. Porquanto, sendo M, N, P, &c. inde-
pendentes de e, não póde haver reducçâo entre M e
N«, entre Nx e Px2, &c.; logo deve ser

formão-se deste modo tantas equações quantos coef-
ficientes se tem de determinar.
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A equação que se acha nas circumstancias da pre.
eedente, isto é, que deve verificar-se, qualquerqueseja o
rolor da letra, a cujó respeito se achão ordenados os ter-
mos, toma o nome de equação identica: distingue-se
da equação ordinaria, em que esta só pôde ser verifi-
cada por certos valores attribuidos á mesma letra.

154. Póde acontecer que a alguma expressão alge-
brica não convenha a fórma do desenvolvimento,
segundo as potencias inteiras de e ; e nesse caso
o methodo dos coefficientes indeterminados não
terá immediata applicação: o mesmo calculo o adver-
tirá. Trate-se. por exemplo, de desenvolver

Expellindo desta equação os denominadores, re-
sulta

0=-1+3o4x+(3B-04)z2+(3C-B) x3+
(3D - C):t+ &c. ;

e applicando a esta oprincipio precedente, conclue-se

-1=0. 304=0, 3B-A=O, &c.

Ora, a 1.&condição -1=0, sendo absurda, mos-
tra que a serie A+Bx+Cz2+ &c. não convém á
fracção proposta. Se esta porém se transforma em

11 d,t. 1 lvnomi- X ;~, po era n- iguaar-se 80 po ynomlOx v-x v-x
A+Bx+ Cx2&c., e teremos
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3 1 __2=!X3--L+!(A+Bx+Cz2+Dxll+Ex4+&co):
:X-x- x -x X

appplicando o methodo, se acha

toga

A formula do binomio e omethodo dos eoeiliciQu •.
tes indeterminados, teem muitas outras applicações,
e consequencias uteis , algumas das quaes se verão
em outra parte deste curso: reunimos aqui sómente
o que nos pareceu mais propriodaAlgebraElemenfar •

• 1.



APptICA~lo DOSPRINClPIOSD'UGIBltA is PIOGRB.
I I.OGllUTBll~

tste capitulo completa os éõnhecimentos de Algê;':
bra., absolutamente indispensáveis 8'Ó éstüdo da
Trigonometria e da Applicação da Algebrll á Ge6mé"
tria.

§ 1.o PROGUSSÕES POR.DlFFEl{ÊNÇA:S .•

15B. Recordemos que se chama progrtSSão pór
differenças uma serie de termos, cada um dosqna~
excede ao precedente, ou é por elle excedido, em
uma quantidade constante, que se chama razão da
progressão.

Seja .;.a. b. c. d h. i. I.

Chamando n o numero dos termos até o termo l
inclusive, e r a razão, será, como se demonstrou na
Arithmetica,

Para as progressões crescentes, l=a+(n-1)r
e para as decrescentes l:=:±a-(1t-f)f-.

A primeira formula abrange a segunda; uma vez
que a' r se possa dar valor positivo, ou~alor n~tfvo.
A equaçãol=a+ (n-t)r determina qualquerdas4

22
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quantidades a, r, n, e, l, conh eidas as outras tres;
do que vimos exemplos na Árlthmetica.

156. Proponha-se agora est' outra questão: Achar
a somma dos termos da progressão.;. a. b. c. d. e. &c.,
continuada até o termo 1 inclusivamente.
Notemos em primeiro lugar, que sendo x e y dous

termos em igual distancia dos termos a e l, será ro+,
=a+l, isto é, a somma de quaesquer dous termos,
equidistantes dos euremo«, é igual á somma dos extre-
mos. Chamando p o numero dos termos que prece~
dem a x, será

x=a+pr;

Se porém invertermos a progressão, começando
pelo termo 1 I haverá p termos ante de y; e porque
a progressão decrescente se tornou decrescente, ou
viceversa,

y=l-pr.

Logo ro+y=a+l, o que demonstra a proposiPo•
Daqui se segue, que os extremos, e dous termo. em

igual distancia delles, formão equidilferença.
Isto posto, consideremos a progressão dos dous

modos, a que nos referimos, a saber:

.;.a. b. c h. i. 1
.;-1. i. h ...•..•. c. b. a;

e chamando s a somma dos termos, será a somma
de ambas as progressões

.!r-=(a+l)+(b+i)+(c+ hi + (h+c) + (i+ b)
+(l+a).
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Ora, como ficou provado, as sommas a+l,b+i,&.
são todas iguaes e o numero dellas é n: logo

2s=(a+l)n, dondes (a~)n n ...•
Exemplos. Pede-se a somma dos 50 primeiros ter-

mos da progressão.;. 2. 9. 16. 23. 30. &.

1.o Sendo n=50, l=2+19 X 7=3.15.

2.o s (2+~:5) 50=347 x 25=-8675...•
Para determinar o 100.0 termo e a somma dos

cem termos da progressão decrescente

.;.582.577.57'2. &,

faremos n=100, e será 1=582-99 x 5=87

e 8=(582+:7)100=33.150.

151. As formulas l=a+(n-l)r, e s=(a~~u" em..•
que se achâo combinadas as 5 quantidades a, l, n.
T, s, prestâo-se á resolução deste problema geral:
Das cinco quantidades, primeiro e ultimo termo de

uma progressão, razão, numero de termos, e a sua som-
ma, sendo dadas tres, calcular as duas restantes.
Este problema se subdivide em tantos problemas

quantos são os productos distinctos de cinco letras,
combinadas duas a duas, numero que póde ser

determinado pela formula ~(,)J(n.o 128). a qual...
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"suppondo m=5 se muda em 5Xi=-=10 .'

Estes problemas dependem de equações do 1. ogrão..
á ereepçâo de dous, nos casos em que fôrem as in-
cognitas a e n ou l e n; porque estas letras, entrando.
em ambas as equações, na segunda se echêo multi-
plicadas uma pela outra; o. que eleva a equação ao.
2. o gráo. Seguem exemplos de algumas destasques-
tôes.

158. Conhecendo. a, J, n, determinar r e s; isto. é,
dados o 1.o termo e ultimo e o numero dos termos de
uma progressão, calcular a somma deller e u, 1't.irio~

Da formula l-a+(n-l)r, se deduz a razão.
rs:: ~ ~; e a segunda formula s. (a~l)n dá imme-

diatamente 'o somma dos termos.
O valor de r, que acabamos de determinar, ensina

a inserir meios differenciaes entre deus números
a e I.
Por exemplo, para inserir 12 meios differeaeiaes

entre 12 e 77, basta fazer a=12~ l=77. n=U. e
será.

77-t2 '65
r:.= '13'* ..,"f3=5

Logo. T 1~.17.ti.'7,a~,." .....'1~.71.

. {1<í)+7~A somma dos, termos será s~ ....2' :;:;:;:623.

J.çhar a wmma dbs numero.s ooturae,S 1, ~, 3, ~c •.
desde ·1 ate n. Neste caso 0..=1, l=n; logo
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Querendo a somma dos n primeiros termos da serie
tlo$numeros impares 1, 3, 5, 7, &c., faremos a=;:;:1.

r=2, elogol~1+{~1)2.=2n-1 ;e$;=(2n ~+1)!!
=n\ ou o quadrado do numero dos termos.
A somma dos n primeiros numeros pares 2, 4~& é

$=n(n+1). .

§ 2.0 PROGRESSÕES POR QUOCIENTES,

159. Chama-se progressão por quocientes a umll
serie de numeros taes, que cada um dividido pelo
antecedente dá sempre um quociente constante, que
se chama razão da progressão. Seja esta

: :a:b:c:d:8: i:k:l<t
~
Chamando n o numero dos termos até l inclúsiy&

e r a razão será, como se provou na Arithmetica •
l=arn-1• Esta formula ensina a calcular qualquer
termo, sem dependencia dos anteriores.

160. Proponha-se achar a somma dos termos da
progressão desde a até l, inclusive.
Segundo a definição, temos

b=er, c= br, d =er ~fF.=:dJ'. ••.•• '" • .R=ir, l= kr ~

e sommando estas duas equações,

b+c+d+ ...•. +k+l=(a+h+c+ ..... +i+ k)r.'
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ou, chamando s a somma dos termos,

s-a=(s-fjr=sr-lr; donde s='r--a.
1
.

r-,

Quando a progressão for decrescente, ,,<I, '<a.
e lambem Ir<a: em tal caso ambos os termos da
fracção se lornão negativos, mas podem fazer-se p0-
sitivos, dando ao valor de sesta fórma

a-Irs=-1- .-r

A primeira formula. substitUlndo-se
I o seu valor ar"-\ muda-se nesta

a(r"-1)s= 1.r-

Exemplos. 1.o Pede-se o 8. o termo, e a somma dos
8 termos da progressão :: ~: 6: 18:&c. Temos a...---!.
r-=3, f&=8; logo

l=ar"-1 2X 3' 40374

e s=a(r" 11)=2(38--1)=656°_
r- !

2.o Seja a progressão decrescente, com doze ~
mos.

··61.·16·1·1·! • &..•.• ".1:. ..1';1;....4:. .

Teremos a=6.i, r={ , n=12; logo
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1 -\ 61 (1)11 1==ar" = -.x 1 =6553B.

1 iM--X1a-Ir 65536
S=l_r= 1-!

.i

1256---
'~-x-65~53_6==85218.15
- 3' 65áa6

161. Suppondo r=l, no ultimo valor de s, mu-
da-se elle em 8. Este resultado, que algumas vezes é
symbolo da indeterminação, outras vezes indica 8
existencia de um faetor commum aos dous termos
da fracçâo, o qual se anniquila na hypothese parti-
cular de que se trata. A2.· interpretação do symbolo
é a que convém ao presente caso; porque sendo r"-1
divisível exactamente por r-i, e sendo o quociente
r"-\+rD-2+~+ ...+r+l, será

s=ar"-\+ar-2+a~+ +ar+a,

e no caso particular r=i, s=a+a+ =lIa.

o factor r-i, commum aos dous termos da frae-
çâo , é o que a reduzia á forma 8.
162. Progressões in~nitas. Seja a progressão de-

crescente ::a:b:c: &., de numero indefinido de
termos: a formula (160)que dá a somma de n ler-
mos, p6de ser transformada nesta
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Ora, pois é decrescente a progressão, r é fra~

propria, e r" outra, que será tanto menor, quan&o
maior fôr n : logo, quantos mais termos se tomarem da

- , tid d ar"progressao , menor se tornara a quan I a e l--r '
e mãis portanto a somma dos termos se approximará

de ser igual a-1a . Assim, suppondo n superior a
-r

arOqualquer numero dado; ou suppondo ~ , -r---~-r
será menor do que qualquer numero conhecido, ou
póds reputar-:.se:~u&i & zel'O , tJ i neste caso'

a"s==~,
I-r

somma dos termos de uma progressão decrescente ao in ..
fínito.
Este valor de s é propriamente o limite, para oqual

tendem todas as sommas parciaes que se obtem pela
addiçâo de um numero cada vez maior de termos da
progressão. A differença entre estas sommas e a

expressão ~ p6de tornar-se tão pequena quantoJ.-r
se queira, e s6mente é nulla quando se tomâo infi-
nitos termos.

Exemplos. A progressão decrescente ao infinito

"1·t.1 &;••. -3'·9: .

tem por expressão da SOII1IIla de todos- as termoa
a 1 3

s=-=-1-2
1--1~ 1-3
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~ . 1 1 1 1E na progressao ::1:2 ::{ : 8: &,8=1_.;=2.

163. Obset'vatão.A ultima formula s-~ nae
. l-r

póde ter llpplicação alguma ás séries crescentes;
porque na sua deducçâo se suppõe essencialmente
r uma fracção propria. Sendo r> 1, quanto maior
1'" , id dar" d101' n, maior se tornara a quanti a e 1-1'; e ca a

d arD a . ,vez a somma os termos S--:r--t- mau. sera
.l-r -'I'

ditrerente de~.
l-r

164. Asprogressões por quocientes dão occasiâoaos
mesmos dez problemas, que se podem propôr a res-
peito das progressões por differenças: porquanto 8S

mesmas cinco quantidades se achâo combinadas nas
duas formulas t=ar:", s=lr-.-ta.

r-
Ha comtudo esta distincçâo. Nas progressões por

differenças, todos os dez problemas dependem de
equações do 1.0 ou do 2. ográo: nas progressões por
quocientes algumas das questões dependem de equa-
ções de gráos superiores, a saber: sempre que fôr r
urna das incognitas, a equação l=ar"-t será do gráo
n-l, seaforconhecido, e nocesocontrano, dográon.
Ealém disso, se n fôr incógnita, teremos equaçào de
uma natureza particular, em que a incognita é ex-
poente, equação que não se resolve pelos principios
até agora elpm:tos. Excluindo estas combinaçõe5 de

23
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ineognitas, restâo sómente quatro problemas, que
formulas resolvem immediatamente, a saber: sendo
pedidos I e s, ou a e s, ou a e I, ou r e s, (Esta ulüma
depende de equaçào do gráo -n-l , porém a doas
termos.)
Eis-aqui as formulas transformadas, eomo convém

a cada um destes problemas. Tratando-se de cal-
cular

II ..,-1 lr-a a(Tu-1)e s ..... t==al ,S= 1 1
T- T-

165. O ultimo valor de r resolve esta questão:
inserir muios proporcionaes entre dous numeros a e 1,
isto é, formar uma progressão de numero ~ de
termos, em que a e 1sejão 01 .tremos.
Exemplo. Querendo inserir 6meios proporcionaes

entre 3 e 384, será

3 I 1 38-1 1a . , , 38~, -n-,8; .'. 1~"'"7V-3-=Vl~8=! ,

donde a progressão :: 3:6: 12:24:48:96:192:384_

Algomas das ques~s u acabamos de tra ,já

•... II

•
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forão resolvidas na Arithmetica. Aqui porém ter-se-
ha occasião de notar quanto os principios d'Algebra
simpliflcâo a sua resolução, e ao mesmo tempo ge-
neralisâo os resultados e consequencias.

*,-

§ 3.- mEORIA DOS EXPONESCIAES E DOS LOGARITHMOi.

Alguns dos problemas a que dão lugar 8S progres-
sões por quocientes conduzem, como já vimos,
a equações em que a incógnita é o expoente de
algum numero conhecido. Estas equações se chamiio
exponenciaes , e no caso mais simples se reduzem ti
fôrma az=b: procuremos meio de achar um valor
para .x, eracto ou approximado.

Resoluç.ão da eqwção a'=b. _

166. Reduz-se a questão a achar o expoente da po-
tencia a que se deve elevar o numero dado.!para for-
mar outro numero tambem dado b.
Seja, por exemplo 2'=64. Elevando 2 a !.a, 3. a,

4. a •••• potencias, reconhece-se que <,26=64:logoz=6.
Seja 3-=343. Formando as potencias de 3, reco-

nhece-se que 35- donde x--5.
Será a; numero inteiro, emquanto b f6r potencÜt

perfeita de a. Seja porém a equação 2z=6. Por ser
22=4, ~=8, e achar-se 5 entre 4 e 8, será a; igual

a 2, mais uma fracçâo. Seja pois x-2+1. teremos
+t ! 1 il

22 XI,= ou 2~X 2''':.-6, ou 2;."=~
v~

.~ - ~
~ Bibliotheca ~

•••
4/Jlt l~ \~~



1S() (nun&..

ou elevando ambos osmembros á poteneiae' •,i)~.
Para achar x' procedemos por modo sem,elWaDte

elevando ~ a diversas petencias: e porque {~

=~<!,e (;)2-i>2, segue-se $'=1+~. Logo
1 , t

'-I- i1' 3'" i" 4
(~) =!, ou 2X (~) =2, ou (i) =a; 00

''I
(:) x ={. Coptilloan40 do o modo, e atten-

3 4 1 (4dendo a que 2 se acha entre (3) e 3) • temos

1 1 t

.. 1 1 (~) +""_~; ou ~ (~)i"'~
Z = +x"'; 3 -2 3X 3 ~ 2

z'"

ou (~)=~ :
Porém (9)2 81<4 (9) 3 729 .{. I~8 =61 a' e B =m>a ~ ....,-

•• , IA 1. . (9)!x(9)~ jx =;10+$""' e aSSim '8 8. .,..==3~
1

(9)X~256 (256)Xw
9

ou 8· =m' ou 243 ==s.
Transformando pela mesma maneira a ulti

equação, Q continuando assim até chegar a uw••••• J1'
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erpoente seja inteiro, será facil determinar o valor
de e; porquanto da combinação das equações

" 1 '1 1. " 1 1 '" "+ 1.&x .+ -;;x= +-;;, x = +-m; x =. ".Jy' Co,
:li X ai óAi

resulta . . • . . 1x !+--
1+~

1
1+--

21 1
gf'

Vê-se pois que o alor da incognita toma ti fórma
de uma fracção continua. Logo. se esta tiver um
numero limitado de integrantes, o valor de x será
eommensuravel, e exactamente igual á ultima redu-
zida: para acha-lo , falta sómente effectuar as ope-
rações. Se g numero de integrantes f6r illimitado,
o valor de x, que neste caso é incommensuravel ("'),
se acharácomaapproximaçâo que se quizer ; porque.
desenvolvida a fracção continua, quanto mais inte-
grantes della se tomão, mais se appeoxima o valor
da fracção.

(0) lYtas ISS8rçõessepodem demoDstrar,auim eomodistiDguir, s6men-
te pelo exame dosoumerosae bDaequação a<=b, quae&oscasosem que
a; é commensuravel, ou iocommensuravel. Omittimos essasdemonstrações
por brevidade, e porque ha moio mai. tlODJmodode resolver as equações
eapenenelaes, S6mente era preciso, eeme se ver' no seguinte §, para
bem fundamentar a tbeoria d08logaritbmos, mostrar que sem depen-
deocia delles ha possibilidade de resolver aquellas çquações; e para
isto bastão as DOçõeselpendidas no telto.
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Theoria. dos Logarithmos.

167. lntroducção. Pelo que fica dito, sendo a coas-
tante e positivo na equação a"=y, será sempre
possivel , dando um valor a y, calcular o valor
correspondente de x, ou exactamente , ou com a
approximaçâo que se quizer. Reciprocamente, dando
valor a x, é facil determinar y. Seja primeiramente
a>1.
Fazendo successivamente x=O, 1, 2,3,4,5 .

resulta y=a0
, ou 1, a. a\ a3, a4, a5 ••••••

Logo, todos os valores de y, maiores que a 'Uft,~.

podem ser potencias de a, de expoentes positivos, intei-
ros ou (raccionarios. Os valores dex são tanto maio-
res, quanto os de y.

Seja agora x=O,-1,-2,-3, -4, -5 .

Será y=a0, ou 1,!,~.~,~._~.a a a a a

Pelo que, todos os valores de t, menores que a uni-
dade, podem ser potencias de a, de expoentes negativos.
O valor de ai é tanto maior (o valor absoluto) quanto
menor é o de y.

Seja, pelo contrario, a<l, eigual a fracção ~ :

então,
sendo X=O, 1,2,3; 4,'5, ,

s= (!.)° ou 1 , l, \. !s. lI. ' ~ ;m mmmmm
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e sendo x=O,-1,-2, -3,-.(,-5, .
183

( 1)° 1 2 3 4 5 •y= - ou ,m, m, m, m, m , .m,

o exame destes resultados prova, que ainda sendo
a<1, todos os valores de y, maiores ou menores
que a unidade, podem ser potencias de a, porém
em ordem contraria ao caso em que a>1.

Resulta esta consequencia geral, que todos os nu-
meros absolutos podem serproduzidospor umsó numero,
elevado a expoentes convenientemente determinados.

N. B. Cumpre todavia que seja a difrerente da
unidade; porque todas 8.S potencias de 1 são iguaes
a1.

168. Isto posto, chama-se logarithmo de um nu-
mero, o expoente a que é necessario elevar um numero
invU1'iavel, para formar o nume1'Oproposto.

Collocados em uma taboa todos os nu meros intei-
ros, e á direita de cada um o seu logarithmo, isto é,
o expoente, a que é preciso elevar o numero cons-
tante a, para formar os mesmos numeros inteiros,
ter-se-há uma taboa de logarithmos. O numero inva-
riavel toma o nome de base do systema de Ioga-
rithmos.

Em qualquer systema, o logarithmo da base ti 1, c
o de 1 é zero. Porque, para qualquer valor dea, temos
at=a, e aO=l, e portanto 19. a=l, 19. 1=0. (É cos-
tume designar o logarithmo de qualquer numero
eollocando ti. esquerda delle as letras 19. ou logoou
simplesmente 1.)



X=o, 1, 2, 3, 4, 5 .
y=l, a, a\ a\ a\ ai .
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169. Ter-se-ha notado que a noção dos logariíh-
mos aqui dada differe da definição da Arithmetica :
porém a differença não é fundamental, porquanto
os dous systemas de valores deduzidos da equação
a'=y [n." 164.)

constituem as duas progressões fundamentaes a que
se refere a definição arithmetica.

A noção ultima é muito mais analytiea, e carac-
teristiea : della com mais facilidade que da outra, se
deduzem as propriedades dos logaritbmos. Más a
utilidade destes para simplificar os caleulos, fez nas-
cer o desejo de os incluir na Arithmetica, e em falta
de conhecimento das equações, especialmente das
exponenciaes, não havia outro meio de estabelecer
a doutrina senão o das progressões.

Demonstremos as propriedades dos Iogarithmos,
servindo-nos da ultima definição e da equação a·=y.

170. Multiplicarho. Representem s, y', y" .....
diversos numeros, x, x', x" ..... os seuslogarithmos,
sendo a a base do systema. Conforme 8. definição,
teremos

I. ' 1.' " I"• y=a, y =a ,y =a , .

D d ", - 't x' 1."on e y x y x y x - a x a x a x .
=a·+x'.j.x"+ ..... e conseguintemente

l( '" ). '+" 1 I''J yxy xy x ....•.. =XiX X + =g.y+ g.y
+I'1.y ..+ .
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Logo, o logarithmo de um prmltuto 6 igual ti smn-
ma dos logarithmos dos (actores.

71. Divisão. Das mesmas equaçôes acima se 001-

lige

" a' x-x' d d I (Y) 'l 19',,-=--; ti , on e 9 -; =X-x= fi. Y- .y.
y' aX

• Y

isto é, o logo de um quociente é igual ao logo do divi-
dendo menos o log. do divisor.

171 Poúnwiase raizes. Propo.nha-se elJe!\tor'o nu•.

~ mero y á potencia ~. Da equação y=ax se forma
•

o Ig. de qualquer potencía de um numero é igual ao
Ig. dessenumero multipliclUlo pelo expoente da potencia.
Suppondo m=1, temos

..!. n 1 Ig. 'Ij
Ig. y"=lgvy- n1g.y 'n .

Logo, o 19. da raiz de um numsro é igual ao 19..~
num,ero dividido pelo índice da raiz.

Já mostrámos na Arithmetiea o uso que, pa.1I&
abreviar os calculos, se póde fazer destas propl'iooa-
des, que pertencem a todos.os syste.J:WlS de lO~il'itbJ..
mos: novos exemplos destas applicações terminaráõ
o presente eapitulo. Cumpre porém, antes disso, e
á vista da definição de logarithmos, expôr o modo

:14

1



Ig 4=2xlg 2
19 6=lg2+1g 3
Ig 8=3xlg 2
Ig 12w=lg4+1g 3
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porque pó de ser calculada uma Taboa em um syste-
ma determinado.

173. Os logaritbmos vulgares, quea Taboa de Cal-
let contém até o numero 108000, pertencem ao
systema em que a base a=10: dependem elles por
tanto da equação 10'=y. Fazendo successivamente
y=1, 2, 3, 4, 5..... , será preciso resolver estas
equações

a cada uma das quaes se applicará o methodo, n.·
163. É porém de notar que basta calcular os logo
dos numeros primos 2, 3, 5, 7, 11,..... porque
segundo o que fica provado

e assim por dian te.

17ft. Calculada a taboa de Iogarithmos de u:w
systema, é fscil construir a de outro qualquer. Com
effeito, seja b a base do systema que se pretende
calcular; e X o logarithmo de um numero N, no
mesmo systema, designando-se o do systema conhe-
cido por Ig. N. Teremos bX=N, e tomando os logo
de ambos os membros, no systema já calculado:

Xlg. b--:lg. N, donde X 11~.~'
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Logo, o lfl· de um nu.rnem em qualquer systema

a determinar, é igual ao 19. do mesmo numero em ou-
tro syste1najá conhecido, dividido pelo 19. da nova base
tomado no mesmo systema conhecido.

Oque fica dito do numero N se appliea a todos os
outros. os quaes é necessario dividir por 19. b, ou mul-

tiplicar por r!..b'. Este multiplieador invariavel setg. lJ.

chama Ol\IODULO da nova Taboa, eIR relação á outra.

175. Uso das Tàboas. EIll tudo o que se segue sup-
põe-se o conhecimento da Taboa de logarithmos de
Callet, á qual na Aritbmetica já nos referimos, e que
contém até 108000 os logarithmos do systema cuja
base é 10. Possue este systema propriedades que o
tornâo preferivel a outro qualquer, para eommodi-
dade dos calculos numericos: propriedades, já expos-
tas na Arithmetica, e que são corolIarios da equação
10'==y, peculiar ao systema que nos occupa. Sup-
pondo nelIa

x=0; 1; G).-, 3·, 4;.... n-l; n;

resulta y=l; 10; 100; 1000; 10000; .... 10(0-1);100;.

E sendo

x=O; -1; -2; -3; -4; .....-(11,-1); -n

y=l; O, 1; 0,01; 0.001; 0,0001;, ... (0,1)0-1; (0,1)"
(

Destas séries facilmente se collige, como vimos
na Arithmetica, que:
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1. o OskJgoJrithmos .dos numeres llunares que 1 são
positivOlf, e negativos os deu (racções proprial.
2.o A caracteristica de qualquer logarithmo 'tem tan-

ta$ unidades, quantas letras menos uma tem o numero
na parte inteira.
3. o Quando dous ou mtJÍ8 numcrO$ só dif{erem na

posição da virgula, isto é, são decupl{)s uns dos outros;
os seus logarithmos tem a mesma parte decimal (s6dif-
.ferem na característica).

Funda-se nestes princípios o uso das Taboas de
CalleL

1'6~ LogaritltmfJI das fracçõe,. @ cal o-
sarithmos não foi desenvolvido completamente
..Arithmetica,.porque para dar-lhe a necessaria exten-
são, cumpria primeiramente estabeleoer as regras
do calculo das quantidades negativas. Actualmente
as .applieaçôes nenhuma difficuldade offerecem,
tendo toda a generalidade as propriedades demons-
tradas (n. o 167 a 169) porque podem os valores de
z na equação ax=y ser positivos ou negativos.
Quando pois se houverem de sommar ou diminuir

logarithmos positivos, ou negativos, ou uns e
outros, applieando as regras da addiçâo e da suh-
tracção algebrica , será facil chegar ao resultado e
determinar o seu signal.

177. O emprego dos compleml,'ntos (Arith.) dá oc-
easiâo 'anonsiderar-se debaixo de outra fórmaos 10-
garithmos das fracções, a saber: com a característica
POSitifll e sómente a dizima-negativa; fôrma que
algumas vezes póde ser commoda, ProcuremO! por
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exemplo o logarithmo da fracção ;5' que é igual a

197-i915=lg7+CL.lg.15-10.

. 19 7=0,84509804
CL.lg.15=8,82390874
SOIDJD.Il.~•• 9,-66900678

Subtra hindo 10 - 0,33099322

Se porém esta subtracçào se fizer somente na oa-
racteristica, será esta 9-10=-1, e :a parte deci-
mal 66900678 se conservará positiva. Será pois o
logarithmo da fracção -1+0,66900678, que se cos-
tuma escrever deste modo 1,66900678.
Os logarithmos das fracçôes decimaes se achâo

mais expeditamente dando-lhes esta ultima fórma.
Por exemplo 19 0,00534=lg 534-5=2,72754.126
-5=3,72754126. '
Para achar o logo todo negativo, seria necessario

effectuar a subtracção de toda a parte decimal.
Do que fica dito se torna patente que o manejo

das Taboas se torna mais commodo, sómente quanto
ás fracções decimaes, conservando aos seus Ioga-
rithmos a dizima positiva : pelo que toca ás fracções
ordinarias, não é mais ou menos facil achar os seus
logarithmos, de uma ou de outra fórma.

178. Em geral, são preferíveis na pratica os
totalmente negativos, :porque o~ outros complicáo os
ealculos , tomando-os pois mais sujeitos a erros.
Por exemplo
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1. o A somma ou subtracção destes logarithmos
deve fazer-se por partes, as dizimas e as caracteris-
ticas, e combinar os resultados por addiçâo ou sub-
traeçâo, conforme os signaes. Tendo de subtrahir o
Iogarithmo 5,6843907 de 7,9750631, primeiramen-
teO,9750631-0,6843907=0,2906724; depois-5
tirado de -7 dá -2, e assim o resultado da opera-
cão é 2,2906724 ..
2, oTratando de elevar á 'l::potencia o n. 00,00534,

para o que é preciso multiplicar por 7 o seu Ioga-
rithmo, ou a72754126, será necessario effectuar
separadamente estas operações

-3 x 7=-21
0,72754126 x 7=5,09278882:

o resultado será -21+5,09278882=16,09278882.
3. o Havendo de dividir por 5 o logarithmo

1,6690068 (extrah ir a raiz 5. a áfracção eorresponden-
te) é preciso transformar a caracteristica negativa de
medo que se tornedivisivel por5. POt' ser -1=4-5,
será olog. proposto igual a -5+4,6690069. cuja 5..a
parte é -1+0,9338014=1.9338014.
Esta diversidade de operações e de signaes é na

pratica cheia de inconvenientes, e exigem maior
copia de attençóes e cautelas do que o calculo dos
logarithmos totalmente negativos. Estes ultimos por-
tanto nos parecem preferiveis.

179. O ultimo exemplo tr~tado na Arithmetica
talvez offereceria alguma difficuldade aos princí-
piantes, ainda não familiarisados com o calculo dos
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numeros subtractivos, isto é, affectos do signal _.
Actualmente, que essas noções se tem eselareeid Q

desenvolvido, convém repetir o mesmo exemplo,
assim como praticar outros para formar o habito de
calcular por logarithmos, com segurança e presteza.
Este habito é indispensavel ás applicações da Trigo-
nometria, e a todas as praticas da Pilotagem e As~
tronomia Nautica. Em quasi todos os problemas,
resolvidos na Arith"metica e Algebra o resultado
numerico se calcula mais commodamente, mediante
o emprego dos logaritL mos. Por meio delles tambem
se resolvem as equações exponenciaes mais eommo-
damente do que pelo processo laborioso exposto em
o n:163.

180. Equações exponenciaes. Da equação a'=b se

deduz xlg. a=lg. b, donde x=llfl: b.
g.a

Seja, por exemplo, a equação tratada no n. 0163,
!'=6: applicando a formula temos

_lg6 0, 7781512 ~ 58.X-rg2 0,3010;:iOO •..., o.

Calculando a fracção continua [n." 163) até á 3.-
integrante, acha-se x 2,6, quasi igual ao prece-
dente.

181. As equações exponenciaes da forma a'=b se
chamão da primeira ordem. Podem apparecer outras
da 2.a 3.& ordem, &c., e serão respectivamente da
fórma

•x c

a"=c, ab =ll, e assim por diante.
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, Qualquer dellas se péde resolver tomando loga4
rithmos de logarithmos: duremos sóme~ a resolu-
ção das do 2.0 gráo.

~
Da equação ah =c se deduz, tomando os logarith-

mos do 1.0 e 2.0 membros, b'lg.a=lg.c, donde b'

_~e.tornando a tomar os logarithmos-xlg .lr-=lg ra.a
~ g.c

=lg.lg.c-1g.1g.a; logox 19.1gj c[;lg. 19.a.
x g.

Seja a equação 157 ~359, na qual a=15,b=7,c
=359. Será

o: 19. 19.3õ9-1g. 19111 192,IíIíIí09U-lg1.17609t2
Ig7 Ig7

_ 0,4074070-0,07044:10 0,3369660=() 390
- 0,84110980 0,8450980'

É facil de conhecer que nestas applicaçôes é fraca
a approximação, e mesmo difficilmente se póde
ajuizar do gráo de exacLidão dos resultados. Para
que estes inspirassem mais alguma confiança, seria
necessário recorrer a taboas de logarithmos de maior
numero de algarismos: aliás raras vezes occorrem
exemplos de equações exponeneiaes de gráos supe·
riores ao 1.0

182. A resolução destas- equações facilita a reso-
luçãcdealgunsdos problemasepoutades em.o numero
161, e entào impossíveis de resolver-se por falta de
conhecimento das equações exponenciaes. E~ft
neste caso todos os problemas em que seja in~
nita n, ou o numero dos termes da progressão por
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quocie s ; porque então a equação l=aro
-
1 se tor-

na exponencial. Desta equação se deduz rn-t=~; logo

( 1)1 I 1 1 1 ltl· l-lg. an- g. r- g. - g. a; e n= +. 19. l' •

Proponha-se, por exemplo, achar o numero dos
termos da progressão que principia por 3 e acaba em
GU ..1, sendo a razão 2.
Neste caso u=3, I=GU.1, r=2; e substituindo

na formula supra

=1+'g614.1-Ig3
n Ig2

1+3,3113300 1~
0,:1010300 ••.

183. As questões de juros compostostambem muito
se simplificão com o emprego dos logarithmos; c
principalmente quando a incognita é o tempo em
que certo capital venceu juros. A formula dos juros
compostos, deduzida na Arithmetica, é

(
lOO+i) t

C=c1õQ

representando c o capital empregado, i a taxa, t o
numero de annos ou de mezes, C a quantia produzida
a final, li saber: a somma do capital com os juros
e juros de juros. Pa a evitar fracções supponha-se

1~O=r, e será. C=c(L+r)t.

equaçâo que resolve quatro problemas diíferentes,
a saber:

25

193
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1. o Posta Wntl quantia c a ju,·ros compostos da taxa
J', qual a quantia accltmulada 1W fim d.o f.cmJI8 •.?
A fórmula tal como se acha, resolve esta qüestão.
2. Q Tendo a quantia c empregada a juro composto

pelo tempo t produzido a quantia C, qual a taxa do
juro?

C t C t C(l+r)'=-;logo l+r=v-, er=V--1.c c (;

O termo Vº- calcula-se facilmenlc por Iogarith-c
mos.
3. o Qual o capital que empregado '"jurb compolto da

. taxa r pelo tempo t produz a quantia dada C?
Resolve-se dando ti equação esta fórma

É esta uma questão de cksoonlo composto.
4. o Qual o tempo em que uma quantia dada c, em-

ptegada a juro composto da taxa r produzird a quantia
lambem dada C?
Sendo agora t a incognita, a equação é exponen-

cial e se resolve pelos logarithmos, deste modo

Exemplo. Em quasuos Mnos se dttplicard uma quan-
lia c, a juro composto de 10 p01' cento?
~este caso r=O,1; C=2c; e substituindo
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Se o capital se pretendesse tripliear, quadruplicar,
&c., as Í! rmulas seriâo, respectivamente

t~ 19l
19l1+r)' t=Tg"(1+1') , &c.

O tempo t é inMpendente da, quantia emprega,da c,

184. Asapplicações numéricas das formulas alge-
bricas algumas vezes tornão preciso achar o Ioga-
rithmo de um numero negativo.
Neste caso póde-se operar como se o numero fosse

positivo, e determinar segundo as regras d'AIgebra o
signal do resultado: este porém deverá ser verificado,
porque em alguns casos particulares falha. a regra
precedente. Exemplos:
1.. Sejaa:=-2 X 5X -3. Prescindindo dos sig-

naes, Ig!X õ x 3=1930, Jogoa:=30.
~.o Da equação 9<==-3 resulta x=lg)g93). Epor-

193 1 , 1 S d 9; +3 1 dque 19lJ=2' sera x=2' en o =_ ,o rcsu ta o

3 'fi 1- verrtrea o valor x =6)'
"'"

5 ••.

3." Seja x=(-8)3" ; Igx=~lg(-8 ). Prescindindo

dosignal, e calculando, acha-se Igx=lg32: mas como
5 3

(-8)3 =V(-8)5 é resultado negativo, x. -32.
~

4," X=(-4)r conduz do mesmo modo a x=8 :
3

mas este resultadoéfalso; porque (-4)2" =V (_4)$
11V -64, valor imaginário.
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185. Terminamos, enunciando alguns problemas,
cuja resolução será proveitoso exercicio.
1.o PROBLEMA. Pede-se a quantia que deve ser em-

pregada a juro simplcs de 9 pm' cento ao anno, de modo
que "1'ccebendo-se700~ réis annualmente, no fim de
15 annos fique embolsado o capital e juros?
Solução: 5:642~520.

2.· PROBLEMA. Sabendo-se que a população de un~
paiz ouqmeua em cada anno um centesimo do que era
no fim do precedente, pergunta-se em quantos annos se
tornará dez oezee maior?
Solução: 231 annos.

3. e PROBLEMA. De uma pipa, contendo 180 medidas
de vinho, tira-se cada dia uma medida, logosubstituida
por outra de agua. Pergunta-se, 1. o quanto vinho
resu: no fim de 180 dias? 2. o em quanto tempo ficará
o vinlw reduzido á 5.a parte?
S l - ~1.a parte 66,06 medidas.
o uçao {2.a » 289 dias.
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