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¥) PREFACIO.

methodo, compilando as doutrinas, sem limitar-me
a uma simples e fiel traduccao. Conheco opiniao de
grande peso, que daria a preferencia ao tratado de
Algebra de Lefebure de Fourcy, : mas, além de que
nao lhe julgo inferior o que adoptei , accresce que
era vantajoso conservar uniformidade nos methodos
e doutrinas; e para isso é de importancia estudar o
calculo arithmetico e o calculo algebrico, segundo
as vistas e o espirito de um mesmo Autor.

A parte da Algebra, cujo ensino pertence d minha
cadeira, comprehende as operacoes e calculos alge-
bricos ; as equacoes e problemas do 1.° grio; as do
2.° a uma so6 incognita; applicacoes do bynomio de
Newton; e o complemento da theoria das progressoes
e logarithmos , comecada a tratar na Arithmetica.
Limitei-me a este programma, deixando de parte a
theoria geral das equacoes, que compete ao segundo
anno.

Estas doutrinas estio distribuidas por seis Capi-
tulos, como na Algebra de Bourdon. Traduzindo e
compilando, introduzias alteracoes que me parecérao
convenientes , e outras, consequencia forcosa de
omissoes anteriores , determinadas pelos limites de.
tempo prescriptos pelos Estatutos da Academia. Se-
ria trabalho inutil registar todas estas differencas :
o critico curioso pederd nota-las. Mencionarei s6-
mente a theoria das quantidades negativas, cuja
exposicao differe sensivelmente da de Bourdon, ¢
mais se approxima do modo como esta doutrina ¢
encarada pelo sabio Carnot : vejao-se os n.** 58 e 59
e a nota correspendente.
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INTRODUCGAO.

- =
as mathematicas, em que

0s para abreviar e gene-
e a sol gao das quesioes

0 numeros conhecidos:
' determinar o valor de
10 de outros, dados, com os

s relagbes definidas pelo

-emprega, sio os dez
=l 3 3 -~

: etica, n.° 93. O seu uso nio

generalisa os raciocinios: operando

epresentados por letras, sente-se :
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2 ALGERRA.

melhor, que tal ou tal propriedade pertence a muitos
numeros a um fempo; ou que o modo de resolver
um problema seja independente dos numeros parti-
culares, comprehendidos no enunciado.

Antes de proseguir com as nocoes preliminares da
Algebra, cumprird neste lugar recordar a exposicao
citada (Arith. 93a 99.) Bem entendida a significacao
dos signaes, vé-se que a Algebra é uma especie de
lingua, representada por caracteres mui resumidos,
por meio dos quaes se acompanha com mais faci-
lidade, do que no idioma vulgar, a filiacao das idéas
nos raciocinios necessarios, ou para demonstrar um
theorema, ou para resolver um problema.

2. As questoes tratadas (Arith. 99) sao exemplos
das proposicoes precedentes. Bem ponderada a ma-
neira por que forao resolvidas, vé-se como o em-
prego dos signaes algebricos descobre regras com-
muns a muitas questoes; isto ¢, demonstra que
uma propriedade pertence a muitos numeros; ou
ensina a resolver muitos problemas semelhantes,
em que sO differem os valores numericos.

Assim, provou-se que TODA A FRACGAQ cresce ou
diminue , ajuntando ou tirando a ambos os termos o
mesmo nuinero. '

Descobrio-se, que a somma de dous numeros QUAES-
Quer multiplicada pela sua differenga produz a diffe-
renga dos quadrados dos mesmos numeros.

Dos mesmos exemplos se collige a necessidade de
estabelecer regras geraes para effectuar sobre as
quantidades representadas pelos signaes algebricos,
todas as operacoes que se effectuiio sobre osmumeros.
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6 ALGEBRA.

destes se denomina wm termo. O polynomio de dous
termos, toma o nome de binomio; e o de tres, tri-
nomio.

5. Obtem-se o valor numerico de uma expressao
algebrica (sendo dados valores particulares s letras
que nella existem), effectuando as operacoes arith-
meticas, que indica a mesma expressao algebrica.

Assim o valor numerico da expressao 2a”,

Se for a= 3, serd 54, que ¢ o dobro docubo de 3.
Se for a =5, serd 250, dobro do cubo de 5.

0 valor numerico de um polynomio nao se altera,
invertendo de qualquer modo a collocacao dos seus
termos, com tanto que a cada um se conserve o seu
signal. As quantidades 3¢ — 5ab + 40°; 3a* +
AV — Sab; AV - 3a*—D5ab tem o mesmo wvalor
numerico. E consequencia da natureza da addicio e
subtraccao: e esta observacao nos sera util ao depois.

6. Em qualquer polynomio, os fermos precedidos
do signal + sao additivos; do signal —, subtractivos.
Ordinariamente se chamio os primeiros, ternos posi-
liwos; os outros, lermos negativos ; denominacoes
improprias, mas consagradas pelo uso.

0 termo, nao precedido de signal algum, suppoe-
se ter --: isso acontece as mais das vezes ao 1.°
termo de um polynomio.

7. Chama-se dimensio de um termo, cada factor
litteral , dos que o compoem: grdo, o numero das
dimensoes: neste numero niao se conla o coefliciente.
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8 ALGERBRA.

Em primeiro lugar, a somma des termos additivos
+2@%he* + 6 a’be* -+ 11 @’be* é evidentemente igual a
19a°be*. Depois, a somma dos termos subtractivos—
Aa*b* —8a’be* ¢ equivalente a— 12a’he*. Logo os
cinco termos reunidos equivalem a + 19 a’be® — 12
a*be*=+ T a’be’.

Se a somma dos subtractives fosse maior que a
dos additivos, seria preciso tirar esta daquella, e
dar ao resultado o signal —. Assim + Sa*h—8a’b=
—3a’h; porque, sendo 8a*h=5a’b--3a’h, a expres-
sao dada é o mesmo que Ha*h—5a’h—3a’h, on
simplesmente— 3 a*h.

9. ReGRA GERAL. Parae reduzir muitos termos seme-
lhantes a wm s, sommdao-se os coefficientes dos additivos,
e d parte os dos sublractivos; tira-se a menor somma
da maior; o resto, com o signal da maior, serd o coeffi-
ciente do termo pedido.

(A -reduccao sempre se faz unicamente entre os
coeflicientes. )

A reduccao de termos semelhantes é operacao
peculiar & Algebra, e a cuja pratica dao frequentes
occasides as operacoes algebricas, da addicio,. sub-
tracgdo , multiplicagdo, e divisio; operacoes de que
passamos a tratar.

Observacio. A idéa que se deve formar destas
operacoes, ¢ a mesma que das operacoes correspon-
dentes, na arithmetiea, cujas definigoes nao é ne-
cessario reproduzir neste compendio.

Todavia bem se vé, que os processos, e as regras
nio podem ser as mesmas, sendo os symbolos
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10 ALGEBRA.
Por uma razao semelhante, para ajuntar a este
ultimo polynomio, 2ab—>50*, basta escrever

3a* —Aab4-2a* —3ab + V* 4 2ab — 5

somma das tres quantidades dadas, que pela reduc-
¢io dos termos semelhantes se converte em 5a*—
Sab—Ab*.

ReGRA GERAL. Eserevem-se os polynomios uns depois
dos outros, com seus signaes; e reduzem-se os termos
semelhantes.

Ezemplo. Sommar os poly-
nomios 3a* — 4ab + 2b*
- + Hat-4- 20b—b?
—+ Jab—20* —3e*:

Somma, ji reduzida 8a® + ab —b*—3¢*

Na pratica, a medida que se vao reduzindo os
termos semelhantes, assignala-se cada um com um
leve traco, para evitar enganos. Os termos, nao tra-
cados sio os que falta reduzir, e comprehender na
somma final.

’

SUBTRACCAO ALGEBRICA.

11. Proponha-se diminuir 4b de 5a: é claro que
o resultado algebrico serd 5a — 4b. E tambem
claro que a differenca entre Ta'h e dgb deve ser
Ta*b— 4a’b=3a’b. '
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12 ALGEBRA.

Péde-se concluir esta REGRA GERAL, para diminuir
de um polynomio outro: Escrevem-se em sequida ao
primeiro todos os termos do sequndo, trocando-lhes os

stgnaes ; e faz-se a reducedo, se apparecem termos seme-
Thantes.

12. A passagem de uma subtraccio indicada para
uma eflectuada, e vice-versa, dé lugar a certas trans-
formacoes nos polynomios, que muitas vezes sao
uteis. Assim por exemplo

6a’ —3ab+ 20" —2be="6a"— (3ab— 21" + 2be)=
6a*—3ab—(2bc— 2b?)

a+b—c+d—e=a+b—c—(e—d)=a+b—fc—
d+e)=a—(c—b—d+e)=a+b+d—[c+e).

MULTIPLICACAO ALGEBRICA.

13. Demonstrou-se na Arithmetica, que o pro-
ducto de dous ou mais numeros conserva-se 0 mesmo,
qualquer que seja a ordem, em que se multipli-
quem. Supporemos demonstrado este principio em
toda a sua generalidade.

Isto posto, tratemos da multiplicacao algebrica ;
e em primeiro lugar do caso em que ambos os fac-
tores sio monomios. Seja 7a’h* para multiplicar por
Aa’h.

A 1.* expressao do producto Ta’h? X 4ah se pode-
r4 simplificar, observando que segundo o principio
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14 ALGEBRA.

sommar o0s dous productos. Mas tomar d vezes a +
b+e¢, é tomar d vezes a, d vezes b, d vezes ¢, e ajun-
tar os tres productos, o que férma ad-bd-+-cd. Pela
mesma razao f vezes o multiplicando equivale a af+
bf+cf. Logo o producto total é ad + bd -+ ed +af+-
bf+cf.

Assim, tendo os factores s6 termos additivos,
mulliplica-se cada.termo do multiplicando por cada ter-
mo do multiplicador, e ajuntio-se todos os productos.

Se os termos tiverem coefficientes e expoentes, a
cada multiplicacao parcial se applicar a regra dos
monomios. Assim

(5a® + 2ab+ 1Y) (3a+20) =15a’4 6ah+ Jub*+
10a*b -+ 4ab + 20°

e (feita a reduccaoj=15a"+16a*b+Tab*+ 2b .

15. Tratemos agora do caso mais geral, aquelle
em que ambos os factores contéem (ermos additivos,
e termos subtraetivos. Neste caso, o multiplicando
exprime‘:l differenca entre 0 numero representado
pela somma dos termos additivos, e o numero re-

__presentado pela somma dos termos subtractivos. O

mesmo se entende do multiplicador.

Do que se segue que a multiplicacao de dous po-
lynomios quaesquer se reduz 4 de dous binomios da
forma a—b, e ¢—d; designando ¢ e ¢ as duas som-
mas de termos additivos; — b e — d as sommas de
termos subtractivos nos dous factores.

Procuremos pois effectuar a operagao (a4 — b)
(¢—d). Multiplicar a—b por c—d, é tomar a—b




-pnr' € e a—b pord, e Subtrahu- 0
cto dﬂ primeiro. Porém multiplicar
mesmo que ﬁultlphcar ¢ por a—Db,

J a, porque se forma este pro-
ue ¢ mp necessario mulnphcar ca-

"ﬁag dous termos, que se
! ,(%i- ou—); o




16 ALGEBRA.

Expressio incorrecta , mas cuja concisao ¢ parte,
para que melhor se fixe a regra na memoria.

Isto posto, péde ordenar-se a operacio, como se
vé no seguinte exemplo:

46'—Batb—Sabt 1 2b*

Factoses gw_aab — A

ey 8¢°—10a*h—16a*b*+-4al?
roQuetds) 1 onth-1-1 507 24a2b—Bab'
parciaes

—160%*}-20a2b°4-32ab* —8}°
zgaﬁ-— 990%h - 17a*1*-|- A8aH- 26.ab'—8b*

Producto
reduzido

Em cada multiplicacao, termo a termo, comeca-se
por examinar, segundo a regra precedente, qual serd
o signal do producto parcial respectivo; e em segui-
da applica-se aos coeflicientes, letras e expoentes o
processo da multiplicacho dos monomios. A final
reduzem-se os termos semelhantes.

Observagies relativas d multiplicacio algebrica.

16. Multiplicando, um pelo outro, dous polyno-
mios homogeneos (n.° 7), o producto serd tambem ho-
mogeneo. L consequencia dasregras relativas a letras
e expoentes, na multiplicacao dos monomios. Das
ImMesmas regras se segue que o numero de dimensoes
do producto ¢ a somuma das dimensoes do multiplicando
e multiplicador. Serve muitas vezes esta observacio
para descobrir erros de pratica na multiplicacao.
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18 ALGEBRA.

Isto &, 0 quadrado da differenca de duas quantidades
é iqual ao quadrado da primeira, mais o quadrado da
sequnda, menos o dobro do producto das duas quanti-
dades.

Assim (8a’+-5a’h>=64a°-}-25a'b*-80a’h

(8a° — Batb)—=6Aa®-1- 250h*—804%.

3.° Multiplicando a—+-b por a—b, resulta ®—0".
Logo a somma de duas quantidades multiplicada pela
sua differenga dd em producto a differenga dos quadra-
dos das mesmas quantidades.

Assim (6a*---5ab) (602 —5abjl=36a"— 25a°b.

Estas observacoes muitas vezes abreviao os cal-
culos.

19. Ha certos polynomios, cuja inspeccao basta
para poderem decompor-se em factores, o que é fre-
quentemente util. E facil de ver que

— 306’ -15a*0=5a* (50> — 6ab-}-3D?)
e que 64a'l" —250°0*= (8ab* + Sab'} (8a’b’—Sab').

DIVISAO ALGEBRICA.

20. A Divisioem Algebra, como na Arithmetica,
tem por fim:
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20 ALGEBLA .

a férma de um monomio fraccionario, que porém
muitas vezes se péde simplificar. Consiste a simpli-
ficacho em supprimir todos os factores, que forem
communs ao numerador e denominador, o que nao
altera a fraccao (Arith. 45).

22. Segue-se da mesma regra, que a letra que ti-
ver o mesmo expoente nos dous termos da divisao
nao apparecera no quociente.

® 3.2 ;
Por exemplo z—é%%; — Ja.

Mas este resultado pode tomar [Orma tal, que con-
serve o vestigio da letra b, que figurava na questao
proposta, e desappareceu por occasiao da divisio.

"~ Com efleito, a regra t}os expoentes, applicada por

convengao & expressao g a reduz a . Este novo

symbolo ). indica que a letra b ndo ¢ fuctor no quo-
ciente, ou nelle nao entra; mas tem a vantagem de
conservar a lembranca de que na questao proposta
figurava o numero b; e isto sem alterar o resultado.

2
Porquanto, provindo b* da expressio 'I:g_ que aligs
¢ igual a 1, segue-se que 3ub"=3a X 1=3a.

Em geral, toda a quantidade affecta do expoente O ¢
equivalente d unidade. Tmporta reflectiv com madu-
reza sobre a origem desta expressao; cumpre formar
juizo claro e exacto dos symbolos empregados em
Algebra.
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22 ALGEBRA.
266*6*-10a" — A8a"b--24ab’| Aab—5a’ -3
-1-8a*h —10a'-6a°b* —2a*~-8ab (quoc.)
(1°r.)32a*b* — 40a°b +24ab®
—32a*0* + 40a*b—24ab®
& A0 R TSR

Da definicao da divisao e da regra (n.” 15) resulta,
que o dividendo ¢ a somma reduzida de todos os pro-
ductos parciaes de cada termo dodivisor por cada ter-
mo do quociente. Mas, segundo a observagao (n.” 17]
o termo do dividendo-+10a¢*, em que a letra ¢ tem o
maior expoente , deve provir sem reducgio do termo
— ba?, em que a mesma letra tem o maior expoente
no divisor, multiplicado pelo termo analogo do quo-
ciente. Este termo pois se achard dividindo + 104*
por — 5, o que di — 2¢*.

Obtido um termo do quociente, ¢ claro que, mul-
tiplicando-o pelo divisor, e subtrahindo do dividen-
do o producto (para oque se escrevemlogo os termos
delle com signaes contravios aos que di a multiplica-
cio), o resto conterd o producto do divisor pela parte
que falta do quociente. Podemos pois tratar aquelle
resto 3200 — 40a°h + 24ab’ como um novo divi-
dendo, e uma analyse semelhante & precedente con-
duzird a dividir — 40a°h por — ba?, termos do divi-
dendo e do divisor, em que a letra @ tem o maior
expoente. 0 resultado desta divisio parcial , -+ 8ub,
¢ o segundo terme do quociente, que serd exacta-
mente — 2a* + 8ab, visto que nio ficou 2.° resto.

E quandoohouver, ¢ claroquea esse 2.” resto, a0
3.%, &.° &e. se applicard sempre o mesmo raciocinio
que ao 1.°
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24 ALGEBRA.

por tenfalivas; em quanto na Algebra a divisio do
1.° termo de cada resto pelo 1.° do divisor dd sempre
um termo do quociente. No que é mais simples a di-
visao algebrica. Tambem nesta pode principiar-se
pela direita, tomando, nao o maior, mas o menor
dos expoentes de uma letra, o que em nada altera
0s processos e raciocinios expostos. A divisao arith-
metica s6 pode comecar pela esquerda.

27. Péde succeder, que um dos polynomios, ou
ambos, contenhao mais de um termo, em que a letra
escolhida para se elles ordenarem tenha o mesmo
expoente. Nesse caso cumpre tratar como um 80
termo a totalidade dos que contiverem a mesma po-
tencia da letra: e na divisho attender a estes termos
compostos, pela maneira que se passa a expor. Seja
por exemplo o divisor Ha*+ 3ab— 5be, e o dividendo
11a*h—19abe + 10a* —15a%c + 3ab® + 15b> — Sb*e
que, ordenado, se péde reduzir a esta forma (n.° 19)
100+ (116—15¢) a*+ (30* —19be) a+ 15be* — S5b%c.

Tambem se usa da seguinte indicagio:

10a® + 116\ a®+ 3b*\a--15b>—5b%.
—150) 19hr:)

Se representassemos por uma letra cada grupe
de quantidades que multiplicao cada potencia de a,
isto &, suppondo 11b—15c=m, e 3b*—19bc=n,
o dividendo se tornaria em 10a® + ma*+na-- 15be* —
5i%, cuja divisao facilmente seguiria aregra (n.° 25).
Quando porém se tratar da divisio do termo ma’,
cumprird notar que m representa um polynomio, a
cuja divisao parcial se deve applicar a mesma regra
(25).

| -t
\
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26 ALGERTA.

Seja o dividendo Ma' - Na’4-Pa*+4-Qa--R, e o di-
visor 8, sendo M, N, P, O, R, S monomios ou po-
lynomios, nos (uaes nao entra a. Peis gue o divisor
S nio contém a letra a, o quociente a conterd com os
mesmos expoentes, que ten no dividendo; pois s6 assim,
multiplicado o quociente pelo divisor, se repro-
duzirh o dividendo. Serd pois o quociente da forma
ma* - na* +-pa*—-qa+-1, sendo m, n, p, ¢, r mono-
mios ou polynomios, tambem independentes de a.

Ora, multiplicado este quociente pelo divisor S,
deve ser o producto Sma' + Sna” + Spa? + Sqo +
Sp — Mo + Na* + Pa® +Qa + R

F como entre os termos que contém diversas po-
tencias de a nao pode haver reduccao; segue-se que
para poder ter lugar esta ultima ignaldade, ¢ neces-
sario que seja ;

Sma' =Ma" g MO
_ : R

3

Sna® =Ne® (do que se segue ﬂaa.=f_‘_§1_
; - Ijaﬂ

Spa’ =P/ -‘fm:1 =%

¢ assim por diante. O que demonstra 0 10ss0 theo-
rema, a saber: _ 37 “

Ordenado um polynomio“a respeito de uma letra,
pura que sejo divisivel por outro polynomio INDEPEN-
opxin dessa letra, ¢ necessario, que o parte affecta de
. wma das potencias damesma letra seja separada-.
wente divisivel pelo mesmo divisor.

Sipva de exemplo o polynomio 3a’b + 206" —
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28 ALGEBRA .

“nomio, quundo este dividir exactamente cada um dos

termos do dividendo.

3.0 Nenhuma divisio é exacta quando o divisor con-
iém alquma letra que ndo exista no dividendo.

4." Um polynomio ndo édivisivel por outro polynomio,
se os termos do dividendo e do divisor, em que entra
wma mesma lelra com o maior ouw com o0 menor ex-
poente, nio  forem divisiveis um pelo outro. Esta
ultima observacae é util na pratica, para evitar -
tentativas inuteis, g

BACEOES ALGEBRICAS. MAIOR DIVISOR COMMUM.

31. As fraccOes algebricas devem ser tomadas na

« mesia sccepeao que as fraccoes arithmeticas, a sa-

ber: imagina-se dividida uma unidade em tantas
partes, quantas sao as unidades do denominador, ¢
tomao-se dessas partes tantas, quantas unidades for-
mao o numerador; podendo alids, wm e outro,
ser representados por monomios ou polynomios.
Portanto a addicio , subtracgao , multiplicacho e
divisio das fraccOes serao aqui effectuadas pelas
mesmas regras da Arithmetica; devendo porém na
applicacio dessas regras 4s fraccoes litteratias, aften-
der-se aos processos especiaes estabelecidos para as
expressoes algebricas inteiras, monomios ou poly-
nomios. Nao ¢ pois necessario reproduzir as men-
eionadas regras, que suppomos sabidas.

Todavia a reduccdo das fraccdes d mais simples ce-




S

20

e offerece o proces-
{fracgoes algebricas.
y ambos mono-

que neste
tornar cla-
parte mais elemen-
a outro lugar o com-
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Theoria Elementar do Maior Divisor Commum.

32.% 0 maior divisor commum de dous polynomios ¢
0 polynomiomaior em relacdo a expoentes ¢ coefficientes,
que divide exactamente os dous propostos. .

A propriedade caracteristica do maior divisor com-
mum ¢ que dividindo por elle ambos os polynomios,
os quocientes resultantes sao primos entre si, isto é,
nao contém factor commum.

Esta proposicao ¢é simples corollario dos principios

da divisibilidade dos numeros, estabelecidos na Ari-
thmetica. Desses mesmos prineipios concluimos os
seguintes :

1.% principio. O maior divisor commum a dois nu-
meros nleiros contém como factores todos os divisores
parciaes communs aos dous numeros, e ndo pode con-
lcr oulros factores.

2.* principio. O maior divisor commum entre dous
numeros wnteiros € o mesmo que entre o menor delles
¢ o resto da divisao de um pelo vutro.

A theoria do maior divisor commum algebrico
funda-se nestes dons prineipios, cuja demonstracao,

geral e algebrica, nac péde aqui ter lugar. O segun- ]
do foi demonstrado na Arithmetica (n.° 52;e0t.°

é corollario t\lgs pmpmdades das nUmeros (&m 1[}5
e 106). o b=

Isto posto, procuremos descobrir o maior dmsor 8
commum aos dous polynemios, ja ordenades em re- -

lagao 4 letra a:

15651100 b*J-4a*b' + 60l — 3ab®
12057 380°h"~- 160254 — A0al,

A
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inar os factores monomios,
L O1N) rf:é divisivelpor CII):; e o
o ab*factor commum, cumpre
hcanpeios outros factores

1, ¢ teremos

(Bt 2ab—b)
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32 ALGERRA.

Actualmente, em virtude do 2.° prineipio, deve-
mos achar o maior divisor commum entre o polyno-
mio menor ¢ o resto; e como este resto ¢ divisivel
por 13717, e o outro polynomio nio o é, pode-se
omittir o factor 1370* (1.° principio). Portanto

Sequnda divisdo.
62 19ah+Sab*—5b%3a*+-2ab—1*
—6a*—Aa*b+2ab? TR Y
+15a2b+10alf—50°
— 156 b—10ab*+5b°
Dok el T ET A by % O

Serd 3a*+2ab—1* o maior divisor commum entre
os polynomios, depois de preparados paraa divisao ;
¢ como nestas preparacoes omitlimos o factor tam-
bem commum ab?, o maior divisor comnmum entre
os polynomios propostos serd

(3a*4+2ab+b?) ab*=3a’V*+2a°b*+ab*

Do mesmo modo se discorre em qualquer outro
exemplo; e a analyse das operacoes conduz & se-
guinte :

33. RucrA GERAL. 1.° Examina-se se ha algum fac-
tor monomio, commum @ ambos os polynomios; ¢ ha-
vendo-o omitte-se. 2.° Supprime-se em cada polynomio
qualquer factor monomio que ndo divida exactamente 0.
outro polynomio. 3.° Pratica-se a regra do maiox divi-
sor commum, dada na Avithmetica. 4.° Em cada nove
divis@o, comeca-se sempre por supprimur em eada poly-
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nomio lodo o factor quendo o seja do outro. 5.° Quando
.1 terma de algum dividendo parcial tem coefficiente
visiel pelo primeiro do divisor, obtem-se esta

, multiplicando o dividendo parcial pelo
' nummr farpremso ‘comtanto que nao seja factor do
tﬁmm ﬁ Obtida uma dmsaa exacta, 0 ui!emo divisor

Quando 0 u.lumo resto nio 6 zero, serd indepen-
den‘te daletra, a respeito da qual se ordenario os
- polynomios; os quaesem tal casosao primos entre si;
k- - salvo se fem algum factor commum independente da
fﬂm € que no prmclpm da operagio houvesse esca-
do ao exame (n.° 28).

. jﬁises ha em que a regra precedente se acha
ciente; mas sendo difficil tratar esses casos,
com os prmclpms até aqui estabelecidos, conten-
’(qmo-nos por ora com o que f ﬁea dito, e passamos ]
!igne‘aﬁ@prohlem&s e oes do 1.° grio.

i g

| St



CAPITULO I1.

PROBLEMAS DO PRIMEIRO GRAO.

NOGOES PRELIMINARES SOBRE AS EQUACOES.

35. Nio considera a Algebra ordinariamente
senao os Problemas cujo enunciado traduzido nos

~—symbolos algebricos se acha represeutado por_equa-

¢oes. Chama-se equagdo a expressio da igualdade de
duas quantidades.

A resolucao de taes problemus compne-se de duas
partes distinetas. A primeira tem por fim representar
algebricamente as condicoes do problema, ou pé-lo
em equacdo: a segunda ensina a resolver a equagdo
ou equagdes, isto &, derivar dellas o valor ou valores
das incognitas. _

As regras relativas & 1.° parte deste processo
tem, como se verd, alguma cousa de vago, e que
fica dependente da sagacidade do calculista; pelo
contrario na 2.* parte se seguem processos definidos
e invariaveis. Pelo que tratamos primeiramente
desta 2.* parte, ou da mafug&o das equagdes.

Considerao-se diversas especies de igualdades:

1.° Aigualdade que existe entre numeros conhe-
cidos e dados d priori, mas representados por letras:

taes sio estas a—b=—c—d, Hﬁ#f{‘ que se verificit
v
L g &2 Q:
o~ &
=




tQﬂi&m 89
ubstituindo #s letras numeros
s existio as relacoes indi-
specie. conserva o nome de igual-

\'hiﬂ ',‘_I-s Y

ente se verifica, substi-
: das letras q"'ue 1'cpre-

1ante. Dem_ exemplos du
s e lifteraes de diversos gréos
1—2; ﬁ-]*jzc-}-dx

' =35—31"; ax*—br—d :

: —1-3w.—_- ...--z’ 200’ — 50’ +ab’z =a’l’.

P%
A g Biiotheca §'
i D




36 ALGEBRA.

Tratamos por ora sémente das do 1.%grao: a sua
resolucio tem por fim procurar um valor para a in-
cognita, que substituido a ella na equagdo, torne o 1.°
membro identicamente iqual ao 2.°

Chama-se 1.°membro a quantidade que precede ao
signal =, e 2.° a que se acha depois do mesmo sig-
nal.

§ 1.” Equacies e Problemas do primeiro grdo o wmna
incognita.

- 35. E principio commum atoda a especie de igual-
dades, e que se péde ter por evidente; que sem per-
turba-las, se péde 1.° ajuntar ou tivar a ambos os
membros a mesma quantidade: 2.°, multiplicar ow di-
vidir ambos os membros pela mesma quantidade. O que
significa que , se antes da Operacao erao iguaes os
dous membres, tambem o sio depois della. Isto é
evidente. Daqui resultao duas transformacoes que
sao de uso continuo na resolucio das equacoes.

1.* Transformagdo. Convém muitas vezes passax
wm termo de um para outro membro 7 para o que basta
mudar-the o signal. _

Seja por exemplo 5e—6=8+2¢. Se tirarmos 2z
de amhﬂs@mmhm&,f teremos

5o—6—25—8+2—95; ou 5y—6—2p—8.

E se a um e outro membro desta ultima ajuntar-
mos 6, resultard

—6—25+6=8+6, ou 22 —20=8+6.%

Pt




itivo no 2.° mem-
2 O.tm:’ma 6 sub-




35 ALGEBRA,

qual se omitle ; e multiplicar por esse denominador os
termos inleiros.

N. B. Se na reduccio ao mesmo denominador
houver simplificacoes, nio ha razao para omit-

ti-las; e a sua pratica tornara mais simples a equacao
final.

Sendo aequacao algebrica, a regra precedente tem
plena applicacio: segundo ella, a 'equagio

az ﬂoa:_i_[i __&bcm —3b

50 ab _T+b’*

se mudaem a'by—2a*be’e-+Aa'h = Ab'o-+ So*—3a’l-

- 0 denominador commum dos termos fracciona-
Tios é a’h’.

37. Proponha-se agora resolver a equacao

LA i

Y5 6’
a qual pela segunda transformacio se muda em
A0z—54=180s—T5.

Transpondo os termos 180 para o 1.° mem- :.'
bro, e para o 2."—54, resulta 40e—1802=54—175,
ou—140z=—21.

A mesma transposicao (n.° 35) applicada & ultima
equacao a converte em 21= 140z, ou 1402=21, ¢

desta, dividi do ambos os membrospor 140, resulta -

@'“‘"_d"ﬂ ’2’0-‘

N. B. Incidentemente fica provado que mudar os |
signaes o ambos os membros nao allera o equagio. :
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39. Passemos & 1. parte da resolugdo dos proble-
mas, cujas regras, como fica dito, nao tem a mesma
invariabilidade que as da 2.* parte, ou resolugdo das
equagoes. As vezes, o enunciado do problema se tra-
duz immediatamente em equacao: outras, ¢ neces-
sario sagacidade para perceber nesse enunciado as
condicoes susceptiveis de serem expressadas algebri-
camente. E ainda succede nao serem as mesmas
condiches propostas, porém outras, dellas derivadas,
as que formao a equacao ou equaces. Neste caso se
dé o nome #s propostas, de condigies explicilas, ¢ as
que dellas se deduzem condigaes implicias.

Fis-aqui o unico preceito geral, apropriado para
bem encaminhar o estudante nestas investigacoes:
Considerar o problema como resolvido, e effectuar com
o auzilio dos signaes algebricos sobre as quantidades
conhecidas, numeros ou letras, e sobre a incognita sem-
pre representada por uma letra, as mesmas operagoes ¢
raciocinios que serido necessarios se ovalor da incogrila
jd estivesse determinado, e se tratasse de verifica-lo.

A pratica deste preceito nao offerece uniformidade.
que permittaestabelecer-se regra mais precisa e defi-
nida : applicando-o porém com discernimento, sem-
pre se obtem duas expressoes algebricas da mesma
quantidade; e igualando essas duas expressoes ,
forma-se a equacio. Passemos a exemplos.

L —

40. Prmveiro PropueMA. Achar wm numero, tal
que a metade delle, mais um terco, emais wm quarto,
juntos a A%, produzdo a somma AAS.

Represente @ o numero pedido. Conhecido o seu
valor, seria preciso, para verifica-lo, sommar o valor

i.
i@
!




PROBLEMAS DO PRIMEIRO GRAO. A

ﬂe ;&.o de g , 0 deg com o numero 45, a vér se a

somma ¢ 448: logo (n.° 39) a equacao do pro-

gg»g_.waiwa—-_-us.
. 0. 15 daa'lrnht}s os membros

5+t g=103.

. Expellindo desta os denominadores, temos Gz
+An+84=4836, ou, reduzindo, 13z—14836: donde

| 4836
o . ﬂ?=-—1—3"-——3 7 Q .

« Combfteto, T2 312,912 5 4o, g9y
+934+-45=448. |
- L1 Se6uNDO ProBLEMA: Ajustou-se um trabalhador,
 que vence por cada dia de trabalho 1.280 réis , com o
%ndip&adeﬁagurporma'dm quendaotrabalhar 560 rs.
- pelo sew sustento. No fim de 30 dias, recebe unicamente
- 1.600 réis. Pergunta-se quantos dias trabalhou.
Se conhecess este numero de dias, ¢ claro
que multiplicando<o por :l,_g@{*%gresmnte dos 30
dias por 560; subtrahindo o 2.° producto do 1.°
- deveria ser o vesto 1.600. Assim, applicando a regra
(n.® 39), seja © 0o numero de dias de trabalho ; serd
@ X 1280=1280% a quantia ganha pelo jornaleiro:
80—z os dias de ociosidade; e (30—a)560—=1680"
—5060z a quantia a descontac-se.
€
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Logoa eq. do prob. ¢12802—16800-+560z= 1600,
que se muda em . . 18402=16800+1600=18400:

18400 h
Donde a= 18 m—lO e 30—x—20 ;
Tsto 6, que o jornaleiro s6 trabalhou 10 dias, dos
30 do ajuste. :

Verificagio. 1280 x 10 — 560 % ?0—1980[}—-
11200=1600.

42. Este problema se pide generalisar, repre-
sentando por

n,  onumero total dos dias até o ajuste de contas,
o salario ou ganho de cada dia de effectivo

trabalho,
., aperda ou despeza em cada dia de ociosidade,

¢, aquantia que a final recebe o jornaleiro.
Seja ainda

a,

2, onumero de dias de trabalbo: serd tambem

n—a, o numero de dias de ociosidade::
¢ a equacio do problema serd az—b (n—z)==¢, ou
feita a multiplicacao '
az—bn+ ba=c.
Donde  ax+ b;—-—*ac—l—bn
ou [a-{—b}m% c+-bn

c4+-bn

¢ finalmente . =
; a+b



| a geral se péde deduzir
ema ; e esta generalidade
offercce 0 emprego

. estej
_é:, ques@a. P
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Serd pois a equacio do problema ( |

o+ +T£c +9£—~a

ou expellindo os denominadores,
MTENT + PO+ qr==am,
ma
PG,

Obtida a 1.* parte, é facil determinar as outras, -
cuja e\pressao alnebrlca serd

2.3:’_@_, 5 ni 3' _m__ :'. 4 4}
| m m+n+p+q m m+n+p+q

Lkl e

m m—l—n-}—p+q

Os valores numericos destas quatro expressoes se
achao facilmente dividindo o numero dado a peln
somma dos nunw;ox m, 1, p, q, e multiplicando suc-
cessivamente o quociente por cada um dos mesmos nu-
meros. Regra, que coincide com a da Arithmetica
(n.° 178):assim devia ser, porque o presente problema
nao ¢ mais do que a Regra de Sociedade de que trata
o numero citado, e 1

Seja por exemplo o numero 351, para dividir em
quatropartespropommmes a3d,5, 7, 11:6 omesmo
que suppdr =351, m=3, n=5, p=Teq=11.E
substituindo estes numeros nas formulas deduzidas,
ou seguindo a regra quegi@llas deriva, acha-se para
o quociente mencionado

‘}51

au ainda (m+n+p+q)e=am; donde g=——"_

1'35




5 ’lsto é niao
‘Tratando de
cameeemos

T por 9, coeffi-
da 2 por T coeffi-
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455463 y=38T7
1T2+63y=483

esubt.al da2®  32,—96, donde x—gg

Igualmente multiplicando a 1.* equacao por 11,
a2.® por 5, temos

05x+77y_473
55@+-A5y=345, e subtrahindo a 2.* da 1.

32y=128; logo =10k,

Sao pois 3 e 4 os valores das incognitas nas equa-
coes dadas: o que se verifica, substituindo estes
numeros a z e 1, em cada uma dellas, que se torna-
40 em identidades. .

E claro que se 0s termos em z, ou em 7/, mio tives-
sem o mesmogignal em ambas as equacoes, seria
preciso empregar em vez de subtraccao, a addicio
para eliminar uma incognita, e determinar a outra. ;

N. B. Sendo este processo mui analogo & reducs :
cao das fraccoes ao mesmo denommador seria I'aml -3
introduzir simplificacbes no caso de terem os coeffi-
cientes algum factor. commum : comtudo as mais
das vezes é preferivel empregar a_ regra geral, e
simplificar, se for possivel, a equacio final; o que
nao embaraca, se facio em algum caso particular as
abreviacoes que férem obyias..

43 Passemos a tres equaqoes a fres incognitas, ¢
sejio

=




EQUM_IGBS A MUITAS INCOGNITAS. ﬁ'}
Be—6y+4z=15
s Te+hy—32=19
; -ﬁxh %+ y-+6z=A46.

O processo precedenteapplicado 41." e 4 2." pide

eliminar dellas z; e do mesmo modo entre a 1.* ¢ a
- 3." Resultardo duas equacoes, so contendo z e ; o
~ que reduz a questao ao precedente caso: tratando-as
pois, -seé‘_t_mdo 0 mesmo processo, delermina-se e y;
- @ depois destas z. Eis o calculo mencionado:

150—18y+12:—45
1.5 6 9. 280-+16y—12:=76

(43 —2y—121

302—36y+24z—= 90
~ 1re3.% 8z+ Ay+24z=184
ST =t

~ Sio pois as duas equagdes entrez ey

B v wiyg, shien ey

a3 : 1a—20y=——AT

_ Q-"%{Dividindo por 2 ambos os membros da 2.7). Ora,
~ tentando applicar a estas duas o processo, nota-se que
 basta multiplicar a 1.2 por 10, e do resultado sub-
- tbir 2.2, 0 que di 410s—1257;

2 _ o SARTETR

~ Poder-se-hia recomegar o processo para eliminar

ez, e determinar 9/; e para, eliminando y e @, achar
o valor de z. Porém ha methodo mais breve, O valor
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de @, substituido em uma das ultimas equacoes, d4
129—2y=121; donde 2y=129—121—8; e y=—4. _

E substituidos ambos os valores de z e y em uma
das tres equacoes dadas, por exemplo na 3.°,
resulta

6+4+06z=46, ou 6z=36, donde z—=06.

O systema de valores, =3, y—A4, 7=—6 satisfaz
completamente as equacoes propostas, como se pode
verificar pelas substituicdes.

46- Bem considerando os processos precedentes,
applicaveis a qualquer systema de equacoes e outras
tantas incognitas, somos conduzidos & seguinte:

RecrA GERAL. Combine-se uma das equagies com
cada uma das outras, eliminando sempre a mesma
incognita : resultard wm systema de menos wma equagio
¢ menos uma incognita do que o proposto. Pratique-se
com este 0 mesmo que com o 1.° systema e continue-se
do mesmo modo até chegar a uma equagio e uma inco-
gnita. Achado o valor desta, determinao-se 0s das outras
por substituigtes successivas, em ordem inversa d das
eliminagoes. De modo que a 1.* incognita eliminada,
¢ a que em ultimo lugar se determina.

A pratica melhor esclarecerd a regra precedente.

47 Tal é o methodo de eliminagdo, por addigio
¢ subtracgio. Sao conhecidos outros methodos, entre



e subxtttm-fo
$; ohten&o assim um
¢ me 0s uma incog-

modo, continuando
sﬁ'gq'uaqao ; obtido o valor da ulti-

cohmste em tirar de

a uma equa-
ros a vantagem

, Sem Car as e‘quacﬁes‘
llmb mno 2.° e 3.° quasi
Wﬁh qusfsmma de equacoes contém ter-

-4-—&?@_30
3 L g€ _,‘ % \J &y-{—ﬁ)"-——-i,‘i

- mﬂ Ju=32.

w1
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Eliminando z entrea 1. e a 3. *; e uentre a E :
ead.’, aprarecem logo duas equacoes contendo z e
i, que facilmente se resolvem.

1 ed. .0 df—20—1"

o a g ay12u— Ga= 90
2404, tﬁﬂy +1i,u=128}?0y+6$=38.

Examinando as duas ultimas equacoes, vé-se que
para eliminar z basta mulfiplicar a 1. por 3, e som-
ma-las ; assim

Aly=41  logo y=1;

valor que substitnido na equacao Ty—2r=1, d& 7
—2¢=1, donde 22=0,e2=3; e na equacao 4y+2z
=14, di 4+2z=14, donde 2:=10, ¢ z=

Estas abreviacbes variao, segundo as circumstan-
cias particulares de cada systema de equacbes, e se-
gundo a destreza do calculador.

g
49. Dissemos (n.’ 44) que para ser determinade
um problema é necessario que sejio tanfas as equa-
cdes, quantas as incognitas. Actualmente é facil de-
monstrar que havendo maior numero de incognitas
que de equacdes, o problema serh indeterminado,
isto ¢, terd infinidade de solucoes.
Seja uma equagao a duas incognitas So—3y=12,
da qual se deduz:
RETET
o
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aﬂclnm que @ s6 ficard determinado quando se der
wi.y um valor; e este yalor é arbitrario, pois nao ha
ondigio que o determine. Suppondo, por exemplo:

ol = O T, r&c.,

e Was de valores eorreswndentea;
b e y, xgualmente satlsfaz a equagio. O pro-

numero de mcngmtas, do que de equa-
nos agora & resolugio de alguns pro-

T numeros e

by dfns quaes se deduz

M-}-b donde 5_6—[— b

: que dada a somma de
e a sua differenca, o maor ¢ wual
mais meia differenca : ¢ o menor iqual

somma menos n%daﬂ‘mn (a.




52 ALGEBERA.

A verificagao dos valores achados consiste em subs-
tituil-0s por z e y nas duas equacdes, que se tornaa
nas identidades

51. Quinto Proprema. Sabe-se que ajuntando 1 ao

numerador decerta fm@gﬁo._ﬁwraf Bstar—:-;; e que ajun-

tando 1 ao denominador , valerd i pede-se 0 nume-
rador e denaminador da fracgao. :

Seja esta £ § ; serd segundoas condigoes do problema

z+1 1. T :!I
y = y+1 i’

ou expellindo os denominadores, 3z 3=y, ez
=y+1.
Destas equacoes resulta z—4 » =15, sendo pois

a fraceao pedldn & Com effeito
A+l _5 1 Besd ek A
s 16 32°15 1 16 4
-8
52. Sexto ProsuEma. Um negociante, misturando
tres qualidades de vinhos, obtem os sequintes resultados:
Com 3 medidas do 1.°, 5do 2.°, ¢ T do 3.°, fiew sendo
o eusto da mistura 735 réis ¢ m&tlldﬂ
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s medidas do 1.° com 4 do 2.° ¢ 6 do

0,

3 medidas do 1.° preco, 5 do
idida por 15 medidas
5. Assim tambem das
precos pedidos: in-
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E diminuindo uwma da outra 23=795; logo
:.-".=397.5.

Este valor, substituido na 2.* das duas equagoes,
entre y e z, produz

—2730—Az—2730—1590=1140.

E por meio dos dous valores de ye 7, e de quals
quer das equagoes primitivas, se obtem z=847,5.

Forao pois comprados os vinhos, o 1.° a 847 réis
e meio; o 2.° a 1140 ¢ 03.° a 397 réis e meio,
cada medida.

A verificacao ¢ facil e obvia.
"~ N. B. Todos os problemas, como ¢ o precedente,
em que se trata de misturas de liquidos, ligas de
metaes, e questoes semelhantes, sao por alguns
reunidos debaixo do titulo—Regra de Liga—de que
em muitas Arithmeticas se encontrao preceifos e
methodos. Estes forao omittidos no Compendio de
Arithmetica adoptado para a Academia de Marinho;
porque, em geral, ou as questoes de ligas seresolvem
por simplices multiplicacoes e divisoes , ou se sa0
mais complicadas , o recurso ds equacoes algebricas
¢ preferivel a regras nio &emqnstmdas.como as que
se encontrio x na Anthmeﬁm de Bézgnt.

oy

53. S:rvao para exercicio 08 segumtes problemas,
de que damos sémente o enunciado das condmoes 6
o resultado. S
7.° ProsEMa. Um Joma!mro exacuta otrabalho a
no tempo b : outro, o trabalho ¢ no tempo d: wn ter-
ceiro o trabalho e.no tempo £ Perqunta-sc em que




{yro um capi-
queim 10.000 francos
mais 1 °/, , vealisa an-
ieal.* Euma 3.% pessoa,
4. e vencendo de mais



W T e T . W AR e e k.

56 ; ALGEBRA.

2 °/, tem de renda mais 1.500 fr. Pedem-se os capitaes
e juros respectivos.

S. 1.7 30.000 fr. a £°/,; 2.* 40.000 fr.a 5 °/,;
3.* 45.000 fr. a 6°/,.

§ 3.° SOLUGOES NEGATIVAS DOS PROBLEMAS. THEORIA
DAS QUANTIDADES NEGATIVAS .

5L. ‘A resolucao dos problemas, pelas regras d’Al-
gebra, apresenta algumas vezes circumstancias sin-
gulares, que 4 primeira vista causio embaraco; mas,
bem interpretadas, diio a conhecer novas propmeda—
des que ampliio e generalisio a lingua algebrica. A
analyse de dous problemas mui simplices, em que
apparecem as circumstancias a que nos referimos,
tornard mais claras algumas reflexoes e preceitos
que ensinardo a interpretar circumstancias seme-
Ihantes.

Proponha-se esta questao Achar um numero, que
sommado ao numero b, produza somma iqual ao nu-
mero a.

Chamando z o numero pedido, a equacio serd
evidentemente b+a=a, donde x=a—1b. Expressao,

ou formula, que darﬁ o valor de 2, para cada caso

Sendo a—46 , b—27; &:&6—27—19
- Se for e=25, b=38; x=25—38,
diminuicao que nao se pode effectuar.
Reflectindo porém que 38=25+13, o valor ul-
timo de z pode tomar a forma
a=25—25—13=—13.




mr.wg‘ﬁns NEGATIVAS DOS PROBLEMAS. 57

que se chama uma solugio nega-
s interpretal-o.

' € no ¢aso presente : Achar o

lo a 38 produz 25. E claro que
le suttsfuzer a tnl condicao : o

-:‘ "'_a;; 591‘1"1
), dﬁn&e 0 deduz

ao repfeseu ta ewde ntemente
um numero que subtrahido de
differe do proposto
de additivo que era, se

a (ijueitao, conclue-se
13 mdlca que 0 prohle—

¢ annos I_jedldo, sera
+, eadofilho b+e:

e
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donde :B--;————u_;ib
Se por exemplo for a=>54, b=9, teremos
o 3136
= :
Com effeito, sendo actualmente as idades do filho
e do pai 9, e 54 annos, daquia 6, serao 15, e 60;

o 1520
Seja porém a=45 e b=15 , serit

45—60

=" —=15—20=——5.

—3 1 5
Para interpretar este resultado, voltemos & equa-
cao do problema, que no presente caso particular é

15 + A5 )+ &
4

E facil de ver que esta equagdo encerra contra-
diccao, porquereduzindoosegundo membro & férma

2
) X it -,
'!.“1-—|~1, 6 claro que ambas estasaddicoes saomenores

do que as duas 15-4=z; pelo que ndo podem as
sommas ser iguaes. Portanto o resulfado negatwo
r——>5 indica impossibilidade, como no primeiro
€aso.

Mudando porém z em —, a equacao se {or-
nara em

45—
A

15—p=

, da qual se deduz z=5.
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Pois que nesta equacao o intervallo de tempo @
~ se subtrahe das duas idades, segue-se que ella expri-
- me este problema: Sendo actualmente A5 a idade de
um p&l v A5 a deseu filho, pergunta-se : ha quantos
annos era a idade do filho @ quarta parte da do par.
Enunciado que so differe do primeiro em que o inter-
d];o daeomdo se Subtrahe, em vez de sommar-se
ﬂé duss idades. Interpretacio que coincide com
do resultado precedente.
Neste ultimo caso a impossibilidade do problema
se verifica por outro meio.
Sendo actualmente a relacao entre as uladu

1'5 ;a e crescendo, de quantidades iguaes os dous-
termos desta fraccao, nao pode ella tornar-se igual a
i - porque ficou provade em outra parte, que ajun-
tando 0 mesmo numero ao numerador e denomi-

ng@?qr,-&-ﬁ-acgéo cresce; e %<%

- 56. A analogia conduz ao seguinle principio gerval :
L.® Em um problema do 1.° grdo todo o valor nega-
tivo da incognita indica wm vicio na expressao das con-
dspoes 0u 1d. L equagdo queas representa. 2.° Esse valor,
eseindindo do uymll,. ¢ solugao de wm problema que
s da{fers do proposto, em que certas quantidades de
- additwvas que ero se torndrdo suktractivas ou recipro-
. tamende.
Demonstragio. Toda a solucio negativa resulta
sempre de que o problema e sua equacao nos con-
- duzivao a subtrahir um numero maior de outro
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menor, operagdo inevequivel. A questao poic, que
della depende, tal qual foi proposta, nao tem solucao
possivel. ;

Quanto & 2.* parte do principio, ja notamos em
dous exemplos que a mudanca de x em —z torna a
equacao em outra, que represents uma questao pos-
sivel , e tendo por solucao o mesmo numero abso-
luto, que apparecera com o signal —.

Esta observacao pdde ser generalisada. Seja a
solucao negativa z=—p: pois que esta expressio
resultou da equaqao primitiva, por meio de trans-
formagoes que nio a alterdo essencialmente , por
outra, nao émais do que a sua expressio resumlda
querendo mudar z em —g na equacao do problema,
¢ bastante introduzir a hypothesena expressao resu-
midaz=—rp:orafeita a mudanca, resulta —z=—p,
donde 2=p; solucao de um problema possivel.

Se a mudanca se effectuar na equacao primitiva,
serdoresultado que ostermosaffectos da incognita se
tornarao, os additivos em subfractivos, e os subtrac-
tivos em additives. Logo a nova equacao exprimira
problemaso diversodo proposto em que algumas quan-
tidades passao de additivas a subtractivas, ou vice-
versa. Eis o que se tratava de demonstrar.

Para enunciar o novo problema, o meio mais se-
guro & mudar na equagdo x em —x, ¢ raduzir a nova
equagdo em linguagem ordinaria.

57. Observagio. O principio estabelecido no n.”
precedente, ¢ rigorosamente verdadeiro para as equa-
coes; mas, para que seja applicavel tambem aos
problemas, necessario é (que as suas condicoes tenhao
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completa e exactamente traduzidas para a lin-
em algebrica. Em alguns prohlemas ha circums-

estoes de Geometm] e entao a regra (n.° .)G) ver-
| dﬂdeu"a quanto & equacao, pode nio ser apphcavel &
' osta. Ter-se-ha netado que os racioci-
‘ gndos referem-se todos ds equacoes, e nio
nunciacao dos problemas.
Al SN :
: -:58:. A interpretacao das solucoes negativas dos
- problemas torna necessario considerar expressoes
ﬁ'&ﬁtﬂy’hs isoladas, e applicar-lhes as regras dos
signaes estabelecidas para sommar , diminuir,
- multiplicar ou dividir os termos subtractivos dos
3 MDW Porém semelhante extensio nio parece
5 | de uma demonstracao & priori: ao menos
aqualles que tenthrio di-la, nao puderio fazé-lo
9 - com tal methodo e clareza, que satisfaca os espmms
mmhdcs. As demonstragoes de regras de signaes
- no . ca.pllulq 1.° todas considerio os termos sub-
~ tractivos dos polynomios, como devendo effecti-
- vamente ser diminuidos da somma dos additivos :
essas demonstracoes nenhuma idéa clara offerecem
~ ao espirilo, qannd,o se tenta applica-las a expressoes
Y hhln,m iDeg
~ Assim, por exemplo . fendo-se provado que
,‘ a— bje=ac—be, pode notar-se que se for a< b, serd
',*'_hmbem ac<be; o quesignifica que a expressao nega-
~ tiva @— b multiplicada pela quantidade positiva ¢, “dé
producto negativo ac—be. Porém o raciocinio que
- nos conduzio a ignaldade (e—Db)je=ac—Dbe, suppoe
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essencialmente que seja possivel a subtraccao a—b,
ou @>b, pois ninguem comprehende o que seja
tirar 9 de 5, ou 4 de 0: assim, logo que occorre a
hypothese a<b, o mesmo raciocinio deixa de ser
rigoroso ou ao menos intelligivel.

A difficuldade provém de que no calculo das
expressoes negativas se procede , como se ellas re-
presentassem quantidades de uma especie particolar
distincta das positivas; proposicao que alguns téem
avancado, mas que ningnem conseguio demonstrar,
e nem ainda tornar sufficientemente clara e com-
prehensivel, para.poder ser incluida nos Elementos
da Algebra.

Qual seja, em geral, a significacao das expressoes
negativas, ¢ questao que tem occupado os maiores
genios que illustrarao a historia das Mathematicas.
Comtudo, todas as theorias que pretendem dar-Thes
existencia propria, e distineta das positivas parecem-
nos origem de duvidas, contradiccoes e obseuridade.
A nocio mais clara e intelligivel, é a que deriva da
propria origem destes symbolos, a saber:

Uma expressio nmegativa ¢ a indicagio de uma sub-
tracedo impossivel. . ¢

Ou ¢ uma formula algebrica, que exprime a differcn-
ca de duas qua-nt-igadc's. das quaes @ que sesuppoz maior
na deducedo da formuln, achou-se menor em certa hy-
pothese particular.

As solucoes dos dous problemas (n.” 54 e 55) con=
firmao e acclarao esta definicio.

Comtudo, por abreviacio, tratao no caleulo as ex-
pressoes negativas como quantidades; eapplicao-lhes
por convengdo as regras dos signaes, lornando exten-
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onomios negativos os preceitos do calculo
subtractivos dos polynomios. Esta extensio
g.los processos demonslrados é confir-

‘natureza sio especiaes e caracle-
}ﬂ‘m Arithmetica e Geometria os

 objectos reaes, cuja existen-
. comprehendemos: em Algebra
*?&E&s se dlscorre e se comlnnuo

bolos, 'repre_senlando operaqées inexe-
boles depois de praticadasasoperacoes
stio, conservao o seu caracter de
bilidade, prestao o servico de indicar a
a dg' dguma contradiccio ou 1mposmb1 lidade

: ' culos, de modo que venhao a exprimir
ou mbmaqoes posswels, a questao proposta

io da observag,ao precedente vere-
présaeeh V —3, V—a(que se chamiao
: } ‘nao representao quantidade alguma;
avia estas formulas, incluindo symbolos de
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operacoes inexequiveis, sendo sujeilas aos processos
ordinarios, algumas vezes se modificao e conduzem
a resultados verdadeiros, que por outros meios po-

dem verificar-se. k-

K consequencia da convencio—{ralar como quan-
tidades as expressoes negativas, ¢ applicar-lhes as regras
ordinarias da Algebra—é consequencia que as pala-
vras somma e differenca em Algebra nao tema
mesma accepcio que na Avithmetica: em Algebra,
nem a addicao inclue necessariamente a idea de
augmento; nem a subtracgao a idéa de diminuicao.

A somma de —b com a é a—b, menor que a. A
differenca entre as mesmas quantidades é a--b,
maior que .

0 polynomio 20°—3a*b--5ab*—176°, ¢ a somma
algebrica dos monomios 2a’, — 3a’h , 5ab®, e —T0b° ;
entretanto que a sua accepcio propria é a differenca
arithmetica entre a somma dos termos additivos, e
a dos subtractivos.

59. A necessidade de praticar sobre as expressies
negativas as mesmas operacoes que sobre as quanti-
dades absolutas conduz o algebrista a proposicoes,
que parecem absurdas e tem sido objecto de inter-
minaveis controversias. Taes sio estas: ]

1.* Toda a quantidade negativa é menor que zero.

2.* De duas quantidades negativas ¢ menoraquella
cujo valor absoluto ou positivo ¢ maior. ]

Assim —1<0, — 2<—1,—3 <—2, &e. Os que
pretendem demonstrar estas proposicoes, fundao-se
no seguinte raciocinio : Peis que de 0 é preciso tivar
1 para chegar ao resto—1, segue-se que este resto é "
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¥ ﬁéﬁbrquezem E tirando de 0, 2, 3, 4 &c., 0s restos

- 2, =3, —4, &e, devem ser successivamente

- menores; porque do mesmo subtrahendo 0, quanto
mﬁiﬂ se lira menos deve restar.

-':_" ’or muito obscuro que seja este raciocinio, parece
~ que n opedemmgemr os que considerao as expres-

{ S como qmmmiades Todavia, ¢ forcoso
essar que tirar de zero, 1, 2, 3, &e., sio pala-
- vras que nao exprimem idéa clara, nem podem levar
. ‘has espiritos a conviecao dos principios enunciados.

A-amutlmas pols aquellas expressoes, nao como
velacoes entre quantidades existentes, mas sim-
plesmente como symbolos algebricos, resultante

convencao — applicar , por eatensdo, as regras

_ @_ﬂ@br& ‘&8 expressoes megativas.

Dissemos, que esta extensio se confirma d poste-
rm, porque _proseguindo os calculos, e modificados

mbolos, conduzem a resultados verdadeiros e
ei‘ict‘&’ﬁ ‘hﬂnﬁ% venﬁcavels

, Ora admlttmdo 0>—a e tambem—a>— (a+m);
3 -n;lmtando a ambos os membros a-}-m , resulta
3 c—{-m::m, m}ﬂ proposicoes evidentes (¢ e m sao
aqm numeros nhmﬂntﬂsj. . i

%3 Mmﬁo aceitamos o calculo das expressoes

. negativas, ¢ bem assim 0s corollarios — 1 < 0,

: —~2< -1, &ec., nao como combinacoes e relaeoeq

qu&nﬁ&ad&s. mas snmpiesmente ¢omo con-

08, cq]a poas:blhdacla e utilidade se verifica

1011 e por meio das quaes a Algebra combina
9
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resumidamente os seus symbolos, para chegar ae
resultado pelo caminho mais curto (7). .

§ 4. DISCUSSAO DOS PROBLEMAS E EQUACOES
po 1.° GRAO.

60. Resolvido um problema genericamente, isto
é, representando os dados por letras, convem exami-
nar a «que se reduzem os valores das incognitas em

cada hypothese particular que se possa formar dcerca

dos dados: esta investigacio é o que se acha a dis-
cussdo de wm problema , ou de sua equagho ou equa-
coes. Para poder estabelecer os principios que
regulao este exame ou discussio, comecemos por
deduzir formulas geraes dos valores das incognitas
para uma equacio, ou para um systema de duas,
{res, OU MAis equacoes.

Em primeiro lugar toda a equacao a uma incognita
pode reduzir-se 4 forma az=b, exprimindo a a som-
ma algebrica dos multiplicadores de «; e b a dos
termos conhecidos, previamente transferidos para o
segundo membro. '

(*) A melindrosa theoria das quantidades ativas, até hoje, nio
foi esclarecida quanto convinha: a Algebra de Bourdon, de que sao
estes Elementos mera compilagdo, nessa parle nio satisfez o nosso
espirito. Estudando a doutrina com outros autores, escolhemos as nogoes
que nos parecérao mais claras e rasoaveis ; € a forma em que as redi-

imos, parcceu-nos a gque torna mais plausiveis as regras do calculo das
quantidades ne ativas. Uma primeira redac¢do dos n,o" 58 e 59 talvez

r nao ter sido o nosso pensamento exposto com toda a clareza, des-
agradou a alguns illustres collegas, cujas observacoes obsequiosas muito
auxiliarao a redaccio, que apresentamos. Tivemos em vista nao illudir
difficuldades, mal vencidas por grandes capacidades ; mas parcceu-nos

d :

que qualquer das theorias que tem pretendido resolyer completamente

a questdo, s6 serviria para fazer nascer no espirito do alumno idéas
erroneas, e crear-lhe embaragos, quando contrahido nas Aulas o habito
do estudo, deseje aprofundar a metaphysica das quantidades negativas.
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1 equacao se deduz

b

a

: ‘dellas se péde reduzir & forma
hy=¢, axpelhndo 0s denominadores, e cha-
do a, b, ¢ as sommas algebricas dos multiplica-
- dores de @, dos de y, e dos termos conhecidos.
Im pms por equacoes geraes a duas incognitas

: e 1 L N O I—by==c
s i““- ‘JL REJ)S o m""‘b
Applicando a estas qualquer dos methodos de

| elunmagao (n.* 45 a 47) se concluem os seguintes
alc incognitas (formulas geraes) |

emelha temente tres equacdes a tres incog-
_ n;lggs, mwao ‘pempm tomar a férma
B "*“ C aw by + ez =d
P Ry b —d
.' a’!x+bl"y'+~c)}zmd"
das quaes se podem deduziv formulas geraes dos
valores das incognitas,




s .

Seria facil, bem que longo , organisar formulas
semelhantes para o casode quatro ou mais incog-
nitas.

|

]
63. A applicacao destas formulas consiste em sub- J
stituir nellas , em lugar de @, b, ¢, @, V', &e., 08
valores numericos que competem a cada caso parti-
cular. Por exemplo, o problema 10.° (n.° 53) posto

em equacao, e expellidos os denominadores, conduz
ds duas equacoes

ot y= 53600
5a--6y=—293400 . . . (¥

e confrontadas estas com as duas equacoes geraes a
duas inengni'tas resulta a=1,b=1,e=53600, a’'=5,
b'=6,c'=293400, valores que substituides nas for-
mulas geraes de z e v, as tornio em

536003 6—293400 X1  321600—293400
R S i —28.200

293400 1—53600<5_ 293400—268000

Quando alguma das letras tem valor negativo,

cumpre attender ao signal na substituicio, e nas
operacoes arithmeticas.

Passamos & discussao das formulas geraea

6. Sendo cada valor da incognita uma fraccao,
em que cada termo pdde ser positivo negativo ou
zero, facilmente se vé gue nas appllcacoes pamcu-

(*) Toma-se por unidade o mil réis, para simplificar os caleulos.
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lares as incognitas podem ter cinco especies de va-
lores, a saber: 1.° owiorﬁ 2.% valores positivos; 3.°

negativos; 4.° da fm‘mu =3 5.° da formag Pretende-

se estabelecer de modo geral a significacao de cada
um destes resultados

1°0 valor 0 ordinariamente representa uma

soluca Qﬁn ) problema, no sentido das condicoes com
que | :

i enunciado.

Se v. gr. a incognita ¢ a differenca entre duas
qunntldades, aquelle resultado significa que ellas sao
iguaes ; se a questao é de um movimento ou de um
lapso de tempo, o valor 0 indica a origem do movi-
mento, ou o 1.° instante do tempo: a mterpretacuo
em cada caso ¢ simples, attendendo ds circums-
tancias particulares. .

2. Os valores positivos sao tambem de ordinario
- solucoes do problema, tal qual foi proposto. Excep-
tua-se 0 caso em que alguma condigao essencial nio
tenha sido expressa na equagao pois neste caso 0s
valores de z, que satisfazem & equacio podem nio
satisfazer ao problema. Se, por exemplo, além das
condicoes traduzidas algebricamente, se exige que
sejio inteiros os numeros pedidos, qualquer valor
fraccionario positivo, embora verifique a equacio,
- nao & solucao do problema. S

~ 3.°0A interpretagio dos valores mgatwos das in-
cognifas ficou estabelecida no n.°56. Eainda que ali
se tratou sgnente de uma incognita, reflectindo nos
~ raciocinios entao feitos, se conhece que sao applica-
- weis a0 caso de duas ou mais incognitas: o principio
pois 6 geral, e a elle voltaremos nas applicacoes.
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65. 4.° Procuremos agora interpretar as expres-
soes da forma 2.

s 0

Em primeiro lugar, seja a equacao a uma in-
cognita.

o : ar==h, donde a:=g 4
Se de alguma hypothese particular dcerca dos
dados resulta a=0, o valor de z sera

b

padh

Ora, neste caso, a equacio se muda em 0 xz=Hb,
que nenhum numero determinado pode verificar.
O problema. pois é impossivel.

E porém de notar que podendo a equacao ultima
reduzir-se 4 forma

6ol

2

se dermos ax valores crescentes indefinidamente,

quanto maiores i‘ore_'ﬁi, mais a &aﬁt}éb .!.’-sa a_pprnﬁ- 4
. x :

mard de 0, e assim a equacio serd proximamente
exacta. Podemos pois tomar para valor de 2 um nu-

mero tao grande que torne a fraccao g menor que

qualquer fraccio que se delermine, por pequena
que seja. ]
Por esta razao se diz que o infinito satisfaz neste




: exemplos nos prohlemaq
eqnagao naoadmit-

a duas mcogmtas
vb‘*—ba - ac—ca’
alr’ ba. g “'“"ab —ba’

dores, '(’hﬂﬁdo por b'.
"i"‘ ! éfribro desta ultima equacio,
10 dal.t M‘—!—by:sg,, deverio tambem
' "._membros, isto é,

g

$ o b? S0ich'—be'
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mas esta ignaldade ¢ impossivel, pois que o nume-
rador do valor de « nao é zero. Vé-se pois, que as
equagoes sao wmcompativeis, isto €, ndo podem ser am-
bas satisfeitas por nenhum sysiema de valores finitos de
zey. N. B. E de ver que nao pode z tomar a férma
-4_, sem que y se reduza tambem a B ;
0 0
Se fossem fres ou mais equacoes, provar-se-hia
de modo analogo que todo o valor de qualguer incog-

nita, da forma i, corresponde a wma impossibilidade

de resolver o problema, ow ao menos de verificar a

CQUACEO. ’
66. 5.° Passamos aos valores que se tornao em

8 . Terd esta férma o valor de z, no caso de uma

equacao a uma incognita, se for ao mesmo tempo
a=0, e b=0. Porém na mesma hypothese a equacio .
¢ oxa=>0: e todo o numero finito, positive ou nega-
tivo, pdde satisfazer a esta equacio. Assim o proble-
ma ¢ indeterminado.

67. Antes de passar a duas equacOes, notemos
uma excepeao que occorre frequentemente ao prin-
cipio que se acaba de estabelecer. Algumas vezes o

symbolo -8 indica apenas a evistencia de wm factor com-

mum aos termos da fraccao, factor que se torna em zero
na hypothese particular: entao a fracedo simplificada
pode ter valor determinado. Nos exemplos melhor se
comprehende esta observacie.

Supponha-se que resolvendo um problema, che-
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m a0 resnlta&o z_-q que 1o caso de ser
ﬁn,'wﬁufda em s:% : |

b ﬂl"ﬂ' 0s porém, que o numerador a*—1J* é o pro-
- 'Eucto s dous faetorw+ab+b’e a—b; e o deno-
; or q‘,‘p ¢ ) assim o valor de

(b ) (o)
L o (a-;—b] (e—b)

o factor a—b anmquﬂa-se na hypothese a=b, e é
L ~1.'39;4:1 0 que reduza expressio a 8 Porém , suppri-

. mmdo 0 factor commum, serd
* x*a !+ ab-+-b*

T atb
xpressio que, sendo_a=b, sereduz a

desapparacendo assim o symbolo de mdetermmacao

Seja para segundo exemplo

e

~ Suppondo a:tﬁ apparece aax:ﬂ por causa do fac-

'lor commurmn u.—b mas, suppnmldo esle, e na
- mesma hypothese,

in
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a+b  2a

re—

a—b 0

valor infinito , ou symbolo de impossibilidade de sa-
tisfazer a equacao.

Vé-se pois que osymbolo 8 algumas vezes desappa.
rece, simplificando-se u [raceio que tomow aquella forma,
antes de applicar-lhe ahypothese particular quereduziva
& zero os dous termos.

68. Sejao agora as duas equacoes a duas incogni-
tas (n.° 61) e nellas supponhn-se cb‘ bc =0, e

ab'—ba'=0; sera a;::%

Reflictamos porém que admittida a hypothese
ab'—ba'=0, as duas equacdes se transformao nas
seguintes eomo ja vimos (n.* 65)

az-+by—=¢

e que da outra hypothese bc'=—¢bh’ se deduz c—brf .

pelo que as duas equacoes coincidem; e o problema,
sendo de duas mcogmtas e uma sb equacio, é inde-

terminado (n.° 49).
Em geral, quando 0 valor de uma incognita toma «

forma 8, a nao dar-se o caso de um factor com-

mum (n.° 67) este valor é indeterminado; ¢ tambem o
¢ o problema, se aljuma outra wncognila nio tomar a

forma f}‘! » U S¢ ndo apparecer outro symbolo de im-
possibilidade.
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 E facil de vér que no caso de duas equacoes sen-

4 do z indeterminado , ou da férma g , 0 MESme Suc-

' oéﬁ@;ﬁ-j‘fﬁéiﬁféﬁ'eiw,-eombi'nando as duas hypothe-

~ ses ¢h'—be'=0, e ab’'—ba'=0, deduzimos da 2.*
bmg’- e substituindo este valor na 1.*,

im0 1 g g RO
yo . (

BC_0, ou a'ch'—ab'c' =0, ou ¢a’ —ar'—0.

Logo o valor de y tambem se reduz a g . Esta pro-

- priedade nio pertence a maior numero de equacoes,
e sdmente ao caso de duas.

-

69. Na pratica muitas vezes apparecem signaes
de indeterminacio, ou de impossibilidade, apparen-
temente diversos dos mencionados. Se na resolucao
de equacoes particulares se faz uso das formulas ge-
raes, apparece sempre algum dos symboelos analysa-
dos: resolvendo porém directamente as equacoes par-

~ ticulares, 4s vezes os resultados parecem diversos.
Por exemplo, succede que eliminando alguma incog-
nita, appareca 0=0, que exprime tambem indetermi-
nacao ; ou O=a (sendo ¢ um numero finito) que
exprime impossibilidade. ,
Porém 0=0 realmente nao differe de 0x =0,
doﬁdaz=%ﬁ=mqumle a Oxz=a, que di x=g,

Ji se provou (n.® 49) que todo o problema que
conduz a menor numero de equaces que de incog-
nitas, ¢ indeterminado. ¥ tempo de examinar o caso
de apparecerem mais equagdes do que incognitas.

Sejao, em geral, m equacbes an incognitas, sendo
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m=mn. Applicando o processo da eliminacio , pide
fazer-se desapparecer todas as incognitas, e ress
tardo m—n equacoes ou igualdades entre os dados
da questio. Se estas igualdades (que se chamao equagdes
de condigdo) se verificarem, o problema serd posm&!

e no caso contrario absurdo. :

Em resumo: 1.° Havendo menos equacoes do que
mcogmtas, o problema ¢ indeterminado. :

.* Todo o problema possivel e determinado con-_,.

duz a'tantas equacﬁes quantas incognitas. '

3.° Sendo maior o numero de equacoes que o das

incognitas, o problema s ¢ possivel se se verifica-

rem as equagdes de.condigio que resultio de eliminar
todas as incognitas.

N. B. Para que sejio verdadeiros 0s principios
precedentes, devem as equagdes ser distinctas: se
alguma resultar de outra ou outras, ou nellas estiver
comprehendida, nio pbde essa entrar na conta das
mencionadas ma recopilagio precedente. De tudo
veremos exemplos na

¥
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70. Tomemos para: exemiafb o seguinte problema
cuja discussio offerece as prmclpaes circumstancias
que analysamos. o

R

T ’ G 7
12.° PropreyA. Um correioparte de A e caminhe na
direccio AR, fazendo m legoas por hora: no mesmo

instante outro parte de B, na mesma diveccio, cami-
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sthando n legoas por hora. Perqunta-se a que distancia
daspontos A e Bterdao de encontrar-se

Solugio. Seja R o ponto de encontm x e y as duas
dtma:s AR e BR, em legoas; e aa distancia co-
nhecida AB. Segue-se do enunciado da questao,
que : :
e serd esta a primeira equacao do problema. Para
formar a outra, notemos que os caminhos z e y de-
vem ser feitos em tempos iguaes. Ora, se o 1.° cor-
reio anda m legoas n'uma hora, andar z legoas no

tempo ;% ; 0 que se conclue da proporcao

mrlas®
T

~ Do mesmo modo para 0 2.° correio.

e LRI i{, tempo em que anda y legoas.
Seri pois a segunda equacio

Z_Y " ou ne—my=0.
m n
Combinada esta com a primeira z—y—a, ob-
-‘q ; m':_-:—.aﬁ.' y::,.in_.
S m—n'" m—n
Discussio. 1.° Seja, para primeirahypothese, =0,
(sendo m differente de n); dellaresulta =0, 4 J——O
Porém a—0 significa evidentemente que os correios
partem do mesmo ponto; ¢ entao z=y=0 indica
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que o encontro é no ponto da partida, o que alibs é
evidente.

2.° Nao sendo a=0; emquanto for m>n, os valo-
res de 2 e y sdo positivos e exprimem uma solucio
da questao. Com effeito, m>n quer dizer que o cor-
reio que estd mais atrazado anda mais ; logo depois
de certo tempo ha de alcancar o outro.

3.° Se for m<n, ou m—n negativo os valores de
@ e y serao negativos e podem assim exprimir-se

am
n—m’ n—m

Estes valores negativos devem indicar uma modi-
ficacao nas condicoes do problema para que seja
possivel : para descobrir em que consiste esta modi-
ficacao, notemos que segundo a hypothese m<n, o
correio que esta mais atrazado tem menor velocidade;
e assim ¢é impossivel que alcance o outro depois da
partida. Porém a clausula de sbmente se moverem
desde A e B nao foi expressada algebricamente, e
sim a de partirem (ou passarem) no mesmo instante
pelos dous pontos. Supponha-se pois que elles se
moviao anteriormente, por tempo indefinido, segun-
do a linha AB, e ambos da esquerda para a direifa,
achando-se 0 1.° em 4, quando o 2.° passou por B.
Entao os dous correios devem ter-se encontrado an-
tes desse momento em um ponto R’, depois do qual
o de mais velocidade comegou a adiantar-se. Ora, as
distancias AR’ e BR' sao precisamente os valores ne-
gativos de z e y. Com effeito, para exprimir algebri-
camente a nova hypothese, basta mudar os signacs
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de 2 e de y, e entao as duas equacoes se mudio em

y— & =a)e os valores das am_ an
: yey= z
incognitas em {  n—m’ n—in

soluciio do problema, modificado suppondo o encon-
troantes, e nao depois da es&ada simultanea dos dous
correios em A4 e B. t
'E facil a verificagio dos ultimos valores de z e y
por meio das equacoes respectivas.
4.° Seja agora m=n, ou m—n=>0; os valores das
incognitas serio
am
7 7
symbolos do infinito, que revelao impossibilidade do
problema, como ficou provado. Recorrendo ao enun-
ciado, o mesmo se descobre, pois sendo m=n, os
dous correios tem igual velocidade, e assim partindo
de pontos diversos, na mesma direcgao, conservao
sempre entre si a mesma distancia, e pois nunca se

encontrao.

O infinito se representa tambem pelo signal oo :
pelo que uma quantidade menor do que qualquer
grandeza dada, ou 0, pode tambem representar-se
por A Assim

ﬁnﬂﬂd} w .

5.° Se tivermos aomesmo tempo m —n=0, e a=0,

os valores das incognitas serao

=0 v=3
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que significdo ser o problema inferminado, ou fex
uma infinidade de solucoes. Com effeito a=0 sig-
nifica que es correios partem do mesmo ponte;
m—n=0 indica que as velocidades sao iguaes: ora,
nestas circumstanecias, nunca se separao elles, e pois
o enconlro ¢ em todos os instantes do movimento.

As equacoes do problema tambem mostrao a in-
determinacao ;: porque sendo 4=0, e ==, ellas se

mudao em
T— :,IzO) Sm——y——ﬂ
ms—my—>0 (O g—y=0

Temos pois uma 6 equaio a duas incognilas,
que exprime um problema indeterminado.

74. 13.° ProprEva. Tem-se duas especies de moedas;
o nunero o das proneivas. faz wma dobla : e sao prec-
sas b das sequndas para fazer @ mesma quantia. Quer-
se fuzer pagamento de wmna dobla em ¢ moedas, dos
dous valores: e perqunta-se quantas s¢ dario. de cada
especie.

As equacoes do problema sao

L& %
r-Hy=tc, _.-{L—J-:l ; donde
good
gy
w=tﬂc—51 7 B '{=b : ¢ -
Q= =
.. .F B Moo # -

Servird de exercicio a discussao destas formulas :
para encaminhal-a, apontaremos unicamente as hy-
potheses que conduzem a resultados notaveis.

1.* hyp. ¢=D, ou ¢(=a... uma incognita positiva,

outra igual a zero; pagamenio em moedas de
um so valor.
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5‘ hyp. a>¢>b..... valores positivas; resolvem o
> problema (se forem inteiros) tal qual foi pro-
posto.

3. hyp ¢>a>b, ouc<b<a.... valores, um positi-
Yo, outro negativo: pagamento em um a espe-
cie, e troco em outra.

A.* hyp. a=b, sendo ¢ differente..... valores infini-
7 tos: problema impossivel.

5. hyp. a—ﬁb =¢: problema indeterminado.

72. 14.° Propuema. Pedem-se dous numeros que es-
fejao entre si como m : m, e laes que ajuntando a ao
primeiro, e b ao sequndo, o produicto dos dous receba o
augmento p. As equacoes sio

nr=my

ba-ay=p—ab ;

d,__m(p—ab) P, 'n[p—ub)

logo ey i

A discussio destes resultados tem foda a analogia
com os precedentes,

i1




CAPITULO IIL

PROBLEMAS INDETERMINADOS.

73. Dos pirixic'ip-io_s e regras estabelecidas no
eapitulo precedente, e especialmente em o n.” A9 se
conclue que todo o problema, representado por

* menor numero de equacoes, do que o das incogni-

tas, ¢ indeterminado. Isto significa, que as suas equa-
coes podem ser satisfeitas por uma infinidade de
systemas de valores das incognitas.

As vezes porém exige a natureza da questao, que
os numeros pedidos sejao inteiros; e entio & incog-
nita ou incognitas, cujo valor é arbitrario, sémente
se podem attribuir valores inteiros, e ainda uni-
comente aquelles , que substituidos nas equagoes
fizerem tambem inteiros os valores das outras incog-
nitas. Esta condicio restringe muito o numero das
solucoes; maxime, tratando sémente das solucoes
directas, isto €, em numeros positivos, easo em que '
podem até reduzir-se a uma s6, ou mesmo a nenhu-
ma; do que se verao exemplos.

Resolver em numneros infeiros os problemas indeter-
minados do1.° grdo, é o objecto do presente capitulo: -
e somente incluimos nestes Elementos as questoes
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em que se considera mais uma incognita do que o
numero das equacoes.

- § 1.° QuESTOES DE DUAS INCOGNITAS.

7h. Toda a equacio do 1.” gréo a duas incognitas
- péde reduzir-seé férma az-+by—c (n.°61)sendoa, b, ¢

numeros inleiros, positivos ou negativos.
Quando o coefficientes a, b tem alqum divisor com-

mum, que nao o seja de ¢, a equagdo nao pode ser
satisfeita_em numeros inteiros. Porque chamando h o
“divisor commum de a e b, e dividindo por elle a
equacao, femos
gow et
AR S B
ora, segundo a hypothese, o 1.° membro é a som-
ma de dous numeros inteiros; logo so podera
verificar-se a equacio, se for ¢ divisivel por h.
E pois que o factor commum aos tres coeflicientes
pode ser supprimido, segue-se que sempre podemos
- suppdr a e b primos entre si.
- Isto posto, passemos & resolugio dos problemas
- indeterminados; e notemos que todos os systemas
de valores das incognitas facilmente se determinio,
- uma vez obtidas expressoes desta forma

: L=mp+n

yﬂntp._l_?%l‘
sendo m, m', n, # numeros conhecidos e P
qualquer n.°, todos inteiros, Porquanto, fazendo
=0, 1, 2, 3, &ec., cada um destes numeros substi-
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tuido nas formulas da para z e 7 valores, tambem
inteiros.

Os valores geraes das incognitas da forma men-
cionada, costumao denominar-se funcgbes inteiras
de uma indeterminada : formao-se ellas em cada
caso particular, por meio de um artificio analytico,
que nos exemplos facilmente se percebe, mas que
nao é igualmente simples fraduzir em regra geral.

75. 1.° Prosrema. Pagar 159 francos , tendo
somente moedas de 8 ¢ outras de 13 francos.

Seja x o numero de moedas de 8 francos, y o de
13. Ser4 a equacio do problema

8z+-13y=159,

1

equacdo que se trata de resolver em numeros intei-
ros ¢ positivos. Della se deduz

_—_159_13 -—‘19—-@'{—3-1'-'5&!! [e;gptando a divisao).

Ora, sendo y inteiro, para que o seja tambem @
¢ necessario ¢ ¢ bastante que o valor de y se3a tal ,

que torné em numero mtalro a fracgao "y .Cha-

mando & este numero inteiro, temos a equ_agao _

7-_5—51:& ; ou T—5y=8u; donde

y— AL JSa. 1——(1-{-2_3'1

0 valor de # se muda 19—y+a. Pelo que todo o
valor inteiro de a, que fizer 2—3a divisivel por 5,
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 dard paaze y valores inteiros; tudo pois se reduz &

@ >
cﬁndlcao de que a fraccao _fﬁ se forne em nu-
] <)

- mam mte:re representundo-n por b, serd

2_‘20’ b; ou 2—3u=>5b; donde

2.——-05 1 2—2b
T
1CGH o"devre ainda tornar-se inteiro:

.se]

g .‘23——%%0, sera 2 —2b=3¢, b=2'%_30 :1._;;__%

E suppondo finalmente %:d , resulta (=24, de

{orma inteira.
~ Substituindo este valor nos de b, a, ¥, x, ob-
- temos
b=1—§d—d=1—3d
- o=—1+3d+2=—1+5d
=11 5d+1—31=3—8d
z=19—3+8d—1+5d=15+13d.

- As ultimas expressoes ou valores das incognitas
‘ !epgesentao o problema, do mesmo modo que a
ungao 8m+13y—1a9 Com effeito, esta equacao se
: minando entre aquelles dous valores a
J quantn:hde dq, o que serve de verificacao.
~ Fazendo suceeaswamenl,e d=0,1,2,3, 4, &e.,
~ ou d=—1,—2,—3, &ec., teremos para x e y uma
- anfinidade de systemas de valores inteiros, positivos ou
negativos. De'sej-anﬂa porém sdmente os positivos,
0 seu numero se torna mui limitado; porque o valor
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y=3—8d

somente é positivo, suppondo d negativo ou zero;
pelo que ficao excluidas todas as hypotheses d=1,
2, 3, 4, &c. Demais, sendo d=—2, —3, —4, &ec.,
em todos estes casos a formula

a=15--13d

se torna megafiva, e unicamente d—=—1 faz 2 po-
sitivo.

Existem pois duas unicas solucoes directas da
questao ; a saber:

Sendo d=0; 2=15, e y=3
» d=—1; =2, e y=11.

O que significa que se podem pagar os 159 fran-
cos, ou com 15 moedas de 8 francos, e 3 de 13; ou
com 2 das primeiras, e 11 das outras. Com effeito

8X15+13 X 3 =120 39=159
e tambem 8X 2 +13X11= 164-143—159.

76. Um processo analogo ao precedente deve
sempre conduzir a wma ultima expressao, em que
o coefficiente de uma indeterminada seja o unidade :
porquanto, analysada a eperacio, vemos que se
dividio o maior pelo menor dos coefficientes de @ ey (13-
por 8); o menor pelo resto da 1.* divisio (8 por 5) e
assim por diante: o que equivale a procurar o maior
divisor commum dos dous coeflicientes; e como estes
sio primos enlre si, apparecerd necessariamente
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- afinal o resto 1. Sendo este o divisor na seguinte
- transformacao desapparecem as fraccoes.

~ 77. Seentre os dous coefficientes houver divisor
~ commum que nao se tenha advertido, o calculo mos-
trard a impossibilidade de verificar a equacio em
bumeros inteiros. Por exemplo
k. 1 NGRS
. A9x—35y=11
- (7T divide 49 e 35, e nao divide 11). Deduz-se :

' _A92—11 14a—11

TR T
 Suppondo Mo 4 ou 14011350,

x.‘esulta w=35a +1 1—2a+7u+1 1 :

, 14 14
| Seja tambem ?%1_1=b, ou Ta+11=14b,
- conclue-se '@M*———%—l——&

7 7

‘equacao evidentemente impossivel em numeros intei-
70s. Logo tambem o é a equacio proposta.

_78. Este processo_admitte frequentemente sim-
Plificagdes que abreviao o resultado: simplificacoes
que consistem em tornar o menor que for possi-
vel o coefliciente de cada indeterminada nas trans-
formacbes successivas: mostremos em um exemplo
 eslas abreviacoes. Seja a equacio

170—A9y——8

ﬂal:h se deduz m‘i_s’?j?s—._: gy.!__i_f’i?—_g.
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Verifica-se esta divisio parcial notando que 49=2
xA7+15: porém como tambem £9=3x17—23%
podemos em lugar da expressao supra, admittir esfa

_AQy—8 —2y—8 2y +4)
= oty Il T

mais vantajosa que a 1.* portery menor goefliciente.

Demais, devendo a ultima fraccao converter-se
em inteiro, ¢ sendo 2 primo com 17, deve ser
y--4 divisivel por 17; pelo que

ﬂ{.{}:a, y+4=1Ta ; y=1Ta—4
Logo a=bla—12—20=4%9a—12.

Neste exemplo, a niio se empregarem abreviagoes
seriio necessarias mais duas transformagoes para
chegar ao resultado precedente.

As formulas z=49a—12, y—l’i’a-——-«i mostrao que
todas as hypotheses a=0,—1,—2,—3, &e. tornao
as incognitas negativas; porém estas a=1, 2,
3 &e. ao infinito as fazem positivas. Logo a questao
tem infinitas solucoes. Assim

Sendo a=1 , #= 37, y=13
» a2, =r= 86 4 y=30
» =3 s v=135 . y;i_—_?

e assim por diante.

0 methodo seguido, assim como as abreviacoes,
sémente se explicao com clareza em exemplos parti-
culares; porém dos casos tratados facilmente se
collige o que em outros se deve praticar. '
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~ 79. 2.° ProsLEMA. Achar o numero, que dividido
por 9 dé o resio T, e dividido por 11 dé o resto 4.

Chamando &V o numero pedido, e y 0s quocien-
tes delle por 9 e por 11, deve ser

N=92+17, e N=11y+4.

92+ T=11y-}-4, ou 9z—11y=—3.

Applicando a esta as conhecidas transformacées,

temos %

My—3_,  2—3
T

l‘:a, 2y—3=9a, y=9“""3 da -;-1+“+1

atl T s
—2—-—13,0: 20—1.

Logo y=8b—4 41 4 b=0b—3.

Seria facil obter o valor de z, por semelhante
i : snbstltmcao mas isso 6 inutil; pois z e y nao sao
mais do que incognitas auxiliares, sendo N o numero
pedido, ou a incognifa da questao. Ora, substituide
o valor de y na expressio N—11y-+4, resulta

N—99b—33+ 5—995—99.

que resolve a questao.

Vé-se desta formula que todos os valores negati-
- vos dados a b, e ainda a hypothese b—=0 fazem N

negativo, mas que todo o valor inteiro e positivo de
12
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b, produz para N valor inteiro e positivo. Tem pois
a questdo infinitas solucdes, a sabor: 3

1,258 08, &
70, 169, 268 , 367 , &e.

b
N

Estes numeros formio progressio por differencas,
e o mesmo acontece todas as vezes que a questio
tem infinitas solucoes.

>

80. Ter-se-ha nolado nas equacdes o questoes
resolvidas, que o mumero de solucoes inteiras e
positivas ¢ s vezes illimitado, e outras vezes mui
circumscripto. A simples inspeccio dos signaes
da equacao az+by—¢ se péde determinar, se o nu-
mero de solugoes é ou nao limitado.

1.® Se os dous termos ax e by tiverem o mesmo
signal, o numero de valores positivos é necessariamente
limitado.

Com effeito, a equacio neste caso, tem a férma

Fo—by

az+by=-+c¢, donde r—
ora, suppondo —e¢, ser z essencialmente negativo ;
pelo que o problema ndo tem solugio alguma em
numeros inieiros e positivos. 1

E quando tivermos na formula ¢, para ser z
positivo, € preciso que seja

by<e, ou y<%

o que limita o numero de solucoes.
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2. 0 numero de solugies ¢ illimitado, quando os
~ lermos ax e by tem signaes diversos na equagio.
Demonstragao. Da equacio az—by—+c se deduz

oyt ~
a

Este valor, nocaso de +¢ é essencialmente posi-
- tivo, para todo o valor positivo de y; Jogo existem
infinitas solugbes. .

Se tivermos na formula —e¢, para fazer @ positivo,
~ & necessario que seja by > ¢, ou y->%-’ Mas esta con-

digi’_o 1o limita o numero de valores de y, porque

acima do numero determinado E se podem tomar

infintios valores para y: o que fornece nfinitas
w‘um'
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§ 2.* PROBLEMAS INDETERMINADOS A TRES,
OU MAIS INCOGNITAS.

81. Se em lugar de uma equacao a duas incogni-
tas, conduzir a questao a duas equacbes a tres
incognitas, eliminando uma dellas, ficaremos redu-
zidos ao caso precedente; e depois de achadasas
formulas para as duas incognitas, serd necessario
substitui-las em alguma dasequacoes, achar o valorda
incognita eliminada, e se este tiver forma fracciona-
ria sujeita-lo ds mesmas transformacoes que ficio
expostas. Esta regra se tornara clara nos exemplos.

3.° Prosuema. Tendo-se moedas de ouro do valor de
208, 163 e 93 rés, quer-se prefazer a quantia de 1509
em AT moedas dos tres valores.

N. B. Tomando por unidade wm mil réis, as quan-
tias que figurio no problema ficio reduzidas a 20,
16, 9, 750, supprimidas em cada uma tres zeros.
Esta simplificagao occorre muitas vezes nos calculos
da nossa moeda.

As equacoes do problema sao

20.:c+16y+9z=750

A ellmmagao de z se obtem, multlphctmdo als
por 9, e subtrahindo o resultado da 2.*: assim se
forma a equagao

1 e+ Ty=327, daquﬂyzw;46 +§__'Tiif
. b—Ap _o—=Ta__ 1+a
Seja —w—==0, teremos m——T_l —20+—— tr
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» 1tay o a=4b—1

27

~ e fazendo as substituicoes em z e y, e na 1.* equa-

£ —8h-+2-+-b—3—Tb

- y=A6—3-LThAb—1=A2+-11h
AT 34 Tb—A2A1b—2 kb,

N. B. Por ter z na 1.% equacio o coefficiente 1, o
seu valor se achou logo de forma inteira: se assim
~ nao fosse, preseguma a transformacao do valor de z,
‘emos de » o y sesubstituiria por b o seu valor,
_ gﬁ;mgsso na ultima indeterminada.

“Examinando os tres valores das incognitas, con-

cluimos :
1.° Sendo b positivo, para que o sejao z e z é pre-
| ciso que seja Th<3, e 4b<2; ou b<.?, b<?i : logo,
devendo b ser inteiro, nao péde ter valor algum
positivo.

2.° sendo b=0; =3, y—42, z=2, 1.” solucao
do problema.

3.0 Se for b negativo, serao positivos z e z, porem

yumeamentg no caso de ser 11h<42, ou B<3

- Isto é, quesao sémente admissiveis as hypotheses
b=—1,—2,—3. Mais tres solucoes.
~ Resumindo: a questiao proposta se resolve de qua-

- tro maneiras que se achao pelas formulas supra, a

saher :
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Suppondo b==0; » 3— y=49 ;. o i

-y TR

» b——1: z=10 y y=381, z= 6

» b=—2; 2—17 » y=20 , =10
» b=—3; 3=24 , Y= 9, z=14

E facil verificar que qualquer destes systemas de
numeros satisfaz ds equagdes, e 4 questao proposta.

equacoes a quatro incognitas, ou ainda a maior nu=
mero dellas, suppondo sempre mais uma incognita
do que equagoes. Por meio de éﬁm‘ina‘@ées,.,;_ empre
se obtem a final uma equacio a duas incognifas: ¢
achadas as expressoes destas duas, substituem-se nas
equagoes e sujeita-se cada uma das outras incognitas
a semelhantes transformaces, até que todas sejao
[unecaes inteiras de uma indeterminada. '

4.° Prosuens. dchar para x um valor inieire que

torne tambem numeros inteiros as expressoes
el 8 S o i e
29019 15

A questao & verdadeiramente de lres equacoes a
quatro incognitas, porque chamando y, z, v 0s quo-
cientos indieados, teriamos .

r—11=29y E
r—17—=19z E
r— Tl=hp s

Porém neste easo ¢ mais comm odo prescindir dag

L




.5

PROBLEMAS INDETERMINADOS, 95
~ equagdes, e operar as transformacées sobre as pro-
prias fraccoes propostas. .

1.° Devendo w;; - ser numero infeiro, e cha-
o -
- mando a esle a, temos a equacio

L
~ Qualquer que seja o valor inteiro dado a , torna-
- T @ n.° inteiro, que salisfard a primeira condicao.

- 2.° Pela segunda, deve ser nunmero inteiro a frae-
g 9@0 i 3
24T 29a+U117 2906 1006
w75 ERET 1ad9 19

Niio tendo esta expressao a forma infeira, cumpre
~ainds igualar a ultima fraccio 4 outra indetermi-
- nada b: e proseguir em transformacies semelhantes
~até chegar a exprimir as indeterminadas umas nas

'ouﬁgs-,.sem denominadores. Assim se obtem

b=6—10c,
BN - a=12—19¢;

lonseguintemente x=348—551c+ 11359 —aole.
- 3.° Este 2.° valor de x verifica as duas 1.” condi-

coes : para examinar se salisfaz tambem a 3.* on
transforma-lo para esse fim, cumpre substitui-lo
- por z na ultima fraceao, assim: I

15 - 15 15

-
i




96 ALGEBRA.

¢ operando subm a ultima fraccdo de modo analoge
ao precedente, chegamos aos resultados - 3

¥

e—Af—3,
d=10—11f,
c=15{=13;

e porfanto  z=359—8265[ +7163—7522—8265(.

Vé-se nesta formula, 1.° que sendo f=0, 2=T522,
1.* solucio do problema; 2.° paratodos os valores
=1, 2, 3, 4, &e., ¢ é negalivo; 3.° que suppondo
f=—1,—2,—3, &c., teremos infinitas solucoes.
(omo [ deve ser negativo para z lornar-se positivo,
¢ mais commodo mudar-lhe o signal na expressio
de z, e serao todas as solucoes da questao represen-
tadas directamente pela formula

7—1522+8265(

na qual se podem attribuir a f, indifferentemente 0§

valores 0, 1, 2, 3, 4....... ao infinito. 4
Sirva para exercicio mais esta questao:

83. 5.° ProBLEMA. Achar fres numeros taes, quea
somma de seus productos respectivamente por 3, 5, ¢ T,
seja igual a 560 ; e a somma dos produetos por 9,
e 49 seja iqual a 2920.

As equacoes do problema sao

Su-Lby -+ Tz= 560
9z-+-25y-+-497—2920,

das quaes se deduzem estas formulas:
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_35b—20 y=124—42bh , z=15b:

- mnqlne-sa que o problema tem sémente duas solu-
F &pﬁg directas, a saber :

b=l a15, 482, =15

.
' )
i~
il <
ey s 3 iy
e E L o A
i L3
-
e S
b
i
-
e
X
- e )
’-;‘...“?1 | A
" {
s <%
1 L

13




CAPITULO 1vV.

RESOLUCA0 DOS PROBLEMAS ¥ EQUACOES DO SEGUNDO GRAO,

R

84. INTRODUCCRO. Quando as condigoes de um
problema, traduzidas algebricamente, conduzem a
uIa equagao em que apparece @ incognita multiplicada
por si mesma, como em az’—p ; q equacao se diz. do
segundo gréo, e por analogia tambem o problema.
Neste caso os principios estabelecidos nos dous capi-
tulos precedentes nao sio bastantes para se achar o
valor da incognita. Porém, quando a equacao tem a
a forma ax*=p podendo esta mudar-se em
s b

zr‘
a

a questao se reduz a extrahir ¢ ruis quadrada da
B as : b '
quantidade representada por o
Se em lugar de b e ¢ tivessemos na equacao nu-
meros particulares, a extraccio da raiz seguiria as re-
gras da Arithmetica: tratando-se porém de equacoes
litteraes, convém antesde entrar na sua resolucao es-
tabelecer os preceitos relativos 4 extraccao da raiz
quadrada das quantidades algebricas ou litteraes.

G
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§ 1.° FORMACAO DO QUADRADO, E EXTRACCAO DA RAIZ

DAS QUANTIDADES ALGEBRICAS. CALCULO DOS RADICAES
DO SEGUNDO GRAO.

85. Tratemos primeiro dos monomios ; e analyse-

- mos a formacio dos seus quadrados, para descob!'ll'

A e L

o processo da extraccio da raiz.

Segundo as regras da multiplicacio, para elevar
um monomio ao quadrado, quadra-se o coefficiente,

¢ dobrao-se os expocntes de todas as letras. Logo, pa ra
- voltar do quadrado & raiz, serd necessavio, 1.°

trahir a raiz quadrada do coefficiente ; 2.° tomar meta-.
de de cada wm dos expoentes. Assim
V 6Aa"H'=8a’l?, e com effeito
(8a’b*)*=8a*h x 8a*b*=64a%h*
V6250 *=25ab** , porque
(25abe P —625ab'.

Resulta desta regra que nm monomio s6 pde ser

0 quadrado de outro, 1.° sendo o coefficiente quadrado
-~ perfeilo ; 2.° sendopares todos os ezpoentes. Nao sendo o

monomio quadrado perfeito, como suceede a 18a°he?,
a raiz indica-se com o signal /7 deste modo
Véﬁ @’be*; e as expressoes desla especie chamao-se

monomios irracionaes ou radicaes do sequndo grdo.

86. Taes expressoes porém admittem muitas vezes
simplificacoes, fundadas neste principio: A raiz de
um produoto de dous owanais factores, ¢ iqual ao pro-
ducto das raizes dos factores, isto ¢,
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Vab.c..=va. b ...

Demonstragio. Segundo a definicao de raiz qua-
drada, é claro que -

(VW;’::abc
& .

mas tambem (1/a.1 b./e....) *= (17a) % (/D)%
(/6. —a.bc....

Logo, sendo iguaes os quadrados de L/ b,
e dela.1b.1/¢.... estas quantidades tambem osao.

Isto posto, a expressio precedente | T8a 55 pode
transformar-se em V@R 2ab—1" Jaid X V' b,
e pois que 1~ 9a**=3qe, serd

V18a%be® = 3ac.1 2ab.

~ Em regra, para simplificar um monomio irracio- ,
nal, extrahem-se as raizes de todos os fuctores quadra-
dos perfeitos, ¢ estas raizes se escrevem d esquerda do

signal v, ao qual se submettem os factores nao quadra-
dos. Assim

V ASa D d= v 9a'h'e X Shd = 3abey” 5hd.
V390 =% 39a—abL Fa.

As quantidades féra do radical, como nos exefn-
plos precedentes 3ac, 3abe, ab chamio-se coefficientes
do radical. -

~87. Para compietur a regra domn.e T4, cumpre:
tender ao signal que affecta 0 monomio que se eleva
ao quadrado, ou de quese extrahearaiz. Sendoo qua
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drado o producto do monomio por si mesmo, segue-
- se do n.* 15 que, seja qual for o sew signal, o quadra-
do serd positivo. (--5a°0°)*, ou (—5a*h’)* produz igual-
~ mente -25a'0°.

Do que se segue que, sendo positivo um monomio,
a sua raiz quadrada pode ter indifferentemente o siqnal
~ + ou —. Por exemplo 4a’=+2a, 254)°

—+5a%. 0 signal £ se 1é mais ou menos.
~ Sendo negalivo um monomio, a extraccao de sua
raiz é impossivel ; pois que todo o quadrado ¢ essen-
- cialmente positivo. Assim Q| /g LV —h
sao symbolos algebricos que representao operacoes
- impossiveis. Costumao elles ser denominados quan-
tidades ou capressies imaginarias: sio signaes de im-
possibilidade ou de absurdo, que muitas vezes appa-
recem na resolucao dos problemas do segundo grao.

Comtudo, por extensio, se usa apphcar a estes
sy'mbolos as mesmas simplificagoes que ds expressoes
irracionaes. Assim, segundo o n.° 75,

V9= S1=3—1
V=i X —1=20., —
V=8’ =V"ha" X 20 % —b=2a.1"35.\/ —b.

88. Procuremos agora para qualquer polynomio,
~ alei da formacao do seu quadrado, da qual se dedu-
7 0 protesso da extraccio da raiz.

Vimos (n.* 18 )que o quadrado de qualquer bino-
- mio, como a-F-b, tem a forma a+2ab-+0%.
- Tratando do trinomio a+b+c, acha-se pela multi-
plicacao

R et b o) =a* 4 2ab U 20+ 2be -
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do que se infere que o quadrado de wm trinomio se
compoe da somma dos quadrados dos tres termos, e do.
dobro de cada producto dos mesmos termos, multiplica-
dos dous a dous. Composicao em tudo semelhante §
do quadrado de um binomio.

Elevando ao quadrado polynomios de 4, 5, e mais
termos, observa-se sempre a mesma led, ou principio
geral: O quadrado de qualquer polynomio sé forma dos
quadrados de todos os termos, e dobro de cada um dos
productos dos mesmos termos, multiplicados dous a dous,

Exemplos : '

(3a*— 2ab+ &%) = 9a* — 120" +4a*h* — 160l + 165
+24a"0*=9a"—12ah+28a2h*— 16al*+1 6.
(56— Aab+6bc—3ac)’=25a* — 40a’b+1640*+ 60a’be
—30a’c —48alb’e--24a*he+ 361 — 36abe* - 9a’c.

Passemos 4 extraccao da raiz quadrada.

"89. Designemos por N o polynomio cuja raiz se
pede, e por R esta raiz: e conceda-se que os dous
polynomios achio-se ordenados em relacio a uma
letra, v. gr. a.

Isto posto, examinando a formagﬁo do quadrado
de R n.* 77) facilmente se conhece que os dous pri--
meiros termos desse quadrado nio soffrem reduc-
¢ao com outros, pois contém a letra @ com expoen-
tes maiores do que todos os termos seguintes: estes
dous primeiros termos sio: quadrado do primeiro e
dobro do primeiro pelo segundo. Logo, s¢ N ¢ qua-
drado perfeito: 1.° o sew primeiro termo tambem o deve
ser, ¢ @ raiz desse primeiro termo ¢ 0 1.° do polynomio
pedido : 2.° 0 2.° termo de N serd divisivel pelo dobro
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do ‘termo achado, ¢ o quociente serd o 2.° da raiz pe-
dida. -

Para obter os termos seguintes, formemos o qua-
“drado do binomio achado, ‘e diminua-se de N. O resto
que chamaremos &', contém ainda o dobro dos
productos do 1.° e 2.° termos pelos seguintes, e as
mais partes do quadrado. Porém o dobrodo 1.° pelo
3.° contém expoente superior ao dasseguintes partes
de V', com as quaes nao soffre reduccao. Portanto,
~ dividindo 0 1.° termo do resto pelo dobro do 1.° da raiz,
se obterd 0 3.°

Semelhantemente, elevando o trinomio ao quadra-
do, subtrahindo-o do polynomio proposto N, e dividin-
do 0 1.° termo do resto pelo dobro do 1.° da raiz, se
achard o 4.° O processo continfia do mesmo modo.

N. B. E absolutamente indispensavel, depois de
ter achado os dous termos da raiz, subtrahir do po-
lynomio N o quadrado do binomio determinado :
porque de ordinario o quadrado do 2.° termo de R
- tem o mesmo expoente de a, que o dobro do 1.° pelo
- 3.°; portanto, estas duas partes podem ter soffrido
reducgao. Assim é preciso subtrahir o quadrado do
2.° para poder affirmar-se que o 1.° termo do resto
¢ o dobro do 1.° pelo 3.° da raiz. Semelhante obser-
vagao se applica aos 3, 4, &c. primeiros termos da
ThiZe . :

Facil é actualmente organisar a regra para a ex-
traccao da raiz quadrada de um polynomio: basta
para isso reunir as diversas phrases que no decurso
deste numero se achao em caracteres italicos. Servird
- de exercicio aos Alumnos o enunciado desta regra,
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bem como o desenvolvimento dos racioeinios, da
que apenas apontimos os fundamentos.

Seja exemplo extrahir a raiz de xiga‘b’—.*»iab
+25a"—30a*b--16b*. _ :

25a'—30a°b-+-490°*—24ab*+16b’| 5a>—Bab+-AB
—25a*+-302°) — 9031_1’ Shet
1.°vesto + A0a* i —24ab>+160"

—25a 30—’ —A0a*h*+24ab® — 165
DRPEtO NG .y B AR s Wl iR

Ordenado o polynomio em relagao a a, extrahe-se
a raiz do 1.° termo que 6 5a*, e divide-se o 2.°
—80a’ por 1047: serao os 1.” termos da raiz
Ha*—3ab.

Eleva-se este binomio ao quadrade, subtralie-sedo
polynomio proposto, e divide-se por 104* o 1.° termo
do resto +40a’h*: o quociente 40* é 0 3.° termo da
raiz.

Eleva-se ao quadrado o trinomio 5a*—3ab--4b?;
subtrahe-se do polynomioproposto; e sendo 0 o resto,
conclue-se que o trinomio achado é a raiz pedida,
exacta.

A observacao do n.° 86, applicada aos polynomios
mostra que a raiz precedente tambem péde ser toma-
da com signaes contrarios: assim os trinomios 5a*
—3ab-+-4b, e —(ba*—3ab--4b), ou —5a*t-3ab
—Ab? sio indistinetamente raizes do polynomie pro-
posto; como se pode verificar.

90. Terminamos com estas observacoes:
1.* Um monomio ndo pade ser quadrado de wm poly-
nomio.
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2.2 Um binomio nunca pode ser quadrado perfeito.
- 3.* Um trinomio so pide ser quadrado perfeito, sendo
quadrados 0 1.° ¢ 3.> termos (suppondo o trinomio
ordenado) e demais sendo o 2.° termo o dobro do pro-
dueto das raizes do 1.° ¢ 3.° Resulta da formacao do
quadrado de um binomio.

- 4. Quando na extraccao da raizde um polynomio
- apparecer algum resto, cujo 1.° termo nao seja
divisivel pelo dobro do 1.° da raiz, péde concluir-se

~ que o polynomio dado nao é quadrado perfeito.

5.* As simplificacoes do n.* 75 podem applicar-se
ds raizes dos polynomios, nao quadrados perfeitos.
Sirva de exemplo a expressao 1/ a’b-(- kb Aaly.

A quantidade affecta do signal 1/ nao 6 qua-
drado; mas pode decompdr-se em dous factores ab
(a*+4-Aab-1-41?), o segundo dos quaesé evidentemente
o quadrado de a+2b. Sera pois

V @AY+ Aab =V abla™+ Aab+ AbY)
—(a+2b)v ab.

E assim nos casos semelhantes.
CALCULO DOS RADICAES DO SEGUNDO GRAO.

91. Da extraccio da raiz quadrada das quan-

tidades litteraes se origina uma nova especie
~ de eapressoes algebricas, denominadas quantidades
irracionaes , ou radicacs do sequndo grdo: convem
pois estabelecer as regras necessarias para effectuar
sobre estas quantidades as quatro operacoes funda-
mentaes.

14




106 ALGEBRA.

Definigao. Dous radicaes do segundo gréo se dizem
semelhantes,quando a quantidade submettida ao sig-
nal ¥ é a mesma em ambos os radicaes. Assim
Jav/b, e Sevb; N2, e TV 2 sao radicaes seme-
lhantes. '

Addicdo e subtracgdo. Para sommar ou subtrahir
radicaes semelhantes, somma-se ow subtrahe-se os dous
coefficientes, e a somma ou differenca se escreve desquerda
do radical commum. Assim '

Sav bBer b={3at-501 b
Ty/2a + 317 20101 20; T/ 20—31 20—41~ 2.

Dous radicaes nao semelhantes algumas vezes yem
a sé-lo, por virtude das simplificacoes do n.° 75.

Por exemplo:

v ERab* + bV THa=4b1~ 3a--5b1 3a—=9b1" 3a
2/ 45 —31 5=061"5—31" 5=315.

Nao sendo semelhantes os radicaes, nao se faz
mais do que indicar a addigao ou subtraccio.

92. Multiplicagdo. Para multiplicar dous radicaes,
wultiplica-se 0 quantidades debaizo do signal \* e
affecta-seoproduclo do mesmosignal. /o X\ b= ab,
¢ consequencia do prineipio, n.°75. :

Havendo coefficientes, multiplicdo-se um pelo outro,
e o producto ¢ o coefficiente do resultado. Exemplos: :

31/ 5ab x A1 20a—121100a%—120ay /).
2a1” d‘?b‘ﬁx —Ja Va’f'ﬂig_ﬁﬂ,!;/ (a‘+ 52)2
— — 6aa™tb)
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. N. B. Succede muitas vezes, como no ultimo
exemplo, que o producto de duas expressoes irracio-
naes, mesmo imaginarias, ¢ umaquantidade racional.

93. Divisio. Para dividiv um radical por outro,
dividem-se as quantidades  affectas do sinal v ¢ o
quociente se apfesela, do mesmo mgml Assim.

Va

S
Com effeito os quadrados de ambas estas expres-
- soes sdo iguaes 4 mesma quantidade %:lago saoellas

iguaes. Se ha coeflicientes, o quociente de um divi-
dido pelo outro serd o coefliciente do resultado.
Exemplos :

Hav’b: 251/0::2% b
12401 6be : 4cv25__1§102.“_”v§99=3 V3.

94. Ha duas transformagoes que sao de muito uso,
- Ji na avaliagao numerica dos radicaes, ja preparan-
do-o0s para facilitar o seu calculo algebrico.
A primeira transformagdo consiste em fazer passar
o coefficiente do radical para baixo do signal L.
Seja a expressao 3al”5b, que (por ser 3a==1/9a*) se
- pode converter em

1V 9¢* X I/ Dbe=\" 4507
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Regra geral. Para fazer passar para dentro do radi-
cal wm faclor que se acha [ora, basta elevar esse factor
a0 quadmdo. A

Eis aqui uma applicacio numerica desta transfor—- J
macao. Querendo avaliar em numerosinteiros 61713,
mudamos esta expressao em

VX 13=1-468=21

sem differenca de uma unidade. Se se extrahisse em
inteiros a raiz de 13, como indica a primeira expres-
sao, a fracgio desprezada, tendo de multiplicar-se
por 6 poderia avultar a mais de 1.

95. A sequnda transformagio tem por fiur tornar
racionaes os denominadores de expressoes da
férma

a a
g "
sendoa, p, ¢ quaesquer numeros, e nao sendo ¢ qua-
drado perfeito. A resolucio dos problemas conduz
muitas vezes a taes expressoes; e ¢ facil de ver que
sendo o denominador racional, mais simplesmente
se ajuiza da grandeza representada pela fraccao, ou
do grﬁo de appronmaga,o obtida nas applicacoes
B“BJBI'ICBS

Effectua-se a transformacao multlpheande ambos
os termos da primeira fracgao por p—1/(, ou os da
segunda por p-+1/q.

Em ambos os casos, apparece no denominador o
producto da somma pela differenca das duas quanti-
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dades p e 1/ : e como este producto ¢ a differenca
dos quadrados das mesmas quantidades , serd o
denominador p*—q, expressio racional.

a alp—17q)  ap—av’q
PV Ve p—Ve p—q
i, alp+174) __ap+arq

P-—Vq P Valp+vg

Podem reunir-se as duas expressoes em uma
formula, desta sorte

pEvy_ apTu/g _apFarq
a  pEVqpFve p—q

Para bem julgar da utilidade desta transformacio,
appliquemo-la a dous exemplos numericos :

1.0 _TB+15) 20475 21417245
3—5—-1/ B ek A
9o TW5 TS 11—~18) Tv55—T1 /15
275 | ez =3 g
_ 172695—1-735
8

Resta somente extrahir as raizes dos fres numeros
245, 2695, e 735; limitando-nos 4 parte infeira
dessas ralzes, teremos a 1.* fraccio approximada ate

o valor piea 3 ate%. facil ¢ porém obfer maior

APProxXimacao.
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§ 2.° EQUACOES E PROBLEMAS DO SEGUNDO GRAQ
A UMA INCOGNITA.

96. As equacoes dosegundo gréo se classificio em
duas especies : equagdes a dous termos, ou incompletas,
¢ equagoes completas, ou de tres termos. !

As primeiras sémente contém termos conhecidos,

e termos aflectos do quadrade da incognita. Chamao-
se a dous termos porque mediante as transformacoes
n.' 35 e 36, é sempre possivel reduzi-las a forma
az*=Db. Por exemplo a equagao

LATE 2 8
Irsf=a t1

se converte, expellidos os denominadores, em

5635417710770+ 10120

ou transpondo e reduzi;ldo‘ , 10012°—4485.
Se a equacao for litteral, como esta

o —ba*+o—ez*+ d—fi’
tambem sel reduzinia dous termos, dando-lhe a
f6m R 1 4 A% - 1974 2
(bt

97. A equagio a dous termos az’=Db resolve-se :
facilmente: della se deduz

z‘=§ , donde :c-—-l/—b.
a, a
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Quando £ for quantidade negativa, o valor de z
~ serd imaginario (n.° 76): o que significa que o proble-

ma ¢ impossivel, ou que nao ha numero inteiro ou
fraccionario, exacto ou approximado, que satisfaca a
equacao.

Mas, se gfﬁr-nmh_ero. positivo, a sua raiz pode
ter o signal - ou — (n.” 76); e serao os valores da
incognila

a—t L.
a

Applicando este processo s duas equacoes do n.”

precedente, temos

r=+1 - 4485 =414 ZEL_+2 12 sem differenca

, 1001
de 0,005;
d—a—c
e | " hiVm'.
Pela subslituicio se verifica que qualquer destes
valores satisfaz & respecliva equacio.

98. Equagio completa do sequndo grdo. Toda a equa-
cao desla natureza, contendo termos conhecidos,
termos affectos da incognita, e outros do seu qua-

- drado, péde mediante as transformacoes (n.° 35 e

36) reduzir-se 4 forma az*+-bz=c, e dividindo todos
os termos pelo coefficiente de 2%, e suppondo por
abreviacio

b ]
M ‘_=q‘

13

B
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tomard a equacio a forma 2’ pa=yq, que se trata
de resolver. 3
N. B. Reduzir uma equacao do segundo grio a
esta forma ¢ o que se chama prepara-la. :
Observemos que, se for possivel converter o pri-
meiro membro no quadrado de um binomie, uma
simples extraccao de raiz quadrada reduzird a equacao
a outra do primeiro grio.
Ora, comparando o 1.° membro &*+pz, com o
quadrado do binomio #+4a, ou com o+ 200-}-a%,
vé-se que além do 1.° termo commum , basta suppér

=L, pura que seja 2w—pr: ¢ assim para que

' )
#*+pz se torne no quadrado de z+a, ou de 2+ 56

falta ajuntar-lhe o termo a* ou ﬁ:; e sendo preciso

para nao alterar a equacio, ajuntar a mesma quan-
tidade ao 2.° membro, teremos  »

3 o2 2
w‘-i-'p-ﬁ-%q +% ou (:5-!—%) =q+£=-
Logo, extrahindo a raiz,

2 R 2
f]-%-g-*—“i‘/ (&”"'{); donde a:=—gi|/ (q-}-%-)
Assim, em toda a equacio do 2." grio a incognita
tem dous valores, e ambos se achao representados
na formula precedente.
Esta formula se péde traduzir na seguinte
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ReGRA GERAL. Preparada a equagdo , iquala-se a
ancognita ¢ metade do sew coefficiente tomado com signal
contrario, mais ou menos a raiz quadrada do termo
conhecido sommado com o quadrado da metade do coef-

fieiente da incognita.
99. Exe.m,plo_.-:. st M
3 Olag oy
Seja a equagio gx’--—%m+%~—=§-——§x~m‘+—‘fiz£-

que se reduz, expellidos os denominadores, a

408 —62 -+ 9=96—8r—1252+-97 3
ou 22s* +20=3060, e dividindo por 22

i +HF§6§0. donde z— Qi:ﬁ+ Vﬁj'—i (@g)z

Para effectuar os caleculos numericos, convém
comecar por converter a quantidade affecta do
signal 1 em uma s6 fraccio, cujo denominador
- seja quadrado perfeito: ora

360+( )’ 36022 +1 o
2 Has) — T iy

i 29218
e VRH(E) J= Ry
Seriio pois os' valores de *

TNhg s 6 Y
o «ﬂ 2@ o

ou separando-os
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—14-89_ 88 PRy R —1—89 —90 45
o 95" 99 i
Seja agora a equacao litteral .
Aa*—22"+ 2az—=18ab—18V*
que se transforma nesta
2 —ar=2a"—9ab--9b*: o

applicando-lhe a regra, séﬁo os valores da incognital

= (?;a_gb)

ou, separando-os e fazendo as reduccoes,
a, 3a L

100. Appliquemos estes principios e regras &
resolucao de alguns problemas. '
1.° Prosrema. Achar um numero, cwjotriplo junto
ao dobro do seu qzmlrado confw-me a pm'nma 65.

do problema AT
2% - 3a=065
ou 55*3 65 . donde

”‘-—z” 9*- 3;
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-, Separando estes valores, e effectuando os calculos

temos #=>5, e .fc=—%?-'. 0 primeiro valor 5 satisfaz

4 questao, como foi proposta, porque
2(5)"+ 3 x 5=50+15=65.

Para interpretar o valor negativo, notaremos que
mudando na equacio # em —z, a nova equacio
2s* —3r=65 exprime evidentemente outra questao
em que se proponha achar wm numero, cujo triplo
diminuido (em vez de sommado) do dobro do seu

~ quadrado deize o resto 65. Esta nova questao é resol-

vida pelo valor %3 ; @ com effeito, resolvendo a equa-

- ¢ao 2r'—3¢—05, apparecem os mesmos valores
precedentes, mas de signaes contrarios, isto é

=5, e:t:—-“'—“-123

6 facil de verificar que este ultimo numero satisfaz
a0 problema tal qual foi ultimamente enunciado,

101. 2.” ProsLEMA. Alguem comprow duas pecas do
mesmo panno , cada uma por 53000 réis: wma porém
tem T covados menos que a outra, e cuslow por isso cada

-~ covado mais 100 réis. Perqunta-se qual o numero de
- covados da peca maior?

Conhecido este numero , tirando-lhe 7, resta o

- numero de covados da menor; e dividindo por cada

- um o custo 53000 , obtem-se os dous precos, cuja




116 ALGEBRA.

differenca deve ser 100 réis. Logo, chamando 20 .
numero pedido,

53000 53000 100
z—1 : ;

Preparando esta equacao e resolvendo-a se acha
2=64,5,'¢ =—>517,5. O primeiro valor satisfaz ao .
problema, como se pode verificar: quanto ao segun-
do —57,5, mudando na équa’l;ﬁo @ em —g, resulta

53000 53000 53000 53000
S - 20100, w250 5100,

da qual se deduz x=57,5 e x=—064,5. Ora, esta
ultima equacio (e portanto o valor 57,5) resolve este
problema: Custando duas pegas de panno a mesma
quantia 53000, mas tendo uma 7 covados mais que a
oulra, custow cade covado menos 100 réis. Pede-se o
nwmero de covados da peca menor. '
N. B. Vé-se que nos dous problemas precedentes
os resultados negativos tém a mesma significacio
(que nas equacoes do 1.° grdo; porém o ultlmo offe~"
rece uma observacao espem&l e vem a ser, que 0§
dous enunciados nao differem senio em chamar o
comprimento da peca maior ou da menor. E os dous
valores dados por uma 86 equacao, prescindindo dos
signaes, exprimem ostamanhos das duas pecas 64,5;
57,5, cuja differenca 6 7 covados. '

102. 3.°Proprema. Um mercador, vendendo um "
ravallo por 24 doblas, perdeo tantos por cento do prego
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da compra quantas doblas tinha custado o animal. Pe-
de-se o prego da compra.

' 3
Equagaomo_.r-—ﬁ:i ou 2’ —100z=—2400.

Valores da incognita a=060 e 2—40.

Ambos estes valores satisfazem ao problema que
tem duas solucoes. Com effeito, sendo a compra
por 60 doblas a perda , a perda ou 60 por cento de
60 doblas é 36; e o preco da venda 24.

Sendo 40 doblas, os 40 por cento desta quan-
tia importio em 16 doblas, perda que deduzida de
40 dé 24 para preco da venda.

§ 3.° DISCUSSAO GERAL DA EQUAGAO DO SEGUNDO GRAO.

103. Quando asquantidades conhecidas, nos pro-
blemas do segundo grio, em vez de serem numeros
particulares, como até aqui, forem representadas
por letras ou symbolos genericos, osresultados obti-
dos representardd, como nos do primeiro gréo, for-
mulas geraes, proprias a resolver todos os problemas
semelhantes, uma vez dados em numeros os valores
das letras. Interpretar estes resultados, segundo as
diversas circumstancias em que seacharem os dados,
¢ o objecto da diseussio dos problemas do sequndo
(rao.

Os preceitos geraes desta discussao resultao da
analyse da equacao geral do segundo grao, e do res-
pectivo valor de x, a saber:
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s LS £ R

Notemos, em primeiro lugar, que estes valores de
x $6 serao reaes, isto €, sb podem ser avaliados exac-
tamente ou por approximacao, quando a quantidad& -
submelttida ao radical for posmv&. _
Ora, qualquer que seja o signal de p, é sempre :;

positivo o termo i- e portanto o signal da quanti-

dade q—1—§ depende principalmente do signal de ¢, ;
ou do termo conhecido da equagio.

104. 1.° Sejao pois q e p ambos positivos ; e sepa-
remos os dous valores de z :

5 s
gt Vi b Vi

Estes dous valores sao ambos reaes, e se podem
avaliar exacta ou approximadamente, segundo a
quantidade debaixo do radical for ou nao for qua-
drado perfeito. _

0 1.° valor é essencialmente positivo , por ser

I/’- il >g -corn@'éf&cil-&e'-vér'Est'e-vanr satisfaz

& equacio e ao problema que ella representa.

0 segundo valor, evidentemente negativo, satisfaz
nao a mesma equacio proposta, mas depois de mu-
dar-lhe rem —z. Comeffeito, praticada estamudanca
e resolvida - a equacio apparecem os mesmos valores
precedentes, mas de signaes contrarios.
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105. 2.° Seja ainda q positivo, mas p negativo.
A equacao tomaré a férma

2 —pr=(; donde m=g o Vq+% :

prova-se do mesmo modo, que ainda estes dous va-
lores sdio, o 1.° positivo e 0 2.° negativo: pelo que
~ tem as mesmas significacoes que os precedentes.

106. 3.° Seja agora q megativo e p positivo. A
~ equacio serd da férma
&' pr=——q, donde x=~—%i Vi Ii_._q

2
A raiz indicada s6 péde extrahir-se, sendo q<£ :

mas satisfeita esta condicio os dous valores sio reaes.
E demais, sendo numericamente

Ve <2,
- 05 dous valores de  sao ambos negativos.

107. 4. Sejao finalmente q ¢ p ambos negativos.
- Teremos a equacio 2>—pr——q, e 0s dous valores

S i R

- ambos positivos.

- N. B. Este ultimo caso merece particular atlencao.
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A equacio respectiva mudando-lhe os signacs, se
torna - A

pr—a'=(, ou z(p—zj=(

e ¢ a traduccao algebrica deste problema: Dividiro
numero p em duas partes, cujo producto sejo iqual ao
numero q. '

Porque, chamando  uma das partes, a oufra serd
p—a, e o seu producto #(p—=z), que se deveigua-
lar a q. :

E note-se que a equacio é a mesma, ou seja & a
maior ou a menor parte : pelo que a mesma equagao
deve dar o valor de ambas; e tal é a razao da exis-
tencia das duas solucoes directas ou positivas.

108. Recopilando: se a quantidade q é positiva,
qualquer que seja o signal de p, os dous valores de
x sdo reaes, € de signaes contrarios. '

Se q ¢é negativo e p positive, os dous valores sio ams
bos neqativos.

Sendo q e p negativos, sao os valores ambos posilivos. -

E finalmente, nos dous ultimos casos, serdo os valo-
res de x imaginarios, se for

2
_q>’i—'
caso em que o problema ¢ impossivel.

109. Além das hypotheses até agora feitas, a
respeito dos signaes de p e de ¢, podem occorrer -
circumstancias particulares, dependentes das grans
dezas representadas por essas duas letras: e ainda
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que em cada problema especial melhor se apreciio
osresultados notaveis, todavia podem elles indicar-se
geralmente com referencia és formulas estabele-
cidas; eis-aqui os principaes :

No 3." e 4. casos (106 e 107) representados pela
equacio #’~-pr==—q (sendo p positivo ou negativo)
; Py y /7
se acontecer que seja _q—-_.»;fg— , o termo i’_._q,
que entra em ambos os valores de 2, & igual a
zero, logo os dous valores se tornardo ambos em
b-g, valores iguaes.

Se for ¢=0, os valores de x serdo

:r:---gi ; oua=0, e r——p.

| =]

Sendo a0 mesmo tempo g=0 , e p=0, teremos
;rzll], :r::ﬂ.

Qualquer destes tres resultados se verificao intro-
duzindo a hypothese respectiva na equacio geral
@’ +pr=={, e resolvendo-a de novo.

Passemos & discussao de um problems

c 4 C B

T ]

110. 4A.° ProBrEMA. Achar ne inha ém que se achao
duas luzes differentes A e B o ponto que ambas allumiso
com qual intensidade.

Suppoe-se conhecido este principio de physica :
a8 intensidades de wma luz a distancias diversas sio na
razao inversa dos quadrados dessas distancias.

16
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Solugdo. Seja a 8 distancia AB entre as duas luzes;
b e ¢ as intensidades destas duasluzes, na distancial.
Seja C o ponto pedido, e AC—==; donde BC=a—z.
Procuremos a equacao do problema. i

Pois que a luz A tem a intensidade b, ¢ aluz Ba
intensidade ¢ na distancia 1, para saber a intensi-
dade de cada uma, nas distancias @ e a—=x teremos
applicando o principio de physica, para a 1.* luz

it 43 b!'-,eparaaﬂ'(m—_m) 1‘:c:m..-.;

e devendo ser iguaes estas dugs intensidades, tem 05| '-
a equacao

34

b a’b

b ¢ '
———. . OU preparando-a, '— ———— "
T ja—ap O PP e breg

resolvendo-a , e reduzindo segum_l?'o n.” 75, tere-
mos .
afbt v”be)
g )—¢

Esta expressao ainda se pode simplificar, porque

b-E 1 be=b b b b = bV LD
o be={V b (AP = (1 b1 e b— V)

logo, separando os valores,

{b—-y/bc] alV/b—velwh  avbh
b—c . WbFVelVi—ve vibHle
a(b-.—v’_] alyvb+vewb VAR
b—c  (Vb+Ve)(vb—Ve v b—Ves
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Trata-se de discutir estes dous valores de z, ou da
distancia AC.

Discussio. 1.” Seja em primeiro lugar b>¢, ou a
luz A mais forte do que B. Entao os dous valores sao
ambos positivos, isto 6, o problema tem duas solu-
coes. Demais, o 1.° ponto existe entre os dous 4 e B,
© mais proximo deste: porque, sendo Vh> Ve,
concfﬂe«»de £ 353 Lnhy il e o y

2v/b> Vb+ve, aonde;,.gf’_w%, e pois 4G, on

ay'h 50
Vbt~ ¥

-0 segundo ponto fica 4 direita do ponto B, porque
evidentemente

% S o
h—veo B T

2.° Seja b<c. O 1.° valor de & serd ainda positivo,
porém menor que @, porque, sendo \/b<<\/¢, tere-

mos 21/ vV'b+y/¢, pelo que
vb 1 a/b  _a
Ve <2’ Senge s vy S

Donde se segue que este 1.° ponto ainda se acha
entre 4 e B, porém mais proximo de A.

0 2.°valordez é negativo, e sé pode ter signifi-
cacdo suppondo um ponto €' 4 esquerda de A. Era
de esperar esle resultado, por se ter supposto a luz
B mais forte do que 4.

3. Sejo agora b=c: serao os dous valores de z
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a _avh g
I=- , e 1= =i 30, 5
3 0 "

O 1.” destes valores indica o meio da linha 4B. o
que mesmo 4 priori era evidente. O 2.° valor, oo,
mostra que nio se pbéde marcar um outro ponto, ou
que elle dista de 4, quantidade maior, do que qual-
quer que se arbitre , por grande que seja. E de vér
que quanto menor é a differenca Vb—\/¢, ou o de-
nominador do segundo valorz, maior se torna este;
pelo que, sendo \/b—\/¢=0, isto é, menor do que
toda e qualquer quantidade, o valor de z deve tor-
nar-se infinite.

N. B. Observemos de passagem, que se esta ulti-
ma hypothese b=c se applicasse aos valores ndo
simplificados que deduzimos da equacio

.-::EUTTVCMJ- se mudaria em :r::%

_alb+Vbe) : 2ab
I—JW tornar-se-hia x=—0+ A\

0 symbolo de indeterminacao que aqui apparece,
depende do factor commum que foi omiltido
Vb—Vv%, o qual com effeito se torna em zero na
presente hypothese (n.° 67).

4.° Se for a=0, x—0: isto é, reunidas no mesmo
ponto duas luzes desiguaes, s6 esse mesmo ponto
pode ser por ambas igualmente allumiado.

5." Se além de a=0, for tambem b=¢, sera z—0,

a’-:-:.eg. 0 1.° valor indica o ponto em que estao as
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luzes ; mas o 2.° um ponto qualquer. Em verdade,
duas luzes iguaes no mesmo ponto prestardo igual
claridade a um ponto qualquer no espaco.

Se de cada valor de z, ou AC derivarmos o cor-
respondente de a—z, ou BC, analysados estes nas
mesmas hypotheses, dardo resultados em harmonia
com os precedentes.

Esta discussao®é mais um exemplo da precisao
com que a Algebra resolve as questoes, e deduz os
corollarios de todas as circumstancias comprehen-
didas no enunciado do problema.

DAS DESIGUALDADES.

111. Nas discussoes dos problemas, temos tido
occasiao de estabelecer entre cerfas quantidades
relacoes de desigualdade, representadas pelo signal
>; e de sujeitar estas desiqualdades a transforma-
coes analogas és que soffrem as equacoes. Ora, ainda
que em geral os principios dos n.” 35 e 36 sejao
applicaveis tanto a ignaldades como a desigualdades,
comtudo a respeito destas soffrem elles excepcoes,
provenientes da applicacao das regras do caleulo 4s
expressoes negatwas , como se fossem quantidades
absolulas: dessas excepcoes cumpre estar prevenido
para evitar erros.

Recapitulemos todas as transformacoes que soffre
uma desigualdade tornando salientes as excepcoes.

112. TRANSFORMAGAO POR ADDIGAO % SUBIRACGAO.
Sommando ow diminwindo a mesma quantidade aos




126 ALGEBRA.
dous membros de uma desiqualdade, esta subsiste no
mesmo sentido. E evidente.

Sendo

8>3, étambem 8+5>3+5,8—5>3—5
—3<—1 » —34+5<—145, —8—5<—1—5.,&.

Sommando membro & membro duas o majis desigual-
dades no mesmo sentido, nesse mesmo subsiste a desiqual-
dade resultante.

Sendo a=b, ¢>d, evidentemente a-+c=>b-d,

Estes dous principios nio soffrem excepcao.

Nao acontece o mesmo , subtrahindo membro a mem-
bro duas ow mais desigualdades. A resultante as vezes ¢
no mesmo sentido, outras vezes no opposto. Por
exemplo, de ser

éég} segue-se 4—2<7—3, ou 2<4.

© Mas sendo 9<10, 6<8, nio é 9—6<10—8
ou 3<2.

113. TRANSFORMACAO POR MULTIPLICACAO E DIVISAO.
Multiplicando ou dividindo ambos os membros por um

wmmponhmuuabwm admﬂa&emm
mesmo sentido.

Principio evidente, e que serve 'pn'ra eliminar os
denominadores.

Multiplicando ou dividindo ambos os membros por
quantidade negativa, a desiqualdade swbsiste em sen-
tido contrario. _

Sendo 8>5, 8% —3<Hx—3 ou —2UL—15.

Logo, para usar desta transformagio, sendo o mul-
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tiplicador ou divisor algebrico, campre examinar se o
dito multiplicador ou divisor é positivo ou negativo.

Corollario. Mudando os signaes a ambos os membros
inverle-se a desiqualdade. Porque isto equivale a mul-
tiplica-los por —1.

114. TRANFORMAGAO POR QUADRADO E RAIZ QUADRA-
s. Sendo os dous membros da desigualdade ambos

positivos , entre os seus quadrados o as suas raizes ,
- subsiste a desiqualdade no mesmo sentido.

Sendo 8>5, 8 >5% ou 64>25: ¢ /8515,

E evidente.

Se orem ambos osmembros negativos, a desiqualdade
entre os quadrados ¢ em sentido contrario.

Sendo—11<—7, (—11]> (—7)*, ou121> 49.

Tendo os dous membros signaes diversos, nada se pode

decidir sobre o sentido da desigualdade entre os qua-
drados. Por exemplo:

—5< 6 se transforma em (—5)* < (6)%, on 25< 36.
—5<Jreduz-se a (—5)*>(3)* ou 25> 9.

N. B. Nos dous ultimos casos nao se trata de

e tracgao de raiz, porque a raiz quadrada do membro
negativo ¢ imaginaria. :

15. Para exercicio dos principiantes, propomos

- novos problemas do 2.° gréo.:
~ 9." ProsueMA. Dous negociantes se associdrdio para
uma empreza: o 1.° concorreo eom a quantia a, e 0 2.°
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nao se sabe com quanto : mas ganhdrdo ao todo & quan-
tiw b, e a entrada do 2.° ¢ tal que sommada com L
lucro respectivo forma o valor c. Pede-se a entrada do
sequndo, e o ganho de cada um.

Equacao 2*+(a+b—¢Ja=ne.

6.° ProbLEMA. Achar wm numero, cujo quadrado
seja. para o producto das dzﬂ'arcnm entre 0 mesmo nu-
mero e dous dados a e b, em wna razdo conhecida p: g

Equacao m’—uﬂmth_f
Sl R
7. ProsLEva. Devia repamr-se a quanua. a por
certo numero de pessoas: mas ulguns (m pcssoas) por
ausentes perdem o direito, e esta circumstancia augmen-
la a quantia b d parte de cada um dos presentes. Per-
gunla-se quanlas erao as pessoas.

Equacao 2*—mar— g;_a

N. B. A equagao deste problema é a mesma do
problema 2.° (n.° 90): as condicoes de um e de
outro, ainda que 4 primeira vista differentes, redu-
zemi-se a0 mesmo, a saber : wm numero a dividir por
X, epor x—m, sendo dada a differenga dos quocientes.
A mesma equacao se reduz o seguinte

8.° Provuena. Obrigirdo-se alguns negociantes a
pagar entre sia quantia a; mas fallindo alguns (m) eres-
ceo aos outros a despeza'b. Quantos erdo?

Estas diversas questoes, reduzidas 4 mesma equa-
a0, SA0 Proprias para mostrar a estencio das sappli- i
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cacoes de uma formula algebrica, e a utilidade de,
na resolucao dos problemas, representar por letras
as quantidades conhecidas.

§ 4.° EQUACOES E PROBLEMAS DO SEGUNDO GRAO
A DUAS OU MAIS INCOGNITAS.

116. Esta theoria nio pode ser aqui completamente
desenvolvida, porque (como depois se verd) a reso-
lucao de duas equacoes do segundo grio a duas
incognitas depende, em geral, da resolucio de uma
equacao a uma incognita, do quarto grio. Comtudo
ha casos especiaes, em que se consegue pelos metho-
dos precedentes resolver o problema: por exemplo
este :

Achar dous numeros, eujo producto seja p, e taes que
a vezes o prumeiro mais b wvezes o sequndo forme a
somma 2s.

Equacdes do problema

st

ot b
Da 2.* se deduz y_—_-ib_@ , © substituido este

valor na 1.2,

sz, donde ==4 1 /AT 0 por

substituiciio no valor precedente_yzlz—;“-% J s —abp

Fstes valores serio reaes, quando §' nao for
menor do que abp :
Sendo reaes, sio todos positivos ,  porque
17
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s> V¥ —abp. Logo o problema tem duas solucies
directas , vepresentadas pelos dous systemas de va-
lores de z e y. SRESE
Sendo a=b=1, os valores supra mudio-se em
r=s1\/§=p, y=sF 1/¥—p. Nola-se aqui, que os
valores de y sao 0s mesmos de 2 em ordem inversa 4,
isto ¢, que tendo cada incognita dous yalores, com-
tudo o problema tem uma s6 solugio: o que se
torna claro separando os valores: et

1. a=s VS y=s—1/5—p
eV g @ .

Para bem interpretar esta circumstaneia, voltemos
ds equagoes do problema, que na hypothese presente
se mudao em

i
T+ y=23.
Estas em nada se alterao mudando zem Y, ey em
@, logo as luas incognitas devem depender da mes-
ma equacao do segundo grio, e esta dar ao mesmo
tempo os dous valores de z ¢ de y. Tivemos um
exemplo semelhante no problema n.° 107.

117. Dissemos que d';lns-'equagaﬁh-do.segnnda grio
a duas incognitas, eliminada uma dellas, conduzem
a uma do quarto grio. Facil é prova-lo sem ser pre-
ciso desenvolyer os ealeulos. Sejao as equagoes geraes.

' +byz +cx + dy + ey + f=0 o
@@V ypC 2t y+e'y*+ =0, '

Tratando 2* e « como incognitas diversas e do 1.
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grio, pode-se eliminar a*, e chegar a umma equacio
em z; e o valor desta incognita substituido em qual-
quer das propestas, conduzird a uma equacao final
emy. Ora, pois que no valor de #, entriio necessaria-
mente os termos ey®, ¢'y*; e tendo de elevar-se este
valor ao quadrado, para a subslituicio em az*+ &e.,
apparecerd. necessariamente uma equagaodo 4." grio.
Para a resolucio destas equagoes nao sio hastantes
0s principios precedentes..

118. Comtudo, eatre as equacoes do 4.” grio, e
em geral de grdos pares, ha algamas que se resol-
- vem pela formula das do segundo grio;. ¢ sio as gue
~ téem a forma

m"“+pm"+q=0.
Porque esta, suppondo z™=y, se transforma em

 y4py+¢=0, equacio do segundo grio , que facil-
mente se resolve. Serd- pois y ou

ﬁ'ﬂ—-‘gi V]—ir—q , donde

m
p= V_g;t Vﬁ-—q;

A ultima formula contém dous valores de « ,quan-
do m ¢ impar; valores que serao imaginarios, se [or

negativa aquanhdadeii——q, reaes, seesta quantidade

for positiva. -
- Quando m for par, a formula dari 4 valores para
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x, pois verdadeiramente deve escrever-se neste
€as0, e

e B e L R ¢
r=+ V—gi VP O . .

valores que serao todos reaes, ou todos imagina-
rios, ou dous reaes, e dous imaginarios, conforme
os valores de p e ¢ fizerem positivas ou negativasas
quantidades submettidas a cada um dos radicaes.

119. Muitos problemas conduzem a equagoes da
natureza da precedente; v. gr. este: ' '

Achar dous numeros cujo producto seja 6, ¢ a somma
dos cubos 35.

As equacoes sio

zy=6
2 +y’=35.

O valor de y, dado pela 1.* e substituido na 2.*
conduz & equagao

2’ —352*=—216; donde

= v 'Q':t _me___ V35:I:19

Separando os dous valores, e calculando os cor-
respondentes de y, temos
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T L e e
5 =2; y=3.

Donde se vé que cada incognita tem dous valores,
sendo na realidade uma unica solucao. Cabe aqui a
observacao do n.° 104.

3 xb’.

uando m €1m e sniperlor a 2} a resolugiio
da equacao depe 1135 de uma extraceio de raiz do
grdo m, sobre o que nos faltao preceitos: comtudo,
tratando de numeros, essa raiz se pode extrahir por
logarithmos (Arith, 195).

Seguem tres exemplos de equago&s doA® grao,
. que, resolvidas pela formula prece&ente dao 4 in-

- cognila
Quatro valores reaes :

7' —25r'——144 ; s—+4, e =+ 3.

Dous reaes e dous i xmagmarlos
' — Ta:’-—S a:==;|;v’8—j;2l/2 248, z-—:f;l/—l

Todos os valores imaginarios :

P 41224+110 ; = K: R
Tt/ | e e—m /11,




 CAPITULO V. ;

POTENCIAS E RAIZES DE TODOS 08 GRAOS,

121. Introducgio. Assim como a resolucio das
equagoes do segundo grdo suppoe conhecidas as
regras para extraccao da raiz quadrada; do mesmo
modo para se poder resolver as equacoes do 3.04.
grao, dc., é necessario saber extrahir as raizes dos
gréos respectivos de qu@'lq@&f':iﬁaiiﬁ&s:die, numerica
o6 THEREa] r oo SR 4 s gl Bty e AT

Trataremos no presente capitulo da elevacio 4s
potencias, da extracgio das raizes, e do calculo dos
radicaes de qualquer grdo. :

Ainda que qualquer potencia de uma quantidade
se pode formar pelas regras da mulltiplicacao arith-
metica ou algebrica, entretanto essas potencias se-
guem uma lei de composicdo , que ¢ indispensavel
conhecer, porque é della que se derivo as regras
para a extraccao das raizes.

Jé se mostrou (n.°88) que acomposicao do quadra-
do de qualquer quantidade, algebrica ou numerica,
depende da expressio do quadrado de um binomio.

Veremos «que, em geral, a lei de composigio de uma
potencia de qualquer quantidade deduz-se facilmente
da expressio algebrica da potencia do mesmo grio
de um binomio.

Comecamos pois esta nova theoria, procurando o
desenvolvimento da potencia de qualquer grio de um
binomio.
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§ 1.° BINOMIO DE NEWTON.

122. Proponha-se elevar a qualquer potencia o
binomio z+a.

Por meio de multiplicacdes successivas se formao
os seguintes resultados :
(et Bt
(z+a)'=2"+30*+ 30’0 4+a® T
(z-+a)'=2*+haa® 6 0%+ Ao’ +a’
(@ta)'=a*+5ua' 100’2 +100°2* + Sa'e+a° , &.

A simples i inspecgio destes polynomios, facilmente
se conhece a lei que todos elles seguem pelo que
loca aos expoentesde a e de z: mas nao assim quan-
to aos coeflicientes, a nio ser o do 1.° termo, que é
1, ¢0do2.° igual ao expoente da potencia. Para
descobrir a composicao dos outros coeflicientes, re-
corre-se a um artificio algebrico, que consiste em
analysar os productos de qualquer numero de bino-
mios , tendo sémente o 1.° termo commum, taes
como z+a, z-+b, +¢, &.; edepois suppor ignaes os
2. termos, o que converte os productos em poten-
- cias. Nesses productos nao apparecem reduccoes; e
assim evitados os resultados numericos, mais facil-
- menle se conhece o como sio formados os multipli-
~ cadores ou coefficientes de cada termo. Eis-aqui
~ alguns dos productos mencionados :
{x+a}{x+bj=w=+_¢g}z+ab

.+.
(z+a)(@4-b) (@ +6)=a® +¢:$x’ +ab %a:—-l-abc

+by +ac
+e¢) +be
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(x+a) [x+b][.r+c](x+d)-—~x"+a @*+ab\ 2 +abe :c+a§cd
+b| +ac) +abd
el +ad| taed(
+dj +be| +bed
+bd
+ed,

Do mesmo modo se podem formar outros pro=
ductos de qualquer numero de binomios, sempre
applicando as regras ordinarias’da multiplicacao al-
gebrica.

123. 0 exame attento fiestes productos descehre, A

que sao- elles constantemente formados segundo as
leis seguintes :

1.° O expoente de & comeca por ser igual ao nu-
mero de binomios multiplicados ; decresce de uma

unidade, de termo em termo, até o ultimo, em que®

Zero.

2.° Os multiplicadores das potencias de « sio:
No 1.° termo a unidade;

No 2.° a somma des segundos termos dos bino-

mios;

No 3. a somma dos productos distinctos que se ..
pode formar com os mesmos segundos termos, com-

binados dous a dous ;

No 4.° a somma dos productos distinetos que s¢
formiao dos segundos termos dos binomios , tres a
ires ;

No 5. a somma dos productos dos segundos (er-
maos, quatro a quatro ;

E assim por diante.
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124. Actualmente, suppondo em todos os pro-
ductos acima, a=b=¢—......, 0s mesmos productos
se tornardo em (z-+a)’, (z+af, (2+a),..... eem
geral, sendo m o numero de binomios, (z+a).”

Quanto aos multiplicadores das diversas potencias
de @,

0 do 1.° termo 6 sempre 1.

0 do 2.° a+b+-¢4-..... se muda evidentemente
em ma.

0 do 3.° termo ab--ac+-be+..... torna-se a’-}-a?
~-a*-..... ou a® repetido tantas vezes quantos sio 0s
productos de m letras combinadas duas a duas.

O do 4. abe-abd--aed--..... muda-se em @
tomado tantas vezes, quantos productos se formio
de m letras tres a tres:

0 do 5.°serd a*, multiplicado pelo numero de pro-
ductos de m letras, quatro a quatro.

E facil continuar esta lei, extendendo-a a todos os
oufros coeflicientes.

Logo, representando por M, N, P, 0, R, &e., 0
numero de preductos de m letras, 2 a 2, 323, 4 a 4,
H5ab, 6a6, &e., serd

(z4-a)"=z"-maz"*+-Ma’x™ + Nata™>

Pelo que, para ficar determinado o desenvolvi-
mento da potencia (x+a)™ 6 nos resta descobrir em
‘geral os valores de M, N, P, &c.; a saber: o numero
de productos distinctos de m letras, combinadas 2 a
2, 3a 3, 4a 4, &e. Este problema e outros seme-
- Ihantes fazem parte da theoria das combinagics, cujos

principios nos serdo uteis em outras occasioes.
18
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125. Theoris das combinagies. Para abreyiar o que
temos de expdr a este respeito, cumpre Ierbempm
sentes ao espirifo algumas definicoes. b

Chama-se permutagoes de um producto as dwam
eollocacoesemque se podemachar os factores do mes-
mo producto: abe, ach, cab, bea, &c., sao permuta-
¢aes do producto abe.

Comlbinagies sioarranjos de certo numero deletras,
2a 2, 3a3, ., nao entrando em cada um delles
letra alguma vepetida. As 5 letras a, b, ¢, d, e, com-
binadas 2 a 2 dao as combinagoes ab, ba, ac, ca, além de
outras. Combinadas 3 a 3 dio a&c, ach, a,bd cab e
outras mais.

Productos distinctos sao combinacoes que dlﬂ'erem
uma da outra, pelo menos em uma letra: como ab,
ac, be, &e.

Os principios da theoria das combinagies necessa-
rios e uteis & demonstracio da formula do binomio,
se resumem na resolucho dos tres problemas que se

seguem.

126. 1.° Prosiema. Deferminar o numero total de
permutagoes de um prodw:m de n leiras. Seja esta
numero.

Um producto de 2 2 letras, endentemente sé péda
escrever-se de dous modos, ab, e ba. Numero
de permutagoes 1< 2.

Sendo de 3 letras, abe, ¢ claro que prmclpmn.da. _
por uma dellas a, restao duas a permutar, o que
dard 1x2 permutagoes: mas podendo ser qualquer:
das tres a letra inicial, o numero de permutacqea
sera tres vezes o precedente ou 1x2x3.
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~ Em um producto de 4 letras, comecando por uma
dellas, e permutando as tresrestantes, temos1 < 2x 3
permutacoes: e como cada uma das quatro péde ser
eollocada em primeiro lugar, serd o numero total de
permutacoes 1 2x3x 4.

Continuando estes raelocmlos, conclue-se por in-
ducgio tio clara, quanto rigorosa, que para o produc-
to de n letras, o numero pedido de permutacoes
serg

BT IR e Xn.

isto ¢, o producto de todos os numeras inleiros desde 1
até n, inclusivamente.

127, 2.° Propueya. Determinar o numero total de
combinagies de m letras n o n. Chamemos a incog-
nifa y.

Para combinar m letras 2 a 2, é claro que cumpre
combinar cada uma dellas com todas as restantes
que saom—1; logo o numero de combinacoes 2 a
- 26 m{m—1).

- Combinemos as m letras 3 a 3. Cada combinacao
de 2 com cada uma das letras restantes, que sao
m—2 dard m—2 combinacoes de tres; e pois que o
mesmo se applica a cada uma das m{m—1) combi-
nacoes de duas, serd o numero total das combina-
- goes de 3 m{n—1)(m—2).

- Por um raciocinio em tudo semelhante se mostra
que o numero de combinacoes 4 a 4 é m{m—1)
(m—2)(m-—3).

E as combinacdes 5 a 5 m(m—1) (m—2) (m—3)
(m—A4). X

k ——

@ W
] 1

-'a Bl'JllJ heca z
*®
~
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- Analysando o ultimo factor de cada um destes
productos , vemos que para o caso de n letras em
cada combinacio serd o dito ultimo factor m—{n—1)
ou m—n-+1. Logo, combinadas m letrasn 4 n, é@o
numero das combinacoes,

y=m(m—1)[m—2) [-m——3} ........ e (m—nt 1)

Isto é, o producto de {odos os numeros inteiros dcsde _'
o numero das letras m afé m—n+1 inclusivamente.

128 3 PReBLEm Qucmtﬂs producto‘s disténcms se

POI‘ &

Se fossem conhecidos os produﬂ'as d@stmctos for-
mar-se-hido as combinacoes escrevendo cada pro-
ducto de todos os modos possiveis: assim o numero
dos productos multiplicado pelo numero de pernutagoes
de um delles dd o numero total das combinacies. Logo
entre as quantidades z, y, = ha necessariamente esta
relacao

y=ﬁ3

da qual se deduz o numero de productos distinctos

i s

ﬁg m(m—i) m—-—% e ..{m-—»n-i—f}

£ o o

129. Formula do bwmmm conchisio. Voltando a8
expressao do n.’ 123, é claro que para achar os va-
lores de M, N, P, &e., basta no valor de z, que s
acaba de deduzir, suppér n=2,3,4, &e., successi-
vamente. i

Assim teremos:
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{’n—"_l s
2
. v mim—1)[m—2)
S S s 5
mim—1)(m—2)im—3)
L X ZXIX 4

Suppondo n:?,ﬂf=m

» n=A4;P

assim por diante, Estes valores, substituidos na
expressao de (z+a)™ (n.° 123), a tornao em
n__m o omm—1) o s
(@4-a)"=a" + max™ +___al><g "

21 m! 'lnf—‘i) (m—ﬂ .a"zm"s-l- .......... +am-

LXZXS

formula do desenvolvimento de qualquer potencia
de um binomio; e que se denomiua — O binomio de
Newton—, do nome do celebre Geometra que a des-
cobrio.

. 130. Analysando os diversos termos da formula
do binomio, facilmente se descobre o modo simples
de formar qualquer coefliciente por meio do ante-
rior.

Forma-se o coefficiente de qualquer termo, multiph-
cando o coefficiente do termo precedente pelo expoente
de x no mesmo termo, e dividindo o producto pelo nu-
mero dos termos que precedem ao termo pedido.

Por esta regra, que é mera traducgao da formula,
é facil elevar um binomio a uma potencia em parti-

“cular. Formados os primeiros dous termos ( o que é
simples 4 vista da formula 2°+maz™") os seguintes
se formardo, calculando os coeflicientes pela regra,
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e successivamente augmentando 1 ao expoente tle"’c‘,
diminuindo 1 ao de . Assim

(#+a)*=2"-6a2"+15a* .v‘-l-@f)a‘xuiﬁa“z’-{—ﬁu‘ Lo ,
[x—}-a}"’ —2"+ 1002 + 4502 +1200°7 +-210a'z8
+252¢°0°-210a°2" + 12000450 -+-100°s+a%.

N. B. Se acaso os coefficientes e expoentes do
binomio nio sao iguaes a 1, como em z-+a, cumpre
nao confundir estes coefficientes e expoentes com os
que resultao da elevagio a uma potencia : indicando
os caleulos, para depois effectua-los em cada termo,
evitdo-se enganos e obtem-se o resultado com segu-
ranca. Por exemplo :

(26'— 36— (20 +-5(—3¢") 20)*+10(—3 (204
+10(—3¢ (2544 5(—3¢ 20" 4 (— 3¢ =324
— 2400 + 7200 — 10805°¢ + 8100 — 243¢,

§ 29. EXTRACCA0 DAS RAIZES DOS NUMEROS.

Os processos expostos na Arithmetica para extra-
hir de qualquer numero a raiz quadrada e a raiz
cubica podem ser ampliados de modo que se appli-
quem ds raizes de todes es grios. Ou antes, do
processo geral, que passamosn tratar, sio casos par-
ticulares os relatives 4s raizes quadrada e cubica.
Assim, tendo j& desenvolvido convenientemente o
modo de extrahir estas duas raizes, bastard expor a

regra geral, para que se applique aos casos particula-
res da extraccao da raiz 4.5, raiz 5.°, &c.

131. Euatracgio da raiz do grdo n, de win numero
inteiro. Representemos este numero por N.
Se o numero dado ndo tiver mais de n algarismos, «
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suaraiz (owa parie inteira della) terd wm s6. Para desco-
brir esscalgarismo, formao-se as potencias do grdo n dos
numeros 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9: se alquma destas
potencias coincidir com o numero N, d sua raiz serd a
pedida exactamente : sendo, araiznio se poderd obter
exaclamente; e serd d sua parte inteira a raiz do menor
dos dous numeros, entre os quacs se achar o proposto N.

Funda-se esta regra em que a potencia n de 10
ou {10)" é a unidade seguida de n cifras, ou 0 menor
dos numeros de n+1 algarismos.

Quando o numero tiver mais de n algarismos, a
sua raiz terd dous ou mais, isto é, podera decompér-
se em dezenas e unidades: pelo que chamando a as
dezenas , b as unidades, o numero dado poderé re-
presentar-se por

(0L by e+ nabnl =t e

Donde se vé que o numero N, considerado como
polencia n de outro numero, constard de diversas
portes, a saber: a potencia 7 das dezenas da raiz (*)
mais % vezes a potencia n—1 das dezenas, multipli-
eadas pelas unidades (na"='b), mais outras partes,
Porém a potencia n das dezenas, devendo ser um
nuineroseguidode n cifras, nao se contém nem influe
nos ultimos n algarismos, dos quaes por este motivo
se péde prescindir por emquanto, Logo : |
- Separando os ultimos n algarismos, se os restantes
forem n, ou menos, a raiz dessenwmero serd as dezenas
da raiz pedida.

Se restarem a esquerda mais de n algarismos, um
discurso semelhante nos conduz a separar outros n,
e procurar a raiz dos restantes 4 esquerda.
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Em geral, divide-se 0 numero em classes de. n letras,
da direita para @ esquerda, e procura-se qmli'a mc‘ziﬁi
p@tema n contida na classe da esquerda areis d&m-
potencie serd 0 1.7 algarismo da raiz pedida, ou aad&- -
zenas da raiz do numero composto das duas clam -
da esquerda.

- Subtrahe-se da 1.* dasse a potencia achada ; ao maf,o'
se ajunta a classe sequinte. Assim forma-se um numero
que contém além de outras partes n vezes a poteﬁeiq.
n—1 do 1.° algarismo (dezenas) multiplicada pelo
segundo (umdades) E porque a potencia n—1 das
dezenas ¢ numero terminado em n—1 cifras :

Preseinde-se de n—1 algarismos, e dividindo os res-
tantes (que vem a ser o vesto como 1.° algarismo da 2.*
classe) por n vezes a potencia n—1 do algarismo acha-
do, obtem-se o sequndo algarismo da raiz, ow wm alya-
TISNO W POUCo acima delle. '

Para verifica-lo, eleva-se a raiz achada d potencia
n, ¢ subtrahe-se das duas classes jd consideradas, se
esta subtraccao é possivel. Nio o sendo, tira-se 1 4
raiz achada, e repete-se a verificacio.

A dircita do 2.° resto se esereve o 1.* algarismo da
3.2 elasse; e divide-se pm N vezes @ pawmm n——l da
raiz achada.

Contintia-se do meMO modo até haver ctmemplado
todas as classes do numero dado. _

Sirva de exemplo extrahiraraiz’5.* de 550731776, .'

550731776 | 56
3125 3125
33823 '
550731776

0.
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Separados os cinco algarismos da direita, o resto
5507 se comprehende entre 3125 5.* potencia de
5,e 7776 5.* potencia de 6. Pelo que as dezenas
siio 5, e a sua 5.* potencia 3125 subtrahida da classe
5507 deixa o resto 2382, que com o 1.* algarismo
da 2.* classe forma o dividendo 23823. O divisor é
8125, 5 vezesa 4.* potencia de 5, e o quociente 7.
Mas como elevado 57 a 5. potencia, d4 numero maior
que o proposto, verificamos 56 que é exactamente a
raiz pedida.
Acha-se do mesmo modo

9493187713337, exactamente
L 20004551 =<18, com o resto 200887,

132. Eatraceiode vaises por approzimacio. A vaiz de
qualquer grio de numero que nao seja potencia per-
feita do mesmo gréo, é sempre incommensuravel, isto
¢, impossivel de ser determinada exactamente,

Esta proposicao j4 demonstrada pelo que toca 4s
raizes quadrada e cubica, é geral, e funda-se em que

segundo os principios demonstrados ( Arith. 103)

sendo g uma fracgio irreduzivel , a sua potencia

i . v -
n ou % lgualmente 0 serd; 1sto é, g"eb" serdo

primos entre si sempre que o forem @ e b.

Do que se segue que nao pide haver fraccio, cuja
potencia n seja numero inteiro ; e portanto o nume-
ro inteiro que nao tiver raiz exacta e inteira, tambem

_ 19
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nao a tera fraccionaria. Esta comtudo se péde appro-
ximar em decimaes, tanto quanto se queira.

133. Pede-se, por exemplo, a raiz 6.* de 23 até a
casa dos cenfesimos. Pois que centesimos elevados a
6.* potencia devem produzir 12 casas de dizima,
daremos a0 numero proposto esta forma d

23,000000.000000

e extrahindo a raiz sexta deste numero, como se fosse
infeiro, teremos 168, de que separando duas casas
de dizima serd finalmente

v’23==1 ,68 , sem differenca de0.01 -

Em geral: ajuntio-se ao numero tantas classes de n
cifras, quantas casas de duzime se querem na raiz; e
exirahida esla, como nos iateiros, separan-se com @ vir-
gia as casos decimags, que exige o quesido proposta.

Se o numero proposto e slgarismos decimaes,
as cifras devem ser as mecessarias para completar &
dirveita da virgula, tantas classes de n letras, quantas
casas de dizima se pedem. Assim se determina

V29 43‘7-_2 329, semdlﬁ'erenca de0, 001

Estas regras sio stmplum carollanos da formaqao
das potencias e do calculo dos decimaes.

§ 3. POTENCIAS E RAIZES DAS QUANTIDADES ALGEBRICAS.

Tratemos em pnmeiro Jlugar das regras para ele-
Var um monomio a qualquer potencia, ou extrahir-
he a raiz de qualquer grio.
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134. Seja o monomio 2a°h* para elevar 4 5.% po-
tencia: teremos, segundo a definicao,

(20°07)°=20a% X 200" X 2a°h* X 2a°D* x 2a°B*.

Ora, neste producto o coefficiente 2 é 5 vezes fac-
tor, e cada expoente deve ser repetido 5 vezes: logo

(20°6%)°=324"", e do mesmo modo
(Sab®"’=15625a"b"c".

Regra geral. Para elevar um monomio a qualquer
potencia, eleva-se a ella o coefficiente, e multiplica-se
cada expoente pelo indice da potencia.

Logo, reciprocamente, para extrahir qualquer raiz
de um monomio, eztrahe-se do coefficiente e divide-se
cada um dos expoentes pelo indice da raiz.

Donde se segae que um monomio sé péde ser po-
tencia perfeita de qualquer grée, quando: 1.° 0 coef-
ficiente [or potencia perfeita; 2.° cada wm dos expoenies
for divisivel pelo indice da ragz.

Nao se dando qualquer deslas circumstancias, a
raiz sémente se indica; mas a sua expressao podera
em muitos casos simplificar-se, como depois veremos.

135. Pelo que toca aus signaes, pdde affirmar-se :

1.° Toda a potencia par de quantidade positiva ou
negativa ¢ essencialmente positiva.

Porque a potencia do grio 2n é equivalente &
potencia n do quadrado da mesma quantidade,
a*=(a’)": mas o quadrado a* ¢ essencialmente posi-
tivo. Assim

(4 3abe®) ==+ 81a"b*c".
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2.* Toda apotencia impar deve ter o mesmo signal da
quantidade. Porque a potencia impar é sempre igual
a uma potencia par, multi plicgda pela mesma quan=
tidade, o™ *'=a™xa. ' :

Destes principios se conclue, que =

1.* A raiz de grdo impar de qualquer monomio deve
fer o mesmo signal da quantidade ;

b +320— 1. 90%, 132401 9g%).

2. 4 raiz de grda par de qualquer monomio positiva
pdde ter indi[ﬁrsmwfaégya onynal+ou~—, Exempla:

81— b

3.* A raiz de grdo par de quantidade negativa ¢ uma
raiz impossivel. Porque nao ha quantidade que ele-
vada a potencia par, dé resultado negativo.

4 ] ;
V'—a ,\/'—1 sio symbolas imaginarios , comoy/—a

Passemos aos polynomios. ¥

- 136. Tendo ja mostrade como por meio da formula
de Newton se eleva um binomio a qualquer potencia,
maostraremos agora o modo de applicar a mesma for-
mula aos trinomios, e a quaesquer outros polyno-
mios. Seja em primeiro lugar z—#y-]—z para elevar aa
cubo. Suppondo z+y=u, teremos

B o B e U et B T T T
F3z(e9)"+ 8-+ y)+5'—=0 - 3oy Sy g
+3z0°+-6xyz + 32y’ + 35+ 35y +2°,
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Para applicar commodamente este methodo a qual-
quer trinomio , convird representar cada termo por
uma letra, desenvolver a polencia, e depois fazer
substituicoes, e effectuar os caleulos indicados.

Por modo semelhante se eleva qualquer outro po-
lynomio a uma potencia de qualquer grao.

137. Euatraceao da raiz m de um polynomio. Seja
P o polynomio, que supporemos ordenado em rela-
¢io a uma letra; e sejaa raiz z+y-+z+..... que se
pode suppir tambem ordenada em relacao & mesma
letra , ¢ por exemplo. Elevando esta raiz 4 potencia
m, e tratando como um sé termo a quantidade
Yy+s+..... se18 (24y+it...)" on

P=z"4may+z+....) - m—p Ly (y+z+.) 2+ &.

~_Dos principios da multiplicacao algebrica se con-
clue que o termo 2", devendo conter um expoente
de a, superior aos de todos os oufres termos, nao
soffre reduccao alguma, e é necessariamente o 1.°
termo do polynomio ordenado P. Extrahindo pois a
raiz deste 1.° termo ter-se-ha x, 1.° da raiz pedida.
Subtrahindo ™ de P, teremos chamando ao res-
to R, '

ReP—a" e[y 4 54 ATt
4z+.....) 4+ &e.

Neste ultimo polynomio ¢ facil de provar que o |
termo ma™'y conlém o maior dos expoentes de a, |
e nao soffre reduccao. Com effeito tomando sémente
0 1.° termo de cada producto dos que estao indica-

R
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dos (sémente os 1.” termos, porque nesses entrao
os maiores expoentes de a), cumpre mostrar, que
2®*y é de um gréo a respeito de a, superior a a:""y‘,
==y, o' &e., em geral a 2"y’

Ora, as duas expressoes que eomparames

mm.—fy e m\'ﬂ—nyn
divididas ambas por 2"y, reduzem-se a
mn-—-'l e yn—i

e nestas éevidente que o grio da 1." excede o da 2.7,
pois que z contém maior expoente de a, doque y.

Logo ma™'y representa o 1.° termo do polyniomio
crdenado R, e dividindo-o por maz®~* teremos 0 2.°
termo da raiz y.

Diminuindo de P a potencia m de z+y, prova-se
semelhantemente quema™'z é 0 1.° term,o de 2.*
resto R ou P—(z+y)®. Pelo que dividindo esse 1.°
termo por mx™" obtem-se 0 3.° z da raiz.

138. De tudo isto resulta a seguinte

ReGra ¢erAL. Ordenado o polynomio, extrahe-se @
raiz do 1.° termo, que serd o 1.° da raiz pedida. Ele-
va-se d potencia m, ¢ subtrahe-se do polynomio.

Divide-se 0 1." termo do resto por m vezes a polencia
m—1 do 1.° termo da raiz; e o quociente serd o 2.°
termo.

Eleva-se o binomio d potencia m, subtrahe-se do po-
lynomio dado, e divide-se 01.° termo do novo resto pelo

mesmo divisor precedente ; serd o quociente o 3.° termo
da raiz.

Contintia-se do mesmo modo: a cada novo terme
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achado, eleva-se toda a raiz 4 potencia m, subtrahe-
se do polynomio dado, divide-se o 1.° termo do resto
por m vezes a polencia m—1 do 1.° termo da raiz.
Este divisor é sempre o mesmo.

Facilmente se applica esta regra & raiz 3.%, 4.%,
5.5, &e.

Caleulo dos Radicues.

139. A extraccao da raiz do monomio ou polyno-
mio que nao for potencia perfeita de grdo proposto,
somente pode indicar-se, fazende preceder & quan-
tidade o signal /, dentro do qual se colloca o nu-
mero que exprime o grio da raiz: este numero toma
o nome de ndice do radical.

sta indicacao d4 erigem &s expressoes radicaes, ou
arracionaes de diversos grios. Taes expressoes admit-
tem muitas vezes simplificacoes, fundadas em um
principio analogo ao do n.” 84, a saber: 4 raiz de
um producto ¢ iqual ao producto das raizes do mesino
grdo de cada factor. Em termos algebricos,

C/I’a_.b.c.d.....= &a.!’/a’b.&c.\‘"}d.".,

Com effeito, elevando estas duas expressoes a po-
tencia m , ambas conduzem ao resultado abed..... ;
o que s6 é possivel sendo ellas iguaes.

Isto posto, seja a expressio -3/543‘.6‘_0‘ , que nao ¢
equivalente a monomio algum racional, porque 54
nio é cubo perfeito, e os expoentes de ¢ e ¢ nao sao
divisiveis por 3. Porém ' :
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VA= 2100 X 20 =aby ac -

do mesmo modo :
V19207be =6 a%et X 1/ Sab—2ac\/3ab.

Nas expressoes finaes as quantidades, como 3al’,
2a¢*, que precedem ao radical, e que o multiplicio,
se chamao coefficientes do radical.

- 140. Outra simplificacio tem lugar algumas vezes,
dividindo o wndice do radical por wm numero, e exlra-
hindo @ raiz do mesmo grdo da uantidade sujeita ao
signal /. Por exemplo, dividindo o indice por 2, e
tirando a raiz quadrada 4 quantidade, conelne-se

v’:ia’ V""a

t/3ﬁ{1’rfv’t v/ 6ali
E em geral

3a"=&a.

Com effeito, para elevar um numero 4 potencia
mn , campre eleva-lo & potencia m , e o resultado &
potencia n; de que segue-se que extrahir a raiz mn
equivale a extrahir a raiz n, e do resultado a raiz m.
Uma destas raizes , nos exemplos adoptados e nos
casos semelhantes, extrahe*se exactamente, a outra
se conserva indicada.

141. Reciprocamente pade-se smultiplicar o indice
do radical por qualquer numero, elevando d potencia
do mesmo grio a quantidade submettida ao signal \/.

Serve este principio para reduzir dous ou mais radi-
caes ao mesmo grdo, o que ¢ muitas vezes util.
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Multiplica-se o indice de cada radical pelo producto
dos outros indices, e eleva-se & quantidade @ potencia do
qrdo indicado pelo mesmo producto.

Assim

V24 e /(a+b)
se reduzem a

12 12 12 v
v/(2a)*, ou /164" e /(a+b). 7
Passemos s operacoes sobre os radicaes.

142. Addigao e subtracgao. Dous radicaes se dizem
semelhantes quando sao do mesmo gréo, e 6 a mes-
ma a quantidade debaixo do radical.

A subtraccao e addicao dos radicaes que nao sao
sao semelhantes, apenas poéde ser indicavel. Se
f{Jrem semelhantes, opera-se sobre os coefficientes,
cuja somma ou differenca se faz coefliciente do
mesmo radical. Muitas vezes reconhece-se a seme-
Ihanca dos radicaes depois das simplificacoes, n
139 e 140.

Exemplos:

‘lv’b+"1/b 5;/!:,31/&—“’1/&; Vb

3ay/b+ 26, b—(3a+ 2], /b.
V/ABa- by Toa—Aby Ba-+-5by 309y Ba.

3)/4a’—2,/%—31/ 2—21 20—/ a.
143. Multipﬁcag&o e divisdo. Sejao primeiramente

dous radicaes do mesmo grio para multiplicar ou

dividir, por exemplo Vi e /b,
20
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E facil de vér que

Sl

J’ax Jb:i,m/a-b ;e &a: &b:&g 3

Porquanto elevandoa potencia m os dous membros
de cada uma destas igualdades, os da primeira con-

duzem ambos a ab, e os da segunda a g’;.

Logo : para multiplicar ou dividir radicaes do mesmo
grdo, multiplicio-se ou dividem-se as quantidades affec-
tas do signal 3/, ¢ submetic-se o resultado ao mesmo
signal. Havendo coefficientes, por elles se. comega a
operacio.

Assim
3 3 3
2 VE!';'_E’!X__3¢V[G’+5-’} L ,/(a +b )i
ou simplificando —_6“2( ‘H’z)
v’ ed

V @b +b* 8b(a?b* + b') - l}“a‘}'b! :
V a—0" V ah? 2b pr
8b |

Se os radicaes nao forem do mesmo gréo, gup:
redum—los (n.° 140).

144. Formagio de potencias e extracgdo de raizes.
Porquanto

(mt/a)“sc/‘aXv’axv‘ax ...... =\Va";
para elevar @ polencic n um radical ; basta elevar &
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quantidade affecta do signal. O coefficiente se eleva &
mesma potencia, i

- Exemplos:

(A= 160" =201/ =201 4
3
(31 20 =243, 320 —A86a1 Ac”.

Quanto & extraccao das raizes: cumpre mulfiplicar
o mdice do radical pelo da raiz que se quer extrahir,
sem alterar a quantidade submettida ao radical.

Esta regra é simples corollario do n.* 139.

I o 3 6
V'V 3e=1"3¢ ; V'V Ba=1"5a.

Todas as vezes que se calculao radicaes, cumpre
examinar se o resultado admitte alguma .das sim-
plificacées, n.° 138 ¢ 139, e pratica-la para abreviar
as expressoes finaes.

1L5. Observagdo. O calculo dos radicaes qual fica
exposto, quando se applica a expressoes imaginarias,
isto €, a symbolos puramente aliyebricos, soffre algumas
vezes modificacoes e excepcoes, que sémente se po-
derdo reduzira preceitos geraes quando se houverem
mosirado as diversas formas que pbde tomar a raiz
de qualquer grio de uma expressao algebrica; o que
depende de nogoes da theoria geral das equacoes
que nao queremos anticipar. Contentamo-nos de dar
aqui alguns exemplos destas modificacoes com os
resultados do calenlo

1.° Pela regra geral

V—aX V' —a=V+a*=ta.
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Porém o signal 4 exprime a duvida se o @’
proveio de multiplicar +a por +a, ou —a por —a;
e como esta duvida no caso presente nao existe, deve
adoptar-se o 2.° valor —a. Alias

V—axXV —a=(/—a}=—a. '

2.° Peca-se o producto L/ —aX v/—bh, que pela

regra geral seria L~ +ab. Attendendo porém a que

V —a=l/aXV —1 e V" —b=1"bx1”—1, sera
V —aXV—b=VaxVvbxy —1x v —1=yab
X (V/—1)'=1 abX—1=—/ab.

3.* Proponha-se multiplicar :/-——a por f/—b.
Empregando um artificio semelhante ao precedente
para destacar de uma e outra quantidade o factor
imaginario, obtemos

v’—a—l/-axm/-——i e \/—b=v'b>< ./—1
porém 1/'—-—1><v’ 1—[\/—-1)’ (VV'—-‘.l )z
=/ — 1
Logo V—aX\/—-—b::\/axv’bX[v B
—~Vabt/—1

Dos Expoentes em geral.

146, E tempo de dar a conhecer dous novos sym-
bolos de uso mui commodo nos calculos algebricos,
a saber : os expoentes fraccionarios, e s expoentes ne-
qativos. Sao origem destes symbolos as regras esta-
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belecidas para a extraccao das raizes, e para adivisao
dos monomios. ;

1.® Proponha-se extrahir a raiz n da quantidade
a”. Vimos que se for m multiplo de »n, cumpre divi-
dir o expoente m pelo indice n. Mas, se esta divisao
nio € exacta, caso em que a extraccho da raiz é im-
possivel algebricamente , péde ser indicada a opera-
cao, indicando-se a divisao dos expoentes. Assim,
segundo aregrada extraccao dasraizes dos monomios

3
1/a'=a3 : \/a ,_ﬂF Var=a".

2.° Haja de dividir-se a™ por a": seré o quociente
a™. Se porém for m<n, casoem que a divisao é
impossivel algebricamente, convém indica-la prati-
cando quanto for possivel a subtraccao dosexpoentes.

Seja p a differenca absoluta entre m e n, isto €,
n=m--p. Donde

a® a'm M—M=p___ o—P «
E;=0F'—W—_: a _— a y
a® a® 1 1
mas tambem ——_"___ —_ : Lggoa?=—
a" tr g"Xa* a® o8 a®”

Portanto a expressio a=® é o symbolo de uma divi-
3ao que nao se pode effectuar; e o seu verdadeiro
valor é 1 dividido por a elevado ao mesmo expoente p,
tomado positivamente. Assim

1
ﬂ,—s...—-—-s-—i 3 {5—5 :.-:-,.ag &C.

Estas notagoes teem a vantagem de simplificar as
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expressdes a]gebricas omittindo os radicaes nas ex-
pressoes irracionaes, e dando 4s fracmnnams a
férma inteira. o
Da ecombinacao de ambas as notacdes precedentes
resulta outra, o expoente [raccionario negativo.

Se houver de extrahir-se a raizn de -1 queeqm—

]
vale a—™, sera

m L
concluimos que as expressoes a*, a®, ™ siio con-
vencoes fundadas nasregras d'Algebra: ellas equiva-
lem a estas indicagc':es respectivamente

Va,.. V1

e podem subslituir-se umas s outras, reciproca-
mente.

Ah7. 0O caleulo das quantidades affectas de expoentes
[raccionariosiou negativos se pmhca sequndo as nicsmas
regras applicaveis aos eapoentes inteiros e positivos.

Demonstra-se este preceito em relacao a qualquer
das operacoes d’Algebra, passando das espressoes
dadas para a indicacio de radicaes ou de fraecdes,
effectuando asoperacoes, e exprimindo os resultados
pelos novos symbolos. Demonstremos o principio
pelo que toca 4 muftiplécag,{io e ficard claro o modo de
proceder a I‘espel to da divisdo, formagao das potemm
e extracgao das raizes.
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Affirma-se que

- 3 'I 3_;__3: 19
CX@=a" O ==a®,

05 a3
Ora ’=17¢* , e a™=V/a* : logo
i 2 5 & 15 15 19
om0 B K 00t 0
Do mesmo modo

- 1 1-21 —aq: ora —10 éasomma

a'i' a.i aiu
algebrica dos expoentes —T7—3.
Em geral :
__'.'_\ P y Vi P
X = V-jﬁ Va= Y.Lx V 4 E—
—aq "M

¥

e ¢ facil de vér que o ultimo expoente ¢ igual & som-
ma dos dous —"g el

Logo a rvegra da multiplicacio dos monomios é
sempre 4 mesma, qUacsquer que sejao os expoentes;
e o mesmo se diz da divisao, da formacao de poten-
cias, e extraccao de raizes.

. Applicagies da Formula do Binomio.

148. Pois que as regras das operacoes algebmcas
se applicao ao caso de expoenies’ {raccionarios, posi-
tivos ou negatwos, ¢é natural pensar, que a lei das
potencias representada pela formula do binomio tam-
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L
bem se estende a quaesquer expoentes; isto ¢,
o desenvolvimentode (z+a)" conserva a mesma it'lt'ﬁ
ma, quer m seja inteiro, quer fraccionario, positivo
ou negativo: porquanto & formula do binomio foi
demonstrada , analysando-se as multiplicacoes e
outras operacoes necessarias & formacao de uma po-
tencia; operacoes e regras que mao sao peculiares
aos expoentes inteiros e positivos. Esta illacao nos
parece suflicientemente clara , para dispensar uma
demonstracao directa: accresce que applicando a
formula a expoentes fraccionarios ou negativos, os
resultados obtidos se podem verlﬁcar e achao-se
sempre exactos. N

A demonstracao da formula do binomio em toda
a sua generalidade, se deduz pelo methodo dos coeffi-
cientes indeterminados, de que depois trataremos:
pode vér-se na Algebra de Bourdon essa demons-
traciio que omiltimos na presente compilacio.

Para fazer applicacio a quaesquer expoentes, con-
vém uma transformacio na formula

(#-+a)"=z"+-maz™ ' +m e’z + m.m 2R
a’z™ 4 &e.;

transformacio que consiste em por em evidencia o
factor commum z", de todos os termos, o que muda
a formula nesta

(z}-a) =2 (1 +mf+mmgl—1“, + m;"%i

m—2

T:.?-”‘")
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Veremos que com esta nova forma o binomio de
Newton presta-se mui commodamente & maior parte
das applicagoes.

149. Drfsmwull:-cr em serie a expressao lt/}:;__a
—a+o]" ‘

Suppondo m=—, e fazendo substituicoes na for-

mula precedente, oblem-se

2 1 ; W, L -, |
I/(:):+a.]——'-_:r (1-!-?'5 g_i-;a. 50 i;f““;i.'" :

———?
I-,—|-6Lc. )
‘_(1 1a 1 n-—l a1 n-—‘l m—1 "‘,_&e.)

ne n % a@i'n 2n I T

Basta observar a lei destes cinco termos para vér
o modo de formar os seguintes: facamos desta serie
uma apphcacao numerica.
Pede-se a raiz cubica de 31. Sendo 27 o maior
cubo contido em 31, facamos z=27, a=4, e a0
4 3
mesmo tempo n=3 , serd 2:%-; e 23=1/27=13:
portanto
3 4
1 — N e G B e L1 T
V31 [97+4) 3[1+.}xﬁ—3x}xqagx3qu9
64
19683 40
16 320 :
—"3“‘]‘%7 s)l'g‘-l——im-—&(:
==340,14815—0,00731--0,00060— &e.
21
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O termo seguinte s6 tera unidades da 5.* casa de
dizima: querendo approximar sémente 4 alg. deci-
maes, contentamo-nos com os 5 termos acima, que

3 .
reduzidos dio 1”31=3,1414. Para maior approxi-
macio seria preciso continuar a serie.

150. A exemplo do qae acabamos de praticar com
a raiz cubica, se pode extrahir qualquer raiz appro-
ximadamente. Querendo araiz n de um numero, di-
vida-se este em duas partes, wima das quaes seja potencia
perfeita dogrdon; esubstituindo estas partes na formula
por x ea, desenvolve-se  serie, daqual se aproveitio os
lermos necessarios, sequndo a approzimagiio que se deseja.

Este methodo é tanto mais vantajoso, (uanto me-
- - a = .
nor ¢ a fraccio - ; porque entao os termos da serie
T

decrescem mais rapidamente, o que habiliia a cal-
cular_poucos termos. Quando a serie é pouco con-
vergente a necessidade de aproveitar muitos termos
obriga a caleulos muito laboriosos. Convém pois que
seja #>a, o mais que for possivel. g
Applicando a regra & raiz 4.* de 260, decompoe-se
este numero em 256 e 4, e sendo 256 a 4. potencia
de 4, faremos n—4 , 2256 , a=4 ; serd
w"%:lf/QSG—zi L S Logo
(10nh 05} 7 b il THOD A Dk Tl
X ToE s o
00— ’9; e s e
L7 260=1"(256-}-4) "(H_‘ixﬁal
1., Susey
—1%8 %+ ¥)
el _II 3 T o -
=4 B Sy (s &e. -—4,010.,1'3.

exacta até a casa dos decimos millesimos.
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Acha-se do mesmo modo

7 ie ;
1/108—17 (128—20)=1,95204, com a mesma ap-
proximacao.

151. Ouiras applicagies. A formula do binomio
serve tambem para desenvolver em series as expres-
soes algebricas. "S;eja a expressao

1—-z SR

Na formula (5 a)"==2"+maz" "+ &c., faremos

m=—1, a=1, a=—:; e substituinde teremos

~11

[ o e ) B

_1—_2(—2.']5 &e.; ou

——
i-l—-—1+z+z“+::"+:"+&c

0 mesmo resultado se obtem , praticando a di-
Visao.

Seja segundo exemplo a expressao

1—?—'3(

Neste caso m————3 m—-1 =—%; € assim

Lz

Bt 22213 (—5) —F x —o (s
—3X 3:;_1 3-_?’ g)'+ &e. ,ou

| P e 7 5 /
= 2(1 4 85+ 062 +10z°4-155"+ de.)
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Para desenveolver em serie V' 2;—z°, coIecamos
por esta translormavao

Yy et B8 VI 21— AR 1*’)
e applicando dformula do binomie (1—§)l , fare-

z 1
mos =1, =g M==5" © logo

3
& 3 1 T
VW:V%&--}% X —-.%—}—% X ;‘5—1(_5)

et fe ol ) ! S
*F3X§TX3-—3‘( z) +&e.
> 1
=19 SR N 3 ]
v z(i & %z’ m—sz-—&e)
§ 4.° METHODO DOS COEFFICIENTES INDETERMINADOS.

152. Tem este nome um methodo, empregado
frequentemente em A]gebra, para desenvolver em
serie qualquer expressao algebrica. Para expé-lo com

clareza , supponha-seque seirata de desenvolver

b+e:a
em uma serie que proceda segundo a ordem ascen-
dente das potencias de z, inteiras e positivas. E claro
que tal pode ser a serie, porque a expressao dada se
reduz aa (b+czj™, e esta potencia, desenvolyida
pela formula do binomio, segue a lei indicada.

Seja pois

a
b+
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sendo os coefficientes 4, B, C, D, E..... funccoes
de a, b, ¢, independentes de z; coeflicientes que se
trata de determinar , e que por isso se costuma cha-
mar (bem que talvez sem muita propriedade) coeffi-
cientes indeterminados.

Para determina-los expellem-se 0s deneminadores
da equacao precedente; e transpondo todos os ter-
mos para o 2.° membro e ordenando, obtem-se

0=(4b—a)+ (Bb+Ac)r+(Co-+Be)a® + (Db 4- Ce)o®
+(Eb+De)z* &e.+

Ora, esta equacio, assim como a 1.* de que ella
se deriva, deve verificar-se qualquer que seja o valor
de o ; porém suppondo z==0, torna-se ella em

0=A4b—a , donde A—-:%:
serd pois este o valor de 4, independente de »; e a
sua substituicao na equacao faz desapparecer o termo
(4b—a). Supprimindo-o, e dividindo a equacao por
z, resulta

O=(Bb-+ Ac)+{Cb -+ Bojw+ (Db~ Ce)a~+ Bb
+-Deja? +-&.

Applicando a esta 3.* equacao o mesmo raciocinio
que 4 segunda, teremos para a==()

L e

Bb+ 4¢=0; logoB"'———-b- gx% —5

e esle serdo valor de B, indcpendenle de . Sup-
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primindo pois o termo Bb--Ae, e dmdindo a equa*-
¢ao por z, apparece

0—(Ch+ Bc)-]-{Db-[—Cc)s-HEb—[—Dc)x’—l— &, G

e como precedentemente

€l O act
Cb4-Be=0 , (=— b ===
Acha-se do mesmo modo
¢ B ac®
Di--Co—0 , D=’ zx‘}ﬁ .
e assim por diante.

Logo £ u et “ep g R, NPT T W LY et
_a_uar '

-5,z+~55m‘—%r&¢‘+ dc.

153. Reflectindo sobre a analyse presente, vé-se
que o fundamento do methodo consiste neste prin-
cipio : Uma equagdo da férma 0 =M - Nx+Px*+}
Qx4 ., (sendo M, N, P, Q,..... independentes de x)
30 poderd verificar-se para todo e qualquer valor de x,
se [or cada um dos coefficientes , separadamente, iqual
a zero.

A analyse empregada no exemplo constitue uma
demonstracao deste principio, que aliés se pode dar
por evidente. Porquanto, sendo M, N, P, &c. inde-
pendentes de #, nao pbde haver reduccao entre M e
Nz, entre Nz e Pa?, &c. ; logo deve ser

.M"———O, N=0, P=0, Q-—-—-O, &G.:

formao-se deste modo tantas equagoes quantos coef-
ficientes se tem de determinar.
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A equacao que se acha nascircumstancias da pre-
cedente, istoé, que deve verificar-se, qualquer queseja o
valor da letra, a cujo respeito se achdo ordenados os ter-
mos, toma o nome de equagdo identica: distingue-se
da equagdo ordinaria, em que esta s6 péde ser verifi-
cada por certos valores attribuidos & mesma letra.

154. Pode acontecer que a alguma expressao alge-
brica nao convenha a forma do desenvolvimento,
segundo as potencias inteiras de 2 ; e nesse caso
o. methodo dos coefficientes indeterminados nao
terd immediata applicacao : o mesmo calculo o adver-
tivh. Trate-se, por exemplo, de desenvolver

BB
- m,.__A +Bx+Cx*+D #*+ &e.

Expellindo desta equacio os denominadores, re-
sulta

0=—1+342+(3B—A)2*+(3C—B) 2’ +
(3D — O+ &e. ;

eapplicando a esta o principio precedente, conclue-se
—1=0, 34=0, 3B—4=0, &e.

Ora, a 1." condicao —1=0, sendo absurda, mos-
tra que a serie A+ Bx--Cz*4 &e. nao convém 4
fraccao proposta. Se esta porém se transforma em

¥ U 4 . st -
=X poderd R igualar-se ao polynomio

A-}Bz-|-Ca? &c., e leremos

e s o P P
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— &-%-+ (A+-Bo-Co* + Do 4 B e

appplicando o methodo, se acha

1
=3 3—9' C=W~ D=gr

Loge
: fl

A form«u!ﬁ én imwmm e oﬁ‘.:ﬁthﬁo{d& mﬁmm
tes indeterminados, teem muitas outras applrcagpas
e consequencias uteis , algumas das quaes se verao

em outra parle deste curso: reunimos aqui sémente
0 que nos parecen mais proprio da Algebra Elementar.




CAPITULO VI.

APPLICACAO DOS PRINCIPIOS D'ALGEBRA AS PROGRESSOES
E LOGARITHMOS.

Este capitulo completa os conhecimentos de Alges
bra, absolutamente indispensaveis ao estudo da
Trigonometria e da Applicagao da Algebra & Georie-
tl'iﬂs " 1 . t

§ 1.° PROGRESSOES POR DIFFERENCAS.

155. Recordemos que se chama progressio por
differencas uma serie de termos, cada um dos quaes
excede ao precedente, ou é por elle excedido, em
uma quantidade constante, que se chama razdo da

progressao.
Seja 2 @nbiio. diiidy. k.. L.

Chamando n o numero dos termos até o fermo |
inclusive, e 7 a razao, serd, como se demonstrou na
Arithmetica,

Para as progressoes crescentes, l=a+ (n—1)r
e para as decrescentes J==g—(n—1)r.

A primeira formula abrange a segunda , uma vez
que a r se possa darvalor positivo, ouvalor negativo.
A equacao l=a - (n—1)r determina qualquer das 4

22
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quantldades a, 7, m, ¢, [, conhecidas as outras tres;
do que vimos exemplos na Arithmetica. s

156. Proponha-se agora est’outra questao: Achar
a somma dos termos da progressio = a. b. ¢. d. e. &e.,
continuada até o termo ! inclusivamente.

Notemos em primeiro lugar, que sendo = e y dous
termos em igual distancia dos termos a e [, serd -4y
=a-l, isto é, a somma de quaesquer dous termos,
equidistantes dos extremos, éigual d somma dos extre-
mos. Chamando p o numero dos termos que prece~
dem a z, serd

Se porém invertermos a progressao, comecando
pelo termo [, haverd p termos ante de y; e porque
a progressao decrescente se tornou decrescente,
viceversa,

y=l—pr.

Logo a+y=—a+l, o que demonstra a propq’a,@p.

Daqui se segue, que 0s extremos, e dous termos em
wqual distancia delles, formdo equidifferenga.

Isto posto, consideremos a progressao dos doua
modos, a que nos refeﬁmoh“ a saber' S

+a. b. ch il
+lhe. hoe boa;

e chamando s a somma dos termos, sern a somma
de ambas as progressoes

t=(a+-D+(b+1)+(eh)o. vk h+-¢) (a4 b)
+(--a).
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Ora, como ficou provado, as sommas a-+1,b-+1,8&.
sao todas iguaes e o numero dellas é n: logo

fa+l] n

2=(a+l)n, donde s—=—7—

Ezemplos. Pede-se a somma dos 50 primeiros ter-

mos da progressio = 2. 9. 16. 23. 30. &.
1.° Sendo n=50,[=2+49 x T=345.

9.0 o251 50_5,7, 055675,

Para determinar o 100.° termo e a somma dos
cem termos da progressao decrescente

= 082.577.572. &,
faremos n=100, e sera [=582—99 x 5=87T

; s— (9824-8T)100__gq,-.

157. As formulas l=a--(n—1)r, ¢ sw , em

que se achao combinadas as 5 quantidades a, [, @,
7, 8, prestao-se 4 resolucao deste problema geral:

Das cinco quantidades, primeiro e ultimo termo de
uma progressao, razao, numero de lermos, € a sua som-
ma, sendo dadas tres, caleular us duas restantes.

Este problema se subdivide em tantos problemas
quantos sao os productos distinctos de cinco letras,
combinadas duas a duas, numero que pode ser

ne o 128), a qual

determinado pela formula
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suppondo m=>5 se muda em 5)(%:_:-_:10.'

Estes problemas dependem de equacoesdo 1. °grio,
& excepcao de dous, nos casos em que forem as in-
cognitas a e n ou | e n; porque estas letras, entrando
em ambas as equacoes, na segunda se achao multi-
plicadas uma pela outra; o que eleva a equacao ao
2.° grao. Seguem exemplos de algumas destas ques-
toes.

158. Conhecendo a, 1, n, determinar v e 8, isto é,
dados 0 1. termo ¢ ultimo e o numero dos termos de
uma progressio, caleular a somma delles e razdo.

Da formula l=a+n—1)r, se deduz a Tazio
r'zﬁ;:___"i ; e a segunda formula s-——-(agﬁ dd imme-

diatamente a somma dos termos.

O valor de r, que acabamos de determinar, ensina
a inserir meios differenciaes entre dous numeros
ael

Por exemplo, para inserir 12 meios differenciaes

entre 12 e 77, basta fazer a=12, =77, n=14, e _

sera :
=126 o

Logo +12.17.22.97.82.........72.77.

A somma dos termos serd s- '.12"'77.14#6234

Achar a somma dos numeros naturaes 1, 2, 3, &e.
desde 4 alé n. Neste caso a=1, l=n; logo
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_—

Querendo @ somma dos n primeiros termos da serie
dos numeros smpares 1, 3, 5, 7, &c., faremos a==1,

r=2, elogol=1 +Hn—1)2=2n—1; es,—q@ir,%ﬂ)ﬁ

=n', ou o quadrado do numero dos termos.
A somma dos n primeiros numeros pares 2,4, & é
s=n(n+1).

§ 2.° PROGRESSOES POR QUOCIENTES.

159. Chama-se progressao por quocientes a uma
serie de numeros taes, que cada um dividido pelo
antecedente di sempre wm quociente constante, que
se chama razao da progressao. Seja esta

taibieidiesiia ikl

Chamando n o numero dos termos até [ inclusive
e 7 a razao serd, como se provou na Arithmetica ,
[=w"". Esta formula ensina a caleular qualquer
termo, sem dependencia dos anteriores.

160. Pfoponhaase achar o somma dos termos da
progressao desde ¢ até [, inclusive.
Segundo a definicio, temos

¢ sommando estas duas equacgoes,

bt-etd-+.....thtl=(0+b+et A+ e

R

R T R T I T R e
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ou, chamando s a somma dos termos,
$—a=(s—ljr=sr—Ir; donde s—-:{
Quando a progressao for decrescente, r< 5 3 I{a.
e tambem [r<a:em tal caso ambos os termos da ,
fraccao se lornao negativos, mas podem fazer-se po-

sitivos, dando ao valor de s esta forma

s.—

A primeira formula, substituindo-s em
l o seu valor ar*~*, muda-se nesta

a!r“—-il

Exemplos. 1.° Pede-se 0 8.° termo, € a aommados
8 termos da progressao ::2:6:18: &c Temos a==2
r=3, n==8; logo A

l=ar—=2x 3=4374

es=--“—1—-"”“'_':l —5—==659(3'_1) B0 i >
""’-:*u«"‘i‘ 73 TRIE 20

2.° Seja a pmgmsioldgcrescente! eom @m&;mv ;
e : ; B s

:—:64:16:4:1:%-: o

Teremos a=64, r—':i , =12 ; logo
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e 1)~ gt

L
a—lr_ 65536 " 65536 o.21845
N 33 T g “65536

4

161. Suppondo r=1, no ultimo valor de s, mu-
da-se elle em 8 Este resultado, que algumas vezes é

symbolo da_indeterminacio, outras vezes indica a
existencia de um factor commum aos dous termos
da fraccao, o qual se anniquila na hypothese parti-
cular de que se trata. A 2.% interpretacao dosymbolo
¢aqueconvémao presente caso; porque sendo r"—1
divisivel exactamente por r—1, e sendo o quociente
Al ey 3, serd

s=ar" +ar" 2 4ar4- . 4-ar--a,
e no caso particular r=1, s=a--a--........ =na.

O factor r—1, commum aos dous termos da frae-
cao, € o que a reduzia 4 forma g

162. Progressies infinitas. Seja a progressio de-
crescente +3a:bic: &., de numero indefinido de
termos : a formula (160) que dd a somma de n ter-
mos, pbde ser transformada nesta

a,.l!

T



176 ALEERRA.

Ora, pois é decrescente a progressno, 7 € fraceao
propna, e 7" outra, que sera tanto menor. quanio
maior for n : logo, quantos mais termos setomnremdn

progressao menor se tornard a quanhdade 1—--’ 5
e mais porfanto a somma dos termos se approximara

de ser igual aif-'. Assim , suppondo n superior a

qualquer numero dado, ou suppondo n==co , .'ttlf‘;

serd menor do que qualquer numero conhecido, ou
péde reputar-se igual a zero, & serd neste caso

3“'—"‘1?_? 3y
somma dos termos de uma progressio decrescente ao in-
finato.

Este valor des é propnamente 0 lumite, paraoqual
tendem todas as sommas parciaes que se obtem pela
addicao de um numero cada vez maior de termos da
progressao. A differenca enfre estas sommas e a

expressao 1“’— péde tornar-se tio pequena quanto
se queira, e sémente é ¢ nulla quand'o se to%mﬁ—

nilos termos. i
Ezemplos. A progressao decrescente ao mﬂmto

Sy
7.-1.3 g : &

tem por expressio da somma de todos es termos
A e b
]_72'

§==
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sctahy oude ol 1
E na progressao 21 TRE BT &.s*i—_-_—g-—--

163. Observacio. A ultima formula s=l—i—r naoe

pode ter applicacio alguma s series crescentes ;
porque na sua deduccao se suppoe essencialmente
7 uma fraccio propria. Sendo r>1, quanto maior

« y . e
for n, maior se tornard a quantidade ii—; ;e cada

ar® a 3
vez a somma des termos s-_=—i—— [—, MWais serd

5 a
differente de et

164. As progressoes por quocientes dao oceasiio aos
mesmos dez problemas, que se podem propér a res-
peito das progressoes por differencas : porquanto as
mesmas cinco quantidades se achao combinadas nas
duas formulas =g, s——ir—f .

Ha comtudo esta distinecao. Nas progressoes por
differencas , todos os dez problemas dependem de
equacoes do 1.° ou do 2.°grdo : nas progressoes por
quocientes algumas das questoes dependem de equa-
coes de grios superiores, a saber: sempre que {or
uma das incognitas, a equacao I—w™ ™ serd do gréio
n—1,seaforconhecido, e nocaso contrario, do grion.
Ealém disso, se n for incognita, teremos equacio de
ma natureza particular, em que a incognita é ex-
poente, equacao que nio se resolve pelos prineipios
até agora expostos. Excluindo estas combinacies de

23
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ineognitas, restio sémente quatro problemas, queas
formulas resolvem immediatamente, a saber : sendo
pedidosle s, ouaes, ouael, oures. (Es"&\ilﬁﬁa
depende de equacao do gréo n—1 , porem a éﬁs
termos.)

Eis-aqui as formulas transformadas, como convem
a cada um destes problemas. Tratando-se de cal-
cular
o lr—a_alr—1)
M 2o ST,

b 7 ,‘ﬁ
G el a*-v“—i] f— 1‘—-—1} B
n—1 .
V.
..... P .,_4 n_‘
Ik

= Pad ot Dby

165. O ultimo valor de r resolve esta queslaa
inserir meios proporcionaes entre dous numeros a e,
isto €, formar uma progressao de nwmero dado de
termos, mqucaclsqgogsm Hﬁ"“

Exemplo. Querendo msemﬁmems Propor
entre 3 e 384, serd i 3

o8, 1384, n=8; . rmv‘_’géz&ﬂs_z |

donde a progressao ++3:6:12: 24 48:96:192:38 :
Algumas das quesmksgqu&acabamos de W. .jﬁ

—

&
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forao resolvidas na Arithmetica. Aqui porém ter-se-
ha occasiao de notar quanto os principios d'Algebra
simplificio a sua resolucio, e a0 mesmo tempo ge-
neralisao os resultados e consequencias.

§ 3.° THEORIA DOS EXPONENCIAES E DOS LOGARTTHMOS.

Alguns dos problemas a que dao lugar as progres-
soes por quocientes conduzem, como ja vimos,
4 equacoes em que a incognita é o expoente de
algum numero conhecido. Estas equacdes se chamao
exponenciaes , e mo caso mais simples se reduzem 4
forma a*=b: procuremos meio de achar um valor
para z, exacto ou approximado.

Resolugao da equagio a*—b.

166. Reduz-se a questao a achar o expoente da po-
tencia a que se deve elevar o numero dado a para for-
mar outro numero tambem dado b.

Seja, por exemplo 2'=64. Elevando 2 a 2.%, 3.*,
4.%.... potencias, reconhece-se que 2°=64: logo s=6.

Seja 3*=343. Formando as potencias de 3, reco-
nhece-se que 3*=343, donde 2—>5.

Serd  numero inteiro, emquanto b for potencia
perfeita de a. Seja porém a equacio 2°—6. Por ser
2’=4, 2=8, e achar-se 5 entre 4 e 8, seré z igual

a 2, mais uma fraccao. Seja pois h?—]—}. teremos
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ou elevando ambos os mem bros a potenem .'s (
2 i

o

Para achar 2’ procedemos por modo semelhmb
elevando —] a diversas petencias: e porque (g)‘

m2<2, e (g) ﬁ>2,segu_e—se 5'-“—‘1’5‘5-7- Logo
@“ﬁw%@dm®2?w

}’.

x
(4) ‘==2 Gommogndoadam modo, e atten-
3/ T ur 9 'ﬁ"ﬁ*""%

deno s qoe 3 5 ek e {21 ),‘f. s
¥l (g)”’h“? o Coeflef scnmn
o e

e (- ok
4 o (3] x Qb

G S

Transformando pela mesma maneira a ulhﬁf‘
equacao, e continuando assim até chegar a um
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expoente seja inteiro, serd facil determinar o valor
de 2, porquanto da combinacao das equacoes

: ' i 1" j.
st :??”z-‘“"mini z ==1+-5.1n: 2" =24de.,
resuliy T Lo :r=2+_1_.

1+...L.._
1
1+
2+__1_..

-

Vé-se pois que o valor da incognita toma a forma
de uma fraccao continua. Logo, se esta tiver um
numero limitado de integrantes, o valor de & sera
commensuravel, e exactamente igual 4 ultima redu-
zida: para acha-lo, falta sémente effectuar as ope-
racoes. Se o numero de integrantes for illimitado,
o valor de z, que neste caso ¢ incommensuravel (*),
se achard com aapproximacao que se quizer; porque,
desenvolyida a fraccao continua, quanto mais inte-
grantes della se tomao, mais se approxima o valor
da fraccao.

(*) Estas assergoes se podem demonstrar, assim comodistinguir, sémen-
te pelo exame dosnumeresae b naequagio a*=h, quaes os casos em que
@ ¢é commensuravel, ou incommensuravel. Omittimos essas demonsiragoes
por brevidade, e porque ha meio mais commodo de resolver as equagoes
exponenciaes. Somente era preeiso, como se verd no seguinte §, para
bem fundamentar a theoria dos logarithmos, mostrar que sem depen-
dencia delles ha possibilidade de resolver aquellas equagoes; e para
isto bastao as nogies expendidas no texto.
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Theoria dos Logarithimos.

167. Introducgio. Pelo que fica dito, sendo a cons-
fante e posilivo na equacao a=y, serd sempre
possivel , dande um valor a iy, caleular o valor
correspondente de z, ou exactamente , ou com a
approximacao que se quizer. Reciprocamente, dando
valor a @, é facil determinar y. Seja primeiramente
a>1.

Fazendo successivamente 2=0, 1, 2, 3, 4, 5......
resulta y=d°, ou 1, a, @, &, d', d’......

Logo, todos os valores de y, maiores que a unidade,
podem ser potencias de a , de expoentes positivos, intei-
r0s ou fraccionarios. Os valores de = sio tanto maio-
res, quanto os de y.

-Seja agora g=0),—1,—2,—3, —4,—5.......

: ok By o
‘,{?—.-—3,'&1-—-. wesanaw ¥

L
i

Sera y=a’, ou 1,

a a

Pelo que, todos os valores de y, menores que a uni-
dade, podem ser potencias de a, de expoentes negativos.
0 valor de 2 é tanto maior (o valor absoluto) quanto
menor € o de y. R —
Seja, pelo contrario, a<1, e igual a fraccio 'r%_s :

entao,

» m (] m:' ;‘r—?’a 3 ’"’Q 1 m Senanes

Ly AT TR
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e sendo a=0,—1,—2, —3,—4,—5,......
1 x o 3 h 5
y._:(—) Olli,m-,‘m,m;m“m: """" -
m,

0 exame destes resultades prova, que ainda sendo
<1, todes os valores de y, maiores ou menores
que a unidade, podem ser potencias de a, porém
em ordem contraria ao caso em que a>1.

Resulta esta consequencia geral, que todos os nu-
meros absolutos podem ser produzidospor umsé numero,
elevado a expoentes convenieniemente determinados.

N. B. Cumpre todavia que seja a differente da

unidade; porque todas as potencias de 1 sao ignaes
al.

168. Isto posto, chama-se logarithmo de um nu-
mero, 0 expoenie a que é necessario elevar wm numero
invariavel, para formar o numero proposto.

Collocados em uma taboa todos os numeros intei-
ros, e 4 direita de cada um o seu logarithmo, isto é,
o expoente, a que ¢ preciso elevar o numero cons-
tante a, para formar os mesmos numeros inteiros,
ter-se-ha uma taboa de logarithmos. O numero inva-
riavel toma o nome de base do systema de loga-
rithmos.

Em qualquer systema, o logarithmo da base€ 1, ¢
o de 1 é zero. Porque, para qualquer valor dea, temos
a'=a, e a>=1, e portanto lg. a—1, lg. 1=0. [I' oS-
tume designar o loganthmo de qualquer numero

collocando & esquerda delle as letras 1g. ou log. ou

simplesmente 1.)
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169. Ter-se-ha notado que a nocao dos logarith-
mos aqui dada differe da definicao da Arithmetica :
porém a differenca nao efundamenlal porquanto
os dous systemas de valores deduzidos da equacao
@=y (n." 164.)

o4, 208 A ilB.. oot

y==1; @, 0% 0% 8" a*%..i.

constituem as duas progressoes fundamentaes a que
se refere a definicao arithmetica.

A nocao ultima é muito mais analytica, ¢ carac-
teristica : della com mais facilidade que da outra, se
deduzem as propriedades dos logarithmos. Mas a
utilidade destes para simplificar os calculos, fez nas-
cer o desejo de os incluir na Arithmetica, e em falta
de conhecimento das equacoes, especialmente das
exponenciaes, nao havia outro meio de estabelecer
a doutrina senao o das progressoes.

Demonstremos as propriedades dos logarithmos,
servindo-nos da ultima definicao e da equacao a*=y.

. 170. Multiplicacao. Bepresentem ¥, o, Y oenve
diversos numeros, z, 7', 2"..... os seus logarithmos,
sendo a a base do systema. Conforme a definicao,
teremos
o Y=, Y=0" ;9 '=a" ..c.cx
Donde yxy xy” x ....... =l KA XU 205 s
=g*t¥+7 - e conseguintemente

Wy xy xy" % oone. J=rt+at v =gy gy
= e .




LOGARITIINOS, 185

Logo, o logarithmo de wn producto ¢ iqual i som-
ma dos logarithmos dos factores.

171. Divisio. Das mesmas equacées acima se eol-
lige

g—,,—;g_i,-:a.'-*', donde ly (%) —r—a'=ly. y—lg. y.

isto &, o log. de um quociente é igual ao log. do divi-
dendo menos o log. do divisor.

172. Polgneias ¢ vaizes. ‘l?repanha-sfe elevar o nu»
wmero y & potencia %. Da equacao y==0a" se forma

g 8 Uy m
Y*==a"; e portanto f{;.(y e ———Taa:=?£lg-y-

0 ly. de qualquer potencia de um numero ¢ igual ao
ly. desse numeromultiplicado pelo expoente da potencia.
Suppondo m=1, temos

lg-y
K

il |
ly. y"“——fgt/y_nfg. )=

Logo, 0 1y. da raiz de um numero ¢igual ao ly. do
numero dividido pelo indice da raiz.

J& mostrimos na Arithmetica o uso que, para
abreviar s caleulos, se péde fazer destas proprieda-
des, que pertencem a todos. os systemas de logarith-
mos : novos exemplos destas applicacoes terminardo
o presente eapitule. Campre porém, antes disso, e
4 vista da definicio de logarithmos, expbr o modo

24
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porque pide ser calculada uma Taboa em um syste-
ma determinado.

173. Os logarithmos vulgares, que a Taboa de Cal-
let contém até o numero 108000, pertencem ao
systema em que a base ¢=10: dependem elles por
tanto da equacao 10'=y. Fazendo suecessivamente
y=1, 2, 3,4, 5....., serd preciso resolver estas
equacoes

10%=1 ; 10025 10°=3 ; &e.,

@ cuda uma das quaes s spplicard 0 methodo, n.
163. E porém de notar que basta calcular os log..
dos numeros primos 2, 3, 5, 7, 11,..... porque
segundo o que fica provado

lg 4=2xly 2
ly 6=lg2+lg 3
ly 8=3xly 2
ly 12=Igh+1g 3

e assim por diante.

176. Calculada a taboa de logarithmos de um
systema, ¢ facil construir a de outro qualquer. Com
effeito, seja b a base do systema que se pretende
calcular; e X o logarithmo de um numero N, no
mesmo systema, designando-se o do systema conhe-
cido por ly. N. Teremos b*—N, e tomando os log.
de ambos 0s membros, no systema ja caleulado :

_ v lg- N
Xlg. b=lg. N, donde Y—m
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Logo, o ly. de wm numero em qualquer systema
a determinar, ¢ igual ao ly. do mesmo numero em ou-
iro systema ja conhecido, dividido pelo ly. da nova base
tomado no mesmo systema conhecido.

0 que fica dito do numero N se applica a todos os
outros, os quaes é necessario dividir porly. b, ou mul-

tiplicar por Ig% Este multiplicador invariavel se

chama o0x0pULO da nova Taboa, em relacio 4 outra.

175. Uso das Taboas. Em tudo o que se segue sup-
poe-se o conhecimento da Taboa de logarithmos de
Callet, & qual na Arithmetica j4 nos referimos, e que
contém até 108000 os logarithmos do systema cuja
base € 10. Possue este systema propriedades que o
tornao preferivel a outro qualquer, para commodi-
dade dos caleulos numericos : propriedades, J& expos-
tas na Arithmetica, e que sio corollarios da equacio
10—y, peculiar ao systema que mos occupa. Sup-
pondo nella

a==0); s P 33 Koo n—t5 ;
vesulta y=1; 10; 100; 1000; 10000;....10"7:10;
E sendo
z=0; —f; —92; —_3: —4& . —(n—1); —n
y=1; 0, 1; 0,01; 0,001; 0,0001;,...(0,4); (0,1}

Destas series facilmente se collige, como vimos
na Arithmetiea, que:
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1. Os logarithmos -dos numeros maiores que 1 sao
positives, e negativos os das fraceies proprias.

2.° A caracteristica de qualquer logarithmo tem tan-
tas unidades, quantas letras menos uma tem o wumero
na parte inteira.

3.° Quando dous ow mais numeros s6 differem na
posigao da virgula, isto ¢, sao decuplos uns dos outros ;
0s seus logarithmos tem a mesma parte decimal (s6 dif-
ferem na caracteristica).

Funda-se nestes principios o uso das Taboas de

Callet.

176. Logarithmos das fraceies. © caloulo destes lo-
garithmos nao foi desenvolyido completamente ma
Arithmetica, porque para dar-lhe a necessaria exten-
sao, cumpria primeiramente estabelecer as regras
do calculo ‘das quantidades negativas. Actualmente
as applicacoes nenhuma difficuldade offerecem |
tendo toda a generalidade as propriedades demons-
tradas (n.” 167 a 169) porque podem os valores de
@ DA equacao a*=y ser positivos ou negativos.

Qaando pois se houverem de sommar ou diminuir
logarithmos positivos , ou negativos, ou uns e
‘outros, applicando as regras da addicio e da sub-
traccao algebrica , serd facil chegar ao resultado e
determinar o seu signal. '

177. O emprego dos complementos (Avith.) dé oc-
‘easido a considerar-se debaixo de outra f6rmaos lo-
garithmos das fraccoes, a saber : com a caracteristica
Ppositiva ‘e sémente a dizima negativa; férma que
algumas vezes pode ser commoda. Procnrengga":ﬁor

.
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que € igual a

exemplo o logarithmo da fracciao 175 :

lgT—lg1 5=lyT+CL.lg.15—10.

ly 7=0,84509804
CL.lyA5—8,82390874
Semma....9,66900678
Subtrahindo 10...... —0,33099322

Se porém esta sublraccio se fizer sémente na ca-
racteristica , serd esta 9—10=—iq, ea parte deci-
mal GGQUG()(S se conservard positiva. Sera pois o
logarithmo da fracgao —1-+0,66900678, que se cos-
tuma escrever deste modo 1,66900678.

Os logarithmos das fracgoes decimaes se achao
mais expeditamente dando-lhes esta ultima forma.
Por exemplo Iy 0,00534=ly 534—5—=2,7T2754126
—5==3,72754126. -

Para achar olog. todo negative, seria necessario
effectuar a subtraccio de toda a parte decimal.

Do que fica dito se torna patente que o manejo
das Taboas se torna mais commodo, sémente quanto
ds fraccoes decimaes, conservando aos seus loga-
rithmos a dizima positiva: pelo que toca as fraccoes
ordinarias, nao é mais ou menos facil achar os seus
logarithmos, de uma ou de outra férma.

178. Em geral, sio preferiveis ma pratica o0s
totalmente negativos, ,porquc os outros complicao 08

calculos , tornando-vs pois mms sujeitos a erros.
Por exemplo
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1. A somma ou subtraccao destes logarithmos
deve fazer-se por partes, as dizimas e as earacteris-
ticas, e combinar os resultados por addicio ou sub-
traccao, conforme os signaes. Tendo de subtrahir o
logarithmo 5,6843907 de 7.9750531,primeiramen—
te 0,9750631—0,6843907=0,2906724 ; depois —5
tirado de —7 da —2, e assim o resultado da opera-
cio ¢ 2,2906724. '

2.°Tratando de elevar 4 7.* potencia o n.” 0,00534,
para o que é preciso multiplicar por 7 o seu loga-
rithmo, ou 3,72754126, serd necessarlo effectuar
separadamente estas operagoes

P ST = 4
—3IxT=—21
0,72754126 x T=5,09278882 :

o resultado serd —21+5,09278882—=16,09278882.

3.° Havendo de dividir por 5 o logarithmo
1,6690068 (extrahira raiz5." 4 fraccio corresponden-
te) é preciso transformar a caracteristica negativa de
medo que se torne divisivel por 5. Por ser —1=4—15,
serd olog. proposto igual a —5-+4,6690069, cuja 5.*
parte ¢ —1+0,9338014—1,9338014.

Esta diversidade de operacoes e de signaes é na
pratica cheia de inconvenientes , e exigem maior
copia de atlencoes e cautelas do que o caleulo dos
logarithmos totalmente negativos. Estes ultimos por-
tanto nos parecem preferiveis.

179. O ultimo exemplo tratado na Arithmet,ic_é. g.
talvez offereceria alguma difficuldade aos prinei-
piantes, ainda nao familiarisados com o ealeulo dos
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numeros subtractivos, isto é, affectos do signal —.
Actualmente, que essas nocoes se tem esclarecido e
desenvolvido, convém repetir o mesmo exemplo,
assim como praticar outros para formar o habito de
calcular por logarithmos, com seguranca e presteza.
Este habito ¢é indispensavel 4s applicacdes da Trigo-
nometria, e a todas us praticas da Pilotagem e As-
tronomia Nautica. Em quasi todos os problemas ,
resolvidos mna Arithmetica e Algebra o resultado
numerico se calcula mais commodamente, mediante
o emprego dos logarit] mos. Por meio delles tambesm
se resolvem as-equagoes exponenciaes mais ¢ommo-

damente do que pelo processo laborioso exposto em
on.”163. v

180. [Flquagoes exponenciaes. Da equacio a*—b se

deduz zly. a=ly. b, donde r:::g_g
Seja, por exemplo, a equacio tratada no n.* 163,
26 applicando a formula femos

Ig6_0,7781512_, . ..
“lg2~ 0,3010300— 2 785-

Calculando a fracgao continua (n.® 163) ate 4 3.2

integrante, acha-se ©=2,6, quasi igual ao prece-
dente.

181. As equacoes eiponenciaes da forma a*=} se
chamao da primeira ordem. Podem apparecer oufras

da 2.°3.* ordem, &e., e serio respectivamente da
férma

x

x € y
0" =¢, a* =d, e assim por diante,

a
|
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Qualquer dellas se péde resolver tomando loga-
mthm@s de logarithmes:: dnremos“sémeaﬁwsdm
cao das do 2.° gmio :

Da equacao o’ "¢ se deduz, tomando os logariih—‘

mos da 1.° e 2.° membros, b‘fg a—Ig 8, dondebf

s ga tornando atomar os logarithmos srfg b'-fy #

=lg.lg.c—lg.lg.a; logo =

lg. ly. e—lg. ly. @
i ;

ey TR,
__ lg- 1g.389—1lg. ly 45__1g2.5550044—191.1760912 o
g7 7
__0,#074070—0,0704410__0.3360660
T o,8430080 0 =0,390

-y

_E facil de conhecer que nestas applicacoes ¢ fraca
a approxlmag,ao , e mesmo diflicilmente se ]
ajuizar do grdo de exactidao dos resultados. Para
que estes inspirassem mais alguma confianca, seria
necessario recorrer a taboas de logarithmos de maior
numero de algarlsmos alids raras vezes occorrem
exemplos de equacnes exponenciaes de gr&qs supe-
riores ao 1."

182. A resolucao destas equagbes facilita a reso-
lucaade a]gunsdns pmhien:aaapont&do&emo numero
161, e entao impossiveis de resolver-se por falta de
conhecimento das equacoes exponenciaes. Estag
neste caso todos os problemas em que seja incog-
nita 2, o o nuemero dog fermos da pmgrensw*"por
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quocienles ; porque entio a equacao l=ar"" se tor-

na exponencial. Desta equacao se deduz r“"z-:é; logo

T L
(n—1)lg. r=lg. 1—=ly. a; e n—= 1+—lJ‘—?L.

Proponha-se, por exemplo , achar o numero dos
termos da progressio que principia por 3 ¢ acaba em
6144, sendo a razio 2.

Neste caso a=3, [=06144, r=2; e substituindo
na formula supra

zqﬁm-fgs 2,3113300
=15 =t oT0m00 — >

183. As questoes de juros composios tambem muito
se simplificio com o emprego dos logarithmos ; ¢
principalmente quando a incognifa é o tempo em
que certo capital venceu juros. A formula dos juros
compostos, deduzida na Arithmelica, ¢

{5

representando ¢ o capital empregado, 2 a faxa, {o
numero de annos ou de mezes, Ca quantia produozida
a final, a saber: a somma do capital com os juros
e juros de juros. Para evitar fraccoes supponha-se

] : !
—m0=“~”'| e 8Sera C—‘——('(l‘l"r] :
equacao que resolve (uatro problemas dilferentes,
a saber:

25
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L.* Posta wimu quantia ¢ a juros compostos da tazu
¥, qual a quantia accumulada no fim do tempo 12

A formula fal como se acha, resolve esta questio.

2.% Tendo a quantia c empregada a juro composto
pelo tempo t produzido a quantia C, qual @ taza do
Juro?

(l+r)‘=%; logo 1+m=1:/§,- e 1-==c|‘/.5_1_

0 termo 1‘/5— caleula-se facilmente por logarith-

mos..
3.° Qual o capital que empregado a juro composto da
taza v pelo tempo t produz o quantia dada C? :
Resolve-se dando & equacio esta forma

3R
i

E esta uma questio de desconto composto.

4.° Qual o tempo em que uma quantia dada c, em-
pregada a. juro composto da tazxa v produzird a quantia
tambem dada C?

Sendo agora { a incognita, a equacao é exponen-
cial e se resolve pelos logarithmos, deste modo

= ; 3 =’?TC"‘W
lgC=lge+tlg(1+7), ¢ Ty

Exemplo. Em quantos annos se duplicard uma quan-
tia ¢, a juro composto de 10 por cento ?
Neste caso r=0,1; (=2¢; e substituindo

lg2e—lge__lg2+lge—lge_ g2 . | gy
il lgl,1 77 B B




LOGARITHMOS. 195
Se o capital se pretendesse tripliear, quadruplicar,
&ec., as formulas serido, respectivamente

lg3 ld o
f t'g(l—i-r)"" ly(1+r)’ A,

O tempo { & ndependente da quantia empregada c.

184. Asapplicacoes numericas das formulas alge-
bricas algumas vezes tornio preciso achar o loga-
rithmo de um numero negativo,

Neste caso pbde-se operar como se o numero fosse
positivo, e determinar segundo as regras d'Algebra o
signal do resultado: este porém devera ser verificado,
porque em alguns casos particulares falba a regra
precedente. Exemplos:

1.* Seja 2=—2x5:x—3. Prescindindo dos sig-
naes, [g23<5 X 3=lg30, logo 2=30.

2.° Da equacao 9'=—3 pesulfh i ;;3 . Epor-

que T_‘J_! serd .r_-l Sendo 9 ==+3, oresultado

—3 verifica o valor # — &

3." Seja m-(—8)= lg:c——3l 4{—38 ). Prescindindo
dosignal, e calenlando, acha-se lgz=Ig32: mas como

(—-S}g'=la/ (—8)* é resultado negativo, z——32.

8
4. z==(—A4)7 conduz do mesmo modo a g=8 .

mas este resultadoé falso; porque (—~4 =) (—4)°
I v/ —64, valor imaginario.
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185. Terminamos, enunciando alguns problemas,
cuja resolucao serd proveitoso exercicio. :

1.° Prosreva. Pede-se a quantia que deve ser em-
pregada a juro simples'de 9 por cento ao anno, de modo
que recebendo-se T009 réis annualmente, no fim de
15 annos fique embolsado o capital ¢ juros ?

Solucdo : 5:6423520. :

2.*Prosuema. Subendo-se que a populagio de um
paiz augmenta em cada anno um centesimo do que era
no fim do precedente, perqunta-se em quantos annos se
tornard dez vezes maior? b
_Solugio: 231 annos. el
3. Provreva. De uma pipa, contendo 180 medidas
de vinho, tira-se cada dia uma medida, logo substituide
por outra de agua. Pergunta-se, 1.° quanto vinho
resta no fim de 180 dias? 2.° em quanto tempo ficard
o vinho reduzido d 5.° parte?
Solucio $ 1-* parte 66,06 medidas.
FULA0, 22.- » 289 dias.
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