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Q U E S T I O N S D E C I N É M A T I Q U E.

COURBE DES VITESSES EN FONCTION DES ESPACES.
C i#

1. Pour construire la courbe des vitesses d’un point mobile
en fonction des espaces parcourus, il faut commencer par
faire choix de Y échelle des espaces et de Y échelle des vitesses.
On prendra arbitrairement une longueur définie pour repré-
senter Y unité d'espace parcouru , et une longueur également
définie, égale ou non à la première, pour représenter Yunité
de vitesse, c’est-à-dire la vitesse d’un mobile qui parcourt un
espace égal à l’unité pendant l'unité de temps.

Une fois ces échelles choisies, on pourra construire la
courbe AB (fig. 1), dont les coordonnées OP et PM représentent,
l’une la position du point mobile sur sa trajectoire, l’autre
la vitesse qu’il possède dans cette position. Le lieu du point
M est la courbe cherchée AB.

V. — MÉC. COLLIGNON. 1
*



32 EN FONCTION DES ESPACES.
P/n X PP'

COURBE DES VITESSES
On aura donc, en appelant s et v l’espace parcouru et la

vitesse correspondante, stituer à la fraclion égale , dont le numérateur
X2

l’aire élémentaire Vmm'V de la courbe trans-v= f {s ) représente
formée, et dont le dénominateur est constant. On aura, par

pour l’équation qui lie les deux variables, et
v = PM t

ou plutôt, pour tenir compte des échelles arbitrairemenl
choisies,

suite,
PmXPP'»8 =z OP,

c’est-à-dire que le temps t sera connu, à un facteur constant
près, par la quadrature de la courbe ab, déduite de la courbe
des vitesses.

Dans cette formule k est un nombre : c’est le rapport de la
longueur OP à la longueur s qu’elle représenle. Le facteur
k' n’est pas un nombre : c’est un nombre divisé par une
durée. En effet, v est une vitesse, qui se trouve représentée
par PM, c’est-à-dire par une longueur. Donc k' est homogène

à Yinverse d' un temps. Le rapport p est donc homogène au
»

PM x ppr etX* représentent cha-

s =OP X A, » =PMX*'t
ik et k' désignant des coefficients constants et déterminés.

Proposons-nous de déterminer
le temps t en fonction de l’espace
parcouru, ce qui donnera la loi
du mouvement. On y parvien-
dra en observant que v= et

7 que, par conséquent , on a
ds dudt = — =-— .v / (•)

Sur l’épure on a, en passant à un point M' infiniment voi-
sin du point M,

BV

b temps t ; les autres facteurs

cun une surface, et leur rapport n’altère pas l’homogénéité
de la formule.

Si l’on veut obtenir l’accélération tangcnlielle j
viendra en observant qu’on a

P P' No

Fig. 1.

yjw-ont 9

dv vdv
J l -~ d i ~~ 7ü

ds = PP' X k ,
f ( s ) = PM Xk'.

Donc Il en résulte, en remplaçant s par xxk et v par yxk\
x et y désignant, pour la commodité de l’écriture, les coor-
données OP et PM,

EL' *PM ^ k'

Pour faire cette quadrature, il convient d’opérer une trans-formation de la courbe AB
sons choix d’une longueur arbitraire )

X2chaque ordonnée PM une longueur Pm = -^7. Nous obticn-
drons une courbe ab dont les ordonnées seront les inversesdes ordonnées de la courbe des vitesses. On peut donc sub-

. k r pp'
PM*

dt= et

: _ h' y x k'du — yÈi .Jt k x d x k d x

Si l’on mène enM la normale à la courbe AB, elle coupe en
N l’axe des x, et la sous-normale PN est égale à

par ordonnées réciproques. Fai- -puis prenons surM

ydy. Doncd x
k 12

jt = PN x quantité homogène à une longueur divisée par

4



5EN COORDONN ÉES POLAIRES.4 COURBE DES ESPACES

le carré d’ un temps. L’accélération tangentielle est propor-
tionnelle à la sous-normale de la courbe des vitesses.

Le choix d’échelles le plus simple à faire consiste à poser
k=1, c’est-à-dire à prendre sur l’axe des s des abscisses
égales aux espaces parcourus eux-mêmes, et k' — 1, c’est-à-
dire à prendre pour ordonnées PM les espaces qui seraient
décrits dans Vunité de temps par un mobile animé de la vi-
tesse v . Dans ces conditions, on aura jt = PN, l’accélération
étant rapportée à la même unité de temps.

connu, en général, sans
particulier, le temps pourra être

l’examen de la figure.en
ambiguïté, par

Soient M, M' deux positions
décrivant. L’ une, M, correspond à

infiniment voisines du point

t = MOP,
s = OM ;

l’autre, M', à
t +dt =M'OP

et à
s -f- </s= OM'.

On a donc M'OM=d/, et, en projetant M en M" sur OM',
M'W = ds .

. „ , ds M'M"
La vitesse v au point M est le rapport ^=

est donné sur la figure par la sous-normale ON de la courbe
des espaces. La vitesse v est proportionnelle à ON et l’on
doit poser

COURBE DES ESPACES EN COORDONNÉES POLAIRES.

2. Au lieu de prendre deux axes pour y rapporter les va-
leurs simultanées du temps t et de l’espace parcouru s, et
construire la courbe des espaces, rien n’empêche d’adopter
tout autre système de coordonnées. Nous développerons ici
l’hypothèse où l’on prendrait le système des coordonnées
polaires.

Le temps t représentera pour nous un angle, et l’espace s
un rayon vecteur. Il faudra pour
cela faire choix d’ un angle parti-
culier pour représenter l’unité
de temps, et d’une longueur défi-
nie pour représenter l’unité d’es-

Ce rapport

v = kx ON,

k étant un rapport constant qui dépend du choix de l’échelle
des espaces et de l’échelle angulaire des temps. Le lieu du
point N est la courbe des vitesses. La courbe des accéléra-
tions tangentielles se déduirait de même de la courbe des
vitesses.

Soit , par exemple, un mouvement circulaire uniforme re-
présenté par l’équation

M'M"

yM

p pace.
Fig. 2. Soit, d’après ces conventions,

MOP une valeur du temps t , et
OM= s l’espace parcouru correspondant. La suite des points
M définira parfaitement le mouvement du point mobile
sa trajectoire ; à la vérité, une même direction OM corres-
pond à une infinité d’angles, savoir à l’angle MOP augmenté
d’un nombre quelconque de circonférences entières, et
angles correspondent à une infinité de valeurs du temps t .
Mais si l’on considère la suite des positions du point M, en
faisant connaître l’époque qui correspond à un de ces points

s= at.
sur Cette équation représente en coordonnées polaires une

spirale d’Archimède. Prenons le centre du cercle comme
pôle, pour axe polaire la droite OP menée par le point C de
départ ( fig. 3). Convenons de représenter le temps t par
l’angle AOC décrit uniformément pendant ce temps par le
rayon vecteur du point mobile A.

ces



PROBLÈMES
Au temps t le point mobile est en A sur la trajectoire, et

l’angle AOP représente ce temps t, compté à partir du passage
au point C. Si, sur chaque droite OA, on porte de O en M une

longueur OM = arc CA, le lieu
des points M sera la courbe
polaire des espaces. On ob-
tient ainsi la spirale d’Archi-p mède OMM'M". La courbe dés
vitesses, lieu des pointsN, est
le cercle OA lui-mème, et la
courbe des accélérations tan-
gentielles se confond avec le
centre 0 ; l’accélération tan-

gentielle est en effet constamment nulle, puisque la vitesse
OM est constante. Ici le facteur k est égal à l’unité, grâce au
choix des échelles.

6 7SUR LE MOUVEMENT RELATIF.

i réduira au repos le point A. Le point B2TT a unequip ’
vitesse angulaire relative —<1
passe comme
seul avec cette vitesse angulaire relative. Dans

— = 2^ ( - et tout se
P V P(l )

2-
si, le point A restant fixe, le point B se mouvait

ce mouve-
pqM"

le point B accomplit le tour entier du cercle en-ment,
unités de temps ; il se trouve alors coïncider avec le point A,
et, par conséquent, les rencontres des points A et B auront

PQ
lieu à des intervalles de temps égaux à

temps : ce qui répond à la première question.
De meme, si l’on demande quand le point B sera en avance

sur le point A d’un angle au centre donné a, on observera
cet angle sera décrit dans le mouvement relatif avec

— ?

unités de
Fig. 3.

que
la vitesse angulaire 2T: ~ ~qJ ; que, par conséquent, le

temps nécessaire pour le décrire est le quotientPROBLÈMES SUR LE MOUVEMENT RELATIF.
p — q2Tû pq

o. Deux points mobiles partent ensemble d’un môme point
d’une circonférence, avec des vitesses constantes données ;
l’un1fait le tour de la circonférence en p unités de temps ;
l’autre B en q unités de temps. On demande : 1° quand les
points A et B se rencontreront de nouveau ; 2° quand ils
seront l’un par rapport à l’autre dans une situation déter-
minée, par exemple quand ils seront distants d’un quart de
cercle , ou d’une demi -circonférence. Si l’on prend pour
unité de longueur le rayon du cercle, la circonférence
égale à 2T:. La vitesse angulaire du point A

1pq— : ce qui donne -
P — q 1 P

a corresponde au quart du cercle, -
que a corresponde à la moitié, etc.

4. L’emploi de la courbe des espaces pour résoudre les pro-
blèmes de ce genre, où le mouvement s’accomplit sur des
courbes fermées, donne lieu à une objection, à laquelle il est
du reste très aisé de répondre. Soit OX l’axe des temps (fig.4) ;
les mouvements étant uniformes, les lignes dont les ordon-
nées représentent les arcs parcourus sont deux droites OA,
OB, issues du point 0, et qui n’ont que ce point commun. A
s’en rapporter à l’épure, il n’y aurait donc qu’une rencontre
unique des deux mobiles A et B, à savoir le point de départ ;
car pour toute autre valeur du temps les valeurs des arcs

X ^ si l’on veut que
1 r

#

X ^ si 1 on veut

= x2TT — ?
pq— <1

sera
sera par con-

séquent et la vitesse angulaire du point B
chons le mouvement relatif du point B par rapport au point A ;
pour cela nous pouvons imaginer qu’on communique à l’en-semble des deux points une vitesse angulaire commune

sera — Cher-
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parcourus sont différentes. Mais il ne faut pas oublier que,

sur le cercle et sur toute trajectoire fermée, deux points A et
B coïncident quand ils sont distants d’un nombre entier de

circonférences ; qu’en
d’autres termes, l’arc
s décrit sur la trajec-
toire à partir d’un

V point C déterminé
peut être considéré

^ comme croissant de 0
à la circonférence, et
comme revenant brus-

quement à 0 quand il a atteint celte limite. Menons une
horizontale DU , à la distance OD égale à la circonférence
entière. Cette droite coupe les lignes OB, OA aux points E
et F. A partir du point E on substituera à la droite EB
la droite parallèle E'B', ramenée au pied de l’ordonnée du
point E. Cette droite E'B' coupe en G' l’horizontale DH ; on ra-
mènera de meme la portion G'B' de la droite à la position
parallèle G"B", menée par le pied de l’ordonnée du point G',
et on substituera à la droite continue OB le contour OE, E'G',
G"K",... où l’on n’admet que des arcs parcourus ramenés
à une valeur au plus égale à la circonférence 1.

La droite OA se transformera de meme dans le contour OF,
FT, I"A"...

L’intersection des deux contours au point M fait connaî tre
l’époque de la rencontre des mobiles par l’abscisse ON, et
la position qu’ils occupent alors sur la trajectoire par For-
donnée NM. L’intersection M' des droites OA, E'B' ferait
naî tre de meme la solution.

5. Le problème que nous venons de résoudre s’applique
aux aiguilles d’ un cadran. Si l’on considère, par exemple,
l’aiguille des heures A et l’aiguille des minutes B, on aura

9SUR LE MOUVEMENT RELATIF.
p
_ q — 1, en prenant l’heure pour unité de temps ; et

l’intervalle des rencontres des deux aiguilles sera égal à

PI _ 12
“ i l

5
: ce qui équivaut à lh 5m

JJ de minute.

Si l’on compare l’aiguille des minutes A et celle des se-
condes B, on aura p = GO et q= 1, en prenant la minute

unité de temps ; et l’intervalle de deux rencontres sera

J2R— — ^ de minute ,
y — (j 59

8

y — q
1

12ou à TT d’heure :11
i)

r G'! "'K
ML V" pour

égal à
ut?*

E F' G' N r

ou 1“ = d’heure.
59 59

Fig. 4.

Enfin, si l’on compare l’aiguille des heures et celle des
secondes, on aura p — 720, q — 1, l’unité étant encore la
minute, et _P£_ _ ?20 _

I » JL— 719 719

Si l’on voulait savoir quand les trois aiguilles se rencon-
trent, on observerait que le temps écoulé entre une rencontre
des trois aiguilles et la rencontre suivante doit être un mul-

12
tiple à la fois de l’intervalle jy d’heure , qui sépare deux
rencontres de la première et la seconde aiguille, et de l’in-

\tervalle de ^ d’heure, qui sépare deux rencontres de la
OU

seconde et de la troisième ; le temps cherché est donc la
12 1

plus petite durée qui soit multiple à la fois de et de

d’heure. Le plus petit commun multiple de deux fractions
s’obtient en prenant le plus petit commun multiple des
numérateurs, et en le divisant par le plus grand commun
diviseur des dénominateurs. Le plus petit commun multiple
de 12 et de 1 est 12 ; et le plus grand commun diviseur de
11 et de 59 est l’ unité, puisque 11 et 59 sont tous deux des
nombres premiers. En définitive, la fraction cherchée se

con-

1. C’est ainsi qu’en arithmétique on ramène entre les limites 0 et p tout
bre entier n , yris suivant le module y, en substituant au nombre n le reste de
sa division par p.

nom-
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réduit au nombre entier 12, et les rencontres des trois
aiguilles ont lieu toutes les 12 heures, c’est-à-dire lorsque
l’horloge marque midi ou minuit.

L’intervalle constant des rencontres de l’aiguille des heures
et de l’aiguille des minutes fait conna î tre le partage de la
circonférence en 11 parties égales. Les points de la circon-

férence où s’opèrent les rencontres sont les
sommets du polygone régulier de 11 côtés
inscrit. Pour opérer la transmission d’une

1/ " jb aiguille à l’autre, on peut se servir d’un train
de roues dentées. Soit O l’axe géométrique
commun aux deux aiguilles ; A une roue den-
tée faisant corps avec l’aiguille A des heures,
B une roue dentée faisant corps avec l’ai-
guille B des minutes. Ces deux roues sont
indépendantes l’une de l’autre, et, des deux

axes matériels qui portent les aiguilles, l’ un passe librement
dans le creux de l’autre. La communication entre les deux
aiguilles s’obtient en faisant engrener les roues . A et B
deux roues solidaires ci et ô, montées sur un axe 0' parallèle
à l’axe 0. Appelons w la vitesse angulaire de la roue A, w la
vitesse angulaire de l’ensemble des roues a et b, et to" la vi-
tessetangulaire de la roue B;

R le rayon de la roue A ;
r le rayon de la roue a avec laquelle elle engrène ;
r' le rayon de la roue b ;
R' le rayon de la roue B, qui engrène avec la roue b.
Désignons enfin , suivant l’usage, le nombre de dents des

diverses roues par la lettre même qui représente chaque roue.
On aura

i lSUR LE MOUVEMENT RELATIF.

On veut que to" soit égal à 12 fois to. Il faudra donc qu’on

|x5 = 12 = 3 x 4= Jxf .

Multiplions par 8 les deux termes de chaque fraction, ce
59qui donne -5- X-5- i on pourra satisfaire à toutes les con-* OO

ditions en posant
A = 24,

ait

O'

a = 8,
b= Z 2 B = 8,

ôJB nombres admissibles pour les quatre roues dentées.
On a aussi

R = or,
r' = 4R',

Fig. 5.

avec les conditions R +r=R' -hr1 — h, distance donnée des
centres 0 et 0'. On en déduit pour les rayons des quatre roues :

n = 3*

avec
hr = -.1 4 ’4

4hhR'= 5’ r' ~ 5
%

Si, par exemple, on a h — 20, on aura

R =15,
/=16.

r =5,
R'= 4,

6. Cherchons s’il est possible que les extrémités des trois
aiguilles d’ une horloge occupent simultanément sur la cir-
conférence les trois sommets d’un triangle équilatéral.

Il faut et il suffit que les arcs compris entre la première
et la seconde, entre la seconde et la troisième, soient égaux
au tiers de la circonférence.

Prenons la minute pour unité de temps et désignons par
A , B, C les arcs décrits respectivement par chaque mobile

R w = ru' ,
rV= R'co" ;

donc
to xR/= u>" x > R'

et
Rx / B

to" = ü> X - R'= “ XÏ X -b-
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pendant un temps t 9 à partir de leur rencontre simultanée
midi. On aura

SUR LE MOUVEMENT RELATIF.

Remplaçant A, B et C par leurs valeurs en fonction de t , il

vient

15
sur

2TTA = — t pour l’aiguille des heures,720 )= ±2f +2 fa ,

( 1 “ 720) ==dzlfJr ~ /c' n'

1(1
VGO%xt

60
C = 2îT t pour l’aiguille des secondes.

Si Ton admet que les trois points forment un triangle
2réquilatéral , la différence C — A sera égale à augmenté
o

d’ un nombre entier de circonférences, et C — A sera alors
4-égale à augmenté aussi d’ un nombre entier de circonfé-o

rences ; ou bien B

720
B = pour l’aiguille des minutes

et il s’agit de savoir s’il est possible de trouver une valeur

de t qui satisfasse à la fois à ces deux relations avec des
valeurs entières pour k et k\

Éliminonst en divisant la première par la seconde : il vien ^
1 2

7 2Ô .
±5 + 8*

1
_

TTO * Î +W

1
±1 + 3*~ =fc 2 + 3/c'

60— A sera égale à 4~,et C — A à ~o 3
addition à chaque différence d’ un nombre entier de circonfé-
rences.

On aura donc à la fois
B — A =

, avec

ou bien
11 _ ±1 + 3Â:
719 “ ± 2 + 5A'’

y + 2A,t

C-A= y + 2*V,

k et k' désignant des nombres entiers quelconques ; ou bien

B — A =~+Wu,

C-A = y+24wir ;

équation qui peut s’écrire
et

3 (ll /f' — 719/c) = =h (719 — 2 xll) = ± 697.

Or cette égalité est impossible avec des valeurs entières
de k et kcar le premier membre serait divisible par le
nombre 5, qui ne divise pas le second.

Donc il est impossible que les extrémités des trois aiguilles
d’une horloge occupent à un meme instant sur la cir-
conférence du cadran les sommets d’un triangle équila-
téral.

7. Positions réciproques de deux aiguilles. — Considérons
seulement deux aiguilles, celle des heures et celle des mi-
nutes, et cherchons les positions de ces aiguilles qui peuvent
être renversées , c’est-à-dire celles dans lesquelles on peut
imaginer qu’on permute la position des deux aiguilles, l’ai-
guille des heures prenant la place de celle des minutes, et
l’aiguille des minutes la place de celle des heures. Si l’on

. 4x +- 2k"r.équivaut à —\+ 2k%, ~ +- 2fc'"w revient à
O 0 0

— jr +- 2k'n ; de sorte que les deux solutions possibles sont

contenues dans les équations

mais

4z

2TTB — A = =t — + 2k:x,
±y+2*%

les signes se correspondant d’une équation à l’autre.
c — A =

(
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Si l’on donne à A: et à k' des valeurs entières quelconques,
les valeurs convenables pour t et t , et par suite

PROBLÈMES

prend toujours la minute pour unité de temps, on aura pour
définir le mouvement des aiguilles A et B,

h t720 ’

14

on aura
pour A et B.

#
_

On peut faire, par exemple, k = 0 et - A: = 1. On aura une
solution :

A =
s*.B = 60

K 5= 5m
Î45’

v = minutes = 60» +^=1‘0» 25- ^de seconde.

On a pour la première position

720 minutest — 143
et la position ( A, B) des aiguilles sera réc ip roque , si l’on
peut y substituer la position (B, A), dans laquelle B et A
peuvent être d’ailleurs augmentés d’un nombre entier quel-
conque de circonférences. On aura donc à la fois

L̂ t72U ’

» •

2*A == 143*A =
2TT X 12Ut. B =B — 14300

et pour la secondepour une valeur t du temps, et
2TTX 12

143 'B + 2 '• A'=
n 144 __ 2TT-7t X143 143-2TT . 720 X12

A + 2Aû'tr= ~ t\ b,= G-OX 1*300

en supprimant la circonférence contenue dans l’arc B'.
Pour déterminer le nombre total des positions réciproques

dans l’étendue de la circonférence, étudions les positions de
l’aiguille des heures. Si l’on substitue à t sa valeur en fonc-
tion de k et k\ il vient

pour une seconde valeur t
Donc

W 2* 2* \ f_
2TC \ 720 t — 60 / 720

v-± (*5 v h t\- e
\601 720 / 60

t _ t' — m
60 720

et
t __ 12t' — t

720 720

Les positions de l'aiguille des minutes s’obtiennent en mul-
tipliant A par 12, et en ramenant l’arc obtenu au-dessous
de 2TC. Cela donne en effet

A =
ou bien

t' — 12/= 720*,
12/ — t = 720k*,

équations qui, résolues par rapport à t et t' , donnent

= 720X —
On voit que toutes les solutions distinctes s’obtiendront en
donnant à k! — 12k toutes les valeurs entières de 1 à 143, ce

B =t
143

et
12// —l'= 720 X 143
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qui donne autant de valeurs de l’arc A, différant entre elles
2-" • Les solutions sont données, en définitive, par

les sommets du polygone de 143 côtés, inscrit dans la cir-
conférence.

8. Les rencontres de deux aiguilles animées de rotations
différentes autour du meme centre donnent un moyen méca-
nique de partager la circonférence en un certain nombre de
parties égales. Par exemple, avec un système de quatre roues
dentées, admettant les unes 24 et 32 dents, les deux autres
8 dents, on réalise le rapport des vitesses angulaires égal
à 12. Or les rencontres des deux aiguilles animées de ces
vitesses angulaires ont lieu aux sommets du polygone régu-
lier de 11 côtés inscrit dans le cercle. Pour réaliser le rap-
port 60 entre les vitesses angulaires, on peut adopter les
nombres de dents suivants :

16 v tangente au point M à la circonférence donnée. Donc la dis-
tance QP est constante, car QP est , dans le cercle MQOP, dont
le diamètre OM est constant , la corde
qui sous-tend l’angle inscrit con-
stant BOA. De plus l’angle QPM est
égal à l’angle QOM, comme inscrits
dans le même segment, et par con -
séquent la droite PO, constante en
grandeur , tourne, par rapport à
la direction constante P.M normale
à OA, d’un angle égal à l’angle dont
ÔM tourne autour du point 0. En définitive, le mouvement
relatif de Q par rapport à P est un mouvement circulaire uni-
forme, dont la vitesse angulaire est égale à la vitesse angu-
laire du point M sur le cercle donné.

10. Deux points mobiles parcourent une
ronce OA, avec la même vitesse. On les projette à la fois sur

diamètre AA'. Soient P et P' les
projections. On demande: l° le mou-
vement relatif des deux points M et
M'; 2° le mouvement relatif des deux
projections P et P'.

1° La corde MM' étant constante,

de l’arc 143

f

même circonfé-
b un32 dents — 8 dents

— 120 dents — 8 dents.
!

Le tracé de ces dentures exige le partage du cercle en 8,
32, 120 parties égales, ce qui peut se faire géométriquement ;
et l’appareil donne par les rencontres des aiguilles la division
du cercle en 59 parties égales. le point M', dans son mouvement

relatif, décrit un cercle de rayon M'M
autour du point M supposé fixe. De
plus, le triangle OMM' se déplaçant sans se déformer, le
mouvement angulaire de MM' par rapport à des axes de di-
rection constante menés par le point M est égal au mouve-
ment angulaire des rayons OM, OM' autour du point O. Donc
enfin le point M' tourne autour du point M avec la vitesse an-
gulaire de la corde MM' autour du point O, et son mouvement
relatif est un mouvement circulaire uniforme.

2° La projection PP' sur le diamètre AA' est égale à la pro-
jection MN de la corde MM' sur une droite MN, menée parallè-
lement à AA' par le point M. Le mouvement relatif de P' par

V. — MKC. COLLIGNON.

I
PROBLÈMES.

9. Un point mobile M parcourt uniformément une circon-
férence OA. On le projette à chaque instant sur deux diamè-
tres fixes, OA, OB. Soient P et Q les projections. On demande
le mouvement relatif du point Q par rapport au point P, c’est-
à-dire par rapport à des axes de direction constante menés
par le point P.

On observera que les quatre points M, P, O, Q sont situéssur
une môme circonférence, qui a OM pour diamètre, et qui est

J

2
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rapport à P est identique au mouvement relatif de N par rap-
port à M. Donc enfin le mouvement relatif cherché est le
mouvement de la projection sur un diamètre fixe du mouve-
ment circulaire uniforme de M'.

Dans ces deux exemples les axes mobiles, par rapport
auxquels on cherche le mouvement relatif, ont un parallé-
lisme constant , et le mouvement d’entrainement est une
translation. 11 peut en être autrement. Nous allons en donner

exemple.
11. Un point M se meut uniformément sur un cercle de

rayon OA.
Un second point N se meut uniformément sur la tangente

AB à ce cercle. Les deux
points passent ensemble au

1 point A, et ont des vitesses
égales, de sorte qu’on ait
constamment AN =arc AM.

On demande le mouvement
relatif du point N par rap-
port au point M, et le mouve-
ment relatif du point M par
rapportai! point N.

Nous supposerons que l’ob-
servateur entraîné par le point M rapporte le mouvement du
point N à des axes MX, MY, animés du mouvement circulaire
que le point M possède autour du point O ; c’est ce qui
arrive, par exemple, à l’équateur du globe terrestre, pour
observateur entraîné par le mouvement de la terre et qui
rapporterait les mouvements à la verticale MY et à l’horizon-
tale MX, tangente à l’équateur.

Pour l’observateur qui suit le point N nous supposerons,
au contraire, qu’il rapporte le mouvement du point M à des
axes NX', NY', qui conservent leur parallélisme.

Cela posé, le mouvement relatif du point N par rapport au
point M s’obtiendra en réduisant au repos la circonférence
OM, et en communiquant à la tangente AB et au point N une

18 SUR LE MOUVEMENT RELATIF.
vitesse angulaire égale et contraire à celle de M autour de 0.
Cela revient à faire rouler sur le cercle OA la tangente AB, et
dans ce mouvement le point N décrit, par rapport aux axes
MX, MY, une développante de cercle.

Le mouvement relatif de M par rapport aux axes NX', NY'
s’obtiendra en réduisant au repos le point N, c’est-à-dire en
communiquant au cercle OA entraî nant le point M une vi-
tesse linéaire égale et contraire à celle de N. Dans ce mouve-
ment le cercle OA roule sur la droite fixe AB, et la trajectoire
relative du point M est par conséquent une cycloïde.

La composition en M de deux vitesses, l’une v , vitesse ab-

solue du point M, l’autre — v, égale et parallèle à la vitesse
d’entraînement que possède le point N, donne pour résultante
la bissectrice de l’angle des deux vitesses, ce qui fait con-
naî tre la tangente MA' à la cycloïde au point M.

Pour avoir la tangente à la développante au point N, il faut
composer en N la vitesse absolue v du point avec la vitesse
d’entraînement changée de signe, — v\ de ce meme point N,
due à la rotation autour du point 0; la résultante sera nor-
male à la droite AB.

19

V/7 V
i/or

! /

Fig.8. MOUVEMENT RELATIF DE DEUX POINTS FESANTS DANS LE VIDE.
I

12. Le mouvement d’un point pesant M dans le vide, rap-
porté à trois axes rectangulaires dont Lun OZ est vertical , est
défini par les trois équations

^- odV ’

^- 0de ~ U|

d*z _
dt » “ g'

qiri conduisent par l’intégration aux trois équations
X=at 4- b ,
y=a'l +b' ,
z=a"t+b"— >igl\

un
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tombant , s’opère en 'effet suivant la droite OA, les
tombant de quantités égales en temps égaux par

20 MOUVEMENT RELATIF DE DEUX POINTS PESANTS DANS LE VIDE.
a, a', a" étant les composantes de la vitesse initiale, b , l/ , b"
les coordonnées du point de départ.

Pour un second point pesant M', se mouvant de môme
dans le vide au meme lieu du globe terrestre, on aura aussi

au corps
deux corps
l’effet de la pesanteur.

COURBES DE POURSUITE.x' — a.t + /3,
y '= «'* +,3',
* = art + P' - igP.

14. Un point mobile A, animé d'une vitesse constante v\
se dirige vers un point mobile B qui parcourt une courbe
donnée, BD, avec une vitesse
donnée constante v. Le point
A décrit une courbe de pour-
suite AE. La tangente à la
courbe au point A est la

Le mouvement relatif de M' par rapport à des axes de di-
rection constante menés par le point M aura pour équations

\l — x' — x — [ o. — a )t -f (/3 — b ) ,
f\= y' — y = («' — «') t + (/3' — b' ) ,

Ç = z' — z=( «." — a" ) t + (/3" — b"),
/E1\ TLA~aV/

/

\
\droite AB.

On demande le rayon de
courbure p de la courbe de
poursuite au point A.

Pendant le temps dt infi-
niment petit , le mobile A
parcourt un arc AA' = v'dt ,
dirigé vers la position B du
point poursuivi. Dans l’intervalle de temps suivant , ^gal
aussi à dt, il parcourt un arc égal A'A", dirigé vers le point B',
position nouvelle du point B, séparée de l’ancienne par un
arc BB'= vdt.

L’accélération totale du point A se réduit à la composante

normale — * puisque

point A" la perpendiculaire A"M sur la droite AB. Je dis que
v'1— X dt -. En effet , A'A" étant égal à v'dt.

NI /

y <
<\ I

!

équations d’où les termes ^ gt2 ont disparu par la soustraction,
et qui définissent par conséquent un mouvement rectiligne et
uniforme. Tel est le mouvement relatif d’un des points par
rapport à l’autre.

On arriverait plus rapidement au meme résultat en consi-
dérant les équations différentielles des deux mouvements: en
lest retranchant, on aura les composantes de l’accélération dans

le mouvement relatif ; or ces trois
composantes sont milles à la fois, ce
qui caractérise un mouvement recti-
ligne et uniforme.

13. Application. — A l’instant où
un mobile pesant tombe sans vitesse

T du point A suivant la verticale AP, on
lance du point 0 un mobile pesant
avec une vitesse V donnée en gran-

deur. On demande dans quelle direction on doit viser pour
que les deux mobiles se rencontrent. On reconna î t tout de suite
que c’est suivant OA, comme si le mobile à 'atteindre restait
en repos. Le mouvement relatif du corps lancé, par rapport

ss

Fig. 10.

la vitesse est constante. Abaissons du

O

Fig. 9.
l’on aura À"M =
A"M sera le produit de v' dt par
lequel est égal à l’arc v'dt de la courbe, divisé par le rayon
de courbure p.

Par le point A" menons A"N parallèle à BB'. L’angle A"NM

P
l’angle de contingence A"A'M,



22 COURBES DE POURSUITE.
sera égal à l’angle a = ABII que fait la vitesse v avec la droite
AB, et l’on aura

23COURBES ROULANTES.

AA'I de ce triangle est égal à l’angle CAL, comme ayant leurs

côtés respeclivement perpendiculaires. Il résulte de là que

les deux triangles CAL, AA'I sont semblables, et par

quent la droite LC est perpendiculaire à la résultante AI.
L’intersection des deux droites AC, LC fera connaî tre le

point C.
La solution géométrique s’achève donc en composant les

deux vitesses v et 1/, et en menant LC perpendiculaire à la

résultante.
Cette solution a ét é donnée par M. Maurice d’Ocagne, dans

le Bulletin de la Société mathématique de France, octo-
bre 1883.

MA"= NA" sin «. conse-
Les parallèles A"N, B'B donnent en outre la proportiion

NA" A'N
BB' A'B’ ou bien Xk" =zvdtx —L

en appelant l la distance AB, sensiblement égale à A'B, et en
observant que, NM étant, comme A"M, un infiniment petit du
second ordre dès que l’angle a est différent de zéro, A'N peut
être confondu avec A'M et avec A'A".

On a donc, en éliminant NA",

vv'dt2 v'2
~dt\ RECHERCHE DES COURBES ROULANTES DANS LE MOUVEMENT ÉPICYCLOIDAL

MA"= sin sc =l P

et par conséquent 15. Une figure plane reçoit dans son plan un mouvement
continu déterminé. On demande de réaliser ce mouvement en
faisant rouler une courbe appartenant
à la ligure sur une courbe fixe tracée Y v

dans le plan.
Soit YOXun système d’axes qui accom- î\

pagnent la figure mobile, et soit Y'O'X'
un système d’axes fixes, auxquels on ;
rapporte les positions successives de ~

<y M7

cette figure.
On sait que le point de contact de la

courbe roulante avec la courbe fixe est à chaque instant le
centre instantané autour duquel tourne la figure mobile ;
soit C ce point. Il suffira d’en prendre les coordonnées,
x= — OM, y= CM par rapport aux axes mobiles, et les coor-
données x' = O'M', yr=CW par rapport aux axes fixes, pour
tracer par points les deux courbes cherchées. Si l’on déter-
mine analytiquement ces mêmes coordonnées en fonction
d’un même paramètre, l’élimination du paramètre entre les
deux équations qui donnent x et y fera connaître l’équation

i V'
^sl^xr

Pour construire le rayon de courbure, élevons au point B
une perpendiculaire BL sur AB ; puis du point A abaissons
une( perpendiculaire Ail sur la tangente BB'. Ces deux droites
se couperont en un point L, et l’angle ALB
l’angle a. Donc AL sera égale à — :

sina
bure cherché, sur la normale AC à la courbe de poursuite.
Si l’on joint CL , le triangle ACL a pour côtés AC= p,
AL=

v-
sera égal à

l Soit C le centre de cour-
Fig. 11.

/ . Donc, en vertu de l’équation qui donne p, lessian
côtés AC, AL sont proportionnels aux vitesses v' et v,
permet d’achever la construction.

Observons que, si l’on mène par le point A' une droite A'I
égale et parallèle à vdt, et qu’on joigne AI, le triangle AA'I a
pour côtés v'dt, vdt, et que AI représente en grandeur et en
direction le produit par dt de la résultante de

ce qui

v et v' . L’angle
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cle la courbe roulante, et l’élimination du paramètre entre
les deux équations qui donnent #' et ij fera conna î tre l’équa-
tion de la courbe fixe.

Cherchons les courbes roulantes qui assurent le mouve-
ment d’une droite AB, de
longueur constante, dont
les deux extrémités glis-
sent sur deux circonfé-
rences fixes O et II.

On prendra pour axes
mobiles la droite ABelle-

lorsqu’il s’agit de déplacer un corps pesant de telle
le centre de gravité décrive une ligne droite

le travail de la pesanteur soit nul. Si,
le centre de gravité d’un solide

tions,
manière, que
horizontale, pour que
par exemple, on veut que
parcoure une horizontale, tandis que le solide roule sur une

droite inclinée, il faudra prendre pour courbe roulante une

spirale logarithmique (I, g 147).
17. Remarque. — La solution du problème des courbes

roulantes, donnée au g 146 du t. I, revient à déterminer une
courbe rapportée à un système de coordonnées polaires et
telle, que Vangle formé par la tangente avec le rayon vecteur

fonction donnée de ce rayon ; ou encore une courbe
des angles donnés en fonction des

y
Y

c
/T

ilA> B,
/i

M' H

soit une
telle, quelle coupe sous
rayons une série de circonférences concentriques.

Or ce problème est celui qu’on a à résoudre dans la dyna-
mique, quand on cherche le mouve-
ment d’un point matériel attiré vers un
centre fixe O, par une force donnée en
fonction de la distance à ce centre. La T

courbe décrite est contenue dans un

même et une perpendi-
culaire AY menée par le
point A , et pour axesfixes la droite OIIX', et la perpendiculaire OY'. Le centre in-stantané G' est la rencontre des

Fig. 12.

rayons OA, IIB. On le projet-tera en M et M' sur les deux axes des abscisses, et on aura
x — AM,
y — MC,

stf=OM',
ÿ=WC. P

Il suffira donc de tracer plusieurs positions delà droite AB,
puis de repérer le point C par rapport à
la droite et par rapport à la droite OU.
La construction du point C, rapporté
axes fixes, puis aux axes mobiles, fera— — ^ conna î tre les deux courbes cherchées.

16. Il arrive quelquefois qu’on cherche
à faire décrire une courbe donnée à unpoint particulier de la figure. Si cette condition est la seuleimposée, le problème est susceptible d’une infinité de solu-tions. Si l’on assujettit en outre le mouvement de la figure

mobile à une nouvelle condition , par exemple à rouler surune ligne donnée, alors le problème est entièrement déler-* miné, ét la solution est donnée par la méthode inverse desépicycloïdes (I, g 146).
Ce problème se rencontre fréquemment dans les applica-

plan passant par le point 0. Les
bes de niveau sont des cercles, SS', /
ayant pour centre commun le point 0.
Sur chacun de ces cercles, la vitesse v
du mobile est connue en fonction du rayon r par l’équaiion
des forces vives ; de plus le théorème des aires donne l’équa-
tion

cour- S' .

Y
L> Fig. 14. *

C aux

A

Fig. 13.
vr sin f j. — 2A,

ppelantp. l’angle de la vitesse avec le rayon vecteur et 2A
une constante. Comme v est une fonction donnée de r, on
voit que l’angle \J< est connu en fonction du rayon r, et qu’on
retombe sur le problème de la courbe roulante.

Soit v = 9 (r) ; il vient

en a

2A
sin [j. r<p( r )

m
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Traçons les cercles générateurs correspondants aux points
M et M'. L’angle donné P sera égal à la somme

PROBLÈME
On en déduit

2A de contacttang fj.= =± F(r),
)/ ( >?( > )* — ik*

et l’équation polaire de la trajectoire

do=± FM*r

où l’on devra prendre le signe qui assure à dO une valeur
constamment positive, ou constamment négative (111, g 65).

Le problème de la courbe roulante peut donc se résoudre
par les memes méthodes que le problème des trajectoires sous
l’action d’une force centrale. Si l’on appelle ^ la distance du
pôle à la tangente, on aura p — r sin \i, et par conséquent
p= <!> (r) , ou r = <p ( p) ; sous cette forme de l’équation cher-
chée, on peut aisément déterminer les rayons de courbure,
en appliquant l’équation

r
sera \\

i )B1

Bi)
- • Vo ML \ i

N'H\N
M

/_ C'
C

F
Fig. lo.

MBA -h M'B'A' des angles formés par BM, B'M' avec les droites
parallèles BA, B'A'. Donc cette somme B -h B' est constante.

Mais l’angle B, inscrit dans le cercle BMA, a pour mesure la

moitié de l’arc AM; de même l’angle B', inscrit dans le cercle
M

A'M'. Donc la somme des

rdr
dp'

établie au1.1, g 116. Nous avons employé ce système de coor-données (III, g 58) pour traiter le problème du mouvement
d’un point attiré vers un centre fixe proportionnellement à la
distance. On pourrait aussi l’appliquer, comme nous le mon-trerons plus loin, au problème du mouvement d’un point
subissant delà part d’un centre fixe l’attraction newtonienne.

1
égal B'M'A', a pour mesure ^AM et A'M' est constante ; et comme dans la cycloïde on a

arc

arcs

arc AM = AC,
arc A'M'= A'C' %

il en résulte que la somme AC A'C' est constante ; retran-
constante de la distance CC', base de la

courbe, il reste un segment constant AA', ou BB', entre les
points de contact des cercles générateurs avec la droite CC/
sur laquelle ils roulent.

Le segment BB' est donc constant. Dans le triangle BPB' la
base est constante et l’angle au sommet P est donné. Donc
le point P appartient à la circonférence que l’on obtient en
décrivant sur la corde constante BB' un segment capable de
l’angle P. Le rayon de cette circonférence est constant et

; enfin le centre O de cette circonférence se

chant cette somme
PROBLÈME SUR LA CYCLOÏDE.

18. Une cycloïde CMM'C' est décrite par le roulement d’
cercle AMB sur une droite fixe CC' ; le point M est le point
décrivant. A chaque point M correspond une position déter-minée du cercle générateur. Les points C et C' sont deux points
de rebroussement consécutifs de la courbe.

Cela posé, on mène deux tangentes à la cycloïde, MB, M'B',faisant entre elles un angle BPB' donné. On demande le lieudu point P, sommet de l’angle mobile.

un

BB'
égal à 2 sin P
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trouve situé à une distance constante de la droite DD',égale à la hauteur d’un triangle isocèle qui aurait BB' pourbase et le rayon R pour valeur commune des deux autrescôtés.

de l’angle MPM' circonscrit à la cycloïde, a
aux nor -coiïime sommet

pour centre instantané le point F, point commun
males MA, M'A menées à la courbe par les pomts de contact,
M et M'. Donc le point II, intersection de 011 et de PF, est c

le cercle roulant et la droiteLe lieu décrit par le centre O de la circonférence point de contact cherché entre
NN' sur laquelle il roule.

Suivant qu’on aura < _
lieu du sommet P de l’angle sera une cycloïde ordinaire
une cycloïde accourcie , ou une cycloïde allongée .

qu’onvient de définir est donc une droite LL' parallèle aux droitesCC', DD'. OP = OU, OU 0P>0H, ou 0P<0II, le
On peut imaginer que le point P soit un point de cette cir-conférence, et il restera à déterminer quel mouvement il fautlui donner pour réaliser les conditions du problème.Imaginons pour cela que les cercles générateurs AB, A'B'roulent uniformément sur la droite CC', avec des vitesseségales. Cette condition conservera la distance des centres, etpar suite aussi les distances AA' et BB'; elle assure donc laconstance de l’angle P. Il en résulte d’abord que le mouve-ment du point O le long de la droite LI/ est uniforme ;il se meut avec la meme vitesse que le segment BB'.Reste à définir la vitesse angulaire qu’il faut communiquerà la circonférence OP autour de son centre 0. Pour cela, ilsuffit de déterminer le déplacement angulaire d’ une droitequelconque PM, appartenant à la figure. Or celte droite PM,considérée comme faisant partie de la figure 0, a le memedéplacement angulaire que cette figure reçoit de sa liaisonavec le cercle générateur AB, et ce déplacement angulaire estproportionnel, d’après la propriété du mouvement cycloïdal,il la translation du cercle AB suivant la direction CG'. Doncenfin la vitesse de rotation de la circonférence OP est pro-portionnelle ii la vitesse de translation de son centre le longde la droite LL', ce qui définit un mouvement cycloïdal.Ce théorème a été donné par M. P. Ilaag.

Il existe donc un cercle qui, en roulant sur une droiteparallèle à CC', fait parcourir au point P sa trajectoire. Pourtrouver ce cercle et la droite sur laquelle il roule, observons. que le point de contact autour duquel il tourne est situéla normale 011
la normale

, ou

PROBLÈME.

mobiles A, B, C occupent à un même19. Trois points
instant les sommets d’un triangle équilatéral. Le premier
point A se dirige vers le second point
B, lequel se dirige vers le troisième
point C, qui enfin se dirige vers le

Les vitesses des

car

premier point A.
trois points sont égales. On demande
la trajectoire de chacun d’eux, et le
point du plan où ils se confondront ,
s’ils se confondent.

Soit v la vitesse constante de cha-
cun des points. Au bout du temps dt, le point A est parvenu
en A' sur le cô té AB, à une distance AA'=vdt ; le point B est
venu en B' à la môme distance du point B, et le point C en
C' à la même distance du point C; de sorte qu’au bout du
temps dt les trois points occupent les sommets d’un nouveau
triangle A'B'C' inscrit dans le triangle ABC , et équilatéral

triangle. Au bout d’un nouvel intervalle de temps
égal à dt , les trois points seront parvenus en A", B", C"
sommets d’un troisième triangle équilatéral inscrit dans le
second, et ainsi de suite.

Tous ces triangles équilatéraux successifs , considérés
surfaces, ont un point commun 0, qui est le centre du

B B'

F.g. 16. •

comme ce
aux

sur
lieu décrit par le point 0 ; il est

lieu du point P. Or le point P, considéré
au

aussi surau comme

1
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côtés, animés, chacun dans la direction ducercle circonscrit. En effet, pour passer du premier triangleau second, il suffit de faire tourner le premier triangle, au-tour du point O, d’un angle égal à l’angle BA'B', puis deréduire le triangle ainsi déplacé, en conservant le point Ocomme centre de similitude, dans la proportion des côtésAB, A'B' successifs.

régulier de n
point le plus voisin quand on parcourt le polygone dans
sens déterminé, d’ une vitesse v constante. Les spirales loga-
rithmiques décrites par ces n points ont pour point asympto-

du cercle circonscrit , et font avec leurs
angle constant, égal au demi-angle du

un

tique le centre
vecteurs unrayons

polygone.
21. Le problème et sa solution peuvent encore être géné-

ralisés, par la substitution d’un triangle quelconque à un
triangle équilatéral ; mais alors il faut que les vitesses des
trois points soient dif-
férentes, et que leurs
rapports soient conve-
nablement choisis.

Soit ABC le triangle
des positions primi-
tives des trois points.

Soit A'B'C' le même

Dans le premier mouvement le triangle se transporte en
O$Y, et dans le second il prend,
par réduction des rayons vec-teurs, la position A'B'C', dans
laquelle il conserve le point O
pour centre du cercle circon-
scrit. Cela revient à décompo-
ser la vitesse v en deux

Aa

/ai N

i / i \*i / i \ I
\

a\

A
\\\I, I\\ l* \/ \ l SI /

'/fe \/ / \i v/ |0/ \/ N/ iV" com-
posantes rectangulaires , l’ une

Y/ y 'y'i !/
i

V:

tB l/jL
A a aA'P ^ pautrc —dt dt Il en sera de

B Cmême pour passer du second
triangle au troisième, du troi-sième au quatrième, et ainsi de suite indéfiniment.Le rayon OA' fait avec la direction A'B' du côté voisin unangle constant, égal au demi-angle du triangle équilatéral,c’est-à-dire à 30°. Or le côté A'B' est la tangente à la trajecloire du point A parvenu en A'. Donc enfin la trajectoire dechacun des trois points coupe sous un angle de 50°vecteurs issus

Fig. 17.
//

triangle déformé, ins-
crit dans le triangle
primitif , et qui doit Flg‘ 18'

être semblable au triangle ABC, pour que les trois points
conservent, pendant toute la suite de leurs mouvement^ des
positions relatives semblables.

Nous pourrons supposer qu’on commence par faire tourner
le triangle ABC autour d’un certain point O, que nous déter-
minerons tout à l’heure, et qu’on l’amène ainsi dans la posi-
tion agy ; puis qu’on joigne aO, £0, yO ; ces trois droites cou-

' pent en A', B', C' les côtés du triangle ABC, et, en joignant
points A', B', C' deux à deux, on forme un triangle A'B'C',

inscrit dans le triangle ABC. Pour qu’il soit semblable au
triangle ABC, ou au triangle égal a(fy il faut et il suffit que
les droites aA', (3B', ^C' soient proportionnelles aux rayons
aO, (}0, YO ; s’il en est ainsi, les côtés A'B', B'C', C'A' seront
respectivement parallèles à o$, £Y > Ya > et on aura satisfait à la
condition de similitude : le point O occupera, par rapport

4'

P

ses rayonsdu point O, et la trajectoire de chacun est parconséquent une spirale logarithmique qui fait une infinité decirconvolutions autour du point 0. Les trois courbes ont lepoint O comme point asymptotique, et leur longueur depuisle point de départ jusqu’au point O est néanmoins finie etdéterminée. Les trois mobiles mettront donc un temps finipour se réunir au point O, où les trois courbes viennent se con-fondre asymptotiquement.
Ce problème est dû à M. Édouard Lucas.
20. La même solution s’étend sans difficulté au cas où ily aurait n points mobiles, placés aux sommets d’un polygone

ces
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à ce triangle A'B'C', la même situation qu’il occupe par rapport
au triangle ABC.

Or les rayons aO, pO, yO sont proportionnels aux arcs Aa,
Bp, Cy, qui sont égaux à ces rayons multipliés par l’angle
dont a tourné la figure. Il résulte de là que les rapports

oT’ fÏÏ’ SOnt ^8aux’ et Par conséquent les angles A'Aa,
B'Bp, C'Cy sont égaux entre eux. Ces angles étant les complé-
ments des angles BAO, CBO, ACO, ceux-ci sont aussi égaux
entre eux ; la position du point O est donc définie par cette
condition d’égalité des angles BAO, CBO, ACO, formés par les
rayons AO, BO, CO avec les côtés du triangle, pris dans un
ordre déterminé.

Multiplions ces trois* équations membre à membre ; les
OA' OB, OC sont éliminés, et il vient, pour détermi-rayons

ner 9, l’équation
sin ( A. — ?) sin ( B — (? ) sin ( C — y) = sin5 (?.

Cette équation aura toujours une racine réelle, et moindre
que le plus petit des trois angles A, B, C. En effet , si on
lait 9= 0, le premier membre prend la valeur positive
sin A sin B sin C et le second est nul. Si au contraire on fait .
l’angle 9 égal au plus petit des trois angles A, B, C, le pre-
mier membre devient nul, et le second prend une valeur po-
sitive, égale au cube du sinus de ce plus petit angle. Il existe
donc toujours un angle 9, compris entre 0 et le plus petit
angle du triangle, qui rend les deux membres égaux entre
eux, et qui définit le point O à l’intérieur du triangle donné.

22. Ce résultat est général..Toutes les fois qu' une figure
plane, mobile dans son plan, subit des amplifications ou des
réductions d'échelle , de telle sorte quelle reste semblable à
elle-même , il existe dans le plan un point 0 qui appartient à
la fois à deux positions de la figure .

Ce théorème généralise en quelque sorte le théorème du
centre de rotation. Nous le démon-
trerons par la méthode analytique
que nous avons déjà indiquée ( t. I,
3e édition, § 321). ’

Soient
OX, OY deux axes rectangulaires ,

entraînés par la figure mo-
bile ;

0P=#, PM = y les coordonnées d’un
point de cette figure, par rapport aux axes entra î nés ;
0'Y' deux axes rectangulaires fixes, auxquels on rap-

porte les positions successives de la figure, et qui sont la
position primitive des axes OX/OY ;

OTf — xr , P'M= yr les coordonnées du point M par rapport
aux axes fixes ;
V. — vf.c. COI.LIGNON.

Les trajectoires des trois points seront alors des spirales
logarithmiques, ayant le point 0 pour pôle, et faisant avec
leurs rayons vecteurs un angle constant , égal à l’angle OAB.

Les vitesses des trois points
4 seront respectivement propor-

tionnelles à AA', BB' CC', c’est-
à-dire aux rayons AO, BO, CO.

La question est ramenée à
trouver dans le plan du triangle
ABC un point O tel, que les
angles BAO, CBO, ACO soient
égaux entre eux.

Désignons par 9 l’un de ces angles inconnus. Nous aurons

9

9

9
\11 -

Fig.19. ! \£

X'

M'
OBA = B — 9,

en désignant par A, B, C les angles du triangle.
Par conséquent on a, dans les trois triangles dans lesquels

se partage le triangle donné,

OCB = C — 9, OAC BS A — 9,
0' p-" 1*' X'

Fig. 20.

OT,OA OB
sia ( B — (? ) sia 9

'

OB OC
sia (C — (? ) sia 9’

OC OA
sia (A — (? ) sin 9

5
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XOX,r =9 l’angle dont a tourné la figure mobile par rapport

aux axes fixes.
On passera des coordonnées xety aux coordonnées xr et y',

au moyen des équations
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toujours un point, situé à distance finie, qui appartiendra à
la fois aux d'eux figures, et qui jouera à leur égard le double
rôle de centre de rotation et de centre de similitude.

Si l’on passe du plan à l’espace, on reconna î tra que la dé-
formation de la figure mobile, sous la condition qu’elle reste
semblable à elle-même, laisse subsister l’axe de rotation et
de glissement. On a vu ( t. I, 3e édition, g 317) que, dans le dé-
placement d’une figure invariable, il y a toujours une infinité
de plans qui conservent leur parallélisme ; et c’est de là qu’on
peut conclure l’existence de l’axe de rotation et de glissement.
La contraction ou la dilatation proportionnelles des distances
mutuelles des divers points n’altère pas le parallélisme des
plans. Soient donc (M) et (M') deux positions successives d’une
même figure, la seconde ayant subi une altération qui la
laisse semblable à la première. Nous pouvons imaginer une-
troisième figure (M"), homothétique à la figure (M') et égale à
la figure (M). Il existera alors dans ces deux figures des plans
P et P" qui seront parallèles ; donc les plans homologues P'
de la figure (M') seront aussi parallèles aux plans P de la
figure (M).

Projetant la coupe de la figure (M') par le plan P' sur le
plan P correspondant dans la figure ( M), on aura deux posi-
tions semblables d’une même figure dans le plan P, et«par
conséquent on trouvera dans ce plan un point O qui appar-
tiendra aux deux. La normale au plan P menée par ce point O
glissera sur elle-même dans le retour à la figure M', en même
temps que la figure mobile tourne autour de cette normale,
et subit la dilatation ou la contraction proportionnelle qui
l’amène à sa seconde position.

23. Le cas particulier du déplacement d’un cercle dans le ’

plan mérite d’être traité à part.
Si l’on a deux cercles dont l’un ait pour centre le point 0' et

rayon IV, et l’autre le point 0 et le rayon R, on pourra
considérer le premier comme résultant du transport du se- *

cond de manière à amener les centres en coïncidence,
que ce transport soit suivi d’une dilatation des rayons dans

33

x' = a + x cos y — y sia
, î/'= /3 -)- # sin ? -}- ?/ cos

où a et p sont les coordonnées de l’origine 0 par rapport aux
axes fixes.

Au point M correspond, dans la position primitive de la
figure, un point M' qui a pour coordonnées O'P" et P"M' ; et
comme il y a similitude, par hypothèse, entre la figure ( M )
et la figure ( M') , on pourra représenter l’abscisse O'P" par le ,
produit\x, et l’ordonnée P"M' par ly,\ étant le rapport de
similitude des deux figures.

Cela posé, cherchons s’il est possible de trouver un point
tel, qu’il coïncide avec son homologue M'. Il faut et il suffit
pour cela que l’on ait\x=x\\y= y', c’est-à-dire

X x= a + x cos ? — y sin 9,
X y = y3-|- x sin (p -j- y cos o ,

équations qu’on peut écrire

( X — cos y ) x -f- sin yy= «.,
sin <px — (>. — cos 9) ?/ = — /3.

Ces équations du premier degré en x et y définissent le point
cherché. On voit qu’il n’y en a pas plus d’un, et qu’il y en a
toujours un. Le déterminant des coefficients de x et de y,

-(A-"cos y ) = — U — cosf )s — siu 2? =-i*-l + 2i cosep ,

ne peut être nul, sauf le cas de sin ^^ O et 1= cos 9= ± 1,

hypothèse qui comprend le cas où la figure reçoit une transla-
tion sans changer d’échelle. Le point cherché peut alors pas-
ser à l’infini. Mais, en excluant ces cas particuliers, il existera

X — cos
sin <?

un

pourvu



PROBLÈME.PROBLÈME. 3756 /. ;centre de rotation et d’amplification proportionnelle, pour
des cercles donnés à l’autre.R'le rapport X = jy.On peut observer d’ailleurs que le trans-

port du cercle peut s’opérer par une infinité de rotations, qui
reviennent à associer à la translation 00' de centre en centre
une rotation arbitraire autour du centre 0. Dans ces condi-
tions, l’angle w, qui mesure la rolation, est tout à fait arbi-
traire, et il y a une infinité de points qui peuvent ê tre con-
sidérés comme appartenant à la fois aux deux figures.

Si l’on se donne l’angle 9, les coordonnées xei y du point
commun correspondant sont fournies par les équations

X x =a + x cos 9 — y sin 9,
X y = /3-j- a: sin 9 -{- ?/ cos 9.

passer d’un
Ce problème est

1res aisé à résoudre J :,r>.

>*
(

géométriquement.
Etant donnés deux

cercles 0 et 0', on
demande le lieu des
points M tels, qu’en
faisant tourner le cer-
cle0' autour du point
M jusqu’à ce que son
centre soit parvenu
en 0", sur la droite MO, le point M soit le centre de simi-
litude des deux cercles 0 et 0".

Y «.

Fig. 21.

L’équation du lieu des points communs, quand on fait va -
rier 9 , s’obtiendra en éliminant 9 entre ces deux équations,
qu’on peut écrire MO"

On voit tout de suite que le rapport yyy doit être égal au
x cos 9 — y sin 9= X x — a,
x sin 9 -f- y cos 9= X y — /3.

Élevant en carré et ajoutant, il vient
x* -f 2/2 = (te — «) 2 + (>2/ — y3) 2»

MO'R'
rapport des rayons ^ ; par conséquent, le rapport ^y est

R'aussi égal à — =\, et le point M appartient au heu des

points dont les distances à deux points fixes sont dans un
rapport donné. Ce lieu est, comme on sait , une circonfé-
rence, décrite sur le segment IK comme diamètre, I et K
étant les pieds des bissectrices de l ’angle O'MO et de l’angle
adjacent, obtenu en prolongeant O'M.

L’angle O'MO est l’angle 9 dont on peut imaginer qu’on ait
fait tourner la figure.

ouebien
(1-/*) (a» + î/2) -p 2A («a + py )=«2 + /32,

équation d’une circonférence; elle a pour centre, rapporté
aux axes OX, OY, un point situé sur la droite 00' des
centres, et qui a pour coordonnées

x»x ~ x* — 1’ PROBLÈME.
>,/327 — 1’ 24. Les trois mouvements de translation, de rotation et

de dilatation proportionnelle interviennent dans la solution
de la question suivante :

Étant donnés dans un plan deux cercles 0 et 0', et deux
points A. et B, on demande de mener aux deux cercles des

et pour rayon
. vW /s*

P — — — —X* — 1

Tous les points de cette circonférence pourront servir de
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tangentes PR, PS, qui fassent entre elles un angle donné a,
et telles, que le rapport des distances des deux points à

ces deux tangentes soit égal à un nombre k donné.
Nous laisserons fixes

le cercle O, le point A
et la tangente RP, cl
nous déplacerons seu-
lement le reste de la
figure , comprenant le
cercle O', la tangente

^
TS et le point R.

Imaginons que Ton
déplace le cercle O' pa-
rallèlement à lui-même,
entraînant la tangente

PS et le point R, de manière à amener son centre à coïncider
avec le point 0.

Le point R, dans ce mouvement, parcourra une droite RR'
égale et parallèle à O'O. La tangente PS se transportera paral-
lèlement à elle-même, et sera tangente au cercle OS'. L’angle
P n’est pas altéré.

dilatons ensuite la figure, de telle sorte que le cercle OS'
coïncide avec le cercle OR. Il faudra pour cela augmenter les
distances au point 0 dans le rapport p des rayons des cercles
donnés. La môme dilatation s’appliquera au point R', qui
passera en B", de telle sorte que la distance R'6'= Rb de ce
point à la tangente Sfb' deviendra la distance R"6",
dans le môme rapport.

Faisons enfin tourner la figure mobile autour du point 0,
d’un angle égal à l’angle donné a. La tangente S"b" viendra
coïncider avec la tangente aP, le point b” viendra en b"' sur
cette droite aP, et le point R" en R"'. On connaî t le rapport

Aa R' |)g777£77>’ qui est égal à k X p» puisque R = R"i>"=Rftx ^y

TRAIN ÉPICYCLOÏDAL.-
Il suffit donc, pour mener la tangente PR, de chercher, sur

la droite R'"A prolongée, un point I tel, que l’on ait

AL-w!L'f
B1"! XR

k ">D" cercle 0. Le
is de mener du point I une tangente au

menant ensuite au cercle 0' une
droite faisant avec la tangente JR

BY y i puis
problème s’achèvera en

•tangente parallèle à une
l’angle donné a.

4*\ J?•xY*p\ 1 \ S'\\ S !
\ï»\Y

bm a I > B
' /

/b'
/

O ' <
ÉPICYCLOÏDAL DE L’APPAREIL ENREGISTREUR DE TRAVAIL

DE M. MARCEL DEPREZ.TRAIN
/ z'

0’

Fig. 22.
25. Le train épicycloïdal imaginé par M. Marcel Deprez, et

dynamomètre enregistreur, com-qu’il a introduit dans son
prend deux groupes
de trois roues égales ,
montées deux à deux

- î

sur un même axe, et
dont deux sont mon-
tées épicycloïdalement
à l’extrémité du bras

è

porte-train OC.
Lesdeux roues mon-

tées sur l’axe fixe 0
sont indépendantes ; il en est de même des deux roues 0',
montées également sur un axe fixe ; quant aux roues C, qui
forment le train épicycloïdal , elles font corps l’une avec
l’autre, et se meuvent solidairement.

Soit r le rayon des trois petites roues, et R le rayon des
trois grandes. La transmission se fait de la petite roue 0' à
la grande roue 0, de celle-ci à la petite roue C, qui entraîne
la grande. roue C, de celle-ci à la petite roue 0, et dç la petite
roue 0 à la grande roue 0'.

Fig. 23.

accrue

m
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TRAIN ÉPICYCLOIDAL.
Désignons par a la vitesse angulaire de la petite O',

— b la vitesse angulaire de la grande O' ,— (o la vilesse angulaire de la grande O,— la vitesse angulaire de la petite 0;— w' la vitesse angulaire commune aux deux
roues C, rapportée à des axes CX, CY d’orientation constante.

Soient enfin Q la vitesse angulaire du bras porte-train OC
. autour du point 0„;

£ la raison de l’engrenage qui comprend une grande roue
menant une petite ;

e' la raison inverse, égale à de l’engrenage dans lequel
une petite roue mène une grande.

Nous appliquerons au train épicycloïdal la formule de
Willis. Si l’on considère d’abord le train formé de la petite
roue 0 menant la grande roue C, la formule donnera

40 REMARQUES SUR LES TANGENTES DE CERTAINES COURBES. 41

et
b . • , t— » puisque e e = l .( a — b ) se' a — »

e — e

Le rapport - ^ est constant. C’est le rapport entre l’angle

décrit par le bras porte-train OC et l’angle de dé place-
ment relatif de l’une des roues 0' par rapport à l’autre. Le
déplacement angulaire du bras OC peut servir à mesurer le
glissement relatif d’un essieu solidaire de la grande roue 0',
par rapport à la jante du même essieu, qui fait corps avec la
petite roue 0' : ce qui fournit l’un des facteurs du travail à
évaluer.

Les rapports £ et s', qui sont réciproques, s’expriment au
moyen des rayons des deux roues ; on a en effet

R
r— Q r= «'.
R’«2 — Q

etSi l’on considère ensuite le train formé par la grande
O menant la petite roue C, on aura de meme

roue R r2 — R*r
S £ RrII r

Donc enfin, en valeur absolue,w' — nv = £.co — £1
Rrn

R2 — r-a — bDe plus, les trains de roues dentées formés par les roues 0'
et 0 donnent

REMARQUES SUR LA MANIÈRE DE TROUVER LES TANGENTES

DE CERTAINES COURBES.
CO = Clz'

coj = be.
Substituons ces valeurs de w et w, dans les équations des

trains épicycloïdaux. Il viendra

co' — n = £ (co — Q) = e ( as' — Q) ,
w' — n= e'twj— û) = e' ( be — Q).

26. Etant donnés dans un plan deux courbes ( a ) et ( b ) et un
point 0, on mène par le point une transversale OAB, et on
porte à partir du point 0 une longueur OC égale à la partie
AC interceptée sur les transversales par les deux courbes. On
demande de mener la tangente au lieu du point C.

On suppose connues les tangentes aux courbes ( a ) et ( b) .
Donc

£ [ a s'— O) = e' ( b s — £2 )

%
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Soit 0 l’angle que fait la transversale avec un axe polaire
arbitraire ; soient r = OA, r' = OB les rayons vecteurs cor-

respondants à cet angle dans
les deux courbes. Appelons p
le rayon vecteur 0C=?

Si l’on sait mener les tan-
gentes en A et en B aux deux
courbes, on peut mener aussi
les normales AD, BE, et dé-
terminer sur la perpendicu-
laire à OA, menée par le

point O, les longueurs OD, OE, qui sont les sous-normales
polaires. On sait qu’on a

42 REMARQUES SUR LES TANGENTES DE CERTAINES COURBES.

BN = BM, et qu’on joigne BC, on aura la tangente en C au
lieu du point C.

Cette propriété du lieu du point C peut se démontrer direc-
tement à l’aide des transver-
sales. Menons un rayon vec-
teur OC'A'B', infiniment voisin
du premier.

Les points C', A', B', pris à
la rencontre avec les tangentes,
appartiendront aux courbes.
Considérons le triangle OBB',
coupé par les transversales
AA'M, C'CN ; on aura les deux
équations

43

(à)

— r.

* Fig. 2i.

OD=~ et OE = ~dO dO OA X A'B'X MB = AB X OA'X MB',
OC X C'B'X NB = CB X OC'XNB'.

Mais on a OC = AB et par suite OA = CB, et de même
OC' = A'B' et OA' = C'B'.

Si donc on multiplie l’une par l’autre les deux équations,
et qu’on supprime dans les deux membres les facteurs égaux,
il viendra simplement

Donc
dr' dr dr' — dr d(r'— ?’) _ dp

~ do
ED = -j-dO dO dO dO

et ED, pris dans le sens ED, est la sous-normale polaire du
lieu du point C. Si donc on prend OF = ED sur le prolonge-
ment de OE, on n’aura qu’à joindre FC pour avoir la normale
aujieu du point C.

Relativement au sens dans lequel il faut porter celte dif-
férence r' — r, on peut remarquer que dp a le signe de
dr' — dr, c’est-à-dire que, si le segment AB diminue quand
la transversale tourne de l’angle positif dO autour du point O,
d p est négatif ; c’est donc le sens négatif, ou le sens de E vers
D, qu’on doit adopter.

M. Gohierre deLongchamps, qui a traité le même problème,
en a donné une solution élégante.

Soient AM la tangente à la courbe (a) menée au point A ;
BM la tangente à la courbe ( b ) menée au point B.
Ces deux droites se coupent en M.
Si l’on prend sur le prolongement de MB une longueur

MB X NB = MB'x NB'

ou bien
MB_ _ NB\
MB'“ NB ’

ce qui montre que le point M partage le segment BB', pris
dans le sens BB', dans le même rapport que le point N par-
tage le segment BB', pris dans le sens B'B. On passera donc
du point M au point N en renversant le segment BB' bout pour
bout, ce qui revient, à la limite, quand B et B' coïncident, à
prendre BM = BM, ainsi que l’indique la construction de
M. de Longcliamps.

On remarquera que les deux tangentes AM, BM n’inter-
viennent pas de la meme manière dans la détermination de
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la troisième tangente CN. La figure montre que les segments
égaux et contraires BM, BN doivent être portes sur la tan-
gente menée à l’extrémité du segment AB qui correspond à

l’extrémité C du segment égal

/ OC, en supposant que l’on fasse
]/ \ glisser le segment AB le long— V du rayon vecteur jusqu’à ce

que le point A soit amené au
point 0.

Si , au contraire, on amenait
le point B à coïncider avec le
point 0, le point A deviendrait

le point C, qui décrit la courbe au delà du pôle ; alors il fau-
drait prendre les segments égaux sur la tangente à la

courbe ( a ) , porter AP = AM, et join-
dre CP pour avoir la tangente cher-
chée.

La conchoïde ordinaire est un cas
particulier de l’une des courbes (a )
ou (b ) , quand on suppose constant le
segment intermédiaire AB, et que
l’autre est une figure droite.

Dans ce cas le lieu du point C de-
vient une circonférence dont le pôle
O est le centre. Comme on conna î t les
tangentes à la circonférence et à la
droite, la tangente à la conchoïde s’en
déduit.

Si l’on mène CN perpendiculaire
au rayon OC, comme la droite AM est
sa propre tangente, la tangente en B à
la conchoïde est la droite MBN menée

par B de telle sorte, que ce point soit le milieu de la por-
tion inscrite dans l’angle M1F. Il suffira pour la construire de
mener BF parallèle à la droite ( a ) et de joindre le point B
point N, pris en faisant PN =1F.

45SUR LES OVALES DE DESCARTES.

SUR LES OVALES DE DESCARTES.

27. Soient A et B deux points fixes, et M un point mobile

assujetti à la condition suivante : Si l’on appelle r et r' les

distances MA, MB du point mobile à chacun des points fixes,

constamment entre ces dis- uon a
tances la relation

ar -J-W =c,

a, b étant des constantes. Le lieu t
du point M ainsi défini est un
Ovale de Descartes.

11 est aisé de reconnaî tre qu’il existe en général un troi-
sième pôle C, situé sur la droite AB, et tel qu’on ait aussi une

relation linéaire entre les distances du point M au point A et
au point C, ou au point B et au point C.

Soit AB = l la distance des pôles donnés ; appelons 0

l’angle MAB ; r et ô seront les coordonnées polaires du lieu
du point M. Or le triangle MAB donne l’équation

=r2 l~ — 2/?•cos 0.

(1 )
0

Fig. 2G.
Fig. 28.

(2)

Dans cette équation, remplaçons r' par sa valeur en fonc-
tion de r, tirée de l’équation (1). Il vient

( c — ar\
\ b ) — /2 — 2ir cos 0,

ou bien , en ordonnant par rapport à 1\

(a* __ £2) 7*2 + 2 [b*l cos 0 — ca ) r + c2 — bH3=0,

équation polaire du lieu. Elle est de la forme

?-2 + 2 (M cos 0 — N) r + P =0;

toute équation de cette forme sera transformable dans l’équa-
(3)

au
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. , Jy f ,tion ( I ) ; il suffit en effet de déterminer les rapports -, - et la

et et
distance Z, de manière qu’on ait les égalités

SUR LES OVALES DE DESCARTES.
L’une sera la longueur AB et fera connaître 'le point B;

l’autre, si elle diffère de la première, fera connaî tre le troi-
sième pôle C. On a

47

un s/M2 — N--j- P
a* — b*' 4M*2M

enN = a- — 6* Le point C peut coïncider avec le point B. 11 peut aussi
coïncider avec le point A, si l’on trouve Z = 0 ; cela suppose
P = 0.

Dans ces deux cas, l’ovale a encore trois pôles, mais deux
sont confondus en un seul.

L’équation polaire de la courbe, dans le cas où P = 0,
devient

c2 — bn*P = — ;a- — b2

Soit, pour abréger,
b c=1J 1 — q.a a

Il viendra
/>*/=M (1

0= N ( l — /?*),
q* — /?2/2 =P (l — p2).

Entre ces trois équations, éliminons p et ej . On tire de la
première

r = 2N — 2Mcos 0,

équation d’un limaçon de Pascal. On a alors c= bl, et
l’équation (1) prend la forme

ar +*W = bl

M OU
P*= M-f /’ ar = b (l — r').

de la seconde Si du point B comme centre on décrit une circonférence
avec BA pour rayon, cette équation

vmontre que le rapport j —
est constant pour tous les points du
lieu.

m
<i = M -f- /’

et, substituant dans la troisième, il vient
MA
MLN

N2/2 M/2 PI
( M + /)* T(M + /) M

équation qui fera connaître Z. Il vient, en supprimant le fac-teur Z,

ou bien

En général, il existe trois pôles
distincts A, B, C, en ligne droite, et
si l’on appelle r, r', r” les trois
distances MA, MB, MC, le lieu pourra
être représenté par l’une des trois équations,

m— M/ ( M + /) =P (M + /),

M /2 -f (M2 — N2 + P) i + PM = o,
M2 — N2 -f P ar -f- br' =c,

flV -f - b'r" == c\
a"r" -f b"r =c" ,

/* + / + P =0,

équation du second degré qui aura deux racines réelles, s’il
existe un point B réel satisfaisant à l’équation (1).

M

ou une combinaison de ces équations.



SUR LES OVALES DE DESCARTES.
i doit coïncider avec la troisième équation,

SUR LES OVALES DE DESCARTES.
Soit MH la normale à la courbe au point M, et soit II le

point où elle coupe Taxe AC. On obtiendra la direction de la
normale en composant au
point M deux forces, respec-
tivement égales aux coeffi-
cients a et b, appliquées sui-
vant MA et MB.On l’obtiendra
également en composant au
même point deux forces
égales à a'et b' ,dirigées sui-

vant MA et MC, et enfin en composant deux forces égales à
a” et //, dirigées suivant MB et MC. Du point M abaissons
des perpendiculaires sur les directions de ces diverses forces.
Soient p, p' , p" les dislances du pied N de la normale aux
( rois rayons MA, MB, MC. Le théorème des moments, appli-
qué successivement aux trois groupes de composantes, don-
nera les relations
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qui

b"r+ a"r"=c".
On doit donc avoir

b b' ca' — c'ban' _
U* ~ c"a"

A cli B

ce qui donne d’abord la relation.Fig. 30.
aa'a" = — bb'b" ,

et de plus l’égalité
(en' — c'b )b" ( en' — c'b )a"rr: )C" bb'aa'

qui fait connaître la constante c".
pa=p'b",
pra — — p"b\ le point II étant en dehors du segment RC,

et
p"a"= pb".

Si on les multiplie membre à membre, le produit pp’ p”disparaî t comme facteur commun, et l’on a une relation entre
les six coefficients des trois rayons r, r', r",

aa'a"=— bb'b",
ou bien

b b' b*
a a' a" = — 1.

On arrive au même résultat en observant que la troisième
équation doit résulter de l’élimination de r' entre les deux
premières. Il vient, en faisant cette opération,

aa'r — bb'r" — ca' — c'b,
V. — MÉC. COLLIGNON. 4
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et par conséquent
ni = p.

Les triangles Bill, BAQ' donnent la proportion
RI III
AB “ AQ'’CHAPITRE IL

c’est-à-dire
BI AB Xp +Q U E S T I O N S S U R L A S T A T I Q U E.

Le point I partage donc la distance AB dans le rapport
inverse des forces adjacentes, ce qui définit le point d’appli-
cation de la résultante.

On peut remarquer que, si l’on joint PII, les surfaces des
deux parallélogrammes AIHP, BQR1I sont équivalentes. Cette
égalité revient à la relation

COMPOSITION DES FORCES PARALLÈLES.

28. Soient deux forces parallèles et de meme sens P et Q,
appliquées en A et B, à composer en une seule.

La résultante R est égale à la
somme P -H Q. Il reste à chercher
son point d’application. La méthode
suivante conduit très rapidement
au résultat.

Portons PQ'= BQ sur le prolon-
gement de la force P, de manière à
avoir en AQ' la somme PH- Q =R.

Joignons Q'B, et menons par le point Q une parallèle à BQ',
parle point Q' une parallèle à AB. Ces deux droites se cou-
peront en un point R; si l’on mène RI parallèle aux forces
P et Q, le point I sera le point d’application cherché, et IR la
résultante en vraie grandeur.

En effet, on a

Q X IB=P X AI

entre les moments (obliques) des forces P et Q par rapport au
point I, qui appartient à leur résultante.

La môme construction , opérée dans l’ordre inverse, per-
met de décomposer une force
IR donnée en deux compo-
santes P et Q, appliquées en
des points donnés A et B.

Elle s’étend d’ailleurs à au-
tant de forces parallèles qu’on 11

voudra. Elle convient égale-
ment au cas où l’on aurait à composer deux forces paral-
lèles P et Q agissant en sens contraires.

On prendra PQ'= BQ, et le reste AQ' sera la grandeur de
la résultante R. On joindra BQ', on mènera QR parallèle à
Q'B, jusqu’à la rencontre en R avec la droite Q'R parallèle
à AB. Puis on mènera RI parallèle aux forces. Le point I sera
le point d’application cherché ; il passe à l’infini dans le cas
du couple, où P= Q.

r
Q

y
U

Fig. 32.

IR = AQ'= R.

On a aussi
IIR = BQ = Q,



ÉQUILIBRE INTÉRIEUR D’UN SYSTÈME ARTICULÉ.

polygone, soit articulé en un point fixe, et que le point a,
extrémité inférieure, soit assujetti à glisser sans frottement
le long de la verticale du point A. Dans ces conditions, la
déformation du système articulé conserve le niveau de la
ligne AbCdE..., qui contient les sommets supérieurs, tandis
que la ligne aBcDe... des sommets inférieurs variera de hau-
teur avec le point a.

On suspend un poids donné P à l’un des sommets supé-
rieurs. La déformation du système n’altérant pas le niveau
du point d’application du poids P, il y a équilibre, pourvu
qu’on fasse abstraction du poids propre du système, ce que
nous supposerons ici. Cela étant, on demande la distribution
des efforts dans les divers côtés
du polygone , et la charge des >

points d’appui A et a.
Nous supposerons successive-

ment que le système comprend
2 , 5,....n sommets supérieurs ,
A, b, C, cl,...

1° S’il n’y a que deux sommets
supérieurs, A et ù, on peut sup-
primer, sans rien changer à l’é-
quilibre, la moitié OB du cô té AB,
puisque cette moitié ne reçoit aucune force. On est ramené
à l’équilibre d'une tige aby chargée en b d’un poids P,
appuyée en a contre une droite verticale qui développe, par
hypothèse, une force normale G, et soutenue en son milieu O
par une bride AO, articulée au point fixe A. La bride AO n’est
soumise à aucune force entre les points A et 0; donc elle
transmet intégralement au point 0 du cô té cib la force F
qu’exerce sur elle le point fixe A. En résumé, la force P est
tenue en équilibre par deux forces F et G, dont les directions
sont connues. On trouvera ces deux forces en décomposant la
force BP, transportée au point commun aux trois forces, sui-
vant les directions AB et aB. On obtient ainsi les composantes
G et F; la seconde fait conna î tre la tension de la bride AO.

52 53

On a en effet
IR = AQ' = R

et
III = AP = P.

Les triangles BAQ', Bill donnent la proportion -^ = ^-, ou
p

bien BI = ABXp-_
( p égalité conforme à la définition du

point I.
On trouvera dans les Annales des Ponts et Chaussées, juil-

let 1885, n° 58, l'application de ces règles à la construction
du polygone des moments fléchissants des poutres, dans le
cas des charges discontinues.

ÉQUILIBRE INTÉRIEUR D’UN SYSTÈME ARTICULÉ.

29. Le système articulé dont nous allons nous occuper
est formé de deux contours polygonaux, dont les côtés, égaux

X

Fig. 34.

entre eux, ABCD..., abcd..., sont articulés aux points B, C...,
b, c..., ainsi qu’aux points 0, 0', 0"..., où ils se coupent mu-
tuellement en deux parties égales. Le système ainsi formé est
susceptible de déformation : il s’allonge en diminuant de hau-
teur, quand on le développe en éloignant les sommets voi -
sins ; il se contracte en augmentant de hauteur, quand on en
rapproche les sommets.

Nous supposerons que le point A, extrémité supérieure du
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qu’il y ait quatre sommets supérieurs
ce cas la solution qu’on vient d’obtenir.

Remarquons que l’on peut résoudre le second cas

appliquant au dernier morceau 60'BC du système articulé la

solution du premier cas ; cela revient à regarder le sommet 6

ÉQUILIBRE INTÉRIEUR
2° S’il y a trois sommets supérieurs A, b , C, on pourra

encore supprimer la moitié de la bride bc, et la réduire à la
partie 60'.

Le poids P est tenu en équilibre, d’une part, par les forces
développées aux points A et a, et d’autre part par les forces

développéesaux points_ c b et B. Un raisonne-
P ment identique à celui

qui a été fait pour le
\c cas précédent, montre

"-ot que f°rce développée
p " F au point b a la direc-

tion 60', car cette force
doit agir en 0' sur la barre CB, et, comme il n’y a pas de force
appliquée entre 6 et 0', elle transmet au point 0' de la barre
CB la force qui est exercée sur elle au point 6 par la barre
ab. Cette force a donc la direction 60'. On trouvera les
deux forces développées aux sommets 6 et B, en d écomposant ,
suivant les directions cb, cB, le poids P transporté en c, où sa
direction rencontre la direction 60' prolongée ; ce qui fait
connaî tre la force K développée en B, et la force II déve-
loppée en 6 suivant la direction 60'. On voit que les forces
développées en B sont horizontales. Les forces K' et H', égales
respectivement à K et II, mais agissant en sens contraire,
sont les actions subies par les barres AB et ab aux points
B et 6. On décomposera de meme le poids P. transporté en c,
suivant les directions cA, ca, ce qui donnera les composantes
F et G, à appliquer en les changeant de sens aux points A et a.
Si l’on compose ensuite BKf et AF, qui agissent sur la barre
AB, la résultante, qui passe forcément au point c, passera
aussi au point 0; car elle est tenue en équilibre par la force
T développée en ce point, et provenant de la barre ab qui s’y
assemble; elle a donc pour direction la droite cO. On trou-
verait , par la môme raison, cette meme force T, en composant
au point c les deux forces 611' et aG, appliquées à la barre ab ;
la lorce T', égale et contraire, les tient en équilibre.

54

. Nous5° Supposons
étendre àpourrons en

b.
ji'

v v IT'
b'x

G K* B *K

Il SFig. 55.
Fig. 36.

comme fixe, et le sommet B comme mobile sans frottement
le long de la verticale du point 6. On achèvera la solution du
second cas en répétant la solution du premier, appliquée aux

. Toutes les forces trouvées passentpoints d’appui A et a
par le point c.

L’analogie conduit à étendre la môme solution de proche
proche. L’équilibre intérieur du morceau CO"cd est

connu par le premier cas, l’équilibre intérieur du
6cdBC0" sera de même connu par le second ; enfin l’équilibre
intérieur de l’ensemble s’obtiendra par le môme raisonnement

du second, c’est-à-dire en

en
morceau

que l’équilibre du premier
décomposant le poids P, appliqué en D, suivant les droites Dx\,
Da. On trouve de même les forces K,K', 11,11' R,R', S,S', déve-
loppées aux sommets c, C, B, 6, en décomposant P suivant les
droites

cas ou

DC,De,
Db , DB.

Ensuite on trouvera les réactions mutuelles développées
dans les articulations O et 0', en composant ensemble

AF et BR' ou «G et &S, pour avoir T,
£>S et cK' ou CH' et BR pour avoir T'.



57DANS LES MACHINES D’EXTRACTION.56 CONTREPOIDS COMPENSATEUR DU POIDS DES CABLES
Les réactions T et T' passent aussi par le point D.
Cette solution est générale et s’étend à autant de sommets

qu’on voudra.

d’où l’on déduit
P -fQ
K — n i'U =

quantité qui grandit de plus en plus avec /, et qui deviendrait
meme infinie si l’on poussait la profondeur du puits jusqu’à

- x K
la limite -•

CONTREPOIDS COMPENSATEUR DU TOIDS DES CABLES, DANS LES
MACHINES D’EXTRACTION.

11
Il résulte de là une difficulté pour le jeu de la machine

50. On se sert dans les mines de machines d’extraction pour
élever les bennes pleines du fond des puits jusqu’au niveau
du sol, et pour descendre du même coup les bennes vides. Les
bennes sont suspendues aux deux extrémités d’un câble, qui
s’enroule sur un tambour, placé au-dessus de l’orifice du
puits, et auquel une machine à vapeur donne un mouvement
de rotation, dans un sens, puis dans un autre, suivant que
la benne pleine occupe l’une ou l’autre extrémité.

La profondeur des puits, qui atteint aujourd’hui plusieurs
centaines de mètres, oblige à donner de très grandes sections
aux câbles, ce qui entra îne pour eux un poids considérable
par mètre courant. Si, en effet, on désigne par l la longueur
maximum du câble quand il descend jusqu’au fond du puits,
par p son poids pai mèlre courant, par P le poids de la benne
vide,* » et par Q le poids de son chargement , la section la
plus élevée du câble porte comme poids maximum la
P -I- Q H- pl ; si l’on divise cette somme par la tension-limite
K qu’il est prudent de faire porter à la matière du câble
avec sécurité pour le service, on aura la section t*> qu’il est
nécessaire d’assurer au câble. On a donc

P + Q + vi

élévatoire.
Considérons la benne pleine au fond du puits, mais déjà

mouvement ascendant. Desoulevée pour commencer son
l’autre côté du câble nous avons la benne vide, qui com-
mence à descendre au bout d’un tronçon de cable très court.
U en résulte que la puissance motrice doit à cet instant
faire équilibre à la force (P H- Q -4- pl ) agissant dans le sens
rétrograde, et à la force P dans le sens direct. Si l’on appelle
R le rayon du tambour, la machine élévatoire doit dévelop-
per à cet instant un moment égal à

(Q + p/) R.

Au contraire, si l’on prend les derniers instants de l’ascen-
sion de la benne pleine, la longueur l du câble est passée^de
l’autre côté, le poids P 4- Q est la seule force résistante, et
le poids moteur est devenu P -f- pl ; la différence des moments
donne

somme

(Q-pl ) R,

de sorle que l’effort de la machine varie, aux deux extrémités
de la course, dans le rapport de Q -hpl à Q — pl ; celte der-
nière expression est généralement négative lorsque la lon-
gueur l est un peu grande, ce qui entraîne une grande valeur
aussi pour p.

Le travail de la machine serait donc très irrégulier ; la
vitesse d’élévation commencerait par être très faible, puis
elle irait s’accélérant jusqu’à la fin. De là des forces d’inertie

= O).K

Mais le poids p par mètre courant est le produit de la section w
par le poids spécifique n de la matière composant le câ ble.
On a donc l’équation

P + Q + IW = KM
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développées dans le système en mouvement , et des augmen-
tations notables des tensions calculées à l’état statique. 11
importe de compenser ce poids des cables, qui tantôt s’ajoute
tantôt se retranche du poids utile Q. On peut y parvenir de
diverses manières. Nous n’en citerons qu’une.

Nous ferons abstraction des bennes et de leur chargement.

DANS LES MACHINES D’EXTRACTION.

résistant. Ce contrepoids ne devra ni monter, ni descendre,
lorsque les deux brins du câble se feront équilibre ; les deux
extrémités du câble sont alors à la meme hauteur. En même
temps le contrepoids doit occuper le point le plus bas de sa
trajectoire.

Soit AA' le tambour sur lequel s’enroule le câ ble BAA'B', et
qui est mobile autour de l’axe projeté en 0; nous le suppo-
serons en mouvement dans la direction de la flèche Z’. Il y a
équilibre pour le câble lorsqu’il est dans la position BAA'B' et

ses deux extrémités sont à la même hauteur. Soit MAA'M'
une autre position quelconque, définie par la longueur
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H0A A' que

E / C a 0'c' a' \f" rT"T T 1 l -I ! i x — BM= B'M'.H 1 1m
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i ' i

Le contrepoids S est attaché à la poulie h , qui est soutenue
par la corde cdd'c', laquelle s’enroule, suivant une loi qu’on
définira plus loin, sur un second corps tournant EO'F/. Lors-
que le câ ble est dans la position d’équilibre, la poulie h et le
poids S doivent occuper leur position la plus basse ; le centre
de la poulie est en g, et les brins qui la soutiennent, ab, b'a',
sont également distants de la verticale passant par le point 0'.
Soit z la distance verticale parcourue par le centre h de la
poulie, à partir de sa position la plus basse g , lorsque le oèble
a la position MAA'M'.

• Les deux corps tournants 0 et 0' sont reliés ensemble par
une courroie sans fin I1H', qui assure entre eux une raison
connue s. Si l’on fait tourner le tambour autour de l’axe 0,
d’un angle c/0 dans le sens de la flèche, le corps tournant 0'
tournera autour de son axe 0' d’un angle dx = edô. Soit R le
rayon du tambour, r et r' les bras de levier O'c, O'c , des
tensions développées dans les brins cd , c'd' qui soutiennent
le poids S.

La rotation dô du tambour entra îne le passage du câble de
la position MAA'M' à la position infiniment voisine mAA'm'. Le
travail correspondant peut être regardé comme résultant du
passage de l’élément de câble Mm dans la position M'm' ; il

i !x ii i i

i
. t T11 n'

ritsîra’hr'r:d
N£rx ! v i 3

i- - M'
m' s— 4- — -4- [—0 c’

c a1

,e’e
c

a

0'

Fig. 57.

Les deux bennes se font équilibre. Quant au chargement Q,
l’élévation qu’on lui donne représente un travail constant
pour tous les éléments de la course. C’est le travail utile de
la machine élévatoire.

On se servira , pour la compensation, d’un contrepoids qui
descendra ou montera, suivant qu’il y a à produire dans la
machine un excès de travail moteur, ou un excès de travail

*



CO DANS LES MACHINES D’EXTRACTION.
de sa course , est donnée par l’équation

G!CONTREPOIDS COMPENSATEUR DU POIDS DES CARLES
est égal au produit pdx x c2x du poids de l’élément par la
hauteur dont il s’abaisse. La rotation da du second corps
tournant enroulera une longueur rda du brin montant de, et
déroulera une longueur r'da du brin descendant. Elle dimi-
nue donc la longueur libre de la corde cdd'c1 de la diffé-rence (r — r') da, et cette diminution porte également sur les
deux brins ; d’où résulte pour la poulie h, et pour le poids S,

1une élévation égale à - (r — r') da. Le travail correspondant
1est donc égal à — -S ( r — r') da, en négligeant le travail

du poids de la corde. L’équation de la compensation est donc

le plus bas g

1_ (r dx.dz —
Al /1— est la moyenne arithmétique des2

ordonnées O'c, — O'c', des brins qui portent la poulie h ,
ordonnées étant comptées horizontalement partir du

/

centre O' ; ? - est donc l’ordonnée du point h , centre2

Observons que

ces

de la poulie, qui se projette sur l’horizontale au milieu de
l’intervalle ce1.Désignons-la par y. Remplaçons dans l’équa-

doc
tion précédente — ^— par y , da par sa valeur e ,

v'— > ou de y , déduite de

et dx1( i ) 2pxdx — - S (?* — ' ) d x — 0.
T —par sa valeur en fonction de — ^

l’équation (2). Il vient d’abord
2/?R æ

On a entre a? et a la relation

y = s£ ’
Donc

puis12pxdx —|S (r — r') X^=0, . 2wR dx 2/?R Rf/a 2/?R2 ,dy=-L = — X -r-=fl dx-O £ Î5 £ o£ “

éqqation satisfaite si l’on a Donc
Sfi2ApWx(2) r

_
r>

_
et enfin

Nous compterons les angles ô et les angles a, qui définissent
la position des corps tournants, à partir de la position que ces
corps occupent quand x — 0 ; de sorte que les variables 0,
a et x s’annulent ensemble, et changent ensemble de signe.
On aura

Sfi2 2z=W* y '
(3)

équation de la courbe décrite par le centre de la poulie.
Il reste à montrer comment on réalise l’enroulement des

brins cd , c' d' .
Le second corps tournant O' a la forme d’un double cône de

révolution, symétrique par rapport au plan ee' de la grande
base commune aux deux cônes partiels. L’un, celui qui est en
avant sur la figure, sert à l’enroulement du brin cd ; l’autre,
en arrière, est destiné à recevoir le brin c'd'. On trace à la sur-

0 = £R
et

S X
« = R

La quantité z, dont s’élève la poulie h au-dessus du point
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face de ces cônes une rainure de faible profondeur, dans la-
quelle les brins viennent s’appliquer. Lorsque le câble princi-
pal est dans sa position d’équilibre, la poulie g est au point
le plus bas, dans sa position moyenne ; et les brins se déta-
chent du double cône aux points a et a' , milieux des généra-
trices horizontales. Ces points se transportent de a en c et de
a' en c' le long des memes génératrices, quand on fait tourner
le double cône dans le sens indiqué, ce qui assure à la diffé-
rence r — r' la valeur nécessaire pour l’équilibre. Cherchons
la courbe suivant laquelle il faut tracer la rainure qui con-
duit le brin.

La différence r — r' est une fonction linéaire de a?, ou de a ;
on a,

APPROFONDISSEMENT D’UN PUITS DANS UN TERRAIN HOMOGÈNE. 63

rainures tracées sur le double cône doivent se projeter sur
le plan de la base commune ee' .

Le brin qui quitte la rainure pour tomber à peu près verti-
calement, ne lui est pas tangent. Il en est de meme pour la
corde qui se détache d’un cylindre où elle est enroulée sui-
vant les spires jointives d’une hélice. Le dernier élément du
contact entre la corde et le cylindre n’a généralement pas la
direction de la partie libre. La raideur de la corde intervient
alors pour assurer un raccordement continu entre l’hélice et
cette direction.

Les brins de, d'd sont enroulés chacun sur son cône à
partir des sommets O' et O", de manière que le mouvement
de rotation de l’ensemble des cônes autour de l’axe O'O" suf-
fise pour enrouler l’un des brins et dérouler l’autre. Ce sys-
tème forme, en définitive, une sorte de treuil chinois à rayons
variables (t. I, g 295 ; t. II, § 273).

D
en effet, par l’équation (2), où l’on remplace x par — -,

S

4j»R 2

l?- a-
On pourra donc exprimer r et r' par des fonctions linéaires

de l’angle a , telles que la différence reproduise la fonction (4).
Soit r0 la valeur commune à r et à r' lorsque la poulie est
point le plus bas ; on devra poser

W r — r' =

TRAVAIL DE L APPROFONDISSEMENT ü’UN PUITS DANS UN TERRAIN

HOMOGÈNE.
au

r =mu -\- r0,
? '=m (a — n) + r0,C 31. Soit ABCD un puits à section constante, ouvert (Uns

un terrain homogène.
Appelons S la section du puits,

z sa profondeur actuelle OM, mesurée
sur l’axe vertical OZ à partir du
niveau du sol au point 0.

Pour approfondir le puits de la quantité
NW =dz, il faut produire successivement
deux quantités de travail :

1° Le travail de l’approfondissement, qu’on
peut regarder comme proportionnel au volume CDD'C' à
désagréger ;

2° Le travail de l’enlèvement des matériaux produits par
cette première opération, qu’on doit élever jusqu’au niveau

distiguant les deux angles a et a — x, qui définissent les
directions des deux rayons r et r', portés en sens contraires

la meme droite à partir du point 0'. Il viendra , en retran-
en

!0 B

sur
chant,

r — r' = 7)in,
et par suite IMmlM' I)'4»R2

m — — — ,
Sme* • Z

Fig. 38.ce qui donne
4/? R2 ,r =w“ + r°

(5)

équation de la spirale d' Archimède, suivant laquelle les deux
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du point M au point 0. Soit g l’accélération due à la pesan-
teur à la distances' du sol. La force étant mg 9 le travail corres-
pondant à l’ascension — dz' est le produit — mgdz' , et le
travail total sera par conséquent

65APPROFONDISSEMENT D’ UN PUITS

du sol, où nous supposerons qu’on trouve à proximité un lieu
de dépôt.

On représentera le premier travail parle produit KS dz , en
appelant K le travail correspondant au déblai d’ un mètre
cube du terrain dans lequel on opère ; le second sera repré-
senté par le produit YlSdz xz , en appelant n le poids spéci-
fique du déblai formé en CD, qu’on élève à la hauteurs.

On a donc, en appelant T le travail de l’approfondissement,
dï = KSek -f- IlSz^/v,
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s*Z — 0

J Z'= z
mgdz' =

en faisant sortir du signe f le facteur constant
admettons l’homogénéité du globe terrestre, g varie propor-
tionnellement à la distance au centre, et l’on a, en appelant a
le rayon de la sphère terrestre , l’équation

m. Si nous

et par suite, en intégrant, et en observant que T=0 lorsque
la profondeur s est nulle, Hb9 = % X

T= S (Kt. +|ni2),

qui donne g = g0 pour z — 0 , c’est-à-dire au niveau du sol, et
g — 0 au centre de la terre.

On a donc

oùs devra recevoir la valeur de la profondeur totale à laquelle
on doit atteindre. T croî t avec s suivant une loi parabolique.

Si l’on divise par cette profondeur totale s, on a

;= S (K +|nz),

équation qui donne le travail moyen par mètre de profon-
deur. On voit que ce travail moyen croî t avec la profondeur
totale.

La formule obtenue suppose que la pesanteur reste la meme
en tout point de la profondeur totale. Pro-_ posons-nous de voir comment elle devrait
être modifiée, si l’on avait à tenir compte
des variations de g aux divers points de la
verticale OZ.

Considérons une masse m prise en M à la
profondeur 2 au-dessous du sol , et supposons
cette masse mobile le long de la verticale MO.
Pour définir ses diverses positions , nous

appellerons z' la profondeur à laquelle elle se trouve en un
point quelconque de son trajet. Le poids de la masse m varie

fgdz= f g« ( 1-y W -*o£
résultat qu’il faudra prendre entre les limites 0 et 2. Il vient
donc pour le travail de l’ascension

z -2
mgQz — mg0 -•

Le produit mg0 est le poids de la masse m au niveau du sol.
Le poids du volume CDD'C' s’exprimait tout à l’heure
nSdz ; ce produit exprimera maintenant le poids qu’aurait le
volume de déblai ramené au point 0 , et le travail de l’élé-
vation du morceau CDD'C' est par conséquent

par

* -M'

-M * (-Ê)nsdz

Fig. 39. On aura donc
dT = KSdz + nSdz ^ ^V. — MÉC. COLLIG.NON. 5
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ce qui donnera , en intégrant de nouveau,
GG

COURBES FUNICULAIRES .
par unité de section est la meme en tout point du fil, est en
coordonnées rectangulaires

67

T = s(fa + * IB*-g)
cos - — e ~7,

Le dernier terme est généralement négligeable, à cause de
la grandeur du rayon a par rapport à la profondeur z.

On a supposé la section constante, comme cela a lieu habi-
tuellement. On pourrait aussi bien admettre que S varie en
fonction de z , suivant une loi donnée. Alors l’intégration qui
fait passer de dT à T devrait porter sur le facteur S, et l’on
aurait, en supposant que la pesanteur conserve sa valeur sur
tout le parcours OM,

Congrès de Blois, séance du 5 septembre 1884 : Forme
d'équilibre d'un fil homogène, dont tous les éléments sont
sollicités par des forces attractives émanant d' un centre
fixe , inversement proportionnelles aux [carrés des dis-
tances à ce centre.

L’équation polaire de la courbe cherchée est
Cdrdd =±

r\J ( B/ - — A)- —T = K f Sdz + n f I
Jo ” o

Szdz.
on reconnaît qu’il y a trois genres de courbes distincts, sui-
vant qu’on a C <;A, C=A, C> A. Les arcs de ces trois genres
de courbes s’expriment par une meme fonction analytique.

dTLe rapport — = S (K 4- Hz ) représente , pour chaque pro-crs
fondeur s, la difficulté d’un approfondissement égal à l’unité
de longueur. Si S est constant, elle croî t avec la profondeur
suivant les ordonnées d’une droite. Mais on pourrait, en ren-
dant S variable, faire en sorte que cette difficulté soit con-
stante. Il suffirait en effet pour cela de régler les sections de
manière à rendre le produit S (K H-Ils) constant. S et z- sont
alors les coordonnées des points d’une hyperbole.

COURBES FUNICULAIRES.

52. On trouvera dans les volumes de Rouen et de Blois des
Comptes rendus de l' Association française pour l'avancement
des sciences quelques recherches sur les courbes funicu-
laires, que nous nous bornerons ici à mentionner sommaire-
ment.

Congrès de Rouen, séance' du 17 août 1885 : Chaînette
d'égale résistance. L’équation de cette courbe, où la. tension
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équations qu’on peut intégrer séparément, car la première ne
renferme que x, la seconde que 2.

On a , en faisant une première intégration,

d x _
dt ~ L

S=C'-KW-

09

CHAPITRE III. — K%,
(2)

Q U E S T I O N S S U R L A D Y N A M I Q U E E T L A M É C A N I Q U E
D E S F L U I D E S.

La première donne la composante horizontale de la vitesse;
pour #= 0, c’est-à-dire au point de départ O du projectile,
elle doit donner la composante horizontale de la vitesse initiale,
v0 sin ô0. On a donc C = P0 sin ô0. De même au point 0 on a à
la fois z-=0 et / = 0, et C' est égal à la composante verticale
de la vitesse v0 , ou à v0 cos 0o. Les deux constantes sont donc
déterminées.

Les variables se séparent dans la première équation.
On a, en effet,

MOUVEMENT DES PROJECTILES DANS UN MILIEU DONT LA RÉSISTANCE

EST PROPORTIONNELLE A LA VITESSE.

53. On a traité ( t. III, § 26) la question générale du mouve-
ment d’un projectile dans un milieu résistant , lorsque la
résistance est donnée par une fonction quelconque de la

vitesse. Nous supposerons ici
que la résistance est propor-
tionnelle à la vitesse. Alors le
problème se simplifie notable-
ment.

Soit la résistance du mi-

] t dx 1 dx
C-K^~ K* C~ — xK5*

y

ce qui donne en intégrant

Alognép.* = C,-C

lieu , rapportée à l’unité de
x* masse du projectile. Les forces

qui agissent sur le point maté-
riel au point M sont la pesan-
teur g , et la résistance Ivv ;

celle-ci, projetée sur les axes, donne les composantes K2u,
dx T/ dz

lv “ TT

équation qui doit donner t= 0 pour x=0 ; par conséquent
1la constante C a pour valeur^ log nép.

devient

O (]
j^, et l’équation

z:
Fig. 40.

C
1 / K* \ 1 C_

log nép. f J— 1= r>g nép.(3) t=

^ 1 qu’il faut prendre négativement.et K2r2 , ou K2 -j j
Les équations du mouvement sont donc

=-K*£
=-‘•1

K*

ou bien
~ n — n-

\1 e )• *

La seconde équation est une équation différentielle linéaire

X =d*x
dt 'dit*

dH — 9.\ dt*
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du premier ordre, à coefficients constants, qu’on peut écrire

3Ü + K,S = C'-9t.

On cherchera d’abord une solution qui satisfasse à cette
équation avec son second membre; on trouve aisément

£+!._ -£ t -1(3 I K‘ K2 ’
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et il vient pour l’équation définitive 'qui donne z en fonction
de t ,

7 ]

L’équation (5) montre que la courbe a une asymptote ver-
ticale, x=
indéfiniment.

Le point le plus haut de la trajectoire s’obtiendra en faisant

\-±t- K*rW

Q
jri, limite de l’abscisse x lorsque le temps t croî t

3=
on en déduit, en effet,

dzdz Q -^=0; ce qui donne pour déterminer t l’équation

e~ KH — .7
. C'K*

dt K- *

Multipliant la première par K2 et ajoutant à la seconde, on
retombe sur l’équation donnée.

On posera ensuite
ou bien

9

< =ilognép. +

Le maximum de z est donc égal à la fonction

K2 ^ K* V
=-+K2 '

54. Au lieu de décomposer le mouvement suivant les axes
OX, OZ, on peut le décomposer suivant les axes ON, OZ', dont
le premier est la tangente à la trajectoire
et le second la verticale descendante.

La droite ON a pour équation dans le système primitif des
coordonnées

3= iT2 +l* — bt+u'

u étant l’intégrale générale de l’équation proposée,

-p K*s = 0,

et

s ÆiO-ê10 ( 1 + ir )1 —
privée de second membre. On aura

ti = Ae-K#<,
C'KV -{k!°g nép. ( C/K2 \

9 )'1R4 (7 + C'K2)

en appelant A une nouvelle constante arbitraire.
Donc enfin

point de départ ,auv
. i o_ _ 9_ * , * a

K* K4 K* £ + A

Cette équation jointe 5 l’équation (5) définit le mouvement.
On déterminera la constante À en faisant t=O.On doit avoir

^=0. Donc
Z= X cot 0O,

et les abscisses PN= x' comptées sur l’axe ON seront égales à
; comme on aP +è+ A = 0 X

sin % ’et
A =-( r2 +è)’ x —
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équations de deux mouvements rectilignes qui peuvent se
traiter à part, indépendamment l’un de l’autre. Le
ment suivant ON sera le mouvement d’un point qui part avec
la vitesse v0 , et n’est soumis qu’à la résistance du milieu
proportionnelle à sa vitesse; le mouvement suivant OZ' est le
mouvement d’un point qui part du repos, et qui tombe sous
l’action de la pesanteur, en subissant la résistance du milieu .
Ces deux mouvements sont entièrement définis, et définis de
la meme manière, quelle que soit la direction initiale du tir,
pourvu que les constantes K2 et v0 soient les mômes. Donc les
mouvements suivant les droites ON et OZ' sont les mêmes
pour tous les mobiles, qui parcourent en temps égaux les
mêmes espaces en projection sur ces deux directions.

On a vu (t. III, § 50) qu’en supposant la résistance de l’air
exprimée par la fonction Ai>r’ -f - Bir de la vitesse, les baisses
du projectile, comptées verticalement à partir de la ligne cle
tir, ne sont pas sensiblement influencées par les variations de
rinclinaison initiale. On voit que cctle propriété, qui n’est
qu’approximative, et qui suppose un tir presque horizontal ,
devient rigoureuse quand on admet que la résistance est pro-
portionnelle à la vitesse.
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et que C est égal à v0 sin 0o, on voit que l’on aura mouve-
*'= K* (1“ e-Ka-t(5)

équation qui ne renferme plus l’angle 0o.
On a de plus
MN=z'=x cot 0O — z

= x’ cos 0O — z-sçi(1 g+&) n
Cette expression est susceptible de réduction, en observant

que C'= v0 cos 0o. Il vient en effet

3'=p <-f‘(i-e
_

Kî,)’

équation dans laquelle l’angle ô0 a aussi disparu. Les deux
équations (5) et (6) définissent le mouvement, aussi bien que
les équations (5) et (4) ; mais elles ne contiennent pas trace
de l’angle 0o, implicitement donné par la direction de la
première tangente ON ; la première contient seule la vitesse
initiale v0.

Il résulte de là que, si on lance au point O simultanément
divers projectiles j)our lesquels la constante K2 soit la même,
et qu’on fasse varier de l’un à l’autre l’angle 0o, si l’on
décompose le mouvement de chacun suivant la tangente à la
trajectoire au point O et la verticale, les espaces parcourus
suivant ces deux directions seront respectivement égaux en
temps égaux pour tous les projectiles. Cette propriété des
courbes balistiques a été découverte par M. le colonel Astier.
Elle peut se démontrer géométriquement.

Décomposons la vitesse v du mobile en deux composantes
parallèles aux axes ON, OZ'; soient vx,9 vz, les deux compo-
santes. Appelons jx,9 jz, les accélérations projetées sur les
memes axes. Nous aurons

h
(6 )

CAS PARTICULIER DU MOUVEMENT ü’uN POINT SUR UNE CIRCONTÉf?EXCE

ET DU MOUVEMENT PROJETÉ SUR UN DIAMÈTRE.
55. Soit M un point qui décrit la circonférence AMO en fai-

sant des aires égales en temps
égaux autour du point O, pris sur
cette circonférence. Cherchons
l’accélérationj de ce mouvement. /
Elle a la direction MO en vertu du 0 t>
théorème des aires. \

Soient C le centre de la circonfé- x

rence, CM = a le rayon ; 0 l’angle
MOC qui définit la positiondu rayon
vecteur OM. Nous désignerons par r la longueur OM de ce rayon.

/ N

j V =g-KV,
-KV,
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On ne peut pas affirmer, par exemple, que le mobile parvenu
en O avec une vitesse infinie traversera le point O pour décrire
la demi-circonférence inférieure. Nous le montrerons en étu-
diant le mouvement du point P, projection du point M sur le
diamètre OA.

Soit en effet x = OP. On aura pour l’accélération/
j' — j COS 0,
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La distance = OH du centre des aires à la tangente au

cercle en M est égale à 01+ III, en abaissant la perpendicu-
laire CI sur 011. Or III est égal à CM ou à a. 01 est la projec-
tion de OC sur 01, qui est parallèle à CM, et fait avec OC l’an-
gle 20. Donc 01= a cos 20, et l’on a

p = a (1 -j- cos 20 ) =la cos2 0.

La vitesse v est inversement proportionnelle à p, par la loi
des aires ; posons donc

et par conséquent
4a3 cos4 0

A
On a de plusV = la cos *0

x — r cos 0

L’accélération totale j a pour projection sur la normale CM,
j cos 0 = — , a étant le rayon de courbure.

Donc

et
r := 2acos 0.

Donc
x =zla cos2 0 ;

par suitel A2 \
a cos 0 \4rt- cos4 0 /

A2

A24a3 cos5 0
ax2

4a2Voilà j exprimé en fonction de 0 ; il suffit d’exprimer 0
fonclion de r. en

Il résulte de là que le point P a une accélération propor-
tionnelle à l’inverse du carré de la distance OP, ou, si l’on veut ,
qu’il subit de la part du point O l’attraction newtonicnn#.

L’accélération / est donc infinie au point 0. Or il est évi-
dent d’après la figure que le point P, parvenu en O, ne passe
pas au delà de ce point, mais qu’il rétrograde le long du dia-
mètre OA, et cela , que le point M parcoure l’une ou l’autre
des demi-circonférences que ce point O sépare.

La vitesse v’ du point P est d’ailleurs infinie au point 0. Car
v' est la projection sur OA de la vitesse v, laquelle fait avec
OA un angle égal à ^ — 20. On a donc

X 2 sin Ocos 0 =

Or
r= la cos 0 .

Donc
a3 cos5 0= azx -^-r. =25a° 25Xû"

?.s

et enfin
8«2A2

L’accélération est donc proportionnelle à l’inverse de la cin-
quième puissance de la distance au point 0.

Lorsque le mobile parvient au point O, sa vitesse v et son
accélération j sont infinies : résultat qui indique une impos-sibilité. Il n’y a pas de force infinie, et on ne peut rien affir-mer sur la continuité du mouvement, dès que la vitesse passe
par l’infini, car la continuité est rompue par cette hypothèse.

A. n- tang 0,
a

produit qui devient infini au point O, pour 0= ^
Av' = v sin 20 la cos2 0
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Voilà donc un point P qui parvient au point 0 avec une vi-
tesse infinie dans le sens PD, et qui est réfléchi dans le sens
OP avec une vitesse égale, comme s’il avait choqué en 0 un
ressort de puissance infinie. Cet exemple montre que la vitesse
peut changer de sens, au point de vue analytique, aussi bien
en passant par l’infini que par zéro ; il montre aussi que la loi
de l’inertie, démontrée par des expériences où les vitesses et
les forces restent toujours finies, ne peut être étendue au cas
fictif où elles auraient des valeurs infiniment grandes.

Le mouvement du point P, qui est soumis à l'attraction
newtonienne du point O, est en réalité un mouvement ellip-
tique qui s’opère dans une ellipse infiniment aplatie ayant ses
loyers en 0 et A. Le résultat donné par l’analyse est donc
résultat-limite, qui s’explique de lui-même.

Pour en revenir au premier problème, on voit que, puisque
le mouvement du point P change de sens en atteignant le point
0, rien ne prouve que le mouvement du point M n’en ferait
pas autant en arrivant au même point ; la continuité étant
rompue, on ne peut rien affirmer sur ce qui se passerait, et
le mouvement du mobile M demeure indéterminé.

70 D’UN SYSTÈME MATÉRIEL QUELCONQUE.

Rapportons les positions successives du système à trois
fixes rectangulaires, OX, OY, OZ.

Soit A un point du système, x, y, s ses coordonnées à
l’époque t \ V sa vitesse, dont les composantes suivant les
axes seront u, v, w. Imaginons au-
tour du point A un élément plan P
infiniment petit ; soit N la normale
à cet élément. Prenons dans l’inté-
rieur de l’élément un second point
A' , qui aura pour coordonnées

y H- Y;, z -hZ , expressions
où £, Y; , Ç ont des valeurs absolues
infiniment petites.Soit V' la vitesse
en ce point, et u\ v', w' ses compo-
santes. Le mouvement du système
est supposé soumis à la loi de continuité, et u , v , w sont des
fonctions de x, y, 2, qui deviennent respectivement égales à

u\ v\ w’ quand les coordonnées reçoivent les accroissements
infiniment petits Ç, rn Ç.

Si les molécules contenues dans l’élément plan se trouvent
bout du temps dt dans un plan parallèle, les projections

des vitesses Y et V' sur la normale N doivent être égales. Or,
appelant a, (2, y les angles que fait la normale N avefe les

trois axes, on a pour la vitesse Y estimée suivant la direc-
tion N,

77

axes

un
Fig. 42.

au
PROPRIÉTÉS DU MOUVEMENT D üN SYSTÈME MATÉRIEL QUELCONQUE. en

50. Lorsqu’un système solide est en mouvement, il existe,
dans chaque position du système, un plan qui est parallèle
au plan homologue dans une position antérieure ( t. I, § 518).
M. J. Bertrand a découvert une propriété analogue pour le
mouvement d’un système quelconque, sauf à considérer
deux positions infiniment voisines, et,
indéfini, un élément plan infiniment petit. Le théorème a
alors l’énoncé suivant :

Dans tout système en mouvement , il existe à chaque
instant et en chaque point du système un élément plan dont
les molécules se transportent, au bout d'un temps infiniment
petit, dans un plan parallèle à cet élément.

U=U COSa+ v cos£ -f- w cos7.

On doit d’ailleurs exprimer que l’angle des directions N
et AA' est droit, puisque N est normale au plan P qui con-
tient AA'; donc

( i )

au lieu d’un plan
1COSa+>7 COS|3 -f- Ç COS7— 0.

La vitesse Y', estimée aussi suivant la normale, doit être
encore égale à U. Mais U est une fonction de x , y, s, qui
s’accroît de

(2)

d U
*

f/U . w i T v

^? +^,+ d UÇi
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et, pour que ces équations fassent connaî tre les rapports des
cosinus, et qu’elles admettent d’autre solution que la solution
impossible qui consisterait à annuler les trois cosinus à la
fois, il est nécessaire et il suffit d’égaler à zéro le détermi-
nant des coefficients des inconnues, ce qui donne l’équation
du troisième degré en A :
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quand les variables s’accroissent de ç, rn Ç, en négligeant les
puissances de ces accroissements. On aura donc

, du , rfU
dï i+ iï) >,+Tzl;=0

pour la condition du parallélisme des deux plans. La direc-
tion AA' étant arbitraire dans le plan P, on peut prendre
arbitrairement l’un des rapports { les deux équations ( 2) et
(3) doivent s’accorder pour donner la même valeur à l’autre

r
rapport =. L’équation de condition pour qu’il en soit ainsi est
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3)

dwdu dv-, 11 —dx idx' dx
dv . dw
dy " dy

du(6) dy’
dv dwdu 4- — Adz' dz' dz-(£->) fê->) (£->)-(*->)dwdv

dy dzd \J d\] dil -(%-' ) - (£->) du dv
dydx

dw dudx _ dy _ dz
COSj3 COS y ’ dx dzcos «

du dv dw du dv d w g
dz dx dydy dz dx +ou bien,en développant les dérivées au moyen de l’équation (1),

du , ^ dv , dwCOSq ^+ COS^+ COSy ^
L’équation (0) , étant du troisième degré en X, a toujours au

moins une racine réelle, et elle peut aussi en avoir trois. A
chaque racine réelle correspond une détermination réelle
des coefficients de l’équation (5), à laquelle correspondent
des valeurs réelles des rapports des cosinus, et enfin des
valeurs réelles et admissibles pour les cosinus eux-memos,
puisque la relation cos2 a -h cos2 (3 4- cos2 Y =1 les assujettit
tous les trois à être numériquement moindres que l’unité.
Donc enfin il y a en chaque point un ou trois systèmes de
valeurs réelles des angles a, (2, y qui définiront l’orientation
de l’élément P.

57. L’existence du plan P une fois constatée, prenons ce
plan pour plan des XOY. On devra avoir alors pour les angles
qui définissent la normale N, a = JJ = £, y = ce fi11* en"

U

traîne cos a = cos ($ = 0, COSY = 1, valeurs qui, substituées
dans les équations (5), donnent

du dv . dw
rfÿ + c0S|3^+ C0S '/ Â7COS a

W cos «

du , dv
S+cos^

COS j3

dwCOS a

COS y

Cbs deux équations, jointes à la relation
cos2 a + cos2 /3-f * cos2 y =1,

définissent les trois cosinus, c’est-à-dire l’orientation à donner
à l’élément. Il reste à faire voir que l’on trouvera toujours
pour les angles a, p, y des valeurs réelles.

Soit X la valeur commune aux trois membres de la double
équation (4). On pourra les écrire sous la forme

( du \ dvU-\JC03 “ + dw+ ï? cos > “ "'
du dw(5) COS /3 -f — cosy =0,-7- COS ady dy

dw dw dwdu , dv+ d*
00* ? + (=->) T-= 0, 7-= 0 et - A = 0.dx dy dz-7-COS adz COS y = 0,

)



D'UN SYSTÈME MATÉRIEL QUELCONQUE.
udx 4- vdy -H wdz est une différentielle exacte, c’est-à-dire
qu’il existe une fonction 9 des coordonnées x, y, z, dont les
dérivées partielles sont respectivement égales aux compo-
santes w, tu de la vitesse V du point.

La fonction différentielle udx 4- vdy 4- wdz exprime le tra-
vail élémentaire d’une force dont les composantes seraient u,
v, iv ^ c’est-à-dire d’une force égale à V, lorsque son point d’ap-
plication subit un déplacement ds dont les composantes sont
dx, dy, dz. S’il existe une fonction 9 des coordonnées telle
que la différentielle de 9 soit égale à celte fonction

81PROPRIÉTÉS DU MOUVEMENT

L’équation (6) se simplifie dans cette hypothèse, et , api ès

du facteur — X, donne pour les autres 1 acincs
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suppression

une équation du second degré qui conduit à la double valeur :
dz

\ ( du dv\ A Y* • dudv
1— 2 U*+du ) ~~ V 3\d* du> dy dx

Ces deux racines, qui peuvent être imaginaires, sont néces-
sairement réelles lorsque ^ et — sont de même signe; car

alors la quantité sous le radical est positive. S’il en est ainsi,
deux nouvelles valeurs réelles de A correspondent deux

pies de valeurs réelles des angles a, p, y, qui définissent
les deux autres plans dont le parallélisme est conservé dans
le mouvement du système.

Il peut arriver que ces trois plans soient rectangulaires, et
alors on peut prendre des plans parallèles pour plans coor-
donnés. Il faut alors que les équations (5) soient satisfaites
pour les trois systèmes d’angles

«= 0

udx -j- vdy -}- wdz^à CCS

le travail total de la force Y, pour un parcours quelconque de
son point d’application, ne dépendra que des deux points ex-
trêmes de ce parcours, et sera indépendant du trajet intermé-
diaire. Mais alors l’intégrabilité de la fonction

cou

•>
uclx -j- vdy -f- wdz

subsiste quels que soient les axes rectangulaires auxquels on
rapporte les positions du système. Il résulte de là que la pro-
priété analytique de la fonction

^ = 2 7 = 2’

P =0»

H’

V= 2’OC = 77»‘2(f

udx-{-vdy 4- wdz ,y — 0.a = 2’

Or nous avons vu tout à l’heure que la dernière hypothèse
entraîne les conditions

bien qu’elle ait été reconnue en faisant usage d’ un sys-
tème d’axes particulier, subsiste encore pour tout autre
système d’axes. Elle suppose d’ailleurs un cas très particu-
lier : 1° les trois racines de l’équation en X doivent être
réelles; 2° les trois plans correspondants à ces trois racines
doivent être rectangulaires.

Continuons à prendre le plan XOY pour le plan P de l’élé-
ment qui conserve son parallélisme, et projetons sur ce plan
le mouvement des molécules qui le traversent. Il suffira
d’étudier les variations des coordonnées x ely de ces molé-
cules.

dwdw
57=°’ 57= °-

Les deux premières entra îneront de même les conditions

dJL - o «
dy -'3' *-0’

T =«• T =0.dx du

Ces- six équations de condition expriment que la fonction
V. — M ÉC. COLLIGNOX. C



D’UN SYSTÈME MATÉRIEL QUELCONQUE.
AA' autour du point A supposé fixe. Si sur la direction AA' on
porte une longueur r inversement proportionnelle à la racine
carrée de la vitesse angulaire prise positivement, il viendra,
en prenant le signe convenable pour le premier membre,

. du . acos asm a — -7— sin2 a ,
• dij

PROPRIÉTÉS DU MOUVEMENT

Soient x et y les coordonnées d’un point A traversé à
molécule; on fait abstraction de la troi-

sième coordonnée. Au bout du

^ x temps dt , les coordonnées de la
meme molécule seront

83
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l’époque t par une

X

f

1 dv , . ( dv du\_
c°ssa+( _ _ _j

I
I — Ti —1
\ y+vdt.x -\- udt ,\

ou bien
1Soient de meme x 4- y -hr,

les coordonnées, à l’époque t, de la
étant infini-

\

^r*cos*« + Æ-^)dx \dy dxj r- cos a sin a — — r2sin2 a = db1;
Fig. 43.

molécule qui passe en A', les différences ? et rt
ment petites. Elles deviennent, au bout du temps dl ,

dy

si l’on pose rcosa = X, rsina= Y, il vient l’équation en
coordonnées rectangles{X +i)+(U+d£i+Tyr)dl

dx \ay dx J dy

Cette équation représente une courbe du second ordre
ayant son centre au point A. C’est une ellipse lorsqu’on a

=± i.et
i y+J +^+ ÿ^+ ÿy 1) dt

Soit a l’angle que fait à l’époque t la droite AA' avec 1 axe
OX. On aura à l’époque t

/ dv du\2 , dv du
\dy dx ) dx dy-, ou bien a = arctang ^tang OL V?

dxAlors -f conserve le même signe pour toutes les valeuft
de a, et toutes les droites AA' tournent dans le môme sens
pendant le temps dt autour du point A supposé fixe.Si, au
contraire, on a

efrà l’époque t -f- dt l’angle sera devenu x -h dx.
On aura pour la variation dx de l’angle !! 1

I

%dn — Yjd%d*=d arc tang % — V + >r
/ dv . dv \ , { du , du \ _(av+ w^- Kr̂ + Ty* )*1

\

/ dv du\- .dv du
\dy dx ) k dx dy+

Donc enfin dxla courbe représentative des valeurs de ~ représente une
hyperbole, en prenant le signe supérieur, et une seconde
hyperbole, située dans les angles des asymptotes que la pre-mière laisse vides, si l’on prend l’autre signe. Dans
les molécules A' situées dans les angles des asymptotesopposés par le sommet tournent dans un sens autour du

« dv , w ( dv du\ « du
,U fd^Uj-Td -^Ty
dt

du .dv . « . / dv du\dxC0S a ~^\dy dx ) sin2 a.cos a sin a
ce casdy

Telle est l’expression de la vitesse angulaire de la droite

t



D’UNE SURFACE DE RÉVOLUTION.

0 l’angle ^ polaire, dont la tangente trigonométrique est Il

viendra

LIGNES G ÉODÉSIQUES

point A, tandis que les molécules situées dans les deux au Ires
angles tournent autour du meme point en sens contraire. Les
molécules situées sur les asymptotes ne tournent pas. On
remarquera que, dans ce dernier cas, les racines de l’équation
(7) sont réelles, et qu’alors il existe en un même point trois
éléments plans qui restent parallèles à eux-mêmes dans le
déplacement commun du système, pendant un temps infini-
ment petit.

Ces résultats rentrent dans la théorie que l’on a nommée
récemment Cinématique des fluidesl .

84 85

î r*dO = X d t ,( 2)

en désignant par A la vitesse aréolairc constante.
De plus, comme il n’y a pas de travail, la vitesse du point

M est constante. Le carré de la vitesse s’exprime, en admet-
tant les coordonnées polaires r et 0 dans le plan XOY, et
la coordonnée s perpendiculaire à ce plan, par la fonction
dr2 -f- r2dô -4- dz . On a donc, en appelant B une nouvelle con-dt
stante,

LIGNES GÉODÉSIQUES D üNE SURFACE DE RÉVOLUTION.

Elevant au carré l’équation (2), et divisant l’équation (5) par
le carré de l’équalion (2), on élimine dt et il vient

dr* -\- rdO*+ dz* R2

1 — A-~
7 rW4

(3)

58. Si la surface de révolution est un cylindre droit à base
circulaire, elle est développable, et les lignes géodésiques se
transformeront sur le plan en lignes droites. Réenveloppées
sur le cylindre, elles dessineront des hélices et, comme cas
particulier, des génératrices rectilignes ou des cercles de sec-
tion droite. Nous écarterons ce cas, où la solution est connue
à priori.-Soit

en appelant G une constante positive.
De l’équation (1) on tire

(1) dz — y' ( r )dr ,

valeur qui, substituée dans l’équation précédente, donne, en
chassant le dénominateur,l’équation d’une surface de révolution autour de Taxe OZ ;

x , y, 2 sont les coordonnées d’un point, et r sa distance à
l’axe OZ.

Imaginons qu’un point M parcoure cette surface sans frot-
tement, et sans être soumis à aucune force autre que la réac-
tion normale. Il décrira une ligne géodésique ( t. III, § 80).

La normale à la surface rencontre l’axe ; donc le théorème
des aires est applicable en projection sur le plan XOY. Appelons

d?â + rW+^ /(r) j* dr2 = j CrW

pour l’équation polaire de la trajectoire, en projection sur le
plan XOY.

Si on la résout par rapport à d0, il vient

1. drdd — ±—w1. Voir à ce sujet une note de notre Hydraulique (2° édition, page 89. —
Paris, Dunod, 1880) , où l’on trouvera un beau théorème sur le mouvement per-
manent, dû à M. F.-G.-W. Raelir, professeur à l’École polytechnique de Delft.

1jCr2 — 1



LIGNES GÉODÉSIQUES

et la solution s’achève par une quadrature, qu’on pourra tou-
jours effectuer dès qu’on connaî tra la fonction 9, c’est-à-dire
la forme de la surface.

On peut démontrer que, dans les surfaces de révolution ,
le produit du rayon r par le sinus de l’angle 9 que fait la ligne
géodésique avec le méridien, est constant en tous les points de
la ligne.

Imaginons en effet un point matériel qui suive la ligne géo-
désique avec une vitesse v constante. Le moment de la vitesse
par rapport à l’axe OZest constant. Or nous pourrons décom-
poser la vitesse v en deux composantes rectangulaires, dont
l’une vcos <? sera tangente au méridien, et l’autre î; sin 9 sera
tangente au parallèle. Le moment de la première compo-
sante est nul, puisqu’elle est dans le plan de l’axe. Le moment
de la seconde, qui est normale à l’extrémité du rayon r, est
v sin 9 x r. Donc on a

SG D’UNE SURFACE DE RÉVOLUTION,

revient à la proportion des sinus dans le triangle sphérique
PMN :

87

sin PM _ sin PN
sînPNM SÏÏÏTMN

équation qu’on peut mettre sous la forme

sin PM X sin PMN = cos X sin 9 = cos X0 sin ?0,

en appelant X0 la latitude PN, et 90 l’angle azimutal PNM d’un
autre point de l’arc de grand cercle MN.

40. REMARQUES. 1° On a démontré (t. III, § 82) que, tout le
long d’une ligne géodésique, le plan oscillateur de la courbe
est normal à la surface. Il en résulte que tout méridien est une
ligne géodésique, et que, parmi les parallèles, celui pour
lequel le plan tangent à la surface est parallèle à l’axe de
révolution, est aussi une ligne géodésique.

Dans le premier cas, la constante A est nulle et la constante
C infinie ; l’équation (4) donne dô == 0.

Dans le second cas, on a 9\r) infini, avec dr=0, ce qui
laisse dO indéterminé.

Dans le cas général , les conditions de réalité du radical de
l’équation (4) feront connaî tre des limites de r, et défini-
ront les parallèles entre lesquelles la ligne géodésique ïst
comprise. Comme dt est toujours positif, dO doit conserver
toujours le meme signe, et il faudra changer le signe du ra-
dical dans l’équation (4) toutes les fois que r atteint une limite
au delà de laquelle dr change de signe.

2° L’équation (4) intégrée fait conna î tre en coordonnées po-
laires la projection de la courbe cherchée sur un plan XOY per-
pendiculaire à l’axe de révolution. Mais il sera ordinairement
plus commode de recourir pour le tracé de la courbe au mode
de représentation suivant.

Nous supposerons, pour fixer les idées, que la surface de ré-
volution ait pour méridienne une courbe PA qui rencontre à
angle droit l’axe de révolution OZ en un point P, et nous ap-
pellerons ce point le pôle de la surface.

1vr sin (pz= constante.
Il en résulte que r sin 9est constant, puisque le facteur v est

lui-même constant.
59. Appliquons ce théorème à la sphère. Soient P et P' les

pôles, EE' l’équateur, O le centre
de la sphère, R == OM le rayon ,
et X la latitude d’un point M,
le complément de l’angle POM. On

M ^ aura pour le rayon du parallèle
11

ou
?

/ r= R cos /,

et la ligne géodésique sera définie
par la condition

Fig. 44.
R cos X sin o — constante,

ou bien
cos X sin ^=constante,

puisque R est constant.
Cette équation définit un arc de grand cercle MN ; car elle

*
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angles polaires roP'A', égaux 5 0, et les rayons vecteurs
P'm=h. Ori aura dans le triangle rnm'n, rectangle enra',
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La méridienne PA a pour équation z=y( r ) , z étant compté
sur OZ à partir d’un point O quelconque, et r étant l’ordonnée
correspondante. Si l’on mène par OZ un plan OPB faisant avec

89

- hdO,angn =^7

P L’égalité des angles exige donc qu’on ait tang N= tangn,
ce qui revient à l’équationA'P

11

dh (te
h

o
Fig. Ao. Comme s est une fonction de r, on aura ds=ty' ( r )dr , et on

trouvera h en fonction de r, en intégrant l’équation

J* ÿ[r )dr
le plan OPA un angle 0 quelconque, on aura une seconde posi-
tion PB de la méridienne, et un point M aura pour coordon-
nées 01I = z, IIM=r.

Proposons-nous de faire sur le plan la représentation de la
surface, sous la condition que les méridiens PA, PB,... soient
représentés par des droites P'A', P'B',... émanant d’un même
point P' pris pour représenter le pôle, et que tous les angles
soient conservés quand on passe de la surface au plan , il
faudra d’abord que les angles autour du point P' soient les
mêmes que les angles ô des plans qui rayonnent autour du
poènt P. De plus, si l’on prend deux points infiniment voisins
M et N sur la surface et leurs correspondants m et n sur le
plan, il faudra que l’angle en N soit égal à l’angle en n. Cette
condition nous donnera la loi de la représentation cherchée.

De la relation z=z ^ [r ) on peut déduire une relation entre
le rayon r du parallèle et l’arc s=PM compté sur la méri-
dienne. Soit s =^ (r) l’équation qui lie entre elles ces deux
quantités. Si l’on trace l’élément MM' de parallèle, on aura
MM'=rdO et M'N=ds.Donc l’angle N du triangle infiniment
petit MM'N a pour tangente trigonométrique

clh \l' (r )dr ce qui donne h = h0 e
h

Si, au lieu d’exprimer s en fonction de r, on exprimait r en
fonction de s, au moyen d’une équation de la forme r= f ( s ) ,
on aurait à intégrer,l’équation

dh ds
7T-/W

?

Supposons cette intégration faite, sous une forme ou fous
l’autre. Elle conduira à une équation qui exprimera h en fonc-
tion de ?1 ou de s , et qui permettra de faire correspondre les
points du plan à ceux de la surface.

Cela lait, il est facile de tracer sur le plan la transformée
d’une ligne géodésique. En effet, l’équation d’une ligne géo-
désique est

r sin ^ = constante.J Si l’on se donne la constante, la ligne géodésique est déter-
minée dès qu’on en fait connaître un point. Cette équation
exprime l’angle 9 en fonction de r, et par suite en fonction de
h. Donc les angles 9, qui sont conservés sur le plan, sont don-
nés pour chaque distance h au centre P', et par conséquent on

rdOtang N = —ds

Pour définir les points m du plan, nous emploierons les

l
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retombe sur le problème qui consiste à tracer une courbe
continue coupant sous des angles fonctions des rayons une
série de circonférences concentriques. C’est le problème in-
verse des épicycloïdes ( t. I, § 146), et c’est aussi, comme on l’a
vu , le problème des trajectoires décrites sous l’action d’une
force centrale (t. V, §17).

On reviendra ensuite de la ligne tracée sur le plan à la ligne
qui lui correspond sur la surface, en passant des valeurs de
h en fonction de 0 aux valeurs correspondantes de r ou de s
en fonction du meme angle 0.

Cette solution s’étendrait sans difficulté au cas où la courbe
méridienne ne rencontrerait pas l’axe de révolution, ou le cou-
perait sous un angle autre que l’angle droit.

vant MO et proportionnelle à la distance MO= r; et la force
centrifuge, dirigée suivant le prolongement du rayon PM
normal à l’axe OZ, et proportionnelle à ce rayon r. Rapportées
à l’imité de masse, ces forces seront exprimées, la première
par KV, la seconde par <»>V.

Projetées sur les axes, elles donneront : la première, les
composantes

K2#, K2î/, K*3,

la seconde, les composantes

+ -f ory, 0.
f

L’équation des surfaces de niveau est donc

( or — K2) xdx -J- (w2 — K2) ydy — K*zdz — 0,

SURFACES DE NIVEAU DANS UN CAS PARTICULIER D’ÉQUILIBRE RELATIF.
équation intégrable, et qui donne

( oi- — K2) ( x2 -f y2) — K2*2=constante.41. Supposons que les molécules composant un fluide
soient soumises à la loi de l’attraction mutuelle proportion-

nelle aux distances. On sait que ,
dans ce cas, l’attraction totale exer-
cée par un système matériel sur un- point matériel quelconque, extérieur
ou intérieur, est la meme que si la

- masse entière du système attirant
était concentrée en son centre de
gravité (t. If , § 220).

Nous allons chercher les surfaces
de niveau d’un système fluide, sou-

mis à l’attraction proportionnelle à la distance, et animé au-
tour d’une droite fixe OZ, passant par son centre de gravité
O, d’ un mouvement de rotation uniforme. Soit w la vitesse
angulaire. Prenons pour axes l’axe de rotation OZ, puis deux
autres axes rectangulaires, OX, OY, mobiles avec le système.

Un point M quelconque est en équilibre relatif sous l’action
de deux forces, savoir : l’attraction du système, dirigée sui-

( i)

Cette équation représente des surfaces de révolution autour
de OZ, dont la méridienne dans le plan ZOX s’obtient en fai-
sant y= 0.

Les courbes représentées par l’équation •O) 2 r

(2) ( or — K2) x2 — K2*2 = constante

sont du second ordre, et elles ont pour axes principaux l’axe
de révolution OZ et la perpendiculaire OX menée par le
centre de gravité. Ce sont des hyperboles si m > K, des
ellipses si ox^ K ; enfin l’équation (2) représente une série de
droites, et les surfaces de niveau sont des plans normaux
à OZ, lorsque to=K. Dans ce cas particulier, la résultante des
forces K2r et wV est parallèle à Y axe OZ.

Nous développerons la solution dans le second cas, celui
où l’on a i o < K. L’équation (2) devient alors

( K2 — w2) x1+ K-z- = constante,

Fig. 4G.

-
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n’est pas celle qu’on observe en réalité. L’analyse qu’on vient
de présenter s’applique cependant , à titre d’approximation

grossière, au globe terrestre. On sait que l’attraction à l’in-
térieur du globe serait proportionnelle à la distance au

centre, si le globe était rigoureusement sphérique et formé de
couches sphériques homogènes. La divergence entre les deux

lois d’attraction, pour un point intérieur au globe, résulte

donc seulement du renflement équatorial qui altère la forme

sphérique, et des variations de densité qui peuvent avoir lieu
divers points d’une même couche. Si donc on applique au

globe terrestre le calcul fondé sur l’hypothèse d’une attrac-
tion proportionnelle à la distance au centre, pn obtiendra un
résultat inexact, mais cependant peu différent du vrai ré-
sultat, par suite de la faible influence de ces circonstances
perturbatrices.

La vitesse angulaire du globe, w, est égale à 0,000075. Pour
calculer K2, remarquons qu’à l’équateur l’attraction du
globe sur un point de masse égale à l’unité est égale à la
valeur g' de l’accélération g , quand on laisse de côté la force
centrifuge, qu’on doit ici compter à part. On a donc, en appe-
lant R le rayon équatorial,
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ce qu’on peut écrire
X* 1,
K* K*— or

en attribuant à la constante une valeur particulière, ce qui ne
change pas la similitude de la courbe.

La méridienne des surfaces de niveau est donc semblable
à une ellipse AB, dont le demi-axe OA est égal à K et le

demi-axe OB égal à \Jl\2 — to2. Si du point B comme centre,
avec un rayon égal à OA, on décrit un
arc de cercle, il coupe la droile OA
au foyer F de l’ellipse. On a donc
OF= GJ. Ainsi la demi-excentricité de
l’ellipse est égale à la vitesse angu-

\ laire, et le demi grand axe est égal à
la racine carrée du coefficient K2 de
l’attraction totale.

L’aplatissement relatif, commun à toutes les surfaces de
niveau , est le rapport

en

/
F A

Fig. 47.

OA — OR K — \/K- — w* vMü)'=1 —OA K

K 2R = 0'= 0 + w*R.
• 1 (j)2

quantité sensiblement égale à ^ si le rapport ^ est suffi-
samment petit.

Le rayon de courbure de la courbe en A est égal à

O)2 en B il est égal à

Si l’on fait g = 9m,815 et R = G 37G 821m (t. III, § 201),
on trouve

K-V!=0,00124063,

K2 — or K2 . w
81 K CSt très= KK w*RI L

~ est égal à = 0,001731 ,et l’aplatissement relatif s2 K2 y
i u2

petit, ce dernier rapport est sensiblement égal à K + - v; de
/IV

sorte que la somme du rayon de courbure au sommet A
et du double du rayon de courbure au sommet B est égale
à 5K.

La loi d’attraction que nous avons admise dans ce problème

I1
• L’aplatissement observé est d’environ L’erreur

relative est d’environ moitié; mais, si l’on a en vue seu-
lement la forme générale du globe terrestre, les deux ré-
sultats s’accordent à faire reconnaître qu’elle est très peu dif-
férente de la sphère.

soit 577



MOMENTS D’INERTIE.
en tenant compte des équations ( 1 ) ,

959.4 MOMENTS D’INERTIE.

les points , on a ,

^rnx' y' =^jnxy — a ^\ny — p^\nx + j3= Ma/3

= y'mx* — 2a -f «2 = + Ma8.
2>/2

r»MOMENTS D INERTIE. — DISTRIBUTION DES AXES PRINCIPAUX
DANS LE PLAN.

(3) Xmx"2

42. Etant donné un système de points matériels situés dans
un plan, on pourra toujours trouver le
centre de gravité 0 de ce système et les
directions OX, OY de ses axes principaux.— j, Si l’on appelle x, y les coordonnées du
point de masse m, le système d’axes OX,— I OY satisfera aux trois conditions

(1) 0, = 0, ^̂ mxy=§,

les sommes indiquées étant étendues à tous les points
donnés.

Cherchons les directions des axes principaux pour un point
0' quelconque, défini par ses coordonnées a et £. Pour cela,
nous commencerons par transporter les axes OX, OY parallè-
lement à eux-mémes en O'X' et 0'Y' ; ensuite nous ferons
tourner ces axes autour du point 0' d’un angle <?, tel, que la
somme analogue à Zmxy, prise pour les nouveaux axes, soit
égale à zéro.

Soient x' , y' les coordonnées du point (x , y) , rapportées
aux axes O'X', O'Y'. Il viendra d’abord

M représente la masse totale du système de points.
Pour passer des axes O'X', O'Y' aux axes O'X", O'Y", on ap-

pellera x", y" les coordonnées du point x\ y', et on aura, en
exprimant les nouvelles coordonnées en fonction des an-
ciennes,

r\ YY

(a/p)

= x'cos ÿ -b y’ sin 9,
y" = y' COS o — xf sin <p.
X 1

(4)O 1'
Fig. 48.

Donc
z" y" = x' y’ cos -f- y'- sin y cos — x'- cos 9 sin p — y'x' sin

— x'*) sin 2p -j- x' yf cos 2ç.1— - hi -— 2 v2/

Multiplions par m9 et faisons la somme pour la totalit é des
points. Il viendra

i y£\nx" y" =^ sin 2y (^jny' 2 — -f- cos 2y ’Vmx' y’.r

: On peut déterminer 9 de telle sorte que la somme Zmx” y"
devienne nulle. Il suffit en effet de faire1

2
tang 2?= y\nx'* —X' — X — K ,

y'= y — p>
(2)

Remplaçons Zmx1 par Mp en appelant pÿ le rayon de
giration du système matériel par rapport à l’axe OY ; et de
meme Zmif par Mp/. Il vient

2
y >

et par conséquent
x' y'=xy — ay — px+ ccp,
x' 2 = x* — 2«.r -f- a2,
V'1 =2/2-2/32/ +^î

|2Maj8 2a ,3tang 29 = M [ py2+«*) — M(p«*-H p2) p,j- — p¥*-j- a8 — p2

Cette équation, d’o ù la masse M a disparu , fait connaî tremultipliant par m, et faisant la somme étendue à tous

t
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pour tang 2ç une valeur unique. À cette valeur correspondent
pour l’angle 2? une infinité de valeurs équidifférentes, et
dont la différence est égale à si l’on en prend les moitiés,

aura pour 9 des angles qui différeront de et qui défini-

ront seulement deux directions rectangulaires. Ce seront les
* directions des axes principaux au point O'.

On voit que l’on a tang 2?= 0 , c’est-à-dire 9
*

pour tous les points des axes principaux OX, OY, qui passent
au centre de gravité. Car alors l’un des facteurs du pro-
duit 0$ est nul . On sait en effet que les axes principaux
OX, OY qui passent au centre de gravité, sont principaux en
tous leurs points.

Si les rayons de giration px et p9 sont égaux, l’ellipse
centrale d’inertie se réduit à une circonférence, et toute droite
passant par O est un axe principal . Dans ce cas, les droites
menées par le point O, et les droites qui leur sont perpendi-
culaires, forment un système d’axes principaux pour leur
intersection.

On a dans ce cas

96 MOMENTS D’ INERTIE.

cipaux de tous leurs points d’intersection. Dans celte hypo-
thèse on a

97

à?
T" 1t a n g ?= -c

on et par conséquent

~d£ ~~ du.* — df '
dur

de sorte que les deux familles de courbes orthogonales sont
définies par l’équation différentielle du premier ordre et du
second degré en^«a

du.tang 2p=
1 -

2eM|3
~

dx* — dp~
2*3

En tous les points de l ’hyperbole définie par l’équation

a- — f i1 = p * — p,/ ,

tang 29 est infinie : ce qui montre que les axes principaux
ont la direction 0=~

‘ 4
trices des angles des axes OX , OY . Celte hyperbole coupe Vun
ou l’autre de ces axes, suivant le signe de la différence
PJ 2

PIM en deux points symétriquement placés par rapport
au point 0. En ces points, il y a un double système d’axes
principaux ; car, l’ un des facteurs a et jl étant nul , les axes
principaux sont parallèles aux axes OX, OY ; et le point ap-
partenant à l’hyperbole, les axes principaux doivent être
aussi , par le principe de continuité, parallèles aux bissec-
trices de ces memes axes. Donc , en ces deux points d'inter-
section ,Vellipse d' inertie se réduit à un cercle . On peut vérifier,
en effet , que si l’on a par exemple [3 = 0, a — \J f x — p“2

?/ , les
deux moments d’inertie Zmx'\ Zmy' ~ sont tous deux égaux
à 2m?/ 2.

44 . La même théorie peut être faite pour l’espace. On
IV. — MÉC. COLLIGNON.

— , et sont parallèles aux bissec-?=
o 2a(3

O
ta"S' 2?= K

-^’

ce qui donne tango — a- pour une des racines ettang ? — — -
p a

pour l’autre.
45. Si l’on suit à partir du point O' la direction OT' de

l’un des axes principaux en ce point, puis qu’on répète la
construction en un point 0" infiniment voisin, et ainsi de suite
indéfiniment, on tracera sur le plan une courbe continue,
dont les tangentes et les normales seront en chaque point les
axes principaux correspondants. On peut faire la même
construction aussi sur OT' et sur les normales à la courbe
déjà tracée, de sorte qu’on arrive à découper le plan par deux
systèmes de courbes orthogonales , tangentes aux axes prin-

7
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commencera par transporter les axes naturels OX, OY, OZ,
menés parle centre de gravité O, parallèlement à eux-mêmes
en un point 0' : ce qui altérera les trois sommes Zmx' 2 , Zmy
Zmz' 2 , et ce qui donnera des valeurs aux sommes Zmx' y' ,

Zmz' x' . Puis on fera tourner les axes O'X', O Y', 07/

ou bien
Jtjnx* -f Ma2='Yjmf -f Mj3*= -f My*.

D’un autre côté, les nouveaux plans coordonnés étant prin-
cipaux, comme les anciens, on a

'2jnx' y' -=0, ^jny'z' = 0, ^jnx'z’ = 0,

Zmy' z' ,
autour du point 0, en cherchant l’orientation qu’il faut leur
donner pour réduire à zéro les sommes Zmx" y\
Zmz” x"' prises pour ces nouveaux axes. 11 faudra trois angles
pour définir la position de ces axes par rapport aux précé-
dents, et par conséquent on aura trois équations qui feront
conna î tre les positions des axes principaux en fonction des
coordonnées a, g, Y de la nouvelle origine.

Les axes naturels OX, OY, OZ sont principaux en tous leurs
points, et les plans principaux du point O conservent leur
parallélisme pour tous les points pris sur l’un de ces axes. Si
l’ellipsoïde central d’inertie est une sphère, trois plans rectan-
gulaires conduits par le point 0 forment un système de plans

. principaux, et on obtient encore des plans principaux en dé-
plaçant le trièdre trirectangle parallèlement à lui-même, le
long d’une de ses arêtes.

Mais tandis que, dans le plan , il existe toujours deux points,
symétriquement placés par rapport au centre de gravité, pour
lesquels l ’ellipse d’inertie devient un cercle (quand l’ellipse
centrale n’est pas elle-même une circonférence), il n’existe
pas toujours, pour un système matériel dans l’espace, des
points où l’ellipsoïde d’inertie soit une sphère.

En effet , soient a, g, Y les coordonnées d’ un point 0' pour
lequel l’ellipsoïde d’inertie serait une sphère. Alors les mo-
ments d’inertie par rapporta des axes quelconques menés par
ce point seraient égaux. Prenons les axes parallèles aux axes
principaux de l’origine. L’égalité des moments d’inertie par
rapport aux axes entraî ne l’égalité des moments d’inertie
par rapport aux plans des axes pris deux à deux. On aura
donc

niTiy z ,

c’est-à-dire
Maj3= 0, M,3y = 0, May=0.

Donc deux des trois coordonnées a, (3, y sont nécessairement
milles. Soit par exemple (J = 0 , Y = 0. Les premières équa-
tions se réduisent à

^*jmx2 -f Ma2= “2
et il faut, pour qu’on trouve une valeur de a qui satisfasse à
ces conditions, que l’on ait Zmy2= Zmz2, c’est-à-dire que
l’ellipsoïde central soit de révolution autour de l’axe OX.

mz*,

FORME DE i/lIERPOLODIE DE POINSOT.

45. Poinsot , et, d’après lui, tous ceux qui ont exposé la
théorie du mouvement d’ un solide autour d’un point fixe
quand il n’y a pas de force appliquée au corps, ont admis
que Yherpolodie, c’est-à-dire la courbe décrite par le pôle
instantané sur le plan invariable, était une courbe ondulée,
servant de base à un cône à cannelures.

M. le comte de Sparre, professeur à l’Université catholique
de Lyon, a le premier reconnu par le calcul qu’il n’en est pas
ainsi , et que l’hcrpolodie n’a pas de points d’ inflexion ; de
sorte.que sa courbure est toujours de même sens, la concavité
de la courbe regardant toujours le pied de la normale abaissée
du point fixe sur le plan invariable. Ce résultat est contenu
dans un mémoire où le savant auteur applique aux problèmesnx'*=2wiy/â = 711 Z' 2,

fr



PREUVES MÉCANIQUES DE LA ROTATION DE LA TERRE.
de la rotation d’un solide et du pendule conique l’analyse
des fonctions elliptiques, déjà employée par M. Hermite pour
l’étude de ces questions *.

M. Mannheim a donné du meme théorème une démonstra-
tion géométrique dans les Comptes rendus de VAcadémie des
Sciences des 6 et 15 avril 1885. Il a reconnu, par la simple
géométrie, que l’hcrpolodie de Poinsot, obtenue en faisant
rouler sur un plan un ellipsoïde qui satisfait aux inégalités
A < B H-C, B < A -I- C, C < B + A ( t. III, § 241), ne peut
avoir ni point de rebroussement, ni point d’inflexion.

La question a été depuis reprise par plusieurs ailleurs :
MM. de Saint-Germain 2, Franke 5, etc.

On trouvera des recherches très intéressantes sur la théorie
de Poinsot et sur le mouvement d’un corps pesant de révolu-
tion fixé par un point de son axe dans les communications
de M. Darboux à l’Académie des Sciences, des 29 juin, G et
20 juillet 1885, et de M. Halphen, du 20 avril 1885.

100 REMARQUES SUR LA DYNAMIQUE.
moyennes entre des résultats très discordants, et en élaguant

certain nombre d’observations qui auraient altéré trop
notablement la moyenne, sans qu’il y eut d’ailleurs aucune
objection contre leur admission au meme titre que les autres.
La conclusion de M. Gilbert est que ces expériences sont à
refaire, mais qu’elles supposent des mesures si délicates, et
qu’elles comportent, de telles chances d’erreur, qu’il y a peu
d’espoir d’en tirer des conclusions valables.

Le pendule de Foucault, et ses expériences au Panthéon,
en 1851, bientô t après le gyroscope du meme auteur, puis le
pendule cjyroscopique de M. Sire, enfin le gyrobaroscope de
M. Gilbert , construit par M. Ducrétet , sont des appareils qui
permettent d’atteindre une bien plus grande précision dans
les mesures, et de constater d’une manière de plus en plus
exacte l’accord de la théorie et des faits observés en ce qui
concerne la rotation du globe terrestre.

101
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PREUVES MÉCANIQUES DE LA ROTATION DE LA TERRE.
47. Nous avons étudié, au Congres de l’Association fran-

çaise à la Rochelle, séance du 28 aoû t 1882, le mouvement
d' un point pesant sur une corde du globe terrestre, en suppo-
sant le globe homogène. On reconnaî t facilement que ce
mouvement est oscillatoire, et que la durée du parcours ,

4G. Sous ce titre, M. Ph. Gilbert, professeur à l’ université
dq Louvain , a passé en revue et discuté les divers modes
d’expérience qu’on a employés à diverses époques pour mettre
en évidence la rotation du globe terrestre 4.

11 a signalé de nombreuses anomalies dans les résultats
bruts observés par Reich , en 1851, aux mines de Freiberg,
expériences qui ont consisté essentiellement à laisser tomber
dans un puits une balle pesante, et à constater la déviation
qu’elle subit (t. 111, § 205) . En réalité, l’accord annoncé entre
la théorie et l’observation n’est obtenu qu’en prenant des

Vît —
(équation où a désigne le rayon de la sphère terrestre), est
indépendante de la corde considérée (abstraction faite des
petites variations de g ). Ce résultat n’est pas altéré quand on
suppose un frottement proportionnel à la pression normale :
le trajet est raccourci, mais la durée du trajet reste la meme.

Au Congrès de Grenoble en 1885, séance du 14 aoû t, nous
avons retrouvé une expression semblable,

1. Sur le mouvement d' un solide autour d' un point fixe et sur le pendule co-
nique, par le comte de Sparre, extrait des Annales de la Société scientifique de
Bruxelles, 9e année, 1885. — Comptes rendus de l' Académie des sciences, 24 no-
vembre 1884.

2. Comptes rendus du 27 avril 1885.
3. Comptes rendus du 29 juin 1885.
4. Iievue des questions scientifiques, avril 1882 ( Bruxelles). T =S'VÎ'
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pour la durée du tour entier du cercle d'horizon qu'on
aperçoit d'un point S, avec la vitesse due à la hauteur de
ce point S, de sorte que celte durée est indépendante de la
hauteur ; elle varie à peine d'un point à l’autre de la surface
du globe. La formule peut s’étendre à une hauteur de chute
quelconque, moyennant la substitution d’un cercle équi-
valent, comme surface, à la calotte sphérique vue du point
de départ.

La quantité y/|est une vitesse angulaire, u

dirigée suivant la ligne MS, qui est contenue dans le plan
oscillateur au point M. Soit \J. l’angle SMT de l’accélération

la vitesse ; soit enfin p le rayon de courbure de la tra-
ct C le centre de cour-avec

jcctoire, MN la normale principale,
bure. La composante normale de
l’accélération, j sin p., sera égale à
v 2— , et par suite
P

. Cette vitesse,
calculée en faisant usage de la valeur de g qui correspond
a Y attraction , abstraction faite de la force cenlrifuge due
au mouvement de rolation de la terre, est le *

ment d’un satellite-limite, qui raserait la surface du globe
décrivant un grand cercle de la sphère. En appliquant à ce
satellite fictif et à la lune la troisième loi de Kepler, on
retrouve la distance moyenne de la lune à la terre, si l’on
suppose connue la durée delà révolution sidérale de notre
satellite.

Si l’on considère une planète et le soleil, et qu’on appelle
a le rayon de la planète, t la durée du tour d’horizon, A le
rayon du soleil, 0 la durée du tour d’horizon sur la surface
solaire, Lia moyenne distance de la planète au soleil, et T la
durée de la révolution, on a entre ces six quantités la relation

l'i * () 2 |’.i *

VT"

La quantité — peut être considé-
J

rée comme la hauteur qui serait
due à la vitesse v, en supposant
que l’accélération j reste constante
pendant tout le parcours de cette hauteur. Si donc on pro-
jette le point C en H sur la direction de l’accélération totale
et qu’on prenne le milieu L du segment Mil, la longueur ML
est la hauteur due à la vitesse v, dans l’hypothèse où .l’ac-
célération j remplacerait l’accélération g de la pesanteur.

Supposons de plus que le problème du mouvement du
point M admette des surfaces de niveau, ce qui exige que les
accélérations ,/ soient définies pour chaque point de l’esjticc;

si l’on fixe la valeur de la vitesse v pour l’une de ces sur-
faces , il en résulte qu’en tout point M de l’espace
naî tra à la fois la valeur de l’accélération j, normale à la sur-

face de niveau EF qui passe en ce point, et la valeur de la
. . v1

vitesse v ; on connaî tra par suite la quantité — = Mil, qu’on
J

pourra porter sur la direction de l’accélération totale. Menons
par le point II un plan normal à MH ; ce plan contiendra le
point C, centre de courbure au point M de la trajectoire du
point mobile, quelle qu’elle soit, et l’on obtient ce théorème :

Quand il y a des surfaces de niveau et que la vitesse du
point mobile est connue en grandeur pour chaque point de
l'espace, le centre de courbure de toute trajectoire qui passe

moyen mouve-
en

on con-

Entin le produit de la durée du tour d'horizon pour une
planète quelconque par la racine carrée de la densité moy
de celte planète est constant pour toutes les planètes.

enne

SUR LE MOUVEMENT ELLIPTIQUE DES PLANÈTES.
48. Imaginons un point mobile M qui parcourt

taine trajectoire AB. Soit, à un instant donné, v sa vitesse,
dirigée suivant la tangente MT, et j son accélération totale,

une cer-
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en un point donne est contenu dans un plan qu'on peut
construire à priori .

49. Cette remarque trouve son application dans la théorie
du mouvement elliptique des planètes.

Soient O le centre d’attraction , que nous supposerons fixe ;
M la position , à une certaine
époque, du point mobile, à la
distance OM = r du centre
fixe.

micr cas ait lieu , de sorte qu’on obtiendra une certaine lon-
gueur positive 2a satisfaisant à la condition (2).

S’il en est ainsi, on aura v = 0 pour r = 2a, et si l’on prend
OA = 2a, tous les points de la sphère S décrite du point Ô

centre avec OA pour rayon correspondent à unecomme
vitesse nulle du point mobile. La vitesse v en un point quel-
conque du rayon OA est donnée par l’équation (1), qu’on peut
mettre sous la forme

K--'V' K
/ / \\ \ N/ ^P V

1 / /''"O

N "s N A
«(H?) K ?•'\ r' / v*=\ (3)\ L’accélération j du point M

s est , par hypothèse, dirigée sui-
vant MO, et s’exprime par la

fonction ~ K étant une con-
stante. Les surfaces de niveau
sont ici des sphères décrites de
O comme centre; et si l’on

donne la vitesse v à la distance OM = r , la vitesse sera con-
nue pour tout point de l’espace.

L’équation des forces vives appliquée au mouvement du
point donne dans ces conditions

/\ M a rI ' / /

! K v./
/ ' \ / -</ / 1>, X N%! / H en appelant r' la distance MA du point M à la surface de

niveau de vitesse nulle.
Formons la quantité — ; il viendra

J

/
/i / \ /

\ /O /\
\ /\ /xc

N/
\

Fig. 50.
(--)v2 \ar / rt

7“ W= “
, /

m/

On voit que la hauteur due à la vitesse v , sous l’accélé-
ration j , est proportionnelle au produit des deux segments
OM, MA, dans lesquels le point M divise le rayon OA. •Le
maximum de ce produit a lieu pourr= r', c’est-à-dire au

on a alors ~ =a.
1

rr’
Construisons la parabole y= —

5= 2|<c (i-i),
V* roJv*-v0*=-

équation qu’on peut mettre sous la forme milieu de OA ;

rC2a — r )(-- )
V• 2a/

(1) ua=2K , qui passe para
les points O et A, et qui a pour ordonnée, au milieu de OA, la
moitié de la distance OA. Si l’on rabat MK en Mil sur la
direction de l’accélération, le centre de courbure de la tra-
jectoire au point M, quelle qu’elle soit, sera situé sur la
droite HII' perpendiculaire à OA, en supposant que le mou-
vement s’opère dans le plan de la figure.

On peut trouver cette quantité MII sans tracer la parabole

en déterminant la quantité a par la relation
f\ 2K(2) 2-— V-2« r0

2K 2K 2KSuivant qu’on aura v * < — 5 v02 =^ 0

positif, infini ou négatif. Nous supposerons ici que le pre-
— , t>0f > —ro ro , a sera

OKA .
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Dans l’équalion (5) remplaçons v par sa valeur tirée de

l’équation (5). Il vient

10700 MOUVEMENT ELLIPTIQUE

Du point A menons une tangente AS au cercle décrit de O
comme centre avec OM = r pour rayon. Abaissons SP

perpendiculairement sur OA. Il K . fr'-= 2A.(6) p X rviendra
Du point A abaissons AP' perpendiculaire sur la tangente,

et soit AP' = p'.On aura la proportion
OS2 — OP X OA

r*= OPx 2a. p OP __ OM r
ÂF“ ÂM ~

P'

et par conséquent on peut remplacer l’équation (6) par la sui-
vante,r(2a — r ) rr v-~ 2a 2}

p X

ou encore, en élevant au carré,
4A*A— p— » quantité constante.Le cercle MS est la ligne de niveau qui passe au point M.

Il est remarquable que cette construction du point P soit
celle que l’on fasse pour ramener la cubature dCun solide
de révolution à la quadrature d'une surface plane.

Si , aux données dont on a déjà fait usage, on joint la
direction MP (fig. 50) de la vitesse v, que nous supposions seu-
lement connue en grandeur, le mouvement est déterminé.
On voit tout de suite que le centre de courbure au point M
sera le point C, intersection de HH' avec la normale élevée
dans le plan PMO perpendiculairement à la vitesse v.

50. Proposons-nous de déterminer la trajectoire d’une
manière simple et sans recourir à aucune intégra-
tion.

pp' —(7)
es

Cette relation va nous servir à limiter la course du point
mobile sur le rayon OA. En effet, on a à la fois

p — r sin //. et p'=r' sin p ;

par conséquent
, , . « 4A-app'=rr = — —(8)

« Le maximum de sin2 p. correspond donc au minimum de
rr', et le minimum de sin2 p. au maximum du meme produit.
Or r -h r'= 2a, et le maximum de rr' correspond à

r — r'= a.
Le minimum de sin2 p. est donc donné par la relation

• *

Il faudra pour cela joindre à l’équation des forces vives (2)
l’équation fournie par le théorème des aires, savoir :

(5) pv=2A, 4A2a 4A2
sin2 y.= — — = -— >‘ Ka1 ka

p étant la distance OP du centre d’attraction à la vitesse, et
A l’aire décrite dans l’unité de temps par le rayon vec-
teur r.

d’où l’on déduit
2A

sin y=
\j\ia

f
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Ces préliminaires posés, venons à la recherche de l’équa-

tion de la trajectoire. Reprenons pour cela les deux équations

MOUVEMENT ELLIPTIQUE
Quant au maximum de sin2 p., c’est l’unité, et cette valeur

définit le minimum de rr' . On a

109

rr'=^ K 2a — Y 2K K
y2 = -(3)K

Sur OA = 2a comme diamètre décrivons une demi-circon -
férence ; prenons ensuite sur la
tangente en O à cette circonfé-
rence une longueur

et
pv = 2A ;(5)

B B' B'

éliminons entre elles la vitesse v ; il viendra

2iVr 4A2 2K KOB = (0) - 5
M' M" .4 P~

Fig. 52. et menons BB" parallèle à OA. Les
points d’intersection B' et B", projetés sur OA, donneront les
valeurs extrêmes OM' et OM" du rayon r, et feront conna î tre
deux cercles entre lesquels la trajectoire reste nécessaire-
ment comprise.

Il faut, pour que la rencontre en B' et B" soit possible, que

y/jj^ < a ou 2A < a ; cette condition est aussi

nécessaire et suffisante pour que la valeur du minimum de
siijjjt, soit réelle.

Or cette condition est toujours remplie. En effet , 2A est égal
au produit pr, lequel est au plus égal à v x r, c’est-à-dire à

relation entre le rayon vecteur r= OM et la distance p=OP
du pôle à la tangente.

51. Ce syslème particulier de coordonnées est très
mode pour la détermination des rayons de courbure. On a, en
effet, au point dont les coordonnées sont p et r,

rdr
P= df,'

com-

l’on ait 2A

Au lieu d’appliquer cette formule à la recherche du rayon
de courbure de la trajectoire, nous
chercherons d’abord l’équation ,
dans le même système de coor -
données, du lieu du point P, pro-
jection du pôle fixe O sur les tan-
gentes à la courbe. Pour cela,
commençons par rapporter la
courbe lieu des points M à des coordonnées podaires, savoir
l’angle XOP = a fait par OP avec une direction fixe OX, et la
longueur OP=p. Sip= f (a ) est Y équation podaire du lieu
de M, cette même équation représentera en coordonnées
polaires le lieu du point P, podaire du lieu du point M. On

aura de plus PM = ~.

v?**
le maximum de rr' correspond à r=rf =a, puisque r et r' sont
deux longueurs dont la somme est constante et égale à 2a.
Donc 2A est au plus égal à y/Ka.

Fig. 53.

vr"

On peut remarquer que -j- est maximum et égal à a pour
rrminimum : alors —r=r’ , et minimum pour rr' est égal à
J

4A2

K
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le rayon de courbure est donc constant , et par suite la courbe

lieu du point P est un cercle.
52. Ceci suffirait, assurément, pour qu’on pû t déterminer

le lien du point M, par l’en-
veloppe de la droite PM;

mais on peut simplifier en-
core la solution du problème
en cherchant d'abord la po-
sition du centre de courbure
du lieu du point P, centre
qui sera nécessairement un
point fixe, puisque ce lieu
est une circonférence.

Au point P menons une
perpendiculaire PC à la droite PR ; ce sera une normale à
la circonférence à laquelle appartient le point P ; si donc sur

1
cette droite PC nous prenons une longueur PC=a = ^ OA,

le point C sera le centre de la circonférence, et par consé-
quent ce point C est un point fixe. Cela posé, menons par le
point M une droite QMF symétrique de OMA par rapport à la

tangente MP à la trajectoire, et soit F le point symétrique du
point A, Q le point symétrique du point 0 par rapportà MP. lies

points P et I seront les milieux des droites QO, AF. L’égalité
des angles OPC, OQF montre que PC et QF sont parallèles. La
droite FQ est égale à 2a, puisqu’elle est égale à OA , et l’on a

^QP. Donc le point C appartient à la droite OF,

dont il est le milieu. Donc enfin le point F, symétrique du
point A par rapport à la tangente MP, est un point fixe.

On a d’ailleurs OM -j-MF=0M H-MA=2a, de sorte que
r H- r'= 2a est l’équation de la trajectoire, rapportée aux deux
pôles fixes O et F. La trajectoire est en définitive une ellipse,
dont le centre d’attraction et le point F sont les deux foyers,
et qui a pour grand axe la quantité 2a, rayon du cercle qui
correspond à la vitesse nulle, quantité indépendante de la di-

î ii
MOUVEMENT ELLIPTIQUE

Cherchons l’angle V que fait la tangente PR au lieu du
point P avec le rayon vecteur OP. On

v pdoc.

aura

v op ,

dp \ PM tan& /4’
r/a M

d’où résulte que l’angle V est égal à l’angle \x , et que, si l’on
abaisse OR perpendiculaire sur RP, le triangle ORP
blable au triangle OPM. Soit donc OR=q. Il viendra

sera sem-
on _ op
OP OM

(i pou — 5

V

rP"

et par suite l’équation (1=-- , dans laquelle on remplacera r
par sa valeur tirée de (9) en fonction dc p, sera, entre les
coordonnées q et p , l’équation du lieu du point P. Or l’éq
tion (9) donne

Fig. 51.

ua-
2K 4A2 , K

})* ^ a
et par suite

i= 2A f , ± .
r K/?2 ' 2a 1

substituant dans l’équation
4 v-g =sT

il vient
7

\ Ky/- ‘ 2a/ K + 2a
(10)

PC=a =J elle est l’équation du lieu de P, dont nous allons chercher
le rayon de courbure : il sera donné par l’équation

PdPp

qui, appliquée à l’équation (10) différentiée,

dq=P±,
a

donne
p=a ;
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rection dans laquelle le point mobile est lancé à partir du point
M, et dépendante seulement des valeurs simultanées de et v
au point de départ.

155. La meme construction montre que CI =* OA = CP, de
U

sorte que le cercle lieu du point II est aussi le lieu du point!,
projection du second foyer F sur la tangente. Considéré à ce
point de vue, la trajectoire du point M est l'enveloppe du côté
PI d'un rectangle inscrit dans le cercle de rayon PC, et dont
deux côtes opposés passent constamment par deux points fixes
O et F, placés symétriquement par rapport au centre. Sous
cette forme, on reconna î t aisément que le produit OPxFI
est constant.

La distance OC, qui est la demi-distance focale de l’ellipse,
s’obtient aisément au moyen du triangle OPC, dans lequel on

==p, PC= a, et l’angle 0PC = ^ — [i . Si l’on appelle c

la distance OC, on aura
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K r*Si l’on divise par a, - devient homogène àa t ~

d’une vitesse l T

ou au carré

K- lorsque r=r\ c’est-à-diie quand le mobile(JL

passe à la distance a du point O, c’est-à-dire enfin quand le
mobile occupe l’un des sommets du petit axe. La vitesse

V = y/" est donc une sorte de vitesse moyenne du point mo-
bile ; c’est la vitesse uniforme qu’il aurait s’il décrivait autour

On a v 1 =

9 y /

du point O le cercle de rayon a. On voit quey= 2A Wj”
représente la distance du foyer O à la tangente au sommet
du petit axe, distance égale au demi petit axe, b.

Les équations obtenues conduisent très rapidement au rayon
de courbure de la trajectoire. On a en effet à la fois

, . » 4\-arr sin 2// =-jr~ .

a OP

rr' etp Sin y.
c-= a- -f — 2ap sin y , aJ

4A2 1/Multiplions ces deux équations. Il vient psinr, [j.=mais p=r sin jx; il vient donc Iv a
relation connue du rayon de courbure de l'ellipse.

La hauteur — varie , avons-nous vu , entre apourr=r',

(. c2 = a1-f r-sin2 y — 2ar sin2 y — a- — r (2a — r ) sin2 y
4S*a
TT’= a2 — rr' sin2 y=a- — J

4A2 . .et — pour rr' minimum, ou pour sin p.= l. On voit quea
b2

- est le rayon de courbure au sommet du grand

ce qui confirme la conclusion que la distance OC est constante.
4A2a 4A2

représente le carré b~ de la moitié duOn voit de plus que
petit axe de l’ellipse.

L’équation v ~ = -

Iv a
axe de l’ellipse. C’est évident d’après la construction.

La durée T de la révolution est indépendante de A. On a
en divisant l’aire de l’ellipse par la vitesse

2r.a\]a
~W ’

montre que - est le carré d’ une vitessear a en effet T =mlinéaire. La constante K, divisée par r- , donne l’accélération
j , qui est homogène à une longueur / divisée par le carré d’un

temps /. On a donc ^ v Donc T=aréolaire; mais b= 2A

ne renferme plus A.
V. — MÉC. COLLIGNON.

expression quilr~l= -
2 et par suite K= — .t7

8
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» ou à On rc-2:: COMPLEMENTSLe moyen mouvement n est égal à -y
trouve la relation n2a3= K, conforme à la troisièmeloi deKepler.

l’on remplace par V, vitesse uniforme sur le cercle
moyen, on a

Si
L I V R E I

2îraT =-r r- D E L’ A T T R A C T I O Nr
relation évidente, puisqu’elle exprime qu’à cette vitesse V
le mobile mettrait le temps T à parcourir la circonférence en-
tière 2TM .

La constante K, lorsqu’on admet la fixité du centre d’attrac-
tion O, est le produit du coefficient f de l’attraction de deux
masses égales à l’unité, situées à l’unité de distance, par la
masse M du point attirant. Si ce point matériel est une sphère
de rayon R et de masse spécifique p, on a

M =pxgitn\

C H A P I T R E P R E M I E R
G É N É R A L I T ÉS.

! 54. Soit P un système matériel, composé de points A dont les positions
et les masses sont données;

Soit M un point ‘matériel de masse y.t dont la position est définie par
ses coordonnées a, p, 7, rapportées
à trois axes rectangulaires, OX', OY,

et par suite
K =/-M = /> XgnR*. 7

oz.
APAppelons #, y, z les coordonnées d’an

point A quelconque, et p la masse spé-
cifique du système en ce point.

Nous supposerons que le point M su-
bisse de la part de chaque point A du
système P une attraction dirigée sui-
vant MA, proportionnelle au produit des
masses des points M et A, et à une
fonction F (r) de la distance MA =r.
L’attractiort exercée par le point A sur le point M sera exprimée par le
produit

Si on désigne par g l’accélération due à l’attraction de celte
sphère sur un point placé à sa surface, on aura

K 4
~ fp^3 71P’

TI
T

i Z Y •
9 = / x

1/2/par suite
3.7

K = />R x|rfl*=Hx|*R2 = ÿR*,
Fig. 55.

et enfin
pny.F (r),

m étant la masse du point A, et ses composantes suivant les axes seront ,
n*a*= K=gKt ,

fm^ { r ) ,

fm/it (r)

fnijif (r)

parallèlement à l’axe des x

y/ -|, vitesse angulaire dOn retrouve le facteur ’un point
qui parcourrait avec la vitesse V la circonférence d’un grand
cercle de la sphère attractive.

à l’axe des ?/,

à l’axe des z,
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COMPOSANTES DE L’ATTRACTIONMG EXERCÉE SUR UN POINT. H7

Ces composantes portent leurs signes avec elles, comme il est facile de le
vérifier.

Pour trouver la résultante des actions exercées par tout le système P sur
le point M, on devra faire la somme de ces composantes pour toutes les

dont la réunion forme le système P. Décomposons ce système eu

Or f équaticn (2), différenliée en faisant varier seulement a, p, 7, nous
donne — (* — *)dr x — a

dx vV-«)* + (2/ — (3 — y)* r
masses m
volumes élémentaires, dxdydz, nous aurons dr y- P1 dî ~~ r

drm = pdxdydz V

pour la masse de l’un de ces éléments, et les composantes X, Y, Z de la
résultante cherchée seront données par les intégrales triples ; Par suite

SSS ’~

— f f f PV (r) dxdydz,

dU
- dxdydz.doc ""— — - dxdydz ,

Y = faJ*J J p? [r) dxdydz,

l — fy- f J f PF (r) tL =̂-/ dxdydz.

dU
dxdydz ,dp(1)

dU
dy “

et enfin
dULes intégrales sont supposées étendues à tous les éléments du système P.

La distance r s’exprime en fonction des coordonnées par l’équalion

r=^[ x — «)* + (*/ — |3)2 -t- (s — y)* >

en prenant la détermination positive du radical.
Les équations (1) conduiraient à faire trois intégrales triples, distinctes

les unes des autres; on peut simplifier le problème et ramener ces trois
opérations à une seule, en introduisant une fonction auxiliaire, savoir

(S)
dy(2 )
dUi=- fy~dy

Une fois donc qu'on aura déterminé la fonction U au moyen de l’équa-tion (4), on en déduira les composantes X, Y, Z, par de simples dériva-
tions.

55. L’équation U= constante, dans laquelle U représente une fonctgm
de a, p, 7, définit, quand on donne à la constante une série de valeurs
famille de surfaces, en chaque point desquelles la résultante des trois
forces X, Y, Z correspondantes est normale. En effet, de cette équation
déduit par la différentiation

ÿ (r) =J*
F(r) dr.

JJj*
p? [ r] dxdydz = U,

P)
, une

Posons en effet
onw

dU dU dU
dï d* + d?

d? + <fj (1‘=0-l’intégrale triple s'étendant à tout le système P.
I U sera une fonction des coordonnées a, p, 7 du point M, et on aura , en
prenant successivement les dérivées de U par rapport à ces trois quan-
tités,

ou bien, en multipliant par — /a,

Xda -f Ydj3 4- Zdy = 0,

dû = f f f '
P[£? M]dxd,Jdz =/ ff P?M£dxdydz

f f fpV [r)%dxd'jdi‘

f Sfpv [r )% dxd^h-

du ce qui montre que la direction dont les composantes sont X, Y, Z, est nor-male à la surface. L’équation U= constante représente donc des surfacesde niveau, coupant à angle droit les directions de l’attraction qui seraitexercée sur chacun de leurs points par le système P, si le point matériel Métait placé en ce point.
On remarquera aussi que, si le point M reçoit un déplacement MAP infi-

dU

dU
tdy “

T



EXERCÉE SUR UN POINT.COMPOSANTES DE L’ATTRACTION

niment petit, dont les composantes soient dx, d$ > dy, le travail élémen-
taire de l’attraction du système P sera

\dx -f- YJ,3 + Zrfy = — fpdïï ,
de sorte que le travail total de l’attraction subie par le point M est mesuré
par la différence — — U0) , ou par /j*(U0 — U4), pour un déplacement
fini quelconque qui fait passer le point M de la surface de niveau U = l0

à une autre surface U = Ui.

• 118 119

ATTRACTION NEWTONIENNE -
57. La loi de Newton (II, § 157) s’exprime par l’égalité

1
F W = -v

Substituant dans l’équation (2) et intégrant, il vientATTRACTION PROPORTIONNELLE A LA DISTANCE.
1

56. La loi la plus simple qu’on puisse imaginer consiste à poser F (r) — r.
Alors les équations (1) deviennent

= — ;

Appelons Y ce que devient la fonction U dans le cas où F (r) est égal à

' - f' f f f’ O-x ) dxdydz, 1— ; nous aurons

Y = /> f J f p {y — P)dxdydz,
J* Ç j' pdxdjy(h

(G ) V = —
Z = /> J J* j9

P (z — y) dxdydz.

) et par suile
Abstraction faite du facteur constant fp., X est la somme des moments

des masses çdxdydz par rapport à un plan conduit par le point M parallèle-
ment au plan des yz.

Si donc\ est l’abscisse du centre de gravité du système P, et que II soit

sa masse totale, on aura

d\

»-<
La fonction V a reçu de Gauss le nom de potentiel (IV, § 127). Elle a des

propriétés très remarquables, qui en faci-
litent la détermination dans chaque cas
particulier.

Observons d’abord que les équations (6)
et (7) ne sont pas en défaut lorsque r
devient nul, ce qui arrive quand le point M
fait partie du système P. Alors le fac-

0teur - prend une valeur infinie ; mais
1 intégrale elle-même reste finie. Pour
nous en assurer, prenons le point M pour ^
origine (fig. 56 ), et évaluons l’intégrale V
pour une sphère décrite du point M comme
centre avec un rayon r' aussi petit qu’on voudra. L’élément matériel A de

(7)

X = />H (( — «),

et de même, en appelant YI et Ç les autres coordonnées du centre de gravité,

Y = //*H (« j-p),
Z = />11 (ç — y ) ;

c’est-à-dire que tout se passe comme si la masse entière du système P était

concentrée en son centre de gravité. La fonction U s’obtient dans ce
faisant l’intégration de Xda+ Yc$+ Zd-y, ou de

d\J = fpII [(Ç — a) dx + [YI-13) dp 4- (Ç — y) dy ]

= fp.l l [\dx -f Y)dp -f Çdy — (adx -h j3#+ ydy )\.

(

7.

cas en

RI
A

4*On obtient c

t = />H[<xï +^ + Çy-|(«*+ P*+»*)]'
et les surfaces de niveau U =constante représentent les sphères décrite
du point ($, YI, Q comme centre (Cf . II,§§ 107 et 220).

Fig. 56.

S
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Les composantes de l’attraction totale suivant les axes OX, OY, OZ,
étant X, Y, Z, la projection, R cos <o, de la résultante sur le rayon OM est la
somme des projections de X, Y, Z sur ce même rayon , et l’on a

Rcosw = X - 4- Y ê + z *.r r r

121
celte sphère sera, en adoptant les coordonnées polaires r = MA , <J/ — XMB,
0 = ZMA,

p X r sin Qdb X dr X rdO,
et Ton aura

pr* sin OdrdQd ÿ

' -ns j*J*J*
pr slnQdrdQd p ; Vy -Æ

r
Mais la différentiation relative à r des équations de transformation

donne
les limites de l’intégrale triple sont 0 et r’ pour le rayon MA, 0 et « pour
l’angle 0, 0 et pour l’angle Sous cette forme on voit clairement
que, quelle que soit la distribution des densités dans l’intérieur de la
sphère, la fonction V ne devient pas infinie pour les valeurs infiniment
petites de r'.

La formule (6) et par suite les équations (7) subsistent donc toujours,
quelles que soient les valeurs de r.

d* = sinOcos ^ = *

~ = sinOsin -1» = &,
dr ' r

~ = cosO = -•

dr

dr r
Donc

Rcosu = X ^+ Y ^dr dr
if J dV dy_

drj dr )dj d* rfV dp
dx dr ‘ dp di

Si la fonction Y est exprimée en fonction des coordonnées polaires , r, 6, <]/,
dVle produit fa.— représente la composante de Vattraction totale suivant le

rayon mené de l'oriyine au point M.
On prouverait de même que, lorsque la fonc-

tion Y est exprimée en fonction des coordonnées

d\dy /> ( — fr dr *+ Z -r- =COMPOSANTE DE L’ATTRACTION TOTALE PROJETEE SUR UNE DIRECTION DONNEE. dr

58. La fonction V ne dépend que des distances du point M aux divers
points matériels dont la réunion forme le système P, et des masses de ces
points ; elle ne varie donc pas quand on opère un changement quelconque
de coordonnées.

Soit proposé de trouver la composante de l’attraction totale R qu’exerce
le système P sur le point M , estimée suivant une direction donnée ; il
suftira de prendre des axes coordonnés rectangulaires dont l’un soit paral-

lèle à la direction donnée, et d’exprimer V
en fonction des nouvelles coordonnées

dV
a', P', Y ; le produit fa sera la compo-
sante cherchée parallèle à l’axe des a'.

Si l’on veut, par exemple, projeter l’at-
traction totale R sur le rayon OM qui va de
l’origine au point M, on peut , d’après cette
méthode, prendre pour axes coordonnés la

. droite OM, et deux autres droites rectangu-
laires, ON, 011, normales à OM. Mais il est plus simple d’employer les coor-
données polaires, savoir le rayon vecteur r=OM, l’angle 0 = ZOM et l’angle p
du plan ZOM avec le plan ZOX. On a en effet alors

a = rsin 0 cos p,
/3 — rsindsin ÿ,
y = rcosfl.

Appelons w l’angle que fait la résultante R avec le rayon OM.

J z

« ^ 31

MP = y,
MO = OP = r',
angle POX == 0, o,

êZ "--JPdVIIN le produit faest la composante de l'altrac- /y

tion totale suivant le rayon MO , abaissé du
point M perpendiculairement à l'axe OZ.

En général, si V et V -f- d\ représentent les valeurs du potentiel d'un
même système par rapport à deux points A et À', infiniment voisins , distants

d\l'un de l' autre de s, le produit fa — est la composante de l'attraction
totale projetée sur la direction AA'.

Y Fig. 58.o

H
Y

Fig. 57.

ÉQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES A LAQUELLE SATISFAIT LA FONCTION V.
59. Commençons par établir une propriété générale de la fonction

<^V £Y <J*V
das + dp* 1 df
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Il vient, en différentiaut deux fois de suite par rapport à a,

c c c^ix<hi(h ' rr (' f’dxdyd* x ~~ a

J J J & - J J J r*

///*£*(*-•

PROPRIÉTÉS

Qwc//e que soit la fonction V des /rois variables a, p, 7, ces variables
représentant trois coordonnées rectangulaires, la somme

d^V d*Y d*V
da2 + d,32 + dy4

res/e constante quand on substitue aux coordonnées a, p, y, /rois autres
coordonnées rectangulaires a', p', -y'.

Les anciennes coordonnées a, p, -y sont en effet liées aux nouvelles
a', P', *y' par des relations linéaires :

122 123

rfV
r = +da r

(*- «)*)•dyv
da8 = + ?-4

De même
d*V
2,3*

et« = A -t- ma'4- 4- p*/',
p — B -f m'a'4- 4- P'/>

y = C + m"a'4“ 4- pV»

dans lesquelles A, B, C sont les coordonnées de la nouvelle origine par rap-
port aux anciens axes, et m, n, p, . . . les cosinus des angles des nouveaux
axes par rapport aux anciens. Il résulte de ces définitions quon a à la fois
les six équations

d-V
dy* ” *

Faisons la somme des trois dérivées secondes ; il vient

d*v d-v dyy
da4 + d,32 + dy*

(x — a)2 4- (y — P)14- (g — yl2 )•= ///^(3-3 7’2

mm'4- mm" 4- m'm" = 0,
nw -4- nn9 4- n'n" = 0,
PP' 4- pp" 4- p’ p" = 0.

On a d'ailleurs, quelle que soit la fonction V, les identités

dV ~_ dV_ da_ d^ dj^ 4.^ ±L - ^ dV
~~ da da' dp da7 dy dy' da dj3

m84- m'24- m',8 = l ,
?i2 4- n'4 4- u"4 = 1 ,

JP*

Le facteur entre parenthèses est identiquement nul ; si donc r ne reçoit
la valeur zéro, tous les éléments de l’intégrale triple sont séparément

égaux à zéro, et par conséquent

d2V , d2V d*V _ n
da2 + dp2 + dy2 ~ U#

Mais celte conclusion est en défaut si l’on peut avoir r= 0, ou lorsque
le point attiré fait partie du système attirant. Dans ce cas, l’équation fO)
n’est vraie qu’à la condition d’exclure de l ’ intégrale V la matière située
à une distance infiniment petite du point M. Nous verrons tout à l'heure
comment celte équation doit être modifiée quand on ne fait pas cette
exclusion. Il convient auparavant de résoudre la question pour la sphère.

pas

(0)
dVm9 4-dyda'

CD
d*V ,

m'2
_ _

i
_ m"2

d p 1 dy2

d4V
// 1

dady

d*Vd*Vd2V
da4 1

d2Vd*V 2m'm"4- 2mm' 4- 2mm dpdy *
dadâi

d 2V d2V
On trouverait deux équations semblables pour

tenant compte des relations qui lient entre eux les cosinus, il xient l’identité

; ajoutant, etdp'4 * dy/ •25 ATTRACTION D ü.NE SPHÈRE.

(PV d«V d4V _ d8V d*V , d2)'
da'2

_r dp'4 + dy'4 ” da4 + dp4 ^ dy2 *

Cela posé, cherchons à quoi cette fonction est égale quand on prend
pour V un potentiel, c’est-à-dire quand on fait

(50. Supposonsque le système P soit une sphère creuse, ayant son centre
au point O, terminée à deux surfaces sphériques de rayon Rd et R 2 , et
formée de couches concentriques homogènes, de telle sorte que la densité
p d une couche soit une fonction du rayon de cette couche.

Soit Rt < Râ . NOUS supposerons d’abord le point M en dehors de la
sphère de rayon R 2; ensuite, nous le supposerons au dedans de la sphère
de rayon R * ; dans ces deux situations il ne fera pas partie du système atti-r j jpdxdijdz(0) V = —
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Faisant la somme de ces trois fonctions, et observant que a* -+
il vient pour lequation (9)
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rant, et l’équation (9) sera applicable sans restriction. Enfin nous aurons à
examiner ce qui a lieu quand le point M est compris dans l’épaisseur de la
sphère creuse, et nous en déduirons la modification générale à faire subir
à l’équation (9), lorsque la distance r peut recevoir la valeur zéro.

La couche sphérique qui vient d’être définie étant symétrique, comm«j

forme et comme distribution des masses, par rapport à tout plan conduit
par le point O, la fonction Y ne dépend que de la distance r du point M
à l'origine O des coordonnées.

Changeons donc de variables, et au lieu des coordonnées a, p, intro-
duisons les coordonnées polaires r, 6 et ty . Nous aurons

r* = «* +|S* -4- y*,

124

d - x 4.
(ll /5 _1 \ _ C!L1 , ? dl

dr2 ‘ dr \r r /
” dr* ‘ r dr = 0,(10)

différentielle dont l’intégration fera connaî tre V. Elle s’intégre enéquation
multipliant par r2. Il vient en effet

f î 2r — — — f r* 0dr* +*dr ~ dr [’ dr ) - 0'
I

Donc
dXr* ^ = C,dret par conséquent

C désignant une constante arbitraire.
On en déduit

dr u
du — r *

dr _ g
dp ~~ r *

dr y

dX __ C
dr ~~ r'2 *

suite l'attraction exercée par le système proposé sur le point M,et par
attraction évidemment dirigée suivant la droite MO à cause de la symétrie,

Reste à déterminer la constante C. Deux cas sont ici à

7 1<h r

relations déjà trouvées plus haut.
V étant fonction de r seul, on a a pour valeur

distinguer.
1° Si le point M est dans l'intérieur de la sphère de rayon R 4, faisons

r — 0, c’est-à-dire plaçons le point M au centre de cette sphère. Il est
évident que l’attraction est nulle à cause de la symétrie; or la formule la
ferait infinie, sauf le cas où C serait égal à zéro. On a donc C = 0, »'
l’attraction est nulle pour toutes les valeurs de r depuis r = 0 jusqu’à
r=R4 (II, § 161).

2° Soit r > R2, ce qui revient à supposer le point M en dehors de la
sphère de rayon R 2. Pour déterminer la valeur de la constante C, nous sup-poserons r très grand par rapport au rayon Râ. Alors toutes les distances
deviennent sensiblement égales, et les attractions élémentaires parallèles et
proportionnelles aux masses. Tout se passe donc comme si la masse entière,
II, du système P était concentrée au point 0. L'attraction serait égale dans

r2

dX __ dX dr
du. — dr du.

et
dX d*r
dr du.'2(i)’d* X _ cl* X

du2 dr*c

Mais
dr a
du. r

et par suite
d*r 1 u dr 1 a*
du* r r- du r r3

Ün a donc ce cas a

lG-*)-d*X _ d? X a2 , dX
du2 dr2 r2 dr fjM

r2 *

Donc C = — II ; en d’autres termes, la constante G est la masse du
système attirant prise avec le signe — . On en conclut que Vattraction
exercée par les couches sphériques homogènes sur un point extérieur est iden-tique à ce quelle serait si la masse entière était réunie au centre commun

On trouverait de même

£V__ #y g* _
dp* ~~ di* r* ‘ dr
d* X __ d* X y2

dy* dr* r*

*G-s -
dX (1 y* \[ r r* )'VTr
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de toutes ces couches (II, §§ 153 à ICO). La même règle s’applique en vertu
de la continuité au cas où l’on aurait r= R

La constante C est donc égale à 0 si r est < R4, et égale à la masse
du corps attirant prise négativement si r est > R 2.

Il reste à examiner ce qui arrive quand r est
\ compris entre Rt et R2. Ce cas rentre dans les
\ deux premiers.

* En elfet, le point M est alors à l’extérieur de
/ ' toutes les couches dont les rayons sont compris

entre R £ et r, et à l’intérieur de toutes les cou-
ches dont les rayons varient de r à R 2. Ces der-
nières n’agissent pas sur le point M; les premières

agissent seules et exercent sur lui une attraction égale à

frXH
r2 ’

en appelant II' la masse du système compris entre les rayons R1 et r. Cette
masse est donnée par l’intégrale
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DE L éQUATION AUX DéRIVéES PARTIELLES AU CAS où LE POINT

ATTIRé FAIT PARTIE DU SYSTèME ATTIRANT.EXTENSION

61. Lorsque le point M fait partie du système attirant P, on peut toujours

décomposer le système P en deux portions : l’une, formée d’une sphère de

rayon aussi petit qu’on voudra et comprenant le point M; 1 autre, foimée

de tout le reste du système. La fonction V sera la somme de deux parties .
correspondantes, l’une Y', relative à la sphère infiniment petite, et l’autre
Y", relative à la seconde portion du système P. On aura V = V'+ V", et
par suite

Fig. 59.

+ dr )

A l’égard de la seconde portion, le point M étant étranger au système
attirant, on a identiquement

d*Vn d*V"
du* +d* X' d*V d* X'\ /

du* + dp + dp J + l«PV Y /
dp + d p “ V

d* X
du* dp

ip= r^d,Jr. i d-S" d*X" d*Vn _ n+ dp + dp “ U*du*On en déduit

/ 4itpr*dr
Jr.i

A l’égard de la première, le point M est situé dans l’épaisseur d’une
sphère infiniment petite, qu’on peut regarder comme homogène et comme
ayant partout la densité p du point M lui-même ; la somme des trois déri-
vées secondes de V' est égale à — 4îrp (§ 00). Donc il en est de même de
la somme des trois dérivées secondes étendues au système entier.

Nous pouvons donc compléter l’énoncé du § 59, et poser l’équftion
générale

dV IP
dr r*

Différentiant de nouveau par rapport à la lettre r qui figure comme
hmite supérieure de l’intégrale et qui figure aussi en dénominateur, il
vient

r*

r2 X 4TTPR* — 2r f 4-xpr-dr
J R id*V

d* X 2 dX 2 rr 2 rr
dF* + r Tr = “ 4îr/5 + “ F JB 4npr*dr =-

d* X d* X d* X _
du* + dp + dp “ U — t i tTZp,OU

dr* î*4

Donc savoir, zéro, si le point attiré est étranger au système attirant ; — 4rcp, si
le point attiré fait partie de ce système.

OBSERVATION SUR LE CAS OU LE POINT ATTIR É FAIT PARTIE
DU SYSTÈME ATTIRANT.On a donc aussi

d* X , d* X d* X
dF* + dP + dp =^^

P étant la masse spécifique du système attirant au point M, lorsque ce
point fait partie du système P. Nous allons vérifier que celte équation est
générale.

62. La méthode suivie pour établir l’équation
d*-X d* X d* X _
du* + dp+ dp — lnp'

dans le cas où le point attiré fait partie du -systeme attirant, suppose le
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et î*'; que p et p' soient leurs densités respectives ; onpoint attiré englobé dans une sphère homogène de rayon infiniment
petit. Cette supposition n’est pas d’accord avec l’hypothèse de la discon-tinuité de la matière. Le résultat n’en est pas moins admissible, et l’on
peut s’en rendre compte par le raisonnement suivant.

La loi d’attraction entre deux points de masse m et p., résumée dans
la formule peut être étendue fictivement à des masses négatives
— m, en convenant de regarder l’attraction comme changée en répulsion
lorsque la formule change de signe. Avec cette convention, on pourra
regarder un point géométrique de l’espace vide compris entre les molé-cules d’un groupe, comme exerçant sur le point attiré p. une attraction

fmp

et de rayons r
pour l’attraction mutuelleaura

f x
(r + rT

quantité qui ne grandit pas indéfiniment, mais qui tend au contraire
vers 0, lorsqu’on réduit indéfiniment r et r'. Si l’on suppose, par
exemple, r = rf

1 l’attraction a pour mesure, lorsque les molécules sont
en contact,

4/*X ÿ 7T*X pp' X r*.
~~~t et une répulsion égale aussi à qui détruit l’attraction.

Cela revient à supposer en un point du vide, la coexistence de deuxmasses m et — m, qui prises ensemble équivalent à zéro.S’il en est ainsi, rien n’empêche d’imaginer dans les vides intra-molé-culaires situés autour de la molécule attirée M, dont la densité est p , unequantité de matière ayant en tous points cette même densité, moyennantqu’on y superpose par la pensée une quantité de matière négative, c’est-à-dire dont la densité sera — p. Les molécules réellement comprises dansl’intérieur de la sphère considérée, qui n’auraient pas la densité p, pour-raient y être ramenées, en partageant leur masse en deux parties, l’unequi corresponde à la densité p, et l’autre qui complète la première et quipeut être positive ou négative. Cela posé, si l’on calcule la fonction Vpour le système ainsi fictivement composé, et qu’on forme la sommer/2 V d*\ d*\ _
J ,

(FJÏ* -*~
dï* ^es t,erivecs du second ordre, on trouvera, comme on

égale à
Il est probable d’ailleurs que la loi newtonienne, reconnue vraie pour

mutuelles du soleil et des planètes, ne s’applique plus àles distances
des distances infiniment petites, et qu’alors l’attraction se change en

y— Cf.
répulsion. On a proposé la loi F= fmu.— , où a représente la limite de

distance à laquelle l’action mutuelle change de signe. Pour r très petit ,
F devient négatif et très grand en valeur absolue ; il y a répulsion de
plus en plus énergique à mesure que la distance diminue. Pour r très
grand, a est négligeable, et on retombe sur la loi d’attraction de Newton.
Cette loi a été proposée récemment par M. Berthot 1.

L’extension de la loi de Newton aux distances très petites est donc
entièrement fictive, et les résultats qu’on en déduit sont analytiquement
vrais, mais n’ont aucune réalité.

64. Les masses négatives, que nous avons employées tout à l’heure,
interviennent, au même titre algébrique, dans certaines questions ^e
mécanique. Si l’on demande, par exemple, quelles masses il faut placer
aux
coïncide avec le point de concours des trois hauteurs, on reconnaît immé-
diatement qu’il faut placer au sommet de chaque angle une masse pro-
portionnelle à la tangente trigonométrique de cet angle. Or cette solu-
tion donne une masse infinie au sommet d’ un angle droit, et une masse
négative au sommet d’un angle obtus. Rien n’est plus simple que d’in-
terpréter ces résultats.

l’a fi
sommets d'un triangle pour que le centre de gravité de ces masses— 4îrp pour la sphère homogène dont le point M fait partie,cl 0 pour l’ensemble des autres masses, positives ou négatives, auquel lepoint M est étranger. En définitive, on parvient à l’équation qu’il s’agitde démontrer.

M. Boussinestf a présenté d’une autre manière la théorie du potentieldans l’hypothèse de la discontinuité de la matière :le résumé dans les Comptes rendus de l’Académie desb avril 1880.
on en trouvera

sciences du

63. Il ne faut pas croire du reste que la loi d’attraction newtoniennedonne des forces infinies lorsque la distance est infiniment petite, carcette distance ne peut être infiniment petite qu’à la condition de rendreinfiniment petits eux-mêmes les diamètres des molécules qui arrivent àse toucher, ce qui réduit à l’infiniment petit les deux termes dufmu.

APPLICATION AU CYLINDRE CREUX INDEFINI A BASE CIRCULAIRE.
65. Le système attirant est formé de couches cylindriques homogènes

à base circulaire, de longueur indéfinie, ayant pour axe commun l’axe
des z.

Le point attiré, M, est défini de position par ses coordonnées, a, p, -y ;
1. Y. Comptes rendus de l' Académie des sciences, 30 juin 1884, 20 avril 1885.

V. — JILC. COLL1GNOX.

rapport
fi * Supposons pour fixer les idées que les molécules soient sphériques,

9
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Si le point M est à l’intérieur ou à l’extérieur du cylindre creux, mais

dans l’épaisseur de ce cylindre, on aura pour déterminer V l'équa-
tion différentielle

131ATTRACTION
mais l’attraction ne dépend évidemment que de la distance r=MP du point

à l’axe OZ, et cette distance est donnée *

par l'équation

130

non
7.

a b
r*= «* + j3a.

La fonction Y est une fonction de cette
distance. On le démontrerait comme il
suit. Les composantes de l’attraction sui-
vant les axes sont en général

çpy i dv
dr* ' r dr

On en déduit , en multipliant par r et en intégrant,
= 0.M a'

r r

dVr 3? ~ C'

L’attraction totale étant dirigée suivant MP a pour composante suivant
l'axe OX

Ao
, dV dV dV .-^ dï’ - fl* dï -0* 37'

ici la résultante est dirigée suivant MP;

S xa/ 1/3YY

fa (lx //* rfy ^ y *

li'
dVï

donc -r- = 0 etFig. GO.
et suivant l’axe OY

, M 3— ^ dï y
Or - et - sont les cosinus des angles de PM avec ces axes; l'attraction ar r

, , dV . . fwCdonc pour valeur — /p. — , ou bien — •

66. Tour déterminer la constante C nous distinguerons deux cas : celui
où le point M est à l’intérieur, et celui où le point est à l’extérieur du
cylindre.

1° Si le point M est intérieur, il est évidemment en équilibre sur l’axe
du cylindre; l’attraction résultante étant nulle pour r =0, on aG = 0,
et l'attraction est nulle pour toutes les positions du
point M à l’intérieur du cylindre.

2° Si le point est extérieur, attribuons à r une f
très grande valeyr, vis-à-vis de laquelle le diamètre c
du cylindre soit négligeable. Tout se passera comme
si, dans chaque section transversale, la masse du cy-
lindre était concentrée sur son axe, et au lieu d’un o
cylindre nous aurons une droite attirante. Nous pou- ,
vons traiter cette question directement.

Soit m la masse par unité de longueur d’une droite
indéfinie BB'; M le point attiré, à la distance OM= r.
Prenons pour variable l'angle 0 , compté à partir du
rayon MO, positivement dans un sens, négativement
dans l’autre, et considérons l’attraction exercée par un élément CG' sur lepoint M. Elle est dirigée suivant MC, et a pour valeur

/> x m x CG'

dVdV
p dï-a 'ÿ = 0,

équation linéaire aux différences partielles qu’on sait intégrer, et qui donne
pour V une fonction de a2 -f- (32, ou enfin une fonction de r seul.

On a donc, en changeant de variables,
dV _ dV dr
doc dr du.'
dV __ dV dr
dp ~~ dr dp'

dVt __ d^V / dr y
doc* ~~ dr2 \ du )

dV dV
1 dr du1*_ __W ( d r y d\ d*r

dp2 dr* [ dp J ^ dr dp

Mais l’équation r2 = a2 + p2 différentiée conduit aux relations:

d*Vu

dr a
du r

drr _ 1 _
do? — r r3’
dr p
dp"' r'

a2

_ 1_ £
dp2 r r3 *
d-r

B ;
d2V

On a d’ailleurs — 0.
Donc enfin

Fig. 61«

dJS dr\
du* + dp2 + dy*

d*Y 1 d7
* r dr

ê! ,
r2 dr \r j*3 J

d2VÇ--S)_ d^V dV
dr2 X r2 dr CM2+ d^ X ** dr2
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Or d-\On vérifierait aisément que, dans ce dernier cas, la somme — +ua*

est égale à — 47rp.CM= — ,
cosO

rdOCC'= c/.OC — d (rlang ô) = cos2 d

fu.m X rdA
ATTRACTION D üN CYLINDRE DROIT A BASE CIRCULAIRE, HOMOGENE, SUR UN POINT

SITUÉ SUR SON AXE DE FIGURE.tfOou à f [l-m — .L’attraction de l’élément est égale à r*cos2 ô x 67. Lorsque le point attiré M est suffisamment éloigné du cylindre
attirant AB, les actions exercées sur lui par les divers points du cylindre
sont sensiblement pa-
rallèles et s’ajoutent
ensemble. Si donc on
prend pour origine le
milieu O du cylindre,
et qu’on appelle 2a sa longueur, R son rayon , p sa masse spécifique, l la
distance OM de l’origine au point attirant, l’action exercée par le cylindre
AB sur le point M sera proportionnelle à l’intégrale

lr
_ TTR -d x X pH -J_ a

- jr=̂ F ’
où nWdx représente le volume d’un l’élément PP' situé à la distance x,et
l — x, la distance de cet élément Su point M.

On aura, en faisant l’intégration,

cos2 ô
Multiplions par cos ô pour avoir la composante de cette attraction sui-

vant MO; il vient
f f j.m cos BdO

Br
p I"o M7T *TZ

expression qu’il suffira d’intégrer en faisant varier 0 de — ^ à -f-
pour obtenir la résultante des actions de tous les éléments de la droite
indéfinie BB' : il vient

2 ’ Fig. G2.

— x[sin|-sin (— 2/// m
rr

— 2/^m
^ en tenant compte du signe que nous devons attribuer à lar

résultante cherchée.
Nous avons trouvé plus haut que cette résultante est égale à —
Donc G =2m, m étant la masse de la droite par unité de longueur, c’est-

à-dire, en revenant à la première question, la masse du cylindre par unité
de longueur. Si la densité p des couches concentriques était variable de
l\me à l’autre, on aurait *

27rRdR X p,

ou

"=->vx[py:; •"'-(ré-.-rh)
2a=’[RVxF—

expression dans laquelle le numérateur est la masse totale de la barre,
et le dénominateur l2 — a2 contient seul la distance /. La formule n’est
vraie que par les valeurs l qui sont suffisamment grandes par rapport à a.

Si l’on voulait appliquer cette formule à toutes les valeurs de /, on
arriverait à des conclusions
inexactes. Prenons le point M
dans l’intérieur du cylindre, à
une distance MB de l’extrémité

rR2

JRI
m =

équation où p représente la densité de la couche à la distance R de Taxe,
et R 4 et R2 les rayons de la surface interne et de la surface externe du
cylindre.

On en déduirait c B— — hrRi
J Rl

O' O M
/:RdR.C = 4TT

Fig. G3.
pourra supprimer la portion CB du cylindre sans changer l’action exer-
cée sur le point M. Car les points matériels contenus dans cette por-
tion sont deux à deux symétriques par rapport au point M, et l’homogé-
néité de la barre entra înant l’égalité des masses, les actions exercées
par la portion CB se détruisent deux à deux. Si donc MB = b , la barre
pourra être considérée comme réduite à la longueur 2a— 2^,
lieu O' sera à la distance a du point attiré M, car O'M est la somme des

B. Si l’on prend MC = MB, on
Le troisième cas à examiner est celui où le point M est à une distance f

de l’axe comprise entre R 4 et R2. Alors les couches dont les rayons sont
compris entre r et R2 sont sans action sur le point M, et tout se passe
comme si ce point était à la surface d’un cylindre indéfini de rayon r, ce
qui donne * rJRi

son mi-pRe?R.C = 4TT



15aD’UNE BARDE CYLINDRIQUE.

Cette fonction devra être intégrée de nouveau entre les deux sections
extrêmes A et B du cylindre , c’est-à-dire de x= — akx=-\- a. Il
vient pour l’intégrale générale
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moitiés des deux tronçons AC, CB qui composent la barre. La formule
donne donc __ TTRVX (2A — 26) ffRy (2a — 26 ) _ 2nR- p ( a — b)

. a2 — ( a — 6)2 îlab — b* 6(2a — b )
fonction qui devient infinie pour 6=0, résultat évidemment inadmissible.

L’erreur du raisonnement consiste à appliquer la formule, qui admet
pour / une grande valeur, à une valeur de l comparable à a ; dans ce

cas les actions de cer-
tains points delà barre
sur le point M ont une
obliquité qui n’est plus
négligeable, et le calcul

x approximatif qui ne te-
nait pas compte decette
obliquité doit être re-
jeté. Partageons encorela barre cylindrique en tranches NN' dont les abscisses soient OP = x,— x -\- dx. Puis décomposons ces tranches par des cylindres de mêmeque le cylindre donné, et dont les rayons PS et PS' soient égaux àr et à r 4- dr.

/ ( Z-*js + U2) >&
et, entre les limites x — — a } x=+ a,

II = 2np(îa + v' f l- a )* + R2 — \J [l + a)2 -p R2),r.
N

formule qui donne l’attraction exercée par la barre sur le point M (au
facteur fu. près), lorsque ce point est situé sur le prolongement de l’axe.
L’attraction ne devient plus infinie pour 1= a. Si l’on veut l’attraction
exercée par la barre sur un point de son axe de figure, on pourra sup-
primer une longueur de barre égale à 2b, et appliquer la formule précé-
dente en y remplaçant a par a — 6, et / par a, ce qui donne

S' pisA
P' M

K'

Fig. Ci.

11'=2np ^2(a-b) -f s/b* + R- — ^(2« — b)*+ R*)•
OP'
axe

A l’extrémité de la barre, les deux formules donnent
H = 2rrp ( 2(Z -j- R -p ci ~ -p R35) •

Si l’on suppose R très petit par rapport à / — n, il sera à fortiori très
petit par rapport à / -p a ; on pourra développer les radicaux en série
et ne conserver que les premiers termes. Il viendra

La masse d’un anneau SS' sera égale à 2-xrdr x d x x p ; elle exerce surle point M une attraction qui fait avec l’axe OX un angle SMP,dont le
/ — x

et qui, estimée suivant l’axe OX,est propor-

«
cosinus est

tionnelle au produit
27xrdrdxX p ( l — x ) %zrdrdx Xpd — x)

\!{ l — xf + r*x((Z — x)°- + ' ((/-*)* + -•)']'R2t.
II =2T I P X ^2a -f (/ —
= 2TT^î ^2a -p (/ — à] (1 -p

[ L -p a )
1 R2

2 ( l — a)
1 R 2

2 (/ -P «)

0Pour avoir l’attraction totale de la tranche N.Y, il faudra intégrer cetteexpression sans faire varier x, entre les limites r = 0 et r = R. Pour yarriver, posons (/ — .r)2 -p r2 = u2.
On en déduit, en différentiant sans faire varier x,

2rdr= 2udu,
0-(/ + «) !

(nh-«r.)l=V 2a. + /-- ( < + )
a R*
la-1" 2ce qui transforme la fonction à intégrer

2n Xdx X p (l — x) — 27rp [ l — x) dx X
du IL’intégrale généralede — est — - , qu’on devra prendre entre les limites

r = 0 etr=R, c’est-à-dire entre u — (l — x) et u=\J [l — x)* -p R2. Ilvient pour la premièreintégrale,qui donne l’action totale de la tranche NN',

en
c’est à-dire la valeur trouvée d’abord par la méthode approximative.

m SOLIDE DE PLUS GRANDE ATTRACTION.
68. On donne un corps homogène, de densité p et de volume V connus,

et on demande quelle forme il faut attribuer à ce corps pour que l’attrac-
tion qu’il exerce sur un point donné, p, soit la plus grande possible.

1 1

J = 2Tî/5 Çdx — ( / — x )dx
R3

2n p ( l — x) d x X L — x y/( / — ic)s + Ra
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1° Par le point y. menons une droite quelconque rencontrant le corps

attirant. II faut d’abord, pour que l’attraction
soit la plus grande possible, que les points ma-
tériels rencontrés soient tous d’un même cô té
de y , pour que leurs actions s’ajoutent au lieu
de se retrancher ; ensuite, que leurs distances
à p. soient les moindres possibles.

Le résultat de ces deux conditions, c’est do
placer p. à la surface même du corps attirant.

2° Deux molécules m, m' , de même masse,
placées à la surface du corps attirant , exercent
sur le point p. des actions dont les compo-

santes, estimées suivant la direction de l’attraction totale, doivent être
égales.

Soient en effet r et r' les distances my., m' y.,et 6, 0' les angles de ces droites

avec la direction de l’attraction totale ; si on avait cos °^ /^> rQS °'r* ^ r'i
on pourrait accroî tre l’attraction totale en réunissant la molécule m à la
molécule m'.

Donc l’équation de la surface terminale est 22^ — Const., ou bien
?*-, J — A 2 cosO, en appelant A la constante. Elle définit une surface de révo-

lution dont l’axe est la direction de l’attraction totale.
Soit OX cette direction, O la position du point y.. L’équation de la méri-

dienne en coordonnées rectangles sera

x2 - j- y* =

On a pour intégrale générale

Y m-G33 /— f
R >/ A4* -yj’

et entre les limites x = 0, x= A,
li x Ji».15n Xv =

vY— v-V 4 T7
Fi". C2. Donc A =

Reste à trouver l’action totale exercée sur le point 0. On y parviendra de

la manière suivante. Observons qu’une molécule m placée en M sur la sur-
face du corps donne lieu à la même composante suivant OX que si elle

é tait placée en B, de sorte qu’on peut, sans changer l’attraction totale, ré u-
point B toutes les molécules appartenant à la couche extérieure.

Observons de plus que la courbe 0MB ne dépend que d’un seul paramètre
À = OB ; de sorte qu’en faisant varier A , on obtient une série de courbes

toutes semblables entre elles, et semblablement placées par rapport au

point O. Les volumes des solides de révolution correspondants à ces courbes
successives sont proportionnels à A3.

Considérons les molécules comprises entre la surface A et la surface
A -f c/A ; le volume compris entre ces deux courbes est la différentielle de

— n\z ;

mr au

x V =

(** +!/*) *= A2*,

15

t 77 A é/A.
5

4
La masse correspondante est - 77pA2dA ; cette masse réunie au sommet C

o
de la couche exerce sur le point O l’attraction

„ 4 ..
f /* Xr npaA,

et par conséquent l’attraction totale est la somme

Ck 4 , 4I / TTpaX. = - fy.Tcp X A.

C’est la plus grande action que la masse pV, distribuée d’une manière
homogène, puisse exercer sur le point y..

ou c’est donc d\=
ou enfin

( j,’î + y*j3 = A¥.

Pour achever la solution, il reste à chercher le volume de ce solide de
révolution, et à l’égaler au volume donné V.

Faisant y = 0, il vient pour déterminer la longueur OB de l’axe xs=k-x;
celte équation donne x= 0 (point O) et x=k.

Le volume du solide est exprimé par l’intégrale
rx= kv= /J X — 0

7xy^dx.

Or y*= (A2#)"

3 æ2. Donc

V=jf *[(A‘*)*-*’l dx= [lJT*x\dx-X*dx].
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cordes AD, BC, ont le même point milieu I. Donc les longueursles deux
AB, CD sont égales.

70. Dé finition. — Deux ellipsoïdes concentriques et ayant les mêmes

plans principaux sont homofocaux quand la différence des carrés des

demi-axes de même direction est constante.
Soit par exempleCHAPITRE II

•Ç* , £ , ÿ
' b* ' c2

l’équation de l'un des ellipsoïdes, et

& , 2/1 , *
a'2 ‘ fort * C'2

l’équation de l’autre surface. Ces deux surfaces seront homofocales si l’on
a les égalités

= 1

A T T R A C T I O N D E S E L L I P S OÏ D E S.

=1

09. Nous supposerons que le système attirant P soit formé de
clies .homogènes, comprises entre des surfaces ellipsoïdales concentriques,
semblables et semblablement placées, de telle sorte que, l’équation de l’une
de ces surfaces étant

cou- a!2 — a2 = b'2 — b2 = c'2 — c2 .

On en déduit
a'2 — b'2 = a2 — b2,

ce qui montre que les ellipses principales obtenues en coupant les deux
surfaces par le plan des xy ont les mêmes foyers. Il en est de même des
sections faites dans les deux surfaces par les autres plans principaux.

Étant donnés un ellipsoïde et un point (a, p, extérieur à la surface, on
peut toujours faire passer par ce point une surface ellipsoïdale homofocale
à l’ellipsoïde donné. Appelons a , b , c les demi-axes de l’ellipsoïde donné,

et a', b\ c' ceux de l’ellipsoïde cherché ; on aura pour déterminer a' t

b', c' les trois équations :

X2 7/2 *2

a2 + b2 + 7 = 1.
l’équation de l’autre soit

. y- . 32
ï* + 6* + 3“ ^

p. étant un nombre infiniment peu différent de l’unité. Nous traiterons
d’abord la question pour un point M situé à l’intérieur d’un ellipsoïde creux,
couvris entre deux surfaces semblables. Puis nous exposerons la méthode

de M. Chasles, qui simplifie par des considéra-
tions géométriques la recherche des compo-
santes de l’attraction.

Avant d’exposer celle théorie, il convient de
rappeler quelques lemmes préliminaires.

LEMME Ier. — Étant données deux surfa-
ces du second degré , semblables , semblable-
ment placées , et ayant même centre O, si l'on
mène une droite ABCD qui rencontre ces deux
surfaces , les segments AB, CD interceptés sur la
droite par les deux surfaces seront égaux .

En effet, menons par la droite un plan quel-
conque; il coupera les deux surfaces suivant deux courbes du second ordre
semblables, semblablement placées, et concentriques;ces deux courbes ont
respectivement les mêmes systèmes de diamètres conjugués, et par suite

a'2 — a2 = b'2 — b2 = c'2 — c 2,
îL + êl + ?i =i.a' 2 ^ fri^ crl

Prenons pour inconnue la différence commune
il = a'2 — a2 = b'2 — b2 = c' 2 — c-.

\

A

On en déduit
C'2= <.2 + K ,b'2 = b2 -h u,a'2 = a2 + w,

et

‘ b2 H- u c* + M
a2 =1.

a2 4- u

Cela posé, le point (a, p, 7) étant en dehors de l’ellipsoïde (a , b , c) , on a
B2 y2

‘ > 1; si donc on donne à u des valeurs positives graduelle-
C-

a2

âi + b* +
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en observant qu’on a à la foisa2
ment croissantes, les fractions . . décroîtront d'une manière con-

fl4 + «’
tinue, et on rencontrera nécessairement une valeur de u qui rendra leur

b'2 — b* = a' 2 — fl2 = c' 2 — c-t
puisque les ellipsoïdes sont homofocaux, et

x2 ?/2 z2 _
? + b* + 72 =

puisque le point ( x, y , z ) appartient au premier ellipsoïde.
75. Lemme III. — Soient M et N deux points pris sur la surface de l’el-

lipsoïde ( a , b , c ) ; M' et iY les deux points respectivement correspondants,
l’ellipsoïde homofocal (a', b%*). On aura l'égalité

OM X ON'X cosMON'= OM' X ON X cosM'ON.

La direction OM fait avec les axes coordonnés des angles dont les
cosinus sont respectivement

a2 P2 27 égale à l’unité ; et il n'y aura que cette+somme a2 -f- u ’ b2 u ' c2 + u
racine positive, car, à partir de cette valeur particulière, l 'augmentation
de u entra îne la diminution des valeurs de chaque fraction , et rend leur
somme inférieure à l’unité.

1- 1,

On en déduira pour a, b , c, des valeurs réelles, puisque u est positif. Les
axes a’ , b' , d seront respectivement plus grands que les axes a, b, c, de
sorte que le nouvel ellipsoïde enveloppera entièrement le premier.

71 . Dé finition. — Étant donnés deux ellipsoïdes [a , b, c) et (a', bf , c') ,
concentriques et ayant les mêmes plans principaux, on appelle points cor-
respondants deux points M et M', le premier ayant pour coordonnées x, y ,
z , le second ayant pour coordonnées x', y' , z' , lorsqu'on a entre ces coor-
données les proportions suivantes :

pris sur

«VyX

OM ’ OM ’ OM *

x, y , 2 désignant les coordonnées du point M.
La direction ON fait de même avec les axes des angles dont les cosinus

cr
X a c

sont
Il est facile de voir que si le point (x , y , z ) appartient à l’ellipsoïde

(a, b, c ) , le point ( x' , y' z' ) appartient à l’ellipsoïde (a' , b' , c' ).
ii^ z! étant respectivement égaux aux rapports

z
- , la somme des carrés des trois premiers rapports est égale à l’unité

f i m f i
ON ’ ON ’ ON’

xrEn effet les rapports xt , î/J , z1 étant les coordonnées du point N.
cif

Les coordonnées de M', correspondant de M, seront - x
Cl

cosinus des angles de OM' avec les axes seront par conséquent

b' c' . .
Y- y , — 2 , et lesb cx y

a' b’ c
emmême temps que la somme des carrés des trois autres.

Étant donné le point M, on en déduit sans ambiguït é le point M', corres-
pondant du point M.

Les sommets des axes de même nom sont des points correspondants.
Si des points M sont en ligne droite , les points correspondants M’ seront

aussi en ligne droite , et si la première droite est parallèle à l’un des axes
principaux, la seconde sera aussi parallèle à cet axe.

72. Lemme II. — La différence des carrés des distances, OM'2 — OM2,
du centre commun des ellipsoïdes à deux points correspondants M' et M,
situés respectivement sur deux ellipsoïdes homofocaux, est constante.

On a en effet

b’ y c'za'x
a X OM'’ b X OM'’ cxOM'’

de même les cosinus des angles de la direction ON' avec les axes seront

b' yi _
a X ON'* b X ON' ’ ex ON'

c'za'x

Nous aurons donc à la fois

b'Via'x c' zl-1- -'J- Xa X ON'^ OM
i Kix

' H ON ^

cosMON' = -#, x ' + OM X
3, c' z

' ‘ ÔN x c X OM'
*

ex ON'*OM b X ONI b' ya'xcosM'ON = x( x' 2 -h y*+ z' 2 ) — (,x2 + y2 + z2) bx OM
Donc

a' xxt , b' yyi , c'zzi
a ' b * G

a* = ON X OM'cosM'ON ,OM X ON'cosMON'=
> r - ,/2 ^2Î + L J.1

a2 ^ b2 ^ c2 j= a'2 — a2,= [a'2 — a2 et l’égalité est démontrée.
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74. Lemme IV. — Les distances MN', M'N sont égales. En effet on a , en
vertu du lemme II,

SUR UN POINT INTÉRIEUR.
Pour avoir l’action totale subie par le point M de la part du système

ARCD, il suffit de faire la somme de ces différentielles en faisant varier
r de r=MA à r= MB; ce qui donne pour résultat

fppta X AB.
L’action subie par le point M de la part du système A'B'C'D', action opposée

à la précédente, a de même pour valeur

fjtpoi X A'B'.
Elle est donc égale à la première, car A13 = A'B' (lemme I), et le point M
est en équilibre.

Corollaire I. — Cette conclusion étant indépendante des grandeurs abso-
lues AB, A'B', et supposant seulement ces deux grandeurs égaies, subsiste
encore quand le système attiré se réduit à une couche homogène infiniment
mince, comprise entre deux ellipsoïdes concentriques semblables infiniment
voisins.

Corollaire IL — Elle subsiste par conséquent encore quand le système
attirant, compris entre les surfaces S et S', est formé de couches infini-
ment minces, séparées les unes des autres par des surfaces ellipsoïdales
concentriques et semblables, la densité étant la même dans toute l’étendue
d’une même couche, et pouvant varier de l’une à l’autre.

Corollaire III.— La fonction V est constante pour tous les points M
f/ Vsitués à l’intérieur de l’ellipsoïde S'. Car les trois dérivées partielles y- ,

143

OM'2 — OM*== ON'2 — ON 2,

puisque M' et M, N'et N sont des points respectivement correspondants.
Donc ÔM2 -1- ON'2 = ÔM'2 + ÔN2.
On a de plus, en vertu du lemme III,

20M x ON'cosMON'= 20M'X ON X cosM'ON.
Retranchons cette égalité de la précédente, il vient

ÔM* -f ÔN'2 — 20M x OM'cosMON'= ÔM
"

'2 + ÔN 2 — 20M'x OM cosM'ON,

ou bien
MN'2 = M'N 2,

ou enfin
MN'= M'N.

ATTRACTION D UN ELLIPSOï DE CREUX HOMOGèNE SUR UN POINT INTéRIEUR.
75. Supposons que le système attirant soit un solide homogène, compris

entre deux surfaces ellipsoïdales semblables et concentriques S et S', et que
le point attiré M soit situé à l’intérieur de la surface S'.

La résultante de toutes les actions exercées sur le point M est nulle. Il
suffit pour le démontrer de montrer que deux
cônes infiniment petits , opposés par le sommet
au point M , interceptent dans l’épaisseur du
solide des masses ABCD, A'B'C'D', dont les attrac-
tions sur le point M sont égales.

Appelons o> la mesure de l’angle solide com-
mun à ces deux cônes ; o est l’aire de la
surface interceptée par le cône sur la sphère
décrite du point M comme centre avec un rayon
égal à l’ unité. Coupons le volume ABCD en tran-
ches infiniment minces pq , par des surfaces
sphériques décrites du point M comme centre

avec des rayons r = Mp. La base pq de l’une de ces tranches sera wr2, et
son volume ur*dr ; sa masse enfin sera wr^dr, p étant la densité de l’ellip-
soïde ou la masse de l’unité de volume. L’attraction exercée par cette tranche
sur le point M a pour valeur

dV dV
(h * cLf ’ ^ui mesurent *es composantes de l’attraction, sont séparément
milles.

IJ en est de meme tout le long de la surface interne d’une couche ellip-
soïdale infiniment mince.

4

ACTION D’UNE COUCHE ELLIPSOÏDALE HOMOGÈNE SUR UN FOINT EXTERIEUR.
76. La couche homogène attirante est com-

prise entre une surface ellipsoïdale S, et une sur-
face SA concentrique , semblable et infiniment
voisine. Appelons p la masse spécifique du solide
ainsi limité.

Par le point M extérieur à la surface S, faisons
passer ( § 70) une surface S' homofocale à S ;
nous imaginerons une couche ellipsoïdale de den-
sité p', comprise entre la surface S' et une sur-face S/ concentrique, semblable à la surface S', et ayant avec celle-ci le
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meme rapport de similitude qui existe entre les surfaces S et S,. Je dis
que la surface S,' sera liomofocale à la surface S4.

Soient en effet a, b, c les demi-axes principaux de l’ellipsoïde S, et X le
rapport de similitude de S, à S; les demi-axes de l'ellipsoïde S, seront
Xa, ).b, Xc ; appelons de môme a\ b' , c' et Xa', lb' , Xc' les demi-axes des
ellipsoïdes S' et S/. Nous aurons

144 SUR UN POINT EXTÉRIEUR.
correspondants, on aura MA = M'A' (lemme IV) ; de plus nous venons de
prouver qu’en appelant do/ le volume élémentaire A', on a

145

, . , a' b <:'du = flwX — ,— .abc

Appelons V' la valeur de la fonction V relative au point M' attiré par la
couche S'S,'; nous aurons, en étendant les sommes à la totalité des élé-
ments des deux couches,

XV* — XV2 = X*(a'2 A2),
XV'2 — XV2= X2 [b'- — b- ) ,
XV2 — X2c2 = X2(c'2 — f 2).

a' b'c'p X du XOr a'2 — a2 = b' - — b~=c'2 — c2, puisque S' est liomofocale à S; donc
aussi

y E-Ê!*M'A'
a'b’c'
abc

abcV' = = 2 MA
pdu _ p'a'b'c y
MA “ pabc X ’=''x( Xa')2 — (Xa )2 = (Xô')* — { Xb )* = (Xc')2 — (Xc)*

/5

et S/ est homofocal à S,.
On passe ainsi d’un point quelconque M pris dans la couche SS, ;

point M' qui lui correspond dans la couche S'S,', en remplaçant les cooi -
aJoc b' n c'z

données x, y , z du point M par les produits — - , - - , — ; et par suite, à
Cl 0 c

volume quelconque pris dans la première couche correspond dans la
Cf'seconde un volume que l’on déduira du premier en multipliant par — les

b' les dimensions parallèles aux y,

c'par - les dimensions parallèles aux z ; le volume sera multiplié lui-môme
C

. a' b'c'
piif le produit

Cela posé, imaginons qu’on décompose la couche SS, en éléments de
volume A, que nous représenterons généralement par la différentielle du;
la masse de l’élément sera pdu , et pour former la fonction V relative au
point M, il faudra faire la somme

Il y a donc un rapport constant entre la valeur de la fonction V, relative
au système (M, SS,), et la valeur V' de la môme fonction relative au système
correspondant (M', S'S,'). Or (§ 75, Cor. 111) la fonction V' est constante
lorsque le point M' parcourt la surface S ; donc la fonction V est aussi con-stante lorsque le point M parcourt la surface S', liomofocale de S.

Donc (§ 55 ) la surface S' est une surface de niveau, et par conséquent
l'attraction totale exercée par le système SS, sur le point M est normale à
la surface S'.

r. i

un

dimensions parallèles à l’axe des x, par nn T » * V' pa'& C'77. L égalité 1— r—V pabc
couche ellipsoïdale homogène, S' la couche lio-
mofocale passant par M. Soit S" une seconde
couche homogène, liomofocale à la couche S', et
par suite homofocale à la couche S. Prenons les
points M' et M", correspondants au point M
les couches S et S".

conduit à une autre conclusion. Soit S une

sur

Appelons V le potentiel de M par rapport
système S, V' le potentiel de M' par rapport à S';
V, et V,' les potentiels respectifs de M par rap-port à S" et de M" par rapport à S'; soient a,,
blt cA les demi-axes de la surface S". Nous aurons les égalités

V' _ p'a'b'c'
pabc 1

vq _ p'a'b'c'
V, “

De plus V,'=V; car les deux points M et M" sont à l’intérieur de lacouche S'.

au

^
pdu
MA ’

étendue à tous les éléments de la couche SS,. Nous poserons donc

V “

MA

*•

Prenons sur la surface S le point M' correspondant à M ; puis détermi-
dans la couche S'S,' les éléments de volume A' qui correspondent aux

éléments A de la couche SS4. Les points M, M' et A, A', étant respectivement
nous

V. — MÉC. CfU.KNOX. 10
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par une tranche élémentaire, d’épaisseur dr, située à la distance rdu point
attiré, a pour mesure

Donc
V __ pabc
\ j piai^ici

Les potentiels du point M par rapport aux deux couches S, S" sont pro-
portionnels aux produits des axes de ces couches par leur densité. Il

est de même des dérivées partielles des fonctions V et V, par rapport
aux coordonnées a, p, ^ du point M. Donc les composantes des attractions
exercées par les couches S et S" sont entre elles dans ce môme rapport :
propriété qui subsiste encore à la limite lorsque le point M touche extérieu-
rement la couche S".

f / j.pdtodr ;
il faut intégrer cette quantité par rapport à r entre les limites r = 0 et
r = MA, puis entre les limites r = MB, r = MC. Le résultat est

JT
ftxpdu (MA + DC) = 2 ffxpdca X MA,en

en observant que MA= BC (§ 69 ).Telle est la mesure de l'attraction exercée
dans la direction MC par la matière comprise dans le cône élémentaire. Pour
avoir la projection de cette force sur la normale, il faut multiplier par le
cosinus de l’angle AMN = a; et indiquant la sommation de toutes les com-posantes semblables prises à l'intérieur du cône PMO, on aura pour la résul-tante cherchée

ACTION D’üNE COUCHE ELLIPSOÏDALE INFINIMENT MINCE SUR UN POINT M PLACE
SUR SA SURFACE EXTÉRIEURE. R = X MA cosa.

Lorsque l’angle a est très petit, MA cos a est sensiblement égal à
l'épaisseur MD de la couche au point M, ce qui permet de remplacer
iï/to x MA cos a par MD x et en observant que la somme des éléments
sphériques du à l’intérieur du cône PMQ est sensiblement égale à la moitié
de la surface sphérique, ou à 2?r, puisque les angles PMN, QMN sont droits
à la limite, il vient en définitive,

78. Cherchons l’action exercée sur un point matériel M, de masse p.,
placé sur la surface extérieure S de la couche homogène comprise entre
deux surfaces ellipsoïdales S et S', concentriques, homothétiques et infini-
ment voisines l’une de l’autre.

La résultante cherchée MN est normale à la surface S (§ 76).
Menons du point M le cône des tangentes à la surface intérieure S'; ce

cône touche l’ellipsoïde S' suivant une courbe plane PQ, et prolongé,
détache de la couche matérielle toute la
masse comprise entre ce cône et la sur-
face S', masse profilée sur la figure sui-
vant les segments elliptiques M/;//, Mqq'.
L’intervalle des deux surfaces étant in-
finiment petit, les tangentes MP, MQ sont
sensiblement normales à la droite MN,
et par conséquent les masses retranchées
par le cône des tangentes exercent sur
le point M des attractions perpendicu-
laires à la résultante cherchée. Il est
donc inutile d’en tenir compte pour la
recherche de cette résultante.

Nous décomposerons la couche en éléments coniques, infiniment petits,
ayant leur sommet commun au point M , et compris dans le cône tangent
Mp, Mq.Soit do la mesure de l’ouverture de l’un quelconque MCC' de ces
cônes élémentaires, c’est-à-dire la mesure de l’aire au polygone intercepté
par ce cône sur une sphère de rayon égal à l’unité, décrite du point M comme
centre. Appliquons la méthode suivie § 75. L’action exercée sur le point M

R = inf / jpX MD.
79. Cette démonstration, dont on s’est longtemps contenté, n’est pasrigoureuse, car elle suppose a très petit, tandis que a doit varier deO auxangles PMN, QMN, qui sont voisins de l’an-

gle droit. Le résultat est cependant exact,
grâce 5 une compensation d’erreurs, ainsi
que nous allons le démontrer.

Par la normale MN faisons passer
série de plans infiniment voisins,
pant sous l’angle do ; l’élément sphé-rique do) peut être déterminé par la ren-contre de la sphère avec deux de
plans, correspondants aux angles 0 et 0 -h rfO, et avec deux cônes droits derévolution autour de MN, définis par les angles a et a -f- d%. Appelons ula longueur MA, correspondante aux angles a et 0. Nous aurons

du= dot X d0 sin «,

M

, iune
se cou-

N

Fig. C8.ces

Fig. 67.

el

B = -//V / f 11COSasinccdocdâ

-tHpJ d0 J*
MCOSasillada.

1
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La première intégration portera sur la variable a, qui sera prise entre
les limites a = 0 et a = IMP, dans un azimut défini par une valeur de 0

quelconque ; ensuite on fera varier 0 de 0 à 2 /r, pour faire la sommation
dans toute l 'étendue du cône.

Le point M étant infiniment voisin de la courbe S', l’arc PD est infiniment
petit , et peut par conséquent être confondu, aux infiniment petits du troi-
sième ordre près, avec un arc de parabole qui aurait son sommet au
point D, qui aurait pour axe la droite MN, et qui toucherait la droite MP
au point P.

Le point D est le milieu de la distance Ml, projection de MP sur la nor-
male MN. Appelons p l’angle PMI, limite de l’angle a, et e la distance MD.

L’équation de la parabole DP, rapportée à son axe et à la tangente au
sommet, est de la forme

148 SUR UN POINT DE SA SURFACE,

développé en série par la formule de binôme, puisque le second terme

est au plus égal à l’unité; il vient alors

149

/ tangaX
\tang (V

8

I 1 tang2 a 1 tang4 a
2 taïig2

j3
~~ 8 tang4£

série dont les termes successifs sont de plus en plus petits en valeur ab-
solue.

L’expression à intégrer prend la forme

1 psinada , 1 /J sin a tang2 ada
2 tang2|3

tang2a
tang2 j3\A- l — + • • •»

+ 8 tang4|3

Remplaçons tang2 p par — , puis supprimons les facteurs communs; il

vient, en bornant la série à ses deux premiers termes,
, 1 tang*«

«sinada + ^ — ~

Intégrons de a = 0 à a — p ; nous aurons pour le premier

e (\ — cos ;

quant au second, observons que s est infiniment petit, tandis que p est une
E2

quantité finie; de sorle que le facteur constant est un infiniment petit

y- = 2px ;
ici

y= «sma. x — u cos « — E.
sin ada.Donc

«2 ?in 2 a — 2/; (« COSa — E).
On en déduit, en résolvant par rapport à u, et en prenant la moindre
racine, celle qui correspond à la valeur négative du radical,

v 2s tang2 «P P 1 —u= sinatanga sinatunga P 2P

j*
tang2 a sin acZa. Sans faire entière-Mais au point P on a x= e, a = p, et par conséquent

u sin^ = ^2ps,
u cos £ = 2s,

du second ordre. L'autre facteur est

ment celte intégrale, nous pouvons en déterminer une limite supérieuft.
Le facteur sin a étant toujours compris entre 0 et 1, nous avons l’iné-
galité

f: f:tang2ada*tang2 a sin ada <d’où l’on déduit tangp=
2e 1

Remplaçons — sous le radical par — -.) 0

Or
; il viendra

J'tang-ocdz = J*1 — COS2 a
(la. = tang a — a,cos2 a

(• — \A tang2a\
iang2 j3y *Pu = quantité à prendre entre les limites 0 et p. L’int égrale cherchée est moindre

que tangp — p, et a fortiori moindre que tangP ou que
sin « tanga

Multiplions les deux membres par cosasinadx : Le produit

est donc plus petit que ~ x y/-^ ou que ^ infiniment petit de

. Dans un calcul où l’on doit négliger les infiniment petits d’un

P cosa
tang a

MCOSaSinada = da V
'3l'ordre ^expression qu’il faut intégrer de a = 0 à a = p. Le radical peut être
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ordre supérieur au premier, on doit effacer le second terme de la série, et
à plus forte raison les suivants, qui sont d’un ordre plus élevé de petitesse.
Il reste alors pour l’intégrale

Les équations de la normale sont

(sHêHi)’£ (1 — COSp),

ou à la limite, pour p égal à l’épaisseur s de la couche comme le calcul

sommaire nous l’avait appris.
On a donc en définitive

et les cosinus des angles que cette droite fait avec les axes sont égaux res-
pectivement à

a! P V

+ fi' -+ vr-’ Vct'* + j3'2 + y'2’ Sla1'1+S'2 + •/ ’
Il — 4TT f[J.p X £,

t = MD étant l'épaisseur de la couche au point M.
80. On peut transformer cette expression. Soit O (fig. 07) le centre

commun des deux surfaces. Joignons OM ; cette droite coupe en E la sur -
face S'; abaissons du point O la perpendiculaire OF sur le plan tangent à
l’ellipsoïde en M ; les triangles MDE, OFM seront semblables, et si on ap-
pelle P la distance OF du centre au plan tangent, on aura la proportion

MD __ OF _ J>_
ME“OM — OM*

ou bien à
a

rt2 P«
a2 *V(5)*+(«/+ (*)’

P
62 _ P0

“ 62 *

y
On en déduit c2 _ PV~ 62 *MEMD = P X =OM *

et comme les ellipsoïdes S et S' sont semblables, si a est le demi-axe de

l’un, et a — da le demi-axe de l’autre, ^ sera égal à — . Donc enfin
UJI Ct

Le signe +, attribué aux radicaux, correspond à la normale extérieure;
comme l’attraction totale est dirigée suivant MN, c’est-à-dire suivant la
normale intérieure, il faut prendre les radicaux avec le signe — , de sorte

Pa __ P? P7
a2 ’ ù2 ’ "

Appelant X, Y, Z les composantes de R suivant les axes des ellipsoïdes,
nous aurons donc

PdaR = 4;TF[xp •

Pour avoir les composantes de R parallèlement aux trois axes principaux ,
il suffit de multiplier R par les cosinus des angles que fait la normale MN
avec ces trois axes, ou, ce qui revient au même, par les cosinus des angles
que le plan tangent fait avec les trois plans coordonnés.

a2 62 -rSoit -4 + r. + » “ 1 l’équation de l’ellipsoïde,
a- o2 c-

Le plan tangent au point (a, p, 7) a pour équation

. êê.' j.v\
a2

~
11 ^

La distance P de l’origine au plan tangent est donnée par Féquation

que les cosinus à employer sont — c2

t

da— bnfiipV -ct — ,

Y=-4nfH.pV*?g,=-WW?'? § •
Z=-ixfrpV' yg=-4nfppVlyJ-

On peut vérifier sur ces formules que la fonction V est constante tout le
long de la surface S. On a en effet

X =

R

d\ da

^ =-4^1««-,
dV db
d(i
dv

/ dc— = -4^1’*,^-,formules vraies pour tous les points de l’ellipsoïde.

ir = »

vS+I+ï
où le radical doit être pris positivement.
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Pour que la surface extérieure passe par le point M, il faut de plus qu’on ait

îl + êl + vî
arl

~
(,'2 T- Cn

Soit enfin P' la distance de l’origine au plan tangent mené à l'ellipsoïde
( a' , b' , c' ) au point M; les composantes de l’attraction de la couche
( a' , a' — da' ) sur le point M seront (§ 80).

155

On a donc, avec cette restriction,

d\ d\dX (3) =1.didY = da. 4- ^ dp -}-d? dy

= — ivpV* ( adx^ ~ + ydy )

F($+¥ +$) •
da'- -r,quantité identiquement nulle en tous les points de l’ellipsoïde, puisqu’on

«a l’équation
Ci2 <52 V2
-s + ^ + ^ =i-a1 b2 c- da'-4T/>,0P'2V -c,-2.

abcEn les multipliant par le rapport

couche (a, a — da ) , savoir :

on aura les composantes de laATTRACTION D üN ELLIPSOÏDE HOMOGENE SUR UN POINT EXT ÉRIEUR. a'b'c'5

81. La méthode que nous suivrons consiste à décomposer l’ellipsoïde en
une série de couches infiniment minces par des surfaces ellipsoidales sem-
blables. Supposons que les demi-axes de l’ellipsoïde donné soient A, B, C,
et qu’on ait A < B < C, le signe < n’excluant pas l’égalité. Appelons
encore a, p, ^ les coordonnées du point M, auquel nous attribuerons une
masse p., et soient X, Y, Z les composantes de l’attraction totale estimée
parallèlement aux axes.

Cherchons d’abord les composantes de l’attraction correspondante à une
couche ellipsoïdale définie par les demi-axes a et a — da, b et b — dby
c c — de ; nous aurons entre ces quantités et les demi-axes de la surface
extérieure les relations

rfx -*” w**
a£ë =-wxw
beda

b*àÛ 9

beda
c*âd? y

dX — — 4(4)

dZ — — 4;r///pP/2y

, . da' daen observant que — = — .
Cl G*

82. Nous allons exprimer toutes les variables a , b , c, ab' , c' , et P'^n
fonction d’une même quantité u, définie par l’équation

ab (5)Ca u ;
A B C’ a

(D deda db le nombre u sera compris enlre 0 et le rapport ~ du demi-axe de la
surface de 1 ellipsoïde au demi-axe de la surface homofocale passant parle
point M.

On en déduit a'=u
Mais des équations (2) combinées avec les équations (1) on tire

6'2 = fl'2 + b2 -fl2 = fl'2+ fl2

a b c

Nous savons (§ 76 et 77) que la couche ellipsoïdale [a , a — da ) exerce
sur le point M une action de même direction que la couche homofocale
(a' , a' — da' ) passant par ce point M, et que ces actions sont entre elles
comme les produits abc et a'b c', en supposant que ces couches aient la
même densité p. Les demi-axes de la couche homofocale, a' , b\ c', a'— da\
b' — db' , d — de' , seront donnés par les relations

fl'2 — a* — b' - — b2 = c'2 — c2,
d a' d a d b' d b d e' d e

77 — y’

•< J (?-)
et par suite

(2) «.(1+ 2?U2 ^ A2 )•^2 = — 1
A' a
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B2 ou LienNous ferons, pour abréger, ~ — 1 — ; 2, et nous aurons

ÏT7Î» dn

f (3X8 P'2M3
ahlu a'\lu

(la =a\/là + p'2

Substituons P'2da dans les équations (4) ; nous aurons

(ix=- x b^~‘ = — Wwix^Ju,1C2
Faisant de même — — 1 — >/*, il viendraA2

14 -w'2-U1

Remplaçant a\ b' et d par leurs valeurs dans l’équation (3), on obtient,
pour déterminer a en fonction de u, l’équation

c’ = a a’ -bc- du,d\= 4TTFPPFI X b’*c'
a’ -bc du.dZ = — Anfaoy X b'cfi

«• i*2 2 Remplaçant enfin a' , b' , cfc et c par leurs valeurs en u, il vient successive-
ment

y(G) v =!•+

2 BC« A2qui donne BC

*v r̂ 2 V2

«2 V/î+^ V/^ +i'î
6'c'a2tt2 4- I + A2

1+ Au-)r 4- «
Zi2 BCM*

A2\j(1 + a2M2) (4 4- )/2u2)
*

On exprimera ensuite a' , b' et c' en fonction de u.
Pour exprimer P', on emploiera la formule a2

BCbc<i’ -bc ü2
X F? ^1 a4

VÎ+^ x (i+^) “*
Z>/5c'p/2

__
+ A*A2a2 A* v2 — 20* V

5* + ('+« (* + y BC**2
4.

A*(l + i*tt*)V(l + *'*#*) ’
Enfin, il faut exprimer da en fonction de du ; on tirera da de l’équation (G)
en la différentiant. Il vient

«*
BC/ /2a,2£/e a'2 t t*

XAV3 “ c'2 X &'c' “ A2 + Â*w2) (1+ À
,2M

,2j
y2 x-i «2

a*M — BCM22

A2v̂ +wx (i +.;/2it2) ida = v/ 12 v2
a2//2 4- P + Donc1 1

/24- A >'2 + — 2t/ “ BC u-dudX = — Anfupot. X TT/«W + j.? + - * \ ciav (y + g) (*•+*);
A* v/fl + ).*fl*) (1 + Wj

u-du

- J

BCdY = — fafrpp x TTA* y/(l 4- /2w2)3 ( l 4- }/2M2)
u-du

*v1 C2 v2Pa2«24- -u3 + BC1 1>'2 4- i rfZ = — 4TT/>PV X TT>-2 4- -4 A* v'fl + ^w2) ( l 4-;/2«2)3K* U2
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Si l’on observe que la masse totale M de l’ellipsoïde est égale a

4- TTABC x p, on pourra écrire plus simplement

p X />«

157

Donc enfin
et Y = * ia.

a dk
à (XX) a Y

0 ’(9) J/

5M T d (XX )
De même Z =-y/(l + x2«2) ( l +

u-du

V/( l -f
u-du

a d.V
84. Remarques. — 1° Supposons que le point M soit placé sur la sur-

face extérieure de l’ellipsoïde. Alors on a

grales qui figurent dans les équations (8) sont les nombres 0 et 1. Ces int é-
grales prennent des valeurs numériques complètement déterminées dès qu’on

X Y Z
connaît les nombres X et X'; les rapports -, - , - sont donc indépendants

CL \ j 7
de la position du point M à la surface de Vellipsoïde.

2° Si le point M était à l’intérieur de l’ellipsoïde, tout se passerait comme
si l’on retranchait du système attirant toute la matière comprise entre sa
surface extérieure et une surface semblable menée par le point M; on aurait

Xdonc encore la limite —A
valeurs. Il en est de même aussi du rapport

3M
(7)

=1, et les limites des inté-
3MdZ = -p x fpt V(1 + /2u2 ) (l +Y1u* f

Il n’y a plus qu’à intégrer ces fonctions entre les limites u — 0 et

— ^; ce qui donne, en indiquant seulement l’opération à exécuter,

r

A

I3M u2duX= — X froc
i + A2K2) (1 + /V-Ô

=1, et les intégrales définies conserveraient leursf u*du(8)
V(1+ À*«*)s(l -t - /'V2 )’ qui correspond à l’el-

lipsoïde semblable ; car les masses des ellipsoïdes semblables sont entre
Xelles comme les cubes des demi-axes homologues. Donc les rapports - ,

Y Z— , — sont constants, quelle que soit la position du point attiré à l' intérieur
ou à la surface d'un ellipsoïde homogène.

3° Les intégrales peuvent être obtenues sous forme finie quand la sir-
face est de révolution : mais alors deux cas sont à distinguer. Nous avons ad-
mis que A était < B, et que B < C ; ces inégalités sont nécessaires pour que
les rapports X et x' soient réels. L’ellipsoïde peut être de révolution de deux
manières :

Si B = C, l’axe A est l’axe de révolution et l’ellipsoïde est aplati
les pôles ; dans ce cas X = X'.

Si A = B, l’ellipsoïde est de révolution autour du plus grand axe, et
il est allongé vers les pôles ; dans ce cas X =:0.

Lorsque X = X', les formules deviennent

A

/;3M u9duZ = “ “ Â3 X ÏM v/( l + X%2 ) ( 1 + W)»’

83. La première quantité à intégrer contient en dénominateur un radical
carré qui porte sur un polynôme du quatrième degré en u. L’intégrale
rentre dans la classe des fonctions elliptiques. Les deux autres peuvent
se déduire de la première par une dérivation partielle. En effet, multi-
plions X par X, puis prenons la dérivée du produit par rapport à X; il
viendra

CL

Or vers
A
A u-du</ X 5M Xu*t ilrf, ~ ~ F x f;M XJ 0 v/l + M ( 1 /2a2) ‘-i

Donc
A A

> îte* f 'v
A5 J o

u-du 4 >X*u*du u*du 3Mfa* / Xk . XA \
î+^i =-^- (F-arctangFj .X= —Vi +

k updu (1 4- J.2M2 W )
v/i + A'au2 (v/i -t- A*«2)5 —

v/ l + a2«2 \j\ ( v/ i + AV2)5+ X*u*
A AA

/;_ üM, rV*J« /: SMM u-du3M _
(1 + /V2) 2 2AV

u-du ( * XAlarctang — — ) •
/ AA'~ F ftJX

y/(l +W)3(l + /»u»)* A3 A'2 + /2A 2

-
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et pour le second,A

îûa r
A5 J O

)>AA'AA5M/>.y
‘2A3A5

U2rff / /331' y2rfyarctang —Z = — A'2 +;.2A2 x'= — -p- //**( i +;.*«*)* v/( i + i1v) ( i +v-"2)
AA 77

Dans ces formules, arctang — représente l’arc positif et < ^
(Iui corres-

pond à la tangente donnée ^7.
Si x = 0, ou si l’ellipsoïde est allongé vers les pôles, on trouvera

X Y

Mais, puisque les ellipsoïdes sont liomofocaux, on a
A'* — A2 = B'2 — B2 = C'2 — C2.

Donc
, 9 B'2- A'2
1 “ A'2

B2 — A2 A2 _ B2 — A2 A 2
a

A/2 A'2 X A2 ~ A'2 * ;

$\/' +3M/> y/2A2 — logA'22A'3A3 de même»3a
A'A A2_ _ yt(W*^) A'Z __ _ log

/
,3A'3

\A + et si l’on pose;/8 \*
A / 2 _'/

A'v = ru-srv
TH ÉOR È MES DE MAC-LAURIN ET D’iVORY. d’où résulte

A'rfy =85. Les théorèmes de illac-Laurin et d' Ivory ont pour objet de comparer
les attractions de deux ellipsoïdes homogènes et liomofocaux sur un point
matériel ; ils consistent dans les énoncés suivants :

1° Deux ellipsoïdes liomofocaux homogènes exercent sur un même point
extérieur quelconque des attractions qui ont la même direction, et qui sont
proportionnelles aux masses de ces ellipsoïdes.

2° Étant donnés deux ellipsoïdes liomofocaux homogènes S et S', et deux
. points correspondants M et M', placés le premier sur la surface de l’ellip-

soïde S', le second sur la surface de l’ellipsoïde S, les composantes paral-
lèle^ à un axe principal des attractions de S sur M, et de S' sur M' sont
entre elles comme les produits des deux autres axes principaux dans chaque
ellipsoïde.

80. Le premier théorème, qui est celui de Mac-Laurin, peut se démon-
trer géométriquement, en décomposant les deux ellipsoïdes donnés en cou-
ches respectivement liomofocales, semblables entre elles dans chacun
d’eux, et en appliquant à ces couches la remarque contenue dans les §§ 70
et 77. On le déduit également de l’examen des formules générales. 11
suffit de démontrer la proposition pour deux ellipsoïdes liomofocaux de
même densité dont l’un passe par le point donné.

Soient A , B, G les demi-axes du premier ellipsoïde, p sa densité; A', B',
C' les demi-axes du second, qui passe par le point M.

Nous aurons pour l’un, en n’écrivant que la composante X,

il vient en définitive
A
A' A'2 . A' f

Â2" n X A
( U3M'X'=-p- x/>*

• VO-S “ =) (, + A'.A2 A'2 )A 2 X T7TA* A2

A

f531' u*du = - X.
\Z(l 4- /*w*)ll + A'2u2) M 1 *

Z'_ M'
_ ~~ i M *

87. Le second théorème, celui d’Ivory, est remarquable en ce qu’il alieu, quelle que soit la loi d’attraction .
Soit ABC (fig. G9) le premier ellipsoïde, A'B'C' le second, M un point

pris sur la surface du second, M' le point correspondant à M sur la sur-face du premier.
La composante X de l’attraction exercée par l'ellipsoïde ABC sur le point

M est donnée par la formule générale

— A5" x^
Y'On prouverait de même que ÿ- =

X = />,“ J J X
~
r

* dxclydz,
où r est la distance du point M à l'élément de volume dxdydz, a l’abscisse
du point M, et F (r) la loi de l’attraction en fonction de la distance.

Ar ii-du5 M
v/(i + /-V-);i +t/ G
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et par suitePartageons l’ellipsoïde en éléments prismatiques parallèles a Taxe OX ;

soit PQ l’un de ces éléments, qui a pour base dans le plan ZOY le rectangle
tnnpq = dydz ; faisons l'intégration par rapport à x tout le long de ce
prisme.

Nous aurons dr =

B'C'dy'dz' = — dydz.
Donc enfin

( x — a) dx _ D/C/

X “ BC ’fle long de la droite PQ parallèle à l’axer

égalité qui démontre le théorème.
On peut d’ailleurs déduire le théorème d’Ivory de celui de Mac-Laurin, etj

réciproquement.
88. Remarque. — Le théorème d’Ivory, étant établi indépendamment

de la loi de l’attraction en fonction de la distance, permet de démontrer
la proposition suivante :

La seule loi daltraclio?i pour laquelle une couche sphérique homoyéne
n'exerce aucune action sur un point intérieur est celle qui est exprimée par
l'équation

z

M
r 3

M'

1/77? IQ

1ï» = â-
Soient en effet deux sphères concentriques homogènes OM, OM'; prenons

un point M sur la surface de la première, et un point M' de masse égale sur
la surface de la seconde. Appliquons le théorème
d’Ivory ; nous aurons, en appelant R et R' les altrac- B

lions de la sphère OM'sur M et de la sphère OM sur M',

IV __ OM^R “ 03F*

Or , si l’action d’une couche sphérique homogène
sur un point intérieur est nulle , l’action R de la
sphère OM' sur M doit être indépendante de OM',
caries couches situées au delà de la sphère M n’ont pas d’influence sur cette
attraction. Pour qu’il en soit ainsijjl faut et il suffit que le produit R x OM*
soit constant. Faisant donc R x OM 2 = G, on aura

R'= =£;,
011'*

Fig. 69.

OX, de sorte qu’en posant jF(r)dr= ç (r) , on aura aussi

- dx — <p ( r ).
Prenons cette intégrale entre les points P et Q; soient rt et r2 les distances
limites MP, MR ; la première intégrale sera

X = //>/* J"J*
[? { > ,) — v [ r3 )\dydz.

Passons au point M' et à l’autre ellipsoïde qu’on décomposera en éléments
correspondants ; on aura pour volume correspondant au prisme PQ un
autre prisme P'Q', dont la base dans le plan ZOY sera dy'dz' , et pour lequel
les deux distances limites M'P', M'Q' seront respectivement égaies à MP,
MQ (§ 74).

On aura donc, en attribuant la même densité aux deux ellipsoïdes et la
même masse aux points M et M', en désignant par G une constante. L’attraction est donc en raison inverse

du carré de la distance du point attiré au centre O de la sphère attirante.
Cette égalité, ayant lieu quelque petit que soit le rayon OM, a lieu encore
à la limite pour un point matériel unique, ce qui fait retrouver la loi de
Newton,

X'= fof f fe (r.) — ? {r* ) ] dy'dz'.
Or

B' r» ’»'= ¥ V , G *’
V. — 51ÉC. COLLIGNON. 11

1
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Cette propriété, particulière à la loi newtonnienne, et la propriété d'im-
poser aux points mobiles des trajectoires fermées (111, § 235) , montrent le
caractère tout spécial de cette loi.

89. Nous allons démontrer directement la même proposition.
Soit AA' une couche sphérique homogène, dont la densité soit égale à

p par unité de surface. Soit a — OA son rayon.
Formons la fonction U (§ 54 ) pour un point
intérieur M défini par sa distance au centre
OBI = r. Cette fonction devra être constante
par hypothèse. La surface d’une zone infini-
ment mince PP' est égale à l’arc PP'= add
multiplié par la circonférence décrite par le
milieu de Parc PP', ou par 27? x IP; ce qui
donne 27ia2 sin 0d9, en appelant 6 l’angle POA.

Soit MP = u la distance commune des points de la zone au point M. Nous
aurons

m DIVERS. 1G3
sur le rayon OA, c’est-à-dire doit être indépendante de r ; donc le rapport
<]/ (« -f - r) — <[> ( a — r ) doit ne plus contenir la variable r. Admettons que
la fonction ^ (a + r) soit développable par la série de Taylor pour toute
valeur de r comprise entre — a et -f- a ; nous aurons

r

2r5 2»•«[ a -f r ) — [ a — r) = 2r<p' ( a ) -f- *'"(«) + *v («) + •••>1.2.5 1.2.3.4.5
série où n’entrent que les dérivées d’ordre impair.

Divisant par r, on voit que la condition cherchée est que <|/" (a) = 0,
(a) r= 0, . . ., quel que soit a. La première condition renferme toutes

les suivantes, et montre que est un polynôme entier du second
degré en a.

On aura donc
< p ( M) = Au2 -}- Bu -f- C,

f* 0 =15
I ? (w ) sin 0d0,

J F (u)du, dans laquelle F (t*) représente l’at-

A, B et C étant des constantes.
Donc

U = ï -a2 p

Uf ( u) — 2Aw -}- B,
? (u) désignant l’intégrale

traction en fonction de la distance.
Or le triangle OMP établit une relation entre u, 0 et r ; on a en effet

u2 = a2 -+- r2 — 2ar cos 0.

et par suite
&

o (M) = 2A -f- — =
Différentiant de nouveau, il vient

J*
¥ (u ) di:.

Différentiant, il vient
u2*

& *udu=àr sin
à savoir la loi de Newton.

90. Mais, pour le démontrer, nous avons admis que la fonction <|> était
développable en série convergente par la for-
mule de Taylor On peut éviter celte suppo-
sition.

Prenons deux axes rectangulaires OX, OY,
et construisons la courbe y= ty ( u ); sur l’axe
des x nous porterons des longueurs

OA = a,

npn
^Remplaçons sin ôefô par ar

Y
U= C uf ( u ) du,r J 6 = 0 1 H.E

1ou bien, en observant que 6 = 0 donne u= a — r, et 8= 7r, U = a -f- r,
u = r=a-r

r J u= a
Uf (u ) du. CAFOOC = ci — r,

Le point A sera le milieu de la distance
CF. Elevons aux points C, A, F des ordonnées

CD = ^ (a — r),

Nous obtiendrons ainsi les points D, B, E, et, en faisant varier r, nous
aurons une suite de points qui dessineront une courbe DBE, représentant

OF = a -f- r.— r

Fig. 72.Nous poserons juy ( u) du — <]; (u ) ; et l’équation deviendra

AB = i p [ a )V = ~ t t i a + r )-i ( a-r ) ]. FE= ÿ ( a -1- r).

La fonction U doit être constante quelle que soit la position du point M
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. f(a + r)- i} (fl-r)
104 DIVERS.

Nous aurons toujours, en faisant varier ô de 0 à w,

165

lequation y= ty (u) . Le rapport est donné sur la2r
U = 2na* pjJ < plu ) sin0c!Q,EGfigure par le rapport ou par l’inclinaison de la corde DE. Le premierDG ’

etrapport étant constant , les diverses cordes DE, dont les milieux I sont tous
situés sur l’ordonnée BA, sont toutes parallèles entre elles, et parallèles
aussi à leur position limite , c’est-à-dire à la tangente Bll à la courbe au
point B : propriété qui caractérise une parabole à axe parallèle à OY. On a
en effet

u2 = a2 -f r2 — 2arcos 0.
On en déduit encore

— f i i? lu ) clu .r J o = 0 r ‘
U =

Mais pour 0 = 0, on a u= r — ai; pour 0 = 77, on a « = r +c; de
sorte que

ÿ ( a -}- r) — < p a — r ) = 2*'(a) fr

J*
u? [ a ) du = [ p [r +a) — ^ { r — ad-équation qui doit être vraie pour toutes valeurs finies de a et de r. On en

déduit
U =

\p ( a -f- r) — < p ( a — r ) = 2r< p' ( a ) . Cela étant, faisons varier infiniment peu le rayon a de la couche sphé-
rique, et, en même temps, faisons varier la densité p de celte couche de
telle sorte que la masse totale reste la même ; cette masse s’exprime par
le produit 4TVASP ; nous ferons 4;rp x a* = 2K , quantité constante, ce qui
donnera

Prenons successivement les dérivées des deux membres par rapport à r,
puis par rapport à a ; il viendra

V ( a -f r ) -f Y [ a — r) = 2-/ [a )

U = ~ [</> (r -f- a ) — < p ( r — a ) ] .«f/ (fl + r ) — y(a — r ) = 2r ÿ" [a ).
Donc

Si l’attraction de la couche est la même que celle d’une masse égale con-cy [a + r )= <// («) + rÿ" ( a ).
Cette équation , étant vraie pour toutes valeurs de r et de at montre que

la fonction <|/ (a -j-r) est une fonction linéaire de r, et comme elle ne change
pas quand on y permute r en a , elle doit être aussi une fonction linéaire de
a . fconc Y ( a) est une constante , <]/ (a) une fonction de la forme Ba -j- C,

$ (u) un trinôme du second degré Aw2 4- Bit 4- C, et enfin F (w) = —

dU
centrée au point O, la fonction U ainsi exprimée doit être telle que

soit indépendant de a , et par suite la condition donnée s’exprimera en
posant

d2U = 0,drda

équation qui s’intégre aisément , et qui montre que U est la somme d’une
fonction de r et d’une fonction de a.

92. Cherchons à déterminer sous cette condition la forme générale
de la fonction <|/ .

Remarquons d’abord que, si nous connaissons deux solutions et t|q du
problème, la somme <|>0 -f <Iq en est une troisième solution. En effet, si l’on
a à la fois

K P
U

0
A' I J AO M

P — 'Pa i r — a )P ' = F0 (r) + /•
<> («)ar

etFig. 73.
<Mr -M) ~ h ( r — fl ) = F4 (r) + A («).ar91. Cherchons aussi quelle forme il faut donner à la fonction F (w) pour

que l'attraction d’une couche sphérique homogène AA' sur un point exté-
rieur M soit la même que si la masse attirante était concentrée au cen-
tre O de la couche.

la somme
rMr + fl) + ’Mr + a}] — [Po [ r — a) + — fl )[

ar
= [F0 W + F1 (r)] + (/i (fl ) + AW)
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peut s’écrire centre et d’exercer une attraction nulle sur un point quelconqueen son

intérieur, la première est un corollaire de la seconde.
3° Pour obtenir d’autres solutions, nous poserons d’une manière géné-Mr + a ) — Mr — a )

ar
raieet par suite la fonction p2 = «l'o -h <Iq satisfait aux conditions imposées à la

fonction p.
Plus généralement, P et Q étant des constantes arbitraires, on aura une

solution en prenant pour la fonction la somme I^0 -J- Q<|q.
Nous examinerons successivement divers cas particuliers.
1° Supposons d’abord que a soit infiniment petit par rapport à r; nous

pourrons remplacer

et nous chercherons quelle valeur il convient d’attribuer à l’exposant m. Si
... sont des valeurs admissibles, nous aurons une solution plusm4, m2, m3,

générale en posant

*(u) = A p<m i 4- A Èum* 4- A3Mm5

p (r -\- a ) par <J/ (r) 4- ay [r)t
<p ( r — a) par $ (r) — ay (r) ,

étant des constantes arbitraires.Alf A 2 ’ •••»
De l’équation

et
ÿ [u ) = um

WWpar on tire successivementar
Donc

<p ( r -}- «) = (r 4- a)m

-2 « . m — 1 m —a + m — ^
Œ = 2K? (r),

quantité indépendante de a. On en déduit pour l’attraction

U=2K x V-w...,m — 1 . m — ^ m+ mr f l + m — -— r
L

M
3

2 ,J1 3 T I-— r a3 4- .m — 1 mi , m-«+ ^
développements qui seront toujours convergents pour une valeur numé-
rique du rapport ^ inférieure à l’unité ; enfin

2a2 — m= r”1 — m r m ~dV ••»2 5— =-/'X ^X 2K X ?'(r) =-/'X ^x2K x F (r),
c

résultat évident a priori, et qui montre qu’à la limite la propriété indiquée
appartient «à une fonction quelconque : l’attraction d’une couche sphérique
de rayon infiniment petit est toujours la môme que si la masse était con-
centrée en son centre. Jrm-V- 4-— 1 m —t f > (r4-g) — > p ( r — a ) 2 4- 2m — =2= 2m r m ~2° Il en sera de môme aussi toutes les fois que la fonction U sera indé-
pendante de a. Nous sommes conduits par là à chercher la forme de la

p ( r 4- a ) — $ ( r — a )

v a

Tous les termes de celte série à partir du second contiennent les
successives de a2 avec les coefficients m, m — 1 et m — 2. Onfonction p qui rend le rapport indépendant de a.a puissances

voit tout de suite que le développement sera indépendant de a si l’on a
soit m= 0, soit m= 1, soit m= 2, ce qui correspond aux différents
termes de la solution déjà indiquée, p (u )= A M2 4- BM + C. Mais cette solu-

Dans le paragraphe précédent, nous avons cherché la forme de la fonction
p (a 4- r ) — p ( a — r)p qui rend le rapport

avons trouvé que p devait êlre une fonction entière du second degré. La
nouvelle question qu’il s’agit de résoudre ne diffère de la première que par
la permutation des lettres a et r, et la conclusion sur la forme de la fonc-
tion p est la même.

On aura donc une solution en posant

indépendant de r, et nous

tion n’est pas la seule.
Prenons la dérivée des deux membres par rapport à r, il viendra

c l 1|; (r 4- f l )- 'i' (r- a )
dr va

— 1 m — 2 . ., m — 5 « ,-— ( m — 4) r «2 +ô
t=s 2m ( m — 2) rm 5 4- 2m

M

et tous les termes suivants contiendront en facteur a4, a6, ... avec le coef- .
ficient numérique m — 4. Pour que le développement ne contienne plus a,

• • 9.p [u) = AM* 4- Bu 4- C.
On voit du môme coup que de ces deux propriét és de la couche sphérique
homogène, d’attirer un point extérieur comme si la masse était concentrée
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il faut donc et il suffit que Ton ait m=4. Nous trouvons ainsi une nou-velle solution qui consiste à poser

1G8

\

< p [ i i ]= uA ,
et nous sommes certains qu’il n’existe pas, parmi les expressions de la
forme um, d’autres solutions que celles que nous avons déjà trouvées, et
qui correspondent 5 m = 0, =1, = 2 ou =4.

On peut vérifier que
CHAPITRE III

FORME D'ÉQUILIBRE RELATIF D’UNE MASSE FLUIDE HOMOGÈNE
ANIMÉE D’UN NOUVEMENT DE ROTATION UNIFORME AUTOUR D’UN AXE FIXE,

ET SOUMISE AUX ATTRACTIONS MUTUELLES DE SES PARTIES.
(r 4- a)* — ( r — a .1 = 8(»-+«*),ra

c’est-à -dire la somme d’une fonction de r et d’une fonction de a.
Réunissant par voie d’addition algébrique les diverses solutions trou-

vées, on aura la solution générale

* M = Au2 -f- Du -h G + H"4.
La forme la plus générale de la fonction est un polynôme entier du

quatrième degré, sans terme du troisième.
Prenons la dérivée des deux membres ; nous aurons

y[u) = u? [ u )= 2Au + B + 4IIM5.

93. Le problème de la détermination de la forme d'équilibre d’une
masse fluide homogène, animée d’un mouvement de rotation uniforme
autour d’un axe fixe, ne peut être résolu dans toute sa généralité. On peut
seulement vérifier que certaines formes satisfont aux conditions d'équilibre.
Nous commencerons par faire cette vérification pour l’ellipsoïde de révolu-
tion aplati vers les pôles.

Nous prendrons l’axe de révolution pour axe des x\ la surface terminale
de la masse aura pour équation »

Donc
* f (u) =2À + 2 + 211««,

et en prenant une seconde fois la dérivée, a* ^ a*{ 1 + /-)

Nous allons exprimer que cette surface est une surface de niveau jwr
rapport aux forces qui sollicitent chacun de ses points. Ces forces sont la
force centrifuge, dont les composantes seront représentées par X', Y', Z ,
et l’attraction de la masse dont les composantes X, Y, Z, sont données par
les équations de la page 157-8 pour un ellipsoïde de révolution aplati, l’axe
OX étant l’axe de révolution. Faisons p.=1; remplaçons a par x, p par y,
y par z ; faisons

point attiré; enfin remplaçons M par|7rpa3 ( l -j- X2), p étant la densité de
la masse fluide. Il viendra

= 1.

5+
Le premier terme exprime la loi newtonienne; le second, la loi de rat-traction proportionnelle à la distance. Nous savons en effet (§ 50) que, si

on admet cette dernière loi, l’attraction d'un système sur un point quel-
conque est la même que si le système était concentré en son centre de
gravité.

F («/ ) = —

=1, puisque la surface de l’ellipsoïde passe par le

is
SN

X = (1 + i«) (arctangJ — / ),

Y =^[i-(!+ >*) arctangi|,

z _ 2*^+ — (1 H- A*J arctang A )
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pour les composantes de l’attraction, et
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ta2

Pour la discuter, posons —
pour abscisse X et pour ordonnée n. L’équation de la courbe sera

arctangX r

X °

= n , et construisons une courbe ayant
f

X' = 0,

Z' = «*5, J . X — arctangX
2» = X5

pour les composantes de la force centrifuge.
Ces deux forces rencontrent l’axe de rotation, car Y% — Zij = 0 et

Y'z — l' y = 0. Il suffit qu’elles soient normales à la méridienne pour
être normales à la surface. Considérons donc un point du plan méridien
ZOX , ce qui revient à faire y = 0. L’angle de la résultante et de la surface
sera droit si l’on a

Pour les petites valeurs de X, on pourra employer le développement de
arc tang X en série, savoir

ki 4- 1xM ~

-L5

+ i5 _- .
5 ^ 5

X+arc tang X = X ••• >4t — 1 4i H- 1

on en déduit
(X + X') dx 4- (Z -f- Z') «fa = 0,

_ 2 x 2i Ki ,
( 4i + l ) (4i +3)

2 X (2t — 1 ) . 4f — 2
(4t — 1) (4i + ! j A

2X* 4X4
n = T5 ” ’ 35 “ l" ••' *+“

ou bien ••

(1 4- X2) (arc tang X — X) xdx

i / o . r+ ( “ + “ xT

Sous cette forme, on voit que n est nul pour X=0, et que ^ a pour

limite 0 quand X diminue indéfiniment . Le changement de Xen — X ne
change pas la valeur de n, de sorte que la courbe est symétrique par
rapport à l’axe des n. Elle est tout entière au-dessus de Taxe des X,
n étant positif pour toute valeur réelle de X. La séflc qui donne n est con-
vergente tant que X n’excéde pas l’unité, et comme ses termes sont
décroissants en valeur absolue et alternativement positifs et négatifs, la

2x*somme a le signe du premier terme, yr-. Donc n est positif pour loute v̂a-
^ 5

leur de X comprise entre 0 et 1 . Pour X = 1 , on a n~ — »— . Enfin pour

X infini , on a w=0 ; la courbe est donc asymptote à l’axe des X , et par con-
séquent n passe par un maximum au moins entre X=0 et X = c« . Pour
déterminer ce maximum , nous construirons la courbe par points, en don-
nant à X certaines valeurs. Si l’on voulait calculer n par la formule

) arctang X]^ zdz =0.( l +i#

iMais l’équation de la méridienne différentiée donne

(1 -f- Xa , xdx -h zdz = 0.

éliminons entre ces deux équations le rapport et il viendra pour

équation finale
*

("‘+^T .[* — (1 -f- >*) arctangfijj (1 + 1*) =^(1 +1«) (arctang1-1),

relation entre la vitesse angulaire w et la quantité X qui définit l’aplatisse-
ment de l’ellipsoïde.

Résolvant cette équation par rapport à <o2, il vient

_ (5 4- X2) arc tang X — 5X

\ /arc tang X X — arc tang /- /— o X -n = «2
w2

il faudrait observer que la fonction arctangX n’est donnée dans les tables
trigonométriques qu’avec une certaine erreur ; appelons l’erreur commise
dans cette première détermination. L’erreur résultante sur n sera donnée
par l’équation

Cette équation peut s’écrire

X5

JO2 _ arctang X „_ X — arctangX
2n p f - X “ Û X 1 ( 8 , 5<S \ 8 / 1 , 3 \

à ( ï + isJ -a ( ï+ i3)’

T
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• Pour X=l, la formule donne n= —̂ = 0,070790. Au delà,
U

remplirons le tableau suivant.

m172 ELLIPSOÏDE
supposant que les divisions se fassent avec une parfaite exactiti.de. Or

cette quantité A décroît à mesure que x augmente. Par exemple,
en

nous

1
A = 98 o,pour > = on a

1
arc tang )) = ^ A = 13 <X2 *

u — 01’) — arc tarer /v = — — —X*
arctang).5 )* n =X — arctong)X EN DEGRÉS EN PARTIES 2A = 4,225,

A == 20.
- ~v

x= \ ,

Pour une certaine valeur de X comprise entre 1 et 2, le rapport ^ est égal
à l’unité , et si X continue à croître, ce rapport devient inférieur à l’unité.

Si donc on évalue arc tang X avec une approximation définie, à une
minute près, par exemple, on aura S < l’arc d’une minute ou < 0,000291,
et pour les valeurs de X supérieures à l’unité, l’erreur commise sur n sera
certainement moindre qu'une demi-unité décimale du quatrième ordre. Les
trois premières décimales données par le calcul appartiendront donc à la
valeur exacte de n. On voit du même coup que le calcul direct pour les
petites valeurs de X n’aurait aucune précision, à moins qu'on n’évaluât
arc tang X avec une exactitude beaucoup plus grande. Il faut alors avoir re-cours à la série

)
D üET

MINUTES RAYON

0,109494
0,110906 >

0,103005
0,093841
0,084226
0,078153
0,071211
0,065785
0,060758
0,007656

8 0,111575
0,064849
0,0.1788
0,029911
0,021270
0,015951
0,012800
0,010338
0,008529
0,000./98

1,107412
1.249075
1,525578
1,573575
1,405575
1,428823
1,446587
1,465260
1,171022
1,560616

0,553706
0,116358
0,331594
0,274715
0,254262
0,201118
0,180823
0,162584
0,147102
0,015606

0,8025S8
1,750925
2,674422
3,626425
4,594427
5,571177
6,553413
7,536740
8,528978

98,439384

65° 27'
71° 54'
75° 57'
78* 42'
80° 52'
81° 52'
82° 55'
83° 40'
84° 17'
89° 25'

2
275
644

1255
2166
3437
5128
7299

100010
1000000100

Le maximun de n correspond à environ X=3, et donne pour n une valeur
voisine de 0,111. Une interpolation parabolique pgr les points CDE fait
connaître plus exactement l’abscisse OA, et la valeur AB de l’ordonnée maxi-
mum. Il suffit d’exprimer l’ordonnée n par la fonction du second degré,

n = 0,109494 + 0,000112 X (/ — 2) — 0,003656 X () — 2) X () — 5), 1

qui donne, en effet,
« = 0,109194 pour ) = 2,

« = 0,109494 -4- 0,000412 = 0,109906 pour ) = 3,
« = 0,109494 + 0,000412 X 2 — 0,003656 x 2 = 0,103006 pour X = 4.

2 xi 2 x 2)* 2 x 3 . f l 2 x 47 1 5 x 5 5 x 7 ‘ 7 X 9
y

9 x 1 1
Faisons successivement

)8 + ...

1 1
4 Ct < #(V

1Pour >.= -, on a

_ , et 2 x5 x 1 _ _ _
64 7 x 9 64 7 x 3x 5 2 “ 672*

2 x 4 _ 1
256’ 9X 11 X 256 “ 9x 11 X 52 “ 5168*

Il suffira par conséquent, pour avoir l’approximation du millième, de
1prendre trois termes de la série lorsque x= *crme su^ï lorsque

‘-r
On trouvera ainsi

1 1 1)6 =
1 11)8 = c

S
G
O cjg n Ea

axe des Xi 2 A 3 4 5 0 7 8 9 1 0O

Fig. 74.
On en déduit1

= o.oos.pour ) = 4' dn~ = 0,000412 — 0,003656() — 3+ ) — 2) = 0,000412-0,003656 X (2) — 5).1
À = 0.027.5*
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0,000206
0,005656

ELLIPSOÏDE A AXES INÉGAUX.
On exprimera que la surface terminale est une surface de niveau en po-

175-
Donc ^ s’annule pour x= ^ 4- — 2,5565 , et la valeur du

santmaximum sera
(X 4-V ) dx + ( Y + Y' ) dij 4- ( Z + Z' ) dz = 0,1 /arctang2,5563

"~ 2 V 2,5503
2,5563 — arc tang2,5563 = 0,1123.— 3 X ou bien12,5563)*

Pxdx -f - (Q — w2) ydy 4- (R — w2) zdz = 0,

et en identifiant avec l'équation de la surface proposée.
L’équation de la surface différentiée donne

Bien que la position du maximum ait été déterminée peu rigoureusement,
puisqu’on a substitué un arc de parabole à la courbe proposée, la valeur du
maximum est obtenue avec une exactitude suffisante, parce que la fonc-
tion n varie très peu pour des valeurs de X voisines de celles qui la rendent
la plus grande possible.

En résumé, la forme de l’ellipsoïde de révolution aplati aux pôles convient

à l’équilibre tant que le rapport ^égale à 0,1123 environ. A une même valeur de ce rapport correspondent deux
valeurs du nombre X, Tune plus grande, l’autre plus petite que l’abscisse
du maximum ; les limites de ces deux valeurs sont x = 0 et X= oo ; la pre-
mière détermination correspond à la sphère, la seconde à un plan perpen-
diculaire à l’axe de révolution, solution évidemment fictive.

1 1 zdz = 0.xdx -f - ydy 4-14- **

Ces deux équations seront identiques si l’on a les équations de condition
Q — w2 _

P 1 4- A*’

Éliminant »* entre ces deux équations, il vient la condition définitive

1 4- /'*

est inférieur à une valeur limite,
1 R — w2 I

P "“ 14-

Q — R _ 1
P “ 14- *a 1 4- /'* “ (14- X 2 ) (1 4-

1 >/* — X2

ELLIPSOÏDE A AXES INEGAUX. 5.M/’Or en faisant abstraction dans P, Q, R du facteur commun qui dispa-
raîtrait dans le premier membre, on a

a
94. Jacobi a montiÿ le premier qu’un ellipsoïde à trois axes inégaux peut

aussi être une forme d’équilibre pour une masse fluide animée d’un mou-
vement uniforme de rotation autour d’un axe fixe.

Prenons cet axe pour axe dés x, et soit

- 4Cl - ^
"4 îXu-clu u*duQ-

V/(1 4-^M*) (1 4- /
,îi «- )5y/ (l 4- XSM*)5 (1 4- *'*«*)

s2

= 1 OJo V/(1+ WK1 +
uï dna- (1 4~ *2) a* (1 4- X'2) ( 1 1 )) \1 4- /*«* 1 + A,2w*;/*w*l’équation de la surface ; w étant la vitesse angulaire, on aura pour la force

centrifuge
(*'* — X ) u*duV =Y'= rfy,

Les composantes de l’attraction exercée par la masse fluide sur le point
z, yt z, de la surface sont données page 156, formule (8). Il vient, en y faisant
A = À'= <!,

X'= 0,
(1+;»«»)!(!+;'*«»)I’

et par conséquent
iX. u-du3M u*du= — Vx,X = — (y2 — A2)V(i + + x*u'- ) (1 + /stl*)l ( l -f- i'sMs)ï

X 1u-clu3M X.1 u-clu= — QuyY =-^ xfy
V/(1 4- AV*)5(1 4- *'2u2) (1 4- x2) (14-*'*) V/ (l 4- /2a*) ( l + X'*u* )

c»l

J.3M u*du équation qu’on peut écrire
(V2 — X2)

(H- *2) (14- V2)

Z = r X fz

P, Q, R étant des coefficients constants.
=-Rs,v/ (l 4- X2M*) (1 4- A'V2)3 îX u*du X (u2 — 1) (1 — l* X'*u* ) _

(1 4- À*tt*)ill 4- X,2M*) i
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ELLIPSOÏDE A AXES INÉGAUX.

On peut y satisfaire de deux manières : d’abord en posant X =A', ce qui
correspond à l’ellipsoïde de révolution aplati ; ensuite en satisfaisant à la
condition

VARIATIONS DE LA PESANTEUR.
et sa distance à l’origine est égale à

1 a

\ y! 3*z -V 1V5 +1/. 7 +a2 (l — M«) (1 — awirftf _ 0
(i + )*/**)? (!+ ;/*«*) ï

La somme de tous les éléments indiqués étant nulle, il faut que la diffé-
rentielle change de signe quand on fait varier u de 0 à 1, ce qui ne peut
arriver qu’au facteur 1 — X2X'2«2. Pour que ce facteur devienne négatif, il
faut que X* et X'2 soient tous deux positifs, ce qui revient à dire que Taxe a,
autour duquel l’ellipsoïde tourne, est le plus petit axe de la surface. De plus,
il faut que XV2 soit plus grand que l’unité, sans quoi le produit X*X/*M2 serait
< 1, et le facteur resterait positif. Donc l’un des facteurs au moins est
> 1, et le demi- axe correspondant surpasse par conséquent le produit
Ainsi la forme ellipsoïdale à axes inégaux diffère sensiblement de la sphère
et de l’ellipsoïde de révolution, et on est sûr par conséquent qu’aucune
planète du système solaire ne rentre dans ce type.

x* -j-ï + (1 + **)*(1 + /2)a4 (!+ /'*)a* [ 1 + X4)

ce qui démontre le théorème.
On parviendrait au meme résultat en observant que les surfaces de niveau

correspondantes à la résultante de l’attraction et de la force centrifuge,
dans le voisinage de la surface terminale de la masse attirante, sont des

surfaces ellipsoidales semblables à la surface donnée ; la force est in\ eisè-
ment proportionnelle à l’intervalle intiniinent petit compris entre deux

surfaces de niveau infiniment voisines (III, § 50); or cet intervalle est

proportionnel à la distance du centre au plan tangent.

PESANTEUR A LA SURFACE D’UN ELLIPSOÏDE DE R ÉVOLUTION APLATI,
VARIATIONS DE LA

96. Soit XX' l’axe de révolution,
OA le demi-axe ou rayon polaire=a,
OC le rayon équatorial =a y/ l -f- X-.

La pesanteur g en un point M quelconque de la
1

méridienne est proportionnelle à OP étant la

perpendiculaire abaissée du centre O sur la tan-
gente MP.

L’angle COP, égal à l’angle CNM que fait la nor-
male avec l’équateur, est la latitude 9 du point M.
L’équation de l ’ellipse AC est

7
C

THÉOR ÈME DE M. LIOUVILLE. AI

PN

T95.. La pesanteur en un point de la surface de Vellipsoï de de révolution ,

ou de l'ellipsoï de à axgs inégaux, est inversement proportionnelle à la dis-
tance du centre de Vellipsoïde au plan tangent à la surface en ce point *.

Nous appelons ici pesanteur, par analogie avec ce qui se passe pour le
globe terrestre, la résultante de l’attraction de l’ellipsoïde et de la force
centrifuge, ou la résultante des deux forces (X, Y, Z) et (X', Y', Z'). Les
composantes de la pesanteur ainsi définie sont

X + X'= — Vx,

o J A XX'

Fig. 7b. C

;4a-*— Ha2 ^ a-Y + Y'=- (Q-^ ) y,

quantités respectivement proportionnelles à

Z -f- Z'= — ( R — (,)- ) zt = 1.
(1 “ H *)

On en déduit en différentiant
y zdzx, 1+ A* ’ 1 + y/2’

Leur résultante, c’est-à-dire la pesanteur, est donc proportionnelle à

= 0,xdx -f - 1 + X 2

dz
et comme -A=— tang 9, il en résulte

ax

V
s4 slang?re-

cette équation, jointe à celle de l’ellipse, permet d’exprimer x et z en

fonction de 9; il vient

x- -f- s +11 + A*)

Or le plan tangent à l’ellipsoïde au point ( x, y, z ) a pour équation

( t +;/2 ) 2

1i ÿ ZZ'XX' asin ?
V/1 + ).4 cos4 ?
a [1 -h ).2) cos?

Z — •

V1 + X4 COS4 f

= 1.^ + «-(1 + X4) a2 (1+ X'4 j

1 Journal de l' École polytechnique, 1834, p. 289-296.
12

V. — MEC. COLLIGNON.

r
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DE LA PESANTEUR.
Q (l )2

ment relatif du globe , sensiblement égal à La divergence vientCl 2à

sans doute de ce qu’on a supposé dans le calcul précédent la masse spéci-
fique p constante, tandis qu’il est vraisemblable qu’elle augmente de la sur-
face au centre de la terre.

VARIATIONS 179178

La distance OP s’exprime par z cos 9 4- x sin 9, ou par

a (1 4- /*cos4 9)
y/1 4- / -cosa?

+v 2 ) cos2 9 —y/ l + /2cos-?

la pesanteur au pôle. Nous aurons, en vertu du théorème do

= ay/ l -h X* eus49

Appelons 9'
M. Liouville, fiOA9 __

OP’ !9' DISTRIBUTION HYPOTHÉTIQUE DE LA DENSITÉ DANS L’iNTÉRIEUR DU GLOBE
• TERRESTRE.ou bien

9’rj — •
y/14- /-cos-9 97. Laplace a donné la loi suivant laquelle varie la densité des couches

successives dont se compose le globe terrestre supposé fluide. Celte loi est
fondée sur une hypothèse proposée par Legendre, à savoir que, dans les
liquides soumis à de fortes pressions, le rapport de l’accroissement de la
pression à l'accroissement de la densité est proportionnel à la densité
même, de sorte que, contrairement à ce qui a lieu dans les gaz soumis à la
loi de Mariotte, il faut d'autant plus accroître la pression pour obtenir une
augmentation donnée de la densité, que la densité du liquide est déjà plus
grande.

Admettons que le globe soit une sphère formée de couches concentriques
homogènes. Soit r le rayon d’une couche en particulier, x le rayon plus
petit d’une couche intérieure, et p la densité de celte^uche. L’attraction 9,
subie par un point de masse égale à l’unité situé sur la couche r de la part
des couches intérieures, est égale à

Or au pôle la pesanteur se réduit à l’attraction, et on l’obtient en faisant
x=. a dans la formule qui donne X, page 169 ; il vient, en changeant de
signe pour avoir la valeur absolue de g' ,

4rtc fl1 (1+ /2) (A — arctang).).0'= J?
Donc

(), — nrctnng /)
0 = i n-

Nous supposerons x assez petit pour qu’on puisse
y/1 4- /*cos2?

faire sans erreur sen-
sible

)3
arctangA = ). g »

( t -f- /-COS2 f ) “ 2 = 1 — ^ ).2 C0S2 p.
*?

4r.f j*
çx*clx

là
!II ,viendra, toutes réductions faites,

9 = r-
cos*P),

Si p est la pression de la couche r, l'équation de l’hydrostatique donne
dp = — p^dr.

Enfin entre p et p on a la relation hypothétique ^= 2Kp, K étant une
constante qu’on suppose connue.

De ces éauations on tire

ou

=go ( l-l >°cos°-?) -
Si g, est la pesanteur à l’équateur, on a, en faisant <? — 0

!7.=!7o ( l - î) -
dp — 2K d-f ,

drpdr

et on a pour déterminer la relation entre p et r l’équation

Donc

*11 — ^ ).2 cos2 9
Ti

1
_ —2

Cette formule se vérifie le long d’un méridien du globe terrestre;
mais elle conduit à une valeur beaucoup trop élevée de l’aplatisse-

= !7.(l + ^sin« ?) -
2K Tr = “ TT for̂ dx.

2-r
Posons, pour simplifier l’écriture , -^= n2, nombre connu. Puis faisons

T
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nouvelle variable. Il viendra p = y cl par suite
180 _ , A sin nR

Remplaçons — ^— par p'; il vient, en mettant cette quantité en fac-
Pl= rp, en appelant p. une

teur,rd ^ - pslr
dp — (5/5' n1 -r* Po — tang /i,

Substituant ces valeurs dans l’équation précédente, et supprimant le fao

A. commun aux deux membres de l'équation, il vient
ou, en mettant pour n sa valeur,

teur

v/ïr*
n- J' px 2(h\cio 3/5'K.VI

1 —
Différentions pour faire dispara î tre le signe

Po ~ 2nUâ/ tang/=
On’aurait de même pour la densité en un point quelconque défini par le

rayon r,
d* p = — n- X pr\

ou bien
Rsinr— — n* X p r= — n*pL. p= p Xdr*
rsinRL’intégrale générale de cette équation est

p{= Asin nr + Bcosnr, Le calcul de l’excentricité de l’ellipse méridienne de la terre se rapproche
plus des résultats observés quand on tient compte de cette variation de la
densité des couches. L'hypothèse de Legendre n’est cependant pas entière-
ment satisfaisante, et la formule ^= 2Kp parait devoir être complétée par
un terme proportionnel à p2 ; cette nouvelle hypothèse, qui rend mieux
compte des faits observés, a été développée par M. Roche.

A et B étant deux constantes.
Donc

A sium* - J- U c >s;?r
P= r

La densité au centre de la terre ne peut pas être infinie; donc B = 0, et
la loi de distribution des densités est donnée par la formule

Asinnr \(

P= TRAVAUX R ÉCENTS SUR LE MEME SUJET.r

Si l’on donne à r sa plus grande valeur R , on aura pour p une certaine
valeur p', qui correspond aux pressions sensiblement nulles observées à la
surlace du globe. Au centre, la densité est A n ; à la surface, elle est p'. La
densité moyenne p0 est donnée par le rapport de la masse totale au volume

A sin nr X rdr

98. Les perfectionnements introduits récemment dans la théorie de la
figure de la terre ont pour objet principal de tenir compte de la forme
ellipsoïdale des surfaces de niveau. Si l’on prend pour unité le demi-axe
polaire du globe, et qu’on exprime par une fraction a, plus petite que
l’ unité, le demi-axe polaire d’une surface de niveau, la densité p de la
couche infiniment mince comprise entre les surfaces de niveau a et
a + da s’exprime, d’après Lipschitz, par l’équation suivante

/:i>r
PO — ©J:r-dr isin nr r cos nr

• Entre les li-Lintégrale générale sin nr x rdr est

sin nR RcosnR
(l-Iû/),n2 P= Pon

. Doncmites 0 et R, elle devient n2 n où p0 est la densité au centre, et où K et x sont des nombres constants,
qui restent à déterminer. La densité au centre p0 correspond à a = 0, etA R cos wR \

n )'
5 / AsinnR

f0 ~ P\ H2
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la densité à la surface Pi correspond ka=¥ ; elle est égale par consé-
quent à pP ( l — K )..

Cette hypothèse conduit à la détermination de l’excentricité de l’ellipse
méridienne de la surface de niveau définie par une valeur quelconque
de a.Les résultats analytiques qu’on en déduit doivent vérifier deux con-
ditions : 1° la densité moyenne calculée pour l’ensemble des couches doit
être égale à la densité moyenne 5,56, telle qu’elle résulte des observa-
tions; 2° l’excentricité de l’ellipse méridienne qui limite le globe, doit être
égale à celle qui correspond à l’aplatissement moyen, constaté par les
mesures géodésiques. On peut y ajouter que la densité superficielle p,
doit être comprise entre des limites connues : on la prend ordinairement
égale à 2,5.

Nous renverrons pour les développements des calculs à une note de
M. F. Tisserand, sur la théorie de la surface de la terre, insérée dans les
Comptes rendus de l’Académie des Sciences du 13 octobre 1884

M. R. Radau, dans les Comptes rendus du 13 avril 1885, est par-
venu aux résultats suivants, qui correspondent à un aplatissement

: on a à la surface p, — 2,63 ;

au centre p0 = 9,40.
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ANNEAU DE SATURNE.

99. On connaît une dernière forme d’équilibre relatif pour une masse
fluide animée d'un mouvement permanent de rotation. La planète Saturne
en offre un exemple1. Cette planète est entourée de plusieurs anneaux con-
centriques, de forme plate, qui paraissent tous contenus dans un seul et
même plan ; leur centre commun coïncide à peu de chose près avec le
centre de la planète, autour duquel, en toute rigueur, il doit être animé
d’un petit mouvement. Nous allons montrer que les lois de l’attraction
newtonienne rendent compte de cette forme particulière d’équilibre, aussi
bien que de la forme ellipsoïdale qui appartient aux autres corps du
système solaire. Nous suivrons la méthode donnée par Laplace dans le
tome II de la Mécanique céleste 2 (liv. 111, ch. vi).

Cherchons d’abord les composantes de l’attraction exercée par un an-
neau circulaire homogène sur un point a, (3, -y, qui ne fait pas partie du
système attractif.

1égal à 293,5

1. La première observation de Y anneau de Saturné^st due à Galilée , et
remonte à l’année 1610 , peu de temps après l’invention de la lunette as-
tronomique. Les astronomes hésitèrent longtemps sur l’interprétation des
phénomènes révélés par ces premières observations. C’est seulement en 1655
que Huygens parvint à les expliquer de la façon la plus simple et la plus pré-cise, en admettant autour de la planète un anneau très rompe, isolé du gl£be
principal, et qui le suit dans son mouvement de translation à la façon d’un
satellite. Ce disque aplati montre à la terre une face, puis l’autre ; parfois il
dispara ît à peu près complètement, lorsque son plan passe par le soleil et que
la tranche mince est seule éclairée : on constate en effet une disparition pé-
riodique de l’anneau, qui se reproduit tous les quinze ans environ. La planète
et l’anneau ont d’ailleurs chacun leurs phases, et l’un des corps porte ombre
sur l’autre, suivant leurs positions par rapport au soleil ; de là des apparences
très variées, et qu’il était difficile d'expliquer en l’absence de tout phénomène
connu analogue.

L’existence de plusieurs anneaux séparés les uns des autres a été reconnue
en 1675 par Dominique Cassini, qui a aperçu deux anneaux, puis en 1850 par
M. Bond, qui en a découvert un troisième.

2. L’analyse qu’on va exposer d’après Laplace donne prise à plusieurs objec-
tions : elle suppose l’anneau homogène, et fait abstraction des actions exer-cées par les anneaux voisins. Or l’homogénéité n’est pas admissible, comme
on le verra plus loin, sans créer pour l’anneau un état d’équilibre instable,
qui le ferait tomber sur la surface de Saturne. Quant à l’action des an-neaux voisins , elle n’altère pas sensiblement la forme elliptique de la sec-tion d’équilibre, pourvu que les anneaux soient très aplatis dans leur plan
moyen.

Mais l'aplatissement admis par M. Radau diffère notablement des va-
leurs que le calcul lui assigne. Une note de M. Callandreau , dans les
Comptes rendus du 11 mai 1885, fixe entre des limites déterminées,
1 1et les valeurs de l’aplatissement déduites d’ une loi de variation

continue des densités à l’intérieur du globe. L’aplatissement effectif pa-
1 1

raî t être de ou de — • Pour une valeur notablement différentez «.*o z y J

\
de * il devient impossible de représenter par une courbe continue les

densités en fonction du rayon moyen de la couche. M. Callandreau fait
observer aussi que « la valeur théorique de l’aplatissement est calculée
avec les données numériques actuelles, tandis qu’il aurait fallu prendre
celles qui correspondaient à la période de solidification du globe » .

On voit que la question est très complexe. Le globe terrestre n’a pas,
en réalité, une figure géométrique régulière. Le coefficient d’aplatisse-
ment varie d’un méridien à l’autre, et les irrégularités de la surface peu-
vent donner une idée des irrégularités possibles dans la distribution des
densités à l’intérieur. Tout ce qu’on peut faire, c’est de déterminer des
moyennes applicables à l’ensemble du globe.

f

i
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On peut aussi écrire l'intégrale sous la forme suivante, en appelant f et

F deux fonctions nouvelles, déduites des fonctions o et ^ :

V = f [ u -f- y — IJ — yV— ~
Ï )4-V— 1[F ( M -4- v \ — l ) — F ( u — y \/— ~0]*

Les fonctions f\u ), F( w) étant supposées réelles, il en sera de même de la
somme f(u-f- *y\/ — 1 ) + f( u — \\J - 1), et du produit par sJ — 1 delà diffé-
rence F(M + 7V/ 1 ) F( u — 7^/ — I ), de sorte que V se trouvera réel. La
solution se simplifie quand le système attirant est symétrique par rapport à
son plan moyen, ce que nous supposerons ici. Alors V ne doit pas changer
quand on change 7 en — 7; or cette substitution 11e change pas la somme
des fonctions /*, tandis qu’elle change le signe de la différence des fonctions
F. Pour que V reste le même, il faut et il suffit que F — 0, et la valeur de V
se réduit à l’expression

ANNEAU

Soit V le potentiel du système par rapport au point considéré. La fonction
V devra satisfaire à l’équation

184

dP + dp + dp - U’

Nous supposerons que l’anneau ait pour axe de révolution Taxe des z ; ap-
pelons r la distance du point (a, p, 7) à cet axe ; nous aurons r2=a24- P2,
et la fonction V sera évidemment fonction des variables r et 7 seules. Faisant
le changement de variables comme au § 251, l’équation à laquelle V doit
satisfaire devient

</2y ^ </V £V _
0

dr* + 7* dr + dp ~

équation qui s'applique à l’attraction d’un solide de révolution homogène
quelconque.

d-\Comparée à celle du § 65 , elle n’en diffère que par le terme 7— »«7"

qui manque dans l’une et qui figure dans la seconde. Cette remarque
montre l’analogie qui existe entre la théorie de l’attraction des cylindres
indéfinis et la théorie générale de l'attraction des solides de révolution.

Pour passer du cas général des solides de révolution au cas particulier des
anneaux de Saturne, observons que les dimensions de la section transver-
sale de chaque anneaü sont très petites par rapport à son rayon moyen.
Appelant a le rayon moyen, nous pourrons changer d’abord r en a-\- u, ce
qui transforme l’équation donnée en

cW 4_ d\
du2 a -h u du dp "

Puis nous restreindrons notre recherche, en nous occupant seulement des
points très voisins de l’anneau, de sorte qu’en faisant coïncider son plan
moyen avec le plan XOY, 7 et u seront des nombres positifs ou négatifs,
très petits en valeur absolue. On pourra alors négliger, au moins dans une

\ dS
a+ u du

deur de -, et réduire l’équation à la forme

du- + d /-

v = /-(u + W- 0 + fiu ~ 7 ^— "0*

Si l’on fait 7=0, ce qui place le point attirant dans le plan moyen, on
aura X =Vf(u ) ; la fonction f ( u ) se déterminera donc en cherchant la valeur
de V pour un point situé dans le plan XOY ; connaissant fiu ) > il suffira pour
avoir la solution générale de changer u en u±: 7sJ — 1.

100. Nous admettrons que la section de l’anneau soit une ellipse BCC'C'
dont le grand axe BB'est situé dans
le plan XOY , et dont le centre A
est à une distance très grande,
OA =a, du centre de l’anneau.
Prenons un point M quelconque
sur le prolongement de OA , et
cherchons la valeur du potentiel V
dans le cas parliculier où la dis-
tance AM, qui est égale à w, est très
petite par rapport au rayon OA.

Soit æ2 4- >.-z2= K2 l’équation
de l’ellipse BCB', rapportée à scs
axes AB et AC. Décomposons l’aire de l’ellipse génératrice en éléments rec-
tangulaires dxdz , et formons le potentiel de M par rapport aux anneaux
engendrés par la révolution de ces éléments autour de OZ.

L’élément de masse N a pour mesure

(.dxdz X (a -f- x ) dO ,
en désignant par p la masse spécifique, qu’on suppose constante, et par Ô
l’angle NOM qui fixe la position de l’élément considéré.

La distance du point M à l’él ément N est égale à

z

c Q
r.Tp i?

Tjlya x»**'0
Q'

(

Y h M
XO

( Y
N

Fig. 76.

qui est de l’ordre de gran-première approximation , le terme

1

Celte équation rentre dans le type de celle des cordes vibrantes, dont on
conna î t l’intégrale générale. C’est, en désignant par 9 et ^ deux fonctions
arbitraires,

V'i- 4- [ a 4- u )* 4- [ a 4-*)‘J — V [a 4- u) [ a 4- x ) 0,Y — <p ( u 4- y\J — l ) 4- <p ( u — y\J— l).
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<le A exercent sur le point M une attraction incomparablement plus grande

que les molécules plus éloignées, et nous
n’aurons à admettre dans le calcul que des
valeurs très petites de l'angle NOA =0.
La distance projetée en MN a pour valeur
approximative

V5ÏP2 -f V S 2 +3*=\J [u — + +
ou, en faisant aü=t ,

)J [u — X *+ +
Donc on aura, avec une approximation

d’autant plus grande que a est plus grand par rapport aux dimensions trans-
versales de l'anneau,

180

et par suite
A **

4 A*- r*z" V r-

‘0= 2-*=-hK (a -f - x )âx(hdO
y= P

o y-2 + [ z + M )s-H +• x ) ~ — 2 (« +«) [a+ x ) cos 0’
6 =J — — K

intégrale qu’on ne peut obtenir sous forme finie. Mais nous devons nous
borner au cas où x, z et u sont très petits en valeur absolue par rapporta a.
Si nous divisions haut et bas par a, il viendrait

(•+ -:)dxdzdO
\=P — .»

VS +‘+sî+s+‘+ j:-+ 5
u -h x ux\— 2 cos0 U +

et on simplifierait la fonction en négligeant les termes qui contiennent a
en dénominateur; mais celte méthode d’approximation donnerait lieu à
une difficulté, car on trouverait

dxdzdt
1=///,-[ u — x )* + l* -f- aa

Les limites de x et de z seront encore données par le contour de la section
droite de l’anneau. Quant aux limites de /, on peut dans le cas d’un anneau
très grand attribuer à t les limites — oo et oo , ce qui revient à substi-
tuer à l'anneau un cylindre droit indéfini dans les deux sens, ayant même
section droite que l'anneau dans le plan OM. Nous aurons ainsi

dxdzdO

2 sin|
intégrale qui devient infinie quand on la prend entre les limites 0 =0 et
0=2rr. Pour tourner cette difficulté, observons qu'il n’est pas nécessaire de
connaître la fonction*?, mais seulement ses dérivées au ay

facteur dans l’expression des composantes de l’attraction cherchée. Il
dVsuffit môme de conna î tre -- en fonction de u seul ; on a en effet

2= /'(„+ y V =1) + /'(«- 7 V̂ l);

et si l’on conna î t l’expression générale de la fonction f' pour des valeurs
réelles de la variable, on pourra trouver par de simples substitutions les va-
leurs de cette fonction pour des valeurs imaginaires,u± ^\J — 1, de cette

dVmôme variable ; on aura ensuite — au moyen de l’équatio

\= P

T
/Kt - .,-i

* = + V —qui entrent / = + »j= + K dxdzdt
V = P \/ p< — x )* + ï- -H -*en

4 *z ~ V l*
a = — K

et, en dérivant par rappoi t à u,
dxdzdt X (» —— xy- 4- 1* 4- z - ] 1

les intégrations étant faites entre les limites indiquées.
La première intégration relative à t doit se faire de — oo à -f- oo. Elle nous

donnera la composante de l’attraction exercée sur le point M par un prisme
indéfini qui aurait pour base l’élément superficiel dxdz , et pour masse plxdz

unité de longueur. Nous connaissons cette attraction ( § 06 ). Elle est
2m

égale, abstraction faite du facteur constant /u., «à —
unité de longueur du prisme attirant, et r la distance de son axe au point

attiré; ici on aura pour l’attraction totale exercée par le filet sur le point M,

d\

' f f fdut [(»

d-t
v/=rl [/''(« + yV'— 0 — /'(» — yV— 0]. par

, m étant la masse par
la fonction f' (u±^ — 1 ) é tant supposée connue. -O

d\Proposons-nous donc de trouver pour le cas où 7 est nul , où le rayon
moyen OA=a de l’anneau est très grand, où enfin la distance AM =u est
très petite en valeur absolue. Dans ce cas particulier, les molécules voisines

2 pdxdz
sjlu — xi -i- z*

r



128 ANNEAU <89DE SATURNE.
et enfin, en passant au cas général, où u et 7 sont variables à la fois,Pour la projeter

l’angle que la distance r fait avec cet axe,

traction estimée suivant OM est égale à

sur l’axe OM, il faut la multiplier par le cosinus de
71 — x L’at-ou par

K +W-l- y (K + yNpï)1-*4

yy/~ï _ y/(M
_

yVCTÎ) 2
_

K*

F u+ y\/— 1 (M + y — t )2 —
+ vV— 1 -h y (** — v ï)5 — K* -

;.2 — 1V^(» æJ3 4- s3
;.2dV

d** ;.2 — 1
+ W —’ipdxclz' u — or )

( «2 — a;)- 4~ ~2 *

/2 — 1K2 rr-;2et nous aurons, en indiquant les deux nouvelles intégrations. dV — 1 à- 1
dV dxdz [ u — a:)a = -2'//5

dær/s— a;)2 +-2 “

14- formules qui sont seulement approximatives, et applicables aux petites va-
leurs absolues de u et de 7.

Si l’on suppose le point attiré placé à la surface de Panneau, on aura en-
tre u et 7 la relation w2 4- A-72= K 2, qui permet de chasser 7 de l’expression

de -7^ et u de l’expression deau a y
Pour y parvenir plus aisément, changeons de variable, et posons

u — K cos9.

/K 2 — x4

V-*- etFaisons l’intégration relative à z entre les limites —
. 11 viendra, en indiquant d’abord les limites,

“1 . /K *- J*rv *dV f*X = K/ clx./ Æ =-K (arctang-l-Jdu
il viendraJ -v

K si n 9

..Y t vPP)
K *\ar<!tang-5-S J'

A

=
_

4P/- Dans l’équation
%

Éa troisième intégrale peut s’effectuer
ce qui donne entre les limites — K et 4- K,

;2- 1dvà l’aide de l’intégration par parties, Tu ~ ~‘2 p ;2

0* — K2

u — y/üdv P '
7r). 2 _ 1(2

d, =- ^ X ;.2 — 1

remplaçons sous les radicaux u et 7 par leurs valeurs en fonction de l’an-
gle <p ; le premier radical devientCelte fonction devant être identique à 2/*(«), nous aurons pour déterminer

la fonction f l’équation

- = y//(Kcos? + K s i n y ^- l V k, )-2-1
V/U + ï V-O -K* *;2 —[u-\fî/'(«) =-2p

_
Remplaçons u par u dr7^ — 1 ; il vient

y.2X* J.

A + aifcosysiny^-K* + £= y/l̂ cos»,)

— c°s*? + 2K2 cos ç> sin f y/— 1 »— K*sin* yf' (u ± y\J— i ) % A

P-j[u ± vV/— 1 ^(« ± vV=ï)*
_

K* Ü=l]. c= ï cos9 4- Ksinpy/— ï = J 4- y/ V^—— — 2^ / 2

f
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Le second radical serait de même égal à - — ^l\/ — 1, et par suitex

> — 1

DE SATURNE.
4° La force centrifuge pour un point de masse a, placé à la distance û+U

de Taxe de rotation, w étant la vitesse angulaire, a pour expression

// x eu8 x (« 4- u ) ;dV / o , 7r).MTr). = — x mX ï1 > elle agit dans le sens positif parallèlement à Taxe des u.
L’équation d’équilibre fournie par l'hydrostatique s’obtient en égalant

à 0 la somme des produits des composantes de chaque force par la diffé-
rentielle de la coordonnée correspondante ; nous aurons donc

On trouverait de la même manière

r/ V -h
> -+- !*= — 4PX<h ~

Ce sont, aux facteurs fa près, les composantes de l’attraction exercée par
un anneau à section elliptique très mince, de densité p , sur un point ma-
t ériel placé à sa surface.

101 . Nous pouvons vérifier maintenant si la section elliptique de l’anneau
satisfait aux conditions d’équilibre d'une masse fluide animée d'un mouve-
ment de rotation autour de son axe de figure. Les forces qui agissent sur
un point p. de la surface extérieure de l'un des anneaux sont :

1° L’attraction de la planète Saturne ;
2° L’attraction de l’anneau ;
5° L’altraction des autres anneaux concentriques ;
4° Enfin la force centrifuge.

1 ° Soit M la masse de Saturne ; les coordonnées du point u. rapportées
centre et aux AK* de l’ellipse méridienne sont u et 7; sa distance au

centre de la planète est y/(a -|- u )- 4- 72 ; l’attraction exercée par la planète
sur ce point est donc égale à

/>My(/y(« 4- u) du-/>M
[(a 4- fl)*4* y*]2 [(«4“ M)*4- y*J*

fa X Avpudu FIJ- X Anpbjdy 4- /*w2 ( fl 4“ u ) du — 0.> 4- 1> 4- 1

On simplifiera les deux premiers termes de cette équation en observant
que u et 7 sont très petits par rapport à a . Dans le premier terme, nous
commencerons par négliger 7* devant (a 4- M)8 , ce qui réduira ce terme à

[ a -4- u) du f/Æ
(A 4- fl)5

"

(« 4- flj

>|

du,hM 8

— 2
qu’on peut écrire sous la forme 4-^ du. Développant la puis-

sance indiquée, et arrêtant le développement au second terme, il vient en
définitive pour le premier terme pris positivement

rj^dtl -Wudu.a- a°

au
fl

r,i x M
(fl + «)* 4- y2*

Cette force a pour composantes suivant les axes des u et des z

* MÉ - se réduit par la même méthode, enLe second terme [ (a 4- fl) 2 4- 72]
négligeant les puissances de u et de 7 , à

C4l ,ch.fa X M />Mv( a 4- fl) et —[(fl 4- fl)24- y]* [(a 4- fl )44_
v2] 2

L’équation d’équilibre prend la forme suivante, en groupant les termes
qui multiplient du, udu et 7̂ 7, et en divisant par u :

/ X 4rrp
> 4- 1

2° Les composantes parallèles aux u et aux z de l’attraction de l’anneau
seront, d'après ce qu’on vient de voir,

hOL et> 4-1
C— 4- w2J udu

4Tp/y
A 4- r- fax - fax -(S+ f X 4;rp>

> 4-1 ^ y( ly — 0.

3° L’attraction des autres anneaux s’obtiendrait en appliquant les for-
mules générales ; mais la résultante de toutes ces actions, assez petite sans
doute pour pouvoir être négligée, est sensiblement parallèle en chaque point
à l ’attraction de la planète elle-même, et on peut en tenir approximative-
ment compte en altérant convenablement la masse M.

Cette équation doit coïncider avec celle de l’ellipse méridienne
ui X272= K9, OU bien avec sa différentielle udu 4- >*7^7= 0, ce qui exige
qu'on ait à la fois

* m
Cd-fl = W — »OUa2 *

*
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et
fnI . fX 4-xpl

p +
f X f}l'

X -+- 1 flî

De ces deux équations, la première règle la vitesse angulaire de l’anneau
en fonction de son rayon moyen et de la masse de Saturne. La seconde
assujettit à une condition le rapport X, qui définit l’excentricité de l’ellipse
méridienne.

L’observation directe des anneaux de Saturne ne permet pas de déter-
miner avec exactitude les valeurs de x ; la masse M de la planète ne peut
être obtenue qu’avec une approximation assez grossière, et en confondant
dans cette quantité la somme des masses de la planète, des anneaux et des
satellites, de toutes les masses, en un mot, qui constituent le système de la
planète. Les seules quantités qu’on puisse mesurer un peu exactement sont
les rayons des circonférences,intérieure et extérieure,de l’ensemble des an-
neaux, et la durée de leur révolution autour de la planète : ce qui permet de

n|
vérifier approximativement l’équation = laquelle assimile l’anneau

et

à un satellite qui tournerait autour de la planète à la distance a ( III , § 220, 3J).
Cette équation montre que la vitesse angulaire des diff érents anneaux doit
varier de l’un à l'autre.

L’anneau homogène que nous avons considéré serait dans un état d'équi-
libre instable ; car si, par un accident quelconque, le centre de l'anneau
quittait le centre de la planète, l’attraction devenant plus forte sur les parties
dp. l 'anneau qui se rapprochent de Saturne, et moins forte sur celles qui
s’en éloignent, tendrait à accroître la distance des cenlres, et non à la
ramener à zéro. La stabilité du système peut s'expliquer par l'irrégularité
de la densité et de la forme des anneaux, qui éloigne le centre de gravité
général du syslème de son centre de figure, et en fait une espèce de satel-
lite assujetti à un mouvement autour du corps attirant. Remarquons d 'ail-
leurs que les corps célestes étant plutôt assimilables à des fluides qu'à des
solides invariables, leur forme extérieure peut se modifier à la demande
des forces qui agissent sur eux, de manière à réaliser à chaque instant les
nouvelles conditions d'équilibre qui leur sont imposées, de sorte que le
déplacement d’un anneau pourrait très bien être corrigé par une altération
de la figure, et par une modification des vitesses des diverses parties dont il
est formé.

MARÉES.

102. La théorie complète des marées constitue un problème d’hydrody-
namique qu'il paraît impossible de résoudre en toute rigueur. Laplace, dans
le livre IV de la Mécanique céleste, en a donné les équations différentielles,
en tenant compte du mouvement de la terre et des actions du soleil et de la
lune, mais en laissant de côté, d'une part, les effets de la viscosité des
liquides, qui sont peu connus encore aujourd'hui, et de l’autre l'influence
des formes des continents et des profondeurs variables de la mer. Son ana-
lyse, sans rendre compte de tous les phénomènes observés, conduit à distin-
guer trois espèces d'oscillations de périodes différentes, quand on se borne
pour l'expression des forces aux termes qui contiennent en facteur le cube
de l’inverse de la distance del astre attirant.

Les oscillations de première espèce dépendent uniquement du mouvement
de l'astre attirant ; elles sont indépendantes du mouvement de la terre.

Les oscillations de seconde espèce dépendent du
ont pour période un jour.

Les oscillations de troisième espèce ont
environ.

mouvement diurne, el

période d’une demi-journéeune

Les formules permettent de calculer séparément chacune de ces oscilla-
tions et de déterminer la part de chaque astre attira** On trouve l’oscil-
lation totale en composant les oscillations partielles ainsi obtenues.

Nous nous bornerons ici à donner la théorie élémentaire des
l’indication sommaire des princi-
paux résultats auxquels l’observa-
tion a conduit.

marées, et

rnAy. i:
Nous avons remarqué (III, § 22G )

que le phénomène des marées s’ex-
plique par les oscillations périodi-
ques que subissent les verticales
autour de leur position moyenne.
Nous allons reprendre ce principe
pour le soumettre au calcul. Pour simplifier,
rigoureusement sphérique et homogène.

Soit O son centre. Cherchons la déviation produite sur la direction de la
verticale en un point m de sa surface, par l’attraction d’un corps L, situé
à une grande distance R dans la direction OL. Appelons p la distance ml' du
corps L au point m. Les distances R et p sont assez grandes pour qu'on puisse
regarder les droites mW et ml comme parallèles. Joignons Om ; le prolon -gement mZ de cette droite sera la verticale du point m, abstraction faite
des oscillations produites par la présence du corps attirant Or si ’

V. — MÉC. COLLIGNO.W

J
JJ
Fig. 78.

nous supposerons la terre

si l’on ap- ê
13
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et la composante suivant ?nT égale à

2/*Mr
pelle M la masse de ce corps, l'attraction exercée sur le globe terrestre est

force dirigée suivant OL, et qui imprime au centre du globe une accélé-
l'attraction du

p\rune cos Z sinZ = sin 2Z.R5R3
• , , . flIration égalé a ^

même astre est

L’accélération imprimée au point m par

et l’accélération relative, qui produit la déviation par

rapport au globe supposé fixe, est égale à la différence

La première se retranche de l'accélération g due à la pesanteur, et comme
elle est toujours très petite par rapport à g à cause de la petitesse du coeffi-

n\rdent , on peut la négliger sans erreur sensible. La seconde, qui est du

même ordre de grandeur, produit la déviation cherchée.
Si l’on appelle a l’angle très petit dont l’attraction de l’astre L déplace la

direction de la verticale dans l’azimut de l'astre attirant, cet angle a sera
donné par l’équation

11
flI R-r

Soit Z l’angle ZmL'=Z0L, angle zénithal de l’astre L par rapport à la
verticale moyenne. Projetons le point m en P sur la droite OL ; nous aurons

f}\r-- sm 2Z
p = R — OP = R — rcosZ, tanga, ou plus simplement a = 9

r étant le rayon de la sphère terrestre. Donc On voit que l’angle a est nul quand sin 2Z = 0, c'est-à-dire quand Z est
égal à 0, à 90° ou à 180°, c’est-à -dire quand l’astre attirant est à l’horizon,
au zénith ou au nadir. Il est maximum en valeur absolue pour Z =45°
ou 135°.

= ïï (1+ ftcosZ)’
111I

p II — r cos Z ^ cos Z
ii

en négligeant dans le développement du quotient les termes affectés des

puissances du rapport TT , qui est toujours très petit ,

cm u
Élevons au carré, et négligeons de même le terme qui contient le carré

r®
TïZ , il viendra

105. Ce calcul , qui suppose la terre sphérique, s'applique encore approxi -
mativement au sphéroïde terrestre ; la verticale moyenne en un point donné
de la surface terrestre est la direction de la résultante de deux forces, sa-
voir : l'attraction du globe sur ce point et la force centrifuge ; g est l’ac-
célération correspondante ; l’attraction de la lune produit, dans le plan
vertical qui passe par le centre de cet astre, une déviation très petite a,
donnée par la formuleR*

(‘+ TicosZ) = & + 2’ /’Lrsin 2Z
“= ~w~ ’

où L représente la masse de la lune, R sa distance actuelle au centre de la
terre, et Z sa distance zénithale. Le soleil produit en même temps sur la
verticale une déviation a', dirigée dans le plan vertical qui contient son
centre, et donnée par l’équation

1 _ 1
p1 “ R2 j^ cosZ,c

enfin
1 1 2r

II* — U3 C0SZ -P2

L’accélération apparpnte due à l’attraction du corps L est donc égale à

2/11r _
-p- cosZ*

Nous pouvons la décomposer suivant la direction mZ normale, et la
direction mT, tangente à la surface terrestre menée au point m dans le
plan vertical Z M L' qui contient le corps attirant. La composante suivant mZ
sera égale à

, /*Srsin 2Z'C/L ~~ —^
_
!» /T 7g h'5

où S est la masse du soleil, Z' sa distance zénithale, et R' la distance de son
centre au centre de la terre. Ces deux déviations se composent en une seule,
et donnent la direction définitive de la verticale. Dans ces formules r repré-
sente le rayon moyen de la terre. Quant à l’accélération g , sa valeur n’est
pas sensiblement altérée par les actions des astres.

104. Nous pouvons déterminer d’après ces principes la figure que tend
à prendre la surface de la mer par suite de l’attraction d’un astre L2gi' c°s»- Z, m par-
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ticulier. Pour cela , nous supposerons encore que la forme naturelle de la
terre soit rigoureusement sphérique, et que la pesanteur g soit la même en
tous ses points ; nous admettrons de plus que la déformation subie par la
surface soit assez petite pour ne pas altérer sensiblement les forces, de telle
sorte qu'on puisse les calculer par une méthode de fausse position , en
cherchant leurs valeurs dans l’état primitif où la déformation n’aurait pas
lieu.

ou bien !

!'+ (!-¥)*
équation d’une ellipse qui a pour demi-axes OA' =

= C,

JEV r R3

et2/1M

Les forces qui agissent sur un point M sont : la pesanteur g suivant la
verticale moyenne MO, et l’attraction relative de l’astre L suivant ML ; l’ac-

célération correspondante à cette dernière force est

La pesanteur g se décompose parallèlement aux axes rectangulaires 0XT
OY , dont l’un, OX , est dirigé vers le
centre de l’astre L; on a suivant •

L, l’axe OX , — <7 cos Z, et suivant l’axe
OY, — g sinZ.

Appelant Xet Y les composantes de
la force totale qui agit sur le point M,
nous aurons

OB' =
La constante C se déterminera en exprimant qiie le sphéroïde déformé a

le même volume que la sphère primitive, ce qui donnera l’équation

Cr / c
V r K3

cos Z .

— i-3
‘2/ M 'z

B

«u biens
! \ \y

! ¥- vA- î fllg' r*
R3 *

t C * =xP A / A'O
I

/

/V 'S ‘2/Air
Élevant les deux membres à la puissance\3

2/S[ÿV*\ s

cos Z,X = — <7 cos Z -f , il vient
Y = — (/ sinZ.

Dans ces expressions, nous remplacerons cos Z et sinZ par les rapports
OP MP
OM ‘ OM *

Fig. 79.
« P

-Y (c =!s'
= approximativement gr ^1 — ~

Ï1 en résulte, au môma, degré d’approximation,

= or
X 11ou par - et par ^, ce qui donnera Yt-

Y — ^ -L .X r + R3

Y = — OU
v f -( i _ 1

ZgW )'r OB'=
L’équation de la méridienne altérée, qui doit couper à angle droit les

résultantes des forces X et Y, est * (1- 2 /AIr
5 g\VJEV r R3

/4 /Afr
M3

OA'= 2/H ~~ 2/AIr )Xdx -j- Ydy == 0, 1 — :
/7B5

ou bien
g [ xdx + ydy ) _ 2£M^R3r Le demi-axe dirigé vers l’astre attirant surpasse donc le demi-axe per-

pendiculaire de la quantité la montée maximum > -
f—o oit3

Cette équation est intégrable, puisque r représente la valeur constante du
rayon moyen de la terre. Il vient , en désignant par C une constante,

* (** + *•) = ** + C.
, est double

1 f \W*
’ 5 </ K* *de la descente maximum

%
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instant avec la hauteur du point C. Si donc V est l’heure de la mer basse ,
1 l'heure de la mer haute, ces deux heures étant exprimées en secondes,
la montée k?=x de la mer à l’instant t s’obtiendra par l'équation

r?x -n]
10G . La loi exacte est beaucoup plus compliquée, et ne peut , pour cer-

tains points du globe, s’exprimer que par une somme de plusieurs termes
de périodes différentes : l'observation seule permet de les découvrir pour
chaque port en particulier . Voici , du reste, un résumé des principales lois
générales du phénomène.

1° La hauteur de la mer se règle principalement sur la hauteur de la
lune, à cause de la plus grande proximité de cet astre ; mais l’observation
montre qu’il y a un retard de 5G heures environ entre l’état de la mer et la
position de la lune qui correspond à cet état ; ce retard est dû à l'inertie
de la mer, qui ne peut prendre instantanément la forme d'équilibre cor-
respondante à une position donnée de la lune.

2° Les marées sont peu sensibles sur les mers fermées, telles que la Mé-
diterranée 1 et la Baltique ; elles sont tout à fait insensibles sur les mers de
petite étendue, comme la Caspienne ; elles ont une faible amplitude en
pleine mer, et notamment dans l'Océan Pacifique, où l’ intumescence pro-
duite par l’attraction du soleil et de la lune se propage avec une extrême
facilité à la surface des eaux. Le phénomène est exlrêïflfcment sensible au
contraire sur les côtes de l’Océan , surtout sur celles qui font obstacle à la
propagation du flot . Ainsi l'amplitude de la marée, qui s’élève à G mètres
sur les côtes de Saintonge et de Bretagne, atteint 14 mètres dans la baie
du Mont-Saint-Michel , 8 mètres sur les côtes de Normandie, et se troufe
réduite à 2 mètres environ le long des côtes de la mer du Nord.

3° On a déterminé par l’observation pour chaque port deux constantes
qui servent à calculer l’heure de la pleine mer pour un jour donné, et la
hauteur probable de la marée. Ces constantes sont l'établissement du port
et l' imité de hauteur.

L’établissement du port est le retard de la haute mer par rapport à
l'instant du passage de la lune au méridien, ce retard étant constaté aux
environs de l'équinoxe, et quand la lune est à une distance moyenne de la
erre.

L’unité de hauteur est la moitié de l’amplitude totale de la marée à l'é-
poque des syzygies équinoxiales, c’est -à-dire à l'époque la plus voisine des
équinoxes où la lune est nouvelle ou pleine.

199LOIS
105 . Cette recherche n’a qu’un intérêt théorique. Elle fait connaître les al-

térations subies par les surfaces de niveau assujetties à couper à angle droit
toutes les verticales. Mais l’équilibre n’existant pas, rien ne prouve que 11
surface de la mer coïncide à chaque instant avec la surface de niveau qui
correspond à la distribution des forces à ce même instant . Le problème est
en réalité beaucoup plus complexe.

Les mouvements du soleil et de la lune étant bien connus, on pourra dé-
terminer pour un instant quelconque et pour un lieu donné du globe
les distances zénithales Z et 1’ des deux astres, et les distances U et R' de
leurs centres au centre def la terre ; on pourra ensuite décomposer les forces

horizontales^sin 2Z, correspondantes à chaque astre, en deux compo-
santes suivant les directions du méridien et du parallèle. Les forces que
l’on obtiendra subiront d’instant en instant des variations correspondantes
aux variations des angles Z et Z'; la portion principale de ces variations sera
due au mouvement diurne de la terre. La hauteur de la mer est réglée par
les valeurs successives de ces forces, qui sont sensiblement périodiques pen-
dant la durée d’une demi-journée ; or on peut admettre avec Laplace
comme un principe général , que lorsque les forces sont périodiques,
« l ’état d’un système de corps dans lequel les conditions primitives du mou-
vement ont disparu par les résistances qu’il éprouve, est périodique comme
les forces qui l’animent. » Ce principe permet d’éliminer toutes les

ru circonstances initiales et toutes les perturbations
accidentelles qui compliqueraient singulièrement le
problème des mouvements de la mer. A ce point de

\ vue, l’état de hauteur de la mer est assujetti à des
) oscillations sensiblement périodiques, dont la durée

/ est d’environ une demi-journée. En réalité , la pé-
riode est un peu plus longue , à cause des mouve-
ments propres des astres attirants , et les périodes
successives ne sont pas toutes égales à cause de
la variation des distances angulaires du soleil et de

la lune. La loi de montée et de descente de la mer dans une période en
particulier est très variable d’un point à l'autre ; mais on peut admettre
comme règle générale qu’elle suit la loi des oscillations simples d'un point
attiré par un centre fixe proportionnellement à sa distance à ce centre. Soit
A le niveau de la basse mer, B le niveau de la mer haute, AB= /i l'amplitude
totale de l'oscillation . Du point O, milieu de AB, comme centre avec\
pour rayon, décrivons un cercle, et imaginons qu’un point mobile G par-
coure ce cercle dans un sens ou dans l’autre avec une vitesse uniforme, de
manière à passer en A à l’ instant de la basse mer, et en B à l’instant de la
mer haute. On admettra que le niveau de la mer coïncide à chaque
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Fig. 80.

1 II y a exception dans la Méditerranée pour le fond de l’Adriatique et pour
le golfe de la grande Syrte, où l’on observe un retour périodique de marées
d’une faible amplitude.
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On appelle lignes cotidales les lieux géométriques des points du globe ter-

restre qui ont la pleine mer au même instant.
4° La hauteur de la haute mer en un point donné, au -dessus du niveau

moyen correspondant aux syzygies équinoxiales, dépend des distances du
soleil et de la lune à la terre, et de leurs déclinaisons. Elle est donnée par
la formule

DES MAREES.
créé par la marée à un frein que le soleil promènerait sur la surface de
l’Océan dans le sens opposé au mouvement propre de la terre. M. Delaunay,
l'un des premiers qui aient étudié cette influence, évaluait à une seconde en
cent mille ans la diminution correspondante du jour moyen. Il faisait obser-
ver en même temps que cette diminution pouvait n'ètre pas indéfinie, et
qu’elle cesserait le jour où, le refroidissement complet du globe ayant
réduit à l'état solide la masse entière des eaux de l’Océan , la terre tourne-
rait constamment vers le soleil la même face. On pense que c’est par un
effet semblable que la lune et les satellites présentent toujours la même
face à la planète autour de laquelle ils se meuvent.

QUELQUES IRR ÉGULARITÉS DU PHÉNOMÈNE DES MAR É ES.
107. M. l’amiral de Jonquières a rassemblé, dans une note insérée aux

Comptes rendus du 9 mars 1885, un certain nombre d’exceptions locales
à la loi des marées. Nous en extrayons les détails suivants.

Sur certains rivages, et notamment à Papeete, dans l’ î le de Tahiti, on
n’observe qu’une marée en vingt-quatre heures, au lieu des deux qu’on
constate partout ailleurs. L’influence lunaire disparait, et la pleine mer
revient chaque jour régulièrement à la meme heure.

A Akaroa (presqu’île de Banks), au contraire, l’influence solaire semble
disparaître, et la pleine mer arrive deux fois chaque jour, trois heures
environ après le passage de la lune au méridien de Paris.

Dans le golfe du Tonkin, sur la côte de Chine quiTavoisine au nord, à
Manille et dans les ports des îles Philippines, la marée présente un ca-
ractère anormal ; deux ou trois jours après que la lune a traversé l’équa-
teur, on observe toutes les vingt-quatre heures deux pleines mer% et
deux basses mers d’amplitude à peu près égales. Les jours suivants, l'un
des flots va en augmentant, l’autre en diminuant, et bientôt on ne
constate plus qu’une marée unique dans les vingt-quatre heures ; celte
marée atteint son maximum d’amplitude lorsque la lune atteint sa plus
grande déclinaison.

La hauteur qu’atteint la marée présente aussi de très notables diffé-
rences d’un rivage à l’autre. Très grande dans les estuaires dont les
côtes se resserrent graduellement, comme la Manche, la baie de Fundy,
le golfe de Corée, elle est presque nulle pour les î les de l’océan Pacifique;
elle ne dépasse pas une dénivellation tolale de 3m,75 sur la côte ouest de
l’Amérique, du cap Ilorn au détroit de Behring, et cette dénivellation
maximum se réduit même à 2 mètres entre les tropiques. Sur la côte est,
au contraire, elle atteint 12 mètres vers le détroit de Magellan, et décroît
graduellement à mesure qu’on se rapproche de l’Equateur.

En résumé, la question des marées est encore très peu étudiée, surtout
au point de vue local.
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cos 2D -f B

où II est l’imité de hauteur du port considéré;
R, la distance actuelle du soleil à la terre ;
R0, la distance moyenne de ces deux corps ;
D la déclinaison actuelle du soleil ;
R' la distance actuelle de la lune à la terre ;
R'o la distance moyenne de ces deux corps ;
D' la déclinaison de la lune;

et A et B deux constantes, savoir A=0,80029 et B= 0,31211.
Celte formule se met sous la forme z = 11m, et le coefficient numérique m

varie de 0,GS à 1 ,17 ; le nombre de centièmes contenus dans ce coefficient
exprime le nombre de degrés de la marée.

L’action du vent peut modifier notablement la hauteur ainsi calculée.
5° L’heure de la pleine mer pour un jour donné s’obtient en ajoutant à

Fheure du passage de la lune au méridien du lieu l’établissement du
port ; mais le résultat doit être corrigé par l’addition d’un terme w qui
se calcule comme il suit. Soient, comme tout à l’heure, D et D' les déclinai-
sons du soleil et de la lune, £ et S' leurs diamètres apparents au jour donné,
0$ mieux 30 heures avant le passage de la lune au méridien du lieu ;
enfin , Al et Al' les ascensions droites des deux astres à cette même époque :
la correction « s’exprime par la formule

I sin 2 ( Al — Al')[ Na = ^arc taiig — 19 minutes.o,5eo 9MJ'
o3 cos2Dr X 5,00 cos 2 ( Al — AV )

Le retard de 30 heures que fou observe dans les marées par rapport à la
position du soleil et de la lune, indique une tendance au ralentissement
dans le mouvement de rotation de notre globe. Si le renflement d û à la
marée solaire était constamment dirigé vers le soleil , la résultante des
attractions exercées par le soleil sur les molécules du sphéroïde déformé
passerait toujours par le centre de la terre, et ne contribuerait pas à altérer
sa vitesse angulaire. En réalit é, les pôles du sphéroïde déformé étant tou-
jours en retard par rapport au soleil , la résultante. des attractions ne passe
plus par le centre du globe, et donne naissance à un couple très faible qui
tend à diminuer la vitesse de rotation. On peut comparer le bourrelet fluide

i
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FONCTION DES FORCES.
et la fonction <ï> aura par rapport aux composantes X , Y, Z, X', . . . la même
propriété que le potentiel relativement aux composantes de l'attraction. On
a en effet, en différentiant, l’identité
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cl'b d<Pd$
dï dx + dÿ <hj + dz dz + dx' dx' + = ldx + Xdy + 7j(h+Vdx' • ‘

d’où l’on déduit , puisque dx, dy , dz , . . . sont des facteurs indéterminés,

• y

CHAPITRE IV
d<b d <i> d'I> r/ <I»X = dx ’ ^ dg 1 7 d z ’ \' = -T-dx'E X T E N S I O N D E L A T H É O R I E D U P O T E N T I E L.

Connaissant la fonction <i>, on en déduira les composantes de la force qui
agit sur un point ( x , y, z ) du système, en prenant les dérivées partielles de
la fonction $ par rapport aux coordonnées x, y , z de ce point .

La fonction <i> s’appelle pour cette raison fonction des forces; quelques au-
teurs lui donnent par extension le nom de potentiel.

S’il n’y a qu’un point mobile, la fonction des forces égalées à une con-
stante arbitraire définit la série des surfacesde niveau ( III , § 40) .

Tous les problèmes de la dynamique n’admettent pas une fonction des
forces. Si parmi les forces on considère un frottement , par exemple, les
composantes de ce frottement dépendent de la direction du mouvement de
son point d’application , et leur expression analytique contiendra par con-

séquent en facteurs les cosinus — , d
~ , des angles que cette direction

fait avec les axes ; s'il y a des résistances de milieux, qui s’expriment en
fonction des vitesses, les expressions analytiques des forces correspondantes
contiendront certaines puissances de la vitesse v. Dans ces cas, les compo-
santes X , Y, Z, . . . n'étant plus des fonctions des coordonnées #, y, z , P..
l’intégration a priori de la fonction (\dx n’a plus aucun sens et la
fonction des forces n’existe pas . Il en serait de même si Idx+Ydyd- ...
n’était pas une différentielle exacte, bien que X , Y , . . . fussent des fonctions
connues des coordonnées. Parfois cependant on trouve utile d'admettre une
fonction fictive des forces, quoique cette fonction n'existe pas en réalité, et
de représenter sous forme de dérivées partielles .
composantes X , Y, Z, . . . Ce n’est plus alors qu’une notation particulière,
dont l ’usage est légitime, pourvu qu’on n’en déduise aucune transformation
supposant l'existence réelle d'une fonction <l>.

Nous trouverons dans les livres suivants de nombreuses applications delà
fonction des forces. Ici nous en montrerons l’usage, en reprenant avec plus
de détails une théorie que nous avons esquissée (III , § 187) sur la stabilité
de V équilibre d'un système à liaisons.

108. Étant donnés un système matériel et un point dont les coordonnées
rectangles sont a, p, y, le potentiel du système par rapport au point est
une fonction V des trois variables a, p, y, telle que les dérivées partielles
(IV d\ d\
d% d3’ c/y’
posantes de l’attraction exercée sur le point par le système. Nous avons vu
l'usage de cette fonction pour résoudre certaines questions relatives à l’at-
traction des systèrfSfc matériels ou à la forme des corps célestes. O11 l'em-
ploie aussi très fréquemment dans la physique mathématique, notamment
dans l'étude de la capillarité et des attractions magnétiques ou électriques.

La définition du potentiel peut être généralisée, et appropriée aux recher-chas de dynamique analytique. Reprenons l’équation des forces vives appli-
quée à un système mat ériel quelconque considéré dans deux positions dis-
tinctes. Nous aurons ( III , § 171 )

représentent , à un facteur constant près, les valeurs des com-

— 2\ mvo~ =J i*dx + Xdy + 7.dz+\’dx' 4- Y'dy' -f Vdd +
112* mv

. . les valeurs desDans cette équation, X, Y, Z représentent les composantes de la force
totale qui sollicite le point ( x, y, z ) ; X', Y', Z', les composantes de la force
totale qui sollicite le point (#', y' , z' ) , . . . Supposons que les composantes
X, Y, Z, X', ... soient exprimablesen fonction des coordonnées x, y, z ,x\ .
supposons de plus que la fonction placée sous le signeJ dans le se-
cond membre soit la différentielle exacte d ’une fonction <ï> des \ aiiables
x, y , z , x' , . . . considérées comme indépendantes ; on pourra poser ( III, § 182)

•• y

A

ô mvQ' = *!*> Vy « y # (*0» l'0> V, . . X
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DE L'ÉQUIIJBRE.

1 Nous avons déjà vu (IY,§ 119) comment une question de stabilité se traite
moyen de l’équation des forces vives. On s’explique facilement l’emploi

de cette équation en considérant l’équilibre d’un point unique pesant , ou
plus généralement d'un système pesant à liaisons. Si les liaisons du système
sont telles que le centre de gravité, aux environs d’une position d'équilibre,
ne puisse que s'élever, quel que soit le déplacement infiniment petit qu’on
suppose imprimé au système, le travail de la pesanteur sera toujours néga-
tif et tendra à réduire l’amplitude et les vitesses du déplacement considéré
La stabilité est donc assurée si la hauteur du centre de gravité, compté en
montant à partir d'un plan horizontal inférieur, est minimum; or la fonc-
tion des forces est, dans le cas de la pesanteur, égale à — 2mgz , ou à — h\gzL,
en appelant zi le z du centre de gravité, et le minimum de z{ correspond
au maximum de — Mgzi (III, § 188).

Nous allons démontrer d'une manière générale que l’équilibre est stable
quand <î> passe par un maximum.

Le maximum de O est défini en général par les deux conditions sui-
vantes :
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auSTABILITÉ DE L ÉQUILIBRE D üN SYSTEME.
109. Lorsque la fonction des forces existe, 1° le système mobile est en

équilibre dans les positions qui font passer cette fonction par un maximum
ou un minimum ; 2° l'équilibre est stable dans les positions qui rendent cette
fonction maximum.

Soient
L = 0,
M = 0,

les équations qui définissent les liaisons auxquelles le système est assujetti.
On suppose que ces liaisons dépendent seulement des coordonnées x,
et ne contiennent ni le temps t, ni les vitesses, ni les angles des vitesses
avec les axes.

La condition du maximum ou du minimum de la fonction des forces

dt> = 0.
Les différentielles dx, dy , dz, ... des variables qui entrent dans la fonc-tion <ï> doivent d’ailleurs satisfaire aux équations de condition

dL = 0,
d'A = 0,

•*

est
d'b d <bd b= dx -f- — dy + .. — 0d'J

et
dH > < 0,

quelles que soient les différentielles dx, dy , ... La prîKhière condition est
satisfaite dans la position d’équilibre.

Désignons par Ç, rt, Ç, ... des variations infiniment petites des coordon-
nées x, y , z , ... comptées à partir de la position d’équilibre. Nous pourras
remplacer dx par Ç, dy par YI, dz par Ç, ... Formons la fonction d2<t> , en y
faisant la même substitution. Il vient d’abord un polynôme du second de-
gré en vi , S, ...

. •
Or ces équations sont celles que la statique donne à résoudre pour dé-terminer les positions d'équilibre du système; il suffit en effet de satisfaire

à iU fois aux équations

X û X -}-\oy —|- 7J $Z — J X'èx' — J- . .. = 0,
dh „ d\j dL d\j . =°t

ë^+ - - = °
dH = + Qj,+ R;* 4- ...

c/M d\L dM dM— S x+1- S y+1- S z+ Mais l , vi, S, ... ne sont pas des variables complètement indépendantes,
car elles satisfont aux équations de liaisons. On devra d'abord réduire ces
variables au moindre nombre possible, en chassant celles qui peuvent s’ex-
primer en fonction des autres. La condition du maximum de la fonction <P
sera, après ces diverses préparations, que d* <P puisse se mettre sous la forme
d'une somme de termes négatifs, quels que soient les signes des variables
qui y figurent. Appelons s, s', s" , ... certaines fonctions linéaires de celles
des variables v», Ç, ... qui sont conservées dans d*<l>, ces fonctions s, s' , ...
s'annulant avec les variables £, YJ, Ç ... Cela posé, on pourra en général, dans
le cas du maximum, mettre di(t> sous la forme

d-<t> = — As2 — \'s'- — A"s"* —

dont la première est l’équation du travail virtuel et exprime l’équilibre, et
dont les suivantes expriment les conditions auxquelles les variations .̂r,
<$ //, ... sont assujetties. On passe du second système au premier par un
simple changement de notation qui consiste à remplacer les variations Sx,
$y, ... par les différentielles dx, dy , ... Les résuhats des deux calculs sont
donc identiques, puisqu’on les obtient par l’élimination des variations dans
un cas, des différentielles dans l’autre, et la première partie du théorème
est démontrée.

^ enons à la seconde partie, relative à la stabilité. • . . i
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A , A', A", ... étant des fondions essentiellement positives des coordonnées
y , z , ... qui définissent l’équilibre.
Imaginons qu’on amène le système dans une position infiniment voisine

de la position d’équilibre, et soient £0, r,0, £0, ... les écarts correspondants
projetés sur les axes ; soit cle même v0 la vitesse infiniment petite impri-
mée à un point en particulier dans celte position du système. Appliquons
le théorème des forces vives au mouvement qui succède à l’état initial ainsi
défini. 11 viendra

DE L’EQUILIBRE.
croî tre au delà d’une certaine limite ; il en est par conséquent de même de

yj, r, ... qui s’expriment linéairement en fonction de s, s\ s", ...
Si donc la fonction <l> passe par un maximum, les écarts S, n, £, ... à par-

tir de la position d'équilibre sont essentiellement limités, et on peut suppo-
ser des écarts initiaux et des vitesses initiales assez petits pour qu’ils ne
puissent dépasser ni même atteindre les limites correspondantes à
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'-rë '-\Æ~ •= VrSi-
ou bien, en développant les fonctions <î> par la série de Taylor, et en obser-
vant que

ce qui est la définition même de l’équilibre stable.
110. La démonstration ne suppose pas nécessairement l’emploi de la série

de Taylor. Dire que <ï> (a;, ?/ , z , ...) passe par un maximum dans la position
d’équilibre, c’est dire qu’en prenant les variations Ç, Yî, Ç, ... suffisamment
petites en valeur absolue, la différence

4> (æ + £. ?/ + v7, z - j- 'Ç , . . ) — y , z , .. . ),

est négative. Cette différence dépend des valeurs particulières de YI, ...
Représentons-la pour abréger par l’expression

— ? ( S > n, • •.)

en mettant le signe négatif en évidence.
L'équation des forces vives, appliquée au mouvement dont l’état initial est

représenté par le système de valeurs ( H0, rIQ , Z0, .. . v0, ..^ prendra la forme

1 i^ 2 mv~ — ]jïi 2 mvoî =? ( =.o> ^o > ?o > • • •
’) -“ <? (?» n, ç,

ou bien %

S^ mv~ = G “ ?> • - •).
et si la constante C est positive et infiniment petite, la fonction <p (£, r(, X,, ...)
sera limitée à la valeur C au maximum, puisque 2 L mv2 est toujours positif.

Mais la fonction <p est nécessairement positive et croissante pour des
valeurs des variables Ç, YI, 'C , ... à partir de la valeur 0, sans quoi O ne
serait pas maximum dans la position (x, y , z ...), et il en est ainsi tant que
les variables H, Yî , Z , ... ne dépassent pas certaines limites Ç,, yq, Ç4, ... à
partir desquelles la fonction <I> peut devenir décroissante. On peut admettre
que les valeurs initiales £0, YI0, Ç0, ... soient choisies au-dessous de ces
limites. Alors C sera une quantité positive, qu’on pourra supposer aussi
petite qu’on voudra en attribuant à £0, YI0, Ç0, ... et à v0 des valeurs absolues
suffisamment petites. La fonction cp (^, v< , Z , ... ), étant positive et moindre
que la constante C, les variations S, Yî , Z , ... sont elles-mêmes limitées,
en valeur absolue, à des maxima qu’on peut rendre aussi petits qu’on veut
en disposant convenablement de la constante C.

chb cl$
dï l+ df'‘ Jr • • y

aussi bien que
d <t> d t>

E*o + 2p» + - -
est nul à cause de l’équilibre, et que les fonctions <& [ x, y , z...) — <t>[ x 9 y , z... )
se détruisent, on aura

V’ 1 vi 1L 2 ?J^ “ 2^ 2

• y

wu’02 = — As2 — A' s' - — A"s"2 — . ..
+ AV -HAV2 + A'V2-.. .;

\s'o > s"o > ••• sont ce que deviennent les fonctions s, s', s", ... quand on y
remplace l par E0, ... Les autres termes de la série seraient infiniment plus
petits en valeur absolue que ceux que nous avons écrits, et nous pouvons
n’en pas tenir compte, car ils n'infiuent pas sur le signe de la série.

Posons
c = 2| +AV + A'V2+ A%"2 + • •

La constante G sera une quantité infiniment petite, positive, qui dépend des
circonstances initiales. L’équation des forces vives devient alors

V1nii>“ = C — As* — A's'2 — A"s"2 — ...

I»

S*Le premier membre étant toujours positif, le second l’est aussi, et par
suite la somme des quantités positives

As2 -f- A's'2 -h A'V'2 H- . ..
est toujours au plus égale à la constante G. Donc s, s', s", ... ne peuvent

«



THÉOR ÈME DE M. Y. VILLARCEAU.
et différenlinnt de nouveau, en prenant toujours le temps t pour variable
indépendante, et en divisant par dl* f
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VIRIEL DE M. CLAUSIUS. — THEOREME DE M. YVON VILLARCEAU. cl frdr\ _ dx* dy* clz* d*x cl* y d* z
dt\dt ) ~ dl4 + dl* + dl* +xdï* + ydï* + zdï*(2)

111. M. Glausius a introduit dans le calcul une nouvelle espèce de fonc-
tion des forces, à laquelle il donne le nom de viriel , et qui s’exprime par
la somme

= v + x d t* + y d t* + z w
Multiplions par m, et remplaçons dans (1) le premier membre par sa va-

leur déduite de ^2) ; il vient l’équationXx + Y// + Z:+ X'x' + Yy -f- Vzf + ...
Chaque composante est multipliée par la coordonnée parallèle de son point

d’application, et cette somme est étendue à toutes les forces qui sont appli-
quées au système que Ton considère.

Cette définition fait intervenir la position et la direction des axes coor-
donnés ; le viriel est donc relatif à un système d’axes particulier, et change
avec le changement des axes. On pourrait modifier cette définition. M. Lu-
cas, dans un mémoire sur la vibration des systèmes élastiques, a été con -
duit à considérer une autre fonction analogue au viriel, mais dans laquelle
les coordonnées x, y, z , par lesquelles on multiplie respectivement les com-
posantes X, Y, Z, sont remplacées par les projections sur les mêmes axes
de l’écart du point mobile par rapport à la position d’équilibre autour de la-
quelle il oscille.

Pour montrer futilité de la considération du viriel , nous donnerons un
théorème dû à M. -Yvon Villarceau.

Les équations du mouvement d’un point unique de masse m sont

d*.r
vldT*

cl* >,m -r^r

mv* =
d d ri

~ dt[2
1 d»Jr*)

“ 2 dt 9eu bien, en observant que

m̂ cl- ( r2)
2 dt*

Cette équation étant écrite pour tous les points d’un système mobile, on
aura un théorème applicable au mouvement de ce système en les ajoutant
toutes ensemble; l’équation finale donnera la force vive totale en fonction

d* (r2)
dt* :

(3) — ( Xx -f- Xy 4- Z z ).mv

du viriel et des quantités m

V m»* =|£ m d-^ — £ (Xæ + YIJ + Zz ).M

= X, Le viriel, pour un point M en particulier, est le produit de la force P q%i
sollicite ce point par la distance r du point à l’origine et par le cosinus de
l’angle formé par la direction de la force MP avec le prolongement du
rayon OM qui joint le point M à l’origine.

En effet ,

C
r = Y,dt*

d*zm nr* = z-
X a: Y yXx+Yy+Z z=(

C’est le travail que produirait la force P, agissant toujours parallèlement
à elle-même, si son point d’application était transporté du point O
point M.

Lorsque les points mobiles exercent les uns sur les autres des actions
mutuelles proportionnelles à leurs masses et à une fonction de leur distance,
la portion du viriel afférente aux forces intérieures peut s’exprimer d’une
manière très élégante.

Soient m, m' les masses de deux points M, M', dont les coordonnées sont
x , y y z pour le premier, x y\ z' pour le second ; soit p leur distance MM'.

V. — MÉC. COLLIG NON.

p f + f r)Pr=PrC0S(P’ r)-Multiplions la première par x, la seconde par y, la troisième par z et
ajoutons. 11 vient p r + n

[ d' x (1* 11 d*z\m ( * dt*
~*~ ycïé + Zdï* J(D = Xx -f- Yy -f- Z z .

au
Transformons le premier membre de cette équation.
Soit r la distance de l’origine O au point mobile. Nous aurons

r2 = x* -f- y* -f- z*.
v.Différentiant, on a

rdr = xdx ydy -f- dzt 14



DÉFINITIONS ET NOTATIONS DE LAMÉ.
Le produit /mm' <p (o) représentera la force mutuelle l subie par les deux

points dans les directions MM', M'M. Leviriel correspondant sera le travail
de la force F agissant dans le sens MM' quand son point d’application reçoit
le déplacement NM, augmenté du travail de la seconde force F agissant dans
le sens M'M, quand son point d’application reçoit le déplacement OM'. La
somme de ces deux quantités de travail sera le produit de la force F par la
distance MM', ou enfin par p. Le viriel correspondant est donc exprimé par
fmtnf 9 (p) p.

S’il n’ y a dans le système que des forces intérieures, exprimables en
fonction des masses et des distances, l’équation de M. Tvon Villarceau
deviendra donc

DÉFINITIONS ET NOTATIONS DE LAMÉ.
Nous pouvons regarder, en effet, la fonction F comme une fonction

des forces, définissant, pour chaque point ( x, y , z ) de l’espace, les
composantes parallèles aux axes, de la force qui corres-
pond à ce point . Le système de forces se trouve parfaitement défini
pour tous les points , et un changement d’axes quelconque n’aura sur ce
système aucune influence. Or le paramètre différentiel du premier ordrem
forcé" totale qui est appliquée au point ( x , y, z ) ; il ne change donc pas
par un changement de l’origine et de l’orientation des axes, pourvu
qu’ils continuent à être rectangulaires, puisqu’il représente une quantité
absolue, indépendante des axes auxquels on la rapporte. La meme pro-
priété appartient au paramètre différentiel du second ordre, et a été dé-
montrée plus haut (§ 59) .

Lamé a proposé de représenter le paramètre du premier ordre de la
fonction F par la notation A 4 F, et le paramètre du second ordre parja
notation A- F. L’emploi des exposants dans ce cas a un inconvénient. Car
il semblerait que l’opération A'2F est le résultat de la répétition de
l’opération A*F. On n’a pas cependant A2F= A4 (A « F) . Bien qu’il suffise
d’être prévenu que la notation ne se prête pas à l’algorithme ordinaire
des exposants, certains auteurs préfèrent substituer, pour éviter toute
confusion, les indices aux exposants, et écrire A,F, AJ**

L’équation
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dF\* </F Y2
exprime , en coordonnées rectangles , la+ +dy dz

d* ( ?•* )2 mv* = 5 2 m — 2 fmm'9 ( p) X p-(5) d l*

Sous cette forme, le théorème s’applique aux mouvements vibratoires
d’un système élastique.

DÉFINITIONS ET NOTATIONS DE LAMÉ.

112. Lamé a introduit, dans ses recherches de physique mathématique,
es définitions suivantes, qui ont été généralement adoptées par les

analystes.
Soit F une fonction des coordonnées rectangles, x, y , z , d’un point

dCns l’espace. Lamé appelle paramètre différentiel du premier ordre de la
fonction F l’expression

A‘(F)-°
revient à l ’équation

d* F d* F d*F
dx* ^ dy*+dz* = 0V(£HIMS'

que nous avons déjà rencontrée en hydrodynamique ( IV, § 125). On ysatisfait en égalant F à un potentiel de l'attraction newtonienne,
Lamé appelle un potentiel inverse, parce que le radical s’y trouvedénominateur, ou potentiel de première espèce , par analogie avec lesintégrales elliptiques, c’est-à-dire en posant l’équation

©

ou la racine carrée de la somme des carrés des dérivées partielles du
premier ordre, et paramètre différentiel du second ordre de la même fonc-
tion l’expression

ce que
en

d*F d*F d*F
dx* + dy* 4 dz* ’

F- f f f J B
f (* i Si y)ou la somme des dérivées partielles du second ordre, prises chacune

deux fois par rapport à la même variable.
Il est facile de s’assurer qu’un changement de coordonnées, opéré

conservant les axes rectangulaires, n’altère pas les paramètres du pre-
mier et du second ordre d’une fonction quelconque.

j dxdpdy ;-«)* + (*-«* + (*-y )

en
f {*> ï) représente dans cette intégrale triple une fonction arbitrairedes coordonnées a, g , 7 d’un point d’ un système matériel quelconque ,
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cette fonction est la densité , ou masse spécifique, du système en ce point
a, p, *y). Les intégrations s’étendent à tous les éléments dans lesquels le

système se décompose. On reconnaî t la solution donnée en hydrodyna-
mique (IV, § 127).

De même l’équation

D’ UN SYSTÈME DE CORPS ÉLASTIQUES.

corps se solidifie, qu’il conserve sa forme géométrique, et qu’on le
dépouille de tout mouvement vibratoire. Cela revient h décomposer le
mouvement de chaque molécule en deux parties : Tune, comprenant le
mouvement d û au déplacement géométrique du solide A, l’autre aux
déplacements propres de chaque molécule par rapport aux positions que
ce déplacement géométrique lui fait prendre. On conçoit donc ce qu’on
entend par le mouvement moyen du corps, qui n’est autre que le mouve-
ment qu’aurait le corps s’il était réduit à la solidité géométrique, et par
le mouvement vibratoire, qui complète le mouvement moyen. Cette
décomposition est analogue à celle qu’on opère dans la dynamique du
système matériel , quand on considère à part le mouvement du centre de
gravité, et le mouvement par rapport à des axes de direction constante,
menés par le centre de gravité.

Nous allons chercher comment se décompose la force vive du corps A ,
lorsqu’on partage ainsi son mouvement en deux, mouvement vibratoire
et mouvement moyen.

114. Considérons un point matériel M du corps A; soit m sa masse,
v sa vitesse à un instant donné, x, y, 2 ses coordonnées, exprimées en
fonction du temps, dans le mouvement total. Le même point a dans le
mouvement moyen une vitesse t>(), et des coordonnées .r0, y0 , z0 , qui
satisfont d’un point à l’autre aux conditions de la solidité géomé-
trique.

Le mouvement vibratoire sera défini par des coordfff&iées rl } Ç, rap-
portées pour chaque point à des axes parallèles aux axes fixes ; elles sont
très petites en valeur absolue, et sont alternativement positives et néga-
tives, puisque les vibrations du point M s’opèrent autour de sa positon
moyenne.

On aura entre ces diverses coordonnées les relations
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A (A )̂ = 0’

par laquelle on indique que le paramètre différentiel du second ordre du
paramètre du second ordre de la fonction cherchée cp est constamment
nul, revient «à l’équation développée

d* fd*qp , dl$ t

dx*^ dÿ* ^~
dz*

dF 2 5 + 2 F 2 difdz* °’dx-dy dx*dz*

et admet pour solution l’intégrale triple

f f JfV^(* — «)*+ & — $*+ (* — y )* dctdpdy ,

qu’on peut nommer avec Lamé potentiel direct , ou potentiel de seconde
espèce, d’après les mêmes analogies.

Comme applications des notions précédentes et des fonctions qu’011
vient de définir, on peut consulter un mémoire de M. J. Boussinesq, pro-
fesseur à la faculté des sciences de Lille, intitulé : Application des poten-
tiels à l'étude de l' équilibre et du mouvement des solides élastiques (Paris ,
Gauthier-Villars, 1885).

V *=*<> + *>

] y=Uo+*h
( * =*<) +?•

FORCE VIVE D’UN SYSTÈME DE CORPS SOLIDES, QUAND ON TIENT COMPTE
DES MOUVEMENTS VIBRATOIRES. 1 /

115. Étant donné un système de corps solides, on pourra toujours
isoler chacun de ces corps, en introduisant les forces qui se développent
au contact des uns et des autres. Ces forces, intérieures et mutuelles
lorsqu’on considère le système entier, deviennent des forces extérieures
relativement à chaque corps en particulier.

Occupons-nous spécialement d’un des corps solides, que nous appel-
lerons le corps A. On suppose ce corps soumis à des vibrations, qui font
osciller ses molécules autour de leurs positions moyennes. La position
moyenne du corps, à un instant donné, s’obtiendra en supposant que le

Nous exprimerons que les coordonnées x0 , y0, z0 sont celles de la
position moyenne, en appliquant la remarque suivante : le mouvement
vibratoire du système A ne change rien, ni à la position du centre de gra-
vité, ni à la somme des moments des quantités de mouvement par rapport
d des axes de direction constante. Cela revient à dire que le mouvement
moyen est entièrement dû au jeu des forces extérieures, qui ne subis-
sent aucune altération sensible par l’effet des vibrations , et conser-
vent les mêmes composantes et les mêmes moments par rapport aux
axes.



D’UN SYSTÈME DE CORPS ÉLASTIQUES.
Des équations (7) et des équations (5) on déduit que les quantités de

mouvement du mouvement vibratoire , considérées comme des forces appli-
quées au solide géométrique À, se font à chaque instant équilibre.

115. Cette proposition va nous servir à opérer la décomposition de la
force vive.

Des équations (1) on tire en différentiant

dx dx0 , d%
fft dt ' dt'
dy __ dy0 , dvj
dt dt ‘ dt ’

dz dz0 , dç
dt dt dt
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On aura donc à la fois les six équations, en étendant les sommes à

tous les points matériels du corps A ,
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1
< 2/ »y=z '2jimJo’(2)

dlJo „\Tr° r2” (l»-fH=2« Ci-
S-(B~S*)=2*(£--&4
2-(2-£0=2> (aP-

Vo- 4

(3)

P4
Élevant au carré et ajoutant, puis multipliant par m, et faisant la

somme étendue à toutes les molécules du système A, il vientLes trois premières équations dorment

2/"£ = 0,

= 0, et par suite (5) < J\m ~ = 0 ,

Quant aux trois suivantes, observons que la vitesse totale v de la molé-
cule m a pour composantes la vitesse v0 du mouvement moyen et la
vitesse u du mouvement vibratoire, de sorte que, si l’on prend par rap-
port à un axe quelconque les moments de ces trois vitesses appliquées au
pc£nt M, et qu’on multiplie par la masse, on aura

M ( mv ) = M [mv0) -f M ( mu) ,
et par suite, faisant la somme de toutes ces équations appliquées à tous
les points, on aura aussi

V' (i%2> jt 0,

S-[© +©•+ (B)']- 2>[(ï)'+w
* s-[<$r + m+ ©’]2«Iï=°.

!2"[ , dy dy0 dÇ cho+ dlJkUt dt dt
d\dx0+ 2 dt dt

Le premier membre de cette équation est la force vive totale\\rnv-.** * %
La première ligne du second membre est la force vive J^mv02 du solide

dans le mouvement moyen.
La seconde ligne est la force vive / jnu? due au mouvement vibratoire

considéré seul.
La troisième ligne se réduit identiquement à zéro, en vertu de la pro-

position qu’on vient d’établir.
Considérons en effet la somme

2>M=SM ( mvo)+2JM (ww) *
(0)

Les équations (3) font voir qu’on a

à- d;<( r,mdtdx° + mJtdlJo+ m f dzo-
Elle représente le travail d’une force dont les composantes sont

( j y
lorsque son point d’application reçoit un déplacement ^

par rapport à chacun des trois axes coordonnés. Donc enfin

2X(«mO =°,

2M0!/('“ “ ) = °-
2M0j(m«) = 0.

dZ dmm — y m — , m
dt

dont les projections sur les axes sont dx0 , dy0, dz0. Elle exprime donc le
travail de la quantité de mouvement appliquée à la molécule M, quand

dt'm
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D'UN SYSTÈME DE CORPS ÉLASTIQUES.

La différence entre ces deux fonctions est

Xd% + Xdvj -J- Zdç ,

FORCE VIVE
le solide reçoit le déplacement infiniment petit qui est dû à son mouve-
ment moyen. L’ensemble des quantités de mouvement vibratoires se
faisant équilibre, la somme de tous leurs travaux élémentaires est nulle
et l’on a par conséquent

217

de sorte que le travail des forces extérieures se partage en deux parties :
l’une comprend - le travail de ces forces dans le mouvement moyen, et
l’autre le travail des mêmes forces qui est dû aux vibrations.

L’équation des forces vives appliquée au mouvement total prend la
forme

2(mS + m jt dy° + mw <h° )
,„V , dndÿp rfçÿÿl nZu \_dt dl ' dl dt dt dl\

On en déduit l’égalité
S? mv“— 2\mv*° =2 / { X d x +U y+U z ] +2/ fdr'

*)

désignant par ^ fdr le travail élémentaire des forces intérieures,

et par ^ - mr02 la force vive initiale.

Remplaçons

en
égalité de même forme que celle qu’on a démontrée pour la décompo-
sition de la force vive en deux parts, quand on rapporte le mouvement
d’un système à des axes de direction constante menés par le centre de
gravité.

La force vive totale est la somme de la force vive dans le mouvement
moyen et de la force vive vibratoire.

En général, le terme ^mu2 est assez petit pour qu’on puisse le négliger
sans erreur appréciable; ou bien il conserve une valeur sensiblement
constante, et d&ffàraî t dans la différence des forces vives, prises à deux
époques déterminées.

116. Occupons-nous actuellement du travail des forces. Les forces
extérieures figurent seules dans les équations des quantités de mouve-
ment projetées et des moments de ces quantités ; la substitution du
mouvement moyen au mouvement total n’altère pas sensiblement ces
forces extérieures, soit en grandeur, soit en direction, à cause de la
petitesse des différences Ç, r(, cette substitution, qui, par hypothèse,
est sans effet sur les quantités de mouvement et leurs moments, laisse
donc subsister sans changement les équations où elles figurent . 11 n’en
est pas de même pour le théorème des forces vives, car si les forces
ne changent pas, le chemin parcouru par lequel elles doivent être multi-
pliées est altéré par le mouvement vibratoire. Soient X, Y, Z les compo-
santes d’une force extérieure appliquée au point dont les coordonnées
sont .r, y , z. Le travail élémentaire de cette force dans le mouvement réel
sera

+ ljjmt*8’

2J (\dx+Xdy+lch:)

'Vmv"1 par

et

par la somme

2 f ( Xrfrn+ Y </yo-|-Z</3o) -|-^ j*(Xc/£ + YÆj + Zdç).
%

11 viendra

+2^
La première ligne de cette équation, prise à part, est l’équation des

forces vives appliquée au mouvement moyen. Les forces intérieures n’y
figurent pas, puisque le système est alors considéré comme invariable.
On a donc aussi

2 f [ Xdx0+Ydy0+Zdz0)

^ f (Xrfg Yd„+ Zrfç) +2 f,lr-2 —mu

%= y i f (\di + Ydr, + ïd t) +2/ fdrïiXdx -f-Ydy -f Zdz, mu
\tandis que, pris pour le mouvement moyen , le travail serait

Xd.r0 -f Ydy0 -f Zdz0.
de sorte que l’acroissement de la demi-force vive vibratoire n’est pas
d û uniquement au travail des forces intérieures ; il est encore d û pour
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une part à l’excès du travail des forces extérieures, afférent aux excès de
déplacements subis par leurs points d’application.

En général , Ç, n , Ç sont assez petits pour que la quantité de travail

du travailT, f fdr des
forces intérieures, et l’on peut dire approximativement que l’équation des
forces vives s’applique au mouvement moyen, en tenant compte du tra-
vail des forces extérieures, et au mouvement vibratoire, en tenant
compte seulement du travail des forces intérieures et en faisant abstrac-

1 1tion du mouvement moyen. En même temps ^ mu- — 2 ^reste sensiblement nul si le système est élastique, pourvu qu’on prenne
les forces vives à deux époques où le système ait repris la même forme.
On a alors, entre ces deux époques qui comprennent un nombre entier
de périodes,

^J' (XdÇ + Ydn -f Zdty soit négliggeable vis-à-vis
LIVRE i l

P R I N C I P E S D E E A T H É O R I E D E L’ÉL A S T I C I TÉ

mif 0

I 117. Les corps solides que l’on rencontre dans la nature n’ont pas l’ in-
variabilité géométrique qu’on leur attribue communément dans la méca-
nique rationnelle. Ils sont dé formables plus ou moins, suivant les efforts
plus ou moins grands qu’on leur fait subir. Lorsque la déformation est
très petite, et qu’on fait cesser l’effort qui l’a produite, le corps revient
à sa forme naturelle d’équilibre, après une série de vibrations qui s’étei-
gnent en général assez rapidement. Cette tendance des corps solides dé-
formés vers leur état primitif constitue Y élaslicilé des corps ; elle suppose
que les efforts subis par le corps n’ont pas dépassé UïV' .certaine limite,
assez mal définie, qu’on nomme limite d'élasticité, et au delà de laquelle
la déformation resterait permanente en totalité ou en partie. Les diffé-
rents corps sont plus ou moins élastiques, suivant que leur limite d'élaÿi-
cité est plus' ou moins élevée. Du reste, dans ce qui suit on supposera
toujours que les efforts qu’on leur applique pour y produire des déforma-
tions sont inférieurs à cette limite.

Il ne sera question ici que des corps homogènes, de telle sorte qu’on
puisse admettre l’identité de toutes leurs parties. Parmi ces corps ho-
mogènes, il y a lieu de distinguer les corps d'élasticité constante en tous
sens, et les corps qui ont, au contraire, une élasticité différente suivant le
sens dans lequel s’opère la déformation. Cette dernière classe comprend cer-
tains corps cristallisés, dont les déformations obéissent à des lois spéciales.
Maislaplupartdescorps homogènesont aussi une élasticité constante, et c’est
d’eux seuls que nous aurons à nous occuper. Théoriquement on peut les
concevoir comme formés d’un assemblage de systèmes moléculaires telle-
ment disposés autour d’un point O, qu’ une droite de longueur finie, issue
de ce point O, rencontre dans tous les sens le môme nombre de ces sys-
tèmes : condition qui suppose un nombre infiniment grand de systèmes
moléculaires, et qui serait impossible à satisfaire s’il n’y en avait qu’un
nombre limité.

Y . j(Xrf|+ + z*;+Xffdr= 0•

fdrMais alors on a aussi 0, et par conséquent

2/(X^+ Y^+ Z^) =0.

On peut prendre indifféremment, dans ce cas, le travail des forces
pour le déplacement moyen, ou pour le déplacement total. Cela revient à
laisser entièrement de côté le mouvement vibratoire.
£a théorie des forces vives dans le mouvement vibratoire des solides

est due à Coriolis.

•r
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grand nombre dans un espace très restreint. Cette quasi-continuité per-
met d’appliquer au système les méthodes du calcul infinitésimal.

Le problème général de la théorie de l’élasticité comprend deux ques-
tions distinctes :

1° Trouver la force élastique en un point d' un solide, sur un plan quel-
conque passant par ce point , connaissant les forces qui sont appliquées au
solide ;

2° Déterminer les dé formations produites par ces mêmes forces.
Nous nous occuperons d’abord de la répartition des forces élastiques.

221THÉORIE DE L’ÉLASTICITÉ.
118. La théorie de l’élasticité est toute moderne. Elle a été créée par

les travaux de Navier, de Poisson, de Cauchy, de Lamé ; les leçons de ce
deirnier à la Faculté des sciences de Paris l , publiées en 1852, ont ré-
sumé les principes de la science, et en ont donné des applications aux
problèmes les plus importants de la physique mathématique et de la mé-
canique vibratoire. Elles forment le point de départ d’une foule de t r a -
vaux récents. Nous les prendrons pour guide dans le présent livre.

L'hypothèse fondamentale de la nouvelle doctrine est que l’augmenta-
tion de la distance de deux molécules fait na ître entre ces deux molécules
une attraction mutuelle proportionnelle à cette augmentation. Si l’on ap-
pelle Ç la distance primitive de deux molécules, <5^ l’accroissement de dis-
tance résultant de la déformation du solide auquel elles appartiennent.
Faction mutuelle développée entre les deux molécules par cette variation
de distance sera exprimée par le produit

F(ç) X
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ÉQUILIBRE DU PARALLÉLÉPIPÈDE RECTANGLE.

120. Rapportons les points du système solide à trois axes rectangulaires
OX, OA7, OZ. En un point M, menons trois plans parallèles aux axes, et
prenons des longueurs infiniment pe-
tites MA = dx, MB=dy , M= dz sur les
intersections de ces plans deux à deux ;
puis achevons le parallélépipède.

Soit p la masse spécifique du point M,
et X0, Y0, Z0, les composantes suivant les
axes de la force extérieure qui sollicite le
parallélépipède, rapportée à l’unité de
masse. Les composantes de cette force
seront

F (Ç) étant une fonction de la distance £ qui reste complètement incon-
nue ; on sait seulement qu’elle devient nulle, ou au moins insensible, dès
que la variable Ç atteint une valeur appréciable. De celte manière
limite à une sphère de rayon très petit, décrite de chaque point du solide
comme centre, la région du solide qui peut exercer une action appréciable
sur le point considéré.

110. Pour définir la force élastique en un point donné M d’un corps so-
lide, imaginons en ce point M un élément plan GT très petit, comprenant
le point M, et sur cet élément comme base construisons un cylindre droit
PMe hauteur très petite. Du point M comme centre avec un rayon égal à
la limite de distance à partir de laquelle les actions mutuelles deviennent
insensibles, décrivons une sphère S, que le plan u prolongé partage en
deux moitiés. Le cylindre P, que nous venons de construire, est tout en-
tier contenu dans une de ces moitiés. Or il subit les actions de tous les
systèmes moléculaires qui sont compris dans la moitié opposée. La résul-
tante de toutes ces actions est une force qui traverse la base u du cylin-
dre, et dont la grandeur varie avec l’étendue de cette base. Si donc on la
divise par faire u, le quotient E est un nombre fini qu’on appelle la force
élastique au point M, rapportée à l’unité de surface prise suivant le plan
G7. En général cette force E est oblique au plan auquel elle se rapporte. La
définition qu’on vient de donner ne suppose pas la continuité de la
tière ; elle pourrait être beaucoup plus rapide si l’on admettait la réparti-
tion continue des molécules. Du reste elle suppose que les molécules sont
assez voisines les unes des autres pour qu’on en trouve toujours un très

la théorie mathématique de Vélasticité des corps solides, par
M. G. Lamé. Paris, Bachelier, 1852.

z,z
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Z0 Xpdxdydz . Fig. 81.

Ces forces sont tenues en équilibre par les forces élastiques dévelop-
pées sur les six faces du parallélépipède. Occupons-nous d’abord des trois
faces qui concourent au point M. Sur la face CMB, perpendiculaire à OX,
la force élastique rapportée à l’ unité de surface est décomposable en trois
composantes parallèles aux axes, que nous désignerons par les lettres
X4 Y4, ZA, ; de même sur la face CMA, perpendiculaire cà OY, nous trouve-
rons trois composantes X2, Y2, Z2, rapportées à l’unité de surface ; et en-
fin trois composantes X5, Y-, Z5, toujours rapportées à l’unité de surface,
sur la face AMB perpendiculaire à OZ. Les mêmes forces se retrouveront
sur les faces opposées, changées de sens, et augmentées de leurs différen-
tielles partielles relatives à la coordonnée qui varie d’une face à l’autre.
Si l’on réunit dans une même équation les forces qui agissent suivant la
direction d’un même axe, on aura une équation de l’équilibre intérieur

rna-

1. Leçons sur
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équation qui se réduit, en supprimant les ternies infiniment petits du
quatrième ordre, et en divisant par dxdijdz , à la relation très simple

Zo = Y3,
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du solide ; on obtiendra trois équations analogues en opérant de même
pour chacun des trois axes. Pour écrire ces équations, on devra convenir
du signe avec lequel les forces élastiques doivent être prises.Si l’on convient,
avec Lamé, de prendre positivement les forces qui correspondent à une
traction, et négativement celles qui correspondent à une compression, il
faudra donner le signe — aux forces indiquées sur la figure, qui agissent
sur les faces aboutissant au point M, et le signe -f par conséquent à ces
mêmes forces augmentées de leurs différentielles, qui agissent sur les
faces opposées. Il vient alors, en prenant les composantes parallèles à
l’axe OX,
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ce qui entraîne les' relations analogues

(2) x5=- Z.,
Yi = X*.

On voit que les composantes tangenticlles de la force élastique qui sont
perpendiculaires à une même arête , sont égales entre elles ; de sorte que les
neuf composantes des forces élastiques sur les
trois faces rectangulaires aboutissant au point
M se réduisent à six composantes distinctes.

En général, nous représenterons par N une
composante normale à la face considérée, et
par T les composantes tangentielles ; et nous
affecterons ces lettres des indices 1, 2, 5,
pour montrer à quel axe elles se rapportent ;
pour les forces N, l’indice 1 se rapportera à
l’axe OX, l’indice 2 à l’axe OY, l’indice 3à l’axe
OZ. Pour les forces T, l’indice désignera l’axe
auquel les deux forces égales sont perpendi-
culaires. Avec cette notation, le système des neuf composantes de la
figure 81 sera remplacé par le système des six composantes de la figure 85,
et l’on aura les trois équations d’équilibre :

t
( l\ \

X0 Xpdxdydz — X ^ dydz - j- ( XA -f- dxj dydz

—\,dxdz +
-X5<tefy+(x3+^

docdi- = 0,

-dz^ dxdy Ta

ce qui se réduit à l’équation

£+f + 7&+*,-°.
On trouverait de même, en prenant les composantes parallèles à OY et

à OZ , Fig. 83.
d\{ , d\, d\7+ + di +'Yo-0’

-J- pl0= 0.
( 1 )

chi » jgg i dH
dx ‘ dy ‘ dz

*
On peut aussi prendre les moments par rapport aux axes, ou mieux par

rapport à des parallèles aux axes menés par le
centre du parallélépipède. Ces parallèles ren-
contrent à la fois la force extérieure et les

- x, forces élastiques normales aux faces, qui se
trouveront ainsi éliminées. Si l’on considère la
parallèle GX' à OX, les trois forces XI,Yr1,Z1 ren-
contrant cette droite n’ont pas de moment ; les
forces X2 et Xs, qui lui sont parallèles, n’en
ont pas davantage ; il reste les forces tangen-

tielles Z2 et X3, et celles qui leur correspondent dans les faces opposées.
L’équation des moments par rapport à GX' donne donc simplement

d T. d T ,d N,
^+ pXo = 0,dx dy

(lh+(lh ±- (!L
dx dy dz

^ , rfTi . d$*dy ^ dy

Za
z, (4) fpYo= 0,

î
~fz EA) — d-

Yi

Y 3

Fig. 82.
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121. Pour déterminer la force élastique sur un plan quelconque mené
par le point M, considérons en ce point des parallèles aux axes MX, MY,
MZ, et coupons le trièdre MXYZ par un plan oblique ABC, infiniment voisin
du point M.Soient MA =a, MB=b, MC =clés trois arêtes issues du point

|\dxdz + ^Z2 + dh dyJ dxdz J dy

dz'jdxdy| dz — 0,
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1

M. Le volume du tétraèdre compris sous les quatre plans sera égal à - a6c,

et sa masse sera ^ çabc , en appelant p la masse spécifique du système
au point M. Le produit de cette masse
par la force extérieure rapportée à l’u-
nité de masse sera un infiniment petit
du troisième ordre, qui disparaîtra des
équations d’équilibre.

Le tétraèdre est en équilibre sous l’ac-
tion de la force extérieure et des forces
élastiques développées sur ses quatre
faces. Nous avons donné des noms aux
composantes de la force élastique sur
les diverses faces de l’angle trièdre ;
appelons X, Y, Z, les composantes de la
force élastique, rapportée à l’unité de
surface, sur la face inclinée. Écrivons

réquation des composantes projetées sur Faxe MX ; il viendra

ELLIPSOÏDE D’ÉLASTICITÉ.
tout à l’heure, en vertu duquel les composantes tangenlielles de la force
élastique dans deux faces rectangulaires sont égales par unité de sur-
face, quand elles sont perpendiculaires à l’arête commune. Considérons
la première équation (5). La composante X est la projection sur Y axe OX de la
force élastique qui agit sur le plan (a, p, 7) mené par le point M ; or elle est
égale à NA cos a + T3 cos p -j- T2 cos 7, c’est-à-dire à la projection sur la
normale à ce plan de la force élastique totale dont les composantes sont
Nj, Ts, TO, c’est-à-dire de la force qui agit sur la face normale à Taxe MX.
Les axes coordonnés sont ici des droites quelconques ; l’équation indique
doncqu’il y a égalitéentre la projection de la force élastique du plan (a, p, 7)
sur la droite MX normale à la face MBC, et la projection de la force élas-
tique du plan MBC sur la normale au plan (a, p, 7) ; d’où résulte ce théo-
rème : Si en un point 31 d'un milieu on considère deux plans P et P' et les
normales II et IF à ces deux plans, et qu'on détermine les forces élastiques
E et E' qui agissent sur chacun d' eux au point 31, rapportées à l'unité de
surface, la projection de E sur IP sera égale à la projection de E' sur II.

L’égalité des composantes T perpendiculaires à une même arête dans
deux faces rectangulaires est un cas particulier de ce théorème : les nor-
males II et IF coï ncident alors avec les axes coordonnés.

Les équations (4) et (5) expriment les conditions de l’équilibre inté-
rieur de chaque élément infiniment petit, à faces parallèles, dans lequel
on peut concevoir le système matériel décomposé ; les équations (5) en
particulier font conna î tre ce qui se passe à la surface extérieure, où les
parallélépipèdes élémentaires peuvent être tronqués par d^s plans obli-
ques. Prises ensemble , elles définissent donc entièrement l’équilibre
d’une portion quelconquedu système solide. On vérifiera en effet aisément,
en multipliant les trois équations (4) par dxdgdz , et en intégrant, puis fei
formant les équations des moments, que ces équations conduisent aux
conditions d’équilibre entre les forces extérieures, pour une portion *

quelconque du système. Il faut alors faire entrer dans les forces exté
rieures les forces élastiques développées sur toute la surface qui limite la
portion de solide considérée. Nous renverrons pour cette vérification à
l’ouvrage de Lamé, leçon II, § 10.
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Fig. 84.

X X surf ABC= NA X surf MBC -f T3 Xsurf MCA + Tâ surf MAB — pabcX 0 ;

surf 3IBC surf 3IC V
surf ABC' surf ABC

ou bien , en diyi*' ,nt par surf ABC, et observant que
surf 31AB sont respectivement égaux aux cosinus des angles que le plansurf ABC
ALC fait avec les trois plans coordonnés, ou des angles que la normale
plan fait avec les axes, que d’ailleurs le dernier terme conserve un fac -
teur infiniment petit , et disparaî t à la limite, on aura, en définitive,

au

X = Nx COS a -f Ts COS J3-j- T2 COS y ,

a, pet 7 désignant les angles que fait la normale au plan ABC avec les trois
axes. On aura de même

ELLIPSOÏDE D’ÉLASTICITÉ.
(5) Y = T5 COS a -f N2 COS j3 -F Tx COS 7,

Z = To COS a + Tt COS|S -f- N3 COS y. 125. Reprenons les équations

Nx COSa + Tj cos /3 -f T., cos Y = X,
T3 cos a -f- N2 cos|3 -J- TA cos y = Y ,
To cos « -j- Tj cos|3 -f- N3 COS 7 = Z,

Les trois équations (5) font connaî tre en chaque point les composantes
de la force élastique pour un plan quelconque, défini par les angles, a, p, T,
en fonction des six composantes N et T sur les plans coordonnés.

122. Ces équations conduisent à une généralisation du théorème cité

(5)

et considérons les trois composantes X, Y, Z de la force élastique relative
V. — MÉC. COLLIGNON, 15

î
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plan (a, p, 7), comme les coordonnées d!un point rapporté aux axes
MX, MY, MZ. Ce point sera l’extrémité de la droite MF qui représente en
grandeur et en direction la force élastique. Cela étant, résolvons les
trois équations par rapport aux trois cosinus.

Il viendra pour cos a.
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mêmes plans sont nulles.
Il reste à chercher à quel plan P, défini par les angles a, p, 7 qu’il

forme avec les plans principaux, correspond la force élastique MF, ter-
minée en un point quelconque F de l’ellipsoïde d’élasticité.

Soient X , Y, Z les coordonnées de F. A ce point correspondent des va-
leurs des angles a, p, 7 , qui sont données par les équations (5). Ces équa-
tions se simplifient du reste, en observant qu’on a Nx = A, N., = B, N3=C,
et T1== T2 =: T5 =: 0.

Il vient donc

X Ts T2
Y N, TA
Z Tt Ns X ( NA-V) -Y (T3N3-TJa) H- Z(T3T1-TtN*)_

“ — Tf2) — T3(T3X3 — TfL» ) +TallVr, T2N7)’cos a = Ni T3 T2
T3 N2 Tt
T. T, N3 x „ Ycos a = T ’ COS ]3 = rA li

L’équation d’un plan passant par l’origine M, et faisant des angles
a, P, 7 avec les plans coordonnés, est

X COS a -f - y COS /3 -f X COS y = 0.

Zcosy =-.
de sorte que cos a est une fonction linéaire homogène de X, Y, Z.

Les deux autres cosinus , cos p et cos 7, s’expriment aussi linéaire-
ment en fonction des coordonnées X, Y, Z, et nous pouvons poser d’une
manière générale

cos «=aX -f èY -fcZ,
cos p=a'l -\- b' X +c'Z,
cos y = a"\+ b" X + c"Z,

a, b, c, ... c" étant neuf coefficients, qui ne peuvent être ni infinis ni
indéterminés, d’après la nature même du problème. Élevons au carré ces
trois équatioip puis faisons la somme. Il viendra

cos2 a -f- cos2 /3 +cos2 Y=1= («X -f bX -f* cZ)2 -f- («'X -f- b' X -f- c'Z)2

+ (a"X + 6"Y + c"Z)2,

Le plan correspondant au point F et à la force élastique MF a donc
pour équation

^+ ^+ *? =oA ‘ 13 ^ C

Considérons une seconde surface du second degré, qui Y â son centre
au point M, et dont les plans principaux coïncideront avec ceux de l’ellip-
soïde d’élasticité; l’équation de cette surface sera

i2

+ ^+ -A ~ JJ ~
C

(7 )

C *(8) = ± K 2,
équation du second degré en X, Y, Z, qui représente une surface du se-
cond degré dont le centre est au point M. Les coordonnées X, Y, Z ne
peuvent être infinies. Donc enfin la surface lieu de l'extrémité de la force
élastique au point M est un ellipsoï de qui ace point pour centre. On donne
à cette surface le nom d’ ellipsoïde d'élasticité.

124. L’ellipsoïde d’élasticité a des plans principaux qui forment au
point M un trièdre trirectangle. Rapportons la surface aux arêtes de ce
trièdre. Elle aura pour équation

K représentant une quantité qu’on peut choisir arbitrairement. La droite
MF perce la surface (8) en un point F', dont les coordonnées seront pro-
portionnelles à X, Y, Z , et pourront être exprimées par les produits XX,
xY, XZ, X étant un facteur convenablement déterminé. Si en ce point F' 011
mène à la surface (8) un plan tangent, ce plan aura pour équation

^ XYy XZ5 _
^A ^ 13 n C 'X* V 72

Â3 I jj“2 T ^ i=1;(0)
et par conséquent le plan ( 7) , correspondant à la force élastique MF, est
parallèle au plan tangent à la surface (8) au point F'. En définitive, à la
force élastique MF dé finie par un des rayons de Vellipsoïde d'élasticité (6)
correspond un plan (7), qui est le plan conjugué du rayon MF dans la
face du second degré (8) . Cette surface du second degré a reçu le nom
d' ellipsoïde directeur\ C’est un ellipsoïde seulement lorsque A, B, C sont

et par la construction même de la surface, le demi-axe A sera la force
élastique relative au plan principal YMZ ; B sera la force élastique sur le
plan principal Z MX, et C la force élastique sur le plan principal XMY. Les
forces élastiques sur les trois plans principaux sont donc normales à ces

sur-C
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de môme signe ; alors les demi-axes K \J1, Ky/B , K \/Csonl proportionnels
aux racines carrées des forces élastiques principales. Si A, B, C ne sont
pas de même signe, la surface (8) représente l’ensemble de deux hyper-
boloïdes, l’un à une nappe, l’autre à deux nappes, séparés par le cône
asymptote commun aux deux surfaces. Un rayon MF qui coïncide avec le
cône asymptote est conjugué au plan tangent au cône suivant ce rayon
MF. La force élastique correspondante n’a donc pas de composante nor-
male : aussi le cône asymptote est désigné également sous le nom de cône
des forces élastiques tangentielles, ou de cône de glissement.

125. Si dans les équations (5) nous exprimons que la force élastique
(X , Y, Z) relative au plan (a, p, est normale à ce plan, nous aurons dé-
lini l’un des plans principaux. Soit F la force élastique qui a X, Y, Z pour
composantes ; si elle est normale au plan (a, p, elle fait avec les axes
ces mêmes angles a, p, et l’on a X = F cos a Y = F cos p, Z = F cos 7.
Les équations (5) deviennent donc
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126 . Les forces élastiques se développent aux divers points du corps
par suite des déformations qu’il subit. Venons à l’é tude de ces déforma-
tions. Nous considérerons pour cela deux molécules M et M', qui sont
situées à la distance très petite Ç dans leur position naturelle, et qui
acquièrent une distance K + K lorsque le corps est déformé.

Soient x , y ,z les coordonnées de M dans l ’état naturel, et x + u, y+ v,z+tv

les nouvelles coordonnées du même point dans l’état déformé.
Les coordonnées x' , y' f z' du second point M' diffèrent peu des coor-

données x, y , s du point M ; et nous poserons

\
1

x' — x -J- A,
y' = y + k,
3'= 2 + z,( N 4 — F) cosa -4- T3 cos p

T3 COS a

ToCOS a

*-}- f o COS y =0,

+ ( Nâ — F) COS /3 -f- T4 COS y

-f Tj cos p
= 0,

en appelant h, A , Z les variations très petites que subissent les coordon-
nées x, y , 2 quand on passe du point M au point M'. Ces coordonnées x , y', z'
se rapportent à l’état naturel du solide. Dans l’état déformé, elles s’ac-
croissent respectivement de quantités u\v\w\ et deviennent x' -I- w',
y' + v' , z' -f w'.

Les déplacements projetés u, v , w peuvent être regardés comme des
fonctions des coordonnées primitives x, y , z du point auxquels ils se rap-
portent ; et ces fonctions seront continues, et varieront par degrés insen-
sibles, si l’on admet qu’il y a un très grand nombre de systèmes molécu-
laires compris dans un espace très restreint. On pourra donc appliquer
aux fonctions u, v, iv le développement de Taylor, en prenant A , k et Z
pour les accroissements qu’on donne aux variables indépendantes x, y, z
et en s’arrêtant aux termes du premier degré, à cause de la petitesse de
ces accroissements. On passera des fonctions u, v } w } relatives au point M ,
aux fonctions iï , v' , iu' relatives à M', par les équations

+ ( N3 — F) cos y = 0.

Entre ces trois équations, éliminons les rapports L’équation
cos a cosa ’

finale sera uné relation qui ne contiendra plus que la force F ; elle
du troisième degré en F, et fera connaî tre les trois forces principales.

Il vient

sera

4 '

T3 (m-Fj-iyrA(N,-F) (H,-F) (S,-F)-(H,-F) T,*-
+ T,(T,T1-Tï (NJ F))=0,

ou bien, en ordonnant par rapport à F,

F3-( N, + Nâ -f N5) F2 + ( N*N3 + N3N4 + NjNo-V-T.,2-T3
») F— ( NAN3 + 2T4TaT3 — NJ,2 — NVTa2 — N3T52) = 0.

Cette équation fait connaître les trois axes de l’ellipsoïde d’élasticité , et
détermine les valeurs des forces élastiques principales, en grandeur et en
signe.

Connaissant les trois valeurs de F, on substituera dans les équations (5),
qui , en s’aidant de la relation générale cos2 a + cos* p -f cos27= 1!feront conna î tre les angles a, p, T et les directions des
paux.

dudu du
U' = U+ Txh+ Tyk+ dil§

dv dv dv
»'= » + -£ch+ — , k + — J’m - dy

dwdiv dww'=w+ dï h+dï k+cû l-
Pour déterminer l’accroissement de distance des deux molécules,

imaginons qu’on ramène parallèlement à lui-même le solide déformé, de
axes princi-

4
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manière à faire coïncider la seconde position du point M avec sa position
primitive, ce qui revient à retrancher x -\- u, y + v, z + w des coordon-
nées x' -j- u', y' 4- v' > z' + w'• P°‘nt M' prendra la position M',, et la

distance originelle ^ = MM' sera changée
en la distance MBP,; ces deux droites MM'
et MBP, font entre elles un angle infi-
niment petit. Si l’on projette BP, en P
sur la direction de B1BP, on aura ,
infiniment petits d’ordre supérieur près,

230 DÉFORMATION DU SOLIDE. 231

et
fdu „ , dv „ ^ , dw s . ( du , du\

W *5 =?\Tx C0S “ +Ty C0S'^ + dl C°S V + U+ Ty )
( dw , dv\ ^ , ( dv dw\

+ ( dTj +djcosteos'' + [T,+ oü)

COS a COS £

Z COS y COS aP

M' ftl'i Ki équation qui a l’avantage de faire conna ître le rapport c’est-à-dire la

dilatation linéaire subie par le système au point M, dans la direction dé-
finie par les angles ot, p, 7. Ce rapport devant être très petit, op voit que

.^ sont toujours très petites.
( IZ

aux
Uh !M

Xl / ! /Vk oÇ = M'P.
du

les dérivées partielles^ . .
La dilatation cubique au meme point se calcule aisément.
Considérons le parallélépipède élémentaire qui a pour arêtes dans

l’état primitif dx, dy et dz. La dimension dx devient, par suite de la défor-
mation, d( x -f u), ou dx -f- du, en désignant par du l’accroissement que
subit la fonction w lorsque la variable x reçoit seule un accroissement dx.
La dimension dx devient, en définitive, /

Menons par le point M des parallèles
aux axes MX, MY, MZ ; les coordonnées
de BI' par rapport à ce système d’axes se-

sur les axes de la droite M'M', seront res-
Fig. 85.

ront h , h , l ; et les projections
pectivemenl égales à u' — u, v' — v, w' — w. La droite M'P est donc égale
à la somme des projections sur la propre direction des différences
u' — u, v'— v , w' — w prises respectivement sur les axes, et l’on a

=(u' — ü) X -+[v’ — v) X ^+ [w'-w) l-‘5 b ç
(2)

dx+d£dx=dx(l+d£)‘
Substituons à u' — u, v' — v, u/ — w les expressions fournies par les

équations (!) • U..viendra On reconnaîtrait de même que la dimension dy se^
change en

du du
* + î') d y [ i+i ) et rf3 endi (1 +S) -(3) fxh +-

dv dv . dv \Txh +Tjk + d J ) k-(£* +«* + £') ]
-!î[Ê'-+ î ‘'+>+ (£+ï) “

+fê+3)“

d y
i (+

Le volume d x d y d z se change donc dans le produit

(* +£) (' +£) (* +£)dxdydz

dv dw\
dy ' d z )'dxdydz (l +J

négligeant les produits des dérivées, à cause de leur petitesse. Le vo-
lume primitif étant multiplié par un nombre 1+ 0, l’excès 0 du multipli-
cateur sur l’unité est ce qu’on appellera lecoefficient de dilatation cubiquel ,
et l’on a, par conséquent,

(£+£)»
’

•

en+
Au lieu de conserver h, li, l dans cette équation, nous exprimeronsces quantités en fonction de £ et des angles a, p, 7 que la droite MBP faitavec les trois axes. Il vient alors du dv dw

dx dy dz(5) 0 =
h = ç cos «,
h = ç COS /3,
/= Ç C O S y ,

1. Cf. t. IV, § 122. L’équation de continuité dans le mouvement des liquides
(seconde équation (5) de la page 197) exprime que le coefficient de dilatation
cubique est nul.
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Les dérivées partielles ^ ^ sont «^culées pour le point M, centre

delà sphère d’action du point considéré. Elles varient très lentement au-
tour de ce point ; et on peut reconna î tre qu’elles subissent des variations
insensibles toutes les fois que la droite MM' joint un point du cylindre droit
P de base CT, et aboutit en un point intérieur à l’hémisphère opposé à ce
cylindre dans la sphère S. La vérification a été faite par Lamé, et nous ne
nous y arrêterons pas.

R ÉDUCTION DES COEFFICIENTS.

entreront, en effet, en facteur dans tous les éléments des sommes qu’on
aura à former, et se retrouveront dans les sommes finales. Sans connaî tre
les coefficients par lesquels elles seront multipliées, on pourra donc poser
d’une manière générale :

233
232

N,= A,£+B,S+ C,£+D,(S+|)
E,(B+E)+F.(Î+Ê) -

T-«,,£+AS+e(£+ A, (£+ï)
+£(£+=) +#,(*+£)

4-
(0 )

ÉVALUATION DES FORCES ÉLASTIQUES DUES AUX DÉFORMATIONS.

0
127. Considérons le cylindre MP, de base CT, qui conlient le point M, et

soit S la sphère décrite de M comme centre avec la plus petite valeur de £
qui rende faction mutuelle insensible. Pour-
avoir la force élastique qui s’exerce sur la
base CT, appliquons l’équation (4) à tous les
systèmes de deux molécules m, m', prises
l’une dans le cylindre MP, l’autre dans l’hé-
misphère opposé ASIE Pour chacun de ces
groupes, on formera la valeur AÇ d’après la
direction de la droite mm' et la distance
des deux molécules, puis on fera le produit
m x m' xF (Ç)x qui mesure la force élas-

tique correspondante.On composera ensuite ces diverses forces élémentai-
res Le résultat sera une somme, ou une intégrale, qui représentera la force
élastique relative à l’élément plan CT, et qu’on devra diviser par la surface
de cet élément. On pourra ensuite imaginer qu’on décompose la force E
rapportée à l’unité de surface, suivant la normale au plan CT, et deux
autres droites rectangulaires menées dans le plan. On aura ainsi les trois
composantes de la force élastique, l’une normale, les deux autres tan-
gentielles. Ces diverses opérations sont inexécutables, puisqu’on ne con-
naî t ni les positions des diverses molécules, ni leurs masses, ni la fonc-
tion F (£). Mais, quel qu’en soit le résultat, ce qu’il importe d’observer,
c’est qu’on arrivera à des expressions finales, contenant une suite de
termes ayant respectivement pour facteurs les fonctions

équations dans lesquelles l’indice i doit recevoir les valeurs 1, 2 et 3, et qui
feront connaî tre les composantes normales et tangentielles de la force élas-
tique, si l’on parvient à déterminer les coefficients A, B, .
qui y figurent, et qui y tiennent lieu de certaines intégrales définies, ou plu-
tôt de sommes dé finies, en tenant compte de la discontinuité de la ma-
tière. A première vue, il semble qu’il y ait l à trente-six coefficients à déter-
miner. Mais on verra plus loin que ce nombre se réduit notablement dans
le cas des solides homogènes et d’élasticité constante.

. . F , (SC- cE 5

RÉDUCTION DES COEFFICIENTS DANS LE CAS DES SOLIDES HOMOGENES

ET D’ÉLASTICITÉ CONSTANTE.
GY ^128. Les trente-six coefficients A„B,,...CL* , ... doivent être regardés

comme des constantes en tous les points du système solide, si l’on admet

l’homogénéité du système, et la constance en tous ses points de ses pro-
priétés élastiques. On les détermine, en effet, par des sommations qui
donneront toujours les mêmes résultats, en quelque point qu’on place le
centre M de la sphère au dedans de laquelle on les opère. Il ne pourrait y
avoir d’exception que pour les molécules situées très près de la surface
terminale du corps, auquel cas la sphère déborderait l’espace occupé
par le corps, et ne conduirait pas aux mêmes sommes qu’une sphère en-
tièrement pleine. Cette exception ne s’applique pas aux

Dans les corps cristallisés, au contraire, les coefficients A„Bt, ... peu-
vent varier d’un point à l’autre ; ils peuvent aussi se retrouver périodi-
quement les mêmes, si l’on admet qu’un cristal est l’assemblage d’une
infinité d’espaces polyédraux, tous égaux entre eux, semblablement placés
les uns à côté des autres, et contenant un même nombre de molécules
semblablement placées dans chacun d’eux. Pour un tel milieu, les coeffi-

milieux indéfinis.
du dv div dw dv du
dx dy dz ' dy ' dz dz Tlx

dw dv du
dx dy’

qui entrent linéairement dans l’expression de ^, et qui ne subissent d’ail-
passe du point M, pour lequel

elles ont été calculées, à un point m quelconque du petit cylindre P. Elles
leurs pas de variations sensibles quand on
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coefficients distincts. Mais on peut aller plus loin, en observant que la
formule réduite
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cients A,-, Be, . . . , appliqués au groupe entier, seront encore constants si
les déformations ou les vibrations subies par le système déplacent en
totalité chaque groupe polyédral, sans altérer les positions relatives des
éléments du groupe ; mais, si les déplacements portent non seulement
sur les groupes, mais encore sur les éléments constitutifs de chaque
groupe, les coefficients A,- ... doivent être considérés comme périodiques,
et le problème de la déformation devient plus compliqué.

Nous supposerons ici l’homogénéité du corps et la constance des coef-
ficients A,* » • •

Dans ce cas, les expressions de N,- et de Tt se simplifient.
Ces formules (G), qui font connaî tre ces composantes, doivent conserver

leur forme lorsqu’on opère un changement quelconque d’axes coordon-
nés; car les axes que nous avons admis n’ont aucune particularité, et
sont assujettis seulement à la condition d’ôtre menés par le point Met de
former un trièdre trirectangle. Si l’on permute notamment deux des axes,
les formules devront continuer à donner les mêmes valeurs pour celles
des composantes N et T qui conservent leur signification dans ce change-
ment. On reconnaî t ainsi que Nn parallèle à l’axe des x ,doit conserver sa
valeur lorsqu’on échange l’axe des y avec l’axe des z; dans ce cas, il faut
changer, dans la formule qui donne N4, v en w et y en 2 : de sorte qu’on
a à la fois
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»i =( 7 )

fdw du du
\dx dy^ Jx )+ E,

donnera aussi N2 et Ns, moyennant qu’on y change

<9Lv- 21 , V , tv.x, y
en

v, w\ 21,x,?/ >

puis en
x, y , w, jt , v ;

car cela revient à changer les noms des axes. Il vient alors

+ .$+£+£+£)••

,T , dw . ( du dv\ ( du dv\
1)5=4157 + Bl\Tx + dïj ) + Dl {Ty + Tx )

( dv dw- dw du\+ E‘t<fc + dy +dx + dz )’

formules qui ne contiennent plus que quatre coefficients distincts, et
dans lesquelles on peut sans inconvénient supprimer les indices des^oef-
fic ients.

Les formules qui donneront Tn T*, T3 sont susceptibles de semblables
réductions par la même méthode ; et l’on trouvera , en définitive, en effa-
çant les indices devenus inutiles,

i

dw . du)£+£) + »•(dx dz

(7 )

du dv dwklTx+^ dy+^ d7+^
, „ ( dw du\ , _ ( du+ E‘U+^J + F i (

dv , dwA\= dz dy
dv \

dx )dy

et

,(£+£)
I(ê+S) + FI (du , dw\

dz ' dx ) 1+ Ei ) +A(S+£)dv . dw
dy dzT4 =

ce qui exige qu’on ait p ( dw du du dv\+^\Tx + dï + Ty + Tx )'!

B, = c1 et E 4 =F|.
B-«SCS+ Æ(Ï+Ê)+ A(Ê+Ê)On prouverait de même, en considérant les composantes N2 et N- , et en

échangeant les axes des x et des z , puis des x et des y , qu’on a aussi

A2 = c,,
(* ) ( p ( du dv dv dw\+ <̂ [dij +Tv + d-z+ dïï )'

Da = Fs,
T.-etî+^(S+S)+A(£+£)

p ( dv d_w
\dz ' dy

et
A3 — B3, Dô = E3:

de sorte qu’en réalité les valeurs des N ne contiennent chacune que quatre

dw . du+ dx ' dz
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Introduisons l'hypothèse M=0,V=0,W=CZ dans les équations (8). 11

vient pour les dérivée^ partielles
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129. On pousse plus loin la simplification en considérant successive-ment deux déformations particulières qui seraient imposées au milieu

élastique.
1° La première déformation que nous admettrons est une traction simple.

Chaque molécule du corps se déplace parallèlement à l’axe fixeOZ d’une
quantité proportionnelle à sa dislance au
plan fixe XOY: le déplacement subi par le
point M (x, y, z) sera exprimé par ses com-
posantes

dududu -T" = 0,dx * dy dz

-=o *_ o *_
0

dx ' dy “ dz “ °’_ n dw A dw
dx -"' ïï =°' rf7 = c-Z
dw

M

mf I

et par conséquent on aies six équationsu — 0, v = 0,M'i w= cz,

îT< = ?/à c >
O X Ni = = Bc »

c étant un coefficient constant. Si Ton consi-P p
dère, en un point m quelconque du milieu ,
un élément plan infiniment petit, perpendi-
culaire à l’axe OX, et qu’on cherche les ac-

tions exercées, par suite de la déformation, sur les molécules conte-
nues dans cet élément, il est facile de reconna î tre que ces actions ont
une résultante normale à l’élément, c’est-à-dire parallèle à l’axe OX.
Par le point M faisons passer deux plans rectangulaires, parallèles à
YOX et à ZOX. Les molécules voisines de

T*=ïlhc’
Y NO = BC,

Fig. 87.

Ns= AC.

Pour que les T soient nuis, il faut et il suffit qu’on ait (3U = ^l/h=0 ,
de sorte que les équations (8) perdent leurs deux premiers termes.

La seconde déformation que nous imaginerons consiste à poser

w=0,

ce qui montre que chaque point se déplace dans le plan parallèle à XOY
proportionnellement à ses distances à ce plan et à l’axe OZ. Ce mouvement
définit la torsion simple , ‘ ^

Imaginons un élément plan;?, infiniment petit, perpendiculaire à OX, et
ayant son centresituédans le plan des ZOX;
cherchons la résultante des actions élas-
tiques exercées par les molécules voisines
situées d’un côté de cet élément. Cette ré-
sultante sera égale à zéro. En effet, consi-
dérons quatre molécules M, M', M", M'" sy-
métriquesdeux à deux par rapport au plan
ZOX, ainsi qu’au plan parallèle à XOY mené par le point/), centre de l’élément
plan. Soient m la projection des molécules M et M"; m' la projection des
molécules M'etM'". Dans la déformation, les quatre points M, M', M'", M"et
le point p tournent de quantités inégales autour de l’axe OZ projeté en 0. On
peut concevoir qu’on ramène après la déformation le point p à sa position
première ; alors les points M se seront déplacés, et les écarts avec leurs
positions premières feront conna ître les forces élastiques développées sur
le point p. Ces écarts sont des arcs de cercle égaux, diversement dirigés.

m se trouvent, par l’ hypothèse
meme de l’homogénéité, distribuées symétriquement par rapport à ces
deux plans. Elles subissent de plus des déplacements qui les laissent
symétriques, *<£* rapport aux mêmes plans entraî nés par le point
l’on considère, par exemple, sur la verticale PM deux points M et M',
symétriques par rapport au point I où cette verticale rencontre le plan
parÛlèle à XOY, ces deux points et le point m, subissant des déplacements
proportionnels aux distances PM, PM', pm, le point m reste, en projection
sur l’axe OZ, le milieu de la droite MM', et les actions dues
ments de distance de Mm et de M'ra n’ont pas de composantes suivant cet. Deux points symétriques par rapport au plan parallèle à ZOX conser-vent leurs distances au point m, et aucune force élastique ne se développeentre eux. En définitive, on a , sur tout élément plan parallèle au plan ZOY,

V =(üXZ,u — — uyz,
Sim.

\aux accroisse-
axe

xPo
hn'

Fig. 88.T5=T2 =O

et la force élastique se réduit à sa composante normale N,.
La même conclusion s’applique aussi au plan ZOX, parallèle à la traction,et par conséquent on a encore

T3= T1 = 0.
Donc enfin les trois plans coordonnés et les plans parallèles sont dansce cas des plans principaux de l’ellipsoïde d’inertie.
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Ces trois quantités devant être milles, on a nécessairement

D =0, E =0, £= 0.

RÉDUCTION DES COEFFICIENTS.
Deux des points M se seront éloignés de p, deux s’en seront rapprochés,
mais de quantités égales deux à deux, au signe près. Il en résulte que des
quatre actions, égales en valeur absolue, exercées sur le plan p, il y a deux
actions attractives et deux répulsives, faisant des angles égaux avec les
parallèles aux axes coordonnés menés par le point p. La somme algé-
brique des composantes de cesactions projetées sur les trois axes est donc
nulle, et par suite on a pour l’élément plan p, dont le centre est dans le
plan méridien ZOX,

238

La première hypothèse a supprimé deux coefficients ; la seconde en
supprime trois ; et comme il y en avait huit dans les équations (7) et (8),
il n’en reste plus que trois.

On peut se rendre compte des résultats obtenus dans la première hy-
pothèse , en considérant le corps solide comme décomposé en fibres
jointives, à section rectangulaire, parallèles à la direction dans laquelle

Yexlcnsion simple. Comme chacune de ces fibres s’allonge de la
même quantité, il n’y a aucun glissement sur leurs faces latérales. Mais il
peut y avoir contraction, comme l’expérience le démontre, et cet effet sup-
pose des actions normales à ces memes faces.

Pourlasecondehypolhèse,on décomposera le solide par des plans passant
par l’axe OZ, autour duquel la torsion s’opère, et par des cylindres concen-
triques. Les fibres jointives constituées par cette décomposition sont recti-
lignes dans l’ état naturel ; elles se courbent en forme d’hélices de même
pas par suite de la déformation. Si l’on achève de les décomposer en
éléments infiniment petits par des plans perpendiculaires à OZ, on recon-
naît qu’il y a tendance au glissement de deux éléments successifs, suivant
le plan de la base commune, dans le sens perpendiculaire au rayon, et
aussi suivant les faces situées primitivement dans les plans méridiens,
mais que les actions normales sont toutes milles, car il n^a ni compres-
sion ni extension sensible de l'élément de fibre considéré, qui, de prisme
droit qu’il était, se transforme simplement en prisme oblique par
déviation angulaire infiniment petite de ses génératrices rectilignes.^150. Introduisons ces simplifications dans les équations (7) et (8); il
viendra les équations

Ni =0, T3= To = 0.
s’exerce

Si, au contraire, on prend un élément plan p',au même point p, mais
perpendiculaire à l’axe OZ, on reconna î trait que la résultante des deux
actions développées par les écarts des deux points M et M', symétriques
par rapport au plan //, et situés par conséquent sur une parallèle à OZ, est
une force tangentielle à l’élément, de sorte que, sur ce plan p' parallèle à
XOY et ayant son centre dans le plan méridien ZOY,

^3 — 0,

on a

et la force élastique se réduit à sa composante tangentielle Tj.
Si l’on introduit les hypothèses

^ U = — WÎ/2, il) — 0V = oixz- ,
unedans les équations (7) et (8), on trouve d’abord

*f =0dx ’

«
du du

\Ty=~” iZ' di =~ay>/ dv dv
TX =“ *’ dy=°'

I AT » du . n / dv . dw\

N2 =
N3 =

dv
~~ OiXdz

dw =*5+-(£+£)•

* jr +'(S+«)-
' -*£+*)•

'-*(£+£)•

dw dw
Tx =0’ âir 0.

et par suite, en observant que les plans pet p' ont tous deux le plan ZOXpour plan moyen, ce qui entraîne y = 0,

,77=°'

9)

Nj = D wx,

( du dv\A\dy + dx ) *N5 = E tt.r, T3 =

1 3 — f 3 — (^Oix: Ces trois coefficients distincts A, B, A, peuvent se réduire à deux.
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On transforme les trois premières équations (9) en introduisant la fonc-
tion ^ — q11* représente le coefficient de dilatation cubi-
que; on peut écrire en effet
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du'Le calcul de ^> en.fonction des anciennes dérivées est long, mais il ne

présente aucune difficulté. Nous renverrons pour la suite des opérations à
la 4e leçon de Lamé. On trouve

*=+ » (£+£) = ( rfy dw\
dx ' dy ‘ dz J
du du' « du , a rfy= Tx+ n' Ty +V'

2
dx' dz"

du
/ rfy dtv\+^U+ 5F; dw . du) + mi"‘(iï + ÿ+ Pimi dx dz

On est conduit par là à poser A — B=2 «*, p étant un nouveau coeffi-
cient ; de plus on remplace ordinairement B par la lettre X ; il vient alors
les trois équations :

et par suite

2 du
1 dy + Pl dz )^ =,0 + 2,^ ^

fdv , dw\ , ( dw , du\\ n^ { dï+dï )+P'm* [ciï +Tz )

duNi-18 + 2,aTx ,
du rfy

+ vrfy + m^\7hj+Tx ) ’N\>
_ XQ + 2p. — 5(10)

dwN5-ie + 2/t^.
équation qui, comparée à celle qu’on vient d’obtenir, entra î ne la relation

Quant aux trois autres équations (9), nous allons démontrer qu’on peut y
remplacer le coefficient A par a. Pour le démontrer, 'on observera que l’é-

duquation Nâ = XO -f 2a — peut s'appliquer à un autre système d’axes
issus du poirt^ M aussi bien qu’au premier ; on devra trouver, pour ce

rf II'nouveau système N'f = X6 -f 2a — . Le facteur 6, qui exprime la dilata-
ti(m cubique au point M, reste le même, quel que soit le système d’axe
adopté.

Il suffira donc de changer les axes ( x, y, z ,) dans les axes ( x' , y' , z' ) par
les formules connues de transformation, et de déterminer les nouvelles
dérivées partielles en fonction des anciennes et des cosinus des angles
que les anciens axes font avec les nouveaux. On a d’abord , en appelant
mif ni > Pi , tes cosinus des angles que forme l’ancien axe des x avec les
trois nouveaux axes coordonnés,

A = //. .

On a donc, à la place des trois dernières équations|(9), les équations (14 )

rfy . dir( T,= /* U + ¥;’
‘ST

_ ( dW , dU\Ta- P [ dï + d^ )( H )

/ f ( du rfy \

La théorie de Lamé ne conserve, en définitive, que deux coefficients
distincts, X et p.. lisse réduiraient à un seul, et l’on aurait X = p., si l’on
admettait la continuité de la matière. C’était la méthode des anciens au-
teurs, Poisson, Cauchy. Depuis, M. de Saint-Venant, dans ses notes sur les
Leçons de Ravier, a fait voir que, contrairement aux idées de Lamé, cette
réduction des coefficients à un seul était légitime, et qu’elle résultait ra-
tionnellement de l’hypothèse même des actions mutuelles des molécules
fonctions de leur distance. La plupart des géomètres modernes se sont
ralliés à cette nouvelle doctrine. Nous conserverons néanmoins dans ce qui
suit les deux coefficients de Lamé, qu’il sera toujours possible de réduire
à un seul, et qui donnent plus de facilité pour mettre la théorie d’accord
avec les faits observés.

Y. — MÉC. COLLIGNON.

»'* =” + 8^Tx+n^y+r 2 dw )1 dz

I /rfy . dw\h*u+w ( div du\
\ rf# dz ) ( (bL \ dl\1 \ rf.r ‘ dy )— j- 2A + Pimi -f- mçn

formule qui doit se réduire à la suivante :

du'

16

i
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Or l’équation [2] donne, en prenant la dérivée par rapport à x,

242 243

ÉQUILIBRE D’ÉLASTICITÉ. dO d*u d-v d-w
dx dx* ' dxdy ' dxdz'

431. Les équations (10) et (11), qui rattachent les six composantes de
la force élastique aux déplacements u, v , w , font conna î tre les N et les
T, et permettent de substituer ces valeurs dans les équations (4) du § 120,
lesquelles expriment l’équilibre du parallélépipède élémentaire. Reprodui-
sons ici le tableau des diverses équations dont on aura à faire usage :

1 =
Na =M + 2^J ,

N3 = XO -f- 2/x — ,

ce qui permet d’écrire l’équation précédente sous la forme

d-u t d-u , dru
d& dÿ* + dz*) + Px0= o *W

ou encore sous la forme

V1!/ dx ) \dx__dsjd 0 + /îX0 — 0.dy dzdw .
En effet, on a(1)

\dy dx )
( dv dw\

m ( dw du\ : _ d*u d*v
dy* dxdydy

, / dw du\d\dï -dï ) d*w d*u[ du dv\^-^ [^j +Txy dxdz dz*'dz\

4* G — — + — 4- — .ü dx ‘ dy ' dz

rfNt . dTz , dT,
dx dy
</T3 . d$

S*(2) et la différence de ces deux expressions est

d-u . d*u d-v d-w
dy- dz - dxdy dxdz

d, + p\-0, Xé
dTy2/ 151 dx ' dy +dz + pY° ~°’

£+£+?+*-••

c’est-à-dire
d-u d-u d-u d 0
dx- dy* dz - dx

Si, au lieu de l’équilibre, on voulait traiter la question du mouvement,
par exemple celle des oscillations, il faudrait remplacer, dans le second

d~u d ~v d*xvmembre des équations (3), zéro par les produits p > p — » p — , de la •

niasse spécifique par les accélérations du point mobile projetées sur les
axes.

Remplaçons, dans la première des équations (3), N4, T3 et Ta par leurs
valeurs ; il viendra d’abord

On passe donc de la première forme à la seconde en ajoutant et en re-
d0tranchant au premier membre de l’équation le produit y. — •

CltV

De l’équation ainsi formée, on déduit deux autres équations, en chan-
geantr X, y , 3, U , v, w, X0

en
y, *» x, v, w, W, Y(){ M , O d*u , ( d~u ,

dx f dx* ysa + dxdy 1 dxdz 1 dï*
drV drw , d-u+ + P*o = 0. puis en

3, x, y, w, w, v, Z0

J
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, . . . du9 d*v d-w . . , . -
les produits p ^-_ » p p ^7 dans le cas du mouvement. On a en effet
identiquement

et Ton obtient les trois équations

dw du
dx dz[îidu dv

dy dx ddO T p^o — / d°u d?v
^ \dt -dx dt -dy

d'w \ d:1 / du dv dw\
/ ^ dC1\dx dy dz ) ^ dt*

æ-o'dy dz + dt*dzdw du dv^\dy dxdO dy ,(5) + pY0 — 0»(> +V) ^+ L’équation (6), l’équation (4) et les deux autres qu’on en déduit (ou les
équations (5) équivalentes), sont en définitive les équations générales de
l’équilibre élastique; elles sont réunies dans le tableau suivant :

dx

)dv dwp (£-g) - (
L dx

dz dydo + flo —I (1+ 2 /, ) ^ + /t }dy

) / . . \dO , ( d -v d-v d-vQ+'V aÿMæ+aÿH

dru . d-u . d-u+ ( Ï71 I + PXo=°*1 dx* ' du*
132. En général , les forces X0, Y0, Z0 sont les composantes d’une ou plu-

sieurs attractions ou répulsions exercées par des centres fixes, ce qui com-
prend comme cas particulier la pesanteur. S’il en est ainsi , X0, Y0, Z0

sont les dérivées partielles, par rapport aux coordonnées x, y, i du point
qui subit ces attractions, d’une certaine fonction de ces variables, et si
les attractions et répulsions suivent la loi newtonienne de la raison in-
verse des carrés des distances, la fonction potentielle F satisfera à l’équa-

) + /= Y3= O,(4)
<h*

drw . d*w . d*w) + /5 zo =0,dx* ' dy* 1 dz*
d* ^ (1*0
dx2 + dy* + dz*

(0) = 0.

Cette dernière équation est identique à celle qui régit la distribution
des températures à l’intérieur du corps solide ; elle assimile en même
temps la dilatation cubique ô au potentiel des attractions newtoniennes.
« Ce double rapprochement entre des théories en apparence si diffé-
rentes, dit Lamé, est un fait analytique très remarquable,£t qui pourra
servir de point de départ quand il s’agira de ramener à l’umffr toutes les
théories partielles. »

155. Les équations (4) sont des équations linéaires à coefficients cd|^stants, qui renferment des termes donnés, pX0, pY0, pZ0. Les fonctions
cherchées u, v, w se composeront donc d’une somme de termes, dont \
chacun satisfera individuellement aux équations, et qu’on peut partager V
en deux groupes distincts : 1° ceux qui constituent les intégrales géné- ^
raies des équations (4) dépourvues des termes connus; 2° ceux qui sont
destinés à faire évanouir les termes pX0, pY0, pZ0. Ces derniers sont faciles
à déterminer, lorsque les forces X0, Y0, Z0 dérivent d’un potentiel, ou
lorsqu’elles sont constantes. Dans le cas où elles sont constantes,
reconna î t facilement que les solutions suivantes

P ^0 r2
> + 2/7. 2 ’

;.+ 2/A 2 J ’
_ P ?P 22
X + 2/* 2 ’

ont la propriété d’annuler les termes p0X, pY0, pZ0. Dans tous les cas, on

tion
d*F d*F . d*F
dx* * dy*

ou bien _
1_ Ho 4 = 0.dx ^ dy ^ dz

f Dans cette hypothèse, prenons la dérivée par rapport à x de la pre-
mière équation ( 4), la dérivée par rapport à y de la seconde, la dérivée par
rapport à z de la troisième, et ajoutons les trois équations résultantes.
Les X0, Y0, Z0 seront éliminés, ainsi que les crochets qui multiplient y.;/

du dvd* dy dx
» fourni par la première équation, détruit lecar le terme dxdy

\dy dx )d* on
que fournit la seconde. Il vient donc en définitiveterme — dxdy

(i+ 2 /t) (ë+ iÿ+S, = 0 ,(6)

V =O u
d*0

~ p dt* W —
si les zéros des seconds membres des équations (5) sont remplacés par

N
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COEFFICIENT D’ÉLASTICITÉ.
première équation qui lie les coefficienls X et y. au nombre a, que l’expé-
rience peut déterminer.

2° Supposons en second lieu un corps prismatique, à arêtes verticales
parallèles à l’axe OZ, et soumettons-le à une traction F, uniformément
répartie par unité de surface sur ses deux bases. Le corps s’allongera,
mais il se contractera en même temps, et les déplacements u, v, w
seront donnés par les équations

COEFFICIENT D’ÉLASTICITÉ. 247
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termes, en sous-entendant les termespourra faire abstraction de ces
correctifs qu'il conviendrait d’ajouter à la solution, si l’on voulait en

tenir compte. . . '

La forme linéaire des équations démontre en même temps le principe

si fécond de la superposition des effets des forces, analogue au principe

de la coexistence des petites oscillations dans l’hydrodynamique et la méca-
nique vibratoire.

v=— ay, w=cz- ,u = — ax,
COEFFICIENT D’ÉLASTICITÉ.

en appelant a le coefficient de contraction latérale et c le coefficient
d'extension longitudinale.

Ces hypothèses rendent nulles les composantes T, et donnent aux N les
valeurs suivantes :

134. Les coefficients X et y. sont homogènes aux tensions N et T, c’est-
à-dire à des forces rapportées à l’unité de surface. Leurs valeurs peuvent
se déduire de l’expérience, en soumettant un corps élastique à un cer-
tain nombre de déformations. 11 suffit de deux expériences pour arriver
à déterminer les deux inconnues X et y.. D’autres expériences fourni-
raient des vérifications de la théorie.

1° Imaginons qu’on exerce sur toute la surface extérieure du solide
élastique une pression normale uniforme. Le solide devra se contracter
en restant semblable à lui-même, et la pression exercée à l’extérieur se
transmettra partout dans la masse du corps, comme s’il s’agissait d’un
fluide parfait. Si l’on suppose que l’origine des coordonnées reste fixe,
les variations des coordonnées de chaque point (.x, y, z) seront propor-
tionnelles jv^es mêmes coordonnées. On pourra donc poser

N4 =N2 =s ( c — 2a) X — 2ay.,
N3 = ( c — 2«) X -J-2c/i.

Nx et N2 étant partout les mêmes, et étant nulles à la surface latérale
où nous ne supposons aucune force appliquée, on aura

[c — 2a ) y — 2aii = 0, ou bien Xc — 2 ( X + /A ) « = 0.

De plus Ns est aussi partout la même, et a pour valeur ifr tension F
exercée sur le prisme. Donc

( c — 2«) X 2C/A = F, ou bien (X-f- 2/*)c — 2 X« =F.
u -=z — ax ,
v — ay ,
iv — — az ,

NvCes deux équations, résolues par rapport à a et à c, donnent

. i + l
c=37+f/’

a étant un coefficient constant pour tout le corps. Les composantes tan-
gentielles T sont nulles en tout point, comme le montrent les équations (1 ).
En même temps les N deviennent égaux autour d’un point, et on a
N = — (3X + 2 y.) a. Soit p la pression par unité de surface uniformément

exercée sur le corps; on aura /? = — N, et par suite a= — ~^-^‘Le

coefficient a mesurant la contraction linéaire, la dilatation cubique 0 est

égale à — 3

*
1 X F

rt “ 2 // 3X -KV
d’où l’on conclut

F
op G — c — 2a — 3X 2/*

*

5X + 2 y.'
Si donc on a déterminé par expérience la compressibilité cubique du

corps, c’est-à-dire le rapport de sa diminution de volume à la pression
extérieure qui la produit, et qu’on appelle a ce rapport, on aura

On voit qu’il y a dilatation cubique lorsque le corps subit une traction ;
le rapport de l’accroissement du volume à la tension F qui le produit,

c’est-à-dire au tiers de la compressibilité cubique a,\
est égal à 5x -f- 2y.’
déterminée dans la première expérience.3

5X -j- 2/A
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terminale. Le travail des forces qu’on supprime serait facile à rétablir
s’il était nécessaire de le déterminer. Nous aurons dans cette hypothèse

249
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L' allongement relatif , p, de l’unité de longueur du prisme, rapporté à la

tension F qui le produit, est égal à

i +i dx + dq ^ dz -u’
rfT, dN, dT1= 0dx ' dy ^ dz

dx ~ dy 1 dz

(1)5/ -j- - y.

Si l’on détermine par l’expérience cet allongement relatif p, on aura
une seconde équation , qui achèvera de déterminer X et y.. On arrive

aux équations

=0,

équations dans lesquelles les N et les T ont les valeurs suivantes :
5

duR, =;.0 + 2|X^21
9,5 — a dvNo — X0 -f 2 ji. — »

Le coefficient d' élasticité E de la résistance des matériaux est l’inverse
du rapport g, et l’on a par conséquent

__ 5> -f- 2/7-

dwr~ N3 — ÀQ + 2 y. »

(2)
^ ( dv , dw\T- =n s+^j’i

i Ta =r dx

i T — ( du , du \
l T s -'dsÿ +asLLe coefficient E représente alors une force rapportée à l’unité de sur-

face. Lamé/^jïhiit au contraire le coefficient (T élasticité par l’allongement
de l’unité de longueur d’un prisme sous l’influence d’une traction égale à

1p^iité. Alors il est égal à p, c’est-à-dire à l’inverse g du coefficient

d’élasticité tel qu’on l’entend communément.
Lamé repousse la relation X = y., qui résulterait de la continuité de la

matière; il propose X = 2p., d’après des expériences de Wertheim. A vrai

dire, le rapport - n’est pas encore connu avec assez de précision pour
y.

qu ’on puisse affirmer qu’il soit le môme dans tous les corps.

Multiplions la première des équations (1) par u , la seconde par v , la
troisième par ic ; on aura les travaux des forces. Par exemple, les fü^s
Nn T5, TO qui agissent dans la direction de l’axe OX, c’est-à-dire dans la
direction du déplacement composant u, donneront, lorsqu’on les muly
tiplie par w, le travail correspondant au déplacement de leur point d’ap-y
plication. On fera la somme des trois équations, et on multipliera par le V

produit dx dy dz, après quoi on intégrera dans toute l’é tendue du corps;
ce qui donnera

I

f f f ZT udxdyds +J f j‘~judxdydz+ f f / ,77 udxdydz

(3)+J~ f f '-fjvdxdydz + f f f vdxdydz •+J J f^ vdxdydz

+ f f f &wdxdydz + ff / Swdxdydz + fff S2 wdxdydz
iTRAVAIL DE LA DÉFORMATION.

'= 0.
155. Le travail de la déformation d’un corps homogène et d’élasticité

constante est donné par un théorème dû à Clapeyron. Voici comment on
peut déduire ce théorème des équations générales de l’élasticité.

Reprenons les équations de l’équilibre élastique, et faisons abstraction
des forces extérieures qui sollicitent les diverses molécules du corps, pour
ne tenir compte que des forces appliquées directement à sa surface

Considérons à part une des triples sommes, la première par exemple.
Il vient, en effectuant une intégration, celle qui porte sur la variable par
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Les huit autres termes de l’équation (5) se prêtent h la même trans-
formation que le premier ; on trouvera donc, en faisant seulement une
intégration , et en se bornant à indiquer les deux autres, d'abord le
double 2T des travaux de toutes les forces appliquées à. la surface du
corps, et ensuite, comme second terme, l’intégrale triple, à prendre avec
le signe — :

TRAVAIL DE LA DÉFORMATION.

rapport à laquelle la dérivée est prise dans l'expression placée sous le
signe /, et en intégrant par parties,

u dx = dydz

251250

dydzJdN, . 7 ;-— - dxdydz =fud*
Le terme N*M, en dehors du signe /, doit être pris entre les limites

correspondantes aux valeurs données de y et de 2 ; supposons que la
droite parallèle aux x qui correspond à ces valeurs, perce en deux points
seulement la surface extérieure du corps : soient et u' , N"j et w", les
valeurs des fonctions Nt et u en ces deux points. On aura, en indiquant
seulement les deux autres intégrations,

« £+' (£+£)
dv ' '7, , xfdw . du\ \.[ dï +Tl ) ’J* S J*

dx(iydz + N« -r- H- T*dy

j* J* fu dxdydz=JJ dydz (N4V — N L"u" ) — f f f *' Tzdxdydz - Je tout doit être égalé à zéro.
La somme des deux termes devant être nulle, on a l’équation

156. L’intégrale double du second membre représente, sauf un
coefficient constant que nous définirons tout à l’heure, le travail des ten-
sions élastiques extérieures qui s’exercent sur les deux éléments extrêmes
faisant partie de la surface terminale du corps. Le facteur N\dxdz repré-
sente, par exemple, la tension totale qui s’exerce sur l’un de ces élé-
ments, projetée sur l’axe OX, et l’autre facteur u est le déplacement que
subit son point d'application en projection sur le même axe. Le produit
N't dy dz x u' représenterait donc le travail partiel de la force élastique
superficielle, si cette force conservait la même valeur N'4 pour toutes les
valeurs du çj^îaeement u\ Il n’en est pas ainsi, puisque les forces élas-
tiques varient proportionnellement aux déplacements qui les font naî tre,
et la~ somme indiquée est égale, non pas au travail des forces élastiques
e/ferieures, mais bien au double de ce travail, quand on lient compte '

/*es valeurs régulièrement croissantes de ces forces depuis 0 jusqu’aux
' valeurs finales qu’elles acquièrent par l’effet de la déformation.

Si une tige élastique, par exemple, de longueur /, de section n, s’est
allongée d’une quantité <$l sous l’action d’une force de traction égale à F,
le travail de cette force sera Fa ; mais le travail des forces élastiques ne
sera pas égal à Fa, car les forces élastiques ont varié de 0 à F; et si
l’on appelle f leur valeur lorsque la tige avait un allongement x, leur
travail sera, pour un nouvel allongement dx, égal au produit fdx. Mais
on a

dv . dw
N‘i+ T‘(ë +Sdu

( . .à dy
fdw du\ [
\dï +dvS S S + -7- + T,(4) 2T = dy *
( du dv\
\dy ^ dx )

dw+ N* 3? + T*
/

qui exprime le travail des forces superficielles en fonction des forces élas-
tiques intérieures.

dw. du du
Dans l’équation (4) nous remplacerons — ; — , • • • — par leurs va-

leurs en fonction des N et des T, déduites des équations (2). Si l’on

pour abréger, 6 =^ ^ il vient d’abord
\

Nt -4- N,2 -{- N-
3A + 2/x ’

du N, — XQ

dx ~~ 2/4
dv No — )-0
dy —
dw Js— >0
dz 2/4
dv , dw _
dz ~ dy /4. du = T*
dx ‘ dz /4

0 =

i (5)Ewx
~T ’f=

T,
Etùxdxce qui donne pour le travail élémentaire - f et pour le travailL

1 Ewa2 . 1 Ewa 1 Fa, puisque F=^. Le travail Fa, cal-total -z
culé d’après la force finale, doit donc être réduit à moitié.

I 2 / Xa “
du dv Ts
dy dx /4

T
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à la traction finale exercée, rapportée à l’unité de surface, et s’ex-
Eæprime par -y > le travail se ramène à l’équation trouvée tout à l’heure:

t
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et la parenthèse de la triple somme, dans l’équation (5), devient par ces
substitutions

252

N^+NV -fNV A (N,+NO+N5) 2
(
y+V+ Tr.9

2/A 3A + 2/A2/A 1 / E a y ùl _1 EOrt2 _ 1 Eüa
2 iTj X T ” 2 “ 7 2

"

/“ Xa’
F-

expression qui peut s’écrire :

1+£ i(N,+ N,+ Nj)2-- ( NA + NA + NjN:

Observons encore que le travail des forces élastiques n’est pas nul lors-
que le volume du corps conserve la meme valeur, ou lorsque la fonction 0
est nulle. On a dans ce cas N4 -f Nâ -f Ns=0, de sorte que II est nul ;

. mais G n’est pas égal à zéro, et l’expression de T conserve la valeur

-y-y — y).

Les sommes N, -f Na + N3 et NâN3 + N3N, + N,NS — T,2 — T,2 — T.2

forment deux des coefficients de l’équation en F, qui fait connaî tre les
forces élastiques principales (§ 125). Nt -f Na + N3 est la somme des trois
racines : désignons-la par H; et N2N3 + N3N4 -f N4 N2 — Tt2 — T2

a — T3-
est la somme de leurs produits deux à deux : désignons-la par G. Obser-

5x + 2p.

J* J*^ G dxdy dz,1
2/A

de sorte que le travail n’est pas nul, bien que le volume soit conservé. « Ce
caractère, dit Lamé, sépare complètement les solides des fluides, et montre
que le travail des forces élastiques peut acquérir une très grande impor-
tance sans qu’il y ait changement du volume total occupé par le corps
déformé.

158. Les principes que nous venons d’exposer d’après Lamé ont été
le point de départ de diverses recherches, que nous nous bornerons à si-
gnaler brièvement. Dans l’ouvrage même de Lamé, on en trouve l’appli-
cation à l’équilibre élastique et aux mouvements vibratoires des fils ou
des cordes et des membranes planes de différentes formes*^1a propaga-
tion des actions et des ondes dans les milieux, à la torsion des cylindres
pleins ou creux, aux vibrations longitudinales ou tournantes des
à la vibration des timbres de forme sphérique, à l’équilibre des en
loppes sphériques, et en particulier à l’équilibre intérieur de la croûtï
'du globe terrestre ; enfin à la double réfraction et à la théorie des ondes
lumineuses.

Dans une autre direction , on a appliqué les mêmes principes aux ques -
tions qui rentrent dans le cadre de la résistance des matériaux. Cette
dernière science, que Lamé range parmi les sciences d'attente, destinées
h disparaî tre devant les progrès de la physique et de t’analyse mathé-
matique 1, donne des solutions approximatives des problèmes de con-
struction qui se présentent dans la carrière de l’ingénieur. La théorie de
l’élasticité éclaire ces solutions d’un jour nouveau, quand elle n’a pas pour
résultat de les rectifier et de les compléter ; mais on n’y a encore abordé
l’étude que d’un petit nombre de cas particuliers, et généralement parmi
les plus symétriques et les plus simples.

vons enfin que le coefficient E d’élasticité est égal à . Nous
* x1 +-

[ j.
aurons, en opérant ces substitutions,

u //(H)***-(6) T r=-

où le second membre est une intégrale triple portant sur tous les élé—
II2 Gments de vqh^he du corps. Il faut remarquer que le facteur — — - est

constant en un même point du corps, quel que soit le système d’axes
cojfvlonnés qu’on adopte, dès qu’on admet l’homogénéité et l’élasticité
Constante; c’est une fonction déterminée en chaque point du milieu élas-
tique, et qui représente le travail des forces élastiques en ce point, rapporté
à l'unité de volume.

137. On peut introduire dans cette formule les forces élastiques princi-
pales A, B, C. En effet, II est leur somme et G la somme de leurs produits
deux à deux. On a donc

s,

i f f s i — (BC -f- CA -f- AB)J( A + B + C)*(8) T = dxdydz.E

/Cette expression se simplifie dans le cas où deux des forces élastiques
sont nulles, par exemple dans le cas de la traction simple. On a alors A
constant en tout point , et B et C nuis; il vient

T _ 1 A2 v
2 L

V

i

1. Leçons sur la théorie mathématique de l'élasticité des corps solides.Avant-
propos, « Origine et but de cet ouvrage ».en appelant X le volume du corps. Si l’on observe que A est égal
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M. de Saint-Venant a appliqué les principes de la théorie de l’élasticité
à la question de la torsion des prismes, et rectifié analytiquement les no-
tions inexactes et incomplètes qu’on s’était faites du phénomène, par une
généralisation non justifiée des résultats simples obtenus pour la torsion
des cylindres.

M. Maurice Lévy, M. Boussinesq, M. Flamant, etc., ont fait l’application
des principesgénéraux sur la répartition des forces dans un milieu, d’une
part au mouvement permanent des fluides doués de viscosité, d’autre part
à l’équilibre intérieur d’un massif de terre à l’état pulvérulent.

Signalons encore, en terminant ce livre, l’ouvrage deClebsch, Théorie de
l'élasticité des corps solides, traduit de l’allemand par MM. de Saint-Venant
et Flamant, et, dans un autre ordre d’idées, les travaux de M.Henri Tresca
sur l' écoulement des corps solides, lorsqu’ils sont soumis à des pressions
suffisamment grandes. M. de Saint-Venant, appréciant l’œ uvre de Tresca
dans la séance de l’Académie des sciences du 13 juillet 1885, réclame
pour cet éminent ingénieur une large part dans les perfectionnements ré-
cents de la théorie, et montre dans ses recherches la création d’une
nouvelle branche de la mécanique, la plastico-dynamique, qui prend pour
objets d’é tude tous les phénomènes de plasticité ou de fluidité, tels que le
laminage, le forage, Pemboutissage,... lorsque la limite d’élasticité est dé-
passée, et que les molécules du corps solide retrouvent un nouveau grou-
pement et un nouvel équilibre.
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LIVRE III
D Y N A M I Q U E A N A L Y T I Q U E

CHAPITRE PREMIER
MÉTHODE DE JACOBI, DANS LE CAS DES POINTS LIBRES

>3

139. La méthode de Jacobi pour la résolution des questions de mécanique
analytique consiste à ramener l'intégration des équations du mouvement à
l’intégration d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre. Pour
exposer cette méthode avec clarté, nous commencerons par en.Jaire l’appli-
cation au mouvement d'un point unique libre dans l’espace.

Soit m la masse d’un point mobile, raX, mY, ml les composantes (teia
force qui le sollicitent ; X, Y, Z sont supposées des fonctions connuesrfc
temps t et des coordonnées x, y, z du point m.Les équations du mouvement
sont, en supprimant la masse m qui devient facteur commun,

L:

d-x
dC-
dl*
d-z^-7 = Z.dt*

Dans la plupart des problèmes de mécanique analytique , la fonction
Idx -{- Ydy -\-ldz est la différentielle exacte d'une fonction U des variables
x, y , z, le temps t étant traité comme une constante dans la différentiation.
La fonction U est alors ce que nous avons appelé la fonction des forces. S’il

1 C’est au Cours de M. Serret au Collège de France que nous avons emprunté
les démonstrations exposées dans ce livre.

'N
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Donc les dérivées partielles par rapport à x de la fonction U et de la fonction

257MÉTHODE250
düdUd\] = c’est-à-dire expri-

„ „ . drx d* y d ^z
les composantes X, Y, Z, ou encore les accélérations ^

en est ainsi, on pourra poser æ = y — -
ds 4 , (* y+(*s\*
dt 2|_ \ cte/ ' [ dy ) 1 \ cfc / .mer

sont égales. On prouverait de même que les dérivées de ces deux fonctions
par rapport à y et à z sont aussi égales, et par conséquent ces deux fonc-
tions sont égales ou ne diffèrent que d’une fonction de la variable t . Comme
d’ailleurs la fonction S est définie seulement pas ses dérivées partielles
70 T ÇJ— , — , — , données par les équations (2) , on peut y ajouter telle fonction

dx dy dz
de t qu’on voudra , et en déterminant convenablement cette fonction addi-
tionnelle, on pourra faire en sorte que la fonction de t qui représente la dif-
férence entre les fonctions U et

les dérivées partielles d’une certaine fonction U par rapport aux coor-par * *données x , y , z , et l’on aura

d*x __ dU dhf _ (W_ d* s _ <0J
dt* dx ’ dC1 dy ’ dt- dz *

Proposons-nous de trouver une fonction S du temps t et des coordonnées
xf y , z , telle que l’on ait de même

(1)

dx dS
dt dx ’
dy <7S
dt dy 1(2)

dz rfS soit réduite à zéro, de sorte qu’en définitive le problème est ramené à dé-
terminer une fonction S des variables t, æ, y, z , telle qu’on ait l’équation* /t dz *

c’est-à-dire telle que les dérivées partielles de cette fonction par rapport
aux coordonnées soient respectivement égales aux vitesses de ces coordon-
nées. Supposons le problème résolu.

Différentions les équations (2) et divisons par dt ; il viendra pour la pre-
mière équation du groupe

dS\ *dSV2 dS\ 2dS 1
dt ^ 2 = U.+ +(3) tfdy dz )dxK

Cette fonction S prend le nom de fonction principale.
L’équation (3) est une équation aux dérivées partielles du premier ordre ,

avec quatre variables indépendantes. L' intégrale générale de c<^g équation
exprimera S en fonction de ces quatre variables x, y, z et t , et de quatre
constantes arbitraires a4, aa, a3, a4. On voit d’ailleurs que si une cert^me
fonction S est une solution de l’équation (3), la même fonction augmenté
d’une constante arbitraire, S -+- C, y satisfera également, puisque la fonction
n’entre dans l’équation (3) que par ses dérivées partielles, où ne paraît plus
îa constante C. Des quatre constantes a4 , a2, a3, a4, l’une se joint donc à la
fonction cherchée par une simple addition, tandis que les autres y entrent
d’une manière plus complexe. Nous pourrons par conséquent exprimer la
fonction S de la manière suivante

rfS , dS
a.— , d S

d.— d Sd. ~' dx
irdt+ dx

dx dxdxdx d ,J + ~di dzdy
d S d —' dx dy

dy dt *

d_S
( ' dx dz

dz dt '
dx dx

dt dx dt

Remplaçons par leurs valeurs fournies par les équations (2) ;
il viendra

;j7 +

. dSd. — dS

= — - -1- dX dS !
dt ~ dt dx dx '

ou encore, en intervertissant l’ordre des dérivations partielles,
. d*

dt* dx

i
dx dS

dy dy +
rfS

(
dx dS

dz dz ’
d-x S= Y [t , x, y, 3, «lt aâ, «3) 4- C,wdx

en mettant à part la constante additionnelle C. Cette fonction S une fois
trouvée, on obtiendra les vitesses des coordonnées au moyen des équa-
tions (2) , en formant les dérivées partielles

QX (111 CIZ

contiendront les trois constantes arbitraires a4, a2. as , de sorte que l’on aura
par cette méthode les intégrales générales du premier ordre des équations
proposées.

dS dS dS
7 tfSd.-r- , rfSd .— ; ces expressions, dSd. —d-x dS ’ dx dS _ jljj dS (b

dx dx + dtj dx + ds IhT
'(î +iKS'+O’+ I®!) dU
dx dx

V. — MÉC. COLLIG NOS. 17
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par rapport au temps, ce qui revient à mettre l’équation (4) sous la forme

S = F ( x, y, z , «i, a2) -- Ct -f- G'.
Les dérivées partielles de S par rapport à t } à x,à y et à z ne contiendront

plus la variable t. Appelons 0 la fonction F ( x, y, z, a4, a2) qui est indé-
pendante du temps, et remplaçons S par sa valeur dans l’équation (3) ; il
viendra
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140. Pour achever la solution , il y aurait encore à faire l'intégration des

équations (2) , ce qui introduirait trois nouvelles constantes arbitraires, P,,
ps. MaisJacobi a reconnu que cette seconde opération pouvait se faire en

égalant à trois constantes les dérivées partielles de S par rapport aux para-
mèlres a4 , <x2,. a3, contenus dans l'équation (4). En effet, prenons la dérivée
partielle de l 'équation (3) par rapport à l'un, a 4, de ces paramètres. 11 vien-
dra, en observant que la fonction U est indépendante de a4,

c/S
rfS Cl' dz
dz dzl

T -HKsr +cswîn-'d.-r-dSdS
dx

“ dx dxi
. . . â rfS

ou bien en intervertissant l’ordre des dérivations, et en remplaçant par

dx dS du
dt ' dy Par dt" '

. i
tfz, + 2

. o _Jy
‘rfy du, = 0,+ 2 -n ou bien

(5) = 2 ( Ü + C).
Cette équation est une simple conséquence de l'équation des forces vives;

car le premier membre représente le carré de la vitesse du point mobile,et le
second est, à une constante près, le double de la somme j( Xdx+Ydy+Zdz ) ,
ou du travail accompli par la force qui sollicite le point. On intégrera cette
équation (5) ; l’intégrale générale exprimera 0 en fonction de x, y , z et de
quatre constantes arbitraires, savoir a4, aa, C et la constante additionnelle
C'. On donne à la fonction 0 le nom de fonction caractéristique. La dériva-

dx dy dz
-77, COnte-

ç/S
don dz

dS rfS
da 4 dXl dx
dt dx dt

dS
d*idy ,

dy dt ^ -T- = 0.dz dt

dS
Or le premier membre est la différentielle totale de divisée par dt .

I l y. j

f /SCelte différentielle étant nulle, la fonction — ne varie pas avec le temps,
ClCLi

et reste constante pendant toute la durée du mouvement (III, § 57).
Donc enfifn — = p4 est une nouvelle intégrale du mouvement. On aura

tion de 0 par rapport à x, à y et à z donnera les vitesses
nant les arbitraires a4 , a2 et C ; la dérivation de 0 par rapport à a4 et à a2
fournira deux nouvelles intégrales. Pour avoir la sixième intégrcfe* on doit
égaler à une constante la dérivée de S par rapport à C ; or celte dérivée^st

T, erm

dt ’ dt ’ dt

dSdS7 d0 d0

En résumé, le problème est ramené à intégrer l’équation (3), avec trois
constantes arbitraires, a4, a2, a3, non compris la constante additionnelle, et
les intégrales de la question s'obtiendront ensuite : 1° en prenant les déri-
vées de la fonction S par rapport aux variables x, y , z, et en les égalant aux

dxvitesses des coordonnées; 2° en prenant les dérivées de la fonction S par
rapport aux arbitraires a4, a2, a-, et en les égalant à de nouvelles constantes
arbitraires P4, p2, (35.

égale à — t : la dernière intégrale prend donc la forme ^ — l =
appelant T une nouvelle arbitraire. Cette dernière équation est la seule qui
renferme le temps t.

APPLICATION AU MOUVEMENT D’ UN POINT ATTIRÉ VERS UN CENTRE FIXE.
442. Supposons (fig. 89) que le point M soit attiré vers le point O par

une force proportionnelle à l’inverse du carré de la distance OM ; la fonction
des forces U sera indépendante du temps et inversement proportionnelle à
la distance OM. Soit donc OM=r : nous aurons, en appelant A une con-

-• La question est ramenée à chercher l’intégrale
générale de l’équation aux dérivées partielles

INT ÉGRALE DES FORCES VIVES. — SIMPLIFICATION DE LA QUESTION DANS LE CAS
OÙ CETTE INTÉGRALE EXISTE. stante donnée, U =

441. Dans le cas particulier où la fonction U ne contient pas le temps t, la
question se simplifie. On peut alors considérer la fonction S comme linéaire { d e y L { d e y , { d e y[ d x j • \d y ) + [ d z )

2A(6) = 7 + 2G.



MOUVEMENT D’UN POINT ATTIRÉ VERS UN CENTRE FIXE.
les multiplicateurs de ces derniers accroissements, qui doivent rester arbi-
traires; nous aurons

2C0 201
changement de variables, en passant des

variables x — OR, j/=RN,*= NM, aux variables
r= OM, <1* =angle MOZ , op = angle FOX ; l’avan-
tage de cette substitution résulte de ce que le
second membre de l’équation ne contient que la
variable r.

Il faut donc exprimer les dérivées partielles

On y parvient aisément par un

z
d® . cos ^cos ? d® sin? ^0

dp rsinf d’j

cos <// sin ? d0 cos ? d0 .
d<p ' rsinip d?

d®

^= sin ^ cos,- + r
d0d0

j- = sin ^ siny ^ + r
d® sin <^ d0

r dp

Élevons au carré chacune de ces équations, puis ajoutons et substituons
dans l'équation (6) :

d®d® d® d® fonction des variables r ,^ et 9,
dx' dy dz
et des dérivées partielles de 0 par rapport, à ces
nouvelles variables.

Or on passe des coordonnées r, p , 9 aux coordonnées x> y, z, par les

- = c°s*-
_

/ d® y £ ( dey
\dr ) + r* [ dp )

1 dQV 2A0 ) + = h 2C.r ‘équations r*sin* <f >\d?

Les doubles produits qui proviennent de l’élévation au carré se détruisent
dans la somme.

145. On intègre cette équation en observant que 0 peut être considéré
comme la somme de trois fonctions d'une seule variable chacune, savoir une
fonction de r, une fonction de p et une fonction de 9. Posons en effet ^

x = r sin -J; cos?,
y — rsin <J/ sin ?,

• z = v cos p»

On en déduit en différentiant

dx =1 r/rsin ^cos? -f rcos p cos ?dp — rsin psin f dp,
dy = drsinpsinf -F rcos ^sin ?^+ rsin^ cos?r/?,
dz= drcos p — rsin <fd<p.

Résolvons par rapport à dr, dp, dp ; il vient, en multipliant la première
par sin <l> cos <p, la seconde par sin 9 sin 9, la troisième par cosp , et en ajou-
tant é

© = Il -F Y -F <1>,
R étant une fonction de la- variable unique r, w une fonction de la variable

et <i> une fonction de la variable 9. Les accents désignant les dérivées de
chacune de ces fonctions par rapport à la variable qu’elle contient, l’équa-
tion (7) devient \

s, où II et»

1 1 24R*+ ,T2 V'* + «l»' 4 = F 2C.
i,4sin* ^dr — sin ^ cos ?^# -F sin 9 sinpdy + cospdz.!

On satisfait aux conditions en posant les équations suivantes
désignent des constantes arbitraires ,Multiplions la première par cos cos9 , la seconde par cos ^sin 9, la troi-

sième par — sin <J> , ajoutons, puis divisons par r :

cos p cos pdx + cos psinpdy — sin ^(/^
<f = H,

I I 2
dp == Y^-F = G Ssin2 9

R's + ^ = 7 + 2C,

équations différentielles qui contiennent chacune une variable unique. On
en déduit, en indiquant seulement les quadratures, prises à partir de limites
que nous définirons plus tard :

4> = 11?,

G 2

Enlin multiplions la première par — sin 9, la seconde par cos 9, et ajoutons
les deux équations ; il viendra, en divisant par rsin ^,

cos pdy — sin pdx
rsinp

Ces relations vont nous servir à exprimer les anciennes dérivées partielles
en fonction des nouvelles variables. On a en effet identiquement

d? =

I I 2
Y G’- s-ïï^d® d® d®d® d® d®

dï dx + dï dy + i;dz =: dï dr*kdï d* + dï d*-
Remplaçons dr , dp , d? par leurs valeurs en dx, dy , dz, puis identifions “ ÿ + y + 2Cdr.R
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c’est-à-dire l'équation des forces vives, qui définit la constante C d'après la
vitesse initiale et la distance initiale du mobile au centre d’attraction.

Multiplions la première équation par y dans le premier membre, et par
r sin <|< sin <p dans le second ; la seconde par x dans le premier membre, et
par r sin $ cos dans le second ; il vient, en retranchant la seconde de la
première,

263MOUVEMENT D’UN POINT
La fonction 0 est formée par l'addition de ces trois fonctions, et Ton a

U 2

"5+ T + 2Crfr-
Il est inutile d’ajouter une constante C', qui n’influerait pas sur la solution

du problème proposé. La fonction © une fois trouvée, on reviendra aux ancien-
nes variables x, y , z et la solution sera contenue dans le tableau suivant :

dx r/0
dt dx ’
dy r/0
dl ~ dy *

(8) 0 = II? -f G* — dp -hsin* <p

>
xdy — ydx ,r~~ dt = ’

équation qui définit la constante II comme le double de la vitesse aréolaire
en projection sur le planXOY.

Pour définir la constante G, formons de môme les équations des aires en
projection sur les plans VOZ, ZOX ; il viendra

r/0
TïT = h,dl I
r/0fl> ) (10) dG g’

dz dQ r/0 Vr/C “ 1 + T* 112ydz — zdy _dl dz *

h,g , r étant trois nouvelles constantes.
143. Nous allons développer celte solution en cherchant la signification

des constantes.
On a d’abord, en

riables 9, et r,

— Ilcos ^ cotip,G 2 —= — sin 9 sin2 <pdl

V II*adx — xdz— h— = + — II sin 9 cot -̂ .G 2 — sin2 9
Élevons au carré, puis ajoutons les trois équations des aires; nous au-prenant les dérivées de 0 par rapport aux va- rons

[ xdy — ydx )- 4- [ ydz — ar/?/ 8 4- [ zdx — xdz )-r/0

* = dl*
il2— + H*(1 +cotaf) = G*.= G2 —r/0 11* sin2 9(11) G 2 — sin2 // *dp

Le premier membre représente le carré du double de la vitefü^réolaire
du mobile dans le plan de la trajectoire, et l’équation exprime qiï^^ette
quantité est constante et égale à G2.

Les trois premières constantes C, II, G ont donc les significations suivant
tes : C est la constante des forces vives, Il le double de la vitesse de l’aire
décrite autour de l’origine en projection sur le plan XOY, et G la quantité
analogue dans le plan où le mouvement s’effectue.

144. Il reste à chercher la signification des constantes h, g et T.
Reportons-nous pour cela aux équations (8) et (10). Il vient, en prenant la

dérivée par rapport à la constante II,

dQ
dr'jt par conséquent

dx dQ

dt dx

= sin p cos f \J- vS + ^ + 2G +
dy dQ
dt dy

+ 2C +
dz dQ
dt dz

COS p COS y II sin ?
sin2 ç) rsint//

11*G2 —r

\/-s*» cos psin 9 ^ II2 II cos f
sin2 (p + rsin p 9= sin p sin f G 2 — Udp

sin2 p II cot -j/
\/G2 — H*= f -f- arcsin

sin2 pv G2-II 2= COS p G 2 — sin2 p
De ces équations on tire, en élevant au carré et en ajoutant,

d’où résulte
IIcotp= V^G2 — il*sin (h — 9) = — 0i2 — 112sin (9 — h).

Le radical peut être pris dans cette équation avec le signe -j- ou avec le

(12)
dx\- dy 2 S )’ -¥ +«+ -fdl dt

*
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quent dans le premier cas .on devra changer le signe de y/G2 — H2 dans l’é-
quation (12) , et poser

signe — . Si l’on y fait o — h, on en déduit cot *= 0, et * = ce qui

montre que pour cp = h le mobile se trouve dans le plan XOY. Donc h est
l’angle que fait avec Taxe OX la droite suivant laquelle le plan de la trajec-
toire coupe ce plan coordonné.

Le plan de la trajectoire fait avec le plan XOY un angle dont le cosinus est
égal à g. En effet liât est le double de Faire décrite par le rayon vecteur du

mobile projeté sur le plan XOY, et Gclt est le double de Faire décrite dans le
plan de la trajectoire. Donc

II cot* = y/G2 — H2 sin (? — h) .
On conserverait l’équation (12) si la trajectoire s’abaissait au-dessous du

plan XOY dans le sens des angles cp croissants.
Prenons ensuite la dérivée de l’équation (8) par rapport à G, et égalons à

g. Il vient

(13)

G .
:> drr-Gd *pde

G - 2 V=7 +-+ 2Cr - r
clG vII*G2 —IIdt= Gclt x cos w, s iu2*

ou bien, en faisant les intégrations,ou bien
G2il — îCOS w = G’ G cos*y/G 2 — I I 2
A r

114) — arccosg = arccos

v/'+¥en appelant w l’angle du plan BOA dans lequel s’effectue le mouvement,
avec le plan OAY ( Fig. 90). On en déduit

Les radicaux sont pris positivement. Il est inutile de tenir compte des
limites inférieures des intégrales définies qui fourniraient des termes con-
stants, lesquels se fondraient avec la constante g.

Pour interpréter ce résultat, reportons-nous à la figure, et observons
sin BC

y/G2-H2

11tangw =
et en substituant dans l’équation (12), G cos *y/G2-H2

que sin w =-— g , et que cos * =sin BC. Donccot* = do tangw x sin ( <p —
Cette relation peut s’établir directement .

Du point O comme centre , décrivons une
sphère ayant pour rayon l’unité ; soit B à un
certain instant la projection du mobile sur
la sphère ; nous aurons BE = *, CD = cp.
Soit OA la trace du plan de la trajectoire ;
l’arc AD est égal à h, et l’angle BAC à w.
Cela posé, le triangle BCA rectangle en C
donne l’égalité

sin BACy/G 2 — H2

La proportion des sinus appliquée au triangle rectangle <^A donne
sin BC sin AB. ponc je premjer terme de l’intégrale ( 14) est égal^l^^

arccos (sin AB) = ^ — AB. \

Appelons K Farc AB, décrit par le rayon vecteur dans le plan de la trajec-
toire à partir de la trace OA ; faisons de plus entrer la constante ^ dans la

7»

constante g , en posant g' = — g. L’équation (14) devient

sin BAC 1

x

G2tangBC = sin AC x tangBAC, — — 1A r = g' - s>arc cosou bien 0+Ç

'
cot*= sin ('p — h) tangw.

Cette équation fixe le signe qu’on doit attribuer au radical y/G* — II2. En
effet, l’angle « doit être pris positivement ou négativement, suivant que
pour les valeurs croissantes de cp à partir de <p = h, l’angle * est lui-même
décroissant ou croissant. Dans le premier cas, le plan de la trajectoire s'élève
au-dessus du plan XOY ; dans le second il s’abaisse au-dessous ; par consé-

ou, en prenant les cosinus des deux membres et en résolvant par rap-
port à r,

G2

A
(15 r =

V
2CG* cos (ç -~ g' )1 +1 + A2
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équation polaire d’une courbe du second ordre, rapportée dans le plan BOA

au pôle O et à l’axe polaire OA.
tricité de la courbe. La forme de la courbe dépend uniquement du signe

. . 2CG2

de la quantité -p-

négatif, l’équation (15) représente une ellipse , si C = 0, une parabole; si
enfin G est positif, une hyperbole. Le minimum de r est, dans tous les
cas, fourni par la plus grande valeur du dénominateur, et correspond à
l = g ; appelons r0 cette valeur ; il viendra

ATTIRE VERS UN CENTRE FIXE.
Si l’ondifférentie, on trouve en effet

2GG 267

»
est le paramètre, et y/ 2CG2

l’excen- 2CdrA2

y/2CG “2 + A2( A + 20) dr
2C y/_ G2 + 2Ar + 2Cr2 + 2C
1 A v (2 0 + A )2

2GG 2 + A2
, c’est-à-dire, en définitive, du signe de C. Si C est 1 —

Adr 2GA dr
2CV— G2 4- 2Ar+20* 2G \J — 2G \/~ G2 + 2Ar + 2Gî'2

dr dr

+ 2C
G 2

A L’équation (16) donne immédiatement / + T SOUS forme réelle si»*0 =
i A '

2CG \/ — 2C est réel, ou si C est négatif ; on sait qu’alors la trajectoire est une
ellipse. Si G était positif, y/— 2G serait imaginaire de la forme p y/— 1 ;

2Cr -f- A

1 +

de sorte que g' est la valeur de Ç qui correspond à la moindre distance
du mobile au point 0, et r0 la valeur de celte moindre dislance.

145. Venons enfin à la d étermination de la constante T. NOUS aurons pour
cela à prendre dans l'équation (8) la dérivée de 0 par rapport à la constante
G, et à égaler cette dérivée à la somme t + T. Ici il faut observer que la
limite inférieure, r0, de l’intégrale dans laquelle figure le paramétre C, est
elle-même fonction de ce paramètre, de sorte que l’on doit poser, en diffé-
rentiant par rapport à cette limite,

mais en même temps serait un nombre supérieur à l’unité,y/2CG2 + A2

et l’arc correspondant à ce cosinus étant un nombre imaginaire de la même
forme, le rapport ne contiendrait plus y/—1; on pourrait d’ailleurs éviter
les imaginaires en introduisant les logarithmes au lieu de l’arc cosinus.
Nous nous bornerons ici à développer les calculs dans l’hypothèse de la
trajectoire elliptique.

Posons
20 + A

V^CG* + A2’ N=- y/-^ + ^ + 2c -ic
(17)drdr cosu=

G2 2A
on en déduit— ~

2— I b 2 Gr* rr0 - vs/’- ( 2Cr -f- A) 2

2CG2 + A 2 — 2C
f v/— G*+ 2Ar + 202,sin u =Mais de l’équation (15) on tire en général 2CG 2 + A2

v
et, substituant dans (16)v (12 9 \ <1— + y + 2C = i v/A2 + 2CG*sin (Ç-(f ) ,

et comme on a r = r0 pour Ç = g' , le facteur par lequel est multipliée la
drdérivée est nul de lui-même. On a donc simplement

y/2CG2 + A2

2C v--^G
At +r = sin u — / - u,

2Cy/— 2C
ou enfin

3
4 /, , 2CG2 .v i+ — *

( ‘2C,] 2
sinn = '— -L- (t + r).

A
• O»)dr

G 2 2A Si dans l’équation (18) on fait « =0, o n a t=La constante T prise négativement est donc la valeur du temps pour la-quelle la variable u se réduit à zéro.
Connaissant u en fonction du temps f , on déduira les valeurs de r de l’é-quation (17) , puis l’équation (15) fera connaître l’angle Ç, qui achève de dé-finir la position du mobile.

+ V + 2Gr- r T.
ou, en effectuant l’intégration,

(10) t + T =1V-G4 + ‘2Ar + 2Cr2 A
2Cv/— 2C

2Cr + A
V/2CG 2 + A2*arccos
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2CG'2

est ^ ~ e'‘ ^onc en^inb*
On peut remarquer que y/ 2CG2 — , en appelant b le demi petit axe ; —est l’excentricité relative de l’ellipse,1 -f A 2 •

et que le demi grand axe de la courbe est égal à la demi-somme 62G 2

fc2A a = b,
2CG* V^ l — & a s/ ] -\/ A2

G2 G2

AA1 A
“ — 2C*

Appelons e l’excentricité et a le demi grand axe; l’équation (18) devien-

2 2CG2 2CG2 et par conséquent1 —1 -h A* rsin ( g — g f ) _ b(2 1) asin u a

146. Soit AA' le grand axe, O le foyer, G le centre de l’ellipse décrite
par le mobile. Pour une quelconque de ses positions M, on a 0M= r et
MOA — X, — g' . Donc

dra

t + T

11 reste à exprimer les variables r et Ç en fonction de la variable auxiliaire
u. Or on a, en résolvant l’équation (17 ) par rapport à r,

u — esinw = y/Â(19) MP = rsin (ç — g' ).
Sur AA' comme diamètre, décrivons une circonférence et prolongeons

l’ordonnée PM jusqu'à la rencontre de celte circonférence en N. On sait

que le rapport
l’ellipse.

L’ordonnée du cercle PN = CNsinNCA= asinNCA, et par suite w= NCA.
L’angle u est compté à partir du grand axe CA, dans le sens du mouve-

ment, autour du centre de l’ellipse. Les angles Ç — g' et u passent à la
fois par les valeurs 0, TT, 27r , ...; ils ne
diffèrent que pour les valeurs intermé-
diaires. L'équation (19) donne l’angle u en
fonction du temps t ; l’équation (20 ) fait
ensuite conna ître le rayon r — OM , et
l’équation (21) l’angle Ç — g'=MOA.

On peut remarquer que l 'équation ( 20) a
une interprétation géométrique. La demi-
distance des foyers, OC , est égale à ae.
D’ailleurs CN == a, et l’angle OCN est égal à
u. Projetons le point O en D sur le rayon CN.
Nous aurons CD = CO cos M ae cosu. Donc
DN = a (l — ecosu ) , et DN=r= OM. Le point D est situé sur une circon-férence décrite sur CO comme diamètre ; de sorte que les rayons vecteurs
OM, issus du foyer O, sont respectivement égaux aux segments DN inter-
ceptés entre les deux circonférences OC et AA', sur les rayons correspon-
dants CN, issus du centre C.

Pour trouver à un instant donné la position du mobile sur l’ellipse, on
a à résoudre l’équation transcendante

est constant et égal à - , b étant le demi petit axe de
x Ii ClA , y/‘2CGa + A2

2C + 2C
(20) cosw

A = a [1 — ecos u ).— 2C

Pour avoir une relation entre £ et u, reportons-nous à l’équation (15), d’où
nous avons déjà déduit

/"
/

j

-S+ T +2C
»

y v j
sin{? — 9' ) — 1

? v/A2 + 2CG2
tr A'

\\et à l’équation (17) , d’où nous avons tiré t

y
V.

v/ — 2G y/_ G2 -f- 2Ar + 2Cr.sinw = 2CG2 + A2 Fig. 91.
Multiplions la première de ces deux équations par r, la seconde par a. et

divisons ensuite la première par la seconde. Il viendra

G 2

rsin (g — g' ) _ G
a\J=Tc ~

A
2sinw

“ V A2

Or - j- est le paramètre de l’ellipse, ou l’ordonnée au foyer, ou enfin

— 2CG 2

G 2 t + ru — esin ?* = y/ A(22) — ?

\a*

»
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arcs se répéterait indéfiniment comme les arcs successifs de la cycloïde
elle-même.

Cherchons les coordonnées du point décrivant m en fonction de l’angle

^oa — ut dont le cercle tourne pendant que le point p décrit Tare qp, et
que le point m décrit l’arc m'm\ comptons les abscisses x à partir du
point q sur Taxe xy , et les ordonnées y à partir du même axe sur des
perpendiculaires. Nous aurons

X = qt = qa — ta = arcap — ta= u — om X sin u= u — esiiui,
y = tnt= oa — omcos u= 1 — e cosu.

Comparons ces équations aux équations (23) et (20). Nous en déduirons
les relations

/
qu’on peut écrire plus simplement

f J
(23) u — es\nu = nt -f- a,

en appelant n le moyen mouvement du mobile autour du centre d’attraction,
c’est-à-dire le quotient de la division de 2z par la durée T d’une révolution
entière. Augmentons en effet l’angle u de 2TV dans l’équation (19), et soit
T la durée de la révolution. On aura à la fois

T t -f- Tu — esin *< = y/A
y/fl3

et
u + 2TT — esinu = y/A t ‘;

y/a3 nt 4- a = xt
donc, en retranchant, =!/•Ty/X2TT = y/a3

La courbe cycloïdale m'mm" une fois construite, on aura la valeur de u
fonction de t en coupant cette courbe par une verticale ayant pour

abscisse nt + a, ou simplement nt , si l’on convient de compter le temps à
partir de l'époque du passage du mobile au point A, auquel sur l'épure
correspond le point q. D’après l'inspection seule de la courbe, à chaque
valeur du temps correspondra une valeur réelle pour l’angle u=poa, et
une seule. L’ordonnée y correspondante fera conna ître la valeur correspon-

r
dante du rapport

11 en résulte en
2n . / A
T “ "“ V?

Le moyen mouvement n et le demi grand axe a sont donc liés ensemble
par l’équation

n-a’5 = A.
~ X v ÂFaisant de plus — — — = nr= a, on parvient à l’équation (23). La

y# \a3 'compte a serait nulle si l’on comptait le temps à partir de l’instant où
f mobile passe au sommet A de l'ellipse.

147. Pour résoudre cette équation, on peut employer une méthode géo-
métrique.

Sur une droite indéfinie xy faisons rouler une circonférence aa' de
rayon oa égal à l'unité. Le point p de cette circonférence décrira

cycloïde qpr\ nous représentons
seulement l’arc compris entre le
point de rebroussement q et le
sommet r de cette courbe.

Considérons un second point m,
-n-r placé sur le rayon op, à une dis-

tance om = e. Ce point décrira
dans le mouvement du cercle

Une construction simple donne sur la m ême figure l’angle Ç —
effet (21)

rsin (Ç — y' ) bü = V/T=F.a« sin u

Au point m élevons sur op une perpendiculaire mf , et prolongeons-la
jusqu'à la rencontre en h avec la droite xy. Prenons mf= y/ l — e1 » On a
dans le triangle mth

ou bien

une

mt = m/i x sinwi/i / — mhsinu,a1

n" m"

- = mhsinu.y= àm.
Donc

171' i ,
'JH. -4— == mh.

asniuq t h aas
une

Fig. 92. cycloïde allongée m'mm" , tout
entière comprise entre les paral-lèles mfn' , nlfmn; l’arc m'mm" se prolongerait au delà du point m" par unsymétrique par rapport à la droite rs, puis l'ensemble de ces deux

Substituant dans (21), il vient la relation

?/i/t sin ( Ç — g' ) = mf.
Au point f élevons donc sur m/ une perpendiculaire fq, et coupons cettearc
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perpendiculaire par un arc de cercle décrit du point m comme centre avec
mh pour rayon. L’angle fmg sera le complément de Ç — (/ •

La résolution de l’équation transcendante u — esinu= nt + a a exercé
les analystes ; la série de Lagrange permet, lorsque e est inférieur à une
certaine limite, d'exprimer u en fonction de t par une série convergente.
Si e est très petit, on peut trouver u en fonction de t par approximations
successives, conformément au tableau suivant, qu’on peut prolonger
loin qu’on voudra :

u{ = nt -f-
u2= nt + a -f- esinwj = nt -f- a + esin (nt -f- a),
H- — nt -h cc -\- esin w2=nt -f- a -f- esin [(itf + a) 4- esin (ni -j- «)],
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s

D’ailleurs
r — a (1 — ecosw) ,

Substituant ces valeurs dans l’équation en d0, il vient

2 A.du (1 — ecosw) 2fo/w (l — ecosw)
nci (1 — ecos u)

2A . 2C .. w= — du H 1 — ecosw aw.na n 1

de = n
aussi

n2a5, et — = a. DoncMais A —
A = — «V,2C = —

et enfinun = nt + « H~ esinw n

28C. Cherchons enfin à exprimer la fonction 0 en fonction de la varia-
ble u. Pour cela, il suffirait de se reporter à l’équation (8), et de
placer les variables 9, ^ et r par leurs valeurs en fonction de u. Mais il est
plus simple de procéder comme il suit.

Nous avons *

— i *

clQ = %na*du — na- ( 1 — ecosu ) du = naïdu 4- na-ccos uclu,

O11 en déduit en intégrantrem-
© = 11er ( u — u0) + ?m2^ (sinw — sinw0) ,(24)

u0 étant une valeur arbitraire.
1-48. La solution que nous venons de développer trouve son application

dans la Mécanique céleste, lorsqu’on cherche le mouvement relatif d'une
planète unique autour du soleil.

La constante A est alors égale à fa , f étant l'attraction de l’unité de masse
Funité de masse à une distance égale à l’unité de longue^et p. la

somme des masses du soleil et de la planète. Le plan XOY (fig,

plan fixe ; l’axe OX, la droite fixe ;
L’angle 9 mesure la longitude relative au plan fixe ;
L’angle est la colatitude ;
La distance r est le rayon vecteur ,
Le plan AB, dans lequel s’effectue le mouvement, est le plan de l'orbite;
L’angle 0= BAC est Y inclinaison de l'orbite;
La droite OA est la ligne des nœ uds ;
L’angle h= XOA est la longitude du nœ ud ;
Le sommet de l’ellipse le plus voisin du point O est le périhélie de la

planète.
L’angle g' — â — 0 est la longitude du périhélie comptée dans le plan de

l’orbite à partir de la ligne des nœ uds.
La distance r0 est la distance de la planète au soleil, à son passage au

périhélie.
La constante — T est la valeur du temps qui correspond au passage de la

planète au périhélie.
V. — MÉC. COLL1GNON.

dÇ) dx
, dx ( It ’

dO cly
ely dt ’

j clz
clz dt
(10

sur

''Multiplions la première par dx, la seconde par dy, la troisième par dz et
ajoutons. Il viendra

do = «*±Jy:+ d* dt = w< ,dl*

en appelant V la vitesse.
Mais l’équation des forces vives nous donne

2AV* = — + 26.r

Donc enfin
2AdtdO = — 4- 2Cdt.

Cela posé,
u — esinw = nt -f- a,

donc
duiji — ecosw] = ndt.

18
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MOUVEMENT D’UN POINT ATTIR É VERS DEUX CENTRES FIXES.
Les coordonnées du point M atliré sont

LN = 7/ ,

et la recherche des équations du mouvement est ramenée à l’intégration de
l’équation aux dérivées partielles :

m 275
L’angle u est Y anomalie excentrique.
L’angle (Ç — g' ) est Yanomalie vraie.
A la place de l’angle constant a, on peut mettre une différence e — g' ;

l’équation

devient

OL = x, NM =
u — esin u= nt -f- «

f - (î),+ (î)‘+ (ï)'-“ +?+"’
C étant la constante arbitraire de l’équation des forces vives.

Nous transformerons cette équation en prenant d'autres variables, savoir :
L’angle 9 du plan AMR avec le plan fixe ZOX;
La distance MP = ON du point M à l’axe OZ : nous la représenterons

par h ;
Enfin la distance OP = z du point M au plan XOY ; cette dernière coor-

donnée est commune aux deux systèmes de variables.
La transformation s’opérera donc au moyen des équations

tan =
h*= x* + y\

u — csin u = nt -f- s — g'.
L’angle u est compté dans le plan de l’orbite à partir du grand axe

de la trajectoire, ou du rayon qui va au périhélie. Pour t= 0, on aura
z=g' 4- uQ — e sin u0, et abstraction faite du terme correctif esinw0,
e — g' -h UQ. Or g' est l’angle compris entre le rayon du périhélie et la ligne
des nœ uds : e représente donc la longitude moyenne correspondante à t — 0,
ou, comme on dit en astronomie, la longitude moyenne de l'époque. La
somme nt 4- £ est la longitude moyenne de la planète à l’instant i. En
général, lorsqu’une quantité variable en fonction du temps est exprimée
par une série de sinus et de cosinus des multiples du temps t, chaque terme
delà série constitue une inégalité, et les termes en dehors des signes sinus
et cosinus lorment la valeur moyenne de la fonction variable.

5 = 3.
MOUVEMENT D’UN POINT ATTIR É PAR DEUX CENTRES FIXES.

d0\ /d0\ fde\
d<? ) ’\dh )' [ dz )’

les dérivées de 0 prises par rapport aux variables 9, h , z\ les notations
r/0 d0 d0
dx ’ dy ’ dz
aux variables x, y , %. Nous aurons l’identité

Représentons provisoirement par les notations
149. Le problème du mouvement d’un point matériel attiré simultané-

ment par deux centres fixes, proportionnellement aux masses des centres
d’attracüpn et à l’inverse du carré des distances, a été résolu pour la pre-
miéj^ois par Euler, à l’aide d’un choix convenable de coordonnées. La
station qu'il a donnée est rapportée par Legendre dans le premier volume

MÏU traité des Fonctions elliptiques, et nous renverrons le lecteur à cet
ouvrage, où elle est exposée dans tous ses détails. Nous nous bornerons ici

à faire voir comment le problème peut être
mis en équation par la méthode de Jacobi.

Soient A et B les deux centres d’attraction ;
prenons la droite AB pour axe des z, et fixons
l’origine O au milieu de la distance AB ,

- nous représenterons par 2a.L’axe des x et l’axe
des y seront deux droites rectangulaires élevées
au point O perpendiculairement à la droite AB.

Nous représenterons par A et B des quantités
données, proportionnelles aux masses attribuées
aux points A et B. Soit M le point attiré.

Faisons MA = r, MB = s ; la fonction des forces U pourra s’exprimer par lasomme •

sans parenthèses, représentant les dérivées de 0 JHr rapport
1

</0de ($)-r + (S)*+(S)de_ dx + „ + _
=

Mais des équations de transformation on tire

— ydx
?- x* 4* ÎJ 1 ’

xclx ydy
Ti

dz.
z

A
rb-o--'-'-.M

d/l =
dz — dz.

Substituons dans le second membre de l'identité, puis égalons séparé-
ment à zéro les coefficients de dx, dy, dz ; il viendra les équations

que/
j TJO

7Hr
/Y D

deFig. 95. y
dx x* -f- y'1\d(p

* / d e ) , y / de \
dy x* 4 ?/2\d? ) ' h V dh ) *
de

m-- + -•r s
deu = dz
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Élevons au carré et ajoutons ; on trou \ e
277270

les équations du mouvement.
L’équation à intégrer est de la forme

de Y2dë8 , de1 , de1 _ x*+ y* (*e \* , x* H- î/2
dS\2h2 = f ( K *) ;+dh dz1 /d0 \* / rf0 \ * A/0V2

"" /i2 Uf / +\dh ) +\dz ) ’ si l’on prend de nouvelles variables imaginaires, ? = h -H 3 y — 7 et
yi = /i — s ^— 1, elle se ramène à la forme suivante,et 1 équation transformée est

de de dedevî
T7 — Ai (?> ’ïî+ d* d /]dhh2\dy

qui est intégrable.
La solution conduit à des fonctions elliptiques, que l’on ne peut exprimer

sms forme finie. Euler était parvenu à l’intégration directe des équations
différentielles du problème en prenant pour variables, p et q , des quantités
liées aux angles MBA = w, MAZ = <]/, par les* relations

Dans le second membre on peut exprimer r et s en fonction de h et z , au
moyen des équations

r= sJh2 -\- [a — s)2 >

s = y/U"2 + [ a + a )2*

Le second membre est indépendant de cp . Pour satisfaire à l’équation avec
deux constantes arbitraires, on pourra donc poser

0 = $ -f F (A, 2),

1 1 ptang j f =|•* tang ^ o>= pq,

C’est cette méthode qu’a développée Legendre. Le même problème a été
traité par divers géomètres, entre autres par Jacobi, qui y a appliqué ses
méthodes d’intégration des équations aux dérivées partielles. Plus récem-
ment, M. Serret a fait voir que la solution s’achève en employant les coor-
données elliptiques. On sait que, dans ce système, chaque point du plan est
déterminé par la rencontre d’une ellipse et d’ une hyperbole homofocales,
et se trouve défini par les paramètres spéciaux des deux courtic; qui s’y
coupent à angle droit. De son côté, M. Bertrand a fait à ce problèrm^^D-
plicafion de la méthode fondée sur le théorème de Poisson, dont ilsSi
question plus loin.

<l> représentant une fonction de cp, et F une fonction de h et z indépendante
de cp ; et pour que cp n'entre pas dans l’équation aux dérivées, on fera

= IIcp, II étant une constante arbitraire. L’équation prend alors la forme

11«u
| oç~ yh* + [ a — z)* ‘ yh* + [a + a)* /l*

où il n’y a plus que deux variables indépendantes h et z. La question se
trouve ainsi ramenée à un problème de mouvement dans un plan fixe mené
par l’axe OZ.

Il suffira de trouver pour cette dernière équation une solution conte-
nant une constante arbitraire a ; car si 0 = F (/J , Z, a) est cette solution,
on aura pour la solution générale

2B2A

THÉORÈME DE JACODI, DANS LE CAS D UN NOMBRE QUELCONQUE DE POINTS LIBRE5*

%
150. Soient

0 = II? + F [ h, z , a),

équation qui contient les deux arbitraires II et a.
Pour la fonction S, on aura par conséquent

S = H? + F (A, 2, a) — Ct .

[ x , y, z ) , ( x' f y', z' ) , [ x\ y" , z" )

les coordonnées rectangles de n points mobiles;

, ...

t m"m’m, , M.,
les masses respectives de ces n points ;

X, Y, Z,

les composantes parallèles aux axes des forces qui agissent sur eux.

d0 d0 d0 représenteront les vitesses projetées sur lesLes dérivées -=-» T- »dx dy dz

axes, et les dérivées ^j , égalées à des constantes, compléteront

X', Y', Z', X", Y", Z", ...

i
ir
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Les équations du mouvement, au nombre de on, seront
279278

dx dy dz ,dx'm m -j i t m -TT , m' -d t d t d t
vantes :

de sorte qu’on ait les 3n égalités sui-d t 9 '

cl -x v dx f/Sm -JJ = - j- >dt dx
dy f/Sm J J = — »dt dy

,Æ = Y pour le premier point;dt*
d -z = Z dz dSm d t
æ-x’m H F

m' &

m dt ~ dz’( U = X' dx' dS(2) m dt ' dx' *

,dy' f/S
Wi 7/7 = djjd

pour le second;= Y'dt*
d*z'm' = V dz' f/Sdt*

dt dz'

La fonction S doit contenir d’ailleurs 3n arbitraires, de sorte que le
groupe (2 ) représente l’intégrale première du groupe (1).

Différentions l'une des équations (2 ), la première par exemple, en y fai-sant varier le temps et les coordonnées. Il viendra

d —d*x dx{ Z ) ” * S i* ~ H T

Les quantités X, Y, Z, X', Y', Z', sont des fonctions données des coor-
données x, y } z, x\ y' , z' f ... de tous les points mobiles ; elles peuvent en
outre contenir le temps U On appellera fonction des forces une fonction U
telle, qu’on ait identiquement 4

. dSd . f/Sd — dS— , dx dy ^ dx dz
dx dt 1 dy dt ' dz dt

i
dx dy'

WTt +
dx dy dz dx'Dans cette équation remplaçons ~ . -jj- , . . . par leurs valeurs

tirées du groupe (2) : nous en déduirons, en changeant l’ordre des dériva-
tions partielles,

f /U f/ U f/U dx dxx = ^’
Y'= £.dy'

Z = dz'
f/ U f/U

d —f /x f/x'
# f/S« -r-X'= Z'= Ndx' * dz' 1

dx dz'w ildx' dt + •f / U f/ U f / uxn ." dx" Z" = f77'Y" = dy" ’

de sorte qu’on ait l’identité
/ ^... d*x (

dt . 1
. f/S

f/ -r- . f/s
f/ -r- , f/s

f/ -r-
f/x f/S

f/a; dx
dy cl*

f/x f///
f/S

dx dy'

dz f/S
dx dz

<ÎU =\5x -f- Y8y + lèz -f X'oV +Yty' + L' Sz' -î- .

fl —1 ( dx' f/S
?>*' V dx dx'

. f/S
d d? f/s

le temps / étant toujours regardé comme une constante. Lorsque la fonc-
tion différentielle X<fo -f- Yfy + Z&z -f- VSx' -f- ... est intégrable a priori,
la fonction des forces, U, existe, et les équations (1) expriment que les pro-
duits des masses des points par leurs accélérations projetées sur les axes
sont respectivement égaux aux dérivées partielles de cette fonction U.

La méthode de Jacobi a pour objet de déterminer une fonction S du
temps t et des coordonnées x, y , z , x\ y' , z ... telle, que les dérivées par-
tielles de S par rapport aux 3n coordonnées soient respeclivement égales à

+ •••»dx dz'
S1* équation qu’on peut écrire

d*x d /e/S \
mdt8 dx \ dt ' 2??i[(swswsn

[(§) +(!)'+ (£) ] + • •>1^ 2m'f

\
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de 3n équations avec 5n nouvelles arbitraires. Mais Jacobi a fait voir que ce
second groupe peut se déduire de réquation (0) en prenant les dérivées
partielles de S par rapport aux arbitraires a4, a2, . .. a3tt. Considérons, en
effet, l’une de ces arbitraires, a, prise à part. S étant fonction de a, mais
U ne contenant pas cette quantité, prenons la dérivée partielle de l’équa-
tion (5) par rapport à a ; il viendra, en changeant l’ordre des dérivations *

successives,

281280

’ ou encore
dï x

mdt*
la somme £ s’étendant aux n points ra, m', . . .

" TT . dS
Donc les fonctions U et ^ -t-

ont des dérivées partielles identiques par rapport à la variable x. On prou-
verait de môme qu’elles ont même dérivée par rapport à y, par rapport à z,
par rapport à x', et ainsi de suite pour les 3n coordonnées des points mo-
biles. Donc ces deux fonctions sont égales, à moins qu’elles ne diffèrent
d’une constante ou d’ une fonction du temps. Mais, comme la fonction S
entre dans le calcul seulement par ses dérivées partielles prises relative-
ment aux coordonnées, on peut, sans rien changer à la solution, ajouter
à cette fonction telle constante ou telle fonction du temps qu’on voudra, et
choisir cette quantité additionnelle de manière à annuler la différence

JSentre la fonction U et la fonction — -h On aura donc l’équation

ou

y JL [Y^ Y fdl \ 2 A*SY1^ 2m\dx ) + \cly J f
\dz ) _

, dSa , dS
d . dSd , dS

d -s—du. y 1
Ld m

dS du du dS du4- dy dy ^ dz dz = 0,dt m\dx dx

, . , , 1 r f S 1 d Sou bien, en remplaçant — r- , .m dx m dy
tirées du groupe (2),

, dSd

dx dy. par leurs valeurs ^ , • • •

d '
du , yi du dx~dt 2* ~dx dt

. rfS dS
du dy d dû dz

dy dt ‘ dz dt

Or le premier membre, multiplié par dt, est la différentielle totale de la
jS

fonction quand le temps augmente de sa différentielle dt . Cette dif-
férentielle étant identiquement nulle, la fonction ^ est constante, et
par suite

= 0.2»

idS(5) dt +
et si l’on peut trouver une fonction S du temps t et des 3n coordonnées
x, y , z , ... qui satisfasse à cette équation avec 3n constantes arbitraires,
on aura les intégrales premières du problème en prenant les dérivées par- ,
tielleg^e S par rapport à chaque coordonnée.

Lagrange a donné le nom d' intégrale complète d’une équation aux
Çlerivées partielles du premier ordre à l’équation qui satisfait à l’équation
proposée avec autant de constantes arbitraires qu’il y a de variables indé-
pendantes. Ici, l’intégrale complèle. de l’équation (5) contiendra donc
3w + l arbitraires, puisqu’il y a 3n +1 variables, savoir le temps t et les
3n coordonnées x, y , . . . Mais l’équation (5) ne contient que les dérivées
de la fonction S ; de sorte que toute fonction S qui satisfait à l’équation
donnée y satisfait encore quand on y ajoute une constante. L’une des
5n -|- l constantes est donc une constante additionnelle, qui n’influe pas
sur la solution et qu’on peut omettre. Les 3n autres constantes sont les
seules arbitraires utiles.

Soit donc

c/S
as constantedu

est une intégrale du problème. On aura donc les 3n intégrales qui restent
à trouver en posant les 3n équations

dS dS dS
du. ~?i’ ~jr~ — Pa » •a«2 — Pzn>’ dutn

où p4, P2* . • • désignent 3n nouvelles constantes.
Lorsque la fonction U est indépendante du temps t , auquel cas l’inté-

grale des forces vives a lieu, on satisfait à l’équation (5) en prenant pour
S une fonction linéaire du temps, plus une fonction des coordonnées.
Posons

t

t
(7) S = 0 — Ct,

0 étant une fonction de x, y , z , x' , . . . indépendante de t, et G une des
3n constantes a. On aura alors

U U «2, «s, . . . , K3,J)S = F(*, x, y, 3, x', y' , z' , ..
la solution de l'équation (5) avec les 3n arbitraires a4, a2, . . . a3n, indé-
pendamment de la constante qu’on pourrait ajouter à la fonction F. Les
dérivations par rapport h x, y , z , . . . donneront les 3n équations du
groupe (2). Pour compléter la solution, il faut encore trouver un groupe

(6 ) • >

f

dS = — Gdt “
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et ffj. — t T c s o r^e flu ^ su^ira de changer S en 0 dans le groupe (2).
L’équation (5) devient dans ce cas

sàKsr+Œ Mfn(8) - 2 ( Ü + C ). ?I! suffira de trouver une fonction 0 des coordonnées x, y , . . . satisfai-sant à cette équation (8) avec 3n — 1 constantes arbitraires at , a8, . . .
a3» — i*

Les dérivées partielles . . . contiendront les 5n arbitraires &l 9

dsc duet C, et donneront les valeurs de -jry ..dt dt

CHAPITRE II

RÉDUCTION DES ÉQUATIONS DU MOUVEMENT A LA FORME CANONIQUE,
ET THÉOR ÈME DE JACOBI DANS LE CAS GÉNÉRAL.

a2 » ••• a5n — i c’est-à-dire les
3?i intégrales premières. Les 3n intégrales définitives s'obtiendront

JO 70

égalant à des constantes les 3n dérivées — en
dS dS Les’ da.% * d<x3n

r/0 r/0
dcLi ’ rfas ’ c/a5w

_
x

^ est égale à ^ — /, de sorte que la dernière des équations définitives,au au
la seule qui contienne le temps, prend la forme

* r/G’— i

*r/03n — 1 premières sont identiques à 152. On appelle, en général, forme canonique d’une fonction ou d’un
groupe d’équations, la forme la plus simple à laquelle on puisse ramener
cette fonction oucegroupe d’équations sans lui faire rien perdre de sa géné-
ralité. Les équations du mouvement d’un système de points dont les liai-
sons peuvent être exprimées par des équations, sont réductibles à une forme
canonique que Lagrange a le premier indiquée, et que Ilamillon a su
perfectionner depuis. On y parvient facilement par la méthode suivante,
beaucoup plus rapide que celle dont Lagrange avait fait usage.

Considérons un système matériel composé de n points, dont les ruades
soient m, mit m2..., m n-1 ; les coordonnées de ces points, au nombre
3n, seront désignées par

; la dernière

A
( IQ
dC 1 ~ r'

T étant une arbitraire.
O^peut observer que l’équation (8) n’est autre chose que l’équation des

( /flrces vives ; G est la constante qui figure dans cette équation.
La méthode de Jacobi s’applique aussi à des systèmes soumis à des liai-sons, mais moyennant qu’on fasse un choix particulier de variables indé-pendantes les unes des autres;

chapitre suivant.

x

a:, y, X V V l > *!> •• • X n - i, y n- i , a» — i.
nous occuperons de ce sujet dans lenous

Nous représenterons par raX, mY, mZ, wijX,, m^îit mn- iX» __
mn— îYa- j, m„_iZn_

i, les composantes parallèles aux axes des forces qui
agissent sur ces n points. Les quantités X, Y, Z, X1? Ylt ... Z w _

i sont des
fonctions connues des coordonnées x, y , z , xlt j/4,... zn-u et peuvent en
outre contenir le temps t .

Soient enfin

)

i

4= 0,
4= 0,

^3h — k

3n — k équations entre les coordonnées, équations qui peuvent conteniril

\



«I

[

A LA FORME CANONIQUE.
et tirant de cette relation les dérivées partielles de T par rapport aux varia-
bles immédiates x' f ÿ, z' qui y figurent, on aura

285284 RÉDUCTION DES ÉQUATIONS

aussi le temps t , et qui expriment les liaisons auxquelles le système est as-
sujetti.

Les équations différentielles du mouvement se déduiront du théorème de
d'Alembert, à l’aide de l’équation du travail virtuel : (5) = my,‘ (S) = - 5dT =mx'dx'

T puis, différentiant ces dernières équations et divisant par dt,

'(£d*x— — = m -77 — m TTT = Tl *dl dt dl1 dt
dx'La somme 2 est étendue aux n points, et les variations Sx, Sy, Sz... sa-

tisfont aux équations L=0. Le nombre des équations différentielles dis-
tinctes qu’on en déduit sera égal à k (III, § 132).

L'équation (1) peut s’écrire, en séparant les forces dans un membre et les
accélérations dans l’autre,

dmx'

De même7̂

"(i)d-y \d
m — ~ — —dl* dt

di* àx + - do ^
\

Sy +^ Sz )=2m -̂Sx + Y S y +

Nous supposerons qu'il existe une fonction U telle, qu’on ait identique-ment, en différentiant la fonction U sans faire varier le temps t, opération
que nous indiquerons par la caractéristique 5,

ôU =2m + z&).

2> ((1 bis )
J2:dt 2

m dl* - dt
U

Substituant dans l’équation (1 bis ) , nous obtiendrons l’équation trans-
formée - (§ )

dt
-4 m ^ = SU -dt~ SiJ + di ZzSx -f-(2)

La somme 2 s’étend aux n points mobiles, dont chacun fournit à l'équa-
tion trois termes semblables à ceux que nous avons écrits.

„ , . /rfT
Souvenons- nous que la notation

U sera la fonction des forces ; on en déduit mX= ( -J- ) , mY=( —dyj’ elc-’
d^orte que les composantes des forces données seront les dérivées partiel-

de cette fonction par rapport aux coordonnées.
On peut donc remplacer par £U le second membre de l’équation (1 bis ).

Quant au premier, on le transforme d’une manière analogue en introdui-
sant la force vive 2T :

3dx

— J représente la dérivée part,^^de T par rapport à xf , déduite de l’équation (5 bis ) -, les caractéristiques d
sont les signes de la différentiation totale, le temps étant regardé comme la
seule variable indépendante ; les caractéristiques S indiquent aussi une dif -
férentiation totale, mais lorsque le temps t est regardé comme constante.
La principale difficulté des transformations analytiques qui vont être déve-
loppées résulte des points de vue divers auxquels on doit se placer pour
opérer ces dérivations et ces différentiations successives ; nous éviterons la
confusion dans les résultats en employant autant que possible des notations
spéciales pour représenter les différentes opérations à exécuter.

153. Proposons-nous de changer les variables x, y , z ,... en d’autres va-
riables qt , #2,... qk , au nombre de k. Les 5n— k équations de liaisons per-
mettent, par exemple, d’exprimer on — k des coordonnées #, y, z ,... eu
fonction des k coordonnées restantes, lesquelles demeureront indépendan-
tes comme s’il s’agissait d’un système de points libres. On peut austk
exprimer les k coordonnées restantes en fonction de k autres variables, ce
qui revient à exprimer les 3k coordonnées x, y , z... en fonction de k varia-

s-[(S)Wî)+(î)*I:(5) 2T =
».

!
y

Faisons pour abréger

dx dy . dz
dt= y ’ 7ft= z' y

l’accent indiquant ici le rapport de la différentielle totale de la variable qui
en est affectée à la différentielle du temps, ou la vitesse de cette variable.

Il viendra

Idt — *'’

f
(3 bis ) 2T =2/» (*'s + ÿ'2 +-,!),

!
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blés nouvelles, qk , qui resteront indépendantes. Cette seconde
marche présente plus de symétrie que la première. Il est possible d’ail-
leurs que le temps t Figure dans les équations L = 0, et qu'il subsiste
dans les équations qui expriment x, y et z en fonction des q , de sorte que
nous poserons d’ une manière générale, comme type des équations qui ser-
vent au changement de variables, la formule

x=Y (t, q{ , q,2

280
r/T dx'-,— dans le secondConsidérons en particulier le premier terme

membre de cette équation. Pour le transformer, prenons dans lequatioi/
écrite plus haut la dérivée partielle de x' par rapport à qi ; il viendra

dx' dqi

i . dxd —dx7 dxdTtdx' dqi + • • • • + * » dqt ’d(h d9iqk >’ i

ou bien, en intervertissant l’ordre des dérivations,
, dxd -T

~dqi ~~ dt + ^ 1 dqt

1La lettre accentuée q' indiquera encore le rapport ^ dq, ou la vitesse
de la variable q. Cela posé, différentions l’équation précédente et divisons

dx dx

, dx
d -,—dx, dx

d — ,— dzz.
dqt d<ltd<I tdqtdx' + -f- q'*+ q'par dt ; il viendra, en représentant par les notations 2 dgtles dérivées

partielles de x par rapport à t ou à q,
y , , dx , dx
dt dt dqv

Cette équation montre que x' , fonction du temps /, des nouvelles coordon-
nées q et de leurs vitesses q\ est linéaire par rapport aux vitesses q' ; on en
déduit par conséquent , en prenant la dérivée partielle de x' par rapport
à l’une quelconque des variables q' , par rapport à q' i par exemple,

On aurait de même
dx dxq' i 4 ^+ . . . + _

9V dv dya -4Ldij dy(iq2 d d̂qid ^- d ^-d9 j , dgt
dt ^ 1 dq{

dzd -r—

dpdy' +. ... 4- q\+ q’% d% ’d9idÇi

J > , dzd -T-_ ,l,li 7 d zd ~rd(Jt
dzd -p

dz' dq . , .= ~dt ~ + q 1 dqv
d(h i+ q\ d<hd<h

dx' dx
dïdq’ d9i Substituons dans -y— ; il viendrai

dqt
dT dTfiette relation va nous servir à trouver les valeurs de

•Mont nous aurons besoin pour transformer l’équation (4).
11 vient d’abord, en observant qu’en vertu de l’équation (3 bis ) , T est

une fonction de x’ } y’ , z', et que ces variables s’expriment en fonction des
q et des q' ,

et de , dxd —dxdqt ’dq'i d d,.dqt
JLA ( \dx' J L. dt

+ (-)[—^\dÿ1L dt

dT i+ <f(6) + •1 dqi

ddJ-dq,

dqt
ddJLdqt }+ q'i + • • •dqidT v 17 — \— +( —^ L\ dx' )dq' .^ [ dy' )dq'. [ dz' ) dq' A’ d

( dp\

\dz' ) L dt

dzd ~rdq
dq' i

i + • • •+ q\ dqidx' dx dy' dyet par suite, en remplaçant par dqt ’ dq' i
p a ï dq^" • »

i
Or, si l’on différentie l’équation (5), et qu’on divise par dt, on obtient l’é-

quation suivante,
d Tr __ y* f / df \ dx Y dT\ dy Y dT\ dzl
'i ^ IAdx' ) dq,^ [ dy' ) dq + [ dz' ) dq,\9(5) dq

, dxd —,—t/T , dx
d -i— . i+ mJ ^ dt

les sommes 2 s’étendant à tous les points du système.
On aurait de même, en prenant la dérivée de T par rapport à qt ,

d dq^ dq dq dx
*U \\dx' ) L dt

i
* +*'(7 ) 1 dq dqtY

en n’écrivant, pour abréger, que les termes fournis par le premier ternie

dt i

f /T = Y\( d^\ d _̂ , ( dT\^dqt W dx' ) dq{ ^\d ÿ ) dqt +\dz' ) dqj’
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de l'équation (5) ; l'équation complétée devrait contenir 3n — 1 doubles
termes semblables à celui qui est écrit.

On retrouve dans ( 7) les termes mêmes du second membre de (6). Résol-
vant l’équation (7 ) par rapport é la somme de ces termes, il vient

. dx
d -7—

+ q\

A LA FORME CANONIQUE.
l’équation (4) ; cette somme est égale à SU, et par conséquent on obtient
l’équation

289288

A
\ dt dqiJ

i =(9) S 8gi =
i —, dxd -T—(£)[ , c/Td --—

'"l i y \ (l

dt Là dt] c/Tddq dq équation où la fonction T est supposée exprimée en fonctions des q et des
q' f et la fonction U en fonction des nouvelles coordonnées q seulement.

Les nouvelles coordonnées étant indépendantes, par hypothèse, les 8q sont
arbitraires, et , par suite, l'équation (9) fournit k équations distinctes, de la
forme

dx' J dx
~ dqî

i i2 + • •c/T dqi

et enfin, en vertu de l'équation (6),

; dTd -,—d(?i vdt Là
~

dt

dT d T
^ 1dx' ) dx dX

dq ] ~~ dql
d d'j' i dt c/ U(10)

dt dq{ dqt

C’est la première forme canonique à laquelle on peut ramener les équations
du mouvement. La méthode se résume dans le choix de k coordonnées
indépendantes, q£, qâ,... qk , en fonction desquelles on exprime la fonction
des forces, U; on appelle ensuite q\, q q\, les vitesses de ces nou-
velles coordonnées, et on exprime la demi-force vive T en fonction de
qltqv , qk , et de q\,q'
nent U et T les dérivées partielles de U par rapport à q,, q2... qk , et les
dérivées partielles de T par rapport à qly q2,... qk, et à qq, q'* ,... q\.

On substitue dans les k équations ( 10) , et on a les k équations différentiel-
les du mouvement, qu’il reste à intégrer.

Remarquons que les équations (10) subsistent encore lorsqu’il n’y a pas
de fonction des forces, c’est-à-dire lorque la fonction 2 m(X&c -h
n’est pas une différentielle exacte. Il suflit , en effet , d’exprimer cette somWa

en fonction des variables q et Sq, et de regarder ^ comme le coefficient

de 8q. dans le développement de celte somme.

ou bien encore
, c/Td — — r d m ,\dx' J dx

Là dt
dq'(8) c/Ti bd9i’dt dqt

la somme 2 du second membre comprenant en tout 3k termes sembl
blés à celui qui est écrit.

L’équation (8) nous fournit en réalité k équations, en donnant à i toutes
les valeurs entières de 1 à A. Multiplions l’équation (8) par $qi 9 puis faisons
la somme des k équations ainsi préparées ; il viendra

a- ... q' k. On forme au moyen des équations qui don-2’
« >

dqtle V sans indices s’appliquant aux 3n coordonnées xy
vertit les deux sommations, on aura

y, z,...Si l’on inter-

dT EXEMPLE. MOUVEMENT D ü N POINT PESANT SUR UNE SPHÈRE FIXE.< = * d
dx' dx2 2^ wd9;

154. Prenons pour axes la verticale et deux
R— 7

x- droites horizontales rectangulaires se coupant
/ au centre O de la sphère. Le sens positif de

l’axe des z sera supposé descendant. Les co-
ordonnées rectangulaires du point M seront

y = RP,

Nous y substituerons les coordonnées indé-
pendantes qui suivent,

i = l

d ( — )__ y* ' \dx' J / dx dx dx P
0 ^2 + • • • • H- S

dqi cUh
UX

= y —Là dt

c est-à-dire, on î etiouve la somme même qui forme le premier membre de

cSx, z = PM.x — OR
z
Fig. 9i.

V. — JIÉC. COLLIGNON. 19
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qi ~ angle ÀOS, longitude du point,
q*=angle SOM, latitude.
Le rayon OA de la sphère étant pris pour unité de longueur, et la masse

du point pour unité de masse, on aura

x = cos q2 cos qi9

y = cos q2 sin qi9

z = sin g2,
D’où résultent les vitesses

290 A LA FORME CANONIQUE. 291
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155. Lorsque les équations des liaisons, L,= 0,... ne contiennent pas

explicitement le temps t , on peut simplifier les équations (10) et les rame-
ner à une forme plus symétrique et plus élégante. On y parvient en chan-
geant encore de variables, et en substituant aux 2k variables, q et q' =
dont on s’est d’abord servi, 2k autres variables q et p, ces dernières varia-
bles étant égales aux dérivées partielles

La fonction U étant exprimée en fonction des variables q seules, le chan-
gement de variables est indifférent pour elle, et ses dérivées partielles ^sont les mêmes dans les deux systèmes.

Il n'en est pas de même de la fonction T. Dans le système des variables
q et q' , cette fonction a des dérivées partielles représentées par les symbo-

dT d Tles^-et gÿ. Dans le système des variables q et p , elle aura d’autres déri-
vées, qu’on représentera par les symboles

pour éviter toute confusion.
Nous avons posé l’équation générale

U = gz = g sin q*.

x' = — sin q2 cos qt X q\ — COS q2 sin qi X q\T

V = — sin q2 sin q, X q\ 4- cos q2 cos q, X q'i9

z' = cos q<9 X q'*.
La demi-force vive, T, sera égale à

T =|(*'2 + 2/'2+ z'2) = f f/'22 +1 COS X q dq
/ 2 .
1 »

donc
r/T f/T
dq, °’ — = COS*q% Xq\,
f/T f/T
d^= C0S Sin X d q' ~ q'2 Î \<-V entre parenthèses,etde plus

f/U f /U
•T— = 0,dqi

Les équations du mouvement seront donc

d (q\cos *q2 )

dïl=qC0Sq* <

f/T(11) Pi = dq'i

f/Tqui définit les variables pv et qui exprime les dérivées — en fonction de
0,dt

— cos q2 sin q2 X q\2 = g cos q2.
La première équation intégrée donne

qcos*q2 = C.
Substituant dans la seconde équation cette valeur de q\, il vient

dq i
f/Tces nouvelles variables. Cherchons maintenant les dérivées en fonctiondqt

de p . et de </ .. On y parvient très rapidement par la méthode suivante.
La fonction T étant exprimée en fonction des q et des q', différentions

cette fonction en ne faisant varier que les q' . Nous représenterons par la ca-
ractéristique d la différentiation faite à ce point de vue particulier.

Nous auronsdq' 2 C2
~ — cos q2 Sin çr8x = g COS q2cos 4qa

f/Tf/T f /Tou bien rd?'a + - • • + dq* d? *'dT = d ,/ i +d4î - C* sin q2 g COS q% = 0,dt COS*q2
f /Tou, en remplaçant -y-, par p',dqéquation du second ordre en qt , puisque ~ est égal à

dT = p',dr/,+ y)'sdj'2 + . • • +VHA<1\ -(12)
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Mais T est la demi-force vive du système. Les liaisons L, =0,... étant sup-
posées indépendantes du temps, les coordonnées primitives x, y , z...s’ex-
primeront aussi indépendamment du temps t , en fonction des nouvelles
variables qlt g2... qk ; par suite, on aura les vitesses des coordonnées par
des équations de la forme

dTddp
Dans cette équation, changeons chaque dérivée ^ en

intervertissant l'ordre des opérations, en

, dT_
dq± .

*
’

, ou, endqti

dx. .. , , dx , dx
X + + + dikq’l“ il viendra

c’est-à-dire que les %’ seront des fonctions homogènes du premier degré des

variables q\ La demi-force vive, T = ^ V m ( xri -f- y' 2 + z'- )

aussi une fonction homogène du second degré des variables qf . Le théorème
des fondions homogènes donne l'équation

..dl
dT~

(l<Ji* 41 d ^-cl<ii ,d<n, sera donc dT
T~ y'* + • • • • +— v'i +(18) dq'ndq\d(li

Or T est une fonction homogène du second degré en q' ; ses dérivées par-
-j— , par rapport aux variables q, sont encore homogènes et du se-

cond degré par rapport aux variables q' , et par conséquent on a, en appli-
quant le théorème des fonctions homogènes,

dq' i

dT dl dl tielles,2T = 77 9 i + q'* + ‘ ‘ ‘ ’ +^ q'wàq\ i

ou bien

(13) 2T = Pi q\+Pt 4- . . . . 4- pu q'n.
Différenlions cette équation sans faire varier les variables q ; il viendra,

en employant encore la caractéristique d,

2dT = { pi dq\+p±d^a + • • • • + Pk d9\)

+ ( Çi'àPi+ Ç'i&P*+• • • •+ 9'k dpk ) -
La première parenthèse étant égale à dT en vertu de l’équation (12), il

vient aussi

dTdl
d — d ¥-d(iid T ~~d(li dlq'k = 2 -y— •* d(Jk

Substituons dans (18) ; il viendra l'équation très simple

q'z 4- . . . . 4- d(l' kdq'idq\

(14)

(S) + 2 ï’
dl
d9it

ou bien

(©•dl
(15) q'i dPi -f- q' zdp» -f . . • - + q\dpk= dT.

Donc q\ est la dérivée partielle de T par rapport à plt q'% la dérivée par
rapport à p2,... q\ la dérivée par rapport à pk, et enfin on a généralement

(20) dcJi

Ainsi le changement des variables ( q , q' ) en (q, p ) a pour effet de chan-
ger le signe des dérivées de T par rapport aux variables q, communes à
ces deux groupes.

Nous avons déjà remarqué que ce changement de variables n’influe pas
les dérivées partielles de U par rapport à q, de sorte qu’on a, en em-

ployant toujours la notation convenue ,

(£)(16) = q'i>

sur
éqmlion qui fait connaître q'ien fonction des nouvelles variables.

T étant exprimé en fonction des q et des p, on a identiquement

dpj dqi
~t~ [ dpj dqi •

*

qid¥i + q^i
~r -

-m-d\J
(21 )

/ dT \ dP_
Up ) d(ii\

d9idldl . • 4-(17) +dqt \dqt dT dT
Substituons dans les équations (10) les valeurs de — et de y- dédui-dq i ciqiJ'dqi
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Pour former les 2k équations (25), on opérera comme il suit :
1° On exprimera, au moyen des équations de liaisons, les 3n coordonnées

x, y , z... en fonction de k variables q, non liées ensemble ;
2° Avec les variables q, on formera la fonction des forces, U ;
3° Des équations qui donnent x, y , 2 , . . . en fonction de q2,... on dé-

duira les vitesses x' , y' , s',... en fonction de qv q2,... et de leurs vitesses
1»

4° Avec les variables q et les variables q', on exprimera la demi-force
vive T ;

5° On formera la fonction II =T — U, qui contiendra les variables q et les
variables q' ;

6° On prendra les dérivées partielles de T par rapport aux variables q' ,
et on les égalera à de nouvelles variables p ;

7° On exprimera les q' en fonction des q et des p en résolvant les équa-
tions ainsi formées, et on substituera ces valeurs dans la fonction H ;

8° On formera les dérivées partielles de la fonction II par rapport aux va-
riables q et par rapport aux variables p ; on égalera les dérivées ~ changées

295
dûtes de (11) et de (20), et la valeur de -r- fournie par (21) ; il viendradqt

+
ou bien

dP1= p/ ( U — T)~l
dt [ dqt J’(22)

Aux équations (10), qui contiennent explicitement deux séries de varia-bles, q et q\ il faut joindre les équations

dq.

ou, en vertu de l’équation (16),

dqt dl(23) dt \dpty
dq

d\\La fonction U ne contenant que les variables q à l’exclusion des varia-
bles p, on a

(25) sous la forme

de signe aux vitesses des vqjriables p de môme indice ; et les dérivées ,

prises avec leurs signes, aux vitesses des variables q de même indice. On
obtiendra ainsi le tableau des 2k équations canoniques du mouvement.

Pour que cette seconde forme canonique soit applicable, il est nécessaire,
comme nous l’avons dit plus haut, que la fonction U existe réellement. Au-
trement on ne pourrait former la fonction II.

identiquement ^ = 0 ; o n peut donc écrire l’équation .<

_ / d. (T — U)
dt

< i^es équations du mouvement, au nombre de 2k , sont en définitive ame-
nées à la forme symétrique suivante, dans laquelle H est la fonction T — U,
différence entre la demi-force vive et la fonction des forces:

' r f ( U — T )(24)
dPi dpt

EXEMPLE.— MOUVEMENT D’üN POINT PESANT SUR UNE SPHÈRE FIXE.

157. Nous avons trouvé dans le § 154 :

T =i r/2
«+ 4 C0S 2?s Xq\\

U = </ sinq2.

Les dérivées partielles par rapport aux q' nous donnent

dPi dll
dq >dt

( 25)
dqt dH
dt dp *

Les seconds membres indiquent des dérivées partielles de la fonction II
par rapport avec variables q et p. On a supprimé les parenthèses dans ces

dernières équations, parce qu’il n’y a plus aucune confusion à craindre, les
anciennes variables q' étant entièrement éliminées.

156. C’est au groupe (25) qu’on réserve ordinairement aujourd’hui le nom
d'équations canoniques du mouvement. Cette forme suppose que les liaisons
ne contiennent pas le temps t , et que la fonction (X&c -f- Y 8y -f- 18z)
soit intégrable. Elle est donc moins générale que la forme (10).

dT = cos X q' i, que nous égalerons & pi,dq' i
di-TT = tf's» <Iue nous égalerons à p8.tlq 2

On a donc •

q'i= P±>

r.— *COS aq4;
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Substituant dans la première équation la valeur de ^ <l'id ^ tirée de Ia

dernière, il vient
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et
T =i p\+{ J’*!—- 2 COS -q2

f y-y dT clT . dU ,S3^ dq i 2dq . dqi ” Sdq{ ^P1 2rfTgs\nq2. On en déduitLa fonction II=T — U= f p\4- £ cos2 q.2
</II <ZT
7— =0,
dq1 Mais ^^ dq'i 4- ^^ d(h est la somme des différentielles partielles de

la fonction T par rapport à toutes les variables, q et q\ au moyen des-
quelles celte fonction est exprimée ; cette somme est égale à la différen-
tielle totale c/T, et l'équation qui précède revient à

__ Pi- 7a
dq2 COS 3<y2

^11 _ Pi
dpi cos 2^2’

d\\ g COS q2t

d II =“T
c/y>2

lh'

Les quatre équations canoniques du mouvement du point sont donc:

dp» sin q2

dt cos 5</2

Si la fonction U ne contient pas le temps t , elle ne dépend que des va-
riables q, et Ton a

dp
cU =°’

dqi _
dt cos *q2

+ g COS (72» Sa?,*.-
L’équation différentielle devient alors dT = dU , ce qui donne

T = U + G,

C étant une constante. Dans ce cas Vintégrale des forces vives a lieu ; il en

est ainsi quand les équations de liaisons et la fonction des forces sont indé-
pendantes du temps /.

Si, au contraire, la fonction des forces, U, contient le temps /, on rTa

dU.

9

INTÉGRALE DES FORCES VIVES.

^ *58. Reprenons les équations (10), et supposons que les liaisons, L, =0,
L2 = 0,... soient indépendantes du temps Z, auquel cas T est une fonction
homogène du second degré par rapport aux variables q' . Multiplions cha-
que équation d’indice i par dq . ou par q[i dt, puis faisons la somme des
k équations ainsi préparées. Il viendra

2J 911

i

plus

d û . dU .
mais bien

2aF>-2ajF>dq'i dU =
les 2 s’étendant à toutes les valeurs de l’indice *, de 1 à k .

En vertu du théorème des fonctions homogènes, on a identiquement de sorte que l’équation différentielle devient
< F

dU

^4r” - dT — du — ^ dt ,

dont l’intégrale ne peut être posée h priori.
Par exemple, dans le problème que nous venons de traiter (§ 157), les

liaisons sont indépendantes du temps, ce qui nous a permis de donner

équations la seconde forme canonique. De plus, la fonction U ne con-
Différentions cette équation. Il viendra !

!

F dT dT , . n TV

aux
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tient pas le temps t. Donc T — U= constante, ou II=constante, est uneintégrale du mouvement. Les équations (1) nous donnent

(hjjtfT
clpj dt *

et les équations (2)TH ÉORÈME DE JACOBI DANS LE CAS GENERAL.
,<fSa -T dq< dPidpj __ dqj __ ( PS __

'dqi — dq{
~~ dqidqi dqj dqj

Substituant dans l'équation (3), il vient

159. Supposons les équations du mouvement ramenées à la forme cano-
nique suivante:

dPi _ dV_ _ dT_
dt ~~ dqt ciqi ’

d r _ <£ v^— — J -^ dit ,u '

J =iO )
d(n dT wdt dp *

; on a donc,Or p. est une fonction du temps t et des variables qit q3...
prenant la différentielle totale de p( ,

m observant que la fonction II est égale à T — U, et que U est indépendant
des variables p.

Proposons-nous de trouver une fonction S des variables q telle, que les
d >̂dérivées partielles ^ soient égales aux valeurs de p : qu’on ait, en d’autres

termes, l’équation générale

en

DPJ dp, dp, dPi ,

dPi = indl + dd(l' + dïid,>* +-+^ dqk

dPi . !^ dPi ,= M dt + S <77 dgr
i = i 1dS(2)

Divisant par dt et résolvant par rapport à la somme, on a

S' dIidJi -1 i -dh.Zu
^
dqj dt dtll>i dt ’

Mais l’équation (2) nous donne, en prenant les dérivées partielles des deux
membres par rapport au temps t,

j =la fonction S contenant d’ailleurs le temps t.
L^groupe des k équations (2) constituera une intégrale première des 2k

épations du groupe (1) ; pour qu’il en soit ainsi, il faut que la fonction S
contienne, outre les k variables q, k arbitraires a,, a4, ... a*. On pourra
donc, au moyen des équations (2), exprimer les p en fonction des q et des
arbitraires a, puis substituer dans la fonction T, qui se trouvera dès lors
exprimée en fonction des quantités a et g. La fonction T a donc deux
formes distinctes : dans l’une, elle contient les variables q et les varia-bles p ; dans la seconde, elle ne contient plus que les variables q, les p
étant éliminés au moyen des équations (2) . Nous représenterons par T' cette
seconde forme de la fonction T, la lettre T sans accent continuant de repré-senter la première.

Formons les dérivées de T' par rapport aux variables q; nous aurons, en
observant que T' n’est autre chose que la fonction T, dans laquelle les va-riables p sont exprimées en fonction des variables q,

(5)

,dSa -7— .rfSddidçtdPt(6)H dt dt dq{

Substituons cette valeur dans (5) , puis la valeur de la somme 2 dans (4) ; i l
vient

dS
dV __ dT 1 . ^ dt_
dqt dqt + dt Pi dq{

*

^ dPi> vinsse de la variable p{ > est donnée par la première des équa-
i , , dl c/U
dt dpt dqt — dqf

l (7)

Mais

tions (1)dV _ dj_ d]_ dp,
dgt ~ dqt + Zd dpJ dqt‘

(3;
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ce qui change l’équation ( 7) en l’équation suivante,

. dSd Tt
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dS dS dS

Pour en déduire T', il suffira de changer pl en -r— , en -y-, p3 en ,...
aql aqi aqz

et l’on aura
dT' _ dU
<*?, ~ <*?/ ’

ÆV + ...W ) '+ 2D ^- ^ + C

L’équation (9) prend donc la forme définitive

+ 2B ^- ^ + Cd(Ji dq2

L’équation (12), qui est du premier ordre, exprime une relation qui lie la
fonction S aux k -+- 1 variables indépendantes t , qlt q4,..., qk ; l' intégrale com-
plète de celte équation contiendra k + 1 constantes arbitraires, dont
Tune peut s'ajouter à la fonction S elle-même, puisque ses dérivées seules
figurent dans l'équation donnée, et se trouve sans influence sur la solution
du problème proposé. On peut laisser de côté cette constante, et mettre
la fonction cherchée sous la forme

*(£)T'=(11 )

ou encore

*(î +') r/U ü + k (* y
dt \dqi )(8) (12)dqt‘

Cette équation, ayant lieu pour toutes les valeurs de l’indice i, montre que
dSles fonctions U et T'ont les mêmes dérivées partielles par rapport aux

variables q ; que, par conséquent, la différence de ces deux fonctions est une
constante ou une fonction de t seul ; comme d’ailleurs la fonction S ne sert qu’à
fournir les dérivées partielles par rapport aux variables q, on peut y ajouter
indifféremment telle constante ou telle fonction de t qu'on voudra , et par
conséquent on peut faire disparaître la différence ; ce qui conduit à l’équa-tion

ait a2, ... a* étant les arbitraires introduites par l'intégration.
160. Lorsqu’on aura trouvé cette fonction, on pourra en déduire le

groupe des valeurs de p fourni par les équations ( 2) , en prenant les déri-
vées de S par rapport à qn qa,... On aura ainsi k intégrales premières des
équations (1). Pour achever l’intégration, on remarquera qu’il suffit de
prendre les dérivées de S par rapport aux arbitraires a, et d’égaler ces k
dérivées à de nouvelles constantes p4, ..., P*. En effet, prenons la dérivée de
l’équation (12) par rapport à une arbitraire a quelconque, nous auronü^^. dSd —

(13)

dS(9)
<ü + t'= u-

dans laquelle T' est la demi-force vive exprimée en fonction des q et des
dérivées de S. La condition à laquelle doit satisfaire la fonction cherchée est
donc simplement exprimée par l'équation (9), qui est une équation aux dé-rivées partielles du premier ordre, liant la fonction S aux variables q.
Cil reste à former la fonction T'.

\Observons pour cela que la fonction T, égale à -2 ra ( #'* -f y'* -}- z' - )>

est homogène et du second degré par rapport aux vitesses ocf , y', z' , les-quelles sont linéaires en q', dès que les liaisons sont indépendantes du
temps. La fonction T est donc aussi homogène et du second degré par
rapport aux vitesses q'. Mais les variables p étant liées aux variables q' par
la relation

i + 2C rfs ' 4.. dSd -T-. cfô
i 9 v dq

dx + 2A — dSdt dq*
d(jl d x dq{ dxd( jz dx

, dS
d -TdS dq*+ 2C ^ +...= o.dq2 dx

Nous égalons à zéro parce que la fonction U ne contient pas les a. Inter-
dS

vertissons l’ordre des dérivations partielles, puis remplaçons les ^ par les p

de même indice. Il viendra

dT
2>i dq' •i

les p sont linéaires par rapport aux q'; réciproquement les q' sont linéairespar rapport aux p\ par suite enfin, la fonction T est homogène et du se-cond degré par rapport aux variables p.
Le calcul donnera donc pour T une expression de la forme

T = Api2 -f- 2Bpipi -f- Cpj -f- 2Dp(p- +...

dSdS . dSd — dd* dTd ~dx dx dx
~ir + 2A^* T[[ + 2B^ ^Sft

udldx
(10) + ... — 0,*+• 2Cpa dqi
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161. Lorsque la fonction U est indépendante du temps t, on simplifie la

solution en posant S = 0 — et , c étant une constante, et O une fonction
des variables q, indépendante du temps. Grâce à cette transformation,
l’équation (12) devient

M ÉTHODE502
ou bien

j dSa . dS
Cl -r-(locclx(14) h ( 2Ap4 + 2Bp* 4- . • . ) dqv
, dSa -r- 4?,)'W(jfj uljfg‘(I)2dx -j- ,., = U 4c.-H -4- 2Cp2 -j- -.. ) ^

De l’équation (10) on tire, en prenant les dérivées partielles de T par rapport
aux py

(17)+ . . . = 0.

La constante c est alors la constante de l’équation des forces vives.
Le problème est ramené à trouver une fonction 0 des k variables q, qui

satisfasse à l’équation (17) avec k — 1 constantes arbitraires a4, a2,... a*
_

i,
outre la constante c. Les k intégrales premières seront encore

dT

^ry- — 2\pi 4- 2Bp>2 -f - •••»

dT
d£ü
-%1 + 2C^ 4-..•>

dede de
V* - dq,' -" Vx - dq,'P' =ïï

et substituant dans (14), il vient
, dS . dSd -r- d — et les intégrales définitives,. dS

d -r-dxdct dT dot dT(15) dt dp4 dgr 4 dp2 dq.2 dede de de+ ... =0. -= pi srs _ -r- t = T.
dedst d«fc — 1Mais, en vertu des équations (1 ),

Reprenons comme exemple le mouvement d’un point pesant sur une
sphère.

Nous avons trouvé

dT dq
dp x

~~ dt *

dT dq2
dp* dt 5

î

1 „ , 1
2 2

7h2
T = 2 cos2 qa

ce qui, substitué dans (15), donne Donc

T' = î ( — \ 2

2 Uy2/ U/J '
îdS , dSd -r- +^ d« dfjy 2cos2 q 2

ou, en adoptant tout de suite la forme (17), puisque l’intégrale des forces
vives a lieu,

da da d</2
___

dqi dt *" dq2 dt r * * * *
(16) dt

dSou bien, puisque ^ est fonction seulement des q et de

4- df = o.
/de \ 2

2 cos*q*\dqj

L’équation (17) devient, en remplaçant U par sa valeur g sin q.2,

2 UîJ
2

dt dx
dSDonc la fonction est constante, et, par suite, on déduira de l’équa-

tion (13) k intégrales nouvelles en égalant à des constantes arbitraires les
dérivées de la fonction S par rapport à chacune des k arbitraires qu’elle
contient déjà. Les 2k intégrales du problème sont donc

( de y . i / d e y
WJ + Ï WJ = ÿs m?2 + C l

1
2cos2 q2

et le problème consistera à déterminer & en fonction de qt , de qa, de c et
d’une nouvelle arbitraire unique a4.dS dS dSP i =

dS
' dXy ~ k'

dqi
dS dS

dx2 ‘‘
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L’équation (3) étant identiquement satisfaite vertu des équations du

mouvement, si a= constante est, comme on le suppose, une intégrale de ceséquations, on aura encore des équations identiques en prenant les dérivées del’équation (5) par rapport à Tune des variables q ou par rapport à une va-riable p. Prenons d'abord la dérivée par rapport à la variable

en
TH ÉORÈME DE POISSON.

1 G 2. Supposons qu’on ait trouvé les équations primitives du groupe ca-
nonique de 2/c équations du premier ordre : qj. Il vient

"(i)dp d\\ i=k di i= k^+ 2 d\\~ dqt 9

, dU.
'dt dpi

r/ IIdt 0 = -sdgj I dPi d9j dq dqj(1) idt/ i i= l

i=k i =k
/ du

[ dcjidq/
dm dm- y+ \W dpi dqjCes équations renfermeront 2Je arbitraires, et les valeurs des p et des q

seront exprimables en fonction de ces 2/c quantités et du temps t . Résol-
vant les 2/c équations par rapport aux arbitraires, on exprimera inverse-
ment chaque arbitraire a en fonction du temps t et des variables p et q.
Mises sous cette forme, les équations intégrales du mouvement expriment
que certaines fonctions du temps et des variables p et q restent constantes
pendant toute la durée du mouvement, et si l’on a été conduit à poser
l’équation

i= i=
d(h dp .d ï lRemplaçons dans la première ligne ^ par

puis intervertissons l’ordre des différentiations :

et —dqt par
dt ’*

dx' 4 i — kd i — k d

ff + 2 -a — /*(*» Pu Pa» • • • » Vw 9i » • • •» 9k ) i

on pourra dire, en regardant a, non plus comme une constante, mais
comme la fonction même à laquelle l’arbitraire a se trouve égalée dans
l’équation (2) , que Y équation a= constante est une intégrale du système ( 1 ).

Le théorème de Poisson montre que si Ion conna î t deux intégrales dis-
tinctes, a = constante et P = constante, du système ( t ), on peut , à l’aide

des deux fonctions a et P, en former une troisième 7 qui reste aussi con-
stante pendant toute la durée du mouvement ; de sorte que si celte troi-
sième fonction ne se réduit pas identiquement à une constante, 011 obtiendra
une troisième intégrale du système (1) en l’égalant à une constante arbi-
traire.

Pour former la fonction 7, différentions l’équation (2), et divisons par dt ,
il viendra, en mettant entre parenthèses les dérivées partielles déduites de
l’équation (2) ,

(2) dq dPt0 = dt d(h ' dpt dti —
i=k i=k

2 (dq ) dPldqj
dm dm-2+ dqtdÇ j

*

i=1

La première ligne du second membre est la vitesse de la
qu’on peut écrire sous la forme

fonction

dt d (dqj)’ 0n a donc ^équation
I

d\
i= k

dm du(4) 0 = \dqidq j \dp i y

Opérons de même pour la variable ; nous obtiendrons une équation
qui 11e différera de l’équation (4) que par le changement de q. en p. :

, i = k

î + si = k dpi-* + 2 dt ’
i = 1 i = 1

, . , , d<li dll , dp
ou bien, en remplaçant — par et — par — —cm ,t

d /*\ , V rf8H fd*\ _
V f‘b.\\dpi ) dpi dPj \dh ) — , ,hh dPj \ dPt )

1dq (5) 0 = dt
i = k

"V ld^L\ 1̂1'

.
ZJ [ dpJ dq-(S) + S(^) c/H(3) dp La seconde intégrale, P = constante, conduit de même à deux équations,

V. — MÉC. COLLIGNON.
i
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qu’on déduira des équations (4) et (5) en changeant simplement a en P, ce
qui donne

306 DE POISSON. 507
i= k

en désignant par 2 l’ensemble des quatre sommes qui figurent dans le se-
i = i

cond membre de l’équation (8) . Nous aurons autant d’équations (9) qu’on peut
donner de valeurs distinctes à l’indice 7

*. Écrivons toutes ces équations l’une
au-desssous de l’autre, et ajoutons-les. La somme des seconds membres
j = k i= k

2 2 sera Identiquement nulle. En effet, à l’un quelconque des termes
j = 1 i= 1
écrits dans le second membre de l’équation (8), au terme

i=k i=k
dm ( d p \ yi d m /d p \

\dqi ) ~*vd(hcl(lj\dPiJ
i= k

« «-â -' d J+ s dVidHj
i=k

i d (*t\4- V >m _ V ,lHl
dt [ dpt i Z j dPi dpj ( dgf J Z r f dg{ dPj [ dpJ‘0 =f l )

L’indice j a la même valeur dans les quatre équations (4) , (5), (6) et ( 7).
Ajoutons ces quatre équations, après avoir multiplié la première par

la dernière

dm
dgt dqj

par exemple, correspondra, dans l’équation où les indices i et j auront été
permutés, le terme

d,3 d'
j du-T-1- ) , la seconde par + -rM , la troisième par 4-d(Ij KdPj

dx ; nous aurons, en faisant passer les premiers termes du

second membre dans le premier membre de l’équation finale,

par — dqj
dm

dq . dqi

qui dans la somme détruit le premier. Nous avons donc en définitive
l’équation

(8)

i=k
=km+ (10)

j = 1i=k
dm d x dp c/.3 dx dont l’intégrale est+ 2 dpidpj

V ^11
+ ,= idp‘ d<1i

d<Ji )\dÇj d<h )\d<l, j=k1

( dJL\ ( d±\ _ /*L \ ( d±\l[dqj [ dpJ [ dpJ [dqj Ji=k< (H ) = constante,d p dx dx\ / dp
dq dP, d,ti dPji

et l’on pourra poseri-k
d m \( d±\ ( d »\L v W [ dq j m+ s j=kdÇidpj

1 j

' -mm)-mm
Le premier membre de celte nouvelle équation est, à part le facteur

1-r., la différentielle du déterminant La fonction 7, formée au moyen des fonctions a et p, fournira une troi-
sième intégrale du mouvement, à moins que celte fonction ne se réduise
identiquement à une constante ; alors l’équation 7=constante ne serait
qu’une identité. La fonction 7 se déduit des fonctions a et P en formant,
pour chacune des k valeurs de l’indice j, le déterminant du système

d x d x
cüjj df .
d f3 c/,3

dt’

d? dx d?
dPj. dp dq, ) ’J

de sorte qu’on peut poser

(9)
dP,dq

4
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ou le Jacobien du système des fonctions a et p par rapport aux deux va-
riables conjuguées q.

^
p.

% puis en faisant la somme des k Jacobiens succes-
sivement formés. Lagrange qui, le premier, a
reconnu l'importance de cette somme de détermi-
nants, l’indique par la notation (a, P).

163. Exemple. — Soit M un point libre, attiré
par deux centres fixes, 0 et A, proportionnelle-

x ment à l’inverse du carré des distances. Nous
prendrons pour variables q les coordonnées rec-
tangles x } y , z du point M, rapportées aux axes
OX, OY, OZ ; les variables q' seront les vitesses

x' , y' , z' de ces coordonnées. Nous avons pour la demi-force vive

308 DE POISSON. 309

On a successivement :

dudu doc
5?= °’Z = — X' ,dE = y' > dy ~

A doc du.du
*7 = °’dx' ~ y’ dy' “

dp dp »r AB .
JT “ ^ a + ^3 (*“ a) »
di(? + *• (r» + ?) y>/0 dx dy

dp£,= '/ >
dp dp
dx' = 3'»dz'dif

Fig. 95. et par suite
/ A B \
\? + ’(à + 1) - x' y' — xy(«, p ) = x' y' 4* yx

1

en supposant que la masse du point M soit égale à l’unité. On en déduit
quantité qui se réduit identiquement à zéro. Ici donc le théorème de Poisson
est vérifié, mais il ne fournit aucune indication
nouvelle sur le mouvement. Il en est ainsi toutes
les fois que des deux intégrales a — constante,
et p = constante, dont on se sert pour former
la fonction (a, p) , l’une est l’équation des forces
vives, et que l’autre ne contient pas explicite-
ment la variable t.

164. Autre exemple. Point matériel libre attiré /

vers un centre fixe, 0.
Nous prendrons encore pour variables q les

coordonnées rectangles x, y, z du point mobile , rapportées à des axes
menés par le point fixe,

Les vitesses x\ y', z' de ces coordonnées seront les variables p, car

= x' .

z
dTdTdT M

d!Ï = y’’

de sorte que x' y t/', z' tiendront aussi lieu des variables p. La fonction U des

forces est égale à -

dz'
y

xo
« ’ AA n

- H , en appelant A et B des constantes, r la distance
r s

OM et s la distance AM. Fig. 96.
Nous aurons une première intégrale du mouvement, en écrivant l’équation

des aires décrites autour du point O en projection sur le plan XOY, c’est-à-
en posant

oc — xif — yx'.
Une seconde intégrale sera donnée par l’équation des forces vives,

T — U = constante, ou bien
1 dT

la demi-force vive T a pour valeur ^ (x'2 -t- y'* + z'* ) et ^Prenons pour intégrales a et P les équations des aires projetées sur les
plans XOY, YOZ ; il viendra

a = xif — yx' y

p= yz' — zif .
Formons la somme des trois déterminants; nous aurons

Les quantités r et s sont respectivement égales à \Jx 2 -t- y* -f- z* et à
y/ x* -F- y - -T- (a — z )* , en appelant a la distance OA des deux centres d’at-
traction. Formons les dérivées partielles des fonctions a et p, par- rapport
à a; et x\ puis par rapport à y et y' f enfin par rapport à z et z' f pour en
déduire les trois déterminants qui suivent

du du
dy d ÿ'
d3 dp
dy dy'

dudu dudu
dy dy'r f P =-ÿ’

e= o.
+ d?dPj

dx = — *»du du dx' dy dy'du du
dx dx'
dp dl
dx dx'

clz dz' dudu = 0,
<h =°>

à? _ dz'dpdp = (— x' ) (— *) — xz' =*'z - xz'.+dz dz' dP- y'> t' = y>dz
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Donc (a, p) = afz — xz' = constante, équation qu'on aurait pu poser di-

rectement en appliquant le théorème des aires à la projection du mouvement
sur le plan ZOX.

165. Le théorème de Poisson fournit pour les problèmes de mécanique
une méthode particulière d’intégration dont l'importance a été surtout mise

lumière par Jacobi. Toutefois l’application pure et simple du théorème
ne conduirait pas toujours au résultat cherché, parce que les intégrales *
et p que l’on associe peuvent être telles, que la combinaison (a, p) soit
constante d’elle-même et n’ajoute rien à ce qu’on savait déjà. Cela arrive
lorsque l’une des fonctions a et P est exprimable au moyen de l’autre ; car
alors la constance de a implique la constance de 8, et de la combinaison
(a, P), qui n’est plus qu’une simple fonction de a. M. Bertrand a fait con-
naître, dans le Journal de M. Liouville, année 1852, le parti qu’on peut
tirer de celte circonstance pour trouver les intégrales du problème. Sa mé-
thode est fondée sur le théorème suivant, que nous nous bornerons à
énoncer :

« Si a = cp et P= + sont deux intégrales d’un même problème, suppo-
sons qu'en les combinant par la méthode de Poisson on trouve une troi-
sième intégrale, (a, p) = 7, puis une quatrième (a, 7) = Æ, etc., et qu’on
arrive enfin à une intégrale (a, r,) = Ç, qui puisse résulter de la combinai-
son des précédentes, de telle sorte que

Ç — F(a, p, y, 8, ... » >7 ) ;

il existe toujours une certaine intégrale de la forme

f (*, y» • • • » *0 — l*
qui, combinée avec a, donne identiquement

(a, I) =1. »

La démonstration de ce théorème repose sur l’identité suivante, qu’il est
facile d’établir :

310 511

CHANGEMENT DES VARIABLES p ET q EN a.
en

166. l es variables d’un problème de mécanique sont, comme nous l'avons
vu, au nombre de 2/c, savoir :

k variables /»,
k variables q,

PnP* < • •• Pk ,
<1\> q*> • • • > </ K.

L'intégration des équations conduit à exprimer ces variables en fonction du
temps t et de 2/c constantes arbitraires, a a2, a2*. Chacune de ces con-stantes peut être considérée comme représenlant une fonction de t et des
2/c variables p et q ; et si l’on a deux de ces fonctions qui restent con -
stantes dans la suite du mouvement , le théorème de Poisson permet de
former une troisième fonction indépendante du temps, par la combinaison
des deux premières. Cette opérai ion s’indique par le signe a qui
représente une somme de déterminants fonctions des dérivées partielles
de et de av par rapport aux p et aux q.

Réciproquement, nous pouvons regarder les p et les q comme exprimés
en fonction des a, et il peut être utile pour la solution de certains pro-
blèmes de passer des dérivées partielles ~ aux dérivées prises
par rapport aux variables a, considérées comme autant de variables inc^

\ »

S '

pendantes.
Proposons-nous d’effectuer ce changement de variables.
Prenons une arbitraire • elle est fonction des p et des q, le temps t

étant regardé comme un paramètre constant dans l’opération des dérivations
partielles. On a donc identiquement

*à\d\dl( «, ç) = (a, £)^ + (a» v) ^ * •• +

=?%+ s ÿ
/ + - - - + [ x’ r,]i’

Pour déterminer Ç, on n’aura donc qu’à poser (a, Ç) =1, et à intégrer
l’équation linéaire aux dérivées partielles

d\ . , ,

dzpd f ldP i+ - - + dfldpi) +
dot

Il] *y =

Mais les p et les q étant fonctions des 2k variables a, on a aussi, pour -
toutes valeurs de i,

dp dp
dPi — dï, dxi + + dTdx*<

2K

dq,t dq .
dqi = + +

(5)dont les intégrales satisferont à la condition demandée.

T
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même la première des équations (4) avec la troisième, en multipliant l’une

313MÉTHODE

Substituons dans (1) les valeurs des dp et des dq données par les équa-
tions (2) , puis identifions les coefficients des dx dans les deux membres ;
il viendra l'équation générale :

312

dxdx
-, et l’autre par — -r^ ) on trouve l’équationPar dqt dp ,

dPi (d«* d^ _ dcÿ d*1A
+ "+ dxîk \ dpl dqt dq, dp,)’

c’est ce que devient l’équation (G) pour le cas particulier dej — i . Faisons
successivement dans (G ) j — \t j = 2,... j = i — \, jz= i+\ ,... j= k , et
ajoutons ensemble les k — 1 équations résultantes, ainsi que l'équation (7) ;
nous trouverons pour résultat, en adoptant la notation de Poisson,

dx„ _ dp dp .
- °V) + • • • + dT

2h K*’ " J -

d*[t. dpK
|

dxy. dp* J ^ ^dpi dxw dp*
'(K dq,
d'h dx,

= 0, si [x et v sont différents

dpn d«v

dx„ dqk
, •" + dqn dx..

ld\
d'h dx,\dp, dq, dq, dp,dxi dx^(?)(3)

+

et
(8), si y- — v. d(Jt

Substituons aussi dans les équations ( 2) les valeurs des dx, fournies par
l’équation (1) , puis identifions les coefficients des dp et des dq ; nous en dé-
duirons les six équations générales suivantes :

On trouverait de même, en opérant sur les équations du groupe (5),
t d(ji dqdx

d f( =-T«iK *v)-• •- K*.O-
formule qui se déduit de l’équation (8) en permutant les lettres p et q, ce
qui change simplement le signe des parenthèses.

Le problème proposé s’achèvera par la résolution des équations (8) et

(9) ; on aura en effet les valeurs des ^ et des ^ en fonction des ^ et

(9)

dp, dx

^k TPi
Clp^ dx^1 ^ ^ dx2k dp.

dPi
d'hk d1j

d1i dxtk _ ,
d** dq,

dpl d*A , .
dx{ dp.

2k = 1,
*** f

dPi dx, = 0, pour j différent de *,w dxl dp
J

dIi dx,
dx j

!* *& + ...+dxi dq

dqj dx
^k

= 0, quel que soit j. dp,dq,dx
des — , en multipliant l’équation (8) par l’équation (9) par ^ , et en

ajoutant. Il vient
i

dqi d^k <S (lJ± (K dPi _ . ( dJh d_ q±
dq, dxy + dp, dx, (“ *’ “ w\dx, dxH

dp, dq, _ d<li_ dPA
da 4 dxy )(5) — 0, pour j différent de i, (10)dQj

dli dJLt + . .. + dql d**dxi dpj , J = 0, quel que soit j. + * * •+ Kkfd**k dPj f

équation dans laquelle on peut donner à i toutes les valeurs 1 , 2 , . . . k ; ajou-
tant , on a pour la somme des premiers membres, le premier membre

de l’équation (3), c’est-à-dire 0 ou 1. Dans le second membre, les paren-
thèses (a, a

^
) se trouvent multipliées par les sommes

( d2± dI±\Zi \dx dxH dx dxjy

Considérons en particulier les deux dernières équations du groupe (4) ;
dx dx

multiplions la première par la seconde par — , et ajoutons; il
dqj

j.viendra

,01 n = dP±ld\ _ d\
d* ,

\ Pj dqj d1i dp, .
d^x \

dpj dq. dqj dp. J *

équation où j peut recevoir toutes les valeurs de 0 à k , sauf la valeur i, qui
exigerait qu’on employât la première des équations (4). Si l'on combine de

dPi ( dxik dx^d«2k i = 1

sommes formées avec les dérivées
(ht de la même manière que la
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fonction (a, aA ) est formée avec les dérivées On représente ces

nouvelles sommes par la notation suivante, adoptée par Lagrange, ÉQUATIONS DU MOUVEMENT D’UN SOLIDE AUTOUR D’UN POINT FIXE 0.
i=y* dfi
^ ydzp d«v

167. Nous représenterons par m la masse d’un point en particulier, par
xi -> Vu ces coordonnées constantes, par rapport aux trois axes principaux
d’inertie OX,, OY,, OZ, menés par le point 0 ;

Par p , q, r, les composantes de la vitesse angulaire instantanée, autour
des mômes axes ;

Par ty , 0, 9, les angles (III, § 321) qui fixent la position des axes mobiles
OX,, OY,, OZ, par rapport aux axes fixes OX, OY, OZ.

Nous avons exprimé p, q, r en fonction des angles ç, 0, < j> et de leurs vi-
tesses, au moyen des équations

= [v “ *]•( 11)
i= 1

L’équation finale qui provient de l’addition des équations (10) est donc
simplement

(12) («i. <v)[«!. “v]+ (“ s. «v) [“2’ «.,]+ • •• + («»*, “,]= 0, si /J. et v sont différents,
= 1, si y.= v.

Cela posé, multiplions l’équation (8) par [a,, aj ?
puis donnons à p. toutes

les valeurs de 1 à 2k , et ajoutons les 2k équations résultantes. Nous aurons

d eAbp = sinp sinfl — cos 9 — ,

ddd pq = cos 9 sin 0 — — sin 9^»(i )

dPi _ d*l -j , dx ÿ j- rf*2* r£TV ~ dfi t *’ “ J + dfi <1 + • • • + Wt ! " 'I + cos 0 sidp(13) «J -
î Nous avons à exprimer la force vive du corps en fonction des variables

0, 9, et de leurs vitesses. Nous y parviendrons en multipliant l’équa-
tion (10) par la masse élémentaire m du point xl 9 t/,, z, et en faisant la
somme de toutes ces équations pour tous les points du corps ; il viendra ,

en étendant le signe ^ ® tous ^es points qui composent le corps solide,

et en faisant sortir de ce signe les quantités p, q, r, communes au m^e
instant à tous les éléments,

On trouverait de môme

drJi _ dziks;— -35-[«*, «.].
déduisent respectivement des équations (8)

(14)

^dés équations (13) et (14) se
et (9) en changeant à la fois

doc dx
dp* dq

dp dq ^m v*= p* J ] m (T/,2 + ' <72 TJ m [ z f 4- x f ) 4- r2 m [ x\ + V\~ )

— tyq2mXiVi ~ 27r2 ~ 2r^2
(a,etdx’ dx

en

dq dp dx dx [a» «']» Les sommes 2 m (*/ i2 + zi2) > 2 m ^ ***)» 2 m + 2/i2) sont
les moments d’inertie du solide par rapport aux axes OX 4, OY, , OZ,; nous
les représenterons par A, B, C. Les sommes ^ mxiyi, y] my, zi ,

raz, xi sont nulles si l'on prend pour axes OX,, OY,, OZ,, les axes prin-
cipaux de l’ellipsoïde d’inertie. Nous supposons qu’il en est ainsi, et alors
la force vive 2T s’exprime par l’équation très simple

2T = A7?* 4- By2 4- C/ 2,

etdx dx dq dp

et en conservant les indices.

(2 )

T
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D’UN CORPS SOLIDE.

motion, reprenons l’équation (2), et formons les dérivées partielles de T par
rapport à <|»', 6', y ; il viendra

510 ROTATION
ou, en fonction des nouvelles variables,

517

A (st) sin2 ? sin*0 + Acos4? j*+ 2Asin ? cosy sin 0 ^^+B(S/C0SVsin*° + Bsi"s?(£)*-2Bsin?cos?«inflg ÿ
+c (S)'+ c'“ ',(S)‘+ “ “ '*ÿ|

dr(5) 2T = r/T dp
'r‘W ~ ip^ + t,^ + Crïv’

*-£-*$+ **£+*£•

« r /T0 =(5)

r/T

= ( Asin2 ç> sin*0 + Beos2? sin20 -+- Ccos 0)

+ (Acos2y 4* Bsin2p)

Les équations (3) nous donnent ensuite

|p = sinysin ô,

dq .
~ = cos ç> sin 0,

dP dp-, = 0,28' = cos?'
dq
d0/ =-sin?,

dy
dq4 = 0,

r/y c/ -/
dy+ C dr drdr
d t ^ = 1.

28'"°’= cos 0dy dy

+ 2 Ê 7i (Asinf c°S î> sin 8 — B sin y cos?sin »)

+ <a *

Substituant ces valeurs dans le groupe ( 5) , il vient

Y = Apsirip sin 0 -f - R </ cos y sin 0 + Crcos 0,
0 = A;;cos ^ - Bq sin y ,
$= Cr.

(6)<:•
Les variables <|/, ô et 9 ne sont assujetties à aucune liaison; si l’on veut
donner aux équations du mouvement la première forme
V — $L „'= d*d t’ ? d t

on U des forces,

Résolvons par rapport à A p, Rq, Cr :

canonique, on fera
17 ù'= j-t’ on exprimera en fonction de Q et 9 la fonc-

et on aura les trois équations

Cr = <l>,
A/? = Y sin y -f 0cos y sin 0 — <l> cos0 ,
R^r = Ycos y — 0sin y sin 0 — <I> cos 0.

r/0

Donc enfin

(7) 2T = Ap2 4- B*?2 -f- Cr2 = ~ (Ysin? -+ Qcosy sinO — <I> cos 0 ) 2

1 1
g- (Ycosy — 0sin y sin 0 — <I» cos 0) 2 + ^ $2.

On fera ensuite T — U = II, et on aura à intégrer le système des six équa-
tions différentielles :

/ dy r/T _ r/U
dt dy dy *

ddJdt/ dT __ r/U
de ~~ do ’dt

r/$ r/H c/Y «H dQ _ d\\
d t ~ dy ' d t ~ dy ' d t ~~ dd ’

dU cty _ c/H dll
r// “ d<t>’ dt 1 C/Y dt 1 c/0*

Ces équations sont le point de départ des études analytiques sur le mouve-
ment de rotation des corps célestes. Le point fixe O est alors le centre de
gravité du corps tournant. On sait, en effet, qu’un corps solide libre dans
l’espace tourne autour de son centre de gravité comme si ce point était fixe
(t. III, § 311).

dTd —dy _
dt d<? dy

c/T r/U (8) dy

Si l’on veut, au contraire, employer la seconde forme canonique, qui per-met d’appliquer la méthode de Jacobi et le théorème de Poisson, on prendra
c/T c/T c/Tpour nouvelles variables Y= — , 0= — , <i> — — . Puis 011 exprimera

T en fonction des six variables y ô, *y, Y, 0, 4>. Pour opérer cette transfor-

1
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ÉQUATIONS GÉ NÉRALES DU MOUVEMENT D üN SYSTÈ ME DE POINTS MATÉRIELS

S ATTIRANT MUTUELLEMENT SUIVANT LA LOI NEWTONIENNE.
«4 '•. 169. Étant donnés n points, dont les masses sont m, mlt et dont

les coordonnées rapportées à des axes fixes sont

X , X2 • • • y

y » 2/ i > 2/s • • • »
z , z i y z2 . . . ,CHAPITRE III

proposons-nous de trouver l'expression de la fonction des forces U.
L’attraction exercée par le point mi sur le point m a pour composante

suivant l’axe des a::
M O U V E M E N T D E T R A N S L A T I O N D E S C O R P S F A I S A N T P A R T I E

D U S Y S T ÈM E S O L A I R E.

fmmi ^
x x\

"(*-*,)* + (ÿ- ÿi)s + (*-*i)4
\l( x- X l Y + ( y- y i )* + (*-*.)*’

ou bien
fmmid

L’attraction mutuelle du point m sur le point mi sera égale et contraire ;
on en obtiendra la composante en prenant la dérivée partielle de la même
fonction par rapport à x[ . On aura autant de fonctions analogues à considérer
qu’il y a de manières de prendre deux points sur une collection de n points,

n ( n— 1)

168. Nous supposerons, dans ce chapitre, le soleil et les planètes réduits
à des simples points matériels, s’attirant mutuellement suivant les directions
des droites qui les joignent deux à deux. Cette simplification est entièrement
rjif^ireuse quand il s’agit d’un corps sphérique composé de couches con-
centriques homogènes. Elle est admissible à titre d'approximation pour un
système sollicité par des forces attractives émanant des points d’un autre
système matériel très éloigné par rapport aux dimensions de chacun des
systèmes considérés; en effet , dans ce cas, les attractions sont sensible-
ment parallèles et proportionnelles aux masses, et se composent en une
force unique appliquée au centre de gravité, et égale à l’attraction qui
serait subie par ce point si toute la masse y était concentrée. Cette re-marque permet de réduire à un point matériel unique, non-seulement
une planète, mais le système formé par cette planète et tous les satellites
dont elle peut être accompagnée- Il ne faut pas oublier toutefois qu’une
telle réduction est purement approximative, et que, dans certains cas, elle
peut exiger une correction appréciable. C’est ce qui arrive, par exemple,
dans la théorie du mouvement de la lune ; la forme ellipsoïdale de la terre
a sur le mouvement de son satellite une influence qu’on ne saurait né-gliger ; elle est due à la proximité des deux corps, et à la grandeur du
rapport de la masse de la lune à celle de la terre.

ou qu’il y a de combinaisons de n objets 2 à 2, ou enfin 2
La fonction des forces relative à l’ensemble du système sera donc la

n ( n — 1) fonctions particulières, et nous aurons par consé-somme de ces ^quent
U = \!( x — Ki )* -{- ( y — 2/ i )2 + ( z — *i)2

(1)

fmm2

yj( x — ,r2)s + ( y — Vif + (2 — HY
fmr>H

\J( x — xs)« + ( y — t/5)s + (* — HŸ

\j{ xi — *a)8+(2/ i — 2/s)2 + (2t — **)*
fnijVh

V/(*1 — *s)2 + (2/i — î/5)2 -H (*1 — <s)2

(mêms
V'te — *s)2 -f <2h ~ 2/s)2 + (**

+ » *+

=1? + • * 1
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Si Ton change de coordonnées, et qu’on rapporte les positions du sys-

tème à trois axes parallèles aux premiers, mais menés parle centre de gra-
vité, les équations de mouvement ne changent pas. Cette transformation
revient à changer x en x-h Ç , y en i/ 4-*i, z en z -h ï,... ce qui ne change pas
la fonction U, dans laquelle n’entrent que les différences x — xt , y — yp...

L équation générale du mouvement , qui était

V' \d*x dhjLdT* ** + dF>

MOUVEMENT

Les forces qui sollicitent le point m auront pour composantes suivant les
. dü dû dûaxes les denvees partielles

par n — 1 termes, représentant les composantes des actions de chacun des
n — \ points sur le point m.

L’équation générale du mouvement est en définitive

m320

qui seront exprimées chacune

r
2« (Ste +S*» +£*) ="•

d-z -r.JS ,J + dê = ÎD,
devient

2m\( w* +i f ) { Sx + +(3$+ i f ) +^j ( ôz 4- aç jJ
MOUVEMENT DU CENTRE DE GRAVITE, ET MOUVEMENT RELATIF PAR RAPPORT A DES

AXES DE DIRECTIONS CONSTANTES PASSANT PAR CE POINT.
‘P*d -z

dP.+ dl*
ce qu’on peut écrire, en faisant sortir des signes^ les facteurs qui sont
les mêmes pour tous les points,

= au,r

i 70. Nous avons pour le mouvement d'un point m en particulier l’équa-
tion

d-x d Um dt* ~~ dx

Pour un autre point, nous aurions de même
d*x{ d \J

l dt* -dxl

( drx . d*yli * ( •& *-* 1 + W1 2 m ^^ ^ S
+ ^2 m + ^ + SYI 2 m Y!*

+ 3^ 2 m ( §z + + «ç 2 m

= au.

d*xmdl* dl*

f d* z
dl*et ainsi de suite pour les n points. Ajoutons ensemble toutes ces équations,

et observons que, dans les diverses dérivées partielles dU dU . , les ter-dx* dxi
mfô sont deux à deux égaux en valeur absolue et de signes contraires.
Leur somme est donc nulle, et l’on a par conséquent

En vertu du théorème du mouvement du centre de gravité, on a

*!= o ^= 0 *S-0.di* dl2 ’ dl* ~ 'd*x d*x
-1- 4- • . • = 0.f - mm 1dt* dt* de plus

V m — = — 5 y mLi dl* de- ZJ m

S- 'S-ÈS"-gs-
Soit Ç l’abscisse du centre de gravité : on aura

£ X ( m 4- m4 4- . . .) = mx 4- mt xi
= 0,

• •? = 0,donc
d-zd*îd*x d*x. 2>. . = (m 4- 4- w2 4- • • •) = 0.dl* 9 dl*

et par suite L’équation se réduit donc à
îQUo
dt*
d*n d*ZOn prouverait de même que — -= 0, — = 0, vi et Ç étant les autres

coordonnées du centre de gravité.
Donc le mouvement du centre de gravité est rectiligne et uniforme.

V ld2-1 « , dhj d*z „ \2m \d f* Sx + dt* sy + dr* Sz ) = au,
c’est à dire que le mouvement relatif à des axes mobiles de directions
stantesf passant par le centre de gravité, a les mêmes équations diff éren-tielles que le mouvement absolu.

V. — MÉC. CÜLLIGNOK.

con-

21

i
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Changeons x en X -f- Æ, y en Y -b y, z

viendra

323
en Z 4- s; ia fonction U de--b fl\mMOUVEMENT RELATIF A DES AXES DE DIRECTIONS CONSTANTES, MENES PAR UN

DES POINTS DU SYSTÈME. fl\mt ]+ • .
*2+ î/2 + »a vV + ÿ1. f a,1

fmm }+ .\J( x — x{ )* -b ( y — T/,)2 -b ( z — s,)2

le premier crochet contenant les n — 1 termes qui renferment en facteur la
masse M du point principal, et le second les — — — —
respondent aux actions mutuelles des n — 2 autres points.

Le premier membre devient, par la meme transformation, en mettant enévidence les termes correspondants au corps M, et en restreignant la somme^ n — 1 autres points seulement,

MS*x +Smdî { X
<ntX )

+ **)

+ *Sn + zm dt (y~ v )^ w
+ MS « +2

Occupons-nous spécialement de la première ligne; elle devient, en faisant
sortir du signe les facteurs £X communs à tous ses termes,

r/2 (X -b x )

171. Parmi les n points du système, considérons-en un , de masse M, au-
quel nous donnerons le nom de point ou de corps principal . Par ce point ,
menons parallèlement aux axes fixes de nouveaux axes par rapport aux-
quels on demande le mouvement du système. La question se résout par un
changement de coordonnées : il suffit en effet, en appelant X, Y, Z les coor-
données du point principal par rapport aux anciens axes, de changer dans
les équations du mouvement x en X -b x, y en Y-j- y , et z en Z 4- z . Avant
d'opérer cette transformation, observons que l’on a identiquement, en em-
ployant les anciennes coordonnées,

termes qui cor-

2 aux

r/U r/U-Z dx*r/X
d U d U
d\ <1* ( Z + z ) ( SZ -f- Sz ).m

di*r/U _ Vriü
r/Z — lu dz

les sommes des seconds membres s’étendant aux n — 1 points autres
que le point principal. Cela résulte, en effet, de ce que la somme des dérivées
partielles prises successivement par rapport aux abscisses des n points est
kj,$ntiquement nulle ; de sorte que l’une de ces dérivées, relative à l’un des
points en particulier, est égale, au signe près, à la somme des dérivées ana -
logues prises pour tous les autres. Les memes équations subsistent encore
quand on conserve dans le premier membre les coordonnées X, Y, Z, pri-
ses par rapport aux anciens axes, et qu’on altère de quantités égales les
coordonnées x, y , z qui figurent dans le second ; car cette altération com-
mune ne change rien aux différences qui entrent seules dans la fonction U
et dans ses dérivées. On peut donc supposer que, dans le second membre,
x, ?/, z représentent, non pas les anciennes coordonnées, mais les nouvel-
les, qui n’en diffèrent que des quantités X, Y, Z.

Les équations du mouvement sont renfermées dans l’équation générale

(« S+z
"SLa quantité qui multiplie «S'Xest nulle d'elle-même ; car elle représente le

produit de la masse totale, M + V m, par l’accélération,
dt ~

gravité, la coordonnée X étant rapportée
gne se réduit donc à

<*X m Sx.dP

du centre de
anciens axes. La première li-aux

d2 (X -f- #) r/*X . d-x *Z m SP-1 °X = Z m dP **+ Z m rfF* **•

\ d2 XPour éliminer seul facteur qui contienne encore trace des ancien-
nes coordonnées,
par les trois équations •

observons que le mouvement du point principal est définid-x „ , dH . \
* +W*2> ( . d-y

~dP à X + r//2 = SU
M d* X dU

dP ~ ïï!.. d* Y r/UM m* = d î'
soit que les axes primitifs scient fixes, soit qu'ils passent constamment
par le centre de gravité ; x, y , z, sont les coordonnées rapportées à ces
axes. d*l r/U



4
324 MOUVEMENT

et qu'en vertu de la remarque faite en commençant, on peut poser, avec
les nouvelles coordonnées des n — 1 autres points,

DE TRANSLATION. 525
Si l’on opère de même pour tous les x, et qu’on fasse la somme, on aura,

en divisant par M,

1 y c/U
M

savoirn — 1 termes seulement, car les termes compris dans le crochet se
détruisent deux à deux.

Cela posé, occupons-nous'seulement du point de masse m dont l’abscisse
esta;. Pour trouver les équations de son mouvementen projection sur Taxe
des x, il faut chercher dans le second membre de l'équation géné-
rale quel est le coefficient de Sx, et l'égaler à rn

„cZ-X v ci U fmx fmlx fi
ilx r5 • • >3 r,5

3— sg*

d*Z _ v dVM *2- 2J dz

Substituons ces valeurs dans le terme ^ m^ Sx ; il prendra la forme

-i2~ 2Æ
Faisant passer ce terme dans le second membre de l'équation générale,

il vient pour équation finale

d -x
\ ce coefficient estdl*'

c/ U c/ Üm Y
dx 1 M “ dx-r , ou bien

fVLmx fmm{ ( x — x{ ) fmm, ( x — x± )
r5 r*0 1

/m9# fmm { x f
+ap îs)

+ 02

s* (c/2* i

r43 ra5r5
dt* dP

U X? c/ U , . c/ U Y dü \ ou encore1 v
M1m= oU + r.

f (M -f- m) mx '“'fit?+3) •J+ • •J’â
Le second terme du second membre représente la variation de la fonction

des forces apparentes qu'il faut adjoindre aux forces réelles pour traiter le
problème de mouvement relatif comme s’il s’agissait d’un mouvement
absolu.

<dr 172. pour transformer cette équation, posons d’ une manière générale

On peut mettre le crochet sous forme de dérivée partielle. En effet le terme
x~ x i 1est la dérivée partielle prise par rapport à æ de . Quant

pM
x .

au terme — l-, comme rt est indépendant de x, c'est la dérivée partielle,

?3
0, i

yjxf1 -4- y f -h z 2 — rt, distance du point i au point principal;

\J( xi — Xj )* + ( yi — i/ j )- + ( zt — z-jY2= p . j t distance mutuelle des points i et j.
La fonction U prend alors la forme

iV
xxi+ yyi+zziXX

par rapport à x, de ou encore der i
tra de considérer une seule et meme fonction pour les projections du
mouvement sur les trois axes. Nous ferons donc

> forme qui permet
^•5i

fmmi fmm2p _ [YM»i , / Mw, /Mwa
J r 1 r4 r*

• • •]+~r po> i Po>2
fm{m2 x x i +V U j +1~r • \i ~

DP i > 2 . . .J y 3P o ,i i

on en déduit
Prenons la dérivée de U par rapport à x ; nous aurons )f — *t . xi

p\i

et l'équation du mouvement prend la forme

dix f ( M -f - m) mxm dP “

d\i=- ^ r . 3c/U _ _ /11mx _ f fmmA ( x — xf ) + /‘mm, ( x ^ xj
dx ~

1* L P5 0» i . P°0' 2

dx .

Le premier crochet ne donne qu'un terme ; le second en donne autant
qu’il renferme de termes contenant le facteur m, c’est-à-dire n — 2. c/ R0'!fmm -f fmmti

d x + - * *1 dxr3

r
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ou encore

d^ x f ( M + m) x
MÉTHODE GÉ NÉ RALE DE LA VARIATION DES ARBITRAIRES*dt* ?.5

Si l’on pose enfin 173. Supposons que Ton sache résoudre le problème du mouvement
d’un système matériel assujetti à certaines liaisons et soumis à des forces
données ; les équations différentielles de ce mouvement, ramenées à la
forme canonique, sont au nombre de 2», savoir :

Ü>V .n0, . = n
et

M + m= fj.t

les trois équations du mouvement du point m seront

dt- r5 dx
d-y , ffj.y _ da
dt2 r5 dij
d* z t f’ jz dCl
de2

“ H 7^ ~"!z'

Si la fonction n était constamment nulle, les équations précédentes dé-
finiraient le mouvement elliptique du corps m autour du corps principal.
La fonction n, qui altère les équations du mouvement elliptique, re-
présente la perturbation causée dans ce mouvement par l’action des
n — 2 autres points sur le point m. On lui donne le nom de fonction 'per-
turbatrice.

Pour chacun des n — 1 points autres que le point M, on peut écrireT>
équations semblables ; les quantités x, y, z , r, n et u, varient de l’un à l’au-
tfljr Mais l’intégration rigoureuse d’un tel système d’équations simultanées
dépasse les forces de l’analyse. Elle ne devient possible pour le système pla-
nétaire qu’au moyen d’approximations successives, grâce à la petitesse des
termes provenant de la fonction ci.

Si l’on veut étudier le mouvement d’une planète, on prend le soleil pour
corps principal ; les autres planètes produisent les perturbations ; pour
plusieurs, l’influence perturbatrice est tellement petite, qu’on peut la né-
gliger, eu égard à la faiblesse des masses et à l’éloignement.

Pour étudier le mouvement d’un satellite, de la lune par exemple, on
prendra la terre pour corps principal ; les corps perturbateurs seront alors
le soleil et les planètes ; parmi celles-ci, Vénus et Jupiter joueront le prin-
cipal rôle.

Nous allons donner, dans les paragraphes suivants, l’esquisse des méthodes
d’approximation qu’on peut suivre en pareil cas; elles consistent, d’une
part, à isoler successivement chacun des corps perturbateurs, et à composer
ensuite les effets dus à chacun d’eux pris séparément ; d'autre part, à ap-
pliquer au problème la méthode de la variation des arbitraires, l’une des
plus fécondes de l’analyse.

dp d ili
dt dqi *

(1)
dq d IIi

" + dpt'dt

Leurs intégrales sont aussi au nombre de 2n ; résolues par rapport aux
2n constantes introduites par l’intégration, elles prennent la forme géné-
rale

= /*('» <7i . <7*. • • ?>!.V -i> • • • P» ) -(2)

La fonction II est égale à la différence, T — Ü, entre la demi-force vive
et la fonction des forces données.

Cela posé, nous admettrons qu’en outre des forces qui entrent dans la
fonction U, le système subisse l’action de forces dites perturbatrices , avec les-
quelles on compose une seconde fonction des forces n. La plupart du temps,
cette fonction n dépendra des positions des points mobiles, c’est-à- dire des
coordonnées q , et sera indépendante des variables p. Proposons-nous
résoudre le problème du mouvement du même système, modifié par l ’ad-
jonction des forces n. Les équations canoniques de ce nouveau mouvement
s’obtiendront en changeant U en U -f- n, ce qui change II en II — ci ; de plus,

= 0 ; de sorte que les équations pren-

#

a étant indépendant des p , on a

nent la forme
dpi

dp _ dU_ _udCl
dt ~~ dqt ' dqf

i

3)
dq{ d II
dt = ’4' dPt .

La méthode de la variation des arbitraires se résume dans un changement
de variables: au lieu de considérer des arbitraires alt... aJn, comme des
constantes dans les équations (2), on les considérera comme des variables
déterminées de telle sorte qu’elles satisfassent aux équations (5). Ainsi les
équations ( 2) peuvent être envisagées à deux points de vue : les quanti-

r
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exprimée en fonction de t el des a. La dérivée partielle ^- deviendra dans

cette nouvelle hypothèse :

da __ da / d?

dît
~~ d*i\d(li

52« 529VARIATION

sont constantes, s’il s’agit de la solution des équations (1), ou du
premier problème ; elles sont variables, s’il s’agit de la solution du se-
cond problème ou des équations (5). Dans les deux cas, les vitesses des coor-

dq .
données, ont les mêmes expressions analytiques, puisque la seconde

équation du système (3) est identique à la seconde équation du système (1),
la fonction O étant indépendante des variables /;.

Difiérentions l’équation (2 ) ; il viendra, en mettant les dérivées partielles
entre parenthèses,

tés a

/dc' ç>n\U/
dada [ (ly2\ + ...++ T-(7 )

fla* \ dqi

et on aüra n équations semblables, pour chaque valeur de l’ indice i.
De même on aurait , en prenant la dérivée partielle de n par rapport

et en observant qu’elle est nulle, puisque a est indépendant de celtea pr
variable,

da / dcco^da / dct\ \ . dn / d«2 \

\d p
~
i ) \dPt )dadup _

ni “

'd*; d\d*A Ë2J + ... + dlln W - =° = (TT d«2« \ dPw dp i ,dt dqi J dt

dxv-\ dPi , ,
<lpt J dt ^ ‘ ^

d<ln dt i

d'\ On aura n équations semblables, qui doivent être identiquement véri-
fiées.

Substituons dans (G ) la valeur de

dPn+ dt 'dPti
da fournie par ( 7 ) :
d(Jidq. dp

Substituons dans (4) les valeurs des ~ et des — , tirées des équations (3) ;

nous pourrons écrire l’équation résultante rous la forme suivante :
/ d»g,AI

d %ç>n \ d q j j
dada / da24 d*z\d(jiF- (£)!*(£)dy + • • • +(G)

dl
L / dz%n\ "1
~
n \ dQi ) J

dada / d<x
^ duAdq*

/ dot \\da / (l yA
\d£l ) \d*1\dgj

2 -h . . . 4-V\ , ( d_% ) dü
dt J \dqi J dPl

<\\ rfH
dl>i J dqi

dxv.\ d\\ dxt.d\_ +d\\ ( lyo

<5) dt + dq>2 J dp±
h ‘ + dqn J dpn

d* Ad\\
dPn / dqn

,

<fflV\da
dPnJdQn

dxv. ^ fd' 2/A ~|
2n V dqn / J

dadQ /d*2h d*2\dqn
dil da / dui

d*l\dÇn
dy^+.dp2 / dq% dpn

\dihJ =sfê[ m d<xv’da daH- dqi + dq^ + • T<lq3
V= l

Cette dernière équation peut se simplifier ; multiplions l’équation (8) par

puis faisons varier i de 1 à n, et ajoutons toutes les équations ainsi
Or les deux premières lignes se réduisent identiquement à zéro ; car si l’on
fait 11=0, le système (3) se réduit au système (I ), lequel est satisfait, par

dy.
hypothèse, en posant a == constante, ou ~0. Donc l’équation (5) se

CIL

simplifie, et donne

dh
formées ; il viendra«s.

danff îeA + d±( dJi\ )
\dpiJ \ </ry, / ^ dut\dpiJ J

da /dy%n
d*ïn\

~
dPi .

(la /dyin
dz»n \ dpo

(la
(10j 0 = dqi(lyl

(0) w-w l )^l
+ +

du
d pJ d q n

d a ’ dotpd*Y.d*, da / dut
du%\dpi

da / du+ ~d ÿ1 [ dp*
+...+i dqidqidqi /

Telle est la condition à laquelle doit satisfaire la variable aA pour que l’é-
quation ( 2) soit une solution du système (3) . On sera ainsi conduit à poser
2n équations différentielles, qu’il restera à intégrer.

Mais on peut donnera ces équations une forme beaucoup plus simple en
exprimant les p et les q en fonction du temps et des arbitraires a, au moyerf
des équations (2). Faisons cette transformation dans la fonction elle sera

~r d*>d«

Nn)
da / du
dzin\dpn

dû / du
^ du»\dpn

da / dui^ dcTi\dpn
2tlS

dq( 1

v=2n tè)])--+- • • • ++
v= i
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Pour cela, il faut et ir suffit qu’en faisant t=t0 di\ns les équations inté-
grales du sytème (1),

331VARIATION
Retranchons l’équation (10) de l’équation (9). Nous aurons pour résultat,

en omettant les parenthèses pour les dérivées des a par rapport aux p et
aux q } — 1 • • • Pi • • • Pnh

Qv = ? (*> <h • • • <ln> Pi • • • Pnh
on ait Pn=Pn Qv = ryv égalités faciles à réaliser en multipliant les équa-
tions (13) par des facteurs constants convenablement choisis. Ces relations
ayant lieu pour t=t0 quand les quantités P,A , QV sont constantes, auront
lieu encore pour t — t0 quand ces mêmes quantités deviennent variables et
qu’elles satisfont aux équations (3). Pour cette valeur particulière du temps-
t,on a donc

(13)

? pq f (\ci^^ Ldu. \dpl dqt ( l9i dîh
(«; X1

tu
V= l

+ t//?s rf </-2 (//'2 + ^ dpn Ilq„ dVn )J"

La quantité entre parenthèses est la somme de déterminants qui figure
dans l’énoncé du théorème de Poisson, somme que nous avons représentée
par ( aA, av). Donc l’équation (11) se réduit simplement à dP

^= 0 pour toute valeur de i différente de /1,dpt
, v = 2n

V dn < ^dt - L et( 12)

^ '

f— L = 1 pour i = /x.v = l

dPiOn sait , par le théorème de Poisson, que, a =const. et a =const. étant
deux intégrales du système (1), la fonction (a A av ) est indépendante du
temps t ; de sorte que, dans le système des 2?i équations (12) qui définissent
la variation des arbitraires, les seconds membres ne contiennent que les
arbitraires elles-mêmes, à l’exclusion de la variable L

174. On peut encore simplifier les 2n équations (12), et les ramener à la
forme canonique, c’est-à-dire réduire leurs seconds membres à un terme
irfiYjue, de la forme ± Il suffit pour cela de faire un choix convenable
d’arbitraires.

dQv
De même est nul pour i différent de v, et égal à l’unité pour / ~ v.dq.

dP
* tfOv , , J „-T-!- et -T sont nuis pour toute valeur de i . Doncdq. dPiEnfin

P' .v- { pP-% p+ . . . + pp
* V dpi dqi dqt dpi dpn dqn

dJj.d0V

dqn dpn

est identiquement nul si y.etv sont différents, car chaque terme du déve-
loppement renferme un facteur nul. Mais il en est autrement si p.=v ; car

dP dQA1

i~r (lu* est égal à l’unité, et

Observons d’abord que, par suite de la définition delà fonction (%, av ) ,on a (x
^
, av )= — («v, oj • la permutation des deux fonctions que l’on

combine a pour effet de changer de signe la fonction résultante. Comme pre-mière conséquence, on voit que (V.^ av ) — 0 quand v = y., de sorte que la
A . . , dndenvee

alors le développement contient le terme

tous les autres termes sont égaux à zéro. On a donc (P
^

Q,J = +1, et par
suite (0^ PJJl)= — 1, ce qu’on pourrait d’ailleurs reconnaître directe-
ment. Ces égalités sont vraies pour t=t0 ; mais, comme la fonction av )
est indépendante du temps, elles sont vraies pour toute valeur du temps t si
elles sont vérifiées pour l’une d’elles. Grâce à ce choix spécial d’arbitraires,
le second membre des équations (12) se réduit à un seul terme, et ces 2it

équations prennent la forme canonique

dp,d%

a pour coefficient 0, et n’entre pas dans l’équation ( 7).
Cela posé, prenons pour arbitraires a des quantités

Pn P2, • • • P
Di» 0ü > • . . Qw,

dV dntelles, que pour une même valeur particulière, t=t0,dn temps, on ait
Pi = Pi, 1>* = P
9i = Qi. 9a = 0„

:
<«v(14) dl *

• * Pn= P«
• • 9n “ U/s*

dn2» *

dt
: dvj

T
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Cela posé, nous regarderons encore les équations (*2) et (3), au nombre
de 2n, comme les intégrales du système des 2n équations (4 ), en y consi-
dérant les arbitraires a et P comme de nouvelles variables. Cherchons

différentielles ces nouvelles variables doivent satis-

différentions et divisons par dt les équations (2) et (5) ; ce qui

MÉTHODE
qui se d éduit des équations (1) en y changeant les;?, les 7 et la fonction 11
en P, Q et — O.

On aura par conséquent le choix entre la forme (12) et la forme (14).
Dans les deux cas, si les dérivées, ^ , de la fonction perturbatrice ont de

d%
ttrès petites valeurs, les vitesses des arbitraires variables seront très-

pelitesr et les arbitraires elles-mêmes pourront être développées en séries
convergentes.

352

à quelles équations
faire.

Pour cela
donne

V *s àqt y #S
2J dq.dq. dt + dqfd^ dt
j=i 1 n=l

)=dPt æ-s
(5) dt ~ dïdq(

+

d?.dss ,
1
o rf-s ‘tyj , ' y ^ d— t L- = 0.

r/ a (Û r 2a dct ,dq dt 2a dajlct ,x dt dt
t* — 1

APPLICATION DE LA M ÉTHODE DE JACOBI AU PROBLÈME DE LA VARIATION
DES ARBITP, AIRES. (G )

j = 1

Dans les 2w équations ainsi formées, et dans celles qu'on en déduira , les
indices i et v sont des indices constants pour une même équation, et va-
riables d’une équation à l'autre ; tandis que les indices j et u. sont relatifs

sommations indiquées, et reçoivent dans chaque équation toutes les
valeurs entières de 1 à n.

Nous

leurs valeurs tirées de (4), ce qui donnera des équations qu'on peut écrire
de la manière suivante:

175. Les équations canoniques du mouvement, abstraction faite des per-tm bâtions, sont
dp ( I IIi( i )
dt dqt

auxdej d I Ii
clt dp

Supposons ces 2n équations intégrées par la méthode de Jacobi. Nous
rons déterminé une fonction S du temps /, des n coordonnées q et de n
arbitraires a,, a2...a„, telle que les 2n intégrales des équations ( 1) soient
données par les équations

dqdp et les -77 parremplacerons dans les équations (5) et (G) , les -jt dt
ail—

j =n
c/2S d IId*S + 2d\\dS dq .dq3

dp3dtdqi+' (2 ) p‘= dï;
„ rfSh ~<

dq J = 1i
(V j = n ix = n

— 2a dqfiq dp, i ^< = i 33 u = l

c/Q
d°-S d* y.

dqidzp dt
+ j

(3)

Pour passer aux équations différentielles du mouvement troublé, il suffitd'ajouter à la fonction U la fonction des nouvelles forces O, ce qui revient àremplacer dans les équations (1) II par II — n. En général Q ne contientavec le temps t que les variables q. Mais, dans certaines problèmes, dansceux ou les mouvements s’effectuent dans un milieu résistant, ou dans ceuxoù il s'agit d'un mouvement relatif rapporté à des axes doués d ’ un mouve -ment de rotation, la fonction n peut contenir encore les vitesses p. Nousferons celte hypothèse, et les équations du mouvement troublé prendrontla forme

j=d*S y d*S dU
v 1dt ‘ 2a d* dq,dp,

j = i 11

_Jy dq

2a dujlq. dp + 2a
) = 1 (X =1

= 0.(8)
d*s '\_5.

dxdx,k dt dt

La première ligne de l’équation (7),considérée à part, correspondra à l’hy-
pothèse n =z 0 avec == constante, c’est-à-dire à la solution des équations
(1) ; et comme l’équation ( 2) satisfait alors aces équations, la première
ligne de l’équation (7) forme une égalité qui est identiquement vérifiée. La
seconde ligne forme donc une nouvelle équation, à laquelle l«s nouvelles va-
riables a doivent satisfaire quand on admet l’action des nouvelles forces a

dp d\\ c/n
dt (lqt dq *

iw
d(Ji d\\ do.— H— r~dt dpi dpi
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équivaudra aux n équations (9) et aux n équations ( 10) . Or le résullat
peut se mettre sous la forme suivante, en intervertissant l’ordre des som-
mations :

M ÉTHODE
De même l'équation (8) se réduit à une identité quand on y fait n=0 et

Pv =constante; et par suite la première ligne est identiquement nulle. La
seconde forme une équation, qui définit la variation des arbitraires. On
obtient ainsi les équations

334

dS, JS
n d -j— v = n d -,—A ~ r' dp

jLi dt '

i = dcc „

S9i +j = n
Y' J*S dù
jLi dqdq dp’

j = i

j i = «_ d K _ v
dt 2*

j = i

au nombre de 2n, qui renferment la solution du problème du mouvementtroublé. Il reste à simplifier ces équations : on y parvient par une mé-
thode qu'il est utile d’indiquer ici, parce quelle est susceptible de nombreu-ses applications.

En général, si x, y , z , . . . sont autant de variables indépendantes qu'onvoudra , et A , H , C, . . . A', D', G', . . . deux groupes de fonctions données deces variables, chacun des deux groupes contenant le même nombre defonctions, l’équation générale
\Sx -h BSy 4- CSz = A'o'z 4- B% + C\'Sz 4- . . .

d*S Q

dqfiy.^ dt dq{ ^
11

i
\ d*S

J«vJcc dt

v-= <"> 2 5 2
V.= l

d(li1(9)
7 = 1i = i

H = 1
, JSd -,-d(Jj

. JS
n d ~rr )i•/ — n» = « j = « / < =-2 £>+2 £ ( 2

i = i 1 J = » \ < =

j-s Ja
dxdq. dP -1(1 0) *9i +S

7 = 1
'î«vJ«vJ^i|A = l

dx
P., la variationOn retrouve dans cette équation, comme coefficient de __j

totale de 4— , ou de p* ; et comme coefficient de la variation totale de
d% ‘ “ Pf

— , ou de pj ; l’équation (1 1) devient donc :

2$K-2$*.-2$**+2£*7=1 < = 1 ) = t J

Elle se simplifie encore si l’on remarque que les sommes sont alors sépa-
rées les unes des autres, et que les indices p., v , i , j , doivent recevoir chacun
toutes les valeurs entières de 1 à n ; la distinction des indices est donc sans
aucune utilité, et l’on peut écrire par conséquent l’équation sous la forme

^ l /cV

<l (Jj
j = ni = n

a = l

dans laquelle Sx, Sy , Sz , . . . sont des variations arbitraires, entraîne leséquations
A = A', B = B',

et réciproquement. Si l'on change de variables, et qu’on exprime x , y , 2 , .. .fonction de nouvelles variables en rîombre égal l , n , Ç , . . . les Sx , Sy ,Sz , . . . pourront s'exprimer de même par des fonctions de S$ , Sri ,quation unique

C =C' ,

dAsdt ** j =1 -w A-et l’é- dPj
^= 1

observant que le second membre n’est autre chose que la va-Mc|4- Nü>J 4- Pÿç4- . . . =M'SI 4- N'Sr,4- P'£ç 4- . .
que l'on déduit de l’équation proposée, entra înera , comme celle-ci, la séried’équations

ou encore, en
riation totate Sn, et en multipliant par dt ,

• y

[J.=11

(JeCp SPp — dPp SaJ = dt $Q.
n = l

Cette équation très simple lient lieu des 2« équations ( 9) et (10) , et permet
d’opérer immédiatement le changement de variables. Au lieu de considé -
rern comme une fonction des p et des q , nous pouvons l’exprimer par une
fonction des a et des P, qui sont liés aux p et aux q par les 2n équations (2)
et (3) . Nous aurons alors

=Ê*“ + • • • + + • ' •+ (ïfn

A =r A', B = B', G = C', (12)
Nous considérons dans les équations (9) et (10) les a et les q comme desvariables indépendantes, et les quantités P et p comme des fonctions des qet des a, déduites des relations (2) et (3) ; la différentiation donnera v .les Sp et les S[i en fonction des Sq et des Sx qui resteront arbitraires,posé, multiplions 1 équation (9) par Sq . et l’équation (10) par Sxw\ après '

quoi, nous donnerons à l ’ indice i les n valeurs qu’il peut avoir, et nous fe -rons de même pour l’indice v ; 1

ainsi préparées. L’équation finale,

ensuite
Cela

enfin nous ajouterons les 2n équations
où les Sx et Sq restent arbitraires, T SBd£l

rU‘
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Remplaçons Sa par cette valeur dans l’équation (12), puis égalons les
coefficients des <$,3 et des Sa. de même indice , nous obtiendrons les 2n équa-
tions différentielles de la variation des arbitraires sous la forme cano-
nique :

DE JACOBI. 337

SOLUTION APPROXIMATIVE DU PROBLÈME DU MOUVEMENT TROUBLÉ.

(la 177. Les équations exactes du mouvement des planètes autour du soleil,
ou des satellites autour de la planète principale, sont(13) /dt da..1

dh <la

c’est-à-dire sous une forme analogue à celle des équations (1), qui appar-
tiennent au mouvement non troublé.

dt drX fflX da
di'- j’j

d*y . fry _ da
dt* ^ r5 dy *

"a ^ î-5 dzdt 2

R LM ARQUE SUR LA METHODE DE JACOBI. On commencera par négliger la fonction perturbatrice, O, ce qui réduit les
équations aux termes correspondants au mouvement elliptique :

d*x . ffxx _
dt* ^ r3 u»

, fny _
0

(U* 1 î* “

176. La méthode de Jacobi , exposée dans les deux premiers chapitres
de ce livre, suppose l’existence de la fonction des forces U ; en d'autres
termes, elle suppose que la somme ( XSx -b Y*y -f- ZSz ... ) est

différentielle exacte, le temps t étant regardé dans cette fonction
une constante.

Les autres méthodes, celle de Lagrange par exemple, emploient les
dU dU
d z’ d y'

tence d’une fonction U. Car alors ÆU représente simplement la
d\j

<*°)\ ( XSx -\-YSy -4- . . .), et ~ , le coefficient X de la variation Sx dans

une

comme d* z ^ = o.dt* r5

notations £U, Nous connaissons (§ 142) la solution de ce problème ; elle consiste à ex-
primer x , y, z en fonction du temps t et de six constantes, soit les con-
stantes canoniques fournies par la méthode de Jacobi, soit les constantes
usuelles qui se déduisent des premières, et qui sont la longitude du nœ
Y inclinaison de l'orbite , la longitude du périhélie, le grand axe, Yexcentri-
cilé et enfin la longitude de l' époque.

Pour chacun des corps du système planétaire, on pourra déterminer ces
six arbitraires, qui restent constantes tant que le mouvement n’est pas
troublé, mais qui deviennent variables dès qu'on veut tenir compte des per-
turbations.

La plupart du temps, la fonction perturbatrice a est très petite, et peut

se mettre sous la forme en', e étant un nombre très petit, et a' une fonc-
tion qui ne croî t pas indéfiniment. Lorsqu’il est permis de négliger les

termes qui contiennent en facteur e2, auquel cas on dit qu’on néglige le
carré des forces perturbatrices, l’approximation du mouvement troublé se
fait avec une très grande facilité. Supposons que l’on ait employé des arbi-
traires quelconques ; les variations de ces arbitraires seront données par des
équations de la forme

. mais sans supposer nécessairement l’exis-
somme

cette même somme. C’est seulement quand on pose l’équation aux diffé-
rences partielles en S que l’on voit intervenir explicitement la fonction U,
dégagée de tout signe de dérivation ou de variation.

Maison doit remarquer que la méthode de Jacobi, pas plus que celle de
Lagrange, ne suppose l’existence analytique de la fonction a ; car cette fonc-
tion entre seulement sous les signes de la variation Sa, ou des dérivations
partielles et ces symboles sont susceptibles d’une interprétation

s

J
li

semblable, déduite de l’identité

. da , , (/n „ , da daoQ „

_
6ai +

_
+ . . . + __

ih+ ^ + . . .
: i

da da da
w = (v “ *) + (V “*)Si + • • • + (V “ ») âr-

V. — MÉC. COLLIGXOX. 22

f
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variations des arbitraires sont définies par le groupe de six équations cano-
niques :

539

do do. seront de l’ordre de grandeur du facteur e.Les fonctions do.{ dy.%

Quant aux arbitraires a, elles se réduisent à une partie constante a' quand d n _ d o
di d/i ’

dG __ da
dt dg *

= — — (L'i ~ _ (ln (!l -dt dit ’ dt dG' dt dG ’

dG __ dO
dt ~ de 9

0 = 0 ; donc on peut les regarder comme égales à cette partie constante a',
augmentée d’une partie variable £a', de l’ordre de grandeur de e. La vitesse

diï ctS
d /i dO

(h. t , qui est elle- même de l’ordreü de l’arbitraire a se réduit donc à
dt *

de e. De même les fonctions (a

(a'a , a'. ) des parties constantes, augmentée d’une partie variable de l’ordre

dt
qu’on peut écrire d’une autre manière, sous forme symbolique (§ 175),

dl\dh — dhSII -j- dGSg — dgoG -{- dGcc — dcSG = cltoO.
avj peuvent s’exprimer par la fonction

(2)
dO

de grandeur de e ; dans le produit (au ? av) on pourra négliger cette
V

Dans ces équations, o est exprimée en fonction des coordonnées de la
planète dont on étudie le mouvement, et des coordonnées de toutes les
autres planètes qui altèrent le mouvement de la première ; les coordonnées
de la planète s’expriment en fonction du temps et des éléments elliptiques,
soit des éléments canoniques, soit des éléments usuels, par des formules
où le temps n’entre jamais en dehors des signes sinus et cosinus. La fonc-
tion O ne contient donc que des termes périodiques. Mais nous allons voir
qu’il n’en est pas de même de toutes ses dérivées partielles. Le temps
n’entre dans les équations du mouvement elliptique que joint à la con-
stante c, dans l’équation --= t - j- c. Les dérivées partielles

dO
correction du coefficient qui, multipliée par — , serait de l’ordre dee*. On

trouvera donc la variation de l’arbitraire par l’équation

d-w = K> «'OS+ (“ V.«'*)£+ • • + £’

dans laquelle le coefficient de chaque terme est réduit à sa partie constante,
et enfin on en tirera do do do

ST dh’ 35'
s’obtiendront sans faire sortir le temps t des signes trigonométriques,

de sorte que ces dérivées partielles restent encore périodiques. Pour étu-
dier à ce point de vue la forme des deux dernières dérivées partielles, dyair
geons de variables, et posons / = n (t + c), n représentant le moyen mou-~

» et l Y anomalie moyenne de la planète ; cette transforma-
tion nous permet de remplacer par une lettre unique la somme t -}- c du
temps et de la variable c. Au système des arbitraires

dO
V=1

expression qui a un sens parfaitement défini, dès que la fonction o est ex-
<f?ïmée en fonction du temps4 et des arbitraires a, réduites toutes,

cette première approximation , à leurs valeurs moyennes a'. Lapour
méthode consiste à admettre que, pendant un certain intervalle de temps,
les corps tremblants et le corps troublé suivent rigoureusement les lois de
leur mouvement elliptique, et à en déduire d’une manière approchée les

variations des éléments elliptiques relatifs au corps troublé seul.

( — 2 C) Ivement

II, h, G , g, G, c,
nous substituons donc le systèmeDÉVELOPPEMENT DE LA MÉTHODE DE JACOBI EN TENANT COMPTE DE LA VARIATION

DES ARBITRAIRES. II, h, G, g, C, /.
Cela posé, prenons les dérivées de o par rapport à c d’abord, puis par rap-
port à G ; nous aurons

178. L’intégration des équations du mouvement elliptique, par la
méthode de Jacobi, introduit dans le calcul six constantes canoniques, dis-
tribuées en deux groupes de trois chacun, savoir les constantes II, G et G, qui
correspondent aux a de la théorie générale, et les constantes h, g , c, qui
correspondent aux p. Ces quantités restent constantes tant qu’il s’agit du
mouvement elliptique ; elles deviennent variables quand on passe au mou-
vement troublé, ou qu’on tient compte de la fonction perturbatrice o. Lez

T dO — «Û dl -.
de “ dl de dl X U > *

dO

dO
de sorte que ^ ne contient pas non plus le temps en dehors des signes
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Doncdû
sinus et cosinus. Mais il en est autrement de -j-y - Observons en effet que û

cli,
exprimée dans le nouveau système de variables contient C explicitement
d’abord , et implicitement dans l. Désignons par des parenthèses les déri-
vées prises dans ce nouveau système ; il viendra

dO\ dl
dl ) dC*

IdCoc — dcàC = - [dCSl — [ dl — ndf )dCJ,

et substituant dans (2) , on obtient l’équation transformée

(7) dlWi — dhsn+ dGSg — dgSG + - [dCSl — {dl — ndl ) ôCJ = dtiù.
11

Cette équation représente à la fois les quatre premières équations (1), et à la
place des deux dernières, les équations

dodo. +dC ” VdC
Mais

(— 2C) 2
(Hc).I = n [t 4- c ) — /> dC dO

di — " di’Donc
i dl dOdl 3(-2C) 2 — n — w "TT *dC

Le temps ne sort plus alors des signes sinus et cosinus, mais la vitesse --
dl

n’est plus de l’ordre de petitesse des forces perturbatrices, puisqu’elle
tient un terme n , indépendant des dérivées partielles de la fonction O.

179. On peut employer deux procédés pour tourner cette difficulté.
Le premier consiste à poser

(t -j- c), dldC ~~ fl*
et enfin

i
5,-2C” (S l'-M.dO /dû \

dC “ \dC / con-
de sorte que dans l’une des équations (1 ) , la dernière, le temps figure en
dehors des signes sinus et cosinus, ce que les astronomes expriment en
disant qu’il figure en arc de cercle. De là un inconvénient grave au point
de vue des approximations. On peut, il est vrai, éviter cet inconvénient en
substiluantl’arbitraire / à l’arbitraire canonique c. Mais la substitution laisse
encore subsister une difficulté. Remplaçons dans l’équation symbolique (2)
les arbitraires C et c par les nouvelles arbitraires C et l. Pour cela différen-
tions par la caractéristique d, c’est-à-dire en faisant varier le temps /, puis

^far la caractéristique £, c’est-à-dire sans faire varier le temps, l’équation

l= n [t+ c),
qui lie la nouvelle variable aux anciennes : il vient

dl = dn ( / 4- c) 4- n [ dt 4- de) ,
SI §n [t 4- c ) 4- n$c.

On a d’ailleurs, puisque n est fonction deC seul,

dp _
dt “ n(9 )

et
(10) / = /> 4- y,

en appelant p et 7 deux nouvelles variables. On en déduit en effet
dl dp dy dv
dt ~ dt + dt ~ " + dt’(3)

et substituant dans la seconde des équations (8), on obtient à la place de
cette équation

W dy _
dt ~ 11 dC '

dO
(11)

saris terme indépendant des forces perturbatrices.
La variable 7 étant définie par celte équation, il reste à trouver p par

l’équation (9). Or de l’équation
dn dC,dn= dC

(5) dn 3
SC .on = d C

Multipliant la première des équations (4) par £C, la seconde par c/C, et re-
tranchant , puis observant que le premier terme du second membre se
réduit identiquement à zéro en vertu des équations (5), il vient

dlSC SldC = n [dtoC 4- dcSG dCSc) ,

on tire, en différentiant et en ayant égard à la première des équations ( M

dn _ (— 2C) ^ dC _
° /> dt -

dû
fH- dl

5Mdt ~
(6 )
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L’équation (9) nous donnant
J

SUITE DU CALCUL DANS LE CAS DU MOUVEMENT D’ UNE PLANETE.dn d“ p
dt — dt*' i 41 .

181. Nous supposerons ici qu’il s’agisse du mouvement d’une planète,
et nous prendrons pour équations de la variation des arbitraires le
groupeJ

w
p sera déterminé par la double quadrature de l’équation différentielle du
second ordre

d II da dG da
dt dg

(la dg _ dû
dt dû * dt

~~ ~ ~
c/G '

A ce groupe joignons les deux équations

l=n(t+c)= p+ f et jt = n-
On ne conservera pas dans la suite du calcul les arbitraires canoniques
II, h, G, g , C,... mais on y introduira les arbitraires usuelles , qui sont ex-
primables en fonction des premières. Nous en rappellerons ici le tableau.

Soit XOY1eplati fixe ou plan de l’écliptique ;
OX la droite fixe, dirigée vers l’équinoxe de
printemps ; NU le plan de l’orbite ; les arbi-
traires usuelles seront :

1° La longitude du nœ ud ascendant ,ô=AON;
l’angle ô varie de 0 à 2;r, dans le sens de OX
vers OY.

2° l 'inclinaison de l'orbite , 9, est l’angle
RNR'.

5° La longitude du périhélie , vrt est la somme
des angles AON+NOP,et définit1 orientation delà trajectoire dans son plan ;

4° L excentricité de l orbite, e , détermine la forme de l’orbite ;
5° Le demi grand axe, a , en détermine la grandeur.
0° Enfin 1 époque , e, c est-à-dire la longitude moyenne de l' époque, est la

valeur de la longitude moyenne de la planète pour t= 0. Ces six arbitraires
sont liées aux arbitraires canoniques par les équations:

6 = h,

d C c/n
dt 11

dy '
C/y
dt “ 11 c/G *

dt dk ’y/— 2G da
/V ^l

180. Une autre méthode, due à Delaunay, consiste à remplacer les ar-
bitraires canoniques conjuguées C et c par deux nouvelles arbitraires,
L et l , également conjuguées. L’arbitraire l a déjà été définie. Pour l’arbi-
traire L, Delaunay pose

££ =
_

5fl(1 2) Cl )dt* dh da

(2)

(13)
V/- 2C

On en déduit , en différentiant par d , puis par

d C

*- c/ C = — >
£ ndl=

(~ 2C)S
oC

J
11

et la substitution dans (7) de dC=ndl et £C == n$L nous donne

c/Ho/c — dhS II + dGSg — dgSG + (dUl — ditL)
= c/ / ( <5Q — SC ) = dtàa' ,

en posant encore

/Va' =a — c = û +W 2L*

Ce changement de variables, et l’altération correspondante de la fonction
perturbatrice, ramènent donc les équations du mouvement à la forme cano-
nique, sans faire paraî tre le temps en dehors des signes trigonométriques.

La première méthode est généralement suivie pour l’étude analytique du
mouvement des planètes. La seconde réussit dans la théorie du mouvement
de la lune, problème qui présente des difficultés particulières, à cause de
la grandeur de la masse du corps troublant, le soleil.

IIcos 9 =
^ = h + g,

(3) - . . 2CG2
e =, + 7v’

/>
2C ’

e = V + cr = y + /* 4- <7 ;
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variables. Substituant les valeurs des différentielles données par ( 7), on a
_

A ^__ A
(l(!

d /i “ ’ d/i ~ '

MOUVEMENT DE TRANSLATION

et inversement on aurait , en exprimant les arbitraires canoniques en fonc-
tion des arbitraires usuelles :

5*14 545

didadO
d/i d /i-77 - 0,

dh ~~ ]
} dhkm Q,

g — T3 — 0,\ Donc enfin4 da do. (lOb ++c = — dh \dO dm2a( 4)
On forme ainsi le tableau suivant :G = \Jf [Jd (I 6‘2) ,

II = cos y\! f[ j.a (1 — e-) i

y = e — TJ.

A ces équations on joint encore les deux suivantes qui définissent le moyen
mouvement nt et la durée T de la révolution :

r/nr/n + + de )'dh “

r/nr/n va
r/II fjxy/i — e' siny \d? / ’
r/n _

' dg ‘ +
(8)

« =
na\J\ — e2 / r/nr/n vacos ?(5) 7iT = 271.b r/G " de l — e2 sin?-

r/n
Nous avons enfin, en vertu de la troisième loi de Kepler,

tfa?= f/X ,
équation qui nous permettra de ramener à la première puissance le fac-
teur (x dans toutes les équations qui suivront.

Différentions les équations (5) , puis remplaçons dans les équations ré-
sultantes les éléments canoniques par leurs valeurs en fonction des élé-
ments usuels, déduites des équations (4) . Il viendra le groupe

. dO = dhy

dy =

dy ~

a (1 — 6'2)r/n(6) 4-r/C f )x \da ffJ.C
S Divisons ensuite par dt les six équations ( 7 ) , remplaçons les rapports

— , par leurs valeurs données par les équations M ) ,dh d\\

puis substituons à ces dérivées partielles leurs valeurs en fonction des nou-
velles dérivées , fournies par les relations ( 7 ) . On obtient en définitive le
tableau (9), où le changement de variables est entièrement opéré : <01\

nacos? va dO r/ndllr/G — va
fix\j\ — ël sin?

dm = dh dg }

fix\j1 — e* sin? dt fix \J\ — e* sin y \d? /

dy
Tt ~~ — na

(? ) va y/t — e2 /Jut y/1 — c2sin ?
na (1 — cos 9)

ftx\J\ — c2 sin y

a (1 — e2)de = r/C — r/G,
be KS) + (£)]•

fH.e i2n2
da — — r/G,

/ /* •

de = dy 4- dh -f- dg.
Ces équations nous serviront à former les valeurs des dérivées partielles

r/n r/n
dh’ rTïï •

usuels. On a en effet, par exemple, l'identité

r/n _ /r/n \ do_
d /i \d0 ) dh

les dérivées entre parenthèses étant celles qui correspondent aux nouvelles

clm na\J\ — e*
dt “

na [1 — cos?) fdù\
fa y/ï — e2 sin y W? /

na\J\ — e2 /dO\ (1 — e2) — na\J\ — e* /r/n \
fg.e \3ô/ ^ ~

b
~
e \d s )’

da 2rr2/i / r/n \
~dl )'

na v/1 — e2 — «« (1 — e2) / r/n

(0)
r/e
dt

. , figurant dans les équations (1), en fonction des éléments

1 dt b
d -clO \ r/cr

r/cr / r//r
def,J.Cdt4-

dh ^ • • »
nrz ( l — cos ?) /r/n \

/> y/l — e2 sin ? W? /

2na* f dO.
TîT +b \da
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Pour faire usage de ces équations, on remplacera la fonction n par la valeur Donc

*Ro. i5n da
2a dt

dn - c W» 4= — 5an* —û “ f ^ u (11) dtdt y

somme dans laquellem . est la masse d’une des planètes troublantes, et
It0 . la fonction

Les six équations (10) et l’équation (11) ne conliennent plus f et renferment
Tïltoutes le rapport — . Si ce rapport est très petit, ce qui arrive dans la

P*

théorie des planètes, et si l'on se borne pour l'intégration aux termes con-
tenant les premières puissances des rapports

aucune difficulté.
182. Lorsqu’on substitue dans R0 , les valeurs des coordonnées en fonc-

tion des longitudes moyennes des planètes, la fonction R0 se développe en
une série de la forme

x*i -\- y])i -f **i1Ro, i — ~
Po,i

qui dépend des positions relatives de la planète troublante par rapport au
soleil et à la planète troublée. Pour simplifier, on peut se borner à consi-
dérer un seul corps troublant, celui qui a le numéro 1, par exemple, les
autres pouvant être sous-entendus dans les sommes. Alors les équations ( 9 ),
dans lesquelles on remplace ci par />?i1 R
parenthèses, devenues inutiles :

, l’intégration ne présente

deviennent, en omettant lesOïl*

Ro t = A -f- V Beos tt / 4- i' I'+b' ),

A étant un terme qui dépend seulement des éléments elliptiques de la pla-
nète, B et b des constantes, / et 1' les longitudes moyennes, nt -f- e et
n't + d , des deux planètes, et i et i deux nombres positifs, qui peuvent être
nuis, et qui prennent toutes les valeurs entières de 0 à l'infini. La varia-
tion d’une arbitraire quelconque , a , sera donnée de même par une
équation de la forme

i.
r/Rdû na o, i

\J\ — c1 sin? y d?»

nii ^o,i

y/l — e2 sin p y do

Mfltaug J

dt

dy na
dt “ A

d\,‘2 mi

chy/l
_ e»- y

du.— =A' +2]B'cos(i7 4- i7/'4-

A',B' et b' étant d’autres constantes, et i et i' recevant encore toutes les va-%
leurs entières et positives de 0 à o© .

Réduisons dans cette expression tous les éléments elliptiques à leur partie
constante ; A' deviendra une constante, et l’intégration donnera

a = (a) 4~ A'/ 4“ B'cos ( il -+ il' 4- b' ) dt ,

en appelant (a) la valeur constante qu’aurait a dans le mouvement non
troublé. Or soit n le moyen mouvement et l la longitude moyenne de la
planète dont on étudie le mouvement, ti le moyen mouvement et /' la
longitude moyenne de l’autre planète ; on aura

«atang| jn_ 2 m, aiV
y/l — e2 y d?

drx na y/l — e2 ?nl dR0> l
y. de-

dê na y/l — e2 ^0> l

y. du

dt c

nac y/l — e1

TiT~ *dt c 14- y/l — c2 y

d Rda m.
¥ = 2Ax 7

0.1

(lay

?nalBn** mt d\t
y/l — e* y d?

y/l — e2 ml ^0,171ae
1 4- y/l — e2 y de

A ce tableau
devient

il faut joindre la seconde des équations (2), qui, différentiel,
d2 p dn
dt2 dt

r , i j/ sin (// 4"W 4- b' )

J cos ( il 4- il' + b' ) dt = — »

en observant qu’on a identiquement dl = ndt et di = n'dt . Donc
y

Qr l’équation (G) nous donne B'
« = («) + A't + XiH + i’n sin ( il 4-ü 4- 1/ ).3ndn= — — (la.2a

X
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d'où Ton déduit en intégrant ,

« = («) + 2 j 2] i

La correction de la valeur elliptique (a) comprend donc des termes de
diverses natures : l’un A' t , qui croît proportionnellement au temps, consti-
tue Y iné galité séculaire de l’élément a ; les autres contiennent implicite-
ment le temps, mais sous les signes trigonométriques, et chacun constitue
pour l’arbitraire a une inégalité périodique dépendant de la configuration
des planètes.

Ces expressions doivent être convenablement interprétées . Une inégalité
séculaire est celle qui dépend des éléments elliptiques de la planète ; elle
semble croître indéfiniment avec le temps, mais cette augmentation indé-
finie peut n’être qu'apparente ; en effet , le terme A’ t peut être le premier
terme d'une série, et la substitution de A’ t à cette série peut entra îner une
erreur , qui grandit de plus en plus à mesure que le temps t s’accroît. C’est ce
qui arriverait , par exemple, si la formule rigoureuse renfermait sinA't à la

A'313
lxkix 3

i n
. , r— , cos (il 4- i'V -H a).
in + i'n ' '

On aurait de même43
//. *** m -\~ ifn'

Les éléments a et n ne diffèrent donc de leurs valeurs moyennes (a ) et ( n) q
de quantités périodiques. Abstraction faite de cette correction , qui tantôt
s'ajoute, tantôt se retranche, le grand axe et le moyen mouvement res-
tent constants . Tel est le théorème de Laplace , établi en n’admettant dans les
équations du mouvement que les termes du premier degré par rapport aux
masses perturbatrices ; ce théorème, d'une importance capitale au point
de vue de la stabilité du système solaire, subsiste encore, ainsi que Poisson
l ’a fait voir, quand on pousse l’approximation jusqu’aux termes du second
degré.

Il semble que l'accélération du moyen mouvement de la lune soit
tradiction avec le théorème de Laplace sur l ’ invariabilité des moyens
vements. Cette contradiction n’est qu’apparente. ‘En réalité, le moyen
mouvement de la lune est invariable, abstraction faite des oscillations
périodiques qu'il subit ; mais l'époque, e , est affectée de plusieurs inégalités
séculaires, de sorte que si l'on appelle / la longitude de la lune , dé-
pouillée de tous les termes contenant le temps sous les signes sinus et co-
sinus, on aura pour cette quantité une équation de la forme

cos [ il -f - i'/'+a).

ne

4- Ainsiplace de A't , premier terme de la série K't —
les inégalités dites séculaires peuvent être périodiques, et il en est notam-
ment ainsi pour des inclinaisons et des excentricités. Par contre, une iné-
galité périodique peut avoir une très longue période ; cela arrive aux termes
du développement pour lesquels le dénominateur in 4- i'n' est très petit en
valeur absolue.

«
en con-

mou -

4
INVARIABILITÉ DES GRANDS AXES ET DES MOYENS MOUVEMENTS.

485. Les variations du grand axe et du moyen mouvement sont définies
ftr la cinquième des équations ( 10) et par l’équation (11) : l =— nt 4* c 4~ ai 4~

1
ai et fit - étant les deux inégalités principales qui s’ajoutent au terme e.

Au lieu d’écrire ainsi cette équation, on a l'habitude de la ramener à la
formet= 3Ax Î!^,

dt /x di
d\i l=N* 4-dn— — — oan2 — en faisantdt d -P

N — « 4- « 4~ j3f,

et en laissant l' époque constante . On considère alors le facteur N comme le
moyen mouvement , et on voit qu’il renferme une inégahtc4séculaire, fit .
C'est à ce terme qu’on donne le nom d' équation séculaire de la lune. Il
varie du reste avec une extrême lenteur, environ 11 secondes par siècle.
Laplace a fait voir que ce phénomène était lié à la diminution progres-
sive de l’excentricité de l’orbite terrestre. Depuis , Delaunay a reconnu dans
le ralentissement du mouvement de rotation propre de la terre une se-
conde cause qui contribue à altérer d’une manière apparente ce moyen
mouvement N.

Dans ces équations, il n’entre que la dérivée de la fonction R0M par rap-
port à l’époque e ; mais e n'entre que dans la longitude moyenne / , et
ne figure pas dans le terme A de la valeur de Rou ; on aura donc, en déri-
vant par rapport à e une équation de la forme :

<*Ro, i = — Y tBsin (i7 4- '̂4- a),di

dlen observant que / = nt 4- e, ce qui donne = i .

Donc
da = — 2a-n — V i‘Bsin (i/ 4“ i' I* 4“ «) >

[Xat

t



G ÉN ÉRALITÉS.
Ce dernier développement , qui comprend le premier comme cas parti-

culier lorsque Ro= 0, trouve son application dans une foule de problèmes
de la mécanique céleste.

185. Nous en donnerons un exemple simple.
On a vu plus haut que Y anomalie moyenne £ s’exprime en fonction de

Yanomalie excentrique u par l’équation de Kepler

551

P
CHAPITRE IV

Ç = u — e sin u,
D É V E L O P P E M E N T S E N S É R I E

dans laquelle e désigne Y excentricité de l'orbite.
On peut rattacher ces deux variables £ et u, à deux autres variables z

et s, en posant les équations

z —
GÉNÉRALITÉS.

et

184- . Lorsqu' une fonction f ( z ) d'une variable z , réelle ou imaginairefreste continue pour toutes les valeurs de z dont le module ne dépasse pas
limite H donnée , celte fonction est développable en série convergente, or-

donnée suivant les exposants entiers croissants de z. Le développement est
fourni par la série de Mac-Laurin. Ce théorème a été démontré par Cau-
chy, qui l’a rattaché à la théorie des intégrales définies prises entre des
limites imaginaires.

M . le commandant Laurent l’a généralisé sous cette forme :
Lorsqu'une fonction f [ z ) d'une variable z , réelle ou imaginaire , reste con-tinue pour toutes les valeurs de z dont le module est compris entre deuxlimites données Ho et R, la fonction est développable suivant une double sérieconvergente, ordonnée suivant les exposants entiers , positifs et négatifs, dela variable.
Ainsi , dans le premier cas, si la fonction reste finie et continue pour

toutes les valeurs de 2 satisfaisant à l’inégalité mod (z ) < R, la fonction f { z )sera développable en série convergente par la formule

le nombre e désignant ici la base des logarithmes népériens. On n’emploie
pas la lettre e pour représenter cette base, pour qu’il 11’ y ait pas de con-
fusion possible avec l’excentricité

A la relation entre u et K nous pouvons substituer une relation équiva-
lente entre z et s.

Observons que, si s= iuv-ri
9 s est égal à cosw + v^— 1 sin a, et par

conséquent

une

1 — y/— lsinM = £
U ^ i

‘- = cos u

i H)Si donc nous formons la demi-différence ^pour résultat
> nous obtiendrons

iHH
e sin u y/” =|(s — [) -

— 1 sin u

m=m+/'m*+~rm+1Sin°> + et

Dans le second, si la continuité de la fonction n’est assurée qu’entreles modules Ru et R, le développement comprendra les deux séries, à ex-
posants positifs et négatifs Multiplions par \/ — - 1 l’équation u — e sin u= et élevons e à la puis-

sance dont l’exposant est ï,sj — 1. Il viendra/ [ z ) — A 0 + Ai z -f̂ A 2 Z 1 -J- A3 20 -j-
1 1 1! B* + B3 ^+ e { u — c sin u) f^~\ = £ w /— 1 Xfi — esmuV — i = s C /— "ï



DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIE.
Les racines égales de l'équation (1), résolue par rapport à 5, s’obtien-

dront donc en égalant cette dernière fonction à 0 ; ce qui donne

G ÉN ÉRÀLIT ÉS.
£^1

353352

— e sin u y1— l, £ n/ 1 par s, et 1 parc'est -à-dire, en remplaçant par z.-1H), la relation HK-H-ïH).3 = 6- X £(1)
ou bien, en multipliant par s,

186. Gela posé, en verlu d’un théorè me du commandant Laurent, si deux
variables z et s sont liées par une équation f ( s )=z,et que la fonction f
soit continue pour toute valeur de s ; si de plus on sait que, pour toute va-
leur de z dont le module soit compris entre deux limites données R0 et R ,
l’équation f ( s )=z n’a pas de racines multiples, on pourra toujours
trouver une fonction o ( z) telle, que l’on ait

, 1 2
$ + - = -•s e

I o
dont la somme est égale à -eSous cette forme, on voit que s et ->

produit à l’unité, sont les racines de l’équation du second degré

? S + 1 = 0,

et le

(2) $2 —
ce qui revient à résoudre l’équation donnée par rapport à s, et cette fonc-
tion cp sera continue tant que le module de 2 sera compris entre les
limites R0 et R ; de sorte que cette fonction cp ( z ) est développable en
double série convergente. Si la première équation donne z = z0 pour
s=s0 , z( ) étant compris entre les limites R0 et R, la seconde équation
donnera s — s0 quand on y fera z

Plus généralement, toute fonction continue F (5) sera une fonction con-
tinue de z pour toute valeur dont le module soit compris entreR0 et R ,
et est, par suite, développable en double série à exposants entiers, positifs
et négatifs.

s 1 Cette théorie s’applique à l’équation (1), et conduit à reconnaî tre la
possibilité du développement en série convergente de s en fonction de z,
ou de u en fonction de

Remarquons d’abord que Ç et u s’annulent ensemble, et que les varia-
bles imaginaires z et s prennent ensemble, pour ces valeurs des variables
réelles, la valeur 1.

Cherchons les limites entre lesquelles l'équation ( i ) n’a pas de racines
multiples.

Il suffit pour cela d’égaler à zéro la dérivée du second membre de
l’équation (1), dérivée qu’on prend facilement à l’aide des logarithmes.

Il vient, en effet, en prenant le logarithme du second membre,

qui donne pour les deux racines

1 =tz y/ 1 — e'1s=
Substituons ces deux valeurs de s dans l’équation (1) ; on en déduira les

valeurs correspondantes de z, savoir
'0*

1 + y/ l — e*z, —
\ — y/ j — e°- +s/— t ,

e S 9z2 =

ce sont les seules valeurs de la variable z qui puissent faire acquérir à
l’équation (1) des racines égales.

L’excentricité e est, pour toutes les planètes, un nombre moindre que
l’unité. Donc z, et z2 sont tous deux réels et positifs.Leur produit zx z2 est
égal à l’unité ; donc l’un est <1 et l’autre >1 ; et par conséquent la va-
leur z=l , pour laquelle on a aussi 5=1, est comprise dans l’intervalle
des limites qui font acquérir à l’équation (1) des racines égales.

On déduit du théorème de Laurent que, non seulement 5, mais en-
toute fonction continue de 5, est développable suivant une double

série convergente, ordonnée suivant les exposants entiers, positifs ou né-
gatifs, de z. Mais 5 et z tiennent la place des exponentielles imaginaires
zu \T=ï

core

1K>
, qui sont équivalentes à des fonctions de sinus et de

cosinus de u et £. On voit par là que l’on pourra développer en série con-
vergente, en fonction de î, non seulement la variable u} mais encore

et £dont la dérivée est

+y •

Y. — J1ÉC. COLLIGNON. 23

i
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DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIE.

toute fonction continue de cette variable. Nous donnerons le dévelop-
pement de u en fonction de Ç plus loin.

187. Prenons comme second exemple la fonction perturbatrice

554 DEVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 555

D ÉVELOPPEMENT EN SERIE DE LA FONCTION PERTURBATRICE.

188. La fonction Q=/ J ] mt R0„-, qu’on a définie au § 172, renferme
autant de termes qu’il y a de corps troublants. Occupons-nous en parti-
culier du terme qui correspond à celui des corpà troublants qui porte le
n° 1 , et cherchons à développer en série la fonction

+ Mi +-i

>T5Po,\.

où po,i représente la distance s][x — xv — y^'1 + (2 — s, )2.
Les coordonnées x, y , z du corps troublé sont exprimables par des fonc -

tions linéaires de cos u et sin u, u étant l’anomalie excentrique du corps
troublé.

De même les coordonnées^,^, zt du corps troublant sont exprimables
par des fonctions linéaires de cos M, et sin uif uv étant l’anomalie excen-
trique du corps troublant .

Ces fonctions de cos u, sin u , cos ui 9 sin u{ sont développables en sé-
ries convergentes, dont les termes sont d’autres séries, procédant sui-
vant les exposants entiers, positifs ou négatifs, des exponentielles

Si /— 7

1 + y*ji -fRo, , —
\![ x — «J* + { y — yv )* 4- (* — H )*

qui entre dans ce terme.
Soit M le corps dont on étudie le mouve-

ment ;
O le corps principal, auquel on rapporte

le mouvement ;
OX, OY, OZ , trois axes de directions con-

stantes, menés par ce point ;
M, le corps troublant ;
r= OM la distance du corps M au corps

principal ;
r,= OM, la distance du corps troublant

au même corps 0;
po,i =sMM4 la distance des deux corps M et M4.

On aura

z

£ et Ç4 désignant les anomalies moyennes. Le résultat final du
développement R0,i sera donc une somme de termes, dont le terme gé-
néral est

et e
0 x

1 sin (i;+ *iÇi )]-Hc x« i£^— i = II £cos (i ç -f ï 4ç j) — 1
Fig. 98.

Dans la somme, les imaginaires doivent se détruire , et il ne doit rester
ÿ»i’un ensemble de termes réels. On remplace ensuite les anomalies
moyennes par leurs valeurs en fonction des longitudes, et on obtient ainsi
la forme définitive du développement déjà donné au § 182. Le calcul est
long et présente de graves difficultés.

Dans la théorie de la Lune, on n’admet en général que trois corps, la
Terre comme corps principal , la Lune comme corps troublé, et le Soleil
comme corps troublant . La distance de la Lune à la Terre est très petite par
rapport à la distance du Soleil à la Terre : elle n’en est que la 400e partie.
Aussi la fonction R0) i peut-elle être développée en une série très conver-
gente, ordonnée suivant les puissances du rapport des rayons vecteurs .
Ce rapport étant très petit, la série converge très rapidement, et quelques
termes suffisent pour donner une grande approximation .

Au contraire, quand il s’agit de la théorie de la Terre, si l’on fait in-
tervenir les perturbations produites par certaines planètes, Vénus par
exemple, le rapport des distances au Soleil , qui est alors le corps princi-
pal , peut acquérir de grandes valeurs, et le développement en série or-
donnée suivant les puissances du rapport des rayons vecteurs n’a pas une
convergence assez rapide .

V(* — *i )2 H- ( y — y,)* + (*- *, )a = pox

Mais dans le triangle MOM , , si l’on appelle a le cosinus de l’angle en O,
on a aussi\ = sjr* — 2rr4 flp r,*.P04

D’ailleurs, a est donné par la somme des produits des cosinus directeurs
des droites OM, OM, , et par conséquent

x*i + VUt -f zz =r»'i

xx\ + yy1 + '»1 r aéquation qui permet de remplacer

On a donc
Parr »

1 V7

V fy/?-- — % rx -t -f- ;
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On peut faire deux hypothèses sur la grandeur relative de r et de

Nous supposerons d’abord r <C i\, et nous ferons —
velle variable qui sera comprise entre 0 et 1. Le premier terme de R0;i de-
vient alors

55G
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«

aurons en vue dans le développement la racine qui devient égale h a: pour
t =z 0.

L’équation (5) rentre dans la classe générale des équations

557

= t, t étant une nou-

z= x+t/\z )
111

ri y/l — let+ t*-'y/r- — 2rrx <j + à laquelle s’applique le développement par la série de Lagrange. Si ce dé-
veloppement est opéré, il suffira d’en prendre la dérivée par rapport à x
pour avoir le développement de la fonction (2).

Les séries obtenues seront convergentes toutes les deux, si t ne reçoit
que des valeurs réelles ou imaginaires, dont le module soit moindre que
le plus petit module qui fasse acquérir à l’équation (1) des racines égales.

189. La série de Lagrange consiste dans l’égalité

1
et le problème est ramené à développer en série la fraction

On y parvient aisément en remarquant que la fonction
y/ l — -f- T-

1

v^l — 2tx -f 7*

M1

+ îxsâM,
+--

(/w)B

+ .
JL J.
1.2 dx

t
3=*+1- /1*) 4peut être considérée comme la dérivée par rapport à x d’une fonction 2,

liée à x par l’équation f jn.ltn
• % •1.2...u dx'1-11 — \ 1 — 2t o -f t-

Z — : •(1) t
Faisons l’application de cette formule au cas particulier de l’équation (5)

où l’on aEn effet, si on en prend la dérivée par rapport à x , t étant regardée
comme une constante, on aura

dz 1( 2) Il vientdx y/ 1 — 2tx + &

(4) z= , ? à
' 1 . 2 dx

P (P ( x- — 1\ 5

1.2 .5 dx- + • • •Mais il faut observer que le radical peut être pris avec le signe -f ou le
signe — . Si l’on prend le signe -f , on a 2 indéterminé pour t= 0, et si
l’on prend le signe — , l’équation (1) fait s infini. Si l’on fait dispara î tre
le radical de l’équation (1), il vient, en élevant au carré,

( tz — l )2 =1 — 2te + 1-,

2
t* dn.i X* — i\n

+ ... .1.2.. .4 dxn- 1 2

La série (4) sera convergente, pourvu que le module de t soit inférieur
au plus petit module qui donne des racines égales à l’équation (1) ou (3).
Or les racines égales de l’équation (1) correspondent au cas où le radical
y/1— rte+ t- est nul, ce qui conduit aux racines

ou bien
Fz* — 2fe +1=1 — 2tx + f-,

1 t= x ± y/ l — x* J — l.ou enfin, en exprimant 2 en fonction de x, t et z-,
Ces racines sont imaginaires.En effet, dans notre calcul, x remplace la

quantité G, qui est le cosinus d’un arc nécessairement réel, et est comprise
entre — 1 et 4- 1. Donc y/1 æ2 est un nombre réel. Le module de t cor-
respondant est égal à la valeur positivede y/ (y/ l — æ2)2=1. Par con-
séquent, la série (4) est convergente pour toute valeur de t dont le
dule soit moindre que l’unité; et comme t est un nombre réel, la série est

z* — \(3) z=x -j- t
2

Sous cette forme, on voit que pour t = 0 on a 2 = x, ce qui est la vraie
valeur de 2 à déduire de l’équation (1), quand on y fait t égal à 0. Celasuppose que le radical y soit pris avec sa détermination positive. Nous mo-

1



DÉVELOPPEMENT EN SÉRIE
convergente pour toute valeur de t comprise entre — 1 et
variables ont les mêmes limites.

Si l’on prend ensuite la dérivée de z par rapport à x seul, on obtient
une série qui sera convergente en même temps que la première,

d* - A , t
^
\ d [ x*-\ ) , i*

_
1 d*( x*- 1)*

rf*
"M ^ 2 dx "M.2 X 2* d^1 d*( x*. — \ )*

358 DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 359
1. Les deux 1de R0 > i par rapport h x, y , z ; le premier terme — de la série n’a donc

ri
aucune influence sur le mouvement qu’on veut dé terminer, et par suite
on peut simplifier la série (8) en en supprimant le premier terme.

Ceci suppose essentiellement r < r4.
190. Supposons, en second lieu, que l’on ait r > r4.
Le développement (7) pourra encore s’appliquer, moyennant que l’on

fasse cette fois i = ce qui revient à permuter r et r4. Il vient

(5)
fi ]

1.2.3 25
l* + ... .dx* 1.2 .5.4 24 dx4

On retrouve dans cette série, comme coefficients de /, des fonctions très
importantes dans la mécanique analytique et la physique mathématique :
ce sont les fonctions Xn de Legendre. Elles sont définies par l’identité

1 </*(** — l )21 , r. 1 </(aâ — 1)=--f-lX ô —r r* 2
r,2 117 bis ) “ b ro X {

' 2^ 2- ••do dï?•- — 2rr4a -j- jq2

1 #(5î
_

l )nn
-pli
' rn+11.2...n

1
H~ • •XTT. •;1 1 dn( x* — \ )n 2»(0) X„= X ,7771 2 . . .« 2» dzn

. V Get quand on y ajoutera — — > on ne trouvera plus la même réduction à. rr
opérer. On aura

( S bis ) R0jl = —

Nous y reviendrons plus loin. Quant à présent, reprenons notre pro-
• Il viendra

% Yblême, en remplaçant dans (5) x par a et t par —ri
1 r 1
?*4 ' r1-'X'2

1 \d( r? — 1 ) r- 1 1 d* [79- — l )21
rf [_r r- 2

n_
i
_ _i >< —‘ r**1 1.2. . w 2M

1 d [o* — 1) r,21( 7) -f ...I rô ^ l .2 ^ 2-?’45 X 1.2 X 2-y/ra — 2?T4a -}- r4
a <*7*do dodo1 I 1 dn^ — \)n

do* + •* *

1rn 1 1 (ln[ o*- — \n )
X ÿr4

w+1 1.2...n do11

1Nous avons supposé r < r4, et l’équation (7) subsiste sans modification .

> quiestiden-
série moins commode que l’autre. Le premier terme -, contenant les or-
données du point M, formera des dérivées partielles à faire entrer dans les
équations du mouvement.

191. Comme application, proposons-nous de calculer le premier terme
effectif de la série (8) appliquée au mouvement de la Lune, quand on
prend pour corps troublant Je Soleil.

La distance r sera la distance de la Lune à la Terre, corps principal ;
La distance r4 sera la distance du Soleil à la Terre.

r 1On aura environ -= 7— r, et la série (8) sera très convergente.r4 400 v ' 0

\Le terme ~ pouvant ê tre écarté, occupons-nous du terme suivant,r1

r4* X1.2 X 2* X

<P rf ( <T2 — 1)Le second terme de la série contient un facteur
tique à 2 G ; de sorte que ce terme se réduit à

d a

ro \+ ,71’''i
. V Get détruit le terme — — , qui complète la valeur de Ro.

On a donc, en faisant la réduction,
i *

1 ro '1 , r2 1
r?= » 1

1 </V — 1)2
(8) «0,1 r,s1.2X 21 dr-V^r- — 2?T4a+r4-

rn
4- — —‘ r4

w+1
1 1 dn [ o~ — 1 )” 7-2X X .TT,1.2 . . n 2« do11 do2

qui prend pour valeurOn peut observer de plus que r4 11’est pas 1 fonction des coordonnées
( xy 7/, z ) du corps M dont on étudie le mouvement. Or les équations de ce
mouvement, établies au § 172, ne contiennent que les dérivées partielles

*

3a2 — 1 r2

?‘45
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Si l’on se borne au premier terme de la série, ce terme représente la fonc-
tion perturbatrice Ro,i. On voit qu’elle contient en facteur r2 et -̂ r ; de
sorte qu’elle est proportionnelle au carré de la distance de la Lune à la
Terre et inversement proportionnelle au cube de la distance de la Terre
au Soleil.

Les composantes correspondantes de la force perturbatrice sont
égales à

361DE LÀ FONCTION PERTURBATRICE.360

Il vient, toutes réductions faites,

r \/372-f 1
r 3 ’11

/m,ry/3a2 -f 1
#et la force perturbatrice totale a pour valeur

On peut facilement déterminer la force perturbatrice estimée suivant
le rayon vecteur OM. Il suffit de multiplier chaque composante par le
cosinus de Fangle qu’elle fait avec OM, et d’ajouter les résultats. Il vient
d’abord

rt*
<*"o. «

1 dy ’
On aura, par conséquent, en observant que ri est indépendant desvariables par rapport auxquelles on dérive,

dKi 3
dx r45 X 7 X dx

dRo.ifm r* v,*fm' HT’

x , 0̂,1d\\o.t-r— - X--h dzdydx rr
d ( cr ) 1 dr-X r T -'• J dxri Mais on peut observer que les rapports ^ p ^ sont respectivement

égaux aux dérivées partielles de x, y, z par rapport à r. En effet, le rap-
port de £ à r est le cosinus de l’angle que fait la direction OM avec l’axe
des x ; si l’on fait varier la distance r sans altérer cette direction , l’ac-
croissement correspondant de x est proportionnel à l’accroissement de r,
et par conséquent

Mais
xxi + Mi + .71 iri

donc
d( <xr ) xi
dx 1\

De plus x dx
r dr*4 + y8+3*= r*;

dfîlC
On a donc identiquement

^
x , <*«o.u,y , <*«o. i^

2

dx ^ r ‘ dy ‘ dz ^ r
d\i dx <*«0li dy ^RQ,I dz d
dx dr ‘ dy dr ' dz dr

drr — — x.dx

Faisant la substitution, il vient

<*«o.i = 5
dx rl

dr ^o> i ' *!3 X d ,rzrl
Il suffit donc de prendre la dérivée partielle de Ro.i par rapport à r

pour avoir la composante de la force perturbatrice suivant le rayon OM.
De l’équation

On trouverait de même
<*««.1
dy rt5 r43 Sa2 — 1 r2

X
’*i

34 Ro,i — 2et
<*«0.1 _ 3 . . Zi z
dz r43 X aY r± 7?

on déduira
d R « .~dr ^= (3u* 1) XJT,!

r
et la force correspondante sera fml ( oa2 — i ) x —? i *

La force perturbatrice totale se déduit de ses composantes en les éle-vant au carré, et en ajoutant, puis en prenant la racine carrée de lasomme.
i

r
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et son rapport à la force principale est
363

faCelte force agit suivant OM, comme l’attraction ^ de la Terre sur la Lune,
qui constitue la force principale, y. désignant la somme des masses des
deux corps, Terre et Lune. On voit que le rapport de la force perturba-
trice estimée suivant OM à la force principale est égal à

m v

Ce rapport ne diffère du précédent que par la substitution de sjoo- + 1
3G2 — l. Or ces deux facteurs ont les memes valeurs absolues pour G = 0 et
pour a =zbl, c’est-à-dire aux syzygies et aux quadratures.

192. Le calcul approximatif que nous venons de présenter montre à
quelles perturbations, dues à la masse du Soleil, est soumis le mouvement
elliptique de la Lune. Ce mouvement est fortement troublé par l’attraction
solaire. Aux inégalités dues à cette cause, il faut ajouter des inégalités
plus faibles, dues à l’attraction de Vénus et de Jupiter.

La théorie du mouvement de la Lune a été faite en dernier lieu par
Delaunay, qui a poussé l’approximation plus loin qu’on ne l’avait fait
auparavant. Chaque terme de la série qui exprime la fonction perturba-
trice a été développé lui-même en une série, ordonnée suivant les expo-
sants croissants des excentricités des orbites de la Lune et du Soleil, et
du sinus de la demi-inclinaison des plans des deux orbites. Ces diverses
quantités ont été regardées par Delaunay comme étant du premier ordre

1de petitesse. L’excentricité de l’orbite solaire est — , l’excentricité de l’or-

/>»,(W-l ] X p
' 1 — X (3ff2

P ’T3

r2

Si l 'on appelle a et at les demi grands axes des orbites de la Lune et duar’Soleil (ou de la Terre), — sera une valeur moyenne du rapport va-

riable i*
r 3» 1 011 Pourra exprimer le rapport des deux forces par le produit

~ , où K représente un facteur variable , qui comprend à la fois
le facteur 5G2 1, et les facteurs dus à la substitution du rapport
stant —

con-
rapport variable -. Ce facteur K est à peu près égal à 5G2 1.11

Dans les syzygies, l’angle des rayons OM, OM, étant nul ou égal à deux
droits, on a a= ±1, et K est égal à deux unités.

Dans les quadratures, l’angle MOM, est droit, et a est égal à 0; alors
K est égal à — 1.

aua t
1bite lunaire — , et le sinus de la moitié de l’angle des deux orbites a pour

1O

\
valeur maximum — • A ces trois rapports , que l’on regarde cornue

72étant du premier ordre, Delaunay joint le rapport — 1 des moyens mouve-
12

1ments, qui est environ j-g , puisqu’il y a 13 mois lunaires dans l’année

solaire.
ci 1Le rapport — des grands axes des orbites est égal à et Delaunay
ci ±

l’a considéré comme constituant un second ordre de petitesse.
Cela posé, il a développé en série chaque terme en fonction de tous ces

éléments, en s’arrêtant dans chaque série au huitième ordre. L’ensemble
de tous les termes ainsi obtenus constitue une valeur approximative de la
fonction perturbatrice, et conduit à une connaissance à peu près com-
plète du mouvement troublé.

1
(d* apport ^Quant au rapport — t, qui contient en numérateur la masse mi du So-F*

leü, et en dénominateur la somme des masses de la Terre et de la Lune,
c est un nombre très grand, égal à 354 000 environ. Le rapport de la
force perturbatrice à la force principale varie donc pour la Lune entre les
limites

est sensiblement égal à 40u’

tr

+ 2 X554 OOOx^)3
et 1— 354 000 X 400 / ’

c’est-à-dire entre les limites

+ 0,011 et — 0,0055.

La force perturbatrice dont il est question ici est, à vrai dire, la com-posante de la force totale, estimée suivant le rayon OM. La force pertur-batrice totale a pour valeur
finxr V/3(72 + 1

’T3
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Lorsque l’exposant n est pair, il y a dans la nUme puissance un terme

du milieu, mais il est indépendant de Ç, et par suite il disparait quand on
prend les dérivées par rapport à cette variable.

Nous avons à prendre la ( n — ï )ième dérivée de sin” Ç par rapport à £.
Cette opération introduira le facteur (y/ — l)tt

_
1 en dehors du crochet, et

le facteur ( — l )n
_

1 en dehors de la seconde parenthèse du second
membre ; de plus, chaque terme est multiplié par la puissance ( n — \)iè
du coefficient numérique de Z dans l’exposant. Il vient donc
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DÉVELOPPEMENT EN SERIE DES VARIABLES DU MOUVEMENT ELLIPTIQUE.
195. On a souvent recours, dans les calculs de la mécanique céleste, à

des séries qui font conna î tre, en fonction du temps t , ou de l’anomalie
moyenne Z » variable proportionnelle au temps, les coordonnées du mou-
vement elliptique ou des fondions simples de ces coordonnées , savoir
1 anomalie excentrique u, son sinus et son cosinus, le rapport - du rayon

vecteur au demi grand axe, le rapport inverse-, et les carrés - et — ,r a8 r*
fin l’équation du centre E, égale à la différence entre Yanomalie vraie et
l’anomalie moyenne. Le problème du développement de ces fonctions
n’offre pas de difficulté, sauf en ce qui concerne le rapport

Nous avons vu qu’on déduit de l’équation de Kepler,
u = £ -j- e sin u,

le développement de u en fonction de Z , développement convergent tant
que l’excentricité e ne dépasse pas une certaine limite, qui n’est jamais
atteinte dans la théorie des planètes connues. La série est donnée par
l’application de la formule de Lagrange. Il vient

e- d PZ z-/2
U = ç + esin ç+0^ (sin* ç) + — — (sin3 ç) + .... ’

I+iT
Nous allons développer les opérations indiquées, et introduire les sinus

et cosinus de multiples de l’arc Z , au lieu des puissances des sinus et
cosinus de l’arc simple.

Pour cela , prenons l’expression exponentielle imaginaire de sin Ç. On
a, en appelant e la base des logarithmes népériens,

me

— l n — i
£

(n— 2)V— 11 -£ (»-*)en- — i
ï (sin” Ç) <= + . ..2V~

* n[ n — 1).. . ( n — A -f l )
•)ri — 1 (n-n)Yj/-i[ il — 2k )1.2. .. k

-f (le même polynôme où l’on changerait le signe de — 1) I •

enMultiplions les deux membres par j— -r ; nous aurons pour le terme

général de la série (u), où l’on réintroduira les sinus à la place des expo-
nentielles imaginaires,

d»-1en 14,-.2.. .n [_
(sinM Ç) -f. .nd*n- 1 Z"1en sin ( n — ^{ ( n 2)”- (sin $” ) = 2 x sin »ç —11.2. . •"dix ~

•}k w (« — !) ... (» — A -fl ) — 1
(n — 2Ar ) ” sin (/i — 2k )ç+ ••• + (“ 1) 1.2 . . .k

Le nombre h doit recevoir toutes les valeurs entières, de k= 0 à k égal

au plus grand entier contenu dans On aura donc pour le dernier terme

n n — 1- ou k= — -— , suivant que n sera pair ou impair.z z
On connaî t ainsi le développement de chaque terme de la série (u ). Il

reste, pour l’ordonner, à grouper ensemble tous, les termes qui renferment
en facteur le sinus d’un meme multiple de Z - Soit proposé, par exemple, de
chercher le coefficient de sin iZ dans l’ensemble de tous les termes, i dési-
gnant un entier positif quelconque. On trouvera ces termes dans le terme
qui correspond à n=i, et dans tous ceux qui correspondent à n égal à

sin ç= 2 y/— 1

et par conséquent, en élevant à la niéme puissance,
k =— .. .

» (n — !) . . . (» — A+ l ) { n
_n)rArz1.2... A e

grM-v/ITi _ n {n _
2)y—+ (- i)

+ (- i )n (
+ (-D

+ -1sin” ç = 2« (y/ — i )n

+ . . .i
h n( n — -1)...( n — k 4- 1) -) J£- (1»-2A )V-1 + #1 . 2. . . k
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Si l’on prend les dérivées partielles des deux membres de l’équation

56736G

i augmenté d’un nombre pair. On aura ainsi pour le coefficient de sin H
i u — e sin u — ç,e

( / + 2) . < + i— *
2i-1y-.xi 2l . . . « . (i+ l ) (« + 2) X21.2. . par rapport à Ç, puis par rapport i\ e, en considérant u comme une fonc-

tion de ces deux variables, il vient
.i

(i +4) (i +3) .i+*
, , '1 • • • du1 l* + 4) 1 .2 (1 — ccos u ) = 1,

( I — c cos w) — sin u=0.
• V i ei\i+2 ei \ <+4ce

2 I \ 2 / \ 2 / _\ 2
"* L1.2...I l. ^.(i + l ) 1 !. .

Le terme général de la série entre crochets, si Ton met ^teur, est

12 2
t -J- 2) X1.2• V

Donc; M
en fac- d u 1 a

l — e COS U r\

du sin ueiVk ei\* de 1 — e cos u2 ‘2= (-!)*(— l )* X r (*+ i ) r (i+ /o + i) La première relation donne le développement de y On a, en effet, en
prenant la dérivée de u par rapport à £ dans l’équation ( 1 ) ,

(3) j.= yi=1+ Ai cos Ç + 2Aa cos 2;+ 3AS cos 3$ + ..
L'autre relation fait conna î tre le sinus de l’anomalie vraie (v — rr). On

a, en effet, par l’équation de l’orbite dans son plan,
) — c*

1 + CCOS ( v — CT)
*

1. . . ( i+h) 1 (1 . . . k )

en désignant par r [x) la fonction eulérienne,'qui, pour les valeurs entières
de la variable x, a pour valeur r(x)= î .2... ( x — 1), avec r (1) = 1.

Donc enfin le terme général en sin iÇ de la série (u) est
* . + iA, cos iç -f-....

* =»

|si"
*= 0

2
r^+ iir i t+ A + i ) *

r = i-C c cos u =a
et la série elle-même peut se représenter par la double somme

^ r (A + i) r (» +*+!) ’
0

Or de celte relation on déduit
i — » k=2 sin i Ç« =;+2 V^ l — ci sin usin (v — CT) =(4)i

1 — c cos ui= l k=
v'1-ei[Ssin ? + d\9 . a

7-sm 2 Ç + ...ou , plus brièvement, en mettant des lettres A avec un indice pour repré-
senter le coefficient de sin i £5

Quant à cos (v — rr), il se déduit de l’équation( I ) ^ u= ç -f- AA sin $ -fA2 sin 2£ -f Assin 3ç +
De cette série on déduit aisément sin u.

ii y
’• Par conséquent

C

1 1- A 4 sin ç +- A4 sin 2 ç-J- - A3sin 3Ç + ....

. -f- A i sin + •• • •••

1 — e- [ a
COS ( y — CT ) = C -J- 1 ,

C r

qui conduit au développementOn a d’abord sin u= 5

1 ‘-F [ J(i) sin u = (5) cos (v — nx) = — c -f- Aicos Ç +2Aacos 2 $+...-HA,cos 2 Ç -f ...

1
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l’orbite devient circulaire, et on doit avoir r=a. Donc C = l, etl’on
obtient en définitive le développement

3G8 569
r

Cherchons le développement de -

Si l’on prend les dérivées partielles de ^ par rapport à Ç, puis par rap-
port à e, il vient

=1 — e cos u.

d A , e d A.,
COS ? — J — r= COS 2 .de ’ 2 de ’

e dki
^ -y-COS ï ? — ...
i de(6)

d - csin 2/« L’identification des deux séries conduit en outre à une relation
curieuse, à laquelle satisfait la fonction A,-. On a en efj|t

= e sin u —d; d ? 1 — cos u

\ 1 ^/ / f/AA
c 1 ‘ ~~1 de\ de )ce qui ramène à la série (4) en multipliant par e et divisant par

\J1 — c*’
et t ou bien

,r-« du ,- = — cos if + e sin îf — =— cos îf -j- csinMX ^
sin c — cos— e cos w 1 — e cos wde

— — COS ( v — cr), équation linéaire de second ordre, à laquelle la fonction A, doit satisfaire.
Ycosu se déduit de -• On a en effetce qui ramène «à la série (5) changée de signe.

. Pour avoir -> il suffira d’intégrer l’une de ces équations, la première
ci

par exemple, où l’on regardera e comme constant. Il vient

r TT dA, e dA.> „ e d\-- = H — e-J- cos ? — - cos 2 ? — ^-A COSO ç .de 2 de 3 de

a

\-r-acos u= c

et par conséquent
•••a g , d\l

27 de
. . 1 </A/COS Ç +...+ j-^-COSl Ç -f ....(7) cos u =

II, constante par rapport à Ç, est une fonction de c. Pour la déterminer,
panons la dérivée par rapport à e, nous aurons

d { e dé )
de -* de de C°S Ç °

Comme les coordonnées x, yy z de la planète sont exprimables linél^rement au moyen de cosw et sin u, qui tous deux sont développables en
séries, ordonnées suivant les sinus et cosinus des multiples de Ç, on voit
que x, ij, z sont développables par des séries de meme forme.

r*194. Pour obtenir le développement de —

, (*£)
2 de

dV- d\\a cos 2 ? — . . • >

nous procéderons comme
Ynous l’avons fait pour -• Nous chercherons d'abord les dérivées par-

cC-d -
série qui doit coïncider avec le développement de = — cos ( v — nr ) ,
déjà ordonné suivant les cosinus des multiples successifs de £. Il doit
donc y avoir identité terme à terme entre les deux développements, et, par
conséquent, on a

r2

tielles de — par rapport à Ç, puis par rapport à c.
On a d’abord

d II
Te=e' r2 dr -d -Z,a- „ r a 2r d (1 — e cos u) 2r . du .= « rf? *=-X « «n « j- ,d’où l’on déduit

îI I =- ^+ G,

C étant une constante arbitraire; on la détermine en faisant e — 0. Alors

mais
du 1 «
d* 1 — e cos u r

V. — MÉC. COLLIGNON. 24
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forme z2A2t- cos2 i £, et des termes de la forme 2t/Â,-À / cos t ( cosjÇ, savoir
les carrés et les doubles produits. Or ces deux sortes de termes sont
réductibles à des cosinus d’arcs simples ; on a en effet

571
donc

r*

= 2 e sin u= 2 [u— ç).

(*+\), . 1 4- cos 2zç
COS2 — - 1Ensuite on a

et cos z$ cosjç = - ( cos (i — jF)Ç + cos2
a8

?•
d -

^ r ^ ( 1 — g cos u ) 9 r
de a de “ a

du_ - — cos Î7 -f- c sin u -r-a\ de

2 (e — cosu).
Donc la série cherchée est de la formede

r e — cos u
a 1 — e cos u =B0 -f Ri COS Ç -j- Bo cos 2ç+ ..= 2- . -f" BJ cos Z

*Ç -y . . • 5

Si l’on multiplie la première dérivée par c/Ç et la seconde par de , et
qu’on ajoute, on aura la différentielle totale et tout le problème est ramené à déterminer les coefficients B. Or, lors-

qu’une fonction est développée en série ordonnée suivant les cosinus des
multiples successifs de la variable, on sait qu’on obtient un coefficient
quelconque pt- en multipliant par le facteur cos iWï, et en intégrant
de 0 à 2-. Il vient en effet

= 2 ( u — ç) d^ -f 2 [ e — cos u ) de,G2

équation où l’on peut remplacer u= Z et coszz par leurs valeurs en fonc-tion de il vient a2 . .— ; cos t Ç d£ = B cos8 içdç=Bi X TT,ir
r -d ( ) = 3 ede+ 2 (A, sin Ç + Aâ sin 2 Ç -f ... -f Af sin i ç + ... ) dç ou bien

-2 (ycos?+|ÿcos2?+ •••+ r§cos 2;+ ...) G2 . .
^ cos »5 rfçde.

B/ =Or
7C

A, sin i^d’l — î^ cos ic.de
i de Mais on a

— dud£ =-aest la différentielle totale de
etA/ cos

G2 . .— cos z £ dçr -
cos= — X COS ÇX du = -r 1 du.i — e cos u

Doncet. par conséquent, on a, en intégrant,

i + p-
cos du1B» = —r2 1 — e cos u9 As-T

TT2AJcos £ — cos 2ç ... —
On peut réduire cette intégrale à ne contenir que des exponentielles

imaginaires. En effet on a d’abord , en appelant e la base des logarithmes
népériens,

a2195. Le développement de — en série est une opération beaucoup plus
longue et plus difficile, qui a été l’objet des recherches de M. Puiseux.

Si l’on prend la cos + \J — 1 sin zç = d :-^= **(“ ~ e sin *) v7-1,

et rien n’empêche de substituer à cos l’exponentielle

série (5) qui donne ^aura une série encore convergente, qui renfermera des termes de la
* et qu’on l’élè ve au carré, on

pourvu
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intégrales qu’on peut faire, et qui se ramènent aux intégrales eulériennes.
On connaîtra donc les coefficients B,, B*..., Bt-, développés chacun en

séries ordonnées suivant les exposants croissants de l’excentricité e.
Reste à trouver le coefficient B0. Or il est égal à

théorème des aires donne la relation

373
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qu’on se rappelle que l’on a à tenir compte seulement de la partie réelle.
On a de plus identiquement

572

1r— afl
d0=- , • En effet le

\J 1 — e'1a

a étant un nombre positif quelconque; on peut donc poser
1/» GO/. - r-d (v — ET) = ADT ,u)'dt ,— e cos

1 — e cos u

A étant l’aire décrite dans l’unité de temps par le rayon vecteur. Elle
1 — e3et l ’intégrale qui exprime B,- se ramène à une intégrale double, 27Z, . 7zabest égalé a -y-= , T étant la durée de la révolution ; y est

\
le moyen mouvement ??. Donc À = - na- y 1 — e2. Il vient par conséquent

Tou — 2TC M = cc— ;/ /«/K=0 t/ 0— 0

Mu y'— l — 0) + e (0 cos u — i sin u y/— 1)
du dO.

L’avantage qu’on trouve à adopter cette forme exponentielle consiste
dans la facilité qu’on a de prendre les dérivées successives de B,- par
rapport à l’excentricité e. Il vient en effet, en prenant la dérivée
d’ordre p,

d B; 1

r-d (v ET) = wa2 VA1 — e-dt.
Mais

ndt= dç ;

doncdudO [ 6 cos u — i sin u\J — l ) ? e(W^-*)'K(cosK-/sinuv/-i)

de * d( v ET )
v/r^ï5" '

TT

1

e t, si l’on y fait e = 0, on aura
cr variant entre les mêmes limitesSi l’on intègre de Ç = 0 à Ç = TT, V —

on a
coP 5I dudO ( 0 cos u — i sin u \/— 1 ) ? — 6.A< 7 P / TTde / o TC

(l“ . 7T

Connaissant les valeurs pour e= 0 des dérivées par rapport à e de la
fonction B,-, on pourra développer cette fonction par la série de Mac
Laurin. Les deux intégrations peuvent se faire dans un ordre arbitraire,
puisque les fonctions sur lesquelles elles portent ne deviennent pas infi-
nies. On les effectuera aisément en remplaçant cos ?* et s i n w ^ — 1 par
leurs valeurs exponentielles imaginaires. On parvient en définitive aux
résultats suivants :

o
a-Mais, en intégrant entre les mêmes limites la série qui donne — >

les termes renfermant les cosinus deviennent nuis, car

tous

. . Tsin in "

cos ?çdç = — r~rJ 0
=0,

/ d ? BA
\ de 9 /o

est nul lorsque p est inférieur à i ; et il reste
CO e2 . 7r1 i — 0(0 + ?) £ d0 lorsque p = ?, B(, TT =il est égal à —2f J o0

Doncoo1 (* + 2&) ... ( » + *+!) (0 H- î )*+ A'

(0 if e ' dO-eet à 1+ 2A 1 .2. . . A lt° ~ s/ï=?‘O
pour p supérieur à i , et égal à i -f- h }
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avec l’équation qui définit la fonction XEn définitive, on a la série n y

’ 2 1(0) + Bi cos ç+ B2 COS 2ç+ .. . -f B; cos *£ + . . ., 1 — 1)»1
y/ l —

les coefficients B étant des fonctions de l’excentricité qu’on peut calculer
par to méthode exposée tout à l’heure.

L’équation du centre E se déduit de l’équation des aires. On a en
effet E= (v — ci) — Ç ; et la longitude vraie v — ci est donnée par l’équa-
tion

Xn —(2) Xr 2" dxn

m
La fonction ainsi définie est un polynôme entier du degré n en x ; et il

est facile de voir, par l’application du théorème de Rolle, que ce poly-
nôme égalé à zéro a n racines réelles et inégales. Si l’on considère
l’équation P = ( x2 — l )n = 0, cette équation est du degré 2?i, et a 2n ra-
cines, savoir n racines égales à + 1, et n racines égales à — 1. Si l’on

d p
passe de là à l’équation — = 0, elle sera du degré 2n — 1, et elle aura

n — 1 fois chacune des racines + 1 et — 1, qui appartiennent à l’équa-
tion P = 0. On connaît donc 2n — 2 racines ; reste une racine à déter-
miner ; or le théorème de Rolle montre qu’entre les deux racines — 1 et
+ 1 de P = 0, il y a une racine réelle a qui annule la dérivée

i

^ = 0. On peut ajouter que cette racine a est égale ici à zéro.

d ( v-vr )=\fl -é*£ dï.

Si l’on multiplie par \J 1 — e- dX, la série (9), il vient

d ( v
_

CT) = é/ç + ( BA COS -F ... + B,- cos iç-p . . . ) \/l — c-.
Donc

dP/ B -== ç -F ( BA sin ç . .. -F j sin iç + ... 1 — c*V — CT

d*P
Passant de là à la seconde dérivée — = 0, on reconna î tra que cette

équation a 2n — 2 racines, savoir n — 2 fois la racine + 1, n — 2 1a
racine — 1, ce qui fait 2n — 4 racines, puis deux racines réelles, com-
prises, l’une entre — 1 et a, l’autre entre a et -F 1 : ce qui complète
les 5n — 2 racines.

d»p
On reconnaî trait de meme que l’équation = 0 a n — 5 fois lan-

cine — 1, n — 5 fois la racine — 1, et 3 racines réelles séparées par les
racines de la dérivée précédente.

(JrtpEn allant ainsi jusqu’à — = 0, ce qui équivaut à Xn = 0, on voit que

et , par conséquent,

E = y/:l — c1 ( BA sin Ç + ... + jsin iç -F ... J •(10)

B,\] 1 — e*Les coefficients peuvent être développés en séries ordon-
es suivant les puissances ascendantes de e. Ordinairement on n’a pas ànées

pousser ces séries au delà d’un petit nombre de termes, à cause de la
faiblesse de l’excentricité des orbites.

cette équation a toutes ses racines réelles et inégales ; elle a perdu les
racines + 1 et — 1, mais il lui reste n racines réelles séparées par les

- — 0, parmi lesquelles figurent une fois seule-
FONCTIONS x„.

dn~lPn -F 1 racines de dzn ~
ment les racines + 1 et — 1.

Nous donnerons tout à l’heure une seconde démonstration de ce
théorème.

197. L’équation (1) étant une identité, on aura encore une identité si
l’on prend les dérivées des deux membres par rapport à t. Il vient alors

190. Nous avons rencontré plus haut (§ 189) les fonctions Xn de Le-
gendre, dans le développement en série de la fonction (1 — 2Ix +
la série est ordonnée suivant les exposants croissants de t, et elle est
convergente pour toute valeur de t dont le module est inférieur à
l’unité. Si l’on applique à cette fonction la série de Lagrange, on a la
forme des fonctions X„, qui sont les coefficients des puissances de t . On
a en effet — 2te + **)“ ï (-2*+ 2/) = (1— -F (a? — 0

U

= X1 + 2Xa« + ...+ nJnln~l+ ....
(3)

(1) (1 — 2tx+t-) * = X0 + + ... +X„«'1 + .. • J
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Multiplions les deux membres de cette égalité par I — 2tx -f f2, et

remplaçons dans le premier membre (1 — 2tx + /2)~
* par le développe-

ment fourni par l’équation (1). Il vient

FONCTIONS Nn.
cette même valeur donne aux fonctions voisines, X;|et Xw _

2 > des valeurs
de signes contraires ; car, X

/J
_

1 étant nul, on a entre X
?{

et Xn _
2 la re-

lation

577

tiX» +’ (•*-1 ) X = 0,( x- t ) ( Xo + X^ + X^ -f ... + XMl» + ...)

= ( X* + 2 X J + .. . + nXnt*~* + ...) X (1-2te+ P ),
n-ü

|ui suppose Xw et XK _
2 de signes différents.

198. Il résulte de ces caractères que la suite des fonctionséquation qui doit être identique. On aura donc, en égalant entre eux les
coefficients d’une même puissance de t , de in ~ l par exemple, la relation
générale XH _

o . . . xâ, xlf x0 — i ,XM, X

qui se termine à une constante, a les propriétés des fonctions deSturm.Si
l’on substitue à x dans ces fonctions deux valeurs réelles a et p, a étant
< p, et qu’on compte les variations de signes de la suite pour chaque
substitution, le nombre des variations perdues en passant de xt= a à x=$

sera égal au nombre des racines réelles comprises entre a et p.
On retrouve là le théorème sur la réalité des racines de l’équation X„= 0.

Si l’on substitue à a; la valeur — 1, la suite présentera n variations de
signes, savoir

n-p

W nXn — (2n — lJzXa-j -f- (n — 1) X = 0,n— 2

équation récurrente, qui permet de former Xn connaissant Xn _
l et X

C’est une équation aux différences finies, dont l’intégrale générale con-
tient la fonction Xn comme cas particulier.

Si l’on fait æ = + 1, toutes les fonctions Xn deviennent égales à
l’unité. En effet on a X0 = l, puisque le développement (1) se réduit à
l’unité pour t — 0. De même, si l’on fait x -— \ et £ = 0 dans l’équa-
tion (3), il vient XL=\. L’équation (4) fait ensuite conna î tre X 2, en y
faisant n = 2, et montre que X2 =1 pour x= i . La même équation fera
connaître ensuite X5, puis X4, et ainsi de suite; elle montre que, si
pour x=1 on a X„_

a == Xa.1= 1, on a aussi X„= l.
Si 1 on fait x= — 1 dans les équations (1) et (5), avec t = 0, on trouve

encore X0 =1 ; mais X £ = — 1 et ses valeurs, substituées dans (4) avec
x== — 1, donneront X2 = -f- l ; puis la même équation donnera
%=— \, X4= +1, et généralement Xn = (— i)n. On a, en effet, iden-
tiquement, pour x — — 1,

n-a *

(-1)”, (-1)” -1, (-!)»-•, +1, -l, + 1 ;

1, on obtiendra la suitesi on fait ensuite x=
+ 1, + 1, +1+1, + 1, 1,

et le nombre des variations perdues en passant de la première suite Ma
seconde est égal à n. Donc l’équation Xn = 0 a n racines réelles com-
prises entre — 1 et+ 1.

On voit en même temps que la fonction Xn_
t joue, par rapport à Xn, un

rôle analogue à celui de la dérivée, et que les racines de Xn_
l = 0 sépa-

rent les racines de l’équation Xw= 0.
J 99. La relation (4) a été obtenue en prenant la dérivée de l’équation

(1) par rapport à t. On obtiendra une autre relation à laquelle les fonc-
tions Xn doivent satisfaire, en prenant la dérivée de la même équation par
rapport à x. Il vient d’abord

n (— 1 ) n — (2/i — 1) X (-1) x (-l )”"1 + [n-1)x (— '1) n~2 = 0 ;

cette équation se réduit en effet, par la suppression du facteur (— l )n - 2,
à l’identité

n — (2n — 1) -J- ( n — 1 ) = 0.
La fonction X0 se réduit à l’unité positive ; c’est une constante.
Les autres fonctions sont variables, et liées ensemble par l’équation (4).

Cette équation montre
1° Que deux fondions consécutives X et Xn n

pour une même valeur de la variable x. Autrement celte valeur de x
annulerait Xw 2 J puis X;;

puisque c’est une constante ;
2 J Que, si une valeur x=a de la variable x annule une fonction X;J

_
M

ne peuvent s’annuler-î

Si nous divisons cette équation par t, et que nous multipliions par
x — t y nous obtiendrons pour le premier membre. et enfin X0, qui ne peut devenir nulle,— 3’“

(1 — 2t x -j- a.-2) - ( x — t ) ,

\
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qui est Ia dérivée de (1- 2tx + x')-~ par rapport à t; par conséquent
on a

( t) (dXI + dX2t + + dXII t"-' + )x - dx dx di •. ,

=X1 +2X2t + 3X;t + + nX4 t4-J + ...,
et il doi! y avoir idenlité entre les deux développements. Égalant Ies coef-
ficients d'une même puissance de t, tn-1, il vient

as dX"_1" --nXn=x dx - dx

Dans cette équation ügurent deux fonctions XII et XII_I' On peut arriver
à une relation différentielle qui n'en contienne qu'une. 00 a d'abord, en
prenant Ia dérivée par rapport à·x,

n dX" =x d'X" -+- dXn _ d'X"_I,
dx da» dx dx»

d'oú I'on tire
d'Xn_1 _ d'X" (. 1) as,---;;[T - x dx' - n- dx'

Dans celte équation changeous n eu n -1. Il vient

d2X,,_. = x d'Xn_1 _ (n-1) dXI/_,.
dx' da» d»

O~ I d .. dXn_, zx, X d'XII' In peut remp acer aus cette équation -d- par x -l- - n 11' et-
d

.-. n an x
d'X dXparx-d,n_(n-1)d~' II vieudra

z= x

d'X d2X dX 'l)X- .-2 - x2 _" - (2 n - 3) x --..!! + n (n - _ n'dx' - dz» da:

Ondéduit de l'équation (4), en prenaut deux fois Ia dérivée par rapport à x,

d'X" (2 1) ( d'Xn_1 + 'l dXn_1) -+- ( 1) d'X"_2 _ O
1Idx' - 11- xd;;-"---ctX 11- dx' - ,

. . . I' I dX" 1 d'XII, d'X" I I Iéquation ou on remp acera -d - , -, ,--, -, - par eurs va eurs enx . GXC GX2

fonction de Xn> et I'on aura comme équation finale, ne contenant .plus
que XII et ses dérivées,

d'X . dX
(5) (l-x') d---,,!! -2x d~ + n (n +1)X. =0.x- x

FONCTIONS Xn'

La fonclion enliêre Xn satisfait a ceue équatíon Iinéaire du second
ordre. On peut démontrer que cette fonction Xn, ou le produit de cette
fonction par une constante, sont les seules fonctions, parrni Ies fonctions
entiêrss, qui satisfassent à l'équation (5). Considérons en effet l'équation
différentielle du secoud ordre

dei d
(1- x2) -/ Y.- 2x dY + 11 (n +1)y=0,cx- X

à Iaquelle on salisfait en posant y =Xn. ~Iultiplions Ia premiére par y, Ia
seconde par Xn, et retranehons. li viendra

('1 ') ( d'y. d'Xn) o (x dy dXn) O.\ -x- XII-/.,-y-," --x "-, -Y_, =,c .e- c :1.'- { X { X

on peut poser
x ':!:J!. -1 dX" _;;;

"d:c Y dx - ,

en appeIant zune nouvelle fonction. De cette relatíon ou déduit

X d'Y_1 d'X,,=d;;;,
. " dx' Y da» dx

et par conséquent l'équation précédenle se réduit à

(1 ') d z 2.- :1;- dx = X::,

ou bien à
d z 2xdx-=---,z l-x~

ou en intégrant à
C

;:;=1-x2'

C désignant une constante arbitraire.
On aura par conséquent Ia variable y eu fonction de x en inlégrant

l'équation différentielle du premier ordre

X dy -1 dX,,_.:; __ c_.
"dx v i; - -1-x~'

ou bien, en divisant par X"n,

d (Y) C
dx X;; = ('l-x2)X',,'

379
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D'oú I'on déduit par l'intégralion

y=x" (c, + Cf: (1 !;2)X"" )-

Telle esll'intégrale générale, avec deux constantes arbitra ires, de l'équa-
tion (5). Pour quey soit une fonctionentiére, ilfaut et il suffit que l'on ait
C =O, et alors on retombe SUl' Ia solulion connue x,., muItipliée par une
constante arbitraire C'.

200. Les fonctions x,. ont une propriété analogue à celle des fonclions
sinus et cosinus, et qui facilite beaucoup Ia détermination des coefficients
des développements en série dans lesquels on en fait usage. L'élimination
de tous les termes, moins un, d'un développement ordonné suivaut les
sinus des muItiples successifs d'un are variable, s'opêre en mullipliant
l'équation par sin mxdx, et en intégrant de O à rr, On a en effet

J~~sin mx sin nxdx = O

lorsque m est différent de 11, et,

f~sin? mxdx = 27<
111

o

lorsque n =m. s:(f Nous allons dérnontrer que l'on a de même XII' X" d,c = O lorsque
-I

J+l
m et n sont différents, et nous chercherons Ia valeur de X2

mdx,
-I

lorsque m et n deviennent égaux.
1° L'équation (5) peut s'écrire

I
d [(1-X2) dX,:"] + n (11 + 1)Xn =0.

c X • (n

On aura de même, par un autre indice m,

d [(1 ") dXm]dx -x- dx + 111 (m+l)X",=O.

Multiplions Ia premiêre équation par X,,,, Ia seconde par Xm et retran-
chons Ia premiêre de Ia seconde. li víendra

(x" cfx[(1 _x2) l~~;,]_ XII'cfx[(1- x2)~~,,])+ [1II(1II+1)-II(II+1)J X",Xn=O.

FONCTIONS X,..

La premiére parenthêse peut se mettre sous Ia forme

!!.-. [(1-X2) (X dX", _ X dX,,)]:
dx "d:c md.c '

de plus
m(m+l)-n(n+l)=(m-n) (m+n+ I).

Donc eníin

d [(1 ") ( dXm ·x· dX,,)] ( ) (dx -x- X"Tx- "'dx + 1I!-n m+n+1) X",X" =0.

Multiplions celte équation par dx, et intégrons entre les limites x =- 1
et x= + 1. 11viendra .

J
+l f+ldX. c/x

[(1-X2) (Xn c/~n-XmdXn) -1 +(m-n)(m+n+1) _I X••Xnc/x=O.

Or le premier crochet, pris entre les limites -1 et + 1,est égal à
zéro, puisqu'il contient 1 - x2 en facteur, Donc enfin, si m - n est di{{é-
j'ent de zéro, on a r X";X,,dx=O.

-1

20 Si on a m = n, l'équation est satisfaile par m - n = O, et elle n~
détermine pas Ia valeur de l'intégrale

f+l
X 2 dxn ,

-1

intégrale qui n'est pas nulle, puisque tous ses éléments sont positifs. 11
reste à en trouver Ia valeu r ; c'est une fonction de l'indice n.

M. Liouville a donné pour cela une méthode indirecte três élégante.
Considérons l'intégrale définie

1+1 dx
u= 8 s"'

- 1 V (1 - 21'8X + ,.282) V(1 - 2 r x +~)

dans laquelle figure Ia variable x, et deux nombres constants l' et s, po-
sitifs et moindres que l'unité, et satisfaisant à Ia condition s < r. Cette in-

581
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légrale peut être obtenue en termes fluis, puisque Ia variahle x ne passe
pas le premieI' degré sous chaque radical carré.

Faisons y~=1-2I'sx+ I'~S2.
On en déduit

x 1 +1'2s' -112

2,'S

eL
d:r;=_ydy.

I'S

Aux limites de x, -1 et + 1,correspondent pour y les limites 1+ I'S el
1- I'S, et, en les renversaut pour changer le signe, il vient

jl+,.,
u-! dy

- S j -rs VY'- (1 -1:") (1- s')

L'intégrale générale est

log nép. [y + vy'- (1-1'") (1- 8')]'
et, prise entre les limites, elle devien t

I ,1 +s
og ner·1_s·

On a done
1 ,'1 +s

U = S log nep. 1 _ s'

Ionction de s, indépendante de 1', qu'on peut développer en série par Ia
formule connue

282 2s4. 28~m
U= 2+ '"3 + '5 + ... + 211+ 1+ ....

Mais Ia fonetion U peut aussi être développée en série el'une aulre ma-
niére ; chaque radical- carré est eléveloppable au moyen eles fonctions X••
de Lcgenclre, et l'on â " '", .•.

[1-2I'SX+1'2S2] - ~=1 + X,I'S+X2,·2S2+ .•. +X"I'''S''+ ....
VI-2,'sx + I'S' I' '.

'1 ~ S s' ] - ~ S, s~ , S"

V ~ 1-2-x+ -:; =1+X,-+X, -:;+ ... +X,.-,.+",
8 s:! rr r 'J'. l' '}'. '}'

1-2;:x+;:;,

Fo~crIONS X". 583

en appliquant Ia formule ('I), dans laquelle on Iait suceessivement

S
1=I'S, 1=-·

I'

Multiplions l'une par l'autre ces deux séries; mulliplions ensuite par dx,
et intégrons ele - 1 à + 1. Le produit comprendra des lermes de Ia
forme

s1lL+U

xmx" ,./11-11 dx

pour m différent de n, el des termes de Ia forme

X,~2 S21l d«

pourm = n. Quand on intégrera ele -1 à + 1,tous les lermes contenant
en faeteur XIII X" dx donneront O, puisquc le résultat U doit être indépen-
elant de 1', et on parviendra par conséquent au eléveloppement

r:U = L S2" X,,2 dx,
-1

qui. doit être identique au développement qu'on vient d'oblenir tout
à l'heure.

Donc, en comparant les deux termes généraux, on ohtient

f+l 2
X,,2c/X=_, -'-1'

_1 ~lIT

On a, en définitive, l'équation

'In + 1J.+ 'X v dx =O- .._- . m-f!
2 -1

si 1It et 11 sont différents.

et = 1 si 1II=n.

201. Gràce à cette propriété, on pourra toujours exprimer par une, série
contenant les fonctions X" toute fonction de Ia variable x qui ne devient
pas infinie entre les limites - 1 et + 1-

Si Ia fonction qu'on veut développer est une fonetion entiêre du degré n,
on peut toujours l'exprimer par une fonction linéaire de polynomes elon-
nés, X"' Xn-I> XII-2' .., Xi' XI' Xo=1, donlles degrés soient respective-
ment égaux aux indices. Eu effet, soit P le polynome du degré n à dé-
velopper. On elivisera P par XII; ces deux polynomes étant elu même
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degré n, le quotient sera un nombre Ano et le reste R sera du degré n-1.
On aura donc

P=AnXn+R.

Mais on peut opérer SUl'R, en se servant du polynome X"_I' comme
01\ l'a fait sur P en employant le polynome XII' et 1'0n aura, en appelanl
,10."-1 un nombre, et R' un reste du degré n- 2,

R = A,,_, Xn_i + R'.

En procédant ainsi, et en élirriinant les restes successifs, on raméne P
it Ia somme

P = A"A" + A,,_,X'H + o o. + A~X"+ A,X, + AoAo'

Dans le cas des íonctíons entiéres, le développement conduit à un
nombre Iimité de termas. Dans tous les autres cas, 011 trouvera une série
d'un nombre illimité de termes, et on pourra poser

((te) = AoXo+ AiA, + " 0+ A"X"+ ...,

équation vraie entre les limites x = -1 et x = + 1,pOUI'VUque f (x) ne
soit pas infinie entre ces limites. Les fonctions Xm qui, dans l'exemple
précédent, rspréseutaient des polynomes quelconques, reprennent ici leu r
signiücation :

I

d"(X2 _1)" '1 1
X,,= dx" X1.2".nX§'i!·

Si 1'0n admet Ia légitimité du développement, il sera facile de trouver
des coefficienls Ao, AI' ... An. En effet, multiplions l'équation pUI' Xn dx,
et intégrons de - 1 à + 1. On observera que •

It-1
X",A"dx =0

-1 f+1 2
et X,,2dx= 211 + l'

-1

et l'on aura
2f+l ((x)X"dx=A"X2n+1'

-1

d'oú 1'0n déduit

1+1
_ 2n + I ((x)X"dx.A,,- 2 -1

I'UNCrW~S XII'

te coefficisnt numérique :An est donné
1'011a, eu indiquant Ia somme de Ia série,

38;:'
par une intégrale définie, et

1l=::1X

'I~I\.t) =2.k.1
11=0 1+J

(2/1+'I)X" X"/tJ:)llx.
-I

On peut vérifier que, si Ia série aiusi obtenue est convergente, Ia somme
en est bien égale à Ia fonction donnée r (x).

Appelons, en effet, F (;1;) Ia somme de Ia série, et pOSOIlS

F(x) = ~'L'" (2/1 + 'l)X"j+ 1 x, !t,e) d.c. o

-In

AlultipliollS les deux membres par X", dx, et intégrons de - 1 à + I;
iI viendra

J+I 'l nO> f+1 1'+1x", F(x) dx = il 'L (2/1 + 'I) X",X"dx X,,/l:x) d.c,
-1 -1,_.1o

Chaque terme du second membre contient le produit de deux facteurs,
représentés chacun par une intégrals définie. L'un de ces facteurs

1+1 "x", Xnd.'!; est nul si m et n sont différents; et il apourvaleur ~l
-1 ~m+

lorsque m=n. 11 en resulte que Ia série, ainsi multipliée par Xmdx et
intégrée de - 1 à + 1, se réduit à un seul terme, celui qui correspor
à n=m, et qu'on a identiquemenl

i:-I 1 2 J'+lX",F(x)dx=2X(211t+l)X2m+1 _I X",((x)dx

J'+J
= X",!tx)dx.

-I

11s'agit de reconnaitre que cette équation implique I'égalité

F(x)=f(x).

S'il en était autrement, soit te (x) Ia dit'férence F (x) - ((x).
La relation précédente devient •

t:Xtnl'(x)dx=O,
-I

et elle doit êlre vraie pour toute valeur entiêre de l'indice m,
v. - lIÉC. COLLIGNO~. :!~
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Si 1'011fait m= O, commeXo= 1, Ia eondilion devient

J+l
«-(,x) d.c =0.

-1

de sorte que Ia ronelion 'f' (x), entre les limites - 1 el. + 1, chnnge de
signe; sans quoi Ia sornme d'élémenls tous de même signe ne pourraiL
pas 'donnel< zéro , Appelons done ai, a2, ,,, ai les racines de l'équalion
'f' (x) = O,eomprises entre -1 et + 1. Avee ces racines, nous pourrons
former un p01ynome du degré i,

p = (x -a,) (x-a~) '" (..:- ai)

qui s'anuulel'a eu même que Ia fonclion '" (x),
)1 eu resulte que le produit P 'f' (x), qui s'annu1e aussi pour :t= a" :r=a!l'

'" :t= ai, conserve duns l'intervalle un même signe, soit le signe +, soit
le signe _. Cal' chacun des deux facteurs change de signe quand ,'C atteint
et dópasse l'une dos racines.

Cela pose, P, étant un polynome du degré i, peut être exprime par une
ronction linéaire des fonetions Xo, Xl> ••• Xi, et l'on a

P = Ao\o+ A,X, +'" +A;\;,

Multiplions cette équation par e (.'I:) elx, et inlégrons de - 1 à + 'I. JI

vicndra

, i + t ,'+ J ,+ 1 I+- J

J I'~(x)d,v = Ao) Xo',(:qd,;;+ AiJ XI'i'(x)d..: + '" + Ai} Xiq>(.c)dx,
.1 -1 -I -1

équation dans laquelle chaque terme du seeond mernbre est idenliquemonl
uul, landis que le premiei', somme d'éléments lous de méme signe, ne
peul être égal à zéro.

l.'hypothóse 'i' (x) ditférent de zéro conduit donc à un résultat contra-
dictoire. li est done nécessaire que '( (x) soil conslammenL nulle entre
.C = - 'I 01 .r = + 1, ee qui implique I'égalilé

F(xl = f(,c).

'J'1\'\)íSt'ORMAT!ON DE &.\ rONC'l'!O~ X'i'

202. Lu varlable .r, qui tigure daus Ia íonction X"' reçoil les valeurs
cornprises entre - 1 et + L On peut dane poser .~= COS "(, "( étanl un
urc réel, 1]11'011 peut faire varier enlre O eL 71', Le polynome X~, qui esl en~
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tier el du degré 11, et ne contient que les puissauees de x de deux en
deux, prendra Ia forme

M cos/I, + N eos >1-2 'I + P cos/1-4 'Y + .' . ,
ce qu'on peut écrire, en mel lant eos""( en Incteur,

,,( N l' )cos y M + -.,- + _._ +. "
cos- 'I CUS Y

ou encore, en ohservant que cos" "( + sin2"( el ses puissauces sonl égaux
à I'unité,

~n ( N(COJ"/.+Sill"/1 P(cos"I+sin2'/1', )co, v ~r+ " + , T .,•' cos- y cos- 'I

=cos"'1 ( M + N ('I + I~ng· y) + P (1 + lang' ,)2 +",)
= cos" 'I X une fonetion ent iere en 1a11<:" 'I'

Si done on pose

x=cos y, x"
y = COSn'l'

ct t=tang'y=V'I-.r2
,

x

Ia fonction y sera exprimablo par une f'onction eutiére de t~, dont l'à
degré i sera égal au plus grand entier qui soit conteuu dans Ia moitié du
degré 11..

On posera done

y = A" + LI,/' + A,14 + '., + A~;I",

i élant le grand nombre pair eontenu duns x, Les coert1eients Ao. A21 ••. ,
A2i restenl à déterminer.

On les obtient faeilemenl en s'aidant de l'équation différentielle

(I ") asx; 2 dX" ( .
- '" - d,t~ - x rI,t' + 11 11+ t) X" = O,

qu'on metlra sous Ia forme

_[ti ((I_X2)d,Xn) +/(1I+1)X,,=O,
lX a x

paul' rendre possiblc Je changemenl de variable indépendante,
On a

1x=_·-
,li + I'
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TRANSFOHMATlO~

"X" =yx"= y ('l+ I~)-!.

On pourra done substituer daus Ia derniere équatiou les valeurs de x,
de XII' de do: et de dX" en fonetion de y, i, dy et dt, et on trouvera pour
équation flna'e

d'y ( ,) c/Y1(1+ li) di" - 2(n- 'I) 1"-'1 dt +" (11-1) Iy =0,

Le développement de y doit satisfaire à ceue équalion. 01' on en
déduit

ti y _ ') \ + h' 5 + + 9 '\ ' ~i_ldi - _1 ~I :1"41 . . . zu ",I ,

d:!y _ ') ,. 2 C)' '),' I ii-~rll" - ~A. + 12,141 + '" + _l (-, - 1)1I2i I .

S bsti I I d dV d~V d I" . di '1" ' II .u stítuons es va eurs e V, dt' dl~ ans equauon 11 erenhe e, qlll

devra se réduire à une identité, ce qui donne Ia loi des eoefticients. On a
effectivernent, en égalant les coefticients. de t"l+l,

A 2k( 2k(2k-'I)-2/;(2/1-2)+1I(1/-'I)) + A2'+2 ( (2k+2)(21i+l)+21i+2)) = O,

ce qui dorme Ia loi de Iorrnation des coefficients

_ (n-2k) (n-21i-1)
A --A .

2/; + 2 " ('tk + 't)'

Si l'onremonte au premier coefficient Ao, on aura

A =.\ X (_I)k 11(11-1)... (n-2"+'I)
2A O" ('l.4.6 ... 'Lk)"

Le premier coefficient Ao est égal à l'unité, Cal' si 011 fait 1= 0,011 ,I
:t;= 1, et Xn= 'I, en même temps que eosj=1. Done y est égal à l'unité,
ee qui dorme Ia valeur de Ao·

CeUe valeur de AIA peut se metlre sous une autre forme, en obser-
vant que l'on ales relations '

('~Jo CiJS 'i td~ = ~ X 2i (2i - 1) . " ti + 1)
2- 'I. '.! ••• i X;r

ct l~cos ",+1 ~d~ = O.

DE LA ~'O\CTION X"'

On peut écrire, par conséquent, en faisant Ao= J,

\ -( l)k1/.(1/.-1) •.. (n-2k+'I) 11"';]
'1•.- - 1'1 2" x- r'üs '~t~ •

••.•• •• 1I 7T o

et, en observant que A2k+1 est nul en même temps que

ir. COSli+1felf,

on posera d'une maniére générale

,(U(II-l) .•. (1I-I.-+l)) 'i];O k
A = (.I_'I)! X- cos ~d+,

A' v 1 o k ;r O

équation qui fournira toujours Ia valeur eonvenable de Ak pour Ir pair, et
qui se réduira à O pour Ir impair, 011 peut done poser aussi

y=t+ A,l+ •.. +Antn,

polynoms du degré n, qui perdra toujours lous ses termes de degré im-
pair, et se réduira à Ia valeur de ?I donnée plus haut. Si 1'01l substitue à.'
Ak sa valeur générale, il vien t

1 r: ( n /- n(I/-'I) (.1-)2 .1_)")y=;.Jo d+ 1+:fICO~~\-1+1T12COS!+ v-I + ... +(lcos'!>V-'l

11~ '-)"=- ('l+tcosfV-1 d+,
rr o

expression três simple de Ia variablc ?J exprimée en fonetion de t, sous
forme d'intégrale déflnie,

Si l'on veut exprirner X" eu l'onetion de ,1; sous une forme analogue, on

I X" V1-:t:2 'I' dremp acera ?J par ,'1)n' el t par -:r;-' et I vren ra

'I (~ rs:_)"X,,= - (x+ cos+\ x~ -1 ri'!>.
'It. o

oú 0/ esl une variable auxiliaire, SUl' Jaquelle porte l'intégration indiquée.
205. Le caleul de Ia fonetion Xn paul' une valeur três grande de l'indice

tl serait três laborieux, si l'on n'avait pas recours à une formule approxi-
mative donnée par Laplace. On a, en effet, pour n três grand.

Xn
co{ ( n +{) 'l - i-J

• /nrr .V'2SIl1"1

3R!l
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i étant I'angle défini par Ia relation x = cosi. Cetle équalion ne dorme
rien pour les petites valeurs de sin i; cal' alors, n étnnt três grand, 11 sini
est le produit d'un Ires grand nornhre par un três petil, ce qui est IIn

symbole d'indétermination. ~Iais on sait que, pour .'l: = 1, X"= 1, et que,
pour x = -1, X"=(- 'I)"; de sorte qlle X" est connue pour les valeurs
x = -+- 1, qui correspondent à sini = O.Lesn racines de.X, =0 s'obtien-
nent en égalant le numérateur à O, ce qui donne

(n+~) '-1-=(k2+'I)y'~ ~ I

k désignant un entier, auquel on devra attribuer Ies n valeurs O, 'I, 2 ..•
n-1). La courbe y =X"' pour n três grand, coupe n fois l'axe des x entre
les limites x= -1 et x =+1, et a pour ordonnée+1 pour ces limites.
Elle présente donc I'une des formes suivantes, suivant que n est pair ou
impair.

n pntr. n il1lp:tir.

I ,I I
J~r'd+~~c,cJ_

I

r~U
r I

Fig 90. Fig-, 100.

201. Venons it Ia démonstration de Ia formule approximative de La.
place.

On li l'égnlite

,1[" .1-X,,=- (x + yx" -1 cos <ji)" do/.
ir, o

qu'on peut écrire, en observant que cos 0/ change de signe quand on

passe de 0/ =~- li à 0/ =~+ h, et en décomposant I'intégrale .en deux

parties,

"1J:2 1- 112 .1-x" =- (:1: +\ ,'C'-1 cos 0/) "d'f +- (.'C- y.'C"-1 cos e) "do/.
1t o ';c o

Dans cette somme, les parlies réelles se groupent deux à deux pour se
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doubler, tandis que les parties imaginaires se détruisent. On pourra donc

. poser, pour abréger l'écriture,

?2J:í I--X" =- (x + \ ,'C" - I COS 'f)" d'f·
7r o

en convenant de ne retenir dans cette équation que Ia partie réelle, et
d'effacer Ia partie imagina ire qui s'y ajoute,

Inlroduisons l'hypothése ,'l:= cosi; puis développons cos 0/ en série par
Ia formule

0/' 00/4
COS f = 1 - 2" + 24 '

oú 6 représenle un nombre positif et < 'I, pourvu que 0/ soit compris ent re

O et::·
2

Il viendra
- .1- (,<ji~ 0<ji4)

J; + Vx· - 1cosp = cos y + y - 1sin y 1- 2 + 24

ed.:l+e-rv=i 1_ ed=-i_e-rv'=i( <ji~ 8'fi')
2 +\-1 2'1-1. 1-2+24

= eyv'=i [l-àe -~v'-=isin 'lV~ X'fi2 (1- ~nJ.
quantité qu'il faut élever à Ia niem• puissance. Pour cela, représentons Ia
parenthêse par 1.-!t. On pourra égaler le second membre de Ia dern"'e
équalion au produit

erv'=i (1_ u) = erv'=i'X el(l- "l,

et Ia nUme puissance sera égale à

e"rv'=i'X e"l(I - 11).

Donc enfin
"

X. =~ e"Tv'=i ti. e"I(I-tt) d<ji.
7r J,

Nous pouvons développer I (1 -u) en série, pourvu que le module de u
soit inférieur à I'unité, et poser, en nous arrêtant aux deux premiers
termes,

8'u'
1(1 - u) = - u - 2(1_ p) ,

p étant le module de u, et 6' un nombre dont le module soit < 1.
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Le coefflcient de ~! peut se mettre sous Ia forme

on a donc, en élevaut à Ia puissance dont l'exposant est -~,

01\ LA FONCT[()\ X"' "o:>
01'

1/-, ,1-
1l=-A='2\-'blll'/C-':v- I-~ 1,1-1 sin"l e-rV-i + ~"~!,

1 (")= ij sin, e ~ - ': 11''::-- ;ou 6" représente un nombre déterminé, et l'on a I'équation.') ,I-li nA'·!I!+ll~"tJi~
X,,=':'e"YV-1 e' d~,

" o

ou le coeffícient A represente un nombre indépendant de ~, tandis que le
coefflcient á" en dépend, au contraire, mais reste au-dessous d'une limite

déterminée lorsque ~ "varie de O à~,

Nous ferons ~ Vn t, en changeant de variable ; les l.mites de t seront

O r. o/ií I' 1 dle1-,)-,e1 onallrad'ii=~'- vn
Donc enfin

Il-~ ,,/2 (J_::) 11'-, ,/2 [ (y rr) /-,' (, ",)], ,= -= e 2 4 = -= C(lS 9 - - +, - 1 SlIl ;:--
,/sin', ,/~in 'l - 4 ~ I,

el

, V~ 1 './-, [ (y ,,) .r=: '("I ,,)]X =--:-X-=(coslI'l+v-1 SID,) cos êi-- +v-1 sm ,--
,/ sm '1 I/tl"'_ - 4 t 4

1,12 [( '/ ",) ,/-, ( '/ ,,)]=~ CO, 11,+,-- +V--;'I srn 1I'1+~--, '1,11/" SIIl , 2 4 ~ 4

, 2 _ _, ·Vii
XI! = --_el/1,v'-'l ~

1tvn,!1~ o e

~t'lJ.
.\/!+n cxpression qti'on doit réduire à S3 partie réelle. On frouve en défínitive

Ia formnle de Laplacedi,

, cos((I!+~)Y-l),
A,,= V 1Irr: .

- ~IIl',:!

Si dans eette équation on Iait n infini, Ia limite supérieure de t devienl
infinie; mais, comme pour x = 1 on doit avoir X"=1, il est nécessaire
que les deux coefflcients A et 6" soient négatifs. Sans quoi I'intégrale indi-
qu& aurait une valeur infinie, et XII ne pourrait être finie. Le signe de A

d M/ t " dé '. O' it d I 6"l4 , fi .et e u se rouve amsi éterminé, n VOlt e pus que -, pour n 111 rrn,n
disparait devant Al'. Posons done A =- B, en mettant le signe de A eu
évidenee. 11 viendra, pour n três grand,

formule approximativement vraie lorsque n a une três grande valeur, en
exceptant les valeurs de ã três voisines de O, qui rendent sin ã nul.

Pour ã =O, Ia partie réelle du eoefficient A s'annule, et il n'est plus

I· " d . I' I 6"l4 d tI' . 11 ' ,égítime e neg iger e terme -, on a partia ree e acquiert une lll-n
fluence : alors Ia formule est en défaut et devient indéferminée.

'1 .I-;;OCX" = --=-=ell': v -1 e-RI'di ;
7T ,/" o

I'intégrale indiquée esl connue. On sait en effot quI' f ~e_I' di =~;;
o ~

done
.fo"" . 'I.r

e-BI-rlt= --= V",
o 'lVB

et enfin

x, = ~ e"Tv'-1 X!. ~_ el/YI/=t - ~rr Vil 2 V B - -/- n '\11"



CHAPITRE Y

THÉORIES DIVERSES

TIIÉOR?;ME DE UMBERT.

205. Le ihéorême de Lamberi a pour objet d'exprimer le rapport ~ du

temps a, que mel une planéte M à parcourir un are MN' de sa trajectoire
liptique, à Ia durée T de Ia révolution, en fonction du grand axe 2a

de l'orbite, de Ia eorde c de l'arc
déerit dans le temps t, et de Ia
somme s des rayons veeteurs qui
joignent le foyer eentre d'allrae-
tion aux deux extrémités de l'arc.

Soit AA' le grand axe, égal à 2a j

F le foyer qui est le eentre d'at-
A F C P' f' ,I' A' traction ;

Fig. 101. F' le seeond foyer;
C le eentre de Ia eourbe;

MW I'are déerit dans le temps a, are dont Ia eorde est égale à c;
FAl + F~l' =s Ia somme des rayons veeteurs qui aboutissent aux extré-

mités de l'arc,
Sur Ali': eomme diamétre décrivons une demi-circonférence, et cher-

ehons sur eette eirconférenee les poin ts N et N', qui ont pour projeetion
les points M et M' SUl' I'ellipse. Les angles NCA', rl'CA' seront les anoma-
lies exceniriques des points M et M/. Désignons-les par u et u', Nous aurons,
en appelant t et i' les temps du passage de Ia planéte en M et W, et n le

TIIÉOHEME DE LAMIlEnT,

moyen mouvement (Ies temps élant cornptés du passage à I'aphélie en A'),

/'+esiu1/ =111,
n' + e sin 1/' = l/I'.

Hetranchant , il vient.

,,' - 1t + e (sin !t' - sin ») = 11 (t' - I) = 11&.

Le moveu mouvement n est égal à 2T""On a donc

,(I) o ,,' - 1/ + e (sin 1/' - sil1 1/)
'f= ~T:' •

Nous suívrons pour transformei celle expression Ia marche indiquée
par M, Catalan dans une Note insérée aux Nouoellcs annales de Mathéma-
tiques (3· série, tome I1[, novembre 1884),

Si l'on appelle l' le rayon vecteur FM, et 1,1 le rayon vecteur FM/, on a

I' = a (1 + e COS li),

,,I = a (1 + ecos 11').

Done

(2! • sx r +1"= 2a + ae(cos u+cos !t'J'

. .
La corde MM' de l'ellipse est Ia projection de Ia corda correspon-

dante ;\,i\" du eerele. Pour Ia calculer, observons que Ia base Pl" est c<llik-
mune aux deux cordes, et que les ordonnées PN, P)[ et PN/, PW sonl ré":

duites, en passant du cercle à I'ellipse, duns le rapport ~ du pelit axe au
a

grand. On a donc

c~= Pl"~ + ~ (I"N - PN)'.

Mais

PP' = a (cos !t - COS !t'),

PN = a sin !t, P'N' = a sin !t' ;

eu définitive

(5) c2 = a' (cos lt - cos tt
/)"+ b' (sin ,,' - sin 11)',

Nous allons transformar ces Irois formules, en introduisant des aqgles
o: eí'~, définis par les relations .,

"
2x=u'-u,

2f3=1l' +u.

395
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On voit que IX. sera le elemi-angle IC;\, = ICN' eles rayons C.'i el <':1\' daus

le cercle, el que ~ sera J'angle lCA' que fait Ia hisseclrice CI de l'angle N'CN
avec legrand axe CA'.

On déduil. de ces relations

,,'=a+(3. 11=(3-".

Donc
sin 1/.' = sin "cos (3 + sin (3 cos «,

sin 1/. = sin (3 cos ,,- sin a COl~,

-cos 1/' = COS " cos f3- sin " sin (>,

ros " = cos " cos f3+ sin (J sin fi,
sin tt' - sin ,,=2 sin (J. cos s,
cos u - COS 11' = 2 cos " cos p,

et subslituant dans les trois é.juations (1), (2) et (5), il vienl

(I)'

(2)'
(3)'

o " + e sin " cos (3
f= 1< '

s = 2a (1 + ecos" cos 13),
c~=4a' cos· a cos" fi + 4b! sin!" cos" fi = 4a' sin' ,,(1 - e2 cos" (>',

en observant que a'e' =a! - b',
Or ces trois équations démontrent le théorêrne, En effel, des équa-

ti~s (2)' et (5') on peut tirer les quantités 'J. el e cos ~; en fonclion de
2a, s et c; et substituant les valeurs de sin IX. et de e cos ~ dans (1 )', Oll

aura l'expression de ~ en fonclion des mêrnes éléments.

On tirera, par exernple , de (2') et de (7.')

4.
s-'2f1

cos"xecosf3=~'

c" (,,-2a)' .• o. ' . 0,_ _ = sm- " I t - e- cos- SI - r' co,- " co~- ,
Ito::t. . ~a \ I I

= sin2 « - e~ cos" ~ = 'I - ('o~'!o: - P co~'l .s.

llonc

c· (8 - 2a)'1:\) cos'" + e'cos' (3 =1- 4a' + --qa .

A l'équation (5) ajoutons le double de l'équation de (4), (luis retran-
chons ; cela donnera

c' (8 - 2a)' s - 'Ia(6) (cos '" ± ecos (3)' = 1- 4a' + ~ ±--a=-'
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ce qui donue les deux relations

( c-os,,+ecos f3= d- 1/8' - e',, _a

) cos a-e COS(3 = .!.yl4a - sl~ - c',
( • 2a

(7)

ou bieu

cos « =~ (Y8'- c' + y(4a -8)'- c2),

ecosf3= .i (Y8'-C'-Y(4a-,,)~-c')"4a

On déduit de Ia premiêre

e i _l / _(s2-C")+(4u--s)l-c~+2V(82-c2)((4a-s)2-ct)
.111 ,,- V 1 4a" '

o:= ;;1 ecos (.!.. (ys' - c" + y(4a -- s):!. - c.))4a .

el cnfin

3!17

1 -- ----) V ("-"'+(4a-S)'-c'+~Y(st-c'I{(4a-S)t-ct) I --
are cus(-(V"-C'+V(4a-S)'-c' + - 4 • X-;-(v'S'-ct-v'4a-S)')-C')& \a fia sa o

T ~

011 peut observer que 4a e,l Ia somme des qualre rayons vecteurs
FAI, F'M, FM', F'M', menés des deux foyers F et F' aux poinls M et M'. Si
done on designe paI' s' Ia somme des rayons vecteurs F'M', F'M, qui ~.m-
tisseut au second foyer, 011 aura 4a - s =s', ee qui simplífle un peu Ia
formule.

Celte formule est remarquable en ee qu'elle est indépendante de I'ex-
eentrieité de I'orbite. ElIe s'étend sans difflculté au eas d'une orbite para-
bolique. Si I'on représente par p, Ia constante de l'accélération dirigée
vers le foyer de Ia parabole, de sorte que cette accélération soit repré-

sentée par~, Ia durée 6 du parcours d'un are de Ia parabole sera donnée

par l'équation

j r ' 'Je = (jy;;' (8 +c)' ± (8- c)' ,

s étuut Ia sornme des rayous vecteurs qui aboutisseut aux extrémités de
l'arc, et c Ia corde de cet are. Quant au choix à faire entre le signe - ou
Je signe +, il faul considérer l'angle formé par les deux rayons veeteurs;
s'il est moindre ql;le deu x droits, on prendi-a le signe -, et s'il est plus
grand, 10 signe +.

1
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ou bien
API'UCATION DE LA IIÉrnODE DE JACOllL AU PROllLEME DE L'ÉQUILlBRE

D'UN FU••

d·y
da. + YT = O,

d'~J;;'J. + ZT = O,

On a de rnême
20G, L'analogie que nous avens signalée ([1[, § 40) entre le problême de

l'équilibre d'un fi! et eelui du mou vement d'un poíut, matériel permet
d'opérer sur les équations du premiar probléme des transforrnations
analogues à eelles que I'on fait subir aux équations du mouvernent d'un
point. L'application de Ia méthode analytique de Jaeobi à I'équilibre d'uu
fi! a été faite par M, Appell dans les Comptes rendus de l'Aeadémie dei>
sciences du 12 mars 1885.

Supposons un fi! libre, inextensible, sollieité par une force Fds appli-
quée à J'are ds; soient Xds, Yds, Zds les composantes de cette force, rap-
portées à trois axes rectangulaires; soit T Ia tension, M Ia fonetion des
forces, e'est-à-dire l'intégrale (supposée existante) de Ia fonction diffé-
rentielle Xd,1; + Ydy + Zdz. Les équations d'équilibre serout- - - -

c'. st-à-dir e

(4)

1

d2X=_l'X,
dr;-!.

d·y __ TY,
dl7':!-

d·~ --TZ,
d'1':!-

Ilemplaçous T par - (U + h) et X par d,U. On voit que le produit - TX
(X

(I;

ri ( d,t)(G TiiS +X=O,

'!. ('I' t!:JL)ds d s +Y=O.

!!. ('I' 1.1<) ,
tis rr~ + z = c'

IJc même - TY, - TZ se remplacenl par les dérivées partielles de ~ (U + 11) ~

par rapport à y et à z.

Posons donc V =~(U + 11.)2. On aura les équatious

sera égal à

(u + h) ~ =.!!. (! (U + 1t)2).
dx dx 2

Ou eu déduit, eu mulli pliant Ia premíere équatiou par d», Ia secoude
par:1y, Ia troisiérne par ds, el ajoutant ,

ri'!' + !.lU ,= O, d·,,, ,IV
dl1~ ==([,;'

d·y dV
d~" =dy'
d~z dV
rl7' = fF.'

ou bien, 011 inlégranl.

(2) (5)T=-(U+";.

h désiguaut 1I1le constante arbiuaire.
Prenons une I~OUYelJevariable a, défluie par Ia n-latiou

(3) ds-'I'.d:t-
équations analogues à celles du mouvement d'un point (§ 159).

011 eherchera une fouction 0 des coordonnées .1;, y, z, telle qu'ou ait

C te é ti (' I" . li (l'(Ü) \ Oet, c equa 1011 11'31lSorrnc équation ris cls +. =
r dx de
lík=dx'
)01 _de,
) da - dy,

(d::. de
.rrf1==d~~

(ti)
eU

tl (d,")
'l'r!7 d7 + \=0,
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On en déduit

(
d~ d~ d'!!!)

d"x =.:1:. (~) = ~d (r!:?) =~ ~ dx ..3:.:: di +~ d :
d,~ ri, da d» dx d« a.c + dy !I d :

de de de
ddxd0 tld.?;d0 ddxd0

=dX d.l+ dy dy+T do

de de ded- d- d-dxd8 dyde d;;dt)=--+--+--dx dx d.c dy dtc d :

=!.:!:.. ['(de)! + (de)~ + (de )2J' = -:
2 da: dx dy dz dr

On aurait de mêm-

1 d [(de)' (d8)2 (d0)2J dV:.! dii dx + dy + dz = (0'

~ .:!:..[(de)2 (de)" (de )2J ='!'!..
:! d, d» + d!! + ds rI;

et ces trois équatious peuvent !~tre Iondues en une seule, en les ajoutant
apres les avoir multipliées respectivement par dx, dy, dz; 11 vient l'équa-
tion aux dérivées partielles du premier ordre

.1 '1_ [(d8)2 (d0)" (de )2J _ 7 ,
2 d + I + I - \ +A.x (!! as

A désiguant une constante arbitraire, qu'on peut supposer égale à zero.
L'équation prend alors Ia forme

(i; (de)2 + (d0)2 I (de)" =2V= (U+h)2.
dx d!! T d:

On aura it intégrer celte équation (7). L'intégrale compléte contiendra
lrois constantes arbitra ires, et sera de Ia forme

(8) 0(,?;, y, z, a:, p, li) = C,

eu appelant o: el ~ deux constantes, distinctes de Ia constante h qui ap-
partient à Ia fonction des forces, et de Ia constanle c 11laquelle on égale
Ia fonction e.

L dérivé . II de de de r • d 'es erivees partie es -d ' -d '-Z teront connailre, en vertu es equa-
X y az

AU rUOllLÉME DE L'ÉQUILIflI1E O'UN FIL. 401
ti (6) I . , dx dlj dz , t' .r: I T dxtons ,es quanlIles -d '-d' , -d ' C es -a-uire es composantes -,

a a a ds

T~, T~ de Ia tension. Quant aux équations d'équilibre qui définissent

Ia forme du til, on les obtiendra en égalant à des constantes arhí-
traíres les deux déri vées parlielles

de d0
(f;" di'

de Ia fonction e par rapport aux arbiíraires a:, B, inlroduiles par l'inté-
gration. On reconnalt en effet facilement, en suivant l.a marche incliquée
§ 140, 'que ces fonctions reslent constantes pour loule valeur de a.
M. Appell a étendu cette méthode au cas ou le fi! esl assujetti 11certaines
liaisons, par exemple à resler appliqué SUl' une surface,

SURLE MOUVEMENTDE ROTATIOND'UN 50LIDE DE I\ÉVOLUTlON
AUTOURD'UN PCl:lT FIXE.

207. Nous avons ramené à Ia forme canonique (§ 167) les équations
du mouvement d'un solide autour d'un point fixo O.

Ces équations peuvent être inlégrées à l'aide des fonctions elliptiques
lorsque Ia fonclion des forces U est 1l1l11e. On relombe alors en effet sur
le cas traité dans le théoréme de Poinsot, ell'on a vu (III, § 280) que ce
cas conduisait à des intégrales ellipuques.

AI. F. Tisserand a fait voir que cclle solution par les fonctions ellip
tiques peut être appliquée au mouvement du globe terrestre aulour de
son centre de gravité, en supposaut, duue purt, que la;phéroide ler-
reslre soil un ellipsoide de révolution et, d'autre part, qn on se horne 11
prendre, dans Ia série qui exprime Ia fonction des forces, iJ, les
premiers termes du développement. (Voy. Comptes rendus de l'Académie
des sciences 20 jllillel1885.)

[)1DICATlONSnmLIOGRAPlIIQUES.

208. Pour terminer ce livre consacré à Ia mécanique analytique, nous
cuerons quelques ouvrages oú les mêmes sujets se trouvent traités, et
qui montreront les diverses méthodes suivies par de grands géométres
dans Ia solution de ces problémes :

LAGRANGE,Alécanique analylique. Section VII, § 2, varialions des éléments
des planétes produites par les forces nerturbatrices , - section IX, SUl' le
mouvement de rotalion;

v. - uíc. COLLTG:.'\O~. 26
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LAPLACE,Mécanique céleste. 1'· partie. Livre lI, chapitres v, VI, VII et VIII,
théorie des perturbations et mélhode des approximafions successives.

LEGENDRE, Théorie eles {onc1ions elliptiques, tome I. Applicaliol1s à Ia
mécaníque, Problême du mouvement d'un solide aulour d'un point fixe,
du mouvement d'un point attiré vers deux cenlres lixes; attraction des
ellipsoídes: orbite décrite sous l'action d'une force centrale donnée.

LIVRE IV

UÉC.l.NI4!UE VIUR.l.TOIRB

INTllODUCTlON

INTÉGRATIONDES ÉQuATroNs DIFf'ÉRENTIELLESAUXQUELLESCOKDUITLE PROBLÊ~IE.

209. Lorsqu'un point matériel M, de masse
m, attiré par un centre fixe, O, propor tion-
nellement à Ia distance AIO, parcnurt une
droite 0,1., le mouveiuent oscillaroire du point
M est Ia projection SUl' Ia direct ion OA du IlJOU-
vement d'un pornt P qui parcourruit uuilor- .
mément une circonférence décrite ou poiut O
comme eentre avee UII ruyon OA ,"gal à Ia
demi-exeursion du point en mouven.eut. L'équation

~P

1< ili1---o~~.~
Fig. 102.

du rnouvement est

x = n COS ",t,

R représentant le rayon OA, t le lemps, x Ia distance OM, et (d un coeffí- .
eient constant , égal à Ia vitesse angulaire du rayon mobile OP autour du
point O. L'équation différenriella du iuéme mouvement est

(/2-C __ J{x,
m dt~-

K représentant un .nombre positif, et l'identiflcation des deux équatíons
donne entre les coefficients [( el (d Ia relation l{ = m(d2.

La théorie des mouvements vibratoires peut être regardée comme Ia grné-
ralisation de ce résuh at élérucntaire Avant de l'exposer, nous r;lppelle-
rons Ia méthode dintégration des équaí ious linéaires simultanées auxquelles
conduit l'analyse du probléme,
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210. Pour flxer les idées, nous prendrons comme exemple l'intégration
de troís équations simultanées, que nous supposerons sous Ia forme

\

d'"eU' = 11 + A" + D? + C/,

d2~
,---'C = lI' + A'et. -'- n',~+ C'"

~

dt' '.."
d2,
~ =11" + A"" + D"? + C""dt" /'"

1= lõ'

DU MOUVEMENT PÉRIODIQUE.

minant (5) n'est pas nul, ce qui assigne aux inconnues "'I' ~i'li des valeurs
fíniês et déterminées.

211. On pourra ainsi faire disparaitre !es termes constants, et ramener
le systéme d'équations données à Ia forme

(1)
d

2
et. = Aet. + Df + C/,dt'

d"(3 = A'" + H'r> + C''/o
dt'

d"'/ = A"C!. + !l"r> + C"'i'
dt'

(1)
Il, Il', Il", A,A',A", ... C,C', C" étant des constantes données. La premiére
préparation à Iaire subir à ce systérne consiste à changer de variables ele
rnaniére à chasser les termes constants, R, 11', R". Pour cela on déterrninera
trois nombres "'I> ~i' 11' qui satisfasscnt aux équations

\

A"I + D!"I + Cil = - 11,
A'''i -i- wPi + C'/i = - II',
A"~ + n"r.< + C", - 11""'"t ri 11- - ,

Ces équations étant du second ordrc, entre trr-is fonctions z , ~, I' les inté-
grales générales du systêrne (6) seront au nornbre de trois , et devront
contenir six constantes arburaires ; lcs équations données étant d'ailleurs
linéaires, si l'on en connaít six sclutions dislinctes, savoir(2)

et on posera o: = "i' ct ainsi de suíte jusqu'à ,,= "5'
[3= fJi' [3== Pó'

G( == 0:0'

[3=[30,

"I=,0'
(3) [3=[31+[3', r= "/i +'/,

'/= '/i'
G( e-r- 0::1 -1- a',

o.', W, I' étant de nouvelles variables, On en déduit
on obtiendra Ia solulion générale en posant

d'2(X d2rx.'
dt2 = dt2'

«« d2(3'
(zi·= di'!:'

d2, d2/

dt' = ([fi' . -j- nO:tj,
. + n/'3th
,+ n'/5'f

" = L"o + ~I "1+ N"2 + '
[3 = L,3o + M [31 + N,32 -I- '
y = L,o + M '/i + N'2 -I- '

(7)
et substituanl dans les équations (1), on les rarnéne, eu vertu des équa-
t:OIlS (2), à Ia forme

ÇI L, M, .. , R étant six constantes arbitrnircs. Le proh'êrne est donc ramcne
découvrir les six intégrales particuliéres (0:0, ~o, 10)'''' (0'.5' ~5' 15)' On peut
y parvenir en emp!oyaut soit les Ionctions exponentielles, soit Jes fonctions
circulaires.

Posons d 'abord

(4)

( d',,' = A"' -I- n?' + C,'dt;

d·;:;' = A',,' .+ D'p' + C'I'
di;

di/ = A",,' + n"W -I- C",',a»

I"=, perl,

[3 = p'e",
"= p"e't,

Nous avons supposé que les valeurs: de "'I' ~i' 1I fournies par le systême
des équations (2) étaient bien déterrninées, ou, ce qui revient au même, que
le déterminant

(8)

(5) I
A

. A'
A"

C IC,
C"

I', p, e', p" étant dcs nombres conslants que nous allons dclerminer, Ou re-
marquera que "', ~, I sont respectivement proportionncls à p, p', p". De là on
déduil

B
D'
E"

I
!f!..." = '-7"Crl = r-",
dt2 r

d
2p = p'r2ert = r![",
di'

d:!.,._ 1I,.2ert ~ 1'21ai' --r-

était différent de zéro. S'il eu est autrement, le changernent de variables ne
peut s'opérer, car on trouverail pour O:i' ~\I li' des valeurs infinies, à
moins que l'une des trois équations ('2) ne rentràl duns !es deux aulres, DU-

que! cas I'un eles nombres 0'.\1 ~i'li' serait arhitraire, Ncus exclurons ces
divers cas particuliers, el nous admettrons dans ce qui suit que le deter-

{a)

405
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Substituons les vnleurs (8) et (9) dans le systéme (6) ; on aura entre les
variables o., ~, I et l'inconnue r les trois relations

{
,.2" = li" + R,3 + C1',
,.2,3 = A'" + 8'8 + C'"
r', = li"" + B"j3 + C""

a = Po (Lero! + ~Ie-rol) +PI (Nerll + Pe-rll)

+ P2(Qer21 + fie-r•/),

f3 = p'Q(Le'ol + Me-rol) +P'I (Nerll + Pe " rl/)

+ P'2 (Qer•1 +Re- ".1),
"'/= p"o(Lerol + Me-rol) + pl/I (:'lerl! + Pe- rl/)

+ e". (Qer•1 +Re-r•I),

DU MOUVEMENT PÉRIODIQUE.

Ou eu déduit I'inlégrale générale
407

(10)

(11) I (A - r2)" + R,3 + Cy = O,
Á'r:t. + (R' - ,,2) f + c'"'/ = O,

A" o: + R" f3 + l C" - ,,2) Y = o.

(14)

oubien
(15)

Ces trois équations, hornogênes par rapport à rJ., ~'I' permeltent à"e-
liminer les rapporls ê, '1 de deux des variables à Ia troisiéme, L'équa-

(/. (J.

tion finale s'obtiendra en égalant à zéro le déterminant des coeíflcients
de rJ., ~,'"(, ce qui donne l'équation

avec les six constantes arbitraires, L, M, ... R.
212. La solution peut s'obtenir aussi à l'aide des ligues trigonomélriques.
Au lieu de chercher six íntégrales particuliêres sans constantes arbi-

traires, puis de former l'intégrale générale par l'addition de ces six fonctions,
nous chercherons trois intégrales contenant chacune une constante arhi-
traire, et Ia solution s'obtiendra en ajoutant ces trois intégrales, multi-
pliées chacune par un coefficient pris arbitrairement, Le nombre nécessaire
de constantes se retrouvera ai.isi dans Ia solution déâultíve.

Posons
(12)

A_r·, B, e
A' D/-I'e, c' 1=0.,
A", B" C"-1,2, ,,= psin(f-lt + '1')'

j3 = p'sín(f-ll + 1'),
y = p"sin(f-lt +,,),

ou !,-, p, p' p" sont des nombres à délerminer, et 'f un are arbitraíre. La
différentiation nous donnera

L'équation (12) est du troisiéme degré en 1.2; elle donnera généralement
pour l' six valeurs, égales deux à deux au signe prés, qUH nous représen-
terons par +- 1'0' ± 1'1' ± 1'2' Chacune des trois valeurs de 1'2, substi-
tuée dans les équations (11), déterminera en générul les deux rapports
~ o' p":ç 1, ou, ce qui revient au mêrne, Ies rapports '-, -, de sorte que nous
/lt o: , P P
pourrons obtenir trois systêmes de valeurs des coefílcients p, p', ~", savoir

d2e<
dt2 = - pf-l2sin(f-lt +\,)= -f-l.'"

d2j3 _ •
dt2 --f-lf3,

d·y _ 2
dtO - -f-l 'to

Po, p'o,
i

PI' P l'

('21 P'2'

r"o correspondant aux racines ,'= ± "o,
P"i n » r=± l'i'

P"2 » » 1'= ± 1'2.

(15)

Dans ehaque rangée, I'un des coefflcients p, restant arbitraire, se confondra
avec Ia constante par laquelle on devra multiplier l'intégrale particuliêre
pour Ia fuire enlrer dans I'intégrale générale,

On a par ce moyen les six solutions pl éparatoires

Substituant dans (6), il vient

- f-l2r;t.= Ae< + Rj3+ C",/,
_f-l2f3= A'e<+ R'f3+C';"
_f-l2, = A"e<+ B"j3 + C"yo

(16)
e<= poero!,

-r I
e<= rue o,
f3=r'oe"ol,
f3 = P'oe-ro!,
;'= P" oero!,
't=p"oe-rol,

e<= Plerll,

e<=ple-rll,

f3=P'IC
r
l
/
,

r= p'le-
r
/,

'/ =P"iel'tt,

y=p"le-r,l,

a: = P2er~},
-r I,,= P2e .,

j3 = P'.Cr2/,

f3 =P'2e-"21,

"/== p"2er2t,

v= p"2e-r.!.

Ou en déduit pour déterminer !'-

A+f-l"-
A',

eR,
B'+f-l\

B",

(17) c' = o,
e"+ f-l!11.". ,
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équation du troisiéme degré en p.2, qui donnera en général pour p. six valeurs
égales deux à dcux ali signe prês ; soient -+- p'O' ± I',!> ± P'2 ces valeurs.
00 tirera des équations (15) les valeurs correspondantes des rapports
~ p' p"_, 1, c'est-à-dire des rapports -, -. On devra prendre dans chaque
(J, (J, p p
groupe de raeines égales en valeur ubsolue et de signes contraíres, ± p'O'
± p.• , -+- P'2' l'une des deux racines à I'exclusion de l'autre, et l'on ohticnrlra
lintégrale générale en posant

t
' ,,= Lposin (p-oi + 9') + Mpl <in (v,i + 9")+ ~P2sin (V.t + ;:l'),

(18) [3= r,<,_s~nIIJot +9') + )lp'.si~l(p.,t + 1',) + N~'2Sil~(,Q-2t + ,,"),,= Lp' osm',vot + 1') + Mp"t sin (Vlt + 1") -+- N/2sm (v"t + 1''').

La solution eontient encore six conslantes arbilraires.savoir les trois coeffl-
eients L, ~I, N, et les Irois ares 'f, 'f' e",

Observons que l'équation (17), de laquelle on tire les valeurs de p" ne
diífere de l'équation ('12) que par le changement de 1'2 en - p.2, ou de l' en
p. ,/ - 'I. Si done l'éqnation l'12) dorme pour r deux racines imaginaires de
Ia forme -+- ), V - 1, l'équaliou (17) donnera pour 1-" deux racines réelles
pgalcs :\ -+- ),; de sorte qu'en adoptant lune ou l'autre furme pour les
It'rml's de Ia solution, on pourra éviter les imaginaires dans l'iutégrale gé-
nérale.

215. Mais l'équ uion (12) peut avoir aussi des racines imagina ires de Ia
forme ç + ~.y - 'I, ou encore des racines multiples. Ces deux cas parti-

uliers d~ivent étre examines iI part.
Soit d'abord 1'0 = ç +), V=-r L'équalion (12) admellra aussi Ia racine

- )'0 = - ~-), ,/- 1, puis les racines conjuguées des deux prorméres,
soit ri = 1; -), V - 'l, - 1'. =- ç + À y-=-C 01'

erol= rH X eÀtV-1 = e,t X (cosJ,t + F1sinJ.t) ,

e" rol = c-<t(cosJ,t - Fi SillJ.t),

er•1 = e,t(cosJ,t - Fi sinJ.t),

e- rll = e- ,I (COS)t +V-i sinJ.t).

Remplaçons aussí le corfflcient Po' qui peut être imaginaire , par J(> r.ro-
duit 00 (cos 'Po + Y - " sin 'Pu), ou 60 est le module et 'f~l'al'(Jument du
nombre Po; soit de mêrne

L= o (COSl' +P siní'}'

M = o'(cos!" +Fi siri,>').

..

\.

nu MUUI'EME.\T PEl\IODIQUE.

Le facteur P1 sera le conjugue de Po' et par suite

40g

p, = 00 (COSl'o - y- 1sinl'o)'

Prenons de même

N = o (cosq> - V-i siní')'

p = O' (cos\,: - V- '1 sinl")'

La substitution de ces valeurs dans les termes de (J, qui contiennent 1'0

et ri [équations (15)], nous donnera

0
0

(COS9'o+ V-=1siní'o) [o (cos ç +P sill\,) c,l(cosJ,t + v'=1sin ),t)
+ 6'(CO,/ +V-1 si 11í") e- ,I (cosJt - Y - '1 sin )t)l

+ Oo(cos\'0-0 sinpo)[O (COSI'-0 sm r) e,l(cosJ,t -V'-l Sildt)

+ o'(cosj>' - V- '1 siní") e- ,1(cosJ,t + V-i sinj,t)j,

ce qui se réduit à

Oo~e,I lcos(l,t + r + ro) +V-i sin ()t + r + ro'J

+Oowe-,t[cos(l,t - r' -1'0) - Fi sin(J.t - r - ro)J

+ 00qe ,I [cos(l,t + 'f' + 90) - P sin (l,t + f - ?o)J

+ OoWe-,t [cos(l.t - 1" - 1'0) +Fi sin (l,t - i - 1'o)J,

ou encore à Ia foncl ion réelle

2e,1 [°00 cos lit + I' + 1'0)] + ~e- ,t [OoO'cos(J,t- r>: I'olj,

íonction qui peut se meU re sous Ia forme

Le,tcos(j,t + <j;) + Me- ,tcos (J.t + <j;');

elle contient quatre arbitra ires distinctes, L, M, 4, 4', et a par conséquent
le même degré de généralité que les quatre lenues dont elle tient Ia place.
On peut cnanger les cosinus en sinus, cal' cela revient à ajouter un quadram
à Ia Clmstante al'bitl':1ire 4 el iI changer ((~signe du Iacíeur arbitraire L.

214. Supposons ensuile que l'éqllaLÍon (12) ait des racines égales, qu'on
ait par exemple ro = l·i. Alors les lermes en 1'0 et 1'. de Ia solution gt>né-
rale (15) se fondent l'un dans l'autre, et l'intégrale ainsi forrnée ne con-
tient plus le nornbre demandé de constantes arbitraires.

On tourne cette difficulté en posant d'abord 1', = 1'0+ h, et en supposant
h infiniment petit, apres avoir développé les exponentielles en séries.

On a en effet

(
' !tt !t~t2 )

t +h)1 rtxelil __ er.) 1+-+--'- ....erjl = e ro = e o - o 1 1.2 I
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Mullipliant par Ia constante Pt N, il viendra
.•..

r I ,.I ht
PINe O +ptNe O T + des termes contcnnnt h2, hS,

Le premier terme se confond avec le terme Po L e r,!; le second prend Ia
forme ft l'\' er,lt, en remplaçant le produit Nh par une nouvelle constante N'.
Les termes suivants conteuant en facteur Nh2, Sh», ... ou hien ri/h, rl'h2 ••.•

s'annuleront 11 Ia Iois qu.md on y lera h infiniment petit; de sorte que I'on
peut substituer à I'eusemhle des termes

Po (Lera' +Me--rol) + p, (i'iertl + Pe- rtl),

Ia somme suivaníe, ou les constantes ne se confondent plus,

Po (Lero' + Me- ro') + Po (Nero' + Pe- rol) I.

Nous y avons fait ft = PO' parce que 1'0 et 1', sont supposés égaux.
Le cas ou r serait raciue triplese traiterait de même : cette supposition in-

troduirait dans Ia solution un nouveau ter me de Ia formep, L e ± r,l t1• Plus
généralement, une racine multiple 1'0' du degré k de multiplicité, introduil
dans Ia solution de, termes contenant en facteurs des expressions de Ia
forme Le± r,l t", w prenani toutes les valeurs entiéres O, 1, .... k - 1.

Enfin si ceue racine multiple était imaginaire, le groupement des termes
conjugues dans Ia so.ution générale conduirait, grâce à un choix convenable
des constantes arhrtraires, a faire disparaitre les imaginaires, en introdui-
sant en fucteurs des lignes trigonoruétriques.

nÉsuMÉ DE LA SOLUTION GÉNÉnALE.

215. En résumé, Ia solution Ia plus générale des équations données
peut contenir des termes réels, des formes suivantes :

1° A deux racines réelles, -+- "0 de l'équation (12), correspondent deux
termes contenant en faeteur les exponentielles e ± r,,;

2° A deux racines imaginaires ele Ia forme -+- 11. ~ un terme conte-
nant en facteur sin (~.I+ '1'), 'I' étanl un are arbitra ire ;

5" A quatre racines imaginairesdes formes-+-I;=+ l1.y - '1, deux termes con-
lenant en lacteurs, l'un ét X sin (a.t + cp), l'autre e-ít sin (a.I + cp'),
'!' et '1" étaut des ares arbitra ires ;

4° Enfin aux racines mulliples de l'équation en r, des termes contenant
des facteurs de Ja forme lt X 10., Ol étant un entier, ees termes pouvant
aussi contenir des lignes trigonornétrrques introduites pour chasser les
imaginaires.

DU MOUVE~IENT PÉl\IODIQUE. j1t

Ces diíférentes sortes de termes se parlagent en deux classes distinctes.
ta premiêre classe eontienl les termes de Ia forme L sin (11.1 + 1'.); Ia se-
conde, les termes de toutes les aulres formes, qui ont pour caraclêre com-
mun de renfermer des exponentielles ou des puissances entiéres de t.
Comme d'ailleurs au terme conlennnt l'exponentielle e + rt correspond un
aulre terme contenanll'exponentielle e -rI, il est certain qu'à moins d'une
déterrnination particuliére des facteurs arbitraires par lesquels ces termes
sont multipliés, l'ensemble des termes de Ia seeonde classe croit indéflni-
ment ave c le temps t. La premiére classe, au contraire, contient des termes
périodiques, dont les valeurs restenl comprises entre des limites flnies,
quelque valeur qu'on atlribue aux constantes arbitraires. La condrtion né-
cessaire et sufüsante pour que les intégrales générales soient eomposées
de termes périodiques est done que toutes les raeines de léqua-
tion (12) soient inégales et imaginaires de Ia forme ± 11. y - I, ou, ce qui
revient au même, que I'équation ('17) ait toutes ses raeines réelles et
inégales,

Les méthodes que nous venons d'exposer sont générales, quel que soit
le nombre des équations données ; si l'on a, par exemple, n équations du
second ordre, conlenant linéairement n variables 11., ~, "(, ••• , l'intégrale gé-
nérale aura Ia forme

0:= l:Lsin(J,t+p).

Ia somme ~ eomprenant n termes semblables; les valeurs de À sonl dé-

duites de l'équation qu'on obtient en égalant à zéro le déterminant à n~
termes

A+),2, B, C, •••
A', B'+J.2, C' ••..
A", B", C" +),2, =0;

elles doívent être toutes réelles et inégales.



CIIAPTTRE PRElVIIER

OU MOUVEMENT OSCILLATOIRE O'UN SYSTEME DE POINTS

AUTOUR O'UNE POSITION O'ÉQUILlBRE.

216. Considérons un systême formé de n poinls matériels assujeltis à cer-
Ia ines liaisons. Appelons XI' YI' Zl' les coordonnées d'un point de masse m{>
X" Y2' Z2' celles du point m2,··· xn' Yn' zn' celles du point mIl' Le prernier
point est soumis à l'action d'une force XI> Y{>ZI' le second à l'actiou
d'une force X2, Y2, Z2'"'' le ni/me à Ia force Xn, Y", Zn' Entre les coor .
données de ces n poinls, nous supposerons qu'il yait k relations, exprimant

s liaisons auxqueIles est assujetti le systéme. Ce sont les équations

1.=0,

'2=0,
(1)

1k=O.

Nous supposons aussi les forces X, Y, Z, exprimées par des fonclions des
coordonné s, X, Y et z, des divers points, indépendamment du temps et
des vitesses.

L'équation générale du momernent du systéme sera

i=n[( d'x\ ( d2V')
(2) 1 ~1 Xj - 11Ij di.') oXj + Yj - 111; di.' ÔVj

( d
2Z) ]~ \Z-171.-, I 01. = O,

, l t ( t"!. t
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les vanations ~ devant satisfaire aux équations des liaisons, c'est-à-dire au
groupe

(,j)

dLI , dL{ • dL{ , dL{, + O
d- aX{ + -, aVI + -I' o;:;{ + d- ox. , •• =-." •

X{ CY. C~I X2

zr., dL. dLo O----" iixl +- tv, + --=OZ{ + "'::"::: ,
dXI dV{ dz{

dLk
dx. oXI + . ••••••••••••••••••• === O.

Supposons que, pour des valeurs particuliéres des coordonnées x{ = ai'
y{=bl, ZI =cI, x2=a2, Y2=b2, Z2=C2,,,, :r;Il=an, yn=bn, Zn=Cn' le
systéme soit duns une position d'équilibre stable. Les forces X, Y, Z, pren-
dront dans celte position certaines valeurs que nous représenterons par Ies
lettres A, B, C, allectées des mêmes indices.

Proposons-nous d'étudier le mouvernent du systéme aux environs de celte
position, lorsqu'on l'en écarte infiniment peu. L'équilibre étant stable, l'é-
cart ne dépassera jamais une limite três étroite, et si nous posons d'une
maniére générale

(4)

xj=aj+"t.

Vj=bj+f3j,

Zi=Ci+,/i,

les quantités (f.i' ~i' li' resleront elles-mêmes três petites,
Nous déveJopperons les diverses fonclions qui entrent duns Je calcul e

séries ordonnées suivant Jes puissances ascendantes des quantités a, ~, I'
et comme ces quantilés sont três-petites, nous nous contenterons des termes
qui les conliennent au premíer degré, Soit, en général,

F (x:tI Yi' Z:l' •.• , Xi' Yt' Zi' ••• , Xu, Y,H ~n)

une fonclion donnée des coordonnées; on pourra, en remplaçant x par
a +a, y par b +~,z par c + I' Ia meltre sous Ia forme

(5) F = F (a{, b{, Cl' ''', aí' bí, Cj' •.•• an, hn, cn)
dI-' dF dF dF dF dF+ da <Xi + db i3{ + dc 11 + ... + da "i + db i3i + dc 'I

i {{ i i j

dF+ ... +-d 'tn'
Cn

• dF dF dF
Nous representons par les symboles da' db ' dc ,... Ies résultats que I'on

obtient en rernplaçant X par a, Y par b, z par c dans Ies dérivées partielIes
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.tdIF, dF dF, .. de Ia fonction F. Le développement de Ia fonction, arrêté
x dy' ds

aux termes du premier degré en e , ~, I' revient à trai ter ces derniéres
quanlités comme des différenlielles.

Appliquons ce développement aux fonctions X, Y, Z, qui représenlent les
forces. Nous aurons d'une maniére générale

(G)

dXi dX/ dXi
Xi = Aj + -d "I + d-b [31 + d- ,I +a. I Ci

dY/ dYi
Yi=Di + da, "I + db. [31 +.

dZ dZiZ. = C + -.! "I + - 131 + . . . . . .., t da. db,

dX;
·+ dCn "'In,

«:·+ dC
n

'tn»

dZi·+ dC
n

'tn-

Les équations (1), satisfaites par les solutions x=a, y=b, z=c, et par
les solulions x=a +", y = b+B, z = c +'"(,entrainent entre Ies nouvel-
Ies variables ", ~, I' le groupe de k équations

17j

dL. dLI dLI
dai "I + db

l
[31 + de, "I +. . = O,

c/L. dL.---=". + ---= [31 + = O,dai âb,

~
dL c/L--'!. "I + --'!. [31 + = O.
dai dbl

Ce dernier groupe se déduirait du groupe (5) en y changeant x, y, z, en
<I, b, c, et lJx, lSy, ISz, en a., ~, I'

Nous pouvons aUSSl appliquer Ia formule (5) aux coefficienls rles variations
dans les équalions (5), ce qui nous donnera les relations géuérales

(3)

dLj dL. d'L. d2L. d2L.
tlxi = d,,~ + da,d~11 "i + da,d~1 [31 + daid~1 I1 + .
dLj dLj d'L. d'L. d'!.,.
dy. = db + db.d~ "1 + dó I~ [31 + db ,,~ 11 + ... ,

,. i 2. 1 2. 1 & • 1

dLj _ dLj d2Lj d2Lj d'Lj
d~. - dc + dc.da "I + dcdu [31 + dcdc 'lI + .. "

, i '1 , 1 , 1

équalions qui permettent d'exprimer les coelâcients eles ISx, lSy, ISz, dans les
équations (3), en Ionction des varialiles ", ~, 't-
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La différentiatlon des équations (4), dans le-quclles les quanlités a, b, c,
sont indépendantes du tcmps, nous donne enlln

(a)

d2Xj d'''i
(JIi = di' '

d'Yi cZ2,3i
(JIi = dt"'

d2zj d2Yi
cU' = di" .

Ces diverses prêparations effectúées, remplaçons duns les équations (2)
. d'x d2y d2z dL dL dI"

et (5) les fonctions X, Y, Z, di2' dti' dt"' dx' dy' dz'''' par leurs va-

leurs en ", ~, '"(,'.' Nous pourrons exprirner, au moyeu des éqnations (5), k
des variatiôns s», lSy, lSz... par des fonctions linéaires des 51! - k aulres;
substituant les valeurs de ces k variations dans I' équut ion (2), et égalarit sé-
parémcnt à zéro les coelflcients des 5n - k variations qui sont conservées
dans le calcul, et qui doivent rester arbitraires, nous 3111 OIlS les 5n - k équa-
tions II joindre aux k équations (1) pour déterminer en fonction du temps les
valeurs des 5n variables o: , ~, '"(.

Or le résultat de toutes ces suhstitutions conduit 11 exprimer linéairement

les accéléralions ~::". en fonction de a: , ~, ••• Eu effet, ehacun des coeífl-

cients des équations (2) et (5) se compose de deux parties : 1° une partir-
indépendante de «, ~,"(, el qui represente Ia valeur du coeflicient relati ve à
l'état d'équilibre ; 2° une partie contenant au preinier degré les varia~s

,. . d'« d'~
(1., ~, I"" avec les accélérations dti' dt-""

La substitution de Ia premiére I ar ie duns l'équa tion ('2) nous don nera l'é-
quation mêrne que nous aurions oLtenue en exprirnunt par le théoréine du
[ravail virtuel que le systéme est en équilibre duns Ia -position (a, b, c),
sous l'action des forces (A, B, C) et des liaisons (L=:O). Elle est donc nulle
d'elle-mt'me, et il reste seulement Ia seconde partie ; o~ trouvera les va-
leurs des accélérations en fonction de ~., ~, I"" en égalanl à zero lous les
coefllcients des 5n - k variations indépendanles. Les équations ainsi oute-
nues contiendront à tous leurs termes quelques-unes des quantités a: , ~, I'
d'.. d"3 d"'( .. ..-, -I ., d-' chacune au prermer degré, et eomme ces quantués sont
dt2 c t" t"
supposées três pctitcs, on pourra supprimer comme inflniment petits du
second ordre les produits de ces quantités deux à deux, ce qui I éduira les
équations à Ia forme liuéaire. Le groupe des équations (7) perrnet d'ail-
leurs d'exprimer k des quantités 0:, ~, I' par des íoncuons linéaires des
5n - k aulres, el par suite d'en déduire, par Ia diflérentiation, des expressiuns

4Hi
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linéaires pour Ies accélérations de ces k quantités en fonction des 5n - k
autres. Substituant ces valeurs dans les 5n-k équations du mouvernent,
on pourra résoudre ces équations par rapport aux accélérations qui y sont
conservées, et les exprimer Iinéaircmeut en fonction de 0;, ~, I'''' par dcs
équations de Ia forme

d'u
dt.

i
= Pi,1''1+ Qi,1131+ Ri,!')'1+ Pi, 2"2 + Qi,21'2+ ... ,

d2f1
(10) ( (U2' = P'i, 1"1+ Q'i, 1131+ R'i, 1'l1+ .

d2./.
_'- P" +Q" tO +n"ât» - i,I"1 i,l"'l 1\i,I'l1 +

A ces 5n-k accéléralions exprimées par des fonclions llnéaires des varia-
bles, on pourra joindre k équations semblables, donnant les k accélérations
prirnitivcment éliminées, puisqu'elles sont exprimées par de, fonctions li-
néaires des premiêres ; ainsi complété, le groupe (10) peut être regardé
comme conlenant 511 équations.

217. Si, au lieu de conserver dans Ie calcuI les variables «, ~, I'''' on in-
troduisait d'autres variables indépendantas '.J.', 1'.', 1', ... inf1nimenl pctites
cornme les premiéres, on pourrait, aprés avoir exprime "-, ~, 1, en fonction
de ",', W, 1', développer les Ionctions en séries ordonnées suivant les puissan-
ces de (1.', W, I"'" et ne conserver que les termes contenant les premiéres
puissances des nouvelles variahles. Les termes ind-pendants seraieut d';til-
leurs nuls, puisque les nouvelles variables et les anciennes doivent s'annu-
ler enseuible. On aurait donc en déflnitive :x.,~, 1, ... exprimes linéairement

( , d2
(1. d2~ ., . I' é .en (1.', W, '"(', ... et par suíte di" dts"' exprimes aussi ll1 airement en

d" d'W
dt:' dt~'''' La substitution de toules ces valeurs dans les équations (10)

conduirait donc à des équations linéaircs de même forme pour exprimer
les nouvelles accélérations en fonction des nouvelles coordonnées,

218. C'est encore à cette mêrne forme que se rarnéncnt les équations du
mouvement quand on appliqus au systérue matériel de nouvelles forces,
três petites, et pouvaut ruodilier- Ia position déquilibre, Soient en ellet ll,
H', li", ... les composantes de ces nouvelles forces; 011 aura pour les équa-
tions du mouvement 5n équalions de Ia forme

d'''i
dtO = 1Ii+ Pi,1"1 + Qi,1f31+ ... ,

d2~i , r ,

dl2 = Wi + P i, 1"1+ Q i,1f31.•. , . ,(1'lJ

t
o 'O" 9 --;- .••~-'i 11" + P"- '" T _ i,l' 1dt' = i ',11
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Or on ramêne ce cas au précédent en cherchant d'abord Ies valeurs a:.
h', c', .. des coordonnées 0;, ~, j, qui satisfont aux 5n équatíons

(12)

Pi,I''! + Qi.lf31+ + li; = O,

P't, 1"1+ Q';,lf31+ ..J... lI'i= O,

P"i,I"'1 + Q";,lf31+ .. ' + Il"i = O.

Ces équations déterrninent les coordonnées du systérne dans Ia nouvelle
position d'équilibre qu'il tend à prendre sous l'action des forces introdui-
tes; cal' si o;,=a'l. ~,=b'l' II=c'" sont Ia solulion des équatíons (12),
ces valeurs constantes, substituées dans les équations (ti), annulenl tons
Ies premiers mernbres de ces équations et les satisfont aussi indépendam-
ment du temps t. Le systéme placé dans Ia position (a', b', c') est donc en
équilibre sous l'action des forces H, Il', 11".

Une fois ces valeurs déterrninées, on changera de variables par Ia trans-
formation générale

(13)

"i=a'i+"'t'

f3i=b';+f3'í'

'li=c';+li'

Cette transformation rarnêne, en vertu des équations (12), le systême (11)
aux équations

(H)

d2",;

([j'i = p/, 10;'1 + Q/,11"1+ ... ,

d'P'i
dt' =P'/,1"\+Q'/.1J3'1+····

lesquelles ne différent des équations données que par Ia suppression des
termes indépendants, et par le changement de o; en 0;', de ~ en W, de I en '"(':
les coordonnées accentuées représenlant des déplacemenls comptés à partir
de Ia position nouvelle d'équilihre (a', b', c').

Les équations (13) différentiées montrent que les vitesses ~' ~"" sont

. 'I' d'.J.' dW d I I .. . I d .respechvement ega es a dt' dt':~; one es va eurs initia es e ces vítes-

ses sont aussi -espectivement égales ; les valeurs initiales de o.'i' W i' 1';""
sont d'ailleurs respectivement égales à celles de 0;/, ~i' li' díminuées de
a'i' h't, c'i"

Les équations du mouvement (14) étant Ies mêmes que lorsqu'il n'y a pas
eu inlroduction de forces nouyelles, le mouvement déflni paI' les coordon-

v. - IIÉC, COLLIG~O;I. 27
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nées (J.', W, "(', •.. est identique au mouvement déflni par les coordonnées
(J.,~, "(, ••• pourvu que les circonstances initiales soient les mêmes. 11suffira
donc, pour trai ter le cas oü des forces nouvelles sonl introduites, de conser-
ver les mêmes équations en changeant l'état initial du systérne ; pour cela,
on conservera Ies vitesses initiaIes des points mobiles, mais on donnera à ces
points, par rapport à Ia position d'équilibre primitive (a, b, c), des posi-
tions identiques à celles qu'ils occupaient à l'instant inilial par rapport à Ia
nouvelle position d'équillibre (a', b', c').

lNTÉGRATION DES ÉQUATIONS. STABlLITÉ DE L'ÉQUILlBRE.

219. O'nsera ramené ainsi à intégrer les 5n équations (10); les intégrales
générales, dont Ia forme nous est connue (§215), contiendront 6n constan-
tes arbitraires que nous déterminerons en exprimant que, pour t =O, les 511

• (.! I . dJ. dB d"( d I dcoordonnees (J., /-" "(, et eurs vitesses di' di' di: ont es va eurs on-
nées.

On peut reconnaitre en même temps si Ia position d'équilibre (a, b, c)
est stable ou instable.

L'équilibre est stable, quand un dérangement infiniment petit, imprime
au systême à partir de Ia position qu'il occupe, ne peut entrainer par Ia suite
un déplacement fini, ou quand les coordonnées (J., B, "(, restent infiniment
pctites pendant toute Ia durée du mouvement pour des valeurs initiales in-
n\.iment petites de ces coordonnées et de -Ieurs vitesses. 01' ceci peut avoir
lieu de deux maniéres :

10 Ou bien les intégrales générales des équations (10) ne contiennenl que
des termes de Ia forme L sin (jt+'f), dont Ia valeur oscille entre les deux
limites +L et - L, à l'exclusion des terrnes contenanl en facleurs Ies ex-
ponentieIles e ± ,I, ou les puissances t"; lesquels termes croitraient indéfl-
niment avec le temps. Dans ce cas on peut, en choisissant des valeurs initia-
les três petites, donner aux coefficients L qui entrent dans les intégrales
générales des valeurs absolues aussi petites qu'on voudra, et par suite Ia sta-
bilité de l'équilibre est assurée, quels que soient d'ailIeurs les petits dépla-
cements imprirnés au systéme.

2' Les coordonnées (J., ~,"(peuventêtre encorelimitées à des valeurs inflní-
ment petites, mêmesiles intégrales générales contiennent des termes susceptí-
bles de grandir indéfiniment, lorsqu' on fait un choix convenable des coeffi-
cients constants, par exemple lorsqu'on annule séparément les termes
en e ± ,Iou en t"'; d'oú résultent certaines déterminations des données ini-
tiales, par rapport auxquelIes le systéme est comme en équilibre slabIe. La
8tabilité n' est alors que conditionnelle ; elIe existe à l'égard de certains déplace-
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ments, sans exister pour tous. L'équilibre n'est pas slable si on le considere
d'une maniére absolue.

La condition nécessaire et suffisante pour que l'équilibre soit stable d'une
maniére absolue dans Ia position (a, b, c), est donc que les intégrales des
équations (10) contiennent seulement des termes de Ia forme L sin (l,t + 'fi,
c'est-à-díre (§ 215) que l'équation eu À

PI,I+J2, QI,I' RI,h

p'!,!' Q't, 1+ j.2, R'1, t, ...

P"t, l' Q"I, l' RUt,1 +).2, 1=0

ait toutes ses racines réelles et inégales,

MOUVEMENT D'UN POINT PESANT SUR UNE SURFACE, AUX ENVIRONS DU POINi

oü CETTE SURFACE A UN PL/.N TANGENT ,HORIZONTAL.

220. Comme exemple de cette théorie, nous traíterons le probléme du
mouvement d'un point pesant sur une suríace. Soit z = 0/ (x, y) l'équatíon
de Ia surface ; nous supposerons qu' elle soit rapportée à trois axes rectan-
gulaires, menés par le point O ou scn plan tangenl est horizontal; ce plan
tangent sera notre plan des x iJ ; Ia normale, qui sera verlicale, sera I'axe de~
z. Les axes des x et des y seronl deux droites rectangulaires qu'on ménera
arbitrairement dans le plan tangent.

On aura à Ia fois, pour x = O et y =O, z = O, et ddz = O, ddz = O.
x . J

Si donc, pour les petites valeurs de x el de y, on développe Ia valeur de .;
en série ordonnée suivant les puissances ascendantes des variables, cette
série manquera des termes du premier degré, el nous pourrons écrire

(1) 1 1
z = 2" Ax2 + I3xy + 2" Cy! +"

e éíant une fonction infiniment petite du troisiême ordre, que nous
. d " A I' d d2z O Osupprimerons ans ce qUI suít. esl Ia va eur e dx2 pour x = 1Y = ,

d2z d2zB Ia valeur de -d d ' C Ia valeur de d---O,·x Y y-
L'équation généraIe du mouvement du point pesant est

( d'X) (d2y
) ( d2z)(2) - dt2 ox + - dt2 õy + --9 - dt~ o;:;= O,

,
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(9)
)·=vAg,

),=ycg.

(5) Jz = AxJx + llyJx + llxJy + CyJy.

D'UN POll'\T PESANT.

Les équations (7) s'intégrent séparément, et donnent

:r = Lsin(l.t + 1')'
Y = L'sinP!t + 1").

421

les variations ~x, ~y, ~z étant liées ensemble par L'équation
(8)

À et ).' étant définis par les équations
Avant d'aller plus loin, observons qu'on peut simplifier l'équation (1) en
donnant aux axes des x et des y une orienLation qui supprime le terme B,Ty.
Les axes sont alors tangents aux ligues de courbure qui passent au point O.
L'équation (1) devient

Pour que x et À' soient réels, il faut et i1 sufflt que A et C soient positifs,
c'est-a-dire que Ia surace soit tout ení iére au-dessus de son plan taugent
au point O; ses deux courbures principales sont alors de méme signe, et
le point O esl pour Ia surface un point d'ordonnée minimum. .

221. Si A el C sont négatifs, le point O est un maximum, les intégrales
des équations (7) renferment deux axponentielles, et l'équilibre du point
mobile est inslable au point O, C'est tout ce qu'on peut dire ; car alors
x, y, z pouvant grandir au dela d'une limite Ires peLite. l'équation (4) n'est
plus l'équation de Ia surface donnée, et les équations (7) ne sont ,plus les
équations exactes du mouvement.

222. Si A est positif', et C négatif, les courbures sonL opposées, et les in-
tégrales des équations sont

"

(4) _IA·,IC2
Z - '2 z- T'2 y.,

et l'équation (5)

(5) ôz = Axóx + Cyôy.

Substituant dans l'équation (2), il vient les équations du problême :

( d2~) d2xg+ dt2 Ax+ dt2 =0,

( d2Z) d2y
g + dt2 Cy + dt2 = O.

(6)

Ces équations peuvent se simplifier, en observant que l'aecélération verticale
d2z ." ..... d-J.x
dt' est mflmment petite par rapport aux accélérations horizontales dt2

d2y , . d2z, "-Lt." En effet, expnmons -d o en Ionction de x et de y; on ure de l'e-
I - t-
~~ation (4), en Ia différentiant deux fois,

dz = Axdx + Cydy,
d2z = Adx2 + Cdy' + Axd2x + Cyd2y.

o: = Lsin (Jt + 1')'

Y = I/erl + L"e- '\
1 étant égal à {ÃÕ,
l' étant égal à v- Cg.

L'équilibre au point O est instable à l'égard de toul déplacement pour'le-
quel L' n'est pas nul, tandis que les oscillations du point sont limitées
lorsque, en ver tu des eonditions initiales, on a L' =O. •

De Ia seeonde équation on tire
Dane d2z (dX)2 (dy). d2x d2y

dt2 = A di + C di + Ax dt2 + Cy dt"

L· dx dy . fi .. . I 'lé'es vítesses dt' dt sont 1\1 iniment petítes, coinme aUSSI es aeee ralíons

d2,1; d2y .. . d2x d2y .
dt-J.' dtO Les earres des vitesses et les produits x dt2' y dt2 sont des 1\1-

finiment petits du second ordre; il en est de même par conséqucnt
d~:;

de se:
On peut done supprimer ~t~ devant g uans les équations (6), et réduire

ecs équations à Ia forme

dy = L"'crl- L"re- rt,
dt

et faisant t =O, il vient

c}Jl = (I:-L")r.
dt

On a d'ailleurs pour ·t = O
y=L'+L".

Si done Ia position initiale du point mobile est définie par Ies coordonnées
X="', y =~,et par les vitesses, v suivant l'axe des x, v' suivant l'axe des y,
Ia eondition de stabilité s'exprimc en-posant L' = O dans les équations

\
d2x

(7)
dl2 = -Agx,

d2y
dt2 = - Cgy.

tL' - L")I' = Vi,

(L'+L") =(3.
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On en déduit Ia condition
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v'~+ r = 0,

ou
V,=-{>v-Cg.

223. Reprenons le même problême en laissant l'équatíon (1) sous Ia
forme

1 1
z = 2 Ax· + Bxy + '2 Cy·.

L'équation (2), dans laquelle on introduira Ia relation (3), nous donnera
pour équations du mouvement

d
2x (' d2z)dti + 9 + dtO (Ax +By) = 0,

d2y ( d2z)dt2 + 9 + dtO (Bx +Cy) = 0,

. d2

ou bien en supprímant dt~'qui est infiniment petit vis-à-visde (l,

d2x
dtO = - Agx - Bgy,

d2y
dti = - Bgx - Cgy.

La solution sera de Ia forme

x = Lsin(l.t + '1')+ L'sin(l't + '1"),
Y = L"sin ().t + '1') + L"'sin(J.'t + '1"),

L, V, ({l, ({l' étant des arbitraires, L" et L'" des quantités qui dépendent de
L et de V, enfin x et x' étant les racines réelles et positives de l'équatíon

-Ag+).·, -Bg I
=0,- [lg, - Cg+12

ou bien
(Ag - ).2)(Cg_ ).2) _ B2g'= 0,

ou encore
).~ - (A + C)g).2+ (AC _U2)g2= O.

IPour que les deux valeurs de ).2 soient réelles, inégales et positives, il faut
et il sufflt
l' Que (A+C)' > 4 (AC-B2),
2' Que AC - B2 soit positif,
;:;. Qu'enfin A +C soit positíf,

D'UN POINT PESANT.

La premiêre condition est loujours remplie, car elle revient à l'inégalité
évidente (A - C)2 + 4 B2 > O, sauf le cas particulier de A =C, B =O, qui
donnerait pour ).2 deux racines égales à Ag. Nous examinerons tout à l'heure
ce cas exceptionnel. AC - B2 positif nous montre que l'índicatrice de Ia sur-
face aux environs du poinl O est une eIlipse, ou que les deux courbures sont
dans le même senso

Enfin A + C positif entraine A. et C positifs, car AC, étant > Bt, est po-
sitif ; donc A et C sont de même signe; ils sont donc positifs si leur somme
est positive.

Telles sont Ies condilions de Ia síabilité de l'équilibre d'un point pesant
placé au point O.

224, Nous avons exclu le cas ou B = O, A = C; il convient d'y revenir.
Dans t:e. cas, Ia surlace est de révoluLion autour de l'axe des z , au moins
dans les points voisins du point O. Lcs équations différentielles du mouve-
ment deviennent dans cetle hypothêse

d!x
dt2 + Agx =0,

d2ydt2 + Agy == 0,

et les intégrales prennent Ia forme

x= Lsin(tv'Ag +'1')'
41!

Y = Usin (t I/Ag + '1',),

L,1', ({l, ({l' étant arbítraires. •
ÉIiminant t entre ces deux équations, on aura l'équation du lieu décrit

par le point en projection sur le plan des xy ; ce lieu sera une ellipse. En
effet on a

x = Lsint VAgCOS'1'+ Lcostv'Agsin'1"

y = L'sintv'Agcos'1" +L'costv'Agsin'1'"

Ilésolvons par rapport à sintVAg et costvAg; il vient

'y_ L'xsin'!"-Lysin'1' I/xsin,,'-Lysinç>smt A = , . = , -,
9 LL'cOSi'Sln'1"-Slll'1'COSf' LL'sm('1"-<j'l

costl/H _ Lycosq> -L'xCOSI".
9 - LL'sin(i" - "l

Élevons enfin un carré et ajoutons : l'équation cherchée sera

(L'xsin'1" - Lysin'1')' + (LlIcosf L'xsinl"J' = L2L'!Isin2 1'1"-I'}.
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l::lle représente une ellipse, sauf le cas ou l'on aurait à Ia Cais

~ L'zsin ç - Lysinl' = 0,
". Lycos?-L'xcos\,'=o,

LL'sin(?' -\') = O.

On satisfait à ces derniêres conditions en faisant 'I'= '1". Le Iieu décrit par
le point est alors contenu dans le plan

y L'x = I"

et le mouvement s'opére suivant un méridien de Ia surface, comme s'i]
s'agissait d'un pendule simple.

On voit par cet exemple que l'égalité des racines de l'équation en À n'em-
pêche pas toujours le mouvement d'étre oscillatoire,

SUPERPOSITION DES MOUVEMENTS ET DES EFFETS DES FonCES."

225. Le problême des oscillations d'un systérne de points se ramêne à,
l'intégration d'un certain nombre d'équations de Ia forme

di" = ACI. + Bp +... ,
dti

d
2
(J _ A'" +B'p+ ... ,&2' - •

()u bíen de Ia forme

~:Ct; = H -I- A" + Bp + ... ,dtO

d
2
;, = 11' + A'rx + B'jO + ... ,

dt2

Ce dernier cas se présente quand on applique au systêrne des forces ínfl-
niment petites, H, Il' •... outre les forces qui le sollicitent dans sa position
d'équilibre,

Le second cas se ramêne au premiar en efraçant les termes li, H'•... et en
changeant l'état initial du systême, de maniêre à reproduire, par rapport
à Ia position d'équilibre primitive, l'état initial qui eÚste par rapport à Ia
position d'équilibre modifiée par l'action des forces Il, 11',...

Sous celte réserve, Ia solution générale est renfermée dans des équations
de Ia forrr.e

.% =L Lsin(J.t +,,),

DES EFFETS DES FORCES.

Les variables "-, ~, ... sont donc les sommes algébriques de termas dont
chacun, pris à part, déflnit un mouvement sim ple, et Ies vitesses des va-

riables, ~;. dt. s'obtiennent de même en composant par voie d'addition

algébrique les vitesses correspondantes à ces divers mouvemenrs.
A ces additions algébriques de diverses quantités mesurées dans un sens

ou dans i'autre SUl' un méme axe correspondent dans I'espace les cornposi-
tions des déplaeements et, des vitesses; et en définitive, le mouvemeut
effectif du systéme résulte de Ia superposilion des mouvements simples
dans lesquels on l'a décomposé; chacun de ees mouvements simples
part d'un état initial qu'on obtient en opéranl une décomposition analogue
de J'état initial donné.

Un mouvement simple pris en particulier est défini polir les différents
points da systéme par les équations

1% = Lsin(J.l + ~),
~ = L'sin(it + 1')'
"I = L"sinp,t+ r).

pour le premier,
a' =L,sin(it+ Ij?l.

p'=L',sin(it +,,).
./ =L"tsin(;t +,,),

pour le seconrl, et ainsi de suite, de maniére à avoir antant d'équations
semblables qu'il y a de coordonnées indépendantes.

Le premier point se meut sur Ia droite

,,_ p __ "I
L - I! - L'"

le second sur Ia droite
(1.' j3" "I'
L,= u, = i/'.'

et ainsi de suite. Tous ees mouvements sont done rectilignes, périodiques,
et sernblables au mouvement que nous avons défini au eommeneement de
ee livre. Les périodes de ces mouvemenls sont les mêmes pour tous les

" 9-
points; elles ont pour valeur commune -;. Les points mob~les ont sur les

droites qu'ils parcourent des mouvements semblables, en vertu desquels
i1s arrrvent simultanément aux extrémilés de leur eourse.

C'est ainsi, par exemple, que nous avens reconnu (§ 220) que le mouve-
men\. d'un point pesant sur une surface autour de sou point le plus bas se
déeompose en deux mouvements simples, tous deux rectilignes, le long des
tangentes aux lignes de courbure de Ia surface en ee point,
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126 SUPERPOSITIONDES EFFETS DES FORCES.

Considérés teus à Ia fois, les divers mouvements simples dans lesquels
. . ' '. 2,.. 2,..le mouvement réel est decomposable, ont des périodes différentes, À' 7'

2,.. Q d ' ' d t 'I"-,... uan ces peno es on une commune mesure, I arrivera qu auÀ"

bout d'intervalles égaux de temps le systême repassera par un état iden-
tique, comme positions et comme vitesses, La composilion des divers mou-
vements périodiques simples donne alors lieu à un mouvement qui est lui-
même péríodique, et dont Ia période est le plus petit commun multiple des
périodes des mouvements simples. I! en est autrement quand les périodes
sont incommensurables : jamais alors le systême ne revient à un état anté-
rieur.

Nous avons admis dans tout ce chapitre que le sysíême mohile renfermait
un nombre fini de points matériels, ce nombre pouvant être d'ailleurs aussi
grand qu'on voudra. Les résultats que nous avons obtenus s'appliquent en-
core à une infinité de points, formant un systéme matériel continu, comme
une corde, une tige, une plaque, un milieu fluide, Nous traiterons dans les
chapitres suivants quelques questions reI atives à ce nouveau sujet, Le prin-
cipe de Ia superposition des mouvements simples s'applique encore, et sim-
plifie Ia résolution des problémes. Mais les équations du mouvement sont
plus compliquées: ce sont des équations aux dérivées partielles. au lieu de
simples équations différentielles símultanées,

CHAPITRE II

PROBLEME OES COROES VIBRANTES.

226. Soit DA.un fi! élastique, ou une corde, de longueur l, tendue en li-
gne droíte du point O au point A, sous une tension donnée To.

Pour étudier le mouvement de Ia corde lorsqu'on Ia dérange de sa posi-
tion naturelle en laissant fixes les
points O et A, nous prendrons trois Z

axes rectangulaires, I'un OX dans Ia
direction OA, les deux autres OY, OZ
normaux aux premiers et perpendi-
culaires entre eux.

Nous distinguerons les divers points
matériels 111' qui composent le fll, en
donnant l'abscisse OM=x qu'aurait Fj~. 103
le point M' si le fi! était ramené dans o '

sa position primitive OA..Les trois coordonnées d'un même point matériel
sont donc

T M' N' T'

o)Z-= =:...."
1\1 N .A :l.

•

x" O, O,
dans l'état naturel, et

x+tI. y, z,

dans I'état de mouvement; u, y, z sont pour un même point des fonctions
du temps t, et pour des points différents, considerés au même instant, des
fonctions de l'abscisse x qui Jes distingue; en d'autres termes, u, y, z sont
des fonctions des deux variabJes x et t.

Les forces qui agissent sur un élément M'N' de fi! sont les forces exté-
rieures et les tensions.

Les forces extérieures sont données par leurs composantes X, Y, Z, rop-
portées à l'unité de masse pour chaque portion du fll,
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01' '-; 'o est l'accroissement de 1'alLongement proportionnel du fil, et

T - To est I'accroissement correspondant de Ia tension. li existe un rapport
constant entre ces deux quantités , et ce rapport est égal à Ee,

Si l'on appelle cr le poids spécifique de Ia matiêre composant Ia corde, on
aura pour Ia masse p par unité de longueur

DES CORDES VInRANTES.
Les tensions T, T' qui agissent tangentieIlement aux deux extrémités de

l'élément M'N/, dépendent du degré d'allongernent subi par cet éIement.
Soient
m Ia masse de \'élémenl M/i'\';
T Ia tension en M', prise dans le sens N/M';
T' Ia lension en N/, prise dans le sens M'N';
À, f'o, v, les angles de Ia force T avec les axes coordonnés ;
1.', 1'.', v', les angles de Ia force T' ave c les mêmes axes.
Les projections de l'accélération totale de l'élément M'N' sur les axes sont

représentées, à des infiniment petits prés, par

force égale à T, mesurant Ia tension communiquée au filo Entre ces quan-
tités, on a l'équation

T- Ew.-T'

Pour une autre tension To, produisant un allongement 'o, on aura de
même

To= Ew,o
I .

Retranchant, il víentd'u
di' suivant OX,

d2y .
dt" SUlV311t OY,
dO,
dt' suivant OZ,

T-T = go,(·-<o)
o I'

et les équations du mouvement sont par conséqucnt

d21tmell, = mX+T'cosi.'-Tcosl.,

d'y
m di" = mY + T/cos:I.' - Teosl".

d"m -I: = mZ + T/cos,' - Tcos-.~1-

p=!:!.X'"g .

AppliquOllS ces remar9ues à Ia transíorrnation du lerme ~ ~'

L'accroissement tolal de l'élémenl ~\N étant égaI à ~~ dx , I;lIongemeft

proportionnel est égaI à ~' et nous aurons l'équation

" 11 s'agit d'abord de les transformer en Ies ramenant à ne contenir q118

les fonclions X. Y, Z, u, y, s, et \es variables indépendantes x et t.
'2'1.7. Le facteur m est Ia masse de l'élément MN; si donc p est Ia tlensilé

ou Ia masse du fil par unité de lonqueur, on aura m =p dx,
1° Les angles À et ),' sont três petits, et leurs cosinus sont sensiblement

égaux à l'unité, La différence T' - T se change en Ia différentielle partielle
de T par rapport à x, de sorte que Ia premiêre équation prend Ia forme

du
T- To=E,,, ([X.

dOu dT
pdx d/~ = pc/xX + dx d»,

Dono

ou bien

du
T=To+E"'dx'

et, en différentiant par rapport à x,
1 dT E" d2u Eg d2u
P ([X = P dx2 =~-;; dx2'

d
2
u -X +!~.

dl2 - p dx

Nous allons chasser T de celte équation, en appliquant Ia loi de I'al-
Iongement des flls élastiques. Soit I Ia longueur d'un fi! dans l'état na-
turet, c'est-à-dire lorsque Ia tension est nulle; soil w sa section, E le coei:"
ficient d'élasticité, et , l'aJlongement total produit par l'application d'une

En défmitive, l'équation du mouvement projeté sur l'axe OX prend Ia
forme

d'u Eg c/'u
dt~ = X + -;; dx2'
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2' La projection du mouvement SUl' l'axe OY est définie par l'équation
d'y

111 di" = mY +T'cos}"- I'cos«,

ou bien
d·y d

pdx dt' = pdxY + dx (Tcosl',)dx,

ou encore
d'y I d
dt' = Y + p dx (Teos}').

Nous avons obtenu l'équatíon T =To + E Ol ~;

cos p, est égaI à Ia différence des ordonnées y des deu x points N' ct W,
divisée par Ia distance M' N' de ces deux points, c'est-à-dire à

dy dx 0!..
dx dx .

cos}' = du =--cIü'
dx + dx dx I + dx

dy du dy
(lX dx dx

Tcosl"= To --d- + Ew--,-'
1+-.!! 1+~

dx dx

donc

équation qu'on peut simpliíier en observant que ~ est extrêmement petil

ptt rapport à l'u~ité, et que le produit ~: ~ est un infiniment petit
du second ordre ; il víent

dyTeos}' = To(lX'
Donc

d(lX (Tcos}')= T d'yo dx2•

D'oú résulle l'équatíon

d'y = Y + !2 d·y.
di' P dx»

5' On trouvera de même pour Ia troisiéme équatiou

d'z T d2z
dtO = Z + 1d.c"

T TgDans ces deux derniéres équations on peut remplacer ~ par -.!!... •
~ Ow

I

DES CORDES VIDRAl'iTES.

228. Les équations du mouvement sont, en définitive,
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(1)

d'u Eg d'u
dt' =X + Q dx"

d2y = Y + Tog d2y,
dt' 1;fw dx'

d2~ Tog d2z
dt' = Z + 0'.: dx"

et sous cette forme, on voit clairement que les mouvements projetés SUl' les
trois axes sont indépendants les uns des autres.

Les équalions du probléme sonl des équations.Iinéaires du second ordre
aux dérivées parlielIes. L'inlégration est possible quand les forces X, Y, Z
sonl constantes, ce qui arrive par exemplo pour Ia pesanteur.

Comme il est possible que le 01 ne soit pas tendu horizontalement, nous
supposerons que Ia pesanteur fasse des angles donnés cx;,~, "i avec les trois
axes ; on aura ••

X = gCOSIX,

Y = gcos~,
Z=gcos1,

et l'on sera ramené à intégrer des équations de Ia forme

d'u
d

2
u = A+ Bdx2'di'

A et B étant des constantes.
Soit u= f (x) une solution particuliére, indépendante du temps t, da

l'équation à intégrer, de sorte qu'on ail

d
2
{(x) + A = G.

B dx2

011 changera de variable et on posera

u={(x) +u',
ce qui donne

d'u _ d'{(x)' diu'
dx' - <Ix' + d:J;' '

d2u d'u'
di' = dt' '

et par suíte
d'u' d2u'
([i2 = IIdxi •

savoir, Ia même équation privée de son terrne indépendant. OIl remarquera
que u =f (x) est l'équation d'équilibre du til sous l'action de Ia force A, cal'



résumé, F, F' étant des forces, 1, 1', I" des longueurs et t un temps, on
aura

. . h .. L2 I L I d Lquantité omogene a "j2' en appe ant une ongueur; onc 0.= t cst

une vitesse. Il en est de même de b.
II est facile de voir aussi que b e51 beaucoup plus petit que a. En effet on a

~ _ -'!2fL x ~ = To;
aO - 1';1" X o, Eg 1</",

T
~ est Ia tension de Ia corde par unité de section ; si À est Ia longueur de Ia
'"corde dansl'état naturel, et E son allongement sous Ia tension To, on aura

To e
I~",= "}'

de sorte que ~ est égal à I'allongement proportionnel de Ia corde sous Ia
a2

tension T ; ~ est Ia racine carrée de cet allongement proportionnel, qui est
o a

nécessairement três petit.
250. L'intégration de l'équation aux différences partielles

~3'2 PROBLEME

F I'
Eg fi X i2 F I'" X I' 1a2- - - X X- -;- - -F-' - - Fi -l-'- / fi'

jii3

DES CORDES VIllRA~TES.

I'accéleration ~;!test nulle pour tous les points du fll quand il occupe Ia

position correspondante, de sorte que u' est Ia porlion de l'ordonnée u qui
varie avec le temps t, ceue portion étant mesurée à partir de Ia position,
d'équilibre. Les forces constantes ne changent donc rien au mouvement de
Ia corde.

L'équation différentielle
d'u

A+Bdx'=O

s'intégre en résolvant l'équation du second degré

A+llp.2=O,
quidonne

p.=±V~V-T·

d'u d'u
dI' = a' dx.'

•

On a ensuite

+Y'/~\'-i -Y'~V-1
u = Ce V B +C'e Vil.

Si A et B sont de même signe, les exponentieIles imaginaires se 1rans[or·
ment en sinus et cosinus.

On opérerait de même pour y et pour z. Dans les applications aux cor-
des vibrantes, les composantes X, Y, Z de Ia pesanteur sont três petites par

rapport aux coefficients Eg, 'reli, et comme elles ne changent rien d'ail-
er GOl

l~urs aux lois de l'oscillation de Ia corde, on peut à ce double point de
vue en faire abstraction, et prendre tout de suite les équations de Ia corde
vibrante sous Ia forme

455

v =x+al,
w=x-al.

s'opêre immédiaternent en changeant de variables indépendantes; POS(\!lS

en effet

•

11 viendra, en différentianl successivement Ia fonction u !lar rapport à t
etàx,

d'lU = ~ d'u = a2d2u,
dI' er dx' dx2

d2y = Tog d2y _ &. d2y,
dI" ,;rOl da» - dx'
d2, d2u
dI' = b

2 dx2'

du _ du dt, + ~ dw _ (du _ du ) a
dt - dv dt 'dio di - d» dw '
du _ dú dv du dw _ du + du
d.x - dv (IX + dw dx - dv dw '

déu = (déu 0: + d'u dw _ d'~, dw _ d~1! 0:) a
dt' dv' di dudui dt dw' dt dwdv di

(d'U d2u d2U)
= dv' - '2 c/vdw + dlO' a

2
,

d'u d'u dv d'u d» cl'u du: d'u dw
dx2 = c/v2 di + dvdw dt + dvdw dt + dv2 dt

d2u d2u d'u
= dv2 + 2 dvdw + dw"

Y. -' IIÉC. COLLIG~O~.

en nous rappelant seulement qu'en toute rigueur u, y, z doivent être
comptés à partir de Ia figure d'équilibre que prendrait la corde sous l'action
de Ia pesanteur si son mouvement était réduit à zero.

229. Les quantités a et b sont homogénes à Ia vitesse linéaire d'un point
mobile. Eu effet, le coefficient d'élasticité E est une force divisée p~r une
surface, ou par le carré d'une longueur; l'accélération 9 est du degré 'I par
rapport aux longueurs et du degré - 2 par rapport au lemps ; r;r est du de-
gré 1 par rapport à Ia force, et du degré - 1)par rapporl à Ia longueur; en

28
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Substituant dans l'équation proposée, et réduisant, on aura

d2u = O.
dvdw .•.

Done u est Ia somme d'une fonction de v et d'une íonction de w, ou, en
revenant aux prerniéres variables,

U = r(x + at) + ~(x -at),

'I' et 4 étant des fonctions entiérement arhitraires. On aurait de même

u= 911(x + [;t) + ~I(X- bt),

Z = f2(X + bt) + h(x - bt).

DÉTER!!INATION DES FONCTIONS ARBITRAIRES.

251. Nous supposerons qU'OIldonne pour t = O Ia forme de Ia corde, dé-
flnie-par les équations

u=F(x), y=FI(x:, ~=,",F2(X).

Dans cette équatíon x varie de O à I; on suppose que pour x= O et pour
x = I, on ait u = O, Y =O, z = O, les extrémités de Ia corde étanl fixes.

On donne en outre pour chaque point Ia vitesse initiale, définie par lcs
é~uations

dú dy d:
di = ((x), di = ri (x), di = r2 (x),

les fonctions f s'annulant encore pour x= O et x= I, et étant connues pour
toules les valeurs intermédiaires.

Quelle que soit Ia valeur de t, les extrérnités de Ia corde restem fixes;
on aura donc pour toute valeur de t les douze équations :

(1) 0= 91(at)+ H- at),
(2) 0= 91dbt) + '1'1(-bt),
(3) 0= '1''l(bt)+ h(-bt),
(4) O=I"(at)-~'(-at),
(5) 0= 91{(bt) - ~I't-bt),
(6) 0= I''l'(bt) - ~'l'(- bt),

(7) O=l'(i+at)+W-al),
(8) 0= l'di + bt) +~dl- bl),
(9) 0= 12(i + bt) +~2(l- bl),

(10) O= ,,'(i+ ai) - ~'(i- ai),
(11) 0= ,,/(l + bt) - ~I'(i- bl),
(12) O='f'{(l+bt)-~;(i-bt),

l'accent indiquant les dérivées des fonctions '1', 4, ... par rapport à Ia varia-
ble immédiate de chacune d'elles.

DES COROES VIBRANTES.

On a aussi pour t = O les six équations

(13) I'(x) + ~(x) = F(x).
(14) 911(x) + ~I (x) = "I (x),
(15) 'i'.(x) + 'h (x) = FII(X),
(16) 'f"(x) - {/(x) = ((x),
(17) f{(x) - ~,'(x) =~(dx),
(18) 'f'.'(x) - 'fi' (x) = li(x),

pour toutes valeurs de x comprises entre O et I. Proposons-nous de déter-
miner d'aprês ces conditíons les fonctions 'I' et 4. Les autres fonctions
'1'1,41' '1'2,4., se détermineraient par une marche toute semblabls. Nous
aurons recours aux six équations
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(1) O=,,(at)+..p(-at),
(4) O = ,,'(ai) - ~'(- at),
(7) O=,,(l+al) +~(i-at),

(10) 0= ,,'(l + at) - {/(l- ai),
(15) ,,(x) + ~(x) = F(x),
(16) ,,'(x) - ..p'(x) = ((x).

Commençons par déterminer 'I' et 4 pour les valeurs de Ia variable com-
prises entre O et I.

Intégrons I'équation (16); il vient, en appelant C une constante,

(19) '1'(x) - .p(x) = C + ff(:!:) dx;

d'oú I'on déduit, en rapprochant l'équation (19) de l'équation (15).

1 1 1f'1'(x) = 2 F(x) + 2 C + 2 ((x)dx,

..p(x) = ~F(x) - ; C - ~ f r(x)d;c.

•
(20) !

Nous ferons commeneer I'inlégrale à x =O; les fonctions 'I' et ~ seront
déterminées par une quadrature pour loule valeur de Ia seconde limire qui
ne dépasse pas Ia valeur x =I; 'f et 4 sont done connues dans l'intervalle
de Oà I.
. L'équation (1) est vraie pour loute valcur de t, positive ou négative; fai-

sons at=~, puisat=- ~: nous aurons à Ia fois
.p(-~)=-'f'(~) et I'(-~)=-.p(~),

de sorte que Ia eo:maissance de 'I' pour lcs vuleurs positives de Ia variable
entraine Ia connaissance de 4 pour les mêmes valeurs prises négativemsnr,
et réciproquement.

L'équation (7) nous donne par conséquent

.p(I-~)=- 'f'(~ -I) =- 'f(~+i).
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Done

prrOGLEME

,*+ 1)=?U;-l),

ce qui montre que Ia fonction 'f' se reproduit périodiquement quand Ia va-
riable augmenle de 21. II en est de même de 4; car 't' (1+ q =-4( .-l-~)
=-y(L-q; done 4(-~-I)=4(-~+I)." •

Connaissant e et 4 pour loules les valeurs de Ia variable de O à I, on eu
déduira les valeurs des mémes fonclions pour les valeurs de Ia variable de
O à -1, par les relations

<i'( -~) = -q>(i;), ~(-~)=-o/(~);

on connaitra alors 'I' et 4 pour une période entiêre, ce qui suíflt pour défl-
nir;; el 4 pour loutes les valeurs réelles de Ia variable qui entre dans cha-
cune de ces fonctions.

252. La flxité des poinls extrêmes entraine comme conséquence Ia pé-
riodicité des fonctions '1', 4, '1'1' h, '1'., 42; Ia période est 21. 11 en resulte
qu'un même point défini par son abscisse x se relrouve avoir les mêrnes

écarts longitudinaux, u, au bout d'intervalles de temps O éguux it ~, et lesa

rnêmes écarts transversaux au bout d'intervalles de temps 6' égaux à ~'

Le mouvement de Ia corde consisle done dans une série de vibrations, les
unes longitudinales, les autres transversales; et si l'on appelle n et n'
les nombres des vibralions completes eílectuées dans l'unité de lemps, on

"ura
2l .nx li = 1, n'X ~ - 1b - ,

ou bicn

a VEg
n=ijz=2V;;;Z'

b VTo(J •- ---- ,
1/'= 21- 201",0,1

a étant beaueoup plus grand que b, le nombre n esl beaucoup plus grand
que le nombre n'; par suite, le 80n produit par les vibrations longitudinales
est beaucoup plus aigu que le 80n produit par les vibralions transversales.
Celles-ci sont les seules qu'on emploie dans Ia musique. Le nombre en est

T
réglé par Ia longueur de Ia portion vibrante de Ia corde, par Ia lension ~

w
qu'elle subit par unité de secíion, et enfin par son poids spéciflque. 011 pcut
aussi remarquer que wl est le volume de Ia corde réduite à Ia partie vibrante,

1 .d I ",.,1 I t 1'" Ique "'''' est son pOI s tota , et - sa mas se ; met an équauon sous a
9
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forme '.'V'~ V(::/)'on voit que I.produii du "",M. de Ia ,""M CM-

[J ,
rée de ia longueur libre de ia cortle par le nombre de vibralions completes
iransnersales effeciuées dans l'unilé de temps est égal à ia racine cal'l'ée de Ia
tension totale rapporlée à l'unilé de masse.

11est rernarquable que le nombre 11' soit indépendant du coefficient d'é-
lastieité E de Ia matiére qui com pose Ia corde; iln'en serait pas de même,
si, au lieu d'un fi! flexible, on faisait vibrer lransversalement une tige ayant
de Ia raideur.

Quant au nombrc n, il est proporlionnel à v'E, et par conséquenl l'obser-
vation du sori rendu par un fil, ou une tige, vibrant longitudinalement,
quand ses deux extrémités sont fixes, fournit un moyen de déterminer le
coefflcieut d'élasticité de Ia matiêre qui entre en vibration.

Si le fi! subit à Ia fois des vibrations longiludinales et des vibrations
transversales. I'ensemble de ees deux mouvernents périodiques est lui-même

périodique quand il existe une corurnune mesure aux durées ~ el ~ des

deux périodes, c'est-à-dire quand il ya une commune mesure entre a et b ,

VTou eufin quand le rapport ~ est commensurable.
tw

YlBUATIONS LONGITUDINALES UES TIGES RIGIDES.

255. L'équation
d2zt d'u
di' = a

2JX2'

dans laquelle a2 représente le rapport Eg, s';pplique, comrne nous l'avons
liJ"

remarque, aux vibrations longitudinales d'une tige rigide prismatique de
section queleonque, ayant pour poids spécifíque le nombre 1iJ", et pour coef-
ficient d'élasticité Ia quantité E.

L'intégrale générale de cette équation est

11= ~(x + aI) + <i'(x-at).

1" CAso - Nous allons déterminer les fonctions arbiíraires dans l'hy-
pothése d'un ébranlement longitudinal cornmuniqué, à l'époque t ~, à
une eertaine longueur ), prise dans une tige iudéflnie dans les deux sens;
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cet ébranlement, dans lequelles molécules s~nt déplacées parallêlement à
Ia direction de Ia tige, sera défini par les équations

u=F(x),
du
di = ((x),

ou les fonctions F et f sont connues pour toutes les valeurs .de x comprises
entre x = O et x = À, et sont nulles en dehors de ees limites. La premiére
donne le déplacement initial d'une seetion de Ia tige, Ia seeonde Ia vilesse
imprimée à cette section.

On aura donc pour t =O

q>(X) +ojI(x) = F(x),
et

a [I"(x) - ojI'(x)] = ((x).

•lntégrant Ia seconde équation, il vient

q>(x) - of(x) = C + 1!((X)dX,

avee une constante arbitraire C, l'intégrala étant d'ailleurs prise à partir
d'une valeur queleonque de x. Cette équation combinée à Ia prerniére
<Ionne

1 C 1!1(X)=2"F(x)+2"+2ã ((x)dx,

ojI(x) = ~F(X)- ~ - á!((X)dX,
c

et les fonctions If et ~ sont déterminées pour les mêmes valeurs

de Ia variable que F (x) et f (x). La constante ~ disparaitra duns I'addition

des deux fonetions qui forment Ia valeur de 11.

254. Pour Ia discussion du résultat, il est préférable de considérer les
premiéres dérivées partielles de u par rapport à t et à x, plutôt que Ia fone-

tion u elle-même, La dérivée ~7représente Ia vitesse des moléeules

situées dans Ia tranche définie par une valeur donnée de x, à l'instant

marqué par une valeur donnée de t; de même ~: représente Yallonqe-

ment relaii] d'un tronçon infiniment petit de Ia tige, pris à l'endroit défini
par l'abscisse x, et à l'époque désignée par le temps t. Or on a

du
dx = 1" (x +at) + f' (x - at),

du
di = a [1'(x+ at) - f'(x - ai)].
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'l" et ~' étant les dérivées de If et de ~ par rapport à leur variable immé-
diate, x + at ou y - ato

A l'époque t =O, on a, d'aprés les données initiales,

'.!.!:= F'(x)
dx

et
du
dt = ((x).

Done
I"(x) + ojI'(x) = F'(x),

1
~'(x) - V(x) = ã ((x).

ct les fonetions If' et ~' sont dél1nies par les équations

1 1
f'(X) = 2 F'(x) + 2ã ((:c),

1 1f' (x) = 2"F' (x) + 2ã ((x).

Les fonctíons F' et t sont supposées eonnues pour toutes les valeurs de
Ia variable comprise entre O et À; elles sont nulles quand Ia variable est en
dehors de ces limites. Done 'l" et ~' sont aussi eonnues pour toutes les va-
leurs réelles de Ia variahle, et sont nulles si leurs variables.respectives sont
ou négatives, ou supérieures à À.

Pour loul point dont l'abscisse est négative, x =- x', Ia quantité x -.t
est négative, et ~' (x - at) est eonstamrnent égale à zéro. Donc pour tom
point de Ia tíge situé du côté des x négatifs, le mouvement est réglé sirn-
plement par les équations

du
dx = ,,'(x + at),

du
dI = a?' (x + ai).

Entre les deux dérivées existe Ia relation três símple

du dll

dI=aJX;

de plns les deux dérivées sont nulles à Ia fois si x + at est négatif, ou
s'il est positif et plus grand que À; alors Ia tranche eonsidérée n'a aueune
vítesse et reste immobile. POUI' qu'il y ait mouvement de Ia lranche, il faut
done et il suffit que x + at soit compris entre O et À, ee qui donne la dauble
ínégalité

o<-x'+ at<l,
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ou hien
x'a<t< x'+ja .

Le mouvement de Ia tranche commencera donc lorsque t sera égal à
x' I t 'I' x' +). 'I I_, et cessera orsque sera ega a ---, cornme s: a ongueur À par-
a a
courait uniformément Ia tige, à partir de Ia, région ébranlée, avec une
"i lesse a dans le sens des abscisses négatives, Ce résuliat est indépendant de
Ia forme des íonctions qui définissent l'état initial enlre les limites O el À,

De même pour tout point correspondant à une abscisse x positive et supé-
rieure à À, '{" (x + ai) sera nulle, el le mouvement sera réglé par les équa-
íions

dudx = oj/(x-at),

dudi =- av(x-at),

ce qui étahlit entre les deux dérivées Ia relalion

du du;
di =-a ([X'

on reconnaitrait comme tout à l'heure que le mouvemenl de Ia tranche x
X-À fi' a; 'I Icornmencera pour t = --, et mira pour t = -,comme SI a ongueur i.a a

se transporlait avec Ia vitesse a, dans le sens des abscisses positives, à partir
e Ia région éhranlée. .
Enfin pour les points situés entre x = O et a;= À, leur mouvement sera

déflni par les équations

dudx = pI(x + at) + f(x - ai),

dudi = a[1"(x+at)-f(x-at1].

tant que les deux variables x + at et a; -at seront co.nprises entre O et À;
puis l'une des deux fouctions '{" et ~' s'annulera constamrnent, dês que Ia
variable decette fonction deviendra négative ou supérieure à À ; l'autre s'au-
nulera ensuite et Ia tranche sera ramenée à l'immobilité,

255. Pour nous faire une idée nette du phénornêne, représentons par

... ç-t ~.> ~\
c',

I/''' ..-- ....•...••....~

A J U,x ~ ~ A B
Fig 10'.

XY Ia lige indéfinie ; soit AB Ia région de longueur À dans laquelle on com-
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munique aux tranches de Ia tige un ébranlement longitudinal à l'instanl
l zz: O. Soit A I'origine des abscisses, que l'on comptera positivement dans le
sens AB. Construisons les courbes ACB, AC/B, définies par les équations

y= /(x),
y=V(x),

Les ordonnées de ces courbes représenteront les deux parties qui s'ajoulent

pour former l'allongement relatif ~: des di verses tranches à I'instant t = O;

pour en déduire les vilesses des tranches, il faudrait prendre Ia différence des
mêmes ordonnées et diviser par a, Imagínons ensuile que Ia courbe ACBglisse
dansle sens négatif avec une vitesse a, el qu'elle soit au bout du ternps t parve-
flue en Ai C,lli' L'ébranlement occupera au bout de ce temps Ia régionA, B1,et
les ordonnées 'de Ia courbe à, C1B, seront les valeurs de l'allongement relalif
dans les di verses tranches de celte région. De même Iaisons glisser Ia courbe
AC'B dans le sens positif avec celte mêrne vil esse a; au bout du temps i, Ia
courbe occupant Ia position A2 V. B., l'éhranlement sera parvenu dans Ia
région Ai B2' et les ordonnées de Ia courbe Ai C,2 B2 seront égales aux allon-

I 'o du bis i I I dgemenls re atils da;' su "IS a cet ínstant par es tranc ies correspon antes,

Les deux courbes se croisent dans Ia région AB avant de se séparer en-
.. b . I I d du. 'I'tIerement, et pour o tsmr es va eurs e -/ aux epoques ou a separa-cx

tion n'est pas encore achevée, il Jaudra faire l'addition algébrique des or-
données qui, dans ces deux courbes, répondenl li une même abscisse. •

On se fera donc une image de Ia propagalion du mouvement vibraloire
en concevant à l'instant initial deux ondes dans Ia région AR, l'une ré-
pondant à Ia courbe ACBet à Ia fonction q>,et l'autre à Ia courbe AC/B et à Ia
fonction ~ ; puis en imprirnant par Ia pensée à ces deux ondes des vitesses
égales li a, dans le sens négatif pour Ia prerniêre, dans le sens positif pour Ia
seconde. Ce sonl deux ondes sonores, qui se propagent avec une vitesse uni-
forme a; ce nombre a est donc Ia vitesse du son. dans Ia tige, et par COIl-

séquent, pour les tíges solides vibrant longiludinalement, Ia vitesse du

son est égale à

~'

256. A l'origine du mouvement, il existe à Ia fois dans Ia région éhranlée
deux ondes, l'une animée de Ia vitesse +a, l'autre animée de Ia vitesse - a;
dislinguons par des accents les parties du déplacement u qui correspondent
. L'" r ' . I d" du' du'a chacune d'eJles. a premiere satisíau a a con íuon ([[ = - a dx; Ia se-

•
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, .. du" du" . . , , .
conde a Ia condition Tt= + a dx' II est facile de voir que SI I on astremt,

par un choix convenable des fonetions F et t. les rlérivées partielles ~'

du , "fi . I" I t t O I' d di .-/ ' a ven ler a ins an = une es con íuonsGX

du _ -t- du
dt -- - a ilX'

I'une des deux ondes manquera nécessairement.

En effet, si l'on a ~~ = a ~: pourt= O,on en déduita F' (xl - ((xl =0.

et par suíte ~' (x) est nulJe pour toute valeur de Ia variable; done l'onde dirigée
vers Ia région négative existe seule. La condition nécessaire et suffisante pour
qu'une des deux ondes manque est

(c!!!) 2 _ a2 (c!!!) 2 = O
dt dx

à I'inslant t = O ; cette équation est du reste vraie pour toute valeur de t dês
qn' elle l'est pour une seule.

~57. 2' CASo - Tige indéfinie dans un seul sens, libre à son extremilé,
Soit C l'extrémité libre d'une tige indé-

x -Á II 'c finie dans le sens AX. Soit AB Ia régíon ),
Fig. 105. primitivemant ébranlée; prenons encore

A pour origine des x, et soit AC=1.
<Les di verses circonstances du mouvement seront encore déflnies par Ics

équations
-:u
dx = ,,'(x+ at) + <f;'(x-at),

du ,
dt = a [I' (x + aI) - V(x-a/)].

Mais ici x ne peut recevoir d'autres valeurs réelles que celIes qui sont com-
prises entre - 00 et I. Quand on donnera l'état initial de Ia tige au moyen
des équations

du
ilX = F'(x),

du
d[ = ((x),

à I'instant t = O, Ia varíable x ne s'étendra pas au delà de Ia limite I.
On exprimera que l'extrérnítá C est libre en observanl que Ia tension de

Ia tige doit y être constamment nulle; car iI n'existe aucun obstacle fixe
qui puísse exercer un eífort SUl' Ia section C. La tension étant nulle, on aura
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d1u égal á zéro pour toute valeu r du temps et pour x = I; en d'autres termes
(X .

les fonctions '1" et ~ doivent être telles que Ia somme

,,'(I + at) + ~'(l- at)

soit nulle pour toutes les va-
leurs de Ia variable t.

On satisfait três simplement
à cette condition en prolon- x--A~
geant fictivement Ia tige in-
définiment au dei à du pointC,
et en imaginant qu'à l'origine
du temps on communique à Ia région A'B', symétrique de AR par rapport
à Ia sectíon C, un ébranlement initial déflni par Ies équations

c Df Ai X'

Fig. IOG.

'!!!.= +F'(x),
dx

~ =:= - ((x),
dt

l'abscisse x étant.icí comptée à partir du point A', positivement dans Ie

sens A' B'. Cette hypolhêse satisfaitencore à Ia relation ~~ =- a ~ qui

s'applique à l'onde ~' Les ébranlements simultanés développés en AB et en
A' B' vont donner naissance chacun à deux ondes, 'I' et ~, parlant de AB, et
à deux autres ondes, '1'1 et h partant de A' B'; les ondes 'I' et '1'" allaIft
Ia prerniére dans Ie sens AX, Ia seconde dans le sens Ar X', s'éloigneront
indéfiniment l'une de l'autre; mais les ondes ~ et ~I' qui marchent
l'ane vers l'autre, se superposeront en passant à Ia section C, qui reste-
constamment un plan de symétrie pour Ies deux régions simultanément
ébranlées,

La valeu r de ddu au point C s'obtient en composant les deux valeurs. x

(:;') , (~;;), qui correspondent dans chaque onde à ce point C à l'instant

considéré, et le résuItat de cette composition se~a constamment zéro, puisque
ces deux allongements relatifs partíels ont à dhaque instant Ies mêmes va-

leurs absoIues et des directions contraíres. Quant à Ia valeur de ~~' il fau-

(dU') (du")dra aussi composer les deux valeurs partielles df' .dt qui, par hy-

pothêse, ont à chaque inslant Ia même valeur et le méme senso Les vitesses
vibratoires parlielles s'ajoutent donc pour former Ia vítesse vibratoire totale.

445



q·44 VIBRATIONS LONGITUDlNALES

En résumé, tout se passe eomme si l'onde ~, en arrivant au point C, se
repliait en arriére , en changeant le sens de Ia propagation et le

d I . du . I de Ja vitesse vib I'sens e a tensíon -, ' sans nen e ranger au sens e a vítesse VI ra oire
( .T

du L d I' d .1, • I' "" d " IdI" e passage e on e 'f a extremité li est one represente, pour os

lensions par Ia Ilgure 107, ou les ordonnées des deux courbes mn et pq
doivent êlre composées algébriquement,

J
I

-->

~ m6ÚÍÍiííJIIIIIUI.II~
li B ~Irp

1
Fig. 107.

ct pour les vítesses vibratoires par Ia figure 108.

I

-<cri,A~~IT"I~IITIIIITII"III~IITII~"III~sY~Bn------,~n""~U]~~
-> --~ I

Fig. 108.

Une fois le passage de l'onde entiêremsnt effectué, Ia tige présente deux
ondes, I'onde 'P et ronde ~ réfléchie, marchant dans le même sens, avcc
une vitesse commune a.
ç 258. 5' CASo - Tige indéfinie dans un sens, el ayant une extrémite fixe.

S· I . C f I' ibratoi du doi •I e p01l1L est ixe , a vitesse VI ratoire dt 011 Y elre constamment

nulle ; on pourra recourir à Ia même flction que tout à l'heurs, et imaginsr
pour Ia tige un prolongemenl indéfini, dans lequel on ébranlera Ia région
symétrique A'fi', d'aprés les équations

da
dx = - F'(x),

dll

di = + ((x),

J h' , , f: ' , I di du du d ion diypot ese qui satisfait encore à aeon ition dt=-a
dx

e propagatíon cs

ondes ~' De eette maniére, les vitesses vibratoirss, en se cornposant au
point C, dans le passage simultané des deux ondes ~ qui s'l' croiseut, se dé-
truíront constamment et laisseront ee point immobile ; tandis que les deux

tensions ~~ s'ajouteront, et développeront un elfort qui sera équilibré par

Ia résistance du point fixe.
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259. J,' CASo - Tige 1imitée dans les deux senso
La tige peul avoir ses deux exlrémités libres, ou ses deux extrémités fixes,

ou enfin avoir une extrémilé libre et l'aulre fixe: ce qui fait trois cas à exa-
miner , 011 peut facilemeut conclure de ce qui vient d'étre dit, que le mou-
vcrnent des deux ondes se eontinuera indél1nimenl dans Ia tige, au moyen
<i'une réflexion apparente à ses deux extrémilés: si l'extrémité est libre,
,elle réflexion changera le sens des tensions, en conservant le sens des vi-
tesses vibratoires; si elle esl fixe, elle changera au contraíre le sens des vi-
tesses vibraloires eu conservant le sens des tensions.

l' Si les deux extrémités sont libres, chacune des ondes 'P et ~ se réflé-
chira d'abord à l'extrémilé de Ia tige vers laquelle elle marche, puis elle
parcourra Ia tige entiére en sens contraire, se rél1échira de nouveau à
l'autre extrémité, et reviendra par conséquenl vers son point de déparl dans
le sens qu'elle avait à l'origine. Les vitesses vibratoires, n'étant pas altérées
par le fait de Ia réflexion, se relrouveront donc les mêmes dans l'onde deux
fois réfléchie; les tensions, qui changent de sens à chaque réllexion, seronl
aussi les mêmes aprés les deux réílexions subies. Donc les deux ondes,
aprês avoir parcouru chacune le double de Ia longueur de Ia tige, et aprés
avoir été deux fois réflechies, se retrouveront à leur point commun de dé-
part dans l'étaí ou elles étaient au commencement du mouvement. La du-
rée qui sépare deux retours consécutifs à l'état inítial s'obtiendra en divisant
21, .double longueur de Ia tige, par Ia vitesse a de Ia propagation. Et si, au
licu d'un ébranlement limité à une région Ires petite, on imagine que Ia
barre entiére ait été ébranlée longitudinalement, on sera súr qu'au bout du

21 . I b . t' . t imitif E d'temps _, au maximum, a arre revien a son ela primitit. •n autres

a •termes, le mouvement de Ia barre est une suite de vibl'ations, dont Ia durée
'21

commune est -.a
2' Les mêmes raisonnements s'appliquent sans modification au second

C;lS, celui ou les deux extrémités de Ia barre sont fixes. C'est alors Ia vitesse
vibratoire qui change de sens à chaque réflexion, et Ia tension qui conserve
son sens; mais Ia conclusion définitive est Ia même, et l'on constate égale-

ib . di" d '2/ment dans Ia barre un mouvemenl VI ratorre ont a peno e est -.a
5' Lorsque l'une des exlrémités est libre et que l'autre est fixe, chacune

de, ondes '!' et ~, aprês deux réflexions aux extrémités de Ia tige, change
à Ia Iois le sens de ses vitesses víbratoires au point fixe, et le sens de ses
tensions à I'extrémité libre. 11 en résulte qu'aprês deux réflexions seule-
ment l'état primilif de, ondes n'est pas restilué, mais qu'il est changé de
sens, el pour les vitesses, et pour les tensions.

L'état primitif ne sera restitué qu'apres deux nouvelles reflexions ,
quand chacune des ondes aura parcouru quatre fois Ia longueur de Ia tige : ce
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qui revient à dire que Ia durée de Ia période vibratoire est au maximum

égale à !!.. EUe est double de ce qu'elle était dans les deux cas précédents,
a

Le son rendu par Ia tige dont un seul bout est fixe est donc !'octave grave
du son rendu par Ia tige qui a ses deux exlrémités fixes, ou ses deux extré-
mités libres. Nous verrons dans le chapitre suivant que les mêmes lois s'ap-
pliquent à Ia vibration de l'air dans les tuyaux, suivant qu'ils sonl ouverts
ou ferrnés,

D~MONSTRATION ÉLÉMENTAIRE DE I,A FORMULE.

240. On peut donner une démonstration élementairc de Ia formule,

a =V~'de Ia vitesse de son dans une barre prismatíque indéfinie, eu

Ia rauachant à Ia lhéorie du choc direct des corps élastiques (lU, § 551).
Parlageons Ia barre en tronçons d'égale masse par des plans transversaux

équidistants, que nous considérerons comme des solides venant se choquer
à Ia façon des boules d'ivoire de Ia page 585 du tome III.

Soit w Ia section de Ia tige;
ts son poids spécifique ;
l Ia longueur commune à tous les tronçons ;
v Ia vitesse dont nous supposerons animé le centre de gravité d'un

tronçon, à un certain instant, le long de l'axe de Ia lige ;
6 Ia durée du choc, ou le temps pendant lequel Ia vitesse v aban-

donne le centre du tronçon considéré A, pour passer au centre de
gravité du tronçon sui vant, B;

FIa réaction moyenue des deux tronçons contigus pendant ce temps 6.

La masse de chaque tronçon est mesurée par le produit ~ wi; Ia vitesse
9

v du centre de gravité étant réduite à zéro dans le temps 6 par l'action conti-
nue de Ia force F, le théorêrne des quantités de mouvement nous donne

1"0 = :!.",[.o
Mais Ia force F provient de Ia compression exercée sur le tronçon B par le

tronçon A; Ia face antérieure du tronçon B est refoulée instantanément d'une

quantité égale à v6, ce qui développe une réaction élastíque égale à EwvO, en
À

appelant E le coefficient d'élasticité. On a done (lI, § 5~2)

F- E",!'J
- -t-~'
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Divisant Ia premiêre équation par Ia seeonde, on élimine F, w et v, et on
obtient

0= ~ [2
gE t:

I)one
12 _ gB
(j2 - Q

01' ~ est Ia vitesse depropagalion a de l'ébranlement; done eufln

a=V1.
Si, au lieu d'une tige solide, on avait un tuyau cylindrique rempli de gaz,

Ia démonstration serait Ia mêrne, sauf à observer que Ia force F est alors
l'excés de Ia pression subie par Ia section w pendant le choc, sur Ia pression
Po qui régne partout dans le tuyau à l'état de repos. L 'application de Ia loi
de Mariolte donnerait donc Ia proportion

F + 110'" [.--:p;;;;;- = [_ vO 1

d'oú l'on déduit
F = }JOOlVO=t:

et
_ • /'.'orJ,

(1- V",
formule qui serait vraie si, au lieu de Ia pression Po mitiale, on mettait Ia pre~-

sion p~~ altérée par les circonstances calorifiques.
c.
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MOUVEMENT VIBRATOIRE DE L'AIR DANS UN TUYAU CYLINDRIQUl:.

241. Soit MN un tuyau cylindrique, rempli d'air à une pression et à une
température constantes; Ia section droite du tuyau est arbilraire. Prenons une
paralléle :1 scs génératrices O'\. pour axe des x, et SUl' cette droiíe Ull poirrl

O pour origine. Nous supposerons que,
dans le mouvement du gaz à l'inté-
rieur du tuyau, les moléculas situées
à J'origine dans une section transver-
sale se déplacent toutes ensemble, de
maniete à se trouver à chaque instant
dans un même plan normal 11 Ia droite
OX. Nous pouvons Iaire en sorle que

cette condition soil satisfaite au monrent ou le mouvernent comrncnce; et le
calcul que nous allons faire nous prouvera qu'il n'y a aucune contradiction
à admettre qu'elle soit encore remplie pendarrt loute Ia suite du mouvement.
Soit donc à l'origine du mouvernent, pour t= O, une tranche íransversale A
définie par son abscisse X; à l'instant t, cette tranche esl parvenue en A',
sans cesser d'être normale à OX, et sera déílnie par une abscisse X + u.
Considérons encore à l'origine une seconde tranche B, déflnie par son abs-
císse x + dx; à l'instant t, eÍle sera parvenue en B/, et aura une abscisse

égale à x+dx + u +~ dx. Écrivons l'équation du mouvement rectiligne

de Ia masse gazeuse comprise, à l'instant t, entre les tranches A et fi, et :1
l'instant t' entre les tranches A' et B'.

Pour n'avoir pas à tenir compte de Ia pesanteur, nous supposerons le tuyau
horizontal; Ia faible densité des gaz permettrait dailleurs de négliger Ia
pesanteur par rapport aux pressions, et de négliger aussi les variations de
pression et de densité qui résulteraient dans l'état d'équilibre d'une in-

C:t:I:MJ~/T]c.,...--+;mE---+----------x-
, ,uNI UU

c::.-----------~--·u"!"--.l'"" ..N
a; "dx>- d;+ª!?da;da;

Fig. 109.

"

• clinaison prise par le tuyau, de sorte que nos conclusions sont géné-
rales.

Le mouvement de Ia tranche estdéílní par Ia valem' de u en fonction de

t; l'accélération est égale à ~t~' Appelant m Ia masse de Ia quantité de gaz

comprise entre les plans A et B, ou, à l'époque i, entre les plans A', B/, et
p, p' les pressions par unité de suríace dans les plans A.' et B', l'équation
du mouvement sera, en désignant par w l'aire de Ia section transversale,
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(1 ) d'u
111 dt' = w (p - p').

Soit pia densité ou masse spécifique du gaz dans l'état de repos et à Ia
température qu'il possêde au commencement du mouvement; nous aurons

(2) m=pXwdx.

11 reste à exprimer p el p' en fonction des variables uet z, On y parvieut
en appliquant les lois de Mariotte et de Gay-Lussac ..

Soit Po Ia pression du gaz à l'état de repos;
60 sa température ;
ti. son coefficient de diJatation ;
c sa chaleur spéciílque à pression constante;
c, sa chaleur spécil1que à volume cunstant;
6 sa température à l'état de mouvement, à I'époque t et dans l'intervalle

NB'.
La pression p, dans Ia tranche A', est liée à ces diverses quantités par

I'équation e

P (vol. AB)x (1 + "O) dx 1 + ,,0
-- - X--,
Po - (vol. A'B') X (1 + "00) - dx + ~ da; 1 + "00

da; .

hi b du,., .ou ien, en o servant que ti. et dx sont três petíts, qu on peut par surte

1+",6 • 1 du
remplacer -1-- par 1+ '" (6- 60), et --d- par '1- d- :+",60 1 u x

+dx

(3)

. ( du)P=Po 1-da; [1+«(0-00)]

=)10 [1-~ + ,,(O - Oo)}

en négligeant encore le produit des nombres três petits ~; et u (6 - 0o).

La diíférence p - p' n'est autre chose que Ia dilTérentielle partielle UC]1,
v. - "tc. COLLIGNOII. 2:J

(4)
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prise relativement à Ia variable x et avec un signe contraíre. II sufflra done,
pour avoir p - p', de différentier par rapport a x l'équation (4), et de chan-
gcr de sigue. Avant de faire cetle opération, il convient d'exprimer Ia diffé-
renee 6 - 60 en fonetíon des variables u el x,

La tempéralure d'une tranehe gazeuse s'accroit avec Ia compression que
ceue tranche subit, et on trouve le rapport entre ees deux quantités en
appliquant les príncipes de Ia théorie mécanique de Ia chaleur.

Le volume de gaz «d», pris sous Ia pression Po, subit une dilalation qui

I I d 1 t d I' o o. 1 !lu I ..uugmen e son vo ume ans e rappor e umte a + dx; a variation re-

lative du volume esl done mesurée par le nombre d/u. Supposons que eeex
rapport soit assez petit en valeur absolue pour que Ia pression Po ne varie
pas sensiblement par suite de Ia dilatation du gaz. Le travail développé par.
ce volume de gaz sera égal au produit

1)0x ",dx X (q!:).c/x

Nous admettrons que ee travail soit entiêrement produit aux dépens de
Ia quantité de chaleur interne du gaz, et qu'il corresponde à un abais-
sement de température 60- O; eelte hypothése revient à négliger Ia quantité
de chaleur fournie ou absorbée par le tuyau. La quantité de chaleur per-
due par unité de poids est ct (60 - O), et pour le poids considéré file est
égale a
c

ctt80 - 0\ X pg",dx.

Soit E I'équivalent mécanique de Ia ehaleur; nous aurons l'équation

du
ECt (00 - O) pg",dx =1)owdx dx'

Mais E = _R_, R étant Ia constante de I'équation des gaz ,
C - Cl

pV = R (~+o). etl'on a

1)0 c-c, dú8-0
0
=-- o

I'gH c, dx

Celte équatíon se simplifle. Dans l'équation pV =R (~+6), V est le vo-

lume de l'unité de poids du gaz, sous Ia pression p et Ia ternpérature 6, ou
l'inverse du poids spécifique w; donc

1!..g = R (~ + 00)'
pfj cr.

DA~S LES TUYAUX. 4~1
et

et enfin
(
1 ) c- ct du

O - 00 =- ;:;+ 00 -C-I- dX'

(C-C, dlt(5) a 0- 00) = - (1 + ,,10) __ "T;"
c. d.c

Substituons dans (4) et nous aurons

( du c-c. du)P = Po I - - - (I + "00) -- -dx c, dx

du (c-c. C-C')=Po-Po-l 1 + -- + 0:00-- .cx ~ ~

ou sensiblement, en uégligeant le terme en 0:, qui est três petit,

du (C)P=Po-Po- X - .dx C1

On commettrait une assez grande erreur si I'on ne tenait pas eompte de Ia
variation de Ia tempéralure des trauehes suivant leu!' degré de condensation
ou de raréfaction ; car les changemenls de pression sont assez rapides pour
qu'une température uniforme n'ait pas le temps de s'établir dans loute Ia
masse en vertu de Ia conductibililé et du rayonnement. On sait d'ailleurs

que le rapporl .I!... est notablemeut supérieur à l'unitá,c,
Diflérentions I'équation(ü) en faisant varier x seul. Nous aurons

(6)

(7) •• dp dsu c
p'-p= - dx=-l'o -dxx -,

dx dx' c,

et substituant dans l'équation (I) les valeurs ds m et p - p', il viendra pour
I'équation du mouvement

(8) d2u C d2u
P dt. = 1'0 - -d .'

- Ct x-

équation de Ia forme

(9) dsu • d2u
dl2 = a- dx"

en posant

(10) a= V1!.!J x ~o

p C.

L'intégrale générale de I'équatíon (9) sera, avec deux fonetions arbilraires
'f et ~,

(11) u = !' (x - ai) + '"(x + aI),
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et on pourra reprendre toute Ia discussion de celte équation, en suivant Ia
même marche que pour le problérne de Ia vibration longitudinale d'une
verge prismatique.

On reconnaitra que a est Ia vi/essa du son dans le gaz du tuyau ; si"
1'0n ébranle le gaz sur une pelite longueur À dans le tuyau, deux ondes,
en général, naissent de cet ébranlement , et se transportent, chacune dans
un sens, le long du tuyau avec une vitesse égale à a. Ceci suppose le tuyau
indéfini dans les deux senso Si le tuyau est limité, l'onde qui aboutit ü
son extrémité se rélléchit en arriére pour changer de vitesse, comme fe-
rait une onde symétrique, issue fictivement d'une région prise dans le luyau
prolongé.

Si le tuyau est bouché à son extrémité par une parei solide, on expri-
mera analytiquement celle eirconstance en faisant nulle Ia vitesse vibratoire

du I' t h' . fi .di pour a rane e gazeuse qUI reste en eontact avec cette paroi ixe ; SI au

contraíre le tuyau est ouvert, et eommunique avec une atmosphére índéílnie

à Ia pression Po' Ia vil esse ~~ n'est assujettie par là 11 aueune condition,

. I étacti du devi li . I .mais a !'al' [action -d evient nu e, puisque a pression reste constante
x

à cette exlrémilé. On relrouve tous les résultats obtenus pour les vibrations
eles verges, par exemple, ces théoremes d'acoustique : Ia periode vibl'a-
toil'e a Ia même durée pOUI' UIl tuyau cylindl'ique ouvert aux deux bouls, ou
[ermé aux deux bouts; elle a une durée double pOUI' un tuyau ouvel't à un

boui, [ermé à l'aull'e,
(

VITESSE DU SON DANS LES GAZ.

:l42. L'équation

a=v'l~x!!..·
e C1

donne Ia vitesse du son dans un gaz à Ia pression p, dont Ia masse spéci-

fique est p; elle est le produit de deux facteurs ; l'un , V~'estia vitesse

du son d'aprés Ia théorie de Newton; {e second, ' /~, a été introduit parV c,
Laplace, et représente l'effet des variations de température dues aux conden-
sations et aux raráfactions alternatives de tranches gazeuses. C'est un coef'-

flcient de correction. On a à três peu prês.!:.- = V2 = 1,41 ; • lE est done
c, V c,

sensiblement égal à Ia racine quatriéme de 2, ou it 1,28.

DANS LES GAZ. 453

La formule newtonienne a=' /É est un simple résultat du principe de, \f p
Newtou sur Ia similitude mécanique (III, § 70).

Considérons deux gaz dont les masses spécifíques soient p et p', Jes pres-
sions p et p', el au sein desquels nous excitons deux ébranlemenis sembla-
bles. Ces deux ébranlements se propageront semblablemenl, pourvu que le
rapport a: des longueurs, le rapport ~ des masses, le rapport "( des forces, et
le rapport E des temps vérifient Ia relation

.2= ~.
"I

Or ici le rapport des longueurs a: = 1;

le rapport des masses ~=~"
p

le rapport des forces "(=~'
p

üonc le rapport des temps au bout desquels on doit comparer les deux syõ-
témes est

.=' s . V (~).V·, (p)
]i'

Mais le rapport des vitesses, dans les deu x systêmes, est égal au rapport ':,
ê

ou a !,puisque ".=1. Donc eníin, a et a' étant les vitesses de Ia propag.-ê

íion de I'ébranlement dans les deux gaz, on a Ia proportion

On adonc

~ = V(p) =' II'P' = V~.
a' ( e) V p'p • lI!.

. p V p'

a=k v'~'
en appelant k une constante, que Newton faisait égale à l'unité, et que nous

avens reconnue être égale à ' /'i..V c1

La masse spécifique p est égale au poids spécifique 'Q' divisé par g, et Ia
formule prend Ia forme

V I' ca= g- x-.
Q' Ci
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On peut observer que!!. est Ia hauteur h d'une colonne gazeuse homogêne
1;>

de Ia pression p; Vgh est Ia vitesse due à Ia moitié dereprésentative
cette hauteur.

On a aussi pv=nG+e),
V étant le volume spécifique, 0\1 l'inverse !du poids spécif1que, et O Ia tem-

1;>

pérature. Donc
f. = fi (~ + e) = ~(I + ",O),
!;l' '" '"

d'oú résulte Ia formule

lI=
c

gn (1+~0) c,'
'"

qui donne Ia vitesse du son dans un gaz en fonction de sa température.
Pour l'air atmosphérique, par exemple, à O, centigrade et sous Ia pression

normale de 0"',76 de mercure, on a

r _ n 10340
1;> -;= 1.2!l9 = 79GOm.

Done ~ zéro on a

li = VU x 7960 x 141 = 54()o,

et à 6 degrés
li = 546'" x V(l + "e).

243. Lorsque Ia dilatalion relative des tranches gazeuses, ~;, n 'est pus in-

finiment petite en valeu r absolue, on ne peut plus mesurer le lravail extérieur

correspondant à Ia dilatation du gaz par le produit Po '" ~ dx, parce que

Ia pression ne reste pas égale à Po pendant toutes les phases du change-
ment de volume. Dans ce cas, l'équation du mouvement vibraloire n'est
plus exacle.

La formule (3), qui n'est autre chose que l'application des lois de Ma-
rioUe et de Gay-Lussac, subsiste toujours ; on en déduit

p = Po _1_. 1+ ".9 . ( . dU) - 1
1 + du 1 + "Do =Po \ 1 ...•.dx X [1 + ,,(O - 00)],

c/x

DANS LES GAZ. 4~5

Soit "c le volume primitif de Ia tranche gazeuse, sous Ia pression Po ;
v le volume qu'elle acquiert sous une pression p queIconque;
Vl le volume particulier qu 'elle prend lorsqu 'elle reçoit un accroisse-

ment relatif de volume égal à ~' et PI Ia pression correspondanle.
Par hypothêse, le gaz n'ernprunte ni ne communiqueaucune quantité de

chaleur aux parois du tuyau; Ia formule de Laplace (I V,§ I ~2) est done appli-

cable, "et en appelant ,Ie rapport !3. des chaleurs spécifiques, on aura à Ia
c,

fois
l'Vr = p()VOr = PIVtr,

et

( dll)
Vt = v() 1 + dx .

[
v.

Le travail T produit par Ia dilatation du gaz est l'intégrale pdv. Or
~vo

110US avons déjà effeclué eette quadrature dans un cas tout sembl.ihle, celui
d'un gaz qui suit en se détendant une ligne adiabalique, et nous avens
obtenu

T= ,P!..o ('1_ vor-1) = !'OVo [1_ (1 + dlt)-r+IJ.
y 1 v, r -I '1-1 â»

Telle est Ia quantité à égaler au produit

EcdOo - O)pgvo• •
qui représente le travail équivalent à Ia chaleur interne perdue par Ia
lranche. On en déduit

l' [ ( dU)-r-1J00-0= Epgcd;-1) 'i - 1 + dx •

Mais remplaçons E par sa valeur

fi 1'0 _ 1'0"-
pg(c-c

t
) (0

0
+ 1) - pg(c-ct)('i + ",00)'C-Ct

et observons que c' ("'(- 1) = c - CI' Nous aurons

[ ( dlt)-r+l]"(Oo-O)=('i~,,eo) 1- 'i + JX •

On peut simplifier cette formule en remarquant qu'aux températures or-
dinaires, «60 est négligeable devant l'unité. Effaçons donc le premier Iac-
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ment par Ia formule 550"',60 + 79,18 x ~,D;ll1slesexpériences de M.Re-v

gnauld, le rapport ~ a parfois atleint Ia valeur de 0,04496,v

EMI'LOI DES SÉnIES TRIGONOmiTRIQUES. 457
teur, qui est sensiblement égal à l'unité, et substituons dans' Ia premiêre
équation Ia valeur de CI. (6 - 60) ainsi simpliflée, 11viendra

(
du)-I ( dU)-r+l ( du)-r

]l =Po t + di; X 1 + dx = Po 1 + dx •

u=rr(x-at) + ~(x+at),

Développons le binome en série, et admeltons qu'on puisse s'arrêter au
troisíéme terme ; nous aurons

du + ,(,+1)J'o(dn)2
P = 1Jo - rn« dx 2 dx'

. • c/2u c/2u •
INTEGRATION DE L'EQVATION -d = a2 d- AV MOYEN DE5 SERIES

t2 x'
TRIGONOMÉTRIQUES.

Done

~ =__ d2u + ,li+1)po X 2~ d211.s«: w« dx' 2 dx dxi
24t.1. La discussion de l'équation du mouvement,

(1)
IIt l'équation du mouvement devient

d2u d'u du d2u
P dt" = Po"l dx. - Po"l (, + 'l) di: dxi

d
2
u ( du)= Po, - I -li+ 1) - .dx" dx

devient beaucoup plus facile quand 011 exprime u au moyen de séries de
sinus et de cosinus des rnultiples des deux variables x et t.

Pour parvenir à celte transformation, cherchons d'abord à mettre Ia fone-
tion u sous Ia forme d'une série dont chaque terme soit le produit d'une
fonction de x par une fonction de t; pOSOIlSpour cela

Lorsque (-r + 1) ~; n'est pas négligeable devant I'unité, Ia propagatíon de

I'ébranlernent suit donc une loi toute différente, qui dépend d'une équation
aux dérivées partielles d'une forme plus compliquée.

M. Regnauld (*j, en admettant loujours que Ia vitesse du son est donnée
PU' une formule analogue à celle de Newton et de Laplace, l'a mise sous Ia
forme

(2) 11= Lflx) X ,(t).

.,'
Nous pourrons déterminer les fonctions f et 'l' de maniére que chaque terme
pris à part satisfasse à l'équation

e:
(5) d2u 'd'u

dt' = a2 dx··a = y02 (1+ K),
p

et a trouvé pour le coefflcient de correction K Ia série suivanre, dans la-
quelle âv est Ia compression éprouvée par le volume v pendant le passage
de ronde sonore :

Prenons Ia seconde dérivée de u par rapport à t, substituons dans l'équa-
tíon (5); il vient I'équation de condition

(4) L ((x) '1''' (t) - a'r" (x) 'I' (t) = o,
K=y-1 +~['("I+1) -1]+ (~)'['('I+1)(,+2; -1] , ..•

v 1x2 v 1x2x3 T à laquelle on satisfait en posant séparément

Réduite en nombre et appliquée à l'air atmosphérique, Ia formule devient
(5)

("(x)
{(x) = _p.l, '1'''(1) =_a2p.',

'I' (I)

a = 279'",955 V(1 + "00) y1,5D4~ + ~ x 0,668 + (,;)" X 0,886 + ...

((x) = ~Isinp.x -/- Ncosp.x,
f(t) = Psina,~t + Qcosa.~$.

fi- étant une constante arbitraíre.
Les équatíons (5) s'mtégrent facilement, On a, en appelant ~I, N, r, Q

quatre nouvelles constantes ~A O· centigrade, Ia vitesse du son dans l'air est exprimée approximative-

t Relation des expéricnces poul' determiner les lois et les données néces-
saires au calcul des machiues à (eu, t III (1870).

(6)
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Nous avons égalé les fonclions ~~), ~;~~) à des' nombres négalifs - p.• ,

- a~p.·,pour que les fonctions [et 'f fussent périodiques. Si nous les avions
,"galées à des nombres positifs, I'intégralion des équations (5) aurait intro-
duit des exponentielles, que Ia suite du calcul eút Iorcé de réduire à des sinus
et des eosinus par un choix convenahle de constantes imaginaires. Le choix
qui nous a donné les équations (6) sera, au contraire, justifié par les résul-
tais que nous obtiendrons plus loin. Nous poserons d'une maniére généralc

'(7) u =L IMsin,u.x+NcospX)(Psina"t+Qcosa,u.l),

-équation qui rentre dans Ia forme (1); en effet, si on fait le produit des
deux fonetions, on a

MPsin,u.xsina"t + ~IQsin"xcosa,u.t
+ NPcos,u.xsina,u.t +NQcos,u.xcosa,u.t.

~Iais

I
cos"xcosa,u.t = '2 [cos"(x + at)+cos,u.(x-at)j,

sill"xcosa,ut = ~[sinJL(x + at) + sin,u.(x-al)J,

cos,u.xsina!'t = ~[sin,u.(x + ai) - sin" (x - at)],

sill,u.xsina,..d = - ~[cos,u.(x + at) - cos" (x - ati],
O

ce qui dorme, eu définitive, pour la- somme des quatre termes
1'2 MP [cos,u.(x - ai) - cos,u.(x+ at)J

+ ~ MQ[sin,u.(x + ai) + sinJL(x - at))

+ ~NP [sin,u.(x + atj - sin,u.(x - at)]

'1+ '2 NQ[cos,u.(x + ai) + cos,u.(x - at)]
1 .= "2 (riQ - MP)cos,u.(x + ai)

J •+ '2 PIQ + NP) Sln,u.(x + at)

1+ 2 plP + NQ)cos,u.(x - ai)

+- ~ (MQ-NP)sin,u.(x - ai),
•

•

TnIGO:'iO~[ÉTnIQUES.

somme égale à une fonction de (x + at) ajoutée à une fonetion de (x-- at),
quelles que soient les constantes M, N, P, Q et p..

On pourra done composer Ia Ionction cherchée d'une infinité de termes
analogucs à ceux qui sont écrits dans I'équation (7); puis il reslera à deter-
miner les arbitraires de maniére à satisfaire aux conditions initiales données.

.Reprenons le probléme da mouvement vibratoire de l'air dans un tuyau
de langueur flnie. Soit I sa longueur. Trois eas sonl à distinguer, suivant
que les deux extrérnités du tuyau sont ouvertes, ou qu'elles sont toutes
deux Iermées, Oll enfin que l'une est ouverte et l'autre fermée. Nous ne
traiterons ici que le premier caso

245. 1'uyau ouuert à ses deux extrémités. - Nous compterons les abscisses
à partir d'une des extrérnités du luyau, de sorte que x pourra recevoir toufes
les valeurs réelles comprises entre O et i. L'état initial qu gaz est détini par les

équations u = [(x) et d[u= q>(.'t) , pour t = O; l'une déflnit les déplace-
G t

menls des tranches, et l'autre les vit esses initiales de ces lranches. De plus,

I' d . d t "L' • I di . du Oouverture u tuyau ases eux ex remi es entrame es con itions dx =

pour x = O et pour x = 1, qu-l que soit t. Les fonctions données [ et 'f
sont connues pour loutes les valeurs de x eomprises enlre O et 1.

Heprenons Ia série (7), et exprimons les conditions relatives aux extré-
mités du tuyau. 11 vient, en ne considérant, pour abréger, qu'un terme de
Ia série,

~ = (M,u.cos,u.x- :\',u.sin,u.x)(Psina,u.t + QcosapJ);.
faisanl x = O, on aura

0= M"(Psilla,,t + Qcosa"l),

et pour x = 1,

o = (~[p.cos,u.l- N"sin,u.l) (Psina,u.t + Qcosa,u.t),

quel que soit t. On satisfait à ces deux condilions en posant M = O et
p.[ = K"" 1\ étant un enlier quelconque; Ia série devient alors

(8) "....,N Ibx (p . lbat + Q [("ai)
11 =,t... cos "T' 31n"t: cos "T' .

Prenons Ia dérivée par rapport à t; iI vient

(9)
du ~ N [("x (p lha lha! Q K"a . Kr.at)dt =,t... cos T "t: cos "t:,- "t:sm -,- .

459
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La série (14), dans laquelle on fait J{'=K, se réduit done à un seul terme,
et donneFaisant t =O dans les équations (8) et (9), on a done

2 (I K7tX
Ak= IJ o {(x) cos -l-dx.

Le même artifice peut être employé pour trouver le terme général de Ia
série (15); il viendra

(10) ( ~ N Kux
u = r x) = ~ cos 1-x Q,

du () ~ N K"x p I{nadi = f x = ~ cos -1- X x "T ,

(15)

(11)

équations d'oú I'on déduira les valeurs des arbitraires NQel NP.
Oonnons au nombre K toutes les valeurs entiéres positives, depuis 1 jus-

qu'à l'inflni : les équations (10) et (11) deviendront, en appelant
AI' A~, ... BI' Ri'" de nouvelles arbitraires,

(16) KB -~lllr(x) Krrxdk - 1 7ta COS / x
o

21
1
. KrrX= - ((x) cos -/- d»,rra o

(12) f ) "x 2"x 3"x
(x = AI COS1+ A2cos I -r Aõcos T

+ I A Ibx
... T kCOS1- + ... ,

l'f (x) 7tX 2nx ~ \!orX
r:a = BIcos T + 2B2cQS T + "Bõcos T

((-x .+ ... + Imkcos -/ - + ...

2 "xfl COS7rX 2 '2rrX11 cos27tx(17) I'(x)= I cosy {(x)-I-dx + [cos T {(x) --dx +..•
o o I

K=OO[ fi . ]2 K7tx j{"x. = T L cos -1- {(x)cos T dx ,
K=l o

. K=oo 11"a 2 I(rrX Ihx
f(x) = T X K~l [;;ti cos I o l'(x)cos -1- dXJ

00 11 ]2 .., I(rrx lbx=Tx ~ [cos I o '1'(x)cosrt: dx •

Substituant dans (12) et (15), il vient les séries flnales :

(15)

'I 1 . I' I .. é ti K'"xd·, de ü i I 11.1 u tip ions a prermere quauon par cos -z- x, et mlegrons e u r,
viendra l'égalité

(18)

Ilr) l('orXd (I 7tX IU"x
o (x cos "T x = AIJ ocos T cos =t: (.'.17

(I 2rrx 1('7tX+A2J oCO' T cos "t:dx + ...

11 I(rrX K'rrX I+ Ak COS-,- cos "t:d.c T ..•
o

Or on a identiquement

(14) •
" La seconde équation se déduit de Ia prerniêre en changeant f en <p. On en

tire, en comparant les équations (17) et (18) aux équations (10) et (11),

2 (I Ihx
NQ= 1)0 f,x)cos "T dx,

'2 (I Ihx
NP=Krra)o f(X)cos-Z-dx,

11 KrrX I('"x d I,cos -1- cos -z- z = \I

o
d'oú résulte enfin, en substituant dans Ia série' (8),

K=oo ( 11Ihx 1 . Ihat J(rrX
u = L 2cos "T' Iba sm "T" f(x)cOS -1- d»

K=l o

1 K"atl1 , Ihx )+ T cos "t: o r(X)COS T d» •

lorsque K est différent de K', et. (19)

li KrrX R'nX d 1Z
cos "T' cosl- x = '2'

o

lorsque K'= K, à moins que K= K'=O, auquel cas le résu1tat de I'iu-
tégration est I. Maisce cas n'est pas admis dans les séries (12) et (15). La variable a, qui figure sous les signos de l'intégration, est lã une simple
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variable auxiliaire, que I'intégration entre les limites fixes O et 1 fait dispa-
raitre ; Ia variable x sous le signe I subsiste seule dans le développement
de Ia série. Sous celte forme, on recounait que Ia fonction (iO) reprend les

21
mêmes valeurs lorsque x augmente de 21, ou lorsque t augmente de -, Laa
durée des périodes au bout desqueJles les tranches de gaz se retrouvent
dans Ia même position el dans les mêmes états de condensation et de vitesse

cst donc égale 11 ~, ou à une parLie aliquote de cette quantité.a
246. Achaque valeur particuliére de 1\ correspond une vibration simple du

'ysteme gazeux: Si I'on considere un terme parliculier de Ia série, Ia durée

d I .. d ibratoi . I . 2l . Ie a peno e VI ratoíre sera ega e a -I' pour ce mouvement srmp e; re-
\a

lativement à x, Ia longueur de Ia période sera égale à ~. Cherchons Ia

posiLion des nreucls et des ventres dans le tuyau. On appelle nreud une tranche
dont les molécules restent fixes pendant le mouvement vibratoire, et ventre
une Lranche ou Ia condensation du gaz est consLamment nulle. Réduisons
l'équation (19) à un seul terme, sous Ia forme

J\nX (L' lhat L lhat)=r=r sm-I- + /cos-1- .

Prenons les dérivées par rapport à x et à i ; il viendra

du K", , ]{",x (L' Ibat + L' J(rrat)dx = - Tsm-l- sm-Z- cos -t- ,

du KrrX (L Kna Ihat J(rra, lhat)
dt = cos -1- -1- cos -1- - L -1-sm -1- .

c

Les nceuds sont donc définis, indépendamment du temps, par l'équation
l",xcos -1- = 0,

et les ventres par l'équation

. Ibx Osm "T = ;
ce qui dorme

KrrX rr
-1- = IIrr + 2" pour les nceuds

ct
1(:,,1:
-,- = n'rr pour les ventres,

SONS IIARMO~IQUES.
TI et TI' étant des entiers, On en déduit

1
11 +2 I

x = I X -1(- = 21(X (211 +1) pour les nrouds,

111'
a; = 1f pour les ventres.

Les ventres se trouvent aux points équidistants

a;=0, I
x =1(' 2Z ' .. x = I,x='j['

et les nceuds aux points

I
a; = 21('

51 {2K-1)1
x = 2R' . . . X =--= 2K '

qui partagent en deux parlies égales Ia disLance des premiers.
A Ia valeur K = 1 correspond le son [ondamenial du luyau ; Ia durée de

I ibrati t é I ' 21 . d b a d ib .a VI ration es ega e a li' ce qUI onne un nom re 2i e VI rations com-

pletes dans I'unité de temps, Les autres sons rendus par le tuyau correspon-
dent aux valeurs K=2, li:= 5, ". ; ce sont les harmoniques du son fenda-
mental: 1\=2 donne l'octave, K = 5 l'octave de Ia quinte, K = 4 Ia double
octave, K= 5 Ia double octave de Ia tierce majeure; K= 6 Ia douLle octave
de Ia quinte, K= 7 un son étranger à Ia gamme et qui, pris seul, n'est pas
admis comme juste par l'oreille, etc,

Toutes ces vibrations simples peuvent s'effectuer simultanément, chacune
se comportanL comme si elle était seule, ce qui íournit un exemple d.la
superposition des mouvements vibratoires. 11 est même três remarquahla
que l'oreille, qui distingue parfaitement les différents sons d'un accord exé-
cuté par des voix ou des instruments, ne perçoive en général qu'une sen-
sation simple à I'audition d'un son fondamental accompagné de ses harmo-
niques. Une expériencs qu'on peutfaire SUl' l'orgue met ce phénoméns en
évidence. On fait parler un tuyau qui donne le son uli, par exemple; à
côté et en mêrne temps, on fait résonner un second tuyau donnant ut

2
, un

troisiéme donnant sol2' un quatriérne donnant ut3, un cinquiérns donnant
m(;, un sixiêrne SOl3' un septiéme le SOI1 correspondant à K = 7, qui n'est
pas employé dans Ia musique, Ull huiLiéme ut4, et ainsi de suíte. L'ensemble
de tous ces sons, produits avec une inlensité convenabls, donne à I'oreille
I'impression unique du son fondamental ui, renforcé, bien que dans le
nombre des sons entendus il y en ait (K= 7, K= 9, etc.) d'étrangers à
notre systérne musical (').

i D'aprés les expériences de nr. Helmholtz, c'est le nombre et l'intensité des
harrnoniques coexistant avec un son fondamental qui donnent à ce son 1111
timbre particulíer.

46:),
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volume dans l'état initial. La pression p, nu même point et au même ín-
stant, sera donnée par Ia formule

(2) 1'=1'0[1+'1 + ••(0-00)],

CHAPITRE IV
qui n'est autre que l'équation (4) du § 241, dans laquelle on remplace

par "t Ia condensation relative exprimée par - ~~. La température &

est celle qu'acquiert le volume de gaz par suíte de Ia compression;
en elfectuant les rnêmes transforrnntíons que dans le chapitre précédent,
nous arriverons à poser l'équation approximative

MOUVEMENTS VIBRATOIRES O'UN GAZ HOMOGÊNE INDÉFINI EN TOUS SENS,

247, Nous avons établi en hydrodynamique (IV, § 12~1 l'équauon sui-
vante pour définir le mouvement d'un fiuide :

(5) ]1=1)0 (I +'1 ~),

La densité p varie avec Ia condensation "t' et l'on a sensib!ement. pour les
valeurs de "t positives ou négatives, mais três-pentes en valeur absolue,

(4)

Donc
[-=(-0(1 +'1).

(1) '(!J! = dT-d c!f _ ~d [(t!f)2 + (~)2+ (~)2J'
P dt 2 c/x c/y dz

Dans cette équation, T représente Ia fonction des forces, c'est-à-dire l'inté-
grale de l'équation

) ~d, .
dp _ 10 c, I _ 1'0 c d,
P - Pol:t + '/1 - Po C; 'J+,j'

(5)

dT = Xdx+ Ydy + Zd.~;
Substituons dans I'équation (1) et intégrons; iI viendra

ç représente une fonction analogue donnée par I'équation

dI' = udx + vdy + wdz,

de sorte qu'on ailles relations

&. !. log(1 + 'li= T - ~ _ ~ [(t!f)" + (~)2+ (cJ1)'J'(-o c, .u 2 ae t , dy a,

Com me iI s'agit ici de mouvemenls vibraloires extrêmernent perus. on peut

(d'f) 2 (d'f) 2 (d'f)2supprimer les carrés des vitesses dx ' dy , dz ,el comme Ia va-
leur absolue de Ia condensation "t reste aussi três petite, on peut de même
remplacer log (1 + "t) par "t' premier terme du développement du loga-
rithme en série. L'équation (6) prend alors Ia forme sim pIe

(6) •

d~
u = ([X'

dr
v = d!J'

w _d-p
- J;'

Le temps t est traité comme une constante dans l'intégration qui dorme rp.
Nous avons reconnu (IV, § 125) que si, à une certaine époque, Ia fonction

udx+ vdy + wdz est une diflérentielle exacte, il en es! de même dans toute
Ia suite du mouvement. Cette condition est remplie lorsque le l1uide part
du repos, ou encore lorsqu'il est sournis à des mouvements trés petits.
Nous allons faire l'application de l'équation (1) aUI mouvements vibratoires
d'un gaz indéfíni dans tous les sens, soumis à l'instant initial à une pres-
sion uniforme Po et ayant en tous points une même température 60,

Désignons par "t Ia condensaiion relaiiue du gaz en un point et à une
époque donnée, c'est-à-dire le rapport de sa diminution de volume à son

(7) ~ ~'l=T-~.
Po C1 dt

Nous avons admis qu'à I'instant initial Ia pression Po régnait partout ; on
suppose que le gaz n'est soumis à aucune force extérieure; nous devons
donc poser aussi T = 0, ce qui réduit l'équation (7) à

(3) ~ ~. _ dr
Po c, I - - dt'

v. - llÉC. COLLIGNON. 30



466

ou 11

~IOUVE\mNTS VIIlRATOIRES

d?
a2

, =- di'

en appelant a Ia quantité constante' 1& X .!:.V Po c,
La fonction <p, dont les dérivées par!ielIes par rapport à x, y et z dormem

les vitesses, u, v, w, des molécules parallélement aux axes, donne donc aussi
par sa dérivée partielle relative au temps t Ia valeur de Ia condensation.

Cela posé, prenons ~'équation de continuité (IV, § 122)

~ + d(pu) + d(l'v) + d(pw) = O
dt dx dy dz '

(9)

et remplaçons p par Po (1 +,),Ies vitesses u, v, w par d1<p, dd<p, d1<P; nous
ax ,y az

négligerons dans le développement les termes provenant de Ia mulliplica-
. d f d<p d<p di d2<p '1 . d . Itiou es acteurs v dx' dy' dt' dx2' "', el I vien ra, en suppnrnant e

facteur commun Po'

dy d2? d2" d2? _
di + dx2 + dy2 + dz2 - O,

ou bien, en remplaçant , par sa valeur tirée de (8),

(10)

(11) d·'fI _ 2 (d2,? d2'f d2?)
dt' - a ,dx2 + dy2 + dz2 •

Ue:e fois l'équation (11) intégrée, on déterminera les fonctions arbitraires
qui entrent dans Ia solution en exprimant que pour I'instant initial t=O,

I des vi d« dso d» I . d flui des composantes es vitesses -d', -d', d---!.ont en c iaque point u uide es
x y. z

valeurs déterminées, et que Ia condensation - ~ ~ a aussi en chaque

point une valeur connue ; ce qui revient à donner Ies valeurs

(12) 'fi = ((x, y, z),
d'fldi = F(x, y, z),

des fonctions <pet ~ipour t =O. Les fonctions f et F sont supposées con-

nues pour toutes les valeurs réelles des variables, puisque le gaz est indéflni.
Connaissant, par l'intégration, les fonctions <p pour toutes valeurs du

temps e! des coordonnées, on en déduira, par les dérivations partielles', les
valeurs des vitesses et de Ia condensation, et le probléme sera entiêrement
résolu.
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248. L'équation (11) a élé intégrée par Poisson sous Ia forme d'une inté-
grale double 'partielle, porlant SUl' des va-
riables auxiliaires '.

De I'origine O comme centre, décrivons
une sphére ABC avec un rayon égal 11 l'u-
nité; partageons Ia surface de cette sphêre
en éiéments infiniment petits P; soit dw
I'aire de I'UI1 de ces éléments, el l-, 1", "
les angles du rayon OP avec lcs axes ; ces
angles déflnissent Ia position du poínt 1'.
Nous représenterons par Ia leltre S Ia SOIl1-

rnation relative à tous ces élé I:ellts d», de
maniére 11 comprendre Ia surface entiére de
Ia sphére. La solution donnée par Poisson consiste à poser

z~!
. v i!Jt p

'V

/Ol/:!- )AX"
--~

13

Fig.110,

1 S ''fi = 4- t(lt"JI(x+atcos)" y+ aiees «, z+atcos"l
rr

1 a S+:1 -It tdol((x+atcosJ., y+atcosl"' z+atcos").~"(

Nous nous bomerons à vérifler que l'équation (15) satisfait bien ã l'équa-
tion (H); il est facile de reconnaitrc que, pour t= O, elle vérifle les rela-
tions (12)" qui définissent l'état initial.

Observons d'ahord que si <p=II est une solution de l'équation (11).
rlH I' d .'. .u 11<p =di sera encore une so ution e celte équauon , et que S! . et ., sont

deux Ionctions de x, y, z et t qui vérifient séparément l'équatíon proposév,
Ia somme II +H' Ia vérifiera pareillement. 11 résulte de lã qu'on peut se
contenter de vérifier que Ia foncíion

(15)

'f= i- S tdwF(x+ atcos)" y+atcosJl., z+atcos")
4rr

satisfail à l'équation (11), quelle que soit Ia fonction F, pour en conclure
que Ia formule (13) est une solution plus générale de cette même équation,

De l'équation (14) on tire successivement, en différentiant sous le signe S,

ti" 1 S dF
d
-= r: tdw-1,x flrr ax

d
2
" I S. d

2
F-=- tdw-,

c/x2 4" ~ dx'
c/2'f 1 S. d2F-= - tdw-,
dy" 4" dy2
d2? _ 1 S d'F.
([,2 - 4; tdw (1<2 •

(14)

, MémoÍl'elu à T'Acatlémie des Sciencesle19juilict1819.
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done

, FORMULE

d2rp + d2'1' + á'<p _ ..!. S tdw (C/2F + d2F + d~F).
d.'!:" dy' dz2 - 4" dx2 dV" cl<"

Les dérivées relatives à t sont un peu plus eompliquées. On a d'abord

d" 1 S 1 S (dF dF dF)-tt = 4- cz"F + X- tdo -z acos). + -t acosp. + d. acosvt 1t ~1t. tx ~y •

1 S a S (dto' clF dll)= T dwF + 4- cl- ecos; + d- tcosp. + d- tcos V â«.
"" rr X y z ..

Dérivant une seeonde fois :

d2'1' 2a (S clF S dll S clF )-Z 0= , -z cos),d", + -I cosp.dw + -z cosvdwat» 1.1< ax tV G"

a2 (S cl2P S d').' S d'F )+., cl--;;tcos2).dw + -,o tcos2p.dw + -cl .tcos2vi/wI." X· c·V· z-
2a2 (S d'F S cl'lI+ -4 -d 1 tcoslcosp.c/w + -t 1 tcosp.cosvdw

rr av t~~

cl'F )+ S chdx z cosv cos).cl.) •

7./ Le fac!eur t, pris sous le signe S, peut sortir
du signe, puisque Ia som me ne porte pas sur
eette variahle. Pour transformer eelte expros-
sion, observons que S représente en réalité
une double somme d'élérnents pris sur Ia sur-
face d'une sphére de rayon égale à l'unité.
Rapportons les directions ml à deux angles
variables, l'un v = ZOM, l'autre ~ = XOP,
angle diedre du plan ZOM avec le pJ"'l ZOX.
Nous aurons

o /jJ,1/ R.
--x··()J,.~ .• <)i

\'~

Fig. 111.

cos i = cos ãl lt = coso/ sinv,
cosp. = cos àl O)' = sin ç sin s,

en0'1

dw=sinvdvd<jJ.

C .. . I' I S dF d donsidérons en particu ler e terrnc dZ COSv w; ce terme pren ra Ia

forme

J'== "1+== 2", c/Fdz cos v sin vdvd,p.·
'==0 <J.==o

DE POISSO;-;.

Occupons-nous d'abord de l'intégration rei ative à Y. li viendra, en multi-
pliant par 2 et en intégrant par parties,

2JdF . 1 dr." J'! a (dP) I-COSvW1Y~v=-SIl1-v- Sll1v- - Cv,d" d: d» âs

Or F contenant les variables

x+atsinycos<jJ) v+atsinvsin<jJ ct z+ atcos»,

riF . I' . bl I dé . d c/F .dz conuent es mernes varia es, et a envee c dz par rapport a ./

fermc trois termes, savoir

d'F d2l1. d'F.
-t-I atcos·'·COSY + -l I alsIl1fcoSV --/" (/tSII11.
t xc : 't c yc z c ,-

Done enfin

2JclF . 1 cll'. o Jd2F . - d-d COSvSIDVGV = -t slI1-v+al -t" 5111", vz G ~ C ~-

J d2F . • 1 J d2I" . . • 1_. at -I d COs,!J COSv sin= vcv - at -t Z SIIl'" COSv sm- v~ v.t x,:; . G VC : 't

Aux limites v = O et v= '!t, le premier terme disparait, ct il reste, en
indiquant Ia seconde intégration, relative à~, entre les limites O et 2'!t, puis
en revenant aux anciens angles À, 1'., v, •

dI" (2'" (" dll 1 12
'Jt(" cl2l1S dz COS,cZ.) = J o J o dz cos v sin vclvd<jJ= li at o J o ch' sin> vdvd<jJ

1 1h1" 12I"- li=. o o ~xdz cos<jJ cosvsin2vd8d<jJ

- ~ at r~l'"d2F. . •2 J o o dVd~ sIIl<jJcosvsm-vd,d<jJ

1 S d2l1 1 S d2F 1 S d2F .= 2 ai clz' Sill~vdw + 2 at drclz cosl.COSydw - 2 at dyclz cos,v. cos ydc)

On aura de méme

S dll 1 S d2I" 1 S cl'F .dx cos ul« = 2 at dx' sin2 ).d", - li at dxch cosx cos vd",

1 S c12I" .- 2 at dxdy cosx cosp.d",.

4G9

rcn-
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et

FOIUIULE DE PUISSON.

S dll 1 S cZ2F . • 1 S d~'"
d- cos I'.dw = -2 at I" sm- p.doJ-- -2 ai -t-Z- cos 1'.cos ,d",Y 'V- . IVIX

1 cZ2F
- -2 at S -Z I cosI" cos,doJ.

'!lC:

Substiluons ces trois expressions dans Ia valeur de ~l:~'11 vieudra, en

mullipliant par 4,.,

cZ'",
4rr dl~

S cZ2F . • d • S cZ2F . .• a + 01 S d2F . 0 z= a21 -Z" sin ). w + a-t -, 0 sm-I" w a- -z .• Slll-,I W
(X- c V- ( .-
d2F cZ2F d2F

- a2t S d-Z cos i cosvdw - a2t S -d I cosl"cosl.doJ - a21 S -,.1 cos ícosvd»
XI: VCX C,( X

S d2F S d2F· S cl~F-a2t d--Z cosycosl"dw-a2t -Z-Z-COS),COsl'doJ-a21 -Z d c03/J.eos,doJ
ZIV •• IXlV '9 ~

. S d
2
F '. 0 S ,FF.. .• S d2F •+ a-t -/ "cos-l.dw + a-t d-oCos-p.doJ +a-t -l" cos-vdwIX- V- ,,-

d2F d2F d21"+2a2ISd-Z COS),cosl"dw+2a2IS-d Z COSI'.cosydw+2a2tS-l ,- cos,cos;doJ,xcy Vcz 1 ~I X

ee qui se réduit à

4 d2,!, 2 S d
2
F ( . • .• ) Z + " S d2F ( . • .• d" d-'; = a I -l 2 sm= ~ + cOS-), (w a-t d----- sm-I" + cos- 1") w1- 1 X V-

2Sd
2F

( .• ")d+ a t - sm y + cos- v wdz2

S (d2F d2F d2F)= a2t -d " + -1 2 + -d 2 d-».x- 'V z

L d d" . d2,!, d . I .a seeon e envee dt2 est one ega e a

a2 (d2F d2F d2F)-td",---,4" S dx' + cZy2 + cZz2

en Iaisant rentrer Ia variable t sous le signe S, et par suite

d2
", (d2<p cZ29 d2o)

dt2 = a
2

cZX2 + dv2+ cZz~' •

249. Faisons une applicalion de cette équation (13) au cas le plus sim-
pie, celui de Ia propagation d'un ébranJement excité dans une région influi-
ment petite autour de l'origine des coordonnées (fig. 166).

Alors les fonetions F et f sont nulles pour toules les valeurs réelles, positi-

VITESSE DU SONo 4i 1

ves ou négatives, des variables, sauf celles dont Ia valeur absoJue est au des-
sous des limites qui déflnissent Ia région infiniment petite primitivement
ébranlée.

Si done on fait
x + ateos~ = te',
y + ateos». = y',
z + aleosv = z',

l'équation (15) donnera pour 'f une valeur eonstamment nulle tant que les
quantités x', y', z', considérées eomme des coordonnées d'un point, place-
ront ce point en dehors des limites de l'ébranlernent primitif.

La eondition nécessaire et suffisante pour qu'un point M don! les coordon-
nées sont x, y. z, soit animé d'un mouvement vibratoire, c'est qu'on puisse
trouver des valeurs du temps t et des angles À, f'., v, telles, que les sommes
x +at cos À, y + at cos f'" z + at eos v, aient des valeurs absolues intini-
ment petites, inférieures aux limites de l'ébranlement.

On aura done à Ia fois, en supposant nulles, pour plus de simplicité les
dimensions de Ia région ébranlée,

x + atcos~ = O,
Y + ateosp. = O,
z + ateos» = O.

Done
x

teos).= - ã' •y
teosp. =-~'

z.---,tCOSll- a

élevant au carré et ajoutant, puis extrayant Ia raeine, il vient

~ \l'x2+ y2 +:,2 OM
t- =-,a a

ce qui montre que l'éhranlement excité au point O à l'instant t=O attein-
dra un point M, situé duns une direetion .quelconque, au bout du temps

ml; l'ébranlernent se propage done avec une vitesse égale à a, ou à
a

• /~ X !:..., formule que nous avions déjà lrouvée pour Ia vitesse de Ia pro-V Po Ci

pagation du son dans un tuyau cylíndrique, e! qui s'applique encore 11 Ia
propagation dans une atmosphére indéfínie dans tous les senso L'application

•
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, que nous avons faite de Ia théorie de Ia similitude mécanique sufflt d'ailleurs
pour donner cette extension à Ia formule.

ZI 565. L'équation (11) montre que le príncipe
de Ia superposiiion des e{{els s'applique aux
mouvements vibratoires d'une masse gazeuse.
En effet, soient q>., q>2"" q>n'''' différentes dé-

o 1/ (\ terminations de Ia fonction "', salisfaisant sépa-
, ~ x rément à l'équation (11); 0;1 aura encore une

solution de cette équation en posant

nl

F:ig. 1'J2. 1'=1'.+ :'2+'" +1'••+ ...;

de plus on aura en prenant les dérivées partielles par rapport

c!J. _ d1'. + dr2 +.
dt - dt dt

c!1 = ti,! + tI?2 + .
dx da: dx

a t, à X""

. . + dfn + ..
dt

"rI!.+-+ ... ,d.c

01' à chaque fonclion 'f" q>..... correspond un certain mouvement vibra-
toire parliculier. La fonction 'f définit le mouvement vibratoire résultant de
Ia composition de ces mouvements particuliers ; pour chaque valeur du temi

t I d", d", d", de Ia vi d' I . I' c iaque cornposante -/', -/', -d'. e a vitesse une mo ecu e est respec-as: cy z

. I I bri d d' d",. d'l'otivement a somme a gé nque es cornposantes e meme nom, -d' '-d·
o x x''''

des vitesses de Ia même molécule afférentes aux divers mouvements q>.,
'1'2'" Les vitesses vibratoires des mouvements '1'•• '1'2"" composées par Ia
régle du polygone des vitesses, donnent Ia vitesse vibratoire du mouve-

ment q>. De même Ia condensation ~; du mouvement total est Ia somme

algébrique des condcnsaLions correspondantes à chaque mouvement particl,
Ces retations, satisfaites à I'égard de l'ébranlemsnt initial, continusron t à
être vérifiées dans toute Ia suíte du mouvement.

Par exemple, si les fonctions

9'.= F(x+at) + F.(x-at).
1'2= F2(y+al) + Fs(y -aI),
1'3 = F4(z + aI) + rij(~ - at).

vériílent séparément l'équation (11). quelles que soient les fonctions F, FI,
Fi ... ,on Ia vérifiera encere avec Ia fonction

,i'=F +F. +F. + Fõ+ F4+1'\.

DES EFFETS.

Cette décomposition de Ia fonction q> revient à admeltre, dans le milieu ga-
zenx, Ia coexistence de six ondes sonores, animées chacune de Ia vitesse a,
parallélement aux trois axes coordonnés, et dans les deux senso Les direc-
tions des axes étant d'ailleurs arbitraires,on peut trouver aulant de solu-
tions qu'on voudra, en imaginant d'autres ondes sonores parallêles à une
direction quelconque, mais toujours animées de Ia vitesse a. Le probléme de
l'inlégration de l'équation (11). sous Ia réserve de satisfaire aux conditions
initiales (12), consiste donc essentiellement à décomposer Ia vibration défi-
nie par ces équations (12) en une infinité de vibrations infiniment petites,
parallêles à une infinité de droites rayonnant dans toutes les directions au-
tour de l'origine. Une fois cette préparation faite, il suffira de commur.iquet
à chacune de ces ondes particuliéres Ia vitesse a parallélement à sa direclion
propre : or c'est ce qu'on fait dans l'équation (15) par Ia substitution de
x+atcosÀàx,dey+atcosp.ày,et dez+atcosv àz.La sommeS,
tout autour du point O. indique l'addition des fonctions infiniment petites qui
correspondent à chacune de ces ondes. Pour revenir aux notations ordinai-
res du calcul integral, nous définirons Ia direction OP par l'angle COP= O•
et l'angle ~ du plan COP avec le plan COXo Nous nurons alors cos v=cos O,
cos À =sin6 cos y, cos p. =sin O sin 0/, et dtO =sin 6 d6 d~. Cette derniêre
expression supposc Ia sphére découpée en élémenls par une série de méri-
diens passant par l'axe OZ et déflnis par I~ longitude '1', et par une série de
parallêles, définis par Ia colaliluúe O. Les limiles des intégrations seronl O
et To pour 6, et O et 2" pour ~. On aura donc

(14) 1 J:i=r.J:4=2r.I'= -4 tsinoclOcl.pF':;;+ alsinOcoso/. y + atsinO sin~.
7t 0=0 4=0

z+atcosO) . •

+ 41 d:!:.-t ri:r. r"t=~r.tsinOdOd.pf(x+atsinOcos'i',
7t Ji=O J4=0

y+atsinOsin.p, z+atcosO).

Malheureusement, cette forme de Ia fonction '1', excellente pour un milieu
indéflni, lorsqu'on connait les valeurs des fonctions F et {pour toutes les
déterminations réelles des variables x, y z, ne se prête plus aussi bien au
cas ou il s'agit d'un milieu limite, parce qu'alors les variables x, y, s, ne
pouvant recevoir toutes les valeurs réelles de - 00 à + 00, les fonctions F
et f ne sont pas immédiatement connues, d'aprês les conditions initiales,
pour toutes les valeurs de x + at cos À, y +at cos p., .•.

I Dans ce cas Ia solution est beaucoup plus difflcile. Les ondes sonores vont
en eífet frapper ia surface fixe qui enveloppe le milieu, et s'y réfléchíssent

I suivant des directions variables avec Ia forme et Ia position de cette sur-
face.

Dans son mémoire surl'application des poteniiels à l'étuJe ../ü Téqudibre
et du mouvemen{ des solides élastiques, p, 554, M.Boussinesq a montré com-
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ment on pouvait, par I'emploi dgs potentiels sphériques, intégrer immédiate-
ment l'équation du son, c' est-à-dire démontrer Ia formule de Poisson, sans pas,
ser par les transformauons compliquées qui servent à vérifíer que l'équa-
lion (14) est l'inlégrale générale de l'équation aux dérivées partielles (11).

EXPOSÉ DES PRlNClPALES RECUERCHES QUI SE RATTACUENT A LA MÉCANIQI'li

VIBRATOIRE.

2:íO. Le phénomêne de Ia propaqaiion des otules j Ia surface d'un liquide
présente des lois analogues à celle de Ia transmission du son. Lagrange a dé-
monlré que Ia vitesse a de cette propagation est représentée par a =fih,
h étant Ia profondeur du canal rectangulaire dans lequel on faill'expérience,
pourvu que le canal ne soit pas três profond, el que le relief de I'onde au-
dessus du plan d'eau soit três petit. Celle formule esl analogue à Ia for-

mule a=v~=VP!,qui donne Ia vitesse du son dans un gaz quand on

fait abslraction des circonstances calorifiques. Elle peul se démonlrer par un
raisonnement analogue à celui qui a été fait au § 240 '. La formule de La-
grange est le point de départ des recherches SUl' Ie mouvement des marées
à I'embouchure des fleuves, sur les crues des riviéres, SUl' Ia propagation
des remous vers l'amont, ...

Parmi les vibrations des corps solides, nous n'avons étudié que les vibra-
tions longitudinales des tiges prismatiques et les vibrations des Ills. Le5 vi-
bl'Mions transvel'sales d'une lige prismatique pesante, posée SUl'deux appuis
fixes, donnent lieu à une lhéorie plus difflcile j I'équation aux dérivées
partielles à laquelle conduit l'analyse de ce probléme est de Ia forme

d2y d4y
dt2 + a dx4 + b = O,.

a et b étant des constantes, x l'abscisse mesurée le long de Ia tige duns son
état nalurel, et y l'écart transversal. CeUe équation s'intégre à l'aide des
séries de sinus et de cosi nus des multiples des variables indépend.uites t et x.
EJle peut aussi s'intégrer sous forme d'intégrale parlielle 2. La fixité des
appuis enlraine le mouvement oscillatoire de ses différents points.

Le problême devient plus compliqué si, au lieu de supposer à Ia tige un
poids constant unil'ormément réparti, on Ia suppose parcourue par une

, M. de Saint-Venant, Comptes rendus de l'Académie des sciences, 18 juil-
let 1870.

• Poísson, Mémoil'e du 19 juillet 1819;

.;
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charge mobile, concentrée en un seul point t, ou étendue SUl' unecerlaine ró-
gion 2. La solution n'est plus alors exprimable par les séries trigonométri-
ques. Dans un cas particulier rsmarquable, Ia tíge, sous I'action d'une
charge mobile indéfiniment reuouvelée, reste en repos, dans un état de
flexion qui dépend de Ia masse en mouvement et de S3 vitesse >,

Les oscillations des ressorts, et notamment du spiral des chronomêtres,
dépendent de Ia théorie des vibrations des piéces courbes",

Apr ês les vibrations des solides qui n'ont, pour ainsi dire, qu'une dimen-
sion, comme les fils et les tiges rigides, les physiciens ont étudié les vibra-
tions des surfaces, qui comprennent les membl'anes, surfaces sans raideur
transversale et analogues aux flls, et les plaques, ou surfaces douées de
raideur et assimilables aux tiges+. L'équation du mouvement des mem-
branes élastiques est

d2z o (d2Z d2~).
dt" = c- dx2 + dy" ,

z est le déplacement três pelit d'un point normalcmcnt à Ia surface de Ia
membrane; x, y sont les coordonnées de ce point par rapport à des axes
rectangulaires, c est une conslante qui dépend de Ia tension et du poids
spécifique de Ia membrane .. On rstrouve l'équation des cordes vibrantes en
effaçant l'une des deux dérivées du second membre. L'équation du mou-

vement des plaques contiendrait des dérivées d'ordre plus élevé- dd
4
z,_..x'

du déplacement par rapport aux coordonnées.
La résistance du milieu d ans lequel on fait l'expérience influe SUl' le

mouvement vibratoire j M. Bourget 6 en a donné Ia théorie pour les m~-
branes et pour les tuyaux sonores.

Signalons encore une série d'études récentes SUl' le choc longitudinal
d'une tiqe ou bal'l'e élastique pl'ismatique. Ce probléme três complexe,
abordé autrefois par Navier, et repris dans ces derniéres années, d'abord
par MM. Sébert et Ilugoniot ", puis par M. Boussinesq", a été l'objet en der-
nier lieu d'une note de MM. de Saint- Venant et Flamant, qui ont donné

•

, M. Phillips, Annales des li/ines, 1855.
2 M. Renaudot, Annales des Ponts et Chaussées, 1861.
5 M. Bresse, bIécanique appliquée, tome lI. _
4 M. Phillips, Annales des Mines, 1852, 1861, ... ,
G Lamé, Leçons sw' I'Éla"ticité.
6 Comptes rendus de i'Academie des sciences, 8 mai 1871,20 novemhre 1871.
1 Comptes rendus de l'Acaáél1lie des sciences, 14 aoút et 50 ociobre 188~. -

On trouvera aussi dans les Comptes "endus du 25 février 1884 une note de
UM. Sébert et Hugoniot surla propaqation d'un. ebranlement uniforme dans U'l

gaz renfermé dans un tuyau cqlindrique,
8 Note ajoutée à Ia traduction rrançaise de Ia Thêorie de l'élasticité des solides

de Ctebsch, par MlI. de Saint- Venant et Ftamant, '
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,

une représentation graphique des lois du phénoméne t. Ce qui complique
Ia question, c'est que le corps choquant se trouve uni pendant Ia durée du
choc au corps choqué. « Le choc longitudiual, dit M. de Saint-Yenant, s'ac-
complit suivant des lois ayant des expressions analy.tiques différentes, se
succédant l'une à l'autre à de~ intervalJes déterminés. Par exemple, les dé-
rivées des déplacements des divers points de Ia barre varient d'un instant à
l'autre, tanlót avec graduations continues, tantôt par bonds considérables,
donnant aux mouvements une empreinte périodique de l'acquisition brus-
que de vitesse qui a été faile au premiar instant du ehoe par l'élément
heurlé. )) Cette théorie du choc longitudinal des tiges parai t suseeplible
de nombreuses applieations pratiques.

Enfin, Ia plus belle application de Ia méeanique vibratoire est eelle qui
en a été faite à Ia théorie de ia iumiel'e, -considérée comme le résultat des
vibralions d'un fluide de densilé extrêmement faible, l'éíher, qui jouerait,
en quelque sorte, dans lout l'univers ou il est répandu, le rôle d'un corps
solidc d'une parfaite élasticité, Devinée par Huygens, soutenue depuis par
Euler, appuyée sur les observations les plus précises de Young, Ia théorie
des ondulalions a été dé!lnitivement íixée par les travaux d'Augustin Fres-
nel, et reste, avec Ia théorie mécanique de ia chaleur, ]' une des plus belles
conquêles scientifiques de notre siécle. Nous avons annoneé, au paragraphe 270 de nolre tome IV (2' édition),

Ia préparation, au moment ou nous écrivions ce volume, d'une grande
expérience sur Ia transmission éleelrique du travail entre Creil et Paris
(La Chapelle). Cette expérienee est aujourd'hui en pleine activité, et elle
a déjà fourni des résultats importants, que nous nous empressons de
publier. Nous signalerons 11 celte occasion les di vers ehangemen ts qui
ont été inlroduils en cours d'exécution dans les projets primilifs de
M. Mareei Deprez. •

Le fil de cuivre de 112 kilométres qui établit Ia communiealion enlre
Creil et La Chapelle, aller et retour, n'a pas été revêtu dans toute sa lon-
gueur; un tiers environ esl reste à l'état nu.

Ce fil, qui devail être unique et recevoir un diamétre de cinq millimêtres,
a été au contraire forme par Ia torsion de sept flls, qui à eux tous ont Ia
même section ou le même poids par mêtre courant.

Il devait y avoir deux réceptrices à La Chapelle ; on s'est borné 11 en
inslaller une seule, ee qui limite à 50 chevaux Ia puissancc que l'on
peut transmetlre. Le type des machines électriques ernployécs a élé
modifíé à plusieurs reprises, soit pour rendre Ia construction, le mou-
tage, le démonlage, l'entretien plus faciles, soit pour faire disparailre
certaines imperfections que l'expérience signalait dans les aucieus
modeles. Le diamélre des anneaux induils a été diminué : iI était d'ahord
de 1"',10 pour Ia génératriee et de 0"',93 pour Ia réceplríee; il cst maín-
tcnant de Om,758 pour Ia génératrice et de Om,58 pour Ia réeeplríee. La
réduction du diarnêtre des anneaux mobiles a conduit à allonger les
noyaux des électro-aímants inducteurs, pour remplir le vide annulaire

..

NOTE ADDITIONNELLE
SUR L' EXPÉRIENCE DE CREIL.

t Comptes rendus, 16, 25, 30juillet et 6 aoút 1885.

!J
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qui serait résulté de Ia contraction opérée dans Ia piêce centrale de Ia
machine.

Le caractére le plus r'emarquable, au point de vue de Ia marche, des
nouvelles machinesest!a faible vitesse angulaire qu'elles reçoivent, com-
parée à celle des machines Gramme, et Ia faible vitesse linéaire que pren-
nent les anneaux induits ti leur circonférence extérieure.Le 25 mars 1886,
par exemple, Ia vitesse angulaire de !'induit à Creil était de 180 tours par
minute, ce qui correspond à une vitesse linéaire périphérique de 7 métres
environ par seconde. A La Chapelle l'anneau de Ia réceptrice faisait au
même moment 250 tours par minute, et sa vitesse périphérique s'élevait
it 7m,20 par seconde, soit sensiblement Ia même vitesse que l'induit de
Ia génératrice. Dans ces conditions le travail transmís à I'anneau de Ia
réceptrice s'élevait à 51 chevaux utiles.

A Creil et à La Chapelle on a adjoint aux machines principales des
machines excitatrices, qui sont destinées à développer Ie champ magné-
tique des inducteurs. L'excitatrice de Creil est une petite machine
Oramme, mise directement en mouvement par Ia machine à vapeur
motrice. A La Chapelle, on a d'abord ernployé une locomobile spéciale
pour mouvoir I'excitatrice, au moins au départ, et oréer par là le champ
magnétique de I'inducleur, au moyen d'un courant qui n'avait rien de
commun ave c le courant principal. On est parvenu depuis à suppri-
mel' cetle machine à vapeur auxiliaire, et à prélever le travail de l'excita-
trice SUl' le travail total transmis de Crei! à Paris par le fi[ électrique.
Pour le démarrage de Ia réceptrice, on commence par fairo passer le
courant vcnant de Creil dans les inducteurs de cette machine. L'anneau
se oiet aussiíôt en mouvement, sa rotation s'accélere rapidement, et
bientôt Ia vitesse de régime est obtenue. On tourne alors un commutateur
spécial, qui intercepte Ia communication des inducleurs avec le circuit .
principal, et l'établit avec le courant de l'exeilatrice. Ce decnier courant
esl toujours à basse tension, de sorte que les inducteurs sont parcourus
par un couraut de tension beaucoup moindre que Ia lension du courant
qui parcourt les induits. Le jeu du commutateur moditle profondément
l'état électrique des organes en présence, sans qu'aucune étincelle mani-
feste au dehors une pareille moditlca!ion.

Les résistances des diverses parties de Ia transmission peuvent êlre
évaluées eomme il suit :

Lorsque Ia transmission se prolonge pendant plusieurs heures, 011 con-
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state un léger accroissement de Ia résistance des anneaux: elle passe,
pour les anneaux de Ia génératrice, de 27 ohms à 50; pour ceux de Ia
réceptrice, de 56 ohms à 45; ces augmentalions correspondent à 5 heures
environ de marche continue.

Nous donnons ici les relevés sommaires des .mesures prises, tant à

Paris qu' à La Chapelle, pend ant deux expériences.
Les mesures à prendre consistent à déterrniner pour chaque machine,

à un même instant et àplusieurs reprises pendant Ia durée de Ia marche:
1° Le nombre de tours des induils par minute;
2° Les données électriques, savoir l'inlensilé du courant et Ia force

électromolrice;
5° Enfin les données mécaniques, savoir : les travaux dépensés pour

créer et entretenir les êhamps magnétiques des inducteurs, ceux qui cor-
respondent à Ia produclion du courant principal, enfin les travaux méca-
niques proprement dits, c'est-à-dire Ie travail rnoíeur Iourni à Creil, et I~
travail recueilli à Paris.

Les lravaux électriques sont calculés par Ia formule 7~I ., ou E est Iaog
force électromotrice et I l'intensíté du courant. Les travaux mécan iques
sont mesurés au frein, et le rapport du travail recueilli au travail dépensé
est le rendement de Ia transmission à distance. Il a varié, dans les deux
expérienccs que nous reproduisons, de 59 à 45 pour 100 pour l'une, de
40,7 à 45,6 pour 100 pour l'autre.

Les calculs des travaux électriques pour I'aimantation des -inducteurs
et Ia production du courant sont purement théoriques et supposent Ia
perfection des organes électriques auxquels on les applique, En réali.
ces calculs, ou l'on néglige les pertes accessoires, conduisent à une limite
inférieure, et Ia production du courant exige plus de travajl que Ia for~
mule ne l'indique. On constate toujours, par rapport aux évaluations lhéo-
riques, un certain déchet, qu'on ne sait commentjustifier théoriquerneut,
et dont Ia loi n'est pas encere connue. L'ensemhle de ces pertss est du
reste peu considérable.

GllNhnATnICE. Anneaux induits . . 27 olims. _010. ., .
Inducteurs .• 5,4

I.JGNE •• . .. 95
R'::CEI'TnICE. Anneaux induits 56

Inducteurs . 5,50



EXPÉffiENCE DU 5 MARS 1886.

GÉNÉRATRICE (A CREIL). RÉCEPTRICE (A LA CHAPELLE-PARIS)..- -
DONNÉES ÉLECTl\IQ ES TRA YAIL (ÉVALUÉEN cnsvxux] DONNÉES ÉLECTI\IQUES TRAVAIL

IIEUnE (EN cusvxux)VITESSE (OCSEr.VÉES A LA SORTIE ~ VITESSE (ODSERVÉES A L'ENTRÉE ~
DES El'i DE LA GÉ'~ÉnATRlCE). ÉLECTRIQUE(eALeULÉ). EN DE LA RBCEPTmCE). Élec- IlENDEMEN'l'

Mécani- trique. Méeani-
lIESURES. TOURS ~ ~ TOliRS ------que - quePAR Aimanta- Produc- PAR Force Aimanta-Intensité Force tion des tion du (mesuré Intensité contre- tion des (mesuré

i\l1~UTE. du électro- MI:iUTE. du
courant, motrice. in- courant au frein). courant. électro- in- au frein).

dueteurs. principal. motrice, ducteurs ,
--- --- --- --- --- --- ---

Départ. Ampõres. Volts. ch. eh. ch. Ampéres. Volts. eh. ch. 01.
l1h15m ~32 8,02 5465 6,16 50,6 85,2 242 8,12 4120 4,35 34,7 41,5
11 30 232 7 ,96 5567 5,02 60,2 83,5 239 8,00 4040 4,30 34,3 41
li 45 235 7,77 5768 6,24 60,9 85,0 255 7,80 4400 4,70 36,6 43
12 .. 232 7,66 5602 5,92 58,5 83,0 245 7,70 4270 4,17 35,2 42,.&
12 15 ~30 7,80 5410 6,24 58,0 82,6 228 8,00 4020 3,85 32,9 40
12 50 231 7,89 556[; 6,08 59,7 84,6 245 7,70 4320 4,50 35,2 42
12 45 237 7,84 5512 5,76 58,7 83,6 235 7,90 4120 4,30 33,7 40,4
'1 » 230 7,77 587'l 6,24 60,0 84,6 250 7,80 4400 4,70 35,8 42,4
t 15 226 7,89 5410 5,60 58,0 83,4 227 7,95 5960 4,25 39,0 39,5
1 50 231 7,89 5513 5,60 59,1 81,2 237 7,88 4070 5,70 34,0 41,8
1 45 250 7,80 5513 5,70 50,1 84,1 235 7,58 4040 3,85 7-3,0 39
2h arrêtl - - - - - - - - -- - - -

Le poids appliqué au frein dans ce te expérience était de 45 kilogrammes, agissant au bout d'un bras de levier de 2'",30.- Durée
totale de l'expérience, 2'45'".

EXPÉRIENCE DU 10 MARS 1886.

GI~NÉHATHICE (A CHEIL). HÉCEPTHICE (A LA CHAPELLE-PAHIS).- --•••.... -
ImUIlE DONNÉES ÉLECl'RIQUES TIlAVAIL ("VALU;; sx cuevxux) DONNI~ES ÉLECTBIQUES TIlAVAIL

VITESSE
(onSEI\VÊES A LA SOnTlI~ ~ VITESSE (E~ t:1JE:v.\Ux)

DES EN DE .LA G'::NI~nATnICE).
(onSERVÉES A L'.ENTR.ÉI~ -~ÊI.ECTRIQUE (CALCUL.É). Er'i DE J,A RÉCb:11TIlICE). ÉIec- I1ENDEMENT

MESURES. TOURS ----......--- Méeani- triquo, ~Iécani-~ rouns ~
l'AR Intensifé Aimanta- Prndu o-

que
Force

- queForce (mesuré PAR Intensilé Airnanta-
i\rIXUTE. du élcctro- tion des lion du conlre- tion des (rnesuré

couran l. molrice. in- courant au frein). i\1I;\"UTE. du électro-
ducteurs , principal. courant. in- au frein) .

mot rice . ductcurs.--- --- --- --- --- ---
Départ, Arnpércs. Volis. ch. ch. ch. Ampõrcs. Volts. c". ch. °101h »m 207 7,13 4890 4,8 47,6 68,1 218 7,14 3590 5,57 27,9 40,91 30 205 7,24 4730 4,7 46,5 66,5 220 7 ,14 5650 5,70 28,2 42,42 )) 205 7,31 4788 4,7 46,5 66,5 217 7,"14 3570 3,57 27,4 41,22 50 221 7,06 5235 4,~ 50,5 69,6 257 7,00 4010 ~,1~ 50,5 45,65 . 217 7,13 5006

I 4,7 49,2 69,6 '226 7,07 5800 a.8;) 29,0 41,65 50 220 7,13 5543 5,5 51,7 74,0 245 7,14 4100 5,97 51,1 ~O174 » 217 7,21 5234 5,1 51,"1 71,6 253 7 ,14 4000 5,97 29,8 4-1,7450 222 7,24 5590 5,4 53,0 73,8 259 7,19 4050 4,12 30,6 41.55 )) 2"16 7 ,24 5117 5,0 50,3 71,0 ~48 7,14 4200 4,40 51,6 44,55 50 2"17 7,42 5145 5,1 51,7 72,6 255 7,35 5910 4,00 :::0,0 41,56 )) 222 7,51 5364 5,4 55,0 72,5 '245 7,19 4000 4,50 31,4 42,8arrêt - - - - - - - - - - - -

, Le. poids appliqué au fi em dans cette exper ience était de 40 kilograrnmcs, au bout d'un bras de levier de 2m 30 _ Durée totale de
I expéricnos. 5 heures.. ' .



482 NOTE ADDITIONNELLE

La force contl'e-électl'omotl'ice, dont J'évaluation est portée dans Ia
dixiéme colonne des tableaux, est Ia force électromoll'ice due au mou-
vement de l'anneau induit par rapport aux índucteurs dans Ia rnachine
réceptrice, et qui produit dans le circuit un courant de sens inverse à
celui qu'y envoie Ia génératrice. Le courant constaté dans le circuit n'est
que Ia différence des deux courants contra ires qui y coexislent en réalilé.
II serait plus exact de donner à Ia force cnntre-électromotrice le nom de
[orce électl'om9tl'ice inverse.

Si l'on rapproche les nombres portés dans Ia lroisiéme et Ia nouviéme
colonne de ces tableaux, on reconnait que l'intensilé du courant, mesurée
:i Creil et à La Chapelle en même temps, a à peu prés Ia même valeur
aux deux bouts du circuit, et que parfois même eJle est plus grande à Ln
Chapelle qu'au point de départ. Ce dernier résultat est évidemment inad-
rnissible, et doit êlre atlribué à l'imperfection des appareils de mesure qui
onl servi à le consta Ler. La comparaison des deux colonnes n'en montre
pas moins que Ia perte due à Ia transmission le long du fi] est de l'ordre
de grandeur des erreurs dues aux instruments dont on fait usage, ct
qu'elle est tout à fait insensible. Ce fait a été observé à plusieurs re-
prises, même aprês des pluies prolongées qui pouvaient compromeure
l'isolemenl du fil conducteur.

M. Mal'cel Deprez a rendu compte à l'Académie des sciences, dans sa
séance du 14 décembre '1885, des phénomênes observés pendant Ia con-
slruction eles machines électriques destinées à l'expérience de Crei!. Nous
résurnerons ses conclusions ;

'10 Les lois de l'induction n'éprouvenl aucune perturbalion, quelles que
s8ient Ia grandeur des machines et Ia dimension de leur champ magné-
tique ;

2° La sei{- induction, par laquelle on cherche à expliquer les portes acces-
soires o'bservées, n'a pas plus d'importance dans les grandes machines il
nombreux tours de fi] que dans les pelites machines à faible nombre;
cette conclusion élait déjà míse en évidence par Ia comparaison ele
diverses machines Gramme, monlées les unes avec UI1 petit nornbre de
métres de gros fiI, les autres avec une grande longueur de fi! fin; elles
onl présenlé le méme coefficient de perle;

50 Les travaux engendrés par le mouvement du magnélisme ,dans le
ler doux restent, dans toutes les machines, à peu prês négligeables;

40 Les étincelles aux balais qui donnent passage au courant produit,
peuvent toujours être évitées en établissant une relation convenable
entre Ia puissance du champ magnétique, l'intensité du courant déve-
loppé, et Ia position des halais. Les machines à haute tension, qui déve-
loppent des courants de faihle intensité reI ative, sont à ce point de vue
plus favorables que les autres à Ia transmíssion de l'énergie.

L'expérience de Crei! est aujourd'hui en pleine activité; il reste à l'étu-

SUR VEXPERIENCE DE CREIL. 483
dier au point ele vue industriol, et nolamment à déterminer le priz de
reoieni du transport, abstraction faite de tous les LâLonnements qui ont
conduit à l'installation acluelle et de tous les Irais alférents aux appareils
de mesure.

Une étincelle s'est produite pendant l'expérience du 7 décembre 1885
et a un instant enlravé Ia marche des machines. II faisait ce jour-là un
vent violent, ave c rafales de pluie. Cette élincelle a été Ia conséquence
d'un mélanqe accidentel de Iils sur Ia ligne; le fil de l'expérience, dans
sa partie revêtue de plomb, a été porté au contact avec le fi! dubureau de
I'artillerie à Saint-Denis ; le courant a éprouvé une dérivalion brusque ;
une parlie s'est jetée dans le fil allant à Saint-Denis, oú elle s'est mani-
Iestée par certains désordres. A IJa Chapelle on a constaté Ia production
subite de fortes éLincelles : c'est en général ainsi que se traduit tout
changement brusque de l'état électrique des circuits. L 'éleclricité demande
à êlre maniée avec une grande douceur, et en évitant soigneusement
tous les chocs. L'accident du 7 décembre 1885 étaít dó sirnplement à
un défaut d'isolement de Ia ligne; on a corrigé ce défaut de maniére à
rendre impossible le relour d'un parei! accident.

Cet exemple fait voir que Ia double enveloppe du Iil dans les parties
revêlues n'empéche pas Ia dérivation du courant de se produire lorsque
le fil vient en frapper d'auLres, cal' alors Ia chape de plomb se coupe, et
le contact métallique s'établit. Le fil nu, qui a un poids beaucoup
moindre, qui donne moins de prise au vent, peut êlre placé plus haut,
recevoir de moindres fléches et présenter en somme de plus grandes ga-
ranties d'isolement, surtout au point de vue des mélanges accidenjsls
avec les flls télégraphiques. La meilleure précaution à prendre pour
éviíer ces mélanges est encore d'éloigner le m de Ia transmission des
autres fils au contact desquels il ponrrait être amené par le vent.

En définitive, l'expérience de Creil peut déjà êlre considérée commo
ayant parfaitement réussi; elle monlre Ia possibilité de transmeltre à des
distances de 55 kilomêtres une puissance qui a dépassé 80 chevaux,
avec un rendement de 40 pour 100 en moyenne, et dans des conditions
ele durée qu'on n'avai t pas encore réalisées dans les expériences anté-
rieures.

Paris, 28 mars 1886.
ÉD, C.



15

"

ER'RATA

TOME 11.
Page 636, ligne 21 :

Au lieu de M. Fleming Jenkins, lire M. Fleeminq [enkin,

TOME Il l,

Page 613, 4c ligue eu remontant :
Au lieu de dans noire quatl'iimw volume, lire dans noll'e cinquii!1ne

volume.

Même page, derniêre ligne, au lien ele (IV, § 254), lire (V, § 88).

TOME V.
Page 268, 3c ligne :

Au lieu de

(

G" G2)i A + A = _A_,
2 • / 2CG2 • / 2CG2 - 2C1+y1+y 1+y1-y

•

Lire

(

G' • G2 )
1 A A A
2 , • / 2CG2+ . / ~CG' = -2C'l+y1+y 1-y1+y

Page 354, ligne 4 :

Au lieu de
Ro,J =--.:!.. _ tlX, + yy, + ~.I

Po,t 1'13 t

Lil'e
n _ 1 xx, + YYJ + ..llo,l- _ _ ...•"'1

Po" r,"'
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Page 357, ligne 17
Au lieu de

Abataqe, I, 427 .
Abel'1'(ltion de Ia lumiére, I, 101.
Accélémlion: - tangentielle, I, 53;

- totale, 121 et suiv.; - dans le
monvement circulaire uniforme, 129;
- dans le mouvement curvlligne,
124; dans le mouvement projete, 130;
- en coordonnées polaires, 154; -
de glissement, - tangentiellc. -
centripéte, - oomplémentaire, 155;
- centrale, 175; - totale, lorsque
Ia vitesse aréolaire est constante, 104;
_ cornplérnentaire, 275; - centri-
ruge composée, 285; - dans le
mouvement rclatif et dans le mou-
vement épicycloídal, 275, 290, 296;
- dans le mouvement épicycloiclal
sphérique, 512; - d'ordres supé-
rieurs au prernier, 513; - Ill, 5;
- due à Ia pesanteur, 7, 16; -
angulaire, 585; - ihéoréme de l' -
angulaire généralisée, IV, 28; - du
moyen mouvement de Ia Lune, V,
549.

Acide carbonique, IV, 160,
Action, 11, 6; 1lI, 2; - du vent SUl' les

gírouettes, mobiles, 1, 99; - théo-
reme de Ia moindre -, Ill, 92,508;
- directe, IV, 532; - s mutuelles

ERRATA.

(4) x2-1;;;=xt~+

Lire
(4) x2-1

;:;=x+' -2-+ INDEX ALPHABÉTIQUE.

Les reuvois indiquenl les pagos des divers volumes, et se rapportcnt à Ia troisiémc
édition du tome I", et à Ia seconde édilion des suivants, - Lcs ('hiffres romains indi-
quent le volume, les chiffres aruhes Ia page, Qoand plusieurs renvois consécutifs s'ap-
pliquent à un même volume, le numero dc co volume pcul õu-e sous-entendu pour les
renvois qui suivent lo premier.

Page 357, ligne 22 :
Au Iieu de

V1 -l'lx + t~,
Lire

V'I - 21x + 12•

A

..

~

""'-

eles COl'pStournants, IV, 18 et suiv. ;
- eles courunts électriques, IV, 458.

Adiabatique (Iigne), IV, 257.
Achnission, IV, 275; - anticipée, 542.
AiguiLle aimantée, IV, 440,
Aiquiltes d'une hõrloge (problémes SUl'

les), V, 8,
Ailettes, I, 468.
Aimanlatiol! à distance par les machi-

nes dynamo-électriques, IV, 44'.
Aú'es (théorcme des), I, 156; 1lI, 72,

270; - évaluation eles -, Il, 520.
AI.EMIlEllT (o'), nr, 255, 312, 6'10; IV,

598.
Atimentation des moteurs animes, IV,

292.
Alimenls plastiques, - respiratoires,

IV, 293.
Alluchons, I, 548.
Alysséidc, n, 328.
AMPEllE, I, 5; IV, 439,
Ampére (unité), IV, 438.
Amplitude du jet, Ill, 28, 622.
A"SLEll, n, 516,
Analoqie entre les forces et les rota-

tions, les couplcs et les transla-
tions, n, 79, 93.

Ane (travail ele I'), IV, 299.
Angle de contingence, I, 131; - de

deux directions dans l'espace, 1. 80;
- d'avance, I, 444; - du frotte
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ment, Il, 154; - de réfraclion,
d'incidence, lI, 183; - division
d'un - en parties ógales, 11, 289.

Anueau de Saturne, V, 183.
Anneaux, I, 325.
Anomalie excenlrique, nr, H3; V,

274; - vraie, V, 274; - moyenne,
V, 359.

Aplatiesement d'un globe
dans un cas part.iculier
d'attraction, V, 93;
terrestre, 182.

ApOLLONIUS, III, 109.
App areii réciprocateur de M. Peau-

cellier, I, 442; - de M. Ilart, _
de M. Perrolaz , 527, 528; - pour
l'observation des mouvements, 479 ;
- s enregistreurs, 483; - du géné-
ral Morin, 484; - de M. Bentabol,
529; - à équilibre indifrérent de
nr. Deprez , Il, 397; - Ricci, IV,
445; - régulateur de Ia transmis-'
sion électrique, 458.

ApPELL, V, 3Gi!.
Application du théoréme de Coriolis,

I, 283; - du joint uni versei aux
presses typographiques, 464; - de
Ia statique à Ia cinématique, li,
21'1 ; - de Ia statiqus à Ia géomé-
trie, lI, passim ; - s de Ia théorie
de Ia composiuon des forces con-
courantes, lI, 35; - des Iorces-pa.
rali1éles, 42, 50; - des mnrncnts,
65; - de Ia méthode de Jacobi au
probléme de l'équilibre d'un fil, V,
308.

Appliquec (Mécanique), Il, 143.
Approximatiue (formule) du généraí

Poncelet, JI, 422; substitu tion _
d'une fonction linéaire à un radical
de Ia forme y-;) + y', lI; - à un ra-
dical de Ia forme vx' - y', lI, 624.

Apsides (déplacement des), III, 610.
A"b"e tournant, I, 521; - vertical,

322; - de tour, 332; - de Kurtz,
534; - de Stow, 554.

Arc d'approche, - de retraite, I, 37 I;
- de glissement, I, 269, 336, 516 ;
- s d'eIlipse, ll, 544,

A rc-boutcment , I, 551; 1[, 160, 457,
467.

ARCmIJi:oE, 11,412; IV, 177.
Al'éte de rebroussement, I, 228,

tournant
de Ia loi
du globe

A1'1'êt d'un corps en mouvement, IIl,
220, 298; -t?'une machine, IV, 9.

ARSONVAL(o'), Iv, 462. .
Articulation. sphérique, - cylindrique,

tr, 179.
Articules (systêmes}, lI, 564, 579,
Assemblaqe à Ia Cardan, I, 483,
ASl'IER, V, 72,
A8ymptoles de l'hyperbole, I, 116:

- verticals de Ia trajectoiro d'un
projectile, rn, 54,

Attraçtion , nr, 54, 36, 83, 102, 123,
272,613; IV, 204; V, 1-15; - new-
tonienne, V, 119, 161, 319; - des
sphéres, Il, 235; V, 123; - pl'O'
portionnelle à Ia distance, Ir, 253,
532; V, 118 ; - li Ia surface du so-
leil, Ill, 365; - des ellipsoides, V,
158, 142, 145, 146, 152; - d'un cy-
lindre circulaire índérlni, V, 129; _
d'un cylindre droit SUl' UI1 point de
son axe de figure, V, 133,

Attractiues (forces), 11, 8,
Alwood, m, 17, 547,
Avance angulaire, I, 444; IV, 340,
Aviation, IV, 294, 405.
Axe d'une rotation, I, 239; - instan-

tané, 221; - instantané glissant,
233; - instantané du croisilJon dans
le joint universal, 458; - des mo-
ments, 11, 55; - d'un couple, 11,
75; - central, Il, 88; - des moments
des quantités de mouvement, III, 275;
grand - de l'orbite, Ill, 574; mou-
vemenl d'un solide autour d'un-
fixe, m, 382 ; - d'inertie, Ill, 395:
- naturel, Ill, 423, 62U, 622; _
d'oscillalion du pendule cornposó, 1lI,
430,497,

Axiome au sujet du mouvement rela-
tif, I, !J2,

B

BAEIIR, V, 84.
Baque, I, 428,
BAlLLE, nr, 438; IV, 438,
Balance, lI, 566; - à fléau, 366; _

romaine, 574; - de Quintenz, 376;
- de Roberval, 383; - à résoudre
les équations, 401; - gyroscopique,
nr, 555.

Balancier, I, 432; - d'un danseur de

I
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corde, IV, 65; - machine à vapeur
à -, 52, 524.

Balistique inlérieure, Ill, 603; IV, 365.
Bation dirigeable, I V, 406.
Banc à broches, I, 468,
Barometrique (nivellernent), IV, 145.
BATAJLLE,I, 534,
Battaqe des pieux, m, 586; IV, 312,
Batterie (élérnents réunis en), IV, 431.
BÉLAMER, III,...128, 293,
BÉLIDOR, lI, 592.
Belleville (chaudiere), IV, 413,
BE~OIST, IV, 437.
BENTABOL,I, 529.

. BÉRAnu, lI, 594,404.
BERXOULLI,Ill, 129; - (Daniel), IV, 205,

208,
BERTIIOT, V, 129,
BERTRANO, I, 138; m, 377, 613; V, 76,

277, 510,
J3Él'HANCOURT,1,327,
Bielle et manivelJe, I, 422; - et muni-

veUes inégales, 205, 429; - d'ac-
couplement, 432: - ren versée , IV,
333.

Billes d'ivoire (choc de), Ill, 582.
Binaires (forces), Il, 8,
BLOOM,I, 534,
Bobine Siemens, IV, 443,
BOGHET,m, 614.
Bohnenberçer (appareil de), lU, 525.
Boite à poids, Il, 371.
Boite à étoupes, IV, 315; - de distri-

bution, 320, .
Bombemeni des poulies, I, 4·'l4,
BONO, V, 183,
Boomaranq, lI, 620.
BORDA,n, 571.
BOUGUEn, IV, 19~, 40/.
Boulons, I, 521,
Boun (Edmond), I, H9, 3ô7, 391, 4'~1;

lI, 3i8; lJI, 5\!~,
DOUROO",I, 552,
BOURGET,V, 475.
BOUSSI1iESQ,m, 613; V, 254, 473, 475.
Brachistochrone, IH, 'l76, 209.
llIlADLEY, I, 263.
Bras dune roue dentée, I, 370;

porte-train, 580.
Brin d'une courroie, I, 414; - éon-

ducteur, - résistant, 4'19.
Broche, I, 468,
DROCOT,I, 377,
Brouette, lI, 488,

c
Cabestan, li, 431.
Câble de M, Ilirn, ou télodynamique,

I, 4')5; 11, 624; IV, 457,
CAILLETE'J',IV, 405,
CALLANOREAU,V, 182.
Calorie, IV, 222.
Cames, 1,593,304; m, 594,
Canon sans recul de lIarding, IV, 310.
Capitlarite, IV, 124.
Capital, IV, 4,
Caractere indi viduel de Ia loi d'attrac-

tion newtonienne, m, 613; V, '16/.
Caractéristique, I, 228; - s de Ia

poudre, IV, 428; fonction - d'un
Iluide, IV, 280.

C,\I\UA~, 1,463; lI, 379; rn, 483,487,
CARNOl', n, 59; IV, 'l4; théoréme de

-, l!I, 589.
CARNOT(SAOI), IV, 257,407.
CARPENTIER,lI, 603.
CASSINI[Dominiquc), V, 183,
C""ALAN, V, 595.
Cataracte, IV, 330.
CAUCIIY,IV, 139; V, 241,350,
Cause d'un phénomêne, à distinguer

de I'occasion, IV, 373,
CAUTIIOI\NEUNWJN,IV, 389.
CAVIÍ, IV, 355,
C.lVENOISIJ,Ill, 454. ~
Centre instantané de rotalion, I, '1\)4 ;

Il, 211; - des accélérations dans
Le mouvement épicycloidal, I, 299; -
d'oscillation du tiroir, 1.45; - de
courbure des épícyclotdes, 509; -
des forces paralléles, Il, 42, 100; -
de gravité, lI, 228, 255; m, 265 ;
- de gl'avité d'un volume, 198, 257;
- d'une surface, 259; - du prisrne ,
26'1; - du triangle, 35,259, 265; -
des poLygones, 263, 270; - du tra-
péze, 266; - du quadrilatérc, 268;
- d'une droite non homogêne, 27'1;
- d'un segment parabolique, 272;
- d'un segment de cercle, 274; -
d'un are de cercle, 277 ; - d'un sec-
teur circulaire, 29'1; - de l'hélice ,
292; - de Ia zone sphérique, 294; -
d'un fuseau sphérique, 296 ;-ducône
et de Ia pyramide, 298: - d'un seg-
ment de sphére, 305; - d'un para-
boloíde de révolution, 306; - de Ia

4119
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vité des ares de cercle, 11, 282,288; Coussinet, I, 321.
- du centre de gravité des aires Crapauâine, I, 523 ; - à, arqade, 324.
planes, 322. Creation de valeur, IV, '15.

COKTl, 111, 614. C"émaillcl'e, I, 354.
Contrepoids, IV, 66 et suiv. ; - pour CnEMoNA, Il, 636.

une manivelle à sirnple elfet, 68, Cl'eux (engrenages), I, 368.
82; -:- à double effet , 71; - pour Crie, li, 453,
une manivelle double à double eífet, Croisillon, I, 435,
75; généralités SUl' les -, 71,.; - Culbuteur de Ilardy , 1lI, 526.
destines à augmenter Ia stabilité des CUI.MANN, Il, 636,
machines, 87, !J2 ; - compensateur r.ulot, I, 523.
de, cãbles dans les machines d'er- Cycles (chaleur}, IV, 228; - directs,
traction V, 56. • - Inversos. 228; - de Carnot,

Contl'e-vapew', IV, 98, 410. 237; 240,258,
Coordonnees d'un point mobile, I, 55 ; Cyclo~de, I, 208,285; IIf, 167 ; V,27.

- polaires, 84. Cyli<tdl'e de soulévement, I, 324.
Coquille, li 521, 422 ; lI, 449.
Cordes vibrantes, V, 427.
CORlOLIS, I, 276; rn, 128, 317; V,

218.
Corliss (machine), IV,' 414.
Cornouailles (machine de), IV, 328.
Conxu, 1Il, 438.
Corps déformables, V, 219; - horno-

gênes et d'élasticité constante, 2W.
Cosinus d'un angle infiniment petit,

I, 82.
COUCHE, IV, 88. I
Coulisse de Stephenson, I, 44!J; IV,

345.
Coulisseau, I, 449.
COU!.OMB, lI, 151, 481 ; 1lI, 4114.
Coulomb (unité), IV, 458.
Couple, Il, 53, 70; - résultant, ,86 ;

- instantané (effet d'un) SUl' un
corps solide qui a un poínt fixe, IlI,
475.

Coups de collier, IV, 23!J.
Courant électrique, I, 481; IV, 430;

- s de Foucault, IV, 456.
Courbe des espaces I, 18; y, 7; - des

vitesses, 23 ; - des accélérations tan-
gentielles, 34, 448; - d'évidemenl
(engrenages), 347; - s roulantes, 1,
397, V, 23; - s dér ivées, 402;-
en cceur, 403; - à longue inflexion,
.~34, 436, 52'1; - des espaces en
coordonnées polaires, V, 4; - de,
vitesses en fonction des espaces, V,
21; - de poursuite, V, 21; - s
íuniculaires, lI, 500; V, 66; - de
súreté, I!I, 30, 604.

Courbure, I, 151; 111, 139.
Courroie sans fin, lI, 5117.

CLAPEYnOl!, IV, 338, 108; V, 248.
Clarke (machine de), IV. 447.
Classes de transmissions de mouve-

ment, I, 327.
CL.<uslUS, IV, 240, 278, 408; V, 208.
CLEBSCH, V, 254; 475.
Cl.líME~T et DESORMES, IV, 258.
Cl,ERK MAXWELl., IV, 435.
Coe{,1cient du Irottement , Il, '152 i -'

d'élasticité, lI, 561; Y, 246; -'de'
contraction de Ia veine fluide, IV,
212 -Ó:

COIIBES, IV, 277, 352, 354
Comparaisoti des modcs de trausmis-

sion du travail à distance, IV, 457.
Compressibilite des liquides IY, '118.
Coin, li, 445.
Colatitude, i, 84; Y, 273.
Collet, I, 321.
Collier, l, 428; - il galets, ~, 321.
Comble à Ia ~Iansard, Il, 586
Composante géomótrique, I, ao; -' s

de Ia vitesse d'un point d'un solide
qui tourne autour d'un point fixe,
253, 308, 512; - s de l'accélóratíon
complémentaire, 27a; - s de I'accé-
lération totale, 132; - s d'une force,
1I,4; - s de Ia force cenlrifuge com-
posée , III, 326; - 5 de l'attraction
exercée SUL' un point matériel, V,
1'16, 120.

Composition de droites flnies, I, tiO;
- des mouvements élérnentaircs,
238 et suiv.; - des forces, Il, 3,
22; - des forces conco urantes, 14
et suiv., 607; - des forces paral-
léles, 36; V, 50.; - des couples,
76; - des forces d'inertie, IlI, 267 ;
- des forces d'inertie d'un corps
tournanl, 415; - des quantités de
mouvement, 266, 275, 426.

Conchoide, I, 109,.199; Y, 44.
Condenseur, IV, 515.
Conditions relatives aux limites (hydro-

dynamique), IV, 163.
Cóne du frottement, lI, 155.
Conjonction des planétes, I,' 104;

du soleil et de Ia lune, IV, '155.
Conservalion des forces vives, llI,

302.
Constantes canoniques, - usucllcs,

Y, 337, 543.
Construction de Savary, J, 544, 511,

516; - du lieu des centres de gra-
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cyclorde, 308; - d'un are d'ellipse
ou de lcmniscate, 312; - de Ia cour-
hure, 345; - de masscs placées aux
sommets d'un triangle, 64'1; ceutre
des moments, lI, 55; - de percus-
sion, I1I, 421, 4!J8, 564; IV, 172; -
de pression, IV, 167 ; - d'une aire
plane, 170; centre de poussée, IV,
184; - de carene, 187; - de rota-
tion et de similitude, Y, 33.

Centripête (accélération), I, 129.
Cerceau (mouvement du}, Ill, 566.
Cercle osculateur, I, 151; - de roule-

ment I, 293.
Chainette, I, 2'18; li, 517, 532.
Cliateur, IJI, 505; IV, 221 et suiv.; -

latente, 221 ; - spéciflque, 222,261;
- de vaporisation, 262; chaleur et
travail,IY, 294; - produire par un
courant, 435.

Champ magnétique, IV, 445; V, 478.
Changement de sens d'une t.ransmis-

sion par courroie, I, 216, - du rup-
port des vitesses angulaires d'arhres
tournants, 417, 55}; - de voie, 526;
-- de variables, V, 311.

Chapeau, I, 321.
CUASLES, I, 228, 508; n, 102, 545; Y,

'138 et suiv.
Chassis, 1, 380,
Chaudiire, IV, 315, 412; - tubulaire,

015; - Field, - Sulzer, 413; _. Bel-
leville, 415.

CUlÍI.'~I, 1lI, 620.
Chemise de vspeur, IV. 519, 415,
Cheoal (travail du), IV, 290; - -V<1-

peur, 4.
C/tOC, !lI, 576 et suiv; 624 et suiv ; -

longitudinal d'une lige élastique, V,
475.

Clironoqraplce de ~J. ~Iarlin de Brettes ,
I, 488; - de M. Scbültz, 489.

Chronometre, I, 2, 4RO; - à pointage,
480.

Chute d'un corps pesant, I, 47; IlI;-
d'une grande hauteur, 11[, 327.

Cinématique, I; Il, 211; V, 1 et sui v.;
- des íluides, V, 84.

Eirconfcrencc des inflexions, I, 29;:;;
- s prirnitíves (engrenages). 332;
-partage de Ia - en parties égales,
n, 290.

Circulution (vitesse de), I, 82, 85.
CLAlRA UT, lI, 541.

, ..
D

DANIELL (pile ele), IV, !~30.
IhRDOUX, m, 615, 624; V, 100.
DAVI', IV, 407.
DEDIRE, 1,443.
Decomposition de l'accélération to-

tale suivant Ia tangente et Ia nor-
male principale, I, 132; - ana-
lytique de I'accélération totale, 141;
- du mouvement élémentaire d'un
solide, 231; - de l'accélération
complémentaire suívant les- lrois
axes, 276; - de Ia force en dlltlx
composantes, J'une tangentielle ,
l'autre normale à Ia trajectoire, Ill,
23; - des moments des quantités
de mouvement, 284; - des forces
vives, 304.

Déformation du sphéroúle terrestre, V,
'196; - d'un solide élastique, 22!J;
- élémentaire des solides, Y, 256 et
suiv.

Deqres 'de Ia marêe, V, 200.
DELAUNAY, Ir, 537; V, 20'1, 340,363.
Démonstration analytique des lois du

déplacemcnt d'un solide, I, 497 ; -
des lois du déplacement d'une fi-
gure plane dans son plan, 50 I, V;
- élérnentaire de Ia formule de Ia
vitesse du 'son dans les barres élas-
tiques, V, 446.

Densite des vapcurs, IV, 2G5; -
moyenne du globe terrestre. IV,
458; - des couches du globe ter-
restre, V, 17!J,181.

4!JI



492 INDEX ALPHABÉTTQUE.

Dente d'engrenage, I, 332.
Depense d'un oritice, IV, 212, 255; -

de combustible par heure et par che-
v31 (machines à vapeur), IV, 411.

Deplacement d'une droite, I, 190; -
d'un plan, 227; - d'un solide, 229,
237; - d'un cercle de rayon varia-
ble, V, 35.

DEPfiEZ(MARCEL),I, 480; 11, 316, 307,
602; m, 614, 618, ü24; IV, 348, 552,
423,443; V, 50,477.

Dél'ivée d'une fonction, J, 16:
DESARGUF.S,11, 629.
DESCARTES,111, 129.
Description de l'ellipse d'un mouve-

ment continu, I, 199.
Désembrayage d'un outil, 'I, 416;-

partiel d'un groupe de corps tour-
nants, IV, 575.

Desideraia de Ia théorie mécanique de
Ia chaleur, IV, 410.

DESORTIAUX,IV, 428.
Delente, I, 440; - (machines à vapeur),

IV, 275, 517; - variable, 344;-
Meyer, 544; - Farcot, 545 ; - ~Iar-
cel Deprez, 348; - Clapeyron, 338;
- par échelons, 415.

Determination de Ia vi tesse, I, 20; -
de l'accélération totale, 125,164;-
analytique de l'axe instantanó glis-
sant, 253; - analytique des axes de
lOlation conjugues, 250; - des ares
Cl'une ellipse dont on connait un
systéme de díamêtres conjugues, 214,
495; - analytique de Ia resultante
et du couple résulümt, Il, 80; - de
I'axe central, 91 ; - d'un volant pour
une machine, IV, 55 et suiv., 578;
- d'un contre-poids, 84; - des fone-
tions arbitraires duns le probléme
des cordes vibrantes, V,454,

Déoeloppement d'une fonction en série
de sinus et cosinus, IV, 70; - en
série, V', 550; - en série de Ia fone-
tion perturbatrice, V, 555; - des
variables du mouvement elliptique,
564.

Diaqramme de Zeuner, I, 446; - des
vitesses du tiroir, 448.

Diapason (emploi du), I, 480; m, 603.
Dirrérence géométrique, lI, 52.
Dilatatioti cubique d'un solide défor-

mó, V, 231-
Dimensions à donner aux différentes

parties d'une roue d'engrenage, r,
369.

Direction d'une force, I, 2; li, 5; -
de Ia vitesse, I, 16; - de l'accéléra-
tion totale, 128; - à donner à un
parapluie pour s'abriter le mieux
possible quand on marche, 101; -
des aérostats, IV, 294.

Discussion: de l'équation di! mouve-
ment des machines, IV, 7; - de
l'équation de l'hydrostatique, 157,
140.

Distance des cenlres du cercle inscrit
et du cercle circonscrit à. un trian-
gle, lI, 556.

Distributeur de Maudslay à robinct
tournant, IV, 414.

Uistribution à détente fixe (machines
à vapeur), IV, 538; - à détente va-
riable, 544 et suív.: - Mareei De-
prez, 548; -' des axes principaux
d'inertie dans le plan, V, 94; - de
Ia pesanteur à Ia surface d'un ellip-
soíde tournant, V, 176; - des den-
sités dans l'intérieur du globe ter-
restre, 179.

Dioisions de Ia mécanique, I, 5.
D'ONSEN BUAY,I, 527.
Double engrenage conique, I, 562; -

joint de lIooke, 400; - pesée, lI,
571; - elTet (machines), IV, 515.

Droite projetante, I, 52 ; - considérée
comrne, épicycloíde, 217; - s con-
juguées , 250; - s qui conservent
leu r parallélisme dans lc déplace-
ment d'une figure plane dans son
plan, 504; - fixe (astronomie), V,
',m..

DnOGETS,IV, 75,
DUPIN(CHAlILES),IH, 140.
DUPR~(ATHANASE),IV, 507, 425.
llVPUIT,n, 481.
Dupuy DE LÔIIE, IV, 406.
Dynamique, I, ;:;; Il, 9; IlT, IV; - du

point matériel, m, 23 et suiv.; -
des systémes, 253 et suiv.; - des
corps solides, 585 ct suiv.; ques-
tions de -, V, 68 et suiv.

Inmomométre, li, 232; - de traction,
594, 596.

E

Écal't du tiroir, I, 445.
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•

Échanfreinement des dents d'engre-
nage, I, 551.

Échappement (machines à vapeur), IV,
276.

Échelle des temps, des espaces par-
courus, I, 18; - des espaces et des
vítesses, V, 1.

Êcoulement en mince paroi, IV, 210;
- par filets paralléles, 212; - per-
manent des gaz, 250; - des va-
peurs, 27I ; - des solides, V, 254.

ÉCI'OU, li, 457 ..
EDDY, IV, 409.
Errol'ts intérieurs auxquels un volant

est soumis, IV, 50.
Égalité de l'action et de Ia réaction,

Il, 6; - entre le travail moteur et
le travail résistant, IV, 14; - de
pression en tous sens dans les flui-
des parfaits, 124; - des compo-
santes tangentieJles de Ia force élasti-
que, situées dans des plans rectan-
gulaires, et normales à l'arête COITI-
mune à ces plans, V, 223,

Élasticité, Il, 141,560; V, 210 et suiv.
Éiastiques (corps), m, 570; V, 219.
Electricite, IV, 562, 429 et suiv.
Electro-aimant, IV, 562.
Électrodes , IV, 450; - polarisation

des - ,463.
Élements clliptiques (astronomie), IlT,

372; V, 275.
Ellipse, I, 147; lI, 178,544; - s rou-

lantes. 599 ;
Ellipsoidc d'inertie, Ill, 504; - d'élas-

ticité, V, 225; - s homofocaux, V,
150; - à axes inégaux (attraction),
V, 174.

Embrayage à cône de friction, Il, 478;
- alternatif mis en mouvement par
un régulateur, IV, 11O.

Emplois divers de l'électricité, IV, 403.
Énergie, IV, 442,440; - potentielle,

372.
Engrenages, I, 529; Il, 464; - cylin-

driques, 1,529 et suiv.; - coniques,
I, 529, 560; Il, 472; - hyperbo-
loídes, I, 529,' 364; - hélico'ides,
368; - intérieurs, 549, 352; - à
lanterne, 546; - à flancs rectíli-
gnes, 550, 352; - à développantes
de cercle, 555, 517; - aocolés et
échelonnés de Hooke, 558; - sans
frottement de White, 557 ; - plane-

taires de \Vatt, 580; - divers, Il,
478; IV, 524.

Entrainement (vitesse d' -, mouve-
ment d' -l, I, 88,

Entropie, IV, 280.
E nueloppe d'une ligne mobile, I, 11-1,

207,
Êpure Fauveau, IV, 542.

Équation du mouvement d'un point
SUl' sa trajectoire, 1,9; - de Savary,
545; - s d'équilibre, lI, 126, -191;
résolution des - s numériques, 547,
401 ; de I' - du second degré, 551 ;
- s de Ia dynamique, Ill, 99; -

des forces vives, IV, 2, 4; - discus-
sion de l' -des forces vives, 7, 15; -
usage de l' - des forces vives pour
Ia recherche des tensions des liens,
26; - de I'hydrostatique, 136; - s
de l'hydrodynamique, 195, 197; -
de continuité, 196; - simpliflée de
l'hydrodynamique, 200; - s fenda-
mentales de Ia théorie rnécanique de
Ia chaleur, 227; - de Poisson ou de
Laplace, 249; - de Weisbach, 257;
- de Képler V, 564; - s aux déri-
vées partielles, V, 257; - séculaire
de Ia lune, 349; - s du mouvement
périodíque, 407; - s différentielles
simultanées, 404; - des cordes vi-
brantes, 452.

Équitibre, I, 3; 11, 6, 8 ; - d'un ~int
matériel libre, 9 et suiv.; - d'un
systéme matériel, 107, 140 j - d'un
point soumis à des liaisons, 11~;
d'un solide géométrique, 124 et suiv. ;
- stable, 115,360; - conditionnel,
122; --:- indifférent, 562; - d'un
fll, 1,494; V, 398'; - d'un fil appli-
qué SUl' une surface, I, 539; - exté-
rieur, - intérieur, 151; - d'un
tétraêdre, 552; - d'un systéme pe-
sant ã liaisons, 560; - des ponts-
levis, 389; - des forces dans le mou-
vement uniforme, 408; - du treuíl,
en tenant compre du frottement,
419; - de Ia vis, 457; - des poly-
gones articulés, 579 et suív. ; - des
fermes, 651; - d'un polyédre, 619;
- dynamique, Ill, 256; conditions
générales de l' -, 295;11- de l'at-
mosphere terrestre, IV, 151 ; - du
prisme droit flottant, 179; - relatif
d'un liquide tournant autour de Ia

493
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verticalo, 153; - d'uns masse fluido
animée d'un mouvement de rotation
uniforme, V, 160; - des quantilés
de mouvement dans le mouvement
vibratoíre, 215; - du jhrallélépi-
pede élément.aire, - du tétraédre
élémcntah-o, 221, 223; - d'ólasti-
cité, 242; - d'un systerne articule,
V, 5'J.

Équipage de roues dentées, I, 340.
J~quivalencede deux systõmes de Iorces,

Il,95.
Équivalent mécaniquo de Ia chalcur,

IV, 223, 226, 231, 232; - calor-i-
fique du travail, 226,

Espace parcouru, r, 11 ; - mort, ou
nuisible, IV, 518.

Établissement du volaut dans le cas
général, IV, 48, 578,

Etablissement du port, V, 'I O!).
fitat gazo-liquidc, IV,405 ; - de saiu-

ration (vapeurs), '120.
l~til'age de vapeur, IV, 4'15.
Etlicr, V, 470.
Étude du mouvcmont uniforme, 1,37 ;

- du mouvement à l'aide de ses
projections SUl' les axes, 50.

Eudiombtre, IV, 362,
EULEn, T, 540, 510; 1Il, 20!); V, 274,

476; turhine d' - , IV, 206.
Eoatuation. des vitesses, I, 12; - des

a~:es, 27. .
Exdmen du cas particulier ou le point

attiré fait partic du systémo auirant,
V, 127.

Excentricité de l'ellipse, I, 167; Ill,
574; - (astrononus) V, 337, 543,
351.

Excentrique MOI'in, I, 406; - trian-
gulaire, 408; - it cadre 4/1 ; - à
collier, 428.

Expcrience des mines de Freyberg,
Ill,529; V,100;-deCavendish,III,
434; - de Foucault, 552, 486, 536;
- de Sevran-Livry, 604; - de M. Ma·
rey, 625; - d'Athanase Dupré, IV,
307; 425 ; - de Vincenncs, SUl' le u-a-
vail de l'homme, 29'1 ; - de ~r.Hirn,
416; - s sur le Irotternent, 423; -
SUl' Ia transmission du travail à dis-
rance, 452 et suiv.: - de Creil, IV,
454; V, 477.

Extension de Ia déílnition du mot vi-
tessc, T, 50; - des courroies, 419;

- des solides, Il, 142; -:- des fils et
des tiges, 560 i. - du théorémo de
Guldin, II, 335.

Eetra-courant , IV, 462.
EYTELWEIN, I, 482, 526.

/<'

Facteurs du travail [ournalier, TV,
288.

FAGIDAr, IV, 404, 441.
FARCOT, IV, 115, 345, 4H, 410.
Farcot (détente), IV, 545.
FAUVE.W,IV, 542.
Fermes en charpente, TI, 5~2.
FERGUSSON,I, 584.
)lESSEL,III, 538.
Figures corrélalives, r, 508; - récí-

proques, lI, 654.
ru. n, 404; rn, 70 ; V, 7>08; - 3]1-

pliqué sur une surIace, 11,530, M8.
Fixes (machines), IV, 7.
FLAMANT,V, 254, 475.
Fleche du dynamornetrn, n, 283.
FI.EE!lINGJE""x, Il, 036.
Flexion, II, 142.
Flottant (oscillation d'un corps), IV.

393.
Fluides (corps), lI, 7; IV, H 7 cl suiv.;

- naturels, 126.
rou« (balance), II, 369.
Fonction des vitesses, IV, '108; - ca-

ractélistique d'un fluido, IV, 280 ;
- des forces, V, 203, 278; - prin-
cipale, 257; - caractóristiquo, 250;
- perturbatrice, 5~6.

Fonctions elliptiques, nr, 10'1, 453;
V, 401; - Xn, V, 374; - de Sturm,
V, 377.

Force, I, 2; lI, 2; nr, 3 ; - intériouro,
- extérieure, ll, 8; IH, 260, 617 ; - s
concourantes, Ir, 11 ; - s parallêles,
32 et suiv.; - de liaison, 110, 206;
- mouvanl.e, - résistante, 407; -
d'inerlie, Il, 622; m, 125, 255: -
constante, III, 5; mesure de Ia - ,
19, 601; - inslantanée, 310, 6'lO; -
apparente, 3'16; - cenlrifuge com-
posée, 317; - centrifuge, 523; _
d'un corps en mouvement, 129; -
en action, - en puissance, ou poten-
tielle, IV, 288; - électromotnce .
451; -contre-électrornotl'iceollclec-
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tromotrice inverse, 451; V, 482; - s ,
élastiques,dues aux déformations, V,
23~; - vive, III, 61, 128. 504;-
théorérne des - s vives, 33,78,146,
288; V, 258; -.-vive d'un systérne de
COI'pS'solides, quand on t ient compte
des mnuvements vibratnires, V, 212.

Forme de Ia surface de Ia mel', I V,
150; - de l'eau dans les augets d'une
roue en dessus, 299; - d'équilibre
d'un f1uide tournant, V, '169; - C3-
nonique, V, 285, 291.

Formule de WiIlis, I, 380; - de Sa-
vary, 345; - de M. Gérardin, IV,
218.

FOUCAULT,T, 264; nr, 332, 483, 486,
528, 556, 623 ; V, 101; cournnts de
- , IV, 114.

Fouettement de Ia bielle, IV, 34.
Fourneijron (turbine), IV, 296, 200.
Foyer d\1I1 plan mobile, I, 228; - de

I'ellipse trajecloire d'une planéte,
167; - des machines à vapeur, IV,
516. .

Fraction continue, I, 550; - inter-
médiaire, 575; - Ia plus simple il
insérer entre deux fractions don-
nées, 375, 518.

Frais généraux, - proportionnels, li,
579.

Franchot (machine), IV, 3S4.
FnAN](E, V, 100.
Frein à lame f1exible, II, 555; IV, 03

et suiv.; - de Prony, 508 et suiv.;
- à bande, 03; - de chemin de Ier,
94; - Achard, - Guér in, - Le- .
fehvre et Doré, - Molinos, 08; - il
contre-vapeur, 98; - Westinghollse.
- à vide (Smith), 90.

FRESNEL, n, 185; V, 470.
F,'eybe"g (expéríence de). Ill, 520, V,

'100.
FnoMENT, IV, 362.
Frottement, I, 331; II, H i, 151, 419,

441, 460, 464, ete.; m, 215, 550,
614 et suiv.; IV, 423; - audépart, Il,
153; - dans les engrenages, 464;
- d'un fi[ SUl' une surface, 548.

Fusee conique, I, 48~.

G

GALILÉE,nr, 17, 163; V, 185.
Galvanometre, IV, 440.

495

GAUSS,11,22.3; V, 110.
GAy-LuSSAC,IV, 110, 258.
Ga», rr, 7; IV, 117 et suiv., 282,404;

- parrnanents, IV, l1R, 130, 247; -
pesants, 150, 14~.

Génémlisalion du problême de
M. Edouard Lucas, V, 3'1; - du
prohléme des courbes roulantes, V,
25.

Generalites SUl' les contrepoids, 1V,
77 ; - SUl' les régulateurs , 3~2.

Genou, n, 570.
Gem'es des transmissious de mouve-

ment , I, 527.
Geometrie à quatre dimensions, T, 3;

- des masses, 5; TI, 227. 255; m.
587,626; V,115 et suiv.

GÉnARoIN, IV, 218,
GILBERT,V, 100.
Glace du tiroir, I, 444.
Glissement (vitesse de), I, 82, 8;); -

simple,-mixte, -mixl.c angulairr-,
268; - total, 537.

Gtissiere, I, 525; rr, 449.
Godet de graissagc, I, 521.
GOUIN,IV, 57.
Grai/! d'acier, I, 3~5.
Gramme (machine), IV. 447.
Graphique des u-ains, I, 42.
Gravitation uni verselle, li, 235; TIl,

356.
Gnosuuur, I, 487.
Grue, n, 580.
Gnusv, m, 025,
Cuides du mouvement, I, 510, 521,

525.
Gy,.obaJ·oscope de M. Gilbel'I, V, '101
GY"OSC01'c,m, 483, 485, 528,623.

<t

11

llAAG, V, 28.
IL\I.PIIEN, m, 613; V. 100.
llALsKE, IV, 447.
llA!lILTON,V, 283.
II.,nDING, IV, 370.
)L\lIOY,nr, 520.
llarmoniques d'un tuyau, V, 465.
(fART, I, 528.
Hausses pour le til', Ill, 50, 501.
Hauteurs d'un triangle, Il, 615;

d'un tétraédre, 618.
lIélice (rayon de courbure de I'}.
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I, 145; point assujetti à glisser SUl'
une - , Il, 119; cenu-e de gruvité
d'un arc d' - , 292; - propulsive
IV, 552. '

Helicoidal (mouvement), T, 232, 252;
- e (sul'face), applicable sur une SUI'-
face de révolution, lI, 324; - e
(surface) á plan dírecteur, 528.

lIélicoüle (engrenage), I, 568.
llélicoptere, IV, 406.
llELMIIOLTZ,IV, 408; V, 465.
Ilerpolodie, m, 459, 464; V, D!l.
!lESSE, nr, 620, 630.
I1EuzE, I, 464.
HIPPARQUE,I, 265; UI, 288.
HIRN, I, 415; m, 614; IV, 232, 408.
llmscn, 1,531; IV, .HI, 416,420.
llomme [(tl'avail journalier de I' ), IV.

200.
Ilomoqéneite eles formules ele Ia dyna-

mique, III, 120,585; - des formules
des volants, IV, 47; - des formules
électríques, IV, 435.

HOOKE, I, 358, 460.
Horloqe il lunaisons, I, 59'1.
IlosPITAI.TEn, IV, 437.
JIUGONIOT,V, 475.
Huvcsxs, 1,359,478; n, 183; nr, 129,

182, 302; IV, 407 ; V, 185, 476.
Iludraulique, IV, 206; moteurs - s.

IV, 295.
fIYd::-odynamique, 1,4; IV, 193 et suiv.
Hi[drostatique, I, 5; IV, 127 et suiv.
Huperbole, 1,115.
Huperboloide à une nappe, li, 46; -

de révolution, 80.
IJypoth~ses particuliéres introduites

elans Ia solution d u problóme de
l'hyelrodynamique, IV, 198; - hypo-
thése de Ia théorie de l'élasticité, V,
220.

lmaqinaires (tntroductton des - en
cinématique), 1,500; - nombres - ,
Il, 50; - racines - dos équations
algébriques, 349.

lmperfection. dcs régulateurs, IV, 109,
110,112.

lmpossibilité du mouvement perpétuel,
IV, 10.

lrnpulsim: élémentaire, m,62.
lnctinaison de l'orbite, TIl, 575; V, 543.

l

Indépendance de l'eflet des forces, Il,
5;III,2.

Indicatious bibliographiques, I, 480;
nr, 613; V, 401.

lndicatrice des accélérations totales, I,
137; - sphérique, 138; - des ten-
sions, lI, 508; - (dans les surfaces),
nr, 140.

lnduction, IV, 441.
Inéçaiites séculaires, - péríodíquos,

m, 376; V, 274, 348.
Inertie, I, 426; lI, 1 ; nr, 1, 20, 604:

- force d' -, 11I, 125: - momcnts
d' -, n, 343 ; nr, 387. 629.

lnfluence de Ia translation de Ia terre
SUl' Ia pesanteur, I!I, 3tl8; - eles
masses, IV, 64.

lnstant, I, 1.
lnstincti{s (mouvements), IV, 287.
lntégrabilité de Ia fonction des forces

(hydroslatiquc), IV, 164.
lnteqrale des forces vives, m, 80,300 ;

V, 258, 296; - s des équations de
Ia dynamique, 1lI, 99; V, 257 ; -
compléte d'une équation aux dérivées
partielles du premiei- ordre, V, 280.

lnteqration d'une équation aur dérivées
partielles reIative au mouvement des
fluidos, IV, 202; - d'une fonction
de trois variables indépendantes,
137; - de l'équation des cordes
vibrantes, V, 433; - de Ia même
équation par les séries trigonomé-
triques, 457; - de I'équation du
mouvement vibratoire d'un gaz indé-
fini, 467.

lntégrometre de nL Deprez , 11, 316.
Intensite d'une force, I, 2: Il, 5;-

d'un courant électrique, IV, 431.
lntersections successives d'une ligne

mobile, I, 207.
lnvariabilité des granels axes et des

moyens mouvements, V, 348.
ln'égularités Ioeales des marées, V, 201.
lsotherme (Iigne), IV, 557.
IVORY,V, 158.
IUNG, m, 629.

J

JACOBI, n, 340; IV, 443; V, 174, 255,
274, 298.

JAMlN, IV, 405.
Jante d'une roue d'engrenage, I, 570.

..•
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Jeu dans les engrenages, I, 570.
Ioint universel, - hollandaís, I, 453 ;

- de Ilooke, 460; - de Cardan,
462; - d'Oldham, 477.

JONQUIERES(DE), V, 201.
JOULE, IV, 232, 407, 408,456.
Jour sideral, - soIaire, - moyen,

L 262.

K

1(f;PLER, r, 105,167; II!, 115, 558,606;
V,564.

Kiloqrammetre, IV, 4.
KREllS, IV, 406.
KRETZ, r, 420; 11. 106 ..
KURTZ, I, 534.

L

LAGRAr<GE,!, 3, 539; rr, 541. 575; III,
H6, 135, 200,379; IV, 108; V, 280,
285,357.401,474.

LALANNE,n, 549,404, 619.
LAlu::, V, 2'10, 240, 255, 475.
l,ANCRET,II, 544.
Lançuettes, 1,525.
Lanterne, I, 348.
LANZ, I, 527.
LAPLACE,IJI, 576, 435; IV, 149; V,179

185, 193, 549, 389, 402,452.
LAURENT,V, 550.
LÉAUTÉ, I, 517; n, 624, 625; IV, 389.
LE CUATELIER, IV, 88.
LEGENDRE,III,102'; V,179,274, 574,402.
Leqers (corps), Il, 227.
LEIDNITZ,IlI, 129.
Lemniscate, m, 166.
Lenoir (moteur), IV; 559, 419.
Leuier, lI, 405, 409, ete. ; - de chan-

gement de marche, 451.
LÉvy (MAURICE),lI, 656; IV, 409, 437;

V,254,
Liaisons, lI, 107; m, '135; -completes,

r, 520; lI, 109,209; IV, 1; - inté-
rieures, eXlérieures, rr, 212.

ui-; (poiut), n, 207.
Lieu des centres de courburn des épi-

eycloldes déerites par les divers points
d'une droite, I, 510; - du centre
de gravité des ares de cercle partant
d'un point fixe, Il, 279 et suiv.

Liqne géodésique, rr, 541; rn, 135,
v. - MÉC. COLLlGNON.

•

157; - s géodésiques d'une surface de
révolution, V, 84; - des nceuds
(astronomie), II!, 441; V, 275; - s
de courhura, Ill, 140; - isotherme,
- adiabatique, ou de détente natu-
relle, ou de nulle transmission, IV,
237; - s cotidales, V, 200; mouve-
ment d'un point SUl' une - fixe, Ill,
04,164.

Limaçon de Pascal, V, 47.
Limites du nombre de dents des roues

d'engrcnage, I, 340; - de I'aplatis-
sement du globe terrestre, V, '/82;
limite d'élasticité, V, 219.

LIOUVILLE,nt, 186; V, 176.
LIPSCIIITZ,V, 18'1.
Liqué{action des gaz, IV, 404.
Liquides (corps), Il, 7; IV, 117 et

suiv.; -pesants, 129,142; - pe-
sants superposés, 142.

LISSAJOUS,I, 4tlO.
Loch, I, 12.
LOCK~, IV, 407.
Locomolive, I, 552; IV, 534 et suiv,
Loi de Mariotte, IV, 118; - de Gay-

Lussac, IV, 119, 247; - de nIeyer
ou de Joule (chaleur), IV, 252; _ de
Clausius, 240, 242; - d'Ohm, .132;
- de Joule [électricitú], 456; - de
Lenz, 441; - des marées, V, 198;
- s de Képler, I, 103, 167 ; - (~ du
frottement de glissement, Il, '1'51;
IV, 425; - s de Ia résístânos au
roulement, II, 480; - s de Ia rai-
deur des cordes, 564.

LONGCIIAAII'S(DE), V, 45.
Longitude, I, 84; V, 273; - du nooud

ascendant, I!I, 575; V, 273; - vraio
du périhélie, Ill, 574; V, 275; - de
l'époque, 1II, 574; V, 274 j

. moyenne, V, 274.
Lonq piqnon, 1,478.
LUCAS(ÉDOUARD),I, 551; V,50.
LUCAS(FÉLIX), V, 208.
Lumiere (vitesse de Ia -, aborration

de Ia), 1,101; IV, 455.
Lune, IlI, 357; V, 550.

nr

l'tfachines, lI, 207; - simples,404 et
suiv; Machine à aléssi-, l, 467; _ à

deux cylindres, I, 427 ; - à marchei-
52
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de M. Tchebicheff, I, 550; - d'At-
wood, Ill, 547 ; du mouvement dans
les - 5, IV, 1 et suiv.; - hydrau- .
liques, 215; - thermiques, - iJ
vapeur, 5'11; - de Papin, 361; -
de Newcomen, 313; - de Watt, 514
et suiv.; - atmosphériques, 515; -
de Frornent, 562; - Corliss, 414; -
de \Voolf à deu x cylindres, 325; -
de Cornouailles, 528 ; - à air chaud,
554; - Otto, 418; - à action directe,
552; - de navigation, 552; - os-
cillantes de Cavé, 555; - à foun-eau ,
554; - Gramme, 447; - magnéto-
ou dynamo - électriques, 446; - s
génóratrices, - réceptrices, 447 ; V,
477.

~lAc-LAun1N,V, 158, 550.
l'tfagnérisme rémanent, IV, 448.
~!ÃI,ESCJlEFF,I, '552.
Manivelle, I, 425; - it coulisse, 478;

- dynamométrique, Il, 597;
simple, à simple effet (volant pour
une), IV, 57; - simple à double
effet,41 ; - double il double effet, 45.

~[AN~JlEl!l,1,216, 495,500; V, 100.
MANSARD,lI, 586.
Marées, m, 570; IV, '/52; V, '193,

201.
~rAREY,I, 489; ru, 625; IV, 405.
~rARlO1'TE,IV, '118.
ftlaV'teaux, I, 504; m, 59~.
~fARTINDEDnETTEs, I, 488.
nfAscART,IV, 457.
nrASKELINE,IlI, 458.
l'tfasse, I, 5; n, 232; nr, 12, 19, 601;

- s variables, IIJ, 261; - des pla-
nêtes, 566; - de Ia terrc, 454; - s
négatives, 11,617; V, 128, 129.

MASSIEU,IV, 280, 41fJ.
MASSON,IV, 258.
lJlatél'iel (point), Il, 5.
MATTÉI, I, 487.
1I1aximum du quadrilatére plan con-

struit SUl' quatre cõtés donnés, I,
202; - du quadrilatére sphérique,
221.

MAYERou MEYER,IV, 252,406, 408.
lJfécanique, I, 5; - rationnelle, - ap-

pliquée, 4, - analytique, V, 255 et
suiv.; - vibratoire, 403 et suiv,

lJfécanismes, 1,5'/0 et suiv.
lIlélange de gaz pesants, IV, 158; - de

vapeur et d'eau liquide, 266.

Membj'anes, V, 475.
IIfentonnet, I, 593.
MÉnIJOT, I, 445.
IIfesU1'e des forces, Il, 8, 251; - du

travail, n, 594.
lJIétacentre, IV, 192, 400.
IIféthode géométrique, - analytique,

1,4; -de Thomas Simpson, 27; - de
Roberval, 105 et suiv.; - des rou-
leites (engrenages), 345; - de
Tredgold (engrenagesconiques), 562 ;
- géométrique de recherches de
certaines intégrales, Il, 619; - des
multiplicateurs Ill, 244; - de Be-
zout, IV, 81; - générale pour l'é-
tablissement d'un volant, 48; -
pour Ia solution du problême de
l'hydrostatiqua, 155; - de Jacobi
(mécanique analytique) , V, 255, 277,
208; - de Ia variation des arbi-
traires, V, 527, 552, 556, 558.

Meules de moulin, m, 425.
MEUSNIER,IH. 85.
~fEYERou MAYER,IV, 252, 406. 408.
bIeyer (détente), IV, 544.
MEYER(VAN), IV, 428.
Midi vrai, - moyen, I, 261-
1I1inimum, 11, 18'1, 527,552, 55;;.
lJfise en train d'une machíno, IV, 8.
lJfobile (machine), IV, 7.
)[õmus, n, 102.
Moindre action, m, 92, 146, 508.
illolécule, lI, 2.
Moment d'une force, 11, 55; - d'un

couple, 71 ; - s d'inertie, III, 584,
587, 452, 629 et suiv.; V, 94; -
des quantités de mouvement, m, 66,
272, 427,442; - s Iléchissants dans
les poutres, V, 52.

n[O~GE,I, 527.
lJfonte-chm'ge, IV, 29L
MORlN, I, 406, 484, 486, lI, 482 ;
Morte eau, IV, 155.
Moteur hydraulique, IV, 295; - ani-

mé, 287; - Lenoir, 559, 419; - Hu-
gon, 562; - Marcel Deprez, 445.

IIfoufles, 11, 568, 576.
Moulin à uent , IV, 506.
1110118(corps), Ill, 578.
lIlouvement, I, 1; - d'un point, 7;

rectiligne, - curviligne, - circu-
laire, - elliptique, - parabolique,
7; - uniforme, - varié, 14 ; - rec-
tiligne uniformément varié, 45; -

•
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projete, 51, 159 ; - relatif, 86; - ap-
parent, 86 ; - relatif de deux points,
95; - annuel apparent du soleil,
102; - elliptique, 147,176; - des
planêtes 167, 491; - d'une figure
plane dans son plan, - 192, 2'lO,
501; - épicycloidal, 210; - d'un
solide parallélement à un plan fixe,
195; - d'une figure sur une sur-
face, 186; - d'une figure sphérique
SUl' Ia sphére, 221; - épicyclotdal
sphérique, 221; - d'un solide qui a
un point fixe, 226; - élémentaire
d'un solide invariable, 190, 229; I!,
212; - d'un solide dans l'espace, T,
495; - d'une figure planedans l'es-
pace, 227; - helicoidal, 229, 232;
- continu d'un solide dans I'espace,
257; - de Ia terre, 261; - relatif
de deux solides, 267; - relatif de
deuxroues qui s'entralnent par adhé-
rence, 270; - s observés à Ia surface
de Ia terre, 289; - rectiligne, -
circulaire, - continu, - allernatif,
320; - uniforme, - varie, - pério-
diquement uniforme, 520; - R dif-
férentiels, 588, 465; - du tiroir, I,
445; -permanent d'unfll, n, 620;-
rectiligne (dynamique), Ill, 5; - des
corps pesants, 7; - parabolique, 8,
16; - quelconque, 11, - elliptique,
58, 63; - moyen, 115, 575; - d'un
point sur une surface, 152, 145; -
SUl' Ia sphére, 150; - sur une courbe,
04, 167; - sur une droite inclinée,
98; - sur Ia cycloíde, 167; - SUl'

une courbe fixe, en tenant compte
du frottement, 228; - d'un solide
autour d'un axe fixe, 585; - autour
d'un point fixe, 459, 504; - d'un
solide derévolution autour d'un point
de son axe de figure, 517 ; - autour
du centre de gravité, 265; - relatif,
515; - à Ia surface de Ia terre,
523; - d'un point pesant SUl' un pa-
raboloide de révolution, 556, 607; -
d'un point pesant dans le vide, 345 ;-
d'une bille de billard, 557,561,584;
- oscillatoire, 189, 572; - du boo-
marang, 620; - du systéme plané-
taire, IV, 10; - perpétuel, 11 et
suiv.; - instinclifs, - volontaires,
287; - des planétes V, 102, 275;
- général d'un systêrnc matériel, V,
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76; - relatif de deux points pesants
dans le vide, V, '19; - des projectiles,
Ill, 47; V, 68; - d'un point SUl' une
circonJérence et projection SUl' un
diamétre, dans un cas particulier,
V, 75; - d'un point aLtiré vers un
centre fixe, V, 259,500; - vers deux
centres fixes, V, 274, 508; - d'un
point pesant SUl' une sphérefixe, V,
288, 295, 505; - d'un solide autour
d'un point fixe, V, 515, 401; - de
translation des corps faisant partie
du systéme sola ire, V, 518; - du
centro de gravité du systéme solaire,
Ill, 554; V, 320; - du systême so-
laire par rapport à des axes de di-
rection constante, menés par le
centre de gravité, Ill, 554 ; V, 521;'
- par rapport à des axes menés par
un point du systême, V, 522; -
trouhlé, V, 537; - de Ia lune, 559;
- oscillatoire d'un systéme de points
autour de Ia position d'équilihre, V,
412; - d'un point pesant aux envi-
rons du point le plus bas d'une SUI'-
face SUl' laquelle iI glisse, V, 419.

Moyen mouvement, I, 407; V, 279,559.
Mulcl (travail du), IV, 290.
Mull-Jenny, I, 46R.
Mutuelles (forces), Il, 8.

N •
Naçeur (probléme du), 1,94.
NAPOLI,nr, 64.
NAvIEn, n. 24; IV, 289.
Navigation (machines de), IV, 532.
NERVILLE(DE), IV, 457.
NEWTON,I 168, 177; n, 6, 185,255

m, 40,123, 254, 356, 615; IV, 204;
V, 119, 452.

NIAUDET,IV, 450.
Niveau (surfaces de), Il, 510; Ill, 82

IV, 151; V, 103, 117.
Niuellemcnt, barornétrique, IV, 145.
Nceuds (vitesse exprimée en), 1, 12;

ligne des - (astronomie), Ill, 575,
441,518; Nceud(astronomie), V,275;
Nceude d'un tuyau sonore, V, 462.

NOLLAU,IV, 88.
Nombre des équations qui déíínissent

le mouvement d'un systéme inva -
riable, 1,185; - entier pris suivant
un module donné, V, 8.
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Normale .3UX courbes et aux surfaces,
I, 194, 196; li, 177, 215, 498.

NomfANo,I, 464.
Notations de Lamé, V, 210.
Nuiation, I, 263; nr, 441, 485, 525.

o

Obliquilé de Ia bielle (influence de 1'),
IV, 46.

OCAGNE(o'), V, 23.
Occasion d'un phénomene, IV, 373.
OEil d'une bielle, r. 4'23.
Ohm (Ioi d'), IV, 437; --, unité élec-

trique, 437.
Diseau (vol de I'), IV, 204.

·OLDIIA!J,I, 477.
OLSZEWSKJ,IV, 405.
On perd el! (orce ce qu' on gagne en vi-

lesse, IV, 15.
Opposition des planótes, I, 105; IV,

153.
Ordre des parties de Ia mécanique, I. 3.
Grifice suivi d'un coursier, IV, 213;

- noyé, 214.
Origine des ares, - des temps, I, 8, 9.
Orthogonale (projection), I, 51.
Oscillalions d'un corps flottant, IV,

393; - de premíére, - de seconde,
detroisiéme espéce (marées), V, 193.

OsCtUatoi1'c (mouvement), ru, 189,572,
610; V, 405,412.

Ouo (machine), IV, 418.
Outils , I, 3'l9.
Ovale (roue), 1,464; - s de Descartes,

V, 45.

p

Palan différeotiel, lI, 569.
PaNe1's, I, 521.
Papillotage, I, 464.
PAPIN, IV, 511 .:
Parabole, 1, 170, 220,484; n,.415.
Parabolique (mouvement), I!I, 25.
Paraboloide hyperbolique, Il, 47; -

de révolution, m, 556, 607.
Paradoxe de Fergusson , I, 584.
Parulleloqrannne, parallélépipéde des

forces, 11, 5, 14; - des vítesses, I,
89; - articule de Watt, I, 435, 527 :
IV, 524; - pour hateaux, 441.

Paramêlre différentiel du premier, du
second ordre, d'une Ionction, V, 210.

Parapluie (direction à donner à un
- quand on marche), I, 101.

Parfait (liquide, solide, gaz), IV, 121,
124,

Paroi reetangulaire, IV, 168.
Pas d'un engrenage, I, 536.
PAYEN,IV, 395.
PEAUCELLIEIl,r, 445,
Pendule simple, 'Hl, 188, 610; -

cycloidal, Ill, 169; - d'Huygens,
183; - dans un milieu résistant.
202; - Foucault, T, 264; Ill, 352;
-- composé, 1II, 428; - balistique,
591; - conique, 158, 6'10; - gyro-
scopique, 625: - de Sire V, 101.

Percussion, 1lI, 312,426,495,611.
Perf'ectionnements de Ia machine à

vapeur, IV, 41\.
Perihelie, V, 275.
Periodes dans Ia distribution de Ia ma-

chine à vapeur, IV, 559.
Périodicite des fonctions duns le pro-

blerne des cordes vibrantes, V, 436,
Periodique (mouvement], Ill, 204,
Permutation toumante, I, 509.
PERROLAZ,I, 527.
Perte de poids, IV, '178; - de charge,

207.
Periurbaiions, m, 561 ; V, 527.
Pesanieur, 11, 227; nr, 17, 88, 524,

618; - à diverses latitudes, 202;
influence de Ia translation du globe
sur Ia -, 568.

Pesants (mouvement des corps), lII,
7, 25, 82, 527, 545, 494.

Pesée [double}, n, 571.
Petit tiroir, IV, 522; Petites oscilla-

tions des fluides, IV, 20 I ; - d'un
corps Ilottant, IV, 593,

Phases du mouvement d'une machine,
IV, 8.

PIIILlPPS,I, 451; V, 475.
PICTET,IV, 405.
Pignon, I, 552; long -, 472, 477 ; -

mobile, 469,478,
Pile électrique, IV, 430; - de Danicll,

430.
Pilon, I, 393.
Pivot, I, 322.
Pivotement, I, 268.
Pixii (machine de), IV, 447.
Plan (equilibre d'un solide glissant

)
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SUl' un - fixe), II,132,' 196; - in-
cliné, 436 ;-dll maximum des aires,
1II, 282; - invariable, 555; - de
charge, IV, 207 ; - de commutation,
IV, 445; - fixe, V, 273; - de 1'01'-

bite, 273; - osculateur, r, 127,
130; - s qui conserveut leur paral-
lélisme dans le déplacement d'un
solide, 496,

Flanetaire (automate - de lIuygens),
I, 559; engrenage - de Watt, '680.

Planeles (mouvement des), T, 103; III,
358; V, 104,273,44.3.

Planime.t1·e d'Amsler, 11, 5'l6,
Plaque tournante, 1. 525; -- 5, V, 47;;.
Plateaú tournanl de Poncelet, I, 486.
Plein (engrenages), I,' 368; til' de -

fouet, m, 58.
PLUCKER,llI, 535.
Podaire, 1,162, 168;U, M6; V, 109.
Poids , Il, 228; UI, GOl; - spécifique,

Il, 228; - boite à -, 372.
POI~SOT,n, 55, 70,88; m, 1.54; V. 99.
Pointage, I, 48i.
Point d'application d'une force, I, 2 ;

Il, 5; - matériel, 11, 3, 7 ; - glis-
sant SUl' une surface, ll, 112, 172,
185; Ill, 142: - SUl' une courbe, U,
116, 'l74; m, 159; - équilibre
d'un solide qui a un - fixe, 11, 127,

-194; - mouvement d'un solide au-
tour d'un - fixe, Ill. 585; - équi-
libre d'un solide qui a deux - s
fixes, Il, 129, 195; - mouvernent
d'un solide autour de deux - s
fixes, Ill, 583 et suiv.; - s morts,
1, 198, 424, 452.

P0IRÉE, nr, 614,
POISSON,11,26; ur, 102; V, 241, 277,

304, 349,467, 474,
PolaÍ1'es (coordonnées), I, 78; V, 4,

120,260,467,
.Polarisation des électrodes, IV, 463,
Pôle instantané, I, 221; - s d'une

pile, IV, 450.
Polodie, m,458.
Polygone des forces, lI, 5; - funi-

culaire, 496, 626, 627; - de Vari-
gnon, 500 ; - articulé, 579; V, 52,

Pompe à feu, IV, 513; - alimentaire,
_ aspirante ou à air, - à eau (ma-
chines à vapeur), IV, 316,

PONCELET,I, 28, 486; 11, 340,594, 422,
624; IV, 103.

Ponls suspelldus, 11. 502, 513.
Posiliol1S réciproques des deu x aiguil-

lcs d'une horloge, V,15.
Postulats de Ia dynamique, I, 4; Il,

2;JII, 1.
Posluialun: d'Euclide, 11, 1; ~ sur

lequel repose le second príncipe de
Ia théorie mécanique de Ia chaleur ,
J"V,400.

Potenliel, IV, 204; V, 119 et suiv.; V.
202; - ólectriquc, IV, 436: - direct
ou de secondc espece, inverse ou de
prerniêre espéce, V, 212; - sphé-
rique, V, 474; force - le, IV, 288.

Poulie, T, 421 ; lI, ~65, 573; - folle,
I, 1.'16.

Poudre à canon, IV, 564, 428,
J?ousséc d'un fluide, IV, 178.
'P1'écession Ill, 441 ; - uniforme, Ill,

478, 532 ; - des équinoxes, I, 263;
m,4R5.

Presse typographique, I, 464; - à
coin, n, 448; - à vis, 465,

Pression dans les pieds d'une table, lI,
145; - d'un point en mouvement
SUl' une surface, Ill, 145, 157; -
SUl' une ligne, 162; - d'un curps
tournant autour d'un axe SUl' cet
axe, 413; - dans un íluide, IV, 121,
123; - d'un íluide SUl' une paroi,
166; - d'une veine fluide contre un
plan indéfini, 304; - de Ia va,lleur,
411 ; - dans les solides élastfll.ues,
V,22O.

Preuves mécaniques de Ia rotation de
Ia terre, V, 100.

P1'incipes de Ia dynarnique, li, 1: Il l,
1; Principe de Ia paroi froide, IV,
314; - de Meyer ou de Joule, IV,
252,406; - de Clausius, IV, 240.408.

P1'isonniel', I, 325,
Probli!11w SUl' Ia vitesse moyenne, I,

39; - SUl' Ia détermination de Ia
hauteur d'une tour, 48; - s SUl' le
mouvement relatif', 87, 94; m, 3'18;
V, 6, 16 ; - inverse des épicycloídes ,
I, 216; V, 55,90; - de Ia dynamique,
lI, 9; - s SUl' le frotlement, 11, 157,
449 , - SUl' le levier, 412 ; - de mi-
nimum, 535; - SUl' les forces, 96;
- s SUl' le mouvement rectiligne,
Ill, 111; - SUl' le mouvement géné-
ral d'un point, 102; - de Saladini,
'IG5; - de Képler, HI, 115, 606; V,
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279,364; - divers, UI, 183; - SUl'

le frottement, 214; - SUl' le mou-
vement des systémes, 241, 249; -
eles trois corps, 375; - des trajec-
toires fermées, 377, 613; - de l'é-
tablissement d'une machine, IV, 3;
- de I'hydrostatique, 127 et sui v. ;
- SUl' I'établissernent d'une chau-
diére tubulaire à profil circulaíre,
415; - SUl' le cercle, V, 37; - SUl'

Ia cycloíde, V, 27 ; -- de M. Edouard
Lucas, SUl' les mouvements simulta-
nés de trois points V, 29; - des
cordes vibrantes, V, 427.

Produit géométriquc, lI, 52.
Projectiles (mouvement des), m, 47,

500; V, 08.
Projection, I, 51 ; - SUl' une droite,

52; - SUl' un plan, 68; - du mou-
vement rectiligne et uniforme, 62;
- SUl' un diamêtre ou SUl' un plan
d'un mouvement circulaire unifor-
me, 71, 145; - d'une droite fixe
SUl' une direction qui fait avec certo
droite un angle inflnimant petit, 79.

Projetante (droite), I, 52.
PnONY (DB), I, 441,440; 11, 598.
Propaqation des ondes sonores, V,

440; - des ondes à Ia surface d'un
liquide, V, 474.

Proprietes de Ia courbe des espaces, I,
22; V, 7; - du potentiel, V, 121.

PU1S~X, V, 570.
Puissance,lI, 405; - vive, 111, 128,

293.

. Q

Quadmtw'e des courbes, I, 25, 27.
Quad1'ilatere inscriptible, I, 202,

221.
Quantites de diverses natures que l'on

considere dans Ia mécanique, I, 5;
Quan#té de matiére, 11, 231; - de
mouvement, IlI, lH" 262; - de cha-
leu!', IV, 222; - d'électricité, IV,
453.

Questions de cinématique, tome I; V,
'1 et suív.: - de statique, tome lI;
V, 50 et suiv.; - de dynamique et
de mécanique des fluides, tome Ill,
tome IV; V, 68 et suiv.

QUIIITENZ,u, 576.

Bacines des équations, 547, ;;40.
RADAU,V, 182.
Baideur des cordes, H, 415, 564.
Bails, I, 325.
Bainures de graissage, 1,321, 552; _

et languettes, 325.
Raison d'un engrenage, ou d'un équi-

page de roues dentées, I, 340.
Balentissement du mouvement diurne.

V, 201.
HAlIOND,IV, 149,
HANKINE,IV, 408,
Rapport des vitesses d'un point mobile

en deux points de sa trajectoire, I,
154; - des vitesscs angulaires de
deux corps toumants qui restent eu
contact, 595; - de Ia circonférence
au diamétre, lI, 284; - des deux
chaleurs spécíflques des gaz, IV,
257.

Ration d'entretien, - de travail, IV,
293,

Rationnelle (mécanique), li, 143.
Rayon de Cow'bU1'e, I, 151,168; - de

Ia parabole, 170; - de l'ellipse, 147;
- de l'hélice, 145; - des épicy-
cloides, 290, 504; - de Ia cycloídc,
285; - Rayon de qiration, IlI, 587:
Rayon uecteur (astronomie), V, 273.

Réaction, 1lI, 2.
Becepteur, I, 319; IV, 21.).
Béceptrice (rnachino), IV, 450; V, 477.
Becherche des centres de gravité, 1/,

6'19,640; - des moments d'inertic,
630; nr, 399 et suiv.; 452.

Beciprocateur Peaucellier, 1,442,527;
- Hart, 528; - Perrolaz, 527.

Réciprocité entre les forces élastiques
autour d'un point, V, 225.

Reciproque [engrenage), I, 582.
Becouorements (tiroir à), IV, 558.
Réduction des forces appliquées à un

solide, lI, 81 ; - à trois forces, 82;
- à deur, 85; - d'un systême ma-
térieI à quatre points ou à trois
points, sans altération des moments
d'inertie, 111, 629 et suiv.; - des
coefficients des équations de I'élas-
ticité, pour les corps homogénes et
d'élasticité constante, V, 255, 240,
241; - des équations du mouve-

~
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ment à Ia forme canonique, V, 285.
Réduites d'une fraction continue, I,

575, 520.
Beqime d'une machine, IV, 7, 8; -

permanent des fluides, 205.
liegle de f'chirnhausen, lI, 177, 355.
HEG~AULT,IV, 258; V, 456.
Réqulaieur, Ill, 150; IV, 582; - à

boules ou de Watt, 90, 524, 384; -
astatique, 116; - Farcot, à bras
croisés, 115; - Foucault, 114; -
parabolique, '1'11; - à ailetles, IV,
589.

REICII, V, 100.
Relation entre les rayons de courbure

des profils en prise, I, 541. ".
Remarques de dynamique au suje! du

globe terrestre, V, 101.
RENARD,IV, 408.
RENAUDOT,V, 475.
Bendement, 11, 463,488, etc.; IV, 10;

- des machines thermiques, 258 ; -
des transmissions électriques, 450 ;
V,479.

Renseiqnements pratiques SUl' les en-
grenages, I, 568.

Repos, I, 1; - relatif à Ia surface de
Ia terre, 111, 323.

Rep"ésentation d'un mouvement qui
s'accomplit dans l'espace, I, 55; -
imaginaire d'un systême matériel au
point de vue des moments d'inertie,
111, 629; - des pressions par dcs
colonnes de liquide, IV, 143.

Répulsives (forces), 11,8.
RESAL, I, 117; 11, 624; m, 78, 157,

174,176,517,562; IV, 88.
Besistance, 11, 405; - accessoire ou

passive, I, 531; IV, 6; - au roule-
ment, 11, 480; - de l'air, Ill, 40,
202, 209, 209; - d'un circuit, IV,
431; - des milieux, IV, 371 ; - des
matériaux, V, 255.

Bessorts, V, 475.
Résultant (couple), 11, 85.
Besultante, I, 59; 11, 4, 12; - de

translation, 86; travail de Ia -,167 ;
_ unique, 93; - de translation des
quantités de mouvement, Ul, 275.

Rét1'ogradation des planeies, I, 106.
Reucrsible (cycle), IV, 230, 278; Ia

machine Gramme est -, IV, 449.
Révolutif (mouvement), nr, 189,
HEYE, nr, 629.
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RODERVAL,I, 103; 1I,433.
ROCHE, V, 181.
HOLLAND,IV. 380.
lIÚMER, I, 475.
Botation, I, 188; - composition des

- 5, 1, 241, 247 ; - de [Ia terre, I,
261; Ill, 288; - de l'ellipse décrite
par un point pesaut, autour du point
Ic plus bas d'une surface de révolu-
tion à axe vertical, m, 607; -- du
plan du pendule Foucault, I, 178;
ur, 532.

Roucus, m, 606.
Boue menante, - menée, I, 352; -

folle, pour éviter les engrenages in-
térieurs, 355; - d'angle, 360; -s
de Rõmer, 475; - de champ d'Huy-
gens avec long pignon, 478; -
tronquée avec pignon mobile, 478;
_ hydraulique, IV, 295; - eu des-
sous, 296; - en dessus ou à au-
gets, 298; - à aubes (navigation),
552.

Rouet, I, 348.
Roulement; I, 268; cercle de -, I,

203; - d'un corps rond SUl' un plan
incliné, Ill, 552.

Boulettes, I, 525; méthode des -, 345.
RUIIFORD,IV, 407.

S •
SADICARNOT,IV, 237, 407.
SAINT-GERIIAIN,V, 100.
SAINT-LÉG~R,lI, 600.
SAINT-VENANT(D';) , V, 241,254,474,475.
SARRAU,IV, 428.
SAVAIIY,I, 543, M6.
Satetlite-limite (vitesse angulaire d'un

-), V, 102.
SCIlOUTE,IH, 60õ.
SCUÜLTZ,I, 489.
SÉllERT, 1,489; m, 602; V, 475,
Seconde forme canonique, V, 291.
Secteur circulaire (construclitm d'un

triangle équivalant à un), 11,615.
Section conique, 11, 172; - s princi-

pales, IH, 141; - contractée, IV,
210.

SÉGUIN, IV, 407.
Self-inductwu, IV, 462; V,482.
SELLA, m, 614,
Semelle, 1, 32'1.
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Sens d'une force, Ir, 5,
Sensibilité d'une balance, lI, 568; _

d'un régulateur, IV, 109,
Série récurrente, lI, 22; - de Mac-

Laurin, - de Laurent, V, 550; - s
qui représentent les variables du
mouvernent elliptiqns, V, 564; _
de Lagrange, V, 557; - s trigono-
métriques, IV, 70; V, 564, 457,

SERRET, m, 600; V, 255, 277,
Servo-moteur de Farcot, IV, 416; _

électrique, 456,
Siemens (mesura, étalon), IV, 437;

(machine}, 447,
Signes + et -, I, 8, 55, 60 .... ; Il,

5, 56, 7'1, 165 .
Simiiitude statique, Il, 209, 256; _

mécaniqua, m, 120; V,455.
SIMPSON(Tuoms), I, 27.
Sinusoide, I, 76.
SIRE, V, 10L
Soleil (mouvemenl apparent du), I,

102.
Solenoide, IV, 439.
Solide natural, - géométrique ou _

invariable, I, 183 ; - s, ·1I, 7; _
composilion des forces appliquées à
un solide, Il, 8'1,141 ; - dynamiqua
des - s, lU, 383 et suiv. ; - mou-
vement d'un -libl'e, 403; - de plus
grande attraction, V, 155.

Somme arillunélique, - algébrique,
géométrique, rr, 51.

Son (vitesse du), I, 49; V, 446,452; _
fonelamenlal, V, 465.

Soupape d'admission, - d'équilibre,
- d'échappement, IV, 529.

SI'ARRE (DE), V, 99.
Sphêre (mouvement SUl' Ia), llI, 250,

609; - géocentrique, - héliocen-
trique, I, 479; - s tangentes à quatre
plans donnés, 11, 617.

Spiral des chronométres, V, 475.
Spirale logarithmique, r, 218, 401;

- d'Archiméde, I, 404; V, 5, 62.
seuua de l'équilibre, ir, 113; nr,

306; V, 204, 416; - du systéms so-
laire, 1lI, 576; - de Ia rolation
eutoui- des axes princípaux, 562 ; _
des machines, obtenue à l'aide de
contrepoids , IV, 87; - des loco-
motives, 88; - des machines mari-
nes, 92; - del'équilibre des liquides
pesants superposés, 182; - des

corps plongés, 183; - des 'corps
Ilottants, 184, 402.

Statique, r, 3; Il, 9; torne lI; - gra-
phique, lI, 626; questions de -, V,
50 et suiv.

STEI~lm, rr, 544.
STEPllANOS(Cl'PATIl5S0S),r, 594,
STEPIIENSON,r, 440; coulisse de -, IV,

545.
STOW, I, 533.
STVRM,n, 221; V, 577.
Sulser (chaudiére), IV, 412.
Superposition. des mouvements et des

effets des forces, V, 424, 472.
Súrete (courbe de), m, 50, 604.
Surface développable, I, 228; - s de

níveau , n, 510; nr, 82, 85; IV, 15'1,
144; V, 90, H 7; - prcssée uniíor-
mérnent en tous ses points, IV, 176 ;
- équilibre d'un point posé SUl' une
-, lI, H 2, 175; - équilibre d'un
solide posé surune-, 152,218; _
équilibre d'un Ill appliquésur une-,
589; - courbure des - s, 1II, 130;
- mouvement d'un point SUl' une _
fixe, '132; - de révolutiun, V, 84;-
elireclrice des pressions autour d'un
point, V, 227.

Suspension de Ia boussole, I, 46:;.
Systhne planétaire, m, 254, 261; _

de mesures CGS, Ill, 003; - à liai-
sons completes, IV, 1; - compound,
IV, 415; - S moléculaíres.w, 219;

invariable, r, 183.

T

Tambour de Mattei et Grosberl, r, 487 ;
- s coniques de nHl. lJataille et
Bloom, 534.

Tangente aux courbes, I, 108, 117,
19G; lI, '177, 279; V, 41; - à Ia
conchoide, I, '109; V, 44; - au cer-
ele, I, 112; - aux sections coni-
ques, '114, 115; - aux épicycloidcs,
209.

Tare du frein de Prony, lI, 000,
Tautochroue (courbe), JII, 171, 606.
TArLOII, n, 26 .:
TCHEBICIlEFF,r, 441, 518, 550.
Temperature, IV, 221, 246, 410.
Temps; r, 1, 480; - perdu, 538.
Tendance Iatérale des COl'pS en mou-

I
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vement à Ia surface de Ia terre, IlI,
530.

Temia!! d'un fll, Ir, 29, 491; - des
liens dans les machines, IV, 2, '16 et
suiv. ; - d'une bielle à action di-
recte, 28, 50;. - éléments de pile
réunis en -, IV, 431 ; - éleclrique,
456. .,

Terre, IV, 4.
Téte à [ourche, r, 423.
Théorême des aires, I, '156; m, 72,

148, 208; - s généraux, I, '170; Ill,
60, 'l46",262; - des quantités de
mouvement , HI, 62, 64, 'l47, 262; -
des moments des quantités de 1110U-
vement, 66, 'l47, 272; - des forces
vives,53, 78, 288;. - de Ia moindre
aclion, 92;148, 508; -de d'Alembert,
Ill, 233; IV, 5, 247, OIO;-rle Meus-
nier, Il, 225; II!, 85; - du travail

~ virtuelJ}, 171 et suiv., 57'1; m, 296;
- de Poinsot, IlI, 454; - de Carnot,
Ill, 589; - de Reye, Ill, 629; - SUl'
l'ellipse, 1,150; - de Coriolis (mou-
vement relatií}, r, 274; - de Bobi!-
lier, I, 306; - SUl' Ia perpendiculaire
à deux profils en prise (engrenages),
I, 555; - de M. Stephanos, 1. 505;
- des moments ou de Varignon, !T,
60, 03; - de Chasles et Mõbins, li,
102; - de M. Mannheim, li, 2'16;
- de Sturm , 221; - de Guldin ou
de Pappus, lI, 317; - de Lancrct,
lI, 544; - s SUl' les centres de gra-
vité, Il, 530; - de Delaunay, 11,
537; - des transversales, Il, 50;
- SUl' les polygones íuniculaires
qui tiennent en équilibre les mêmes
forces, Il, 627; - de Desargues, Il,
629; - de l'accélération angulaire,
Ill, 585; - de I'accélération angu-
laire généralisé, IV, 28; - d'Archi-
mede, IV, 177; - de Clausius, 278;
- de Ilaniel Bernoulli, IV, 205, 208;
- de Torricelli, IV, 210; - sur les
rayons de courbure des Irajectoires
dans le casd'une attraction centrale,
V, '105; - de M. Yvon Villarceau, V,
208; - de Mac-Laurin, - d'Ivory,
V, 158; - ele Lamber!, V, 594; -
de Liouville, V, 176; - de Poisson,
V,504.

Theorie des couples, lI, 70; - du régu-
latem' à force centrifuge, IV, 103; - j
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mécanique de I~ chaleur, IV, 222 et
suiv., 406 et suiv. ; V, 476; - s et
questions diverses SUl' les matiéres
traitées dans les quatre premiers
volumes, V, 1 et suiv. ; - du po-
tentiel, V, 202; - du rnouvement
de Ia lune, V, 565; - de Ia lumíere,
V,476.

TllO'ISO~,IV, 408.
T1cIIOBRAlIIl,Hl, 558.
Tiqe de marteau-pilon, H, 452; - ex-

tensibilité des - s, 560; - élastique
(oscillation d'un poids pendu à une),
nr, 558.

Timbre d'un son , V, 465.
TÚ' à ricochets, II!, 629.
Tiraqe des voi tures, r, 486; Il, 483,

488,
Tiroir, IV, 319; - en D, 520; pet.it

- , 522 ; - s superposés, 4'i4.
'l'rssmxsn, V, 182, 401.
Tore, rr, 322.
TOHIIICELLl,IV, 22'1.
Torsion, V, 254.
Toupie, m, 481, 622,
Tourillons, r, 521.
Tourteaux; r, 548.
Trace de l'ellipse, I, 190; - du paral-

lélogramme ele Walt, 439; - des
circon férences de grand ra yon, 445 ;
- de Ia courbe des espaces, ,~81 ; -
des profils de roues dentées, 5~7.

1'1'ain de roues dentées, I, 57'1 ; _ s
épicycloídaux, 55; I, 575, 579, 581,
580,465; V, 59; - de llouldsworth,
I, 471; - de ~l. Marcel Deprez, V,
59.

Tl.aíneau, lI, 462.
Trajectoire, I, 7; - détermination de Ia

- , 179; - d'un projectile, Ill, 58;
- probléme des ~ s fermées, 577,
615.

Tranche immobile, I V, 306.
Transformaiion par ordonnées reei-

proques, V, 2; - par rayons vec-
teurs réciproques, r, '160, 442, 527 ;
- de Ia fonction Xn, V,586.

Translation, I, 186.
Transmission par adhérence, r, ~50 ;

- par engrenage, 552; - par cour-
roie, 413, 420; - par lien rigide,
I, 4i2: - par bielle et manivelle.
197; - par bielle et manivelles
inégales, 429; - s du balancier,
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432. -- Bourdon, 552; - ~Ialescheff,
552; - des pressions dans les flui-
des, IV, 128 ; - du travail dans les
machines hydrauliques, 215, 218;
- du travail à distance, IV, 449,
457; - entre les aiguilles d'une
montre, V, 10.

1'1·a1ISp01·thorizontal des fardeaux, Il ,
484; IV, 292.

Trauail, Il, 165; - virtuel, '165; -
élémentaire, 165; - total, 164; -
de Ia résul tante de plusieurs forces,
168; - d'une force appliquée à un
corps tournant, 169; - des forces
muLuelles, 186 ; -- des forces de liai-
son, 200; - de Ia pesante ur, 517;
- dans les machines, 410; - du
froLtement, I, 551 ; n, 445, 468; -
du frottemenL d'un fi] qui glisse SUl'
une surface, Il, 5\14; - de l'exten-
sion d'une tige, lI, 56:3; - des for-
ces dans le mouvement, Ill, 78; -
de Ia force d'inerLie, 127; - de
Ia force d'inertie d'entraíneme.. t
dans le mouvement relatif, 552; _
dans les machines, IV, 4; - moteur ,
- utile, - des résistances passives,
- de Ia pesanteur, IV, 6; - des
pressions exercées par une masse
gazeuse qui sedéforme, 174; - dans
Ia machine à vapeur, 274; - des
moteurs animés, 290; - de l'appro-
fOlffiissement d'un puits, V, 65; -
de Ia déformation des solides élasti-
ques, V, 248.

TllEDGOLD,I, 562.
TRESCA, V,254,
Treuil, Ir, 415; - différentiel, ou chi-

nois, I, 463; Il, 417; - des carriers,
4'19; nr, 544, 550.

Trianqle d'inertie, Ill, 591, 465; centre
de gravité du - Il, 262; centrc de
pression du - , IV, 16g.

Triqonometrie (formules de - dé-
montrées par Ia statique), 1I,282.

TS<:IIIRNIIAUSEN,Ir, 177.
l'ube d'inversion (Iocomotive), IV, 99.
Turbina, IV, 295 et suiv.

U

Uniforme (mouvement), 1,11.
Unique (condition pour que les forces

appliquées à un solide aient une ré-
sultante -), Il, 95.

Unite d'angle, I, 55; - de tcmps, 2,
12, 261; - de poids, lI, 229; - de
travail, IV,5; - s électriques, IV,
457 ; - de hauteur, V, 199.

UPMANN,IV, 428.
Ilsaqc analytique du théoréme du tra-

vail virtuel, Il, 20:3.
Utite (travail), IV, 15.

V

Valet de rnenuisier, lI, 455.
Valeu1' moyenne d'une fonction.I, 456;

V, 274.
Vapeurs, V, 119,26'1,285; -saturées
IV, 265.

Variation brusque des vitesses, T,174;
HI, 5'12, 416, 576 et suiv., 624;
- de Ia pesanteur à Ia surface d'un
ellipsoide aplati , V, 177; - des ar-
bitraires, V, 326; - s (calcul des),
HI, 95, 149, '179, 209, 508.

VARIGNON,1,250; n, 63, 500; nr, 70.
Vases coríimuniquants, IV, 165.
Vclocipêde, nr, 571-
Vent, 1,99.
Ventres d'un tuyau vibrant, V, 462.
Vél'ification de Ia réglc de Ia composi-

tion des forces, lI, 29.
Verticale, rr, 226.
Vibrationsdel(cordes, V, 436; - longi-

tudinales des tiges élastiques, V,
457; - transversales d'une ti ge
prismatique, V, 474; - d'un gaz
indéfini, V, 464; - de l'air dans un
tuyau cylindrique, V, 448; - des
plaques, - des mernbranes, V, 475.

VÚ'es in posse, vi1'es in actu, IV, 288.
Viriel de M. Clausius, V, 208.
Vis hutantes, I, 525; - sans fln, 520,

566; - d'Archiméde, 460; - diffé-
rentielle de Prony, 466; - (équili-
hre de Ia), lI, 457; - équilibre de Ia
- sans fin, 475.

Viscosité, IV, 12'1, 125.
Vitesse, I, 11, 15; - moyenne, 14,

39; - angulaire, - aréolaire, -
linéaire, 55; - de Ia vitesse, ou
accélération tangenLielle, 55; - des
projectiles, 487; - dans le mouve-
ment projeté, 57; - aréolaíre, 68,

~
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69; - duns le mouvement relatif',
- absolue, - rotative, - d'entrai-
nement, 89; - de Ia Iumíérc, 1,
100; IV, 435; - du-son dans l'air.L
49; m, 254,584; V, 452, 471;-
du son dans les tiges, V, 441,446;
- de Ia terre dans son orbite, I,
100; - s simultanées, I, 90; - ac-
quise élémentaire, 122; - aréolairo
constante, 146; - angulaire d'un
solide, 189; - s simultanées des di-
vers points d'un solide, 255; - de
glissement de deux corps tournant
en contact, 596; - initiale du bou-
let à Ia sortie de Ia piéce, IV, 369.

Vive eau, IV, 155.
Volant, TV, 55 et suiv.; - d'outil, 57:

62; - pour une machine à halan-
cier, 52; - établissement d'un -
dans le cas général, IV, 48, 578.

Volontaires (mouvements), IV, 287.
Volt (unitéj.Jv, 287.
Volume (évaluation d'uu), li, 520; -

du cylindre tronqué, 528; - spéci-
fique, IV, 227.

507

w

\VAT'!',I, 380, 434; IV, 90,411-
Weyer et Bichmond (machine de mI.),

IV,416.
WUEATSTONB,IV, 447.
Wheelock (machine de), IV, 416.
WIIlTE, 1,557; n, 478,
WILDE, IV, 447.
WILLIS, I, 327, 557, 569, 580, 42Z.
Woou' (machine de), IV, 325,415.
WROBLEWSKI,IV, 405.

y

YOUNG,V, 476.
YVON-VILL,RCEAU,IV, 88, V, 208.

Z

Zé1'O absolu (tempéruture), IV, 226.
ZEUNER,I, 445, 446; IV, 265, 272.

FIS DE L'iNDEX ALl'JlAllÉ'L'IQUE.
•

•...



#,
TABLE DES MATIERES

~

Tbéories et questions .U"erses sur les Jnatieres traitées
dalls les quatre prellders "olumes.

ClIAPITl\I~ PR ~MIEl\.

QUESTIONS DE CINÉMATIQUE.

Courbe des vitesses en fonction des espaces. . 1
Courbe des vitesses en coordonnées polaires 4
Problémes mr le mouvernent relatif. . , . , 6
Courbes de poursuite . . , . ' . . . . . , 21
Recherche des courbes roulantes dans le mouvement épicyclnldal. 23
Probléme SUl' Ia cycloide. , , . , . , . . . 26
Probleme de M. Êdouard Lucas. . . . . . . . . '. ....' 29
Train épicycloidal de I'appareil enregistreur de M. MareeI Deprez. , 39
Remarque sur Ia maniérc de trouver les L~ng-entes de certaines conrhes , 41
SUl' les ovales de Descartes. . , , ' ' , . ' , , ' . ' , ' .' 45

CHAPITRE n.
QUESTIONS sun LA S'fATTQUE.

Composition des forces paralleles , . . , ,
Équilibre íntérieur d'un systérne articule.
Contrepoids comrensaLeur du poids des cãbles dans

traction .. .......,.".
Travail de I'approfondissement d'un puirs.
Courbes funiculaires. .' .

. . , .. , , .. ·50
, . . , ' , . " 52
les machines d'ex-

56
65
68

CIlAPITl\E 111.
QUFSTIONS sun LA DYNAHTQUE ET sun LA àTÉCANIQUE DES FLUTUES.

Mouvement des projectiles dans un milieu dont Ia r ésistance est propor-
tionnelle à Ia vitesse. . . . . . . . . . . . . . . . . . G8

Cas particulier ou mouvement d'un point SUl' une circonférence, et di!
mouvement projetá sur un diametre ' . , . 75

Propriétés du mouvement d'un systéme matériel quelconqne 76
Lignes géodésiques d'une surface de rávolution. . . . , . . . 84
Surfaces de niveau dans un cas d'équilibre retatif. . . . . . 90
Moments d'inertie Distribution des axes principaux dans te plan 94
Forme de l'herpolodie de Poinsot. . . . . . . 99
Preuves mécaniques de Ia rotation de Ia terre . 100
Quelques remarques SUl' Ia dynamique. . 101
Sur le mouvement elliptique des planétes. 102



510 TABLE DES MATIERES,

COMPLÉMENTS,

L TVRE P REMIER,

De I'attractlon,

CII APITR E P n sur ER,
r;Inémli tés, ' , . , , , , , , , , , , . , . . . . l1tí
Attrnction d'une sphêre , . . . . . . . 12:;
Cas ou le point attiré fait parlie du systême attirant , 127
Attraction du cylindre indéfini .. , , , . . . . .. . " 120
Auractíon d'un cylindrc dvoit à base circulaire SUl' un point situé SUl' son

axe de figure. , , . , , , , , 155
Solide de plus grande altraction, , , , , . , , , , . , . , .. , ., 135

CIIAPITRE n.
Auraction des eliipsoides , , , , . , . . . . , . , . 1::'8
Attraction d'un ellipsoide creux sur un point intériem- 142
Atlraction SUl' un point extérieur. . . . . . . . , . . 143
Attraction d'une courbe cllipsordale SUl'un point placé sur sa surf'ace exté-

rieure . , , , , , , . , , , , . • , . . , . , , , . . 140
Attraction d'un ellipsoíde homogêne SUl'un point .extérieur , 152
Théolrêmes de Mac-LaurÍn et d'Ivol'Y., , ... , . . . . 158

CHAPITHE m.
FQ1'me d'équilib,'e relatif d'une masse /luide homoçêne, animee d'un 11I0U-

vemcnt de rotation uniforme autour d'un axe fixe, et soumise aux
attractions mutuelles de ses parties .

Ellipsoide à axes inégaux, . . . , , . . . , . . . . . . .
Théorême de M. Liouville. ,. .... ...,.. .,.,.,.
Variation de Ia pesanteur à Ia surface d'un ellipsoíde de révolution

aplati , , . , . , , ... , . , , •......... , .. , • ,
Distribution hypothétique des densités dans I'intérieur du globe terrestre.
Anneau de Saturne. ,
Marées .• ,

160
174
176

177
179
185
195

CHAPITRE IV.

Extension de Ia theorie du. potentiel . • . . . , . . , 202
Stabilité de I'équilibre d'un systême , . • . . , , 204
Viriel de M. Clausius. Théoréme de M. YVOll ViIlarceau . 208
Définitions et notations de Lamé ... , .. , . . . 210
Force vive d'un systéme de corps solides, quand on tient compte des

mouvements vibratoires .•.••.. , • . , ... ' . • 212

-*" I

TABLE DES MATIEI\ES.

~
LIVRE I I.

Principcs de Ia théorie de I'élastlcité.

CHt\PITRE UNIQUE.
Generalites. , , ,'. • . . , , , , , , ,
~quilibre du parallt\lépipéde élémentaire ..
Equilibre du tétraêdre élémentaire,. .
Ellipsoide d'élasticité et surface directrice,
Déforrnation du solide. . .
Évaluatíon des forces élastiques.
Récluction des coefficients.
Éqnilibra d'élasticité. . .
Coefficienl d'élastícité . . .
Travail de Ia déformation. Théoréme de Clapeyron.

LIVRE III
D;rnamiqoe anaJ;rtlqoc.

CHAPITRE PREMlER.
JlIéthode de Jacobi dans le cas des points libres . . .... 255
Application au mouvement d'un point attiré vers un cenu-e lixe 259
nIouvement d'un point attiré vers deux centres lixes. . . . . . . 274
Théoréme de Jacobi duns le cas d'un nombre quelconque de points librcs. 277

CHAPITRE n.
Beduction. des equations du lIIouvement à Ia forme canonique, et theo- a,

rême de Iacobi dans le cas qéneral, Premiére forme canonlquo. ~82
nfouvement d'un point pesant SUl'unc sphére fixe. , . 280
Seconde forme canonique. . . . . . . . 291
Intégrale des forces vives., . . . . . . '. . 292
Théoréme de Jacobi dans le cas général, 298
Théoréme de Poisson. , . . , , , . . . 504
Changement des variables p et q en a, . 511
Équations du mouvement d'un solide autour d'un point fixe. 515

CHAPITllE m.
lIfouvement de translaiion des corps [aisant pcrtie du systeme solairc . 518
nIouvement pai' rapport à des axes de direction constante menés par un

des points du systême , , . . , , , . . . . . . . , . . . . 522
nIéthode générale de Ia variation des arbitraires. , . . . . . . . . . . 527
Application de Ia méthode de Jacobi au probléme de Ia variation dos arbi-

traires. . . . . . , • , . . . , . . . , . . . , . , . 551
Solution approximative du probléme du mouvement troublé. 537
Invariabilité des grands axes et des moyens mouvements, . 348

CHAPITRE IV,
Dêoeloppements en série, - Generaiites . . 550
Développement de Ia fonction perturbatrice , , • • 555

M1

218
221
225
225
229
252
235
242
240
2~8



512 TABLE DES MATIERES.

Développement des variables du mouvemcnt elliptique.
Fonctions Xn de Legendre. . . .
Transformation de Ia fonciion Xn. . • . . . .

CIIAPITRE V.
Tluories diuerses, Théoréme de Lamber:. . . . . .. 394
Application de Ia méthode de Jacobi au prohléme de J'équiJibre d'un Ill , 598
Indicalions bibliographíquas , . . . • . . . . o o..... o . . . 4e1

LIVRE IV.

ltlécunique "ibratoire.

I:'iTRODUCTION.

Inlég1'ation des equations différentielles auxouelles conduit le probléme . 405

CIIAPIT.RE.,~REmER
Du rnouuement oscillatoire d'un sysleme de"fipints autour d'une position

d'equilibre . . , . . . o , , , • • • , , • • ,

Stahilité de l'équilibre. Oscillation d'un point pesanl.
Superposilion des mouverneuts et des effets des fOI'C~'.

CHAPITRE 11.
Problême dcs cordes uibrantes .
Déterminntion eles fonclions arbitraíres.
Yibradons Jongitudinales des tiges élastiques ,
Démonsn-ation élémentaire de Ia formule de Ia vitesse elu sono

CHAPITRE nr.
lIfouvement »ibratoire de l'air dans un tuyau culindrique. ,
Vitesse du Eon dans les gazo o • • ' , , • , • . . . . , •
Intégration de- J'équation des'cordes vibranles 311 moyen des séries trigo-

nométriques . . . . . . o , , • " '.,., "".

CHAPITRE IV.
lIlouvemenls vibratoires d'u/! gaz homoqêne indefini en tous sens .
Intégralion de l'équatíon du mouvement , ',. ,..,.,
Vilesse du son dans l'air . . , , . . , . o o , • • • • •

Principales recherches qui se rauachent à Ia mécaniqus vibratoire,

Note aâditionnelle SUl' I'expérlence ele Crei! (1885-86) (Iransmission ólcc-
tríque du travail à distance)

Errata, . ,

[NDEX ALPIlAnÊTIQuE, cornprenant les renvois aux matiéres Iraitées elans Ies
cinq volumes, , . . o • . o o . , o. ,,', 487

13257. - Imprimoríe A. Lahuro, 9, rue de Pleurus, il Paris.

564
574
58G

\

.l.

412
418
424

427
454
457
446 . '. ft

448
452

457

464
467
471
474

477
485 1_ \


	collignon0001
	collignon0002
	collignon0003
	collignon0004
	collignon0005
	collignon0006
	collignon0007



