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CHAPITRE PREMIER.
QUESTIONS DE CINEMATIQUE.

COURBE DES VITESSES EN FONCTION DES ESPACES.

1. Pour construire la courbe des vitesses d’un point mobile
en fonction des espaces parcourus, il faut commencer par
faire choix de ’échelle des espaces et de I'échelle des vitesses.
On prendra arbitrairement une longueur définie pour repré-
senter 'unité d’espace parcouru, et une longueur également
définie, égale ou non & la premiére, pour représenter 1'unité
de vitesse, c’est-a-dire la vitesse d’un mobile qui parcourt un
espace égal a I'unité pendant I'unité de temps.

Une fois ces échelles choisies, on pourra construire la
courbe AB (fig. 1), dont les coordonnées OP et PM représentent,
'une la position du point mobile sur sa trajectoire, 'autre
la vitesse qu’il posséde dans celte position. Le lieu du point
Mest la courbe cherchée AB.

V. = MEC. COLLIGNON. 1



2 COURBE DES VITESSES

On aura donc, en appelant s et v I’espace parcouru et la
vitesse correspondante,

v=7(s)
pour I'équation qui lie les deux variables, et

2 =0P, v =P,

ou plutdt, pour tenir compte des échelles arbitrairement
choisies,

s s =0P>< £k, Ry — PN ks

k et I’ désignant des coefficients constants et déterminés.
- Proposons-nous de déterminer
B le tempst en fonction de I'espace
parcouru, ce qui donnera la loi
du mouvement. On y parvien-

l
dra en observant que v = E—“;, et

: 1
s que, par conséquent, on a
PyeLL .
v )

Sur I'épure on a, en passant & un point M’ infiniment voi-
sin du point M,

ds =P’ 5<F,
F(s) =PM < /.
Done
PP Kk k PP
dt_P—Mxl? . et t=1-:, T)lTI‘

Pour faire cette quadrature, il convienl d’opérer une trans-
formation de la courbe AB par ordonnées réciproques. Fai-
sons choix d’une longueur arbitraire A, puis prenons sur

)\2
chaque ordonnée PM une longueur Pm — I Nous obtien-
L
drons une courbe ab dont les ordonnées seront les inverses
des ordonnées de la courbe des vitesses. On peut donc sub-

données OP et PM,

EN FONCTION DES ESPACES. 5
4 Pm >< PP ;
stituer a I[':T[\)T la fraction égale I dont le numérateur

représente l'aire élémentaire Pmm/P’ de la courbe trans-
formée, et dont le dénominateur est constant. On aura, par

suite, ‘
= 2 | Pm><PP,
; N3 f PR

c'est-i-dire que le temps ¢ sera connu, a uP fz}ctcur conslant
prés, par la quadrature de la courbe ab, déduite de la courbe
des vitesses. .

Dans cette formule & est un nombre : c’est le rapport de la
longucur OP & la longueur s qu’elle repre’senl.e.' Le facteur
k' nest pas un nombre : c’est un nombre divisé par une
durée. En effet, v est une vitesse, qui se trouve représentée
par PM, c’est-a-dire par une longueur. Donc £ est homogéne

k

a Pinverse d'un temps. Le rapport 5, est donc homogéne au

temps ¢; les autres facteurs / PM >< pp’ et3* représentent cha-

 cun une surface, et leur rapporl n’altére pas I'homogénéité

de la formule.
Si I'on veut obtenir I'accélération tangentielle j;, ony Jar-
viendra en observant qu’on a
dv wvdv

']t:Z[—t:K.

Il'en résulte, en remplacant s par z><k et v par y><k’,

@ et y désignant, pour la commodité de I'écriture, les coor-

oy, P k'd k2 dy
jo Ry Kt ydy

kx<dx ~ k dx

= Sil'on méne en M la normale & la courbe AB, elle coupe en

Me-des Z, et la sous-normale PN est égale a M Donc

dx

: 9 £ f !
Ri=IPN>% 7 quantité homogeéne & une longueur divisée par
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le carré d’'un temps. L’accélération tangentielle est propor-
tionnelle a la sous-normale de la courbe des vitesses.

Le choix d’échelles le plus simple & faire consiste & poser
k=1, c’est-a-dire & prendre sur l'axe des s des abscisses
égales aux espaces parcourus eux-mémes, et k'=1, c’est-a-
dire & prendre pour ordonnées PM les espaces qui seraient
décrits dans Uunité de temps par un mobile animé de la vi-
tesse v. Dans ces conditions, on aura j, = PN, l'accélération
¢étant rapportée a la méme unité de temps.

COURBE DES ESPACES EN COORDONNEES POLAIRES.

2. Au lieu de prendre deux axes pour y rapporter les va-
leurs simultanées du temps ¢ et de I'espace parcouru s, et
construire la courbe des espaces, rien n’empéche d’adopter
tout autre systtme de coordonnées. Nous développerons ici
I'hypothése ou Pon prendrait le systéme des coordonnées
polaires.

Le temps ¢ représentera pour nous un angle, et 'espace s
un rayon vecteur. Il faudra pour
cela faire choix d’un angle parti-
culier pour représenter l'unité
de temps, et d’une longueur défi-
nie pour représenter 'unité d’es-

P pace.
Soit, d’aprés ces conventions,
MOP une valeur du temps ¢, et
OM = s P’espace parcouru correspondant. La suite des points
M définira parfaitement le mouvement du point mobile sur
sa trajectoire; & la vérité, une méme direction OM corres-
pond & une infinité d'angles, savoir 4 'angle MOP augmenté
d’un nombre quelconque de circonférences entiéres, et ces
angles correspondent & une infinité de valeurs du temps .
Mais si 'on considére la suite des positions du point M, en
faisant connaitre I'époque qui correspond 4 un de ces points

EN COORDONNEES POLAIRES. 5

en parliculier, le temps pourra étre connu, cn général, sans
ambiguilé, par 'examen de la figure. 5 .
Soient M, M’ deux positions infiniment voisines du point

décrivant. L'une, M, correspond &

{=MoP,
s=0M;
E] 2
autre, M', &
. fi=o! ¢ +dt =MOP
et a
s + ds=0N.

On a donc WOM=4dt, et, en projelant M en M’ sur OM,
MM’ =ds.
; ds MW’
La vilesse v au point M est le rapport — = fray

est donné sur la figure par la sous-normale ON de la cou1:he
des espaces. La vitesse v est proportionnelle & ON et T'on

doit poser

Ce rapport

v=£Fk>ON,

k étant un rapport constant qui dépend du choix de I’échelle
des espaces et de I'échelle angulaire des temps. Le ligu du
point N est la courbe des vitesses. La courbe des accéléra-
tions tangentielles se déduirait de méme de la courbe des
vitesses.

Soit, par exemple, un mouvement circulaire uniforme re-
présenté par I'équation

S=at.

Cetle équation représente en coordonnées polaires une
spirale d’Archiméde. Prenons le centre du cercle comme
pole, pour axe polaire la droite OP menée par le point G de
départ (fig. 5). Convenons de représenter le temps ¢ par
P'angle AOC décrit uniformément pendant ce temps par le
rayon vecteur du point mobile A.
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Au temps ¢ le point mobile est en A sur la trajectoire, et
I'angle AOP représente ce temps ¢, complé & partir du passage
au point C. Si, sur chaque droite OA, on porte de O en M une

. longueur OM = arc CA, le lieu

des points M sera la courbe

= polaire des espaces. On ob-

i @‘}\ W tient ainsi la spirale d’Archi-
WC " mede OMM'M". La courbe des

vitesses, lieu des points N, est

le cercle OA lui-méme, et la

courbe des accélérations tan-

e gentielles se confond.avec le

centre O; 'accélération tan-

gentielle est en effet constamment nulle, puisque la vitesse

OM est constante. Ici le facteur % est égal a 'unité, grice au
choix des échelles.

PROBLEMES SUR LE MOUVEMENT RELATIF.

3. Deux points mobiles partent ensemble d'un méme point
d’une_circonférence, avec des vitesses constantes données ;
I'un /{ fait le tour de la circonférence en p unités de temps ;
l'autre B en ¢ unités de temps. On demande : 1° quand les
points A et B se rencontreront de nouveau; 2° quand ils
seront 'un par rapport & lautre dans une situation déter-
minée, par exemple quand ils seront distants d’un quart de
cercle, ou d'une demi-circonférence. Si 1'on prend pour
unité de longueur le rayon du cercle, la circonférence sera
¢gale & 2. La vitesse angulaire du point A sera par con-

séquent ?p:" et la vitesse angulaire du point B sera Qq—ﬁ Cher-

chons e mouvement relatif du point B par rapport au point A ;
pour cela nous pouvons imaginer qu'on communique 4 I’en-
semble des deux points une vitesse angulaire commune

SUR LE MOUVEMENT RELATIF. 7

= qui réduira au repos le point A. Le point B a une
7

v A P —q
vitesse angulaire relative = oy 2% (————pq ), et tout se

passe comme si, le point A restant fixe, le point B se mouvait
seul avec cetle vitesse angulaire relative. Dans ce mouve-
: ;

ment, le point B accomplit le tour entier du cercle en

unités de temps ; il se trouve alors coincider avec le point A,
et, par conséquent, les rencontres des points A et B auront
b

. y o P4 e
lieu & des intervalles de temps égaux a 7 unités de

“temps : ce qui répond a la premiére question.

De méme, si ’on demande quand le point B sera en avance
sur le point A d’'un angle au centre donné o, on 0b§ervera
que cet angle sera décrit dans le mouvement relatif avec

la vitesse angulaire 2= <p—p_q—q>, que, par conséquent, le

. o
temps nécessaire pour le décrire est le quotient m
Py

% w« P9 _ . ce qui donne <, 11si I'on veut que

B b — P—u -

S
a corresponde au quart du cercle, £l g St l'on veut

que a corresponde a la moitié, etc.

4. L’emploi de la courbe des espaces pour résoudre les pro-
blémes de ce genre, ot le mouvement s’accomplit sur des
courbes fermées, donne lieu a une objection, a laquelle il est
du resle trés aisé de répondre. Soit OX 'axe des temps (fig. 4) ;
les mouvements étant uniformes, les lignes dont les ordon-
nées représentent les arcs parcourus sont deux droites OA,
OB, issues du point O, et qui n’ont que ce point commun. A
s'en rapporter a I'épure, il n’y aurait donc qu’une rencontre
unique des deux mobiles A et B, & savoir le point de départ;
car pour toute autre valeur du temps les valeurs des arcs
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parcourus sont différentes. Mais il ne faut pas oublier que,
sur le cercle et sur toute trajectoire fermée, deux points A et
B coincident quand ils sont distants d’'un nombre entier de

circonférences; qu’en

; ? d’autres termes, l'arc
o s décrit surla trajec-
P toire & partir d’'un
s ’/n = . . ;
D E r_o w1, —v point C déterminé
e R . oy
57 A e o peut étre .conslduc
0 T = comme croissantde(
o a la circonférence, et

Fig. 4.

: comme revenant brus-
quement & 0 quand il a atteint celte limite. Menons une
horizontale DH, & la distance OD égale & la circonférence
entiére. Cette droite coupe les lignes OB, OA aux points E
el . A partir du point E on substituera & la droite EB
la droite paralléle E'B’, ramenée au pied de I'ordonnée du
point E. Cette droite E'B’ coupe en G’ I’horizontale DH ; on ra-
ménera de méme la portion G'B’ de la droite &4 la position
paralléle G"B”, menée par le pied de I'ordonnée du point G/,
et on substituera & la droite continue OB le contour OE, E'C,
G'K",... ou 'on n’admet que des arcs parcourus ramencés
a une valeur au plus égale a la circonférence '

La droite OA se transformera de méme dans le contour OF,
FETA"..

L’intersection des deux contours au point M fait connaitre
I'’époque de la rencontre des mobiles par l’abscisse ON, et
la position qu’ils occupent alors sur la trajecloire par T'or-
donnée NM. L’intersection M’ des droites OA, E'B’ ferait con-
naitre de méme la solution.

5. Le probléme que nous venons de résoudre s’applique
aux aiguilles d’un cadran. Si I'on considére, par exemple,
Paiguille des heures A et l'aiguille des minutes B, on aura

1. C’est ainsi qu'en arithmétique on raméne entre les limites 0 et p tout nom-

bre entier n, pris suivant le module p, en substituant au nombre 2 le reste de
sa division par p.

'SUR LE MOUVEMENT RELATIF. 9
p=12, ¢= 1, en prenant I'heure pour unité de temps; et
Iintervalle des rencontres des deux aiguilles sera égal &

py 12
p—¢q LH
v 12 9y Lk 4 & h Em 5 d - t
ou & 5 d’heure : ce qui équivaut & 1" 5 T e minute.

Si I'on compare 'aiguille des minutes A et celle des se-
condes B, on aura p = 60 et ¢ =1, en prenant la minute
pour unité de temps; et I'intervalle de deux rencontres sera
égal a

BT ca? de minute, ou ™ i=—1— d’heure.
p—g 59 2 59 59

Enfin, si Pon compare l'aiguille des heures et celle des

secondes, on aura p = 720, ¢ =1, l'unité étant encore la

minule, et
____]7(7 — Z?g — im _1_
p—q 1Y T 119

Si I'on voulait savoir quand les trois aiguilles se rencon-
trent, on observerait que le temps écoulé entre une rencontre
des trois aiguilles et la rencontre suivante doit étre un mul-

: ! : 12 L

tiple & la fois de I'infervalle I d’heure, qui sépare deux
. N

rencontres de la premiére et la scconde aiguille, et de l'in-

1 ¥
tervalle de 59 d’heure, qui stpare deux renconires de la

seconde et de la troisitme; le temps cherché est donc la

L o TOER : 12 1
plus petite durée qui soit multiple a la fois de T et de 9
d’heure. Le plus petit commun mulliple de deux fractions
s'obtient en prenant le plus petit commun multiple des
numérateurs, et en le divisant par le plus grand commun
diviseur des dénominateurs. Le plus petit commun multiple
de 12 et de 1 est 12 et le plus grand commun diviseur de
11 et de 59 est I'unité, puisque 11 et 59 sont tous deux des

nombres premiers. En définitive, la fraction cherchée se
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réduit au nombre entier 12, et les rencontres des trois
aiguilles ont lieu toutes les 12 heures, cest-a-dire lorsque
I'horloge marque midi ou minuit.
_ D’intervalle constant des rencontres de 'aiguille des heures
et de laiguille des minutes fait connaitre le partage de la
circonférence en 11 parties égales. Les points de la circon-
férence ou s’opérent les rencontres sont les
sommets du polygone régulier de 11 cotés
inscrit. Pour opérer la transmission d’une
e b aiguille & I'autre, on peut se servir d’un train
de roues dentées. Soit O I'axe géométrique
commun aux deux aiguilles ; A une roueden-
tée faisant corps avec I'aiguille A des heures,
B une roue dentée faisant corps avec lai-
guille B des minutes. Ces deux roues sont
indépendantes I'une de I'autre, et, des deux
axes matériels qui portent les aiguilles, 'un passe librement
dans le creux de l'autre. La communication entre les deux
aiguilles s’obtient en faisant engrener les roues A et B avec
deux roues solidaires a et b, montées sur un axe 0’ paralléle
a I'axe 0. Appelons w la vitesse angulaire de la roue A, o' la
vitesse angulaire de I’ensemble des roues a et b, et " la vi-
lesse angulaire de la roue B;
R le rayon de la roue A;
7 le rayon de la roue a avec laquelle elle engréne ;
" le rayon de la roue b;
R’ le rayon de la roue B, qui engréne avec la roue .
Désignons enfin, suivant ’'usage, le nombre de dents des
diverses roues par la lettre méme qui représente chaque roue.
On aura

-

Fig. 5.

Ro =7rw’,
' =R'w";
done
w >R’ =w" ><rR’
et
L S

SUR LE MOUVEMENT RELATIF. 11
o g . 2
On veut que o” soit égal & 12 fois w. Il faudra done qu’on

ait
_[._.12_5 /._.?lx[ﬁ.
><b._ = ><k._.l1 1

1

Multiplions par 8 les deux termes de chaque fraction, ce

4 2 et H
qui donne 28{ ><—5b—,; on pourra satisfaire a toutes les con-
ditions en posant

A =24, a=38,
b=32, B=3,

nombres admissibles pour les quatre roues dentées.

On a aussi
R = 3r,

r =4R,

avec les conditions R +»r=R’'+1"=h, distance donnée des
centres O et 0. On en déduit pour les rayons des quatre roues :

Sh
7:{41: R-———y
,_h 4k
R 5. ? 5

Si, par exemple, on a k=20, on aura

r =h Rk
R'=4%, 7 =16.

6. Cherchons s'il est possible que les extrémités des trois
aiguilles d’une horloge occupent simultanément sur la cir-
conférence les trois sommets d’un triangle équilatéral.

1l faut et il suffit que les arcs compris entre la premiére
et la seconde, entre la seconde et la troisiéme, soient égaux

au tiers de'la circonférence.

Prenons la minute pour unité de temps et désignons par
A, B, C les arcs décrits respectivement par chaque mobile
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pendant un temps ¢, & partir de leur rencontre simultanée sur
midi. On aura

2 e
A= 7210 t pour laiguille des heures,

2
B—= 6_1(; t pour laiguille des minutes,
C= 2x ¢ pour l'aiguille des secondes.

Si I'on admet que les trois points forment un triangle
équilatéral , la différence B—A sera égale & —25: » augmenté

b . . ’
d’'un nombre entier de circonférences, et C—A sera alors
™

égale a z

» augmenté aussi d'un nombre entier de circonfé-

; ; . 4r ;
rences; ou bien B—A sera égale a g,et C—A a 25—7-, avec

addition & chaque différence d’'un nombre entier de circonfé-
rences.
On aura donc & la fois

B-A:%’“-}-le.
et
C—A= %”-}. AU'm,

ket Ji' désignant des nombres entiers quelconques; ou bien

C ——A:Q—g-}—ﬂk”’ﬂ;

4w

3
4z g .
— % ~+ 2K’z ; de sorte que les deux solutions possibles sont

contenues dans les équations
B—A=1x %" + %

ix
)

2% 2%
5 + 2kw, = -+ 2k"'% revient a

mais — —+ 2k"z équivaut & — =

C—A===F 1 9,

les signes se correspondant d’une équation a l’aulre.

SUR LE MOUVEMENT RELATIF. 13

Remplagant A, B et C par leurs valeurs en fonction de ¢, il

vient

el il s’agit de savoir s'il est possible de trouver une valeur
de ¢ qui satisfasse & la fois & ces deux relations avec des

valeurs entiéres pour k et k'.
Fliminons ¢ en divisant la premiére par la seconde : il vieng

1 1 0 B
o Tst® waqm
W IR T
ou bien
M _ =143k
- £2+3k

équation qui peut s’écrire

3 (11K —T19Fk) === (119 —2<11) ==697.

Or cette égalité est impossible avec des valeurs endiéres
de k et K, car le premier membre serait divisible par le
nombre 3, qui ne divise pas le second.

Done il est impossible que les extrémités des trois aiguilles
d’'une horloge occupent & un méme instant sur la cir-
conférence du cadran les sommets d'un triangle équila-
téral.

7. Positions réciproques de deux aiguilles. — Considérons
seulement deux aiguilles, celle des heures et celle des mi-
nutes, et cherchons les positions de ces aiguilles qui peuvent
dtre renversées, c'est-i-dire celles dans lesquelles on peut
imaginer qu’on permute la position des deux aiguilles, l'ai-
guille des heures prenant la place de celle des minutes, et
Vaiguille des minutes la place de celle des heures. Si l'on
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prend toujours la minute pour unité de temps, on aura pour
définir le mouvement des aiguilles A et B,

2n
A=gmb

P23
B=%?t

et la position (A, B) des aiguilles sera réciproque, si I'on
peut y substituer la position (B, A), dans laquelle B et A
peuvent étre d’ailleurs augmentés d’un nombre entier quel-
conque de circonférences. On aura donc a la fois

2
A=im5t

2
B=%"

pour une valeur ¢ du temps, et

2 ,

B + le e -ﬁo' .
A/ g
A 60 "’

pour une seconde valeur ¢'.

Do(nc ;
p=d(2 )\ _ ¥ ¢t Y—1%u
2= \720¢/—60"/ 720" 60 1720
et ;
LT AR
97 \ 60 720°/ 60 720 720
ou bien

¢ —12t =790k,
120 — t =720k,

équations qui, résolues par rapport a £ et ¢, donnent

K — 12k

=2 bl -0
0<X—15

et
12k —

= S I
s 143

SUR LE MOUVEMENT' RELATIF. 15

Si I’on donne & kel d L' des valeurs entiéres quelconques,
on aura les valeurs convenables pour ¢ et ¢, et par suile
pour A et B.

On peut faire, par exemple, k=0 et-k’ =1. On aura une
solution :

720 . L 5
t:m minutes =35 1w
U baty . 1b Om 25¢ Q-E- de seconde.
=145 143

¢ minutes = 60" + ;7= =

On a pour la premiére position

f 12:3’
B :27112127
et pour la secondé
A,=?ﬂ12<312,
i LTS g M e

en supprimant la circonférence contenue dans 'arc B'.

Pour déterminer le nombre total des positions réciprogues
dans D'étendue de la circonférence, étudions les positions de
Iaiguille des heures. Si I'on substitue & ¢ sa valeur en fone-
tion de k et k', il vient

2 iy
A = (K —12R)
Les positions de I'aiguille des minutes s’obtiennent en mul-
tipliant A par 12, et en ramenant I'arc obtenu au-dessous

de 2z. Cela donne en effet

n 2

07 Ll AR 4 — I k' — k).
B = = (12K — 144k) = SE (12K —B)

143

On voit que toutes les solutions distinctes s’obtiendront en
donnant a k' — 12k toutes les valeurs enti¢res de 1 & 143, ce



16 PROBLEMES
qui donne autant de valeurs de I'arc A, différant entre elles

™

de I'arc Vi Les solutions sont données, en définitive, par

les sommets du polygone de 143 cotés, inscrit dans la cir-
conférence.

8. Les rencontres de deux aiguilles animées de rotations
différentes autour du méme centre donnent un moyen méca-
nique de partager la circonférence en un certain nombre de
parties égales. Par exemple, avec un systeme de quatre roues
dentées, admettant les unes 24 et 32 dents, les deux autres
8 dents, on réalise le rapport des vitesses angulaires égal
@ 12. Or les rencontres des deux aiguilles animées de ces
vitesses angulaires ont lieu aux sommets du polygone régu-
lier de 11 cotés inscrit dans le cercle. Pour réaliser le rap-
port 60 enire les vitesses angulaires, on peut adopter les
nombres de dents suivants :

32 dents — 8 dents
— 120 dents — 8 dents.

Le tracé de ces dentures exige le partage du cercle en 8,
32, 120 parties égales, ce qui peut se faire géométriquement ;
et 'gppareil donne par les rencontres des aiguilles la division
du cercle en 59 parties égales.

PROBLEMES.

9. Un point mobile M parcourt uniformément une circon-
férence OA. On le projette & chaque instant sur deux diamé-
tres fixes, OA, OB. Soient P et Q les projections. On demande
le mouvement relatif du point Q par rapport au point P, ¢’est-
a-dire par rapport a des axes de direction constante mends
par le point P.

On observera que les quatre points M, P, 0, Q sont situéssur
une méme circonférence, qui a OM pour diamétre, et qui est

gran'd'eur, tourne, par rapport a
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tangente au point M & la circonférence donnée. Done la dis-
tance QP est constante, car QP est, dans le cercle MQOP, dont
le diamétre OM est constant, la corde
qui sous-tend l'angle inscrit con-
stant BOA. De plus 'angle QPM est
égal al'angle QOM, comme inscrits
dans le méme segment, et par con-
séquent la droite PQ, constanle en

la direction constante PM normale
a 0A,d’un angle égal a 'angle dont »
OM tourne autour du point 0. En définitive, le mouvement
relatif de Q par rapport & P est un mouvement circulaire uni-
forme, dont la vitesse angulaire est égale & la vitesse angu-
laire du point M sur le cercle donné.

10. Deux points mobiles parcourent une méme circonfcé-
rence OA, avec la méme vitesse. On les projette & la fois sur
un diamétre AA’. Soient P et P’ les

projections. On demande: 1°le mou- .
vement relatif des deux points M et N>M
M’; 2° le mouvement relalif des deux I }\
projections P et P'. 7y 0o v Pla

1° La corde MM’ étant conslante,
le point M’, dans son mouvement
relatif, décrit un cercle de rayon M'M
aulour du point M supposé fixe. De
plus, le triangle OMM' se déplagant sans se déformer, le
mouvement angulaire de MM’ par rapport & des axes de di-
rection constante menés par le point M est égal au mouve-
ment angulaire des rayons OM, OM' autour du point 0. Donc
enfin le point M’ tourne autour du point M avec la vitesse an-
gulaire de la corde MM’ autour du point 0, et son mouvement
relatif est un mouvement circulaire uniforme.

2° La projection PP’ sur le diamétre AA’ est égale & la pro-
jection MN de la corde MW sur une droite MN, menée paralle-

lement & AA” par le point M. Le mouvement relatif de P’ par
Y. — MEC. COLLIGNON. ' 2

Fig. 7.
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rapport 4 P est idenlique au mouvement relatif de N par rap-
port & M. Donc enfin le mouvement relatif cherché est le
mouvement de la projection sur un diamétre fixe du mouve-
ment circulaire uniforme de M'.

Dans ces deux exemples les axes mobiles, par rapport
auxquels on cherche le mouvement relatif, ont un parallé-
lisme constant, el le mouvement d’entrainement est une
translation. Il peut en étre autrement. Nous allons en donner

exemple.

11. Un point M se meut uniformément sur un cercle de
rayon OA. '

Un second point N se meut uniformément sur la tangente
AB a4 ce cercle. Les deux
points passent ensemble au

3 point A, et ont des vitesses
¢gales, de sorte qu'on ait
constamment AN =arc AM.

On demande le mouvement
relatif du point N par rap-
port au point M, et le mouve-
ment relatif du point M par

rapport au point N.

" Nous supposerons que 1'ob-
servateur entrainé par le point M rapporte le mouvement du
point N & des axes MX, MY, animés du mouvement circulaire
que le point M posséde autour du point O; c’est ce qui
arrive, par exemple, & I'équateur du globe terrestre, pour un
observateur entrainé par le mouvement de la terre et qui
rapporterait les mouvements a la verticale MY et & I'horizon-
tale MX, tangente a I'équateur.

Pour I'observateur qui suit le point N nous supposerons,
au contraire, qu’il rapporte le mouvement du point M & des
axes NX', NY', qui conservent leur parallélisme.

Cela posé, le mouvement relatif du point N par rapport au
point M s’obtiendra en réduisant au repos la circonférence
OM, et en communiquant & la tangente AB et au point N une
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vitesse angulaire égale et contraire & celle de M autour de O.
Cela revient & faire rouler sur le cercle OA la tangente AB, et
dans ce mouvement le point N déerit, par rapport aux axes
MX, MY, une développante de cercle.

Le mouvement relatif de M par rapport aux axes NX', NY’
g'obtiendra en réduisant au repos le point N, c’est-a-dire en
communiquant au cercle OA entrainant le point M une vi-
{esse linéaire égale et contraire & celle de N. Dans ce mouve-
ment le cercle OA roule sur la droite fixe AB, et la trajectoire
relative du point M est par conséquent une cycloide.

La composition en M de deux vitesses, 1'une v, vitesse ab-
solue du point M, l'autre — v, égale et paralltle & la vitesse
d’entrainement que posséde le point N, donne pour résultante
la bissectrice de I'angle des deux vitesses, ce qui fait con-
naitre la tangente MA’ a la cycloide au point M.

Pour avoir latangente & la développante au point N, il faut
composer en N la vitesse absolue v du point avec la vitesse
d’entrainement changée de signe, —v’, de ce méme point N,
due # la rotation autour du point O; la résultante sera nor-
male & la droite AB.

MOUVEMENT RELATIF DE DEUX POINTS PESANTS DANS LE VIDE.
L
12. Le mouvement d’'un point pesant M dans le vide, rap-
porté a trois axes rectangulaires dont I'un 0Z est vertical, est
défini par les trois équations

2z

- i
By
="
d2z
a7

qui conduisent par I'intégration aux trois équations
z=at 4 b,
y=a't+4 Vv,
z=a"t+b'— g8,
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a, ', a” étant les composantes de la vitesse initiale, b, ', b”
les coordonnées du point de départ.

Pour un second point pesant M, se mouvant de méme
dans le vide au méme lieu du globe terrestre, on aura aussi

'=at + 5,
y'=dt+ [,
F=alt B — gl

Le mouvement relatif de M’ par rapport & des axes de di-
rection constante menés par le point M aura pour équations

E=a'—z=(x —a)t +(8 — ),
=y —y=(«! —a)t 4 (' = V'),
g =1 —a=(a"—a")t - (8" — b,

équations d’ott les termes 3 gt ont disparu par la soustraction,

et qui définissent par conséquent un mouvement rectiligne et
uniforme. Tel est le mouvement relatif d’'un des points par
rapport a I'autre. ;

On arriverait plus rapidement au méme résultat en consi-
dérant les équations différentielles des deux mouvements: en
legretranchant, on aura les c‘omposantes de 'accélération dans

le mouvement relatif; or ces trois
4y A composantes sont nulles & la fois, ce
qui caractérise un mouvement recti-

| ligne et uniforme.
13. Application. — A T’instant ou
1 un mobile pesant tombe sans vilesse
¢ 5 ¥ du point A suivant la verticale AP, on
Fig. 9. lance du point O un mobile pesant
: avec une vitesse V donnée en gran-
deur. On demande dans quelle direction on doit viser pour
que les deux mobiles se rencontrent. On reconnail tout de suite
que c’est suivant OA, comme si le mobile & -atteindre restait
en repos. Le mouvement relatif du corps lancé, par rapport
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”

au corps tombant, s’opere en ‘effet suivant la droite OA, les
deux corps tombant de quantités égales en lemps cgaux par

I'effet de la pesanteur.

COURBES DE POURSUITE.

2 ’
14. Un point mobile A, animé d’une vitesse constante v,
se dirige vers un point mobile B qui parcourt une courbe

donnée, BD, avec une vitesse
donnée constante v. Le point
A décrit une courbe de pour-
suite AE. La tangente & la
courbe au point A est la
droile AB. i P e a\,

On demande le rayon de s R
courbure ¢ de la courbe de -
poursuile au point A. SN

Pendant le temps dt infi- X
niment petit, le mobile A ‘ {
parcourt un arc AA" = v'dt,
dirigé vers la position B du ‘ '
point poursuivi. Dans lintervalle de temps suivant, gga}l
aussi & dt, il parcourt un arc ¢gal A’A”", dirigé vers le point B',
posilion nouvelle du point B, séparée de I'ancienne par un
arc BB’ =vdt.

L accélération totale du point A se réduit & la composante
2 g
normale — puisque la vitesse est constante. Abaissons du
P

point A” la perpendiculaire A"M sur la droite AB. Je dis que

Pon aura A’M — > >< d*. En effet, A’A” étant égal a o'dt,
P % nmA!

A"M sera le produit de v'dt par I'angle de contingence A"A'M,

lequel est égal & I'arc v'dt dela courbe, divisé par le rayon

de courbure p.’
Par le point A” menons AN paralléle & BB'. L'angle A"NM
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sera égal & 'angle o = ABH que fait la vitesse v avec la droite
AB, et I'on aura

MA” =NA” sin a.

Les paralléles AN, B'B donnent en outre la proportion

NA" AN B s vt
ITB—,—-'ATBy ou bien -~ NA _vdt><—l—»
en appelant / la distance AB, sensiblement égale a A'B, et en
observant que, NM étant, comme A”M, un infiniment petit du

second ordre dés que I'angle o est différent de zéro, A'N peut
étre confondu avec A’M et avec A’A”.

On a done, en éliminant NA”,

W' di2

Wit Tk

9
sin w = 2 de,
P

et par conséquent
l v’
P= sy
Pour construire le rayon de courbure, élevons au point B
une perpendiculaire BL sur AB ; puis du point A abaissons
une perpendiculaire AH sur la tangente BB'. Ces deux droites
se couperont en un point L, et I'angle ALB sera ¢gal a

angle . Donc AL sera égale 4 's—lfﬂ Soit G le centre de cour-

bure cherché, sur la normale AC 4 la courhe de poursuite.
Si on joint CL, le triangle ACL a pour cotés AC=yp,

AL= giér—l. Donc, en vertu de I'équation qui donne p, les
cOtés AC, AL sont proportionnels aux vitesses v’ et v, ce qui
permet d’achever la construction.

Observons que, si 'on méne par le point A’ une droite A'I
égale et paralléle a vdt, et qu’on joigne Al le triangle AA'T a
pour cotés v'dt, vdt, et que AI représente en grandeur et en
direction le produit par d¢ de la résultante de v et v'. L’angle
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AA'I de ce triangle est égal a I'angle CAL, comme ayant‘ leurs
dtés respeclivement perpendiculaires. Il résulte de la que
fes deux triangles CAL, AA'T sont semblables, et par conse-
uent la droite LG est perpendiculaire a la resultaAnte Al
E’intersection des deux droites AC, LG fera connaitre le
oint C. ‘
: La solution géométrique s’achéve donc en compos.ant‘ les
deux vitesses v et v, et en menant LG perpendiculaire & la
résultante. ' ,
Celte solution a été donnée par M. Maurice d’Ocagne, dans
le Bulletin de la Société mathématique de France, octo-

bre 1883.

RECHERCHE DES COURBES ROULANTES DANS LE MOUVEMENT EPICYCLOIDAL

15. Une figure plane regoit dans son plan un mouvement
continu déterminé. On demande de réaliser ce mouvement en
faisant rouler une courbe appartenant
a la figure sur une courbe fixe tracée

dans le plan. . K .
Soit YOX un systeme d’axes quiaccom- ) /

Y

|
1
. . ) 1 )
pagnent la figure mobile, et soit YO'X 5 )M/ G
un systéme d’axes fixes, auxquels on !
rapporte les positions successives de oW v

cette figure.

On sait que le point de contact de la
courbe roulante avec la courbe fixe est & chaque instant le
centre instantané autour duquel tourne la figure mobile;
soit C ce point. Il suffira d’en prendre les coordonnées,
@ =— OM, y = CM par rapport aux axes mobiles, etles coor-
données &' = O'M’, y = (M’ par rapport aux axes fixes, pour
tracer par points les deux courbes cherchées. Sil'on det‘er-
mine analytiquement ces mémes coordonnées en fonction
d’un méme paramétre, ’¢élimination du parameétre entre 'les
deux équations qui donnent x et y fera connaitre I'équation

Fig. 11.
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de la courbe roulante, et I’élimination du paramelre enlre
les deux équations qui donnent 2’ et y' fera connailre 1'équa-

tion de la courbe fixe. :
- Cherchons les courbes roulantes qui assurent le mouve-

ment d’une droite AB, de
longueur conslante, dont
les deux extrémités glis-
sent sur deux circonfé-
rences fixes O et H.

On prendra pour axes
mobiles la droite A elle-
méme el une perpendi-
culaire AY mencée par le

point A, et pour axes
fixes la droite OIX’, et 1a perpendiculaire OY’. Le centre in-
stantané (' est la rencontre des rayons OA, 1IB. On le projel-
tera en M et M’ sur les deux axes des abscisses, et on aura

x =AM, C—IOM/;
y=MC, y' =NC.

IIsuffira donc de tracer plusieurs positions de la droite AB,
: puis de repérer le point C par rapport a
la droite el par rapport & la droite OH.
La construction du point C, rapporté aux
axes fixes, puis aux axes mobiles, fera
connaitre les deux courbes cherchées.
i 16. I arrive quelquefois qu’on cherche

a faire décrire une courbe donnée i un
point particulier de la figure. Si cette condition est la seule

imposée, le probléme est susceptible d’une infinité de soju.
tions. Si I'on assujettit en outre le mouvement de Ia figure
mobile & une nouvelle condition, par exemple a rouler sur
une ligne donnée, alors le probléme est enticrement défer-
miné, ¢t la solution est donnée par la méthode inverse des
épicycloides (I, g 146).

Ce probleme se rencontre fréquemment dans les applica-
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tions, lorsqu’il s’agit de déplacer un corps pesapt de te?le
manil‘are que le centre de gravité décrive une ligne droite

p ’

horizontale, pour que le travail de la pcsantel'xr' s‘cj)ft nul.l.Sdl,
par exemple, on veut que le (.:enlrc de gr.avnc: lun solide
parcoure une horizontale, tandis que le solide roule sur une
droile inclinée, il faudra prendre pour courbe roulante une
spirale logarithmique (I, ¢ '14’{'). ; A

17. Remarque. — La solution du p.x'oble?me’ des courbes
roulantes, donnée au g 146 du t. I, revient a d'elermm.er une
courbe rapportée a un systéme de coordonnées polaires et
telle, que U'angle formé par la tangente avec le rayon vecleur
soit une fonction donnée de ce rayon ; ou encore une 'courbe V
telle, qu'elle coupe sous des angles donne’s.en fonction des
rayons une série de circonférences conceniriques.

Or ce probléme est celui quon a & résoudre dans la dyna-
mique, quand on cherche le mouve- . e
ment d’un point matériel attiré vers un
centre fixe 0, par une force donnée en
fonction de la distance & ce centre. La -
courbe décrite est contenue dans un
plan passant par le point 0. Les cour-
bes de niveau sont des cercles, S8,
ayant pour centre commun le point O.
Sur chacun de ces cercles, la vitesse v F e
du mobile est connue en fonction du rayon » par I'équalion
des forces vives ; de plus le théoréme des aires donne I'équa-
tion

7 8in = 2.—\,

en appelant p. I'angle de la vitesse avec le rayon vecteur et 2A
une constante. Comme v est une fonction donnée de 7, op
voit que I'angle p. est connu en fonction du rayon 7, et qu'on
retombe sur le probléme de la courbe roulante.

Soit v = ¢ (7); il vient

Yy N
sin pies o)

~
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t == ===F(r),
ang . m (7)

et équation polaire de la trajectoire sera

=+ F(r)dr
r

do =

I

ot l'on devra prendre le signe qui assure & do une valeur
constamment positive, ou constamment négative (1T, g 63).
Le probléme de la courbe roulante peut donc se résoudre
par les mémes méthodes que le probléme des trajectoires sous
I'action d’une force centrale. Si Pon appelle p la distance du
"pole & la tangente, on aura p = rsin i, et par conséquent
P =14 (r), our=y9 (p); sous cette forme de I’équation cher-
chée, on peut aisément déterminer les rayons de courbure,
en appliquant I’équation

_nr
p__dp’

établie aut. 1, 3 116. Nous avons employé ce sysléme de coor-
données (Il, g 58) pour traiter le probléme du mouvement
d’un point attiré vers un centre fixe proportionnellement & la
distance. On pourrait aussi Pappliquer, comme nous le mon-
trerons plus loin, au probléme du mouvement d’un point
subissant dela part d’un centre fixe I'attraction newtonienne.

PROBLEME SUR LA CYCLOIDE.

18. Une cycloide CMM'C’ est décrite par le roulement d'un
cercle AMB sur une droite fixe C(’; le point M est le point
décrivant. A chaque point M correspond une position déter-
minée du cercle générateur. Les points C et (7 sont deux points -
de rebroussement consécutifs de la courbe.

Cela posé, on meéne deux tangentes 4 la cycloide, MB, M'B/,
faisant entre elles un angle BPB’ donné. On demande le lieu
du point P, sommet de I'angle mobile.
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Tracons les cercles générateurs correspondants aux points

de contact M et M. L'angle donné P sera égal & la somme

P

b B’ D'

I
Fig. 15.

MBA -+ M'B’A’ des angles formés par BM, B'M Ewec les dtrorll’;f;s

i)aralléles BA, B'A’. Donc cette somme B - B’ est cons 31’e 1:;
Mais ’angle B, inscrit dans le cercle,BMA, a pour nrllesulrCle

moitié de I'arc AM; de méme I'angle B, inscrit dans le ce

- u me des
MA’, a pour mesure g arc A'M'. Donc la somi

égal B
ide on a
arcs AM et A’M est constante ; el comme dans la cycloide
arc AM =AC,
are AN = AT/, ; ¢

il en résulte que la somme AC + A’C’.cst constz,m})e; re(;rarllr;
chant cctte somme constante de la dlsta,nce CG X aset ele(S
courbe, il reste un segment constant AA’, ou BB ,den.rt‘e i
points de contact des cercles générateurs avec la droite
le ils roulent. .

su;,(:as%l;illent BB' est donc constant. Dans le triangle PP}[)%’ 12
base est constante et I'angle au sommet P est’ domll)t'. t02n
le point P appartient & la circonférence que I'on ,0 lf)rll Ey
décrivant sur la corde conslante BB’ un segment capa; et t
'angle P. Le rayon de cette circonférence est constant e

U

s » cette circonférence se
: 5 ———; enfin le centre O de cetle
égal 2 2 sin P
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trouve sifué & une distance constante de la drsite DI,
¢gale & la hauteur d’un triangle isocle qui aurait BB’ pour
base et le rayon R pour valeur commune des deux autres
cotés.

Le lieu décrit par le centre O de la circonférence qu’on
vient de définir est donc une droite LL/ paralléle aux droites
CC, Db A

On peut imaginer que le point P soit un point de cette cir-
conférence, et il restera 4 déterminer quel mouvement il faut
lui donner pour réaliser les conditions du probléme.

Imaginons pour cela que les cercles générateurs AB, A’B’
roulent uniformément sur la droite CC’, avec des vilesses
¢gales. Celte condition conservera la distance des centres, et
par suite aussi les distances AA’ et BB'; elle assure donc la
constance de I'angle P. Il en résulte d’abord que le mouve-
ment du point O le long de la droite LI/ est uniforme ; car
il se meut avec la méme vitesse que le segment BB'.

Reste & définir la vitesse angulaire qu’il faut communiquer
a la circonférence OP autour de son centre 0. Pour cela, il
suffit de déterminer le déplacement angulaire d’une droite
quelconque PM, appartenant & la figure. Or cette droite PM,
considérée comme faisant parlie de la figure 0, a le méme
déplagement angulaire que cette figure recoit de sa liaison
avec le cercle générateur AB, et ce déplacement angulaire est
proportionnel, d’aprés la propriété du mouvement cycloidal,
a la translation du cercle AB suivant la direction CC'. Done
enfin la vitesse de rotation de la circonférence OP est pro-
portionnelle & la vitesse de translation de son centre le long
de la droite LL', ce qui définit un mouvement cycloidal.

Ce théoréme a été donné par M. P. Haag.

Il existe donc un cercle qui, en roulant sur une droite
paralléle & CC/, fait parcourir au point P sa trajectoire. Pour
trouver ce cercle et la droite sur laquelle il roule, observons
que le point de contact autour duquel il tourne est situé sur
la normale OH au lieu déerit par le point O ; il est aussi sur
la normale au lien du point P. Or le point P, considéré

9
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: i it 4 la cycloide, a
comme sommet de l'angle MPM circonscrit a la cy e

int I, poi i X nor-
our centre instantané le point F, point commun au

ales MA, WA menées & la courbe par les points de contact,
ma 9 4

i i tion de OH et de PF, est le
‘ I’. Donc le point II, intersec -
I;)Io(ijrtltl\lde contact cherché entre le cercle roulant et la droitc
N/ elle il roule.
M\S s'u'r Iﬁlql:l’on qura OP = O, ou OP>O0H, ou 0?<Q[I, le
li : uclltlasorgmet P de I'angle sera une cycloide 'ordmazre, ou
lifll; cycloide accourcie, ou une cycloide allongée.

PROBLEME.

19. Trois points mobiles 1'&, B, C'ocgups’zntl aLun ;:;:z([
instant les sommets d’un trlangle'z équilatéral. Le p
point A se dirige vers le second' p?lnt
B, lequel se dirige vers '1(-3 troisicme
point C, qui enfin se dll’.lg() vers le
premier point A. Les vilesses des
trois points sont égales. Or} demande
la trajectoire de chacun d’eux, et le
point du plan ou ils se confondront,
s'ils se confondent. i iy Ty
Soi a vitesse constante de cha- .
cuxgloiltez :)oints. Au bout du temps dt, }c point A est .p;;rl\;eélsut
en A’ sur le coté AB, & une distance AA. —uwdt; le poin -
venu en B’ & la méme distance du point B, et l’e point éan
C' &4 la méme distance du point G; de sorte quau bout' 11:
temps d¢ les trois points occupent les sommels dtun nplgzgsql
triangle A’'B'C’ inscrit dans le triangle A'BC, B 1eq(llut LS
comme ce triangle. Au bout d’un nouvel mterv,z/;\l ]c;l % "errr:Ex
égal & dt, les trois points seront parvenus en-A ; ’.t, S o' 1;3
sommets d'un troisitme triangle équilatéral inscrit dans
ainsi de suite. ' e
5‘3('31?0“11(13, ectes triangles équilatéraux succes.sﬁs : con81de1;ies
comme sui'facc:s, ont un point commun O, qui est le centre du




50 _ PROBLEME.

cercle circonscrit. En effet, pour passer du premier triangle
au second, il suffit de faire tourner le premier triangle, au-
tour du point 0, d’un angle égal & I'angle BA'B’, puis de
réduire le triangle ainsi déplacé, en conservant le point O
comme cenlre de similitude, dans la proportion des cotés
AB, A’B’ successifs.

Dans le premier mouvement le triangle se transporte en
afy, et dans le second il prend,
par réduction des rayons vec-
teurs, la position A'B'C’, dans
laquelle il conserve le point 0
pour centre du cercle circon-
scrit. Cela revient a décompo-
ser la vitesse » en deux com-
posanles rectangulaires, 1'une

Aa ., oA’
T’ l'autre T Il en sera de

méme pour passer du second
4 ' triangle au troisiéme, du troi-
sieme au quatriéme, et ainsi de suite indéfiniment.

Le rayon OA’ fait avec la direction A’B’ du cOté voisin un
angle constant, égal au demi-angle du triangle équilatéral,
c’?st-éédire a4 30° Or le coté A’B’ est la tangente a la trajec
toire du point A parvenu en A’. Donc enfin la trajectoire de
chacun des trois points coupe sous un angle de 50° ses rayons
vecteurs issus du point 0, et la trajectoire de chacun esf par
conséquent une spirale logarithmique qui fait une infinité de
circonvolutions autour du point 0. Les trois courbes ont le
point O comme point asymptotique, et leur longueur depuis
le point de départ jusqu’au point O est néanmoins finie ef
déterminée. Les trois mobiles mettront donc un lemps fini
pour se réunir au point 0, ot les trois courbes viennent se con-
fondre asymptotiquement.

Ce probléme est dd & M. Edouard Lucas,

20. .La méme solution s’étend sans difficulté au cas ot il
Y aurait » points mobiles, placés aux sommels d’un polygone

.
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régulier de 7 cotés, animés, chacun dans la direction du
point le plus voisin quand on parcourt le polygope dans un
sens déterminé, d'une vitesse v constante. Les SPII’aleS loga-
rithmiques décrites par ces n points qnt pour point asympto-
tique le - centre du cercle circonscrit, et font avec leurs
rayons vecteurs un angle constant, ¢gal au demi-angle du
polygone. . v '

91. Le probléme et sa solutloq Reuvent encore étre géne-
ralisés, par la substitution d’un triangle quelcon'que a un
triangle équilatéral; mais alors il faut que les vitesses des
trois points soient dif-
férentes, et que leurs
rapports soient conve-
nablement choisis.

Soit ABC le triangle
des positions primi-
tives des trois points.

Soit A’B'C’ le méme
triangle déformé, ins-
crit dans le triangle
primitif, et qui doit
étre semblable au triangle ABC, pour que les trois points
conservent, pendant toute la suite de leurs mouvements, des
positions relatives semblables.

Nous pourrons supposer qu’on commence par faire tourner
le triangle ABC autour d’un certain point O, que nous déter-
minerons tout a I'heure, et qu’on 'améne ainsi dans la posi-
tion afy; puis qu'on joigne «0, ¢0, yO; ces trois droites cou-
pent en A, B, (' les cotés du triangle ABC, et, en joignant
ces points A’, B, (! deux a deux, on forme un triangle A'B'(Y,
inscrit dans le triangle ABC. Pour qu’il soit semblable au
triangle ABC, ou au triangle ¢3al opy, il faut et il suffit que
les droites «A’, ¢B', ¥C’ soient proportionnelles aux rayons
a0, 0, v0; s'il en est ainsi, les cotés A'B’, B'C/, C('A’ seront
respectivement paralléles & o3, @y, ya, et on aura satisfait & la
condition de similitude : le point O occupera, par rapport
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& ce triangle A'B'CY, la méme situation qu’il occupe par rapport
au triangle ABC.

Or les rayons «0, £0, YO sont proportionnels aux ares Az,
Bg, Cy, qui sont égaux & ces rayons multipliés par Pangle
dont a tourné la figurc. Il résulte de la que les rapports

a BB Cy
aA eB’ yC
B'Bg, ¢ GY sont égaux entre eux. Ces angles étant les complé-
ments des angles BAO, CBO, ACO, ceux-ci sont aussi égaux
entre eux; la position du point O est donc définie par cettc
condition d’égalité des angles BAO, CBO, ACO, formés par les
rayons AO, BO, CO avec les cotés du triangle, pris dans un
ordre déterminé.

Les trajectoires des trois points seront alors des spirales
logarithmiques, ayant le point O pour pole, et faisant avec
leurs rayons vecteurs un angle constant, égal 4 I'angle OAB.
Les vitesses des frois points
seront respectivement propor-
tionnelles & AA’, BB' CC', c’est-
a-dire aux rayons AO, BO, CO.

La question est ramenée a
trouver dans le plan du triangle
; ABC un point O tel, que les

Fig. 19, angles BAO, CBO, ACO soient
égaux entre eux.
Désignons par ¢ 1'un de ces angles inconnus. Nous aurons

sont égaux, et par conséquent les angles A’Az,

OBA=B—o, 0CB=C—g¢, OAC=A—y,
7 7

en désignant par A, B, C les angles du triangle.
- Par conséquent on a, dans les trois triangles dans lesquels
se partage le triangle donné,

0 0B

Sn (B—g) &g
0B 0G

sin (C—g) — Sing’
0cer. . oa

sin (A —¢) ~ sinp’

3° édition, g 321).
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" Multiplions ces frois» équations membre & membre; les
rayons 047 OB, OC sont éliminés, et il vient, pour détermi-
ner o, ’équation

sin (A — ¢) sin (B — ¢) sin (C — ¢) = sin3 ¢.

Cette équation aura toujours une racine réelle, et moindre
que le plus petit des trois angles A, B, C. En effet, si on
fait ¢=0, le premier membre prend la valeur positive
sin A sin B sin C et le second est nul. Si au contraire on fait
I'angle ¢ égal au plus pelit des trois angles A, B, C, le pre-
mier membre devient nul, et le second prend une valeur po-
sitive, égale au cube du sinus de ce plus petit angle. Il existe
donc toujours un angle ¢, compris entre 0 et le plus petit
angle du triangle, qui rend les deux membres égaux entre
cux, et qui définit le point O & I'intérieur du triangle donné.

22. Ce résullat est général. Toutes les fois qu'une figure
plane, mobile dans son plan, subit des amplifications ou des
réductions d'échelle, de telle sorte qu’elle reste semblable a
elle-méme, il existe dans le plan un point O qui appartient a
la fois a deux positions de la figure.

Ce théoréme généralise en quelque sorte le théoréme du
centre de rotation. Nous le démon-
trerons par la méthode analytique
que nous avons déja indiquée (t. I,

Y/

Soient
OX, OY deux axes rectangulaires,
enfrainés par la figure mo- 0
bile ; Fig. %0.

OP=z, PM =y les coordonnées d’un
point de cette figure, par rapport aux axes entrainés;
O’X’, O'Y" deux axes rectangulaires fixes, auxquels on rap-
porte les positions successives de la figure, et qui sont la
position pmmltlve des axes 0X,70Y;
0=, PM=—y lts comdonnees du point M par rapport
aux axes fixes ;
V. — WEC. COLLIGNON. 3
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XOX” = I'angle dont a tourné la figure mobile par rapport
aux axes fixes. ‘

On passera des coordonnées et y aux coordonnées x ety

au moyen des équations

&' =a-+acosp—ysing,
Y =f+asing+ycose,

ol a et § sont les coordonnées de V'origine O par rapport aux
axes fixes.

Au point M correspond, dans la position primitive de la
figure, un point M’ qui a pour coordonnées O'P" et P'M'; et
comme il y a similitude, par hypothése, entre la figure (M)
et la figure (M), on pourra représenter I'abscisse O'P" par le
produit 2z, et I'ordonnée P'M’ par 2y, % étant le rapport de
similitude des deux figures.

Cela posé, cherchons sil est possible de trouver un point
tel, qu'il coincide avec son homologue M. 11 faut et il suffit
pour cela que I'on ait \z =2/, iy=y, c’est-a-dire

dx=ua-2c0sp—ysing,
ly=p-+xsing+4ycosy,

éqrations qu’on peut écrire

(A—cosg) x+sinpy=ua,
singz — (A—cos¢) y=—4p5.

Ces équations du premier degré en « et y définissent le point
cherché. On voit qu’il n’y en a pas plus d’un, et qu’il y en a
toujours un. Le déterminant des coefficients de z et de y,

x;:(;s?— (Ainczs ) =—(—cosg)>—sinZ%p=—2—1-+42cosg,
ne peut étre nul, sauf lecas de sinp=10 et A= cos g=== 1.
hypothése qui comprend le cas o1 la figure recoit une transla-

tion sans changer d’échelle. Le point cherché peut alors pas-
ser & U'infini. Mais, en excluant ces cas particuliers, il existera
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toujours un point, situé a distance finie, qui appartiendra a
la fois aux déux figures, et qui jouera & leur égard le double
role de centre de rotation et de centre de similitude.

Si I'on passe du plan & 'espace, on reconnailra que la dé-
formation de la figure mobile, sous la condition qu’elle reste
semblable & elle-méme, laisse subsister I'axe de rotation et
de glissement. On a vu (t.I, 5° édition, 2 317) que, dans le dé-
placement d’une figure invariable, il y a toujours une infinité
de plans qui conservent leur parallélisme ; et c’est de la qu’on
peut conclure lexistence de I'axe derotation et de glissement.
La contraction ou la dilatation proportionnelles des distances
mutuelles des divers points n’altére pas le parallélisme des
plans. Soient donc (M) et (M) deux positions successives d'une
méme figure, la seconde ayant subi une altération qui la
laisse semblable & la premiére. Nous pouvons imaginer une-
troisiéme figure (M), homothétique a la figure (M) et égale &
la figure (M). Il existera alors dans ces deux figures des plans
P et P” qui seront paralléles; donc les plans homologues P’
de la figure (') seront aussi paralleles aux plans P de la
figure (M). i

Projetant la coupe de la figure (M') par le plan P’ sur le
plan P correspondant dans la figure (M), on aura deux posi-
tions semblables d'une méme figure dans le plan P, etepar
conséquent on trouvera dans ce plan un point O qui appar-
tiendra aux deux. La normale au plan P menée par ce point O
glissera sur elle-méme dans le retour &la figure M', en méme
temps que la figure mobile tourne autour de cette normale,
et subit la dilatation ou la contraction proportionnelle qui
I’améne a sa seconde position. -

23. Le cas particulier du déplacement d’un cercle dans le -
plan mérite d’étre traité a part.

Sil'on a deux cercles dont 'un ait pour centre le point 0’ et
un rayon R', et 'autre le point O et le rayon R, on pourra
considérer le premier comme résultant du transport du se-
cond de maniére & amener les centres en coincidence, pourvu
que ce transport soit suivi d’une dilatation des rayons dans
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le rapportx= % On peut observer d’ailleurs que le trans-

port du cercle peut s’opérer par une infinité de rotations, qui
reviennent & associer 2 la translation 00’ de centre en centre
une rotation arbitraire autour du centre 0. Dans ces condi-
tions, I'angle », qui mesure la rotation, est tout a fait arbi-
traire, et il ya une infinité de points qui peuvent élre con-
sidérés comme appartenant a la fois aux deux figures.

Si I'on se donne I'angle o, les coordonnées x el y du point
commun correspondant sont fournies par les équations

M =u-}xCcosp—ysing,
Jy= -+ xsin ¢ 4y cosy.

L’équation du lieu des points communs, quand on fait va-
rier ¢, s'obtiendra en éliminant ¢ entre ces deux équations,
qu'on peut écrire

Zcosg —ysing=Iz—a,
Z sin g4y cosp=Jy — .

Elevant en carré et ajoutant, il vient
a? 4y =z —a)*+ Oy —£)%
ouchien

(1—32) (22 + 1)+ (w2 + i) = o+ £,

équation d’'une circonférence; elle a pour centre, rapporté
aux axes OX, OY, un point situé sur la droite 00" des
centres, et qui a pour coordonnées

P

T T

xz

et pour rayon

L VEFE

A 2 —1

Tous les points de cette circouférence pourront servir de
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centre de rotation et d’amplification proportionnelle, pour
passer d'un des cercles donnés a l'autre.

Ce probléme est
{rdés aisé 4 résoudre
géométriquement.

tant donnés deux
cercles O et O, on
demande le lieu des
points M tels, qu'en
faisanl tourner le cer-
¢le O autour du point
M jusqu’é.ce que son .
centre soit parvenu
en 07, sur la droite MO, le point M soit le centre de simi-
litude des deux cercles O et 0.

On voit tout de suite que le rapport It% doit étre égal au

’ 10V

td : nsé Bl r 't Y est
rapport des rayons 7 par conséquent, le rapport y7 es

’

aussi égal & IRl: %, et le point M appartient au heu des

points dont les distances & deux points fixes sont dans un
rapport donné. Ce licu est, comme on sait, une circogfé-
rence, décrite sur le segment IK comme diamétre, I et K
étant les pieds des bissectrices de I'angle 0'MO et de I'angle
adjacent, obtenu en prolongeant O'M.

I’angle O'MO est I’angle ¢ dont on peut imaginer qu’on ait
fait tourner la figure.

PROBLEME.

94. Les trois mouvements de translation, de rotation et
de dilatation proportionnelle interviennent dans la solution
de la question suivante :

Etant donnés dans un plan deux cercles 0 et 0', et deux

points A et B, on demande de mener aux deux cercles des
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tangentes PR, PS, qui fassent entre elles un angle donné a,
Aa
| i
ces deux tangentes soit égal & un nombre k donné.

Nous laisserons fixes
le cercle O, le point A
et la tangente RP, et
nous déplacerons seu-
lement le reste de la
figure, comprenant le
cercle 0', la tangente
DS et le point B.

Imaginons que I'on
déplace le cercle 0 pa-
rallélement alui-méme,
; entrainant la tangente
PS et le point B, de maniére & amener son centre 4 coincider
avec le point 0.

Le point B, dans ce mouvement, parcourra une droite BB’
égale et paralléle & 0°0. La tangente PS se transportera paral-
I¢lement & elle-méme, et sera tangente au cercle 0S'. L’angle
P n’est pas altéré.

Dilatons ensuite la figure, de telle sorte que le cercle 0S'
coincide avec le cercle OR. Il faudra pour cela augmenter les

et lelles, que le rapport des distances des deux poinis &

distances au point O dans le rapport %—, des rayons des cercles

donnés. La méme dilatation s’appliquera au point B/, qui
passera en B”, de telle sorte que la distance B'6’ — Bb de ce
point & la tangente S'0" deviendra la distance B"Y’, accrue
dans le méme rapport.

Faisons enfin tourner la figure mobile autour du point 0
d’un angle égal & I'angle donné . La tangente S"5" viendrz;
coincider avec la tangente aP, le point &” viendra en " sur
cette droite aP, ct le point B” en B”. On connait le rapport

Aa 2 &4 ;L R
meu/’ qui est egfll akx -E, puisque ,B”’[}W S BUb”:BbXIT,-

T
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Il suffit donc, pour mener la tangente PR, de chercher, sur
la droite B”A prolongée, un point F tel, que 'on ait

A B
g = FXg

nt I une tangente au cercle 0. Le
n menant ensuite au cercle 0" une
droite faisant avec la tangente,IB

puis de mener du poi
probléme s’achevera e
‘tangente paralléle a une
’angle donné c.

CLOIDAL DE L’APPAREIL ENREGISTREUR DE TRAVAIL
DE M. MARCEL DEPREZ.

TRAIN EPICY

95. Le train épicycloidal imaginé par M. Marcel Deprez, et
quil a introduit dans son dynamomeétre enregistreur, com-

prend deux groupes
de trois roues égales,
montées deux & deux
sur un méme axe, et
dont deux sont mon-
tées épicycloidalement
a lextrémité du bras
porte-train OC.
Les deux roues mon- Fig. %.
tées sur l'axe fixe O
sont indépendantes ; il en est de méme des deux roues 07,
montées également sur un axe fixe ; quant aux roues G, qui
forment le train épicycloidal, elles font corps l'une avec
'autre, et se meuvent solidairement. .
Soit 7 le rayon des trois petites roues, et R le rayon des
trois grandes. La transmission se fait de la petite roue 0" a
 la grande roue 0, de celle-ci & la petite roue G, qui entraine
la grande roue C, de celle-ci & la petite roue 0, et dg la petite
roue O & la grande roue 0.
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Désignons par «a la vitesse angulaire de la petite 0,
— b la vitesse angulaire de la grande 0,
- w la vilesse angulaire de la grande 0,
— w, la vitesse angulaire de la petite O;
— " la vitesse angulaire commune aux deux
roues G, rapportée 4 des axes CX, CY d’orientation constante.
Soient enfin Q la vitesse angulaire du bras porte-train OC
. autour du point 0, ;
¢ laraison de I'engrenage qui comprend une grande roue
menant une petite ;

i Y ; , o
¢ la raison inverse, égale 4 -, de 'engrenage dans lequel
€

une petite roue méne une grande.

Nous appliquerons au train épicycloidal la formule de
Willis. Sil'on considére d’abord le train formé de la petite
roue O menant la grande roue C, la formule donnera

Si T'on considére ensuite le train formé par la grande roue
0 menant la petite roue C, on aura de méme

o —Q
w —Q

De plus, les trains de roues dentées formés par les roues 0’
et O donnent

o =

oy = be.

Substituons ces valeurs de w et o, dans les équations des
trains épicycloidaux. Il viendra

o' —Q=¢(s —Q)=¢(ac’—Q),
o' —Q=¢(0,— Q)=¢(be —Q).

Donc

€(ac'—Q)=¢(be —Q)
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Jet

la—Db)ed _ a—b
s 7 b+ _ef

a3 €

’

=,

»y puisque e

i Q T )
: Le rapport Pl est constant. (est le rapport entre 1 angle

décrit par le bras porte-train OCG et I'angle de déplace-
ment relatif de I'une des roues 0" par rapport a l'autre. Le
déplacement angulaire du bras OC peut servir & mesurer l’e
glissement relatif d’'un essieu solidaire de.la gl'ande roue 0,
par rapport 4 la jante du méme essieu, qui fait corps avec 151
petite roue 0" : ce qui fournit I'un des facteurs-du travail &
évaluer. .

Les rapports < et <, qui sont réciproques, s’expriment au
moyen des rayons des deux roues; on a én effet

R
E =—p—
-
T A r
& = _ﬁ
et
o R »2—R2
T et ) T R
Done enfin, en valeur absolue, &
Qi g e
a—b RZ—12

¥ REMARQUES SUR LA MANIERE DE TROUVER LES TANGENTES
DE CERTAINES COURBES.

26. Etant donnés dans un plan deux courbes (a) et (b) et un
point O, on méne par le point une transversale OAB, ‘et on
porte & partir du point O une longueur OC égale & la partie
AB interceptée sur les transversales par les deux courbes. On
demande de mener la tangente au lieu du point C.

On suppose connues les tangentes aux courbes (a) et (b).
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Soit 6 I'angle que fait la transversale avec un axe polaire
arbitraire ; soient 7 = OA, 7/ = OB les rayons vecteurs cor-
respondants a cet angle dans
® les deux courbes. Appelons p
le rayon vecteur 0C=1"—r.
Si l'on sait mener les tan-
gentes en A et en B aux deux
courbes, on peut mener aussi
les normales AD, BE, et dé-
terminer sur la perpendicu-
: laire & OA, menée par le
point 0, les longueurs OD, OE, qui sont les sous-normales
polaires. On sait qu’on a

Fig. 24.

-

dr dr'
0D =7 et OE=
Donc
ED_(E__@'__d?—-w_d(? —7)_dp
—ds  deT o do — do

et ED, pris dans le sens ED, est la sous-normale polaire du
lieu du point C. Si donc on prend OF = ED sur le prolonge-
ment de OE, on n’aura qu’a joindre FC pour avoir la normale
augdieu du point C.

Relativement au sens dans lequel il faut porter cette dif-
férence " — r, on peut remarquer que dp a le signe de
dr’ — dr, c’est-a-dire que, si le segment AB diminue quand
la transversale tourne de I'angle positif d6 autour du point 0,

de 2 est négatif'; c’est donc le sens négatif, ou le sens de E vers

D, qu’on doit adopter.
M. Gohierre de Longchamps, qui a tralte le méme probléme,
en a donné une solution elegante
Soient AM la tangente & la courbe (@) menée au point A ;
BM la tangente & la courbe (b) menée au point B,
Ces deux droites se coupent en M.
SiI'on prend sur le prolongement de MB une longueur
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BN = BM, et qu’on joigne BC, on aura la tangente en C au
Jieu du point G.

Cette propri¢té du lieu du point G peut se démontrer direc-
tement 2 l'aide des transver-
sales. Menons un rayon vec-
teur OC’A’B’, infiniment voisin
du premier.

Les points G, A, B', pris a
la rencontre avec les tangentes,
appartiendront aux courbes.
Considérons le triangle OBB’,
coupé par les transversales
AA’M, C'CN; on aura les deux =
équations

0A >< A’B’ >< MB = AB >< 0A’ >< MB/,
0C >< (/B’ > NB =CB >< 0C' > NDB'.

Mais on a OC = AB et par suite OA = (B, et de méme
00 = A’B' et 0A' = C'B'. .

Si donc on multiplie 'une par I'autre les deux équations,
el qu'on supprime dans les deux membres les facteurs égaux,
il viendra simplement

MB >< NB = MB’ >< NB’, -
ou bien
L
MB' — NB'’

ce qui montre que le point M partage le segment BB', pris
dans le sens BB', dans le méme rapport que le point N par-
tage le segment BB, pris dans le sens B'B. On passera donc
du point M au point N en renversant le segment BB' bout pour
bout, ce qui revient, & la limite, quand B et B’ coincident, &
prendre BM — BM, ainsi que lmdlque la construction de
M. de Longchamps.

On remarquera que les deux tangentes AM, BM n’inter-
viennent pas de la méme maniére dans la détermination de
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la troisiéme tangente CN. La figure montre que les segments
égaux et contraires BM, BN doivent étre portés sur la tan-
gente menée a l'extrémité du segment AB qui correspond a
Pextrémité G du segment égal
0C, en supposant que I'on fasse
glisser le segment AB le long
du rayon vecteur jusqu’a ce
que le point A soit amené au
point 0.

Si, au contraire, on amenait
le point B a coincider avec le
point O, le point A deviendrait
le point C, qui décrit la courbe au dela du pole; alors il fau-
drait prendre les segments égaux sur la fangente 4 la
courbe (a), porter AP — AM, et join-
dre CP pour avoir la tangente cher-
chée. ger

La conchoide ordinaire est un cas
particulier de I'une des courbes (a)
ou (b), quand on suppose constant le
segment intermédiaire AB, el que
l’autre est une figure droite.

Dans ce cas le lieu du point C de-
vient une circonférence dont le pole
0 est le centre. Comme on connait les
tangentes & la circonférence et & la
droite, la tangente & la conchoide s’en
déduit.

Si 'on méne CN perpendiculaire
au rayon OC, comme la droite AM est
sa propre tangente, la tangente en B-a
la conchoide est la droite MBN menée
par B de telle sorte, que ce point soit le milieu de la por-
tion inscrite dans I’angle MIF. Il suffira pour la construire de
mener BF paralléle 4 la droite (a) et de joindre le point B au
point N, pris en faisant PN =IF.

Fig. 26.

Fig. 21.

" SUR LES OVALES DE DESCARTES. 5

SUR LES OVALES DE DESCARTES.

97. Soient A et B deux points ﬁxe_zs,’ et M un point m?bile
assujetti a la condition suivantg: S‘l 'on appelle . et ' les
distances MA, MB du point mobile & chacun des points fixes,
on a constamment entre ces dis-
tances la relation

1) ar+br'=c,

a, b étant des constantes. Le lieu | .
du point M ainsi défini est un —_—
Ovale de Descartes. )
1l est aisé de reconnaitre qu’il existe en général un troi-
siéme pole C, situé sur la droite AB, et tel qu’on ait al.]SSi une
relation linéaire entre les distances du point M au point Aet
au point C, ou au point B et au point G.
Soit AB — I la distance des poles donnés; appelons 6
Pangle MAB; 7 et 0 seront les coordonnées Qolaires du lieu
du point M. Or le triangle MAB donne I'équation

@) 22 =12 4 12 — 2l cos 0.
L]

Dans cette équation, remplagons #” par sa valeur en fonce-
tion de 7, tirée de I'équation (1). 11 vient

(c _bar)E =122 4 12 — 2Ir cos 0,

ou bien, en ordonnant par rapport & r.
(a2 —b2%) r2 4 2 (D%l cos 0 — ca) r + ¢ — b2 =0,
&quation polaire du lieu. Elle est de la forme
(3) 7242 (Mcos6 — N)r +P =0;

toute équation de cetle forme sera transformable dans I'équa-
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tion (1) ; il suffit en effet de déterminer les rapports 2, °¢tla
a

distance 7, de maniére qu’on ait les égalités

b2
M = ae = [)3,
ca
N — a2 T bg)
2 — 22
P a* — b2
Soit, pour abréger,
oE R
e a4
11 viendra
Pl=N(1—p2),
g=N(l—p),

¢ —pPP=P(1—p?).

Entre ces trois équalions, éliminons p et ¢. On tire de Ia
premiére

de la seconde

S

ct, substituant dans la troisiéme, il vient

N2 ME Pl
(M2 M+~ MF0

¢quation qui fera connaitre 7. Il vient, en supprimant le fac-
teur /,
NL— M (M4 2) =P (M +1),
ou bien
MZ2 4 (M2— N2 P) [+ PM =0,

20, ME2—N24P
~l -+ T R 4P =10,

equation du second degré qui aura deux racines réelles, s'il
existe un point B réel satisfaisant a I'équation (1).
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L'une sera la longueur AB et fera connaitre le point B;
Tautre, si elle differe de la premiére, fera connaitre le troi-

siéme pole C. On a
=
PR ST

402

Le point C peut coincider avec le point B. Il peut aussi
coincider avec le point A, si 'on trouve I = 0 ; cela suppose
Bi==10.

Dans ces deux cas, I'ovale a encore trois poles, mais deux
sont confondus en un seul.

L’équation polaire de la courbe, dans le cas ou P = 0,

devient
7 =2N —2M cos 0,

équation d’'un limacon de Pascal. On a alors ¢ =bl, et
I’équation (1) prend la forme

ar+br' =0l

ou )
ar=>b(l—1).

Si du point B comme centre on décrit une circonférence
avec BA pour rayon, cette équation
montre que le rapport Lt

[—r"  MN
est constant pour tous les points du
lieu.

En général, il existe trois poles
distincts A, B, G, en ligne droile, et
si Pon appelle », ', 7" les trois
distances MA, MB, MC, le lieu pourra
étre représenté par l'une des trois équations,

ar® byl i=lc;
ar +Vr'=¢,
. ar! 4 by =",

ou une combinaison de ces équations.
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Soit MH la normale & la courbe au point M, et soit I le
point ot elle coupe 'axe AC. On obtiendra la direction de la
normale en composant au
point M deux forces, respec-
tivement égales aux coeffi-
cients aet b, appliquées sui-
vant MA et MB. On I’obtiendra
également en composant au
méme point deux forces
égales a a’et V', dirigées sui-
vant MA et MC, et enfin en composant deux forces égales a
a” et V", dirigées suivant MB et MC. Du point M abaissons
des perpendiculaires sur les directions de ces diverses forces.
Soient p, p', p"les distances du pied N de la normale aux
{rois rayons MA, MB, MC. Le théoréme des moments, appli-
qué successivement aux {rois groupes de composantes, don-
nera les relations

Fig. 50.

pa :p’b”,
'@’ =—p"V, le point H étant en dehors du segment BC,
et
pllall =I,[’"’

¢ S A .

Sion les multiplic membre 2 membre, le produit pp'p"
disparait comme facteur commun, et I’on a une relation entre
les six coefficients des trois rayons r, 7/, 7,

ada" — — bb’b”,

ou bien

o

=—1.

Q>

b b
‘? "

Q

On arrive au méme résultat en observant que la troisiéme
équation doit résulter de I’élimination de + entre les deux
premiéres. Il vient, en faisant cette opération,

aa'r — bb'r" = ca’ — ¢'b,

SUR LES OVALES DE DESCARTES,
qui doit coincider avec la troisicme équation,

by + a"M = ¢,
On doit donc avoir
aad’ bbb ca’ —c'b
7 P

ce qui donne d’abord la relation

ad’a" = —bb'b",

et de plus Pégalité

s (ca’ —c/b)b" _ lea’'— c’b)a"’

ad’ 553 (3

qui fait connaitre la constante c'.

V. — MEC. COLLIGNON.
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CHAPITRE IL

QUESTIONS SUR LA STATIQUE.

COMPOSITION DES FORCES PARALLELES.

98. Soient deux forces paralléles et de méme sens P et Q,
appliquées en A et B, & composer en une seule.
La résultante R est égale & la
— B somme P+ Q. II reste & chercher
son point d'application. La méthode
@  suivante conduit trés rapidement
s au résultat.
/ Portons PQ’ = BQ sur le prolon-
P gement de laforce P, de maniére &
T avoir en AQ" la somme P+ Q=R.
Joignons (B, et menons par le point Q une paralléle & BQ',
par le point ' une paralléle 2 AB. Ces deux droites se cou-
peront en un point R; si 'on méne RI paralléle aux forces
P et Q, le point I sera le point d’application cherché, et IR la
résultante en vraie grandeur.
En effet, on a
IR =AQY=R-:

On a aussi
IR =BQ =4,
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et par conséquent
IH=P.

Les triangles BII, BAQ’ donnent la proportion

L
AB T AQ”
¢’est-a-dire
BI = AB X 5= + iy

Le point I partage donc la distance AB dans le rapport
inverse des forces adjacentes, ce qui définit le point d’appli-
cation de la résultante.

On peut remarquer que, si I'on joint PH, les surfaces des
deux parallélogrammes AIHP, BQRI sont équivalentes. Cette
égalité revient a la relation

0><IB=P >< Al

entre les moments (obliques) des forces P et Q par rapport au
point I, qui appartient a leur résultante.

La méme construction, opérée dans I'ordre inverse, per-
met de décomposer une force
IR donnée en deux compo-
santes P et Q, appliquées en
des points donnés A et B.

Elle s’étend d’ailleurs & au-
tant de forces paralléles qu’on
voudra. Elle convient égale-
ment au cas ou l'on aurait & composer deux forces paral-
léles P et Q agissant en sens contraires.

On prendra PQ’=BQ, et le reste AQ' sera la grandeur de
la résultante R. On joindra BQ’, on ménera QR paralléle &
Q'B, jusqu’a la rencontre en R avec la droite Q'R paralléle
a AB. Puis on ménera RI paralléle aux forces. Le point I sera
le point d’application cherché; il passe & I'infini dans le cas
du couple, ou P=Q.

hg 32
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On a en effet
IR—=AQ' =R
et
IH=AP =P.

. Bl H
Les triangles BAQ', BIH donnent la proportion =g ™

bien BI:ABXP—_I_)_—Q, égalité conforme a la définition du

oint I.
§ On trouvera dans les Annales des Ponts et Chaussées, juil-
let 1885, n° 58, l'application de ces régles & la construction
du polygone des moments fléchissants des poutres, dans le
cas des charges discontinues.

EQUILIBRE INTERIEUR D'UN SYSTEME ARTICULE.

29. Le systéme articulé dont nous allons nous occuper
est formé de deux contours polygonaux, dont les cotés, égaux

entre eux, ABCD..., abcd..., sont articulés aux points B, C...,
b, c..., ainsi qu’aux points 0, 0’, 0”..., ou ils se coupent mu-
tuellement en deux parties égales. Le systéme ainsi formé est
susceptible de déformation : il s’allonge en diminuant de hau-
teur, quand on le développe en éloignant les sommets voi-
sins; il se contracte en augmentant de hauteur, quand on en
rapproche les sommets.

Nous supposerons que le point A, extrémité supérieure du

~ primer, sans rien changer & I'é-
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polygone, soit arliculé en un point fixe, et que le point a,
extrémité inférieure, soit assujetti & glisser sans frottement
le long de la verticale du point A. Dans ces conditions, la
déformation du systéme articulé conserve le niveau de la
ligne AbCdE..., qui contient les sommets supérieurs, tandis
que la ligne aBcDe... des sommets inférieurs variera de hau-
teur avec le point a. .

On suspend un poids donné P & I'un des sommets supé-
rieurs. La déformation du systéme n’altérant pas le niveau
du point d’application du poids P, il y a équilibre, pourvu
qu'on fasse abstraction du poids propre du systeme, ce que
nous supposerons ici. Cela étant, on demande la distribution
des efforts dans les divers colés
du polygone, et la charge des
points d’appui A et a.

Nous supposerons successive-
ment que le systéme comprend
2, 3,....n sommets supérieurs,
S d,..

1° S’il n’y a que deux sommets
supérieurs, A et b, on peut sup-

quilibre, la moitié OB du coté AB,
puisque cette moitié ne regoit aucune force. On est ramené
a P'équilibre d’'une tige ab, chargée en b d’un poids P,
appuyée en a contre une droite verticale qui développe, par
hypothése, une force normale G, et soutenue en son milieu O
par une bride AO, articulée au point fixe A. La bride AO n’est
soumise a4 aucune force entre les points A et O; donc elle
transmet intégralement au point O du coté ab la force F
qu’exerce sur elle le point fixe A. En résumé, la force P est
tenue en équilibre par deux forces F et G, dont les directions
sont connues. On trouvera ces deux forces en décomposant la
force BP, transportée au point commun aux trois forces, sui-
vant les directions AB et aB. On obtientainsi les composantes
G et F; la seconde fait connaitre la tension de la bride AO.
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2° S'il y a trois sommets supérieurs A, b, C, on pourra
encore supprimer la moitié¢ de la bride bc, et la réduire a la
partie b0'.
Le poids P est tenu en équilibre, d’une part, par les forces
- développées aux points A et a, et d’autre part par les forces
développéesaux points
b et B. Un raisonne-
mentidenlique a celui
qui a été fait pour le
cas précédent, montre
quelaforce développée
au point b a la direc-
tion b0, car cette force
doit agir en 0’ sur la barre CB, et, comme il n’y a pas de force
appliquée entre b et 0', elle transmet au point 0’ de la barre
(B Ia force qui est exercée sur elle au point b par la barre
ab. Cette force a donc la direction 50'. On trouvera les
deux forces développées aux sommets b et B, en décomposant,
suivant les directions cb, ¢B, le poids P transporté en ¢, ol sa
direction rencontre la direction 50’ prolongée; ce qui fait
connaitre la force K développée en B, et la force I déve-
loppée en b suivant la direction 0’. On voit que les forces
développées en B sont horizontales. Les forces K’ et I, égales
respectivement & K et H, mais agissant en sens contraire,
sont les actions subies par les barres AB et ab aux points
B et b. On décomposera de méme le poids P, transporté en c,
suivant les directions cA, ca, ce qui donnera les composantes
F et G, & appliquer en les changeant de sens aux points A et a.
Si 'on compose ensuite BK' et AF, qui agissent sur la barre
AB, la résultante, qui passe forcément au point c, passera
aussi au point O; car elle est tenue en équilibre par la force
T développée en ce point, et provenant de la barre ab qui s’y
assemble; elle a donc pour direction la droite ¢0. On trou-
verait, par la méme raison, cette méme force T, en composant
au point ¢ les deux forces bH' et aG, appliquées 4 la barre ab;
la force T, égale et contraire, les tient en équilibre.

Fig. 35.
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il y ait quatre sommets supérieurs. Nous
e cas la solution qu’on vient d’obtenir.

Pon peut résoudre le second cas en
rceau bO'BC du systéme articulé la
cela revient & regarder le sommet b

50 Supposons qu’
pourrons étendre a ¢
Remarquons que
appliquant au dex:nler mo
solution du premier cas;

¥
~<—

Fig. 56.

comme fixe, et le sommet B comme mobile sans frott.ement
le long de la verticale du point b. On achév-era la so.luh'on du
second cas en répétant la solution du premier, apphquee aux
points d’appui ‘A et a. Toutes les forces trouvces passent
parle pointe. . :
L'analogie conduit & étendre la méme solution de proche
en proche. L’équilibre intérieur du morceau (0"d est
connu par le premier cas, I'équilibre intérieur du morceau
bedBCO” sera de méme connu par le second ; enfin I'équélibre
intérieur de 'ensemble s’obtiendra par le méme raisonnement
que D'équilibre du premier cas ou du second, c’est-h-'dlre en
décomposant le poids P, appliqué en D, suivant les droites DA,
Da. On trouve de méme les forces KK/, ILI' R,R', S,8’, déve-
loppées aux sommets c, G, B, b, en décomposant P suivant les

droites
De, DC,

Db, DB.

Ensuite on trouvera les réactions mutuelles développées
dans les articulations O et 0, en composant ensemble

AF et BR’ ou aG et bS, pour avoir T,
bS et ¢k’ ou CH’et BR pour avoir 1.
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Les réactions T et T’ passent aussi par le point D.
Cette solution est générale et s’étend & autant de sommels
qu’on voudra.

CONTREPOIDS COMPENSATEUR DU POIDS DES CABLES, DANS LES
MACHINES D’EXTRACTION.

30. On se sert dans les mines de machines d’extraction pour
¢lever les bennes pleines du fond des puits jusqu’au niveau
du sol, et pour descendre du méme coup les bennes vides. Les
bennes sont suspendues aux deux extrémités d’un cable, qui
s'enroule sur un tambour, placé au-dessus de Vorifice du
puits, et auquel une machine & vapeur donne un mouvement
de rotation, dans un sens, puis dans un autre, suivant que
la benne pleine occupe I'une ou 'aulre extrémité.

La profondeur des puits, qui atteint aujourdhui plusieurs
centaines de métres, oblige 4 donner de trés grandes sections
aux cébles, ce qui entraine pour eux un poids considérable
par métre courant. Si, en effet, on désigne par / la longueur
maximum du cdble quand il descend jusqu’au fond du puits,

par p son poids par mélre courant, par P le poids de la benne -

vide,o et par Q le poids de son chargement, la section la
plus élevée du cable porte comme poids maximum la somme
P + Q + pl; si I'on divise cette somme par la tension-limite
K qu’il est prudent de faire porter & la matiére du cable
avec sécurité pour le service, on aura la section o qu’il est
nécessaire d’assurer au cable. On a donc

P+0+pl »

K

Mais le poids p par métre courant est le produit de la section o
par le poids spécifique I de la matiére composant le cable.
On a donc I'équation

P+ Q 4 Nw! = Ko,
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d’ot1 Uon déduit
P+0Q

m:K-—: ﬂ[’_

quantité qui grandit de plus en plus avec /, et qui Qevi'endrai‘t
méme infinie si l’on poussait la profondeur du puits jusqu’a

e K
la limite i

Il résulte de 1a une difficulté pour le jeu de la machine
¢élévatoire. . ind

Considérons la benne pleine au fond du puits, mais déja
soulevée pour commencer son mouvement zllscenda'nt. De
l'autre coté du céable nous avons la benne vide, qui com-
mence 2 descendre au bout d’un trongon de cable trés court.
Il en résulte que la puissance mofrice doit & cet instant
faire équilibre a la force (P + Q + pl) a.gissant_dans le sens
rétrograde, et & la force P dans le sens dlrec-t. Si lion a}ppelle
R le rayon du tambour, la machine élévatoire doit dévelop-
per & cet instant un moment égal &

(Q+p)R.

Au contraire, si 'on prend les derniers instants de I'ascen-
sion de la benne pleine, la longueur ! du céable est passéesde
lautre coté, le poids P + Q est la seule force résistante, el
le poids moteur est devenu P + pl; la différence des momqnts
donne :

(Q—pi)R,

de sorte que I'effort de la machine varie, aux deux extrémités
de la course, dans le rapport de Q -+ pl & Q — pl; celte der-
niére expression est généralement négative lorsque la lon-
gueur ! est un peu grande, ce qui entraine une grande valeur
aussi pour p.

Le travail de la machine serait donc trés irrégulier; la
vitesse d’élévation commencerait par étre trés faible, puis
elle irait s’accélérant jusqu’a la fin. De la des forces d’inertie
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développées dans le systéme en mouvement, ct des augmen-
tations notables des tensions calculées a l'état statique. Il
importe de compenser ce poids des cables, qui tantot s’ajoute,
tantot se retranche du poids utile Q. On peut y parvenir de
diverses maniéres. Nous n’en citerons qu’une.

Nous ferons abstraction des bennes et de leur chargement.

v
>

1
1
P

1S

i |

[y
&

©

g
i B AT
i
1
i

o

Fig. 37.

Les deux bennes se font équilibre. Quant au chargerﬁent Q,
I'élévation qu’on lui donne représente un travail constant
pour tous les éléments de la course. C’est le travail utile de
la machine élévatoire.

On se servira, pour la compensation, d'un contrepoids qui

descendra ou montera, suivant qu’il y a & produire dans la
machine un excés de travail moteur, ou un excés de travail
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résistant. Ce contrepoids ne devra ni monter, ni descendre,
lorsque les deux brins du cable se feront équilibre ; les deux
extrémités du cdble sont alors & la méme hauteur. En méme
temps le contrepoids doit occuper le point le plus bas de sa
trajectoire.

Soit AA’ le tambour sur lequel s’enroule le cible BAA'B’, et
qui est mobile autour de I'axe projeté en O3 nous le suppo-

~ serons en mouvement dans la direction de la fléche £. Il y a

équilibre pour le cable lorsqu’il est dans la position BAA'B et
que ses deux ex(rémilés sont & la méme hauteur. Soit MAA'M’
une autre position quelconque, définie par la longueur

x —BM=BWM.

Le contrepoids S est attaché & la poulie &, qui est soutenue
par la corde cdd'¢’, laquelle s’enroule, suivant une loi qu’on
définira plus loin, sur un second corps tournant EO'EY. Lors-
que le cable est dans la position d’équilibre, la poulie % et le
poids S doivent occuper leur position la plus basse ; le centre
de la poulie est en g, et les brins qui la soutiennent, ab, b'a’,
sont également distants de la verticale passant par le point 0.
Soit z la distance verticale parcourue par le centre A de la
poulie, a partir de sa position la plus basse g, lorsque le odble
a la position MAA'M'.

-Les deux eorps tournants O et O’ sont reliés ensemble par
une courroie sans fin HH’, qui assure entre eux une raison
connue . Si 'on fait tourner le tambour autour de ’axe O,
d’un angle d6 dans le sens de la fléche, le corps tournant 0’
tournera autour de son axe 0’ d’un angle do — <d0. Soit R le
rayon du tambour, » et #' les bras de levier O'c, 0'c’, des
tensions développées dans les brins cd, ¢’d’ qui soutiennent
le poids S.

La rotation d6 du tamhour entraine le passage du cable de
la position MAA’M’ & la position infiniment voisine mAA’m’. Le
travail correspondant peut étre regardé comme résultant du
passage de I’élément de cable Mm dans la position M'm’ ; il
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est égal au produit pdz >< 2z du poids de I'élément par la
hauteur dont il s’abaisse. La rotation da du second corps
tournant enroulera une longueur »dx du brin montant de, et
déroulera une longueur 7ds. du brin descendant. Blle dimi-
nue donc la longueur libre de la corde edd’c’ de la diffé-
rence (r — r’) da, et cette diminution porte également sur les
deux brins ; d’ott résulte pour la poulie A, et pour le poids S,

S aibodlt ity al .
une élévation égale a 3 (r — 7') da. Le travail correspondant

est donc égal & — %S (r—1') da, en négligeant le travail

du poids de la corde. L’équation de la compensation est donc
(1) prdx——%s(r— ) da = 0.

On a entre x et « la relalion

da::ed@:s%?_-

Done

1 edz
2pxdx—§S(r—r’)><—R—_0,

équation satisfaite si 'on a

(2) r—1' = 4[;[&.2:.

Nous compterons les angles 6 et les angles a, qui définissent
la position des corps tournants, a partir dela position que ces
corps occupent quand x = 0; de sorte que les variables 0,
a el z s'annulent ensemble, et changent ensemble de signe.
On aura

et

La quantité z, dont s’éléve la poulie & au-dessus du point
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le plus bas g de sa course, est donnée par I'équation

ds =z (r—1') da.

BO| =

!

R

Observons que - est la moyenne arithmétique des

ordonnées 0'c, — 0’¢’, des brins qui portent la poulie k,
ces ordonnées étant complées horizontalement partir du

centre 0’; r;r’ est donc l'ordonnée du point %, centre

de la poulie, qui se projette sur I'horizontale au milieu de
intervalle cc'. Désignons-la par y. Remplagons dans I'équa-
r—1

2

par y, da par sa valeur ecl":c, et dx

tion précédente i

/

", ou de y, déduite de

o r—
par sa valeur en fonction de

2
Péquation (2). 1 vient d’abord
__2pRzx
Se
puis
2R dz _ 2pR  Rda __ 2pR*

et kel ek =
Done =

&y = y < o edy

» =1 e Y

et enfin

©) A= ;f;:@ VA
équation de la courbe décrite par le centre de la poulie.

Il reste & montrer comment on réalise I'enroulement des
brins cd, ¢'d'.

Le second corps tournant (/ a la forme d’un double cone de
révolution, symétrique par rapport au plan ee’ de la grande
base commune aux deux cones partiels. L'un, celui qui est en
avant sur la figure, sert & I'enroulement du brin cd ; I'autre,
en arriére, est destiné & recevoir le brin ¢’d’. On trace i la sur-
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face de ces cones une rainure de faible profondeur, dans la-
quelle les brins viennent s’appliquer. Lorsque le cible princi-
pal est dans sa position d’équilibre, la poulie ¢ est au point
le plus bas, dans sa position moyenne ; et les brins se déta-
chent du double cone aux points a et @', milieux des généra-
trices horizontales. Ces points se transportent de @ en ¢ et de
a’ en ¢’ le long des mémes génératrices, quand on fait tourner
le double cone dans.le sens indiqué, ce qui assure & la diffé-
rence » —7' la valeur nécessaire pour I'équilibre. Cherchons
la courbe suivant laquelle il faut tracer la rainure qui con-
duit le brin.

La différence » — »’ est une fonction linéaire de , ou de «;

on a, en effet, par U'équation (2), ot I'on remplace z par I—{g

(&) SRR,

On pourra donc exprimer 7 et +* par des fonctions linéaires
de I'angle o, telles que la différence reproduise la fonction (4).
Soit 7, la valeur commune & 7 et & +” lorsque la poulie est au
point le plus bas; on devra poser

r =ma -} 1o,
( ' =m (a—x) + 1o,

en distiguant les deux angles « et «—=, qui définissent les
directions des deux rayons 7 et +, portés en sens contraires

sur la méme droite & partir du point 0'. Il viendra, en retran-
chant,

?r—1r'=mn,

et par suite

— 4pR?
m Smeﬂ’
ce qui donne
4pR?
(5) . ne= S ~+ 700

équation de la spirale d’' Archimeéde, suivant laquelle les deux
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rainures tracées sur le doublel cone doivent se projeter sur
le plan de la base commune ec-. - } .

Le brin qui quitte la rainure pour tomber & peu prés verti-
calement, ne lui est pas tangent. Il en est de méme pour l-a
corde qui se détache d’un cylindrc? ou elle est. em:oulee sui-
vant les spires jointives d’'une hélice. Le dernier élément du
contact entre la corde et le cylindre n’a généralemejnt pas la
direction de la partie libre. La raideur d(? la corde 1{1t<'a1~'v1ent
alors pour assurer un raccordement continu entre I'hélice et
cette direction.

Les brins dc, d’¢’ sont enroulés chacun sur son céne &
partir des sommets 0’ et 0", de maniére que le mouvement
de rotation de I'ensemble des cones autour de 'axe 0'0" suf-
fise pour enrouler I'un des brins et dérouler l'autre. Ge sys-
téme forme, en définitive, une sorle de treuil chinois a rayons
variables (t. I, 3295; t. II, § 273).

TRAVAIL DE L APPROFONDISSEMENT D’UN PUITS DANS UN TERRAIN
HOMOGENE.

31. Soit ABCD un puits & section constante, ouvert d¥ns
un terrain homogéne.

Appelons § la section du puits,

%z sa profondeur actuelle OM, mesurée
sur 'axe vertical OZ a partir du
niveau du sol au point 0.

Pour approfondir le puits de la quantité
MM'=dz, il faut produire successivement
deux quantités de travail :

1° Le travail del’approfondissement, qu’on
peut regarder comme proportionnel au volume CDD'C’ &
désagréger ;

2° Le travail de I'enlévement des matériaux produils par
cette premiére opération, qu'on doit élever jusqu’au niveau

Fig. 38.
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du sol, ot nous supposerons qu’on trouve a proximité un lieu
de dépot.

On représentera le premier travail parle produit KS dz, en
appelant K le travail correspondant au déblai d’un métre
cube du terrain dans lequel on opére; le second sera repré-
senté par le produit ISdz >< z, en appelant IT le poids spéci-
fique du déblai formé en CD, qu’on éléve a la hauteurz.

On a donc, en appelant T le travail de I'approfondissement,

dT = KSdx -} 1Szdx,
ct par suile, en intégrant, et en observant que T=0 lorsque
la profondeur z est nulle,

T=S5 Kz 4 4 1I22),
otz devra recevoir la valeur de la profondeur totale & laquelle

on doitatteindre. T croit avec z suivant une loi parabolique.
Si I'on divise par celte profondeur totale z, on a

w3

=5 (K + {IIz),

équation qui donne le travail moyen par métre de profon-
defir. On voit que ce travail moyen croit avec la profondeur
totale.

La formule obtenue suppose que la pesanteur reste la méme
en fout point de la profondeur totale. Pro-
posons-nous de voir comment elle devrait
étre modifiée, si ’on avait a tenir compte
des variations de g aux divers points de la
verticale OZ.

Considérons une masse m prise en M4 la
profondeur z au-dessous du sol, et supposons
cette masse mobile le long de la verticale MO.
Pour définir ses diverses positions, nous
appellerons 2’ la profondeur & laquelle clle se trouve en un
point quelconque de son trajet. Le poids de la masse m varie
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du point Mau point 0. Soit g I'accélération due & la pesan-
teur a la distance 2’ du sol. Laforce étantmg, le travail corres-
pondant a l'ascension — dz’ est le produit — mgdz', et le
travail total sera par conséquent

% =0 N2
——f mgdz' = mf gd
=z 0

en faisant sortir du signe f le facteur constant m. Si nous

admettons I'homogénéité du globe terrestre, g varie propor-
tionnellement & la distance au centre, et I'on a, en appelant a
le rayon de la sphére terrestre, I'équation

g:_{/ox(i—-z)v

qui donne g =g, pour z =0, c’est-a-dire au niveau du sol, ct
g=20 au centre de la terre.
On a donc ;

fgd::fgo'('l—é) 115’:903'—'!/0;7’

résultat qu'il faudra prendre entre les limites 0 ct z. 1l vient

donc pour le travail de I’ascension
L]

22
MYoZ — MG —+
2a

Le produit mg, est le poids de la masse m au niveau du sol.
Le poids du volume CDD'C’ s’exprimait tout & I'heure. par
I8dz; ce produit exprimera maintenant le poids qu’aurait le
volume de déblai ramené au point 0, et le travail de '6l6- .
vation du morceau CDD'C’ est par conséquent

nSdx (z - %) .

On aura done
22

dT = KSds + ISdz ( s 7;)’

V. — MEC. COLLIGNON. 5
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ce qui donnera, en intégrant de nouveau,

Iz
=8 (Kzl-ipg2—— ]
T s(<+2 o)

a

Le dernier terme est généralement négligeable, & cause de
la grandeur du rayon a par rapport & la profondeur z.

" On a supposé la section constante, comme celaa lieu habi-
tuellement. On pourrait aussi bien admettre que S varie en
fonction de z, suivant une loi donnée. Alors I'intégration qui
fait passer de dT & T devrait porter sur le facteur S, et I'on
aurait, en supposant que la pesanteur conserve sa valeur sur
tout le parcours OM,

¥4
T..—_Kfsdz-{-nszdz.
0 0

Le rapport %: S (K + I1z) représente, pour chaque pro-

fondeur z, la difficulté d’'un approfondissement égal & I'unité
de longueur. Si S est constant, elle croit avec la profondeur
suivant les ordonnées d’une droite. Mais on pourrait, en ren-
dant S variable, faire en sorte que cette difficulté soit con-
staréte. Il suffirait en effet pour cela de régler les sections de
maniére & rendre le produit S (K +IIz) constant. S et z sont
alors les coordonnées des points d’une hyperbole.

COURBES FUNICULAIRES.

32. On trouvera dans les volumes de Rouen et de Blois des
Comptes rendus de I Association francaise pour I'avancement
des sciences quelques recherches sur les courbes funicu-
laires, que nous nous bhornerons ici & mentionner sommaire-
ment. :

Congreés de Rouen, séance’ du 17 aott 1883 : Chainelle
d’égale résistance. L’équation de cette courbe, ou la tension
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par unité de section est la méme en tout point dn fil, est en
coordonnées rectangulaires

Cosx U
= i=ue =3
a a.

Congreés de Blois, séance du 5 seplembre 1884 : Forme
d’équilibre d’un fil homogéne, dont tous les éléments sont
sollicités par des forces attractives émanant d'un centre
fixe, inversement proportionnelles aux [carrés des dis-
tances @ ce centre.

L’équation polaire de la courbe cherchée est

dfi=-k ""——Ct—*—l; -

” \/(Br — AP — [EX4

on reconnait qu’il y a trois genres de courbes distincts, sui-
vant qu’on a (<A, G=A, (> A. Lesarcs de ces trois genres
de courbes s’expriment par une méme fonction analylique.



CHAPITRE IIL

QUESTIONS SUR LA DYNAMIQUE ET LA MECANIQUE
DES FLUIDES.

MOUVEMENT DES PROJECTILES DANS UN MILIEU DONT LA RESISTANCE
EST PROPORTIONNELLE A LA VITESSE.

53. On a traité (t. III, 326) la question générale du mouve-
ment d’un projectile dans un milieu résistant, lorsque la
résistance cst donnée par une fonction quelconque de la
vitesse. Nous supposerons ici
que la résistance est propor-
tionnelle a la vitesse. Alors le
probléme se simplifie notable-
ment.

Soit K*v la résistance du mi-
lieu, rapportée a l'unité de
0 v X masse du projectile. Les forces
qui agissent sur le point maté-
riel au point M sont la pesan-
teur ¢, et la résistance K*v;
celle-ci, projetée sur les axes, donne les composantes K*v,
et K*,, ou K* ‘fi — K2 , quil faut prendre négativement.

Les équations du mouvement sont donc

Fig. 40.

a’x R dx
@
i dx

e i [ B e
| =g
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équations qu'on peut intégrer séparément, car la premiére ne
renferme que z, la seconde que z.
On a, en faisant une premiére intégration,

dz

T — =0 —K,
(2) dz y
Ech — K% —gt.

La premiére donne la composante horizontale de la vitesse;
pour z=0, c’est-d-dire au point de départ O du projectile,
clle doit donner la composante horizontale de la vitesse initiale,
2, sin 6,. On a donc C=1, sin 6,. De méme au point O on a a
la fois z=0 et t=0, et ( est égal & la composante verticale
de la vitesse v,, ou & v, cos 6,. Les deux constantes sont donc
déterminées.

Les variables se séparent dans la premiére équation.

On a, en effet,

dx 1 'dx .
ST Be
== =il
K=
ce qui donne en intégrant
{=—0) ——lo né i}
e R e v

éqhalion qui doit donner {=10 pour =0, par conséquent

la constante G a pour valeurK log nép. Ig” et I'équation

devient
G
1 x K2 1 )
®) t=iglog nép. [ —— |= yzlog nép. C%—,
IF —_—
ou bien

ATy — K2t
a:.—K,_,(l—e )

La seconde équation est une équation différentielle lingaire
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du premier ordre, A coefficients constants, qu'on peut écrire

% + K= —gt.

On cherchera d’abord une solution qui satisfasse & cette
équation avec son second membre; on trouve aisément

=9 9,
=pte e

on en déduit, en effet,

Multipliant la premiére par K* et ajoutant a la seconde, on
retombe sur I’équation donnée.
On posera ensuite

e
=Rt TRt
u étant I'intégrale générale de I’équation proposée,
dx 9,
S+ E==0,

privée de second membre. On aura
€
u=Ae— K%,
en appelant A une nouvelle constante arbitraire.

e l g g Ae— K2
“KE KR Kﬂt - ]

Cette équétion jointe a I'équation (3) définit le mouvement.
On déterminera la constante A en faisant = 0.0n doit avoir
2=0. Donc

C/
BrtA=0

e
A= (G4 L)

et
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et il vient pour I'équation définitive ‘qui donne z en fonction
de ¢,
@ co
) s=(f+i) d—e -G

G
L’équation (5) montre que la courbe a une asymptote ver-

ticale, z—=g=, limite de I'abscisse z lorsque le temps ¢ croit

G
Ké'y
indéfiniment.
Le point le plus haut de la trajectoire s’obtiendra en faisant
dz

?l—t:(); ce qui donne pour déterminer ¢ I'équation

o— K& g .
g+ CK2
ou hien

Ky K2

=g |
g

et .

”_—l%; log nép. (i + i

¢ .
tg

Le maximum de z est donc égal 4 la fonction

SRS g g g . C'K®

”-ﬁm41—;mm)—ﬁmmﬁ(H'g)
it C'K2g g K2 -
=%t g em s (1457

94. Au lieu de décomposer le mouvement suivant les axes
0X, OZ, on peut le décomposer suivant les axes ON, 0Z’, dont
le premier est la tangente & la trajectoire au point de départ,
et le second la verticale descendante.

La‘droite ON a pour équation dans le systéme primitif des
coordonnées

3= cot 0,

et les abscisses PN=2a’ comptées sur I'axe ON seront égales a

C

T=p

(1 —e—E2,
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et que G est égal & v, sin 0,, on voit que I'on aura

(5) =18 (1—e™ &%),

équation qui ne renferme plus 'angle 0,.
On a de plus

MN=2z'=uz cot f,—=
=2’ cos fp— =

__%¢C080p ,  _xkuy_(C g S N
L (1{2‘*'1;4)“ By 4 Ly,

Cette expression est susceptible de réduction, en observant
que (/' =w, cos 0,. Il vient en effet

g [ — K2
=ft—gu—e®

(6)

w

équation dans laquelle I'angle 6, a aussi disparu. Les deux
équations (5) et (6) définissent le mouvement, aussi bien que
les équations (3) et (4); mais elles ne contiennent pas trace
de I'angle 6,, implicitement donné par la direction de la
premiére tangente ON; la premiére contient seule la vitesse
initiale v,.

Il résulte de la que, si on lance au point O simultanément
divers projectiles pour lesquels la constante K* soit la méme,
et qu'on fasse varier de I'un a l'autre I'angle 0,, si 'on
décompose le mouvement de chacun suivant la tangente & la
trajectoire au point O et la verticale, les espaces parcourus
suivant ces deux directions seront respectivement égaux en
temps égaux pour tous les projectiles. Cette propriété des
courbes balistiques a été découverte par M. le colonel Astier.
Elle peut se démontrer géométriquement.

Décomposons la vitesse v du mobile en deux composantes
paralléles aux axes ON, OZ; soient v,, v, les deux compo-
santes. Appelons j,., j. les accélérations projetées sur les
mémes axes. Nous aurons

Jd= —Kx/,

jo! =g —K,
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¢équations de deux mouvements rectilignes qui peuvent se
traiter a part, indépendamment I'un de l'autre. Le mouve-
ment suivant ON sera le mouvement d’un point qui part avec
la vitesse v,, et n'est soumis qu’a la résistance du milieu
proportionnelle & sa vitesse; le mouvement suivant OZ” est le
mouvement d'un point qui part du repos, et qui tombe sous
I'action de la pesanteur, en subissant la résistance du milicu.
Ces deux mouvements sont enticrement définis, et définis de
la méme maniére, quelle que soit la direction initiale du tir,
pourvu que les constantes K* et v, soient les mémes. Donc les
mouvements suivant les droites ON el OZ" sont les mémes
pour tous les mobiles, qui parcourent en temps égaux les
mémes espaces en projection sur ces deux directions.

On a vu (t. III, § 50) qu’en supposant la résistance de I'air
exprimée par la fonction Av* + Bv* de la vitesse, les baisses
du projectile, comptées verticalement & partir de la ligne de
tir, ne sont pas sensiblement influencées par les variations de
Iinclinaison initiale. On voit que cetle propriété, qui n’est
quapproximative, et qui suppose un tir presque horizontal,"
devient rigoureuse quand on admet que la résistance est pro-
portionnelle & la vitesse. -

CAS PARTICULIER DU MOUVEMENT D’UN POINT SUR UNE circonrERENCE
ET DU MOUVEMENT PROJETE SUR UN DIAMETRE.

35. Soit M un point qui décrit la circonférence AMO en fai-
sant des aires égales en temps
égaux autour du point 0, pris sur
cette circonférence. Cherchons
I'accélération j de ce mouvement.
Elle a la direction MO en vertu du
théoréme des aires.

Soient C le centre de la circonfé-
rence, (M= a le rayon; 6 I'angle
MOC qui définit la position durayon Yig..4t.
vecteur OM. Nous désignerons par r la longueur OM de ce rayon.
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La distance p=OH du centre des aires & la tangente au
cercle en M est égale & OI+ IH, en ahaissant la perpendicu-
laire CI sur OH. Or IH est égal & CM ou & a. O est la projec-
tion de OC sur OI, qui est paralléle & CM, et fait avec OC I'an-
gle 20. Donc OI=ua cos 20, et ’on a

r=a(l+ cos20) =2acos? 0.

La vitesse v est inversement proportionnelle 4 p, par la loi
des aires ; posons donc

A
D e,
2a cos 20

L’accélération totale j a pour projection sur la normale CM,
2

A k!
Jcos b = @ étant le rayon de courbure.

Done

e 2 _ Al A".’
I = eoso (lm2 cos* 6) T 4adcos’ o

Voila j exprimé en fonction de 0; il suffit d’exprimer 6 en
fonction de ».

Or
7= 2a cos 6.
«
Done
15 "3
a3coSB0=gB>¢ =
=} m =g’
et enfin

. 8a%2
I==

L’accélération est donc proportionnelle 4 I'inverse de la cin-
quiéme puissance de la distance au point 0.

Lorsque le mobile parvient au point O, sa vitesse v et son
accelération j sont infinies : résultat qui indique une impos-
sibilité. Il n’y a pas de force infinie, et on ne peut rien affir-
mer sur la continuité du mouvement, dés que la vitesse passe
par l'infini, car la continuité est rompue par cette hypothése.

ET DU MOUVEMENT PROJETE SUR UN DIAMETRE. L

On ne peut pas affirmer, par exemple, que le mobile parvenu
en O avec une vitesse infinie traversera le point O pour décrire
la demi-circonférence inférieure. Nous le montrerons en étu-
diant le mouvement du point P, projection du point M sur le

diamétre OA. ok
Soit en effet 2 = OP. On aura pour l'accélération j

j'=jcoso,
et par conséquent

o A2
J = 1a5 cost o’

On a de plus
x=1rc080
et
» = 2a cos 0.
Donc Al
x=2a cos*0;
par suite
5 A2 A2
y= C o
4ad X< A
4a?

1 résulte de la que le point P a une accélération propor-
tionnelle 4 I'inverse du carré de la distance OP, ou, si 'on veut,
qu'il subit de la part du pomnt O I'attraction newtonienng.

L’accélération j” est donc infinie au point 0. Or il est évi-
dent d’aprés la figure que le point P, parvenuen O, ne passe
pas au dela de ce point, mais qu’il rétrograde le long du dia-
métre OA, et cela, que le point M parcoure 'une ou lautre
des demi-circonférences que ce point O sépare.

La vitesse v’ du point P est d’ailleurs infinie au point O. Car
v" est la projection sur OA de la vitesse v, laquelle fait avec

—

OA un angle égal & 12- — 20. On a donc

v =vsin 20 = ><2sin9cos€=%tang0,

2a cos?
T

produit qui devient infini au point O, pour b=5
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Voila donc un point P qui parvient au point O avec une vi-
tesse infinie dans le sens PD, et qui est réfléchi dans le sens
OP avec une vitesse égale, comme s’il avait chogqué en O un
ressort de puissance infinie. Cet exemple montre que la vitesse
peut changer de sens, au point de vue analytique, aussi bien
en passant par I'infini que par zéro; il montre aussi que la loi
de l'inertie, démontrée par des expériences ou les vitesses et
les forces restent toujours finies, ne peut étre étendue au cas
fictif ou elles auraient des valeurs infiniment grandes.

Le mouvement du point P, qui est soumis & lattraction
newtonienne du point 0, est en réalité un mouvement ellip-
tique qui s’opére dans une ellipse infiniment aplatie ayant ses
foyers en O et A. Le résultat donné par 'analyse est donc un
résultat-limite, qui s’explique de lui-méme.

Pour en revenir au premier probleme, on voit que, puisque
le mouvement du point P change de sens en atteignantle point
0, rien ne prouve que le mouvement du point M n’en ferait
pas autant en arrivant au méme point; la continuité étant
rompue, on ne peul rien affirmer sur ce qui se passerait, et
le mouvement du mobile M demeure indéterminé.

m}opmﬁms DU MOUVEMENT D’UN SYSTEME MATERIEL QUELCONQUE.

36. Lorsqu’un systéme solide est en mouvement, il existe,
dans chaque position du systéme, un plan qui est paralléle
au plan homologue dans une position antérieure (t. I, § 518).
M. J. Bertrand a découvert une propriété analogue pour le
mouvement d’un systéme quelconque, saul 4 considérer
deux positions infiniment voisines, et, au lieu d’un plan
indéfini, un élément plan infiniment petit. Le théoréme a
alors I'énoncé suivant :

Dans tout systeme en mouvement, il exisle a chaque
instant el en chaque point du systéme un élément plan dont
les molécules se transportent, au bout d’un temps infiniment
petit, dans un plan parallele @ cet élément.
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Rapportons les positions successives du systéme a frois
axes fixes rectangulaires, OX, 0Y, OZ. '

Soit A un point du systeme, z, y, = ses coordqnnees a
Pépoque ¢; V sa vitesse, dont les composantes suivant les
axes seront u, v, w. Imaginons au-
tour du point A un élément plan P
infiniment petit; soit N la normale
a cet ¢lément. Prenons dans I'inté-
rieur de I'élément un second point
A’, qui aura pour coordonr.lées
x+E, y-+1u, -+ expressions
ou &, 1, ¢ ont des valeurs absolues
infiniment petites. Soit V' la vitesse
en ce point, et v/, v', w' ses compo- Fig. 42.
santes. Le mouvement du systéme
est supposé soumis a la loi de continuité, et u, v, w s?nt de§
fonctions de z, y, z, qui deviennent respectivemcnt. égales &
w', v', w quand les coordonnées recoivent les accroissements
infiniment petits &, 7, €.

Si les molécules contenues dans 1'élément plan se trouvent
au bout du temps d¢ dans un plan paralléle, les projections
des vitesses V et V' sur la normale N doivent étre égales. Or,
en appelant «, §, v les angles que fait la normale N ave(? les
trois axes, on a pour la vitesse V estimée suivant la direc-
tion N,

(1) U=wucosa- vcos 3+ wcosy.

On doit d'ailleurs exprimer que l'angle des directions N
et AA’ est droit, puisque N est normale au plan P qui con-
tient AA’; donc

(2) gcosa—+ncosp -+ gcosy=0.

La vitesse V', estimée aussi suivant la normale, doit étre
encore égale 4 U. Mais U est une fonclion de z, y, %, qui
s’accroit de

dU_  duU .
tTJ‘?E—i—d—y'ﬂ +dU:v
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quand les variables s’accroissent de £, x, ¢, en négligeant les
puissances de ces accroissements. On aura donc

du du du
3) az ST i At

pour la condition du parallélisme des deux plans. La direc-
tion AA’ étant arbitraire dans le plan P, on peut prendre
i
3

(3) doivent s’accorder pour donner la méme valeur & 'autre

arbitrairement I'un des rapporls 7 :les deux équations (2) et

rapportg. L’équation de condition pour qu’il en soit ainsi est

§

; dU du du
T - g5 e
Gsa = cosp — sy

ou bien, en développant les dérivées au moyen de I’équation (1),

du dv dw du dv dw

COS o — B S o) s oo == == o —

44 7= - cos f 7 ~+-cosy E cOoS « @y —+cospB 5 -+ cosy dy
COS & cos B

dw

dx

du dv
i cos::m +cospa+cow

Ccosy
C¥s deux équations, jointes a la relation

c0s? & -+ c0s2B -+ cos?y =1,

définissent les trois cosinus, ¢’est-i-dire 'orientation & donner
a I'élément. 11 reste & faire voir que 'on trouvera toujours
pour les angles o, 3, v des valeurs réelles.

Soit A la valeur commune aux trois membres de la double
équation (4). On pourra les écrire sous la forme

du dv dw
(E—-X) cos o & cos B - %cos;:=0,
du ] dy iths dw
) — i el ) ok
(5) dycos:; +(dy A)LOS[-Z-{- d—y0057_0,

du d d
7708« + ‘-l—?cosﬁ -+ (d—lj—-))cos):=0,

23
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et, pour que ces équations fassent connaitre les rapports des
cosinus, et qu’elles admettent d’autre solution que la solution
impossible qui consisterait & annuler les trois cosinus a la
fois, il est nécessaire et il suffit d'égaler & zéro le détermi-
nant des coefficients des inconnues, ce qui donne I'équation
du troisiéme degré en A :
du_k dv dw
dz " dz’ dx
du (lv_A dw
dy' Ay~ T dy
du dv dw
s’ dx  dx
du dv dw du dw dv
=(@-) @) () - (552
(e, \dwdu _ (dw _\duds
dy dzdz~ \ds * dy dz
du dv dw dudvdw

+d_yaTzB; dzdzdy —

b

L’équation (6), étant du troisieme degré en 2, a toujours au
moins une racine réelle, et elle peut aussi en avoir trois. A
chaque racine réelle correspond une détermination réelle
des coefficients de I'équation (5), & laquelle correspondent
des valeurs réelles des rapports des cosinus, et enfin des
valeurs réelles el admissibles pour les cosinus eux-mémes,
puisque la relation cos®a -+ cos® ¢ + cos’y =1 les assujettit
tous les trois & étre numériquement moindres que l'unité.
Donc enfin il y a en chaque point un ou trois systémes de
valeurs réelles des angles a, ¢, y qui définiront I'orientation
de I'élément P.

57. L’existence du plan P une fois constatée, prenons ce
plan pour plan des XOY. On devra avoir alors pour les angles

T

qui définissent la normale N, a = ¢ = BT 0, ce qui en-
traine cosa =cos =0, cosy =1, valeurs qui, substituées
dans les équations (5), donnent

dw dw dw

82207 @'20 et E—A:O.
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L'équation (6) se simplifie dans cette hypothése, et, aprés
suppression du facteur %70 — 7, donne pour les autres racines
une équation du second degré qui conduit & la double valeur:

1 /du , dv Lidu dv\* , dudv
(7) ’~=§(,Tx+dz)t\/z(dx‘du) TH G

Ces deux racines, qui peuvent étre imaginaires, sont néces-
sairement réelles lorsque % et Z—Z sont de méme signe; car
alors la quantité sous le radical est positive. S'il en est ainsi,
a ces deux nouvelles valeurs réelles de & correspondent deux
couples de valeurs réelles des angles «, 8, v, qui déﬁn,isscnt
les deux autres plans dont le parallélisme est conservé dans
le mouvement du systéme. .

Il peut arriver que ces trois plans soient rectangulaires, et
alors on peut prendre des plans paralléles pour plan§ coor-
donnés. 1l faut alors que les équations (5) soient satisfaites

pour les trois systémes d’angles

ki3
a=10, 3:;-(~ /:5,
4 = o
& a—gv ﬁ——Oy b 2,
=i =E, 2 =0
& =5 B 5 7

Or nous avons vu tout & '’heure que la derniere hypothése
entraine les conditions

dw dw
A% T

Les deux premiéres entraineront de méme les conditions

du du
(Z;/- =0, E—-O,
dv dv
R

Ces-six équations de condition expriment que la fonction
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udx + vdy + wdz est une différentielle exacle, c’est-a-dire
qu’il existe une fonction ¢ des coordonnées z, y, z, dont les
dérivées partielles sont respectivement égales aux compo-
santes u, v, w de la vitesse V du point.

La fonction différentielle udz + vdy + wdz exprime le tra-
vail élémentaire d'une force dont les composantes seraient u,
v, w, c’est-4-dire d’une force ¢gale & V, lorsque son point d’ap-
plication subit un déplacement ds dont les composantes sont
dz, dy, dz. S'il existe une fonction ¢ des coordonnées telle
que la différentielle de ¢ soit égale a cette fonction -

udz +vdy + wdz,

le travail total de la force V, pour un parcours quelconque de
son point d’application, ne dépendra que des deux points ex-
trémes de ce parcours, et sera indépendant du trajet intermé-
diaire.. Mais alors I'intégrabilité de la fonction

udz +vdy + wdz

subsiste quels que soient les axes rectangulaires auxquels on
rapporte les positions du systéme. Il résulte de 1 que la pro-

priété analytique de la fonction 2

udx +vdy + wdsx,

bien qu'elle ait été reconnue en faisant usage d’un sys-
téme d’axes particulier, subsisle encore pour tout autre
systéme d’axes. Elle suppose d’ailleurs un cas trés particu-
lier : 1° les trois racines de I'équation en % doivent étre
réelles; 2° les trois plans correspondants a ces trois racines
doivent étre rectangulaires.

Continuons & prendre le plan XOY pour le plan P de I'élé-
ment qui conserve son parallélisme, et projetons sur ce plan
le mouvement des molécules qui le traversent. Il suffira
d’étudier les variations des coordonnées x et y de ces molé-
cules.

V. — MEC. COLLIGNON. 6
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Soient « et y les coordonnées d'un poinF A traversé a
Pépoque ¢ par une molécule; on fait abstraction de la troi-
sidme coordonnée. Au bout du

B v x temps d¢, les coordonnées de la

méme molécule seront

xudt, y-vdt.

-

Soient de méme z &, y-+1
e % les coordonnées, a I'époque ¢, de la
molécule qui passe en A’, les différences & et « étant infini-

ment petites. Elles deviennent, au bout du temps d¢,

d d.
(x+5)+(u+d—’;z+d—;‘~o) dt
et
d d
w+w+@+£w7%ﬁh

Soit « 'angle que fait & I’époque ¢ la droite AA’ avec I'axe
OX. On aura a I’époque ¢

: n
tangzx:ﬂg, ou bien a=arctangg,

et¢h I'époque ¢ + dt ’angle sera devenu o + da.
On aura pour la variation da de I’angle
§dn — ndE
Bitin?
dv dv du du _,
(e +ge) a—(Fotg)e
etn

dz=d arc tang % =

Donc enfin
dv dv du o, du
L i ” ) s s T e S B
(lzz____E dx+E'7 (dy dx) 4 dy
e g4
BT dv du 4 du . ,
=%cos-a+(@—d—$)cosasmu——3§sm o

Telle est I'expression de la vitesse angulaire de la droite
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~ AA’ autour du point A supposé fixe. Si sur la direction AA’ on

porte une longueur r inversement proportionnelle 4 la racine
carrée de la vitesse angulaire prise positivement, il viendra,
en prenant le signe convenable pour le premier membre,

1

r?

dv dv  du du
+_ =" cos2 Sl gl Sin o — — sin?
St T ¢08 “+(dy d.z‘) €8 e Sin «- 3 sin%e,

ou bien

dv dv  du s du .
—1r2cos?a - ( — —— 72C08 e §in ot — —- 225in% g =1 ;
dx dy dz dy

si l'on pose 7cosa =X, rsina=1Y, il vient I'équation en
coordonnées rectangles

)XY—’I—uYQ:iL

dv dv  du
dy

= X2 e

dxx g dy dz

Cette équation représente une courbe du second ordre
ayant son centre au point A. C’est une ellipse lorsqu’on a

ﬂ) du\2 (Lua'u
dy ™ dx dx dy

do. " :
Alors-(ﬁ conserve le méme signe pour toutes les valeufs

de o, et toutes les droites AA’ {ournent dans le méme sens
pendant le temps d¢ autour du point A supposé fixe. Si, au
contraire, on a

(Iv_cﬁ 2 dv du
dy~ dr dz 215

. ; do. :
la courbe représentative des valeurs de 7 ‘eprésente une

hyperbole, en prefint le signe supérieur, et une seconde
hyperbole, située dans les angles des asymptotes que la pre-
miére laisse vides, si I'on prend lautre signe. Dans ce cas,
les molécules A’ situées dans les angles des asymptotes
opposés par le sommet tournent dans un sens autour du
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point A, tandis que les molécules situées dans les deux autres
angles tournent autour du méme point en sens contraire. Les
moléeules situées sur les asymptotes ne tournent pas. On
remarquera que, dans ce dernier cas, les racines de I’équation
(7) sont réelles, et qu’alors il existe en un méme point trois
¢léments plans qui restent paralléles 4 cusx-mémes dans le
déplacement commun du systéme, pendant un temps infini-
ment petit.

Ces résultats rentrent dans la théorie que I'on a nommée
récemment Cinématique des fluides®.

LIGNES GEODESIQUES D'UNE SURFACE DE REVOLUTION.

58. Si la surface de révolution est un cylindre droit & base
circulaire, elle est développable, et les lignes géodésiques se
transformeront sur le plan en lignes droites. Réenveloppées
sur le cylindre, elles dessineront des hélices et, comme cas
particulier, des génératrices rectilignes ou des cercles de sec-
tion droite. Nous écarterons ce cas, ou la solution est connue
& priori. :

©Soit
m a=p ) =9 (Ve"+7)

I’équation d’une surface de révolution autour de I'axe 0Z;
x, 1, z sont les coordonnées d’un point, et r sa distance &
I'axe OZ.

Imaginons qu’un point M parcoure celte surface sans frot-
tement, et sans étre soumis & aucune force autre que la réac-
tion normale. Il décrira une ligne géodésique (t. 111, § 80).

La normale & la surface rencontre 1’axe; donc le théoréme
des aires est applicable en projection sur le plan XOY. Appelons

1. Voir 4 ce sujet une note de notre Hydraulique (2 édition, page 89. —
Paris, Dunod, 1880), ou I'on trouvera un beau théoréme sur le mouvement per-
manent, da & M. F.-G.-W. Baehr, professeur a I'Ecole polytechnique de Delft.
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0 'angle ‘polaire, dont la tangente trigonométrique est % 1l
viendra
2) %r“'de = Adt,

en désignant par A la vitesse aréolaire consfante.

De plus, comme il n’y a pas de travail, la vitesse du point
M est constante. Le carré de la vitesse s’exprime, en admet-
tant les coordonnées polaires » et 0 dans le plan XOY, et
la coordonnée z perpendiculaire & ce plan, par la fonction
dr® + r*do + dz*
3 de
stante,

(3) A2 120 4 ds® = BAL.

. On a donc, en appelant B une nouvelle con-

Elevant au carré 'équation (2), etdivisant I'équation (3) par
le carré de I’équation (2), on élimine dt et il vient

dr2 4+ rdf? + dz*
;b r4dg?

e

B2
=A—=C,

en appelant C une constante positive.
De I’équation (1) on iire 3
dz = ¢'(r)dr,
valeur qui, substituée dans I'équation précédente, donne, en
chassant le dénominateur,

dr? 4 r2d6 + ( rp'(?'))‘ dr? =3; Cortd§2

pour I'équation polaire de la trajectoire, en projection sur le
plan XOY.
Si on la résout par rapport & do, il vient

T
%) s i M 4
4 d Cr2—1
i
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et la solution s’achéve par une quadrature, qu’on pourra tou-
Jours effectuer dés qu’on connaitra la fonction ¢, c’est-d-dire
la forme de la surface.

On peut démontrer que, dans les surfaces de révolution,
le produit du rayon » par le sinus de 'angle ¢ que fait la ligne
géodésique avec le méridien, est constant en tous les points de
la ligne.

Imaginons en effet un point matériel qui suive la ligne géo-
désique avec une vitesse v conslante. Le moment de la vitesse
par rapport & I'axe OZ est constant. Or nous pourrons décom-
poser la vitesse v en deux composantes rectangulaires, dont
l'une v cos ¢ sera tangente au méridien, et 'autre v sing sera
tangente au paralléle. Le moment de la premiére compo-
sante est nul, puisqu’elle est dans le plandel’axe. Le moment
de la seconde, qui est normale & I'extrémité du rayon », est
vsing > 7. Donc on a

vr sin ¢ = constante.

Il enrésulte que 7 singest constant, puisque le facteur » est
lui-méme constant.

39. Appliquons ce théoréme & la sphére. Soient P el P’ les

~ poles, EE'I'équateur, O le centre

P de la sphére, R = OM le rayon,

g \ Y et % la latitude d’un point M, ou
: r \vq;« le complément de I’angle POM. On
el . aurapour le rayon du paralléle
/ ///// p==RE08 X

et la ligne géodésique sera définie
par la condition

' R cos 2 sin ¢ = constante,
ou bien
€0s } sin ¢ = constante,
puisque R est constant.
Cette équation définit un arc de grand cercle MN; car elle
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revient & la proportion des sinus dans le triangle sphérique

PMN :
“sinPM __ sinPN
SinPNM —_ §tn PAIN’

équation qu’on peut mettre sous la forme

sin PM 3< sin PMN = cos ) sin ¢ = ¢0s ) sin ¢,

en appelant %, la latitude PN, et ¢, 1'angle azimutal PNM d’un
autre point de I’arc de grand cercle MN.

40. Reyargues. — 1° On a démontré (t. III, § 82) que, tout le
long d’une ligne géodésique, le plan osculateur de la courbe
est normal & la surface. Il en résulte que tout méridien est une
ligne géodésique, et que, parmi les paralléles, celui pour
lequel le plan tangent & la surface est parallele & I'axe de
révolution, est aussi une ligne géodésique.

Dans le premier cas, la constante A est nulle et la constante
(G infinie; I'équation (4) donne d6 = 0.

Dans le second cas, on a ¢'(r) infini, avec dr =0, ce qui
laisse d indéterminé.

Dans le cas général, les conditions de réalité du radical de
I'équation (4) feront connaitre des limites de », et défini-
ront les paralléles entre lesquelles la ligne géodésique ®st
comprise. Comme dt est toujours positif, do doit conserver
toujours le méme signe, et il faudra changer le signe du ra-
dical dans I’équation (4) toutes les fois que » atteint unelimite
au dela de laquelle dr change de signe.

2° L’équation (4) inlégrée fait connaitre en coordonnées po-
laires la projection de la courbe cherchée sur un plan X0Y per-
pendiculaire & I'axe de révolution. Mais il sera ordinairement
plus commode de recourir pour le tracé de la courbe au mode
de représentation suivant.

Nous supposerons, pour fixer les idées, que la surface de ré-
volution ait pour méridienne une courbe PA qui rencontre &
angle droit I'axe de révolution OZ en un point P, et nous ap-
pellerons ce point le pole de la surface.



88 LIGNES GEODESIQUES

La méridienne PA a pour équation z=¢(r), z élant compté

sur OZ a partir d"un point O quelconque, et r étant Uordonnée
correspondante. Si I’on méne par OZ un plan OPB faisant avec

Fig. 45.

le plan OPA un angle 6 quelconque, on aura une seconde posi-
tion PB de la méridienne, et un point M aura pour coordon-
nées O =z, HM=7-.

Proposons-nous de faire sur le plan la représentation de la
surface, sous la condition que les méridiens PA, PB,... soient
représentés par des droites P’A’, P'B',... émanant d’'un méme
point P’ pris pour représenter le pole, et que tous les angles
soient conservés quand on passe de la surface au plan. il
faudra d’abord que les angles autour du point P’ soient les
mémes que les angles 6 des plans qui rayonnent autour du
poént P. De plus, si I'on prend deux points infiniment voisins
Met N sur la surface et leurs correspondants m et n sur le
plan, il faudra que I'angle en N soit égal a 'angle en n. Cette
condition nous donnera la loi de la représentation cherchée.

De la relation z=g(r) on peut déduire une relation entre
le rayon » du paralltle et I'arc s =PM compté sur la méri-
dienne. Soit s =¢ () 'équation qui lie entre elles ces deux
quantités. Si 'on trace I’élément MM’ de paralléle, on aura
MM =rd6 et M'N=ds. Donc I'’angle N du triangle infiniment
petit MM'N a pour tangente trigonométrique

. rdh
l = e—
ang N pr

Pour définir les points m du plan, nous emploicrons les

D’UNE SURFACE DE REVOLUTION. 89

angles polaires mI’A’, égaux & 0, et les rayons vecteurs
P'm=h. On aura dans le tllangle mm'n, reclangle enm/,

hdb

o
langn:-m.

L’égalité des angles exige donc qu’on ait tang N=tang n,
ce qui revient a I'équation

Comme s est une fonction de r, on aura ds =4¢'(r)dr, et on
trouvera & en fonction de », en intégrant I'équation

e

Si, au lieu d’exprimer s en fonction de », on exprimait » en
fonction de s, au moyen d’une équation de laforme »= £ (s),
on aurait & intégrer.I'équation

W

dh __ Y(r)dr
A 7

, cequidonme h=hye

dh __ds
e

Supposons cette intégration faite, sous une forme ou Bous
Pautre. Elle conduira & une équation qui exprimera % en fonc-
tion de r ou de s, et qui permettra de faire correspondre les
points du plan a ceux de la surface.

Cela fait, il est facile de tracer sur le plan la transformée
d’une ligne géodésique. En effet, I'équation d’une ligne géo-
désique est

7 sin ¢ = constante.

Si I’on se donne la constante, laligne géodésique est déter-
minée dés qu'on en fait connaitre un point. Cette équation
exprime l'angle ¢ en fonction de 7, et par suile en fonction de
h. Donc les angles ¢, qui sont conservés sur le plan, sont don-
nés pour chaque distance & au centre P, et par conséquent on
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retombe sur le probléme qui consiste & iracer une courbe
continue coupant sous des angles fonclions des rayons une
série de circonférences concentrigues. C’est le probléme in-
verse des épicycloides (t. I, § 146), et c’est aussi, comme on I'a
vu, le probléme des trajectoires décrites sous I’action d’une
force centrale (t. V, §17).

On reviendra ensuite de la ligne tracée sur le plan & la ligne
qui lui correspond sur la surface, en passant des valeurs de
I en fonction de 6 aux valeurs correspondantes de » ou de s
en fonction du méme angle 6.

Cette solution s’étendrait sans difficulté au cas ou la courbe
méridienne ne rencontrerait pas I’axe de révolulion, ou le cou-
perait sous un angle autre que l'angle droit.

SURFACES DE NIVEAU DANS UN CAS PARTICULIER D’EQUILIBRE RELATIF .

41. Supposons que les molécules composant un fluide
soient soumises & la loi de I'attraction mutuelle proportion-
nelle aux distances. On sait que,
dans ce cas, l'attraction totale exer-

point matériel quelconque, extérieur
ou intérieur, est la méme que si la
masse entiére du systéme attirant
était concentrée en son centre de
gravité (t. II, § 220).

Nous allons chercher les surfaces
de niveau d'un systéme fluide, sou-
mis a l'attraction proportionnelle & la distance, et animé au-
tour d’une droite fixe 0Z, passant par son centre de gravité
0, d’'un mouvement de rotation uniforme. Soit v la vitesse
angulaire. Prenons pour axes I'axe de rotation OZ, puis deux
autres axes rectangulaires, OX, OY, mobiles avec le systéme.

Un point M quelconque est en équilibre relatif sous I'action
de deux forces, savoir : I'attraction du systeme, dirigée sui-

Fig. 46.

cée par un systéme matériel sur un
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vant MO et proportionnelle a la distance MO=1; et la force
centrifuge, dirigée suivant le prolongement du rayon PM
normal & I'axe OZ, et proportionnelle & ce rayon r. Rapportées
a 'unité de masse, ces forces seront exprimées, la premiére
par K, la seconde par o'

Projetées sur les axes, elles donneront : la premiére, les
composantes

— K2z, — K%, — K2,
la seconde, les composantes
+ a2z, + oy, 0.
[’équation des surfaces de niveau est donc
(02 — K2) 2da 4 (? — K2) ydy — K2dz = 0,

¢quation intégrable, et qui donne

(1) (w* —K?) (2% 4 »?) — K232 = constante.

Cette équation représente des surfaces de révolution autour
de OZ, dont la méridienne dans le plan ZOX s’obtient en fai-

sant y = 0.
Les courbes représentées par Iéquation U
(2) (0?—K?) 22 — K222 = constante

sont du second ordre, et elles ont pour axes principaux l'axe
de révolution OZ et la perpendiculaire OX menée par le
centre de gravité. Ce sont des hyperboles si v >K, des
ellipses si w <<K;-enfin I'équation (2) représente une série de
droites, et les surfaces de niveau sont des plans normaux
a 0Z, lorsque =K. Dans ce cas particulier, la résultante des
forces K*r et w* est paralléle & 'axe OZ.

Nous développerons la solution dans le second cas, celui
o1 'on a w <<K. L’équation (2) devient alors

(K2 — 6,?) 2% 4 K222 = constante,
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ce qu’on peut écrire

[}

(o b e

@+Wlﬁ

en attribuant 4 la constante une valeur particuliére, ce qui nc
change pas la similitude de la courbe. ‘

La méridienne des surfaces de niveau est donc semblable

4 une ellipse AB, dont le demi-axe OA est égal a K et le

demi-axe OB égal & yK*—o*. Si du point B comme centre,

avec un rayon égal a OA, on décrit un

z - are de cercle, il coupe la droite OA

au foyer F de lellipse. On a donc
OF = ». Ainsi la demi-excentricité de
ellipse est égale & la vitesse angu-
o] F i x laire, et le demi grand axe est égal &
la racine carrée du coefficient K* de
’attraction totale.
L’aplatissement relatif, commun & toutes les surfaces de
niveau, est le rapport

Fig. 47.

0A—O0B_K—VE—o®_ )2
OXm o K ‘1—\/1'“(1'<>’

(i,) est suffi-

>, : SO
quantité sensiblement égale a S S le rapport i

samment petit. ,
Le rayon de courbure de la courbe en A est égal &

Ki—we_ K w?. B il fonl. B K> 0! N
—x ——R—gsenB1 est égal a \_/Ix‘—_—m?’ s1 est tres
. . * 2
petit, ce dernier rapport est sensiblement égal a4 K + %(I%’ de

sorte que la somme du rayon de courbure au sommet A
et du double du rayon de courbure au sommet B est égale
a 3K. ;

La loi d’attraction que nous avons admise dans ce probléme
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n’est pas celle qu’on observe en réalité. L’analyse qu’on vient
de présenter s’applique cependant, & titre d’approximation
grossiére, au globe terrestre. On sait que lattraction & I'in-
térieur du globe serait proporlionnelle & la distance au
cenlre, si le globe était rigoureusement sphérique et formé de
couches sphériques homogénes. La divergence entre les deux
lois d’attraction, pour un point intérieur au globe, résulte
done seulement du renflement équatorial qui altére la forme
sphérique, et des variations de densité qui peuvent avoir lieu
en divers points d’une méme couche. Si donc on applique au
globe terrestre le calcul fondé sur I'hypothése d'une attrac-
tion proportionnelle & la distance au centre, on obtiendra un
résultat inexact, mais cependant peu différent du vrai ré-
sultat, par suile de la faible influence de ces circonstances
perturbatrices.

La vitesse angulaire du globe, v, est égale a 0,000073. Pour
calculer K?, remarquons qu'a léquateur lattraction du
globe sur un point de masse égale & I'unité est égale & la
valeur ¢’ de I'accélération g, quand on laisse de coté la force
centrifuge, qu’on doit ici compter & part. On a donc, en appe-
lant R le rayon équatorial,

KR=g'=9¢g + w®R.
-

Si Yon fait g=9",815 et R=6376821™ (t. I, § 201),
on trouve

b= \/ % —0,00124063,

2

et laplatissement relatif L est égal i o el 0,001751
2K © 2 4 ’

ik TR . T b
soit B L’aplatissement observé est d’environ =5 L’erreur

relative est d’environ moitié; mais, si I'on a en vue seu-
lement la forme générale du globe terrestre, les deux ré-
sultats s’accordent 4 faire reconnaitre qu’elle est trés peu dif-
férente de la sphére.
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MOMENTS D’INERTIE. — DISTRIBUTION DES AXES PRINCIPAUX
DANS LE PLAN.

42. Etant donné un systéme de points matériels situés dans
un plan, on pourra toujours trouver le
centre de gravité O de ce systéme et les
direetions OX, OY de ses axes principaux.
Si 'on appelle z, y les coordonnées du
point de masse m, le systeme d’axes OX,
0Y satisfera aux trois conditions

1) me:O, Zmy-::O, mey:O,

les sommes indiquées étant étendues i tous les points
donnés. '

Cherchons les directions des axes principaux pour un point
0’ quelconque, défini par ses coordonnées o et 3. Pour cela,
nous commencerons par transporter les axes 0X, OY parallé-
lement & eux-mémes en X' et 0'Y'; ensuile nous ferons
tourner ces axes autour du point 0’ d’'un angle o, tel, que la
somMe analogue & Smawy, prise pour les nouveaux axes, soit
égale a zéro. :

Soient ', y' les coordonnées du point (x, ¥), rapportées
aux axes 0'X’, 0'Y". Il viendra d’abord

9 2=z —uq,
(@) e

et par conséquent

2y =ay—ay —pr+ap,
2% =a® — Qax -+ o2,

Yy =y —%y +6°

multipliant par m, et faisant la somme étendue a tous
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les pointé, on a, en ftenant compte des équations (1),

me'y’ = Zmzy —a Zmy —B me -+ Zmzﬁ = Map,
‘(3) Zmﬂ = meﬂ — 2 me + a2 Em — meﬂ —+ Ma2,
Zm.y’2 = Zmy‘-’ —+ Mg2.

M représente la masse totale du systéme de points.

Pour passer des axes O'X’, O'Y" aux axes 0'X”, 0'Y”, on ap-
pellera ", y" les coordonnées du point 2/, ¢/, et on aura, en
exprimant les nouvelles coordonnées en fonction des an-

ciennes,
5 @ =a’'cos p+y’'sin ¢,
) y" =1y cos o — a’sin
= : 9.

Done
a"y" =a"y’ cos *p + y"*sin ¢ cos p — 2’ c08 ¢ 5in 9 — 3’2’ sin %o

=% (y"> — 22) sin 29 + 2"y’ cos 2¢.

Multiplions par m, et faisons la somme pour la totalité des
points. Il viendra

me”y” :% sin 2 ( Zmy’2 — me’i) - cos 2¢ Emzz’y’.
L]

On peut déterminer ¢ de telle sorte que la somme Sma"y"
devienne nulle. Il suffit en effet de faire

2 me’y’
=
s ma'? — Znu 2
e :

Remplagons Zmaz® par Mp,*, en appelant p, le rayon de
giration du systéme matériel par rapport a I'axe OY; et de
méme Zmy® par Mp,2. 11 vient

tang 29 —

[2Mep . 248 )
W o] — Mol +5) ~ p? — pitt @ —

tang 2 —

Cette équation, d’ot1 la masse M a disparu, fait connaitre
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pour tang 2 une valeur unique. A cette valeur correspondent
pour P’angle 2o une infinit¢ de valeurs équidifférentes, et
dont la différence est égale & =; si 'on en prend les moiliés,

on aura pour ¢ des angles qui différeront de 5, et qui défini-
k.

ront seulement deux directions rectangulaires. Ce seront les
directions des axes principaux au point 0’.

On voit que-l’on a tang 29 =10, c¢’est-a-dire ¢ =0 et ¢ = g,

-

pour tous les points des axes principaux OX, OY, qui passent
au centre de gravité. Car alors I'un des facteurs du pro-
duit «2 est nul. On sait en effet que les axes principaux
0X, OY qui passent au centre de gravité, sont principaux en
tous leurs points.

Si les rayons de giralion p, et p, sont égaux, ellipse
centrale d'inertie se réduit & une circonférence, et toute droite
passant par O est un axe principal. Dans ce cas, les droites
menées par le point O, et les droites qui leur sont perpendi-
culaires, forment un systéme d’axes principaux pour leur
intersection.

On a dans ce cas

20
C tang 2?=a2-—ﬁ“’
: o . B
ce qui donne tango—= i pour une des racines et tang ¢ = s

pour 'autre.

43. Si lon suit a partir du point 0’ la direction 0'X" de
I'un des axes principaux en ce point, puis qu’on répéte la
construction en un point 0" infiniment voisin, et ainsi de suite
indéfiniment, on tracera sur le plan une courbe continue,
dont les tangentes et les normales seront en chaque point les
axes principaux correspondants. On peut faire la méme
construction aussi sur O'Y" et sur les normales & la courbe
déja tracée, de sorte qu’on arrive 4 découper le plan par deux
systémes de courbes orthogonales, tangentes aux axes prin-
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cipaux de tous leurs points d’intersection. Dans cette hypo- -
thése on a

‘tang 9= Z—j@y
%
et par conséquent
dp
dz _ 2dadg
tang Sy = — 5 = TT— dg’

T da
de sorte que les deux familles de courbes orthogonales sont
définies par I'équation différentielle du premier ordre et du

second degré en ap
do

2dadp a3
do* —dg* ™ o —pd + o —pt

En tous les points de l’hyperbble définie par I'équation

tang 27 esl infinie : ce qui montre que les axes principaux
3
4
trices des angles des axes 0X, OY. Cette hyperbole coupe #un
ou l'autre de ces axes, suivant le signe de la différence
ps" —p,% en deux points. symétriquement placés par rapport
au point 0. En ces points, il y a un double systéme d’axes
principaux; car, I'un des facteurs « et ¢ étant nul, les axes
principaux sont paralléles aux axes 0X, OY; et le point ap-
partenant a I'hyperbole, les axes principaux doivent étre
aussi, par le principe de continuité, paralléles aux bissec-
trices de ces mémes axes. Done, en ces deus points d’inter-
section, Uellipse d’inertie se réduit & un cercle.On peut vérifier,
en effet, que si I'on a par exemple =0, a=\p%,—¢,, les
deux moments d’inertie Yma, Smy” sont tous deux égaux
a Zmy*.

44. La méme théorie peut étre faite pour 'espace. On

1V. — MEC. COLLIGNON, 7

ont la direction 9:2, 9==-r, et sont paralleles aux bissec-
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" commencera par transporter les axes naturels 0X, 0Y, OZ,
menés par le centre de gravité 0, parallélement & eux-mémes
en unpoint 0": ce qui altérera les trois sommes Tma', 2y,
Smz'?, et ce qui donnera des valeurs aux sommes Zmz'y',
Ymy'%', mzx'. Puis on fera tourner les axes O’X’, O'Y/, O'Z
autour du point 0, en cherchant l'orientation qu'il faut leur
donner pour réduire & zéro les sommes Zmaz'y", Zmy'z’,
Smz"z" prises pour ces nouveaux axes. Il faudra trois angles
pour définir la position de ces axes par rapport aux précé-
dents, et par conséquent on aura trois équations qui feront
connaitre les positions des axes principaux en fonction des
coordonnées a, 3, v de la nouvelle origine.

Les axes naturels 0X, 0Y, OZ sont principaux en tous leurs
points, et les plans principaux du point O conservent leur
parallélisme pour tous les points pris sur 'un de ces axes. Si
I'ellipsoide central d’inertie est une sphére, trois plans rectan-
gulaires conduits par le point O forment un systéme de plans
principaux, et on obtient encore des plans principaux en dé-
plagant le tri¢dre trirectangle parallélement & lui-méme, le
long d’une de ses arétes.

Mais tandis que, dans le plan, il existe toujours deux points,
syr{lélriquemexit placés par rapport au centre de gravité, pour
lesquels Pellipse d’inerlie devient un cercle (quand lellipse
centrale n’est pas elle-méme une circonférence), il n’existe
pas toujours, pour un systéme matériel dans I'espace, des
points ou I'ellipsoide d’inertie soit une sphére.

En effet, soient a, @, v les coordonnées d'un point 0" pour
lequel Dellipsoide d’inertie serait une sphére. Alors les mo-
ments d’inertie par rapporta des axes quelconques menés par
ce point seraient ¢gaux. Prenons les axes paralléles aux axes
principaux de lorigine. I’¢galité des moments d’inertie par
rapport aux axes entraine I'égalité des moments d’inertie
par rapport aux plans des axes pris deux & deux. On aura
donc

E ma'= E my? = E mz'?,
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ou bien
me? + M2 = Zmy‘-’ + Mp2= Em:‘-’ -+ My2,

: D’un autre c6lé, les nouveaux plans coordonnés étant prin-
cipaux, comme les anciens, on a

me’y’.= 0, Zmy’:’ =0, Zmz’;’ =0,

c¢’est-a-dire

c Meg=0, Mgy=0, May=0.

Done deux des trois coordonnées o, (, v sont nécessairement
rEulles. Soit par exemple ¢ =0, vy = 0. Les premiéres équa-
tions se réduisent &

me‘—’ + Mo = Emy2 = Zm;e,

et il faut, pour qu’on trouve une valeur de « qui-satisfasse &
ces conditions, que I'on ait Smy® = Imz?, c¢est-d-dire que
N : ; :

Pellipsoide central soit de révolution autour de I'axe OX.

FORME DE L’HERPOLODIE DE POINSOT.
L]

49. Poinsot, et, d’aprés lui, tous ceux qui ont exposé la
théorie du mouvement d’un solide autour d’un point fixe
quand il 0’y a pas de force appliquée au corps, ont admis
que Uherpolodie, c’est-a-dire la courbe décrite par le pole
inslantané sur le plan invariable, était une courbe ondulée
servant de base & un cone @ cannelures. .

M. le comte de Sparre, professeur & I'Université catholique
dfa L'yon, a le premier reconnu par le calcul qu’il n’en est pas
amsi, et que I'herpolodie n’a pas de points d’inflexion ; de
sorte.que sa courbure est toujours de méme sens, la concavité
de la courbe regardant toujours le pied de la normale abaissée
du point fixe sur le plan invariable. Ce résultat est contenu
dans un mémoire ot le savant auteur applique aux problémes
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de la rotation d’'un solide et du pendule conique I'analyse
des fonctions elliptiques, déja employée par M. Hermite pour
I’étude de ces questions *.

M. Mannheim a donné du méme théoréme une démonstra-
tion géométrique dans les Comptes rendus de I' Académie des
Sciences des 6 et 13 avril 1885. Il a reconnu, par la simple
géométrie, que I'herpolodie de Poinsot, obtenue en faisant
rouler sur un plan un ellipsoide qui satisfait aux inégalités
A<B-+C,B<<A+C,C<B-+A (t. I, § 241), ne peut
avoir ni point de rebroussement, ni point d’'inflexion.

La question a ét¢ depuis reprise par plusieurs auleurs :
MM. de Saint-Germain 2, Frankes, etc.

On trouvera des recherches trés intéressantes sur la théorie
de Poinsot et sur le mouvement d'un corps pesant de révolu-
tion fixé par un point de son axe dans les communications
de M. Darboux & l'’Académie des Sciences, des 29 juin, 6 et
20 juillet 1885, et de M. Halphen, du 20 avril 1885.

PREUVES MECANIQUES DE LA ROTATION DE LA TERRE.

46. Sous ce titre, M. Ph. Gilbert, professeur a I'université
de. Louvain, a passé en revue et discuté les divers modes
d’expérience qu’on a employés & diverses époques pour mettre
en évidence la rotation du globe terrestre *.

Il a signalé de nombreuses anomalies dans les résultats
bruts observés par Reich, en 1831, aux mines de Freiberg,
expériences qui ont consisté essentiellement a laisser tomber
dans un puits une balle pesante, et & constater la déviation
qu’elle subit (t. III, § 203). En réalité, 'accord annoncé entre
la théorie et 'observation n’est obtenu qu’en prenant des

1. Sur le mouvement d’un solide autour d'un point fixe et sur le pendule co-
nique, par le comte de Sparre, extrait des Annales de la Société scientifique de
Bruxelles, 9° année, 1885. — Comptles rendus de U Académie des sciences, 24 no-
vembre 1884.

2. Comptes rendus du 27 avril 1885.

3. Comptes rendus du 29 juin 1885.

4. Revue des questions scientifiques, avril 1882 (Bruxelles).
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moyennes entre des résultals trés discordants, et en élagnant
un certain nombre d’observations qui auraient alléré trop
notablement la moyenne, sans qu’il y et d’ailleurs aucune
objection contre leur admission au méme titre que les autres.
La conclusion de M. Gilbert est que ces expériences sont &
refaire, mais qu’elles supposent des mesures si délicates, et
qu’elles comportent de telles chances d’erreur, qu’il y a peu
d’espoir d’en tirer des conclusions valables.

Le pendule de Foucault, et ses expériences au Panthéon,
en 1851, bientot aprés le gyroscope du méme auteur, puis le
pendule gyroscopique de M. Sire, enfin le gyrobaroscope de
M. Gilbert, construit par M. Ducrétet, sont des appareils qui
permeltent d’atteindre une bien plus grande précision dans
les mesures, et de constaler d’une maniére de plus en plus

_exacte I'accord de la théorie et des faits observés en ce qui

concerne la rotation du globe terrestre.

QUELQUES REMARQUES SUR LA DYNAMIQUE.”

47. Nous avons étudié, au Congrés de I’Association fran-
caise 4 la Rochelle, séance du 28 aott 1882, le mouvement
d'un point pesant sur une corde du globe terresire, en suppo-
sant le globe homogeéne. On reconnait facilement que ce
mouvement est oscillatoire, et que la durée du parcours,

t:n\/g

g

(équalion ou @ désigne le rayon de la sphére terrestre), est

indépendante de la corde considérée (abstraction faite des

petites variations de ¢). Ce résultat n’est pas altéré quand on

suppose un frottement proportionnel & la pression normale :

le trajet est raccourci, mais la durée du trajet reste la méme.
Au Congres de Grenoble en 1885, séance du 14 aout, nous

avons retrouvé une expression semblable,

T=2r \/i",
7
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pour la durée du tour entier du cercle d’horizon qu'on
aper¢oit d'un point S, avec la vilesse due @ la hauteur de
ce point S, de sorte que celte durée est indépendante de la
hauteur; elle varie a peine d'un point a I'autre de la surface
du globe. La formule peut s’étendre 4 une hauteur de chute
quelconque, moyennant la substitution d’'un eercle équi-
valent, comme surface, & la calotte sphérique vue du point
de départ.

La quantité \/ % est une vitesse angulaire, . Celte vitesse,

calculée en faisant usage de la valeur de ¢ qui correspond
a Daltraction, abstraction -faite de la force cenlrifuge due
au mouvement de rotation de la terre, est le moyen mouve-
ment d’un salellite-limite, qui raserait la surface du globe en
décrivant un grand cercle de la sphére. En appliquant a ce
satellite fictif et & la lune la troisiéme loi de Kepler, on
retrouve la distance moyenne de la lune 2 la terre, si I'on
suppose connue la durée de la révolution sidérale de notre
satellite.

Si I'on considére une planéte et le soleil, et qu’on appelle
ale rayon de la planéte, ¢ la durée du tour d’horizon, A le
rayon du soleil, 6 la durée du tour d’horizon sur la surface
solaire, Lla moyenne distance de la planéte au soleil, et T la
durée de la révolution, on a entre ces six quantités la relation

as A5___L_5

e2TET

Enfin le produit de la durée du tour d’horizon pour une
planéte quelconque par la racine carrée de la densité moyenne
de celle planéte est constant pour toutes les planétes.

SUR LE MOUVEMENT ELLIPTIQUE DES PLANETES.

48. Imaginons un point mobile M qui parcourt une cer-
taine trajectoire AB. Soit, 4 un instant donné, v sa vitesse,
dirigée suivant la tangente MT, et j son accélération totale,

‘rée comme la hauteur qui serait
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dirigée suivant la ligne MS, qui est cc:gtenue (,lans' l'e p].an
osculateur au point M. Soit p. I'angle SMT de I'accélération
avee la vitesse; soit enfin p le rayon de courbure de la tra-
jectoire, MN la normale principale, et G le centre de cour-
bure. La composante normale de

accélération, j sinp, sera égale a
RS .

—, et par suite

B

. v?
S = —*
psilp Fi

sy D " < 10l
La quantité — peut étre considé-
7t

due A la vitesse v, en supposant Fig. 49.
que P’accélération j reste constante ' :
pendant tout le parcours de cette. hauleur. S} 'donfz on plcl):
jette le point C en H sur la direction de 'accélération t?twe\llﬁ
et qu’on prennc le milieu L du segment M, la l(‘)ngue‘m !
est la hauteur due A la vitesse v, dans hypothése ou l'ac-
célération j remplacerait Iaccélération g de la pcsanteur.d
Supposons de plus que le probléme du .Ir'lou\."ement u
point M admette des surfaces de niveau, ce qui exige que les
accélérations j soient définies pour chaque point de I'esphice;
si I'on fixe la valeur de la vitesse v pour l'une de ces sur-
faces, il en résulte qu'en tlout point M de I'espace on con-
naitra a la fois la valeur de I'accélération j, normale & la sur-
face de niveau EF qui passe en ce point, et lao valeur de la
vitesse v; on connailtra par suite la quantité -3— = M, qu’on
pourra porter sur la direction de ’accélération tolale_. Menons
par le point H un plan normal & MH; ce plan cox?tlcn'dra le
point C, centre de courbure au point M dc.z la tra‘]ec'tmf’c du
point mobile, quelle qu’elle soit, et I'on obtient ce th.coreme :
Quand il y a des surfaces de niveau el que la mtes'se du
point mobile est connue en grandeur pour chac._]ue po.znt de
Vespace, le centre de courbure de toule trajectoire qui passe
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en un point donné est contenu dans un plan qu'on peut
construire @ priori.

49. Cette remarque trouve son application dans la théorie
du mouvement elliptique des planétes.

Soient O le centre d’altraction, que nous supposerons fixe;
M la position, & une certaine
époque, du point mobile, a la
distance OM = » du centre
fixe.

L’accélération j du point M
est, par hypothése, dirigée sui-
vant MO, et s’exprime par la

. Kt
\ fonction i K étant une con-

7 stante. Les surfaces de niveau
sont ici des sphéres décrites de
O comme cenlre; et si I'on
donne la vitesse v & la distance OM =, la vitesse sera con-
nue pour tout point de 'espace.

L’équation des forces vives appliquée au mouvement du
point donne dans ces conditions

¢ r
v‘-’—z‘o‘lz—QKf o apl 1),
o 7 i

équation (u’on peut mettre sous la forme

(1) v =9K (}7_1)

2a

en déterminant la quantité ¢ par la relation

1 2K
2 e e IS |
@) a7 1y 43

2K 2K 2K
— v =—,9>>—, a sera
o Zis 7
positif, infini ou négatif. Nous supposerons ici que le pre-

Suivant qu’on aura v’ <<
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mier cas ait lieu, de sorte qu’on obtiendra une cerlaine lon-
gueur positive 2a satisfaisant & la condition (2).

S'il en est ainsi, on aura v = 0 pour r = 2a, et si 'on prend
0A — 2a, tous les points de la sphére S déerite du point O
comme centre avec OA pour rayon correspondent & une
vitesse nulle du point mobile. La vitesse » en un point quel-
conque du rayon OA est donnée par I'équation (1), qu’on peut
mettre sous la forme

(3) 02 = 2K (Q-"—_—’) =l

2ar ar

en appelant »* la distance MA du point M & la surface de

niveau de vitesse nulle.
2

. T
Formons la- quantite E ; il viendra

K 7_’
2 ( ar ) Py
K a
72

On voit que la hauteur due & la vitesse v, sous I'accélé-
ration j, est proportionnelle au produit des deux segments
OM, MA, dans lesquels le point M divise le rayon OA.*Le
maximum de ce produit a lieu pour r=1', c’est-d-dire au

9

milieu de OA; on a alors %:a.

(%)

7 r(2a—7)

Construisons la parabole y = s , qui passe par

les points O et A, et qui a pour ordonnée, au milieu de OA, la
moitié¢ de la distance OA. Si 'on rabat MK en MII sur la
direction de ’accélération, le centre de courbure de la tra-
jectoire au point M, quelle qu’elle soit, sera silu¢ sur la
droite HI perpendiculaire & OA, en supposant que le mou-
vement s’opére dans le plan de la figure.

On peut trouver cette quantité MI sans tracer la parabole
OKA.
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Du point A menons une tangente AS au cercle décrit de O
comme centre avec OM=r pour rayon. Abaissons SP
~ perpendiculairement sur OA. I

viendra
S
LS e S
A 0S*=0P>< 0\
ou
M 72=0DP > 2a.
= Donc
H 0 2
s P=g-
Fig. 51. 2 rl2a—r) 1’ v:’
PM_i_—Q_a_ Za -._%_2]
Done
MII =2 = 9PM.
J

Le cercle MS est la ligne de niveau qui passe au point M.

Il est remarquable que cette construction du point P soit
celle que I'on fasse pour ramener la cubature d'un solide
de révolution a la quadrature d’'une surface plane.

Si, aux données dont on a déja fait usage, on joint la
direction MP (fig. 50) de la vitesse v, que nous supposions seu-
legnent connue en grandeur, le mouvement cst déterminé.
On voit tout de suite que le centre de courbure au point M
sera le point C, intersection de HH' avec Ia normale élevée
dans le plan PMO perpendiculairement & la vitesse v.

50. Proposons-nous de déterminer la trajectoire d'une
mani¢re simple et sans recourir a4 aucune intégra-
tion.

Il faudra pour cela joindre & I'équation des forces vives (2)
I'équation fournie par le théoréme des aires, savoir :

(5) pv=>2A,

p étant la distance OP du centre d’attraction & la vitesse, et
A l'aire décrite dans l'unité de temps par le rayon vee-
teur ».
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Dans I’équation (5) remplagons v par sa valeur tirée de
’équation (3). Il vient

K, /r
SRAL =La).
(6) px\/a\/r_‘\

Du point A abaissons AP’ perpendiculaire sur la tangente,
ct soit AP’ = p’. On aura la proportion

A L
P AP T AN

et par conséquent on peut remplacer I'équation (6) par la sui-

vante,
K \/17 B
P> \/a Ng—

ou encore, en ¢levant au carré,

JA2
(7) = *ia, quantité constante.

Cette relation va nous servir & limiter la course du point
mobile sur le rayon OA. En effet, on a & la fois

p=rsing et p'=1"sinpu;

par conséquent .

3 A%
; JP—— L %
(8) pp’ =r'sin =

Le maximum de sin®p. correspond donc au minimum de
rr’, et le minimum de sin®p. au maximum du méme produit.
Or r+1'=2a, et le maximum de rr’ correspond &

F=itt—=ia,

Le minimum de sin® p. est donc donné par la relation
sin2 y — .4_@-—41“.!
= Xa® T Ka’
d’ou 'on déduit

2!

Sm/"=‘/K

Ql
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Quant au maximum de sin®p, c’est I'unité, et cette valeur

définit le minimum de 7. On a

Sur OA = 2a comme diamélre décrivons une demi-circon-

férence ; prenons ensuite sur la
- » tangente en O & cette circonfé-
rence une longueur

@
0o M M” A OB_QA\/K,

et menons BB” paralléle & OA. Les
poinls d’intersection B’ et B”, projetés sur OA, donneront les
valeurs exirémes OM’ et OM” du rayon 7, et feront connaitre
deux cercles entre lesquels la trajectoire reste nécessaire-
ment comprise.

Il faut, pour que la rencontre en B” et B” soit possible, que

'on ait 2A T ¢ —aou2h< VKa; cette condition est aussi

nécessaire et suffisante pour que la valeur du minimum de
suap. soit réelle.

Or cette condition est toujours remplie. En effet, 2A estégal
au produit pr, lequel est au plus égal & v >< », c’est-d-dire a

W £ -
\/z < —\/a‘/“ ;

le maximum de 7’ correspond & r—1"' = a, puisque r et »’ sont
deux longueurs dont la somme est constante et égale a 2a.

Donc 2A est au plus égal a \/Ka

'l)
On peut remarquer que T est maximum et égal & apoux
. o e V2
r=17', et minimum pour 7 minimum : alors — est égal &
J
4A*
K >
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Ces préliminaires posés, venons & la recherche de I'équa-
tion de la trajectoire. Reprenons pour cela les deux équations

g o_Ka—r_9K_ K
() a r _-1_' a

et
(5) pr=23;

éliminons entre elles la vitesse v; il viendra

) L
P* r - a
relation entre le rayon vecteur »= OM et la distance p—=0P
du pole a la tangente.
51. Ce systeme particulier de coordonnées est tres com-
mode pour la détermination des rayons de courbure. On a, en
effet, au point dont les coordonnées sont p et 7,

_rdr
f—‘:[;'

Au lieu d’appliquer cette formule a la recherche du rayon
de courburede la trajectoire, nous ®
chercherons d’abord l'équation,
dans le méme systétme de coor-
données, du lieu du point P, pro-
jection du pole fixe O sur les tan- ~
gentes &4 la courbe. Pour cela,
commencons par rapporter la
courbe lieu des points M & des coordonnées podaires, savoir
I’angle XOP = o fait par OP avec une direction fixe 0X, et la
longueur OP =p. Si p=7{(a) est 'équation podaire du lieu
de M, cette méme équation représentera en coordonndes
polaires le lieu du point P, podaire du lieu du point M. On
dp
T

Fig. 53.

aura de plus PM =
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'Cherchons I'angle V que fait la tangente PR au lieu du
point P avec le rayon vecteur OP. On aura

Z.’ﬂ— P 0P
dp —(dp)—ﬁl:ta“g"’

tang V=

da

d’oi} résulte que angle V est égal & 'angle p, et que; si 'on
abaisse OR perpendiculaire sur RP, le triangle ORP sera sem-
blable au triangle OPM. Soit donc OR = ¢. Il viendra

OR 0P

dif ol e
op-on M T
et par suite 'équati P
par suite 'équation ¢ ey dans laquelle on remplacera »

par sa valeur tirée de (9) en fonction de p, sera, entre les
coordonnées g et p, I'équation du lieu du point P. Or 'équa-
tion (9) donne

2 _44% K
' reE e
et par suite
.30, L
r Kp* ' 2a’
substituant dans 1’équation
o 5
2
.
il vient
(10) = e(ﬁ L):%z /il
1=P\gptu)=% T

Telle est 'équation du lieu de P, dont nous allons chercher
le rayon de courbure : il sera donné par I'équation

~pép
P d(l 2

qui, appliquée a 'équation (10) différentide,

dq:zi}g,

a

donne

p=a;
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le rayon de courbure est donc constant, et par suite la courbe
liew du point P est un cercle.

59. Ceci suffirait, assurément, pour qu’on pit déterminer
le lien du point M, par I'en-
veloppe de la droite PM;
mais on peut simplifier en-
core lasolution du probléme
en cherchant d’abord la po-
sition du centre de courbure
du lieu du point P, centre
qui sera nécessairement un
point fixe, puisque ce lieu
est une circonférence.

Au point P menons une
perpendiculaire PC a la droite PR; ce sera une normale &
la circonférence a laquelle appartient le point P; si donc sur

Fig. 5.

cetle droite PC nous prenons une longueur Ph=a =3 04, -

le point C sera le centre de la circonférence, et par conse-
quent ce point G est un point fize. Cela posé, menons par le
point M une droite QMF symélrique de OMA par rapport a la
tangente MP  la trajectoire, et soit I' le point symétrique du
point A, Q le point symétrique du point 0 par rapport a MP. Bes
points P et I seront les milieux des droites QO0, AF. L’égalité
des angles OPC, OQF montre que PC et QF sont paralléles. La
droite FQ est égale & 2a, puisqu’elle est égale 4 OA, et I'on a

gl=a— %QP. Donc le point C appartient & la droite OF,

dont il est le milieu. Donc enfin le point F, symélrique du
point A par rapport @ la tangente MP, est un poinl fixe.
On a d’ailleurs OM +MF = OM -+ MA="2a, de sorte que
7+ 7' = 2a est 1'équation de la trajecloire, rapportée aux deux
poles fixes O et F. La trajectoire est en définitive une ellipse,
dont le centre d’attraction et le point F sont les deux foyers,
et qui a pour grand axe la quantit¢ 2a, rayon du cercle qui
correspond & la vitesse nulle, quantit¢ indépendante de la di-
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rection dans laquelle le point mobile est lancé & partir du point
M, et dépendante seulement des valeurs simultanées de r et »
au point de départ.

53. La méme construction montre que CI — % 0A=C(P, de

sorte que le cercle licu du point H est aussi le lieu du point|,
projection du second foyer F sur la tangente. Considéré a ce
point de vue, la trajectoire du point M est U'enveloppe du cioté
PI d'un rectangle inscrit dans le cercle de rayon PG, et dont
deux cotés opposés passent constamment par deux poinls fizes
0 et F, placés symétriquement par rapport au cenlre. Sous
cette forme, on reconnait aisément que le produit OP ><FI
est constant.

La distance OC, qui est la demi-distance focale de l'ellipse,
s’obtient aisément au moyen du triangle OPC, dans lequel on

a OP =p, PC=a, el angle OPC :‘-;_ u. Si Pon appelle ¢
la distance OC, on aura

2= a®+ p2—2apsinp,

mais p=r sin p.; il vient donc

€ P . . .
2 =a®+1?sin? p. —2arsin® p=a>—» (2a —r) sin?
y . 4%
=a*—1'sin? p=a*— O

ce qui confirme la conclusion que la distance OC est constante.

2

: 4A ; : s
On voit de plus que B—K—a représente le carré b* de la moitié du

petit axe de l'ellipse.
- S L K B :
L’équation »* = — — montre que — est le carré d’une vitesse
q ar a
linéaire. La conslante K, divis¢e par 72, donne 'accélération
J» qui est homogéne & une longueur! divisée par le carré d’un

r

l 4
temps ¢. On a donc f—{: ;i ¢t par suite K—

i
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; Ly B : P .
Si I'on divise par a, = devient homogéne & v Ou au carré

) S
d’une vitesse (f) \

K :
On a v?:a lorsque »=1', c’est-a-dite quand le mobile

passe & la distance @ du point 0, c’est-a-dire enfin quand le
mobile occupe 'un des sommets du pelit axe. La vitesse

R :
Vi \/5 est donc une sorte de vilesse moyenne du point mo-

bile; c’est la vitesse uniforme qu’il aurait s’il décrivait autour
du point O le cercle de rayon a. On voit que —QV‘L}: 2A \/l%
représente la distance du foyer O & la tangente au sommet
du petit axe, distance égale au demi petit axe, b.

Les équations oblenues conduisent trés rapidement au rayon
de courbure de la trajectoire. On a en effet i la fois

I W o g . GA%E
pSlnp,_.J—.-——a— et 77 sm-IJ_=T.
. . v . . . - 2 3
Multiplions ces deux équations. Il vient p sin® p. = % = s
a
relation connue du rayon de courbure de 'ellipse. .

v? :
La hauleur;—varle » avons-nous vu, entre a pour r=1",

4A* o .
et — pour 7’ minimum, ou pour sin p.=1. On voit que

=- est le rayon de courbure au sommet du grand

axe de Dellipse. C’est évident d'apres la construction.
La durée T de la révolution est indépendante de A. On a

i b s . . . ¥
en effet T="%", en divisant L'aire de Lellipse par la vitesse

A
aréolaire; mais b—2A \/E Donc T— Q—EQ/—E, expressibn qui
K VK

ne renferme plus A.

V. — MEC. COLLIGNON. 8
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.

2%
Le moyen mouvement n est égal a T oud \/ . On re-

trouvelarelation n’a®* =K, conforme 4 la troisiémeloi deKepler.

Si I'on remplace \/ - bar V, vitesse uniforme sur le cercle

moyen, on a

T_T’

relation évidente, puisqu’elle exprime qu’a cette vilesse V'~
le mobile mettrait le temps T & parcourir la circonférence en-
tiére 2za.

La constante K, lorsqu’on admet la fixité du centre d’attrac-
tion O, est le produit du coefficient f de I'attraction de deux
masses égales & P'unité, situées & 'unité de distance, par la
masse M du point attirant. Si ce point matériel est une sphére
derayonR et de masse spécifique ¢, on a

M:pxénl’@, S

et par suite
K=7M = prénRs-

Si on désigne par g 'accélération due a l;attraction de celte
sphére sur un point placé & sa surface, on aura

K 4
g :_2=fP>< wR;

par suite
Re=
> % 3.4 4
l\;“fPRXgTKR?:EX 31:[{": gR’,
et enfin ’

V:\/lﬁ—:R\/Q,

a a

wad=K=gR*, n=R 9:‘.‘.\/-7_’.
a a a

On retrouve le. facteur \/ %, vitesse angulaire d’un point

qui parcourrait avec la vitesse V la circonférence d’un grand
cercle de la sphére altraclive.

COMPLEMENTS

LIVRE 1

DE L’ATTRACTION

CHAPITRE PREMIER
GENERALITES.

-—— e

54. Soit P un systéme matériel, composé de points A dont les positions

et les masses sont données;
Soit M un point ‘matériel de masse p., dont la position est définie par

ses coordonnées a, B, v, rapporlées

a trois axes rectangulaires, 0X;, OY, ZI
0Z. .

Appelons z, y, z les coordonnées d’un P (‘ A.. e 0
point A quelconque, et ¢ la masse spé- 1
cifique du systéme en ce point. ' iz ' o

Nous supposerons que le point M su- Ol O
‘hisse de la part de chaque point A du LA ‘r“ =

systéme P une attraction dirigée sui-
vant MA, proportionnelle au produit des
masses des points M et A, et & une Fig. 55.
fonction F(r) de la distance MA =r.
L'attractioni exercée par le point A sur le point M sera exprimée par le
produit

fmpF (v),

m étant la masse du point A, et ses composantes suivant l2s axes seront,

parallélement & l'axe des @,  fmpl (r) =2
- a l'axe des y, [mpF(r) '7/7 P',
— 4 l'axe des 3, fmuF (r) 2=
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Ces composantes portent leurs signes avec. elles, comme il est facile de le
vérifier.

Pour trouver Ia résultante des actions exercées par tout le systéme P sur
le point M, on devra faire la somme de ces composantes pour tou‘tes les
masses m dont