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AVERTISSEMENT

L’abondance des matières que nous avons eu à introduire
dans la seconde édition de notre Traité de Mécanique, nous
a forcé de diviser en deux tomes distincts le quatrième et
dernier volume de l’édition primitive. Le tome IV, que nous
publions aujourd’hui, correspond seulement à la première
moitié de l’ancien quatrième volume.

La fin de l’ouvrage, comprenant les Compléments (attrac-
tion, mécanique analytique, mécanique vibratoire) avec les
additions que les divers sujets nous paraissent comporter,
formera un cinquième volume et paraîtra prochainement.
Nous y ajouterons un recueil de questions sur toutes les par-
ties de la mécanique, et une table alphabétique générale pour
faciliter les recherches dans l’ensemble de l’ouvrage.

Paris, 50 mai 1885.
LD. G .
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DE MÉCANIQUE

TROISIEME PARTIE
DYNAMIQUE

LIVRE V
DU MOUVEMENT D A N S L E S MACHINES

CHAPITRE PREMIER
D I S C U S S I O N D E L ’ É Q U A T I O N D E S F O R C E S V I V E S.

1. Nous avons étudié à la (in de la Statique l’équilibre des
machines simples; nous avons admis alors, et depuis nous
avons démontré ( III, g 178), que les lois de l’équilibre s’appli-
quent également au mouvement uniforme. Nous nous occupe-
rons dans ce livre du problème général des machines en mou-
vement. Comme les machines sont; en général destinées à
prendre un mouvement déterminé, et que pour cette raison on
en assujettit les parties à des liaisons qui rendent ce mouvement
seul possible, comme, en d’autres termes, les machines sont
presque toutes des systèmes à liaisons complètes, une seule
équation est nécessaire pour définir le mouvement de tout le
système mobile, la connaissance de la vitesse d’un point par-ticulier suffisant pour qu’on puisse en déduire les vitesses de
tous les autres. L’équation qu’il convient généralement de
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PROBLEME

étudier le mouvement d’une machine est Ve'quci- DE L éTABLISSEMENT D UNE MACHINE.

est essentiel de connaître. C’est ainsi que nous avons employé
le théorème de d’Alembert pour chercher les pressions exer-
cées sur son axe par un corps tournant, tandis que la ques-
tion du mouvement autour de l’axe pouvait être traitée à l’aide
du théorème des forces vives (111, §§ 256 et 201).

2. En résumé l’établissement d une machine comprend
trois problèmes particuliers :

1° Quelle disposition convient-il de donner à la machine
pour qu’elle prenne le mouvement qu’on se propose de pro-
duire? Question de cinématique.

2° Parmi tous les mouvements également possibles que la
machine peut prendre d’après les formes attribuées à scs
divers organes, quel est celui qu’elle prendra quand on lui
appliquera le moteur et les résistances? Question de dyna-
mique.

3° A quels efforts les organes de la machine sont-ils soumis
pendant le mouvement , et quelles dimensions doit-on donner
à chacun, eu égard à la matière qui le compose, pour assurer
sa résistance? Question de résistance des matériaux.

On se tromperait si l’on pensait que ces trois problèmes
sont entièrement distincts et qu’il est toujours possible
de résoudre l’un indépendamment des deux autres. Tel
mouvement, possible au point de vue géométrique, cessed être admissible dès qu’on lient compte des propriétés desmatériaux qui composent les pièces mobiles et des forces quileur sont appliquées. D’ un autre côté la solution du secondproblème dépend des dimensions et des masses, que les con -sidérations tirées de la résislance des pièces et les résultatsobtenus dans le troisième problème peuventdifier.

a
prendre pour
tion des forces vives.

Celle équation établit une relation entre l'accroissement
de la force vive d’ un système d’une position à une autre et la

somme des quantités de travail développées par les forces, inté-
rieures et extérieures, qui sollicitent le système de la première
à la seconde position. Un tel énoncé montre l’usage qu’on
peut faire de l’équation des forces vives pour déterminer le
mouvement d’une machine, et aussi l’insuffisance de celle

équation pour épuiser les divers problèmes de méca-
nique auxquels donne lieu l’établissement de cette machine.
L’équation des forces vives ne fait entrer en ligne de compte
que les forces qui produisent un travail positif ou négatif.
Elle élimine toutes celles dont le travail est nul, et ne peut
servir par conséquent à les déterminer si elles sont inconnues.
Or il y a, dans les machines, des forces qui produisent certains
travaux, et dont la détermination exacte dépend d’autres forces
qui peuvent n’en pas produire. Le frottement , par exemple,
de deux pièces qui glissent l’une sur l’autre , dépend des
composantes normales des pressions mutuelles qui se déve-
loppent au contact de ces deux pièces ; et dans l’ensemble
du système, ces composantes ne produisent aucun travail.
L’équation des forces vives appliquée à l’ensemble de la ma-
chine, contenant alors une inconnue, ne pourra servir à déter-
miner entièrement le mouvement. 11 est vrai que dans certains

on peut, en partageant le système en deux parties, et en
appliquant le théorème des forces vives à chacune d’elles,
déterminer les réactions mutuelles qui disparaî traient dans
l’équation appliquée au système pris dans son ensemble.

La connaissance des réactions, lors même qu’elles ne pro-
duisent point de travaux, est d’ailleurs nécessaire pour déter-
miner les pressions auxquelles les organes de la machine sont
soumis, et pour vérifier qu’ils ont la résistance convenable.
Dans la plupart des problèmes, il y a donc lieu d’appliquer,
outre le théorème des forces vives, les autres théorèmes de la

même

cas

conduire à mo-

IMPORTANCE PARTICULIÈRE DE LA NOTION

raisons qui font préférer l’équation des forcesvives à toutes les autres pour l’étude des machines en mouve-

DU TRAVAIL.
3. Une des rai

mécanique , pour achever de déterminer les éléments qu’il



TRAVAIL. USITÉ DE TRAVAIL. 5

direction, des éléments que son point d’application a succes-
sivement parcourus; cest une quantité complexe, homogène

produit PII d’un poids P élevé à une hauteur II.
4. U unité de travail est le travail correspondant à un poids

égal à l’unité de force, élevé d'une hauteur égale à l’unité de
longueur ; c’est le travail que représente 1 élévation a 1 mètre
du poids de 1 kilogramme. On l’appelle pour celte raison le
kilogrammètre.L’idée de temps reste étrangère à cette défini-
tion. Un kilogrammètre représente le fait complexe de l’élé-
vation d’un kilogramme à un mètre de hauteur, ou tout autre
fait équivalent , sans rien affirmer du temps que l’opération a
pu prendre. Comme le temps a une importance capitale dans
l’ industrie, on ne se contente pas en général d’évaluer les
travaux des forces, on tient encore à les rapporter aux durées
que ces travaux ont exigées ; de l à une nouvelle idée, celle
du travail par seconde, notion plus complexe encore que l’idée
de travail simple. Le travail d’une force par seconde est, pour
ainsi dire, la vitesse du travail que celte force produit ; c’est
la mesure de la puissance d'une source de travail . On peut
l’évaluer en donnant le nombre de kilogrammètres produit
par la source dans l’unité de temps; mais un usage emprunté
aux mécaniciens anglais a fait adopter pour cette évaluation
une unité particulière, à laquelle on donne le nom de cheval-
vapeur (horse-power) . On appelle cheval-vapeur un travail de
75 kilogrammètres accompli en 1 seconde. L’évaluation
laquelle cette convention repose est enti èrement arbitraire ,
mais elle est aujourd’hui consacrée.

ment , c’est l’ imporlancc toute spéciale delà nolion du travail.

L’idée de travail est empruntée à la science économique, où

l’on reconna î t trois sources de production de valeur : la terre ,

ou l’ensemble des forces naturelles; le capital , ou la somme des

valeurs antérieurement acquises, et le travail , ou la mise en
œ uvre des éléments fournis par la terre ou le capital , en vue
d’ une production nouvelle. Si l’on examine attentivement les
différents travaux industriels exécutés par les hommes ou les
animaux , on remarque que tous se résument dans un certain
effort développé par le moteur animé, accompagné d’un dépla-
cement du point* d'application de l’effort dans le sens meme
où il s’exerce. Quand , par exemple, un manœ uvre élève le

épaules, il y a dans le service

au

fardeau qu’il porte sur ses
qu’il rend deux éléments distincts : le poids du fardeau I
qui pèse sur lui , et la quantité dont il élève verticalement ce j
poids . Le produit de ces deux quantités mesure le service I
rendu ; on double en effet ce service de deux manières, soit
en doublant le poids élevé et en conservant la même hauteur,
soit en doublant la hauteur et en conservant le fardeau. Le
déplacement du poids est essentiel à l’idée de travail, car s’il
s’agissait seulement pour l'ouvrier de soutenir le fardeau
sans le faire changer de place, on pourrait substituer à l’ou-

support inerte, qui rendrait le même service sans
fatigue, et par conséquent à moins de frais.

fie même, quand une voiture est tirée par un cheval, ]
l’effort du cheval déplace la voiture, malgré les résistances]
développées par le frottement des essieux et le roulement sur
le sol , et malgré l’action de la pesanteur , si le chemin
parcouru est en rampe. On trouve ces deux éléments, force et
déplacement , dans tous les travaux industriels, tels que la
préparation des métaux, du bois et des pierres, la torsion des!
fils, le peignage des laines, le labourage des champs, l’écrase-
ment du grain entre les meules, etc. On a été conduit par là à|
étendre la définition du travail et à l’appliquer à toutes les
forces , et on a appelé travail d' une force t la somme des pro-j
duits Fcositffe de la force par la projection, sur sa propre!

vner un

sur

FORME DE L éQUATION DES FORCES VIVES APPLIQUÉE AUX MACHINES#

5. Le théorème des forces vivives consiste dans l’égalité

= »o* = 2] f F cos fiels,
qu’on peut écrire aussi

EJ -SiHitt02 =2J*mv-



DES FORCES VIVES.

pesanteur, agissant sur un corps étranger à

même que le travail utile peut consister clans l’élévation d

poids. Par exemple, lorsqu’une chute d’eau meten mouvement

une roue hydraulique, le travail moteur est bien dû à l’action

de la pesanteur sur la masse d’eau que reçoit la roue; et si

cette roue hydraulique met en mouvement un treuil au

moyen duquel on soulève des fardeaux, c’est encore le travail

de la pesanteur sur ces fardeaux que la machine sera destinée

à vaincre : ce sera donc le travail utile qui formera dans l’é-
quation le terme — T. Au contraire le terme P (*0 — *) s’ap-
plique spécialement aux pièces mêmes de la machine.Ce tefrne
conduit à partager les machines en deux grandes classes : les
machines fixes, et les machines mobiles.

Les parties d’une machine fixe s’écartent généralement peu
d’une position moyenne ; il en résulte que leur centre de gra-
vité reste toujours compris entre deux plans horizontaux peu
distants l’un de l’autre. Le terme P (£0 — z ) n’a donc générale-
ment qu’une valeur assez limitée, la plupart du temps négli-
geable. Les machines mobiles ne sont pas soumises à la même
restriction ; une locomotive, par exemple, peut passer succes-
sivement par des altitudes - très différentes, de sorte que le
terme V ( z0 z ) acquiert dans ce cas des valeurs qu’on ne
devra plus négliger.

6 . EQUATION

Quand on l’applique à la théorie générale des machines, il est
préférable de l’écrire de la manière suivante :

Z l mv°- - Z\mv°* =
en distinguant en plusieursclasses les travaux des différentes
forces. Le terme Tm représente le travail moteur, ou le travail
de la puissance appliquée à la machine : c’est un terme tou- J
jours positif. Le terme — T représente le travail utile, c’est-
à -dire le travail de la résistance principale que la machine
est destinée à vaincre. Ce terme n’englobe pas la totalité du tra-
vail négatif ; car, en dehors de la résistance principale, le mou-
vement de la machine ne peut s’accomplir sans qu’il se déve-
loppe des frottements, des déformations de pièces, peut-être
des chocs, en tous cas des échauffcmcnts d’organes en contact,
ce qui représente autant de résistances accessoires, impropre- j
ment nommées résistances passives. C’est Insomnie des tra-
vaux de ces résistances que nous représentons par le terme
négatif — Tr. Enfin, il est possible que le centre de gravité de
la machine change de hauteur par suite du mouvement de
diverses parties. Dans ce cas, la pesanteur agit comme puis-
sance tant que le centre de gravilé s’abaisse, et comme résis-
tance tant qu’il s’élève. Pour faire rentrer le travail de la
pesanteur dans les termes déjà écrits, il faudrait donc qu’on
le comprit tantô t dans le terme T
gatif — Tr ; pour éviter celte discussion, il n’y a qu’à isoler le
travail de la pesanteur dans un terme spécial, -hP (*0 — z ) ;
P représente le poids total de la machine, z0 la hauteur de son
centre de gravité au-dessus d’un certain plan horizontal à
l’époque ou dans la position où les vitesses sont représentées
par v0, et z la hauteur du centre de gravité au-dessus du
môme plan, à l’époque ou dans la position où les vitesses sont
désignées par v. De celte manière le terme relatif à la pesan-
teur porte son signe avec lui. 11 importe de ne pas oublier
qu’il s’agit ici du travail de la pesanteur sur la machine elle-
même. Le travail moteur Tm peut en effet être fourni par la

à la machine, de
’un

Tm — T — Tr-f- I‘(s0 — z ) ,

ses

tantôt dans le terme né- DISCUSSION DE L ÉQUATION DES FORCES VIVES APPLIQUÉE A UNE MACHINE.tm

6. Pour simplifier cette discussion, nous considéreronsune
machine fixe, destinée à produire un travail utile sensible-
ment constant. La machine part du repos lorsqu’on lait agir
lemoteur ; on introduit successivement les diversesrésistances
à vaincre; il arrive bientôt un instant où le régime est établi,
c’est-à-dire où le mouvement des divers points de la machineest sensiblement uniforme. Plus tard on veut arrêter la ma-chine, et pour cela on supprime le moteur. Alors les vitesses dé-croissent avec plus ou moins de rapidité, et la machine rentre



DISCUSSION DE L’ÉQUATION DES FORCES VIVES. Os
dans le repos. Son mouvement, considéré dans son ensemble,
peut donc se partager en trois phases distinctes : la mise
train , le réyime uniforme, enfin Y arrêt »

7. Première phase. Mise en train. — A l’origine du mou-
vement , toutes les vitesses sont nulles. Nous ferons donc
v0 =0. Supposons, ce qui est au moins vrai approximative-
ment puisque la machine est supposée fixe , que le travail
de la pesanteur soit nul ou négligeable. L’équation prendra
la forme

vitesses extrêmes, pour chaque point, reste suffisamment
réalisé un mouvement que Ton peut dans laen petite, on aura

. pratique considérer comme sensiblement uniforme.
S’il en est ainsi, choisissons les deux époques entre les-

quelles nous appliquons 1 équation des forces vives, de ma-
nière que leur intervalle contienne un nombre entier de pé-
riodes ; nous aurons constamment pour chaque point v=v0,
et l’équation des forces vives deviendra

o = T;— r — T; q- P(s;- z f ).
T.

Le premier membre est toujouis positif ; le second l’est
donc aussi, et par conséquent pendant toute celte première
phase le travail moteur Tm est plus grand que la somme des
travaux résistants, Tq- Tr, pris en valeur absolue. Si l’on
devait tenir compte du travail de la pesanteur, on ^poserait

— T — T r.
En général , chaque période ramène aussi le centre de gravité

à la même hauteur, de sorte qu’on a z'0=z' \ l’équation se
réduit donc à

T»=T'+T;,
ce qui montre que le travail moteur transmis à la machine
pendant un nombre quelconque de périodes est égal au tra-
vail résistant. C’est la condition nécessaire du mouvement pé-
riodiquement uniforme.

9. Troisième phase. Arrêt. — La troisième phase est ca-
ractérisée par la suppression du travail moteur ; elle se ter-
mine au moment où la machine revient au repos. On fera
donc dans 1 équafion D =0, et on donnera à v0 la valeur v de
la vitesse à la fin de la phase du mouvement régulier. L’équa-tion devient

î
' V mv* = {Tm + l> 20)-(T +Tr q- Ps),

et on en conclurait de même
Tw q- PSo> T q- T? q- Ps.

Celte inégalité est vraie quelque loin qu’on prolonge la pre-
mière phase, pourvu que la machine soit encore en mouve-
ment. La différence du travail positif dépensé au travail néga-
tif produit es! égale à la demi-force vive de la machine à
l’instant où l’on arrête l’évaluation des travaux.

8. Deuxième phase. Régime uniforme. — Dans la seconde
phase , les vitesses sont sensiblement constantes , ou du
moins, si elles sont variables, elles oscillent pour chaque
point entre deux valeurs extrêmes peu différentes, et repas-
sent successivement par les mêmes valeurs. En général, on
s’attache à produire dans les machines, une lois le régime
établi, le mouvement périodiquement uniforme, en vertu du-
quel les vitesses de chaque point reprennent les mêmes va-
leurs au bout d’intervalles de temps égaux entre eux. Chaque
intervalle conslilue une période. Si de plus la différence des

m v2=-ï*-T;+PK-*).
ou bien

Supprimons encore le terme P (*„"— z» ) qui a DCU ,rim
_

portance dans une machine fixe, et il viendra_
|2g «»1 = T<rq- T;.

. ^P°9ue de la suppression du moteur,aU ravail résistant que la machine est suscep-

T"q- T;— P(SQ zn).

La demi-force vi
est donc égale

we, à 1
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lible de produire jusqu’à extinction de scs vitesses. Admettons
que les vitesses v qui terminent la seconde phase, sont les
memes que celles qui ont terminé la première, ce qui serait
rigoureusement vrai ‘si dans la seconde phase lïmiformité du
mouvement était absolue ; l’excès de travail moteur commu-
niqué à la machine pendant la mise en train réapparaîtra
alors pendant la phase d’arrèl pour prolonger le travail de la
machine.

10. Si Ton consid ère enfin le mouvement entier de la
machine depuis le moment où elle entre en service jusqu’au
moment où elle revient au repos, on a à l’origine t>o=0, à
la fin v=0, et par suite, en négligeant toujours le travail de
la pesanteur, qui d’ailleurs se trouve identiquement nul quand
la machine revient à sa position primitive,

Tm=T +Tr,

Tw désignant ici le travail moteur total r£fu par la machine,
T le travail utile, et Tr le travail des résistances accessoires.
Le travail moteur est donc égal au travail résistant, soit que
l’on considère une ou plusieurs périodes du mouvement
quand le régime est établi, soit que l'on considère la totalité
du mouvement, depuis la mise en train jusqu’à l’arrêt com-
plet. On peut encore admettre l’équation Tm=T + Tr à titre
d’approximation pour un intervalle quelconque, en suppri-
mant dans l’équation des forces vives tous les termes essen-
tiellement limités, I l mv02 , P ( z0 — z ) , et en n’ y con-

• servant que ceux qui grandissent indéfiniment.
11. Cette égalité conduit à la définition du rendement de

Tla machine. On appelle rendement le rapport 7 -̂ du travail

10 11DES FORCES VIVES.

consommé en pure perte par la machine.travail moteur
Cette fraction ne peut êlre nulle , et le rendement reste tou-

à l’unité ; il est même rare qu’il dépasse 0,60.
machine dont le rendement atteint ou dé-jonrs inférieur a

En pratique, une
passe 0,75 est considérée comme excellente.

IMPOSSIBILITÉ DU MOUVEMENT TERPÉTUEL.

12. Une machine n’est qu’ une sorte d’intermédiaire entre
la puissance motrice et la résistance à vaincre; l’esprit
se refuse à concevoir un système qui permette d’accomplir
un certain travail résistant sans intervention d’un travail
moteur. Cependant certains inventeurs ont été ou sont en-
core à la recherche d’une machine qui serait affranchie de
cette nécessité : ils cherchent une solution du problème du *

mouvement perpétuel. Tous les essais qui ont été faits jusqu’à
présent pour installer une pareille machine sont restés sans
résultat. Les inventeurs se sont ruinés dans leurs tentatives,
sans avoir même approché d’une solution acceptable. Cet in-
succès continu démontrerait à lui seul que le problème est
insoluble ; mais les principes de la mécanique conduisent plus
vite et à moins de frais à la même conclusion.

L’idée du mouvement perpétuel est sans doute née de l’ob-
servation des mouvements du système solaire. Le soleil, les pla-
nètes, les satellites, constituent un ensemble dont le mouve-
ment paraî t assuré pour toujours ; nous dirions même, estassuré a jamais , si la résistance des milieux ne pouvait pas mo-difier à la longue Jes conclusions tirées de l’hypothèse des
mouvements accomplis dans le vide absolu. Quoi qu’il en
soit , admettons que le mouvement du système solaire méritela qualification de perpétuel. Ce système a- t-il la moindrena o^m avec les machines qu’on propose d’appliquer à l’in-
d “ S,” e ' .7e 7slème solaire n’est pas une machine produisant

'ai , c est un ensemble de masses soumises à des forcese ernnnees, etsur lesquelles s'opèrentdc continuels échanges

1»
utile produit au travail moteur absorbé. Ce rapport est tou-
jours moindre que l’unilé ; plus il approche de l’unité,
plus la machine est parfaite au point de vue mécanique. La

T T
r|- , égale à ~
* m

différence 1 — , est le rapport du travail des

résistances accessoires au travail moteur ; c’est la fraction du
T1 m



DU MOUVEMENT PERP ÉTUEL.
ment à vide ne se retrouverait plus dans les conditions qui
assurent la conservation de son mouvement, si on lui ap-
pliquait les r ésistances utiles quelle est destinée à sur-
monter.

Cesmots mouvement perpétuel sont donc doublement inexacts:

d’abord ils indiquent la continuation indéfinie d’un mouve-
ment , phénomène inadmissible dans la mécanique pratique ;
ensuite, ils supposent qu’un mouvement indéfiniment pro-
longé pourrait servir à produire indéfiniment du travail utile,
nouvelle erreur plus grossière encore que la première.

14. L’équation des forces vives fixe les idées à cet égard, en
faisant apprécier avec exactitude la limite de ce qui est pos-
sible.

La demi-force vive, 2 ^ ma2, d’une machine à un instant
donné, représente le travail résistant que cette machine .
peut produire sans travail moteur, jusqu a extinction de sa
vitesse. C’est une quantité finie ; en aucun cas, la machine ne
possède donc en soi une source indéfinie de puissance mo-
trice.

Un travail moteur est nécessaire pour faire sortir la machine
du repos, et l’amener à un degré quelconque de vitesse.

11 est impossible, que le travail moteur soit inférieur au tra-vail utile. Appliquons, en effet, l’équation des forces vives
depuis l’origine du mouvement jusqu’à un instant quel-
conque. Nous aurons

15IMPOSSIBILITÉ

entre le travail de ces forces et les forces vives dont les
masses sont animées. Réduisons, par exemple, le système au
soleil et à une planète. La planète, au bout d’une révolution
entière, se retrouve dans la position qu’elle occupait d’abord,
et possède la même vitesse ; le travail des forces qui ont agi
sur elle pendant le parcours entier de son orbite est donc ri-
goureusement nul, et il n’y a, par conséquent, aucun travail
créé par le mouvement qui s’est accompli.

On arriverait au même résultat en considérant certains mou-
vements produits sur la terre. Tout mouvement qui se renou-
velle périodiquement pendant une durée indéfinie, ne repré-
sente pas l’accumulalion d’un travail dont on puisse disposer
pour un usage industriel , car la quantité de travail corres-
pondante à chaque période est rigoureusement nulle. De plus,
la résistance de milieux beaucoup plus denses que ceux des
espaces planétaires, les frottements au contafil des pièces com-
posant la machine, en un mot les résistances passives, qu’on
peut diminuer, mais qu’on ne peut pas supprimer tout à fait
dans la pratique, absorbent peu à peu le travail des forces
qui tendent à entretenir le mouvement et ramènent gra-
duellement le système mobile au repos. Ainsi, un pendule,
que l’on peut considérer dans la mécanique rationnelle
comme animé sous l’action de la pesanteur d’un mouve-
ment indéfini, s’arrête en réalité au bout d’ un nombre limité
d’oscillations.

15. Jusqu’ici nous avons accepté la question telle qu’elle
est posée par les inventeurs, ou plutô t telle qu’elle résulte de
l’interprétation naturelle des mots mouvement perpétuel.

Le problème qu’ils prétendent résoudre est tout autre. Il
s’agit pour eux de construire une machine propre à vaincre des
résistances et, comme telle, applicable à l’industrie; or ils
commencent tous par faireabstraction deces résistances, et par
chercher un appareil doué, sous l’action de certaines forces,
d’un mouvement indéfiniment prolongé. Qu’ils aient décou-
vert un tel appareil, ils ne seraient pas pour cela plus près du
véritable but à atteindre ; car une machine marchant indéfini-

n

H\ mv*=(T*+P*o)-(T 4- Tr -hVzp

Le premier membre étant positif, le second l’estdonc aussi ;

Tm 4- P*0 > T Tr -f- Pz,

e si^ue n excluant pas l’égalité, pour comprendre le casa machine serait revenue au repos.a machine est fixe, ce que nous supposerons ici, on peut



ÉGALITÉ ENTRE LE TRAVAIL MOTEUR

s’arranger pour que z soit égal ou supérieur à z0 ; alors on
aura simplement

14 ET LES TRAVAUX R ÉSISTANTS.
Mais quoi qu’on fasse, il faut toujours que ces moyens soient
égaux, c’est-à-dire que le moment d’aclivité consommé par
les forces- sollicitantes ( le travail moteur ) soit égal à l’effet

moment absorbé en même temps par les forces résis-

45

Tm >T + TY,

et par suite ou
tantes. »

C’est cette égalité nécessaire entre le travail moteur et le
travail résistant, quelle que soit la machine dont on fasse
usage, que les anciens mécaniciens exprimaient en disant :
clans les machines en mouvement, on perd toujours en vitesse ce
quon gagne en force. Le travail d’une force est le produit de
deux facteurs, dont l’ un représente l’intensité delà force et
l’autre le déplacement du point, lequel est proportionnel à sa
vitesse; coproduit doit être constant pour représenter un effet
donné; l’ un des facteurs varie donc en raison inverse de
l’autre.

T,n> T,

celte dernière inégalité ne pouvant plus se changer en égalité.
Il est donc impossible de concevoir une machine dans la-

quelle le travail utile soit supérieur au travail moteur ; ou, en
d’autres termes, une machine où il y ait production sponta-
née de travail utile.

15. L’emploi d’une machine entraîne toujours une cer-
taine perle de travail moteur, puisqu’une partie est absorbée
parle travail des résistances accessoires, tandis que le reste
seulement se change en travail utile. Doit-^n en conclure que
les machines n’ont aucune utilité, et qu’elles dissipent les
forces qu’on fait agir en elles ? Loin de là. « L’avantage que
procurent les machines, dit Carnot1, n’est pas de produire de
grands effets avec de petits moyens, mais de donner à choisir,
entre différents moyens qu’on peut appeler égaux, celui qui
convient le mieux à la circonstance présente. Pour forcer un
poids à monter à une hauteur proposée, un ressort à se f rmer
d’une quantité donnée, un corps à prendre par degrés insen-
sibles un mouvement donné, ou enfin tel autre agent que ce
soit à absorber un moment quelconque donné d’activité ( c’ est-
à-dire une quantité de travail déterminée ) , il faut que les
forces mouvantes qui y sont destinées consomment elles-mê-
mes un moment d’activité { un travail ) égal au premier ; aucune
machine ne peut en dispenser. Mais comme ce moment ré-
sulte de plusieurs termes ou facteurs, on peut les faire varier
à volonté, en diminuant la force aux dépens du temps, ou la
vitesse aux dépens de la force, ou bien en employant deux ou
plusieurs forces au lieu d’une ; ce qui donne une infinité de
ressources pour produire le moment d’activité nécessaire.

1 Principes de V équilibre et du mouvement , p.255, § 258.

Il y a une autre raison pour laquelle l’emploi des machines
est avantageux , bien que le travail moteur qu’on leur ap-
plique ne soit jamais entièrement utilisé. La machine n’a
pas pour objet de produire ou de créer du travail , chose
tout aussi impossible à l’homme que de créer de la matière ;
elle a pour but de créer de la valeur, ce qui est tout dif-
férent. Ici les considérations économiques doivent entrer en
ligne de compte. Une machine parfaite, dont le rendement esttrès voisin de l’unité, peut être employée à des opérationsindustrielles désastreuses, tandis qu’une machine très impar-faite au point de vue mécanique peut, si elle est commode etemployée à des travaux rémunérateurs, enrichir celui quil’emploie. Le point de vue mécanique est tout spécial, et cequ’on nomme travail utile dans la théorie des machines, peutfort bien être inutile, ou môme nuisible à d’autres égards. Letravail utile produit par une batterie d’artilleriela demi-somme des forces vives de tous les bouletsbatterie a lancés dans une bataille. Au point demique, il est permis de contester une pareille utilité.

se mesure par
.i que cette
vue écono-



RECHERCHE DES TENSIONS DES LIENS.
extérieures sur le premier, les forces F" et — T sur le second,
et nous aurons, par conséquent , pour le premier

MS= F + F'+T’

17

et pour le second

K,
il vient l’équation

CHAPITRE II = F" — T.
Éliminant ~

RECHERCHE DES TENSIONS DES LIENS DANS LES MACHINES EN MOUVEMENT. dt’
F-f-F'-fT F"— T

M II' ’d’où l’on déduit
F" F -j- F'

T = IF M M F" — M'( F-f- F/)
i+iM ^ II'

17. Celte formule est facile à généraliser. Concevonssérie de n corps, dont les masses soient

sollicités par les forces

M -f- II'
16. Supposons qu’un certain nombre de corps, A, B, C... liés

entre eux par des fils inextensibles, ou par des verges inexten-
sibles et incompressibles, parcourent une droite MN, et soient

sollicités chacun par des forces
données F , F' , F"... dirigées !
suivant celte même droite. On
demande de déterminer les ten-

sions des liens qui réunissent le premier corps au second, le
second au troisième, et ainsi de suite.

Nous conviendrons de prendre positivement les forces
F, F', F",... quand elles agissent dans le sens du mouve- l

' ment, et négativement quand elles agissent en sens contraire. ]
Soit proposé de déterminer la tension T du lien qui réunit ]

les corps B et C. Nous couperons ce lien, et nous pour-i
rons le remplacer par une tension T, qui agira , par exemple, ]

comme résistance sur C et comme puissance sur le groupe B]
et A. Soit doncM la niasse totale du groupe A et B, M' la masse
totale de C et des corps qui peuvent y faire suite ; la vilesse
v est commune à tous les points du système, puisque les liens

. sont de longueur constante.
Appliquons aux deux groupes le théorème du mouvement

du centre de gravité ; les forces F,F' et T agiront comme forces ,

une

- T Trm— -M

^i f ^2» ^5» ... Fn,
auxquelles on attribue les signes 4- ou — ,agissent dans le sens du mouvement communtraire.

Fig. 1.

suivant qu’elles
ou en sens con-

Appelons T* la tension du lien qui réunit lecorps n° (A;4-1); v étant la vilesse communenous aurons les deux équations
(”*» -h 7?la 4- ...

corps n° /V
au syslème,

au

+ — Fj-f- 1 2 -f- F*+Tjtet

On en déduit
+ m»)ê= F*+ i+ E;;+ 2 + ... +F«-T*.

dv F4 -F Fa 4~ •••dl ~~ F y,7^ 1 n — *±It± K + i -h ...w*i 4- wi*4~... 4- mn
équation que donnerait i

COLL1GNCN. immédiatement le tliéoréme duIV. — JIÉC.
2

mm- .
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Soient d’abord deux arbres tournants O, O', réunis soit par
une courroie, soit par un engrenage, et sollicités l’un par une
puissance P, l’autre par une résistance Q.

La force P est appliquée, dans le sens du mouvement , tan-
gentiellement à la circonférence OC du premier treuil ; la
force Q, dans le sens op-
posé au mouvement, lan-
gentiellement à la circon-
férence O'D du second.
Les deux treuils commu-
niquent l’un à l’autre par ,
une courroie , dont nous 1’
représentons en AB le brin
moteur. Elle passe sur le
tambour OA du premier treuil et sur le tambour O'B du se-’
cond ; par conséquent, les circonférences de ces deux tam-
bours sont animées de la môme vitesse linéaire. Le brin
moteur AB a une certaine tension supérieure à celle du brin
résistant, et la différence de ces tensions est la force qui
transmet le mouvement d’un arbre à l’autre. C’est cette dif-
férence de tension que nous représenterons par T. Si, au lieu
d’une courroie, on employait pour la transmission un engre-nage, T serait la réaction mutuelle des deux dents en contact ,qu’on pourrait, par approximation, supposer appliquée lan-gentiellement à des circonférences concentriquesd’engrenage, et animées des mômes vitesses linéaires. Laforce T agit comme résistance sur le treuil moteur 0, etcomme puissance sur le treuil 0'.

Soient 0A= a, 0'B=o', 0C=R, 0'D=R\ Appelonsvitesse angulaire du treuil 0, et u' la vitessetreuil 0'.

MUTUELLES
gravilé appliqué

ACTIONS
du centre de

% à V ensemble du
îs
mouvement
système, et ...-tïarîS- »rw_L±m+!'+ •.

... 4- FA- -f- T&
_

+ ••• +m

i donne pour
Ui +lÜ

la tension cherchée ••

équation qui

F, £>2 S,Fl .F.-S miK -t- i
'ir __ k + 1

ks: mi

Si mi\1
D^ + V" nu

k + 1

i les forces F sont elles-mêmes)

uffisante pour que le prouveCelle tension est eons.an.e s, Fig. 2.

constantes.
La condition

il uniforme est
nécessaire et s

ment soi s>=°-
est remplie, on aura

Si cette condition
s:.,'1 ” -2*’”

cl par suite
-(S>+2L— .n

mi

Tk = aux rouesSinu
sur— T* fait équilibre

des forces 2* F.* q(résultat évident, puisque la tension
groupe des corps 1, 2, ... fc, à la somme
agissent sur ce groupe. to la

angulaire duTOURNANTS.DES coursMUTUELLE L’équation du mouvement duM sa masse et
ACTION

18. La formule que nous venons d’obtenir pour

des liens réunissant entre eux des corps animés d’un inouï

ment commun rectiligne, donne aussi la réaction mutuelle!
corps tournants, moyennant certaines conventions prclî j

naires.
*

premier sera, cri appelantK son rayon de giration par rapport à l’axe 0,
MK2 ~=PA —(UDe même appelons M' la masse et Iv'

la tensi

Ta.
le rayon de giration du

J
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à celle qui donnerait la tension d’un lien
sollicitée par une force mouvante Pn

*20 équation identique
réunissant une masse p.,
à une masse p/, sollicitée par une force résistante Qt, les deux
masses étant animées d’ un mouvement commun rectiligne.

L’esprit de la iransformation que nous avons opérée con-
siste à ramener les forces et les masses, sans modification
des moments des forces et des moments d’inertie, à être

circonférences OA et O'B, qui se trouvent,
même vitesse linéaire.

O'; nous aurons
d treuil autour de son

M'K'3 =Ta' — QR'.
dt

axesccon

, sont liées entre elles
des eirconfô-angulaircs, et a/

d’égalité des vitessesLes deux vitesses
par la condition -

OA et O'B. Donc
linéaires

rences appliquées aux
par suite de la liaison, animées d’une

Si Pj— 0t» ou si PR=QR', le mouvement des deux treuils
est uniforme, et Ton a

= a'«'.(loi

tirer les accélérations an-
De ces trois équations on peut

sulaires^ et la tension T. Cherchons cette dernière

° dt dt
inconnue. Pour avoir une formule plus simple, observons

que l’on peut, sans rien changer aux équations, substituer

aux produits PB, QR', MK2, M'K'2, des produits égaux formés

d’autres facteurs. Calculons, par exemple, deux forces auxi-
" auxiliaires, p. et p/, qui satis-

T = P1 = Q i.

19. Nous pouvons généraliser celte formule en l’étendant
à un système d’autant de corps tournants qu’on voudra. La
méthode de calcul consistera encore à ramener sur chaque
treuil les forces et la masse à une circonférence animée d’une
vitesse linéaire déterminée, la même pour les n treuils en
mouvement.

liaires, l\et Qn et deux masses
fassent aux équations

P4a = PR,
Q,a' = QR',
//a2 = MK2,

//a'2 = M'K'2.
nouveaux facteurs

leur donnerons la forme

'iXaTi
'̂Xa'ï= T-Q*’

Appelons Ft , F2, F5, ... Fu les forces qui sollicitent ccs
treuils; elles sont prises positivement si elles sont mouvantes,
négativement si elles sont résistantes;

Ri, R2, R3, ... Rn les rayons des circonférences tangentiel-
lement auxquelles elles sont appliquées ;

... I„, les moments d’inertie des n treuils par rap-port à leurs axes respectifs;
les tensions des liens; Tt est la tension dulien qui réunit le premier treuil au second, ï2 la tensiondu lien qui réunit le second au troisième, ... Tn l la tensiondu lien qui rattache l’avant-dernier treuil au dernier.

# ^es bens ne sont pas nécessairement appliqués à une mêmecirconférence sur chaque treuil; nous supposerons donc quee ^lcn d°nt la tension est Tl embrasse une circonférence derayon eq sur le
bt sur le
nil la ci

dans les équations
En introduisant ces

du mouvement, nous
odo) ~

ljaTt =v'a-
/ ri^^ Ti

^2 » I3I

= P1 — T,Ta, ou T T1V * 2’ •••

=To'— Qia' OU

cl comme ad-^=a'% en vertu de la troisième équation, il
dt dt

éliminant ccs produits égaux,viendra, en
T — QP, — T

premier treuil, et une circonférence de rayon
second; que le lien dont la tension est T„ reu-circonfcrcncc deou bien rayon a% sur le second treuil à la

/A -h
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circonférence de rayon b, sur le troisième, et ainsi de suite,

les lettres a représentant les rayons des circonférences sur
lesquelles s’enroulent les brins moteurs, tandis que les lettres
b représentent les rayons des circonférences d’où les brins
moteurs se déroulent .

Soient enfin <o2, . . . o>„, les vitesses angulaires des treuils.
Les équations du mouvement seront

I, (I^l=F4R 4 — T 4rt 4 pour le premier treuil,
Ci 6

(lp. = F2R 2 -b T,7>2 — T o p o u r le second,
Cl c

22
, ^ „ «in nremier. Sur le second treuil , ce sera

ïa"“ conférence dé rayera b,; sur le troisième, ce sera une cir-

conférence dont on calculera le rayon S, par 1 e,ual.o„
p5w3 = = ®lwl*

On en déduit

mais
^2 __

a,W3
I 2

Donc enfin

a2

De môme le rayon (34 de la circonférence à laquelle il faut

réduire les forces et les masses sur le quatrième treuil est

donné par l’équation Ptw4 = P3ü>5, ou par

= ft» xZS= fex|î
w4 ff3

I* Ë2Ï.= F* Ri+T*-1h TA en pour le Icm“ ,
lit

IS^î = F R + T»
_

16B

Entre les vitesses m, ou mieux entre les accélérations -^,

on a les relations :

pour le dernier.
ihù

04 «2«3

On aurait de môme
Je.) i , (7W 2

°* ur = *3 *
• * hhhh

claie 7

flo -TT = b- — ~ y
2 dt ° dt

CleCl^Cl^
et généralement

Mô " " "13* =
d'Ali . d0)1 -4- in -dT = 61 + 1 ~1T’

a2a- ...an- i

La réduction des forces et des masses se fera au moyen
des équations suivantes : désignons par ? les forces que l’on
obtient .en réduisant les forces F, par T les forces que l'on ob-
tient en réduisant les forces T, et par p, les masses réduites-
JNous aurons entre ces diverses quantités les relations :

clom - l . d'j)n .
dT ="u ~dî’

ce qui fait en tout n équations du mouvement, et n — 1 rela-

tions entre les accélérations angulaires, ou 2n— 1 équations,

suffisantes pour déterminer les n accélérations angulaires et

les n — 1 tensions des liens.

Pour simplifier la résolution de ces n — 1 équations, rédui-
sons les forces et les masses, sur chaque treuil , à une circon-

férence animée de la même vitesse linéaire que la circonfc-

dn — î

?i« i — F4R4

?sfc= F3U3

y-iaï = L
[tebl = I2

y-Zr’î = ^3

= T4

= Va
rô?J7>

~ T5«5

* 1

?)i:3» = F?lRa Pnfih — rn— 1(3# — î — Trt _ jfln
_

i»
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Substituons les valeurs des F, des 1 et des T dans les équa-
tions du mouvement. Après la substitution , chacune de ces
équations aura un facteur commun, av pour la première,

pour la seconde, pour la troisième, ... pour la der-
nière. Supprimant ce facteur, il viendra

Fi X ai JJJ — Ti>

j
(loi~ .

F 2 X t>2 JJJ = 'r2 + f1 — 1

(l(t )x
Fz X fy -JJ = O- + T-2 — T3,

24
25
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linéaires égales,
l’élimination des accélérations

— 1 équations suivantes, sous formePar suite
dw ... donne les n

°i fa

d'une suite de rapports égaux :
V’» 4- TJ._!9k + zk -1~~ T&

91— 'i _
9z±2±H ±̂ = FnHF*Fi

Pour obtenir une inconnue quelconque, T*, composons les /J

premiers rapports égaux, puis composons les n rapports; î

viendra la proportion
g«^?*4- ... 4- ?fc-d ?i +

//1+ //2 + /*l+ /;2+— +il O ) j )

Fn X 1?/, — jt = ?„+ -f

on en d éduitOn peut observer, en effet , que l’équation générale
( F I+FZ 4-...4" Fn ) (?i 4-?2+...4- ?k ) ~ (/*1+ //24- 4- F ,, ) {?i 4- ?a 4~-4 9n )

*
' K Fi 4" F-2 4" •••4“ FndukIj. — JJ — t* ftR& 4" Tft _ ^ bk

ce qu’on peut écrire
devient par la substitution

do)k T»._
FkPk -JJ — ?kh 4

(/n 4- •••4- /**) (?i 4- 4- 9k ) 4" { H + I 4- 4- Fn) (?i 4-...4* 9k )

— ( Fi -- 4~ Fk ) (?*+ — 4- 9k ) ~ { Fi 4- .. 4- Fk ) (?k + t 4" — +?n )
Fi 4" Fz 4- ... 4* Fn

X bkfik t — TA;
ak — l tA =

(?!+ . 4- ?t) (dor +...4- F il ) — (? A + 14-... 4- ( Fl 4- 4“ /'•/•)
+ 1

^k?k — 1 ^ — 1i3*» Fi 4~ Fz 4" ••• 4 Fn

puisqu’on a à la fois
h-i“ k -i=Pkak

et
c* — id — i — ^Ad- équation de meme forme que celle que nous avons obtenue

au § 178.
Connaissant les valeurs des tensions fictives, on peut en

déduire les valeurs des tensions réelles, puisqu’on connaît
les rapports des unes aux autres.

L’équation devient donc
d»kPtfà ~dt ~ -T- ~k - A— ~kh i

ou , en supprimant pA.,
clOlJ.

Mais
do) d'j ) do)r:

Ht = Ht

«t

H
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des forces F et de la force — T*
25

La somme des travaux
donc pour le premier groupe

EMPLOI DE L ÉQÜATION DES FORCES VIVES POUR TROUVER

TENSION T*.
sera

DIRECTEMENT LA (PiU i^i+F2IV*+ +F*I'A) VA'V*

= ) X oikdt — Tk(Wlt
20. Considérons isolément les deux groupes formés, l’un

A', l’autre par les treuils
par les treuils n° 1, n° 2, ... n°

n° fc+l, n° fcn-2, ... n° ?i; le premier groupe est sollicité

les forces extérieures Ft, F2, ... F* et par la force — T*,
tension du lien qui réunit les deux groupes ; le second , par

les forces -FT*, F* +1, F* + J , ... Fn. Appliquons le théorème

des forces vives à chaque groupe pour un déplacement infi -
niment petit. La force vive du premier groupe est, à un instant

quelconque, la somme

Pour le second, le travail des forces F et de la force -F T*
sera de même

par
(sL'H *+TA+ iw* +i

Le demi-accroissement de la force vive est égal au travail
élémentaire des forces ; les forces extérieures seules donnent
un travail, puisqu’on admet l’invariabilité des liens.

D’un autre côté, le demi-accroissement de la force vive se
réduit à la moitié de sa différentielle, la variation considé-
rée étant infiniment petite.

On aura donc, pour le premier groupe,

X wk+ 1

Ii&J? -h ï2'"a -F • •• "F *

la force vive du second est
+••• +* VJ.

On connaî t les rapports de o)t à u*, de <*>â à o)A, de w5 à

et ainsi de suite ; désignons-les par X4,\ De même on

peut déterminer d’avance les rapports de w A + 2 à o)k + l , de

< i)A 5 a ... ; appelons }

rapports.
La force vive du premier groupe s’exprimera par la

somme wJ (1 4 AJ -F I*?4-F ... -F Ik), ou, plus brièvement, par

WÎ 2 1 1 A?, en convenant de regarder X* comme égal à l’ unité.
De même la force vive du second groupe sera égale à

avec ^a convcntion de Xk + l =i.
Donnons au treuil n° k un déplacement angulaire iùhdt ;

il en résultera pour le treuil n° 1 un déplacement angulaire
6)tdf ou u>h\dt ; pour le treuil n° 2, un déplacement u* à2 rff ,
et ainsi de suite ; de même pour le treuil TI° /V -F 2
déplacement o)A+1X*+2dt; pour le suivant un déplacement

XA+2 dt, etc.

O

A + 1 WA + 1I
0>k(l(' )k^jl h>?= [Si F‘n*'* V A]*

et pour le second

W* + lduk + i ^maik + 1
h = *E\... XM ces nouveaux> ]'A + 2 1 'XA +31 * WA + 1

On peut supprimer le facteur G>* dans la première équation, le
facteur a)* + 1 dans la seconde ;

constant
connaî t de plus le rapport

de sorte qu’on peut éliminer^ et
quation finale fait conna î tre T*. Il serait aisé de
quation définitive i
demment.

on
d(j )A +1

« ; **-
ramener l’é-

à la forme que nous avons trouvée précé-
Remarque . — Étant donné un système de corps tournants,liés ensemble par des courroies ou des engrenages, et sollicitésrespectivement par des forces données Fp F2, ... FA, agissant^ esdistances Rt, Rf|... Rk, des axes respectifs,siIon désignepar a) la vitesse angulaire du

un

premier corps,, et par X2 ,
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Soit T la tension du fil et N la tension de la bielle. Appelons

a le rayon OC, R la longueur OB de la manivelle, L la longueur

AB de la bielle ; a et p, les angles GOB, OAB, le premier crois-
sant indéfiniment dans le sens GBH, le second oscillant pério-

diquement entre deux limites, l’une positive, l’autre négative.
Nous ferons abstraction des frottements, ainsi que de la

masse de la bielle.
Soit o) la vitesse angulaire du treuil ; coa sera la vitesse

linéaire du poids P, et l’équation de son mouvement sera

Ef (hi T
g dt ~~

Le treuil est sollicité par la tension du fil et par la tension

de la bielle ; soit Od — p la distance de la bielle à l’axe 0
de l’arbre tournant ; soit encore I le moment d’inertie du
treuil. L’équation de son mouvement est

lg= Np-T«.

... >*, les raisons des corps suivants par rapport au pre-
mier ( I, g 219), la force vive de l’ensemble des corps s’ex-
prime à chaque instant par la somme

w2lll+ A|ï2+ ...+ = or

et la vitesse angulaire w est déterminée par l’équation diffé-
rentielle

*. 2FB1
llt Vlia- ’

— P.
généralisation de l’équation de ï accélération angulaire (III,
g 255).

TENSION DE LA BIELLE D üNE MACHINE A ACTION DIRECTE.

21. Soit O un arbre tournant, mis en mouvement par une ]
bielle AB et une manivelle BO. A cet arbre est attachée une*
roue de treuil, OC, à laquelle est suspendu par un fil un

poids P.
Une force F, donnée à chaque instant, met en mouvement

la bielle et entretient le mouvement de l’arbre. La force F tire

de droite à gauche, tant que le boulon B de la manivelle par-
court la demi-circonfé-
rence GBII ; elle pousse
au contraire la bielle vers
la droite pendant que le
boulon de la manivelle

x . . t ]
parcourt l’autre moitié j

JK de la circonférence I1IG. j
fpj Le point A est assujetti

par des glissières à suivre
la droite AO qu’on sup-

pose horizontale. On demande l’équation du mouvement du

treuil , la tension du fil CK et celle de la bielle AB.

Comme nous faisons abstraction du poids et de la masse
de la bielle, la tension N se retrouve la même à l’extrémité
A, où elle fait équilibre à la force F et aux réactions des glis-
sières. On a par conséquent

F = N cos d’où l’on tire N = —co

Pour déterminer p=OD, observons que ODxAB, oupL,
est égal à AOxBE, car ces deux produits mesurent chacun
le double de l’aire du triangle AOB.Soit A0=æ. Nous aurons

x — ABcos£ — OBcosa =Lcos 3 — Pi cos a,
avec la relation

ABsinj3 = BE = OBsm*,ou bien
Lsin /3 = Rsina.

Fig. S. On déduit de ccllc-ci
R .
LSin*'sin£ =
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Au point A, élevons une perpendiculaire AM sur la droite
AO et prolongeons le rayon OB jusqu’à la rencontre de cette
ligne en M. Le point M sera le centre instantané de ro-
taTion de la bielle. Appelons w la vitesse angulaire du treuil,
et Q la vitesse angulaire instantanée de la bielle AB autour
du point M. Ces deux vitesses sont liées entre elles par la
relation MB.xû=0Bxw, qui exprime de deux manières
différentes la vitesse linéaire du point B. La vitesse linéaire du
point A est MA xQ ; celle du poids P est OC x w.

Le centre de gravité de la bielle est un point M', qu’on peut
supposer au milieu de la longueur AB. Soit Q le poids de la

bielle ;- sera sa masse ; appelons K son rayon de giration par
rapport à l’axe projeté en M'. Le rayon de giration par rap-
port à l’axe projeté en M sera égal à 00* -t- MM'*. Le moment
d’inertie de la bielle par rapport à l’axe M est donc

(K*+ H3P).

Mais dans le triangle AMB, M' étant le milieu du côté AB,

ï?+ IB* = 2 (âîïP+ ÂF-).

et par suite
II*
~ siil“ a*
L-1 —COS j? —

Donc
s= L 1 — p sin*« — R cos a

et
R2sin a cos ceæR sin a

P ~ L V îr-=Rsina 1 — — ^siil2a — lL2

On a aussi
FFTî =

\j 1 — ^5 sin2a
Cosj3

L’équation du mouvement du treuil est donc

I % = FRsina —dt
FR*sinacos « -• -Ta.

L 1 17 sin*a

Cette équation, jointe à la première, détermine l’accéléra-1
tion angulaire ^ et la tension T, en fonction de la force F Ido
et de l’angle a.

22. La méthode que nous avons suivie n’est qu’approxima-1
live, puisqu’elle néglige la masse d’une pièce AB dont lel

poids peut avoir une!
ccrlaine importance. |

L’équation des forces!
c vives permet de pousser I

plus loin le calcul. Elle!
va nous faire connaître®
une relation entre l’ac- l
céléralion angulaire du!
treuil, la force F et leB
poidsP, en tenant compte®
de la masse de la tige AB- 1

Nous supposerons que le treuil soit centré, c’est-à-dire quÇ I
le centre de gravité de la partie tournaille soit sur l’axe 0. I

on a

Donc- MM'2 = MD2 — AM'2.
Exprimons les longueurs AM, MB, AM' en fonction de ladistance OA — x . Nous aurons

2

ï A

/ /
// AM = x tang«,

0M =-£- ,cosa0//
//'

U
cos a

~
Fig. 4. On a d ailleurs

1ÀM'=i I|

2 L-
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point M d'un angle P.dt. Ce terme serait assez difficile à cal-
culer directement ; au lieu d’évaluer M"m, remarquons que
l’on peut, sans changer le travail de la pesanteur, substituer

poids ^ placé au point A, et un poids - placé

au point B, car la composition de ces deux poids donne un
poids total égal à Q, appliqué au point Jl'.

Le poids ^ placé en A ne produit aucun travail, puisque ce

point se meut horizontalement. L’autre poids placé en B,

se déplace le long du cercle d’une quantité BB'=Rdx, qui
lait avec la verticale l’angle a, et dont la projection verticale
eslRcosadx. Le travail de la pesanteur sur la bielle est donc

i— 2 QR cosccdcc.

L’équation des forces vives devient en définitive

(f*+l ) “ d»+\<jd ( û2? (*) j

On en déduit

**tang*« + ( — + R
4MM'2 =

à Ja bielle un
COS- X )

2

2 Rf , R2
_ _

COS Ct 'x'2 ( tang2 a 4-

Le moment d’inertie de la bielle par rapport au point M est
donc

2 U æ)±"2

1
x 2 ( tang2a H- COS2 sc COS a- U8+9\

et la force vive de la pièce est égale à

— -f R* — l L°-
COS a 2h

2

1
x2 ^tang2 a + cos- SC- U*+9 \

fonction que nous exprimerons sous forme abrégée par

observant que tanga et cos a sont des fonctions

Q2 ,

y £}2? (Æ) , en 1= Fdx — Vculx — QR cos uch.
connues de x.

p
La force vive du treuil est L)2 ; celle du poids P est -
Lorsque le treuil tourne d’un angle infiniment petit d%=udt }

la force vive s’accroî t de sa différentielle, et la moitié de son
accroissement est égale à

On peut d’ailleurs exprimer x en fonction de a, et ü en
fonction de co et de l’angle a ; enfin da= a>dL Les opérationssont assez laborieuses, mais elles n’ont rien de difficile, etelles conduisent, après l’élimination de Q, de x et de dx, à
déterminer^ en fonction de la force F et de l’angle a. Pour
intégrer cette équation, il faut connaître la valeur de la forceF pour chaque position du système tournant.Connaissant

oV.

d ^ Qr 9 ( x ) ^ t
1 QGH ouloi 4- ô* 9

>
travail élémentaire des forces.quantité qu’on doit égaler au

Or les forces sont au nombre de trois, savoir :
co en fonction de t, on en déduira la loi duveinent du treuil par l’intégration de l’équation dxconséquent la loi dujp- n-^=T — P fera connaître alors la tension T du fil. Pour

déterminer la force N exercée par la bielle sur le bouton B dela manivelle dans le sens de sa propre direction, on appü-

mou-; i

= codt ; par
mouvement du poids P. L’équation

Le poids P, qui monte de la quantité adx, ce qui donne lin
travail négatif égal à — Pûdx ;

La force F, qui produit un travail positif Fdx ;
Le poids de la bielle, qui produit un travail égal à— O x M"w, M"m étant la projection verticale du déplacement

M'M*' du centre de gravité, quand la bielle tourne autour du

* »

iv« — îIéC. COLLIGNON. 3



TENSION DE LA BIELLE.
qucra l’équalion de l'accélération angulaire au mouvement
du treuil considéré seul :

54

d'AI ~= NxOD — TxOC*dt

La force N sera la tension de la bielle au point B ; comme
ici nous tenons compte cle la masse de la bielle, celte tension
ne sera pas la môme en tous les points de la longueur AB.
Pour la déterminer en chaque point, il faudrait considérer iso-
lément des éléments infiniment petits de cette longueur ;
connaissant le mouvement de chaque élément, on pourra
exprimer que ce mouvement est produit par les forces qui
sollicitent l’élément considéré, savoir, la pesanteur et les
réactions des éléments voisins. Le problème analytique qui en
résulte est d’une difficulté plus élevée que ceux que nous avons
résolus jusqu’ ici . On voit qu’en général les réactions de deux
éléments consécutifs ne sont pas dirigées suivant la tige
AB : les forces d’inertie des divers éléments comprennent,'

par exemple, des forces centrifuges qui émanent des centres
instantanés de rotation M , et qui tendent à courber là tige .
De là le fouettement des bielles que l’on constate dans toutes
les machines où le mouvement des pistons se fait avec une
certaine rapidité.

CHÀPITBE Iir
DES VOLA NTS.

23. Un volant est une roue massive destinée à régulariserla vitesse d’une machine, une fois la marche normale établie .On sait qu’alors le mouvement de la machine est en généraldevenu périodiquement uniforme, d’où résulte que, pourchaque période, le travail dépensé par le moteur est égal à lasomme des travaux de toutes les résistances. Cette égalitésuffit pour assurer la périodicité du mouvement d’unemachine, et pour ramener au bout de chaque période lesvitesses de ses différents points matériels aux mômes valeurs.Mais elle n’influe en rien sur les variations des vitesses pen-dant la durée de la période. C’est ici qu’on fait intervenirun volant pour restreindre l’écart entre la vitesse maximumet la vitesse minimum, et resserrer les vitesses extrêmesentre deux limites aussi rapprochées qu’on le voudra.Considérons un arbre tournant soumis à diverses forces,
que nous pourrons réduire à unepuissance et à une résistance.
Nous supposerons que le mouvement soit périodiquementuniforme et que la période comprenne un tour entier. La vi-
tesse angulaire co est variable pendant la période, mais elle se
retrouve la même à chaque tour que l’arbre accomplit. Si
1on appelle Tm le travail moteur correspondant à un tour, et

r le travail résistant, y compris le travail utile, on aura pour
la Pérl°dicité du mouvement Légalité

Ï M = T;
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TH ÉORIECe CU

CG suffisant, on devra compléter ce moment
d’une masse additionnelle, qui consti-La vitesse u étant variable, mais revenant périodiquement

i\ la même valeur o>0, a un maximum et un minimum

dans l’étendue de la période; soit w' le minimum, w" le maxi-
mum, I le moment d’inertie de l’arbre tournant et de toutes

les masses qu’il entraîne. Les vitesses a/ et u" correspondront à

déterminées du système mobile. Appliquons le
: il viendra

ment d’inertie
d’inertie au moyen
tuera le volant.

Le rôle du volant dans la marche

qué par l’équation des forces vives.
volant reprend la vitesse qu’il possédait au commencement L

sa force vive disparaît ’ donc de l’équation appliquée à la

période entière, et sa masse n’influe pas sur la vitesse

moyenne de la machine. Mais dans l’étendue de la pé-
riode, le volant tend à retarder la machine quand le travail

moteur l’emporte sur le travail résistant, et tend au con-
traire à l’accélérer quand le travail moteur est inférieur au

travail résistant. On peut le comparer à un réservoir qui

se remplit quand la machine accélère sa marche, qui se
vide quand il y a ralentissement , et qui tend toujours à
maintenir un certain niveau moyen, correspondant à la vi-
tesse moyenne. Le volant emmagasine sous forme de force vive
l’excès du travail moteur, et restitue cet excès quand le tra-
vail résistant devient en excès lui-même. Nous allons passer
en revue les principaux problèmes qui se présentent dans l’é-
tablissement d’un volant pour une machine à bielle et à ma-
nivelle ; nous examinerons ensuite la méthode qu’il faudrait
suivre dans le cas général où il s’agirait d’une machine quel-
conque. Enfin nous aurons à étudier l’influence des
placées dans certaines conditions spéciales, et notamment
iinfluence des volants d'outil.

. d’une machine est indi-
Au bout de la période, le

des positions
théorème des forces vives entre ces deux positions

i I K*-«'*) = T'm-T'r,

Tn et T'r étant les quantités de travail fournies par la puis-
sance et la résistance quand le système passe de la position

du minimum à celle du maximum. Le second membre étant

quantité déterminée, on voit que u"2 — o>'2 sera d’autant

moindre que I sera plus grand. Or

S i
l. i }'

1

P une

i *

w"2
_

0r- — — w') x +«')•

t t des vilcsscs angulairesO)0)

La demi-somme - , moyenne
2

: ; extrêmes, diffère peu de la vitesse moyenne Ù de l’arbre tour-
connue.i i l *

nant , quantité constante que l’on peut supposer
L’équation devient donc

W .li
• 1 1
U'

ÏJ I X (w" — w') X Q= T'm — Tr. masses
'U 1;

Sr •
I qu’on appellePosons w" — <D'=-Q; la fraction -n n

le coefficient de régularisation de la machine. Il viendra
sera ce

I •

MANIVELLE SIMPLE A SIMPLE EFFET*

La bielle MP met en mouvement l’arbre 0 au moyen de
la manivelleOM (fig. 5). Pour plus de simplicité, nous suppo-serons que la bielle reste parallèle à la ligne AB. Une force
constante P agit sur la bielle dans le sens MP pendant que lebouton de la manivelle décrit la demi-circonférence AMB. Auaucune force ne sollicite plus la bielle, et le bouton par-

T' — T'1ni 1r1 =i. .
-n*•Ht *

r Telle est la valeur à attribuer au moment d’inertie de

l’arbre tournant pour que l’écart, u"— a/, entre les vitesses

angulaires extrêmes soit une fraction donnée, -, de la vitessen
angulaire moyenne. Si l’arbre n’a pas par lui-même un nio-

• i

tir
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VOLAST POUR EXE MACHINE

court la seconde demi-circonférence BNA en vertu delà vi-
tesse acquise ; une résistance con-
stante Q est appliquée tangentiellc-
ment à un cercle de rayon OC=b.

Soit a la longueur OA de la mani-
velle.

Exprimons d’abord la périodicité
du mouvement pour un tour entier
de l’arbre Q. Le travail de la puis-
sance est P XAB, ou P X 2a; le tra-
vail de la résistance pris positive-

ment est Qx 2TJ). La périodicité exige qu’on ait l’équation
, . Ob 1

P x 2«=Qx 2-i>, ou bien p-=-.
Cherchons l’équation du mouvement de l’arbre tournant ;

o) étant la vitesse angulaire, on aura, quand le point M par-
court la demi-circonférence AMB,

do> P X 01 — Q X oc Va sin a — Q&— — — • =r v— i

58

aSSïîHSBS
circonférence AMB,.pendant le parcours de laquelle la force

P agit. Ces deux points M' et M" sont situés sur une parallèle

à la direction constante de la bielle.
Il faut distinguer le maximum du minimum. Or, quand le

bouton de la manivelle part du point A, le moment de la

force P est nul, et va croissant avec l’angle a, tandis que le

moment de la force Q reste constant; au point M', il y a égalité
entre les moments des forces P et Q ; donc le moment de P
est inférieur au moment de Q pour toute valeur de a inférieure
à a'=18°33',6. On reconnaîlrait de même qu’entre a' e t
a"=16i°26',4, le moment de P surpasse le moment de Q.
Par conséquent la vitesse angulaire croit quand a passe de la
valeur a' à la valeur a", et décroî t quand le bouton de la
nivelle achève le reste de son tour, en décrivant l’arc M"BNAM'.
Donc enfin a! correspond au minimum, et a" au maximum de
la vitesse angulaire.

Soient w' el w" les valeurs des vitesses angulaires dans les
posilions OM' et OM" de la manivelle.

Appliquons le théorème des forces vives entre les deux
positions définies par les valeurs a' et a". Le travail de la
force P sera égal à PxM'M", ou à Px 2acosa'. Le travail
, ?„ Ce Q GSt ésal a son moment > Qb, multiplié par l’an-gle M 0\1", évalué en parties du rayon ; cet angle est égal

3 * , , ’ “ é,ant celte fois estimé en parties du rayon et nonen degres. Nous avons donc l’équation

ma-

idl
Qbdiù

et quand il parcourt la demi-circonférence BNA’ clt ~

a est l’angle AOM, décrit par la manivelle à partir de la po-
sition OA, et I le moment d’inertie de l’arbre tournant et des

masses qui font corps avec lui. Pour déterminer le mouvement
„ , . , ch ch fPa .

de l’arbre, il faudrait remplacer w par - j , - jj Par ct

intégrer cette équation. Mais on peut éviter celle opération.Ce

que nous cherchons, ce sont les positions de la manivelle OA
qui rendent w maximum et minimum ; ces positions sont ca-

I

|!(«"’-“*) =PX 2a cos a'-Qi(Tr-2a').
f/(0

raclérisées par l’équation — = 0, ou bien Remplaçons^w'
.. . 2
il viendra

1 Va .— , etpar Q, w" — w' par -Q, Qb par —H TTVa sin « — Qb = 0;!ü

on en déduit &Tl = 2Pa x ^cosa' — .Q
Va TE

sin a =
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La quantité cnlre parenthèses représente un nombre qu’on J
peut calculer ; on trouve 0,5511, et il vient l'équation |

Ia*=2PrtnX 0,5511.

La vitesse Ü se calcule d’après le nombre N de tours que 1
fait la manivelle par minute. On en déduit

2TT X N

40 41A SIMPLE EFFET.

réduira II, plus on rendra la machine
diminuera les frottements sur les tourillonsmentera R, plus

légère, et plus on
de l’arbre. Mais nous verrons plus loin qu’il y a une limite

pour R, et qu’un trop grand rayon aurait de graves inconvé-
nients au point de vue de la résislance de la couronne.

on

a= 00
MANIVELLE SIMPLE A DOUBLE EFFET ..

Px 2a est le travail moteur pour un tour cnlier.
Appelons II le nombre de chevaux-vapeur qui représente la

puissance de la machine. Le travail moteur en kilogrammè-
tres par seconde sera 11x 75 ; par minute, 11 x 75 x 00, et
pour un tour

25. La force constante P, qui sollicite la bielle parallèle, agit
de haut en bas quand le boulon dé-
crit la demi-circonférence AMR, et
de bas en haut quand il décrit la
demi-circonférence RNA. Le travail 0>

moteur pour un tour est
P X 2AB = P X 4ff ,

elle travail résistant, pris positive-
ment,

c
Il X 75x00 . a/;\M— »N \

N

donc
jN j

II X 75 X C0
J

2Pa= N M'' MiB
j

Remplaçons Q et 2Pa par ces valeurs ; il vient

4-2 x N 2 11 x 75 x 00
v?

X nX0,5511,IX Qx 2ïï6.

La condition du

Fi~. 6.

mouvement périodique et uniforme est

4Ptf = 2;tQ£>,

60* N

cl enfin
Il X 75 X CO7’ X n X 0,5511 II»= pX22G144.I = ATC-N5

Le moment d’inertie I se compose de la somme des mo-
ments d’inertie de toutes les pièces faisant corps avec l’arbre.
Parmi ces pièces, la plus importante est le volant ; négligeons
Ja masse de toutes les autres. Nous aurons I = MR2, M dé-
signant la masse de la couronne métallique, et R son rayon

moyen ; si n est le poids du volant , nous aurons 1=
suite

ou bien

06 2
l’a 71

De cette équation on lire 2P<i =TQi>, et celle relation in-dique que le mouvement est périodique pour chaque demi-circonférence; il suffit de considérer
prendrons celle nui

llR2

— et par
9 une période ; nous

• ,, .‘ï111 commence au passage du bouton de la
maximum

8U ^°*nt ct *lu* » son passage au point B. Lee e minimum de la vitesse angulaire dans cet
intervalle l épondent à la condition

^x 226144 =~x 2 218 472.
n iV

On'peut satisfaire à cette équation en prenant arbitraire-
ment net en en déduisant R , ou réciproquement.Plus oriaug-

il»nR2 =
d(ù

dt 0L1 Yè^iié ^es
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moments de la puissance P et de la résistance Q. Les positions
cherchées sont donc définies par l’équation

Pa sin « =Qbt

42
43A DOUBLE EFFET.

ou bien
II» x 75 X CO3 X 0,2105 _ II» ^ A ~ , Qft.

Appelant n le poids du volant et II son rayon moyen, on

aura donc

1=

c’est-à-dire par l’équation sina= j~ = "

On en déduit pour a deux valeurs, l’une a', égale à 59°52',4,
l’outre a", égale au supplément de la première. Une discus-
sion semblable à celle qui a été faite pour le cas précédent
montre que a répond au minimum de o>, et a" au maximum.
Les deux points M' et M" qui correspondent à ces valeurs de
l’angle a sont situés sur une parallèle à la droite AB.

Dans la seconde demi-circonférence on trouverait de meme
pour le minimum un point M"', opposé diamétralement à M',
et pour le maximum un point MIV, opposé à M".

Appliquons le théorème des forces vives au système pas-
sant delà position M' à la position M"; il viendra, en appelant
to' et ù)" les vitesses angulaires,

— •

H»
DR2 =^X 43189 =^X 425G84.

Comparée à la manivelle à simple effet , la manivelle à
double effet réduit le moment d’inertie nécessaire, toutes
choses égales d’ailleurs, dans le rapport de 2105 à 5511, ou
dans le rapport de 3 à 8 environ.

MANIVELLE DOUBLE A DOUBLE EFFET.

26. Supposons que sur le même arbre tournant O
monte deux manivelles à angle droit, OM, OM', sollicitées cha-
cune par une bielle MP, M'P', qui reste constamment parai-
lèle au diamètre AB. Chaque bielle
est à double effet, c’est- à-dire qu’elle
tire du haut vers le bas quand le
bouton de la manivelle parcourt la
demi-circonférence AMM'B, et qu’elle
pousse du bas vers le haut quand le
bouton est passé dans l’autre demi-
circonférence Amm'A. Les deux for-
ces P , P' qui agissent suivant
bielles sont de plus égales et
stantes.

Le travail moteur pour un toursera 8Pa, et le travail résistant, prisen valeur absolue, 'ï r.Qb . La condition dudique et uniforme est

on

11(«"* — w'2) = - Q2 = P X 2« cos a' — Q6 X (n — 2a'L
U 11

ou bien
IQ2

= 2P» X ^COS a' — -~

Dans ces équations o! est évalué en parties du rayon. Le
nombre entre parenthèses est égal à 0,2105.

Soit encore 11 le nombre de chevaux-vapeur de la ma-
chine ; N le nombre de tours que fait la manivelle dans une
minute. Nous aurons ces

2TTN
Q = - con-oo

et
y

21»

II X 75 X G02Va=
Fig. 7.

2 N
mouvement pério-L’équation devient donc

4TC- N 2 H X 75 X GO
G02» 2NIX X 0,2105, 8P» = 2*06,
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A DOUBLE EFFET. 45bien, en divisant par 4,ou

le plus petit et ~ H- a" Ic Plus grand, celui- .apPelIe|
ci est le supplément du premier, et l’on a par conséquent

-H a'2Par= ^ xQ&;

elle montre que la périodicité du mouvement a lieu pour on
quart de tour. Il est facile de vérifier que la somme des 1

moments des forces mouvantes est la même dans les posi- ;
lions de la figure qui correspondent à une valeur de l’angle j

T*

a = AOM , et à cette meme valeur augmentée de En1
M

effet, considérons les deux positions des manivelles MOM' et
M'Om. Dans la première, les deux forces égales P et P' agissent
dans le même sens et du même coté du centre O de l’arbre
tournant. Dans la seconde, clics agissent de cô l és différents
du centre, mais dans des sens opposés ; le moment de la force ]
mP est d’ailleurs égal au moment de la force WP, de sorte ]
que dans ces deux nositions la somme des moments est la|
même.

11 suffit donc de considérer ce qui se passe quand le bou-J
ton M décrit un angle droit à partir du point A. Les deux forces!
P, P', se composent en une seule force 2P,appliquée au point K, j
milieu de la corde MM'; le moment fie celle force par rapport j
à l’axe O est

5TT '=1+X'4

d’où résulte la relation
a! + a" =

Les deux valeurs de o! et a", qui correspondent la première
au minimum, la seconde au maximum de la vitesse angu-
laire, sont donc complémentaires. On trouvera pour Lune, en
degrés,

et pour l’autre
«'=19°12',

u" =70°48'.
Appliquons le théorème des forces vives quand la

velle OM passe delà position a à la position a". Le travail des
forces P et P' sera égal au travail de la force 2P appliquée
point K, c’est-à-dire à

2PX^[cosg +.') -cos

mam-
au

ou bien à
2P X OK sin KOA,

2Pa sfe cos ^ + a'j ,
OU

puisque est le supplément de
Le travail de la résistance est égal en valeur absolue à

Q&x («" — «'),

sin («+ ^) (*+ i) ILa condition qui définit le maximum ou le minimum de la
vitesse angulaire pendant le parcours du premier quadrant

2P X -4 =Va \/w2 sin
V2

a" et o! étant évalués en parties du rayon,L équation des forces vives sera donc I
|1 t“ "a —

est
Q6 = Passif!

)̂= L û2 = 2pavr2 cos^+ 5(
,j _

L 4 2Ï~J

on en déduit
sin (« + ï) Qb 4

Va y/0 TC yAj
À ce sinus correspondent deux arcs positifs et si on =8Pa



MANIVELLE DOUBLE
Réduisant la parenthèse en nombre, il vient

47A DOUBLE EFFET.
manivelles. Elle devrait être modifiée, si l’on
sur un autre arbre, engrenant avec le pre-

4G

bre qui porte les
plaçait le volant
mier.

i- a* =:8P« x 0,0106.
On en déduit successivement

HOMOGÉNÉ ITÉ DES FORMULES.U nI = Ÿ;X 4547

28. Proposons-nous de reconna î tre l’homogénéilé de la for-
mule

et
H»

X 42044.un2 = N
'

3
HngnR2= #XK*

27 . Les trois cas que nous avons examinés se résument
dans le tableau suivant : Il est le travail moteur en chevaux ; c’est le rapport d'un

certain travail, Ph, au temps t employé pour le produire. P
représente une force ou un poids, et h une longueur. Posons
donc •

Produit IIR2.
JI «

^X 2 218 472

X 423 684
X 42 644

à simple effet,

à double effet
[ double à double effet .

simple
Manivelle

I H=—t
Le produit IlR2 serait encore moindre si l’on employait

trois manivelles à double effet, montées à 120° les unes des!
autres.

Mais nos calculs supposent que les bielles restent constam-
ment parallèles à la ligne AB des points morts. Il n’en est pas
ainsi dans la pratique : de là une première cause d’irrégu- :
larilé, qui conduit à augmenter le moment d’inertie du]
volant 1. Une autre cause résulte de ce que la force motrice]
P n’est généralement pas constante.

Observons aussi que noire formule

n est un nombre absolu , ainsi que K.
7 . fg est une accélération, homogène à la quantité t

gnant une longueur, et V un temps.
N est le nombre de tours accomplis dans un temps donné ;

c est une quantité homogène à p, t" désignant un temps.
Donc le produit

h' dési-

X K est homogène à

Ph h'
t

où K désigne un nombre abstrait dépendant de la disposition
de la machine, suppose expressément le volant calé sur Par-'

1 Dans le cas de la manivelle double à double effet , la bielle ayant 5 à 6 fois
la longueur de la manivelle, on trouve que le coefficient 0,0106 de l’équation

= T X 0,0100, T étant le travail moteur, doit être remplacé par 0,0^5

pour tenir compte de l’obliquité.

f" Z
=V x h h' x —HR2 = (*)

ca.riT°rl,de à un nombre ; W esl homogène an
l’égalité de deux°produits fc

®""1****" P"meme nature.
La formule im>= K' n'est pas homogène, parce qu'on
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a remplacé g par sa valeur numérique, ce qui implique le
choix de Funité d' accélération.
4S

[/ÉTABLISSEMENT D’UN VOLANT. 40POUR

is entre la première et la seconde position. L’équation sepris
changera en celle-ci

J ' y = Jj ( pkak -%bk )°>kdl-
é

Remplaçons w* par X^, diùk par X^diOp et supprimons le
facteur c^; nous aurons, en divisant par dt, l’équation de l’ac-
célération angulaire du treuil principal :

M ÉTHODE GÉNÉRALE POUR L'ÉTABLISSEMENT D* UN VOLANT

29. Nous supposerons qu'une machine comprenne un
arbre principal sur lequel le volant doit être place, et divers
arbres liés à l’arbre principal par des engrenages ou des cour-
roies, de manière que la vitesse angulaire de chacun soit dans

rapport connu avec la vitesse angulaire du premier arbre.
Ces divers corps tournants sont sollicités par des forces qui
peuvent être mouvantes ou résistantes. Appelons It, I2, L , ... Ir(,
les moments d’inertie des treuils, chacun par rapport à son
axe particulier ; o2, w5,... D,,, leurs vitesses angulaires j
simultanées autour des mômes axes ; appelons encore ,

X , ... X«, les rapports — , — , ... — , des vitesses angulaires !
(Ot 0)1 ü)1

des treuils, à partir du second, à la vitesse angulaire du
premier. Soit, pour l’arbre dont le numéro est fc, la puis-
sance appliquée tangenliellement à une circonférence de :
rayon ah, etQfc la résistance, appliquée tangenliellement à une
circonférence de rayon bk. i

nR2

Soit enfin — le moment d’inertie du volant qu’on se pro-
pose d’établir sur l’arbre n° 1.

L’équation des forces vives, appliquée à ce système, sera, en
accentuant les vitesses angulaires pour la seconde époque, ou
pour la seconde position prise par le système :

• i 1
— Qkbkp- k •

un
Au point de vue du mouvement, tout se passe donc comme

si l’on séparait le treuil principal de tous les autres, en lui
faisant porter, oulre sa masse propre et la masse de son vo-
lant, des masses additionnelles ayant par rapport a son axe
un moment d’inertie total égal à

2

et en le soumettant à de nouvelles forces ayant par rapport
môme axe une somme de moments égaie à

p

2 iPkak — Q*&*)A*»

au

en outre des forces ?i et qui le sollicitent directement ,problème est donc ramené à régulariser le
arbre unique, soumis à des forces données, constantes ou va-riables, et animé d’un mouvement périodiquement uniformedont la période est d’un tour.

30. L’équation du
prend la forme

Le
mouvement d’un

mouvement , après ces préparationsP— f (Vkak —1

, P

§y- «il + 22l nR2
Qkbk ) oik dt.

/ HR2 , \

* l^+ I j = I a -Q*.
I étant le moment d'inertie réduit , P, Q les forces mouvantes etrésistantes réduites, a et b leurs bras de levier. Une méthodegraphique très simple conduit à la détermination du volant.IV. — Méc.

L’intégrale du second membre doit être prise entre les deux
positions.

Réduisons à une valeur infiniment petite l’intervalle com-
COLUGXOX. 4
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En général, les forces P cl Q repassent par les mômes posi-
tions et les memes grandeurs à chaque tour, de sorte que
les ordonnées extrêmes des deux courbes doivent se retrouver
les mômes. On a donc AM'=0M et AN'=0N, égalités qui en-
traînent comme conséquence un double croisement au moins
des courbes MM' et NiY entre les abscisses 0 et 2w, sans quoi
la somme algébrique des aires comprises entre les deux cour-
bes ne serait pas nulle. Les courbes peuvent se couper deux
fois, comme le représente la figure, ou 4 fois, C fois, ... tou-
jours en nombre pair. Les points E et F, où les courbes se ren-
contrent , définissent les angles Oe, 0<? , pour lesquels les mo-
ments des forces P et Q sont égaux et se d étruisent. Ce sont
donc les positions d’équilibre de ces forces, et par suite les po-
sitions qui rendent la vitesse angulaire o)

A maximum ou mi-
nimum.

50

Traçons dans un plan deux axes rectangulaires OX, OY. Le
premier, OX, sera Vaxe des arcs ou des angles au centre dé-

crits par l’arbre tournant;
Y le second, OY, sera l' axe

des moments des forces P
et 0."'Ai'

Sur le premier axe, pre-
2* lions arbitrairement une

A v longueur OA pour repré-
senter la circonférence en-
tière, 2*. Chaque point de

l’intervalle OA correspondra à un certain angle a. On connaî t
pour cet angle les valeurs des moments Pa ctQb. Portons en
ordonnées au point a les longueurs ap=Pa, aq = Qfr.

En répétant cette construction un certain nombre de fois,
on tracera par points deuxlignes, dont l’une, MpM', représen-
tera les moments successifs de la force mouvante P, et l’autre
NgN', les valeurs absolues des moments successifs de la force
résistante Q. Le travail élémentaire de la force P, pour un dé-
placement angulaire de l’arbre égal à da , est P a x d z ; il
est représenté sur la figure par Faire jm'p' d’un rectangle
infinitésimal, ayant ajr= Pa pour hauteur et a%'=d% pour
base. De meme le travail élémentaire de Q, pris positivement,
est représenté par l’aire aqq'd ; de sorte que l’aire qpp' q' , com-
prise entre les deux courbes, représente la différence des deux
travaux, c’est-à-dire le produit (Pa — Q6 ) da. Cette différence
est positive quand le point p est au -dessus du pointe/; alors le
travail élémentaire des forces P et Q est moteur ; il en est
ainsi entre les points E et F où les courbes se rencontrent. La
différence est au contraire négative a gauche du point E et à
droite du point F, et en môme temps le travail élémentaire
des forces est négatif. La périodicité du mouvement lour par
tour exige que la somme algébrique des travaux élémentaires
des forces P et Q soit nulle pour un tour entier. On doit donc
avoir

:{7i£ TC Ct OC' 7v

FiS. S .

Pour distinguer les maxima des minima , on observera
qu’aux environs d’un minimum, la vitesse angulaire dé-
croissant pour croî tre ensuite, le travail des forces passe
du négatif au positif. Le point E correspond donc à un
minimum, car, un peu avant, la courbe des valeurs de Qb estau-dessus de la courbe des valeurs de Pæ ; le contraire a lieuun peu après. On reconnaî trait de même que F correspond àun maximum. Généralement, les minima et les maxima alter-nent ainsi dans l’étendue de la circonférence.

Admettons, pour fixer les idées, qu’il n’y ait , dans le tourentier, qu’un minimum, correspondant au point E et unmaximum, correspondant au point F. Nous appliqueronsle théorème des forces vives entre la position définieangle Oe et la position définie par l’angle 0Ç. Appelant<*> les vitesses angulaires

par

eTJï coefficP-POtéd
é8aIC f 18 exi^̂le coefficient de régularisation, il viendra

1 /HR* \HT + i) t""2 (T + O ï --w'2) = T,
T étant le Iravail des fiorces P et Q depuis l’abscisse Os jusqu’àaire E;>FflE = aire ENU 4- aire FM'.
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l’abscisse Oo. Ce travail est mesuré
Eplù/E. Pour l’évaluer en kilograrnmètrcs, on pourra chercher

son rapport à l’aire OMEpFM'AO, qui représente le travail

moteur total pour un tour entier de l’arbre principal. Connais-
travail moteur et le rapport de ces deux aires, on en

déduira le travail T. L’équa-
tion précédente détermine
ensuite le poids IL

51. La méthode à suivre
serait analogue s’il y avait
4 ou un plus grand nombre
de positions d’équilibre.
Supposons qu’il y en ait 4,
et qu’elles correspondent au

point E, F, G cl II. Les points E et G seront des minima, les

points F et II des maxima. On pourra alors essayer diverses

combinaisons d’un maximum avec un minimum, savoir :

E et F, auquel cas Faire à évaluer est Faire EpVcj ,
E et II, » » E;>F(/ — Fy>'G(/ -f- (\pnïïcf

F et G, b v — Fg'G//,

Enfin G et II, i>

On devra prendre parmi ces 4 combinaisons celle qui donne

pour le travail T la plus grande valeur absolue.

POUR UNE MACHINE A BALANCIER.
E'M', M'O, l’autre au cas o ù les deux pièces ont la même
direction, E"M",M"0, la seconde é tant en retour de la première.
La rotation s’effectue au-
tour du point C dans le sens
M'MM", tandis que le ba-
lancier a un mouvement
alternatif ; la -forceP change
de sens à chaque oscillation
simple, et agit dans le sens
du mouvement du balan-
cier.

53
52 sur l’épure par Faire

I»"I
V/

saut le X
D N

V C
F

N D

M'y" !vyM P *
La résistance Q est ap-

pliquée à une distance 011
constante du point 0.

Soit OM=a , 011=à ,
EM=L, CE=c. Nous avons
déjà posé CF = r. Nous

o
Fig. 9.

L

compterons les angles dé-
crits par le rayon OM dans le sens de son mouvement, à partir
du point mort supérieur M'. Soit doncM'OM=a.

Nous représenterons par 1 le moment d’inertie de l’arbretournant par rapport à l’axe 0, y compris le volant qu’on ysuppose monté, et par 1' le moment d’ inertie du balancierpar rapport à l’axe C. Appelons w0 la vitesse angulairedel’arbretournant quand le bouton de la manivelle passe au pointmort M', io la vitesse angulaire du môme arbre quand le boutonde la manivelle passe
angulaire du balancier est

G/'Ik/,

VOLANT POUR UNE MACHINE A BALANCIER.
52. La machine dont nous allons nous occuper est une ma-

chine à vapeur à balancier; la puissance P agit suivant une
droite PF, sensiblement fixe, et éloignée du centre C du ba-
lancier delà quantité CF=r, sensiblement constante. Le ba-
lancier DCE oscille autour du point C ; son extrémité E est ]

articulée à la bielle EM, qui est articulée elle-même au bouton

M de la manivelle. Les positions extrêmes du balancier sont
D'E' et D"E", qui correspondent, l’ une au cas où la bielle

et la manivelle sont en prolongement l’une de laulre, en

point M quelconque. La vitesse
... nulle quand la machine est à l’undes points morts; appelons to' la vitesse angulaire de lamême pièce dans la position DCE qui correspond. au passagedu bouton de la manivelle en M. Soit Tm le travail de la puis-sance P entre ces deux positions, et Tr le travail de la résis-tance Q. Nous aurons, en négligeant la force vive de labielle EM, l’équation

en un

• (D «•*.) + s?«'•*= T„z m — Tr*

P
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valeur absolue par QbXudt , ou Qbdx, et le travail total,
quand a varie de 0 à sa valeur a = M'OM, sera

aQdx.

ÉTABLISSEMENT D’UN VOLANT

Joignons OC, et prolongeons celte droite et la droite EM
jusqu’à leur rencontre en L. Nous savons (f , g 159) que

— = Si donc par le point O nous menons OK, parai-
co CL
lèle à CE, jusqu’à la rencontre
triangles semblables CLE, OLK, nous

OL OK
CL ~ CE’

54

= b jf
de la bielle prolongée,̂ les

donneront la proportion L’équation (1) devient donc

« l.K— 1+|
Les intégrales indiquées peuvent se calculer par des qua-

dratures. Il suffit de partager la circonférence en un certain
nombre m de parties égales; on suppose données les valeurs
de P et de Q pour chacune des positions correspondantes du
bouton de la manivelle; la variable l est donnée sur la figure
par une construction géométrique. On peut donc calculer les
valeurs des deux intégrales, et déterminer avec une suffisante
approximation les valeurs successives du second membre.
Une condition doit être remplie par les forces P et Q, c’est de
satisfaire à l’équation

-*/oc _ .Qcla."Vicia

et par suite
OK

w'= C E X M;

CE est une quantitéconstante, c ; OK est unegrandeur variable

avec la position de la manivelle et du balancier.Nous la repré-
senterons par Z, et nous aurons la relation

lia
w' =

Le travail de la force P peut s’évaluer de la manière sui-
. Le travail élémentaire, pour un déplacement angulairevante

du balancier égal à to'rfl, est l d x-b J^ Qdy.=0;

elle est nécessaire pour assurer tour par tour le mouvement
périodiquement uniforme de la machine. On simplifiera le
premier membre de l’équation (2) en observant que dans le

/2o)2

la vitesse angulaire o> diffère peu de sa valeur
moyenne Q, puisque la présence du volant assure la presquniformité du mouvement. L’équation prend alors la forme

(3) \ I(«»

P;* X« fdt,
ce qu’on peut écrire aussi

Prl
•— "C

terme il
ou enfin

ne

Le travail moteur T„sera donc égal à
r r*cjo * .r.• I' 1*0*

2c* ’
et dans le dernier terme, l2 est la seule quantité variable.On pourra donc former un tableau des valeurs du secondmembre pour les m valeurs de a ; appelant II l’une quel-conque de ces valeurs, II sera une fonction continue de a,qui, s’annulant pour a=0 et pour a=2-, a dans l’intervalle

-0>o*) = - P Ida — Qda —f *PridâtJ 0 —
ou a

- fcjo
“ Vida.

Le travail élémentaire de Q sera de même représente en
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ou enfin 0)^; nous poserons donc approximativement
doL^ dt 9 dx

_m<£ cU
'dt c dx

Celte équation est rigoureuse aux points morts, pour lesquels

1 — 0 et ^-=-Y - Alors u prend la valeur particulière u>0.Civ C Civ

La question est ramenée à trouver le maximum du rapport
t- j~; il a lieu pour a
( IX

Prenons un point M infiniment voisin du point mort M' sur
la circonférence décrite par le bou-
ton de la manivelle. Joignons E'M ,
et menons OK parallèle à CE'.

L’élément MM' étant normal à OE', ^"
la droite E'M est égale , aux infini-
ment petits d’ordre supérieur près,
à la droite E'M'. La bielle passe donc
delà position E'M' à la position E'M,
en même temps que la manivelle
décrit 1 angle M'OM=dx . La quan-
tité dl est représentée sur la figure par OK, puisque l est nulpour a — 0. Ür on a dans le triangle OJ!K

OK __ sin O MK
OM sin OKM *

un maximum et un minimum, ou deux maxima et deux mi-
nima, ou trois maxima et trois minima , et ainsi de suite. On
déterminera ces maxima et ces minima d’après 1 inspection
du tableau ou la construction d’ une courbe. Appelons IIt le
plus grand des maxima, et II2 le plus petit des minima (eu
égard aux signes) . A la différence IIA — II2 correspondra le
plus grand écart entre les vitesses angulaires de l’arbre tour-
nant ; appelons G> 4 et G>2 la \ ilesse maximum et la vilesse mi-
nimum , et soit n le coefficient de régularisation, nous aurons,

0), G)

du'

ï

i •2 = Q,en posant encore =0.2
1 I r «

Cette équation fait conna î tre I et détermine le moment d’iner-
tie qu’il est nécessaire de donner au volant .

— il j — Iï 2.

i !\I
SN

^CALCUL DE LA TLUS GRANDE TENSION DE LA BIELLE.
*
IK
i
t33. Le balancier est soumis d’une part à la force P , d’autre

part à la tension N de la bielle. L’équation de son mouvement
est donc

I'^ = Pr -f- Nesin /5,

P étant l’angle de la bielle avec le balancier. Si l’on suppose P
sensiblement constant , le maximum de N correspond à peu

, . -, I/G/ . /G)près au maximum de -^; or o> =— ,

ni

L’angle OKM est le supplément de l’angle p, en négligeantl’angle infiniment petit MOM'; donc sin OKM=sin p. Quant ausinus de l’angle infiniment petit OMIv , il est égal à l’arc quimesure cet angle dans le cercle deOr OMK est la somme des

et
do/ l du
dt c ïîï

, w dl ,
r c dC

— étant toujours très petit, par suite de la régularité du

mouvement, est sensiblement proportionnel à ^ , ou à

rayon égal 5 l’ imité,

angles infiniment petits M'E'M
MM'et MOM'; le adxpremier a pour mesure -j-, le secondE'M' ~

MM'
= dx.OM
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c’est-à-dire dans le sens qui tend à allonger la bielle. En (Pau-
line tension; N négatif indi-Donc

sinOMX=clzX ^1 4- > très termes, N positif indique
querait une compression.

Pour l’application des formules, on remplacera w0, qui n’est
déterminé, par la vitesse angulaire moyenne ü, qui en

et par suite
(’ +!)•a = 4%sinOK = pas

Donc enfin diffère très peu.
dl a / a\ L ,

dx siu p\
a ^ Lsin [3

EFFORTS INTÉRIEURS AUXQUELS UN VOLANT EST SOUMIS.
Substituons celle valeur dans l’équation , et nous

déterminer N l’équation
aurons

pour
34. Le volant n’est utile que si sa vitesse angulaire o> varie

entre deux limites déterminées, et qu’elle se trouve alternative-
ment inférieure et supérieure à la vitesse moyenne Q. Lorsque
la vitesse de la machine tend à décroî tre, une partie de la force
vive du volant se transforme en travail moteur et tend à ra-
mener la vitesse moyenne ; quand au contraire le mouvement
de la machine s’accélère, le volant intervient pour restreindre
cette accélération, en emmagasinant à l’état de force vive
une partie de l’excès du travail moteur.

Le volant est formé d’ une jante massive réunie à l’arbre tour-
nant par des bras métalliques. Chaque point de ce système
tournant décrit un certain cercle avec une vitesse angutaire co

et une accélération dt
La force d’inertie du point se réduit donc à deux compo-

santes, l’une centrifuge et égale à mcoV, m étant la
de ce point et r sa distance à l’axe, l’autre tangentielle, égale
a — mr dans le sens du mouvement ou en sens contraire

suivant le signe de l’accélération Le volant doit être ca-
pable de résister aux forces réelles qui le sollicitent et
aux forces d’inertie. Pour vérifier sa résistance, il con-
vient donc de tenir compte non-seulement du poids de l’ap-
pareil, des réactions de l’axe et des efforts exercés par les
corps voisins , si le volant mène d’autres roues, mais encore

r — = Pr + Nesinp. M
c Lsmp 1

Pour en faire usage, il faut distinguer l’instant qui précède

le passage au point mort de l’instant qui le suit, car la force P

change de signe de l’un à l’autre.
Avant le passage au point mort, le rayon CE' monte et en

d (j ) 1
même temps son mouvement se ralentit : l’accélération —
sera négative si l’on prend pour positif le sens du mouvement,
et positive dans le cas contraire. Adoptons cette dernière hy-
pothèse, c’est-à-dire regardons comme sens positif celui dans

lequel le point E' s’abaisse. Avant le passage au point mort,
le sens de la force P tend à faire descendre le point D et à

faire monter le point E. Le moment Pr doit donc être pris
négativement, et on a par conséquent l’équation

NosinP = I'^ y--“ + pr.

Après le passage du point mort, l’accélération reste

positive, mais la force P change de sens, et la formule devient
Mo~(i L -b CL

c Lsin|3

Une valeur positive de N indique une traction exercée par
la bielle sur le point E' dans le sens descendant ; la réaction

du balancier sur la bielle est donc dirigée en sens contraire,

masse
Kl

I— Pr.Nesin £ = 1'

i *.
V



EFFORTS INTÉRIEURS

des forces centrifuges et des forces d’inertie tangcntiellcs de
ses propres molécules.

La force centrifuge agit pour étendre les bras dans le sens
de leur longueur, et pour distendre la couronne. Elle est pro-
porlionnelle pour chaque point à murr. On voit qu’elle croit
proportionnellement à r ; la force centrifuge serait donc très

grande dans un volant de très grand
diamètre.SoitO le centre du volant, MN

. un fragment de la couronne, R sou
ii rayon moyen , et p le poids de l’unité
“ de longueur de la couronne, mesurée

sur sa circonférence moyenne. Cher-
chons la condition d’équilibre d’un élé-
ment compris entre deux plans ACO,
A'B'O, faisant entre eux un angle
infiniment petit 0. Négligeant le poids
de cet élément et la force d’inertie tan-

gentielle, nous exprimerons qu’il est en équilibre sous l’ac-
tion des deux tensions égales t et t', normales aux faces AB,
A'B', et de la force centrifuge dirigée suivant la bissectrice
CF. La force F coupant en deux parties égales l’angle tct' } on
aura

ci'
. DéVELOPPéS DANS UN VOLANT.

La tension t développée dans la couronne par la force cen-
trifuge est donc égale à la force vive de la couronne par unité
de longueur.

Le poids p est le produit du poids spécifique - du métal
qui compose le volant, par la section transversale S de la
couronne; ce qui donne

co

t = - SR2*3
9tu et

~ = -n av-.s g
jI /

/7
/ / ti i

Le rapport -g- est la tension moyenne de la couronne par
unilé de surface ; on voit qu’elle est indépendante de S, et
qu’elle croî t proportionnellement au carré de B. Il importe
donc que R ne soit pas trop grand, sans quoi la tension ~

excéderait la limite de résistance du métal, et le volant, quel-
que section qu’on lui ait donnée, serait brisé par la seule

. force centrifuge.
La force d’inertie tangenliclle,

r !
/

I

/ /.'//
y
/

O

Fi". 12.

rf ü)— mr 1/7’ a°‘l SlU *cs ^ras
pour les infléchir, tantôt dans un sens, tantôt dans le sens
opposé. Elle fait aussi varier d’un point à l’autre les ten-sions t de la couronne. On calculera la section à donner aux
bras du volant d’après la plus grande valeur que puisse avoir

2/ cosJCO = F.
L’angle tCO est le complément de la moitié de 0 ; donc

cos tCO =sin ^ en remplaçant le sinus par l’arc lui-
même. Donc dtùle produit mr — ; pour cela, on supposera que les divers frag-.

«S = F.
Mais le poids de l’élément estpxRO; sa masse est - R0, ct
la force F est par conséquent égale à

RV-9.

monts du volant compris entre deux bras conséculifs soientconcentrés au bout de choque bras. La masse m est alors égaleau poids Et du volant divisé par le nombre de bras el par lenombre g ; r est égal à R, rayon moyen de la couronne. Enfin
on doit attribuer à l’accélération rf ü)9 (J

jjj la plus grande valeur
qu elle puisse avoir. Le rosie du problème dépend de la théo-rie de la résistance des matériaux.

Donc
R-V =. S

il 9

v étant la vitesse linéaire moyenne du volant.

t =r=



VOLAKTS D’OUTILS.
n est négatif, et négatif s’il est positif. Il en sera de même

je ^ à cause de la relation r = î
dt lu

que la tension T soit toujours positive, et que ses variations
soient les plus petites possible. Pour satisfaire à ces conditions,

1
il suffit de rendre très petite la fraction — „

Ü + l-
t* '

à donner à la masse p/ une grande valeur par rapport à la
niasse p„ Moyennant cette précaution, la variation de T de-
vient négligeable, et le signe de la tension reste toujours le
même. L’artifice consiste en résumé à augmenter la masse,
ou plutôt le moment d'inertie du treuil auquel est appliquée la
force variable : on y parvient en montant un volant sur
l’axe de ce treuil. Un tel volant s’appelle un volant d'outil,
pour le dislinguer des volants qu’on applique à l’arbre prin-
cipal de la machine pour en régulariser la marche.

36. La même solution s’applique à un nombre quelconque
de treuils liés les uns aux autres par des courroies ou des
engrenages. Reprenons la formule du g 19

0302 •

VOLAKTS D’OUTILS. Mais il importe

35. Reprenons la question traitée dans le § 18. Deux
treuils 0 et 0', sollicités le premier par une puissance P, le

second par une résis-
tance Q, sont réunis par
une courroie dont le brin
moteur est AB. Si l’on

r appelle T la tension de
ü celte courroie, VL et Qt

les valeurs des forces P
et Q quand on les réduit

aux circonférences OA et O'R, y. et p/ les masses des treuils
réduites à ces mêmes circonférences, on aura

T == iy.' + cy
P H- P'

ce qui revient

Les accélérations ^ et ~ des treuils O et O' sont don-dt dt
nées par les équations

1̂ ^k + i -sLfts:*l’ id'j) n m 4. . .du'
'trHF = P‘-T et 1X 1 lïï Tk== T — Q.

A*
Ces équations montrent que les accélérations sont nulles

si l’on aP1=Q1, hypothèse qui rend la tension T égale à la
valeur commune des forces réduites. Le mouvement des
treuils est alors uniforme.

Supposons que la force ( )
L reçoive un accroissementp, po-

sitif ou négatif, en sorte qu’on ait Q1=P1 -{- p %

11 en résultera

Si l’on introduit la condition du

o,
mouvement uniforme

il vient
T*

Supposons maintenant que l’une des forcescroissement A^; la nouvelle valeur decalculerons 1

oj reçoive un ac-
, . ~k sera T* ATA., et nous
accroissement AT& par l’équation

— ypx — -— y
i+£

p

On voit que la variation T — Pt aura le signe de p, et par
suite Vl — T aura un signe contraire. Donc ~ sera positif si

t I I

T = 1*1+P X
P 4- P'

k >
A*



INFLUENCE DES MASSES.
locomotive. Le travail de la machine est très variable dans
l’étendue de chaque tour de roue ; mais la masse du train fait
l’office d’un volant, et donne à la roue motrice un
ment sensiblement uniforme.

Le balancier dont se sert un danseur de corde montre
application du môme principe. La stabilité du danseur sur la
corde raide suppose l’intervention continuelle des pressions
développées par les différentes parties de ses pieds.S’il s’aban-
donnait à la pesanteur, le danseur tomberait en pivotant autour
de la corde pendant les premiers instants de sa chute. Ce mou-
vement de renversement doit être rendu le plus lent possible ; le
balancier, formé d' une longue tige terminée par deux boules
massives, a, sous un faible poids, un grand moment d’inertie
par rapport à la corde, et ce moment d’inertie s’ajoute à
celui du danseur pour réduire l’accélération angulaire que la
pesanteur tendrait à lui communiquer. Grâce à cét artifice,le danseur trouve le temps de faire des mouvements qui ra-mènent son centre de gravité dans la verticale de laet c’est ainsi qu’il retrouve son équilibre.

VOLANTS D’OUTILS,

si; est au plus égal à /;, et l'équation
0504

mouve-
2* une

si; surpasse k .
Le coefficient de A?,- comprend une somme de masses parmi

lesquelles ne se trouve pas la masse du treuil ;. Au contraire
les masses de tous les treuils entrent en dénominateur. 11
y a donc intérêt , pour rendre AT* le plus petit possible en
valeur absolue, à augmenter la masse pv-, c’est-à-dire le mo-
ment d’inertie du treuil soumis aux aclions de la force va- f •*

ria blc.

INFLUENCE DES MASSES EN G ÉNÉRAL.

57. Les équations
corde,clv = F,m dt

du _ SPy>
dt ~ ~rr

dont l’une définit le mouvement d’un point matériel sur sa
trajectoire, et l’autre le mouvement d’un solide autour d’un
axe de rotation sous l’action de forces données, montrent que
plus les facteurs m ou I sont grands, plus la variation des vi-
tesses u et a) est lente. Mais cette conclusion suppose que les
forces F et P sont constantes ; que la force F, par exemple, ne
varie pas proportionnellement à la masse de son point d’ap-
plication comme cela arrive pour la pesanteur ; dans ce cas
le facteur m dispara îtrait de l’éaualion et la masse perdrait
toute influence.

Le mouvement d’un système de grande masse, soumis 5 des
forces motrices variables entre des limites fixes , tend en gé-
néral à être uniforme.Par exemple, un train de chemin de fer

palier horizontal une vitesse sensiblement constante,
malgré les variations périodiques de la traction exercée par la
a en

XV. — MLC. COLUGXO.Vi



CONTRE-POIDS.
O et de toutes les pièces qui font corps avec lui, y compris
la manivelle OD. On peut disposer les masses de telle
sorte que le centre de gravité de cette partie de la machine
soit au point 0. Ces deux conditions détruisent le travail de
la pesanteur sur le balancier et sur l’arbre tournant. Pour
détruire le travail de la pesanteur sur la bielle, nous ob-
serverons, comme au g 22, que le poids total P de cette pièce
peut être supposé partagé par moitié entre les deux points
A et D : la composition de ces deux poids donne pour ré-
sultante le poids total appliqué au milieu I de la droite AD,
c’est-à-dire au centre de gravité de la bielle. On pourra

p
détruire le travail du poids ^ appliqué en A, en fixant sur
le balancier, en un point M situé de l’autre côté du point C,
un contre-poids n satisfaisant à l’égalité

n x CM = ? x CA.

Car cette relation fixe au point C le centre de gravitép
des poids n et De môme, on détruira le travail de la pe-

psanteur sur le poids ^ place en D, en fixant en E, sur le pro-
longement de la manivelle, un contre-poids 11' satisfaisant àl’égalité

G7

CHAPITRE IY
DES CONTRE-POIDS.

38. On introduit souvent des contre -poids dans les ma-
chines; ils peuvent y remplir trois fonctions principales :

1° Ils servent à réduire à zéro le travail de la pesanteur sur
les pièces de la machine;

2° Ils régularisent le mouvement de la machine à la façon
d’un volant, non-seulement par leur poids , mais encore par
leur masse;

3° Ils augmentent la stabilité de la machine, en détruisant
dans une certaine mesure les oscillations qu’elle tend à
prendre par suite des mouvements de ses divers organes.

DES CONTRE-POIDS QUI RÉDUISENT A ZÉRO LE TRAVAIL DE LA PESANTEUR.
39. Pour donner un exemple de cet emploi d’un contre-

poids, considérons la transmis-
sion du balancier à l’arbre tour-
nant de la machine à vapeur, à
l aide d’une bielle et d’une ma-
nivelle. Soit RA le balancier, OD
la manivelle, C le centre du ba-

D lancier, et 0 l’arbre tournant. La
droite AD représente la bielle.
La pièce RA peut être centrée;
son centre de gravité reste alors

immobile au point C. Il en est de meme de l’arbre tournant

n;x OE =|x OD,

pen vertu de laquelle le centre de gravité des poids n' et ^ est
au point 0.

On reconnaîtrait de la même manière qu’on peut, a 1 aided’un contre-poids II" appliqué en un point de la branche CAdu balancier, réduire approximativement à zéro le travail dela pesanteur sur les pièces reliées à la branche CR, c’est- à-diresur le piston moteur de la machine et sur les pistons despompes, y compris leurs tiges et leurs accessoires. Les deux

*TC

Fig. 14.



CONTRE-POIDS

contre-poids II et n" peuvent d’ailleurs se composer en un
seul, situé en leur centre de gravité commun.

Il y a intérêt à réduire le poids des pièces, puisqu’il en ré-
sulte une diminution des pressions et des frottements. Cette
considération conduit à éloigner les contre-poids le plus pos-
sible des arbres tournants C et 0.

Les machines à action directe dans lesquelles le cylindre
moteur est horizontal ont cet avantage sur les machines à
balancier que la pesanteur ne produit aucun travail sur
le piston , ni sur la moitié du poids de la bielle que l’on
peut supposer appliquée à l’articulation avec la tige. 11 suffit
donc d’ un contre-poids placé sur le prolongement de la mani-
velle pour détruire le travail de la pesanteur. Ce n’est pas le
seul avantage de ces sortes de machines.

os
I>OUR UNE MACHINE A SIMPLE EFFET.

citée par une force P, constante pendant sa course dans un
seul sens. L’emploi d’un contre-poids placé sur le prolonge-
ment de la manivelle donnera à la bielle le double effet.

Soit OM la manivelle, MP la bielle, sollicitée par la force P,
de haut en bas, quand le bouton M parcourt la demi-circon-
férence ACB, et revenant libre dans l’autre sens quand le bou-
ton parcourt la seconde demi-circonférence PDA.

60
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DES CONTRE-POIDS DESTINÉS A R É GULARISER LE MOUVEMENT. lï V

Fig. 15. Fig. 16.
40. Tout contre poids entraîné dans le mouvement d’un

arbre tournant agit par sa masse pour accroître le mo-
ment d’inertie de cet arbre; de là un premier effet de
régularisation, puisque la régularité d’un mouvement de ro-
tation est d’autant mieux assurée que le moment d’inertie du
corps tournant est plus considérable. Celte conclusion est
indépendante de la position donnée au contre-poids autour de
l’arbre, et elle subsisterait encore si on en répartissait la
masse tout autour en couronne circulaire. Mais on peut
déterminer la position du contre-poids de manière à faire
servir le travail de la pesanteur à la régularisation de la ma-
chine. Pour cela, il est nécessaire que le contre-poids soit
excentrique.

Plaçons en un point quelconque N, pris sur MO prolongée,
un poids n déterminé par la relation

n x ON = 1
5 P x OM.

La somme des moments des forces P et N par rapport aupoint O, à un instant quelconque du mouvement descendantdu point M, sera

mais
U X 0E — n xOF;

1nx or = - p x OE-

toSnVe'sOM OM L
1,0$“ d1CSSUSCl <•"« simililude

est donc ' mC ^ à “ I instant
1
2 D X OE.COXTRETOIDS POUR UNE MANIVELLE SIMPLE A SIMPLE EFFET.

Prenons maintenant la figure dans la position qu’elle oc-cupe quand la manivelle a avancé d’une demi-circonférence.Le contre-poids est alors en N', et la force qui sollicite la bielle

41. Considérons d’abord une manivelle simple ù simple
effet , et supposons que la bielle reste verticale, et soit solli-



CONTRE-POIDS

est nulle. Donc la somme des moments des forces se réduit
7i70 rOUR UNE MACHINE A DOUBLE EFFET.

à ïa bielle, pendant que le bouton M parcourt l’arc AMD. U
descendra et agira comme moteur tant que l’action de la
bielle sera supprimée, ou tant que le bouton parcourra 1 arc

BPYA, et le double effet sera assuré.

1à llxOF', qui. est égal à llxOF, ou enfin à ^PxOE. Tout se

passe donc comme si la force P, réduite à la moitié de sa valeur,
agissait de haut en bas pendant la marche descendante du
boulon de la manivelle, et de bas en haut pendant la marche
ascendante, en d’autres termes, comme si la bielle possédait
le double effet.

Nous avons vu (g 27) que la machine 5 double effet de-
mande un volant bien moindre que la machine à simple effet ,
à égalité de régularisation. L’emploi d’un contre-poids , équi-
valant au double effet , entra îne une pareille réduction.

La solution que nous venons de donner suppose la bielle MP
constamment verticale. Mais elle s’applique aussi à une di-
rection quelconque de la bielle dans le plan vertical, pourvu
que le parallélisme de cette direction soit conservé. Pour
s’en assurer , il suffit d’observer que nos calculs reposent
uniquement sur la considération des moments des forces,

et que rien n’y serait changé si l’on faisait tourner d’un
certain angle la bielle et la manivelle autour du point O, le

poids n, qui doit toujours agirver-
ticalement , n’étant pas entra î né
dans cette rotation. Soit , par
exemple, AB la ligne des points

^ morts , OM la manivelle , MP la
bielle parallèle à AB, et sollicitée
seulement dans le sens MP. Pour
placer le contre-poids, menons

par le centre O la verticale ag , ligne des points morts du contre-
poids; puis prenons sur la circonférence décrite par le bou-
ton M un arc py = AM. Nous placerons le contre-poids n en
un point N de la droite Oy, et nous déterminerons sa valeur
par l’équation

CONTRE-POIDS POUR UNE MANIVELLE SIMPLE A DOUBLE EFFET.

42. Pour régulariser au moyen d'un contre-poids une
chine à manivelle simple à double effet , il convient dé placer

r le contre-poids n sur un arbre particulier, O', engrenant avec
l’arbre principal, O, et animé d’une vitesse angulaire double .
On place le contre-poids de manière qu’à l’ instant où le bouton
de la manivelle passe au
point mort A , le contre-
poids n soit en D sur le
diamètre horizontal de la i
circonférence qu’il décrit, ?

et à l’extrémité descen-
dante de ce diamètre. Alors
le moment du poids n par
rapport au centre O' est
maximum à l’instant où la

ma-

i
»

Fig. 18.force P cesse d’agir par
suite de son passage au point mort. Le contre-poids se rc-trouve d’ailleurs en D dans des conditions identiques, lorsquele bouton de la manivelle passe au second point mort B,
puisque l’arbre du contre-poids fait un tour entier quandt arbre principal fait la moitié d’un tour.La transmission entre les deux arbres s’opère par l’enm’e-nage de deux roues OC, CO' dont ladouble du rayon de la seconde.A un i

Fig. 17.

première a un rayon

port au poimOestP°x
<
0B’ ou ÏT"‘̂ r

P^iwip 4 nu ir
XUL’ ou P x asma, en désignant par a

Dar . , ’ ecn Par 3 manivelle à partir du point mort, etP ongueur OM de la manivelle. Cette formule s’ap-

HXON= î pxoïr.
M

Le contre-poids montera tant que la force P sera appliquée



CONTRE-POIDS ET VOLANT
plique à toute valeur de a comprise entre 0 et n. AU delà, de

à 2~, il faut la changer de signe, puisque P agit en sens con-
traire.

Le moment du poids II par rapport au point O' est n xO'F,
ou n à cos 2a, en appelant b le rayon O'N de la circonférence
décrite par le contre-poids, et en observant que l’angle DO'N,
décrit par ce rayon à partir de rhorizontale O'D, est égal à 2a.
Cette formule est vraie sans restriction.

Si on donne un déplacement ch à la manivelle OM, il en
résulte un déplacement 2da du rayon O'N, et par suite le tra-
vail élémentaire des forces P et II est

Pasinada -p 2nbcos -xr/a,

si a est compris entre 0 et s, et

— Pasinatfx -{- 2n & cos2xclx ,

72 73POUR UNE MACHINE A DOUBLE EFFET,

valeurs calculées soient les mêmes ; il suffit pour cela de

faire
Va — 2nb = 2Db,

1
ce qui donne la condition Ub= - Pa.

43. Nous allons chercher quel volant il conviendrait de
donner à une machine à manivelle simple et a double effet,
déjà régularisée par un contre-poids animé d’une vitesse an-
gulaire double, et satisfaisant soit a la condition qu on vient
de trouver, soit plus généralement à la condition nà= 0Pu,
Octant un nombre constant que nous déterminerons plus tard
de manière à obtenir le plus de régularité possible. Nous sup-
poserons que
gente à un cercle de rayon q, concentrique à l’arbre principal.

L'équation qui établit la périodicité du mouvement pour
chaque tour de cet arbre, ou pour chaque demi-tour, est

2Pa = 7iQqt

r*

la résistance soit une force constante Q, tan-

si a est compris entre K et 2rc.
Nous pouvons nous borner à étudier la première formule,

car tout se passe dans la seconde moitié du tour de la ma-
nivelle OM comme dans la première, le contre-poids fai-
sant un nouveau tour entier, et la force P ayant changé de
sens. Or, lorsque a varie de 0 5 T:, le produit Pnsina varie de 0

pour a= 0 à Pa pour a= , et revient à 0 pour a=x. Le
produit 2nà cos 2a varie en même temps de 2llà pour a=0,

<jrà — 2nà pour a=^, et à 213b pour a= îç. Le coefficient de ch

a donc les valeurs suivantes

d’où on tire
Q <7 _ 2
Va

Le contre-poids n’influe pas sur celte condition , puisque le tra-
vail de la pesanteur est nul quand l’arbre principal fait la
moitié d’un tour. Nous avons donc seulement à considérer ce
qui se passe quand le bouton de la manivelle décrit la demi-
circonférence AGB.

Les maxima et les minima de la vitesse angulaire corres-
pondront à des angles a satisfaisant à l’équation d'équilibre,
ou à l'équation du travail virtuel

(Va sin « 4- 2n b cos 2a — Qg ) dx = 0.
Remplaçons ïlb parOPa, Qç^par - Pa; il vient pour détermi -
ner a l’équation

2nà, Pa — 2nb, 2nb,
pour

a — 0, a = a = 7:.2 '

La régularité de la transmission serait parfaite si le coeffi-
cient de ch. restait constant. Si l’on ne peut satisfaire à cette
condition, on peut du moins s’arranger pour que les trois sin « -f - 2$ cos 2« = 2— f

n -
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Les valeurs de a qui correspondent au maximum et au mi-
nimum de X sont données par l’équation

- -}- 20sin 2a,

CONTRE-POIDS ET VOLANT POUR7 1

ou bien , en remplaçant cos2a par 1— 2sin2a, et en divisant par
-40,

sin2« — O = sina —(2)
équation du second degré en sina , qui donne pour a deux

valeurs comprises entre 0 et et par suite deux valeurs

supplémentaires des premières, comprises entre ^ et K.
Soient a' et a", par ordre de grandeur, les deux premières

valeurs de a comprises entre 0 et les autres seront — a"

et 7c — a', et on reconnaî tra, par une discussion facile, que les
angles a' et % — a" correspondent au minimum de la vitesse
angulaire, tandis que a" et T: a correspondent au maxi-
mum.

Appliquons l’équalion des forces vives. I étant le moment
d’inertie du treuil principal, y compris le volant cherché,
I' le moment d’inertie du treuil du contre-poids (abstrac-
tion faite de ce contre-poids dont le moment d’inertie est
~ i2), co0 la vitesse angulaire du treuil principal quand la
J

manivelle passe dans la position OA, w la vitesse angulaire du
même treuil dans la position définie par l’angle a; nous aurons

aue l’on obtient en prenant la dérivée de l’équation (1) par
rapport à a. Les deux équations (1) et ( 2) , prises ensemble,
représentent donc l’enveloppe des droites définies par 1 li-
quation (1), dans laquelle X serait l’ordonnee, 01abscisse, et

paramètre variable. Nous pouvons construire cette enve-a un
loppe en traçant ses tangentes.

On obtient par là une courbe formée de deux branches MOM ,
NCN', symétriques par rapport à l’axe OC, et symétriques par
rapport à un certain axe AA', perpendiculaire à OC; les points
O et C sont pour les deux
branches des points de re- JJ
broussement. Pour une va-
leur OH de 9, on a quatre va-
leurs de X, savoir HP, HP', _
— HP", — IIP"', correspondan- 0 K

tes à quatre valeurs de a défi-
niespar les tangentes PK,PT,
P"K', P"'K. La plus grande dif- h

férence de ces valeurs est
PP"' ; le minimum de cette différence est AA', distance des
points où se coupent les deux branches de la courbe1. La
valeur cherchée de 0 est donc 0=01. On trouve, en faisant
l'épure, que celte valeur est comprise entre ï et

Tp'i

l»"i

A *

L>"
M'

Fig. 19.

*0*) +\ (p+? (4c2-W)

= Pa JQ 20 cos 2« — clx = ^1 2x . \— + 0sin 2« 1 Pa.
Le coefficient de Pn atteint ses maxima et ses minima pour

les valeurs de a déterminées tout à l’heure, et le problème est
ramené aux termes suivants : Déterminer le coefficient 0 de
manière que la différence entre la plus grande et la plus pe-
tite valeur de la fonction

— COSa —
CONTRE-POIDS POUR UNE MANIVELLE DOUBLE A DOUBLE EFFET.

44. La période de la machine à manivelle double et à
double effet est du quart de tour. Les forces P, P' étant paral-
sées^Ctte a donnée par M. Drouets, ingénieur des ponts et cliaus-2a .— 4- 0sm2ce,

quand a varie de 0 à 77, soil la moindre possible.
m X — 1 — COSa —
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prise entre 0 ct|. On ne peut satisfaireà cette condition ; mais

on peut déterminer les constantes inconnues 0 et [3 de ma-
nière que la fonction entre parenthèses ait en valeur absolue

les plus petites valeurs possibles.
Sans entrer dans tous les détails de ce problème, observons

que pour <x=0 et pour a=~, la fonction prend pour valeur

\
_; 4-. 49 COS p ; et que pour a ^ ‘r'. elle est égale à

i/2 — - — 40 cos3. Si l’on voulait annuler l’une ou l’autre
V 7C

1 1
de ces deux expressions, on ferait 6 cos|3=- — o u bien

CONTRE-POIDS

lcles cl égales, le travail moteur pour un quart de tour des
manivelles est 2Pa ; le travail de la résistance Q, appliquée

tangenticllement au cercle de rayon OD= fy, est Qqx ; la

condition de périodicité est donc 2Pa=QqX ou bien

Qq — ~ Pa. Le contre-poids II ne devant pas altérer cette

condition, nous le supposerons
monté sur un arbre tournant O'
dont la vitesse angulaire soit qua-

Jy — druple de celle de l’arbre 0. Le
• contre- poids revient alors au

même point K quand l’arbre prin-
cipal fait un quart de tour , et le
travail correspondant de la pesan-
teur est nul.

Le travail élémentaire des forces
pour un déplacement angulaire dx de l’arbre principal sera
donc

76

Q ,
*-!

K C;
M'

V/2 \
Ocos (3 =^f ;rTP

7t

Cesdeuxdéterminations étant inégales,onpeulprendrepour
s/ 2 — 1 A A „,

g— = 0,051..., et
YP'

Fig. 20. 0 cos (3 une valeur moyenne, savoir :

comme il y a intérêt à faire 0 le plus petit possible, on fera
en même temps (3=0. Le produit 46 est alors sensiblement
égal à 0,20, et le travail élémentaire des forces est exprimé
par la fonction

(Prtsina + P« COSa) da,
— Qqdcc,
Ilb cos (4a -t- ,3) X 4è/a,

en appelant b la longueur du rayon O'N, et (3 l’angle que lait
ce rayon avec l’horizontale O'C quand a=0. La somme de ces
travaux élémentaires est

Pour les forces P et P',
Pour la force Q,
Et pour le cou Ire-poids II,

S

Va ^ sin a -f- cos a — ^ -}- 0,20 cos4aj dx,

applicable seulement entre les limites «= 0 et a = 77

9

[Pa (sina 4- cosa) — Qq + 4n ^ cos (4a -f*|3)J (lx.

4
Remplaçons Qq par - Va , puis Ub parVax 0, 6 étant un nombre

TC

qui reste à déterminer. Le travail élémentaire devient

Pa j^siiia + COSa — ^
Le mouvement serait uniforme si la quantité entre paren-

thèses était constamment nulle pour toute valeur de x eom-

GÉNÉRAL1TÉS SUR LES CONTRE-POIDS.
45. Théoriquement on peut, en multipliant les contre-

poids , régulariser complètement un mouvement de ro-tation. Supposons que la période soit d’un tour entier.renons un des rayons OM de l’arbre tournant pour re-péré entraîne dans le mouvement de la machine, et soit
RIOA =a l’angle

40 cos (4a -4- ,3)J dx.

que fait ce rayon mobile avec un rayon



GÉN ÉRALITÉS

fixe OA, pris pour axe polaire. Dans la situation de la ma-
chine qui correspond à la position OM du rayon mobile,
les forces mouvantes et les forces résistantes ont des gran-
deurs et des - positions données ; on pourra calculer par
conséquent le travail élémentaire dT qui correspond à une

dT
rotation infiniment petite dx ; le quotient sera une certaine

fonction de a que nous représenterons par F(a), et qui dépen-
dra de la situation et de la grandeur des forces. Cette fonc-
tion est, par exemple, la somme des moments des forces par

rapport à l’axe O, si toutes les forces sont ap-
pliquées à l’arbre principal.Dans tous les cas,

\ c’est la dérivée du travail des forces par rap-
) port a l’angle a qui fixe la position de la

/ machine. Cette fonclion peut être regardée
comme connue pour toutes les valeurs de a
comprises de 0 à au delà, elle reprend par

hypothèse les mômes valeurs. Elle reste finie, mais elle n’est
pas assujettie à la loi de continuité. Enfin, on doit ajouter la

SUR LES CONTRE-POIDS.
Le travail élémentaire de la pesanteur sur le premier con-

tre-poids sera, dans la position définie par l’angle a,
üi&iCOSaC?*.•»

Le travail élémentaire du second sera de même
2flâ&*cos2adst,

7978

le travail du troisième,
3U3&3cos5xdcc,

et ainsi des autres ; de sorle que la somme des travaux élé-
mentaires des forces données et des contre-poids sera repré-
sentée par la fonction

[F («) -{- m&i cosa + 2ll2&sCOS2a 4-3lI3&3COS3a 4-
Le mouvement du système sera uniforme si la parenthèse

est constamment nulle. Pour satisfaire à cette condition, dé-
veloppons la fonction F (a) suivant les cosinus de l’angle a
et de ses multiples. Si l’on a identiquement

F(a) == AjCOSa + A 2 C0s2a 4- A3COs3a 4-

Fig. 21.

ID
/»2-

condition de la périodicité / F ( a) dx = 0. on devra poser
Uibl = — A,,
n2&2=— l A

M

n5&5= — IAJ,O

Pour régulariser le mouvement de la machine, imaginons
qu’on fasse engrener avec l’arbre principal un nombre indé-
fini d’arbres tournants, dont les vitesses angulaires soient
respectivement égales, pour le premier, au double de celle
de l’arbre principal, au triple pour le second, au quadru-
ple pour le troisième, et ainsi de suite. Nous attacherons à
l’arbre principal un contre-poids ni à la distance bi de son axe,
un contre-poids II2 au premier arbre additionnel à la distance
b% de son axe, un contre-poids 113 à la distance bz de l’axe du
second, etc.: et nous supposerons que quand a est nul, chacun
de ces conlre-poids soit situé dans le plan horizontal mené
par le centre du cercle qu’il décrit. Chaque produit ïïà sera
d’ailleurs pris positivement ou négativement , suivant que le
poids 11 tend dans cette position à accélérer ou à retarder le
mouvement de la machine.

s
21

Or il est toujours possible de développer une fonction F(a)sous cette forme. Les coefficients se déterminent par la mé-thode suivante. Soit proposé de trouver le coefficient Am decosma ; nous multiplierons l’équation (1) par coswatfa, etnous intégrerons entre les limites 0 et 2z.Il viendra

XV) = A, f^Z cosa cos mx clx + A* +. • •

+ A-Jo2K

cossmxcfc -f-••• ••9
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Toutes les intégrales sont de la forme
SUR LES CONTRE-POIDS.

fonction qui, prise entre les limites 0 et 2w, donne en défi -
nitive TU. Donc

si
83

j*
COS l l x COS ttlst d c C f

f.2 COS* M x d x = n ]
et sont prises entre les limites 0 et 2—

A1 par conséquentOr cos Nacosma =^ cos(m-t-?i)a-i-^ cos ( m — n) a.
L **

- Ç“ ' Y [ x c o s m x d x.
K J 0

A =m

On devra calculer directement celte dernière intégrale ni
moyen d’une quadrature.

La méthode que nous venons de suivre n’est au fond qu’une
application de la Méthode de Bezout, ou méthode des multi-
plicateurs indéterminés. Si l’on conçoit l’équation (1) écrite
un nombre infini de fois pour une infinité de valeurs de
l’angle a, on aura à résoudre ce système d’équations par rap-port aux coefficients inconnus Ar A2, A _... Pour trouver la
valeur de l’un quelconque d’entre eux, Am on devra multi-plier chaque équation par un coefficient particulier, choiside telle sorte qu’en faisant la somme des équations ainsimultipliées, tous les termes disparaissent, sauf celui qui con-tient , Am. Le multiplicateur cherché est pour chaque équationcosma dx, et l'addition des équations, qui se trouvent ennombre infini, se cl îange en une intégration.Les valeurs des coefficients A1? A2, font conna î tre lesduits nj)iy IT2à2..., et l’on a les relations définitives :

1 (*%r./ " F (a) COS ai/a,
I rïrJ F (a) cos2x d x,

rF (a ) cos3ar/«,

; il viendraMultiplions par dx et intégrons

cos i i x cosma=7) j cos [m 4- n) xdx -p ~ J cos[m — n ) x d x/
11 1 sin (m — n) x,sin (m + «)a + 2 ( m — *0

limites 0 et 2-rr , toutes les

2 m -j- 11

quantité identiquement nulle
fois que n est différent de m.

Donc tous les coefficients de An Aa, ... sont nuis, à l’ex-
ception de celui de A ,n. Pour celui-là, l’intégrale générale où

ii prendrait la forme ce qui n’apprend rien.

aux

l’on ferait m=
Mais le coefficient de Am est l’intégrale

2-
|"cos2 m x d x,
J o

dont la valeur est connue.
On a en effet pro-

J* cos* mxdx + j* s\or mx dx = J*
d x = a,

n A=et
IIo^o=/S/ cos2?narixsin2 ma d x —cos2 ma dx

I nhJ o
n3^3= — -1

2m

= J- sin 2mg.2m n> =— L p“ m m* Jo F(aJCOS Mxdx.
Ajoutant, il vient

\ a+Asin2Hl“ */ cos2 mxdx =
iv. — HÉC. COLI.IGNON. 6
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et par suite
MANIVELLE SIMPLE A SIMPLE EFFET.

4 cos(»i + l) « 4. COS (m — 1] x
J m — 1

APPLICATION A LA

J*
sinacos?nxdx = — + 2m +1tour exige la4G. La périodicité du mouvement tour par

relation formule applicable seulement dans le cas où mest différent de
l’unité.

L’intégrale prise entre les limites 0 et x nous donne
2Pa = 2TTQ<7,

qui donne
l11 cos(m — 1) 7rQq = - Pa.

7T

Le travail total T à partir du point mort A

1 cos (m + 1) 7T + 22 2(»i+ l) 2 [m — 1)m — 1m -f- 4

D’un autre côté
est

l .— smwia,mcosmxd [m<x)=/— COSa) — Q? X «,

le admissible tant que a est compris entre 0 et *, et
2Pa — Q t f X a,

cosmac/x =
formu quantité nulle aux limites, 0 et 2TC, du second terme de l’in-

tégrale. Il vient donc seulement
quand a varie de TC à 2::.

On a donc entre 0 et TC Va /cos(m-f- 4)* — 1

^\
cos (tn — 1) 7T — 4 \

î /— m-f-1 m —
Pasina — Q^= Pa ^sina —F («) = Le nombre entier m est pair ou impair.

S’il est impair, m-t-1 et m— 1 sont pairs, et cos (w+1) TCet cos (tn — 1) TC sont égaux tous deux u +1. La parenthèsese réduit alors à zéro.
Si m est pair, m-t- l ettn — 4 sont impairs, et cos (m+1) ^et cos ( m — 1) TU sont tous deux égaux à — 4 .
On pourrait poser dans tous les

cos [tn \)n=cos [m — 1)*= (— 1)
»Si m est impair, A m — 0; ce résultat s’applique aussi à= 4, bien que nous ayons exclu ce cas, qu’il est aisé detraiter à part; et

et entre TC et 2TC

^ 4— PaX —F(a) = — Q<? =

Calculons le coeflicient Ara. La formule générale nous
TT

donne
cas

= - I ~* F ( <x)cosmxdctn j oAm -m + i— - ^jcos mxdoe. — X ^ cosmos,- J**Va ^sina

m
ou bien

Va JsinaCOSJMada — -s- I cosmaux*w J O
A =*? pA“ « J o _ — ( S _

K \m +1 wi — 1 J
K 2Pa

? — 1 ) ’Mais
4
2 [sin (m -f 4) « — sin (m — 4 ) a], pour toutes les valeurs paires de m.sinacosma =
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glc décrit par la manivelle. Appliquons le théorème des forces
vives entre le point mort cl la position de la manivelle définie
par cet angle a. 11 viendra, en appelant 1 et F les moments d’i-
nertie de l’arbre principal et de l’arbre additionnel, celui-ci ne
comprenant pas le contre-poids II, l’équation

(1)|(l +4I'+ 4 y)
La régularité du mouvement sera d’aulant plus complète que
les valeurs numériques absolues du second membre seront
moindres.

La quantité T est une fonction de l’angle a qui s’annule
pour a =rO, et qui reprend les mêmes valeurs quand à aug-
mente de 2T:: condition nécessaire pour que le mouvement
soit périodiquement uniforme par chaque tour de roue.

Il suffit donc de faire varier a deO à 27-. Dans cet intervalle,
le terme qui exprime le travail du contre-poids s’annule pour
trois valeurs de a, savoir : pour a=0, pour a=rn et pour
2a 4- (3=7: [3, c’est-à-dire pour a=-— (3. Il reprend d’ail-
leurs la même valeur quand a augmente de z.

£5GÉNÉRALITÉS81

On aura ainsi
O ?/7 . 1 Pfl
" — , et par suite n«A = = — »
o TZ 0 ^
2_ Va t t’«

15 TT

2 Va
An = — — — 50 00 TC

A2 =
DAA* = “ 5 0 TT '

1 Prt
IT°^6 ÎÏÏ5 TC

wo*) = T -f - n&[sin (2a +|S) — sin ,3]., 1 Pfl— 252
2 l’aAs =- 05 7t

etc.etc.

Les contre-poids ni? II3, ... de rang impair sont tous nuis.
La fonction qui, au facteur (hprès, représente le travail élé-

mentaire, y compris le travail des contre-poids, est

/1 1 1 1
t X COS2a -P JT. COS la + 55 cos üa -f- cOsSa +

fonction qui doit être identiquement nulle pour toute valeur
de a.

r / N , 2P« / 1
F (a) + —

11 est clair que ce procédé de régularisation est inadmissible
pratique, car il exigerait pour être un peu exact un nombre

considérable de contre-poids, d’arbres tournants et de
dentées, dont les frottements suffiraient pour rendre les trans-
missions impossibles.

en
roues

y
s

0
DÉTERMINATION PRATIQUE ü’uN CONTRE-POIDS POUR UNE MACHINE

QUELCONQUE.
P <ADK Q'
0. \r Vi

\ /

KV!F\C P
''6' M* L X/

47. Lecontre-poids que nous nous proposons de déterminer
est lié à un arbre tournant dont la vitesse angulaire est dou-
ble de la vitesse de l’arbre principal. Soit a l’angle décrit par

T' "- -"Ô'

Fi?. 23.

ia manivelle de l’arbre principal à partir du point mort. Traçons une courbe dont a soit l’abscisse et T l’ordonnée.Sur l’axe horizontal OX portons des Ionà a, entre les limites 0 et 2TC. Nous aurons par exemple OF=wet OE=2T:. finis portons en ordonnées lesdantes de T. Nous obtiendrons ainsi une courbe continue,OABCDE, qui coupe Taxe OX aux points extrêmes 0 et E, et en

Appelons [3 l’angle que fait avec l’horizontale le rayon sur le-
quel est fixé le conlre- poids, quand a=0, c’est-à-dire quand
la manivelle passe au point mort. Appelons n le contre- poids,
b la dislance à l’axe autour duquel il tourne; enfin, appelons

gucurs proportionnelles

valeurs correspon-
T le travail des forces, tant mouvantes que résistantes,

?

depuis le passage du point mort jusqu’à la valeur a de l’an-
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outre en un certain nombre de points intermédiaires, A, C, D.
L’ordonnée FB qui correspond à a=x partage Fépure en

deux moitiés, et l’on peut reporter la seconde moitié sur la
première, en faisant coï ncider les axes des abscisses. On
obtient ainsi la courbe (3ycF, qui n’est autre que ia courbe
BCDE qu'on aurait déplacée vers la gauche d’une longueur
égale à w. À chaque abscisse prise sur OF correspondent
donc en général deux ordonnées : l’une MP, appartenant à
la courbe primitive, représente la valeur de T pour a=0M ;
l’autre MQ, égale à M'Q', représente la valeur de T pour
a=OM' ou pour a=031 H-TT. Soit T' cette seconde valeur MQ.
Le terme nb (sin (2a H- g) — sinfl) ayant la môme valeur pour
deux déterminations de a qui diffèrent entre clics de la demi-
circonférence, si y représente la valeur de ce terme pour
a=OM, y sera aussi sa valeur pour a= OM'; de sorte qu’en
appliquant le théorème des forces vives entre les posilions
a=OM et a=031', le travail du contre-poids disparaîtra et
on aura simplement l’équation

l ( l +W 4- 4 ? b^ ( w/2 — w2) — T' — T,

Le contre-poids est donc sans effet sur l’écart des vitesses
correspondantes à deux positions contraires de la manivelle.
Il n’est pas possible par conséquent de réduire au moyen
d’ un contre-poids le second membre de l’équation des forces
vives à une valeur numérique moindre que la plus grande des
différences T — T', prises en valeur absolue. Soit PQ celte plus
grande différence, c’est-à-dire le maximum de la distance ver-
ticale entre les deux courbes.

Construisons maintenant la courbe dont les ordonnées sont— y. Ce sera une sinusoï de qui passera par le point 0 et par le
point F; on peut choisir à volonté l’angle (3 et l' amplitude ver-
ticale , 2nô, de la courbe. La différence des ordonnées de celte
sinusoïde et des courbes OAB, ftcF, fera conna î tre pour chaque
point la valeur numérique du second membre del’équation (1).
Abaissons verticalement de la quantité PQ le trait supérieur
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lui faire occuper la posilion fiYo'O'QB'.PyoÔPB, de manière à

Dans cette nouvelle position, il est tout entier au-dessous du
trait inférieur OGAOQF, sauf au point Q où ces deux traits sont

, tangents, puisque PQ est le maximum de leur distance verti-
cale. Cela posé, s il est possible de tracer dans Vintervalle
pris entre le trait inférieur OGAOQF et le trait abaissé pYc'Ô'QB'
une sinusoïde passant par les points 0 et h , et passant de plus
par le point Q, cette sinusoï de sera la courbe du travail du conj
tre-poids qu'il convient de choisir.

En effet, la différence entre l’ordonnée de la sinusoïde et
l’ordonnée du trait inférieur a partout le même signe, et son
maximum, en valeur absolue, est moindre que PQ. La diffé -
rence avec l’ordonnée du trait supérieur a ce môme signe,
et elle est partout moindre en valeur absolue que PQ. Donc,
dans l’équation des forces vives appliquées à deux positions
quelconques o! et a" , les deux différences se retrancheront, et
comme elles sont de môme signe, la valeur absolue du résul-
tat sera moindre que PQ, limite au-dessous de laquelle l’écart
des valeurs absolues du second membre ne peut descendre.

Cette méthode a été donnée par M. Gouin, ingénieur des
Ponts et Chaussées.

com-

(2)

On déterminera ÏÏ b et [3 par tâ tonnements, de manière à
faire passer la sinusoïde au point Q. S’il n’est pas possible
de satisfaire à ces conditions, la régularisation de la machine
n est plus aussi complète tant qu’on se borne à un conlre-
poids unique. On devra prendre alors la sinusoïde qui imite
le mieux la courbe OGAPBGDQ'E, et déterminer le poids du
volant d’après le maximum des écarls- entre les valeurs
numériques du second membre de l’équation ( 1 ).

DES CONTRE-rOIDS DESTINÉS A AUGMENTER LA STABILITÉ DES MACHINES.
48. Dans une machine en mouvement, ilinstant , en vertu du théorème de d’Alembert

y a à chaque ’

entie toutes les forces qui sollicitent la machine et les
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régime régulier établi. Les forces d’inertie se réduisent donc
aux forces centrifuges, qui se font équilibre deux à deux. La
manivelle OA possède le même mouvement uniforme de ro-
tation ; mais les forces centrifuges n’y sont pas équilibrées
comme pour la roue. La bielle AB a un mouvement très com-
pliqué ; on peut, comme approximation grossière, partager sa

deux parties égales, AI, IB ; lune AI sera supposée
concentrée au point A;
l’autre IB sera supposée ^
ramenée au point B. La /
première vient grossir /
la masse de la ma ni- r \ M /
velle , et accroî tre les
forces centrifuges du N

rayon mobile OA.Dans
tous les cas, on pourra placer quelque part en M, sur le rayon
AO prolongé, une masse assez grande pour équilibrer la
force centrifuge de la manivelle ainsi grossie. Le système
de la roue se trouve alors équilibré, pourvu que le
ment soit uniforme, car autrement il y aurait à tenir compte
des forces d’inertie tangentielles, qui ne s’équilibreraient plus.
Mais bornons-nou.^ au mouvement uniforme de la roue. Le
mouvement du piston, grossi de la demi-bielle, n’est pas uni-forme ; si Ion désigne par x l’espace qu’il a décrit à partir
du passage du bouton de la manivelle sur la verticale OX,
aura sensiblement a=0P=asin «, a étant l’angle XOA et a
la longueur OA. Soit P le poids du piston, la demi-bielle yétant comprise ; la force d’inertie de l’ensemble de ce systèmeanimé d un mouvement rectiligne sera

P d-x p
~~ g = +

w étant la vitesse angulaire de la roue 0.
. 1,autre c.ôté de h machine, on trouve une roue et un

pis on respectivement égaux à la roue et au piston que nousvenons e considérer. Seulement l’angle a relatif à ce coté

forces d’inertie. Parmi les premières forces figurent les
réactions des corps voisins, sur lesquels la machine re-
pose. L’état de mouvement les fait varier, et si la machine
n’est pas solidement fixée sur scs appuis, il peut en ré-
sulter non-seulement des variations de charges, mais encore
de petits mouvements oscillatoires qui viennent troubler le
mouvement principal. C’est ce qui arrive notamment dans les
locomotives, parce que la grande vitesse dont elles sont ani-
mées donne une grande importance aux forces d’inertie. Les
locomotives sont d’ailleurs posées sur les rails, et peuvent
prendre un certain jeu sans sortir de la voie. Si l’on suppose
la machine parfaitement ajustée, parfaitement entretenue, et
circulant sur une voie parfaite, le mouvement rapide des piè-
ces mobiles de la machine détermine des mouvements de
lacet , de galop , de roulis, de tangage, qui consistent, les
trois premiers en rotations autour de trois axes rectangu-
laires, le quatrième en une oscillation linéaire parallèle à la
voie.

masse en

V
/0 p

VQ

Fig. 24.

M. Nollau, ingénieur allemand, fit dès 1847 des expériences
pour déterminer ces différents mouvements ; il opérait sur une
locomotive suspendue par des chaî nes aux fermes d’un ate-
lier, et il constata ainsi l’existence des deux principaux mou-
vements, celui de galop et celui de langage. 11 essaya ensuite
de détruire ces mouvements en attachant un contre-poids à
chaque roue motrice, sur le prolongement des rayons des ma-
nivelles. On peut en effet, à l’aide de contre-poids ainsi placés
et convenablement déterminés, annuler soit l’ un, soit l’autre
des deux mouvements constatés ; mais il est impossible de les
annuler tous les deux.

49. Sans entrer dans le détail des calculs de l’établisse-
ment des contre-poids, pour lesquels nous renverrons aux
mémoires de MM. Le Chatelier, Ivon Yillarceau , Resal,
Couche, etc., remarquons que les principales parties mobiles
de la locomotive sont , pour un cô té de la machine, la roue
motrice 0, la manivelle OA, la bielle AB, le piston D et sa lige C.
Le mouvement de la roue motrice est uniforme une fois le

mouve-

on
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surpasse de ^ l’angle a relatif au cô té oppose. La somme des
forces d’inertie du second piston est donc

01oo DES LOCOMOTIVES.

.
, n coVsina; l'autre verticale, dans le sens MO, et égalé

à 2 oVcosa. La première peut servir à annuler la force d’i-
(I

nertie, - m* sin a, du piston D et de son attirail, et par suite

à réduire à zéro la résultante et le mouvement de tangage qui
en est la suite. Mais, outre que ce procédé n’annule pas le
couple qui produit le mouvement de lacet , il introduit des com-
posantes verticales MQ, qui, prises dans les deux roues et trans-
portées au centre de gravité, donnent naissance à une résul-
tante verticale, peu dangereuse il est vrai, puisqu’elle est
loin de détruire le poids de la machine, et à un couple qui
produit à la fois le mouvement de roulis et un léger mouve-
ment de galop. On voit donc naître les oscillations verticales
en même temps qu’on réduit celles qui s’opèrent dans le
plan horizontal.

50. Un moyen sûr, mais peu pratique, de supprimer les
oscillations, serait d’accoupler deux cylindres de chaque cô té
de la locomotive, en faisant agir les pistons de ces cylindres
sur des manivelles en prolongement l’une de l’autre. La ré-
sultante des forces d’inertie transportées au centre de gravité
est alors

p
- fleo2

a -
9

P . . / . P 0- «&J-S111 à -h rr ) = - au- COS cc.
9 V V g

Ces deux forces sont généralement horizontales ; transportées
au centre de gravité de la machine, elles y donnent une ré-
sultante égale à leur somme algébrique

^ au2,(sina -f- cosa) = ? au* ^2 sin ^ '

et un couple résultant égal à

P o . Il- flW'SinzX 779 2
p n«w2cos« X — »
9 2

OU à
PII ^2sin ( « — ï )’PII««* (sîn« — cos «) = ~ au2

en appelant II la distance des plans verticaux des deux cy
lindres.

La résultante atteint son maximum en valeur absolue quand

elle est nulle quand a == Û7U / TC-r et a= -7-.4 4
5TLe couple est nul pour a= ^ et et maximum en valeur

a == 4
[sin (« +*)+ s i n (K + ÿ)])[s i n a s i n ( « + TT)] 4-

= - «w2 (sin « + COSa —9

et le couple résultant est de même
pu
2^ ([sin « — cos«] 4- [sin (« +*) — cos (a + »)])

PII 2, .= gjaw2 (sina —

9

sin a — COSa ) = 0,7TCOTCabsolue pour a =: et a = -p Rien ne s’oppose ii l’action
de la résultante, qui cause le mouvement de tangage de la
machine. Les rebords des roues contribuent à réduire l’effet
du couple, qui tend à produire le mouvement de lacet .

Si l’on ajoute un poids lï au contre-poids déjà placé en M, à
la distance r du centre 0, ce poids sera le siège d’une force
d’inertie - <*>V, dirigée dans le sens MN ; elle se décompose
en deux : une horizontale dirigée dans le sens MP, et égale

f cos« — sin « -p cosa) = 0.
Les forces d’inertie sont donc alors équilibrées par la seulepresence des contre-poids placés sur les roues motrices en

prolongement des manivelles.
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Il ne faut pas oublier que tous ces résultats sont purement
approximatifs, cl qu’ils supposent établie runitormité du
mouvement moyen de la machine.

02

USAGE DES CONTRE -rOIDS DANS LES MACHINES MARINES.
CHAPITRE V

51. La stabilité d’un bâtiment dépend de la position de
centre de gravité, et par suite, le bâtiment tend à s’incli-

ner d’un côté ou d’un autre, quand on modifie l’arrimage de
sa cargaison. Les pièces mobiles des machines à vapeur des-
tinées à mettre en mouvement les appareils de propulsion
peuvent occasionner par leur mouvement des déplacements
du centre de gravité général, à moins qu’on ne les ait dis-
posées de telle sorte que leur centre de gravité reste immo-
bile malgré le jeu alternatif de leurs organes. Cette compen-
sation, peu nécessaire pour les machines des bâtiments à
aubes, voisines du centre de gravité, devient indispensable
pour les machines des bateaux à hélice, dirigées transver-
salement, et placées d'ailleurs plus près de l’arrière.

D E S F R E I N S E T D E S R É G U L A T E U R S.
son

52. Les freins servent à modérer la vitesse des machines,
ou à arrêter tout à fait le mouvement, en faisant naî tre une
résistance dont le travail négatif s’ajoute aux travaux des autres
résistances et réduit la force vive du système à zéro. Les ré-
gulateurs sont des appareils destinés ù agir à la façon des
freins quand la vitesse de la machine tend à s’accélérer, et
à supprimer au contraire certaines résistances quand le mou-
vement tend à se ralentir. Une différence essentielle entre ces
deux genres d’appareils, c’est que les freins doivent être à la
disposition de ceux qui conduisent la machine, tandis que les
régulateurs doivenfagir par eux-mêmes, dès que la vitesse de
la machine s’écarte d une moyenne fixée d’avance.

53. Le frein à bande, employé dans les grues, sert à arrê-
ter la rotation d’un arbre tournant.
Nous en avons donné la description
dans le g 348 de la Statique. Nous
avons trouvé quelle force on doit appli-
quer à l’extrémité du levier pour pro-
duire une différence donnée, T — T',
entre les tensions de la bande à ses deux
extrémités. Cette différence mesure le
flottement total développé au contact de la bande avec la sur-face du cylindre. Pour un déplacement angulaire ch de ce cy-
lindre, le travail négatif du frottement sera donc (T — T') rda,
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eu appelant r le rayon. Si w est la vitesse angulaire du cylin-
dre à l’instant où l’on met le frein, et 1 le moment d’inertie
réduit de lous les treuils qui engrènent avec l’arbre du cy-
lindre, on déterminera l’angle total décrit par le cylindre jus-
qu’à l’arrêt complet au moyen de l’équation des forces vives

(T — T']r« = ^ Iw2.

Cette équation suppose que le frottement de la bande soit la
seule force qui agisse sur l’appareil pendant toute la période
de l’arrôt.

En divisant a par 2w, on aura le nombre de tours que fera
le cylindre pendant cette période. Ce nombre est d’autant plus
petit que T — T' est plus grand. Or (II, g 344)

T = T'X A

f êtant le coefficient du frottement, et 0 l’arc embrassé par la
bande. La tension T' est proportionnelle à la force appliquée
à l’autre bout du levier ; donc T — T' est proportionnel au
produit de cette force par le facteur ef* — 1, qui croit très rapi-
dement avec l’exposant fO.

54. Les freins ont une importance capitale sur les chemins
de fer.

Les anciens procédés, toujours conservés comme mesures de
sécurité, consistaient à enrayer les roues et à substituer un
glissement sur le rail au roulement qui se fait presque sans
effort. Nous avons déjà exposé la théorie sommaire de ce phé-
nomène (111, g 123). Pour donner ici un peu plus de détails
sur cette question, appelons P le poids total d’ un train moins
les roues et les essieux, p la partie de ce poids qui pèse sur
les roues que l’on enraye, q le poids d’une paire de roues,
v la vitesse du train au moment où l’on met les freins, r le
rayon des roues, et I le moment d’inertie d’ une paire de
roues autour de son axe ; soit enfin i l’inclinaison de la
rampe que le train gravit pendant l’arrê t, ou la tangente de
l’angle qu’elle fait avec l’horizon ; cette inclinaison sera prise

DES CHEMINS DE FER .

avec le signe — si le chemin est en pente. Elle est supposée
très petite en valeur absolue.

Au moment où les freins commencent à agir, la force vive
totale du train se compose de plusieurs parties:

D2, pour la translation du train moins les roues ;

- v* pour la translation de chaque paire de roues ;

- pour la rotation de chaque paire de roues autour

05

Enfin I

de son axe.
Comme les roues du train peuvent être inégales, nous ne

multiplierons pas ces deux dernières quantités par le nombre
des essieux; nous nous bornerons à en indiquer la somme
au moyen du signes.

La force vive totale du train sera donc représentée par l’ex-pression

y g 1 r-
ou, en mettant v2 en facteur commun,

Nous devons égaler la moitié de celte quantité à la
des travaux accomplis par les forces jusqu’à l’arrêt complet.Parmi ces forcés, les principales sont la pesanteur et lefrottement de glissement des roues enrayées sur les rails.Soit Lia longueur décrite par le train pendant la périoded arrêt, et f le coefficient du frottement de fer sur fer. Lapression sur les roues enrayées estp en désignant par »'la somme des poids des paires de roues qui se trouvent en-rayées ; le frottement est donc f ( p+p' ) , et le travail du frot-tement est jusqu’à l’arrêt f (p 4-p') xL.Le travail de la

somme

pesanteur, pris de meme positivement, est
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* égale à y la roue glisse sur le rail, et subit un frottement qui

tend à la faire tourner autour de
son centre. Les forces qui agissent
sur la roue sont donc le frottement
du sabot Vf' , dans le sens contraire F

à la rotation , et le frottement du
rail ( p -hp' ) f dans le sens favorable
à la rotation. Ces deux forces sont
appliquées à la distance r de Taxe.
I étant le moment d'inertie du sys-
tème tournant, on aura l’équation

î ïiï = ttP+I,' ) f -Vr\r.

97
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Donc enfin on a pour déterminer L l’équation

\ g + 2 g +i)]= [ f ( p+ p’ ) + (P + S?).]L.

On voit que le parcours L dépend du coefficient du frotte-
ment f, du poids enrayé, de la pente, enfin de la vitesse de la

marche normale, qui entre au carré dans la formule. 11 faut

bien remarquer aussi que, dans la mise des freins à sabot ,

il y a des temps perdus inévitables : d’abord pour amener le

sabot au contact de la jante de la roue, ensuite pour faire
croître la pression du sabot contre la jante jusqu’à la li-
mite qui empêche la rotation de la roue et qui produit son
glissement sur le rail. 11 est vrai que, pendant cette période
du serrage, il se produit un travail du frottement de la roue
contre le sabot, travail qui intervient pour une part dans la

réduction graduelle de la force vive du train. Malgré cette
petite compensation, malgré la résistance de l’air, qui, dans
les premiers moments surtout, a encore une grande influence,
la valeur observée du parcours L est en général supérieure à
la valeur calculée, circonstance dont il est prudent de tenir
compte dans la pratique des chemins de fer, notamment
quand il s’agit de fixer la distance à laquelle doivent être portés
les signaux d’arrêt.

55. On voit en même temps l’inutilité, au point de vue de
la durée de l’arrêt, de tout excès de pression du sabot contre
la roue. Mais ici il faut distinguer deux périodes :

1° La roue qu’on enraye étant animée à l’origine d’une
vitesse angulaire to0, l’effet du sabot qu’on y applique est de
détruire cette rotation ; or celte suppression de la rotation
n’est pas instantanée. Pour savoir ce qui se passe, appliquons
au mouvement de la roue autour de son axe le théorème de
l’accélération angulaire. Soit , à un instant donné, a> la vitesse
de la rotation dans le sens de la flèche (fig. 26); r le rayon de
la roue, F la pression du sabot sur la roue, f1 le froltement
de bois sur fer. Le train ayant encore sensiblement la vitesse
Vj et a) étant < w0, vitesse angulaire primitive de la roue

CG

>!n

r f y
Wif \

Fig.

Celte équation montre que w diminue si Vf' est supérieur à
(p-t-;/)/*

• La vitesse de rotation à l’instant t sera donnée par
l’équation

I

Pendant cette première période, il y a intérêt à augmenter
F, car on détruit ainsi la force vive de rotation 1er de chaque
paire de roues enrayée; dé plus, le froltement (p -f- p')f de la
roue sur le rail dans le glissement mixte qui s’opère, pro-
duit dans chaque élément de temps
égal à

dt un travail négatif

— ( p 4- p' ) fX [ v — o>r) dt,
qui se retranche de la demi-force vive du train.

Du reste, s’il y a avantage à augmenter F pour arrêter larotation des roues, il ne faut pas que cet arrêt soit trop brus-que, sans quoi il produirait sur l’essieu des efforts qui pour-raient le fausser et entraîner de graves accidents.2° Dans la seconde période, la vitesse coglissement simple des roues *alors que la limite F/' soit un
pour que la rotation

IV. — U ÉG.

est nulle, et il y a
enrayées sur le rail. 11 suffit

peu supérieure à ( p -h p' ) f ,
ne puisse s’y mêler, et toute augmenta-

COLLIGNON, 7
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H iode est sans utilité.lion de la force F pendant cette seconde péi

Comme conclusion générale, on peut dire qu’ il est hou que
la force F appliquée aux freins ne reçoive que des valeurs
dérées.

50. On a proposé de nombreux perfect ionnements pour ces
freins à sabot . Les uns consistent à les mettre à la disposition
directe du mécanicien placé sur la machine. On emploie pour
cela soit des transmissions électriques (systèmeAcliard) , soitun
déclenchement particulier, qui s’ opère de lui-même à l’aide de
la force centrifuge quand la vitesse du train a atteint
taine limite, et qui permet au mécanicien de serrer les sabots
par un simple refoulement , sans cependant rendre le refou-
lement impossible dans les manœ uvres à petite vitesse (frein
Guérin ; frein Lefèvre et Dorrê) . D’autres perfectionnements
ont pour objet unique de réduire la limite du parcours L . On

venons d’indiquer,

de détresse. La création du lube d' inversion, et la substi-
tution d’un appareil à vis à l’ancien levier de changement
de marche, ont supprimé ces inconvénients et ces dangers,
et ont fait de la contre-vapeur une manœ uvre courante, au

, moyen de laquelle lé mécanicien peut parfaitement régler le
travail de sa machine et la marche du train qu’il conduit .

Citons encore le frein américain de M. Westinghouse, où la
des sabots se fait dans tout le train au moyen

1110-

manœ uvre
d’une transmission à air comprimé, et le frein à vide, ou
Vacuun brake, où l’on emploie pour le même objet le vide
produit par un éjecteur placé sur la machine.

une cer-

K ÉGULATEUR DE WATT.

y parvient avec les systèmes que
la facilité de la manœ uvre, exécutée par le mécanicien

toulcs les roues d’un train , chose

nous 57. Le régulateur de Watt , ou ré gulateur à boules , a été
imaginé par Watt pour maintenir à sa voleur normale la vi-
tesse moyenne d’une machine à vapeur, malgré les variations
du travail résistant. Les volants et les contre-poids peuvent
vir, comme nous l’avons vu, à régulariser le mouvement
d'une machine lorsqu’il est déjà périodiquement uniforme, ce
qui suppose une relation entre le travail résistant et le travail
moteur pendant la durée d’une période. Ces appareils sont
sans effet pour le maintien d’une vitesse moyenne constanted’une période à une autre, lorsque le travail résistant vientà croître ou à décroître tandis que le travail moteur restele même. Pour résoudre

car
seul, permet d’enrayer
impossible avec les appareils ordinaires, qui exigent chacun
un agent spécial. Maison peut aussi réduire le parcours limite
en augmentant le coefficient /' du frottement de glissement,
ou en augmentant la pression ( p+ p* ) exercée par le rail . Dans
le frein Didier, ce n’est pas la roue qui glisse, c’est un patin en
bois qui porte sur le rail ; cela revient à remplacer le coefficient

f ( fer sur fer) par le coefficient f (bois sur fer) . Dans le frein
Molinos, le rail est pincé par une sorte d’étau dont on accroî t

à volonté la pression . La seule limite de cet effort additionnel
est la résistance de la voie.

Les freins à contre-vapeur ont récemment réalisé un progrès
considérable. Nous ne pouvons ici en donner qu’ une indication
trèssommaire. Ils font de la locomotive une machine également
propre à développer des efforts pour ralentir et pour accélé-

la marche d’un train. L’emploi de la contre-vapeur, connu
dès les premiers essais de locomotive, avait de graves incon-

vénients : c’était un procédé dangereux pour le mécanicien
cl très nuisible aux machines ; on ne s’en servait qu’en cas

ser-

ce nouveau problème, il faut fairevarier le travail moteur dans le même sens que le travailrésistant. Si la machine est mise en mouvement par unechute d’eau, il faudra qu’au moment où le travail résistantdiminue, la quantité d’eau donnée au récepteur diminuedans la même proportion, et que si le travail résistant aug-mente, la quantité d’eau utilisée par la machine augmentedans le même rapport. Dans les machines à vapeur, onfait varier le travail moteur en ouvrant plus ou moins unevalve placée à l’entrée du tuyau qui amène la

rer

vapeur aux



RÉGULATEUR

cylindres ; plus on ouvre celte valve, plus la vapeur afflue en
abondance dans les appareils de distribution ; plus on la
ferme, plus la vapeur perd de pression au passage de cet
obstacle, et plus le travail moteur utilisé se trouve réduit.

58. Le régulateur est un correctif qui fait dispara î tre
certains inconvénients en en créant d’autres. Pour le faire
voir, supposons qu’une roue hydraulique puisse disposer
d'une chute d’eau déterminée, c'est-à-dire d’un poids P
d’eau tombant chaque seconde d'une hauteur II. Le travail
total moteur aura pour limite supérieure PII, et le récepteur
employé permettra d’en utiliser une certaine fraction. L’inté-
rêt de l’usinier est d’utiliser toute cette puissance disponible ;
s’il ne trouve pas un travail résistant égal à lui faire accom-
plir, il doit diminuer proportionnellement la quantité P
d’eau qu’il admet dans sa roue, ce qui laisse une partie de
cette eau tomber en pure perte de la hauteur II sans produire
de travail utile. Le régulateur, qui étrangle l’orifice d’a-
menée de l’eau motrice au moment où le travail résistant
diminue, agit de la môme manière. L’effet est inverse quand
le travail résistant augmente, mais l’emploi du régulateur
n’en suppose pas moins que dans le régime normal de la ma-
chine on a introduit d’avance un obstacle à l’atfluence de
l’eau, sauf à faire disparaîlre partiellement cet obstacle quand
on veut augmenter le travail à produire.

Dans la machine à vapeur, la variation du travail moteur
pourrait s’obtenir théoriquement en faisant varier la quan-
tité de charbon brûlée sur la grille du foyer. C’est là un
moyen difficile à mettre en pratique, surtout quand il s’agit
de suivre de près les variations incessantes du travail résis-
tant. Le régulateur résout approximativement le problème,
mais toujours en introduisant dans la machine un obstacle à
l’écoulement de Ja vapeur, c’est-à-dire une cause de perte de
travail.

59. Le régulateur de Watt comprend un arbre vertical, GU,
auquel un engrenage E, F donne un mouvement de rotation
proportionnel au mouvement angulaire de l’arbre principal

100
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de la machine. A l’arbre GII sont attachées deux tiges égales
AB, AB', qui portent à leur extrémité inférieure des boules

diamètre et de même poids. Les deux ligesB, B', de meme
sont situées dans un même plan
vertical, et sont articulées sur les
côtés de l’arbre GII, de manière à
recevoir dans ce plan telle inclinai-
son qu’on voudra.

Deux autres tiges égales CD, C'D,
s’articulent en C, C' aux premières,
à une même distance des articula-
tions A , et viennent se réunir par
des articulations à un manchon D,
qui peut glisser librement le long
de l’axe GII. Un levier à fourchette M, Fi-. 27.
entra îné par le manchon, pivote
autour de son point d’appui dans un sens ou dans l’autre,
suivant que le manchon monte ou descend , c’est-à -dire sui-
vant que les boules s’écartent ou se rapprochent. Il
munique le mouvement à la vanne des roues hydrauliques,

a la valve des machines à vapeur. Si le travail résistant
diminue, la vitesse angulaire de l’arbre principal tend à
augmenter ; la vitesse angulaire de l’arbre du régulateur
augmente aussi, les boules s ecartcnl , et le levier est
levé par le manchon ; ce mouvement se transmet à l’appa-reil d’admission , qui se ferme en partie. Si
le travail résistant augmente , c’est l’effet A

contraire qui se produit. Le problème semble
donc i e'solu,pourvu que les boüles s’écarlent
si la vitesse augmente, et quelles se rap-prochent si elle diminue. Or il est facilede voir qu’elles subissent cette tendance, etde calculer l’angle d’écart qui correspondà une vitesse donnée.

fraisons abstraction des résislances subiespar le manchon ainsi

com-
ou

sou-

Fig. 28.
que du poids des tiges, quantités peu
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importantes en comparaison du poids des boules. Soit w la
vitesse du régulateur autour de son axe vertical. Dans ce
mouvement , une boule B décrit uniformément autour de
l'axe AI un cercle dont le rayon est égal à BI. Elle est solli-
citée par deux forces réelles : son poids, mg , dirigé suivant la
verticale BM, et la tension N de la lige AB, dirigée de B
vers A. La résultante de ces deux forces est , puisque le point
considéré est animé d’un mouvement circulaire uniforme, la
force centripète BII , dirigée suivant BI, et égale à

m X or X LH.
Si l’on change le sens de la résultante BII, et qu'on en fasse
la force cenlrifuge BK, les trois forces BM, BN, BK $e feront
équilibre : résultat qu’on aurait obtenu sur-le-cliamp en re-
marquant que le point B est en équilibre relatif sous l’action
de ces trois forces.

Donc BL, force égale et contraire à BN, est la résultante
des forces BK=ro<*>î xBL et BM=mg ; la condition d’équi-libre est

DE WATT.
verlical et c’est la solution a=0 qui donne seule l’équi-

la solution fournie par laqua-
axe
libre stable (Ilf , g 91, 2°).

Si w atteint ou dépasse

correspond à l’équilibre stable, et les posi-
co /

=0 eta= 7:, qui répondent à sina=0, définissent
tion cos a =
( ions a=
des équilibres instables.

C’est sur cette propriété du régulateur de rester fermé

> la vitesse angulaire ne dépasse pas une certaine
qu’est fondé le déclenchement produit dans les freinstant que

limite, •
dont il a été question plus haut (g 56).

Remarquons que cette théorie ne tient aucun compte de la
niasse des boules, qui disparaî t comme facteur commun. Celte
masse joue cependant un rôle important : c’est elle qui
donne de la sensibilité à l’appareil.

TH ÉORIE PLUS COMPLÈTE DU R ÉGULATEUR A FORCE CENTRIFUGE.
M L w»* X Kllong a — — — = - X CI. 60. Dans la théorie précédente, nous n’avons tenu aucun

compte des résistances que le régulateur avait à vaincre pour
déplacer le manchon ; nous n’avons pas tenu compte non
plus des masses des tiges qui forment l’appareil. Nous sup-
poserons ici , d’après une analyse empruntée à Poncelet, que
le manchon D soit retenu dans la position que représente la
figure, par une force F, qui peut croî tre jusqu’à une certaine
limite, dans un sens ou dans l’autre ; et nous ferons entrer
dans le calcul les masses de toutes les parties matérielles du
système.

Soit AB= /, AC = fc/, k étant un nombre donné, plus petit
que l’unité, et CD = /'.

Nous appellerons
P le poids de chacune des boules B, B' ;
V Ie poids par unité de longueur de la tige AB, que nous

supposerons prolongée jusqu’au centre de la boule B, pour te-
nir compte du petit renflement qui précède l’insertion de cette

mij 9
Soit / la longueur AB de la lige qui porte la boule B. Nous

aurons BL=/ sina ; ce qui change l’équation précédente en
celle-ci :

c.:2 l— X SI11 a.srn a

COSsc V

Celte nouvelle équation se partage en deux autres :
q

COSa = ~~r.'ori

La première nous indique les positions d’équilibre de la
tige AB placée verticalement le long de Y

La seconde définit un angle a positif et aigu, pourvu toute-
fois que g soit << or/, ou que w soit >

Lorsque le régulateur reste plié le long de

sin a = 0, OU

axe.

\fl-
son
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lige dans la sphère B, et dont on fait abstraction en attribuant
à la lige une section uniforme;

p' le poids par unité de longueur de la tige CD, mesurée de
la ligne d’axe de la tige AB jusqu’à la ligne d’axe du man-

chon, de manièreà com-
penser de même par un
petit excès de longueur
l’excès de masse dû aux
renflements de la tige à
l’endroit des articula-
tions.

Nous

travaillera seule,
en B ; la dernière de ces deux composantes

et elle est égale à ^ p' I' X ^ ^ V'1' X •

La môme décomposition s’applique au poids de la tige C'D.
La marche à suivre consiste à ramener toutes les forces à

être appliquées aux points A , B, B' et D ; nous venons de l’a-
chever pour les poids, il faut en faire autant pour les forces
centrifuges.

2° Quand un corps tourne
axe principal, les forces d’inertie se
tante unique, que l’on peut obtenir en supposant toute la

centre de gravité (III,

uniformément autour d’un
réduisent à une résul-

du corps concentrée en
g 200). Ici l’axe de rotation du système est un axe principal

point R pour chacune des boules B, B'. Car si l’on mène
un plan par l’axe AR et par le point B, centre de la boule, ce
plan partage la boule en deux moitiés symétriques; il en
est de môme du plan mené par le point R perpendiculairement
à l’axe de rotation. Rapportons les points matériels de la boule
à ces deux plans et à un troisième mené par AR perpendicu-
lairement aux deux premiers ; la droite RB deviendra par
exemple l’axe des x, la droite RA l’axe des et la perpendicu-
laire commune élevée au point R à ces deux droites l’axe des
y. On aura alors, à cause de la symétrie de la sphère homo-
gène B par rapport aux plans des zx et des xy , lmxz= 0 et
Zmxy=0, équations qui montrent que l’axe AR est principal
au point R pour le corps solide formée par la boule B.

La résultante des forces centrifuges des points de cette
p

boule est donc une force égale à -(o2/ sina,
.. . a [v
dirigée dans le prolongement du rayon RB.

Cherchons la résultante des forces cen-
trifuges des différents éléments matériels

N

de la tige AB. Considérons (fig. 30) un élé-
ment de longueur MM' de celte tige, situé à
la distance AM=x du point A. Soit dx la
longueur de cet élément. La force centrifuge f est dirigée

exprimerons
qu’il y a équilibre, dans
la position de la ligure,
entre la force F , les
poids des pièces, et les

forces d’inertie d’entrainement, qui se réduisent aux forces
centrifuges. Occupons-nous d’abord des poids.

1° Le poids de la boule B est

sonmasse

au

une force P, verticale et appli-
quée au centre de gravité de cette boule. 11 en est de même
pour la boule B'.

Le poids de la lige AB est force verticale pl, appliquée
au milieu I de la longueur AB. Mais nous pouvons y substi-
luci deux forces parallèles, égales a ^ pl chacune, et appliquées

une

l’une en A, l’autre en B. La première, appliquée à un point
fixe, ne produira aucun travail dans le déplacement du sys-
tème; la seconde travaillera seule. La force p/, appliquée en Y
au milieu de la tige AB', est susceptible d’une décomposition
analogue.

Le poids pT de la tige DG est force verticale appli-
quée au milieu i de cette longueur ; on peut y substituer une

I j 'force T) p' l' appliquée en D au manchon, et une force ^p'/' ap-

rune
vw

pliquee à l’articulation C de la tige AB. Celle-ci est décompo-sable en deux forces parallèles appliquées l’une en A , l’autre
Fig. 50.
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forces, l’une appliquée en A, qu’il est inutile de considérer
point est fixe, l’autre appliquée en B et égale a

= Y X k ,

RÉGULATEUR10G

suivant le prolongement du rayon Nil , et elle est égale a
puPdxÏÎÎ «- XMN = puisque ceÆ Sina.

Toutes ces forces centrifuges sont parallèles ; elles ont pour
résultante une force <T>, qui serait donnée par le théorème des

moments, et dont le point d’application est aux = de AB ào
partir du point A. Cette force <I> peut elre décomposée en
deux forces parallèles, l’une appliquée en A, qui ne pro-
duira aucun travail, el l’autre appliquée en B ; pour obtenir
celle-ci, nous nous servirons de l’équation des moments, en
prenant pour centre des moments le point A. Soit X la com-
posante cherchée. Nous aurons

y 3 ACY X ï îi
c’est-à-dire égale à

o?l*sin ,3.- o (J

01. Résumons les résultats obtenus, en laissant de coté les

forces appliquées au point fixe A.
1° En B, nous avons, suivant la verticale, les forces

r + L'+M- _ o.
et suivant l’ horizontale, les forces

' L w2Zsin a -p 5^ or l2 sin a -f* ~ — or Z'2 sin,3 = Z ;
' 0 9

Çl pordx
J o 9

X X ABCOSa = Æsma X æ cosa,
3 g '

2° En B', des forces Q' et Z' respectivement égales à Q et
à Z ; les forces verticales Q' agissent dans le meme sens que Q,
les forces horizontales Z' agissent en sens contraire de Z ;

3° Au point D, suivant la verticale, et agissant de haut en
bas, les forces

9
ou bien, en supprimant le facteur cos a

x / =: — sin « x por . Z31 sin « X — *
9 oJ: x-dx =Q

Donc
X = i? cousin a- F + 2^'= F +;W'= n.

Les forces horizontales se font équilibre.
Il reste à exprimer l’équilibre de ces trois groupes de forces ;

on y parviendra en donnant au système un déplacement virtuel,
c’est-à-dire en faisant varier infiniment peu l’angle a. Soit ex
la variation de cet angle, et lu la variation correspondante de
la distance AD ; le travail des forces Q et Z, dont le point
d application tourne de l’angle ca autour de A, s’obtiendra en
multipliant parca la somme de leurs moments par rapport au
point A. Ce sera donc

x?

La môme méthode s’applique à la tige DC. La résultante <I>'
des forces centrifuges se décompose en deux forces ; l’une,
appliquée en D, est détruite par la composante égale et con-
traire qui provient de la lige symétrique C'D ; elle ne produit
d’ailleurs pas de travail, puisqu’elle est normale au déplace-
ment du manchon le long de la tige AD ; mais on voit de plus
qu’elle est équilibrée par une force symétrique, de sorte que
Taxe AD ne subit de ce fait aucune pression de la part du
manchon. L’autre composante, Y, est appliquée à l’articulation
C, et est donnée par la môme formule que la composante X :

Y = l 1-- o,- Z'2 sin 3.o (J *
La force Y, appliquée en C, se décompose encore en deux

[IlCOS v.— Qlsin a) oa.
Les foi ccs Q et Z', appliquées en B', donnent la mômece qui double le résultat. somme,

•t
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Le travail de la force II est 11ou. L’équation d’équilibre est Cela posé, imprimons à l’appareil une autre vitesse angu-
laire a)', en faisant varier la force F de telle sorte que le régu-

lateur n’éprouveaucun déplacement ; l’angle a restant le même,

mais la force ayant pris une autre valeur F', il viendra
A2/*cossc

\Jl'* — A-/2siii2«.

l’une de l’autre:

donc
2 (Z cosa — Qsina) ISx -+• Iloit = 0.

Or
u=AD = ACcos« 4- CD cos,3 = klcosa -+- Vcos/3.

L’angle (3 est lié à l’angle a par la relation
ACsina = CDsin /3,

_
p) l — F' ( = 1 = 0.•G- /ï / -4-'- / cos y.

Retranchons les deux équations

— «*) i*cos«-lF'
k-l2 COSa

— /t2i-sin-y-F1 (w +^ = 0.ou bien 2P ,— fc/-

Plus le poids P des boules sera grand, plus la différence,

G/2 — ^ des carrés des vitesses angulaires sera faible pour

une môme variation, F'— F, des résistances subies par l’appa-
reil, de sorte que la sensibilité du régulateur est d’autant

plus grande que la masse des boules est plus considérable.

klsini5 — -JJ Silla.
On en déduit

v7- PI* . O—J f^- Slll- X ,CCS =
et par suite

u = A/cosa -f A2/-siu-a.
La différentiation donne d IMPERFECTION DU RÉGULATEUR DE WATT.onc

/t2/-sin cc COSa 5a
y/ l'* — A-/-Sin»a

1

oW /, / sili a oa —
05. Nous avons dit plus haut (g 59) que le régulateur de Watt

semblait résoudre le problème ; il faut faire voir que la solu-
tion n’est qu’apparente. Pour cela, nous supposerons que les

boules soient assez pesantes pour que l’appareil ait une
sibililé pour ainsi dire infinie, de telle sorte qu’il se déforme
dès que la vitesse angulaire vient à varier. Cela revient à né-
gliger la résistanceF développée par l’inertie et les frottements
des organes en communication avec le régulateur. Nous sup-
poserons en meme temps que l’arbre principal porte un vo-
lant , de telle sorte que le mouvement de rotation soit uniforme
et non périodiquement uniforme. S’il en était autrement, l’ex-
trême sensibilité du régulateur lui ferait faire des oscillations
continuelles à chaque tour de l’arbre principal, par suite des
variations de la vitesse angulaire ; ces oscillations seraient
plutôt nuisibles qu’utiles à la marche de la machine, l’objet
du régulateur étant de rendre constante une certaine vitesse

Le radical doit être pris positivement dans ces formules.02. L’équation finale, débarrassée du facteur auxiliaire 2a,lie entre elles les quantités variables F, o) et a. Elle montrenotamment quelle variation la vitesse angulaire u doit subir,pour que le régulateur se déplace malgré la résistance F exer-cée sur le manchon : plus cette variation sera petite, plus l’ap-pareil sera sensible, et il est facile de voir à ce sujet l’influencede la masse des boules.

sen-

Pour simplifier, ne tenons compte que des poids des boulesen négligeant ceux des tiges articulées; la force Q
à P, la force Z à -

se réduira
et la force II à F ; l’équation- o)*Zsina ,g

d’équilibre, divisée par sina, sera
2 Q o)~l cos« — P j Z — F X ( kl -f- À-/- COSa = 0.s/ l' - ~ k*l*siii’a

/*
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moyenne, et non d’agir sur les variations de la vitesse dans
l’étendue d’une période.

Supposons donc que le régulateur ait pendant la marche
normale une vitesse angulaire w ; il se placera de manière à
former avec la verticale un angle d’écart a donné par la for-
mule

110

vers la droite par exemple ; ce mouve-
une roue dentée comman-chon d’embrayage

ment a pour
dant la vanne régulatrice ; le système régulateur n’entre

en action que si l’augmentation de la vitesse angulaire est

assez grande pour que le manchon d’embrayage arrive au

bout de sa course. Alors commence la fermeture partielle

delà vanne; à mesure qu’elle se ferme, le travail moteur

décroît et la vitesse diminue. Les boules du régulateur se

resserrant, l’embrayage ne tarde pas à être interrompu, de

sorte que la vanne régulatrice reste dans la position qu’elle

occupe, bien que le régulateur soit revenu à la position
qui correspond à la vitesse normale. Si la vitesse diminue
plus tard par suite d’une augmentation du travail résistant,
le manchon d’embrayage, déplacé à fond vers la gauche,
vient agir sur une autre roue qui relève la vanne, de ma-
nière à augmenter le travail moteur : augmentation qui per-
sistera, l’embrayage cessant, quand le régulateur reviendra
vers sa position primitive.

effet d’embrayer

ff
COS a =: —orl

Le travail résistant venant tout à coup à diminuer, la vitesse
de la machine augmente, et la vitesse angulaire du régulateur
augmente dans le meme rapport. Soit to' sa nouvelle valeur. A
celle valeur a/ correspondra un nouvel angle a', plus grand
que a, et donné par l’équation

cosa' =-7
0/-’/

La déformation subie par le régulateur produit un déplace-
ment du manchon, et une fermeture partielle de la vanne qui
alimente la machine. Le travail moteur diminue aussitôt et
prend la valeur qui assure à la machine sa vitesse normale,
eu égard à la diminution du travail résistant. Il résulte de là
que la vitesse de rotation des boules reprend sa valeur w. Mais
aussitô t le régulateur se ferme pour revenir à l’angle a de
l’écart primitif. Le manchon rétrograde donc jusqu’à sa pre-
mière position, la vanne se rouvre, et le travail moteur reprend
son excès de valeur. Par suite la vitesse de la machine aug-
mente, ce qui entraîne pour le régulateur le retour de la
vitesse angulaire <*>'. On reconnaît ainsi que, au lieu d’assurer
le maintien de la vitesse normale w, le régulateur de Watt
subira une série d’oscillations limitées aux angles a et a', et
la vitesse de la machine une série de variations entre les
limites w et a/.

RÉGULATEUR PARABOLIQUE.

04. On a cherché à utiliser le régulateur à force cen-
trifuge , en en faisant un appareil à
équilibre indifférent. Supposons que la
boulé M soit assujettie à décrire dans le
plan du système une courbe AB. Elle sera
en équilibre au point M si la résultante
MN de la force centrifuge, MK =Mü)2 /\
et de la pesanteur, ML = mg, est nor-
male à la courbe. Prolongeons la droite
MN jusqu a la rencontre de l’axe AC. Les
triangles semblables CPM, MLN donnent la proportion

CP _ 5m .

PM LN

cl

mo)' r

Fig. 51.
On peut corriger cet inconvénient au moyen d’un em-

brayage alternatif, dont le manchon est mis en mouvement
par le levier du régulateur. Quand la vitesse augmente, le
levier, déplacé par l’écartement des boules, pousse le man-

é
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113DE M. FARCOT.ou bien

CP mg ,
r wî w-r

RÉGULATEUR A BRAS CROISÉS DE M. FARCOT.
d’où Ton déduit CP —

O)2

La longueur CP, sous-normale de la courbe cherchée AP, est

égale à quantité constante si la vitesse angulaire 10 est
0)”

donnée.
La boule M est donc en équilibre en tous points de la

courbe AMD, pour une vitesse w déterminée, si la courbe AMR
a une sous-normale constante et égale à : la courbe cher-or
chôe est une parabole dont AC est l’axe.

Si l ’on fait en sorte que le centre de la boule suive celte
courbe, la boule pourra rester en équilibre en toutes scs posi-
tions, la vitesse to conservant sa valeur normale. Un petit
excès de vitesse angulaire l’écartera davantage, mais cet écart
entraînant la fermeture partielle de la vanne régulatrice, le
travail moteur diminuera au meme instant , et la vitesse
angulaire sera ramenée par là à sa valeur w , sans que le
régulateur retourne à sa position primitive , puisqu’il se
trouve aussi bien en équilibre, sous cette vitesse w , dans sa
seconde position que dans la première. La vanne régulatrice
conserve donc le degré de fermeture qui assure la réduction
convenable du travail moteur. Mais cet effet suppose que la
boule arrive sans vitesse sensible à sa nouvelle position
d’équilibre, ce qui n’a presque jamais lieu ; en réalité elle la
dépasse en vertu de la vitesse acquise, et les régulateurs à
équilibre indifférent sont soumis, comme celui de Watt, à
une série d’oscillations qui influent sur le régime de la ma-
chine.

65. Il est assez difficile en pratique de disposer le régula-
teur de telle sorte que la boule suive exactement la parabole
AMB. Les normales successives, MC, enveloppent la dévelop-

'
Vie Q'RQ de la courbe, ou le lieu de scs centres de courbure.

Le centre de courbure au point M est le point de contact , 1 ,
de la normale avec l’arc de courbe RQ. Si , au lieu d attacher
au point C la tige qui soutient la boule, on l’attache en ce
point I , le centre de la boule sera assujetti à décrire un cercle
osculateur à la parabole, et qui en différera très peu dans
l’étendue d’un certain arc à droite et à gauche du point M. On
peut , sans erreur bien grande,
remplacer la parabole par cet
arc de cercle dans toute la ré-
gion que les boules peuvent être
appelées à parcourir. Tel est le
principe du régulateur à bras
croisés de* M. . Farcot . Les deux
tiges IM, I'M' qui soutiennent les
boules, sont fixées en deux points
symétriques I et I', voisins de la
développée de la parabole. La
transmission de ces tiges au
manchon se fait par d’autres
tiges ED, E'D. Les premières se croisent au point C sur l’axe
de rotation. Des contre-poids permettent de corriger la petite
erreur résultant de la substitution d’un arc de cercle à l’arc
de parabole.

M. Maicel Deprez a indiqué une méthode pour déterminer
1 angle MCP qui correspond au meilleur emploi de l’appa-
reil .

. ^ ^— , a e* IM=L. La solution serait rigoureuse
si la sous-normale CP

I ». — ilCe. COI.LIGSON.
était constante ; le meilleur angle

é
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a=MCP est donc celui pour lequel CP varie le moins possible,
c’est-à-dire celui qui rend la longueur CP maximum ou
mum. Or

DE FOUCAULT.

01= AI = IB, le triangle AOB est rectangle en 0 dans toutes
les positions de la figure, et OB est une droite perpendicu-
laire' à OA.

Le ressort qui re-
tient la boule B est
attaché en un point
C i rés voisin de la
droite OB', de telle j
sorte qu'il agisse sen-
siblement dans la di-
rection BO, sans gêner le mouvement de la boule opposée B\

Soient x la distance OB, sensiblement égale à DB, et a la
distance CD, longueur naturelle du ressort. Lorsque la boule
B esl arrivée à la position qu’elle a sur la figure, le ressort a
passé de la longueur a à la longueur a-hx ; il s’est donc
allongé de la quantité x, ce qui suppose en lui une tension T
donnée par l’équation

1 ) 4 115

mun-

ie =ism « sina’

CM = L sina * B’

0'-
t)et

a
CP — CM COSoc = Lcos a — — •

Prenons la dérivée de celte fonction par rapport à a et éga-
lons à zéro : il vient pour la condition du maximum

-—} Lsin « = 0,
Slli2a

Fig. 53.

OU

v?sin a =
ExT = -— i

RÉGULATEUR DE FOUCAULT.
en appelant E la tension correspondante à x=a, c’est-à-dire
à l’allongement qui double la longueur naturelle du ressort.
Le coefficient E, qui dépend de la fabrication du ressort, doit
être déterminé par expérience.

La boule B est dans son équilibre relatif soumise à deux
forces horizontales : l’une, mr fx , qui tend à l’écarter de l’axe,

l’autre -

00. Le régulateur de Foucault est, comme le régulateur
parabolique, un appareil à équilibre indifférent. Seulement
au lieu de faire intervenir la pesanteur et la force centrifuge,
se composant ensemble pour donner une résultante normale
à une certaine courbe, Foucault assujettit les boules de son
régulateur à rester dans le plan horizontal, et il équilibre la
force centrifuge par la tension d’un ressort élastique. Voici la
disposition de l’appareil, réduit à ses parties essentielles.

Le manchon A glisse le long de l’axe vertical OA, autour
duquel l’appareil tourne avec la vitesse w. Il porte deux liges
articulées égales, AB, AB', au bout desquelles sont placées les
boules B, B'. Pour leur faire décrire les droites OB, OB' , il
suffit de joindre par des tiges 01, 01', le point fixe 0 aux mi-
lieux I et I' des tiges AB, AB', et de donner à ces nouvelles ti-
ges des longueurs égales à la moitié des premières. Car si

- x qui tend à l’en rapprocher. L’équilibre exige
qu’on ait l’égalité

Ex = Hl'ji-X ,
LL

ou x disparaî t comme facteur commua. La condition uniquede 1équilibre est donc E=m^a : si elle est remplie pourune certaine vitesse w, la boule B sera en équilibre dans toutespositions le long de la droite OB, tant que la vitesse de
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rotation conservera la meme valeur. Le manchon A se dépla-
çant en conséquence et entraînant des mouvements corres-
pondants de la vanne régulatrice, on aura dans cet appareil

très simple un moyen de ramener la vitesse de l’arbre tour-
nant à sa valeur normale. O11 a soin de détruire par des con-

poids le travail de la pesanteur sur le manchon et les tiges,

de manière à ne laisser agir que la force centrifuge et la

no

L I V R E V I

tre- N ÉC A V I^ U E D E S F L U I D E S

tension du ressort.
La solution suppose, il est vrai, que les tensions d’ un

allongements ; mais cette loi ,
res-

sort sont proportionnelles
qui est vraie des petits allongements pour tous les prismes

élastiques, est aussi très voisine de la réalité pour les ressorts
hélicoïdaux, tant que les allongements ne dépassent pas une

aux

INTRODUCTION

certaine limite.
Les régulateurs asiatiques, tels que ceux de Farcot et de

Foucault, donnent prise à l’objection que nous avons faite

aux régulateurs paraboliques. En somme, le régulateur Watt,
malgré ses imperfections, reste encore l’appareil le plus

convenable pour la plupart des machines soumises à des

variations du travail moteur et du travail résistant.

67. Les principes delà mécanique s’appliquent à tous les
systèmes malériels, de quelque nature qu’ils soient ; il suffit,
pour les étendre aux liquides et aux gaz, de poser quelques
nouvelles définitions.

Les liquides et les yaz sont compris sous la dénomination
commune de fluides. La diff érence entre un corps solide et un
corps fljiide est que, dans
tériel

corps solide, chaque point
par rapport à tous les

autres, de sorte que la déformation du corps exige des efforts
plus ou moins considérables ; tandis que, dans un fluide,chaque point matériel est comme libre au milieu des autrespoints, et que le système n’a par lui-même aucune forme dé-finie. Un liquide pesant, versé dans un vase, prend exacte-ment la forme de ce vase, excepté sur la surface libre, quidans l’état de repos est un plan horizontal. Un gaz renfermédans une enceinte tend à en occuper tout le volume, et sedilate jusqu’à ce qu’il en ait atteint de tous cotés la surface-limite. Ces trois états, l’état solide, l’état liquide, l’état ga- .zeux, apparliennent à presque tous les corps, et dépendentprincipalement de la température. Ainsi l’eau est un liquide àla température moyenne de nos climats; elle se gèle et passeà l’état solide vers 0°; elle se change en vapeur, c’est-à-dire

u n ma-
a une place à peu près fixe
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de la masse gazeuse change, la loi de Mariotte doit être com-
plétée par celle de Gay-Liissac , et l’ensemble des deux lois

s’exprime par la formule suivante :

;;V = R ( l r4- «r),
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quand on élève suffisamment la température sans
gazeuxen gaz,

changer la pression extérieure. Presque tous les corps g.,

peuvent être ramenés à l’état liquide, mais il en est qui

peuvent être liquéfies qu’à une température extrêmement

basse. On les appelle gaz permanents, non pas pour indi-

quer que la réduction à l’état liquide soit impossible, mais

pour les distinguer des vapeurs, qui sont en général à une

température voisine du point où s’opère le changement

d’état.
68. La distinction entre les liquides elles gaz s’établit en

considérant les changements de volume.
Un liquide enfermé dans une enceinte qu’il remplit entière-

ment ne peut être amené qu’au prix des plus grands efforts à

occuper un volume moindre ; en d’autres termes, les liquides

sont très peu compressibles. On peut ajouter qu’ils sont très

peu dilatables. Longtemps on a cru qu’ils ôtaient incompres-
sibles d’une manière absolue ; c’était une erreur que la phy-

sique moderne a redressée. Les liquides, pouvant transmettre

les vibrations sonores, se comportent à cet égard comme

des corps élastiques, et sont par conséquent susceptibles de

subir de petites compressions et de petites dilatations. L’expé-
rience directe a d’ailleurs fait connaî tre les coefficients de com-
pressibilité des divers liquides ; ce sont, il est vrai, des nom-

bres extrêmement petits.
Un gaz permanent, au contraire, est pour ainsi dire indé-

finiment compressible, indéfiniment dilatable. Si

pression égale à l’unité une masse gazeuse occupe un volume

représenté aussi par l’unité, la même masse occupera des vo-
lumes égaux à 2, 5, .. . n, lorsque la pression sera réduite à

. elle occupera des volumes t , • •
?i

z o

ne

( U

dans laquelle p représente la pression à laquelle est soumise
la masse gazeuse,

V le volume qu’elle occupe,
T la température,
a le coefficient de dilatation des gaz ,
R un nombre constant.et

69. Les mômes lois s’appliquent aux vapeurs, mais avec
certaines restrictions ; lorsqu’il s’agit de vapeurs, il ne faut
pas oublier que dans des conditions particulières de tempéra-
ture et de pression la masse gazeuse se change en liquide. Le
changement d’état a lieu lorsque la pression p est une fonc-
tion déterminée de la température T. Soit donc

(2) V = f ( r )

l’équation qui définit les conditions du changement d’état.
L’équation (1) ne sera pas applicable aux vapeurs pour toutes
valeurs des variables p et T, mais seulement pour celles qui
correspondent à l’état gazeux, c’est-à-dire celles qui satisfont
à l’inégalité p < /(T).

Pour traduire géométriquement cette condition,
dans un plan deux

traçons
axes rectangulaires OX, OY (fig. 34).

Nous prendrons OX pour l’axe des températures T, et OY
pour l’axe des pressions p. Convenons d’appliquer l’équa-
tion (1) à une masse de gaz dont le poids soit égal à
l’unité. Le poids spécifique n du gaz sera alors égal à l’inverse
de son volume V; car le produit ïlV est égal au poids total du
gaz, qui reste constant dans toute la série des expériences.On
peut donc remplacer pY par ^

sous une

1
1 1 . - , lorsque

îi

. n C’est dans cet énoncé2’ 3’ # #

la pression sera portée à 2, 3, . .
très simple que consiste la loi de Mariotte, loi qui n’est pas

restriction, et qui suppose notamment celte condi-
, et écrire

vraie sans
tion nécessaire, que la masse gazeuse soumise à l'expérience

conserve toujours la même température.Quand la température
(5) § — R (1 + ocr).

I 4
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pour eux vers la gauche la partie utile de l’épure, sont
peu éloignées du point A ; ce point correspond à une tempé-
rature de — 275° centigrades, tandis qu'on ne peut guère
dans les expériences abaisser la température au-dessous d’une
cinquantaine de degrés négatifs. Il n’y a donc aucun incon-
vénient pratique à traiter ces gaz comme s’ils étaient per-
manents d’une manière absolue.

70. Toutes ces lois générales ne constituent qu’une première
approximation, et dès qu’on introduit plus d’exactitude dans
les observations, on voit para î tre des termes correctifs. La
mécanique rationnelle peut se dispenser d’entrer dans ces dé-
tails, moyennant qu’elle se borne à étudier l’équilibre et le
mouvement des fluides parfaits, par opposition aux fluides
naturels: Un liquide parfait est un liquide hypothétique, dé-
pouillé de toute espèce de viscosité, et devenu rigoureusement
incompressible. Par viscosité, on entend la propriété qu’ont
les parties des fluides de développer des frottements quand
elles glissent les unes contre les autres. La viscosité, ainsi
définie, existe dans tous les fluides naturels, dans les gaz
comme dans les liquides. On appelle gaz parfait un gaz
permanent dénué de viscosité, et suivant indéfiniment les
lois de Mariotte et de Gay-Lussac. Dans le même ordre d’idées,

pourrait définir solide parfait les solides invariables que
1 on considère en statique et en dynamique.

121120

Cela posé, si l’on donne à II une valeur arbitraire, 1 équa-
l’axe OX aulion (5) représente une droite AM, qui coupe

point A pour lequel 1 -4- a~ =0, et l’axe OY au point B pour
lequel p = nR. Faisant varier TI, on aura autant de droites
quel’on voudra, AM , AM', AM",... passant toutes par le point A,

et dont les ordonnées à l’origine, OB, OB', OB",... sont pro-
portionnelles aux valeurs successives de n.

Traçons sur cette épure la courbe représentée par l’équa-
tion du changement d'état

obtiendrons une certaine courbe PQ, qui définit Pétai denous
saturation de la vapeur, c’est-à-dire le passage de l’état liquide
à l’état gazeux. Pour tout point C, prisa gauche ou au-dessus
de la courbe, on a p> f ( T), et le fluide est à l'état liquide. Pour
tout point D, pris à droite et au-dessous, p </'(x) et le fluide

est à l’état gazeux ; c’est Scii-ez O '

/RI" lement alors que la vapeur
obéit à la loi exprimée par la
formule ( o ) ; celte formule— -— ï\i n’est donc applicable qu’aux
valeurs simultanées de p et

x de T qui satisfont à la condi -
tion p<.f ( ~ ) \ en d’autres
termes, l’épure n’est appli-

cable que dans la région située à droite de la courbe PQ.
Si, par exemple, on fait varier la pression et la tempéra -
ture de manière à conserver constant le poids spécifique d’une
vapeur dont l’état de température et de pression est repré-
senté par le point D, les valeurs simultanées des deux va-
riables seront représentées par la droite EDF, qui se termine
vers la gauche au point E, sur la courbe du changement d’é-
tat. Le prolongement AE de cette droite n’est qu’une ligne
parasite de l’épure.

Les gaz dits permanents sont sans doute des vapeurs loin
de leur état de saturation. Les courbes PQ qui limitent

B"

Ci

7^ on

Fig. 34.
DÉFINITION DE LA PRESSION A L INTÉRIEUR D üN FLUIDE.

71. Nous avons déjà eu égard, dans les paragraphes précé-dents, aux pressions extérieures subies par une masse gazeuse.On s’en fait une idée exacte en imaginant la masse renferméedans un vase, dont une paroi seule reste mobile; celle paroimobile serait chassée en dehors par l’action du fluide, et ilfaudra pour l’équilibrer lui appliquer une certaine force, quimesurera la pression subie par la masse gazeuse.On concevraitde même la pression extérieure exercée sur un liquide. Unesurface infiniment petite étant tracée sur l’enveloppe d’une
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pression exercée par le liquide sur l’élément A. Composant de
môme les actions exercées sur les molécules du plan A par
la masse fluide du côté opposé, nous obtiendrons une résul-
tante P',qui sera égale et opposée à la résultante P : car, que le
fluide soit en repos ou en mouvement, il y aura toujours équi-
libre entre les forces P, P', et les forces directement appliquées

molécules du plan A, y compris les forces d’inertie; or
ces dernières classes de forces, étant de l’ordre de grandeur
des masses des molécules qui les subissent, sont négligeables
vis-à-vis des pressions P et P'.

73. La pression P se trouve ainsi définie pour un élément
de surface o, aussi petit qu’on voudra, ayant une orientation
particulière; elle est du même ordre de grandeur que la sur-

Pface a), et si l’on divise P par w, le quotient — est la pression
0)

moyenne du fluide par unité de surface dans l'étendue de l' aire
plane A. On appelle pression du fluide en un point donné M,

p
suivant un plan A, la limite ou vraie valeur p du rapport — )

quand on réduit graduellement la surface to,
de manière à y comprendre toujours le point M.
Ces définitions posées, la première proposition ^à établir est la suivante : Dans un fluide par-
fait la pression p en un point donné M , sui-
vant un plan d'orientation donnée A , est normale à ce plan.

Cela résulte de l’absence de viscosité. La pression totale pdu
est la résultante des actions des parties voisines du fluide
les molécules situées dans l’élément rfw ; si elle était obliqueau plan de l’élément, elle aurait dans ce plan une composante
tangentielle qui constituerait un frottement, ou un effet de laviscosité, conclusion contraire à l’hypothèse. On peut aussis expliquer la direction normale de la pression en admettantque les molécules des fluides se disposent toujoursde leur mobilité même, de manière à créer une sorte de sy-méliie par rapport à une direction quelconque. S’il en estainsi, les actions obliques au plan A
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masse fluide quelconque, la pression exercée par cet élément
de surface sur le fluide contigu est égale et contraire à la
pression exercée par le fluide sur cet élément ; c’est la force
qu’il faudrait appliquer a l’élément supposé mobile pour
équilibrer l’action que le fluide exerce sur lui.

Pour étendre cette définition à la pression sur tout élément
de surface pris à l’intérieur d’une masse fluide, il suffit de
concevoir une surface qui contienne cet élément et qui par-
tage la masse en deux parties, égales ou inégales. On imagi-
nera ensuite que l’une de ces deux parties se solidifie sans
rien changer à la disposition des parties matérielles dont elle
est formée. L’élément de surface intérieure devient alors un
élément de paroi, et supporte de la part du fluide qui le touche

certaine pression, laquelle n’a pas changé par suite de la
solidification fictivement opérée dans la région voisine. La
pression s’exerce donc sur les deux faces de l’élément , lors-
qu’elles sont toutes les deux en contact avec le fluide. Celte
définition fait dépendre la pression à la fois de l’étendue de
l’élément pressé et de l’orientation de cet élément.

72. La théorie moléculaire éclaircit les notions précédentes.
Un fluide est, comme un corps solide, formé de molécules

extrêmement petites, séparées les unes des autres par des
r intervalles comparables à leurs propres dimen-

sions , et subissant chacune , de la part des
autres molécules, des actions attractives ou
répulsives dont l’intensité varie avec les dis-
tances mutuelles. Considérons au sein d’un
fluide un élément très petit de surface plane A ;

chaque molécule de fluide comprise dans cet élément subit cer-
taines actions de la part des molécules voisines situées d’ un
côté de la surface,et certaines actions de la part des molécules
situées du coté opposé. Considérons en particulier les actions
provenant des molécules situées d’un certain côté de la sur-
face. Leurs résultantes, prises séparément pour chacune des
molécules de la surface A, seront toutes sensiblement oaral-
lèles, et se composeront en une force unique P, qui sera la
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, exercées sur une molé-
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cule contenue dans ce plan , sc composent deux à deux pour
donner des résultantes normales.

L’expérience démontre que dans les fluides, contrairement
à ce qu’on observe pour les solides, le frottement est nul à
l'état de repos relatif, et dépend des vitesses avec lesquelles
les molécules glissent les unes sur les autres. Il en résulte
qu’un fluide naturel à l’état de repos est sensiblement dans les
mêmes conditions qu’un fluide parfait. Le seul point par lequel
il en diffère, c’est que les fluides naturels ont des propriétés
capillaires, dont on fait ordinairemant abstraction quand on
traite l’équilibre des fluides parfaits. Mais ces propriétés ne
font pas exception aux lois de l’hydrostatique, et il suffit, pour
en tenir compte, d’introduire dans les calculs les forces capil-
laires au même litre que les autres forces extérieures.

74. Venons enfin au théorème fondamental de la méca-
nique des fluides.

Dans un fluide parfait en équilibre, la pression par unité de
surface en un point donné O est la môme dans toutes les direc-
tions autour de ce point .

Pour démontrer ce théorème, on s’appuie sur ce que les
pressions subies par les faces d’un po-
lyèdre plongé dans le fluide sont du
même ordre do grandeur que ces laces,
tandis que la force extérieure qui le sol-

x licite est du même ordre de grandeur
que sa masse ou que son volume.

Au point O , menons dans le fluide
trois axes rectangulaires QX, OY, OZ, et

prenons sur ces trois axes des longueurs OA=a, ()]> =/>,
OC= c, infiniment petites.

Nous pouvons regarder le t étraèdre matériel compris sous
les faces OAB, OBC, OCA, ABC, comme en équilibre sous l’ac-
tion d’une force extérieure, telle que la pesanteur, qui lui
serait appliquée, et des pressions développées sur scs quatre
faces, pressions normales, en vertu du lemme précédemment
établi.
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Soient p, p\ pm les pressions moyennes par imité de
surface sur chacune des faces ABC, OBC, OCA, OAB;

a' ^ Y les angles que fait la normale au plan ABC avec les
trois axes OX, O Y, OZ ;

X, v, les angles que fait avec les mêmes axes la force
extérieure qui sollicite le tétraèdre. Nous exprimerons cette
force par le produit <? X p X volume (OABC), p désignant la
densité ou masse spécifique du fluide, et 9 la force rapportée
à Vanité de masse, ou, en d’autres termes, l’accélération que
celle force imprimerait à la masse du tétraèdre s’il était libre
dans l’espace. De meme, les pressions totales subies par les
forces seront représentées respectivement par les produits

p X surf. ABC, p* X surf. ORG ,. p" X surf. OCA , p'" x surf. OAB ;

la première fait les angles a, (3,, y avec les trois axes ; les au-
tres sont respectivement parallèles à OX, OY el OZ. Projetons
ces cinq forces sur les axes et écrivons les équations d’équi-
libre ; nous aurons :

p x surf. ABC X cosa = p' x surf. OBC -f- y/2 vol. (OABC) cos >,
p X surf. ABC X cosjS = p" X surf. OCA -f- 9/5vol . (OABC) COS //,
V x surf. ABC X cosy = p"•X surf. OAB + 9/3vol. (OABC) cosv.

Or le plan ABC fait avec les plans coordonnés les mêmes
angles a, (3, y, que la .normale à ce plan fait avec les axes. On
a donc

surf . ABC X cos a = surf. OBC,
surf. ABC x cos ,3 = surf. OCA,
surf. ABC X cosy = surf. OAB.Fig. 57.

Divisant la première équation par surf. OBC, la seconde parsurf. OCA, la troisième par surf. OAB, il viendra
vol. OABC 1
surf. OBC “ V' + 5 W> c°sA X a}

vol . OABC
surf. OCA

P — V' + 99 cos X X

1— p" + ~ 9/5 COS a X b.
1= v"’ + g 9/5 cos V X c .

P = p" -f- 9/scos p X

vol . OABCp _
p"t -I- çpcoSv X surf. OAB

ê
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Ces équations sont vraies, quelque petites que soient les di-

mensions A, b, c ; elles sont donc encore vraies à la limite
quand on réduit fl, b, c, à zéro ; elles donnent alors

j ) = j )'= p" = p"' ;

donc la pression par unité de surface du fluide au point O est
la môme sur tous les plans conduits par ce point. Car on peut

disposer des rapports de telle sorte que le plan ABC ait

une direction quelconque.
75. La pression par unité de surface est ainsi la meme en

tous sens autour d’un point pris au sein d’un fluide parfait en
équilibre, et ne dépend pas de l’orientation de l’élément plan
sur lequel on la considère. 11 en est de même pour un fluide
naturel en repos, car les pressions y sont encore normales,
ce qui suffit pour la démonstration du théorème. 11 en est
aussi de môme pour un fluide parfait en mouvement, : en
vertu du théorème de d’Âlembert , le tétraèdre infiniment petit
se trouve en équilibre à chaque instant sous l’action des pres-
sions, de la force extérieure qui lui est réellement appliquée,
et de la force d’inertie ; or la force d’inertie, — mj, du
môme ordre de grandeur que la masse, disparaî t comme
toute autre force extérieure quand on réduit indéfiniment les
arêtes du tétraèdre.

Ce n’est qu'aux fluides naturels en mouvement que le théo-
rème sur l’égalité de pression en tous sens ne s’applique pas
en toute rigueur. On l’admet néanmoins comme approxi-
mation , sauf à corriger s’il y a lieu les résultats que l’on peut
en déduire. Le problème du mouvement des fluides est déjà
très difficile quand on les suppose parfaits ; il acquiert , quand
on veut tenir compte de la viscosité, un nouveau degré de
complication.
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t CHAPITRE PREMIER.

H Y D R O S T A T I Q U E.

76. U hydrostatique, ou statique des fluides, a pour but derésoudre la question suivante : Dans une masse fluide en équi-libre sous Vaction de forces extérieures données , quelle est larépartition des pressions ? Deux méthodes conduisent à lasolution : l’une, fondée sur le théorème du travail virtuel;l’autre, plus analytique et plus directe, fondée sur l’applica-tion des équations générales de l’équilibre. Nous exposeronsd’abord la première.
1° Soit AB tuyau de section constante, mais infinimentpetite, contenant une masse en équilibre, liquide ou gazeuse,qui n’est soumise à aucune force autreque les pressions de son enveloppe. Letuyau est fermé en A et en B par deux

pistons mobiles, auxquels on appliquedeux forces normales P et P'; l’équi-libre exige que la force P soit égale à lapression totale exercée par le fluide sur B1®
la surface du piston A, et que la force 'rP' soit de même égale à latotale du fluide
que P= P'.

En elfet, le système matériel formé par le fluide comprisentre les plans A et B étant supposé en équilibre, la sommedes travaux virtuels de toutes les forces

un

pression
sur la surface du piston B. Cela

Fig. 58.

posé, je dis

appliquées à ses dif-
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fércnts points est nulle pour tout déplacement infiniment petit

qui lui serait imprimé. Les forces sont ici les forces inté-
rieures du fluide et les pressions des parois qui l’entourent.
Pour éliminer les travaux des forces intérieures, choisissons
un déplacement virtuel qui n’altère pas les positions relatives
des molécules. Il suffit pour cela d’imaginer que toutes les

molécules glissent d’une même quantilé infiniment petite, e,

le long du tuyau ; le piston A avancera de cette quantité
AA'=s; le piston B, de la même quantité BB'=AA'. Ce dé-
placement particulier annule non-seulement les travaux des

forces intérieures, mois aussi les travaux des pressions de

toute la paroi courbe du tuyau , car ces pressions, normales
h sa surface, sont perpendiculaires aux chemins décrits par
leurs points d’application. Les seules forces qui produisent
du travail sont donc les forces P et P' ; la première a un

travail égal à Pxe ; la seconde, un travail égal à -P'xs,

et l’équation du travail virtuel donne

128 égale à la pression en A ou en B, po nls pris arbitrairement
dans la masse.

Ce théorème est connu en hydrostatique sous le nom
principe de la transmission des pressions.

5° Proposons-nous de résoudre le problème de la répaiti
lion des pressions à l’intérieur d’un
liquide pesant , dont le poids spéci-
fique n est donné.

Nous imaginerons un tuyau de
tion o) constante, il Animent petite ,
joignant dans l’intérieur du liquide >-un point A à un autre point B, et nous
exprimerons que le liquide contenu
dans ce tuyau entre les sections A et B est en équilibre sousl’action de la pression P, de la pression P', qui s’exercent surles pistons mobiles A et B, et de la pe-
santeur appliquée à toutes les molé-
cules liquides comprises entre ces deux
pistons.

Imprimons pour cela un déplace-ment commun e, le long du tuyau, aux
deux pistons et à tout le liquide qui
les sépare. Les réactions de la partie T*convexe du tuyau ne produisent

de

A

scc- . >1

Fig. Zd.

rxs — P'Xs = o,

c’est-à-dire
i> = P'.

Les pressions totales du fluide sont donc égales dans la sec-
tion A et dans la section B, et par suite les pressions par unité

de surface sont aussi égales aux deux bouts du tuyau. On dé-
montrerait d’une manière identique que la pression par unité

de surface est la même en une section quelconque C, de sorte

quelle est constante dans toute rétendue du tuyau.
2° Dans une masse fluide en équilibre qui n' est soumise à

aucune autre force que les pressions de son enveloppe ) la pres-
sion par unité de surface est la même en tous points. .

En elfet, nous pouvons imaginer au sein de la masse fluide

un tuyau de section constante AB, comprenant dans une
de ses sections C un point M quelconque. En vertu du lemine

précédent, les pressions se trouvent les mêmes en tous les

points intérieurs à ce tuyau, et par suite la pression en M est

aucun
travail. Nous retrouvons d’abord les *termes Ps — P's pour somme des Ira- M
vaux des forces P et P'. Mais il faut yjoindre le travail de la pesanteur.

En général, le travail delà pesanteur s’évalue en multi-pliant le poids total du système pesant par la quantité, posi-tive ou négative, dont s’est abaissé verticalement le centre degravité. Au lieu de suivre cetie règle, observons qu’on nechange rien à la position du centre de gravité du systèmedans la position A'B', en supposant que le liquide placé à l’ori-gine entre les sections A et A' vienne occuper dans la secondeposition l’intervalle des sections B et B', le liquide compris
IV. — S1 ÉC. COLI.lü NONi

Fig. 40.
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entre les sections A' et B restant fixe dans cet échange. Il eu

lieu de multiplier le poids entier du liquide AB

par la perle de hauteur de son centre de gravité général, il

suffit de multiplier le poids commun des masses AA' et BP/

la différence des hauteurs de leurs centres de gravité rcs-
lIo) £, et les centres de gravité des

différents des centres des
les hauteurs de ces derniers

horizontal MN; le travail
est donc égal à

le poids spécifique du gaz est sensiblement constant dans
toute rétendue de la région AB. Le gaz se comportant dans
celte étendue comme un liquide, on peut lui appliquer l’équa-
tion

résulte qu’au

P'=v+ IM»par qui devient icii

pectifs. Ce poids est égal à
deux masses sont infiniment peu
sections A et B ; soient z et zf

dessus d’un môme plan
déplacement virtuel e

p -j- dp= p 4* IL/:-,
en appelant p la pression en A, p -F- dp la pression en B et dz
la différence de hauteur des points A et B. On en déduitpoints au-

dc la pesanteur dû
H- TIOJS X { z — z J.

équation d’équilibre est par suite

I »* — lw« + II»ï (3 — s') =0;

au dp= II d z.
Or le poids spécifique H est une fonction de la pression p ;

donc p est une fonction de z, et la proposition est démontrée
pour les gaz pesants comme pour les liquides.

Nous arrivons par là à reconnaî tre au sein des fluides pesants
en équilibre des surfaces d'égale pression ou surfaces isopié-
signes, qui ne sont autre chose que des plans horizontaux. La
pression a une môme valeur pour chacun d’eux ; elle varie de
l’un à l’autre. Ce sont ces surfaces qu’on appelle surfaces de
niveau en hydrostatique. Nous n’avons qu’à généraliser ce ré-
sultat pour résoudre dans toute son étendue le problème de
l’équilibre des fluides. La considération des surfaces de ni-
veau simplifie la question, car au premier abord la pression
d’un fluide, variant d’un point à l’autre de sa masse, ne paraî t
exprimable que par une fonction des trois coordonnées de
chaque point. Les surfaces de niveau permettent de réduire ces
trois coordonnées à une, à savoir, le paramètre qui définit la
surface de niveau particulière passant par le point donné.

V

, et divisant par to, il vient

= ~ + n (- — z ),
ivimant le laclcui ~supi

p'

bienou p/ = p -+- î i '̂ j

unité de surface en A et
en appelant p et p' les pressions par
en B, et h la différence de niveau des points A et B.

Dans un liquide pesant en équilibre , tous les points d' une
horizontale sont également pressés : car la diffé-

rence de pression entre deux points ne dépend que de la dif-

férence d’altitude de ces deux points. La pression se trouve

donc la même pour deux points situés au môme niveau.
4° Cette dernière proposition s’applique aussi aux gaz pe-

sants en équilibre ; mais elle ne peut se démontrer de même,
car le poids spécifique II d’un gaz n’est pas
constant comme celui d’un liquide, et il

- varie avec la pression.Pour établir le tliéo-
donc forcé de raisonner sur

même surface

i p
DES SURFACES DE NIVEAU DANS LE CAS GÉN ÉRAL.

P -T-dp

Fig. 41. reine, on sera
des différences de niveau infiniment pe-

tites. La pression à l’intérieur d’un gaz en équilibre variant

d’une manière continue, deux points infiniment rapprochés, A

et B, ont des pressions infiniment peu différentes,et par suite

77. Nous supposerons ici qu’un fluide soit en équilibre
sous l’action de forces quelconques, appliquées à chacun des
points matériels qui le composent, et données pour chacun en
direction et en grandeur. La pression varie d’une manière
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continue au sein de celle masse fluide ; les surfaces de niveau
sont les lieux géométriques des points où elle a une même
valeur. Cela pose, nous commencerons par démontrer ce
théorème : en chaque point d' une surface de niveau, la force
extérieure appliquée en ce point est normale à la surface.

Soit en effet SS' une surface de niveau, tout le long de
laquelle la pression par uni lé de surface csl égale 5 p . Prenons
sur celle surface un point A, et soit AF la direction de la force

qui sollicile ce point. Les points voi-
- sins du point A seront sollicit és par des

forces sensiblement parallèles à la di-
rection AF. Considérons un prisme
droit AB, de longueur infiniment pe-

tite ds el de section w, dont l’axe soit situé dans la surface SS'.
Ce prisme est en équilibre sous Faction des pressions déve-
loppées sur ses faces par le fluide ambiant, et des forces appli-
quées à ses molécules parallèlement à la direction AF. Proje-
tons toutes ces forces sur l’axe du prisme ; les pressions
exercées sur la surface convexe sont normales à l’axe et ne
donnent rien en projection. Les pressions sur les deux bases ca
sont égales et contraires, leur somme algébrique se détruit ;
il reste donc la projection de la résultante des forces exté-
rieures, qui est nécessairement nulle aussi ; et comme la force
elle-même n’est pas supposée nulle, la direction de la force
est normale à Taxe du prisme. Mais la direction de l’axe est
arbitraire sur la surface S. Donc la force extérieure appliquée
au point A est normale à la surface de niveau qui passe par
ce point.

Les surfaces de niveau coupent à angle droit les dircc-
fons des Forces appliquées à leurs divers points : nouvelle
définition qui rattache la théorie hydrostatique des surfaces
de niveau à la théorie dynamique exposée à propos des forces
vives (III, § 49).

78. Examinons ensuite comment varie la pression d’une
surface de niveau à une autre infiniment voisine.

Soit SS une surface de niveau sur laquelle la pression est p ;
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S'S' une surface de niveau infiniment voisine, le long de la-
quelle la pression est p + dp . En un point A de la première,

la normale AF; ce sera la direction de la force qui
sollicite le point A. Les directions des forces appliquées aux
molécules voisines de ce point sont paral-
lèles à la droite AF ; de plus, comme les
surfaces SS, S'S' sont infiniment voisines, s
la droite AF est sensiblement normale à S'S'
au point B.

Considérons un prisme droit infiniment
petit AB , dont la section soit w, et la lon-
gueur AB — ds \ exprimons qu’il est en équilibre sous l’action
des pressions qui s’exercent sur sa surface et de la résultante
des forces appliquées à scs diverses molécules. Projetons
toutes ces forces sur la direction AF; elles devront avoir une
somme algébrique égale à zéro.

Les pressions sur les faces latérales du prisme sont nor-
males à l’axe de projection, et disparaissent dans la somme.
11 reste les pressions sur la face A, sur la face B, et la résul-
tante des forces.

*

menons

F'

ng. 42.

' La pression totale en A est pu> ; la pression en B est ( p -hdp )u
et agit en sens contraire. Pour évaluer la force, remarquons
que le prisme a pour volume o> (/s, pour masse pwds, en ap-
pelant p la masse spécifique ou densit é du fluide au point A ;
la résultante des forces appliquées au prisme peut s’exprimer
par le produit pcodsx ?, où © représente la force rapportée à
1 unité de masse, ou l’accélération qu’imprimerait au prisme
matériel AB auquel elle est appliquée la force totale si elle le
sollicitait dans le vide.

Toutes ces forces agissant parallèlement à l’axe de projec-
tion, on a 1 équation

— [ p 4- dp ) « + f.ucls x (p =s 0.
Réduisant et supprimant le facteur
quation très simple

commun w, il vient l’é-
dp = pods ,
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dont les projeclions sur les axes sont cte, dy , ch, c’est -à-dire
à tout élément tracé sur la surface par le point (æ, y , %) . La
force o est donc normale à la surface de niveau.

qui résout la question en donnant la loi suivant laquelle la
pression varie d’une surface de niveau à une surface de niveau
voisine.

L’équation dp=TUk, obtenue clans le cas d’ un fluide pesant ,
est un cas particulier de cette équation différentielle, car les
surfaces de niveau étant alors des plans horizontaux, ch est la
distance de deux surfaces, et le poids spécifique 11 n’est autre
chose que le produit p? ou pg de la masse spécifique par l’ac-
célération g due à la pesanteur.

79 . Cette équation se transforme aisément , quand on y
introduit les coordonnées des différents points du fluide rap-
portées à trois axes rectangulaires. Appelons x , y , z les coor-
données d’un point M ; X , Y , Z , les composantes parallèles aux
axes de la force ?. appliquée à ce point et rapportée à l’unité
de masse ; soient x+ dx , ÿ -w/j/ , % -\- dz les coordonnées d’un

point M', infiniment voisin du point M.

De ce point abaissons une perpendicu-

laire M'N sur la direction de la force M?.
Le point N fera partie de la même sur-
face de niveau S' que le point M'; po-
sons *fe=MN , nous aurons dp= psdsy
équation qui nous fera connaî tre Y excès

de la pression en M' sur la pression en M. Mais cds est le tra-

vail de la force G quand son point d’application reçoit un dé-
placement MM'; appliquant la formule connue ( II , § 115) , on
aura

MÉTHODE DIRECTE.

80. Rapportons les positions des divers points de la masse
fluide à trois axes rectangulaires OX , OY, OZ ; soit A le point
dont les coordonnées sont #, 7/ , z ; appelons p la pression
par unit é de surface en ce point, et p la masse spécifique.

Considérons un parallélépipède rectangle ayant pour som-
met le point A, et dont les arêtes AB, AD, AF, parallèles
axes, soient respectivement égales à dx , dy , dz . Nous expri-
merons que la masse fluide comprise
sous ce volume est en équilibre sous
Faction de la force extérieure qui y est
directement appliquée , et des pres-
sions exercées par le fluide ambiant
sur ses différentes faces.

La force extérieure s’exprimera en
multipliant par l ’accélération don-
née 9 la masse du parallélépipède
fluide , qui est pdxdyclz ; projetant cette force sur les trois axes,
nous aurons pour composantes :

pXdxdyds, pXdxdydz et

La pression sur la face ADEF agit parallèlement à OX et dansle sens positif ; la pression sur la face opposée agit parallèle-
ment à la même direction , mais dans le sens négatif. D'ail-leurs si p est la pression par unité de surface sur la face AE,
P +% dx est la pression par unité de surface sur la face BII ;
les pressions totales sont donc
signes,

aux

4
Fig. Ao.

pïdxdydz.
tpds — Xdx Vdy 4- 7x1 z.

Donc enfin
dp = p ( Xdx 4" Xdy -J- / (h) y

équation générale de l’hydrostatique.
L’équation différentielle des surfaces de niveau est dp=0,

ou bien
respectivement, avec leursTLàx 4-Ydy 4- 7Jz= 0.

Sous cette forme, on peut vérifier que la direction de la force
c résultante des forces X, Y et Z, est normale à l ’élément et “ O’ +i*)**pdydz



Ite

ÉQUILIBRE

Faisant la somme algébrique des trois forces, qui sont parai'
lèles à Taxe OX, on aura pour l’équilibre

pdydz — Çp H- ^ dxj dydz + pXdxdydz= 0,

ou bien, en réduisant et en divisant par clxdydz,
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ont donc un même point d’application , et il suffit pour l'é-
quilibre que la résultante de translation soit nulle. C'est ce
qu’expriment les trois équations (1) , (2) et (5) , ou plus sim-
plement l’équation (4) , o ù les facteurs dx , dy , dz , restent
arbitraires.

dp

Nous avons appelé p , clans ce calcul, la pression moyenne par
unité de surface sur la face AE ; mais l’équation que nous
obtenons est vraie quelque petites que soient les dimensions
de celte face par rapport à la dimension dx— AB du parallé -
lépipède , de sorte qu’il n’y a aucune erreur , à regarder p
comme la pression du fluide par unité de surface au point A.

On obtiendrait de même, en projetant les forces sur OY et
sur OZ, les équations

(0 DISCUSSION DE IN ÉQUATION DE i/ lIYDUOSTATIQUE.

81. Lorsque l’équilibre existe, la pression p est déterminée
en chaque point du fluide, et par suitep est une fonction bien
déterminée des coordonnées x , y , z. Les composantes X, Y , Z
et la densité p sont des fonctions données des mêmes varia-
bles. Le premier membre de l’équation (4) étant une différen-
tielle exacte, il en est de même du second. Une des premières
conditions de l’équilibre est donc que la fonction

1 Xdx H- Ydy -F ’Ldz )

*

dp(2) dx ~ pY’ soit la différentielle d’une fonction des variables x , y et 2.
82. En général, si une fonction Mdx +Nrfi/ -+-Vdz est la

différentielle d’une fonction F ( x , y , z) , on a les identités
.. rfFM = rx’

d p
(5) *7- — pZ.dy

Multiplions la première équation par dx, la seconde par dy, la

troisième par dz ,et ajoutons. La somme ^ dx-f- ~ dy -F- “ dz

est la différentielle totale de p quand les variables x , y
çoivent les accroissements arbitraires dx, dy, dz ; on la repré-
sentera par dp , et il viendra l’équation déjà obtenue

dp= p (\dx -f- Ydy -f- Idz ).
Nous ne nous sommes pas servis des équations des moments :
il est facile de voir qu’elles seraient satisfaites d’elles-mêmes;
les pressions sont normales aux faces, et leur résultante sur
chacune passe sensiblement par le centre de gravité de cette
face; elles passent donc toutes par le centre de gravité du
parallélépipède. Les forces extérieures, parallèles et propor-
tionnelles aux masses de chaque molécule, se composent en
une force unique passant par le même point. Toutes les forces

dF d F« = dy
et par suite

z re- rfM d^V_ _ dN
dy dxdy - dx *

dU _ d-F _ d?
dz dxdz dx

Ct
<n = d*Y_ _ JP
dz dydz ~~ Tïÿ"w

Les conditions _ </ N
dy dx ’

S.?^ ^0I1C n^cessaires pour que la fonction donnée soit uneitlerentielle exacte; elles sont de plus suffisantes, et si ellessont satisfaites, on pourra déterminer la fonction F. Posons, eneffet, 7

<n dp
dz dx *

d'S dP
dy 9d

F = ü + Y + W,
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U représentant une fonction des trois variables x , y , z ,
V une fonction de y et de 2 seuls,

et AV une fonction de
Prenons les dérivées partielles de cette somme par rapport

à x , à y et à z, et identifions avec les fonctions données. Il
viendra

138

puisque = 0, V ne contenant pas x. Enfin

tV-U rf» V
dych dydz)*-/«-_ _

i. fi'P _
î£2

dy dfjJ \ dz

Or on a successivement

dXd\X

V

dz.
dz

rf F rfU
U = TMrf.c, .rfÆ

rfF rfu J>=rfM
d y f d y

d-D rfN rfP
rfyrf - rfs dij

rfUd y d i j T rfy
rfF _ rfU , rf V , <
rf; rf; 1 rf; ^

N,— rf.t: —
rf W

On en déduit
rfi;-7— = M,dx et __ rfN dr_ Ç

difdz dz dydz J
rf2 U___ rf _ *5.\ __

rfs \ rfy / dz
rfN rf

^ frfM , . _ rfN _
~~ rf- rfy J rf- * * d z

rfU rf - V Mrf#
rfy ’ d y d z

rf /VP . rfN
rfy J rf.c * rf;

rf \V rfU rfVP — d yrf;

La fonction U s’obtiendra donc par l’intégration de Md x en y
considérant x comme la seule variable ; la fonction Y est de

même l’intégrale de —
riable y , et la fonction AV l’intégrale de ^par rapport à z . Mais il faut, pour que noire hypothèse soit
vérifiée, que V ne contienne pas x, et que AV ne contienne ni x
ni y ; or cela résulte des équations de condition ; car on en
déduit par la différentiation sous le signe /,

dz dz

( l 2\
La fonction ~ — -7— r étant identiquement nulle,

d y d y d z d y d z

= 0. La fonction AV est donc indépendante de x et

de î/, et la fonction F se détermine à l’aide de trois quadra-
tures, sous la forme que nous lui avons assignée.

Cauchy a mis la solution cherchée sous la forme d’une
somme de trois intégrales définies. Appelant x0, y0 , z0 trois
constantes arbitraires, on a

) <fe + PJ ’Jo

comme il est aisé de le vérifier.
80. Connaissant les fonctions p, X, Y, Z, 011 pourra donc

trouver la fonction p, pourvu qu’on ait les relations iden-
tiques

d P rPÜ

rfU dWd y par rapport à la seule va- on ad y d y
dû dV

5r

F = f Z H { x
J Xo -K-/ + r

j*<>

N i #o, y, P i^o> y>j > -) rf-1y y ~
dx dx J \ dy ) J J \dx

rf -U
rf.frfy

or 1r f 2 U _ rfM .
dxdij rfy

donc -y; — 0 , et la fonction V est indépendante de a:. I)e même
rf /A) _ d ( p Y ) d [ p\) _ rfQÆ) d ( pY) _ rf ; ,oZ) _

rf« ’ rf; — rfy

cas:1° celui où la fonction

(5)J! - /7P
_ !J! _

r f.c d x j \ d z d z J J \d x
rf -U _ rf 2 V

rfo;rf î rfærfs j rfs rfx *rfrf d z

=/( Il y a lieu ici de distinguer deuxd x

\
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Xdx -f- Ydy 4- Zdz est d’elle-même la différentielle exacte
d’une certaine fonclion ; on aura alors

( IX __ ( I l dX
dz dx dz

£° le cas où le facteur p rend la fonction une différentielle
exacte ; dans ce cas, ce sont les équations (5) qui doivent être
vérifiées. Développant ccs équations, il vient , en les écrivant
dans un ordre où elles se déduisent lune de l’autre par per-
mutation tournante :
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Sous celte forme, on voit que p est constant, ou bien fonc-
tion dep. En effet, tout le long d’une même surface de ni-

p est le même, et f aussi ; dp et df sont les mêmes danscil .
àÿ

veau,
toute 1étendue de la couche infiniment mince comprise entre
les surfaces de niveau f — C et f -vdf — C -vdC ; donc p est
constant dans toute l’étendue de celte couche; si la densité
n'est pas constante en tous les points delà masse fluide, elle
varie seulement d’une couche à l’autre, ce qui suppose p fonc-
tion de /*, ou , ce qui revient au même, de p.

En tous les points d'une surface de niveau la densité est donc
constante. 11 est facile d’en déduire qu’en chaque point la
distance de deux surfaces de niveau infiniment, voisines est

( IX __ dX
dy dx '(C)

1 \dtj dx J cl y dx
f dX dl\ dp dpr'\7h. - Ty ) + l f 3S

P (f -P) + z ÿ-xje = o.
\dx dz J dx dz

en inversement proportionnelle à l’intensité de la force. Il suf-
fit pour cela de mettre l’équation d’équilibre sous la forme
4» =P?* (§ 79).

Lorsque le fluide est un liquide parfait homogène, p est
constant d’une manière absolue. Lorsque le fluide est un gaz
parfait à température x constante, p est lié à p par l’équation
de Mariolte et de Gay-Lussac, car de l’équation

Multiplions la première par Z, la seconde par X, la troi-
sième par Y et ajoutons ; les termes contenant les dérivées

T ' T ' 7s disparaîtront dans ^cs sommes, et p pourra être
1/

supprimé comme facteur commun. La condition nécessaire
pour qu’on puisse trouver un facteur p qui rende intégrable
la fonction Xdx -t- Xdy 4- Zds , quand les conditions (6) ne
sont pas remplies, est donc exprimée par l’équation unique

£ = n (t + «r)

on déduit

J = 1*0 (1 +«) = &,

S)--* (£-£) +‘(£-ÎMi et k est une constante si ? est constant. L’équation dp= pdf
devient alors — -X Enfin si la température du gaz n'était
pas partout la même, on tirerait de l’équation de Mariotteet de Gay-Lussac

(8)

PREMIER CAS : Xdx -H Ydx -h Zdz DIFFÉRENTIELLE EXACTE.
84. Supposons les conditions (6) satisfaites.
Alors on pourra trouver une fonclion f (,x, ij , z ) ayant

Xdx -f- Ydy -V Zdz pour différentielle. L’équation générale des
surfaces de niveau sera f (.x, ÿ, % )= C, et l’équation

dp= p [\dx -h Xdij q- Zdz)

et par suite
dpdp = V-_ 1df , ou

équation qui montre que x est fonction de f ,à dire que la température est la

p

ce qui revient
même en tous les points

deviendra
dp = pdf.
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d’une surface de niveau, et varie seulement de l’une à l’autre.
Les surfaces de niveau sont donc à la fois des surfaces isopié-
siques (§ 70) et des surfaces isothermes.

142 DES. LIQUIDES PESANTS.
libre.- Ce sera, par exemple, la pression atmosphériquepression en J] sera égale à

;>0 + nx AB.

443

. La

i
A partir de ce point jusqu’ C, il faudra appliquer la lor-en

muleAPPLICATION AUX LIQUIDES TESANTS.
dp = — ir</s,

qui donnera pour le point C une pression égale à
(p0 +nx ÀB)+ II' xBC.

85. Prenons l’axe OZ vertical et montant. Nous aurons pour
les composantes de la pesanteur rapportée à l’unité de masse

Y = 0, Z =- <7 ÎX = 0, On trouverait de môme, en appliquant l’équation dp= — ri"dz,que la pression en 1) est égale à
donc

Xdx 4- Ydy 4- Zdz= — yd z ,
fonction intégrable qui donne f=C — * gz.

Les surfaces de niveau sont alors des plans horizontaux, ce
que nous savions déjà (g 70).

Supposons d’abord qu’il s’agisse d’un liquide.
La surface libre étant une surface d’égale pression, sera

une surface de niveau, c’est-à-dire un plan horizontal.
Si plusieurs liquides, non solubles les lins dans les autres,

sont superposés dans la même enceinte, les surfaces de sépa-
ration sont des plans horizontaux ; autrement la densité ne
serait pas constante dans toute l’étendue d’une même surface
de niveau.

80. La pression en un point donné s’obtiendra en intégrant
l’équation

A

p0 + IIX AD 4- II'X BC + n" X CD.
représenter les pressions aux différents points de laverticale Al), on peut construire une ligne dont les ordonnéeshorizontales soient proportionnelles à ces pressions. Ondra sur les horizontales, à une échelle arbitraire,

Pour

pren-
Aa= Po >

\\b — j,0 4- n x AD,
Ce = po 4- n X AB 4- II'X BC,
\)d= IK + II X AB4- H'X BC 4- n" X CD,

et on n’aura plus qu’à joindre par des lignes droites les points«, .{>, c... Le contour polygonal abcd... sera la ligne deman -dée.
La figure montre un contour convexe par rapport à AD.Cette condition est nécessaire pour la stabilité de l’équilibre.11 faut en d’autres termes que II < ll'< II",... ou que, de hauten bas, les densités des liquides superposés soient croissantes.Nous en donnerons plus loin la raison.

A d

dp — pdf= — pgdz= — Yidz,

— — qui donne p=p0 — lis , lorsque II est
constant dans tous les points du liquide.

SL Si la masse fluide se compose de plu-
sieurs liquides superposés , il faudra

d \y donner à II les valeurs successives qui
conviennent à ces différents liquides.
Soit AA' la surface libre, et soient BB',

CC/, DD', les surfaces de séparation des liquides de différentes
densités. Appelons p0 la pression qui s’exerce sur la surface

b

TJ

7C"
REPRéSENTATION DES PRESSIONS PAR UNE HAUTEUR DE LIQUIDE.

87. Au lieu de définir la pression par unité de surfacedonnant le poids qui s’exerce sur une aire déterminée,

Fig. 4C.

en
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centimètre carré, on trouve
de définir celte pression

. La

DES GAZ PESANTS.
P= kp, où k remplace la quantité constante Ity (1

L’équation

145kilogrammes par
plus commode en hydrostatique

hauteur d’ un liquide dont la densité soit connue
unité de surlace est homogène au produit \\h

du poids spécifique par une hauteur ; si on divise ce produit

par le poids spécifique 11' d’ un certain liquide pris pour type,

définir entièrement la pression p en donnant la

i lui est équivalente. Par exemple, la

évalué en
+ai).

par une
pression p par dp = pdf

se transforme en celle-ci :

p /c fi

Intégrons, et appelons p0 la pression à la hauteur z0 :
dra

los =

dz
il i l -+* CCT )on pourra

hauteur ~= h, qui

pression normale de l’atmosphère est égale

mer, à 10330 kilogrammes par mètre carré
le poids, 15590 kilogrammes, du mètre cube de mercure, on

trouvera qu’elle est représentée par une colonne de mercure

de 0m,760; si on la divise par 1000, poids du mètre cube

d’eau , on trouvera 10m,55 pour hauteur représentative en

eau de la pression atmosphérique. Cette représentation

surtout utile lorsqu’on n’a à considérer qu’un seul liquide;

en le prenant pour liquide-type, les pressions, abslraclion

faite de la pression atmosphérique, seront représentées par

la hauteur môme de la surface libre du liquide au-dessus des

divers points où l’on veut les évaluer.
Soit AA' la surface libre d’un liquide pesant ; la pression

en B, abstraction faite de la pression extérieure qui s’exerce

v en A, sera représentée par la colonne AB,
“ cl la ligne dont les ordonnées horizontales

représentent les pressions aux diverses
hauteurs, sera la bissectrice AC de l’angle
droit BAA'. Pour revenir de là à la pression
évaluée en poids , il suffit de multiplier la

hauteur AB par le poids de l’unité de volume du liquide.

il vien-
niveau de laau

. Si on divise par 2 — 20
H (l + or) 'Po

ou bien
2 — S0

H (1 + CCT jP=P o X e
est La pression décroî t donc suivant une loi exponentielle àmesure que z — z0 augmente. Elle est à peu près la mômeen tous les points d’une masse gazeuse homogène de peud’étendue; car alors z — z0 étant très petit, meme quand ilreçoit sa plus grande valeur, p est très peu différent de P0’

NIVELLEMENT BAROMÉTRIQUE.
89. Le calcul précédent suppose que la pesanteur ne variepas avec la hauteur à laquelle on s’élève. Il n’est doncrigoureusement applicable à la détermination des pressionsdans l’atmosphère, dès que les différences de niveau sontgrandes. L’accélération g n’est pas, en effet, la meme àtoute hauteur. Appelons r la distance du centre de la terrepoint le plus bas, que nous appelerons station inférieure, s lahauteur de la station supérieure, qui est supposée situéela même verticale, g l’accélération due à la pesanteur au jmier point, y' l’accélération due à la pesanteur au second ;aura

pas
il
‘ !

1- ig 47.

au

surGAZ PESANTS.

88. Nous supposerons que la température v du gaz soit par-
alors nous servir de l’équation

pre-
; on

9' d’-tout la même; nous pourrons 9 ( r+ z )*1V * — MÉC. COLLIGNON. *
10



BAROMÉTRIQUE.
L’équalion différentielle peut alors s’intégrer et donne

log p =

NIVELLEMENT
Or, à la hauteur %, l’équation

147140

en vertu de la loi de Newton
d’équilibre de l’air est ?-2 i

2 [t -M') \ r + Const »R ( I +Idp = — p(j'dz .
JUUO

d’ailleurs toujours pour la densité p, sous la pression p ou bien, en désignant
inférieure, pour 2= 1

log*=v

t par p0 la pression observée à la stationOn a
et à la température T, la relation

v
P Rg (1 -}- ar) I! ( i + 2 jt + i' )\ r + z

10UÜ

où (j est l'accélération duc à la pesanteur mesurée à la sta-

tion inférieure, pourvu que le coefficient R ait été déterminé

à la même station.

Les pressions de l’air p0 et p s’observent au moyen du ba-romètre et s’évaluent en hauteurs de mercure ; il est né-cessaire de tenir compte dans celte évaluation de la diminu-tion de la pesanteur à mesure qu’on s’élève, et des différencesdes températures, circonstances qui altèrent la densité dumercure et la hauteur des colonnes représentatives des pres-sions. Appelons (3 le coefficient de dilatation absolue du mer-cure. Soit h la hauteur barométrique lue à la station infé-rieure, à la température T; appelons p0 la

Donc
V v ^ 0'

PO' - X g — ll (l -4- SET)

Substituons celte valeur dans l’équation d’équilibre; il vien-

dra , en séparant les variables,

p x [ r + a)a

masse spécifique du
9odmercure à 0° ; le poids de l’unité de volume de; sera1 -1- (3T

mercure à T degrés; la hauteur /Une nouvelle difficulté se présente ici : la température T

n’est pas la même à toutes les hauteurs, et on ignore la loi

i lie les variables T et 2; tant que celte loi sera inconnue,

on 11e pourra pas intégrer rigoureusement l’équation précé-

dente. On tourne la difficulté en remplaçant T par la moyenne

entre les températures observées à la station inférieure et à la

station supérieure. Appelons t la température de l’air à la sta-

tion inférieure, et V la température à la station supérieure :

1 COIre$pond par conséquent
Po(Ja une pression p0 =1 pT X k'

De même la hauteur h\observéesous la température T',

qui
à la station supérieure

pression p égale à
représente une

PoSf'
v h' . Donc1 -f- BT

Po 1+PT' h _ (r+ a)«1 -+- fST h' ~~= y
. xp g' x

Le coefficient (3 est

i±jr h
1 -+- ,BI x F

H xLti . Le coefficient de dilatation des gaz, ?•-
nous ferons T 2 1un très petit nombre, -
a=0,00375, est assez petit pour justifier ce procédé d’ap-

proximation . Mais on a reconnu qu’il convient d’en forcer un

peu la valeur, pour tenir compte de la présence de la vapeur

d’eau contenue dans l’air atmosphérique ; on lui donne dans

les calculs barométriques la valeur 0,004*. Le facteur 1 4- a-
2(f -M')— 1

• Si l’on mul-5412liplie haut et bas la fraction ~ par 1 — £T', et qu’on1 [3 inéglige le terme £*T'2 au numérateur et le termedénominateur, elle prend approximativement la
— mau
valeur

i
devient égal à 1 + 1000



BAROMÉTRIQUE.
valeur approchée. On substituera ensuite celle valeur
chée clans le second membre, et on en dé duira
seconde valeur plus approchée que la première. En général,
on peut se contenter de la première approximation. La for-
mule devient alors

149NIVELLEMENT

sous cette forme, on voit que la correction des tempéra-
tures du mercure revient à substituer à la hauteur h' lue à

la station supérieure, le produit h' x (1+{J (T — T'), sans
rien changer à la hauteur h observée à la station inférieure.
Appelons 11 ce produit ou la hauteur barométrique de la sta-
tion supérieure corrigée, et nous aurons l’équation simplifiée

( r 4- s‘j2 hx ïï*

148
appro-

pour z une

2 (* -H')) l0° iT= A 1 + 10JO

Le coefficient A a été déterminé par des expériences très
multipliées deRamond dans les Pyrénées et dans l’Auvergne.
11 varie avec la latitude, comme l’accélération g.Soit 6 la lati-
tude du lieu de l’observation;. Ramond a donné la formule

on aura recours à la formulecomplète, où le coefficient numérique doit recevoir une valeurun peu différente :

3= 18556

V°
__

r-V

Donc
*sjj + 21°G (1+7-)’•°g = logjj + 21og = loS - x ( i + 0,(J02857 cos2.J » ) ^:= 18595 1+doit tirer 2 est la suivante : 1009et l’équation dont on

Si l’on veut plus d’exactitude,
los(ïj) +2los(l + ^) = - 2 U -H') r + z(1+ 1000

Les logarithmes sont pris dans le système dont la base est e.
Pour les transformer en logarithmes dans le système vulgaire,

dont la base est 10, il faut les multiplier par le module de ce

système, c’est-à-dire par le nombre p.=0, 454295...
L’équation devient , L désignant les logarithmes vulgaires,

(1 +0,002837cos2i£) (l + 1009

(i +;>X

On peut développer
bornant au premier terme, on aura l’équation suivanteLaplace a donnée dans la Mécanique céleste :

',0028071cos2A) (! +' '\ I0U0 )

série le logarithme de 1en
r,j.r

2 [ t+l' )
1000

r + s
R

numérateur dans leRésolvons par rapport au z qui est en
second membre, en traitant comme des quantités connues les

autres z contenus dans l’équation. Il vient
-f 0,808589 - 1iX 1 +

) K i) + >o + î)]('+âî ( t -h t' )\\ Il ne faut pas oublier que dans
produit h' X (1 +^7r)-

Pour l’évaluation des températures T et T' du mercure, onplace un thermomètre dans le baromètre même; c’est ce ther-momètre qui fournit les valeurs de T et T'. Un thermomètre

-;t t +

Cette équation se prèle au
sives.On remarquera d’abord que z est très petit par rapport à

la distance r, laquelle est à peu près égale au rayon de la terre,

ou à 6,506,200 mètres environ. On pourra donc faire z — 0

dans le second membre, ce qui donnera pour 2 une première

ces formules 11 remplace le
•1009

calcul par approximations succès-
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fournit les températures t et V . Ajoutons enfin que
ont élé réduites en tables d’un emploi commode

150
deux pôles, dans le rapport de 500 à 299. L’analyse montre,
en effet , que la forme d’ellipsoïde de révolution satisfait
conditions d’équilibre. On a reconnu aussi que la forme
ellipsoïdale à axes inégaux peut y satisfaire en certains
cas. Enfin les formes que l’on observe dans les
de Saturne rentrent également dans les solutions possibles
du problème.

91. Les couches de niveau dans l’atmosphère sont des sur-
fîmes parallèles à la surface des mers. Ceci suppose, il est vrai ,
que l’atmosphère soit en équilibre; or l’équilibre assurerait à
tous les points d’une meme couche de niveau une égalité de
température qui est impossible, puisque à chaque instant le
soleil échauffe une région de celte couche, tandis que le re-
froidissement de la nuit se produit sur la région opposée. Le
repos de l’atmosphère est donc impossible ; de là les vents,
qui sont produits par l’inégal échauffement des couches ga-zeuses. S’il en est ainsi, les formules de nivellement baro-métrique ne sont pas rigoureusement exactes, car elles sont
établies sur l’hypothèse du repos de l’atmosphère et de laconstance de la pression en chaque point. Et, en effet ,formules ne sont pas complètement vraies; les pressions ob-servées ne sont pas rigoureusement constantes. Tout ce qu’onpeut dire pour en justifier l’emploi, c’est que les causes quifont varier les pressions de l’atmosphère agissent vraisembla-blement dans le meme sens lorsque les deux stations où l’onobserve le baromètre sont peu éloignées l’une de l’autre, etqu il s’écoule peu de temps entre la première observation et laseconde. Si la compensation résultante était exacte, le rapport
jj qui entre dans les formules resterait

extérieur
ces formules
et rapide. 1

r

aux

anneaux
FORME DE LA SURFACE DE LA MER.

90. La surface libre d’un liquide en repos est une surface
de niveau, qui coupe à angle droit les directions des forces

appliquées en tous ses points. Les principales forces qui agis-
sent sur un point matériel placé à la surface du globe terres-
tre se réduisent à la pesanteur, c’est-à-dire à la résultante

delà force centrifuge et de l’attraction terrestre: la direction

de la pesanteur est la verlicale, et, par suite, la surface libre

de la mer, quand elle est calme, doit couper à angle droit

toutes les verticales menées en ses différents points. Le globe

lui-même, d’après la théorie généralement adoptée, a passé
par l’état fluide avant que la croûte extérieure suivant les uns,

la masse entière suivant les autres, ait élé solidifiée par le

refroidissement. La surface générale du globe doit donc être

une surface de niveau, prolongement de la surface libre des

mers. Les dislocations, les basculcments, les érosions et au-
tres phénomènes géologiques ont d’ailleurs modifié, suivant

les localités, la forme apparente sans altérer profondément la

forme générale du globe.
Si l’attraction agissait seule, la figure sphérique satisferait

aux conditions; car l’attraction d’une sphère homogène sur
un point placé à sa surface est dirigée vers le centre, et est
normale à la surface extérieure. Mais l’ai traction doit se com-
poser avec la force centrifuge, qui fait dévier chaque verticale
dans le plan méridien. La forme sphérique ne convient plus à

nouvelles conditions, et la recherche de

ces

h
constant malgré les

variations de
une

ses deux termes. Quand on veut parvenir àcomplète rigueur, il faut répéter les observationsdeux stations, en les faisant autanttanément dans chacune; de cettepour chaque station ladire la

auxl’équilibre dans ces
la figure de la terre devient un problème beaucoup plus com-
pliqué. L’observation a fait reconnaître que la terre est à tr ès

peu près un ellipsoïde de révolution, et que son grand axe,
diamètre équatorial, est à son petit axe, ou distance des

que possible simul-
manière, on déterminera

pression moyenne de Voir , c’est-à-pression qui aurait lieu en ce point si les causesou
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perturbatrices étaient écartées. Alors l’application de la for-
mule de l’équilibre atmosphérique ne soulève plus les mêmes
objections.

152 DE LA MER.

en opposition (pleine lune), ou en conjonction (nouvelle lune);
elles sont dites de morte eau, quand ils sont en quadrature
( premier et dernier quartier). Enfin, la montée et la descente
des eaux est extrêmement faible en pleine mer, et elle
s’accuse avec un peu d’intensité que sur les cô tes, surtout
aux points où elles opposent un obstacle à la propagation du
flot. L’heure de la pleine mer et la hauteur moyenne de la
marée sont des éléments qui varient très rapidement d’un
point à l’autre d’ une même côte, et les lois de l’oscillation
du plan d’eau sont aussi extrêmement variables suivant les
localités. Nous reviendrons plus tard sur ce problème.

153
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MAR ÉES.

observe sur les ri-92. Le phénomène des marées, qu’on
vages de l’Océan et de certaines mers, est dû au déplace-
ment périodique des verticales de chaque point du globe sous
l’action attractive de la lune et du soleil . La surface libre des

tendant toujours à faire un ongle droit en chaque point
avec la verticale qui y passe, si les verticales sont déviées,

et la surface libre tendra à prendre

eaux

l’équilibre sera rompu
une nouvelle forme- Or l’attraction de la lune et celle du

soleil , jointes aux forces apparentes dues à la translation de

la terre, font à chaque instant dévier d’un très petit angle
la verticale de chaque point (111, g 226). Admettons que la

surface des mers soit à chaque instant normale aux verti-

cales ainsi modifiées ; il en résultera une légère défor r ation
de l’ellipsoïde moyen. On peut d’ailleurs chercher séparé-
ment l’action du soleil et l’action de la lune ; à chacune cor-
respondrait une nouvelle forme de l'ellipsoïde, et la forme dé-
finitive s’obtiendrait en composant ensemble ces deux formes,

c’est-à-dire en additionnant algébriquement les hauteurs

correspondantes. L'influence de la lune sur les marées est
beaucoup plus grande que celle du soleil, parce que sa proxi-
mité de la terre fait plus que compenser l’infériorité de sa

. Du reste, la mer ne peut se mettre à chaque instant

EXEMPLE D UN ÉQUILIBRE RELATIF.

93. Comme exemple d’un liquide en équilibre sous l’action
de la pesanteur et de la force centrifuge, cherchons la forme
dos surfaces de niveau pour un liquide
pesant , tournant uniformément avec
une vitesse w autour d’un axe verti-
cal OZ.

Soit M un point du liquide. Les forces
à faire intervenir sont la pesanteur my,
agissant parallèlement à ÜZ, mais dans Y
le sens négatif , et la force centrifuge,dirigée suivant le prolongement de la perpendiculail’axe OZ, et égale à mwV, en appelant r la distance PM.Projetons cette force mtoV sur les trois axes ; soient #, y, zles coordonnées du point M; la composante suivant l’axe OX

ire PM à
masse
en équilibre sous les actions variables qu’elle subit, et l’obser-
vation montre qu’il y a un retard de 36 heures environ de cha-
que marée par rapport aux positions des corps célestes qui la
produisent. La haute mer a lieu à la fois pour deux points
situés aux antipodes l’un de l’autre ; la mer basse, pour tous les

points du grand cercle dont ces deux points sont les pôles.
Les marées sont dites de vive eau quand l’action du soleil et
de la mer s’ajoutent, c’est-à-dire quand les deux astres sont

sera wi«V - mw*#, la composante suivant OY, mury, et la

en rappor-masse, ce qui revient à supprimer

ou
composante suivant OZ
tant les forces à l’unité dele facteur m,

sera nulle. On aura donc,

ifi x = Oi' X , v = co-y, Z = — 9-
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L'équation des surfaces de niveau est

u-xdx 4- tflydy — gdz = 0.

134
D’UN LIQUIDE PESANT.

tournant autour de 1 axe OZ, chaque bande engendre un volume
égal à zdxxï r.x, et le volume total est égal à l’intégrale

‘2-zxdx = Y.

155

Intégrant , il vient i:1
w2(æ9 4- V' ) — <J* = constante.

Cette équation montre que les surfaces de niveau sont des
paraboloïdes de révolution autour de Taxe OZ.

On remarquera l’analogie de ce problème avec celui du ré-
gulateur parabolique (g 64). Dans l’un et l’autre, il s’agit de
trouver une courbe telle, que la résultante des forces mg et
wiwV lui soit normale en tous ses points; celte courbe est la
parabole.

94. Soit proposé de déterminer la surface libre d’une masse
liquide pesante, en repos relatif, ani-
mée autour de l’axe vertical OZ d’une
vitesse angulaire w, ayant un volume
donné Y, et renfermée dans un vase
cylindrique à arêtes verticales, dont
le fond DED'E' est un cercle décrit du
point 0 comme centre.

Soit 01)=R le rayon du cercle de
base.

La surface libre est un paraboloïdc,
dont BÂB', CAC' sont les sections par les plans coordonnés, et
dont l’équation est

Orr 1- «9*9 __ C‘2z = (J

zxdx = ~ x\lx — - xdx.'-g g
L’intégrale de cette expression, entre les limites 0

u- n*
% T — g 2"

Multipliant par 2 *, nous avons l'équation

et R, est
c

ir/ îï. it4 _ îIL* ci r J g = v.IÎR '
K. DoncHc / 1 «I S A

77«2 R 4 — V4.7A 7VC = -U2
F

9D'v o «T/ij
Si l’on fait x et y égaux à zéro dans l’équation de la surface,on obtient la hauteur OA du liquide au centre du vase. Or ilâfil à ’ Cvient dans celle hypothèse 25 = » et par suite

OA
_ JL _

0A -
*11* 4g

i-
Y

Fig. 49.
m-h
il
* ’ii

1- &>2 (æ2 + ?/*) — gz=C»

H

'RS 6tant Ia surface du cercle de base, ~
liquide lorsq

La conslante C doit ê tre déterminée de manière que le volume
compris dans le cylindre sous le paraboloïdc soit égal à V.

L’équation de la parabole BAB' s’obtient en faisant y=0 : ce
qui donne

est la hauteur duwli*
B2(o2

est la quantité dont la rota-
ue w=0. DoncH::i

lion ü) fait creuser le liquide au centre du vase. ObservonsTiw est la vitesse linéaire de la surface convexe dul’exprime par v, le creux formé au
égal ou à * V

l!|l
1 que^ w’.ï2 — /75 = C.

Pour évaluer le volume du liquide, nous partagerons l’aire
OABD en bandes verticales mn , dont la surface sera zdx\ en

• i ;

vase. Si on
centre par la rotation

, i •
sera

2 2y 011 en^n ^ la moitié de la hauteur due à4y
S

il
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la vitesse v. Les formules ne sont applicables qu’à des vi-
tesses o) assez faibles pour qu’il reste une certaine quan-
tité de liquide sur l’axe OÀ. Si, par exemple, on avait

uv «yv
4 ^ «II*

156 D’UN LIQUIDE PESANT. 157

la vitesse angulaire en évaluanl à l’aide d’une échelle graduée
la quantité dont le liquide s’abaisse au-dessous de son niveau
moyen. C'est une manière d’évaluer la vitesse des arbres tour-
nants sans mesurer aucune durée.

96. Supposons en second lieu que la valeur fournie pour C
soit posi- z

ou 9VPro)2

par l’équation C-— ^-
tive, ce qui indique que le fond du vase se
découvre en partie par suite de la rotation.
La seule différence à introduire dans le

g \V
R * y/-’

C serait positif , et le creux formé découvrirait le centre du
fond. Alors les formules établies dans la supposition qu’il
reste du liquide au centre devraient cire modifiées.

95. La pression p dans la masse liquide se déterminera
par l’intégration de l’équation

dp= p ( Xdx +Ydp -f'Zdz ) — - ( Xdx -h Y dp -h Z(h) ,
%J

en appelant II le poids de l’unité de volume du liquide, ce
qui donne ici

%R2w > n

calcul consiste à remplacer la limite infé- o
i i

rieure £= ü de l’intégrale par la limite
æ=0G , qui correspond à l’intersection
de la parabole avec l’axe OX. Nous aurons donc
sant 0G =,ro,

VI L) XAr
Fig. 60.

cri po -

rJ Xa
2-zxdx = V,

avec l’équation
1 — £7- = C,

p — ÿ (** H- y-) — g* 4- C'J- 2

sachant que x0 est la valeur de x pour z=0.
On a par conséquentSur la surface libre régne la pression atmosphérique p0; on

aura donc au point A
y

_ V'2C— - 1
«

et l’ inconnue C entrera dans l’une des limites de l’intégration.
Nous aurons encore

5 (c + c').

n[ÿ (*2 + y2)-r* - c]>

Po =
Donc

r = Po + -
w2 - xdxg

zxdx — - afidx —*g
R2o» 2

équation où C doit èlre remplacé par sa valeur — ^La pression en un point F de l’axe OA est représentée, abstrac-
tion faile de la pression atmosphérique, par la colonne AF.
Elle est égale à p0 H- IT x AF. Car en tous les points de l’axe
OA, la force centrifuge étant nulle, la répartition des pres-
sions est la même que si le liquide était en repos absolu.

L’abaissement du liquide au centre du vase étant propor-
tionné au carré de la vitesse angulaire co, on pourra mesurer

dont l’intégrale générale estwR1

&JS £4

ïg 4
C x^g g *

L’intégrale prise entre les limites æ0 et R devient__ W2 R* _ c R2

2g 4 ~
g T “

w2 R4 C R2 /co2 C2 C c \
\ 2g ^ 0

x w3/ ”
C2 . C»

2go>*
"T" g**2g 4 g *

2g^ %j
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On obtiendra C en résolvant l’équation du second degré
158 D’ UN MÉLANGE GAZEUX.

fique d’un gaz pesant. L’équation de l’équilibre sera

-id*>
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i i 4 4
C3-R2w2C + — = 0, dp— V

qui a ses racines réelles, car les trois premiers termes for-
cl 1équation donne par conse-ns

d’où Ton déduit
RVmeut le carré de G So)

k
P=PoCqlient

Faisant z — »a=h9 nous pourrons poserwVirR*w*c = 2
fJh

Vcur
Ellcs sont toutes deux de môme signe, car étant supposé

4;

> le dernier terme

racines est enfin le signe -f-, puisque la somme des racines,
11V2, est positive.

La parabole-limite «a pour équation, en conservant le dou-
ille signe du radical,

hP — p9c

VLa masse spécifique p du gaz à la hauteur hgvT

^ ^2— est positif; le signe des
7»

sera -H, ouk
gh
kp0e

k

Si nous admettons que n gaz soient mélangés, et que fc, fc',
k", ... soient les coefficients de ces différents gaz, p0, p'0,
p"0 , ... leurs pressions individuelles au point *0, la pression
totale sera

. o „ l\-or * A/ V
2 U -X* <75 = — =*= « V *
1

ou encore Z;° +/V+ pon 4- ... à la base de la colonne gazeuse
igîor , n Ct-K2) = j,:± wy^.

fjh (jli yh
Nous ne savons pas encore avec quel signe il faut prendre

le radical ; mais si nous faisons æ=R, nous devons avoir
pour 5 une valeur positive ; c’est donc le signe inférieur qu’il

faut adopter. On obtient ainsi la hauteur £ =DB=^ y/— .

k

La masse spécifique du premier gaz, considéré seul

p9e -f- pje . . à la hauteur h.
sera

(Jli (jh
k le'P0e

fc à la hauteur h; celle du second, ; celle dufc'
( jh

ÉQUILIBRE D’UN MÉLANGE DE GAZ PESANTS. k"PVtroisième,
la hauteur ;
quotients

y,— , etc. La proportion du mélange varie avec
car les densités qui, à la base, sont égales aux

97. Les gaz ne se superposent pas comme les liquides,
mais chacun remplit comme s’il était seul tout l’espace qui
lui est ouvert , et les pressions s’ajoutent.

Soit p=kp la relation entre la pression et la masse spéci- v0 . p«'
17'

po"
k" 5 *k * • •



DISCUSSION DE L’ÉQUATION

sc trouvent respectivement multipliées, à la hauteur /1, parles
nombres inégaux

DE I/IIYDROSTATIQUE. ICIICO

elle se réduit alors à une équation différentielle à deux varia -
blés.

99. La méthode générale qu’on peut suivre pour intégrer
l’équation (4) consiste à traiter d’abord l une des trois varia-
bles, comme une constante, ce qui revient à faire dz= 0,
et à intégrer l’équation à deilx variables

\dx + Y <7.y = 0.

rjhgh .(jk
lïli

( jll
li1 est petitPlus le nombre k est petit, plus le nombre e

lui-même. Or le nombre k est d’autant plus petit que le gaz
Celte équation est toujours intégrable ; soit U= C son inté-
grale générale, U étant une fonction connue des variables x
et y, de la constante 2, et C une constante arbitraire. Nous
aurons, endifférentiant dans la même hypothèse,

rfu , . «fu .

équation qui ne doit différer de l’équation donnée que par
certain facteur X.

On aura par conséquent

considéré est plus dense; en effet k=-• La diminution du

esl donc d’autant plus sensible qu’elle porte sur un gazgaz
plus lourd.

On explique ainsi que certains gaz très lourds, l’acide car-
bonique par exemple, se concentrent dans les points bas des
enceintes où ils sont mélangés à l'air atmosphérique. un

SECOISD CAS : X<te -+-Ydÿ -t-Zd* NON INTÉGRABLE. dUfx =

^ =;Ydu /Y *

et le fadeur X sera une fonction
et du paramètre constant

On passe de là à l’intégrale de l’équation donnée par la
_

nation des constantes. Différentions l’équation U =C, en re-gardant æ, y et z comme variables, et C comme une fonctionde z ; il viendra

Lorsque la fonction Xtfæ-f- Yrfy-f- ZÆs n’est pas une dif-
férentielle exacte (g 83), l’équilibre du fluide est encore possi-
ble si le facteur p rend intégrable l’équation

Xdx -h\dy 4- Zdz — 0.

Nous avons reconnu que, pour qu’il en soit ainsi, on doit
avoir identiquement

98.
connue des variables x et y

va-W

, , dll d\]didx + + aid x )+* [ d z d>j )+'\d x d z )
dU .

Tzdz>

j.Xdx + Mdij -g ~ dz = ~ dz,
équation que l’on doit identifier à l’équalion donnée. Multi-plions celle-ci par X et retranchons ; il viendra pour déter-miner la fonction C l’équation

•s = 0. dz — r
(8) ou bien

Par exemple, soit X=y, Y = — x, Z=0.
L équation de condition est satisfaite par ces données, et

par suite réqualion ydx — xdy=0 est intégrable. Le facleur

, etc. Plus généra-111
d’intégrabilité est —° X 2 -f- y2

lement, l’équation différentielle (4) est toujours intégrable
si l’on a Z=ü, et que X et Y ne contiennent pas z ;

, ou -z , ou —x2 xy
rfu d U
* ~ /Z = 2Tcar

IV* — COLLIGNOX. 11
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VASES COMMUNIQUANTS.

ÉQUATION DE L HYDROSTATIQUE,

celle fonction s’obtiendrait par une quadra-
1G3

102

Il semble que
ture, et qu’on aurait CONDITIONS RELATIVES AUX LIMITES.

r/U-/( !— — V.L ) dz.

Mais ceci suppose que la fonction sous le signe J ne contient

pas d’autres variables que z. 11 faudrait donc qu on eût à la

d [U )

dz
100. Les surfaces de niveau , dont l’équation différentielle

est
Xdx -f- Ychj + lch = O,

fois n’existent réellement que là où il y a continuité du fluide;
elles deviennent fictives au delà des parois solides qui limi-
tent l’espace occupé. La pression p conserve la même valeur
dans toute l’étendue réelle de la surface de niveau, et la paroi
doit , pour l’équilibre, exercer celte pression p par Funité de
surface au point où elle est en contact avec le lluide. L’équi-
libre n’aurait donc pas lieu, si chaque point de la paroi n’avait
pas une résistance suffisante pour développer la pression p.

101. Dans les vases communiquants, un môme plan hori-
zontal peut correspondre à des pressions différentes, quand
il traverse des liquides différents.

Soit, par exemple, un tube recourbé PQU, dans lequel
versé deux liquides pesants;
l’un

dx dz
il* U — 0

dxdzdx

Cl d (/Z)<** U d [ /L ) d j j.Y ) = 0.
dUdzdUdzd ,j

rf (XX) dlX'Y) puisque X ( Xdx -f- \ dx ) est la
Or, comme on a —(l!l
différentielle de la fonction U, il s’ensuivrait que le facteur X

rend intégrable non-seulement la fonction Xdx -f- Ydij

encore la fonction donnée Xdx -\- Xdy -hldz. La difficulté de

déterminer ce facteur X est donc aussi grande que celle de

dx ’•

, mais

trouver le facteur p.
La méthode ne réussit donc pas toujours. Pour savoir si

elle réussit, on tirera de l’équation U=C la valeur de

fonction de y, z et C. On substituera celte valeur dans l’équa-

tion différentielle

on a
x en occupe l’espace compris

entre le plan horizontal AD, L

dans la branche de gauche, et
le plan horizontal CD, dans A

la branche de droite. L’autre ---
ÎNlest compris dans la branche

de gauche entre les plans AB z
et EF. Appelons 11 le poids
spécifique du premier liquide,
II' le poids spécifique du second. r.
qui traverse un même
môme

*d\j .7 _ d C
dz ~ dz ’

et la méthode aboutira si la variable y
l’équation finale. Alors on déterminera C en intégrant l’équa-
tion différentielle, qui ne contiendra plus que les variables

i -i »’ 4 bTC
•i ”sort d’elle-même de
'v ï 4-

jrZ

Fig. 51.
C et z.

Le résultat cherché peut être intéressant au point de vue

analytique, mais, au point de vue physique, il est sans appli-
cation. La densité p d’un fluide est , en général, ou constante

• fonction delà pression ; dans les deux cas, ~ est une dif-

Toute surface de niveau MN,
liquide, est partout soumise à lapression par l'unité de surface. Appelles cotes de hauteur des plans MN,d’un plan horizontal d

pression en un

ons z09 zl , ziy
AB, EF, CD, au-dessus

e comparaison II' . Si nous prenons la
point de la surface MN, considéréeparlenant à la branche II,

ou

férenliellc exacte, et, par suite, Xdx -h Xdy -hldzesl aussi une
intervention d’aucun facteur fonction des comme ap-

nous aurons pour cette pressiondifférentielle, sans
coordonnées.



DES FLUIDES.

toute nuire ligne AC'B, aboutissant aux mômes extrémités; s’il
en est ainsi, les pressions p et p' aux points A et B ne dépen-
dent que des coordonnées de ces points, et non du chemin
suivi pour aller d’un point à l’autre. Les conditions d’inté-
grabililé se réduisent donc à exprimer que l’intégrale

1(55ÉQUILIBRE

Il ( z2 — s0), abstraction faite de la pression atmosphérique ;

considéré comme appartenant à la branche P, le môme point
est soumis à la pression n'(z-A — JSJH- IIU — *0) , abstraction
faite encore de la pression atmosphérique qui s’exerce en EF.
Ces deux pressions sont égales, puisque le plan MN est une
surface de niveau. Donc

1G 4

ii (s2 — -o) = H l* — z° ) + n' — s)*
prise entre deux points fixes le long d’une ligne continue joi-
gnant ces deux points, ne varie pas quand on altère infini-
ment peu le tracé de celte ligne; en employant la notation du
calcul des variations, on devra poser

* f p +\d y+l(h)=0 ;
L/

x est la variable indépendante, y ci z sont des fonctions de x. On
pourrait ne pas faire varier la différentielle dx ; mais il est
préf érable d’admettre une variation pour dx comme pour dy
et dz : on conserve ainsi plus de symétrie au calcul.

On aura, en faisant les opérations,

d’où l’on déduit
n [~-2 -•) — ~ ) >

c’est-à-dire que les hauteurs des surfaces libres, dans les deux
tubes, au-dessus de la surface de séparation AB , sont récipro-
quement proportionnelles aux poids spécifiques des liquides.

Un plan horizontal, qui traverse à la fois le liquide ABEF
et le liquide CDbu ,est, dans chacun de ces tubes, une surface
de niveau ; mais les pressions ne sont pas les mômes dans les
tubes. En général, pour passer d’un point pris dans un liquide
à un point pris dans un autre, il faut joindre ces deux points
par un trait continu, qui reste plongé dans le liquide sur
toute sa longueur, puis faire l’intégration de l’équation

dp = p ' Xdx -f - Ydy -f Zdz ),

le long de ce fil conducteur, en ayant soin de changer la va-
leur de la densité p toutes les fois qu’on quitte un liquide pour
entrer dans un autre.

102. On peut par celte considération retrouver les condi-
tions d’ inlégrabilité de la fonction p (\dx+Ydy -h Zdz ) . Cette
fonction devient toujours intégrable quand on la prend le
long d’une ligne continue quelconque ACB, tracée entre deux

points A et B ; car alors y et s sont des
fonctions de x , et la fonction donnée

dépend plus que d’une variable
unique. On obtiendra , en suivant cette
courbe ACB , une certaine valeur ,
p — p', pour la différence des pressions

A et en B. Mais on doit trouver la meme voleur en suivant

J (PXdx+pYdy + pldz) =J G ( p X ) dx -f f*
S ( p\) dy +J S ( pl ) dz

JpXdW+ JpXSdy -f Ç plZdz.+
L’intég

ques S et d : on a, en effet,
ration par parties permet de séparer les caractéristi-

J pXodx = J*
pXdôx = pXox — J*

oxd[ pX ),
cl ainsi des deux autres

11 vient donc
Æ (p — p1)= pXox -f- pXoy -f- pLZz -f-^[Ly

+ p[aipY)dÿ-«ÿd(pV)] + f [S( pZ )d=- jau(tZ)].
Les termes en dehors des signes f sont nuispuisque les points A et B,

sont fixes.

sommes.
Xjrfc — Sxcl ( pX )]

ne

aux limites,
entre lesquels on fait l’intégration,Fig 52.

en
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on partage l’aire de ce contour en éléments de surface infini-
ment petits. On connaî t pour chacun de ces éléments la pres-
sion par unité de surface p qui s’exerce normalement à son
plan ; le problème est donc ramené à composer et à réduire à
leur moindre nombre les forces infiniment petites prfw, appli-
quées à chacun de ces éléments, et connues de grandeur et de
position. Si, par exemple, la surface pressée est une surface
sphérique, toutes les pressions élémentaires passent par le
centre de la sphère, et se composent en une force unique.

Lorsque la paroi donnée est plane, toutes les forces pdw
sont parallèles et ont une résultante unique. Le point de pas-
sage de cette résultante s’appelle le centre de pression du con
tour donné. En général, on restreint le sens de celte expres-
sion au cas où le fluide considéré est un liquide pesant ,
homogène, et où l’on fait abstraction de la pression atmosphé-
rique. Alors le centre de pression est un point bien déter-
miné, qui dépend seulement de la forme et de la position de
l’aire pressée.

La recherche du centre de pression ainsi défini se ramène
à la recherche du centre de gravité d’un volume homogène.
Soit AB la surface libre du liquide, qu’on sait être un plan
horizontal , CD une portion
de paroi plane. Prenons
dans cette portion de paroi
un élément de surface infi-
niment petit m ; la pression
subie par cet élément, rap-
portée à l’unité de surface,
est représentée, abstraction
faite de la pression atmo-
sphérique, par la hauteur mp de la surface libre au-dessus
du point m. Elle est dirigée suivant la normale mp' à l’élé-
ment. Elle est donc égale au poids d’une colonne liquide mp' ,
qui aurait pour base l’élément dw, et pour hauteur une hau-teur mp égale à mp et reportée sur la normale à la paroi ; ima -
ginons qu on opère de même pour tous les éléments de l’aire

ÉQUILIBRE DES FLUIDES.IGG

On a
MU,rf (pX ) dH 4-

(hdi/

et par conséquent i
d [?v— ,— °' i

d ( p\)
»w=fb+ * y + -dzdU

des équations semblables pour 3(pY) et d( pY), 3 (pZ ) etavec
(hpZ).

Donc enfin

dx

+ ixA« + Syd,J +

-M dxô„-Mi ( I ,M -
. d (oh ) . . . d ( pi ) .. . d (GZ) „ .
+ -àPSx(h + df ‘y<h + -Jr s*di

dlP\] d(jrt ) yStjdx _
dySx]

) [ S -clu

( oxdz — dxoz ).
Égalant à zéro les fonctions qui muliplient les indéterminées

retrouve les conditions connues
d ( pv) _ d [ p’Pi

MW*asd\!

- dxix _ M) d,jix - M chU
dt)

M dxêz -dx

Il -vient en réduisant

sip — p’ )= J ( fi n
d!l t^ >.

'// P7

+ j^ (Ml - // /— dz § y) U /À
‘ /

1/ i /
/d>J

+J('iM) _ 'Ml
ds Hi

l-
l >

h>

te , 8» , on Fig. 53
d j p l ) _ d [ p\)

dx dz
d [ p\) ___ d[pY)

dx 7 dydzdy

PRESSION D’ UN FLUIDE SUR UNE PAROI.

105. Pour trouver la pression exercée par un fluide en équi-
un contour fermélibre sur une portion de paroi terminée à ?
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donnée : on obtiendra un cylindre tronqué, Cc'd'D, qui aura
pour base le contour donné et pour hauteur en chaque point
la distance de ce point à la surface libre. Les extrémités de
toutes les colonnes ainsi obtenues seront situées dans un
même plan c' d\ passant par la droite A , suivant laquelle le
plan de la paroi coupe la surface libre.

La pression totale P est égale au poids de ce cylindre liquide,
et elle passe par son centre de gravité G ; on obtiendra donc le
centre de pression O de l’aire donnée en projetant le point G
sur le plan de la paroi.

On remarquera que, dans la déformation des colonnes ver-
ticales mp , qui deviennent les colonnes normales à la paroi
mp' t les volumes de ces colonnes sont multipliés tous par un

étant l’angle dont on fait tourner

D'UNE PAROI PLANE.1G8

base le triangle ADd' et pour hauteur la largeur du rectangle.
Soit AD=a; l’autre dimension du rectangle sera représen-

tée par b. Nous aurons Del= usina ; l’aire du triangle ADd'
est égale à faJsina, et le volume du prisme est|a2/> sina.
Soit II le poids spécifique du liquide : on aura pour la pres-
sion totale

332& silla:.
là

Le point G, centre de gravité du prisme, est dans son plan
vertical moyen aux deux tiers, à partir de l’arête A, de la
droite AL qui joint le milieu de celte arête au centre de gra-
vité de la base projetée en Del' . Donc le centre de pression 0
est sur la ligne médiane du rec-
tangle, aux deux tiers de la di-
mension AD à partir du point A.

105. Triangle (fig. 55) ayant sa
base horizontale b projetée en D, et
son sommet au point A , sur la
surface libre.

Le cylindre tronqué devient une pyramide quadrangulaire,
ayant son sommet en A et sa base projetée en Dd'.

Le poids de cette pyramide sera

P ==

d
1 dmême nombre, t a

COS a
les droites verticales pour les rendre normales, c’est-à-dire
l’angle du plan de la paroi avec l’horizon. Le centre de gravité
du cylindre déformé s’obtiendra de même en faisant tourner
de l’angle a la droite verticale Oej , passant par le centre de
gravité du cylindre primitif CcelD. Le centre de pression est
donc aussi le pied de la verticale abaissée sur la paroi du centre
de gravité g du cylindre à arêtes verticales CcelD. La première
construction est préférable à la seconde, parce qu’elle fait
conna î tre dans tous les cas le point cherché, tandis que la
seconde ne le définit plus lorsque la paroi est verticale.

104. EXEMPLES. — Paroi rectangulaire, dont un côté est di -
rigé suivant la ligne liorizon-

ü taie A ; le côté opposé occupe
la position D ; les deux côtés
latéraux sont dirigés suivant
des lignes de plus grande pente
de la paroi.

Le cylindre tronqué s’obtien-

! /
|yXi/ bIV' X

Fig. o5.

1nx ADx ( Dcl' X' b ),
ou bien

3a-bsin xo = l\

Le centre de gravité G est aux trois quarts de la droite menéedu sommet A au centre de gravité I de la base opposée. Lepoint O est donc sur la médiane
aboutissant au point D, et aux trois
quarts de cette médiane à partir
du point A.

'106. Triangle ( fig. 56) ayant sa
base AA' dans la surface libre etson sommet en D.

Du point D élevons

v\

ko
DFig. 54.

dra en prenant sur Dr/', normale
à la paroi au point D, une longueur Dd'= Dd, et en menant
le plan Ad'. On obtient ainsi un prisme droit , ayant pour

Fig. 50.
le plan DAA' la perpendiculairesur
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Del' , égale à la distance du point D à la surface libre. Le
cylindre tronqué sera la pyramide triangulaire AA'd'l).

Si B est la surface du triangle Al)A' et /< la distance du som-
met D au plan d’eau, le volume de la pyramide est\ R/i , et
par suite

170 171D’ UNE PAROI PLANE.

// = RS X sina et BS esl égal à a — y . Donc enfin la pression
élémentaire subie par le rectangle infiniment petit B a pour
expression

D {« — y) si n xdxdy.

Pour trouver la pression totale P, on fera la somme de tous
ces éléments, étendue à toute Paire donnée; ce que nous ex-
primerons par l’équation

p = î1 D/i.
< )

Le centre de gravité G de la pyramide est au milieu de la
droite IP, qui joint les milieux des arêtes opposées AA', M.
Projetant sur le plan delà paroi la droite IP, on obtient la
médiane 1D du triangle, et le centre de pression 0 en occupe
le milieu .

= I I n sin « (a— y ) dxdy.

Pour avoir le point d’application O de celte résultante P,
prenons les moments par rapport aux axes GX, GY ; appelons
xy et yi les coordonnées du point 0. Nous aurons

i

RECHERCHE ANALYTIQUE DU CENTRE DE PRESSION D ü NE. AIRE PLANE.
P.r, = Ç f nsin « (« — y)xdxdy,

P?/, =JJ Usina [a — y ) ydxdy.107. Soit MN la l igne Seau, intersection du plan de la
paroi avec la surface libre du liquide;

Soit AB le contour donné dans le plan de la paroi ; G son
centre de gravité. Nous mènerons

— par ce point, dans le plan de la pa-
roi , la ligne horizontale GX et la
ligne de plus grande pente GY, qui
coupe la première à angle droit, et

;B * nous rapporterons les divers points
B de la section à ces deux droites
prises pour axes coordonnés ; nous
aurons GP= ;r, PR=y.

La distance GY de la ligne d’eau au centre de gravité est
connue cl égale à a.

On conna î t aussi le poids II de l’unité de volume du liquide,
et l’angle a que le plan de la paroi fait avec l’horizon.

Nous décomposerons l’aire donnée en rectangles infiniment
petits par des parallèles aux axes ; l’aired’un rectangle R sera
dxdy ; elle supporte par unité de surface une pression égale
à ll/t , h étant la distance du point R à la surface libre ; or

Les facteurs II et. sina, communs h tous les éléments, sor-
tent du signe //, et l’on a

J*S ^ dxdy ~ usin*

f S( a — i f ) x d x<J v

( a J fdxdy ~~ f Iydxd,J ) ’
P = Hsina

ü -1

=Usinera J* j*
xdxdy — Ç Çxydxdy j ,îtxi = nsiri «

Xff y<>XdlJ =nsi11“ (« f f ydxdij — Ç j‘y*dxdy\.Vtji — Il sin

Fig. 57.
La double somme f fdxdy représente l’aire totale AB. Nous

la représenterons par O.
Les deux sommes f fydxdy, f f xdxdy sont les sommes al-gébriques des moments des éléments infiniment petits de

1 aire totale par rapport aux axes GX et GY, qui passent par le
centre de gravité G de celte aire ; ces sommes sont donc milles
toules deux. 11 reste la double somme / f xydxdy et la double
somme J f y-dxdy ; celle-ci peut être définie, par analogie avec
les définitions de la dynamique des corps solides, le moment



D'UNE PAROI PLANE.
uniformément réparti par imité de surface, YO' sera la lon -
gueur du pendule simple synchrone au pendule composé,

qu’on obtiendrait en faisant osciller celte section autour de la
droite horizontale MN.

100. On peut ajouter que le centre de pression O est , pour lu
section massive AB, le centre de percussion conjugué de la ligne
d' eau MN.

Soit p la masse de la section AB par unité de surface. Cher-
chons directement en quel point 0 une percussion normale Q
doit être appliquée à la section massive, supposée en repos,
pour que le mouvement initial soit une rotation autour de
MN. Appelons xt et yv les coordonnées de ce point.

La vitesse de translation impriméeau centre de gravité sera
égale à La rotation autour du centre de gravité doit s’opé-

P— *

rcr autour d’une droite GX, parallèle à MN; la vitesse angu-
laire aura une valeur w telle, que la droite MN reste immobile
en vertu de la coexistence des deux mouvements ; pour cela ,
il faut et il suffit que l’on ait

CENTRE DE PRESSION

d' inertie 1 de Vaire AB par rapport à l' horizontale CX, menée par

de gravité ( II, § 205). Les équations simplifiées pren-

nent la forme suivante :

173
172

son centre

P= Ilsin a X «U,

j*J xydxdy,p#,=nsi11a

Vyl = — nsilice XI.

La première équation montre que la pression moyenne,
p
-, est égale à la pression par unité de surface au centre de

gravité, II x a sin a.
La double somme f f xydxdy est nulle quand la section est

symétrique par rapport à une ligne de plus grande pente de

plan. En effet, les éléments de l’aire se groupent alors

symétriquement deux à deux, et les éléments correspon-
dants, xydxdy, de la somme se détruisent, parce que les pro-
duits ydxdy sont les mêmes, les x étant égaux en valeur ab-
solue et de signes contraires.On peut remarquer que la même

somme serait encore nulle, si la symétrie de la section existait

par rapport à l’ horizontale GX.
108. Les coordonnées ?yt et xl définissent un point O dont

la position est indépendante des facteurs R et sin a. Remar-
quons que le moment d’inertie I, produit de quatre dimen-
sions linéaires, peut s’exprimer par le produit QK\ de la sec-

lion ü par le carré d’une longueur K. Cetle longueur K est le
à l’axe GX, et , en

son

Q
« X GY = pQ.

Or le théorème des moments des quantités de
appliqué à la force instantanée Q, donne

oi = °i2<tzyÀ-

mouvement,

!

a]h=— K2, l’une des relations qu’il s’agissaitOn en déduit
de vérifier.

11 reste à retrouver la valeur de x. Appliquons le théorème
de D’Alembert étendu aux forces instantanées, et exprimons
que le moment de la pression Qyl par rapport à la droite GY
est égal à la somme des moments des quantités dements finales par rapport à la même droite. La
mouvement de l’élément de surface R
ou pdxdy x a> (a — y ) ;
est piox ( a — y ) dxdy.

rayon de giration de la section par rapport
divisant la troisième équation par la première il vient

K*i
•h ail

Par le point 0 , menons l’horizontale 00'; la distance GO'

sera égale à — j/ t, et , par suite, le produit GO' xGY sera

constant et égal à K 2. On retrouve la relation qui lie, dans le

pendule composé, les distances de Taxe d’oscillation et de

l’axe de suspension au centre de gravité (III, § 206). Si l’on

la section AB soit pesante, et que son poids soit

mouve-
quantité de

est pdxdy x ( b) x RS)
son moment par rapport à Taxe GY

suppose que
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La somme de tous ces moments est donc
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dans son déplacement MM'. Ce produit doit être pris
le signe 4- ou le signe — , suivant que le travail corres-
pondant est positif ou négatif.

Faisons la somme algébrique de toutes ces quantités; il
viendra pour le travail total le produit de la pression p par-
le volume compris entre les deux positions successives de
l’enveloppe ; soit donc V le volume primitif AB; V +dV le
volume A'B' ; le travail sera — pdV, si la pression p s’exerce
extérieurement à l’enveloppe, et 4- pdV, si elle s’exerce inté-
rieurement.

Le déplacement de l’enveloppe sans déformation n'en-
traîne aucun travail des pressions. La déformation elle-
même n’en produit aucun quand il n’y a pas changement
de volume.

1 1 1 . Si, au lieu d'un changement de volume infiniment
petit , l’enveloppe subit un changement de volume fini , le tra-vail des pressions s’obtiendra par l’intégration de dbpdV, en
prenant le signe 4- quand la pressionestintérieure, et le signe— dans le cas contraire.

avec

J* j pux (a — y )dxdy= pu J J axdxd IJ — J J xijdxdij ^/* /i

= — p*> / j xydxdy,

somme qui doit être égale à Qx .

On en déduit
j I xydxdy

'LiL »
j j xydxdy— pot

*i = LiaU

équation qui s’accorde avec les équations

Vxi = — Usina j* j"xydxdy

Cl
p = Usina x «n.

EXERCÉES PAR UNE MASSE GAZEUSE SUR

UNE ENVELOPPE QUI SE DÉFORME.TRAVAIL DES PRESSIONS

1 1 0 . Soit AB une enveloppe mobile et déformable, entourée
de tous cotés par un fluide non pesant , et supportant en tous

points la pression p par unité de surface.
L’enveloppe reçoit un déplacement infiniment petit, accom-

de la position AB à
A'B'. On

nor-
élé-

Supposons, par exemple, qu’il s’agisse d une masse ga-zeuse à température constante, et à laquelle la loi de Ma-riolie soit applicable : elle se dilate d’un volume V àlume V'. Le travail des
un vo-

pressions exercées, par celte massesur les parois mobiles qui l’entourent sera exprimé par l’inté-pagné d une déformation qui la fait passer
A1 la position infiniment voisine

demande le travail des pressions
/* V'

grale / pdY . Mais la loi deMariotte donne
M' B males qui s’exercent sur tous ses

ments de surface.
13' ;>v = JJOVO.DoncA*

A Soit M un élément ayant
face dio ; la pression sur cet élément

pdo) , et elle aura la direction nor-
male MP. Dans la déformation de l’enveloppe, l’élément M

en M'; le point d’application de la pression décrit
MN sur la direction

une sur-
p d y = S^d y

Y r et
Fig. 58. sera ,<»v'/‘V'Jv ^ dX V'= Po\o T -M.lognép- = ;>0 V0 log nép V-rV't, vpasse 11 est essentiel de

de la température ; et,
faire sans

chemin MM', qui se projelte en
de la force : le travail élémentaire est pdw x MN
p X (MN X da> ) ; or MNx dw est le volume décrit par l’aire i/o>

noter que ce résultat suppose la constancecomme l’expansion d un gaz ne peut seune perte de sa chaleur

un ou

propre, il est nécessaire,
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téricur du corps. Si, au lieu de rencontrer deux fois seule-
ment la surface du corps, le cylindre projetant la rencontrait
un plus grand nombre de fois, ce serait toujours en nombre
pair, et les faces d’entrée pourraient toujours se grouper
les laces de sortie. En définitive, chaque composante pducos A
est détruite par une composante égale cl opposée, et par suite
l’équilibre a lieu.

5° Enfin, on peut appliquer le théorème du travail virtuel.
Imprimons un déplacement quelconque infiniment petit
corps solide; le travail de la pression est représenté en géné-
ral par — pSV, puisque la pression est extérieure (g Ml ). Or ici
o\ =0, car le corps est un solide invariable. La somme des
travaux virtuels est nulle, et l’équilibre est par conséquent
vérifié.

177
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pour que la formule soit exacte, que l’on fournisse au

de la chaleur à mesure qu’il se détend.
avec

SURFACE FERMÉE UNIFORMÉMENT PRESSÉE SUR TOUS SES É LÉMENTS.

112. Les pressions exercées sur la surface extérieure d un-

corps solide de dimensions finies par un fluide non pesant qui
enveloppe ce corps de tous côtés, se font équilibre. On peut dé-

théorème de plusieurs manières :

au

montrer ce
1° Supposons d’abord que le corps

Iraèdre ; chaque face supporte
étant l’aire de la face considérée, et comme les pressions

uniformément réparties, le point d’application de la ré-
sultante j)o) est le centre de gravité de cette face. Les pressions
se réduisent donc à quatre forces, normales aux faces, propor-
tionnelles à leurs aires respectives, et appliquées à leurs cen-
tres de gravité. Nous avons démontré (II , g 251) que ces quatre

font équilibre. Le théorème démontré pour un té-
traèdre s’étend sans difficulté à un polyèdre quelconque, et

ensuite à un corps de forme quelconque, qu’on peut toujours

considérer comme un polyèdre ayant un nombre infini de
faces infiniment petites.

2° On peut aussi le démontrer directement. Considérons sur
la surface du corps un élément de surface infiniment petit dw,
et soient A, \J. et v les angles que fait la normale à cet élément
avec trois axes rectangulaires OX, OY, OZ. La pression pdu

qui s’exerce sur l’élément peut se décomposer en trois forces

parallèles aux axes, et égales à pd<o cosA, pdiù cos p, ptfo> cos v.
Projetons l’élément dw sur les plans coordonnés. Le cylindre
projetant parallèle à l’axe OX rencontrera une seconde fois
la surface extérieure du corps suivant un contour do/, dont

la normale fera avec l’axe OX un angle V, et l’on aura do/cos //

=do)cosX. La composante pdcocosX, parallèle à l’axe OX, est

donc égale à la composantepdw'cosV; elles sont de plus diri -
gées en sens contraires, car l’une et l’autre tendent vers bin-

ait la forme d’ un lé-
pression égale à pto, o)une

sont
THÉOR ÈME D* ARCHIMÈDE.

115. Imaginons, au sein d’un fluide en équilibre sous l’ac-tion de forces données, une enveloppe fermée qui entoure detoutes parts une certaine masse fluide. Cette masse étant
équilibre, il y a équilibre entre les forces

forces se en
extérieures quiy sont directement appliquées et les pressions développéessur toute la surface de l’enveloppe. Si donc on remplace lamasse contenue dans l’enveloppe fluide par un corps solidede meme forme, et sollicité par les

aura memes forces, l’équilibreencore lieu. Le théorème d' Archimède est une appli-cation de celte remarque aux corps solides plongés dansliquide ou dans un gaz pesant.
Dans ce cas particulier, les forces extérieures qui sollici-tent le fluide conlenu dans l’enveloppe se réduisent à lapesanteur. Elles ont une résultante verticale, égalepoids du fluide, et appliquée en son centre de gravité. Lespressions développées sur la surface de l’enveloppe ont doncaussi une résultante verticale, égale au poids du fluide,pliquée en son centre de gravité, mais dirigée de bas en haut.Le corps solide plongé dans le fluide, où il occupe la place deIV. — MÉC. C0LL1GNCN,

un

au

ap-

12
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1’cnveloppc, est ainsi soumis à deux forces verticales :

poids, dirigé de haut en bas et appliqué en son centre de

gravité, et la résultante des pressions, dirigée de bas en haut,

égale au poids du fluide déplacé par le corps, et appliquée au

centre de gravité de ce fluide. Le corps sera en équilibre si

deux forces sont égales et directement opposées, et l’on

parvient au théorème suivant :

Un corps solide , plongé dans un fuule pesant en équilibre, est

. équilibre lorsque son poids est égal au poids du fluide dé-
placé, et lorsque le centre de gravité du corps solide et celui de

la masse fluide qu' il déplace sont sur une même verticale.
Cet énoncé suppose le corps entièrement plongé dans le

fluide. Lorsqu’une partie reste en dehors, comme cela a lieu ,
flottant à la surface libre d’ un li-

son
ÉQUILIBRE D l'.\ PRISME DROIT FLOTTAKT.

1 I L Soit ABC la section droite d’un prisme droit homogène
qui flotte à la surface d’un liquide en repos; ce prisme pourra
avoir différentes positions d’équilibre ; dans toutes, le centrede gravité du corps et le centre de gravité du liquide déplacé
doivent être placés sur la même verticale, et le poids du
doit être, égal au

b

ces

corps
poids du liquide déplacé.

On peut satisfaire de plusieurs manières à la première con-dition : 1° En posant horizontalement les arêtes latérales duprisme, et en le faisant tourner jusqu’à ce que les deux cen-tres de gravité soient sur la même verticale; on y arriveratoujours, caria position horizontale des arêtes amène le centrede gravité de la partie plongée dans le plan moyen du prismequi contient le centre de gravité de ce corps ;2° En posant le prisme verticalement. Les deux centres degravité sont alors sur la verticale qui joint lesvité des bases.

en

par exemple, pour un corps
quide en repos, il faut , en outre, que le liquide baigne sur tout

leur périmètre les sections horizontales de la partie plongée.
S’il en est ainsi , les composantes horizontales des pressions

se détruisent deux à deux , tandis que les composantes ver-
à une différence toujours dirigée centres de gra-

ticales seules donnent lieu
haut, et égale au poids du liquide occupé par

chaque élément de volume immergé.
On peut donc exprimer le théorème de la manière suivante :

Tout corps solide, plongé en tout ou en partie dans un liquide

pesant en équilibre, reçoit de ce liquide une poussée verticale ,
dirigée de bas en haut , égale au poids du liquide déplacé, et ap-
pliquée au centre de gravité de ce liquide ; c'est cette poussée

de bas en haut à laquelle on donne quelquefois le nom ’

propre dc perte de poids.
Lorsque les sections horizontales d’un corps solide, en partie

plongé dans un liquide, ne sont pas baignées sur tout leur

pourtour, la surface mouillée du solide devient une paroi la-
térale pour le liquide, et 1 énoncé du théorème d’Archimède

ne s’ y applique plus.

Nous nous occuperons seulement de la première solution,la seconde ne présentant point d’intérêt. Celle première solu-tion se décompose d’ailleurs en deuxautres, suivant que le prisme a un
seul sommet ou deux sommets im-mergés. Les deux cas peuvent se trai-ter par la même équation. Nous com -mencerons par le premier.

I. Soit ACB une position d’équi- Dlibre; le prisme plonge jusqu’à laligne DE. Le centre de gravité duprisme est au point G, aux deux tiersde la ligne AI qui joint le sommet A aumilieu du côté opposé BC. Le centrede gravité de la partie plongée estde la ligne AK qui joint le mêmedroite DE. L’équilibre exige

de lias en

î ra-

ng. o9.

au point H, aux deux tiers
sommet au milieu de la
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1° Que la droite DU soit verticale;
AI’C

2° Que le rapport des sections soit égal au rapport in-
verse des poids spécifiques du prisme et du liquide. Appelons

n le poids spécifique du prisme, et n' celui du liquide; on

devra avoir la relation

D’UN PRISME FLOTTANT. 181
180

et substituant dans la seconde,
n2fc2c2-2^cos0+ 2i^!£ = O,a2 — W -x'1

ou, en mulliplant par II'2#2,
n'2^4 — 2/;II/2 COS,3æ3 + ^ pUR'bc cosy a; — \i-l-c - = 0.(3)

APC __ IP
A DE ' U *

Le triangle ABC est donné ; soit AB=c, AC— b les deux côtés

qui comprennent l’angle A; pour définir le triangle ADE, nous

ferons AD=.r, AE= y. Les deux triangles, ayant un angle

égal A, sont entre eux comme les produits des côtés qui

prennent cct angle. Donc

Cctle équation, étant de degré pair étayant son dernier terme
négatif, a au moins deux racines réelles, l’une positive, 1’
tre négative. La règle des signes de Descartes nous apprend
qu’elle ne peut avoir plus de trois ra-
cines positives, ce que nous savions
déjà, et en changeante en — e, plus
d’une racine négative. Mais elle peut
avoir deux racines imaginaires. En- p /
fin, les racines réelles ne conduisent u nC\pas toujours à une solution admis-
sible, car il faut qu’on ait et
y <C.c. En résumé, il peut|
pour le problème trois solulions
une seule; il est certain qu’ il y en
a une au moins toutes les fois que
n<Il', condition nécessaire pour que le prisme puisse flotter.II. Supposons en second lieu que le triangle ABC ait deux
sommets plongés (fig. 00). 11 faudra

au-

A
com-

z

bc n'
(1) nx\j N

la droite GII est verticale ; or elle est
11 s’agit d’exprimer que
parallèle à IK; la droite 1K est donc verticale, et par suite

perpendiculaire sur la droite DE; et comme K est le milieu

de DE, le point 1 est à égale distance des points I) et E.

Appelons p la longueur de la médiane AI du triangle ABC,

et soient p=IAC, y=IAB, les angles qu’elle fait avec les co-
tés. Les triangles D1A, EIA, nous donnent les relations :

\

iy avoir
ou

c
Fig. 00.

x* + p* — 2/w;cos
ÎË2 = T/2 4- Pl — ï py COSy,
Dl2

qu’on ait la proportion

et la seconde condition s’exprime par l’équation

x- — y- — 2px cos,3 +2/tyC0Sy = 0.
Les deux équations (1) et (2) permettent de trouver les in-

connues x et y. En les considérant comme les abscisses et les

ordonnées de deux courbes, les valeurs cherchées sont four-
les intersections de deux hyperboles, ce qui conduit

; on tire de

ARC n'
DÉCR — ïï '

(2) mais elle revient à celle - ci
APC n'
A DE-finriï

L’autre condition d’équilibre exige que le centre de gravitéG du triangle total, et le centre de gravité L du trapèze plongéDECB, soient sur la môme verticale. Or soit II le centre degravité du triangle qui émerge hors du liquide. Le centre degravité G s’obtiendra en

nies par
plus à quatre solutions.

On peut éliminer y entre les équations (1) et (2)

la première

au

\\bcy — — ' composant les poids du triangle ADEIVx

U

« •
. I
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trapèze DEÇU, appliques respectivement aux points II

et L. Donc le point II est situé sur la droite GL, et la condition
la droite GL soit perpendiculaire à

182 LIQUIDES SUPERPOSES. 183
et du En effet, troublons infiniment peu l ’équilibre, en altérant

les surfaces de séparation ou en faisant pénétrer de petiles
masses de l’un des liquides dans l’espace occupé par leliquide
voisin ; pour fixer les idées, nous supposerons que Ton lasse

portion du liquide supérieur dans l’espace occupé
par le liquide inférieur. Si la densité du premier liquide est
moindre que celle du second, la poussée du second liquide
sur la masse étrangère qui y aura pénétré, sera plus grande
que le poids de cette masse, et la résultante deces deux forces
tendra à ramener la

d’équilibre est encore que
DE, ou qu’on ait DI=II).

L équation (2) subsiste donc comme dans le premier cas :

l’équation ( l ) est seule modifiée, et la modification se résume
dans le changement de II en I I' — - n.

On aura donc encore au plus trois solutions correspon-
dantes à cette disposition de la figure.

Ce que nous avons fait pour le sommet A, nous pou-
le faire pour chacun des sommets B et G; à six solutions

chacun , cela fait en tout dix-huit positions

r entrer une

masse étrangère au -dessus du liquide
inférieur, c’est-à-dire à rétablir la superposition telle qu’elle
existait primitivement. Si, au contraire, la densité du liquidesupérieur était plus grande que celle du liquide inférieur, lamasse empruntée au premier liquide traverserait le second ,et l’équilibre ne se rétablirait pas.

Si l’on introduit dans une fiole fermée plusieurs liquidesinsolubles les uns dans les autres, et qu’aprés avoir agité lafiole, on la laisse reposer, les liquides se séparent au boutd’un temps plus ou moins long et se rangent, de haut enbas, dans l’ordre croissant des densités.

vous
au plus pour
d 'équilibre.

Mais ces solutions peuvent n’èlre pas
de solutions est égal à six, chaque

toutes admissibles.
Le nombre minimum
sommet étant alternativement seul plongé et seul hors de

l eau; de ces six positions, trois correspondent à un équilibre
stable, et trois à un équilibre instable; elles alternent dans

faisant tourner successivement le
l’ordre où on les obtient en
prisme à la surface de l’eau. Car cuire deux positions stables

consécutives, positions auxquelles le prisme tend à rcacnn
dérange, il y a nécessairement une position

subit des tendancesquand on l’en
d’équilibre instable, celle où le prisme
égales et contraires vers les deux positions stables voisines.

nombre des solutions est donc nécessairement pair, au-
trement cette alternance entra î nerait la stabilité et l'instabi-
lité de l’équilibre pour une même position ; ce qui indiquerait

équilibre indifférent.

STABILITÉ DE L’ÉQUILIBRE DES
UN LIQUIDE PESANT

COUPS PLONGES DANS

Le
116. Quand un corps solide pesant est en équilibre au seind’un fluide pesant en repos, le poids du corps esl égal au poidsdu fluide déplacé, et les centres de gravité du corps solide etdu volume fluide qu’il déplace sont situés sur lacale. Cesconditionssuffisent pour l’équilibre. Pour que l'équi-libre soit stable, il faut de plus que le centre de gravité ducorps solide soit plus bas que le centre de gravité du fluidedéplacé. Dérangeons infiniment peu le corps de sa positiond’équilibre, de manière à incliner la droite qui joint lesdeux centres de gravité. La poussée du liquide et le poids ducorps formeront alors un couple, qui tendra à ramener le

un
même verli-

STABILITÉ DE I. ÉQÜILïBRE DES LIQUIDES SUPERPOSÉS.

115. L’équilibre des liquides pesants superposés exige que
les surfaces de séparation soient des plans horizontaux ; pour
que cet équilibre soit stable, il faut que les liquides les plus
denses soient au-dessous des liquides les plus légers.



STABILITÉ DE L'ÉQUILIBRE

corps dans sa silualion primitive si le point d’application de
la poussée est au-dessus du point d’application du poids, et
qui, dans le cas contraire, tendra à faire chavirer le corps.

L’équilibre est d’ailleurs indifférent à tout déplacement du
corps qui n’altére pas le parallélisme de la droite joignant les
deux centres de gravité. Si les deux centres coïncident, l’équi-
libre est complètement indifférent, cl le corps solide peut,
dans toutes ses positions, tenir lieu d’un volume é0al de
liquide.

185DES CORPS FLOTTANiS.
La poussée P' est assimilable à un poids qui agirait en sens

contraire de la pesanteur ; son travail sera donc égal au pro-
duit de la force P' par la dilférence des distances On, OV, des
points O et 0' à la surface libre, sauf à changer le signe de
cette différence, ce qui donne — P'(0V — 0?i).

La somme des travaux de ces deux forces est
P (G'm'— Gm) — P'(0V — On ) ,

m

ou bien
P (G'm' — Gm ) — IIV ;0'M' 0»),

si l’on appelle V le volume du corps et Fl le poids spécifique
du liquide.

2° Trouver le travail de la pression exercée par un liquide sur
un prisme droit quon enfonce verticalement d' une certaine
quantité.

On suppose que la section droite du prisme est assez petite
par rapport à la section du vase contenant le liquide, pour
que la surface libre reste à la même
hauteur , malgré l’enfoncement plus ou
moins grand du prisme.

Soit ab le prisme, déjà enfoncé de la
quantité cb — x ; appelons sa section
droite w. La poussée du liquide sur le
prisme, dans cette position , sera IIWæ, en
appelant II le poids spécifique du liquide.
Elle est verticale et dirigée de bas en haut. Si on enfonce le
prisme de la quantité infiniment petite bb'= dx , le travail de
la pression sera

STABILITÉ DE l/ÉQUILIDRE DES CORPS FLOTTANTS.

117. Avant d’étudier la question des corps Ilottan ts
résoudrons quelques problèmes préliminaires.

1° Uu solide pesant étant entièrement plongé dans un liquide
pesant en repos, quel est le travail de la pesanteur et des près-

lorsqu'on déplace le solide en le maintenant toujours en-
tièrement plongé?

Soit À le corps dans sa position primitive, au sein d'un
liquide dont la surface libre est MN ; soit G le centre de gra-

c gravité du liquide déplacé, que
nous appellerons le centre de pous-
sée.Soient enfin P le poids du corps,
qu’on peut supposer appliqué en G,
et P' la poussée du liquide, appli-
quée en 0.

Soit A' la seconde position du
corps ; G' et 0' sont les positions
prises par les points G et 0.

Le travail du poids du corps sera
mesuré par le produit du poids P

par la quantité verticale dont s’est abaissé le centre de gra-
vité G. Prenons les distances Gm et G'm' des points G et G' au
plan de comparaison MN ; le travail cherché sera

PXiG'm' — Gm).

nous

sions ,

vité du corps, 0 le centre b
ir

m’ n'm n Fig. G2.

P'
^ G — üuxdx

et pour un enfoncement total /< , le travail cherché
grale

0'A ' G'r* sera l’inté-
fy

f-J 0 — riw — .Fig. 61. IIoixdx=
Cette formule suppose h moindre que la hauteur totale ab duprisme donné. On peut mettre le résultat sous la forme

Uw/tX ~ •
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plus grand enfoncement donné à la portion déjà plongée
CDR, et de renfoncement nouveau de la tranche,

entre les sections CD et C'D'.
Soit G le centre de gravité du corps ;
O le centre de poussceou centre de carène.L’équilibre ayant

lieu, par hypothèse, quand la section CD est dans le plan MX,
la droite GO est perpendiculaire au plan CD. Désignons la dis-
tance GO par a et l’angle de la droite OG avec la verticale par 0;
cet angle, qui mesure l'inclinaison de la droite OG sur la ver-
ticale, mesure aussi l’inclinai-
son du plan CD par l'apport à
l’horizon. Quant à la quan- M
tilé a , nous lui donnerons le
signe -+- si le point O est au-
dessus du point G dans l’état
d'équilibre, et le signe — si
O est au-dessous.

Des points O et G , abais-
sons sur le plan MN les per-
pendiculaires On , Gm ; soit GE=s, Gm=
OE = 2 — A et On — zl — ACOSO.

Soit F le centre de gravité de la section de flottaison CD ;
appelons Ç la distance Fil de ce point au plan MN. Le travail
cherché pourra s’évaluer en fonction des quantités variables
0 et Ç.

Soit encore 11 le poids spécifique du liquide, et V le volume
CDD du liquide déplacé dans la position d’équilibre. Le poids
du corps sera égal à 11V.

1° Le travail de 1
du corps sera

STABILITÉ DE L'ÉQUILIBRE

Or ITw/i est le poids du liquide déplacé, et — est la distance de
it

son centre de gravité à la surface libre.Le produit IIw/i x

donc le moment du poids du liquide déplacé par rapport

plan MN.
Si, au

retirait entièrement, en

de la pression de l’eau serait positif et égala TTco

quantité dont le prisme plongeait à l’origine.
Cette démonstration suppose que le prisme est resté vertical

pendant l’enfoncement ; mais le résultat obtenu est indépen-
dant de cotte hypothèse.

En effet, le travail des pressions pendant renfoncement est

la somme des travaux afférents àl’enfonceinent de chaque élé-
ment mn infiniment petit du prisme,
à partir de la position m'n' que cet
élément occupait à la surface de l’eau ,

et, quelle que soit la route pq suivie
par l’élément, le travail de la pression
sera le produit du poids de liquide dé-
placé par la distance finale qr

surface libre. Le travail total est donc la somme, depuis 0

jusqu'à h, des produits — (oïïc/sxs, en appelant z la distance

, cl dz la hauteur mn de l’élément considéré. Ce qui donne

ir-
encore — llw ^-.

118. Trouver le travail de la pesanteur et des pressions sur

corps flottant à la surface du liquide,qui recevrait un dé place-

ment infiniment petit à partir de sa position d'équilibre.
Nous supposons que le corps flottant AB soit en équilibre,

quand il est immergé jusqu’à la section CD. Imaginons qu’il

déplacement infiniment petit , tel que la section

.jizi limite la nouvelle portion immergée soit C'D'. 11 y aura à

tenir compte, dans Févaluation des travaux des pressions, du

1&7

m
comprise

r, cst

*au

lieu d’enfoncer le prisme dans un liquide , on l’en

le laissant toujours vertical, le travail

h étant laà2

9 ’ K ^

/
r/A-r,w* T Î" t"

c/ jj4rr-_LL
- üzz

G

C".t
! k

O

!G

«- n
M HQ«ç : «• 1 ç N Fi-. CL

V I i
I 1

LL m— tiq > zL ; nous aurons

b

à laFig Gô.

qr

a pesanteur correspondant au déplacementun

nvfo — 3) #

2° Le travail des
rêne CDD sera de

pressions exercées par le liquide sur la ca-
même

reçoive un
— nv x (0« OE),
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ff dm est l’aire £) de la section CD ;

/ / xthù est la somme des moments des éléments de surface
dm par rapport à la droite KL, qui passe par leur centre de
gravité : cette somme est donc nulle ;

ff x*dtù est la somme des moments iVinertie des mêmes
éléments par rapport à la même droite ; nous la représente-
rons par I.

La somme des travaux des pressions sur la tranche CDD'C'
est en définitive

ou Lien

— n V :os 0 — (s — a ) ] = — nV [ zt — z ) — U\a ;i — cos0 )

= — nv (v1 — z ) — 2nVrtsin9 -yL

5° Pour évaluer le travail des pressions sur la tranche CDD'C'
nouvellement immergée, décomposons-la en prismes verticaux

Z"1 infiniment petits. Soit dm Paire de la section faite dans le

prisme pr par le plan CD. 11 s’agit d ’en trouver la hauteur.Pour

cela, menons par le point F, centre de gravité de la section CD,
parallèlement à C/D', un plan C"D", qui coupera le plan CD
suivant la droite KL ; il coupera le prisme pr suivant la
tion droite ry, égale à dmcosO. Du point r abaissons rS per-
pendiculaire à KL. La droite ryS sera aussi perpendiculaire à

KL, et 1 angle rSry sera égal à 0. Faisons rS — x. Nous aurons
qr=xsinO, et pr=xsinO -t-FII = Ç-h Æ sinQ.

Le prisme pr était d’abord hors du liquide, et il s’ y est en-
foncé de la quantité Ç-h æsinO ; le travail correspondant de la

poussée est donc

pr

— ~ ç2cos 0 — cos 0 sin20,

et comme l’angle 0 est infiniment petit, on peut remplacer
cos ô par l’unité, et sinG par 0, en ne conservant dans les ter-
mes écrits que les infiniment petits du second ordre; ce qui
réduit la somme cherchée à

scc-

nn . _ nio9

2 2

Réunissant les trois parties que nous venons d’évaluer
ccssivement, il vient

(ç + æ sinO)9
2 9

SUC-— nrf«coso

expression dont il faut faire la somme, en l’étendant à tous
les éléments dm de la section CD. L’erreur que l’on commet
en substituant à la tranche CDC'D' le cylindre qui projette la

section CD sur le plan horizontal , est infiniment petite par
rapport à la quantité cherchée.

La somme de tous ces éléments s'exprime par l’intégrale
double

— z ) — 2nVrtsin9|—
ou bien, en réduisant et en remplaçant encore sin2^

5 («y + i) 6» QS*.
Cette formule est générale,quel que soit le déplacement in-

finiment petit imprimé au solide, pourvu que les sections du
corps par des plans varient d’une manière continue dans le
voisinage du plan de flottaison.

119. La stabilité de l’équilibre d’un corps flottant s’éta-
blit par la discussion de l’équation des forces vives (Cf. 111,
§ 187).

Supposons le corps en équilibre ; imprimons-lui un dépla-
cement très petit. Ce déplacement peut toujours se ramener à

nn im2— 3’T = nV (s4 — s)- nV (s
2 ’

o2

2 par 4’

T= —

(ç 4- æ sinfl)9
< ) *( loi cos 0

bien, en développant le carré,ou

J*
Ç 2daCOS 0 + 2 J J*

Çæ sinO cos0 f/w + j*J*
x2ducosO sin90^ «

Les quantités':et 0 sont desconstantes dans ces intégrations
ce qui permet d’écrire

— - £* COS 0
2 *

kyeos 0 siii- 0 J*J*
z-dousiJ J du — IT^sinO cosO xcloi —
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si le point O, centre de carène, est au-dessus du point G,
centre de gravité du solide, le premier membre est la somme
de deux termes positifs, et , pour qu’il soit toujours moindre
que la constante C, qui est infiniment petite, il faut que 0 et
Ç soient eux-mêmes infiniment petits. Si donc le centre de ca-
rène est au-dessus du centre de gravité, l' équilibre est stable ;
car 0 et Ç ne peuvent pas croître indéfiniment, et ont pour
limites supérieures, en valeur absolue,

191
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trois translations et à trois rotations simultanées. Nous suppo-
seronsque les trois translationssoient parallèles respectivement
à trois axes rectangulaires, dont deux horizontaux, et le troi-
sième vertical ; les rotations s’opéreront autour de ces mêmes

. Les translations horizontales et la rotation autour deaxes
l ’axe vertical ne donnent naissance à aucun travail des pres-
sions du liquide sur la partie plongée. Les seuls déplacements
qui donnent lieu à une production de travaux sont la transla-
tion verticale et les rotations autour des axes horizontaux,que
Ton peut réduire à une seule rotation autour d’un axe horizon-
tal . Les quantités ’Ç cto, qui mesurent le déplacement linéaire
du corps le long de la verticale et le déplacement angulaire
autour d’un axe horizontal, interviendront donc seules dans

° ~V n (flY -fi) ' avec ç = 0,

Cl

1 avec 0 = 0.V nn. Ç =
l’équation du travail.

Soit Zmv * la somme des forces vives imprimées au corps
dans une position initiale, définie par des valeurs infiniment
petites L0 et 0o des variables Ç et 0. Nous pouvons supposer
la somme Imv * aussi petite que nous voudrons ; et appelant

la somme des forces vives du corps dans une position
quelconque Ç et 0, il viendra l’équafion

2mv* — XwiVo8 = 2 (T — T0 )

=- n «v + ij o2 — rin$2 + n («v + n o0- + nnç02.

Si a est négatif et égal à — a!, l’inégalité prend la forme
n (i — rt'V) o2 + imç2 <c,

et la conclusion que nous venons de tirer reste la même,
pourvu que 1 — a' X soit positif, ou que a' soit La sta-
bilité est donc encore assurée, et les valeurs absolues de 0 et Ç
ont des limites, quand le centre de carène est au-dessous du cen-
tre de gravité, pourvu que la distance de ces deux points soit
moindre que le moment d'inertie de la section de flottaison , par
rapport à une droite menée dans son plan par son centre de gra -
vité, divisé par le volume de la carène.

Si on avait a' >̂ ~ , le signe du premier membre de l’ inéga-
lité ne serait pas défini, et on pourrait y satisfaire par de très
grandes valeurs absolues de 0 et de Ç. L’équilibre n’auraitalors aucune stabilité.

La condition

liinr

Donc
ïmv2 = c-n («Y +1) o2 — nnç2,

en appelant G la constante
swico* + n [«v -f i 'o2 +- naço2,

qui correspond aux conditions initiales, et qui est nécessaire-
ment positive et infiniment petite.

La somme lmv* est toujours positive; donc le second mem-
bre est positif, et par suite on aura toujours

n (rtV -hi) 6* + ims* < c.

Lesquantités 11, V, letl) sont des quantités absolues : 02 et ’C
sont toujours positifs. Il n’y a dans l’inégalité précédente que
a qui soit susceptible de changer de signe. Si a est positif , ou

1a' <y doit être remplie pour toutes les va-
leurs du moment d’inertie I, qui varie avec la position de ladroite KL, par rapport à laquelle il est déterminé.11 faut doncqu’ellesoit satisfaite pour la moindre valeur de ce moment d’i-
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ncrlie. Les moments d’inertie des aires planes donnent lieu

à une théorie analogue à celle des moments d’inertie des so-
lides (III, g 245). On démontre facile-
ment que, si l’on considère les mo-
ments d’inertie d’une aire plane AB

à une infinité de droitesL par rapport
menées dans son plan par

obtient une ellipse RS en
un même

point F, on
prenant sur chaque droite, à partir

longueur FR , inversement proporlion-
CH À PITRE II

H Y D R O D Y N A M I Q U E.

rayon de giration,1 /— , de l’aire plane par rapport
V O

à la direction FR. Le minimum du moment d’inertie 1 cor-
respond à la direction du grand axe de l’ellipse ainsi con-

struite au centre degravif é de la section de flottaison *

Cette théorie de la stabilité, qui a remplacél’ancienne théo-
rie du métacentre, due à Bougucr, est loin d’être complète, car

elle néglige les actions dynamiques du fluide, c’est-à-dire les

excès de pression dus au mouvement relatif du solide. Ces

actions dynamiques contribuent à accroî tre la stabilité, quand

elles proviennent du déplacement du solide au sein d’un

fluide en repos ; elles peuvent, au contraire, compromettre

la stabilité du corps tlottant, lorsqu'elles sont ducs à

mouvement propre du fluide. L’expérience de la navigation

fait connaî tre depuis longtemps des formes qui
floilants, et vérifie la règle

120. L’équation de l’hydrostatique donne pour chaque
point d’ un fluide en équilibre les valeurs de la
fonction des coordonnées.

pression en
Le problème de l’ hydrodynamique

est beaucoup plus compliqué. II s’agit, en effet , de déterminer
pour chaque valeur du temps t et pour chaque point [ x , y, z )
de l’espace occupépar le fluide, non-seulement la pression p,
mais encore la vitesse, en grandeur et en direction, du point
matériel fluide qui occupe ce point géométrique ; et, en

" n’est pas un liquide homogène, la valeur
p de la masse spécifique de ce point matériel. La vitesse
connue en grandeur et en direction si l’on définit
composantes parallèles aux axes; nous les appellerons
Le problème consiste d

un
outre, si le fluide

sera
ses trois
u, v , w .

à déterminer les cinq fonctions

maritime a
assurent la stabilité des corps
déduite de la théorie que nous venons d’exposer.

onc
U , V , W , J ) , p,

au moyen des quatre variables indépendantes
y > L

Supposons cette détermination opérée ; pour trouver latrajectoire d’un point matériel, il suffira d’observer que, dansle temps dt , les coordonnées x, y, z, du point s’accroissentrespectivement de udt, vdt , wdt, de sorte que leséquations du— J1 ÉC. COLLIGNON.IV.
13
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mouvement du point considéré seront données par l’ intégra-
tion des équations différentielles

dx ~ udi.
dij — vdl ,
d z — wdt.

121. Cherchons aussi ce que deviennent la pression p et
la densité p du môme point matériel .

En général, soit f ( x, y , s, t ) une certaine fonction , relative
à un point géométrique défini [ x ,\) ,z ) , et à une valeur déter-
minée du temps t.Si l ’on suppose que les variables indépen-
dantes x , 1/ , 2 et t s’accroissent respectivement de dx , dy , dz
et dt , l’accroissement df de la fonction sera donné par l’équa-
tion générale :

194 DE I/JlYDRODYNAMIQUE.
Le rapport de du à dt sera Y accélération du point M, projetée

1 Isur l’axe des x ; de meme dv et ^tfw seront les accéléra-
tions projetées sur les axes des y et des 2.

122. Reprenons les équations de l’équilibre d’ une moléculefluide (§ 80) ; on peut les mettre sous la forme

195

dp— r V
(U ~ '-x’
dptj = A
dp±=^>

ou encore, sous la forme
d f=^ d x + ^f dy + =fdz + - f d t.' dx 1 dy ' 1 d z d t

Mais si, au lieu de prendre arbitrairement dx , dy , dz ,
on prend ces différentielles le long de la trajectoire du point
matériel M, quand il se transporte de M enM'pendantle temps
dt , il faudra faire dx=udt , dy=vdt , dz=wdt , et on aura

/ / t d f 1 d f 1 d f , d f\ nt,/= [^ u + T u v + lhw + dt ) d t

pour l’accroissement de la fonction f le long de la trajectoire
du point M.

Cette formule est applicable à toute fonction des varia-
bles x , y , z , t , et par suite aux fonctions u, v , w , p , p, qu’il
s’agit de définir. Nous aurons donc

, ( d u , d u du . du\du = ( u ( fc + v ÿjj + w ^7 + ([( J dl >

( d v . d v d v d v\[ udï + vdj,+ wd;+ dï ) (lt’
( d iu , dw , dw . d iv\ ..(“ T, +

*r- ( £ + •$
d ( u‘lp + v <tp_

** \ dx dy

x — - ^= 0,p dx

Y — -’IS.= 0
P dy

z-!d;i = 0.p dz

X, Y, Z sont les composantes de la forcede masse. Sous la seconde forme,
développées autour de la molécule
de l’équilibre, à des composantes — -^parallèles aux axes et appliquées à l’unité delibre.

Dans le cas du mouvement, au lieu d’égaler à 0 les somalgébriques de ces forces, il faudra les éprojetées sur les mêmesfions

rapportée à l’unité
on voit que les pressions

équivalent, au point de
1 dp i dp
p üiy

vue

p dz'
masse supposée

mes
. égaler aux accélérationsaxes, ce qui donne les trois équa-dv =

x-dw —
Y ~ i- ±= u± , d v (lvp <iy dx + v ~+ w —(l )

d y

+ » î + £) “ p dz
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variation totale de la masse pendant le temps dt ; or la varia-

. . . . dotion de la densité est égale à ~ dt ; multipliée par le volume,

elle donne la variation de la masse totale y dxdydzdt.
Lit

Donc enfin

dxdydzdt = — dxdydzdt —

197
On obtient une quatrième équation en exprimant que le

mouvement du tluide ne crée pas de vide au milieu de la
masse; cette équation porte le nom d'équation de continuité.
Elle restreint la généralité du problème ; car rien ne prouve
a priori que la masse fluide ne doive pas se diviser par suite de
son mouvement.

La vitesse u, parallèle à OX (fig. 45, p. 155), règne sen-
siblement dans toute l’étendue de la face ADEF, perpendi-
culairement à celte face, et amène dans l’intérieur du paral-
lélépipède ABCDEFGII, pendant le temps dt, une masse fluide
égale à

d irM dxdydzdt — dxdydzdt ,dû

ou bien, en divisant par dxdydzdt,
d [ f.iu ) dp

dz h dt — "’
d ( *») ,
dx "r

équation qui peut encore

( u**-\ dx

d ( pv)(2)pudtdydz, dÿ

p étant la densité du fluide au point A.
Mais, en meme temps, la vitesse qui règne dans toute l’é-

tendue de la face opposée BGI1C fait sortir du parallélépipède
une masse de fluide égale à la masse pudtdydz, augmentée de
sa différentielle partielle relative à x , ce que nous exprime-
rons par la notation

» ts ecnre
dp . dp dp\ . fdu , dv . du>\ Adjj + wdî + Tt ) +'(s+ Si +7h ) =0-

' La première parenthèse est égale à
prend la forme

-+• v -

1 dp* et l’équation

pudtdydz -f- dxdtdydz,
, , . / du dv dw\ .*+ (s+§+ ÏE7 = 0*

Si le fluide est un liquide homogène ou un mélange deliquides, on a dp=0, car une molécule liquide ne changepas de densité le long de sa trajectoire; l’équation (2) se scindealors en deux autres :

W
de sorte que les débits simultanés des faces opposées ADEF,
BCIIG, augmentent la masse fluide contenue dans le parallé-
lépipède, de la différence

— (
' l l ~ dxdydzdt.

Par la même raison, les débits simultanés des faces ABGF,
DCHE, augmentent la même masse de

— dxdydzdt,

et lesdébits des faces ABCD, FGHE, de

— d-^ dxdydzdt.

dpu
(=)

diu+ =
S’il s’agit d’un gaz à température constante, on a entre p etp la relation (6) p=K p f qui, jointe à l’équation (2), complètele nombre des équations destinées à détinir analytiquementles cinq fonctions inconnues.Les équations (1) et (5)La somme de ces trois variations simultanées est égale à la (1), (2) et (G), sont d’ailleursou
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tellement rebelles \ qu'elles ont rebuté tous les efforts des
analystes. On a renoncé à en chercher les intégrales géné-
rales, qui peuvent fort bien n’ètre pas exprimables parles si-
gnes de l’analyse. Pour en déduire quelques résultats utiles,
il faut en restreindre singulièrement la généralité.

193

du dv dw_ jC3 dérivées partielles de w , r, w , par
dt ’ dt 9 dt
rapport à t.

La somme udx -t- vdy wdz devient , au bout du temps 0
égale à

(£*+$*+%«) +•O*>*»
SIMPLIFICATION DES ÉQUATIONS DANS DES HYPOTHÈSES PARTICULIÈRES. ou bien à

d'/ +0

125. Nous supposerons d’abord que la fonction
ï clx + Ydy + Idz

soit la différentielle exacte d’une fonction T des coordon-
nées x , y , z , et nous poserons

La nouvelle valeur de la fonction est donc une différentielle
exacte par rapport aux variables x , y, 2, si la parenthèse est
une différentielle par rapporta ces mêmes variables.

Substituons les valeurs de u, v , w , dans les équations (1) ;
elles deviendront , pour l’époque t\

x — -

\dx -h Yrfj/ 4- Idz = dT.
Nous supposerons, en outre, qu’à une certaine époque, défi-

nie par une valeur t du temps, la fonction udx-hvdy+wdz
soit aussi la différentielle exacte, par rapport à #, y , %, d’urie

fonction © des quatre variables æ, y, z , t. Je dis que, s’il en
est ainsi, la fonction u d x v d y-{-w d z sera une différentielle
à toute époque, c’est-à-dire pour toute valeur du temps t .

Soit , en effet , pour une valeur V du temps,

udx 4- vdy 4- wdz= dy' t

o étant une fonction de y, z et t, et do* la différentielle
totale de celte fonction, où t est traité comme une constante,
et où l’on fait t=t\

On aura à celte époque
du ~ dx’

1 dp dy' d-y d?' d î y' dy' d-y' du
p dx dx dx - dy dydz dz dzdx dt ’

^ \ dp dy' d\f dy dy' dy' dy' dv
‘ p dy dx dxdy dy dy- dz dzdy dt ’

^ 1 dp _ dy' d-y' dy' d* y dy' dry' div
p dz dx dxdz dy dydz dz dz- ' dt

Multiplions la première par dx , la seconde par dy , la troi-
sième par dz, et ajoutons ; il vient, en faisant les réductions,

dT —
/ du dv . . dw , \
\d t e X + Ttdy + ~dï dz )’H-

les différentielles étant prises sans faire varier le temps.
Le premier membre est une différentielle exacte si p est

constant ( liquide homogène) , ou si p est fonction de p (gaz à
température constante) . Le premier terme du second membre
est aussi une différentielle exacte. Le second terme l’est donc
également , et par suite udx vdy -+- wdz est une différentielle
exacte au temps V -t- 6, si elle l’est au temps V.Donc elle l’est
à toute époque.

pai exemple, le fluide part du repos, on a à cette époque

dy'V = -T1- »dl)
et à l’époque f 0 , 0 étant un temps infiniment petit,

dy' du
U == dï + ddt’

do'W = -y- y
dz

dy' —w =^+ 0 d t
,dwdy' , dvv =z dï +

Si,
4 Lagrange.
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M=U, r=0, w=0, ce qui rend udx -\- wdy-\- tvdz différentielle
exacte; on est assuré alors que la condition est remplie dans
toule la suite du mouvement.

124. Soit donc à la fois

201200 DE L’HYDRODYNAMIQUE.
et l’équation ( 7 )

( J?+7u
Le problème analytique est ramené à intégrer lvéquation aux
différences partielles (8) ; après avoir trouvé l’expression la
plus générale de 9 en fonction de x, y , z et t, l’équation (9)
fera connaître p . Ensuite les équations

do
V = -f ,

dU

\dx -f- Ydy + Idz= f/T,
udx -f- vdy + wdz = dy.

On déduit de la seconde équation
do dou — -T- » v = -y- -,dx dy

et l’équation de continuité (2) prend la forme

do dow = rd?w =-r »dz
u = dz *dx 1

donneront u, v, w.
4§) , 4fS) , 4£) .

f /s dy + f/: ~dP
dt +

La transformation opérée dans le paragraphe précédent
nous donne d’ailleurs à toute époque

0) PETITES OSCILLATIONS.

120. Lorsqu’un fluide est animé d’un mouvement oscilla-
toire très petit, les équations du mouvement se simplifient
également. On peut négliger d’abord dans les équations (1)
les produits v dont deux dimensions sont petites,
et réduire approximativement ces équations à la forme :

^ 1 dp du
p dx dt

d?41)•+ © ] + ddTf/T —
les différentielles étant prises seulement par rapport à æ, y, s,
sans faire varier le temps. Intégrant dans la meme hypothèse,
il vient l’équation

'm-m+mvt-(7)
Y 1 dp du

p dy ~ dt ’/dp-t peut s’effectuer d’ailleurs si p est constant, ou fonction
P

de p,et même si p était fonction du temps t, puisque le temps,
dans tous ces calculs, est traité comme une constante.

L’équation (7) pourrait être complétée par une fonction
arbitraire du temps; mais cette fonction peut être supposée
contenue dans la fonction 9, qui n’est définie que par sa diffé-
rentielle d<D relative à x, y, 2, abstraction faite du temps t -

125. Dans le cas des liquides homogènes, p étant une con-
stante absolue, l’équation (6) devient

ll*2 ^ — n
chf dz* ’

2 1 dp. dw
p dz dt

Multipliant la première par dx, la seconde par dy, la troisièmepar dx, et ajoutant, il vient
1 . du . du-dp= + ~F dt dt

dwf/T — dtJ + ~dtd''
Donc udx -h vdy dwz est, une différentielle exactePP 1 a /r, y, 3. Car 1 équation précédente peut

par
» ts écrire

~
?

dp =zJt’{Udx + vdv + wdz )>
dT —6^(S)



i
203EQUATIONS202 DE L’HYDRODYNAMIQUE.

Or on trouvera aulant de solulions particulières qu’on voudra
de la manière suivante : soit M (fig. 60) le point dont les
coordonnées sont x, ?/, z. Soit M' un autre point tout à lait
arbitraire, dont les coordonnées seront
£, Y], Ç, et auquel nous attribuerons une
masse \J. quelconque.

Appelons A la distance MM' :

A2 = [x-S) 2 4- [ y - vj) 2 + ( z — ç)2.

dp'

dtet par suite udx+vdy+mh est l'intégrale de t c/Tv P
prise par rapport à t seul , ou, ce qui revient au même,
la différentielle par rapport à x, y , z de la fonction

— . Soit donc udx -t-vdy -\-wdz=d<%.11 vicn-"dp zm — dt
O

dra
(Il — O

les différentielles indiquées sont prises seulement par rapport
à æ, y,

On en déduit en intégrant

La fonction — considérée comme
fonction de #, y, s, satisfait à l’équa-
tion (8). En effet, on en déduit,
prenant la dérivée partielle par rapport à x,

A ’ Y

Fig. CG.
en

T — 4?,
J P «i(10 )

équation à joindre à l’équation (6), s’il s’agit d’un gaz à fein-
= Ivlognép.p.

</AA u. X — --ê x —A2dxIpérature constante, auquel cas
De mêmeJ — =-J et onS’il s’agit d’un liquide homogène, on aurait

devrait joindre l’équation (10) à l’équation (8). P d £
A

A2 A

A _ £
A2 X AM

INTÉGRATION DE L ÉQUATION (8).
Les rapports -, — — -, - ^ sont les cosinus des an-A A A

gles que la direction MM' fait avec les axes coordonnés :
127. L’équation

d*? d*? __
0^ <%2 ^

ayant une forme linéaire, si l’on en a plusieurs solu-
lions, o=a, ©= p, O=Y, ... on en obtiendra une autre en
posant 9= a+g + Y-* » 011 encore en égalant <p à la somme
des produits de chaque solution par des constantes arbi-
traires :

(8 ) e&t proportionnel à l ’attraction que le point M exercerait
sur la masse p. placée en M', suivant la loi de la gravitation
universelle. La fonction ^- a donc celle propriété que ses déri-

•A

vées partielles par rapport à x , 7/ , z, donnent respectivement
les composantes de l’attraction subie par le point M' de la
part du point M.y = Ca -J- C',3 -f* C 'y
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Passons aux secondes dérivées :
204 205DE L'HYDRODYNAMIQUE,

tion sont des fondions entièrement arbitraires des variables
ç, Y] et Ç.

Il reste dans chaque cas particulier à déterminer ces arbi-
traires, mais cette question constitue, en général , un pro-
blème très épineux d’analyse.

A _ 3/*(a: — Ç)* /*
A> À3’rte2

rf* ^
A3 A * *

A *« (3 — Ç J- //•
Â5 A3*

La somme des trois équations nous donne

d* £ d* !- d* £

R ÉGIME PERMANENT, THÉORÈME DE DANIEL BERNOULLI.
dz*

128. Le régime permanent a lieu dans un fluide en mouve-
ment quand, en chaque point, passe à chaque instant une
molécule possédant la môme densité, soumise à la même pres-
sion, et animée de la meme vitesse. Analytiquement, le ré-
gime permanent est défini par cette condition que les cinq
fonctions u, v, w,p, p soient indépendantes du temps t. Le mou-
vement du système reproduit à chaque instant l’état qui exis-
tait l’instant d’avant, ce qui constitue une sorte d’équilibre
mobile. Un cours d’eau, dans lequel chaque masse liquide
qui s’écoule est immédiatement remplacée par une masse
identique et animée du même mouvement, offre à peu près
l’image de la permanence du régime.

Faisons donc dans nos équations

^-o ^- o -p-- o îf e — o

Les équations ( I ) se réduisent à la forme suivante :

v 1 dp du , du , du
p dx dx dy dz

y _ i #2 =P dlJ

p dz

en appelant u\ a/, w' les projections de l’accélération sur les
axes coordonnés. Car on a en général (g 121)

4 . . du du du , du.dtdu = udï + vdï + wd:+Tt ’

A _ { { x- Z )* + [ y-v?)2 + ( z-Ç)2]
dz- ”

3(a
dx* dy* A5

et par suite-^ est une solution de l’équation (8).
Si donc on considère autant de points M' que Ton voudra,

ayant chacun une masse distincte, on satisfera à l’équation (8)
en posant

^ P? == 2
A

Nous pouvons admettre que les points M' se touchent de
manière à constituer un milieu attractif, où la masse spé-
cifique, p', sera exprimée en fonction des coordonnées ç, rh Ç
de chaque point ; la masse élémentaire sera alors ptlÇi/ïjdÇ, et
la somme 2 se changera en une intégrale triple :

du
dt — °'

p'd%dr,d »-///» — Ç )a -h (£/ — ( < — ?)* = u\
La fonction ç est ce qu’on appelle le potentiel du système ma-
t ériel par rapport au point æ, y, z ; la propriété fondamentale
du potentiel est que ses dérivées partielles par rapport à
x, y, s, sont les composantes de l’attraction exercée par le
point (x, y, z ) sur le système (?, Y), Ç) d’après la loi de Newton.

Dans le problème spécial qui nous occupe, £, rn l peuvent
être supposés fonctionsdu temps t ; p est une fonction arbi-
traire des variables §, Y J , Ç et t ; enfin les limites de l’intégra-

du . dv , dv

dut . dut , dwr v \- iu =dx dy 1 dz

=v',
IV' ,

u f =

h
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du Doncmais ici on suppose — constamment nul, et la valeur de u'
Il i

se réduit à scs trois premiers termes. Multipliant ces trois
équations par (te, dy , (te, et ajoutant, il vient, en appelant T
la fonction dont la différentielle est X(te4-Ydj/ 4-Z(te,

JT = — gch.
T = — (JZ'

L’équation du régime permanent devient, en changeant les
signes :

p , r
0 ^ 2

idT dp = n'dx 4- v'dg 4- iv'dz. = constante,»!TP
ou bien

Faisons dx — udt , dy— vdt , dz— wdt, ce qui revient à suivre
la molécule mobile le long (le sa trajectoire. Le second mem-
bre se réduira à

î + n + ^-n’a , 1+r _

II désignant une hauteur constante, et 1T le poids spécifique
du liquide.

s est la. hauteur d’un point du liquide au-dessus d’un plan
de comparaison horizontal ;

p est la pression en ce point ; '- est la hauteur représenta-
tive de la pression;

V est la vitesse des molécules qui passent en ce point, el
V2

la hauteur due à cette vitesse.

u'uclt + v' vdt 4- w'ivdt,
OU à

udu 4- vdv 4- wdWy

puisque u'dt est égal à du, v'dt à dv , w'dt à dw. Il vient donc
i i
- dp=udu 4- vdv 4- wdw= - d (u- -f- v- 4- w- ).
P L

Or U24-U54-IU2 est le carré de la vitesse absolue Y2 de la molé-
cule fluide qui passe au point x, (/ , s. On peut donc écrire

JT —
%

En ajoutant ces trois hauteurs en tout point d’ un même filet
liquide soumis au régime permanent, on obtient un niveau
constant, que l’on appelle en hydraulique le plan de charge.
Le théorème de Daniel Bernoulli s’exprimera donc en disant
qu’e/i tous les points d'un filet liquide pesant, satisfaisant aux
conditions de la permanence du régime, la hauteur du plan de
charge est constante.

Cette conclusion suppose que le liquide n’a aucune visco-
sité; autrement la pression autour d’un point ne serait pas la
même dans toutes les directions ; les équations générales du
mouvement devraient être modifiées; enfin on constaterait
d’un point à l’autre du même filet des différences de niveau
dans le plan de charge, dues au travail négatif des frottements.
Ce sont ces différences qu’on appelle en hydraulique pertes
dé chargé.

1i- dp — tj J(V2).JT —
Intégrant, on a

T — = constante.

f — =-; dansle casJ P P
Dans le cas des liquides homogènes,on a

J*^=Klognép.p.des gaz à température constante, on aurait

129. Le théorème de Daniel Bernoulli, qui forme la base de
Y hydraulique, résulte de l’application de cette équation aux
liquides homogènes pesants. Les forces se réduisant à la pe-
santeur, on aura

x = 0, Y =o, 2 = — ?.
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des memes vitesses; les forces vives correspondantes sont
donc égales à ces deux époques, et elles se détruisent dans
la différence. Il reste à compter la différence entre la force
vive de la masse BB' et la force vive de la masse AA'. Or le
volume commun occupé par ces deux masses est Qdt ; n

, , .. . , ïï Qdt
étant le poids spécifique du liquide, — —J
nQ*

DÉMONSTRATION DIRECTE DU THÉORÈME DE DANIEL BERNOULLI.

150. Le théorème de Daniel Bernoulli peut se démontrer
directement , sans recourir aux équations générales de l’hy-

drodynamique, en appliquant au filet
liquide pesant le théorème des forces
vives.

Soit AB le filet considéré, animé d’un
•*» 5 V
^i~7\ mouvement permanent, en vertu duquel

il se déplace dans sa propre direction,
chaque petit volume liquide prenant la
place du volume égal qui y fait suite. .

Prenons deux points A et B sur ce filet ; soient au point A,
o la section ,
p la pression,
Y la vitesse,
et z la hauteur A a au-dessus du plan horizontal MN.
Soient de même au point B,
0/ la section,
]/ la pression,
Y' la vitesse,
et z' la hauteur Bb au-dessus du meme plan.
Les produits o>V, o>'V' représenteront chacun le débit ou la

dépense du filet , c’est-à-dire le volume écoulé dans l’unité de
temps par les sections A et B. Ce volume est le même en ces
deux points à cause de l’incompressibilité du liquide et de la
permanence du régime. Désignons-le par la lettre Q. Le vo-
lume écoulé pendant un temps infiniment petit dt sera égal
à Qdt , en tout point du filet AB.

Suivonsle filet AB pendant le temps infinimentpelitdf qu’il
. met à passer de la position AB à la position A'B', cl appliquons
le théorème des forces vives entre ces deux positions.

La région A'B, commune à ces deux positions, est occupée
aux deux époques par des molécules de même masse et animées

est la masse, et

( V'2 — Y2) est le demi-accroissement delà force vive du
2g v

système, quand il passe de la position AB à la position A'B'.
Il faut égaler ce demi-accroissement au travail des forces,

qui sont ici la pesanteur et les pressions.
Pour le travail de la pesanteur, on l’évaluera comme on

l’a déjà fait en hydrostatique (§ 76, 5°), en supposant que le
poids AA' passe en BB', la partie AB restant immobile. Le tra-
vail cherché est donc égal à TlQdtx ( z — z' ) .

Les pressions latérales au filet ont un travail nul , puis-
qu’elles sont normales au chemin décrit par leurs points
d’application. 11 suffit de considérer la pression en amont et
la pression en aval ; la pression totale sur la section A est
une force mouvante égale à po, et le chemin décrit par son
point d’application dans la direction môme de la force est
AA' ou Ydt ; son travail est donc pu>Vdt=pQdt. On recon-
na îtrait de même que le travail de la pression en B est négatif
et égal à — p'Qdt. Réunissant tous ces travaux et égalant la
somme au demi-accroissement des forces vives, il vient

B’

i
/•N

Liy. 07.

-9“ (v'2-V2i = nodt (3- z' ) + pQdt - p'Qdt,

et divisant par nQdt ,
Y'2 V2 , , p p'

ï g n n2g
ou bien

c’est-à-dire l’équation que nous avions obtenue»

IV. — X ÉC. COLLIGNON. 14
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EN MINCE PAROI.

Nous pouvons donc admettre que la vitesse en M soit négli-
geable.

Soit ^ la hauteur MM' du point M au-dessus d’un plan hori-
zontal TU ; soit p la pression au point M. Appelons v la vitesse
en m, z' la hauteur mm\ et p0 la pression en m, égale, comme
on sait, à la pression atmosphérique. Nous aurons, en appli-
quant lequation de Bernoulli,

1 . il ;!” + n “ “ 2.7
Nous ne connaissons ni z , nip ; mais, comme au point M

le liquide est à peu près en repos, la distribution des pres-
sions ne diffère pas sensiblement de la loi hydrostatique,
et on peut prendre la somme s-H jy
d’un liquide pesant en repos. Cette fonction est alors indé-
pendante de la position du point M ; prenons-la pour
point A de la surface AB ; en ce point, la pression est égale à
la pression atmosphérique, ou à p0 , si le vase est ouvert à l’air
libre, et si les niveaux de AB et de ab sont peu éloignés l’un
de l’autre. Soit donc Z la hauteur du plan libre AB au-dessus
du plan TU ; on aura

211

APPLICATION DU TH ÉORÈME DE BERNOULLI A L ÉCOULEMENT
EN MINCE PAROI.

*-
loi. Le théorème de Bernoulli permet de déterminer la

vitesse Y en un point d’un filet liquide animé d’un mouve-
ment permanent , lorsqu’on connaît la pression en ce point.

Soit PQ un vase dans lequel un liquide est entretenu à un
niveau constant AB.

On pratique dans la paroi une ouverture très petite CD, par
laquelle le liquide s’échappe. Au bout d’un temps assez court
le régime permanent est établi. On demande la vitesse v du
liquide dans la section ab , o ù l’ccoulement s’opère par blets
parallèles, et qu’on appelle section contractée.Celte section est
peu éloignée de l’orifice CD, lorsque l’épaisseur de la paroi est
suffisamment mince.

La pression dans tous les points de la section ab est égale à
la pression atmosphérique ; car, au-
trement , la veine liquide tendrait
soit à se dilater, soit à se contractern .sous la pression de 1 atmosphère
qui s’exerce au dehors.

Considérons en particulier le filet— qui passe en un point m de cette
section; soit Mm le tracé du filet à
l’intérieur du vase. Nous pouvons le

prolonger ainsi jusque dans une région M où la vitesse du
liquide soit très peu sensible. L’équation du débit,

+ £ + *'.^ ii

comme s’il s’agissait

un

VT

* +S « z + &.n a
• L’équation devient\ Z'

y
171’M'

2 + t =S + ïï + *''Fig. G8.
d’où l’on déduit

y = — zf ) = \J<2gfh

appelant h la hauteur verticale du plan AB au-dessus de la
section contractée. La vitesse cïécoulement d'un liquide par un
orifice en mince paroi est donc égale à la vitesse due à la hau-teur de la surface libre au-dessus du centre de l' orifice.

Ce théorème est con
rème de Tôrricélli.

en«y = «V = Q,.

montre, en effet, que la vilesse varie en raison inverse de la
section. La section du vase étant beaucoup plus grande que la
section de la veine en «6, les vitesses à l’intérieur du vase sont
nécessairement beaucoup moindres que la vitesse à la sortie en hydraulique sousle nom de théo-nu.
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La dépense Q de l'orifice par unité de temps est égale au
produit Vu de la vitesse par l’aire w de la section contractée :

Q = w sjï gk.

déterminé par l’observation le rapport —
la section contractée à l’aire de l’orifice ; ce rapport, auquel
donne le nom de coefficient de contraction, est, en moyenne,
égal à 0, G2. On peut donc poser

Q 0,02 A sj'ïyîi*

212

vitesses r et w seront milles, ainsi que les accélérations v‘

^-=0, et l’équation de continuité donne
divduet wf .Donc ^ = 0,

— 0. Mais on a toujoursdxde l’aire deOn a
du du du
,hj + wdi + iir

est nulle, puisque le régime permanent est
(l l

— 0 , v=0 et w=0.Donc

duu — U • -f - Vdx
011

La dérivée

dusupposé élabli. On a d’ailleurs
u'=0, et la vitesse u est constante pour un meme filet. Le
mouvement est donc uniforme.

dx

ÉCOULEMENT D'UN LIQUIDE PAR FILETS RECTILIGNES PARALLÈLES,
UN CANAL OU DANS UN TUYAU.

DANS

Les dérivées ^peuvent être différentes de zéro, la vi-
tesse u variant d'un filet à l’autre.

152. Quand un liquide, animé d’un mouvement satisfaisant
; conditions de la permanence, s écoule dans un canal ou dans
tuyau par filets sensiblement rectiliynes et parallèles, /cs pres-

sions se distribuent dans une même section transversale confor-
mément aux lois de l' hydrostatique, c'est -à-dire comme si le li-
quide était en repos dans le vase qui le contient.

Les équations du mouvement d’un liquide homogène sont

X — - -j- = u\p dx

Y -1^P «U
I dp = W',

Les trois premières équations du mouvement se réduisent
ainsi aux équations suivantes :aux

un
dp

= P Y
dp

c’est-à-dire aux équations de l’ hydrostatique, et les pressions
se distribuent au sein de la masse liquide comme si elle
était en repos. Cette conclusion doit être restreinte à une lon-gueur infiniment petite de courant, s’il s’agit d’un liquide na-turel ; autrement il faudrait tenir compte des effets de la vis-cosité. Le théorème ne s’applique en définitive qu’à la réparti -tion des pressions dans une même section transversale.155. Faisons une application de ce théorème à l’écoulementpar un orifice suivi d’ un coursier. L’orifice CD (fig. G9) donneissue au liquide contenu dans le vase ABC et maintenu à unconstant AB; le liquide s’écoule par filets parallèlesdans un canal dont le fond DU est représenté sur la figure.

z — p dz

avec l’équation de continuité
du , dv , d i v
dx + dy + dz “ ü‘.

Les quantités u', i/, w/, sont les accélérations projetées sur
les axes coordonnés.

Prenons l’axe des x parallèle au mouvement des filets. Les
niveau
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tesse due à la différence de hauteur comprise entre le niveau
du liquide dans le bief d' amont et le niveau du liquide dans le bief
d 'aval.

Soit EF la section la plus rapprochée de l'orifice
lement par filets parallèles soit établi.

Appelons v la vitesse du filet liquide qui traverse la section
EF au point P ; soit pf la pression en ce point et zr la hauteur Pp

au-dessus du plan de com-
paraison ZZ'. Soient % et p

•les quantités analogues en
un autre point M du même

~ filet , pris dans le vase assez
loin de l’orifice pour que la
vitesse soit sensiblement
nulle : le théorème de Ber-
noulli appliqué au filet MP

où l’écou-

E
S APPLICATION DE L'ÉQUATION DES FORCES VIVES AUX MACHINES

HYDRAULIQUES.n- ï

C h
c S

134. Les machines hydrauliques sont mises en mouvement
par une chute d’eau. Considérons, pour fixer les idées, une
roue hydraulique!) (fig. 70), sur les aubes ab,à'br...de laquelle
Peau agit en passant du bief d' amont AB au bief d' aval Cl).

Le mouvement du liquide est sensiblement permanent , le
système mobile se retrouvant dans une situation exactement
semblable à celle qu’il occupait, au bout du temps très court
que l’aube ab met à prendre la place de l’aube suivante a!V .
Appelons 0 cette durée, et appliquons le théorème des forces
vives à la masse liquide pendant cet espace de temps.

Faisons deux sections transversales, l’une, EF, un peu en
amont de la roue, l ’autre, GII, un peu en aval. Tout filet liquide
qui traverse la section EF en un point m se retrouvera dans la
section GII en un certain point n. Soit o> la section du filet et
v la vitesse de Peau au point m.

Le volume écoulé pendant le temps 0 sera wrô, et le volume
total, débité par la section, sera 2wrQ =OZwr — QO, en dési-
gnant par Q le débit du cours d’eau par unité de temps.

Pendant le temps 0, la section EF se transporte en E'F', et
si 1 on admet que la vitesse v soit commune à tous les filets,
la distance parcourue est égale à rO.

Soient v\ <*>', les quantités analogues relatives au filet n
dans la section GII. Le volume débité pendant le temps û
encore QO, et la section GII s’avancera à G'Il', en parcourant
une longueur v'O.

La partie du système liquide comprise entre les sections
, ,

GII est composée aux deux époques des mêmes mo-lécules animées des mêmes vitesses: l’accroissement de force

** i ;, z ai* i
il- !

A V'~
v:•" i; v

i>m
Fig. 09.

nous donnera l’équation

a + £ =!£ +£ + *'•

Nous savons que z -F- j est égal à Z-F- jj2, Z étant la hauteur

du plan libre AB, etp0 la pression atmosphérique. Ile même,
l’écoulement en EF se faisant par filets parallèles, les pres-
sions dans la section EF sont distribuées comme si le liquide

g est égal à Z' -F- g1

la surface libre dans le coursier. 11 vient en définitive

ï! étant le %' deétait en repos. Donc S' -F-

v2z + f c = z' + £
ou bien

t* =\f <2g ( Z — Z') =\fîghf

h étant la différence de niveau entre la surface libre du liquide
dans le vase et la surface libre dans le canal de fuite. Tous
les filets liquides qui traversent la section EF sont animés
d’une même vitesse v.

On prouverait de même que, lorsqu' un liquide pesant sort par
un orifice noyé, c' est-à-dire lorsque la veine liquide pénètre dans
un liquide en repos, la vitesse de ï écoulement est égale à la vi-

sera
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vive entre les deux époques est donc la différence entre la
force vive de la masse GIIII'G' et la force vive de la masse
EPFE', ce qui donne

217
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les parois latérales. Son travail est nul, puisque le liquide ne

change pas de volume (g 111).
Les pressions latérales ne donnent pas de travail non plus,

si on les suppose normales aux chemins décrits par leurs

points d’application. Il n’ y a plus à compter que les pressions
d’amont et celles d’aval, dans les sections EF et GH, abstrac-
tion faite de la pression de l’atmosphère.

Elles se répartissent dans ces deux sections suivant la loi

hydrostatique (g 152).
La pression moyenne dans la section EF est égale à la pres-

sion sur le centre de gravité, ou à n ^; elle s’applique à toute

la section EF; son travail s’obtiendra en multipliant II ^ par

la section EF, puis par le chemin décrit vO, ce qui revient à

multiplier par QO. Donc, enfin, le travail de la pression

d’amont , qui est mouvante, est égal à H- n|xQQ ; le travail

de la pression d’aval, qui est résistante, est de même
h'— n -^xQo.

Le travail de la résistance de la roue est égal et contraire
au travail des actions normales exercées par l’eau sur la
roue, ou au travail moteur transmis à l’appareil. Nous
représenterons ce travail par Tm0, en appelant Tm le travail
transmis à la roue dans l’ unité de temps.

Enfin, nous désignerons par — Tr la somme des travaux des
résistances accessoires, rapportés à l’unité de temps.

L équation des forces vives nous donne, en définitive,

“ QO y*-»*)

( A /*'\ k(«- ÿ-.' + j- j +n f W-

O

Nous égalerons la moitié de cette différence à la somme al-
gébrique des travaux subis par le système. Or les forces qui
agissent sont la pesanteur, la pression atmosphérique, les
pressions propres du liquide, la résistance opposée par la
roue, enfin certaines résistances accessoires, analogues aux
résistances passives.

c, G’

w v

Fig. 70.
Le travail de la pesanteur est égal à celui qui résulterait

du passage de la masse EFF'E' dans la section GIIILG'. Le poids
de celle masse est IlQO. Soient /t et li les profondeursdu cours
d’eau dans les sections EF, GH ; z et z' les hauteurs des niveaux
E et G au-dessus d’un même plan horizontal ZZ'. Le centre de
gravité de la masse d’amont sera à la cote z — et celui de

les sections étant
rectangulaires. Donc le travail de la pesanteur est

la masse d’aval à la cote z' — supposées

IIQ 9 Hf Q® — Tm0 — Tj9,= riQo

La pression atmosphérique peut être considérée f

agissant sur tout le pourtour du volume liquide, car elle
se transmet dans les sections d’amont et d’aval, ainsi que sur

ou bien, après réduction,comme
T -nQ (»-*' +1jÿ)



219DANS LES MACHINES HYDRAULIQUES.
Soit w la masse d une molécule,

u sa vitesse,
p sa distance à l’axe du récepteur,
a l’angle que fait la vitesse u avec l’arc infiniment.pe-

tit que décrirait dans le temps dt le point géométrique occupé
par la molécule m, s’il était entraîné par la roue ;

<p la vitesse angulaire, constante ou variable, de la roue.
Le produit ??inXpcosa sera le moment de la quantité de

mouvement de la masse m par rapport à Taxe ; 'Lmupcosa

représentera la somme de ces moments, étendue à toutes les
molécules comprises entre les limites indiquées.

Appelons M la somme des moments, par rapport à l’axe de
la roue, des forces extérieures qui sollicitent la masse fluide,
à l’exception des réactions exercées par la roue sur les molé-
cules qui la touchent ; les forces comprises dans la somme M
sont donc la pesanteur, les pressions du fluide environnant ,
les pressions normales des parois fixes, la résistance de l’air
et les frottements des parois.

Soit p. la somme des moments par rapport au meme axe des
actions exercées par la roue sur la masse fluide; — p. sera la
somme des moments des réactions du fluide sur la roue.

Appliquons le théorème des moments des quantités de
mouvement à la masse fluide pendant un intervalle de temps
dt infiniment petit. Nous aurons .

d [ï.mupcosa) — (M — p )dtt
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v*

-9
de temps par le canal d’amenée.

( z — z' ) x nQ est le travail dû à la chute de superficie. C’est
le produit du poids de l’eau par la hauteur de chute z — z' .

v' *
IJQ <^ est la force vive conservée par l’eau quand elle quitte

la roue.
Enfin T/ est le travail dû à la viscosité, aux frottements du

liquide contre le lit du canal, contre les aubes, contre lui-
même. C’est un travail toujours négatif.

Le travail recueilli par la roue augmente avec la chute
z — zf ; il augmente aussi à mesure que la vitesse vr et le
terme Tf diminuent. Aussi le meilleur récepteur hydraulique
serait-il celui ou l' eau entrerait sans c/wc, et d'où elle sortirait
sans vitesse. Si elle entre sans choc, le terme Tf est sensible-
ment nul; si elle sort sans vitesse, vf est égal à zéro. Mais il
est impossible de satisfaire complètement à ces conditions.
Le terme nQ ^ z — zf -h représente la puissance abso-
lue de la chute, elle travail utilisé par le récepteur n’est ja-
mais qu’une fraction de cette puissance. C’est celte fraction
qui mesure le rendement de la machine.

est la demi-force vive de l’eau débitée dans l’ unité

f

l

FORMULE DE M. G ÉRARDIN.
d’où l’on déduit

„ d
M — ^- 2/m/pcosa.

Multiplions par çd£, angle décrit par la roue pendant le temps
dt ; le produit p.x <ptf £ sera le travail élémentaire dT transmis
à la roue, et on aura

135. La nouvelle formule des moteurs hydrauliques de
M. H. Gérardin 1 est fondée sur l’emploi de l’équation des mo-
ments des quantités de mouvement, appliquée à la masse
fluide, par rapport à l’axe de rotation du récepteur ; cette
méthode a l’avantage d’éliminer les forces intérieures.

Considérons à l’instant t une portion de fluide agissant sur
la roue et comprise entre une section d’amont du canal
d’amenée et une section d’aval du canal de fuite.

dT = Modt — odfimupcosa),
formule très remarquable en ce qu’elle ne repose sur aucune
hypothèse, et qu’elle ne suppose ni la permanence du régime,1 Théorie des moteurs hydrauliques. Paris, 1872, Gauthier-Villors
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ni la continuité de la masse fluide en mouvement. Le travail
transmis d ï n’est d’ailleurs pas enlièrement utilisé par la

; la meilleure utilisation correspond au cas où la vitesse
est constante; autrement une portion du travail

pure perle à produire les variations
roue
angulaire 9
moteur est employée en
de vitesse du corps tournant. CHAPITRE III

PRINCIPES DE LA THÉORIE MÉCANIQUE DE LA CHALEUR.

15G. La chaleur est une source de travail; inversement, le
travail mécanique est une source de chaleur. Envisagée à ce
point de vue, la chaleur est assimilable à la force vive, car le
mouvement de tout système matériel présente une suite d’é-
changes entre la force vive et le travail des forces extérieures
et intérieures. La théorie nouvelle de la chaleur n’est que le
développement de ce premier aperçu.

Le phénomène le plus apparent parmi les faits calorifi-
ques est résumé par le mot de température; c’est ce phéno-
mène qui nous conduit à distinguer les corps plus chauds
des corps plus froids. On sait depuis longtemps que cet
effet n’est pas le seul que la chaleur produise. Un bloc de
glace à 0°, que l’on échauffe, fond et se change en eau
liquide sans que sa température s’élève. La chaleur qui s’y
introduit, dite chaleur latente de fusion , n’est pas sensible
au thermomètre. De même, la chaleur qui est employée à
réduire de l’eau liquide en vapeur, à 100° et sous la pres-sion normale atmosphérique, n’élève pas la température de
l’eau, mais produit son changement d’état ; c’est la chaleur
latente de vaporisation. Dans les deux cas, la quantité de cha-leur qu’on fait pénétrer dans le corps opère un certain travail,
celui de la désagrégation des molécules, qui, de solides, devien-nent liquides ou gazeuses, et ce travail équivaut à la chaleur
employée à le produire. L’étude des gaz a fait reconnaî tre une
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si le corps en s’échauffant se dilate et accomplit un certain
Iravail, la quantit é de chaleur nécessaire pour élever d’un
degré sa température est supérieure à celle qui suffit lorsq
le volume reste le même. De là deux chaleurs spécifiques,
l 'une à volume constant, l’autre à pression constante;
deux quantités diffèrent pour tous les corps; mais la dif-
férence, peu considérable pour les solides et les liquides, dont
la dilatation est toujours faible, acquiert une valeur très
sensible pour les gaz, dont le coefficient de dilatation est plus
élevé.

223
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en vase closr

propriété analogue. Quand on échauffe un gaz

sans lui permettre d’occuper un plus grand volume, sa tem-

pérature s’élève d’un certain nombre de degrés pour une

quantité déterminée de chaleur qui lui a été communiquée,

et en même temps sa pression s’accroî t. Si, au contraire, on

l’échauffe du même nombre de degrés en laissant son volume

augmenter de manière que sa pression reste constante, on

constate qu’il faut lui communiquer une quantité de chaleur

plus grande. Dans le premier cas, la chaleur n’a servi qu’à

échauffer le gaz ; dans le second, une partie a servi à pro-
duire réchauffement, et l’autre s’est transformée dans le tra-
vail de l’expansion du gaz.

La quantité de chaleur renfermée dans un corps est mesurée,

d’après les nouvelles idées, par la somme des forces vives des

molécules correspondantes à des mouvements vibratoires

insensibles. Nous avons reconnu (111, g 180) qu’à un instant

donné la force vive totale d’un système matériel se décom-
: l’une est la force vive due à la transla-

ue

ces

La chaleur latente de fusion ou de vaporisation d’

est la quantité de chaleur nécessaire pour fondre ou pour va-
poriser l’unité de poids du corps, pris sous une pression défi-
nie ; celte dernière condition est peu importante pour la
fusion , mais elle a, au contraire, une importance capitale en
ce qui concerne la vaporisation.

138. Le travail accompli dans la fusion d’un solide ou la
vaporisation d’un liquide consiste,

un corps

grande partie, en
travail intérieur difficile à évaluer. Il en est de même du
travail de la dilatation d’un solide, car outre le travail exté-
rieur accompli sur le milieu ambiant, et égal au pro-
duit de la pression du milieu par la variation du vo-lume (g 111), on doit compter le travail intérieur du
déplacements relatifs des molécules, et cette seconde partie
échappe à toute mesure précise. Pour trouver avec exactitude
le rapport du travail à la chaleur, il convient donc de
comme exemples les corps dont les dilatations
lieu à aucun Iravail intérieur :

en un
pose en deux parties
tion du système, supposé concentré en son centre de gravité ;

l’autre est la force vive dans le mouvement relatif à des axes

de directions constantes menés par le centre de gravité. A

ces deux parties, il faut ajouter la force vive due aux vibra-
tions insensibles des molécules matérielles autour de leurs

, et c’est ce terme qui mesure la quantité
à l’instant considéré.

aux

positions moyennes
de chaleur contenue dans le système à choisir

ne donnent
les gaz permanents étant parmi

corps ceux dont les molécules ont le plus d’indépendance
a moins de viscosité, satisfont mieux que tous les au-tres à cette condition, et c’est sur l’étude qu’on en a faite ql’on peut fonder la nouvelle théorie.

159 Prenons un mètre cube d’air
zéro du thermomètre centigrade,
de 760 millimètre
par mètre carré.

DéFINITION DE L éQUIVALENT MéCANIQUE DE LA CHALEUR. les
et le

157. On appelle calorie la quantité de chaleur nécessaire

pour élever d’un degré centigrade la température de l’unité

de poids d’eau liquide. C’est l’ unité qui sert à évaluer les

quantités de chaleur.
La chaleur spécifique d’un corps est le nombre de calories

qu’il faut employer pour élever la température de ce corps

d’un degré centigrade. Cette définition n’est pas complète; car

ue

sec, à la température
et sous la pression normale

s de mercure, ou de 10,340 kilogrammes
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Donc le rapport du travail accompli à la chaleur employée
à le produire est le nombre

225
Portons la température de celte masse gazeuse à T degrés,

le volume reste le meme, la pres-cn supposant d'abord que
sion augmentant en conséquence. Le nombre des calories à

introduire dans le gaz est alors égal à 0, IG85 par kilogramme
et psr degré; ce nombre 0,1685 est la chaleur spécifique de

Fuir à volume constant ; or le mètre cube d’air à 0° et sous la

pression normale pèse lkll,299 ; donc la quantitédechaleur em-
ployée à réchauffement du gaz, sans production de travail exté-
rieur, est le produit 0,1685X1,299X7=0cal,2188815XT.

En second lieu , échauffons la même masse du meme nom-
bre de degrés, en laissant le volume s'accroî tre de manière à

maintenir la pression constante. Chaque unité de poids du

gaz absorbera une quantité de chaleur égale à 0,2575 par
degré d’élévation de température; 0,2575 est la chaleur spé-
cifique de Fair à pression constante ; cela représente en tout

quantité de chaleur égale au produit

57,91780 X r
0,08(JG 5l 0 Xr ~~ 423,578'

>
c’est-à-dire que, dans l’expérience conduite comme nous l’a-
vons indiqué, une calorie se transforme en un travail de 425 ki-
logrammètres, ou équivaut à cette quantité de travail.

159. En général, soit V un certain volume de gaz, à la tem-
pérature zéro, sous la pression /;; soit II le poids spécifique
de ce gaz sous cette pression et à cette température. Appelons
c sa chaleur spécifique à pression constante, ci sa chaleur
spécifique à volume constant, et a son coefficient de dila-
tation.

Si nous portons la température du gaz à 7 degrés, la quan-
tité de chaleur à lui communiquer sera égale à flV xc^ quand
le volume reste constant. Lorsque le volume augmente et que
la pression reste constante, l’augmentation de volume est égale
à V x <XT, et le travail produit par la dilatation est

X «r.
Or la quantité de chaleur employée pour produire ce résul-tat est

une
0,2575 X 1,299 X r = 0cal,5085125 X T.

Celte quantité de chaleur se décompose en deux paris :
l’une, égale, comme tout à l’heure, à 0,2188815-, est la cha-
leur absorbée pour réchauffement du gaz, c’est celle qui dans
la masse reste sensible au thermomètre; la seconde, égale à
la différence (0,5085125 — 0,2188815) x ou à 0,089G510 XT,
s’est convertie en travail et représente le travail accompli par nv x cr.

De celte quantité, la partie IlV x ct7 est employée à échauf-fer le gaz ; le reste, nV x ( c — ct ) T, est transformé en travail,et le rapport du travail produit à la chaleur correspondante estégal à la fraction

la dilatation du gaz.
Or, lorsqu’une masse fluide, soumise de tous côtés à une

pression constante, augmente de volume, le travail produit
le milieu ambiant est égal au produit de la pression par

la variation de volume (3 111). L’air atmosphérique, et
général tous les gaz permanents ont le nombre 0,00567 pour
coefficient de dilatation ; ce nombre indique de quelle fraction
le volume augmente, sous pression constante, quand la tem-
pérature s’accroî t de 1°. Le travail cherché sera le produit
de 0,00567x7 parla pression atmosphérique, 10540 kilo-

ce qui donne

sur en
pV*r pa

n V x (c — Cf ) r n (c — cS
Ce nombre est indépendant du volume V

rience et de l’écart des températures. Reportonslion de Mariotte et de Gay-Lussac (g 69) ;en y faisant 7= 0,

soumis à l’expé-
; nous à l’équa-

on pourra l’écrire,
grammes,

P-- K57,9i 7S0 Xf.
ITi — HfC. COLUGN2N. 15
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sidérés comme des constantes spécifiques, variant avec le
corps soumis aux expériences. Nous ferons voir au contraire
que l’équivalent mécanique de la chaleur est constant d’une
manière absolue ; si Ion constate de petites différences entre
les résultats que l’on obtient en en cherchant la valeur par
diverses méthodes, ces différences tiennent à l’incertitude qui
règne sur la détermination des coeflicienls empiriques des
formules, et on est certain qu’elles s’effaceraient si les nom-
bres admis dans les calculs étaient connus avec une parfaite
rigueur.

ÉQUIVALENT MÉCANIQUE

est la pression, et 11 le poids spécifique du gaz

=0. Nous en déduisons

= Ksc = R,

à la
220

puisque p
température ?

u
:R est alors la con-

et de Gay-Lussacen remplaçant Ka par une autre constante
siante qui entre dans la formule de Mariolte

mise sous

lieu de

la forme v ^ w ( - + *) *
n \a 1

ÉQUATIONS FONDAMENTALES.au

mmode que la seconde,et elle

d’un corps par le nombre
à descendre le zéro

140. Nous considérerons dans ce qui suit l’unité de poids
d’un corps quelconque; n étant le poids spécifique de ce corps,
dans des conditions déterminées de pression et de tempéra-
ture, le volume V de l’unité de poids dans les mômes condi-

1lions sera représenté numériquement par la fraction -. C’est
ce nombre, inverse du poids spécifique, que nous appellerons
le volume spécifique du corps.

Étant données deux de ces trois quantités, pression, tempé-
rature, volume spécifique, la troisième est entièrement déter-
minée ; désignons par 0 la température absolue, parp la pres-
sion, par V le volume spécifique : nous aurons entre ces trois
quantités une relation delà forme

0 = /*{/>, V),
sans rien pré juger d’ailleurs sur la nature de la fonction f.La quantité de chaleur contenue dans iunité de poids d’corps, ou quantité de chaleur interne, dépend des mêmes élé-ments, pression, volume spécifique, température, etla température est déjà exprimable par une fonction de p et V,on aura, en représentant par U la chaleur interne et par Fnouvelle fonction,

La première forme est plus co

conduit à exprimer la température

^ Cela revient a
lieu du nombre1i -M; au

^ <275°, au-dessous
. Ce

, 1- degrés, ougradualioncenligrade à -
D ° a

du zéro défini par la température de fusion de la glace

nouveau zéro est appelé le zéro absolu ; si la température du

gaz pouvait descendre à ce degré du thermomètre ordinaire,

sa pression deviendrait rigoureusement nulle.
it 0 la température mesurée à partir du zéro absolu ,

ou ce qu’on appelle la température absolue : on aura l’équation

fort simple

de la

( G
P̂ IVJn
ni , le poids spécifiqueet latcmpé-

travail produit à la un
pour lier ensemble la pression , le poius ^
rature d’une masse gazeuse.Le rapport du

chaleur employée à le produire est donc
R

comme
J ) X

uneCiU(c- c,)

pport qu’on appelle équivalent mécanïq

C
wx

Cl , est l' équivalent calorifique
JLl

ienl (lelesdélinir,ces nombres pour

ioue de la cha-
du travail.

raient ètrecon-
(2) U = F(p, V).

Lorsque le corps considéré reçoit du dehors une quantité
C’est ce ra

leur; l’inverse, — ^
Commeonv
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Q de chaleur et qu’il se dilate en passant du volume V au vo-
lume Yt, sous des pressions variables d’après une loi déter-
minée, la quantité Q se parlage en deux parts: l’ une s’ajoute

à la chaleur interne U, et l’amène à la valeur Ut ; l’autre est

transformée en travail ; or le travail produit par la dilatation
du corps est exprimé par l’intégrale

228 REPRESENTATION DES CYCLES. 229
valeur de V, et une ordonnée AB qui représente une valeur de
p ; ces deux quantités définissent complètement l'état thermi-que du corps considéré. Pour abréger, on dira que le corps est
à Fétat A, pour exprimer qu’il a un volume spécifique V=OB,
une pression p=BA, la température 0 étant donnée
l’équation (1), et la quantité de chaleur interne U pari
lion (2).

La suite des états thermiques d’ un corps qui passe succes-
par différentes valeurs de p et de V est représentéesur l’épure par une certaine ligne AA'. Considérons sur cetteligne deux points infiniment voisins M, M', et menons les or-données Mm, M'm'. L’intervalle mm' sera la variation d\ duvolume occupé par le corps quand il passe de l’état MM', et l’ordonnée wM

par
equa-

/»V ,Jv
du travail, considéré sivernentAppelons A l’équivalent calorifique

provisoirement comme une constante spécifique relative
corps dont il s’agit. La quantité de chaleur employée à pro-
duire cette quantité de travail

au

sera
à l’état

représentant la pression p, l’aire infini-ment petite Mmm'M' est égale au produit pdV, et mesure le tra-vail élémentaire extérieur

.'//Vv.

et nous aurons la troisième équation
accompli par l’unité de poids ducorps, quand son état passe de M en M'. On en conclut quel’aire ABB'A', comprise entre l’axe des volumes, les ordonnéesextrêmes, et la courbe des états successifs, est égale au tra-vail total produit par l’unité de poids du

de l’état A à l’état A'.
On voit du

= ut — u + A. fi' rd*.(3)

La théorie' mécanique de la chaleur est le développement de

ces trois équations. Elle est fondée sur deux principes que

nous allons exposer après avoir établi quelques nouvelles corps quand il passe

même coup que la ligne AMA', qui définit lesétats successifs du corps, n’est pas sans influence sur laquantité de chaleur à introduire dans le corps pour l’amenerde l’état initial A à l’état final A' ; car l’équation (3) nousmontre que cette quantité de chaleur Q est la somme de de _...parties, dont l’une, Ut — U, dépend seulement des positions
des points A' et A, et dont l’autre, A I paV, est proportion-nelle à l’aire AMA'B'B.

Supposons qu’après être parti de l’état A et avoir atteintl’état A', par la route AMA', le corps revienne à l'état inilial Apar une autre roule A'pA (fig. 72) ; les quantités U et 0 se re-trouveront les mêmes au commencement et à la fin de cetteévolution, et par suite la quantité totale Q de chaleur exté-rieure introduite dans le corps pour l’accomplir se réduit

définitions .

. REPRéSENTATION DES CYCLES.
CYCLE DIRECT, INVERSE.

141. Les quantités p et V sont, dans la théorie de la cha-
leur, des variables indépendantes en
fonction desquelles peuvent s’exprimer
les quantités U et 0.

Traçons dans un plan deux axes
rectangulaires OX , OY ;
drons le premier pour .
spécifiques V, le second pour axe des
pressions p ; à un point quelconque A

abscisse OB qui représente

ux

Y !

nous pren-
axe des volumes

Iî mm’ B

Fig. 71.

du plan correspondent uneune
au
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termeA j* pd\\ l’intégrale étant prise le long

AMA'pA; cette intégrale, dans laquelle les aires '
être comptées négativement , repré-
sente l’aire de ce circuit. Donc, lors-
qu'un corps accomplit une évolution
complète qui le ramène à son état pri-
mitif , le travail produit par unité de

Y poids est représenté par Vaire du cir-
cuit fermé correspondant à cette évo-
lution, et la chaleur dépensée est le

produit de cette aire par V équivalent calorifique.
Si, au lieu de faire suivre au corps la ligne AMA'pA dans le

sens des lettres, on lui fait suivre la meme ligne dans le sens
inverse, Ay.A'MA, les aires élémentaires vont toutes changer de

signe ; leur somme deviendra donc négative, et représentera,

non pas un travail accompli par le corps sur le milieu am-
biant, mais un travail subi par le corps de la part de ce milieu ;

en même temps, la quantité Q de chaleur, égale encore à
*

,et, priseen valeur absolue,représentera

du circuit fermé

doivent J/éQUIVALENT MéCANIQUE DE LA CHALEUR EST CONSTANT.

142. Pour démontrer cette proposition, qui est la base
même de la théorie mécanique, nous admettrons
axiome qu’on ne peut pas plus créer ou détruire de la chaleur
que du travail ; nous savons qu’il est impossible de créer gra-
tuitement du travail (g 14), et comme la chaleur peut se
transformer en travail, la création du travail résulterait de la
création de la chaleur, si celte dernière création n’était pas
également impossible.

Prenons deux corps différents X et Y ; soumettons le pre-
mier à une série de m cycles directs, dans chacun desquels
nous produirons un travail T en dépensant une quantité de
chaleur Q. Soumettons le second à une série de n cycles in-verses, dans chacun desquels nous exercerons sur le corps un
travail T' qui produira une quantité de chaleur Q'. Puis faisons
le compte des quantités de chaleur dépensées el produites, et
des quantités de travail produites et dépensées dans ces m nopérations.

La quantité de chaleur totale dépensée est mesurée par ladifférence mQ — nQ' ,et la quantité de travail produite est demrï — ni'. On peut toujours, en choisissant convenablementles entiers m et ?i, rendre aussi petite qu’on voudra l’une deces deux différences. Or je dis qu’elles s’annulent ensemble,car, n’admettant dans toutes les opérations faites que deséchanges de chaleur en travail et de travail en chaleur, si nousavons

A1 comme

H

m m'

Fig. 72.

j*
pdYysera négative

la quantité de chaleur émise par le corps au dehors. Il y a donc
lieu de distinguer le sens dans lequel s’opèrent les évolutions
complètes, qui ramènent un corps à son état initial. Nous ap-

direct l’évolution dans le sens AMA'pA, qui

A

pellerons cycle
exige l’emploi d’une certaine quantité de chaleur, el qui fait
produire au corps un travail positif ; et cycle inverse, Dévolu-
tion ApA'MA, qui suppose un travail extérieur exercé sur le

, et le dégagement au dehors d’une quantité de chaleurcorps
proportionnelle.

Au moyen des cycles directs, on pourra donc transformer
la chaleur en travail, comme cela a lieu dans la machine à va-

et les autres machines thermiques. Au moyen des cycles
transformer le travail en chaleur : c’est ce

mQ HQ'= 0,

sans avoir aussi mT — ?iT'=0, il y aurait création de travailpositif ou négatif sans dépense équivalente, c’est-à-dire créa-tion gratuite et spontanée de travail. De même, si nous avons— nT'=0, nous devons aussi avoir mQ — ?iQ,= 0, sons
ou destruction de chaleur sans dé-

peur
inverses, on pourra
qui a lieu, par exemple, dans la locomotive pendant le

versement de la vapeur.
quoi il y aurait créationren-
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pense ou sans production de travail, ce qui est également

impossible. On a donc à la fois
mQ — nQ' = 0

DE LA CHALEUR.
et des pressions, et faisons-lui accomplir un cycle direct , re-
présenté par les côtés du rectangle infiniment petit, ABCD.

Soient p et V la pression et le volume spécifique •en A ;
p + dp, V seront ces mêmes quantités
correspondantes à l’état B; de même Y

B

p -\- dp et V -i- d\ correspondront à
l’état C, p et V -+- dS à l’état D. A D

Le travail accompli sera mesuré par
l’aire ABCD, ou par dpd\; et par suite — |— — -
la quantité de chaleur O qu’il faut
introduire dans lecorps pour produire
ce travail en accomplissant Dévolution complète ABCDA,eslle
produit Adpd\.

Cherchons les quantités de chaleur qu’il faut successive-
ment introduire dans le corps pour lui faire parcourir les
quatre côtés du rectangle.

Appelons c la chaleur spécifique du corps à pression con-
stante, et c1 la chaleur spécifique à volume constant ; ces
quantités peuvent être variables avec l’état thermique du
corps; nous admettrons donc que c et cY représentent les va-
leurs de ces quantités relatives au point A ; aux autres som-
mets du rectangle, elles seront égales à c et ct augmentées de
leurs différentielles, partielles ou totales.

Pour faire passer le corps de A en B sans changement de
volume, il faut introduire une quantité de chaleur q égale au
produit de par la différence des températures. Or cetle dif-
férence est la différentielle de 0 relative à p seul, et on aura

do ,
(l = ci dp.

232

mT — nV =0.
On en déduit

Q T
f *Q'

et par suite
Q = Q'

#

T T'
*

Ce rapport, qui n’est autre chose que l’équivalent calori-
fique du travail, ou l’ inverse de l’équivalent mécanique, est
donc le même pour les deux corps X et Y, ce qui revient à

dire qu’il est le même pour tous les corps.

Fig. 73.

PREMIÈRE LOI OU LOI DE MEYER OU DE JOULE.
143. Nous pourrons formuler comme il suit la première

loi de la théorie mécanique de la chaleur, en disant avec
M. Ad. Ilirn :

Toutes les fois que la chaleur, en agissant sur un corps quel-
conque, donne lieu à la production d'un travail mécanique re-
cueilli en dehors de ce corps, il disparaît une quantité de chaleur
proportionnelle au travail produit ;

Et réciproquement, toutes les fois qu'un travail mécanique est
consommé en actions quelconques sur un corps, il apparaît une
quantité de chaleur proportionnelle à ce travail dépensé.

Le rapport qui existe entre les quantités de chaleur disparues

ou apparues et les quantités de travail produites
mees est une constante.

Jr

d pou consom-
Soit q' la quantité de chaleur nécessaire pour amener le

corps de l’état B à l'état C, la pression restant constante et
égale à p + dp; la chaleur spécifique à employer ici est la
chaleur spécifique à pression constante c, augmentée de sa

dedifférentielle partielle relative à p; ce sera donc c-h — ^
dp; or

DÉTERMINATION GÉNÉRALE DE L’ÉQUIVALENT MÉCANIQUE.
144. Prenons un corps quelconque dont l étal thermique est

défini par le point A, rapporté aux axes OX, OY des volumes dp
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Réduisant, effaçant les infiniment petits du troisième or-
dre, et égalant à Adpdv , il vient

la température est en B
dO

0 + 7/7, dp,dp d-0 de dO\ . dci dO . " . .
dpd\+ dp dX J ‘ y"A dX dp dpdS “ K( j )dS 9

et par conséquent, en supprimant les facteurs dpdV,
d-9 de do __ (le| ( I l __ vdpdX + dp dX dX dp ' ’

équation générale qui donne l’équivalent calorifique du tra-
vail, et qui, appliquée à un corps quelconque, doit fournir
pour A la mémo valeur.

On peut déduire l’équation (4) de la considération des équa-
tions (1), (2) et (3).

Différentions ces trois équations. Il vient

et en C
o(0 +%de )+iï (o +%dp ) <” ->

la différence est (4) [c — c,)
( PO

<?v (fl + Srf7,) rfV == SdV + dpdX -,dpdX
donc enfin

ic +%dp ) (Sr fv + S r f^v)q' =
II s’agit ensuite de ramener le corps de l’état C à l’état A,
suivant le chemin CDA, et en lui enlevant certaines quan-

tités de chaleur, q" pour le trajet CD, et q’" pour le trajet DA.
Or ces quantités à enlever au corps sont égales en valeur ab-
solue à celles qu’il faudrait y introduire pour le faire passer
de l’étal À à l’état D par le chemin AD, puis de l’état D à l’é-
tat C par le chemin DC.

De A à D, la quantité q’" serait égale au produit

q dV '

et de D à C, la quantité q" serait donnée par la formule

dPdx\

On voit que q”' et q" se déduisent respectivement de q et q'
en changeant

en

d\] =
dQ ~ % d? + (s? +*P ) dv-

Soit c la chaleur spécifique à pression constante, ct la cha-
leur spécifique à volume constant.

La quantité de chaleur introduite dans le gaz quand la pres-
sion reste égale à p, et que le volume varie de dV, est égale à
cdO = c~ dV; mais une partie de cette chaleur se transforme
en un travail égal à ApdV; le gaz ne retient donc sous forme

Apj dV, et par suite

do A
dS — C dX

Si, au lieu de faire varier le volume, on fait varier p, le vo-
lume V restant constant, la quantité de chaleur introduite dans
le gaz pour un accroissement dO est égale à ctdO — cl^dp, et

l

d-0
?= (« +%* ) (J“ i> + dpdX

dOde chaleur que ( cv,p
dVen v p- d U

La quantité de chaleur dépensée par le circuit ABCDÀ est
égale à q + q' — q" — r/", ou bien à

dpdX ^d*0dO . , /
c' TPdP + [ dpdX

dpdX^ .d*95dv"( c* +S!<iV ) dp + dpdX

i
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celle chaleur reste à Pélat de chaleur, puisqu’il n’ y a pas de
travail produit. Donc

23G

CYCLE DE SADI CARNOT.
dOd\J

dp Ci dp*

Prenons la dérivée de la première équation par rapport à p,
la dérivée de la seconde par rapport à V, et égalons ces deux
dérivées qui doivent êlre identiques. Nous aurons en défini-
tive l’équation

146. On peut tracer sur l’épure certains lieux géométri-
ques qui jouent un rôle important dans la théorie de la cha-
leur. Parmi ces lignes, on doit mentionner les isothermes et
les lignes adiabatiques.

Les isothermes sont définies par l’équation générale

0 = f [ p,v),d*0 , de dO d*-0 de, dO
° d\dp + d ~p T\’

_
C' dpdS ^ d\ dp’ O)

dans laquelle on donne successivement à 0 différentes va-
leurs constantes. Pour les gaz permanents, les lignes iso-
thermes sont une série d’hyperboles, qui ont les axes coor-
donnés pour asymptotes, car l’équation (1) devient dans ce
cas particulier

qui n’est autre que l’équation (4).
145. Appliquons celte formule aux gaz permanents, pour

lesquels on a l’équation
p\= RO.

On sait , par l’expérience, que la chaleur spécifique à
pression constante, c, ne varie pas avec la pression, de

d esorte que ^=0. On n’a pas aussi bien vérifié que ^
égal à zéro
volume constant avec le volume spécifique parait du moins
très probable. On a donc simplement pour les gaz

1 p\= Rfl.
Nous supposerons que les deux courbes MN, PQ soient des

lignes isothermes pour le corps ..
soumis aux expériences , et ' '
qu’elles correspondent , la pre-
mière à la température 60, la
seconde à la température 0t.

Une ligne adiabatique, ou de
nulle transmission , définit les
états thermiques successifs que _
le corps peut prendre sans re-
cevoir de chaleur extérieure,
ou sans en émettre au dehors. C’est une ligne de détente natu-
relle. L’équalion (3) nous a donné

de, soit

mais cette constance de la chaleur spécifique à
R

A = (c — Cj)(4 bis) dpd\r
Q

Or
C db ci- ï Fig. 74.d°-0

dpclX dpdX II*

î R
Donc enfin — , formule que

ci
ou E = TA

nous avions déjà trouvée directement (§ 159).c —
Q = U,-U + A fj' pd't.

L’équation des lignes adiabatiques est Q = 0, ou bien

UJ + A fVv = U + A C pd\,tJ VQ «/ Vo

i



ïCYCLE238
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pérature tombe de la valeur 0l à la valeur 0o.Enfin de D en À, la température du corps conserve la va-leur 0o ; sa pression augmente de dD à aA, son volume diminue de Od à 0«, et cette double modification exige que lecorps émette au dehors une certaine quantité de chaleur Q'.Nous supposerons encore que cette quantité de chaleur soiirecueillie par une source inférieure de chaleur, à la température ô0, avec laquelle le corps sera mis en communicationpendant toute cette période.
11 y a donc, dans le cycle direct, quatre périodes à consi-dérer : dans la première AB et la troisième CD, la chaleurinterne du corps est seule employée à produire les change-ments d’état thermique. Dans la seconde BC, il y a emploid’une quantité Q de chaleur empruntée à la source supérieure,et dans la quatrième, il y a émission au dcdiors d’une certainequantité de chaleur Q' recueillie par la source inférieure.En définitive, le corps a produit par ce cycle directquantité de travail égale à l’aire ABCD, et on a dépensé pourproduire ce résultat une quantit é de chaleur Q — Q', de sortequ’en appelant T le travail représenté par l’aire ABCD,l’équation

corps, dont la tein-
/>U 4- A — constante,

ou, en différenciant, à î-v
JU 4- A;> <7V = 0.

Comme U est connu en fonction de p et de V par l’équa-
tion (2) , on obtiendra l’équation générale des lignes adiaba -
tiques en intégrant cette équation différentielle.

147. Soient RS, TU, deux de ces lignes ; elles coupent les
deux isothermes en quatre points, A, B, C, D, et forment ainsi
un contour fermé, qui peut servir de guide à un cycle direct
ou inverse.

Le cycle direct s’opère dans le sens ABCDA ; de A en B, le
volume du corps est réduit de l’abscisse 0a à l’abscisse 0b ; sa
pression est portée de Cordonnée «A à l’ordonnée 6B; en un
mot, le corps subit une compression qui élève sa température
de la valeur 0o correspondante à risotherme MN, à la valeur
0i correspondante à l’isotherme PQ ; et dans ce changement
d’état thermique, le corps ne reçoit ni n’émet de chaleur,
puisqu’il suit une ligne adiabatique.

De B en C, la température 0t reste constante, puisque le
corps suit risotherme PQ, mais le volume augmente de 0b à
Oc; en même temps, la pression diminue de 6B à cG, et pour
accomplir cette expansion sans diminuer la température du
corps, il est nécessaire d’introduire une certaine quantité Q
de chaleur extérieure. Nous supposerons que cette quantité
soit fournie par une source indéfinie de chaleur à la tempé-
rature 0t, avec laquelle le corps sera mis en communication
pendant toute la durée de la seconde période. Nous appelle-
rons cette source source supérieure.

De C en D, le corps suit une ligne adiabatique, et ne
reçoit ni n’émet de chaleur ; il subit une expansion, puis-
que le volume passe de la valeur Oc à la valeur plus grande
Odlf et sa pression diminue de cG à dD ; cette expansion s’o-

une

on a
U — Q'= AT.

Le cycle ABCD prend le
Carnot est le

de cycle de Sadi Carnot ; Sadipremier qui ait essayé une théorie mécaniquede la chaleur tirée de l’étude de la machine à vapeur. Or lecycle ABCD est à peu près l’ image de ce qui se passe dans lejeu d’une telle machine : la période BC correspond à Yadmis-sion,pendant laquelle la vapeur est en communication avec lachaudière, source supérieure à la température 6t ; la périodeCD, à la détente, sauf que, pendant la détente, la vapeur, isoléede la chaudière, est en contact avec les parois du cylindre, etqu’il se fait quelques échanges de chaleur,reste, entre ces deux
effet contraire i
période DA

nom

I
peu importants ducorps à des températures différentes,à l’hypothèse de la détente adiabatique. Lacorrespond à la condensation, la vapeur se mettant



RE CLAUSIUS. 241LOI240 produit sur le milieu ambiant un travail T, moyennant l’em-
prunt de la quantité de chaleur Q à la source supérieure, et l’a-
bandon d’une quantité de chaleur Q' à la source inférieure,

peut, en renversant le cycle, et en exerçant sur le corps ce
même travail T, faire passer la quantité Q de chaleur dans la
source supérieure, en empruntant la quantité de chaleur Q' à
la source inférieure.

à la température 0o d’une source inférieure qui est le conden-
seur ; enfin , la période AB, à la compression dans les espaces
libres, sauf une restriction identique à celle qu’on vient de '

faire pour la période de détente CD. on

DEUXIÈME LOI OU LOI DE CLAUSIUS.
Prenons successivement deux corps X et Y ; faisons p

rir au premier m cycles de Carnot dans le sens direct, entredeux sources de chaleur

arcou-
148. Sadi Carnot , conservant l’ancienne théorie qui faisait

de la chaleur un fluide impondérable sut generis, admettait
que toute la chaleur contenue dans la vapeur fournie par la

chaudière se retrouve dons l’eau produite par celte vapeur

dans le condenseur, et que le travail est produit par la chute

de chaleur de* la température 0 à la température 0o. La tempé-
rature, dans l’ancienne théorie, est la tension du fluide calori-
que^ ou la cote de niveau du réservoir où il est emmagasiné.
La quantité de chaleur produite par la chaudière, en tombant

de la hauteur 0t — 80, engendrerait un travail recueilli en

partie par la machine, comme un poids P d’eau , en tombant
d’une hauteur II, produit un travail transmis en partie au

récepteur hydraulique.
Celte comparaison ingénieuse n’est pas entièrement exacte,

puisque la chaleur Q' dégagée dans la période DA est plus pe-
que la chaleur Q absorbée pendant la période BC. Les idées

de Carnot n’en ont pas moins conduit M. Clausius à une se-
conde loi de la théorie mécanique de la chaleur, que l’on

peut formuler ainsi qu’il suit :
Lorsqu un corps accomplit

aux températures 0X et 0o ; faisons
parcourir au second n cycles de Carnot entre les mêmessources, mais dans le sens inverse. Appelons Q la quantité dechaleur fournie par la source supérieure à chacune desévolutions directes du corps X ;

Q', la quanlilé versée à chacune de
source inférieure;

T, le travail produit.
Appelons de même :
Q'4, la quantité de chaleur puisée à la source inférieure parle corps Y dans chacune des n évolutions inverses ;Qp la quantité de chaleur

que évolution dans la

m

ces évolutions dans la

versée par le même corps à cha-source supérieure ;
Tt, le travail exercé par le corps à chaque évolution.Au bout des m évolutions directes du... corps X et des n évolu-tions inverses du corps Y, le travail total produit par l’ensem-ble de ces opérations sera égal à

tite

roT — nT„
et nous pourrons prendre les nombres entiers m et n assezgrands pour que cette différence soit aussi petite qu’on vou-dra. Supposons-la donc nulle. La quantité de chaleur perduepar la source supérieure sera mesurée parla différence

cycle de Carnot, les rapports

0 0'^ sont indépendants de la nature de ce corps, et ne dépendent

que des températures 0o et 0A.
Il suffit d’établir la proposition pour l’un des rapports

0 0'; Car l’équation Q — Q'= AT la démontre pour l’un si

elle est reconnue vraie pour l’autre.
Observons d’abord que si, dans l’évolution directe, le corps

un

mQ — nQlf
et la quantité de chaleur gagnée par lade môme mesurée par la différence

mQ' — nQ'1#

source inférieure sera

IV, Méc. COLLIGNON. 16
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ü r ces deux différences doivent s’annuler en même temps
que mT — ril\ ; autrement, il y aurait transport d’ une cer-
taine quantité de chaleur de l’une des sources à l’autre, et cela
sans travail produit ou sans travail dépensé, chose que l’on
peut regarder comme impossible lorsqu’on admet que les
deux sources de chaleur communiquent entre elles seulement
par l’intermédiaire des corps X et Y.

En d’autres termes, la série des opérations se compense
exactement pour chaque source considérée isolément , et l’on
a à la fois les trois égalités

wiT — ?iTt = 0,

On en déduit

DE CLAUSIUS.nent de même à deux lignes adiabatiques infiniment voisines.11 résulte de là que la figure ABCD diffère infiniment peu d’unparallélogramme, et que sa surface * ‘équivalente à faire AB'C'D obtenue enprolongeant les ordonnées des points Aet I), jusqu’à la rencontre de la directionde l’élément BC; elle est donc égaleproduit AB' xad.
Or AB' est 1’

qui résulte del
pérature, «

en général entre lesla température 1

245

est

au

accroissement de pression’accroissement dô de tem-quand le volume spécifique reste égal à Oa. On avariations delà pression du volume et de’équation

mQ' — nQ'i = 0.mQ — î jQi = 0,

Q.
_ T

Qi T,
Donc dO (iQ

dp P + dV dY -dB =
nous devons faire dV=0, etgueur AB':

Q _ O.
T ~ T/ Ici

nous aurons pour la lon-
cequi démontre la loi : le rapport j~ est indépendant de la na-
ture du corps soumis à l’expérience, mais il dépend des tem-
pératures des deux sources, 0o et 0t.

On a aussi

îdp = dO\ cl°*

dp.Ea Ionolleur atl est la variation de volume subiepasse de l’état A à l’état D ;

u travail produit

en appelant dQ la

corps quand ilpar dX . par le
i représenlons-laQ _ Q i

et ce rapport , indépendant de la nature des corps, est une
fonction des températures 0o et ôt.

E’aire ieprésentalive d sera donc égale à
quantité de

dpdV ou à J/ôV et on aura,
dp

chaleur versée à ladQ' la quantité dela période BG,
ia <**>*> e.I ^ee a la source supérieure dans

APPLICATION DE LA SECONDE LCÎ,

(«)
, dXdQ

ST
149. Nous appliquerons la loi de Clausius à un cycle de Car-

not infiniment petit dans les deux sens, ABCD ; AD est un élé-
ment d’isotherme à la température 0 ; BC est un élément d’iso-
therme à la température 6-hdô.Les éléments AB, CD apparlien-

dQ' — dQ=

Mais, en
lion des t

dOrvertu de la seconde loi, le rapport est unefonc-empératures 6 et 6 4- dO, indépendante de la nature



LOI UE CLAUS1US.
Remplaçons clans celle équation dp par sa valeur tirée de laprécédente; il viendra

245244

du corps. D’uri autre côté, dQ' est ce que devient dQ quand

la température passe de la valeur 0 à la valeur 0 -4- dô. On a

donc do
( K )' = rfQ •+ — ( l0' rf ü rfV rf ü \

dp cio + rfV + Ap J dy>
rfQ =

dpet par suite
rfQ' _

A +i. rf 0.1^ rfQ dO et substituant dans l’équation (/>), on aura
dO rfU rffl
dp dp rfV

équation qui va nous servir à déterminer la fonction ©.150. Nous pouvons transformer l’équation (5) en détermi-
nant lesdérivées Reprenons pour cela l’équation

rfQ

seconde loi indépendant de (X + >-)(5)Ce rapport étant en vertu de la
la nature du corps, et dépendant uniquement de la tempéra-

d(dQ) __ 1.

dO 9(0)

tous les corps.On aura alors

= A?(0),

la fonction 9 étant la1
turc, nous ferons Xd(J
même pour — de.

?W

- d Q _ 1
rfQ ~

f [0 ) d '

et substituant dans l’équation ( a ) , il vient

dQdû= A?(0)

Idp )

rfQ 1 +rfQ
7TT rfU 1 //TIdV =W> dp +ïï dy

’Donc
que l’on obtient en différentiant l’équation (2).Échauffons l’unité de poids du corps de la quantité dO,changement de volume ; la quantité de chaleur dU
y introduire sera égale

rfQ'

sans
qu’il faut. dUà ^ dp ; or elle est d’un autre côté

^ dp, puisque le volume V reste

W
égale à ctdô, et dO est égal à
invariable.

Donc
ou bien

La diff érentielle dQ est la quantité de chaleur à introduire
lui faire décrire l’élément isotherme AD.
...égale à 0 tout le long de cette courbe,
suite les variations de p et de V sont liées

rf ü dO
dp :-— •dp

dans le corps pour
La température étant
on a dô ~-0, et par L .

par la relation

Échauffons l’unité de poids du corpsde la môme quantité dO,mais en laissant la pression constante. La quantité de chaleur
dOà y introduire pour cela sera c ^dV; mais cette quantité dechaleur est employée en partie à échauffer le corps, en partieà produire le travail pdV; donc enfin

o-
autre côté, l’équation (3) différentiée donneD'un

dO fin

d\ ^V = Jv ^V + A;;rfV,TPdp + (r f v + A^)ÆrfQ = rfU 4- AprfV =
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et par suite
do .,77 = c Ts -kp-f /U

ArrncATioN AUX GAZ PERMANENTS.
lf . f dU dU

Remplaçons dans l’équation (5) les dérivées ^ ^valeurs ; il viendra

par ces
151. L’équation de Mariotte et de Gay-Lussac,

R0=1>V ,
dO dO dB M

c d ÿ dp ~~ 1 dp d\ A )' exprime la température absolue en fonction de la pression et
du volume spécifique ; c’est l’équation ( 1 ) appliquée aux gaz
permanents. Proposons-nous de déterminer dans le môme
la quantité U dechaleur interne conlenuedans l’unité de poids
d’un gaz, ou de déterminer la fonction F qui ligure dans l’é-
quation ( 2)

ou bien
[ c Cl ]

f/ V dp

Mais nous avons déjà (§145) l’équation ( Ibis ) ,qui s’applique
spécialement aux gaz permanents,

k = (C “ Cl ) düp

Multipliant membre à membre, et effaçant les facteurs A et

c — c15 il vient

cas= Kf [ 6 ).1«)

U = F{p, V).
Pour cela, diflërentions celte équation. Il vient

an , du m
dp dp + rfv

dy-

( 4 bis)

f /U =! •

düdO dO
f / V dp

d -Q '

d\'dp

Pour les gaz permanents qui suivent les lois de Mariotte et
de Gay-Lussac, on a

7- dp est l ’accroissement infiniment petit de chaleur in-
*(«) = terne, quand la pression varie de dp, le volume restant

stant.' La variation de température, dans les mêmes condi-.. . dOtions, est —
con-

l ! dp ; et ct étant la chaleur spécifique à volume
constant , la quantité de chaleur correspondante est

dl>
= R9.

»»% = fr|=lW* = K- *^“ >“ sé»uc,“ dO ,
7/~ (lP-Cl dP

Donc on a l’équationv
1 R9 (0) = "

f / U dO c <\7 = cidp dp R *

^dV est de môme l’accroissement infiniment petit de cha-
leur interne correspondant à un accroissement dV du volume,sans variation de la pression. Pour réaliser cette modifica-tion, la quantité de chaleur à introduire dans le corps est
C dV ^V’ mais elle n’est pas tout entière employée à l’échauf-

dUu

La fonction 9 (0), qui est indépendante delà nature des corps
opérations, est donc simplement la température

l’échelle centigrade à
275° de

soumis aux
absolue, ou la température comptée
partir du zéro absolu, c’est-à-dire à partir du degré —
l’échelle vulgaire.

surf !
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femcnt du gaz, car la partie (c — c i e s t transformée en

travail ; le reste c

la température. Donc enfin
dV __ de __ Ci ] )

d S ~ C l d S

deux dérivées dans l’équation qui donne

2i0
218

ou bien
cpdV 4- ct\dp == 0.

~.d\ contribue seul à l’accroissement de
dV

Divisant par pY, il vient
r as

CT + c‘7 =°>

et en intégrantu
clogV -t- c4log;> = constante;

les logarithmes sont prisdans le système népérien. Celte éq
tion peut s’écrire

Introduisons ces
dU; il viendra

ua-

¥ d p+ ¥ d S = TIMP +*,rfV) = — Jr1*
</U = clogV 4- cilog/) = clogVo 4- qlog/>0,

. V
clogv:

et intégrant ou

u=u.+^Pv =u.+c.O.

et revenant des logarithmes aux nombres,Nous pouvons admettre qu’au zéro absolu la quantité de

chaleur contenue dans le gaz est nulle ; autrement, on pour -
rait abaisser encore la température du gaz.On a donc Uo=0,

ce qui réduit l’équation précédente à
(o*-(?)'•

et enfin

u = CiO. p __ ( l°\ci
vo-\v; • •

Telle est l’équation de la ligne adiabatique qui passe par le
point (V0, p0). Cette formule est connue dans la théorie de la
chaleur sous le nom d'équation de Poisson ou de Laplace. Elle
est commune à l’ancienne théorie et à la nouvelle.

La différence des températures entre le point (V,p) et le
point (V0, p0) d’une ligne adiabatique sera donnée en mettantl’équation différentielle de cette ligne sous la forme

Cjdfl = — A j )d\,

et en intégrant entre les limites V0 et V. Il viendra

^ (0 — 0.) =

18) (0)

La quantité de chaleur interne contenue dans un gaz perma-
nent est égale au produit de la chaleur spécifique à volume

constant par la température absolue.
152. Cherchons aussi l’équation des lignes adiabatiques ;

aurons pour cela à intégrer l’équation différentielle

rfU + ApdS = o.

L’équation (8) différentiée nous donne cZU =c1rfO, et l’équa-
tion (7)

nous

i= g
Q £

De plus on a pour les gaz A = — p-— 1 (3 159).
L’équalion différentielle des lignes adiabatiques devient

après ces substitutions

-à J^VOr l’équation (9) donne

P = p°v.Clx ~C *

Cid { py )+ C-^pdS =o,
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térieur du vase, malgré l’écoulement qui se fait au dehors. A
mesure que le gaz s’écoule, le piston P doit donc se déplacer,
mais la seelion MN est supposée très grande par rapport à la
section CD, de sorte que la vitesse du piston demeure très pe-
tite par rapport à la vitesse v> Quoi qu’il en soit, représentons
par vQ cette vitesse.

Soit p0 la pression intérieure du gaz, et pL la pression exté-
rieure autour de la veine fluide CD, et aussi dans l’étendue
delà seelion CD (g loi ).

Le régime est supposé permanent; le poids de gaz qui sort
pendant un temps dt par l’orifice CD est égal au poids du gaz
déplacé par le piston dans le meme intervalle de temps. Appe-
lons IT0 et \\l les poids spécifiques correspondants aux pres-
sions p0 et et aux températures au dedans du vase et dans
la veine fluide.

Soient w la section CD, et Q la section MN.
Les volumes débités dans le temps dt par ces deux sections

seront

ÉCOULEMENT
250

C
faisant, pour abrégci , ‘’ou en

?> = J>oVo‘fXV T

fPar suite
pd\= ])

0
y0
'( x V“ ïrfv,

, entre les limites V0 et Vt,
v,, T

dont l’intégrale est
O+ 1
c

•1 — --M|)0Vo • X 1i — v

iUl-ŒTlsr'H Ci
o-J'.V X- e~=7t U""

Oïl a donc
A;i.V

0 — Oo = — -(:l
U ’

. __ c
= U0o, et que A. -et comme o -Hr'} Clv0dt et cüvdt,0 — Oo = —

et les poids correspondantsce qui se réduit enfin à
C — c\

© “ • UoClVodt et Uuvdt ,= OoX0 = 0oX(10)
quantités égales que nous représenterons par Qdt.

La masse commune à ces deux volumes est égale à - dt , et
«/

la force vive est - v*dt pour le volume sortant CDD'C', et - v *dty iJpour le volume MNN'M'déplacé par le piston. Le demi-accrois-sement des forces vives correspondantes au transport de lamasse MNCD dans la position M'N'C'D' est donc égal à

!“"*-
Ce demi-accroissement est égal à la somme des travauxélémentaires des forces qui agissent sur le système matérielen mouvement ; ces forces sont la pesanteur, les pressions ex-

1)ES GAZ.PERMANENTÉCOULEMENT

forces vives pendant un in-
l’équation des

tervalle de temps très court à la masse
de gaz comprise entre le piston mo-
bile P et l’orifice CD d’un vase. Nous
supposerons cet orifice évasé pour
éviter à la sortie du vase la contraction
des filets fluides; l’écoulement se fait

filets perpendiculaires à la

155. Appliquons

i*
NM NKvr

h
v\).r. c:

ï q
L) D'

alors par
section CD, avec une vitesse commune
v qu’il s’agit de déterminer.
h à maintenir la pression du gaza l’in-Fig 76.

Le piston P est destiné à



ÉCOULEMENT
térieures sur les faces MN et CD, et les forces intérieures qu’on
ne peut négliger quand il s’agit d’un gaz élastique, et non d’un
liquide incompressible.

Le travail de la pesanteur est égal au poids Qdt, multiplie
par la hauteur verticale h comprise entre le centre de gra-
vité du piston et le centre de gravité de l 9orifice, c’est-à-dire
à Qdt.x h.

Le travail de la pression du piston est positif et égal à

Vo X vol. (MNN'M') = ~ X Qdt.
IIo

Le travail de la pression dans la veine CD est négatif et égal

iï,x m-
Enfin, le travail des forces intérieures est égal, au signe

près, au travail nécessaire pour amener le poids Qdt de gaz
de la pression p0 de l’intérieur 5 la pression pï du dehors ;
appelant V le volume spécifique sous une pression quelcon-
que p, ce travail, pris positivement, sera égal par unité

et pour le poids Qdt , à —

252
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La formule devient
v-

29 + ii, ~ if,’
et le gaz se comporte comme un liquide dont le poids spécifi-que serait égal à ür Le gaz se refroidit à mesure qu’il s’écoule;en effet on a

2g

*ni
et

Vo;f; = ns°.
Si donc pL<p il faut aussi que 04 < 0o.Le gaz perd par unité de poids écoulé une quantité de cha-leur interne ct(80 — ô j, et cette disparition de chaleur équi-vaut à un travail moteur, Ac1(ô0 — ô j, qui s’ajoute au travailde la pesanteur et des
l’écoulement.

à —
pressions pour augmenter la vitesse de

155. 2° Température constante. Alors
/iPipP=Pi

/ pdY,
J p= p0

Qdt j pdX ;
* Po

de poids à — Pi Po
K = Rô-et 1équation se réduit à• /*Pi

donc le travail des forces intérieures est + Qdt I pdX .
V* Vo2 J*

pdV.= à -h2g 2g
Or l’cqualion pX = RO,

pdX= — Ydp, et

On a en résumé l’équation
Q'~ (»*- v%) = Qdt xh+£ Qdt-^Qdt + Qdt fP> pdV ,
Ag Jlo II! J Vo

ou, en divisant par Qdt,

eu 0 est constant, nous donne

fp PVv= — CpJp=P° J PO
RO fPi±>

JB PPo

r 1 ydp= —Po

L’équation du mouvement devient donc

7; == Ro log ZL°.1 Po ° pi‘£=* + + fP* pd\.
2g 2g ^ II. H* Vp0

Le dernier terme dépend de la manière dont la température
varie le long des filets fluides. On peut faire à ce sujet trois
hypothèses principales.

154. 1° Poids spécifique constant. Alors n^Iïp et dV=0.

v9

V 2 Ue2

2ÿ ~ Tg = A + R»log^.
En général v0 est beaucoup plus petit qtion du piston est beaucoup plus grande

ue v, puisque la sec-que celle de l’orifice
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tient une quantité de chaleur interne c10. La température
ne changeant pas malgré le travail extérieur produit par la
détente du gaz, la quantité de chaleur qu’il fautcommuniq
au gaz par unité de poids pendant la détente est égale à
AJpdV, c’est-à-dire à AUOlogjy -

Cherchons encore l’expression de la dé pense de l’orifice ;
on peut l’évaluer soit en poids, soit en volume. En poids,
elle est égale I^cor ; en volume, sous la pression pr à o)t> , et sous
une pressions' quelconque, la température restant la môme,
à wr x ~

255ÉCOULEMENT

La hauteur h est peu considérable par rapport au
terme, et la formule devient

254
second

uer
£ - Ran*&.
2(j

D pi

Cette formule est connue dans la dynamique des gaz sous
le nom de formule de Navier. Elle peut se simplifier notablc-

— est voisin de l’unité. Remarquonsment lorsque le rapport
Po

que logy est l’intégrale de ~ prise entre les limites p0 el

jq ; Si ces deux limites sont peu différentes, nous pouvons
substituer approximativement à la quantité variable p qui

•t , de scs

P'

ty^ROlog'i»Or v=.

La dépense en volume de gaz, réduite à la pression p', est
donc égale à

est endénominateur, la moyenne arithmétique/0^-

valeurs extrêmes. Il vient alors

r* pfogtoxpi yiog^-%P i — P o _
(-iî+fi) (tz+Jb ) et sous celte formeon voit qu’il y a une valeur de pt qui la rend

maximum. Pour trouver cette valeur, il suffit d’égaler à 0 la
dérivée du carré p * log— ,

Pi
ainsi

Po

et l’équation prend la forme simple
ou de ?V2 logp0 — î\#log /v II vient2R 0v2

[ p o — Pi)*
ï g po -+- Pi

p p
Remarquons que sous la pression moyenne — g— 2

spécifique n du gaz à la température 0 est donné par l’équa-
tion

, le poids tyi — 2p1 log pt — Vi= o,

ou bien 21ogp0 — 21ogp1 — 1 = 0, en écartant la solution
p — 0. On en déduit — =11

Pi
logarithmes népériens.

156. 3° Le gaz en s'écoulant ne reçoit ni n'émet de chaleur :en d’autres termes, la courbe de ses états thermiques suc-cessifs est une ligne adiabatique.Reprenons l’équation

pet pt= — L , e étant la base desPt + Po = RO. V*2il

Donc
= Po __ Pi ;

2<7 n n
l2R0 etn ’

ce qui montre que le gaz se comporte comme un liquide dont
le poids spécifique n correspondrait à la demi-somme des pres-
sions extrêmes.

L’unité de poids du gaz à la température absolue 0 con~

Pi + Po

v± -*A-h+?i - Pi , fVY.2g 2</ -/i + no n i^ J p a p a
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à la fois les formule qu’on peut simplifier en supprimant les termes

V 2

négligeables, ~ et // , ce qui donne
Dans l'hypothèse où nous nous plaçons, on a a

deux équations

K-©5-®’
j(«— «

Cette équation est due à Weisbach.
On peut déterminer 0 t en fonction de 0o, de pt et de p0 , par

/v.V-1

ViGo

inverses des poids spêci-Vt , V0 sont les volumes spécifiques
fiques IT1 et II0.

On a donc

, et commel ’équation 0i=0oX

Vo V 1 \ YVo Vi= R9„.g-®- V°IIo

d’où résulteOn a dé plus (g 152)
4 - i-TcIV. Cl— 1 c — fl- te) •GT (ë) 5 -®) ‘ •Donc

v- 7

— 7 + 1pdS = JJOVO* X
on a aussi

entre les limites correspondantes à
même, entre les limites V0 et

C — Clintégrale qu’il faut prendre
p0 et à p4, ou, ce qui revient au
\r Ce qui donne

p ie1 == 0oX
7*

et la formule simplifiée devient
p0

y0•T Vo1-^ _ /Vo\ T
_

V

7 ~ ^=ï )- p°U ) x d- v ) c — g|~l

S-i*L*-Ê) ‘ J -
VfP ,pdV = P=VJX ( -JJ P0 '

1- 7

lU^i — Qol

1 — - 157. Cette formule, ainsi que d’autres équations de la théo-
rie de la chaleur et de la physique mathématique, renferme

ci

, il vientSubstituons dans l'équation du mouvement
CjR (9j— 0.)

cle rapport - des deux chaleurs spécifiques des gaz.

On peut déduire ce rapport de la connaissance des valeursde c et de ci ; mais on peut aussi le déterminer sans passerpar . les valeurs des chaleurs spécifiques, dés qu’on connaîtle coefficient de dilatation a, et le coefficient g d ’élévation dela température pour une compression déterminée.En effet, soit 0 la température d’

— = /i+ R0o — *+ -*"79/7 cl
v*- — C2g ï g

R (8.— Bj)
:= h R (80 — c,

R
O r TA c — ct
Donc enfin gaz; élevons sa tempé-rature de la quantité dô sans changement de pression. Il fau-dra pour cela lui communiquer par unité de poids

IV. — )1ÉC. COLUGNOX.

un

5~ ÿ“ A +ï(*-W ’ une
47
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, et le volume sera multiplié par le

, ou par 1 4-

258 respondent au point A ; pi et V4 les mêmes quantités en B ;
po et V2 les mêmes quantités en G, et pz et V3 en 1).2

Nous aurons par la définition des lignes isothermes
quantité de chaleur cdo

1 + a(0 + dO) adO
1 -h aOrapport — 4 + a0

Exerçons ensuite sur ce gaz une compression mesurée par
pV=PiVi = iw»

pavf = P3V3 — ROo ,
et parla définition des lignes adiabatiques,

MT

*
le volume du gaz aadO , de manière à rameneila fraction 1 4- aO

ce qu’il était d’abord.

L’élévation de température correspondante sera ^- ; VA *P_ — V 2 __
V.V?>3

i A ï r
apdO

donc égalé a 0 + a0 4-! »
1 4- aO

aurait obtenu la

et
température définitive sera

le volume est redevenu le même,
élévation de température en introduisant dans chaque

une quantité de chaleur égale à

De ces équalions on tire^Le cycle est défini par les températures 0 et 0o qui donnent
le tracé des isolhermes, et par deux points, soit À et B, soit A
et C, qui donnent les lignes adiabatiques. Les équations per-
mettent de trouver les inconnues

V • 0oon
comme
même 1

unité de poids du gaz
/ a(sdO '

; d’où résulte l’égalité
en fonction de ces données. Y

Le travail produit par le cycle
direct est mesuré par l’aire du qua-
drilatère courbe ABCD ; au lieu
d’évaluer directement cette surface,
rappelons-nous ( g 551 ) qu’il est ~o
aussi égal à E (Q — Q'), Q étant la
quantité de chaleur prise à la source
supérieure pour faire décrire au gaz le côté AB, et Q' la quan-
tité versée à la source inférieure pendant le parcours CD.
Or la température ne changeant pas dans le premier
parcours, la quantité Q est tout entière transformée en tra-
vail, et on a

c^o (‘+r?rf) = cdO,
0

a?j
V \<*44! iet par suite ±=1+r+a(J

_
Une expérience de Clément et Désormes est fondée sur ce

principe. Mais elle conduit à une valeur un peu Irop faible,

1,55, du rapport cherché. Généralement on adopte aujour-
d’hui la valeur -=1,41, ou environ s/21.

Ci

a il b c

Fig. 77.

— RENDEMENT DES
DE CARNOT POUR UN GAZ PERMANENT.

MACHINES THERMIQUES.CVCLE
/*vi/ dlJv VxVi = Rôlog y*EQ = j )d\= RO

, formé de deux lignes iso-
0 et 0o, et de deux lignes

ion et V le volume spécifique qui cor-
1,57 d'après Gay-Lussae.

158. Soit ABCD le cycle complet
thermes AB, CD, aux températures
adiabatiques BC, DA.

Appelons p la pression

1 1,42 d’après Masson,

vDe même EQ'=R0olog~

v;~ v
Vs

Mais en vertu de la dernière relation.
1.59 d’après Regnaull,
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y y V V

Donc y1= el parsuite log y= lojy-
O

D’où résulte

2G0

APPLICATION AUX VAPEURS.
O o j IP© y * 159. La pression p d'une vapeur saturée est une fonction

de la température absolue 0 (g 69). Soit d’une manière gé-
nérale

pE (Q — Q') = R (0

Le principe de Clausius nous apprend que le rapport

jy est indépendant du corps soumis au

dépend que des températures 1

même du rapport

P= F M
la relation empirique qui lie ensemble ces deux quantités.

La fonction F a été déterminée pour la vapeur d’eau par
diverses expériences, entre autres par celles de Régnault, qui
l’a exprimée sous la forme suivante :

Soit F la pression de la vapeur évaluée en millimètres de
mercure;

T la température en degrés de l’échelle centigrade, à partir
du zéro ordinaire, c’est-à-dire la différence 0 — 275° ;

a ) b, a des nombres constants; on aura
log tab. F — a — bxr,

avec les déterminations suivantes :

cycle de Carnot, et

0 et 0o. Donc il en est dene

Q- Q'-Q"“ ’

qui mesure le rendement de la machine thermique où un corps

quelconqueserait assujetti à un cycle de cette nature; car c’est
le rapport de la chaleur convertie en travail à la chaleur to-
tale fournie parla source supérieure. Or ici

% 1 v,
R (0 — 0o) log y

0 — 00EQ- Q' — •0
Mlog ^Q

a — 5,4235177,
log tab.b=0,6821547,
log tab. a = 1,997 2311.

D ailleurs p se déduit de F par la proportion
p _ 10540
F — 7CO #

E

Donc dans tous les cas, el quel que soit le corps assujetti à

décrire un cycle de Carnot , le rendement de la machine, ou le

coefficient d’utilisation de la chaleur, est égal au rapport de la

chute de chaleur, 0 — 0o,entre les deux sources, à la température

absolue de la source la plus chaude. Ce résultat est d’accord
Sadi Carnot avait autrefois déduitesavec les conséquences que

delà théorie du fluide calorique.
Il serait facile de démontrer que lorsqu’un corps accomplit
cycle thermique quelconque, le rendement de ce cycle, ou

le rapport de la chaleur utilisée à la chaleur totale communi-
, est moindre que le rendement du cycle de

en observant que 10540 kilogrammes par mètre carré ex-priment la pression normale atmosphérique de 760 millimètresde mercure.
160. La chaleur spécifique de Veau liquide est variable a\ccla température ; et en appelant c la chaleur spécifique à latempérature v, mesurée en degrés centigrades de 1échelleordinaire, on a la relation empirique:

un

quée au corps
Carnot circonscrit, c’est-à-dire du cycle de Carnot correspon-
dant à la môme chute de chaleur. c — 1+ O,00004r +0,OOOOC09ra.



IAPPLICATION
La différence avec Limité est donc peu sensible ; pour

T=200°, elle s’élève seulement à 0,016.
La formule suppose que l’eau, pendant qu’on réchauffe,

reste sous la pression constante qui correspond à la vapeur sa-
turée à T degrés.

161. Supposons qu’on prenne un kilogramme d’eau à
zéro, qu’on l’élève à la lempéra 'ure T sous la pression qui
correspond à la saturation à T degrés, et qu’enfin on le réduise
en vapeur sous cette pression. La quantité de chaleur X à in-
troduire dans ce kilogramme d’eau pour en accomplir ré-
chauffement et la vaporisation est donnée par la formule em-
pirique

202 AUX VAPEURS.
mètres de mercure. Cette seconde partie est la chaleur de va-porisation à la température de 100°.

r étant la chaleur de vaporisation à la tempé-

2G5

En général,
rature T, on a

rz= ), — J*
edr.

FORMATION DE LA VAPEUR A L ÉTAT DE SATURATION.

102. Prenons un kilogramme d'eau à la température absolue0, et transformons-le en vapeur saturée à cette même tempé-rature, c’est-à-dire sous la pression constante F(0).Cherchons la quantité de chaleur r qu’il faut y introduiredu dehors pour produire ce changement d ’état.Pour la calculer, nous nous servirons de la formule déduitedans le g 149 de la considération du cycle de Carnotprendrons sous la forme

— (300,5 -F 0,505T.

Par exemple à 100°, la vapeur saturée est sous la pression
normale ; Ja quantité de chaleur X nécessaire pour convertir
en vapeur sous cette pression un kilogramme d’eau pris à 0°
est égale à 657 calories.

Cette quantité se décompose en deux parties : l’une est la
quantité de chaleur nécessaire pour échauffer l’eau liquide
de 0 à 100° ; l’autre est la chaleur latente de vaporisation à
la température de 100°. Pour calculer la première partie,
remarquons que, pour produire un accroissement d~ de la
température, la quantité de chaleur nécessaire est égale à cdr,
ou à

: nous la

= A? ( o ) dv,

et nous remplacerons dQ par dr
dO ,
TïT,est la dérivée de 0 par rapport à p, ou la limite dudp rap-

port de l’accroissement de la température à l’accroissementde la pression, quand le volume V ne change pas. Pour obtenircelte dérivée, nous ne pouvons faire aucun usage de l’équa-tion (1) différenliée ; car elle nous donne
clr -F 0,0 0 0 0 4 -F- 0,0000009rhlr.

11 suffit donc d’intégrer celle expression entre les limites 0
et 100°. L’intégrale prise 5 partir de 0° est

T +" 0,00002 T°- -f- 0,00000003T3.
dO dO
d p c p + <7vr/v*

Or, dans le changement d état, la températuremême, la pression aussi, on a dO = 0 et dp=0; de plp sont liés par la relation
V = F(6),

neutre pas V; donc^T = 0. L’équation (1) différenliée seréduit donc à une identité, et ne nous apprend rien.

do =

restant la
us 0 et

Faisant i= 100, il vient la valeur numérique 100,5. Il faut
1donc 100 calories ^ pour amener un kilogramme d’eau liquide

de 0 à 100° ; il en faut par conséquent 657 — 100,5=556,5
pour convertir ce kilogramme d’eau en vapeur, toutes les opé-
rations s’effectuant sous la pression normale de 760 milli-



FORMATION

Nous avons du moins, en différentiant l’équation p

dp = F'(0) dO »

2G 4
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La chaleur de vaporisation r , égale à X — c(h, est une

fonction de la température T, ou de la température absolue 0;
il en est de meme de M, et par suite aussi de p.

Soit encore J lexcès de la chaleur interne du kilogramme de
vapeur saturée à ? degrés sur la chaleur interne du kilogramme
d'eau à zéro.

1d0Donc -^ = FTTTVdp 1 (0)
La fonction ©(0), la meme pour tous les corps, est égale à 0 ;

substituant, il vient

r
dr Ces diverses fonctions, u, J, ont été déterminées par

expérience. M. Zeuner a donné les formules suivantes := AOc/V,
F'(0)

ou bien dr= A0F'(0)dV.
Intégrons en observant que 0 est constant. Il viendra

r — AOF'(O ) ( V — V'),

V' désignant le volume de l’unité de poids d’eau liquide, et V

le volume de l’unité de poids de vapeur saturée a la même

température. Nous représenterons cetie différence V — V' par

la lettre u; ce sera l’excès du volume spécifique de la vapeur

saturée sur le volume spécifique de l’eau liquide dans les

mêmes conditions de température et de pression. Nous aurons

donc

Apu = 50,45Glogncp.

p=575,05 0,78S2T,
J = 575,34 0,2342T.

Connaissant A pu et p en fonction de G, on en déduira u en
fonction de la même variable.

DENSITÉ DE LA VAPEÉR SATURÉE.
r = A';F'(0) w.

165. On peut déduire de là le poids spécifique de la va-
peur saturée à diverses températures. En effet, le volume
spécifique V de la vapeur saturée est égal au volume spéci-
fique de l’eau liquide à la même température, augmenté de
u ; et comme l’eau à l’état liquide a une dilalation tout à fait
négligeable, on peut poser

Mais puisque l’eau en se vaporisant se dilate du volume u

la pression p, elle accomplit un travail extérieur pu, qui

correspond à l’emploi d’une quantité de chaleur Apu , et par

la chaleur interne fixée par l’eau est égale à la diffé-
Fexcès de la chaleur interne du

la chaleur interne du kilo-

sous

suite
rence r — A pu ; appelant p

kilogramme de vapeur saturée sur
gramme d' eau liquide, nous aurons

p = r — Apu = A [CF'(6) — ;>]u = A[0F7(0) F(0)]M.
— -f- u,

appelant V0 le volume spécifique de l’eau liquide à 0°. Si le
mètre cube est l’unité de volume et le kiloD.
poids, le volume spécifique de l’eau liquide
0mc,00i.Donc V=0,001 + n,

\de la vapeur est ^ =
La table sui

en

i
Mais

gramme l’unité de
est un litre, ou

et par suite le poids spécifiquetI
_

A8F'(0)’
1

et par conséquent 0,001+«'.
suivante, extraite des travaux de M. Zeuner,

_ _ZP_ _ rF(fl)
p 6F[e) 0F'(ü)'



i
207MÉLANGES DE VAPEUR ET D’EAU.

V le volume de l’eau liquide à T degrés ;
V' le volume de la vapeur saturée à 7 degrés.
On peut considérer la totalité du poids comme ayant été

portée de la température 0° à la température 7 sans change-
ment d’état ; la quantité de chaleur à introduire dans le kilo-

gramme d’eau pour obtenir ce

partie est employée à produire un travail extérieur égal à
p(V — vo) ; donc la chaleur fixée dans le corps a l’état de cha-
leur interne est seulement la différence

DENSITÉ DES VAPEURS,

donne quelques nombres relatifs à la vapeur
23G

d’eau saturée.
roi DS

SPÉCIFIQUE
Il F, LA VAPEUR

SATUR ÉE

EXCÈS
DE I.A CHALEUR
INTERNE D'UN

ML. DE VAPEUR
SATURÉE SUR

UN UIL. D’EAU A
LA M ÊME

TEMPÉ RATURE

[ O =V — \j)U

QUANTITÉ
DE CHALEUR

CONVERTIE EN
TRAVAIL

EXTERNE PAR

EXCÈS
DU VOLUME
SPÉCIFIQUE

DE IA VAPEUR
SUR LE

VOLUME DE
L'EAU LIQUIDE

TEJIP É UAIIREPRESSION
EN

résultat est / <J o
DEGRÉS

CENTIGRADES
(ÉCHELLE

ORDINAIRE)

DE LA VAPEUR 1
cch, mais unevLE

POIDS DU M ÈTRE
CURE EN

KILOGRAMMES

EN K1LOGR. CHANGEMENT
D éTAT

A pu
EN PAR

UM ÈTRE CARR É
ATMOSPH È RES

P
0,510
0,007
0,890
1 ,-107
1,139
1,708
1 ,973
2,237
2.757
3,270
3,776
4,277
4,775
5,200
5.757
0,242

5,104i
1.0459
1,1225
0,8501
0,0939
0,5840
0,5057
0,4ICI
0,3017
0,5048
0,2058
0,2328
0,208 4
0,1889
0,1727
0,1592

510,65
495,24
480,90
479,97
474,50
4‘,9,18
405,27
401,55
435,05
449,53
444,71
440,40
430,49
452,91
429,61
426,52

58,502
40,092
41,030
41,750
42,282
42,742
4yl59
45,488
44,083
44.580
45,008
45.580
45,725
40,051
40,511

• 46,771

81® ,71
100°,00
111",74
120°,00
127°,80
155°,91
154)o,24
114°,00
152°,22
159®,22
-105® ,54
170®,81
175® ,77
180°,51
184°,50
188®,41

51G7 kil

10334
15501
20008
25835
31002
30109
41336
51070
02004
72338
82072
93000

105340
113074
121008

i-
1

£H- C(k — A/; ( V — V0).2n
St De plus, le poids m d’eau est transformé en vapeur à la tem-

pérature T et sous la pression p. Appelant r la chaleur de va-
porisation (g 161), la quantité de chaleur interne acquise par
le corps sera égale à

5

4
5
G
7
8 m[r — k p (Y' — Y)],9

10 ou bien m (r — Apu).
La somme de ces deux quantités est la quantité de chaleur

•cherchée

11
12

I cdr — A p [y — V0) -h inr — tnkpu.J 0

Cette formule se simplifie en remplaçant r — Apu par la
fonction p , et en supprimant le terme Ap(V — V0) , qui est né-
gligeable à cause du peu de dilatation de l’eau liquide. Il
vient alors la formule usuelle

MÉLANGES DE VAPEUR ET D’EAU LIQUIDE.

vase à la
sous la164. Un kilogramme d’eau, renfermé dans un

température T, est en partie transformé en vapeur
de saturation ; cette pression est donnée par Dé-pression p

quation Y =J*
cdr -+- mp.

j ) == F (T -H 275).
La quantité de chaleur nécessaire pour porter, sous la pres-

sion constante p, un kilogramme d’eau liquide de la tempéra-
ture 0° à la température T, et pour en convertir la fraction m en
vapeur saturée, est donc égale à Y augmenté de la quantité
de chaleur convertie en travail, ou à T + mApw. .

165. Cherchons comment varie la quantité Y quand la tem-

l’excès de chaleur interne contenue dans ce
sus de la chaleur interne d’un kilogramme d’eau

connue la fraction m du poids
m soit

Cherchons
mélange, en
liquide à 0°. Nous supposons
total qui est à l’état de vapeur, de telle sorte que 1 —
la fraction à Délai liquide.

Soient V0 le volume spécifique de l’eau liquide à 0°;
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pérature x varie de ih. La pression p varie d’apres l’équa-
tion

208
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ou bien, en revenant aux températures absolues,
V)VdQ — cdO -f- d (mr ) — dO.

Si le changement infiniment petit s’est opéré sans émissionni introduction de chaleur extérieure, (/0=0 ; la conditionpour qu’il en soit ainsi s’exprime par l’équation

edd -f - d ( mr) — — a

Divisons par 0 et intégrons ; il vient
Ç cdO mrJ T + ï

209

2> = F (0),p == F(r 275°)

la vapeur reste saturée, puisqu’elle est toujours en con-
l’eau liquide. Mais le poids m de vapeur varie aussi.

On aura donc d’une manière générale

dX = edr -f- d (mp) = edr + d [mr ) — Ad [mpu).

ou

car
tact avec

Or '

d [mpit )= j )d [mu) -f- mndp= pd ( mu) -f * muh' (d )dQ,

Nous avons d’un autre côté
r = AôF',0. u = constante,

Donc ou bien, en prenant l'intégrale entre les limites Otet 02, et dé-signant par mr m2 les proportions de l’eau convertie en vapeurà ces deux températures, et par rv rt les chaleurs de vapori-sation correspondantes,

AMF'\0 ) = -Q
Substituant, il vient

VU*

dX = edr + d (mr ) — d? — Apd (mu).
• /»0.»/ ~ cAlX °

__ mo\ mnVo
x -f" 27o.

Nous pouvons remplacer (iô par (/x, puisque ô=
Le produit pd( mu ) représente approximativement le travail

extérieur correspondant au changement d’état de la nouvelle

quantité d’eau vaporisée. En effet , si V est le volume du kilo-
gramme d’eau liquide, Y -i- mu est le volume occupé par le

mélange du poids m de vapeur saturée et du poids 1 — m

d’eau liquide. La variation de ce volume est dX 4-d(mu) ;

comme l’eau liquide est à peine dilatable, on peut négli-
ger clX devant d( mu) ; ce dernier terme représente seul la

variation cherchée, et pd(mu ) est le travail extérieur produit

par le changement d’état. Donc Apd( mu) est la quantité de

chaleur correspondante, et dX -j- Apd ( mu) est la quantité de

chaleur dQ qu’il est nécessaire d’introduire dans le mélange

produire l’élévation de température (/x.
On a donc

oi o.

Ces équations permettent de résoudre les problèmes suivants.
166. La totalité du liquide étant transformée en vapeur satu-rée à la température 0n reconnaître si cette vapeur est saturéeou surchauffée à la température 02.On exprimera la condition indiquée

viendra donc
en posant ml =1; il

m.2i\2 ~ cdQ
0, 0 0c- Oi

Si cette équation donne pour m2 une valeur supérieure àl’unité, cela indique que la vapeur ne sature plus l’espace àla température 02 ; car s’il restait du liquide, ce liquide ten-drait encore à se transformer en vapeur. Dans ce cas, la va-peur est surchauffée. Si, au contraire, m2 <1, une partiede la vapeur se condense à l’état liquide. Enfin, si m2=1, la

pour
mv

dQ = edr -f d (mr) — dr,
a
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La proportion de vapeur augmente avec la température du

mélange; elle augmente donc aussi quand on comprime le
mélange, puisque toute compression dégage de la chaleur, et
elle diminue quand on le laisse se dilater, puisqu’il en résulte
un refroidissement. Si donc la proportion de vapeur dans un
mélange de vapeur et d’eau liquide est égale ou supérieure à
la valeur de m indiquée dans cette table, la compression du
mélange sera accompagnée d’une vaporisation partielle d’eau
liquide, et l’expansion d’une condensation partielle de va-
ncur.

Les effets contraires auront lieu si la proportion de vapeur
est inférieure à la valeur de m, et c’est là le phénomène qui se
produit le plus souvent, notamment pendant la détente dans
les machines à vapeur.

MÉLANGE

reste saturée à la température
270

02 comme à la tempè-
vapeur
rature 0,.

167. Le mélange d' eau liquide et de vapeur
lextérieur aucune chaleur, et n'en émettant pas, quelle doit être

la valeur du rapport m pour qu'une variation dO de tempéra-
ture n' entraîne ni formation de vapeur ni condensation?

L’équalion différentielle

0

recevant dene

mrdO = 0cdO + d [mr) —
faisant rn constant, et en résolvant par

o i

résout la question en y
rapport à m. Il vient

m (dr — + °d9 =0

et cO t.VITESSE DE L ECOULEMENT DES VAPEURS.m = dr
r — 0 dd

168. Le problème de l’écoulement des vapeurs se résout
comme celui de l’écoulement des gaz (g 155), et conduit à la
formule générale

Dans cette formule nous substituerons les valeurs de c et de

fonction de ô ou de T, données dans les gg 160 et 161 ;

définitive, en mettant en évidence la tempéra-r en
il viendra en
turc T :

v- O + U.-UQPi -P* +2g n4 Uo •

dans laquelle v est la vitesse de l’écoulement ;
p4, p2 les pressions à l'intérieur du vase et au pourtour de

la veine fluide ;
Ut et n2 les poids spécifiques correspondants;
Q la quantité de chaleur reçue du dehors par unité de

poids du fluide;
Ut la quantité de chaleur interne du fluide dans le

par unité de poids ;
U2 la quantité de chaleur interne du fluide dans la veine,

par unité de poids ;
A l’équivalent calorifique du travail.
Pour appliquer cette formule, nous supposerons que le

fluide est formé d’un mélange comprenant un poids mi de va-

A
1 + n , 00004 T_-M),000000^2

m= (273 + T) X 796,23D 4- 0,01092 T + 0,0002657 T2 4- 0,0000001)7

table, donne les résultats sui-
•
3*

Cette formule, réduite
vants :

en

PROPORTIONS DU MÉLANGE

vase,TEMPéRATURE
EN EAÜ LIQUIDE

1 — m
EN VAPF.UR

m

0,657
0,503
0,528
0,461
0,596

0,543
0,407
0,472
0,539
0,604

0°
50°

100°
150°
200°
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peur et un poids 1— mi d’eau liquide, et qu’il ne reçoive ni
n’émette aucune chaleur pendant tout son trajet , ce qui revient
à faire Q=0.

La proportion m de vapeur variera à mesure que le mélange
s’écoule, et comme il n’ y a ni chaleur extérieure reçue, ni
chaleur émise au dehors, on aura, en appelant m2 la propor-
tion de vapeur dans la veine fluide, 0 t et 02 les températures
absolues, TA et T2 les températures à l’échelle ordinaire : *

DES VAPEURS.
du fluide dans le vase diffère très peu du volume spécifique de
la vapeur qui y entre, car le volume de l’eau est négligeable
vis-à-vis du volume de la vapeur. Appelons ut l’excès du vo-
lume spécifique de la vapeur sur le volume spécifique de l’eau
à la température ; nous pourrons poser

273272

f
1— =Ui

et par suite = mjpfa.
Nous ferons de môme ~ = m2p2M2.
Enfin nous avons (g 164)

f» ~-2
mlri »?«râ I cdr

Oi

La chaleur spécifique c de l’eau liquide varie peu avec la
température ; en la regardant comme constante, on aura

les logarithmes étant pris dans le système népérien.
On aura donc approximativement l’équation

Wljî'a . 0.»
ir = c'osf:

ü‘= fo cdr + mirl — m1Ap1»lv

v-= f.“ cd- 4- — m2.\p2u2.

Substituant toutes ces valeurs dans l’équation générale du
mouvement , il vientWliri

oi

f 1cdr -f ” hri — nhr2J r*
M. Zeuner fait c=1,0224 pour l’eau à la température des

chaudières à haute pression, et c=1,015 pour les tempéra-
tures voisines de 100°. On a de plus, d’après Régnault
(§161) :

^ = m1p1i«1— in2p2ii2 4- — WiPiUi 4-29 A

-i CCcdr 4- miri — m2r2 ) •

r= 600,5 4- 0,505 -r - (r + 0,000'J2T2 4- 0,0000003 4),

formule qu’on peut simplifier, en posant
Or

^ Cdr
~ X — 02?%r2 = 0r = 006,5 4~ 0,305T cr,

et en remplaçant c par 1,0224 ou par 1,013, selon les cas.
A l’aide de l une ou de l’autre de ces équations on calculera
les valeurs de i\ et r2 aux températures TA et T2, et l’équation
posée plus haut fera connaî tre m2.

On connaît donc les proportions du mélange de vapeur et

Tl

Attribuons encore à c une valeur moyenne constante , il
viendra

r cd-= C(T4 — T*\

CT*cd,
} T ~ cloSliêP- ~ = — clognép. — •

Pl

IV. — M ÉC. COLLIGNON.

0-2d’eau dans le vase et dans la veine. Le volume spécifique, — ,
Ri

0i
0*
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conduit d’admission se terme, et la vapeur se détend dans le
cylindre Jusqu’au bout de la course du piston, sans émission
sensible de chaleur au dehors, et sans introduction de cha-
leur extérieure. La communication est alors ouverte
le condenseur, et elle reste ouverte pendant toute la
rétrograde du piston ; nous représenterons par pfla pression
dans le condenseur.

Le travail de la vapeur est proportionnel au poids de lluide
que l’on introduit dans les cylindres ; nous supposerons ici
que cetle quantité soit égale à l’ unité de poids ; elle
prend un poids ??it'de vapeur, et un poids 1— d’eau liquide
à la meme température.

11 y a trois périodes à distinguer dans l’oscillation complète
du piston : Y admission, la détente et la condensation ou échap-
pement.

1° Admission. — Soit V4 le volume spécifique de l ’eau liquide
sous la pression pi et à la température T4 de la chaudière; ur
l’excès du volume de la vapeur saturée sur le volume d’eau
liquide dans les mêmes conditions. L’emploi dans le cylindre
de l’ unité de poids du mélange d’eau et de vapeur corres-
pond à un travail égal à p1(Y1 -h ; mais il faut remplacer
dons la chaudière le volume d’eau VA par un volume égal
fourni par l’alimentation, et cetle opération exige un travail
jqYp que la machine doit développer ; le travail moteur dis-
ponible se réduit à m[ piur

2° Détente. — Supposons que, pendant la détente, l’état
thermique du mélange suive une ligne adiabatique entre les
températures CIT2. Le travail créé par cette dé tente sera égal

1*

désignant par U1 et U2 les chaleurs internes du

au commencement de l’é-
a trouvé (g 164) les formules :

Uj= f lcdr+mlri

tT2 = “ cdx -f* tn2r± —

275

Approximativement, on peut aussi remplacer 0 en dénomi-
pourra faire sans grandenaleur par une valeur constante ; on

erreur 0=02, à cause de la petitesse de la différence T2 T4,

pai rapport aux valeurs du dénominateur 0; qui varie de

T1+ a T2 + 27o.
On aura alors

avec
course

o•»

?n.2r.2 corn-
et

r »hri — ' cl~
ü l

1 — - il
C ( T J T .2 )

2il
m\r\ Oi — 0.2 m{ rl T j — T 2
~

A l\ “ ~K~ 275 + n

Le carré de la vitesse de l’écoulement contient donc en

facteur la chute de chaleur, — T2, entre le vase et la veine

fluide.
Quand la pression intérieure pl est beaucoup plus élevée

que la pression extérieure p2 , la vapeur s’échappe avec

vitesse très considérable, et l’expansion qui résulte de ce

changement de pression est accompagnée
ment très sensible. C’est pour cela qu’on peut sans danger

placer la main dans un jet de vapeur sortant d’une chaudière

à haute pression , tandis qu'il serait très dangereux de faire

la même expérience avec la vapeur sortant d'une chaudière

où la pression serait légèrement supérieure à la pression at-

mosphérique.

une

d’ un refroidisse-

A ’ Cn

RECHERCHE DU TRAVAIL DANS LA MACHINE A VAPEUR.

169. Nous ferons pour cette recherche les hypothèses sui-
vantes :

La vapeur produite par la chaudière sous la pression pt est

admise dans un cylindre, où elle pousse un piston mobile.
Lorsque le piston a parcouru la fraction k de sa course, le

mélange a la fin de l’admission et
chappement. Or on

— niikpiu^
m2kp2ut .
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On conna î t rp rs (g 161) ; le rapport ?w2 est donné en fonc-
tion de ml par l’équation (g 165)

2 7 6 D A N S L E S M A C H I N E S A V A P E U R. 2 7 7

Il vient par conséquent
V T, — 1 W? ,r,

â + s TT 1t, _
T2)

_
Sous celte forme, il semble que T varie avec le rapport wi1;

mais en faisant des applications numériques de la formule
on reconna î t que, dans les limites de la pratique, le rapport ml
influe à peine sur la valeur de T, de sorte qu' il existe un rap-
port à peu près constant entre la chaleur dépensée pour le
service de la chaudière et le travail utile produit.

Pour de plus amples détails sur ce sujet, et pour l’applica-
tion de la théorie mécanique de la chaleur aux liquides et aux
solides, nous renverrons à l’ouvrage de Ch. Combes, intitulé :
Exposé des principes de la théorie mécanique de la chaleur 1

quel nous avons fait de nombreux emprunts pour la rédac-
tion de ce chapitre.

c [ ~i — ra) m t rî t
ÀT = -. cdr , ” l «rt "V*L 0 -r

v * 2

Les volumes miui et m2n2 sont respectivement proportion-
nels à la capacité du cylindre rempli par la vapeur
ment où cesse l’admission , et à la capacité totale du cylindre :

= k , nombre donné.

= o.
ô.

au mo-

on a donc m2u2

On pourra calculer Up U2, puis -*-7- 2 *

travail utile transmis à la machine pendant la détente.
5° Échappement. — Le travail de la contre-pression est néga-

tif et s’obtient , en valeur absolue, en multipliant la pression p,
par l’espace que décrit le piston, ou par le volume total du cy-
lindre, c’est-à-dire par mpq, en ne tenant toujours compte que
du volume de la vapeur. Le travail cherché est donc — p2ny/2.

En définitive, le travail produit par l’unité de poids du mé-
lange d’eau et de vapeur passant dans le cylindre est égal à

qui représente le

i , au-

1 Paris, 1SG7.

/*T2I cch — ??/2r2 -j- m±\] ).,u±
J o ~I ri cch 4- —

T= plmlvi 4-

— 2

A

=P |jT cch -f m ,r4 — »igra — -h — m2 p.,u2A

-i£ a/r + A

Si l’on attribue à c une valeur moyenne, on peut faire

x:cd? = c (r.i — râ).

De môme
jQ

= approximativement wqrj-f- c (r. — T4\»iâr» = ^-2 miri +

- c ) {Ti-Ti) *-)-i wp-i1Tiip' i — — C ^Ti —A
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dq' la quantité de chaleur qu'il faudrait lui enlever pour lui faire décrire
l'élément isotherme p'm\ à la température 6'.

Au point de vue des quantités de chaleur communiquées au corps, l’en-
semble des deux trajets mn et n'm' équivaut à l’ensemble des trajets
mnpmpp'm'p'n'm\ car lts trajets successifs pm, mp, p'm' et m'pf se détrui-
sent deux à deux, et quant aux trajets np, pp\ p'n\ qui s’accomplissent
suivant des lignes adiabatiques, il ne correspondent à aucune variation
dans la quantité de chaleur possédée par le corps. Par la même raison, on
peut ajouter à l’ensemble des trajets indiqués la courbe m'm, qui est aussi
adiabatique, et alors le chemin assigné fictivement au corps se réduit à trois
cycles, savoir

NOTES

m'p'n'm'.vipp'm'm

Faisons le calcul des quantités de chaleur qui correspondent à chacun
d’eux.

Par le cycle mnpm, le corps reçoit rfQ le long de mn; il ne reçoit ni ne
perd rien le long de np ; il perd la quantité dq le long de pm ; le travail
accompli est mesuré par Faire mpn, multipliée par l’équivalent A. Donc

rfQ — dq == A X rnnp.
On aura de meme pour le cycle m'p'n'mdécrit dans le sens inverse,

dQ' — dq' — A X

Quant au cycle mpp'm'm, c’est un cycle de Carnot , dans lequel la chute
de chaleur est û — ô', et on a (§ 158)

mnpm,

THÉORÈME BE CLAUSIUS.

170. Tonies les fois quun corps accomplit un cijcle complet cl réversible,

le plan par un contour fermé quelconque AB, l' intégraleJ (
~ j ,

prise le long de ce contour à partir d'un point A pour revenir a ce même
point, est égale à zéro.

La quantité rfQ représente la quantité de chaleur reçue (ou émise) par le
lui faire décrire un arc élémentaire mn du contour donné, et

0 la température absolue corres-
pondante à cet élément.

Découpons le cycle AB par une
série de lignes adiabatiques infini-
ment voisines, et soient mm\ nn%
deux lignes consécutives intercep-
tant sur le périmètre du contour
un arc infiniment petit mu ; ces
deux lignes intercepteront sur le

T bord opposé un autre arc m'n'.
Soient C et D les points de contact
du contour avec les lignes adiaba-

tiques extrêmes qui le comprennent. Menons par les points m et m' deux
lignes isothermes correspondantes mp, m'p

Soit dQ la quantité de chaleur qu’il faut communiquer au corps pour
lui faire décrire l'élément mn ;

dQf la quantité de chaleur qu’il faut lui enlever pour lui faire décrire
l’élément n’m' ;

dq la quantité de chaleur qu’il faudrait lui communiquer pour lui faire
décrire l’élément mp, sans changement de sa température 0, puisque cet
élément est isotherme;

représenté sur

corps pour

Y

dq — dq> o — 6' dq d<jf
dq 0'

Divisons par 0 la première équation, par G' la seconde, et retranchons;
il , viendra

d Q d(V
^ / rnnp m'n' p'\

0 0' (J
Fig. 78.

et intégrant entre les limites fournies par les contacts du contour avec les
lignes adiabatiques extrêmes, c’est-à-dire depuis le point C jusqu’au point
D, le long des arcs CAD, CBI), on aura

f D d( y
J e 0 J e A

^ limite, le second membre se réduit à zéro ; caries aires mnp,rnnp sont des infiniment petits du second ordre, dont ies sommes sont
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rigoureusement nulles; par conséquent le premier membre est nul aussi, et
l’on a

280 FONCTION CARACTÉ RISTIQUE.
proprié tés du fluide, telles que la chaleur spécifique, le coefficient de
dilatation, etc. L’inlroduclion de ces fonctions caractéristiques dans la
science de la chaleur lie entre elles des propriétés qui paraissent distinctes
au premier abord ; elle permet en outre de distinguer parmi les lois phy-
siques, découvertes par l'observation, celles qui sont applicables indistinc-
tement à tous les corps, de celles qui n’appartiennent qu’à une certaine
classe de corps, en vertu de quelque propriété particulière. Dans le
premier cas, la vérification de la loi proposée conduit à une identité; dans
le second, à une égalité qui ne devient identique qu’en vertu de certaines
hypothèses.

Nous allons donner une idée de cette théorie, en prenant pour variables
indépendantes la température absolue 0 et le volume spécifique V.

Nous aurons d’abord les équations

281

J c J c O

ce qui revient à dire que l’intégrale J prise le long du contour ferme

ADBG en revenant au point de départ, est identiquement nulle.
171. Corollaire.— La fonction ^ des variables indépendantes pet Y est

une dilférentielle exacte. En effet, si l’on prend

l'intégrale J*(^ d'un point A à un point B le long

d’un chemin arbitraire ÀCB , le résultat qu’on
trouvera ne dépendra que des positions des
points extrêmes ; on trouverait le même ré-

Y sulfat pour tout autre chemin ADB , puisque
l’intégrale prise le long du contour AGBDA est
identiquement nulle.

/•B
{/OI -jp ne dépend que des positions des points À et B, c’est-à-dire

des valeurs des variables V et 0 qui définissent ces points. En d’autres
I est une fonction de ces deux variables, et par suite ^ est

J o o
la différentielle exacte de cette fonction.

M. Clausius a donné le nom cYentropie à cette fonction

représenterons par la lettre S, et nous aurons par conséquent

Y

d Q(1 ) </S = 0 9

(2) dQ = e/ U -j- ApdS = 0dS;

Aux deux membres de l’équation ( 2) ajoutons Sr/9, ce qui rend le dernier
membre égal à la différentielle du produit $9 ; il viendra

°1
Fig. 79.

*Donc d U + SdO -+- ApdS = d(S0),
ou bien

u SdO -h ApdY= d(S0 — U). •

La fonction Sô — U = II est ce que M. Massieu appelle la fonction carac-
téristique du corps.

Nous ferons donc

termes

Nous la

(3) SO — U = 11,
dQ et il viendra— T-•0

(4) d\\= SdO -h Apd\.
H étant exprimé en fonction de 0 et V, S est la dérivée partielle de H

par rapport à 0, kp la dérivée partielle de H par rapport à V, et l’on a

On parviendrait aux mêmes conclusions en prenant pour variables indé-
pendantes V et 9, et en regardant p comme une fonction de ces variables.

FONCTION CARACTÉRISTIQUE D üN FLUIDE. d\\(*) s = do ’
172. M. Massieu 1 a donné le nom de fonction caractéristique d'un fluide

à une fonction H des variables Y et 0, d’où l’on peut déduire par le calcul
l’entropie S, la quantité de chaleur interne U, la pression p et les autres

1 Mémoire sur les fonctions caractéristiques des divers fluides et sur la
théorie des vapeurs, par F. Massieu ( Savants étrangers, t. XXII, n° 2, 1875).

r/ ll( G) AP = w
et par suite

= 0(7) U = SO — II - H.dO
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Différentions (5) par rapport à 0; il vient

2S3282 FONCTION CARACTERISTIQUE.
La chaleur spécifique sous pression constante, c, se calculera comme il

suit.
S 4- f C!1— — ^L1J dO d0 dO Laissons p constant. La quantité de chaleur dQ qu’il faut introduire dans

le gaz pour élever dans ces conditions sa température de dO est cdO. On a
donc, en vertu de l’équation ( 2) et de l’équation (5),d\[Mais, en vertu de (5), S = .-; doncdO ®-(S*+ d*lidQ ~ cdO = 6dS — Od dV .dUdS _

J do “ do '
dOdV(8)

Mais différentions (G ) en observant que p reste constant, ce qui donne
Différentions de même (5) par rapport à V ; nous aurons

o £. ~
dm d* ild0 + rfy*dSdOdU _ dll

d\ dY ~ dV ’ De cette relation tirons dV, substituons dans l’équation précédente, et
divisons par d0; il viendraquantité égale à A/? en vertu de ( G). Donc

, dS0 dS dS ~ kp'

Enfin, différentions (b) par rapport à V; il vient successivement

dS _ £ £ f (£l\ _ £ , — (lp
dV “ d\ [ do ) ^ do\ dV J" do “ A Jo

dm \ndu(9) d*H dXdOc = 0 do* dm
dV2

On déterminera la chaleur spécifique c, à volume constant en supposant
V constant et p variable. On trouve immédiatement l'équation

(10)

TdS dURemplaçons dans (9) — par sa valeur tirée de (10) ; il viendra, en résol-
vant par rapport à g. Cl " dO ’

qui mordre que c, ne peut varier qu’avec la température, car U n’est fonc-
tion que de cette variable.

La différence c — ci des deux chaleurs spécifiques s’exprime par le rap-
R \ 2

dû 6dp — pdO(11) = AO2 XdV 0-dJ port
dp y7 d*II \ 2

do \ 0 ) dXdO dû = AR.= — A0C — Cj — — 0 dpam
Y 2175. Application aux gaz parfaits. — Le gaz idéal auquel on donne le

nom de gaz parfait suit exactement les lois de Mariolte et de Gay-Lussac, et
l’on a par conséquent

dVulX*

Le coefficient de dilatation a pression constante p est le rapport y C
~ ,

dans le cas où p est supposé constant. Il vient en introduisant cette
hypothèse dans le calcul,

pV = RS.
Donc

dpdXdOp R
0 V * 1 d O1 d-ll

i V d/;V /d2l îet par suite
dVd-Vd t p

do l 0 = 0.
Formons la fonction caractéristique du gaz parfait. On aura d’abord pour

la chaleur internedUL’équation (11) , jy = 0, montre que la chaleur interne, U, ne dépend
que de la température. = Jo\c-AR ) d0 = f ° cdO-JC — AR®.c4dS
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caractéristique II est enfin

FONCTION CARACTÉRISTIQUE.
Cette quantité U est la chaleur interne totale du gaz; pour avoir l’excès

de la chaleur interne du gaz à la température 0 sur la chaleur qu'il possède
au zéro centigrade, correspondant à 0o = 273° de l’échelle absolue, il
faut en retrancher la valeur de U pour û = 0o, ce qui donne pour nouvelle
valeur de U

‘28i

La fonction
6cV (e — AR) (S —— U = c6 lognép. jj- + AU0lognép.

H = S9

174. La même théorie s'applique aux vapeurs.

Soit L la quantité de chaleur nécessaire pour porter de 60 à 0 degrés

l'unité de poids du liquide;

chaleur spécifique de l'eau

m la fraction du liquide qui _

r la chaleur de vaporisation ;

e le volume spécifique du liquide;

V le volume spécifique du mélange de liquideetde vapeur;

u la différence V — e.
successivement

U =Io
cdO — A R [ 0 — 0O).

liquide.égale à ^;

i est réduite en vapeur
L’entropie S se calculera en supposant que la masse de gaz prise à zéro

et sous la pression normale atmosphérique, c'est-à-dire à ô0 degrés, soit
portée sous pression constante du volume Vc au volume V, ce qui suppose
un accroissement de température de 60 à 64 ; puisqu’on porte la température
de 04 à 0, sous volume constant, la pression variant de la pression atmo-
sphérique à la pression ;?. La fonction S sera la somme J"

y des quan-
tités de chaleur introduites successivement dans la masse gazeuse, et on aura

c la saturée ;

On aura
/*0* . ^»6

c / cd0 , / CidO U = L *+- mr — Ap (V — e) »

à la masse fluide

en retranchant de la quantité totale de chaleur donnée

l’équivalent calorifique du travail extérieur produit par son changement de

volume;

Dans cette équation, remplaçons cl par sa valeur c — AR ; il viendra

r*
Jot•- f?+ r*-t/ e. c/ o, Ç c d . ,

S= T + e ’
J Oo

mr0

J o. y
cdO . 0y Altlogncp. -•

0 f î" _ L + ip (V-*V
H =S0 — U =

Les expériences de M. Régnault ont montré que la chaleur spécifique c est
sensiblement constante pour un grand nombre de gaz permanents entre des
limites de température très étendues. Donc

S = clognép. £

1cdü deux facteurs -en
donne, en partageant

L'intégration par parties

et cdô=dL,0— AR lognép. — •
fJi

Pour déterminer ô4, nous appliquerons la loi de Gay-Lussac ; V0 étant le
volume du gaz à 0O degrés, et V le volume de la même masse sous b
même pression, à 6 degrés absolus, on a

V
s=s £|f\ o 0 0

0 _ 0_ 0o _ y.
“ 00 0!

~ 00 V f

S == c lognép. — AR lognép.
== clognép. --f- AR lognép.

0o 0 Y o

redo rdi L , r. de

JT' =JT =ï+JL 6-* *

et par suite
/*0 _ c/0

H =91L 1-t- AP (Y —O54

d’où l’on déduit
dI1; doncMais S=ë»i

«L . AJp y __ g'Jÿ + dï KcdO
ü + c ~~$=

6a
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cd%Comparons ce résultat avec l’équation S= I —tJ Do
4- ’~9 et obser-6

dlvons que c=^. II vient en définitive

» dP iv ï mrAi (V
_

el = T’
ou bien, en remplaçant V — e par mu, et en supprimant le facteur m,

dp rAu -JT =-»dt) û

équation qui servira à déterminer u, puis le rapport
le poids spécifique de la vapeur sèche à l’état de saturation.

L I V R E V I I

D E S W O T E I K S

1
qui mesureu 4- <? ’

CHAPITRE PREMIER
D E S M O T E U R S A N I M É S

f 175. Les moteurs animés sont l’homme et les animaux
qu’il emploie pour son service, principalement le cheval, l’âne,
le bœ uf, etc.

Les mouvements que l’on observe chez les animaux appar-
tiennent à deux classes distinctes. Les uns sont instinctifs, et
semblent a proprement parler constiluer la vie : ce sont les
battements du cœ ur, le jeu des poumons, et la plupart des
mouvements qui résultent de l'accomplissement des diverses
fonctions animales. Les autres sont volontaires : ce sont ceux
au moyen desquels l’animal change de place, assure sa nour-
riture, exerce des efforts etexécute certains travaux. Tels sont
les mouvements qu’on demande aux moteurs animés. Leur
caractère principal est le pouvoir qui appartient à l’animal de
les accomplir ; les forces ainsi mises en jeu existent chez lui
pour ainsi dire en réserve, mais une intervention de sa vo-
lonté est nécessaire pour en manifester l’existence au dehors.
Les anciens philosophes avaient été conduits par cette consi-

i
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de la journée de travail , ou plutôt la somme des durées du
travail exécuté chaque jour.

Le raisonnement et l’observation s’accordent à faire recon-
naî tre que ce produit PVT est susceptible d’un maximum.
Les facteurs en sont très variables, suivant le genre de tra-
vail exécuté et le mode d’action employé pour l’exécuter.
Prenons pour exemple un cheval qui tire une voiture sur
une chaussée ; l’effort qu’il fait varie avec le poids de la
voiture, l’état de la chaussée, le diamètre des fusées des
essieux, l’état de graissage, l’inclinaison du chemin, etc.; mais
outre ces divers éléments, le cheval peut mener la voilure
au pas, au trot ou au galop ; à cette dernière allure, il ne
peut fournir qu’un relai assez court, et sa force de traction
est beaucoup moindre, de sorte que le produit PVT, dans
lequel le facteur V est grand et les facteurs P et T très
petits, peut être inférieur à la valeur qu’il prend pour
un cheval de roulier marchant à petite vitesse. L’expé-
rience seule peut éclairer sur la meilleure détermination de
ces divers facteurs. On conçoit bien d’ailleurs qu’il doit en
être ainsi : le moteur animé qui imprime une vitesse moyenne
V au système matériel sur lequel il agit , doit imprimer cette
même vitesse à son propre corps ou à une partie au moins de
son corps ; or cette vitesse est limitée par le fait même de son
organisation, et demande à elle seule un effort qui diminue
d’autant la somme des forces disponibles pour produire l’effet
principal.

C’est par l’observation qu’on détermine pour chaque moteur
animé les valeurs les plus convenables des facteurs P, V, T.
Généralement, le maximum du produit correspond à des va -
leurs moyennes pour les facteurs : un travail continu , fait
avec une petite vitesse, et en développant des efforts modérés,
surpasse au bout de la journée le travail discontinu produit
par une série de coups de collier , très énergiques, séparés par
des repos fréquents.

177. Le tableau suivant, dressé parNavior, résume les prin-
cipales observations faites sur le travail des moteurs animés!

IV. — 3IÉC, CÜLIIGNON.

‘.8Ddération à distinguer deux sortes de forces: les forces en ac-
tion et les forces en puissance, vires in actu, vires in posse. A
vrai dire, il n’ y a pas là deux natures différentes de forces ;
les forces en action sont des forces en puissance dont l’ani-
mal vient à tirer un certain parti, et qui autrement se seraient
consommées d’une manière latente, sans produire de tra-
vail apparent. De même, une chaudière en pression représente
une certaine puissance motrice, lors même que la vapeur pro-
duite par l’action du feu s’échappe en pure perte par les sou-

de sûreté. Celte puissance, celte force potentielle, nepapes
devient force in actu, ou force effective, que lorsque le méca-
nicien ouvre le régulateur et laisse entrer la vapeur dans les
cylindres de la machine.

176. Le corps d’un animal et ses membres, systèmes ma-
t ériels soumis comme fous les autres à la loi de l’inertie, sont
les récepteurs primitifs auxquels s’appliquent ses efforts spon-
tanés. Ils agissent ensuite sur d’autres systèmes matériels,
soit pour en déterminer le mouvement , soit pour y prendre un
point d’appui.

Le travail extérieur produit est ici le seul effet qu’il im-
porte de mesurer. On sait qu’on l’évalue en faisant la somme
des efforts exercés par le moteur sur un corps mobile, mul-
tipliés chacun par l’espace que parcourt son point d’appli-
cation, ces efforts étant estimés suivant la direction du
mouvement effectif. Si on appelle F la force développée par
le moteur, projetée sur la direction du mouvement, v la
vitesse du point d’application de la force, et dt la durée
infiniment petite de l’action de la force F, le travail élé-
mentaire sera le produit Fvdt , et le travail total produit

TFvdt , prise entredans un intervalle donné sera l’intégrale

les limites convenables. La somme rapportée à la durée du
travail journalier qu’on fait produire au moteur peut se
mettre sous la forme d’ un produit de trois facteurs, PVT,
P désignant l’effort moyen exercé par le moteur, V la vitesse
moyenne du point d’application de cet effort, et T la durée

J

19
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En moyenne, les puissances mécaniques de l'homme, ducheval, du bœ uf, du mulet et de l’âne sont entre elles comme1les nombres, 1, G, 5, 4et 1 ~.

A
’organisation physique du moteur a une grande in-fluence sur la quantilé de travail qu’ilest capable de produire,et sur le mode qu’il convient d’adopter pour rendre cettequantité maximum. L’homme, quand il se tient debout, a lacolonne vertébrale verticale ; les animaux tels que le bœ uf,l’âne, le cheval, ont l’échine horizontale. Or le plus grandeffort que puisse développer un moteur animé est parallèleà sa colonne vertébrale; d’où résulte que l’homme paraî t plu-tôt destiné à porter des fardeaux, et les autres moteurs à exer-cer une traction. Un cheval, par exemple, peut exercereffort beaucoup plus énergique comme bêle de traitcomme bête de somme. Pour l’homme, le fardeau qu’ilplus de facilité à porter est son propre corps,.et le travail leplus naturel qu’on puisse lui demander consiste à élever ver-ticalement son poids. On a utilisé celte remarque pour éleververticalement des terres. L’ouvrier amène sa brouette pleinesur l’un des plateaux d’un monte-charge; il monte lui-mêmeen haut du monte-charge par une échelle, et se place dansl’autre plateau ; le poids de l’homme enlève le poids de labrouette, et la fait parvenir au niveau supérieur, où un autreouvrier la reprend. D’après une expérience faite à Vincennes,homme peut dansces conditions produire la limite de sontravail journalier.

179. Les transports horizontaux doa la production d
tances passives.

L’évaluation du

290
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5 K a
O ?, ® a g QUANTITEPOIDS

É LEV É OU

EFFORT
MOYEN
EXERCÉ

aJ y.
; §° 5 SIH 2 DE<

t5 TRAVAIL
JOURNALIER

s:>/)NATURE RU' TRAVAIL 3aS O* < •s
i 78. L

km.heures.ÉLÉVATION VERTICALE DES POIDS.
Un homme montant une rampe

douce ou un escalier, sans
fardeau, son travail consis-

dans l’élévation du

ktn.mètres.kilogr.

280,8008tant
poids de son corps

Un manœ uvre élevantdespoids
avec une corde et une pou-
lie, ce qui l’oblige à faire
descendre les cordes à vide. 18

Un manœ uvreélevant des poids
ou les soulevant à la main . 20

Un manœ uvre élevant des poids
en les portant sur son dos au
haut d’une rampe douce ou
d’un escalier, et revenant à
vide 65

In manœ uvre élevant des ma-
tériaux avec une brouette en
montant une rampe au dou-
zième, et revenant à vide. .

Un manœuvreélevant des ter-
res à la pelle à la hauteur
moyenne de 1,n,00

9,750,1565

77,700

75,440

65,C00,20
65,400,17 !

un
que5'vlCO62,000,04
a let45,200101,200,0200

58,880 I ‘101,080,402,7

ACTION SCR I-ES MACHINES.
Un manœ uvre agissant sur une

roue àchevillesouà tambour:
Au niveau de l’axe de la roue. .

le bas de la roue ou 5 24°
marchant et

tirant horizon-

259,209 I
251,120|

89,000,1500 88,400,7012Vers
Un manœ uvre

poussant ou
talcment. . .

Un manœ uvreagissant sur une
manivelle

Un manœ uvre exercé, poussant
et tirant alternativementdans
le seno vertical

Un cheval attelé à une voilure
et allant au pas. . . . . .

Un cheval attelé à un manège
et allant au pas

Un cheval attelé à un manège
et allant au trot

Un bœuf attelé à un manège
et allant au pas

Un mulet
l’ n àne

207,500

172,800

8 un7,200,0012
8G,000,758

nnent lieu (II, g 512)un certain travail, tout entier dû aux résis-
travail accompli peut se rapporter encoreau kilogramme et au mètre horizontal parcouru ; mais cettemanière de compter n’a rien d’absolu, et pour un même trans-port effectué, le travail dépensé acquiert des valeurs bien di-verses suivant le degré de viabilité de la route parcourue; ilest moindresur une chaussée bien entretenue que sur un che-

162,000

2,168,000
1,160,409

972,400

1,125,200
777,000
554.080

104,500,756

10. 05,000,9070
840,500.9045 ’

H00,00

59,00
27.00
11,60

2,0050
80,6005
80,9050
80,8014

f



MOTEURS

min boueux ou rempli d ’ornières ; moindre à vitesse égale sur
un chemin de fer que sur une route, et moindre sur un canal
que sur un chemin de fer, quand la vitesse du transport est
suffisamment petite. Le tableau suivant renferme quelques
renseignements sur les quantités .de travail fournies par
les moteurs le long des roules dans un état moyen d’en-
tretien.
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leur foyer et leur grille, et exigeant pour travailler une cer-
taine dépense de combustible. Mais une partie des matériaux
fournis par la nutrition est employée à la réparation du corps,
ce qui n’a pas d’analogie avec l’entretien des machines dont
on se sert dans l’industrie.

L’alimentation des moteurs..animés comprend donc deux
paris : une portion constitue la ration clentretien, en entendant
ce mot dans le sens physiologique le plus large possible, et
l 'autre portion , la ration de travail ; en meme temps, les ali-
ments se partagent en deux catégories : les uns sont les ali-
ments plastiques, qui conviennent spécialement à l’entretien
des organes ; les autres, les aliments respiratoires, qui jouent
le rôle du combustible dans les machines à vapeur, et qui in-
fluent sur la puissance mécanique du moteur. À dire vrai, les
matières alimentaires n’appartiennent pas exclusivement à
l’un ou à l’autre de ces types absolus, et pour les classer, il
faut seulement s’en tenir à la prédominance de certains élé-
ments parmi ceux qui les composent. Les aliments plastiques,
pour l’ homme, sont en général caractérisés par l’azote ; les
aliments respiratoires, par l’hydrogcne et le carbone.

Il en résulte que la ration d’entretien doit renfermer
quantité suffisante de matières azotées, sans quoi le sujet dé-
périt , et que la ration de travail calculée d’après le travail pro-
duit doit comprendre des composés de carboneet d’hydrogène,
éléments combustibles. Ces règles n’ont rien d’absolu , car il
faut tenir compte dans chaque cas particulier d’une foule de
circonstances quon ne saurait réduire en formules. La va-
riété du régime alimentaire para î t être en effet une condition
de santé et de force pour un animal, et d’un autre cô té, on ne
saurait méconnaître l’influence de l’habitude, qui finit par
transformer les tempéraments.

D’après Payen, un homme adulte en bonne santé perd
par vingt-quatre heures 20 grammes d’azote et 560 grammes
de carbone ; les 20 grammes d azote correspondent à environ
150 grammes de matières azotées. Pour qu’il n’y aitpns appau-
vrissement graduel du sujet, il faut qu’il absorbe chaque jour

EFFET DURÉE
DE L’ ACTION

JOUKNALIÈr.E

EFFET
POIDS UTILE

PAH
SECONDE

UTILEVITESSENATURE DU TRANSPORT
TIUNSPOr.TÉ PAH JOLH

km.mètr. km.kilogr. heures.
Un homme marchant

sans Fardeau
Un manœ uvre conduisant

une brouette et reve-
nant à vide

Un homme portant des
fardeaux sur le clos.

Un cheval attelé à une
charrette et marchant
au pas

Un cheval attelé et mar-
chant au trot

Un cheval chargé sur le
dos, au pas, . . . .

Un cheval chargé sur le
dos, au trot. . . . .

3,510,0001,50 97,5 10,0G5

1,080,00010,00,50 30,0G0

750,000LO0,75 50,040

*
27,720,00010,01,10 770,0700

12,474,0004,32,20550 770,0
une

4,752,000132,0 10,0120 1,10

4,455,0007,080 2,20 17G,0

LE L’ALIMENTATION DES MOTEURS ANIMÉS.

180. L’alimentation des moteurs animés, et plus générale -
ment l’alimentation de tous les animaux, doit fournira la fois
à l’entretien de l’organisme et à la dépense de travail faite
par l’animal.

La source du travail fourni par les moteurs animés est la
chaleur produite dans les poumons par la combustion des
aliments au contact de l’oxygène. A ce point de vue, les ani-
maux supérieurs sont de vraies machines thermiques, ayant
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poids de nourriture variée qui suffise à réparer ces pertes:
par exemple, un kilogramme de pain, et environ 500 grammes
de viande, sans os (ou 586 grammes de viande, os compris).
En général, les ouvriers les mieux nourris sont ceux qui pro-
duisent le plus de travail.

181. La chaleur développée dans les poumons
toutes les régions de l’appareil circulatoire étant la source de

tout le travail produit par un moteur animé, il peut paraî tre
surprenant que le travail échauffe l’ouvrier ou l’animal qui le

produit ; il semble, en effet, qu’alors le travail produise de la
chaleur au lieu d’en consommer.L’action, chez un animal,sti-
mule la circulation et augmente le pouvoir absorbant des tis-

l’animal à

un

CHAPITRE IIet dans

D E S M O T E U R S H Y D R A U L I Q U E S.

DES MOTEURS HYDRAULIQUES.
sus ; une partie de la chaleur emmagasinée par
l’état latent repayait donc à ce moment sous forme de chaleur
interne, et contribue à élever la température. Toute la cha-
leur créée par la respiration ne se transforme donc pas en tra-
vail extérieur.

Mais on a remarqué que la portion de chaleur employée
pour échauffer le corps de l’animal diminue avec l’ habitude,
de sorte qu’un cheval accoutumé à un service régulier s’é-
chauffe moins, par exemple, que celui qui serait appelé à faire
exceptionnellement le même service.

La relation intime entre le travail et la chaleur est encore
évidence chez les oiseaux. Comme le mécanisme

182. Les moteurs ou plutôt les récepteurs hydrauliques
mettent à profit le travail accompli par une chute d’eau. Nous
en avons déjà exposé sommairement la théorie générale
(g 154), et nous sommes arrivés à l’équation suivante,

T = PII + £
>

-Ï- lt2 T2g2g*
qui donne le travail utilisé par la machine en fonction du
poids P de l’eau qui tombe par unité de temps d’une hauteur
II, de la vitesse v de l’eau en amont, de sa vitesse u à la sortie,
et enfin du travail des résistances secondaires pendant le
même intervalle de temps. Pour que le rendement de l’appa-
reil soit le plus grand possible, il faut que l’eau motrice y en-
tre sans choc et en sorte sansvitesse appréciable.Les meilleurs
récepteurs sont ceux qui satisfont le mieux à ces conditions.

185. Les récepteurs hydrauliques se partagent en deux
grandes classes : les roues oi les turbines. Les roues tournentautour d’un axe horizontal, et les turbines

mise en
du vol exige de grands efforts , la respiration et la cir-
culation sont plus actives chez les oiseaux que chez les

mammifères. Ils possèdent ainsi à la fois les deux avantages
qui leur permettent de se diriger dans les airs : une grande
puissance mécanique et un poids extrêmement faible. C’est à

la difficulté que l’industrie humaine trouve à réunir ces deux
qualités dans un même appareil qu’il faut attribuer le peu de

succès des tentatives d’aviation et de direction des aérostats.
autour d’un axevertical1. Les roues se subdivisent en roues en dessous, roues

1 On a créé récemment des types de turbines à axe horizontal, ce qui obligeà modifier la définition. On peut dire que la turbine est caractérisée par cet ecirconstance que les filets liquides s’échappent de l’appareil par des oniccsdistincts des orifices d’entrée.
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de côté, roues en dessus, suivant la hauteur à laquelle l’eau

enlre dans la roue. Les turbines appartiennent en général à

deux types principaux: la turbine Fournetjron, où les filets

liquides s’échappent par des trajectoires horizontales, et la

turbine d' Euler, où les molécules liquides changent de hau-
traversant la partie mobile de l’appareil.

Nous ne ferons pas ici une élude complète de tous

ccpteurs, ce sujet ne pouvant être traitéen détail que dans les

d’ hydraulique. Nous nous bornerons à en examiner

quelques exemples.

sensiblement une translation horizontale sous la vitesse v\
Soit donc ca la trajectoire horizontale d’une molécule liquide,
animée de la vitesse v. Elle entrera sans choc sur l’aube si la
courbe ab est tangente à l'horizontale ca.

La vitesse relative de la molécule par rapport à l’aube mobile
sera égale à la différence v — v' \ par suite la molécule, par-
venue sur la courbe mobile ab , s’y élèvera jusqu’en un point
rf tel, que la hauteur df soit égale à la hauteur due à la vitesse

. Cette hauteur al-

29G

v
ces rè-teur en

( v — v' )
v — v' , c’est-à-dire à la hauteur

teinte, la molécule redescendra le long de la courbe da, en
reprenant aux mêmes points des vitesses relatives égales et
contraires à celles qu’elle avait en montant ; de sorte qu’en
arrivant en a , elle possédera dans le sens ac une vitesse
relative égale à v — v' . L’aube ayant la vitesse v' dans le
sens a f , la vitesse absolue de la molécule liquide à la sortie
est égale à ( v — v' ) — v' ou à v — 2t/; elle est nulle, et la
seconde condition imposée à la roue est satisfaite, si l’on a

1v' — ^ v , ou si la circonférence extérieure de la roue a pour

vitesse linéaire la moitié de la vitesse d’affluence du liquide.
Alors le rendement serait égal à l’unité, abstraction faite des
résistances passives. On peut ajouter que la hauteur df est
égale au quart de la chute qui produit la vitesse v.

En réalité, l’aube AB ne peut être tangente à la circonfé-
rence extérieure, sans quoi il n’entrerait dans la roue qu’une
quantité d’eau infiniment petite ; on lui fait faire avec cette
circonférence un angle de 50° ; l’eau ne sort pas sans vilesse,
mais du moins elle ne conserve à la sortie qu’une vitesse très
taible. La roue serait dans d’excellentes conditions de rende-
ment, si le mouvement ascendant des filets liquides qui y
entrent n’était pas gêné par le mouvement descendant des
filets qui ont déjà accompli la moitié de leur excursion ; de
là .des frottements et des mouvements irréguliers qui repré-sentent une perte de force vive. Le rendement constaté s’élève
en définitive à environ 0,65.

2»cours

ROUES EN DESSOUS.
étaient les roues à

grossiers, où l’eau agissait par
choc, et d’où elle sortait

avec une vilesse sensiblement
égale à celle de la roue elle-
même. Le rendement n’excé-
dait pas 0,55. Poncelet a

perfectionné cet appareil en
courbant les palettes. La

N théorie de sa
~̂ =sr« courbes peut être présentée

imalivement comme il

dessousroues en184. Les premières
palettes planes , récepteurs très

ison

à aubesroue

approx
suit.Fig. SI.

Soit O le centre de la roue ;

AB, A'B', ... les aubes courbes successives;

MA, la nappe liquide quiatteint la roue en r
bas avec une vilesse v.

Soitz;' la vitesse
le plus bas A de la roue
plifier, nous admettrons que le

rayon OA de la roue est infiniment
grand, de manière que le déplace-

inféricure de la roue, soit

point le plusson

linéaire du point
. Pour sim-ibd

Fig. 82.

menl de l’aube AB, dans la région
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^r , quantité constante , quel que soit le
CiT

point M et quel que soit l’auget considéré. Les normales
à la surface libre vont donc toutes passer en projection par
le point II, et par suite les surfaces libres du liquide dans cha-
que auget sont des portions de cylindres droits à base circu-
laire ayant pour axe commun la droite projetée en II.

Ce résultat prouve en même temps que l’hypothèse de l’é-
quilibre relatif est inadmissible, puisqu’elle conduit à attri-
buer à la surface du liquide une forme variable d’un auget
à l’autre. Ce n’est qu’à titre d’approximation qu’on peut faire
usage de cette supposition. En d’autres termes, on constate,
non pas un équilibre véritable, mais une tendance vers un
équilibre dont les conditions sont incessamment altérées. Il
n’ v a, dans la pratique, aucun inconvénient à maintenir une
hypothèse qui après tout n’est pas éloignée de la vérité.

Il résulte delà que les augetscommencent d’autant plus tôt
à se vider que la roue marche plus vite. Le récepteur recueille
seulement le travail de la pesanteur sur la quantité d’eau
qu’il contient effectivement. Il importe donc que l’auget se
vide le plus bas possible ; ori y parvient en le remplissant
seulement au . tiers de sa capacité, et en adoptant pour la
roue une vitesse très modérée. Dans ces conditions le rende-
ment de la roue, comparé à la puissance absolue, PII, de la
chute, peut s’élever jusqu’à 0,90.

On en déduit OII =ROUE EN DESSUS.

185. La roue en dessus ou roue à augets est un excellent récep-
teur, surtout quand sa vitesse est faible. L’eau introduite dans
les augets supérieurs agit par son poids cri descendant avec
eux, jusqu’à la position à laquelle ils commencent à se vider
dans le bief d’aval. On peut déterminer approximativement la
forme que prend pendant le mouvement la surface libre du
liquide dans chaque auget. Admettons, pour plus de simpli-
cité, qu’il y ait équilibre relatif de l’eau contenue dans un auget
sous
pesanteur et la force centrifuge. On est donc ramené à un pro-
blème analogue à celui du pendule conique (g 59), ou de l’é-
quilibre d’un liquide pesant tournant autour d’un axe vertical
(g 95) ; seulement ici l’axe de rotation est horizontal.

Soit O l’axe de la roue ;
CDD, un auget ;
AB, la surface libre du liquide qui y est contenu.
La molécule M située sur >sctte surface libre est en équi-

, libre, d’après notre supposition, sous
l’action de son poids ME,qui agit sui-
vant la verticale , et de la force cen-
trifuge MF, dirigée suivant le pro-
longement du rayon OM. Soit m la
masse de la molécule , to la vitesse
angulaire de la roue, r la distance OM;
nous aurons ME = mg, et MF=mco2r.
La surface libre doit être normale au
point M à la résultante MG des deux
forces MF et ME. Prolongeons MG jus-

qu’à la rencontre en II avec la verticale 011 menée parle point 0.
Les triangles OHM, EMG sont semblables et donnent la propor-
tion

Faction des forces qui la sollicitent. Ces forces sont la

*

TURBINE TOURNEYRON.
186. La turbine de M. Fourneyron ( fig. 84 et 85) consiste

dans une couronne horizontale, représentée en coupe par les
rectangles GH, et G'II', réunie par des bras LM, L'M à l’axe ver-
tical IK, autour duquel elle est assujettie à tourner.

L’eau motrice tombe du niveau PP' du bief d’amont au ni-
veau NN' du bief d’aval, en passant par le cylindre ABCD, qui
l’amène à la couronne mobile. Le tuyau EF, appelé tuyau
portefond, isole celte eau de l’axe IK, et prévient les déperdi-

;

011OH _ ME
OM“LG’

M (/
murrou bien
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l ions de liquide. Le cylindre ABCD est traversé par des cloisons
verlicales fixes, figurées parles courbes ab dans la coupe hori-zontale ; ellesont pour objet de diriger les filets liquides de ma-
nière à les faire entrer dans la couronne mobile sous un angle

L’eau entre dans la couronne avec la vitesse absolue bu;
d’une vitesse linéairemais le point b de la couronne est animé

v dans le sens de la flèche f.Pour avoir la vitesse relative de
l’eau par rapport à la couronne, il suffit de composer la
vitesse bu avec une vitesse bv , égale et contraire à la vitesse
linéaire du point é, ce qui conduit à une résultante bw. Il n’y

choc à l’entrée si cette résultante est tangente à la‘i aura pas
cloison bc. Nous supposerons cette condition remplie.

Soient a et $ les angles que les cloisons ab et bc font avec la
circonférence intérieure de la couronne. Le triangle bwv nous
donne les deux équations :

£ = U“ -f- ®s — 2/ / » cos x,

sin £ u
sin« IU

Le filet liquide qui parcourt la cloison bc dans
ment relatif est soumis à la pression motrice p au point b, à
une pression résistante p' au point c,
delà cloison éc, à la pesanteur et aux forces apparentes, sa-
voir les forces centrifuges et les forces centrifuges composées.
Appliquant au mouvement de ce filet le théorème des forces

élimine à la fois la pesanteur, les forces centrifuges
composées, et les réactions de la cloison directrice, puisque
toutes ces forces sont normales au chemin décrit et ne pro-
duisent aucun travail. Le théorème de Bernoulli, complété par
l’addition du terme qui correspond au travail de la force cen-
trifuge (III, § 21G;, donne la vitesse relative iv' de sortie. On
parvient à l’équation

(2)

P)

i
' -\_RSS

v,\vvk son mouve-
Fig. SI.

aux réactions normales
déterminé. La couronne est elle-même partagée par des cloi-
sons directrices équidistantes éc, le long desquelles les filets
fluides doivent glisser en exerçant sur elles une pression qui
détermine le mouvement dans le sens de la flèche f. Ce
veinent est transmis par les bras LM à Taxe IK, et de là
engrenages ou aux courroies qui relient Taxe aux machines-
outils.

Pour faire la théorie de l’appareil, réduisons parla pensée la
couronne à son plan moyen Q(V, et supposons que les filets
liquides y entrent à la hauteur de ce plan , tangenliellement
aux cloisons fixes ab et avec une vitesse u. Si pa est la pres-
sion atmosphérique qui s’exerce en TP', h la hauteur du
plan PP' au-dessus du plan QQ', p la pression en à, le théo-
rème de Bernoulli détermine la vitesse u par l’équation

ïf!+ P
2g ^ u

II étant le poids spécifique du liquide. La pression p n’est pas
encore connue.

mou- vives, on
aux

*

u2p' _
IP* P_ . _

2g n 2g* H ^ 2g "

v' étant la vitesse linéaire de la circonférence extérieure. Si
r et r' sont les rayons des deux circonférences extrêmes qui
comprennent la couronne, on aura entre v et v' l’équation

v' r'

2/V4

_
j, , P*-/t + n ’(1)

P)
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Composons enfin la vitesse relative w' avec la vitesse d’en-
traî nement v' du point c ; la résultante eu' sera la vitesse
absolue avec laquelle l’eau quitte la couronne pour entrer
dans le bief d’aval. La seconde condition d’un bon rendement
exige que celte vitesse u' soit la moindre possible.Elle est don-
née dans le triangle cu'w\ où Y est l’angle de la cloison bc
avec la circonférence extérieure de la couronne :

u' 2 = io' ~ -{- y'2 — 2MJVCO3 */,

305FOURNEYRON.
dante à la hauteur h' comprise entre les plans NN'et QQ'. C’est
une des données de la question.

En résumé, on connaî t les angles a et y, les hauteurs h et h\
les rayons r et r', les vitesses v et v\et on a à déterminer les
sept inconnues

V' , w', uU , w, ,3, P,

Pour cela on a sept équations, de sorte que le problème est
déterminé. Le rendement s’obtient en observant que, si P est le
poids d’eau écoulé dans l’unité de temps par la turbine, et II
la hauteur de la chute h — h\ la puissance de la chute est
PII, et la puissance perdue est représentée par la demi-force

I Pvive conservée par l’eau à la sortie, ou par ^ - u' 2 ; le rende-
ment est donc égal à

ou bien
: te) u'2 — [ w' — v' )-+ 4v' io' siu2

On rendra u' très petit en donnant à Y une petite valeur, et
en faisant w' = v'.On aurait même u' — 0, et le récepteur
serait parfait, si l’on faisaitiv' = v' et Y =0. Mais celte déter-
mination-limite est inadmissible. En effet, considérons un arc
infiniment ds, égal à une partie aliquole de la circonférence
intérieure bhh' ; considérons en même temps l’arc ds', égal à
la même partie aliquote de la circonférence extérieure cgg
le second de ces arcs débite à l’extérieur l’eau que le premier
débite à l’intérieur de la couronne. La continuité du débit exige
en effet que les dépenses de ces deux orifices soient les mêmes.
Or l’arc ds est traversé par un courant liquide animé de la
vitesse u, qui fait avec sa direction un angle a ; le débit est
donc proportionnel au produit uds sina. Le débit de Parc ds'
dans le mouvement relatif est de même proportionnel à
iv'ds'sin Y, et l’on a

ii' -t — 2#'Pli

Cette quantité s’exprime en fonction des angles a et T.
Ajoutons, en effet , les équations ( 1) , (2) et ( 4) , après avoir

divisé par 2</ l’équation ( 2) ; puis remplaçons h — h' par H
et w’ par v' . 11 vient

UVCOSo(.= gU.
Nous avons de plus

(5) v'r= vr,
w'= v't

etudssinet = w'ds' siny,

ou bien, puisque ds et ds' sont entre eux comme les rayons des
circonférences,

w/r'siny = ursinx.
Multipliant membre à membre et effaçant les facteurs

communs, il vient

(7)

?«’siii 5< = w/r'siiiy.
Celte équation montre que Y ne peut être nul sans rendre

nul le débit de la turbine. On fait ordinairement Y= 50°.
La pression p' qui règne hors de la couronne est égale à la

pression atmosphérique augmentée de la pression correspon-

(7 )
iv' 2 = t/iiJ smy

Mais l’équation (0) , dans laquelle on fait w' — v' , donne

u 2 = 4v/2sin° l — ï w'2 X sin2
ü L

A
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Donc infiniment petit dt , le système se transporte de la position

MNPQRS dans la position M'N'P'Q'R'S', l’accroissement des
quantités de mouvement s’obtiendra en retranchant les quan-
tités de mouvement des molécules en MNM'N' des quantités de
mouvement des molécules comprises entre les deux surfaces
PQRS et P'Q'R'S', ces quantités de mouvement étant projetées
d’ailleurs sur la droite 00'. Les quantités de mouvement des
molécules composant Panneau liquide PQRS, P'Q'R'S' sont
nulles en projection, puisque les vitesses de ces molécules
sont normales à Taxe. Les molécules en MNM'N' ont une vi -
tesse V, qui fuit avec le plan un angle a, et avec Taxe de pro-
jection un angle ^MNM'N' sera Q xVdt, la masse — QVdt , et la quantité de mou -

vement projetée sera par conséquent - Q\2dt sina.
•J

Les forces qui agissent sur le système ^ ont : 1° la pression
atmosphérique, qui règne sur toute la section MN, puisque
l'écoulement s’ y fait par filets parallèles , et qui enveloppe
d’ailleurs tout le volume de la veine fluide ; elle se détruit en

tanga sin2 ^sin y

Le rendement maximum de l’appareil est enfin égal à

sm\- = 1 — tanga tang
COS l

u =\g\i

2lang «sin2^1 — =1 — tanga
SM y

PRESSION D’UNE VEINE LIQUIDE SUR UN PLAN MATÉRIEL INDÉ FINI.

— a. Soit Q la section MN ; le volume187. Soit AB un plan matériel indéfini, sur lequel une
veine fluide vient tomber. On demande de déterminer la résul-
tante F des pressions normales exercées par le plan sur la

veine fluide, égale et contraire à la
résultante des actions normales exer-
cées par la veine fluide sur le plan.

Soit MN une section transversale de
^ la veine ; les filets fluides qui tra-

versent cette section sont tous paral-
lèles et animés d’une même vitesse V.
Au delà de celte section , les filets
fluides s’infléchissent , et viennent
s’étaler sur le plan, en prenant des
vitesses variables d’ un filet à l 'autre,
mais toutes parallèles au plan AB. La
veine a donc la forme MQSN ; on peu !

la couper par un cylindre PQRS, normal au plan AB, et tel
que toutes les molécules fluides, une fois ce cylindre franchi,
aient des vitesses sensiblement parallèles à ce plan. Celle hy-
pothèse ne serait pas toujours admissible si le plan AB était
limité, ou si l’on y substituait une surface courbe.

Appliquons au système matériel compris entre le plan MN
et la surface PQRS le théorème des quantités de mouvement
projetées sur un axe 00', normal au plan AB. Si dans un temps

projection sur un axe quelconque ;
2° La réaction normale du plan , abstraction faile de la pres-

sion atmosphérique ; nous la représenterons par la lettre F ;
le point d application de cette force est inconnu. Le frotte-
ment du fluide contre le plan AB est normal à l’axe 00', et ne
donne rien en projection ;

5° Le poids de la masse fluide, force verticale appliquée en
son centre de gravité G , et que nous représenterons par P.

Le théorème des quantités de mouvement donne en défini-
tive — - QV^fsina = (P cos ^ — F ) d t ,

9
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et on en déduit

F = Pcosj3 — üV2sina.
2017. — MÉC. COLLIGNON.
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La force F se compose donc de deux parties. La première,
Pcos (3, est la composante normale du poids de la
MNRSPQ posée sur le plan incliné AB; c’est ce qu’on appelle
la pression sialique, pour indiquer qu’elle subsisterait encore
si la masse fluide était solidifiée et posée sur le plan.

PAR UNE VEINE FLUIDE.
L’air, animé d'une vitesse V, frappe les ailes du moulin.

Soit AB la projection horizontale, et ab la projection verticale
de Taxe de rotation ; cherchons l’action exercée par l ’air
dans son mouvement relatif sur l’élément de surface gauche
projeté horizontalement en CDD'G' et verticalement en cdd'c
Nous appellerons œ la vitesse angulaire de l’aile autour de
l’axe ( AB, ab). Une expérience de M. Athanase Dupré, de
Rennes, fait connaî tre l’action exercée par l’air en mouve-
ment sur une petite surface.

189. Un tube OA, plein clair, bouché en A, reçoit dans le
plan delà figure un mouvement de rotation uniforme autour
du point fixe 0. Propo-
sons-nous d’abord de dé-
terminer la loi de répar- __
tition des pressions à l’in * —
térieur du tube pendant
le mouvement. Soit p la
pression dans une section M située à la distance OM= r de
l’axe de rotation. L’accélération centrifuge a pour valeur a
et l’équilibre de la masse fluide satisfait à l’équation

, dp = pX wPnlr.
Mais en vertu de la loi de Mariotte p — Kp, K étant une con-stante. On en déduit

507500

masse

II a dépend de la vitesse V, et

constitue la pression dynamique de la veine. Elle est expri-
ou par le double du

La seconde partie -QV 2 sin
i/

V 2 . •
niable par le produit 2lIQx ^- sin a,
poids d’un cylindre fluide ayant pour base la section Q, pour

V2

longueur d’arête la hauteur — due à la vitesse V, et dans le-
quel les arêtes feraient avec le plan de la base un angle a. .

La môme théorie s’applique au cas où le plan choqué est
mobile ; seulement , il faut substituer à la vitesse Y la vitesse
relative de la veine par rapport à ce plan.

K

T M A

Fig. 88.

THÉORIE DES MOULINS A VENT.

188. Un moulin à veut est un récepteur destiné à utiliser
les mouvements naturels de l’air.
L’appareil comprend un certain nom-
bre d’ailes , ordinairement quatre ,
formées d’un cadre gauche en char-
pente, sur lequel on tend des toiles.
Les ailes sont moulées sur des bras,

• implantés normalement à l’axe qui
transmet le mouvement aux meules

autres machines-outils. Cet

v <vc
«

n ( I |

K — = Mr
V:n !

et6 !
X i j¥ Klognép. — = ^ (r» — r.2).

PO

La pression p en un point défini par sa distance r est doncdéfinie par l’équation

j

ou aux
axe , sensiblement horizontal , doit

^ D'D
co 2 «V*

2K
V2

2ÏÊ (r® “ **«>2)Fig. 87. être dirigé contre le vent ; on a re-
marqué qu’il convenait de lui donner une petite inclinaison
montante, le vent ayant à la surface du sol une direction
légèrement plongeante.

_ r 2K— Ce ^
en désignant par V la vitesse linéaire wr du point considéré, etpar G une constante qui reste à déterminer.

=CeP= p0e
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Cela posé, M. A. Dupré a observé que, si Ton ouvrait dans
la paroi latérale du tube un orifice en B, du côté qui refoule
l'air atmosphérique pendant le mouvement, cet orifice ne
donnait passage ni à l’air extérieur pour entrer dans le tube,
ni à l’air du tube pour en sortir ; et cela, quelle que fui la vitesse
angulaire o et la distance r. On peut en conclure que la pres-
sion p développée.par l’action de l’air extérieur dans le mou-
vement relatif fait équilibre à la pression p calculée par la
formule hydrostatique, de sorte que la pression par unité de
surface développée par le mouvement normal d’un élément
de surface dans l’air sous la vitesse V serait exprimée par
la formule exponentielle

308 509A VENT.
rapport à l’élément CDD'C'; il suffit pour la trouver de projeter
les vitesses sur la normale EF à cet élément, et de retrancher
les vitesses ainsi ramenées au môme sens. La vitesse absolue
de l’air donne suivant cette direction une composante YcosO ;
la vitesse absolue de l’élément a une composante wrsinO, et
la vitesse normale relative est égale à YcosO — cor sin 0. La
pression dynamique exercée par le vent sur l’élément a pour
valeur le produit

Kfc/r ( YcosO — wî’sinG)8,

K représentant un coefficient qui varie avec le poids spécifique
de l’air, bdr la surface pressée, et (Y cos 0 — cor sin O)2 le carré
de la vitesse relative estimée normalement à la surface.

Le chemin parcouru par l’élément d’aile pendant le temps dt
est égal à wreff , dans la direction BY ; projeté sur la direction
de la force, il est égal à urdt sin 0.

Le travail élémentaire correspondant au temps dt est donc,
pour la petite surface CDD'C',

v*
r 2K

j )= te

Lorsque la vitesse V n’est pas très grande, on peut dévelop-
per l’exponentielle en série, et se contenter des deux premiers
termes; il vient alors

cv* Kbdr ( y cos0 — ûirsinO}9 x wrdl sinO.
Pour l’unité de temps, il sera

Kbdr [ V cos 0 — or sin O)9 x wrsinO,

et pour les quatre ailes, le travail T recueilli par l'appareil
s’obtiendra en prenant l’intégrale de celle différentielle p
tous les éléments des ailes. On aura donc en définitive en
faisant sortir les facteurs constants du signe /,

/ ( Vcos ô
Jr9

r0 et r, représentant les limites extrêmes de l’aile, et 0 étant
entre ces limites une fonction connue de la variable r.

Pour trouver la forme la plus convenable de l’aile
pondante à des valeurs données de V et de w, on devra déter-
miner La fonction 0 de manière que l’intégrale soit maximum.
Comme elle se compose d’éléments tous positifs, on satisfait
à la condition en rendant maximum chacun de ces élémentsindépendamment des autres, ce qui revient à égaler à zéro la

Le premier terme représente la pression statique de l’air ;
si l’on en fait abstraction pour ne tenir compte que de la
partie dynamique de la réaction mutuelle, il vient

cv* ourR = ~r = AV2,2K

et on retrouve la loi du carré de la vitesse relative (g 187),
que nous appliquerons à notre problème.

190. L’élément de l’aile est défini1 ( fig. 87) par sa distance
r = bn à l’axe de rotation ; par l’angle 0, que la génératrice
de la surface gauche fait avec le plan moyen XY du moulin
à vent, ou avec un plan normal à Taxe de rotation ; enfin par
sa largeur dr=nn' et sa longueur b= CD. La vilesse angu-
laire de l’aile étant io aulour de l ’axe AB, la vitesse linéaire
du point n est égale à o>r dans la direction BY. Cette vitesse
est sensiblement la meme pour tous les points de l’élément
considéré. Estimons la vitesse relative normale de l’air par

T = 4K6w — ursin0)9sin 0rdr,

corres-
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• différentielle par rapport à 0 seul de la quantité placée

le signe /. Il vient ainsi :
2 (Vcos 0 — «rsin 0) (— VsinO — «rcosôlsinô -f- (VcosO — «?*sin 0)2cos 0 = 0.

Cette équation se décompose en deux facteurs, savoir :

Vcos 0 — ursin 0 = 0,
(Vcos 0 — «rsin 0)cos0 — 2 (Vsin 0 + urcos0) sin 0 =0.

La première solution est inadmissible, car elle annulerait
le travail T qu’on veut rendre maximum ; elle définit la forme
de l’aile qui, en se mouvant avec la vitesse angulaire dans
1 air animé de la vitesse Y, ne subirait de la part du vent au-
cune action normale.

L’autre équation donne la condition cherchée : divisant par
2Vcos 2ô, et changeant les signes, il vient

tang20 + tango — -
Cette équation donne pour tang 0 deux valeurs: Tune positive,

l’autre négative ; la première seule résout la question dans le
sens direct de son énoncé. On voit que la forme la plus conve-
nable de l’aile varie avec le rapport ^

sous

CHAPITRE III

MACHINES A VAPEUR ET AUTRES MACHINES THERMIQUES.DES

MACHINE DE PATIN.

191. La machine à vapeur, telle qu’on l’emploie aujour-
d’hui, est le résultat des perfectionnements successifs d’une
idée première due à Denis Papin. 11 s était proposé d’obtenir
le mouvement oscillatoire d’un piston placé dans un cylin-
dre, en faisant agir sur lui d’un côté la pression d’un fluide,
de l’autre la pression de l’atmosphère.

Concevons qu’au 'moment où le piston P est parvenu au
haut d’un cylindre ABCD ouvert à sa partie supérieure, on
fasse le vide sous ce piston ; la pression atmosphérique qui
continue à agir sur la face P' n’étant plus équi-
librée parla pression du fluide contenu dans »
le cylindre, tend à faire descendre le piston.
Admettons que ce mouvement soit accompli.
Une fois que le piston est parvenu au bas de
sa course, supposons qu’on rétablisse la pres-
sion du fluide à l’intérieur du cylindre. Le A

piston , soumis à la fois à deux pressions
égales et contraires, sera entra î né vers le haut par le poids
des organes de la machine, ou, au besoin, par un contre-
poids. Le mouvement oscillatoire s’obtiendra donc en opérant
dans le cylindre des dilatations et des raréfactions alterna-
tives du fluide qui y est renfermé. On transformera ensuite

= o.

EPZ

Fig. 89.
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ce mouvement oscillatoire en un mouvement quelconque,
par exemple en mouvement circulaire continu. Tel est le
type sommaire de la machine atmosphérique, ou machine à
simple effet.

Papin songea d’abord à utiliser pour cet objet la poudre à
canon. Supposons qu’on place entre le piston Pp ramené au
bas de sa course, et le fond AH du cylindre, une petite couche
de poudre à laquelle on mettra le feu. Au moment de la dé-
flagration, le piston sera chassé vers le haut et viendra pren-
dre sa position supérieure P. Puis Ls gaz de la poudre se re-
froidissant, la pression intérieure diminuera, et le piston sera
ramené de P en Pt par l’excès de la pression atmosphérique
sur la pression intérieure. On introduit alors à la base du cy-
lindre une nouvelle quantité de poudre, qu’on enflamme, et
le mouvement peut être ainsi prolongé aussi longtemps qu’on
le voudra.

Cette solution, abandonnée par Papin, a été reprise de nos
jours et appliquée au battage des pieux. La poudre qu’il con-
vient dfemployer alors est la poudre blanche, au chlorate de
potasse, qui s’enflamme sous le choc du marteau.

192. Le procédé auquel Papin semble s’être arrêté con-
siste à remplacer la poudre par une couche d’eau placée sur
le fond AB du cylindre. Si l’on chauffe cette eau jusqu’à la
transformer en vapeur, on développera sous le piston une
pression égale à la pression atmosphérique, et le piston re-
montera de P 4 en P. Puis, éloignant le feu du cylindre, on
laissera se condenser la vapeur, qui repassera bientôt à l’état
liquide ; la pression atmosphérique, supérieure à ce moment
à la pression intérieure du fluide, fera rétrograder le piston
et le ramènera en Pp

L’oscillation du piston résultera ainsi de l’éloignement et
du rapprochement alternatif du feu. A l’intérieur du cylin-
dre, l’eau passera alternativement de l’état liquide à l’état de
vapeur, et de l’état de vapeur à l 'état liquide. La machine à
vapeur est tout entière dans ce premier essai.

313i POMPE A FEU.

MACHINE DE KEWCOMEN.

195. Le premier perfectionnement notable de la machine
de Papin a consisté à séparer du cylindre où se meut le pis-
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Fig. 90.

ton la chaudière où s’opère la vaporisation de l’eau. On ob-
tient ainsi la machine atmosphérique, ou pompe à feu de New-comen, qui fut pendant longtemps employée à l’épuisement
des mines.

L’eau liquide est vaporisée dans la chaudière A, placée sur
le foyer. La vapeur se rend dans le cylindre par un conduit
qu on peut ouvrir ou fermer à volonté au moyen d’un robi-net. Le piston II est attaché par une chaîne à un balancier mo-
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bile autour d’un point fixe. Cette chaîne s’enroule sur un arc
de cercle ayant ce point pour centre, de manière à conserver
invariable la position de la partie libre du lien. L’autre
extrémité du balancier porte un arc analogue, auquel s’atta-
che la chaî ne qui conduit les pompes. Un contre-poids tend à
faire descendre cette partie de l’appareil et à soulever le pis-
ton II. À proximité du cylindre se trouve placé un réservoir
d’eau froide, d’où part le tuyau D qui conduit beau dans le
cylindre; un robinet sert à fermer et à ouvrir ce tuyau. Pour
que le piston’ II monte, on ferme ce dernier robinet et on ou-
vre le robinet d'admission ; le contre-poids amène le piston II
dans sa position supérieure, et le cylindre se remplit de va-
peur. On tourne alors les deux robinets ; un jet d’eau froide
pénètre dans le cylindre et la vapeur se condense aussitôt. Le
vide se fait sous le piston , et la pression atmosphérique le ra-
mène dans sa position la plus basse. Un tube particulier
verse sur le piston une petite couche d’eau qui empêche les
fuites de vapeur à la jonction du piston et du cylindre.

515MACHINE DE WATT.
dans une enceinte à la température ? est mise en communica-
tion avec une autre enceinte à la température T\ inférieure
à x , il se fait un écoulement de fluide de la première enceinte
dans la seconde, et au bout d’un temps assez court, les deux
enceintes sont remplies d’un mélange de vapeur et d’eau
liquide dont la pression se régie sur la température T la plus
basse. Tour condenser la vapeur sous le piston , il n’est donc
pas nécessaire d’injecter de l’eau froide dans le cylindre,
comme le faisait Nevvcomen. Il suffit d’ouvrir une communi-
cation libre entre le cylindre et un espace entretenu à la tem-
pérature la plus basse possible. La machine à vapeur, réduite
à ses parties essentielles, comprend donc trois organes prin-
cipaux ; on peut se rendre compte de leur rôle sur la figure
suivante :

R fl

PERFECTIONNEMENTS DUS A WATT.

194. Le perfectionnement d û à Newcomen se résumait dans
la séparation de la chaudière d’avec le cylindre où se meut le
piston. Le perfectionnement principal d û à Watt est de même
la séparation du condenseur et du cylindre. Papin opérait dans
un meme espace les trois fonctions de la machine : produc-
tion de la vapeur, action de la vapeur sur le piston , conden-
sation de la vapeur. Watt sépare ces trois opérations et les tait
accomplir dans trois organes distincts, ayant chacun une des-
tination unique. C’est une application du principe de la divi-
sion du travail.

L’emploi du condenseur est fondé sur un principe de phy-
sique formulé par Watt et connu sous le nom de principe de la
paroi froide. Quand une quantité limitée de vapeur contenue

Fig. 91.
«

À, chaudière où l’eau est maintenue à l’état d’ébullition, à
la température T et sous la pression p ;

B, cylindre où se meut le piston P ; la machine que nous re-
présentons est une machine a double e f f e t, c’est-à-dire une
machine dans laquelle le piston est alternativement pressé sur
ses deux faces; le piston transmet son mouvement au dehors
du cylindre par la tige R, traversant une boîte à étoupes S;

C, condenseur entretenu à une température T , aussi basse
que possible ; .

1), tubes d' amenée ou tubes d'admission, conduisant la va-
peur de la chaudière au cylindre;
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quels on confiait d’abord cette manœ uvre. La première trans-
mission de ce genre a été imaginée par un enfant , employé à
tourner les robinets d’admission de la machine de Newcomen ,
et qui , au moyen de tringles et de ficelles attachées d’un côt é
au robinet, de l’autre au balancier de la machine, fit faire

la machine elle-même le travail dont il était chargé.

516 MACHINE

E, tubes de fuite ou d ' échappement, conduisant la vapeur au
condenseur ;

M, N, M', N', robinets de distribution, que nous supposons
manœ uvres à la main.

Pour faire monter le piston , on ouvre les robinets N et N',
et on ferme les robinets M et M'. La partie supérieure du cy-
lindre est alors en communication avec le condenseur, et les
huit]es qui y sont contenus prennent une pression peu diffé-
rente de la pression p' correspondante à la température T. La
partie inférieure est en communication avec la chaudière, et
subit une pression peu différente de la pression p. Le piston
est donc sollicité vers le haut par une force égale à (p — p')Q,
ü étant sa surface. Quand il est parvenu au haut de sa course,
on ferme les robinets N et N', et on ouvre M et M'. Les com-
munications des deux parties du cylindre s’établissent dans
l’ordre inverse, et le piston est sollicité 5 descendre par une
pression résultante égale encore à (p — p')Q. Le jeu indéfini
de la machine suppose donc : 1° la fermeture et l’ouverture
alternatives des robinets conjugués M, M' et N, N', à chaque
fois que le piston atteint la fin de sa course ; 2° la production
indéfinie de vapeur en A, c’est-à-dire la consommation d’un
certain poids de combustible et l’introduction de la quantité
d’eau liquide qui se transforme en vapeur ; 5° enfin le main-
tien du condenseur à la température T', par une injection d’eau
froide et par l’évacuation constante de toute l’eau de condensa-
tion qui tend à le remplir. La machine comprend donc, outre
les organes principaux que nous avons d’indiqués plus haut ,
un foyer pour brû ler le combustible sous la chaudière, une
pompe alimentaire pour fournir à la chaudière l’eau enlevée
par la vaporisation, une pompe aspirante ou pompe à air, pour
vider le condenseur à mesure que la vapeur condensée s’y
introduit, et une pompe à eau, pour y injecter de petites quan-
til és d’eau froide, qui empêchent la température de s’élever.

Enfin , un mécanisme particulier rattachera le jeu des ro-
binets de distribution M, N, M', N' aux pièces mobiles de la
ma bine, de manière à supprimer l’emploi des ouvriers aux-

par

DÉTENTE.

195. Au lieu de manœ uvrer à la fois les robinets M, M', et
les robinets N, N', on peut, en réglant convenablement l’épo-
que de leur ouverture et de leur fermeture, obtenir une meil-
leure utilisation de la vapeur produite.

Considérons le piston P dans sa course ascendante; les ro-
binets M et M' restent fermés pendant toute cette partie, et le
robinet N' est ouvert. Quant au robinet N,
qui amène la vapeur sous la face AB du
piston, au lieu de le laisser ouvert tout
le temps de la course, nous le fermerons
quand le piston sera parvenu à une posi-
tion particulière AB. A partir de ce mo-
ment jusqu’au bout de la course ascen-
dante, la vapeur comprisé dans le cylin-
dre entre la paroi mobile AB et les robi-
nets N et M' se détend et sa pression diminue. Elle tombe
ainsi de la pression p à une pression plus petite pn et c’est
sous cette dernière pression qu’elle se trouve au moment
où la condensation commence par l’ouverture du robinet M'.
La détente consiste donc à limiter l’admission par la fermeture
du tube d’amenée avant que le piston ait accompli toute sa
course. Le coefficient de la détente est le rapport de la lon-
gueur de course effectuée pendant la détente à la course totale.

Pour apprécier l’avantage de la détente, nous supposerons
que, pendant que la vapeur se détend , la loi de Mariotte lui
soit applicable, c’est-à-dire qu’elle se comporte comme un

IN' s u
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Fig. 1)2.
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gaz dont la température serait constante. Pour que celle hy-
pothèse soit admissible, ii faut que Ton fournisse de la cha-
leur à la vapeur pendant que son volume augmente ; autre-
ment il y aurait abaissement de température, et, suivant les
cas, vaporisation d’eau liquide ou condensation de vapeur au
sein de la masse fluide dilatée. Appelons p la pression de la
vapeur dans la chaudière, laquelle est sensiblement égale à
la pression exercée sur la face du piston pendant l’admission.
Soient Q la section du piston ;

l la portion de course qu’il décrit pendant l’admission ;
L la course totale ;

et V0 le volume de l' espace mort compris entre les robinets
et le piston au moment de son départ. Pendant la période
d’admission, le travail moteur de la vapeur est mesuré par le
produit
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En général, on fait en sorte que l’espace mort V0 soit le

plus petit possible. Supposons-le nul. La formule devient

519

T= pal ( l + log. y=Pal p+ log.

Or, pour obtenir ce résultat, il a suffi de dépenser un vo-
lume Ol de vapeur produit sous la pression p. La dépense de
combustible est proportionnelle à ce volume. Donc le facteur

14- log nép 4 mesure l’utilisation de la dépense faite ; si
V

pL=p, c’est-à-dire s’il n’y a pas de détente, le facteur de-
vient égal à l’unité ; il croit à mesure que pL diminue, c’est-
à-dire à mesure que la détente augmente et que l’admission
diminue.

D’après ce raisonnement une machine à vapeur serait d’au-
tant plus parfaite que la détente y est plus prolongée. Mais
cette conclusion n’est vraie qu’avec certaines restrictions, car
elle repose sur une hypothèse qui n’est pas ordinairement
vérifiée, celle de la constance de la température pendant toute
la détente. D’ailleurs la détente est évidemment limitée par
la pression dans le condenseur. Elle est dite complète quand

Pour maintenir constante autant que possible la tempéra-
ture de la vapeur, Watt entourait son cylindre d’une enceinte
communiquant librement avec la chaudière et formant autour
de lui comme une chemise de vapeur. Cette précaution avait
pour effet de réchauffer la vapeur pendant sa détente à travers
les parois du cylindre. Une partie de la chaleur produite dans
le foyer est alors employée à opérer ce réchauffement.

pal.
Au delà, la pression se réduit de plus en plus ; si x est

l’espace décrit par le piston à un certain instant, la pression q
correspondante de la vapeur, dans l’ hypothèse où nous nous
plaçons, sera donnée par la loi de Mariotte

q X (V0 4- Qæ)= pX (Vo + al ).
VQ 4- Ù l
Vo 4- Qx

Donc
g = p x ,

Le travail élémentaire fourni par un déplacement dx du cy-
lyndre est qüdx , ou bien

p (Vo -f- al ) adx
Vo -h ax

et le travail lotal pendant la détente sera la somme de cette
expression entre les limites l et L. Le travail moteur T fourni
par la course entière est donc égal à TIROIRS SUBSTITUÉS AUX ROBINETS.f

rLT = pûl + j ) [\0+Ql ) J adx
196. Au lieu des robinets qui ferment et ouvrent alter-

nativement les tubes d’admission et d’échappement, on se
sert d’appareils à mouvement alternatif appelés tiroirs. Voici

Vo H- ax
Vo + QL
v0 q- al= pal 4- p ( Vo 4- al ) log nép.
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TIROIRS520 pistons du tiroir, et par là avec la chaudière, tandis que la

lumière m communique avec le condenseur G par l'intermé-
diaire du tube F qui traverse les deux pistons.

L’épaisseur commune des deux pistons auxiliaires D et K
doit ôlrc égale à la largeur des lumières m et n pour qu’il n’v
ait pas de détente. Si elle élait plus grande, il y aurait à la
fois détenle de la vapeur dans le cylindre sur une des faces
du piston, et compression sur l’autre face dans les espaces
libres.

le système primitivement adopté par Watt sous le nom

de grand tiroir ou de tiroir en D 1. Il s’applique spécialement
aux machines sans détente.

Le cylindre AB, dans lequel se meut le piston P, est en com-
munication avec une boîte de distribution M, par les conduits

d’admis-
, qu’on appelle les lumières d’échappement et

sion. Dans celte boite se meut le grand tiroir ; il est formé de

deux pistons D et E, réunis ensemble à
par un tuyau F qui les traverse tous les deux. Le grand tiroir

est mobile dans la boite de distribution
entre les positions DE et D'E'; la pre-

v mière laisse les lumières m et n au-des-
des pistons I) et E ; la seconde les

amène au-dessus.
La boîte de distribution est alimentée

directement par le tuyau C qui vient de
la chaudière , et qui aboutit entre les

B deux pistons D et E ; elle communique
par le tuyau G avec le condenseur. La
vapeur entoure le tuyau F dans tout
l’intervalle des deux pistons.

Supposons que le piston P soit au haut
du cylindre, et qu’il ait à accomplir une
nouvelle course dans le sens descendant.

Il suffira pour cela d’amener la vapeur par la lumière m
dessus du piston , et d’établir la communication par la lumière

n avec le condenseur G. On obtient ce double résultat en don-

nant au tiroir la position supérieure DE.
Quand le piston est parvenu en P1? et qu’il faut le faire

remonter en P, il n’ y a qu’à introduire la vapeur sous le

piston Pt par la lumière n, en ouvrant à la vapeur située

au-dessus un chemin vers le condenseur. On y parvient en

amenant le grand tiroir dans la position D'E' ; car alors la lu-
mière n communique avec l’intervalle compris entre les deux

m, n,
distance invariable

Le jeu de la distribution se résume dans le mouvement al-
ternatif du système DFE, qui doit passer de la position DE à
la position D'E', puis revenir de la position D'E' à la posi -
tion DE. Ce mouvement est en général emprunté au mouve-
ment circulaire continu produit par la machine. Un excentri-
que, calé sur l’arbre principal, mène une lige t liée, par un
levier coudé L analogue aux renvois de sonnettes et mobile
autour du point 0, à la tige T qui commande le tiroir.

La distribution sera assurée si le tiroir DE est dans

.KL "i
2 C

sous

P 1 sa po-
sition moyenne, les pistons D et E bouchant les lumières
et n, au moment où le piston principal P est au bout de sa
course, avec cette condition que le tiroir se déplace vers le
haut quand le piston principal est dans la position P à partir
de laquelle il doit descendre, et qu’il se déplace vers le bas
quand le piston principal est dans la position Pt à partir de
laquelle il doit monter. Il suffit pour cela de régler
blement l’angle de l’excentrique avec la manivelle de l’arbre
principal.

Le grand tiroir de Walt a l’inconvénient d’être lourd ;
l'ajustage en est assez délicat, et il ne conviendrait ;
grandes vitesses que l’on donne maintenant aux machines
à vapeur. Watt l’avait adopté, à une époque o ù les ma-
chines donnaient seulement un petit nombre de coups par
minute, parce que les pressions de la vapeur sur ce tiroir
se font a chaque instant équilibre ; l’effort à faire pour le
déplacer est donc indépendant de la pression de la vapeur ; il
dépend seulement des masses de l’appareil et de la vapeur

IV. — M ÉC. COLLIGNON.

m

EL

L..°
«— i

Fig. Ü3. convena-au-

pas aux

rappelle la forme de la coupe transversale du tuyau qui réunit les
1 Ce nom

deux Distons D et E. 21

A
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présentée par la figure. Le tiroir se meut vers la droite si le
piston P occupe sa position extrême à gauche : il découvre
alors la lumière d’admission mm', et en même temps il met

communication la lumière nri avec le tuyau G, de sorte
qu’ il y ' a admission de la vapeur sur la face gauche du
piston et condensation sur la face droite ; le piston P, chasse
rie gauche à droite, retourne à l’autre bout du cylindre.
Lorsqu’il y parvient, le tiroir DE est revenu à sa position
moyenne, mais il est animé d’ une vitesse dirigée de droite à
gauche. Il va donc découvrir la lumière d’admission nn\ et
mettre la lumière mm' en communication avec le conden-
seur G. Le piston est alors chassé vers la gauche, et accom-
plit sa course inverse.

Le problème est ainsi résolu. On voit que le tiroir supporte
extérieurement la pression de la vapeur de la chaudière, et
intérieurement la pression qui règne à l’orifice du tube d’é-
chappement. La différence de ces deux pressions tend à ap-
puyer le tiroir contre le plan SS', et développe un frottement
proportionnel à cette différence. Le travail perdu par le frot-
tement est d’ailleurs égal, pour une course simple du pis-ton, au produit du frottement par l’espace décrit par le tiroir,
et cet espace est égal au double de la largeur des lumières
m' et n'. On peut donc le restreindre en diminuant celte di-
mension. Mais cet artifice entraîne un accroissement de l’au-
tre dimension de la lumière, car la section totale offerte à
l’écoulement de la vapeur doit conserver une valeur con-stante, et par suite il entraîne aussi un accroissement de la
largeur du tiroir, c’est-à-dire un accroissement de sa surface
et du frottement développé.

Appelons- /* la largeur commune des lumières m' et ?*', / la
distance d’axe en axe des deux lumières, b la longueur des lu-mières, p la pression extérieure au tiroir et p' la pressionintérieure, enfin f le coefficient du frottement des métauxcontact suivant le plan SS'. La surface du tiroir est sensible-ment égale à ( l -\- h ) x à, et le frottement a pour valeur

f { p-p' ) (i + A) 6.

322 TIROIR

entraînée dans son mouvement , et du frottement des pistons

contre les parois de la boite, frottement réglé exclusivement
par l’ajustage de l’appareil , puisque les pressions de la va-
peursur le système se détruisent et ne contribuent pas à l'aug-
menter.

en

PETIT TIROIR.

197. Le petit tiroir ou tiroir à coquille qu’on emploie aujour-
d’hui est beaucoup plus léger, mais les pressions de la vapeur

n’ y sont pas équilibrées, de sorte que l’effort 5 faire pour le

déplacer est proportionnel à la différence entre les pressions

dans la chaudière et dans les tubes d’échappement.
Latéralement au cylindre AB dans lequel se meut le piston

principal P, on ménage une boîte de distribution communi-
quant librement avec la chaudière par le tuyau

La paroi extérieure du cylindre est dressée suivant une sur-
face plane SS', qui ferme la boite de distribution ; dans l’é-
paisseur du métal compris entre la surface SS' et la surface

intérieure du cylindre, on

G.

trois conduits, sa-
voir : les deux lumières
mm', nn\ aboutissant aux

extrémités du cylin-

' c*/ ouvre
H - 'v S.' X . • \ ’ /|I

4 n

/ /' / ;/ /"
— ~ 1

deux
r dre, et le conduit d’échap-

pement G, aboutissant au
condenseur.Le tiroir DE est

M n(

une caisse rectangulaire,
Fig. 9i. , G ’

dont les parois ont exacte-
ment l’épaisseur des lumières m' et ?*', et qui , dans sa po-
sition moyenne , couvre à la fois les deux lumières. 11 est

mené par une tige f , qui emprunte son mouvement à un

excentrique calé sur l’arbre tournant, à angle droit en avant de

la manivelle menée par le piston principal. De là résulte que

quand le piston P est au bout de sa course, vers la gauche ou

vers la droite, le tiroir DE est dans sa position moyenne, re-

en
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Le travail du frottement pour une course unique est
f i n — v' ) [l -]r h) b'X Îh.

Or bh est un produit constant , égal à la section nécessaire
des lumières. La seule manière de réduire le travail du frot-
tement du tiroir est donc de réduire le facteur l -f- ft, ce qu'on
peut faire en rapprochant les deux lumières m' et nr .

Le petit tiroir, étant peu massif, se prête très Lien aux
grandes vitesses. L’ajustage en est d’autant plus facile que
l'excès de pression développée sur sa face extérieure tend à
l’appliquer plus exactement sur la surface SS', le long de la-
quelle il doit glisser. Enfin il donne une solution très prati-
que du problème de la détente, car il suffit, comme nous le
verrons plus loin , d’augmenter la largeur de ses bords, ou de
garnir le tiroir de recouvrements, pour satisfaire à toutes les
conditions demandées.
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condenseur particulier. C'est ce qui ar-
les locomotives.atmosphérique, sans

rive par exemple pour
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AUTRES PERFECTIONNEMENTS IMAGINÉS PAR WATT. ;
a

. rf -aM iV - o-'fim m198.' La machine de Watt à double effet est représentée
dans la figure 93.

Outre le condenseur et la détente;, Watt imagina le paral -
lélogramme articulé (1, g 277), destiné à lier le balancier
à la lige du piston ; le régulateur à boules (g 57) ; Y engre-
nage planétaire (I, g 246) , qu’il abandonna bientôt pour
s’en tenir à la transmission par bielle et manivelle; enfin,
il indiqua le premier les avantages des hautes pressions,
résultat entièrement confirmé parla théorie mécanique de la
chaleur, puisque le coefficient d’utilisation d’ une machine
thermique est donné par la fraction s=-_0 ,
d’autant plus grand que l'écart x — T' entre les températures
extrêmes est plus grand lui-môme. Aujourd’hui, la pression
de la vapeur est souvent poussée dans les chaudières jusqu’à
10 atmosphères; la condensation peut alors se faire dans l’air
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MACHINE DE WOOLF A DEUX CYLINDRES.

•199. La machine de Woolf à deux cylindres * l’avantage de
prolonger la durée de la détente si la machine marche avec

*
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détente, ou de créer une détente si la machine marche à
pleine pression. Pour en expliquer le mécanisme, nous em-ploierons un diagramme (fig. 96) analogue à celui qui nous a
servi pour expliquer le jeu delà machine à double effet (g 194).

Deux cylindres, AB, A'B', de diamètres inégaux, mais de
longueur sensiblement égale, sont placés l’ un à côté de l’autre.

La vapeur fournie par la chaudière O est amenée au pre-
mier cylindre AB, le plus petit des deux , par l’une des lu-
mières n et m; ce premier cylindre communique au second
par deux tubes croisés ro'm" et n'n" ; enfin le second cylindre
A'B' , le plus grand des deux , communique avec le con-
denseur G par les lumières d’échappement m'" et n"' . Les
deux pistons P et P' marchent ensemble avec des vitesses
égales.

La distribution est faite au moyen des robinets R, S, R', S',
R", S". Quand , par exemple, les deux pistons commencent à
descendre, les robinets S, IV, S" doivent être ouverts, et les

robinets R , S', R" doivent
être fermés. Lorsque les
phlons ont déjà parcouru
un espace /, on ferme le
robinet S sans l ien chan-t

ger aux autres, et la va-
peur se détend au-dessus
du piston P jusqu’à la
fin de la course. Soit L
la longueur de la course

totale, (o la section du petit cylindre AB, Q la section du grand
cylindre A'B'.

Admettons encore que la vapeur comprise dans le grand
cylindre au-dessous du piston P' et dans le petit au-dessus du
piston P ne change pas de température en augmentant de vo-
lume. Soit x l’espace décrit par chacun des pistons. Cherchons
les pressions de la vapeur dans les différentes régions de
l’appareil. Appelons p la pression de la vapeur à l’admission ;
si x < /, la pression est égale à p sur la face supérieure du

, pla — ;. Si X >l la pression effective est réduite ;
X ’petit piston

, elle est égale à L - La vapeur occupe

volume Lo> , en
au bout de la course
alors la totalité du cylindre, c’est-à-dire un

négligeant les espaces nuisibles.
La vapeur qui remplit l’espace compris au-dessus du grand

piston et au-dessous du petit occupait au commencement de la

course le petit cylindre tout entier, c’est-à-dire un volume Lw

sous la pression^.
Dans la position définie par l’abscisse x, elle occupe un

volume (L — æ)O -f- 9-X , et sa pression est
LoiVl Loi (U —

du piston P' règne la pression pf

deux pistons , le

T x (L — +
d e sEnfin , au-dessous

tuyaux d’échappement.
Pour un déplacement dx commun

travail élémentaire s’exprime par la fonction
aux

i ;" p-fp"nT-H i
V
Aw"\m" n'

plu — (Ü — w) dx — p'Q-dxoidx +\ l Loi -f- (n — oi ) x
CL V n

si x est> G cl par la fonction
plo> XlÇl-«)dx_ _

Lw -+- (Q — o i ) x l

Ax est < /, la détente dans le premier cylindre n’étant pas
alors commencée au-dessus du petit piston.

Le travail total pour une course simple est donc égal à

HT I- )
ïï— -L

K

VI1̂1— n"
pudx -\~m'

R ''v

Fig. 00.

J>£ p/oi (a — 0> )dx — ;/ûL,pul+P'jil Loi -j- (n — OI) æ

ou à
Loi ( n — oQ L

pul — p'QL+pûiüognép. y -j- plulognep. Loi

(l + tog y 4- log L= pul [\4- log ~ j — p'nL.= pul
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La dépense de combustible est sensiblement proporlionnelle
nu volume GJ /, de sorte qu’en faisant abstraction de la contre-
pression du condenseur, le coefficient d’utilisation du com-
bustible est égal au facteur

soupape d' admission; la seconde, S', soupape d'équilibre; la

troisième, S", soupape d’exhaustion ou d'échappement .
Pendant l’admission, la soupape S resle levée ainsi que la

S" ; la soupape S', au contraire, reste fermée. La va-soupape
peur, sortant de la chaudière, passe
par l’ouverture m et presse la face
supérieure du piston , pendant que °i

la face inférieure , communiquant
avec le condenseur par l’ouverture n,
ne subit qu’une pression très faible.
Lorsque le piston P est descendu
d’une certaine quantité, on ferme
la soupape S. L’admission cesse, et
la détente commence ; elle se pro-
longe jusqu’à ce que le piston P
soit parvenu au bas de sa course.
Alors la soupape S" se ferme et la soupape d’équilibre S' s’ou-
vre. Les deux faces du piston P sont en libre communication
l’une avec l’autre par l’intermédiaire du tuyau mn. Les pres-
sions s’égalisent sur ces deux faces, et le piston remonte, en-
traîné par le poids de l’attirail des pompes attaché à l’autre
extrémité du balancier. La course de bas en haut du piston
s’effectue donc sans qu’il y ait travail de la vapeur, ce qui
justifie le nom de machine à simple effet. Le travail moteur
n’est produit que pendant la course descendante.

On peut régler à volonté l’époque de l’ouverture et de la
fermeture des trois soupapes et disposer arbitrairement de
la détente. Mais la manœ uvre des soupapes exige un méca-
nisme particulier, car il n’y a pas ici d’arbre tournant sur
lequel on puisse caler un excentrique. Le mouvement du
piston et des pompes étant alternatif, il y a un instant d’ar-
rêt de la machine à chaque extrémité de la course du piston.
Or c’est à cet instant que doit s’opérer la manœ uvre des
papes S et S". Le problème de la distribution revient donc à
déplacer les soupapes à un instant où toutes les parties prin-
cipales sont en repos. On l’a résolu en prolongeant, pour

, , i ùl
i + bs-,.

On remarquera que QL est le volume total du grand cylin-
dre, et U le volume de la partie du petit cylindre qui est rem-
plie par la vapeur à pleine pression.

L’emploi des deux cylindres équivaut donc à une augmen-
tation de la détente. Si le premier cylindre était seul utilisé,
le travail moteur serait égal à 1 + log ^

s —
1r

pour une admission
1proportionnelle égale à j. Avec les deux cylindres ce coeffi -

cient devient 1 -f- log -^,
tco

Fig. 97.
LQ

c’est-à -dire que tout se passe à ce

point de vue comme si l’on employait un seul cylindre avec

une admission proportionnelle\x - , réduite dans le rapportL 12
des sections des deux cylindres.

MACHINE DE COKNOUAILLES.

200. La machine de Cornouailles est le type des machines
à détente et à simple effet destinées à l’épuisement des mines.
Le mouvement oscillatoire du piston , au lieu d’être transformé
en un mouvement circulaire continu, est transmis par un ba-
lancier à la ma î tresse-tige qui commande toutes les pompes
d’épuisement.

Le cylindre AB est muni d’un tuyau latéral avec lequel
il communique par les deux lumières m et n. Ce tuyau
débouche en O dans la chaudière, en G dans le condenseur ; il
renferme trois soupapes, S, S', S". La première, S, est appelée

sou
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monter le piston plongeur p ; l’eau de la bâche est aspirée
dans le corps de pompe, et y entre à la fois par la soupape s
soulevée vers l ’intérieur et par l’ouverture s' . Cet effet pro-
duit , la tige abandonne le bras IK, et la cataracte fonctionne
seule, indépendamment du reste de la machine. Le piston
plongeur p descend sous l’action de son poids propre et
du contre-poids P ; en descendant, il chasse l’eau aspirée par
le corps de pompe; mais cette eau ne peut sortir que par l’o-
rifice s' f puisque la soupape s $£ referme dès que l’aspiration
cesse.

L’expulsion de l’eau demande un temps plus long que
l’aspiration , à cause de la réduction des orifices ouverts, et
l’on peut, en étranglant la section s' au moyen du robinet, pro-
longer cette durée autant qu’on le voudra. Le retour du pis-
ton plongeur à sa position primitive pourra donc, si la cata-
racte a été convenablement réglée, continuer à s’opérer quand
tout le reste de la machine demeure immobile, et on pourra
emprunter au levier de la cataracte le mouvement nécessaire
pour la manœ uvre des soupapes au moment opporfun. C’est
à opérer celte manœ uvre qu’est destinée la tringle mm.

Les soupapes de Cornouailles sont disposées de telle sorte
qu’un petit déplacement suffise pour ouvrir à la vapeur de
larges orifices. L’ouverture se fait par un simple déclenche-
ment qui laisse agir un contre-poids ; la fermeture, en rame-
nant ce contre-poids à sa place primilive. Ces opérations sont
effectuées par des poutrelles armées de tasseaux dont on peut
faire varier la position à volonté, de manière à modifier la
détente. Le règlement de la cataracte donne un moyen d’es-
pacer plus ou moins les coups de piston successifs.

En résumé, les machines de Cornouailles ont une extrême
flexibilité d’allure, bien utile dans un travail aussi irrégulier
que l’épuisement d’ une mine, et elles permettent de po
très loin la détente, ce qui correspond à une économie de
combustible.

MACHINE

ainsi dire, le mouvement de la machine au moyen d’un ap-
pareil spécial appelé cataracte.

Cet appareil (fig. 98) consiste en une
d'eau , dans laquelle on place un corps de pompe muni d’ un
piston plongeur p.

Le corps de pompe est percé à sa base de deux ouvertures :

330

bûche AA remplie

*

de deliors en dedans ;l’une, s, porte une soupape qui s’ouvre
l’autre, s', est un tube extérieur muni d’un robinet qu’on

peut ouvrir plus ou moins à l’aide d’une tringle tt. La tige du

piston est attachée à un levier BB' mobile autour d’un point
fixe O, et muni en B d’un contre-poids. L’autre extrémité
porte une chaîne C, qui s’enroule sur une poulie q, munie
d’un bras IK et mobile aulour de l'axe horizontal 1.

Pendant que le piston principal descend , la tige TT, atta-
du ta-

usser

cliée au balancier de la machine, presse au moyen
le bras IK, et abaissant le point B' du levier, faitquet u sur
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au niveau de la partie inférieure des cylindres. Dans le second,
si le creux du bâtiment ne suffit pas pour fournir l’espace
nécessaire au développement de la tige du piston et de la

* 333

MACHINE HORIZONTALE A ACTION DIRECTE.

201. On peut, en plaçant horizontalement le cylindre de
la machine à vapeur, supprimer le balancier, pièce lourde
dont le mouvement alternatif exige une grande rigidité dans
l’axe de rotation. On obtient alors la machine à action di-
recte,, qui occupe peu de place; et qu’on emploie notamment
dans toutes les locomotives.

Watt connaissait cette disposition, mais il ne l’employa ja-
mais, craignant l’inégalité d’ usure produite par le frottement
du piston aux divers points de la surface intérieure du cylin-
dre quand il est placé horizontalement. L’expérience a mon-
tré qu’il ne fallait pas s’exagérer celte influence.
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"3 —202. La propulsion des bâtiments à vapeur s’effectue en
communiquant un déplacement à l’eau en sens contraire de
Ja marche. Le système matériel formé par le bâtiment et l’eau
dans laquelle il plonge a son centre de gravité immobile,
puisqu’il n’est soumis qu’à des forces intérieures mutuelles.
L’eau mise en mouvement par l’appareil propulseur sc dé-
plaçant vers l’arrière, le bâtiment se déplace vers l’avant , en
refoulant devant lui une certaine quantité d’eau , de telle sorte
que le centre de gravité général reste immobile.

Deux syslèmes principaux de propulsion peuvent être adop-
tés : les roues à aubes et Y hélice.

Les roues à aubes sont de simples roues à palettes planes,
montées sur un arbre de couche traversant le bâtiment, et
plongeant dans l’eau à leur partie inférieure. Elles sont mises
en mouvement soit par une machine à balancier, soit par une
machine à action directe. Dans le premier cas, on adopte en
général la disposition (1, g 280) qui place le balancier
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bielle, on peut avoir recours au système oscillant créé parM. Ca \ e ( fig. 100). Dans tous les cas, l’arbre de couche estcoude pour recevoir les bielles, et des excentriques caléscel arore assurent le jeu des tiroirs de

I

sur
distribution. On réunit



334 MACHINES DE NAVIGATION.
ordinairement ensemble deux cylindres avec manivelles à
angle droit pour éviter les points morls. Un mécanisme parti-
culier seit à changer le sens de la marche.

L’hélice est un fragment d’hélicoïde à plan directeur,
monté sur un arbre horizontal et entièrement plongé dans
l'eau à l’arrière du bâtiment. Une machine à vapeur donne

LOCOMOTIVE.
sert de moteur et prend ses points d’appuis sur les rails.
Les traits particuliers à ce genre de machines à vapeur sont
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S313•• • Aà cet arbre une rotalion dans un sens déterminé. Les ma-
chines ont ordinairement des cylindres horizontaux ou incli-
nés, placés transversalement à la longueur du bâtiment. Le

de largeur des bâtiments exige l’emploi de dispositions
particulières : les plus usitées sont la machine à fourreau
(fig. 101) et la machine à bielle renversée (fig. 99).
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LOCOMOTIVE.
l’emploi d’une chaudière tubulaire pour fournir une grande
quantité de vapeur en peu de temps, et la condensation de
la vapeur à la sortie des cylindres dans la cheminée du foyer,

205. Une locomolive (fig. 102) est une machine à vapeur
montée sur plusieurs paires de roues, dont l’une au moins

1



537TRAVAIL DE LA TRACTION.
pression de la vapeur dans les tuyaux d’échappement , r le
rayon des cylindres, et i la course des pistons. La locomotive
comprend deux cylindres, dont les manivelles sont calées à
angle droit.

Pour simplifier le calcul , nous ferons abstraction de la dé-
tente.

Le travail moteur développé par une course simple de l’un
des pistons est égal à T V H X ( p — }/); pour l’allée et la venue
du piston le travail sera double, et il sera quadruple pour les
deux pistons marchant à la fois, ce qui fait 4T S H X ( p — p' )
pour une oscillation complète des pistons, c’est -à-dire pour un
tour de roue. Or la roue motrice roule sur le rail, puisqu’on
suppose le glissement impossible ; la locomotive avance donc
de la quantité 2TCR, et le travail résistant pris positivement
est égal à 2rcRH. On a en définitive l’égalité

4TCRH X [ p — p' ) = 2*1111,

2r H ( p- p f )

LOCOMOTIVE

pour activer le tirage. L’absence de condenseur suppose que

la machine fonctionne à haute pression.
204. Soit O (fig. 103) le centre de la roue motrice ; E le

point de contact de cette roue avec le rail ; OA la manivelle,

AB la bielle, P le piston et CD le cylindre.

330
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Fig. 103.

Soit R la pression exercée par la roue sur le rail au point E;

la force R', égale et contraire à R, sera la réaction du rail sur

la roue. Décomposons ces forces en deux composantes, l’une

perpendiculaire au rail, l’autre parallèle. Nous obtenons ainsi

les réactions normales, Q et 0', du rail et de la roue, et les

réactions tangentielles F et F. Appelons f le coefficient du

frottement des solides en contact au point F. La condition

nécessaire et suffisante pour qu’il n’y ait pas glissement de la

roue sur le rail est exprimée par l’inégalité

d’où l’on déduit H=
L’effort de traction est donc proportionnel au produit r2/,

ou bien au volume des cylindres, et inversement proportionnel
au diamètre des roues motrices.

Si la locomotive doit mener un train très lourd, l’effort H
sera très grand , et il faudra augmenter r H et diminuer R ; on
obtient ainsi le type des machines à marchandises, qui ont de
grands cylindres et de petites roues motrices. Si, au con-traire, la locomotive doit conduire un train léger, l’effort II
étant moindre, on adoptera de petits cylindres et un grand
diamètre de roues, ce qui caractérise les machines à voya-geurs. . .

L’effort de traction II est la somme de toutes les forces Fdéveloppéesau contact des roues motrices et du rail, et chaqueforce F est limitée par l’inégalité F < fQ.On aura donc aussi
HCAQ+ Q'-h . . . ),

les poids qui pèsent sur les roues mo-

R

!</

F </Q. La force Q est la portion du poids de la locomotive

qui pèse sur la roue motrice 0. La force F est développée par

le jeu de la machine. C’est la réaction F', égale et contraire,

qui produit la progression du train.
Le travail moteur de la machine, pour

roue, est égal au travail résistant lorsque la vitesse

comotive est constante. Appelons H l’effort de traction que la

locomotive doit exercer constamment sur le train pour le

mener à une certaine vitesse. Soient R le rayon des roues

motrices, p la pression de la vapeur à l’admission, // la

ou

tour entier de
de la lo-un

en appelant Q, Q', •••
IV. — JIÉC. COLLIGNON. 22
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trices. Lorsque l’effort II est grand, on augmente la somme
Q -+- 0' -f- Q" -4- q u i limite cet effort, en faisant porter la

machine sur plusieurs roues motrices. Les machines à mar-
chandises ont au moins trois essieux couplés , et la somme

comprend la totalité du.poids de la machine.

A partir de la position IV, la lumière ac est en communi-cation avec l’échappement ef ; elle s’ouvre graduellement jus-qu’à la position V, puis reste ouverte pendant l’excursion quefait le tiroir à gauche de cette dernière position ; ensuite elle estfermée graduellement par le retour
du tiroir, jusqu’à ce qu’il soit revenu
à la position moyenne VI. Toute l’ex-cursion du tiroir à gauche de

• sition

Q + Q' -H •••

i !
rrrAVEC DéTENTE FIXE. V\\\’DISTRIBUTION sa po-moyenne correspond à la pé-riode d'échappement.

Enfin, de la position VI à la posi-tion Vil, la communication entre laface gauche du piston et la conden-sation se trouve interrompue,
être établie

j gPHgI

II

205. La détente fixe peut s’obtenir facilement en donnant

au tiroir des recouvrements. Cette solution est connue sous le

nom de détente de Clapeijron *.
Le tiroir mn (fig. 104) est mené par la tige t , qui s’attache

barres d’excentriques. Dans sa position moyenne, le
tiroir recouvre à la fois
les deux lumières ac, bd.
Les recouvrements sont
placés à l’extérieur du
tiroir, et consistent en

deux brides égales, cg, dh.Les figuressuccessiveslà Vil (fig.105)

ntrent les principales positions occupées par le tiroir dans

la suite de son mouvement relativement à Tune ac des deux

lumières, et permettent d’étudier ce qui se passe sur la face

gauche du piston moteur. De la position I à la position II, le

tiroir marche vers la droite en découvrant de plus en plus la

lumière; arrivé dans la position 11, il rétrograde et revient à

la position III, identique à la position I, sauf que la direction

de sa vitesse est changée. Pendant tout ce temps, la lumière

restant ouverte, la vapeur pénètre dans le cylindre sur la face

gauche du piston : c’est la période d’ admission.
Le tiroir, continuant à s’avancer, atteint la position IV, qui

est la position moyenne. Dans l’intervalle, la face gauche du

communique plus ni avec la chaudière, ni avec le

c’est donc la période de détente.

is| Is
in ?

N\\<s\\\vI J ;

^rrj jsansaux encore entre la mêmeface et la chaudière ; c’est la périodede compression dans les espaces libres,ainsi que nous le
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rn reconnaîtrons plusloin. Elle se termine à la position VII,qui est la reproduction complète dela position I.
Le mouvement rectiligne alterna-tif d’un point quelconque du tiroirest sensiblement identique au mou-vement projeté sur la même droitedu bouton de la manivelle qui le *1 1

commande, ou du centre de 1’trique qui- tient lieu de celtevelle. Corïsidôr
culier,

Fig. 104.
i
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! \excen- AA
X KAmani-ons un point parti-ci , du tiroir, et regardonsle mouvement de ce point le long de la table de distribu-tion comme la projection du mouvement d’un point mobilesur une circonférence.Le point a est danssa position moyennelorsque le tiroir occupe les positions IV et VI. Prenonsun point O sur l’alignement des points o4 et a6 ; ce sera lecentre du cercle cherché. La position II nous donne la limita

s

Fig. 103

piston ne
tuyau 1d’échappement ;

ment du tiroir, voir I, §§ 282 et 28°'
i Sur le mouve
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extrême de l’excursion du tiroir vers la droite. Projetons le
point a, en A2 sur l’ horizontale menée par le point 0 ; 0AS sera
le rayon du cercle que devra suivre le point mobile. Décri-

donc une circonf érence du point O comme cenfre avec
0A2 pour rayon; les positions successives A 2, a., a
du point a du tiroir seront respectivement les projections des
posilions An A2, ..., A 6, Aâ, occupées successivement par le
point directeur parcourant ce cercle, dans le sens de la flè-
che: ces points Ap A 2 ... peuvent aussi représenter les posi-
lions du centre de l'excentrique correspondantes aux posi-
tions I, H, ... du tiroir.

11 résulte de là : 1° que le rayon 0A 2 est égal à l’excentri-
cité. On voit que l’excentricité est la somme de la largeur ac
de la lumière, et de la longueur cg de la bride de recouvre-
ment ;

2° Qu’au moment où le tiroir passe dans la position I, l’ad-
mission allant commencer, il faut que le piston moteur soit à
l’exlrémité de sa course vers la gauche. Or le mouvement du

piston est aussi sensiblement identique à la projection sur sa
propre direction du mouvement du bouton de la manivelle
qu’il conduit. Si donc on regarde le point O comme le centre
(le l’arbre tournant, la manivelle du piston devra avoir la

direction OMt quand le centre de l’excentrique occupe
la posilion At , et la distribution sera assurée en calant

son centre fasse avec la mani-

l’admission, la détente, etc., rapportées à la course entière,
appelons p le rayon de la manivelle principale. Pendant l’ad -
mission, la manivelle OM, tourne dans le sens de la flèche
d’ un angle A4OA3, égal à 180° — 2a. Le piston décrit sensi-
blement une longueur égale à p X ( 1 4- cos 2a).

Pendant la détente, la manivelle tourne de l’angle a, et le
piston décrit sensiblement un espace égal à p (cos a — cos 2a).
L’échappement correspond à un angle de 180° décrit par
la manivelle, pendant lequel le piston avance d'abord
vers la droite de la quantité p (1 — cos a), puis rétrograde
vers la gauche en parcourant un espace égal à p (1 4- cos a) .
La quatrième période correspond à un angle a décrit par la
manivelle, et à un déplacement linéaire p ( l — cos a) du piston ,
qui comprime dans les espaces libres les fluides emprisonnés
à sa gauche par la fermeture de l’échappement. Aussi donne-t-on à cette quatrième période le nom de période de
pression.

La fraction qui mesure l’admission est
p {\-f- cos2«)

vons
«n

com-

_ 1 -4- (1 — 2sin-a) __ .__
^ —

c’est à ce nombre qu’on donne quelquefois le nom de coeffi-cient de détente, bien qu’ il
soit plus exact (1’app.eler ainsi
la fraction qui mesure la course
pendant la détente,
dlÜS^.--COs2al =\ fc0Sa

__
C0S 2a}

Les mouvements simultanés
du tiroir et du piston sont re-
présentés sur la figure 106.

At, A2..., cercle décrit
le centre de l’excentrique.

MP Ms..., cercle décrit
le bouton de la manivelle.

Pv Pv Pu Pc , positions principales du piston.

— sin2 « = cos2a j

l’excentrique de manière que
velle motrice l’angle M&OAia Appelons a l’excès de cet angle
sur l’angle droit ; on donne à cet angle a le nom d avance an-
gulaire\ Si l est la largeur de la lumière ac, et r la longueur cg
du î ecouvrement extérieur, le rayon 0A2 d’excentricité est
égal à r 4- l ; la distance KA2 est égale au chemin décrit par
le tiroir entre les positions I et II ; elle est égale, par consé-
quent, à la largeur / de la lumière. Donc OK =r et l’angle a

est donné par l’équation

savoir

-4-H~par
! c ; *1

*« *3 LOK par
sina = OA' r+ ï Fig. 10G.

Pour trouver les espaces décrits par le piston pendant



ÉPURE FAUVEAU.

lions. La construction rôsultanle prend le nom $épure
Fauveau , du nom de l’ingénieur qui l’a employée le pre-
mier.

Construisons la courbe par points.
Pour 6 = 0, on a à la lois x=0 et y= (r -+- /) ( 1 H- sin a).

— — D o n c y=r H- Z -F- r=2r -+- /.
Ayant pris sur l’axe OY une longueur OI=r -f- /, égale

à la demi-course du tiroir, on aura la posilion du tiroir en
portant au delà une longueur Ia=r. Le tiroir sera alors sur
le point de dévouvrir la lumière d’admission.

La limite supérieure de y est 2 (r -f- /) =OÀ ; elle cor-
respond à sin (6 -f- a) =1, ou à 6 =90° — a. On a alors
x= p (i — cos 0) = p (l — c o s a) , ce qui donne un point b.
Le lieu est tangent en ce point à l’horizontale AB.

En continuant ainsi , on reconna î tra que la courbe est une
ellipse inscrite dans le rectangle ABCO dont les dimensions
sont OC=2p, course du piston, et OA =2 (r 4- /), course du
tiroir. Le centre O' du
rectangle est aussi le *|
centre de la courbe; si A
l’on prend un point M c>

quelconque sur cette
courbe, et qu’on le pro-
jette sur les axes en P
et en Q, les points P
et Q seront des posi- 0

lions simultanées du
piston et du tiroir sur
les droites OC , OA. L’admission sur l’une des faces du
piston commencera quand le tiroir sera dans la positions;
le piston occupe alors soit la position 0, soit la posilion P',
projections des points a et m qui tous deux ont la même
ordonnée 0a. On reconnaîtrait de même que l’échappement
commence quand le tiroir revenant sur ses pas occupe la
position a', et qu’il dure tout le temps que le tiroir met à

555
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tl % L, tv /0, positions correspondantes du tiroir.
90° -+- a, angle de calage de l’excentrique.
Une épure analogue donnerait toutes les circonstances de

la distribution, s’il y avait un recouvrement intérieur. La bride
intérieure est du reste toujours très petite. Elle tend à
augmenter les périodes de détente et de compression , et à
réduire la période d’échappement .

En augmentant légèrement l’angle de calage a, on produit
Y admission anticipée, c’est-à-dire qu’on fait commencer l’ad-
mission un
course. Cet artifice est surtout utile dans les machines à

grande vitesse, pour éviter les chocs du piston contre les cou-
vercles du cylindre.

542

Or sin a =

peu avant que le piston ait atteint la fin de sa

ÉrURE FAUVEAU.

206. Les mouvements simultanés du piston et du tiroir
sont définis approximativement par deux équalions que nous
allons poser. Soit 0 l’angle décrit par la manivelle du piston
à partir de la position 0Mt (fig. 106) ; appelons x la course du
piston à partir de la posilion correspondante pL; nous aurons,
en appelant p le rayon de la manivelle,

æ= p ( l — cosO).

bv
irr *

mf f
\V>-Ve "4:I y '

'

-4 4
0'

;
d’excentricitéL’angle que fait au même moment le rayon

la droite OMt est égal à ô + 90° -f- a, et la course du iz-bhaw — i—Piston 'avec
tiroir, à partir du point qui forme la limite gauche de son
excursion, est donnée par l’égalité

p'

Fig. 107.

y = (r + l )[1 — eos(0 + 90° + a)]

= ( r-h l ) [1 + sin ( 0 + «)].
Nous pouvons considérer x et y comme les coordonnées

rectangulaires d’un point mobile ; les projections de ce point
les axes feront connaître à la fois le mouvement du

tiroir et celui du piston. L’équation du lieu décrit par le

point mobile s’oblicndra en éliminant 0 entre les deux équa-
sur
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aller de a' en 0 et à revenir de 0 en a' . Tendant ce temps, le
pislon rétrograde de la position C à la position P", projec-
tions des points c et m'.Les diverses phases de la distribution
sont donc représentées sur la figure par les arcs successifs
de l’ellipse interceptés par les horizontales am9 a'm\ confor-
mément au tableau suivant.

D ÉTENTE MEYER.
tente, il suffit d’augmenter ou de diminuer la longueur
du tiroir C ; pour cela, ce tiroir est formé de deux mor-
ceaux , c et c', traversés dans toute leur longueur par une
tige cylindrique portant en /‘et f' deux pas de vis renversés.
Si l’on fait tourner celte tige sur son axe dans un sens, on
rapproche les parties c et c', et le tiroir se raccourcit ; on pro-

545
344

] K à#MOUVEMENT ^ 1«
PÉ RIODES M

1— ïj-o« u rn LÜ B
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de 0 en P'
de P' en C
de C en P"
de P" en O

de a en A et retour en a
de a en a'

de a' en O et retour en a
de a' en a

de a en m
de m en c
de c en m'
de m' en a

Admission.. . .
Détente
Echappement. .
Compression. . ^ --- fur - T’ j
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L Fig. 108.

duit l’etfet inverse en faisant tourner la tige en sens contraire.
Le second tiroir doit donc être relié à son excentrique par une
tige E qui puisse recevoir un mouvement de rotation sur son
axe. Cette tige E traverse un goujon G dans lequel elle peut
tourner ; elle est prolongée par une tige à section carrée, F,
sur laquelle est montée une roue dentée M. Le goujon G est
attaché par un étrier articulé en II à la tige Q de l’excentrique.
La roue M, dans laquelle glisse librement la tige F, engrène
avec une autre roue L ; on lui imprime au moyen de la mani-
velle K un déplacement angulaire autour de son axe, dans
un sens ou dans l’autre. De celte manière, on écarte ou on
rapproche à volonté les deux moitiés c et c' du second tiroir
pendant le mouvement de la machine, et on donne ainsi au
coefficient de détente telle valeur qu’on veut, depuis l’admis-
sion à pleine pression jusqu’à une admission infiniment pe-
tite. Dans certaines machines, l’écartement et le rapproche-
ment des parties cet c' sont opérés par la machine elle-même
au moyen du jeu du régulateur.

208. Détente Farcot. — La détente Farcot (fig. 109) emploie

DÉTENTE VARIABLE.

207. Différents procédés peuvent être employés pour don-
machines à vapeur une détente variable. Les princi-

sont la détente Meyer, la détente Farcot, la coulisse dener aux
paux
Slephenson, le système de M. Deprez.

Détente Meyer. — La détente Meyer est représentée fig.108.
Elle comprend deux tiroirs, B et C, manœ uvrés simultané-
ment par deux excentriques calés sur l’arbre de couche de la

machine ; l’un , le tiroir B, est commandé par la tige D:

l’autre, le tiroir C, est commandé par une tige E. Le tiroir

principal B, au lieu d’avoir de simples recouvrements exté-
rieurs, comme le tiroir ordinaire, porte des lumières p, p\
par lesquelles la vapeur passe de la boîte de distribution, A,
dans les lumières m, m, du cylindre. La cavité n sert à l’é-
chappement de la vapeur par le creux du tiroir.

La détente se produit quand le tiroir B est placé de

manière à permettre l’admission par une lumière que le

tiroir C vient boucher. Pour faire varier la fraction de dé-
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f et g , projection horizontale de la came F et coupe horizon-

tale de l’arbre G; mv m/, projections horizontales des saillies
m et m'.

DÉTENTE

aussi deux tiroirs, mais le tiroir principal entraî ne à frot-
tement le second tiroir jusqu’à ce qu’il bute contre une came
dont on règle à volonté la position. Le second tiroir s’arrête
à cet instant, et le tiroir principal continue sa course en glis-
sant sous l’autre tiroir devenu fixe. Les lumières d’admission
se trouvent alors fermées et la détente s’opère.

54G

COULISSE DE STEPIIENSOS.
209. La coulisse de Stephenson, que nous avons décrite

(I, g 284) , a pour premier objet le changement de la marche
delà machine ; il suffit pour cela de substituer à l'excentrique
calé à 90° + aen avant de la manivelle un excentrique symé-
trique du premier, c’est-à-dire calé à 90° -f- a en arrière. Cha-
cun de ces excentriques mène une barre dont l’extrémité
s’articule à la coulisse. L' arbre de relevage, déplacé à l’aide
d’un levier de changement de marche, ou mieux àl’aide d’une
vis, permet de régler à volonté la position du coulisseau qui
commande la tige du tiroir. On pourra donc conduire à vo-
lonté le tiroir par l’excentrique de la marche en avant,
ou bien par Fexcentrique de la marche en arrière. Placé
au milieu de la coulisse, le coulisseau reste à peu près
immobile ; l’oscillation très petite qu’il subit à droite et à
gauche de sa position moyenne ne découvre pas ou découvre
à peine les lumières d’admission, et la coulisse est à son point
mort. La distribution est alors interrompue. Les positions
intermédiaires entre le point mort et chaque position extrême
du coulisseau correspondent à divers degrésde détente, jusqu’à
la détente normale, c’est-à-dire jusqu’à la détente réglée par
les dimensions r et l du tiroir. La coulisse ne change rien à
ces dimensions r et l , mais elle permet de modifier la course
du tiroir et les positions relatives du tiroir et du piston prin-
cipal. La solution de Stephenson est purement approximative,
et elle présente l’inconvénient de ne pas assurer les mêmes
longueurs d’admission à l’aller et au retour du piston. Néan-
moins on l’a adoptée pour les locomotives, à cause de la
grande simplicité du mécanisme.
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Fig. 109.

A, boite à distribution ;
a, a\ lumières d’admission du cylindre ;
B, tuyau d’amenée de la vapeur ;
à, lumière d’échappement ;
CC, tiroir principal, manœ uvré par la tige T ;
c, d, d, d, ouvertures correspondantes à la lumière a;
c', d', d', d', ouvertures correspondantes à la lumière a';
DD, second tiroir, appuyé par des ressorts sur le tiroir CC,

qui l’entraîne à frottement ;
e, <?, ouvertures correspondantes aux ouvertures d, d, d ;
e\ e\ ouvertures correspondantes aux ouvertures d', d', d';
F, came butant contre les saillies m\m\ du second tiroir,

et l’arrêtant dans son mouvement ;
G, arbre vertical commandant la came et permettant de

faire varier la détente;

t
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simultanés du piston et du tiroir, ou des variations simulta-
nées des quantit és # et y , au moyen des projections orthogo-
nales sur un môme diamètre de deux points directeurs, dont
l’un parcourrait un cercle de rayon R , l’autre un cercle con-
centrique de rayon p, l'angle compris entre les deux rayons
menés du centre à ces deux points restant constant et égal à

DISTRIBUTION DE M. DEPREZ.

210. Avant d’exposer le principe du mécanisme récemment
imaginé par M. Deprez pour la distribution de la vapeur, il

est nécessaire de faire conna ître une construction géomé-

trique qui lui est également due, et qui a l’avantage de con-
duire avec la plus grande facilité aux variations des divers

éléments de la détente.
Nous supposerons que la distribution soit faite au moyen

d’un tiroir à recouvrements extérieurs ; appelons l la largeur

des lumières d’admission, r la longueur du recouvrement:
la distribution normale s’opère en faisant mener le tiroir

par un excentrique ayant un rayon d ’excentricité égal à r + /,

et un angle de calage égal à 90° -+- a, a étant l’angle aigu donné

par la relation

90° + a.
La construction de M. Deprez consiste à projeter oblique-

ment le point directeur du tiroir en lui faisant décrire
cercle de rayon égal à p sin a.

Soit O (fig. 110) la position moyenne du tiroir ; A et A', les
deux positions extrêmes également distantes de la position
moyenne. Par le point A, menons une droite AP faisant avec
AA'l’angle a ; puis du point O
comme centre décrivons une
circonférence tangente à la
droite AP. Le rayon OP de
cette circonférence sera égal
à OA xsin OAP = OA sin a. Si
donc OA=p, demi-course du
tiroir , on aura OP=p sin a.
Cela posé, par un point quelconque M pris sur la circonférence,
menons MR parallèle à AP, ce qui déterminera un point R
la droite AA'. Ce point définira la position du tiroir correspon-
dante à l’angle AOM = w décrit par la manivelle principale
dans le sens de la flèche f à partir du rayon OA'. En effet,
soit OR=y. Le triangle ROM donne la proportion

un

Sin y = r l

Appelons p la demi-course du tiroir ;

R la demi-course du piston ;

x l’espace décrit par le piston à partir de sa position

moyenne ;
y l’espace décrit par le tiroir à partir de sa position

deux quantités sont affectées d’un signe sui-

sur

moyenne ; ces
vaut le sens dans lequel elles sont portées;

G) l’angle décrit par la manivelle principale à partir de son

passage au point mort.
Les espaces x et y seront liés à l’angle w par les relations

sin RMQ _ sin [180° — u — «] sin ( &> -f- a )
OM sin M KO sina sina *

et comme OM = p sin a , il en résulte
t

OR = y= /ssin (« -f- a).
Les positions successives du tiroir entre les points ex-

trêmes A et A' sont donc les projections obliques du point
mobile M, faites parallèlement à la droite AP.

OR

X = — R COS G),
37 = /3cos f180° — (90° + a) — w]= psin (w + a).

Ces deux équations ne sont pas rigoureusement exactes,
car elles supposent le parallélisme des bielles.

Les épures du § 205 donnent une image des mouvements
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limitent les arcs correspondants aux quatre phases de la dis-tribution. On voit que l’admission est prolongée et la détente
diminuée à mesure que l’angle a diminue et que la demi-
course OAj augmente. L’effet inverse se produit quand
mente et que p diminue.

211. La distribution de M. Deprez est effectuée au moyen
d’un excentrique ayant un rayon d’excentricité égal au re-couvrement extérieur du tiroir, et calé sur l’arbre tournant
à 180° en avant delà manivelle principale. Le centre de cet
excentrique est le point directeur M du tiroir. Il ne reste pl
qu’à établir la liaison entre ce point M et le point R, tôle de
la tige qui commande le tiroir, de telle manière que la direc-tion MR reste parallèle à la tangente AP. M. Deprez y parvient
par le dispositif suivant (fig. 112).

Une tige RR', de longueur constante, attachée en R à la
tige du tiroir, est assujettie à glisser entre les parallèles XX',YY'; elle reste, par consé-
quent , parallèle à elle-
même. Une autre tige MS
s’attache en M au point
directeur assujetti à dé-
crire le cercle OP. L’autre
extrémité S glisse le long
de la tige RR'. De plus, le
milieu T de la tige MS est
relié au point R par une
troisième tige articulée
RT, égale en longueur à la
moitié de la longueur MS.
Il résulte de là que MS est
l’hypoténuse d’un triangle rectangle MRS, dont le côté RS aune direction constante, et que la direction RM conserve aussison parallélisme. Si donc on fait mouvoir le point M le longdu cercle OP, la droite fictive MR se déplacera parallèlement àelle - même, et le tiroir lié au point R recevra le long de ladroite XX' le mouvement voulu.
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Pour trouver sur la même figure les positions correspon-
échelle des lon-

coursedanles du piston, il suffit de prendre une
gueurs telle, que le diamètre NN' en représente la
totale, et de projeter orthogonalement en S sur ce diamètre
le point M' opposé au point M. Nous prenons l’extrémité M', et
non l’extrémité M, pour satisfaire aux conditions de signes ;

car, au passage du point mort, on a pour to =0, x=— R et
y= p sin a, quantités de signes contraires. Le point directeur
du piston doit donc être en N' quand le point directeur du

tiroir est en N, et par suite les points directeurs des deux sys-
tèmes mobiles sont diamétralement opposés.

Dans la distribution normale, o n a p= r -t- / et psina=
Le rayon ON est donc égal au recouvrement.

Suivons le point directeur du piston pendant qu’il par-
court le cercle à partir du point N dans le sens de la flèche f

(fig. Hl). Pendant le même temps, le point directeur du
tiroir parcourt ce même cercle à partir du point Mr Menons
par le point M4 et par le point O des parallèles à la droite AP;

nous obtiendrons ainsi sur la circonférence les points M5, M4,

Ms, et en nous reportant aux explications du g 205, nous re-
connaî trons que les arcs M^L, M3M4, M4PM5, M5MA, représen-
tent respectivement l’admission, la détente, l’échappement et
la compression dans les espaces libres.

Pour faire varier la détente, on peut soit faire varier la
demi-course p du tiroir, soit l’angle d’avance a, soit enfin ces

deux éléments à la fois. La

a aug-

us

r.

A'i'x A n>. ° \
\T

solution adoptée par M.De-
prez consiste à faire varier
p et a de manière à conser-
ver une valeur constante

Fig. 112.

au produit p sin a = r.
Soit, par exemple, OA, la
nouvelle valeur de p. Du
point A, menons au cercle

tangente A,P,, puis par les points O et M, menons des

parallèles à A,Pt; nous obtiendrons les points M,, p.4, p.„, qui
9

une
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Pour faire varier la délente, il suffira de changer la direc-
tion de la tige RR', ce qui revient à relever ou à abaisser la
droite YY'. Le même artifice permet de changer le sens de la
marche, car il suffit pour cela de faire passer la droite YY' au-
dessus de la droite XX', de sorte qu'avec un seul excentrique

obtient la marche dans les deux sens , et dans des condi-
la distribution or-

u le volume de l'espace libre ;
K le travail moteur produit par la détente d’un mètre cube de vapeur pris à

la pression P et détendu jusqu’à la pression /? ;
m le rapport du volume occupé par la vapeur sous la pression p au volume

occupé par la même quantité de vapeur sous la pression P.
Par détente complète, on entend que la vapeur au moment de l’échappe-

ment est amenée à la pression p du condenseur.
On suppose de plus 1° que l'échappement commence à la fin de la course

du piston ; 2° que la loi de compression soit identique à la loi de détente,
c'est-à -dire que pendant cette période la vapeur passe de la pression
p du condenseur à la pression P de la chaudière, en subissant un travail
extérieur égal à K par mètre cube ; son volume varie en même temps dans le
rapport de m à 1.

Faisons le calcul des quantités de travail produites ou absorbées par la
vapeur pendant les diverses périodes d’une course complète, en ne considé-
rant qu’une face du piston.

Admission directe. Le travail de la vapeur est positif, et égal à 4- fl/P.
Détente. Par hypothèse, un mètre cube se détendant de la pression P à la

pression /?, dans les mêmes conditions que la vapeur du cylindre, pro-
duit un travail K.

Le volume qui se d étend est ici u 4- fl/, en tenant compte de l'espace
libre ; le travail produit est donc 4- ( u 4-fl /) K. A la fin de cette période, le
piston a atteint l’extrémité de sa course. Donc

( u -J- fl /) m= u 4- ûL.

on
tions de symétrie qui n'existent pas pour
dinaire avec les deux excentriques et la coulisse.

Au lieu d’assujettir le point R' à glisser sur une droite
térielleYY', M. Deprez remplace cette droite par un arc de
cercle de grand rayon, qui n’en diffère pas sensiblement dans
les limites de la course, et rattache simplement par une bride
le point R' à un centre pris dans une direction perpendicu-
laire à YY'. On pourrait aussi adopter la solulion décrite

ma-

I , § 281.
Enfin, cette distribution peut être encore améliorée beau-

coup, au moyen de divers procédés imaginés la plupart par
M. Deprez, et dont on trouvera la description dans les Études
de Ch. Combes sur la machine à vapeurl.

THéORèME DE M. DEPREZ 4.
Pour évaluer les travaux correspondant à la course rétrograde, nous sup-

poserons encore que le piston parcoure le cylindre dans le sens direct, ce
qui revient à évaluer le travail de la vapeur comme s’il était positif ; il suf-
fira d’en changer le signe pour avoir le travail cherché.

Admission anticipée. Le travail produit, changé de signe, sera égal à— flXP.
Compression. Le volume de vapeur contenu dans le cylindre et l’espace

libre au bout de l’admission anticipée est M -|-AX; à la fin de la com-
pression ce sera (u4-flX)m, et le travail correspondant de la vapeur sera— (w 4-fl).)K, en tenant compte du signe;

Échappement. Pendant l’échappement, la pression de la vapeur reste
égale à /?, et le travail produit s'obtiendra en multipliant cette pression par
le volume engendré par le piston pendant la période, ce qui donne

— p ( AL — [ ( u 4- û/ ) wi — u ] );
&

en effet fiL est le volume du cylindre quand l'échappement commence, et
le volume occupé par la vapeur quand l’échappement finit étant (« 4- fl>.)m,
, IV. — M ÉC. COLLIGNON.

212. Lorsque la détente est complète, et que la compression dans les
espaces libres ramène la vapeur contenue dans le cylindre a la pression de

la chaudière, le rendement de la machine n' est influencé ni par les espaces
libres ni par l'admission anticipée, quelle que soit la loi de détente, pourvu
qu'elle soit identique à la loi de compression.

Soit fl la surface du piston ;
L sa course ,
l la longueur qu'il décrit pendant l’admission dans la course directe;
x la longueur décrite par le piston dans sa course rétrograde pendant

)' admission anticipée;
P la pression de la vapeur dans, la chaudière.
p la pression dans le condenseur ;

1 Paris, Dunod.
2 Association française pour Vavancement des sciences.Congrès de Lille,1874.— Étude sur l'influence de la distribution sur le rendement économique des

machines à vapeur, par Marcel Deprez, ingénieur [ Revue universelle des mines,
1874).
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il reste [u-f-Ci\) m — u pour le volume ({ii’elle occupe dans le cylindre, en
retranchant l'espace libre u, qui reste en dehors.

Soit l’ le travail total produit par l'oscillation entière du piston ; on aura
T = n/ P -f- ii -f- al ) K — Q/P — [u HX) K — y;fnL — ( u -f- QX) vi -f- ?/]
= Q [ l — /)P -i- Q(Z — X ) K — p [QL -f - u — [u 4~ QX) m].
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Celte machine se compose de deux cylindres, À et B , que

nous supposerons égaux ; ils sont placés l’un a côté de l’autre,

et communiquent ensemble par deux tubes, C et D. L’un de
ylindres, A, est le cylindre chaud ; il est maintenu i v.:i:a uneces c

température T au moyen d’un foyer éta-
bli en E. L’autre, B, est le cylindre froid ;
il est maintenu à la température du
milieu ambiant. Les tubes C et D sont

GRemplaçons nL -f ?* par sa valeur ( u + al ) m ; il vient, en mettant n{l— x)
en facteur commun, F

A ilrT = n — x) (P -fK-|4
eremplis de toiles métalliques à travers

les vides desquelles l'air contenu dans
l’appareil peut passer d’un cylindre à
l’autre quand les pistons P et Q sont en
mouvement. Les tiges F et G des pistons
sont articulées par l’intermédiaire de bielles aux manivelles
rectangulaires OM, ON de l’arbre tournant O (fig. 114) , de telle
sorte que la manivelle OM, mise en mouvement par la bielle F
du piston chaud , soit en avant de la manivelle ON qui corres-
pond au piston froid . L’air passe alter-
nativement d’un cylindre dans l’autre —
quand on fait mouvoir les pistons ;
dans ce mouvement, l’air chaud con-
tenu dans le cylindre A abandonne , 7
en passant dans le cylindre B, l’excès
de sa chaleur aux toiles métalliques
des tuyaux G et D ; et l’air froid contenu dans le cylindre B,
quand il passe dans le cylindre A , s’échauffe en traversant les

- mêmes toiles. Les pistons Pet Q séparent d’ailleurs le volume
intérieur des cylindres et des tuyaux en deux régions entre
lesquelles il n’ v a aucune communication.

’ Proposons-nous de trouver l’expression du travail moteur
’ correspondant à un tour entier de l’arbre des manivelles. Ap-

pelons S la section commune des cylindres, L la moitié de la
course commune des deux pistons, ou la longueur des mani-
velles, l la longueur des conduits G et D réduite à la sec-
tion S, de sorte que Sl en représente le volume.

A un moment donné, soit a l’angle décrit par la manivelle

Or je dis que Q (Z — X) est le volume de vapeur fourni en réalité par la
chaudière à chaque coup de piston. Au premier abord il semble que ce vo-
lume soit égala n/, puisque tel est le volume décrit par le piston pendant
l’admission directe. Mais au commencement de l'admission anticipée le
cylindre possède, en vertu de la compression qui vient de finir, un volume
de vapeur égal à nx. Ce volume est d’abord refoulé dans la chaudière pen -
dant la marche rétrograde du piston ; puis il rentre aussitôt dans le cylin-
dre pendant que le piston décrit la longueur X dans le sens direct. La
quantité de vapeur nouvelle réellement fournie par la chaudière pour un
coup de piston est donc mesurée en volume par la différence a [ l — x).

Donc le travail produit, rapporté au mètre cube de vapeur pris dans la
chaudière, travail qu’on peut appeler le rendement de la machine, est me-
suré par la somme P -f-K — pm, quantité indépendante de X et de u. Les
conditions dans lesquelles on suppose que la machine travaille annulent
complètement l'influence de l’espace nuisible.

Dans la machine théorique, où l’on suppose qu’il n’y a ni espace libre, ni
admission anticipée, ni compression, m étant toujours le coefficient qui me-
sure le degré de détente, on a pour travail moteur correspondant à un coup
de piston

E W. 9
D

Fig. 115.

N->
. \I
. N

J

L'\

7M

Fig, 114.
al ( P + K — pm) ;

donc 1° le rapport de la puissance motrice de la machine réelle à celle de la

-, quantité indépendante des pressions P etZ —machine théorique est égal à

pf et de la loi de détente; 2° le rendement P 4- K — pm est le meme dans
les deux machines.

Z

MACHINE A AIR CHAUD.
213. Pour donner une idée des machines à air chaud ,nous

emprunterons à la Théoriemécanique de la chaleurdeCh . Gombes
la description sommaire de la machine Franchot, dont le mo -
dèle a été expose à Paris en 1855.
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chaude OM à partir de son point mort II. Les mouvements
des pistons P et Q sont sensiblement identiques aux
mentsdes projections m et n des boutons des manivelles sur le
diamètre HH'. Le volume d’air compris dans le cylindre A au-
dessus du piston P est donc égal au produit de la section S
par la distance du piston P à la face intérieure du couvercle
du cylindre, distance sensiblement égale à mil , ou à L( i — cosa) ,
ce qui donne SL (1 — cosa). Cet air est à la température T. Le
volume d’air compris dans le cylindre froid au môme moment
est égal à SL (1 — sina), et cet air est à la température T'.
Quant à l’air contenu dans le conduit C, il occupe un vo-
lume S/, mais sa température varie d'un point à l’autre du
tuyau entre les limites T au point a et z au point b.

La masse d’air située au-dessus des pistons occupe donc un
volume total

Vt = SL fl — cosa) + SL (1 — sina) + S/ = S[2L + l — L (sina 4- cosa)] .

Le volume V2 de la masse d’air située au-dessous s’expri-
merait de môme par la formule

Va = S [2L 4- l 4- L (sina 4- cosa)],
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appelant K le coefficient de la dilatation des gaz.

Le volume d’air froid SL (1 — sina), qui est sous la pres-
sion p et à la température T', ramené à la pression p0 sans
changement de température, devient

SL (1 — sina ) — •
1>°

L’air contenu dans les interstices des toiles métalliques
peut être partagé par des plans transversaux en tranches dont
la section Q est la somme des sections libres entre les fils, et
dont l’épaisseur d\ se mesure sur la ligne d’axe du tuyau.
Cet air est à la pression p commune à toute la niasse, et à une
température 0 comprise entre T et T'. Ramené à la pression p0
et à la température T', le volume Qd\devient

! + KT
•• 1 + KO ’

et si Ton appelle\ la longueur développée du tuyau, la
somme des volumes de l’air conlenu dans la conduite, réduits
partout à la pression p0 et à la température T', est égale à l’in-
tégrale

enmouve-

adx x — xpo

en sorte que le volume total Y1 -f - V2 soit constant et égal à
2S (2L -+- /).

Soit p0 la pression naturelle, commune à toute la masse
d’air au-dessus et au-dessous des pistons à l’origine du
mouvement , quand on n’a pas encore échauffé le cylindre A;

commune à la masse d’air

P dX
Jo * +

Celte intégrale ne pouvant être calculée qu’autant que 0 est
connu en fonction de X, on admettra que la température varie
le long de la conduite suivant une loi linéaire entre les
limites T et T', ce qui permet de poser

J> x mF= û x g x1+ KT'X

appelons de même p la pression
située au-dessus des pistons, et p' la pression commune a la

d’air située au-dessous, lorsque la manivelle chaude amasse
tourné de l’angle a. Pour déterminer les pressions p et p', ré-
duisons les volumes à la pression initiale p0 et à la tempéra-

r (T T')0=
On trouve alors

ture initiale z .
Le volume d’air chaud , SL(1 — cos a) , est sous la pres-

sion p et à la température z ; ramené à la pression p0 et à la
température z' , il devient

cl ).r+ KS°X i + Kr
1 4- K-''= n;., log-

ée qu’on peut écrire approximativement
K (T-T')
\ -f- KT'

1 + Kr'
4 + KT 'SL(4 — cosa) X X S/ XP*
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Donc enfin le travail T, accompli par Fair pour un angle a
décrit à partir du point mort par la manivelle chaude, est
donné par la formule

MACHINE

le volume total QX de l’air contenu dans le
558

en observant que
tuyau est égal par définition à S/, et que le produit K (T — T')
est généralement assez petit pour qu'on puisse prendre au
lieu du logarithme le premier terme du développement en

série de log £l H-
Le volume réduit de l’air contenu dans le tuyau C est donc

S (;? — j/ ) (silla — COSv)clx.
K (ï-T')

1 K- Pour le tour entier, on prendra la limite supérieure égale
à 2::.

Le produit ( p — p') (sina — cosa) est nul pour quatre valeurs
de a comprises entre 0 et 2TT ; savoir pour sina=cosa, ce qui

donne ^ — ^ ou -y; et pourp=p', ce qui a lieu aussi en deux

points de la circonférence. On reconnaît par là que la ma-
chine a quatre points morts dans chaque tour, et que son
allure serait peu régulière. La machine Franchot n’a d’ail-
leurs jamais été construite.

égal à
£ X 1 + Kr'x U x r̂rrrr >
V o 1+ KT'

s/ x£ X 1V (T T').
]>0

A l’origine du mouvement, Fair contenu au-dessus des pis-
tons occupait le volume S (2L -+- /) sous la pression p0 et à la

température T'; on a donc l’équation suivante pour déter-
miner p :

£[sL(i — cosa)

d’où l’on déduit

ou bien à

— sina) -f S/ X K (T T')]= S (5L + l ) r 5IOTEUU LENOIIÎ.1+ KT'
1 4- KT + SL (1

214. Le moteur Lenoir est une machine à gaz, dans laquelle
on emploie un mélange d’air et de gaz d’éclairage ; l 'expansion
se produit en mettant le feu à ce mélange au moyen d’une étin-
celle électrique. La machine n’ayant pas de chaudière occupe
très peu de place et convient particulièrement pour les petits
ateliers.

La figure 115 représente l’élévation latérale de la machine,
la figure 116 la coupe horizontale du cylindre, et la figure 117
la disposition du tiroir manœ uvré par la tige X.

C est le cylindre dans lequel se meut le piston P.
Les conduites RR' amènent vis-à-vis des lumières d’admis-

sion le gaz d’éclairage fourni par le tuyau T. Le tiroir destiné
à régler l’alimentation du cylindre est formé de deux plaques
entre lesquelles Fair extérieur peut librement circuler ; il est
traversé de petits conduits ff par lesquels le gaz peut passer,
lorsque le mouvement du tiroir l’amène en regard des ouver-
tures a. Une fente ménagée dans la plaque postérieure donne

( 2L -H) (1 + KQ
p=zj?oX j ^

_
|

_ cosaj ^
_
|

_ KT') -f- L (1 in «FÎT4- KT) 4- / lv (T T') (1+ KT)

déterminer la pression p' de l’airOn aurait de meme pour
au-dessous des pistons_ (2l, 4- / j ( l 4- Kr)

2> f ^oX L (1 4- cosa) (1 4- Kr') 4- L (1 4- sin a) (14- KT) 4- / K (r

Ces valeurs étant déterminées, il est facile d’en déduire le

travail moteur des pressions p et p'. En effet, ce travail est la

T') ('l 4- KT)

J pcn\+jp'dvs,, et comme la

i entraîne l’égalité
des deux intégralessomme
Yi -t- Vs est constante , ce qui

— dV4, cette somme est aussi égale à
somme /<" — p' ) d\\.dV,=

On a d’ailleurs, en différentiant la première équation po-
sée plus haut,

dY,= S (sina- COS a) </a.
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en même temps passage à l’air atmosphérique. Le mouvement
du tiroir est obtenu au moyen d’un excentrique calé sur
l’arbre de la machine.

Il résulte de cctle disposition que le pislon P, entraîné par
l’inertie du volant calé sur l’arbre tournant , aspire l’air et le

360 361LENOIR*

forme d’étincelle. Le courant passe dans la partie gauche
du cylindre quand on établit une communication métal-
lique entre les barrettes m et n ; il passe dans la partie

m! rl^
I®

i !
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Fig. 116.

droite quand la communication est établie entre les bar-
rettes n et m'. Pour obtenir alternativement l’étincelle dans
les deux fonds du cylindre, et la production de travail cor-
respondante à l’expansion
du mélange gazeux au mo-
ment où la combinaison
s’opère, il suffit donc d’at- 7x

tacher à la tige du piston un .
curseur métallique Mr qui
glisse le long de la barre ?? ,
en passant de la barre m a la barre m', puis, au retour, de la
barre m! à la barre m.

A'à.
i [ëT—

* '

c X
t o

O
lsL..Fig. 115.
M

Fig. 117.
gaz au moment où le tiroir débouche l’une des lumières
d’admission. 11 reste à mettre le feu au mélange. Pour
cela, on se sert d’une pile électrique et d’ un appareil à
induction de Ruhmkorff. Le fil électrique vient aboutir à
l’appareil S, formé de trois barrettes métalliques n, m,
isolées les unes des autres. De ces barrettes partent deux
groupes de fils qui traversent les fonds du cylindre, et
qui sont coupés à l’intérieur, de manière à laisser entre
leurs extrémités un intervalle que le courant franchira sous

• Le résultat de la combinaison de l’hydrogène et de l’oxygc::
, de Pair est de l’eau , qui s’échappe par des conduits spéciaux,

fermés et ouverts par un

eue

tiroir ordinaire. Un tuyau T' sert à
entourer d’eau froide tout le cylindre pour raffra îchir le mé-
tal, que 1 élévation de la température détériorerait rapide-
ment. Cette eau s’échauffant regagne les couches les plus éle-
vées du réservoir, et est remplacée par de l’eau plus froide.
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biles r et s, relies deux à deux par des traverses métalliques.
Quand le courant passe, le fer doux s’aimante, et les aimants pq ,
rs ont les pôles de noms contraires en regard l’ un de l’autre.

Les barreaux mobiles r et s sont attirés par les barreaux
fixes. Ce mouvement est transmis par la tige t à l'extrémité
d’ un balancier. Quand le courant est interrompu , cette
attraction cesse; à ce moment la machine est disposée de telle
sorte que le courant passe dans un autre électro-aimant, tout
semblable au premier, mais placé à l’autre extrémité du ba-
lancier ; d’où résulte pour cette pièce une traction en sens
inverse. Le mouvement oscillatoire du balancier est ensuite
transformé en mouvement circulaire continu par l’intermé-
diaire d’une bielle et d’une manivelle.

362 MOTEUR LENOIR .

Pour augmenter l’expansion des gaz, on ajoute au mélange
un peu de vapeur d’eau, fourni par un petit réservoir d’eau
chaude à proximité du cylindre.

En résumé, le moleur Lenoir est une application indus-
trielle de l’appareil connu en chimie sous le nom d’eudiomè-
tre. On emploie seulement le gaz d’éclairage à la place de
l’hydrogène pur, à cause de la facilité qu’on a à se le procurer.
Si au lieu de l’étincelle électrique on emploie pour mettre le
feu au mélange détonant un petit jet de gaz, allumé et
éteint alternativement par le jeu même de la machine, on
obtient le moteur Ilugon.

MACHINE ÉLECTRIQUE DE FROMENT. m

215. L’électricité est , comme la chaleur, une source de
travail, et rien n’empêche de l’employer comme puissance

motrice. Cette solution a été jus-
qu’ici peu usitée, parce que la
production de l’électricité était
plus dispendieuse que la produc-
tion du calorique ; on ne s’en
est longtemps servi que pour
opérer à grande distance un
mouvement exigeant peu de
force. C’est le principe du télé-
graphe électrique. On a aussi
essayé d’employer l’électricité
comme moteur d’ une machine
analogue à la machine à vapeur.
Nous donnerons pour exemple
la machine de Froment.

A et B (fig. 118) sont deux
électro-aimants, formés de deux bobinesrecouverles d’un fil
isolé cib, cdj dans lequel passe le courant électrique, et de
quatre barreaux de fer doux, deux fixes p et q, et deux mo-

T
©

© r
i •

fOLir v i x,

rl
Fig. 110.

La figure 119 montre une des dispositions qu’on peut pren-
dre pour que le courant fourni par la pile électrique passe
alternativement dans un électro-aimant et dans l’autre.Soient
A et B les bobines du premier électro-aimant, A' et B' celles du
second ; m le fil venant de la pile. Il se bifurque en un brin
suit le chemin nkrsBf , et l’autre le chemin WjAVs'B'/7 ; le
fil uv retourne à la pile ; dans les deux chemins le courant
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364 POUDRE A CANON.

La poudre française est à peu près composée en poids de
la manière suivante :

emprunte sur un certain parcours une glissière mobile LL', à
mouvement de va-et-\ ient. Lalaquelle la machine donne un

glissièreesten ivoire, matière isolante; maiselle est recouverte
sur la longueur ara;'d’une plaque métallique qui laisse passer le
courant. Les extrémités des fils f, f' et u glissent en la touchant
constamment. On voit que, quand celte pièce a la position
LL', le courant prendra le chemin mnAB/tw, tandis qu’il pren-
dra le chemin mnWfuv lorsqu’elle aura la position LJ/,.

On peut aussi employer pour changer le courant les com-
mutateurs circulaires, auxquels la machine donne un
vement continu autour de leurs axes.

Ce qui distingue ces machines, c’est la grande régularité
de leur allure ; aussi les emploie-t-on pour des travaux de

Salpêtre,

Soufre.
Charbon

75
12,5
12,5

100,0

100 grammes de poudre donnent par l’inflammalion envi-
ron 19 litres de gaz. La puissance motrice des différentes
poudres varie suivant la provenance et le mode de fabrication.

217. Le problème de la balistique intérieure est encore loin
d’ôlre complètement résolu. Nous nous bornerons ici à donner
un aperçu de la première solution qu’on en ait proposée ; elle
repose sur l’hypothèse de l’uniformité à un meme instant de
la densilé des gaz produits par la poudre dans toute l’étendue
de la pièce. Celte hypothèse n’est pas entièrement exacte,
comme nous le reconna îtrons plus loin ; mais elle donne une
première approximation dont on se contente généralement.

Appliquons au système matériel formé par le projectile, le
canon et la poudre, les théorèmes des quantités de mouvement
et des forces vives.

Soient m, M, p., les masses du projectile, du canon et de la
charge;

v , V, les vitesses du projectile et du canon à un instant
quelconque. Ces vitesses étant prises positivement, nous de-
vrons, dans la formule des quantités de mouvement, donner à
V le signe — , pour indiquer que la pièce recule pendant que
le boulet est chassé en avant.

La vitesse est variable d’un point à l’autre pour les molé-
cules gazeuses de la poudre ; les molécules voisines du boulet
ont la vitesse v ; les molécules voisines du fond de la pièce ont
la vitesse — V. Nous admettrons que la vitesse moyenne des
niolécules gazeuses de la charge soit la moyenne arithmétique
entre ces deux vitesses extrêmes, ce qui revient à attribuer à

v —\
2 ‘

Projetons les quantités de mouvement et les forcessur l’axe

mou-

précision.
On trouvera dans les additions au présent volume l’indica-

tion des nouvelles applications mécaniques de l’électricité.

DE LA POUDRE A CANON CONSIDÉRÉE COMME MOTEUR.

210. La poudre à canon est un mélange intime de salpêtre
(azotate de potasse), de soufre et de charbon ; enflammé, ce
mélange donne en abondance des produits gazeux, principa-
lement de l’acide carbonique et de l’azote, cl quelques pro-
duits solides, notamment des sels de potasse (sulfate, carbo-
nate, hyposulfite), du sulfure et du sulfocyanure de potassium,
enfin du carbonate d’ammoniaque. La température produite
dans ces réactions chimiques s’élève assez pour volatiliser
tous les composés solides ; la masse de gaz formée, ramenée
à la pression atmosphérique, occuperait environ un espace
2400 fois plus grand que le volume apparent de la poudre.
Si la déflagration s'effectue dans une chambre fermée par
une paroi mobile, cette paroi sera chassée par l’expansion
des gaz comme le piston d’ une machine à vapeur. On utilise
celle propriété pour lancer des projectiles et pour effectuer
des déblais dans les terrains très résistants.

l’ensemble de la charge une vitesse commune
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de la pièce, supposé horizontal ; la pesanteur ne donnera
rien, et nous pourrons aussi négliger la résistance de l’air au
mouvement du projectile et au recul du canon. Les forces
extérieures seront donc ou nulles ou négligeables, et nous
aurons l’équation approximative:

-MV + /,^=
De celle équation on tire cctle conséquence que le rapport

V„des vitesses est constant.
V

Nous compléterons notre première hypothèse en admettant
une distribution particulière des vi-

b tesses, à un instant donné, entre toutes
les tranches de la charge.

Soit AB la longueur occupée par la
afir il charge ; élevons en B une perpendi-

culaire Bb que nous prendrons égale
à la vitesse v du point B qui accom-
pagne le boulet ; en A , élevons en sens

contraire une perpendiculaire Aa que nous prendrons égale à
la vitesse de recul V, du point A qui accompagne le fond de
la pièce. Menons la droite ab , nous admettrons qu’en un
point M quelconque de la charge la vitesse soit égale à l’or-
donnée Mm de la droite ab. Il résulte de là que le point G

v
a une vitesse nulle, et comme le rapport ^ est constant , ce

point correspond à une tranche fixe de la charge. Nous lui
donnerons le nom de tranche immobile ; c’est l’origine fixe
à partir de laquelle il convient de compter les distances par-
courues par la pièce dans un sens et par le projectile dans
l’autre. Cette hypothèse nous permet d’évaluer à un inslant
donné la somme des forces vives des molécules de la poudre.

Soit CM= x U distance d’une tranche M à la tranche im-
mobile, La masse totale y. de la charge étant uniformément
répartie, la masse par unité de longueur est^, et la massede

3GG AU CANON ET AU PROJECTILE. 567

\)llXla tranche comprise entre les points M et M' est

vive de cette tranche est, en appelant u la vitesse propor-
tionnelle à Mm,

; la forceAB

udx , udx / Mtu \2

i fXr= Wx(icJ *

,j.d:c /CM
AB X (cg v )

-v = o.mv ou bien
y.v-x°dx

AU x CB2*

La somme des forces vives à l’instant considéré est donc
/ j.v-x-dx /J.V - x-dx,

AB X CR 2 AB X CB2

l’intégrale étant prise entre les limites x=— CA et x= 4- CB.
11 vient en définitive pour cette sommem

CB5 + CA3 _
CB + CA X

(HP"

lOn peut remplacer, dans le rapport qui multiplie
O

CB et CA respectivement par v et V, qui leur sont proportion-
nels ; il vient pour ce rapport

î, X (CB3 -f CA5) = ijrt^X3 AB X CB2 °
1,

Fig. 120.

vz _
i
_
\5

(« -f- V ) »* *

ce qui donne, en définitive, pour la somme des forces vives de
• la poudre

1 v3 -f- V3

5 ** ~

v+ ÿ m

La force vive du boulet, que nous supposerons simplement
animé d’ une translation suivant l’axe de la pièce, est mr2 ; cellede la pièce est MV 2.

Appliquons ces formules entre l’époque où le feu a été misà la poudre et celle où le boulet sort du canon. La sommedes forces vives acquises par le système sera sensiblementégale au double du travail produit par les gaz de la poudre ;or si l’on appelle p la pression des gaza un moment donné,



AU CANON ET AU PROJECTILE.
que la densité des gaz est uniforme à chaque instant dans
toute l’étendue occupée par la charge. Cette supposition est
nécessairement inexacte ; caries tranches successives que
l’on rencontre en rétrogradant à partir du boulet jusqu’à la
tranche immobile, ont des pressions croissantes, puisque
chacune pousse le boulet et les tranches qui la précèdent, et
la densité doit varier en même temps que la pression . Le
problème acquiert ainsi un plus grand degré de complication,
et n’a pu être résolu jusqu’ici qu’au moyen d’ une nouvelle
hypothèse sur la répartition des densités.

219. Lorsqu’on conna î t expérimentalement la vitesse v de
sortie du boulet, on peut en déduire par approximation la vi-
tesse V du recul, et la pression moyenne des gaz de la poudre
L’équation des quantités de mouvement donne d’abord Y
en fonction de v et des poids du boulet , de la pièce et de la

3G0VITESSES IMPRIM ÉES
308

, pour plus de simplicité,
9

_la section intérieure du canon, que
nous regarderons comme uniforme, et z la longueur occupée

dans la pièce par la charge à ce même instant, le travail de la

poudre jusqu’à cet instant sera égal à l’intégrale V

J*pClds ,

initiale delà charge et
prise entre les limites z= /, longueur

z= L, longueur du canon.
La densité initiale de la charge est égale à son poids, gg

visé par le volume Ql occupé par la poudre.
Lorsque la charge occupe la longueur æ, sa densité suppo-

sée uniforme est égale à la densité initiale multipliée par le

dh

1. 1 1
. Ou.

rapport inverse des longueurs, ou a-^ X-

On admet que la pression des gaz de la poudre varie propor-

tionnellement à une certaine puissance de la densité : nous

poserons donc

ou enfin à — .

1charge. Ensuite la demi-force vive du boulet, divisée

par la longueur L du canon donne l’effort moyen de la
poudre ; divisant enfin par la section droite du projectile,
on en déduit la pression moyenne des gaz par unité de sur-
face.

(£)'|) = KX

des nombres constants qu’on
. Substituant dans l’intégraleen désignant par K et par n

devra déterminer par expérience

du travail, il vient
Soit, par exemple, un projectile pesant 12 kilogrammes ; la

charge est le tiers du poids du projectile, et le poids de la
pièce est égal à 520 fois le même poids. Si la vitesse à la sor-
tie est de 400 mètres, la vitesse du recul sera de lm,45 au mo-
ment où le boulet sortira de la bouche à feu. La longueur in-
térieure du canon ,élant d’environ 2m,75, l’effort moyen est

12 x 4ÏÏÔ2

2,75 x 2g
visé par l’aire transversale du boulet, donnera la
moyenne des gaz. La pression maximum monte nécessaire-
ment beaucoup au-dessus de cette moyenne.

Le métal d’un canon doit être en état de résister aux énormes
pressions qui se développent à l’intérieur des pièces d’artille-
ie. 11 y résiste en réalité, non seulement par son élasticité,

mais encore par son inertie. Les fuites de gaz doivent être
IV . — MÉC. COLLIGNON

1
KQ££ F*!= -a» J, - 1

fLp°d3 — iL"— iln

des forces vives, on
travail à la demi-sommeet égalant ce

obtient l’équation égal à = environ 56 ,000 kilogrammes ; ce qui , di-
1K gVtt

2 + 0 / v+\

à l’équation des quantités de mouvement

-1IV +^(i>-V) =0,

— iin pression

viv

de déterminer v et V.
218. Les calculs précédents sontachève fondés sur l’hypothèse

21



CANON

évitées ; outre qu elles sont dangereuses pour
elles détériorent très promptement l’arme,en r ;
ouvertures par lesquelles elles commencent à se produire.

UK HARDING.570 571les servanls. la cloison a ; mais avant que l’onde excitée dans l’air ait par-couru la distance ba, le boulet s'est déjà déplacé, et la pres-sion des gaz de la poudre est beaucoup réduite sur la faceantérieure de la paroi b. La transmission du choc à la colonned’air atmosphérique qui presse sur l’ouverture D suffitdéfinitive
hors1.

11 semble paradoxal d’admettre que la pression des gaz pro-duise l’expulsion du boulet, quand elle est impuissante à pro-duire celle des bourres très-légères qui tiennent lieu delasse. Cela résulte précisément de la différence des densités.Le boulet, ayant un poids considérable, port avec une vitesserelativement modérée, en refoulant l’air dont la résistancen’absorbe qu’une faible fraction de sa force vive initiale. Lacloison b ayant, au contraire, une très-petite densité, la résis-tance de l’air emprisonné en A suffit pour diminuer la vitessequ'elle reçoit du choc jusqu’à rendre cette vitesse insensible.On s’explique de même les faits suivants, qui sont bienconnus :
1° Quand dans un canon de fusil

la poudre et la bourre, le fusil
la région
bourre.

2° Si l’on

agrandissant les

T
DE G. P. HARDING1. enCANON SANS RECUL

220. La figure 121 représente la coupe longitudinale d’un

canon ouvert aux deux bouts. Le côté X représente la culasse,
et le côté Y la bouche par laquelle le projectile doit sortir.

pour empêcher la projection de la bourre au dé-

çu -

- -,

ü O$0 ï) a uiçz ,

Fig. 121.

L’espace A, compris entre deux bourres légères a et b > est

plein d’air. La bourre a est maintenue latéralement par un

diaphragme c, que la figure c' montre de face. Un trou, pro-

jeté en D et 1)', est réservé à travers ce diaphragme.
La charge occupe l'espace BC ; en B est une

poudre-colon, en C le boulet.
La lumière par laquelle on

verte à l’arrière de l'espace B.
Quand on enflamme la poudre, les gaz produits instantané-

ment agissent d’une part sur le boulet, de l’autre, sur la

cloison b, à laquelle le choc des gaz imprime dans le premier

instant une vitesse rétrograde extrêmement grande, sans qu’il

y ait pour elle pendant cet instant aucun déplacement per-
ceptible (111, § 347). Mais la cloison esl en contact avec un

matelas élastique d’air compris enIre les cloisons a et b ; le

choc subi par le corps b sc transmet à la tranche élastique

infiniment voisine; celle-ci le transmet, sans déplacement ap-
préciable, à la tranche précédente, et ainsi de suite, jusqu’à

1 Voir le journal anglais Engineering, mardi 50, 18GG.

on a laissé de l’air entreest en danger d’éclater dansoccupée par l’air, sans qu’il y ail projection de lu
charge de

met le feu à la poudre est 011- remplace la culasse d’un canon par une bourrelégère, et qu’on fasse partir le coup, la bourre est projetéevers l’arrière à une petite distance, et le boulet est projetévers l’avant à une distance beaucoup plus grande. L’inlluencedes milieux est manifeste dans celte expérience; cor, dans levide, les déplacements simultanés imprimésen sens contrairesà la bourre et au boulet seraient en raison inverse de leursmasses respectives.> Sur une taille horizontalepoudre ordinaire, à laquelles’échappent à l’air libre

on place une charge demet le feu. Leson gaz produitssans exercer sur la labié de pression1 On peut comparer celte transmission du chocaux tranchesà celle qu'on observe dans une série de boules d’ivoire ioi
successives de l’airjointives (III, g 551-,1°)



REMARQUE GéNéRALE.372 CANON DE HARDING .

Lien énergique. Si, au contraire, on recouvre la charge d’une
feuille de papier, la résistance exercée par l’air sur cette
feuille au moment où l'explosion tend à la soulever pourra
être assez considérable pour que la table soit écrasée par le
coup.

Les résultats dépendent d’ailleurs des propriétés particu-
lières de la matière explosible employée ; ainsi les effets de la
nitroglycérine et ceux de la dynamite sont beaucoup plus
destructeurs que ceux de la poudre de mine ordinaire.

Dans bexpérience de Harding, l’emploi de la poudre-coton
est commandé de préférence à la poudre de guerre, parce
que la rapidité de la combustion est une des conditions du
succès. Ce canon n’a pas de recul ; car les bourres subissent
seules des pressions rétrogrades, qui sont transmises à l’air ,
et non aux parties solides du canon.

373
L’événement qui détermine l’explosion, à savoir la pres-sion sur la détente, est, en définitive, l’occasion, et non lacause unique de l’effet produit.

probable que, dans la plupart des phénomènes natu-
rels, notamment dans les phénomènes physiologiques , cequ’on regarde comme la cause d’un effet sensible est seule-ment l’occasion qui permet à la véritable cause d’agir. Le
monde moral fournirait aussi une foule d’exemples ana-logues.

Il est

REMARQUE G ÉNÉRALE.

221. L’explosion d’ une mine, d’une torpille, la décharge
d’une arme à feu, sont autant d’exemples d'un travail méca-
nique consid érable produit à un instant donné par une force
à peu près insignifiante : la pression du doigt sur la détente
de l’arme à feu ou sur la louche de l’cxploseur électrique. Il
n’y a aucun rapport nécessaire entre le travail produit par
l 'explosion et le travail dépensé par l’homme qui met le feu
aux poudres.

La charge d’une arme à feu représente une somme à'éner-
gies jwtenüelles qui attendent une occasion pour passer à
l’état de forces effectives et développer un travail moteur
( g 175). Cette occasion, c’est , dans l’exemple de l’arme à feu,
la chaleur développée par l’ inflammation de la poudre fulmi-
nante, chaleur due à un choc, qui lui-même est la consé-
quence du jeu d’un ressort élastique, auquel la pression du
doigt sur la détente laisse la liberté d’agir, mais qui a d û
être primitivement tendu par un travail particulier.
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EFFET DU DÉSEMBRAYAGE PARTIEL D
*
UN GROUPE DE CORPS

TOURNANTS (§ 20).

222. Un corps tournant, qu’on appellera le corps prin-
cipal , soumis à une force mouvante, communique le mou-
vement , au moyen d’engrenages ou de courroies, à deux
groupes de corps tournants soumis à des résistances données.
On supprime à un instant déterminé la liaison entre le corps
principal et l’un des deux groupes : on demande comment ce
désembrayage modifiera le mouvement du reste du système.

Soient t le moment d’inertie du corps principal par rapport
à l’axe de rotation ;

o) sa vitesse angulaire à un instant donné ;
FR le moment par rapport à l’axe de la force mouvante qui

agit sur ce corps tournant ;
Désignons de môme par

les raisons des divers corps tournants du premier groupe,
par rapport au groupe principal ; par

FiRi, FgRit • . . . F*R*
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D’UN GROUPE DE CORPS TOURNANTS.
devient positif après le désembrayage du second groupe ; en
d’autres termes, le mouvement s’accélère.

Quant au second groupe, son mouvement se prolonge en
vertu de l’inertie, sous l’action des résistances F' qui tendent
à réduire graduellement sa vitesse. Si l’on appelle Q>/ la
vitesse angulaire du premier corps tournant de ce second
groupe, les vitesses angulaires des autres corps seront

577EFFET DU DÉSEMBRAYAGE PARTIEL

les moments des forces qui agissent sur chacun d’eux, par
rapport à leurs axes respectifs ; par

i3 • •

les moments d’inertie de ces corps par rapport aux mômes
axes. Soient

570
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les données analogues pour les i corps tournants qui compo-
sent le second groupe.

Le mouvement de l’ensemble de tous ces corps sera déter-
miné par l’équation différentielle

FR + ü!

» et les produits de l’équation (1), se change-
ront respectivement en

i

*. / '2
F' R'1 m 1' m •. mI m -.t'±/ i

Y‘ov.do) quand on rapportera le mouvement au corps dont la vitesse
angulaire est au lieu de le rapporter au corps dont la
vitesse angulaire est <•>.

L’équation du mouvement sera par conséquent

F' R / ^ m

( i )
V1 vykdt r • 2 im "T 1 m' m1 +

équation dans laquelle les produits F1\X sont censés porter
leurs signes avec eux. Si l’on désembraye le second groupe,
l’équation se réduit à dti )\~df ~~

, FR + V* FwR,„)mCICJ 4— d l

dt
(2)

\ T >2
/ .. im/ m ou bieni

i
F' P»' /1 IHIX mA mdo>\

dt
iOr, supposons que le premier mouvement soit uniforme

Cela aura lieu si l’on a l’équation

EK + FMAH'W 4- V ^ .

Par hypothèse, les produits F'„R'WX'B sont fous
négatifs, puisque les forces appliquées aux deux groupes sont
résistantes. L’équation (5) donne donc pour FR -t-S/F^R^X*
une valeur positive, égale à —— , qui était nul quand tout le système était en mouvement,
(Irt

Z r**
;~

On voit que C
~ est négatif, et que le système désembrayé

perd graduellement sa vitesse sous l’action des résistances
auxquelles il reste soumis.

On reconnaî t par là l’influence du désembrayage d’une
partie des outils menés par un meme moteur ; les outils dé-
sembrayés se ralentissent et ne tardent pas à s’arrêter, pen-
dant que le système non désembrayé continue son mouvement

P)

et, par suite,
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rapport des vitesses angulaires de ce corps et du corps prin-
cipal. La demi-force vive des pièces de la seconde série
pourra se représenter de même par l’expression

CALCUL I)E L’ ÉTABLISSEMENT D’UN VOLANT 579
578

accélération qui peut èlre très sensible, et qui peutavec une
nuire au travail des outils et à la résistance des pièces. Pour

remédier à celte variation subite des vitesses, on a recours à

divers moyens, principalement aux régulateurs, qui intro-
duisent une résistance accessoire au moment où certaines
résistances cessent, et tendent à ramener la vitesse de la ma-
chine à une limite déterminée.

v!- mv - ,^ 2

en désignant par m la masse et v la vitesse d’un point maté-
riel quelconque appartenant aux pièces excentriques.

Si T est le travail total des forces mouvantes et résistantes,
depuis un certain instant pris pour origine jusqu’à l’instant
où les vitesses sont w et v, et C une constante qui représente
la demi-force vive à cet instant initial, on aura l’équation

La fonction T oscille entre deux limites fixes, l’une positive,
l’autre négative, et se réduit périodiquement à zéro : cette
condition est nécessaire pour que le mouvement soit périodi-
quement uniforme.

La machine est à liaisons complètes, et si l’on appelle a
l’angle décrit par l’arbre principal depuis la position arbi-
traire qu’il occupait à l’instant initial, on aura entre la vitesse
v de chaque point m et la vitesse angulaire <o de l’arbre prin-
cipal, un rapport qui dépendra de la position de la machine,
c’est-à-dire de l’angje a. Posons donc

v = otf ( x );

aurons autant d’équations (2) qu’il y a de points m dans
la machine. Substituant dans l’équation (1), il vient

= T + C.

On peut remarquer aussi que ^ est d’autant plus petit ,

après le désembrayage du second groupe, que le moment
d’inertie 1 du corps principal est plus considérable, de sorte

* les variations de la vitesse sont ralenties, sinon empêchées,
par la présence d’un volant calé sur l’arbre tournant qui
reçoit directement le mouvement de la machine motrice.
que

0) - mv* = T -f C.

CALCUL DE L ÉTABLISSEMENT D UN VOLANT DANS LE CAS GÉNÉRAL 4
(8 52 ).

225. Le problème du § 32, qui a pour objet l’établissement
d’un volant pour une machine à balancier, est un exemple
de la méthode à suivre pour le calcul du volant, lorsqu’ il y a
dans la machine des pièces excentriques, animées d’ un mou-
vement autre qu’ un mouvement de rotation continu. Nous
généraliserons ici cette méthode.

La machine dont il s’agit comprend deux séries de pièces,

les unes animées d’une rotation continue, les autres douées
de mouvements quelconques. On pourra représenter la demi-
force vive de l’ensemble des pièces de la première série par
l’expression

(2)

nous

(3)

dans laquelle w est la vitesse angulaire d’ un corps tournant
qu’on regarde commele corps principal , I le moment d’inertie
d’un corps tournant quelconque par rapport à son axe, et X le

Cherchons au moyen de cette équation le maximum et le
minimum de w. 11 vient, en différentiant et en divisant par dt,
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subir. Ce procédé peut être répété plusieurs fois, jusqu’à ce
qu’on ait obtenu une vérification satisfaisante de l’équation
proposée.

On obtiendra ainsi pour a au moins deux valeurs ap a2, qui
correspondent la première au minimum , la seconde au maxi •

mum de la vitesse angulaire u>. L’équation (o) fera conna î tre
ces valeurs limites, o/ et o", qui correspondent aux angles a,
et a2. Si l’on trouvait plus de deux valeurs' de a, on aurait à
associer le plus grand des maxima au plus petit des minima,
de manière à réaliser le plus grand écart possible entre les
vitesses angulaires.

Supposons qu’on ait trouvé les deux angles aL et a
quels correspondent les valeurs extrêmes tof et 0/ de la vitesse
angulaire. On appliquera le théorème des forces vives, c’est-
à-dire l’équation (5), entre les deux positions correspondantes,
et retranchant, il viendra

581
JaMais ~ = w, et l’équation précédente devient , en divisant

par o) ,

!?r[Z 1X2+Z Z = dà‘

Le maximum et le minimum de to correspondent à ^ = 0,

ou à l’équation

W

m f [ x ) /»=0,(5)

qu’on devra résoudre.
La solution rigoureuse consisterait à éliminer or entre les

équations (5) et (5), et à chercher les racines de l’équation
finale en a. Mais il est plus simple de recourir à une méthode
approximative , bien suffisante pour les besoins de la pra-
tique. On substituera à to dans l’équation (5) une valeur
moyenne Q, qu’on déduira du nombre de tours que fait l’arbre
principal pendant l’unité de temps ; on remplacera cette
équation (5) par l’équation suivante :

aux--v

\»"-> V - - </* V = To — T

T2 et T, étant les valeurs* de T correspondantes aux deux
angles a, et a2. On fera ensuite, comme on l’a vu déjà ,

1(0) O/*) I).2 1 »

(b bis)
ea" + — C2Q ,

„ , _ Û
W 0 ) — •.où Q2 est un facteur constant. O11 pourra alors procéder par

approximations successives. L’ensemble des pièces excen-
triques ayant généralement peu d’importance par rapport à
l’ensemble des arbres tournants, on cherchera d’abord les
racines de l’équation

On en déduit successivement , en multipliant, ajoutant et
retranchant,

2n2
w"2— = n

£= •; 1
(l a M"= n 1 î n ’

1chacune de ces racines sera substituée dans la somme
/*(a) f' ( a), et il en résultera une nouvelle équation

"'= û

et il vient, en substituant dans l’équation (G ) l’équation dé-
finitive :

0) Vi;,n
1
2 n_> ( 1 + 2n) 2 ^’

2 °a

= T .2 — Tqui fera connaî tre les corrections qu’on doit leur faire
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équation de laquelle on déduira le moment d’inertie du
volant qu’il convient d'ajouter à l'arbre principal.

382 583SUR LES R ÉGULATEURS,

rapport au point O est nulle. La force mg a pour moment par
rapport à ce point

et la force wnoV,
mg x [ x sin « -J- y cos a)

— mort' [ x cosa — y sin a),GÉNÉRALITÉS SUR LES RÉGULATEURS,

expression où il faut remplacer r par a a;sin a H- ycos a.
La somme de ces deux moments est donc

mg (a:sin a + 2/ cosa) — nia2 ( a + a?siri 5c + y cos «) (.rcos a — y sin a),

et celte somme, étendue a tous les points qui composent le
système, donne pour le moment total

224. Imaginons un système materiel contenu dans un
plan vertical assujetti à tourner uniformément autour d’
verticale fixe ; nous supposerons en outre que le système soit
mobile dans son plan autour d’un point donné. Cherchons la
position d’équilibre relatif d ’ un tel système, sous l’action de
la pesanteur et des forces centrifuges.

Soient /// la

une

verticale autour de laquelle s’effectue le
ment , avec une vitesse angulaire <•> ;

0 le point autour duquel le système
est assujetti à tourner dans son plan ;

A un point du système; on connaî t sa
m, et sa position par rapport aux

autres points.
Nous rapporterons les points A à

deux axes rectangulaires menés par le
point 0, savoir OX et OY ; ces axes font
corps avec le système matériel. On con-

na î t les coordonnées x= 015, y — BA, du point A de masse m
par rapport à ces axes. La distance AC du même point à l’axe
de rotation s’exprimera par la fonction

g sin v.^mx + g cos a^my —
’V mx-\- Cü 2

-ci cosa) V* mx + ( yçosa + ora sin a) ^my
4 ^

mouve- to2sin acosa

w -rtsina V my — w3(cos2a — sin2 a) V mxyY.
*— ûj2« C()SaZ'i

o’;. = (ysin « to

-A (X1 mx- — 3/ my2\ masse — or cos2a y mxy.morr 'r- - or sin 2«
L

mg
L’équilibre du système a lieu lorsque cette somme est

nulle.
Les axes OX, OY ont jusqu’ici é té. pris arbitrairement.* Nous

pouvons les choisir de manière à annuler la somme 'Lmxy. II
suffit pour cela de les diriger suivant les axes principaux de
Vellipse d' inertie du système plan qui a son centre au point 0.
On peut donc supposer I mxy=0. Les sommes 2mx1, 2my-
sont les moments d'inertie du système matériel par rapport

axes OY, OX ; nous les représenterons par H/?2, Mry2, en

Fig. 122.

a -\~ .rsina -f- y cosa ,

appelant a la distance 00' du point 0 à l’axe /7/, et a l’angleX0ZA de l’axe OX avec la verticale.
Le point A est sollicité par deux forces, savoir : la pesan-teur my, qui agit parallèlement à la verticale, et la force

trifuge mo)*r, suivant le prolongement de CA. Le système,pouvant que se déplacer dans son plan autour du point O,sera en équilibre si la somme des moments de ces forces par

aux
appelant p et q les rayons de giration du système par rap-
port aux axes, c’est-à-dire les quantités fournies par les équa-
tions

en

mx-,cen-
, ne w =^ n* y**

avec la relation M =2m.
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principaux de l’ellipse centrale d’inertie soient l’un vertical,
l’autre horizontal.

Proposons-nous de faire en sorte que le régulateur, sous une
vitesse angulaire donnée o>, soit sensiblement en équilibre
indifférent pour un léger déplacement angulaire du système
autour de sa position moyenne. Pour y parvenir, résolvons
l’équation d’équilibre par rapport à la quantité a> qui est une
constante. Il vient

( 385
mx= Mrlf

xt et y , étant les coordonnées du centre de gravité du sys-
tème. Substituant dans l’équation d’équilibre, il vient, en
supprimant, le facteur commun M,

i
w-« COSa) x1 -f ( ycoscc -f 6i*a sin «) ?/, — - w2sin 2a [ p- — q-) — 0 ,

qui lie ensemble l’angle a et la vitesse angulaire M.
225. Le régulateur de Watt , tel qu’on le considère dans

la théorie sommaire qui en a été don-
née g 59, rentre dans le cas général en
réduisant le système à un point unique,
et en plaçant le point O sur l’axe ZZ'.
On a alors « = 0, y , = 0, q=0 et
p = x1? et l’on retrouve l’équation

C] sin « = &rsin oc cos

identique à l ’équation obtenue § 50.
Si l’on voulait que le système fû t en équilibre indifférent

à toutes les vitesses, il suffirait de faire

Xi — o,

ce qui satisfait à l’équation quels que soient l’angle a et la
vitesse o). Il suffit donc pour cela que le système soit mobile
dans son plan autour de son centre de gravité, et que
ellipse centrale d'inertie se réduise à un cercle. Il en est ainsi,

par exemple, de tous les systèmes matériels formés de poids
égaux placés aux sommets d’un polygone régulier.

Si le point O est le centre de gravité, on a xx = 0, y1=0,
et l’équilibre est défini par l'équation sin 2a=0. Il faut alors

TTque l’on ait soit a = 0, soit a = c’est-à-dire que les axes

M

*"V

( <7sin « —
1

<7 ( x £ sin a -f y £ cos a) — - orsin 2a ( p1 — q-)
or a ~( 1)

Ct’ i COS a — î/ jSUl a

Le premier membre est constant, le second est variable en
fonction de a; mais l’équation sera sensiblement vérifiée avec
des valeurs légèrement variableŝ de a, si l ’on prend pour va-
leur moyenne de cet angle celle qui rend le second membre
maximum ou minimum
dérivée par rapport à a.

On obtientainsi pour la meilleure détermination de l’angle a
l’équation

Kk

B’©---. VU n c’est-à-dire celle qui annule sa
r* * i*ï * i »

Fig. 125.

( xy cos a — i j i sin a) p/ ( Xy cos a — y y sin a) — w- cos2a [ p- — q-) ]

— |<7 ( xi sin a y y cosa) — or sin 2a { p* — <y-)J ( — sin a — y y cosa) = 0

Elle se réduit à
î/i= 0, p = <b

g (*\+ y\) = — f ) (*i cos3a + y y sin3a).(2)
son

Cette équation fera connaî tre l’angle moyen a, de part et
d’autre duquel les petites variations d’inclinaison du système
plan n’altéreront pas sensiblement la condition d’équilibre,
pour une vitesse angulaire w donnée. Dans ces positions le
régulateur fonctionnera comme s’il était tautochrone.

Si l’on fait ÿ4 =0, q — 0, on trouve l’équation

cos3a = — 4- »
Oi-p- OJ' p

r
2

(3)

%IV. — M ÉC. COLLIGNON .
<4 l
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santés sont respectivement proportionnelles à BO, OA ; la
force normale à OB n’a pas de travail. L’équilibre aura donc
lieu entre la force BO et la force centrifuge mué r , laquelle
est aussi proportionnelle à OB pour une valeur donnée de la
vitesse w. L’équilibre établi pour une dislance OB le sera
donc aussi pour toule autre distance ; en d’autres termes,
l’équilibre sera indifférent pour une même valeur de co,
quelle que soit la position de B sur sa trajectoire OX. •

2*27. D’autres régulateurs sont de simples régulateurs à
boules, qui soulèvent un poids plus ou moins considérable
par le fait de récartement des bras. Imaginons qu’un poids
Q .soit lié aux bras AB, AB' (fig. 123), de telle sorte qu’il
parcoure le long de l’axe vertical AZ des espaces proportion-
nels au cosinus de l’angle d’écart ZAB = a. Pour un accrois-
sement da de cet angle, le travail de la pesanteur sera

G É N ÉRALITÉS

qui revient à celle du § 65, relative au régulateur à bras
croisés de M. Farcot.

En effet l’équation d’équilibre (1) se réduit alors, en y
faisant les memes simplifications, à

387386

— Por ms a= rin « (£(J si il a — or COS Cf.si il a pW ora — cosacosa

\ cos sc — pu*- .= Si11 a

Mais =pu2 cos2 a en vertu de l’équation (3), et par suite

l’équation (4) devient

or a = sill* X J)or (cos2 a — 1) = — SÎll5 a X por,Ù> )

d’où l’on déduit
sin3a = — Q X d [h cos«) = — Qh sin oui*~ »

P

î pour le poids Q, en appelant h une longueur constante, etrésultat identique à celui du § 65, en observant que ce qu’on
appelle a dans ce paragraphe est la valeur absolue de la
distance 00', laquelle doit cire comptée ici négativement pour
le régulateur à bras croisés, et que la quantité p n’est autre
chose que la longueur L.

226. On peut imaginer une foule de régulateurs dans les-
quels la force centrifuge soit équilibrée par une autre force.

Voici un exemple de régulateur où
cette force est fournie par un res-
sort, comme dans le régulateur de
Foucault. Une boule B est assujettie

l 1 à parcourir l’horizontale OX, mobile
autour de l’axe OA. Elle est attachée
par un fil élastique AB à un point
fixe A de l’axe. La tension AB du fil

est supposée proportionnelle à sa longueur. La force F exer-
cée par le fil peut être décomposée en deux forces, l’une
dans le sens BO, l’autre parallèle à OA ; ces deux compo-

— 2PLsin udx

pour les deux poids P ; L désigne la longueur AB des.tiges.
Le travail de la force centrifuge sur les deux boules est

p . ‘2P2 — w2 Lsinjtt/ fLsina) = — ü>â L2COS « siii*^cc.
9 9 %

s

L’équation d’équilibre est donc
2P— or L2 cos«sina = (Q/i -j- 2P/i) sina,
J

\ -
V tB

O
ou bien

0h1+ 2PLQ/1+ 2PL_ Fig. 124. cos « — — 92P— * a r «— W- L“
or L

\ 9

L’addition du poids Q modifie donc l’angle d’équilibre,

T
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sibles BAC , B'AC , passant en A sur des poulies infiniment

petites , de manière à conserver constantes les longueurs

BA -f - AC, B'A H- AC des fils , la liaison s’exprimerait par
l’équation

mais ne change pas la forme de l'équation qui détermine ^angle. L’augmentation du poids Q, toutes choses égales d’ail-leurs, entraîne l’augmentation du cosinus de l’anglediminution de cet angle.
Examinons encore le régulateur qui serait formé de deuxboules égales B, B', mobiles le long d’une horizontale BB', etliées par deux tiges articulées à une troisième boule C, mobile

le long de l’axe de rotation.
Le poids des boules B, B' ne
figurera pas dans l’équation
d’équilibre, puisque le travail
de la pesanteur est, nul. Si
Ton appelle P les poids des
boules B, B', et Q le poids de
la boule C, la force Q, dirigéeverticalement suivant AC, doit faire équilibre aux deuxp

forces - o)2 X AB, appliquées en B et B' dans letJ
luge. Si l’on appelle a; et y les deux longueurs AB, AC, et L
la longueur CB,

cet

a, et la

x y = constante,

i donne dx -+- dxj = 0, et l’équilibre serait défini par
qui
l’équation

Tl' Vl( ri*x _ 0.1.x — ‘21* w*’y i

la valeur trouvéec’est-à-dire qu’il faudrait attribuer à x
pour y dans le cas précédent.

228. La théorie des régulateurs a donné lieu à un grand
citerons seule-

Fig. 123. ‘

nombre de travaux , parmi lesquels nous
ment :

ROLLAND, Journal de V École polytechnique, 1870 ;

LéAUTé, sur un procédé permettant d’obtenir d’un régu-
lateur à boules quelconque le degré d’isochronisme qu’on
veut , et de maintenir ce degré d’isochronisme pour toutes
les vitesses de régime (Comptes rendus de ï Académie des
Sciences , 25 août et 1er septembre 1879). — Sur un perfec-

tionnement applicable à tous les régulateurs à boules ( Jour-
nal de V École polytechnique, XLYII8 cahier, 1880).

On peut trouver un résumé des divers travaux sur les
régulateurs dansVAppendice ajouté par 'M. Léauté à l’ouvrage
de AV. Cauthorne Unwin, intitulé : Éléments de construction
des machines (traduit de l’anglais par G. A. Bocquet ; Paris,
1882, Gauthier-Villars, Appendice, g III, p. 424).

sens centri-

donc pour l’équilibreon aura

Q(hj -f- 2 -
9

y- -f- x-=L-.
On en déduit ydy -f- xdx= 0, et par suite la conditiond’équilibre est simplement

w- xdx = 0,

avec la relation

Q-S =

°U équation qui définit la position d’équilibre;
R ÉGULATEUR A AILETTES.peut remarquer que la valeur de y est indépendante de lalongueur L.

Si ,

on

229. Le régulateur à ailettes est un appareil au moyen
duquel la résistance de l’air est utilisée pour produire

au lieu de rattacher les poids B, C, B
rigides BC , B'C ,

par des tiges
on les rattachait par des fils inexten- un
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travail négatif qui empêche la vitesse d’ une machine de
croître au delà de toute limite.

Les ailettes sont des portions de plan montées au bout des
bras d’un croisillon , mobile autour d’un axe fixe. Dans cer-
tains appareils, les plans des ailes sont mobiles autour des
bras qui les supportent , et peuvent prendre successivement
toutes les positions entre le plan normal au plan du croi-
sillon , et le plan du croisillon lui-même ; dans le premier
cas, l’ailette est choquée normalement par les filets fluides
qu’elle rencontre : la résistance est maximum ; dans le second
elle se présente par la tranche, et passe dans l’air sans subir
de résistance appréciable. Les positions intermédiaires cor-'
respondent à une réduction de la surface qui subit l’effort
normal de l’air. Un polit régulateur à boules, monté sur l’axe
du régulateur à ailettes, commande , à la fois les plans des
ailes, et les oriente par rapport au plan du croisillon d’après
l’écartement des boules, c’est-à-dire d’après la vitesse angu-
laire de l’appareil. On voit que ce perfectionnement a pour
effet de faire croî tre la surface choquée en meme temps que
la vitesse angulaire, ce qui contribue à augmenter plus rapi-
dement la résistance, et à restreindre les variations de la
vitesse entre des limites plus étroites.

Occupons-nous seulement du régulateur à ailettes ordi-
naires, où le croisillon porte 4 ailettes égales montées au bout
de 4 bras égaux, normalement à son plan moyen.

Soient A la surface d’une ailette ;
a la distance de son centre à l’axe du croisillon, ou plutô t

la distance au même axe du point de passage de la résultante
des actions du fluide ; ce point est voisin du centre de gravité
de l’ailette , si le bras est suffisamment long.

Isous supposerons, pour fixer les idées, que le croisillon
soit soumis à l’action de forces extérieures constantes, et nous
représenterons par M le moment de ces forces par rapport à
Y axe ; nous supposerons M constant et positif, et nous allons
montrer que l’emploi du régulateur conduit à une vitesse
angulaire constante, quelque grand que soit le moment M.
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La résistance de l’air sur une ailette, lorsque la vitesse

angulaire est o>, s’exprime par le produit K — A a1 en ap-
i/

pelant Et le poids du mètre cube d’air et K un coefficient con-
stant. Le moment de cette résistance par rapport à l’axe est

K - AarV; et si on appelle I le moment d’inertie du croisillon

par rapport à l’axe, on aura pour équation du mouvement,
en tenant compte du nombre des ailes,

d oJ 4Kn Art” or.I -77 =OÏ —dt g

On en déduit
i do>— A«5

I <!dl= doi =4KlI M
CO"AflVM — — Art*9

' 9

ILe coefficient représente un nombre. En effet ,
4 I( n A a*

f g
. P1 est le produit - x çr de la masse totale - du croisillon par

fit Q
le carré du rayon de giration p ; 4K TT Aa représente un cer-
tain poids Q; de sorte qu’on a

P

Z. PI 9
4Kn - XQA«*9 9

et l’on obtient un nombre, rapport de deux quantités de
même nature. Soit b ce rapport .t . M est le carré d’une4 K n Aa"’

9
vitesse angulaire En effet , M est le produit d’une force
homogène à 4 KllAcr, et d’une longueur!. La fraction repré-

1r
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PETITES OSCILLATIONS D’UN CORPS FLOTTANT. 393

sente donc une quantité homogène à ou à Or l’accélé-a
ration g est le quotient d’une longueur par le carré d’un
temps ; - est donc homogène à 4,et t
w*

1 d’une certaine vitesse angulaire.
Posons donc

a*
PETITES OSCILLATIONS D L'N CORPS FLOTTANT (§ 119).

c’est - à -dire au carré 250. Nous supposerons qu’un corps, symétrique par rap-
port à un plan vertical, flotte à la surface d’une eau tran-
quille, et qu’on l’ait déplacé, à partir de sa position d’équi-
libre, parallèlement à son plan de symétrie. Les déplacements
initiaux sont très petits; nous avons à déterminer ce qu’ils
deviennent dans la suite du mouvement, s’ils sont limi-
t és, ou bien s’ils peuvent croître indéfiniment ; l’équilibre
est stable dans le premier cas, instable dans lc #second.

Nous admettrons que
le plan vertical moyen pa-
rallèlement auquel s’o- M

père le mouvement est le
plan du papier.Soient G le *

centre de gravité du corps
flottant,

O le centre de carène
de la partie ALB , qui plonge seule dans l’état d’équilibre,

AB la ligne de flottaison correspondante,
F le centre de gravité de la section AB,
CD la nouvelle ligne de flottaison.
Le nouvel état d ’immersion du corps sera défini par deux

coordonnées, comme on l’a vu au § 119, savoir : la distance
FII= Ç du centre de gravité de la section AB au plan d’eau
MN, et l’angle 0=mGE , inclinaison prise par la ligne GO,
qui est verticale dans l’état d’équilibre, par rapport à la

' verticale G m.
Nous désignerons par Y le volume immergé ALB, par O la

section AB, par a la distance GO du centre de gravité au
centre de carène, comptée positivement si O est au-dessus
de G, négativement s’il est au-dessous ; par / la distance GE
du centre de gravité à l’ancienne flottaison , par 2- la distance
Gm du même point à la nouvelle, ou à la ligne d’eau MN, et

î
i

,

^ •iKnAqSj ~ 1‘

et
*

/'

vL’équation à intégrer deviendra /
c/ m E i) -

c' D'
bdo) I b ( — — i— — — ^ >\ ti> , T Oi Wi — OiJ

' ' 0dt = B* ! /
w'i — wâ 2 î /

G
Lon en déduit

Fig. 126.

[Cwi + û») l fai H + c= s- 011 - }- w1

Soit w = Ü pour t = 0. La constante sera nulle, et
en résolvant par rapport à w,

-+ c.wwi —
on aura ,

e b — 1
fo~ 0J1 X 2W|Î

e -L.1

Lorsque l augmente indéfiniment, w augmente et tend vers
la vitesse finie oq, qui correspond à t infini. La vitesse o) del’appareil est donc toujours inférieure à w,.

On voit que la limite w, est égale à
tv % qu’on

peut la rendre aussi petite qu’on voudra en prenant suffisam-ment grands les facteurs A et a? qui entrent au dénominateur.

et4 KllAcr ’
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enfin par p la distance EF du centre de gravité de la section
AB au pied E de la perpendiculaire GO.

Les forces qui agissent sur le système sont le poids du
corps et la poussée du liquide.

Le poids du corps sera représenté par le produit Mjf de sa
masse par l’accélération g due à la pesanteur.

La poussée est le produit du poids spécifique II du liquide
par le volume immergé CLD. Or ce.volume se déduit de l’an-
cien volume immergé ALB, en y ajoutant le volume du coin
BFD', en en retranchant le volume du coin opposé AFC', en
y ajoutant enfin le volume de la tranche CDD'C', le plan CD'

étant mené par le point F parallèlement au plan CD de la
nouvelle flottaison. Le point F étant le centre de gravité
de la section AB, les volumes des deux coins opposés par
Barète projetée en F sont sensiblement égaux (II, § 216), et
ils se détruisent dans la somme; de sorte que le volume CLI)

est égal approximativement au volume Y de l’ancienne carène,
augmenté de la trancheCDC'D, c’est-à-dire à la somme Y -hù'l .
La poussée est donc 11 ( V -bQÇ).

On a d’ailleurs Mgr =IlV, puisqu’il y a équilibre lorsque la
carène AFB est seule immergée.

Cela posé, appliquons le théorème du mouvement du centre
de gravité, et projetons le mouvement de ce point G sur la
verticale. Nous aurons

JI È

594 D’ UN CORPS FLOTTANT.

siblc, remplacer cosO par l’imité et sinO par l’arc 0; on a
alors la formule simplifiée

595

- = l — j)d -j- ç.
On en déduitT _ _ __ dr_0 , (1-K

dt* ~~ V dl‘+ dl* 9
d-z

de sorte que la première équation du mouvement est

„d*ï „dH

ou bien
tPç d-o
d f i - P d F

un (iQ
O) il ’=

Nous joindrons à cette équation celle "de la rotation du
corpsautour d’ une horizontale menée par le centre de gravité
G, perpendiculairement au plan de la figure ; cet axe conserve
son parallélisme dans toute la durée du mouvement, et l’on
peut opérer comme si le point G restait fixe (III, § 311.) Nous
aurons à déterminer la somme des moments des poussées ;
quant au poids Mgr, son moment est nul, puisque l’axe con-
tient le centre de gravité G.

Le moment de la poussée sur la carène ALB est égal au
poids nV du liquide déplacé, multiplié par la distance au point
G de la verticale du point O : ce qui donne ïlYxGO sinO, ou
nYaO, en confondant encore le sinus avec l’arc.

Les poussées sur la tranche CDC'D' se composent en une
force unique, verticale et appliquée suivant FH; le moment
est donc égal au produit Rxü’Ç XmII, ou à
p

na$ (Jsin ô -f /> cos 6) = mi$o -j- no

Le premier terme du résultat , renfermant le produit £ 0 de
deux variables infiniment petites, est infiniment petit du
second ordre et peut être négligé. On ne conservera donc que
le second terme II Q _p Ç.

4

=% — ii (V -j- n?)= — un?.dta

La coordonnées s’exprime en fonction des variables 'Ç et 0.
En effet , projetons sur la verticale le contour GEFII, qui a
pour projection Gm= z . Il viendra

G /n=z GE cos 0 — EFsin 0 -f Fil? i .
ou bien

î = l cos0 — p sin 0 -}- ç.

Comme on suppose 0 très petit, on peut,, sans erreur sen-

1
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moments des aires élémentaires par rapport à la droite pro-
jetée en F, qui contient le centre de gravité de la section. La
seconde somme Z x~ d\ est le moment d’ inertie I de la section
AB par rapport à la droite F. Le moment des poussées sur
les deux coins est donc égal simplement au produit

PETITES OSCILLATIONS

Tour évaluer les moments des poussées exercées sur les
coins BFD', AFC', nous les décomposerons en prismes droits,
que Ton peut prendre indifféremment verticaux ou normaux
à l’ancienne flottaison AB. C’est la seconde décomposition que
nous appliquerons ici. Soit cl\ la section infiniment petite
d’ un de ces prismes ns, normaux à AB. La hauteur ns de ce
prisme s’obtiendra approximativement en multipliant la dis-
tance nF à l’horizontale projetée en F par l’angle 0 des deux
plans FB, Fl)'. Appelons x celte distance, en donnant à x le
signe *4- s’il s’agit des éléments situés au-dessous de F, et le _
signe — s’il s’agit des éléments situés au-dessus.JDe cette ma-
nière, les deux coins BFD', AFC' seront compris dans une
seule et meme formule.

Or le volume du prisme est d\xx 0 ; la poussée corres-
pondante est Iï dXxxO ; et le moment de celte poussée par
rapport à l’horizontale projetée en b sera le produit de
îldXX^ O par la distance du centre de gravité de ns à la
verticale du point G, c’est-à-dire au point m. Ce bras de levier
est donc égal à la somme

390

HT 4

me.

La somme des moments des poussées par rapport à la
droite projetée en G est, en définitive,

ü\aO -j- nn + n10,

et il faut observer que les poussées tendent à relever le corps
flottant, c’est-à-dire à réduire l’angle 0. L’axe projeté en G est
un axe principal d’inertie du4 corps, à cause de la symétrie
admise par rapport à son plan moyen. Appelons K le rayon
de giration correspondant à cet axe. On pourra poser l’ôqua-
tiondes moments

cm+ EH cos 6 = 10 4- P 4" x . MK2 — = — nv«o — nQpç — nio,

Le produit est
ou bien

Ucü x xio~ 4- nd).x xo [ p 4- x)- ' ni f^ MK* 1 ;cm <ja im
K* MK*dpLe premier terme est infiniment petit par rapport aux suivants,

et le moment élémentaire se réduit par conséquent à la
somme M y

ou encore, en remplaçant - par - , et I par Üc\ c étant le
d

rayon de giration de la section AB par rapport à la droite
projetée en F,

nd ).x pxQ 4- n<ü x o.

Pour avoir le moment total des poussées des deux coins, il
suffit dé faire la somme de ces deux termes, étendue à tous
les éléments d\de la section AB ; ce qui donne

nx^y^4- nxo^î2 d )..

cm 9&P yw ~-JL {ay+as)B(2) Y K* v

251. Ces équations (1) et (2) définissent les variations si-
multanées des quantités Ç et 0. On commencera par remplacerLa somme S x dk est nulle, car elle représente la somme des

1
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(7Fdans !’é(Iuation (1) par sa valeur tirée de (2). Alors les
équations prennent la forme suivante :

390D’UN CORPS FLOTTANT.

Pour que l’analyse que nous venons de présenter soit
admissible, il faut et il suffit que A H- s'C et À -h s"C soient
tous deux positifs. S’il en est ainsi, les intégrales générales
qui donnent u et v en fonction de t renferment le temps sous
les signes sinus et cosinus, par suite u el r ne peuvent croî tre
indéfiniment ; il en est de meme des variables ô et Ç, qui
s’expriment linéairement en fonction de u et de v . Les oscilla-
tions sont donc limitées, et la position d’équilibre est stable.

Si, au contraire, l’un des coefficients A-f-s'C, A -+-S"C, OU

tous les deux, sont négatifs, la solution renfermé des exponen-
tielles qui peuvent croî tre de plus en plus avec le temps, et
alors Ç et 0 n’ont pas de limite. L’équilibre est instable, et les
équations obtenues ne sont pas celles du mouvement , puis-
qu’elles supposent Ç et 0 très petits.

Le cas de /? = 0 doit être examiné à part. Dans ce cas,
l’équation (1) ne renferme plus -0, et l’équation (2) ne contient
plus Ç. Les deux équations s’intégrent donc séparément. L’é-
quation (1) montre que Ç est toujours limité. Quant à 0, il
est limité si le facteur a Y + Qc* est positif, ce qui entra î ne
comme conséquence, ou bien a positif, c’est-à-dire le centre
de carène O au-dessus du point G, ou bien a négatif et moindre

Qc2

en valeur absolue que C’est la condition que nous avons
déduile (g 119) de l’équation des forces vives. Si Ç0 et 0o sont
les valeurs initiales de Ç et 0, et que les vitesses initiales
soient nulles, les équations du mouvement seront , dans
l’hypothèse de p — 0,

æo

d*C
4- Aç + y HO — 0,

<1*0jJ + CÇ + M-0,

en posant _ %( /?-+ K3)
VK* ’

n __ f/ (Oc~ -f aV)
VK*

vio2

On peut les intégrer par la méthode de d’Alembert.
Multiplions la seconde équation par une indéterminée $,

et ajoutons-la à la première. 11 viendra

~-dF- 0
' + B ( P + «)0 + (A + «C)g=0.

On peut disposer de l’arbitraire s de telle sorte que l’en-
semble des deux derniers termes devienne une fonction de la
variable unique Ç -t- s 6. Il suffit, en effet, de poser

B ( p 4- s) = s(A + sG),
ou bien

C*a + (A — B) $ — B/> = 0,

équation du second degré qui donnera en général pour s deux
valeurs distinctes. Si OII les appelle s' et s" , et qu’on pose
Ç-j-s'0=w et Ç -4-s" 0 = v, on aura à intégrer les deux équa-tions linéaires du second ordre

s/'fç = çu c o s l

o0cosf y/g («V 4- Oc-}6 = Ylv-

du* Si p n’est pas nul, il est positif, car il mesure la distance
absolue des deux points F et E, prise sans avoir égard au sens
dans lequel cette distance serait comptée. Donc les coefficients
A et C sont tous deux positifs. Si Best aussi positif, l’équation

+ (A -f s'C ) u= 0

et
d-v
3F + (A + «"c) » = .

1
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en s a ses deux racines réelles, inégales, el de signes con-traires ; de plus, les deux coefficients A+s'G et A-hs'C sontpositifs ; en effet , l’ un, A -f- C$', est positif parce que s est po-sitif ainsi que A et C. four l’autre, qui correspond à la racinenégative s" , observons que celle racine n’est pas compriseentre les limites 0 et — p. Car si l’on substitue 0 el — p à sdans le trinôme

tical dans l’état d’équilibre. On communique à ce corps un
déplacement infiniment petit parallèlement au plan de sy-
métrie, et sous la condition de
ne pas changer le volume im-
mergé. Dans ces conditions la — A

résultante R des poussées du
lluide, qui était appliquée au
centre de carène O de la par-
tie AB primitivement immergée,
se transporte sans changer de
valeur en un autre point 0',
centre de carène de la nouvelle partie immergée AB'. Elle

haut suivant la droite O'C devenue ver-

\r

0/
\ /

j O*2 + (A — B)s — Bp ,
il prend les valeurs — bp pour s=0, et pour s=

(C;>- A)^®=
— P

Fig? 127.VffP

agit de bas en
ticale, tandis que le poids du corps P est toujours appli-
qué en son centre de gravité G. Si donc la nouvelle ver-
ticale O'R coupe l’ancienne OG en un point C situé au-dessus
du point G, les deux forces égales. P et R tendent à faire
revenir le corps dans sa position primitive, et l’équilibre
est stable. Le point C a reçu de Bouguer le nom de Méta-
ccntre , et l’on peut dire, en employant ce mot, que la sta-
bilité de l’équilibre d’un corps flottant.est assurée si le méta-
centre est plus haut que le centre de gravité. Cette théorie

comment la stabilité résulte du déplacement du
dessous du centre de

de sorte que le trinôme ne change pas de signe entre s=0et s= — p; la racine négative s" est donc en dehors delimites. Il en résulte que le produit B (/?+$") a le signe de sComme ce produit est égal à s"(A -F- $"C), il en résulte queA -t-s"C est positif.
Donc les variables auxiliaires u et v sont exprimables aussipar des fonctions qui renferment le temps sous les signessinus et cosinus , et il en est de meme des variables défini-tives 0 et ’C , dès que B est positif , ou d ès que a est supérieurQc-

ces

montreV
centre de carène quand ce point est
gravité G. Mais elle est incomplète, en ce qu’elle suppose un
déplacement particulier du corps, et qu’elle permettrait de
douter de la stabilité relativement à des déplacements autres

celui-là. Le résultat est du reste plus général que la dé-

au-On peut remarquer que, si Ton prend sur AB, à partir deF, deux distances FI, FK, Punc égale à s' dans le sens FB,Fautrc égale à — s" dans le sens FA, les deux points I et Kauront en projection verticale des mouvements pendulaires.Car ces mouvements verticaux sont précisément définis, pourde petites valeurs de l’angle 0, par les valeurs des variablesu et v en fonction du temps.

que
monstration qui sert à l’établir. Si l’on cherche la distance OC
pour un déplacement infiniment petit , on la trouve en effet

-, 1 étant le moment d’inertie de la section de flottai-égale à ^son par rapport à la droite menée dans son plan par
centre de gravité perpendiculairement au plan moyen, et V

sonDÉFINITION DU >IÉTA CENTRE (§ H9).

I253. On suppose qu’un corps flottant, en équilibresurface d’ un liquide en le volume immergé. La condition revient donc à OG < ^ 011 aà la
ver-repos, ait un plgn de symétrie

20IV. — JI ÉC. COLLIG.NON.
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I

Le produit le étant l’aire Q, on a p2 — ^ctpar conséquentc’est-à-dire à la condition générale que fait con-« < ÿ
naî tre l’emploi du théorème des forces vives.

r y

a<m

CONDITIONS DE STABILITÉ ü’ uN PARALLÉLÉPIPÈDE

RECTANGLE FLOTTANT.
h H viendra, pour déterminer la

2Remplaçons ci par

profondeur d’immersion h, l’inégalit^
6*234. Soit ABCD la coupe transversale du parallélépipède ;

faisons AP> = c, })C=b. Supposons que l’équilibre soit é ta-
bli lorsque le corps est enfoncé dans
l’eau de la quantité FC= ED=li.

Le centre de gravité est au point G,
et le centre de carène au point 0. La
distance GO est égale à — 9— * Si on la
désigne par a, la stabilité exige qu’on
ait I > a V, I étant le moment d’iner-

tie de la section de flottaison EF par rapport à une droite
menée dans son plan par son centre de gravité, et Y le vo-
lume immergé EDGF.

1 est égal à l’aire Q delà section EF, multipliée par le carré
p- du rayon de giration de cette aire.

V est le produit de Faire Q par la profondeur d’immersion
h. La condition se réduit donc à vérifier l’inégalité

h { b — h) < — .

Le maximum de h ( b — h) a lieu par h= b — h , et est égal a

Si donc bT4 • 4
à toute profondeur d’immersion.

fc2 C'
Si, au contraire, ~ est plusgrand que jr, il faut que le tri-

nôme

c2 / 2-, ou s x b<c S J l
TJ

p, la stabilité est assurée!

S
/

9* {Fr'A—' lo
r>

Fig. 128.
b h _ ]£

_ __
( >

reste toujours négatif, quel que soit h pris entre 0 et b, ou, ce
qui revient au môme, que

soit toujours positif. Or on a, ou bien-•‘{-(‘-iHï-sa < — 7 »
Q./(

c’est-à-dire -<{•

de sorte qu’il faut qu’on ait , ou bien

, /1? 7*Le moment d’inertie I d’un rectangle de largeur c et
de longueur l est , par rapport à la médiane parallèle à la

1 c ~= I C X 7-7.
ou bien/c3

longueur, — , . b . . / b- c* .,<:> 2 + V 412 *

*



LIQU ÉFACTION DES GAZ.
la stabilité est assurée pour les petites valeurs de h et pour les
grandes, et n’a pas lieu pour les valeurs moyennes.

Le rapport ~ est égal au rapport inverse j-j- des poids spéci-

AVIATION ET DIRECTION DES AÉ ROSTATS.

cette portion liquide à l’état solide. De là une méthode pra-

tique pour produire des froids très intenses, méthode appli-
quée aujourd’hui en grand dans l’industrie.

La liquéfaction de l’oxygène, del hydrogène et de 1 azote a
été longtemps regardée comme impossible ; on avait soumis
ces gaz à d’énormes pressions sans obtenir de résultat appa-
rent; cela tient sans doute à ce que, aux températures ordi-
naires, le gaz comprimé est ramené par la pression a cet état
intermédiaire qu’on nomme gazo-liquicle ,dans lequel la vapeur
et le liquide qui la produit ont des densité^égales, et ne se
séparent pas l’un de l’autre. C’est en abaissant la température
au-dessous du degré qui correspond à ce point critique, que
M. Cailletet à Paris, et M. Raoul Pictet à Genève, sont par-
venus à liquéfier successivement l’oxygène, l’azote et enfin
l’hydrogène.L’expérience décisive deM. Cailletet sur l’oxygène
date du 2 décembre1877 ; la pression avait été amenée à 500
atmosphères, et la température, d’abord fixée à une trentaine
de degrés négatifs, avait été tout à coup abaissée de 200° en-
viron par la détente du gaz. M. Pictet faisait de son coté la
même expérience à Genève sur l’oxygène el l’ hydrogène.
Enfin , on doit signaler les résultats annoncés en avril 1885
par MM. Wroblewski etOlszewski, de Cracovie, qui paraissent
être les premiers qui aient ramené l’oxygène et l’azote à l’état
complètement liquide, par l’application des méthodes créées
par M. Cailletet. On peut consulter sur l’historique de la ques-
tion un article de M. Jamin dans la Revue des Deux Mondes
du 1er septembre 1884, intitulé : Comment Vair a été liquéfié.

40540 i

tiques du corps flottant et du liquide. Dans le premier cas,

celui où b VIz., la stabilité est indépendante de l’immer-
* II'sion, quel que soit le rapport — , c’est-à-dire quels que soient

h doit êtreViles corps en présence; dans le second , c

compris entre certaines limites, et on voit alors que la stabi-
lité peut être assurée en faisant flotter le corps à la surface
d’un liquide, tandis qu’elle peut cesser de l’être avec un
liquide d’autre densité. Un corps peut, par exemple, être
stable sur le mercure sans être pour cela stable sur l’eau.

LIQUÉFACTION DES GAZ (g 67).

255. Faraday a ouvert la voie pour la liquéfaction des gaz ;
il liquéfia le chlore (1825). La méthode qu’il employa, et qui
consiste essentiellement à augmenter graduellement la pres-
sion du gaz en vase clos, réussit pour d’autres corps gazeux,

tels que l’ammoniaque, l’acide carbonique, l’acide sulfu-
reux, le protoxyde d’azote. Pour ce dernier gaz, il est néces-
saire d’abaisser la température jusqu’à — 10° environ, en
même temps qu’on augmente la pression.

après avoir réduit un de ces corps gazeux à l’état
liquide, on ouvre brusquement le vase dans lequel il est con-
tenu, il y a formation subite de vapeur, c’est-à-dire retour du
corps à l’état gazeux. Mais cette transformation exige une
grande quantité de chaleur, qui est fournie pour la plus
grande partie par le liquide voisin, et le refroidissement qui
en est la conséquence suffit en général pour faire passer

Si, SUD L AVIATION ET LA DIRECTION DES AÉROSTATS (g 181).
2o0. L étude mécanique du vol des oiseaux et des insectes

a été entreprise par M. Marey, non seulement au point de vue
dynamique du travail dépensé et du travail produit, mais en-
core au point de vue cinématique des mouvements des ailes.



m THÉORIE MÉCANIQUE|
Nous ne pouvons que renvoyer aux publications du célèbre
observateur. Dans un autre ordre d’idées, on a cherché et créé
des appareils dont les uns réalisent le mouvement de l’aile de
l’oiseau ou de l’insecte, dont les autres, connus sous le nom
d'hélicoptère, se maintiennent un certain temps en l’air à
l’aide de la rotation rapide d’un hélicoïde à axe vertical. Les
actions dynamiques développées par le mouvement d’une
surface solide dans l’air supposé immobile croissent au moins
comme le carré des vitesses relatives ; aussi l’équilibre du
système dans l’air, malgré son poids qui le sollicite à tomber,
suppose ou de grandes surfaces de contact, ou une vitesse
angulaire très considérable.

Il semble qu’on soit aujourd’hui sur la voie de la solution
du problème de la direction des aérostats, qui a défié si long-
temps les efforts des inventeurs. Les premiers essais réelle-
ment pratiques sont dus à M. Dupuy de Lomé et remontent
à l’année 1871. Le mouvement des hélices était produit par
des hommes placés dans la nacelle. Depuis, l’emploi des
teurs électriques, qui possèdent une grande puissance sous

faible poids, a permis de mettre en mouvement les hélices
propulsives sans surcharger sensiblement l’appareil. Le
ballon lui-mème reçoit la forme d’un fuseau pour faciliter
son déplacement longitudinal et restreindre sa dérive latérale
dans l’air environnant. Ce type de ballon dirigeable, récem-
ment créé par MM. Renard et Krebs, paraît avoir bien réussi,
au moins lorsque le vent est modéré.
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vant soupçonnée par quelques philosophes. Iluygens parait
être un des premiers qui aient fait ce rapprochement entre
deux ordres de phénomènes jusqu’alors considérés comme
distincts. Une expérience vulgaire lui en fournit l’occasion. H

de sable, versée en las dans un vase,

talus incliné à l’horizon , mais
observe qu’ une masse
sc tient en équilibre sous
que, si l’on agite légèrement le vase, en lui donnant de petits
coups répétés, le tas de sable change graduellement de forme
et finit par prendre une forme planeet horizontale. Qu’au lieu
de sable, on verse dans le vase un liquide tel que l’eau, la
surface libre s’établit immédiatement suivant un plan de
niveau : celte propriété des liquides est, suivant Iluygens,
l’effet de la chaleur qu’ils contiennent, et qui communique
à leurs molécules une agitation analogue à celle qu'on donne
artificiellement au sable dans la première expérience.

D’après Locke, si la chaleur constitue pour nous une sen-
sation particulière, celle du chaud ou du froid, elle n’est
autre chose dans le corps chaud qu’une agitation très vive de
ses particules infiniment petites.

On trouvera dans une lettre de M. Joule au Philosophiccil
Magazine, reproduite dans l’ouvrage de John Tyndall sur
la chaleur considérée comme un mode de mouvement, des

un

mo-
uii

extraits de Rumford (1798), de Davy (1812), de Marc Séguin
(1859), où se trouve exprimée sous diverses formes l’identi-
fication de la chaleur avec le mouvement intime des der-
nières particules de la matière.

Sadi Carnot, le fils a îné du célèbre géomètreCarnot, essaya
le premier d’appliquer la théorie de la chaleur, telle qu’on la
connaissait de son temps, à l’étude du travail des machines
thermiques, et ouvrit ainsi la voie à la thermodynamique mo-
derne.C’est en 1824 qu’il fil paraî tre ses Ré flexions sur la puis-
sance motrice du feu' , où la chaleur est encore considérée,
suivant les anciennes idées, comme un fluide particulier dont
les corps seraient dépositaires. L’auteur compare le travail

SUR LA THÉORIE MÉCANIQUE DE LA CHALEUR. *

*257. La théorie mécanique de la chaleur date à proprement
parler de l ’année 1842 et de la publication du mémoire de
Mayer. Mais l’idée mère de cette théorie, à savoir : l’identité
de la chaleur et des mouvements insensibles des particules
qui composent le corps chaud, avait été longtemps aupara- 1. Réédité en 1878. Paris, Gauthier-Villars.
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pompe à feu, au travail d’un récepteur hydraulique. De memeque, dans celui-ci , le travail est fourni par la chute d’un cer-tain poidsd’eau tombant d’une hauteur déterminée, le travailrecueilli dans une machine «à vapeur serait , d’aprèsSadi Carnot,le résultat de la chute d’une certaine quantité de fluide calo-rique, tombant de la température de la chaudière à la tempé-rature du condenseur. La température est , dans cettethéorie, la tension du fluide Calorique assimilé à un gaz, ousa cote de niveau si on l’assimile à un liquide pesant , et laquantité de fluide qui traverse la machine se conserve inté-gralement dans la chute. Les travaux de Sadi Carnot ,compris par scs contemporains , ne furent développés queplus lard et mis en pleine lumière par les études deClapeyron l .
Le principe fondamental de la théorie nouvelle, qui ren-verse l’hypothèse d’ un fluide calorique et consacre les idéesdes auteurs cit és plus haut, est d û à un médecin allemand,Mayer, de Heilbronn. 11 publia en 1842, dans les Annales deLiebig, le premier mémoire

, et conserve les conclusions de Sadi Carnot , interpré-nique
tées d'une manière différente depuis que l’hypothèse du fluide
calorique est abandonnée. Ce second principe, sur lequel re-
posent toute la théorie des vapeurs et l’application de la ther-
modynamique aux machines, ne parait pas aussi général que
le principe del’équivalence; la démonstration qu’on en donne
est fondée sur un postulatum (g 148), qui n’est pas évident
a priori et qui, semble-t-il, peut dans certains cas devenir
inexact. 11 consiste à admettre que la chaleur ne peut passer
d’ elle-même, sans dépense de travail , d'un co^)s plus froid à
un corps plus chaud . Celte proposition parait en défaut dans
les phénomènesde la chaleur rayonnante, les gains de chaleur
des corps en présence dépendant, non seulement de leurs

d’autres éléments , tels que le

une

peu

températures , mais encore
pouvoir émissif et le pouvoir absorbant de chacun d’eux. Si
les corps sont en mouvement , le postulatum ne semble
admissible qu’en supposant au rayonnement calorifique une
vitesse infinie 2.

D’après Carnot, le travail produit par une machine ther-
on donne le flux de cha-mique est entièrement défini quand

leur , ou la quantité decalorique qui traverse la machine, et la
chute de température que cette quantité subit ; il est indépen-
dant de la nature du corps qui sert de substralum à la cha-
leur. Le principe de M. Clausius conserve la plus grande
partie de cet énoncé; on peut le formuler comme il suit:
Lorsqu un corps suit un cycle de Carnot entre deux tempé-
ratures déterminées, le travail produit est une fraction de
la quantité de chaleur empruntée à la source la plus chaude ,
et cette fraction dépend seulement des températures extrêmes,
quelle que soit la nature du corps soumis à l'expérience .

M. Maurice Lévy a montré récemment qu'on pouvait ratta-
cher l’un à l’autre les deux principes, en les faisant dériver

où se trouve posé le principe dede l’équivalence entre la chaleur et le travail mécanique, quifait la hase de la doctrine.Presque à la même époque M. Joule,de Manchester, commençait les expériences qui l’ont conduità la détermination effective de Y équivalent mécanique . Nousciterons entre autres l’expérience du tourniquet hydraulique,qui consiste essentiellement à agiter un liquide en lui com-muniquant unequantité de travail déterminée, et à comparerà cette quantité de travail la quantité de chaleur gagnée parle liquide lorsqu’il a perdu tout mouvement apparent. A partirde ces premières recherches de Mayer et de Joule, la nouvellethéorie fait de grands progrès par les travaux de MM. Thom-son, Rankinc, Clausius, Helmhollz, Ilirn — ; les recherchesexpérimentales de Régnault lui fournissent des données posi-tives. M. Clausius pose le second principe de la théorie méca- 1. Annales de Poggendorf , année 1850 et suivantes.
2. Voir sur ce sujet une note de M. II. T. Eddy, professeur à l’université de

Cincinnati (Ohio) : « Radiant lieat, an exception to the second law of thermo-
dynamics. » (Scientifie procecdings of the Ohio Mechanic Inslilate, July 1882 )

1. Journal de l’ École polytechnique, 1854.
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d un postulatum plus général, qu’il énonce de la manière
suivante : Pour un corps quelconque , les lignes adiaba-tiques et les lignes isothermes sont suceplibles de diviser le
plan en parallélogrammes infiniment petits équivalents
ce qui revient au même, en quadrilatères curvilignes d’égale
superficie. La démonstration de la proposition, considéréecomme une conséquence des deux principes, résulte de
l’équation deClausius (g 171 ),

EES PERFECTIONNEMENTS R ÉCENTS DES MACHINES A VAPEUR.SUR

, OU ,
258. Nous avons décrit, dans le chapitre m du VII0 livre, les

principaux types de machines à vapeur, et exposé un certain
nombre d’améliorations, dues en grande partie à James Watt,
qui ont été apportées au type primitif. Nous donnerons dans

cette note quelques aperçus des perfectionnements qui y ont
été plus récemment introduits, en prenant pour guide le Rap-
port de M. Hirsch sur les machines et les appareils de la Méca-
nique générale à VExposition universelle de 1878 (Groupe M,
classe 54).

La tendance générale des constructeurs de machines à va-
de la

t/Q — fo/S,

idans laquelle dQ est la quantité de chaleur nécessaire pour
faire passer le corps de l’état thermique (p, V, T) à l’état
thermique infiniment voisin ( p -h dp, V -h i

température absolue (g 150 ), etc/S la différentielle qui, ,
à zéro, définit les lignes adiabatiques. Nous renverrons pour
cette démonstration et la démonstration de la réciproque,
c’est-à-dire la démonstration des deux principes en prenant
la nouvelle proposition comme base du raisonnement ,
Comptes rendus de VAcadémie des sciences du 5 et du12
1877; on

ÙY, T H- d- ) , 0 1a
est d’accroî tre la température et la pressionégalée peur

vapeur dans la chaudière, et d’augmenter par là la chute de
chaleur que subit le fluide entre l’admission et la condensa-
tion . Cette tendance est tout à fait justifiée par la théorie mé-
canique de la chaleur. Mais l’augmentation de la pression
entraîne des difficultés et des inconvénients pratiques ; elle
compromet, par exemple, la résistance des enveloppes métal-
liques, qui perdent de leur ténacité à mesure que la tempéra-
ture s’élève. Aussi , en pratique, ne dépasse-t-on pas ordinai-
rement 8 à 10 atmosphères de pression dans les locomotives,
4 à 5 dans les machines fixes, fi à 8 dans les machines loco-
mobiles ou sans condensation. Les constructeurs américains

aux
mars

y trouvera les applications de la nouvelle loi , d’où
l’on peut déduire les équations de la théorie de la chaleur et
les fondions caractéristiques de M. Massieu (§ 172).

La nouvelle proposition exprime sous forme géométrique
et absolue une loi naturelle qui, comme toutes les lois con-nues, n’est probablement pas rigoureuse et comporte des
exceptions. Aussi n’est-il pas surprenant que le théorème deM. Maurice Lévy ait soulevé des objections nombreuses, pour
lesquelles nous renverrons également aux Comptes rendus.

Signalons pour finir deux desiderata de la théorie méca-nique de la chaleur :
1° Elle laisse de coté tous les phénomènes de la chaleur

ravonnanlo ;
2° Elle n’a pas encore donné une définition bien claire dela température, en dehors des hypothèses ou des abslrac-tions analytiques.

vont au delà de ces limites.
En meme temps qu’on a augmenté la meilleure utilisation

de la chaleur produite en élevant la température de la chau-
diminué la quantité de combustible nécessaire

pour réaliser un travail déterminé. D’abord fixée à 4 ou 5 kilo-
grammes de houille par heure et par cheval, la consomma-
tion de charbon s’est abaissée à 2 kilos ou 2 kilos1/2, dans
les machines où l’on faisait usage d’une détente prolongée ;
de nouveaux perfectionnements de détail, imaginés par M. Far-
cot , ont réduit la consommation à 1 kilogramme de houille

dière, on a

4
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Belleville, où le réservoir est formé de la juxtaposition
d’un certain nombre de tubes s’élevant en pente douce, à la
façon d’une rampe en lacet, à Iravers la chambre T)ù circu-
lent librement les gaz produits par la combustion sur le foyer.
Plusieurs chaudières sont à foyer démontable. Le cylindre du
réservoir entoure alors un cylindre intérieur dans lequel se fail
la combustion, et d’où la grille peut être retirée à volonté.

Dans les chaudières Field , qui appartiennent à la 4° caté-
gorie, les tubes sont verticaux, mais emboîtés deux par deux
l’ un dans l'autre ; le tube extérieur est fermé par le bas, de
manière à forcer l’eau à circuler dans la couronne comprise
entre les deux tubes concentriques : elle descend par le tube
intérieur et remonte sous une faible épaisseur par la cou-
ronne annulaire, où elle subit l’action extérieure de la cha-
leur. La circulation rapide de l’eau accroî t le pouvoir calori
lique du foyer et prévient les dépôts dans les tubes ; enfin les
tubes ne sont tenus que par leur extrémité supérieure et se
dilatent librement sans fatiguer leurs assemblages.

Mentionnons en passant un problème intéressant, dont la
solution complète dépendrait de la théorie des nombres, et qui
se rattache à la question de rétablissement d’ une chaudière
tubulaire à contour circulaire extérieur : Etant donnés un cer-
cle de rayon R et un autre cercle de rayon r plus petit , déter-
miner le nombre maximum de cercles de rayon r qu'on peut
placer simultanément dans le cercle de rayon R, en laissant
les petits cercles extérieurs les uns aux autres.

240. Yenons à l’examen sommaire de quelques types de
machines modernes. Au point de vue de la distribution, les
constructeurs ont cherché généralement à satisfaire à trois
conditions qu’on peut formuler ainsi:

1° Réduire la période d'admission et prolonger la période
de détente ;

2° Éviter les étirages de vapeur, en coupant brusquement
l’arrivée du fluide à la fin de l’admission ;

5° Réduire au strict minimum les espaces nuisibles.
Dans la machine de Watt , la distribution est faite à l’aide

par heure et par cheval ; on
grammes. Si l’on observe qu’un kilogramme de bonne houilledégage

est descendu depuis à 900

par une combustion complète environ 8000 calories,qui équivalent à 5 400 000 kilogrammèlres, tandis que le tra -vail d’uncheval-vapeur par heure représente75 kilogrammètresmultipliés par le nombre, 5600, des secondes contenues dansl’heure, c’est-à-dire 270 000 kilogrammètres, on voit que lamachine à vapeur de nos jours n’utilise guère que la fraction270 000 g
jôy de la chaleur produite dans le foyer.soit les3 400 000

Il esl permis d’espérer de nouveaux perfectionnements. On
en simplifiant l’accès de la vapeur de la chaudièrecylindre, par la suppression d’intermédiaires qui prélèventinutilement une certaine quantité de chaleur, et

tant autant que possible la température du fluide moteur aumoment où il pénètre dans le cylindre.
259. Les chaudières sont classées par M. Hirsch en cinqcatégories:
4° Les chaudières à foyer extérieur ; ce sont celles qui com-portent le plus grand volume du réservoir contenant l’eau àvaporiser ;
2° Les chaudières à foyer extérieur ;
5° Les chaudières tubulaires avec parcours de flammesdans l’intérieur des tubes ;
4° Les chaudières tubulaires avec parcours de flammesà l’extérieur des tubes ;
5° Chaudières mixtes et diverses.

y
arrivera au

en auginen-

t -

Les chaudières des locomotives appartiennent à la 3e classe.De la lrc classe à la 4e, le volume du réservoir d’eau à vapori-ser va en décroissant. En même temps la rapidité de la va-porisation augmente. Les chaudières sont généralement for-mées d’un ou plusieurs cylindres horizontaux ; on en voitaussi quelques-unes qui sont verticales, et d’autres enfin quisont inclinées: telle est la chaudière de la maison Sulzer, deWinterthur (Suisse), laquelle appartient à la 5* catégorie.Parmi les chaudières de la 5e classe on peut citer la chaudière
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d’un tiroir, et généralement c’est un
découvre alternativement les deux lumières ouvertes à l’ex-
trémité du cylindre, et les met en communication, soit
la chaudière, soit avec l’échappement. Les recouvrements
ajoutés au tiroir à coquille produisent la détente.Mais l'espace
nuisible est accru de tout, le volume des conduits qui abou-
tissent aux lumières, et la fermeture graduelle des lumières
par le jeu du tiroir produit à chaque tour plusieurs étirages
de vapeur. Les principaux perfectionnements proposés pour
la distribution comprennent :

Les tiroirs superposés, dans les types déjà décrits de Mayer
et de Farcot ; ils permettent, comme on l’a vu, de faire
varier la détente (§§ 207 et 208) ;

L’emploi de quatre lumières au lieu de deux, savoir : deux
lumières, l’une pour l’admission , l’autre pour l’échappe-
ment, sur chaque face du piston ;

La substitution au tiroir, doué d’un mouvement alternatif ,
de robinets tournants , ou de soupapes qui découvrent de
larges orifices pour un faible déplacement ; telles sont les
soupapes des machines de Cornouailles.

La machine américaine de George Corliss est peut-être celle
qui satisfait de la manière la plus remarquable aux conditions
exposées plus haut. Le type résulte essentiellement de l’em-
ploi des soupapes de Cornouailles, à raison de quatre par-
cylindre, du distributeur ou robinet tournant de Maudslay
pour donner la vapeur à l’admission, et enfin de la liaison de
l’appareil distributeur avec le régulateur à force centrifuge
de la machine, de manière que la machine se règle d’clle-
même à une allure uniforme.

Ce type de machine, qui a eu un très grand succès à l’ex-
position universelle de 1867, a été d’abord en France l’objet
d’un certain engouement. Depuis on est revenu à des idées
plus conformes aux traditions de Watt et de
seurs immédiats. La prolongation de la détente, quand
l’exagère, n’a pas l’influence heureuse qu’on lui attribuait, à
cause du refroidissement subi par le fluide. Les étirages de

vapeur n’ont pas à beaucoup prèsl’importance que leur donne
le programme indiqué tout à l’heure. Enfin les espaces dits
nuisibles ne justifient pas toujours leur nom, et nous avons
vu que, dans certains cas, ils sont tout à fait indifférents au
travail recueilli par la machine (g 212). En somme, si l’on
compare les machines du type Corliss aux machines plus élé-
mentaires où l’on fait usage du tiroir à coquille mené par un
excentrique circulaire, on reconnaî t sans peine que les se-
condes, bien que plus simples et plus rustiques, fournissent
sensiblement le même travail que les premières. La compa-
raison est surtout concluante quand on y comprend les loco-
motives, où la distribution par tiroir et coulisse, tout irré-
gulière qu’elle soit, n’empêche pas la machiner de fournir
un rendement excellent , et n’a pu être remplacée par aucun

tiroir à coquille, qui

avec

autre système.
Aujourd’hui, en France, on est à peu près d’accord pour

s’en tenir à la distribution par tiroir, et l’on cherche les amé-
liorations de la machine, d’abord dans l’emploi de la chemise
de vapeur, déjà imaginée par Walt, pour maintenir la tempé-
rature du fluide pendant qu’il se détend, puis dans l’adoption
du système de détente par échelons, dont le système de Woolf,
à deux cylindres, est le premier exemple pratique. Récemment

créé un nouveau type, nommé système Compound , qui
est surtout employé dans les machines de la marine, et qui
permet de réaliser de notables économies de combustible. Le
système Compound comprend, comme celui de Woolf , deux
cylindres, un petit et un grand, que la vapeur traverse succes-
sivement. Mais entre le petit et le grand se trouve un réser-
voir intermédiaire, maintenu à une pression sensiblement
constante, où se font l’échappement du petit cylindre et l’ali-
mentation du grand. Des chemises de vapeur chaude envelop-
pent à la fois les deux cylindres et lë réservoir intermédiaire.
Les mouvements des deux pistons ne sont pas forcément

dans la machine de Woolf, et l’on peut

on a

ses succes-
communs, comme
s’arranger, par exemple, pour que, quand l’un des pistons
arrive au bout de sa course et que la bielle correspondante

on
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les cas où il s’agit de faire avec prompli-
i exigent de grands

PERFECTIONNEMENTS RECENTS

passe à son point mort, l’aulre piston soit au milieu de la
sienne, et que'sa manivelle soit calée à angle droit sur la ma-
nivelle conjuguée.

L’utilité de la chemise de vapeur et de la détente par
échelons a été mise en évidence dans une série d’expériences
poursuivies à Mulhouse par M. Hirn et ses collaborateurs. Ils
ont reconnu qu’au moment de l’admission de la vapeur dans
le cylindre, quand la communication est librement établie
entre la chaudière et le cylindre plus froid, il se fait une con-
densation partielle de vapeur sur les parois du cylindre, de
sorte que la . quantité de fluide fournie par la chaudière est
supérieure, de tout le poids ainsi condensé, à la quantité de
vapeur calculée d’après le volume engendré par le piston
pendant l’admission. Cette eau condensée sur les parois du
cylindre passe ensuite dans le condenseur pendant l’échap- „

peinent , et son passage dans le cylindre ne produit aucun
travail utile. La chemise de vapeur chaude, qui entoure le
cylindre et en réchauffe les parois, contribue à ramener
cette eau liquide à l’état de vapeur, et combat l’effet nuisible
de ces condensations intempestives. De meme, la détente par
échelons, en établissant la communication du petit cylindre,
non pas avec le condenseur, mais avec un réservoir intermé-
diaire , restreint les condensations et vaporisations succes-
sives, en diminuant pour chaque cylindre l’écart des tempé-
ratures du fluide moteur, à l’admission et à l’échappement.

241. Nous ne suivrons pas M. Ilirsch dans son examen des
différentes machines exposées, et nous renverrons à son rap-
port pour la description des divers types de machines fixes,
mi- fixes, locomobiles qu’il a passés en revue, types parmi les-
quels nous nous bornerons à citer :

La machine Corliss ,
La machine Wheelock ,
La machine de la Société suisse de Winterthur,
La machine mi-fixe de MM. Weyer et Richmond (système

Compound ). Nous nous arrêterons seulement sur l’appareil
servo-moteur, créé par M. Farcot, et aujourd’hui universelle-

416
ment employé dans
tude et précision des manœ uvres qui

efforts.
Soit A l’arbre tournant auquel est appliquée la résistance

’il s’agit de vaincre. Pour obtenir le mouvement de cet arbre,

on sc sert d’un cylindre, dans lequel se meut un piston C, lié

à l’arbre par une bielle brisée CB et une manivelle BA; il

suffira de faire agir la vapeur sur l’une des faces du piston C

pour produire le mouvement voulu. A cet effet, on

tiroir D, sans recouvrement , qui règle la distri-

qu

em

ploie un

, l’on porte ce tiroir à droite ou à gau-
aftlue à gauche ou à droite du piston C, et la

le même sens que le piston au-
‘0, en E à une

bution. Suivant que
che, la vapeur
manivelle est entraînée dans

quel elle est liée. La tige ÜA du tiroir est attachée

tige FP, qui est articulée en F avec le prolongement de la ma-
nivelle AB. Cela posé, si l’on porte la poignée P en ly, le tiroir,

repoussé à gauche, entraîne également à gauche la manivelle

l’intermédiaire du piston C ; la manivelle prend la posi-
tion AD', et l’articulation F est portée en F', ce qui ramène au

point A l’articulation E de la tige du tiroir, et par suite ra-
mène le tiroir U dans la position moyenne où il ferme à la

fois les deux lumières. L’arbre A se trouve donc immobilisé

dans la position AB' qu’il vient de prendre. On voit qu’au
27

par

— MÉC. COLLIG-NON.IV.
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moyen de ce mécanisme la manivelle AB suivra toujours les
mouvements de la tige FP, qui peut être déplacée sans effort
sensible. Cette tige FP est appelée la rêne de l’appareil. On lafait tourner autour du point F, mais ce point est lui-mêmemobile, de sorte qu’en réalité, abstraction faite des petites
oscillations dues à l’inertie des pièces, c’est autour du point
A que la rêne paraî t tourner, accompagnée dans
ment par la manivelle AB.
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piston, ou la seconde course rétrograde, correspond à l’échap-
pement de ces gaz brûlés, qui s’écoulent dans l’air extérieur.
La distribution du mélange gazeux se fait par le fond du

cylindre, sur lequel se meut un tiroir, commandé par la ma-
chineelle-même.La soupape d’échappeinentesl sur le coté du

cylindre ; elle est soulevée au moment opportun par un

excentrique à onde. La machine marche à 160 ou 180 tours

minute. Le régulateur à force centrifuge qu’elle com-
mande agit sur la distribution du gaz, pour en diminuer
l 'admission lorsque la vitesse s’accélère. Une circulation d’eau

froide autour du cylindre prépare le refroidissement des gaz
échauffés par l’explosion, et facilite l’échappement. La con-
sommation de gaz n’atteint pas1 mètre cube par heure et par
cheval pour les grands modèles, ce qui correspondrait à en-
viron 660 grammes de bonne houille.

côté, M. Lenoir vient de créer un nouveau type de
moteur, qu’il appelle moteur agricole, et dans lequel il en-
flamme, à l’aide de l’é tincelle électrique, un mélange d’air
et de carbure d’ hydrogène. Ce mélange est préparé dans la
machine elle-même, par le passage de l’air atmosphérique
sur des éponges mouillées du liquide combustible. Le
lange gazeux s’enllamme dans une.chambre spéciale , ouverte
sur le cylindre, et non dans le cylindre lui-même, ce qui
rend inutile de le refroidir par une circulation constante
d’eau à basse température , qui a l’inconvénient de détruire
une partie de la chaleur produite par l’inflammation / (Voir
Bulletin de la Société d'encouragement pour /’ industrie
tionale, séance du 27 mars 1885.)

son mouve-
par

OTTO (g 214).MACHINE

242. Nous avons décrit le moteur Lenoir, qui est une ma-chine à gaz, où l’inflammation du mélange de gaz et d’air estobtenue à l’aide de l’étincelle électrique. M. Otto, de Deutz, aexposé en 1878 une nouvelle machine à gaz qui se distinguepar le petit volume qu’elle occupe et le grand travail qu’ellepermet de produire. Celte machine comprend un cylindre ho- .
rizontal àsimple effet; le piston qui y est contenu commandepar une bielle un arbre tournant, marchant à grande vitesse,et portant un volant destiné à corriger l’irrégularité du tra-vail moteur. Celte irrégularité est assez notable. En effet lecycle complet du jeu de la machine comprend, non pas untour de l’arbre moteur, correspondant à une allée etvenue du piston, mais bien deux tours consécutifs, ou quatre
excursions simples, sur lesquelles une seule produitle travailmoteur. Dans une première

De son

me-

unc

na-
excursion directe, le déplace-ment du piston n’a d’autre objet que d’aspirer dans le cylin-dre le mélange explosif formé d’air et de gaz d’éclairage;l’excursion rétrograde qui y succède comprime le mélange,et le rassemble dans le fond du cylindre ; l’explosion est pro-duite par un bec Fixe d’inflammation, au moment o ù com-mence la seconde course directe du piston, et celte courses’accomplit sous la poussée des gaz de la combustion,

à une haute température; enfin la quatrième

CONTRE-VAPEUR . *

245. La manœ uvre de la contre -vapeur consiste essentiel-
lement à renverser le jeu du tiroir d’une locomotive , en le
faisant mener par l’excentrique de la marche en arrière, pen-porlés

excursion du
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dant que la locomotive continue à marcher en avant. Les
quatre périodes dans lesquelles se décompose le tour de roue
subsistent encore pendant la contre-vapeur, mais l’effet pro-
duit est tout différent. A la période d’échappement de la
marche directe correspond la période d’aspiration des gaz de
!a boite à fumée ; ces gaz, introduits dans le cylindre, sont com-
primés par le mouvement du piston, et cette période de com-
pression correspond à la période de détente; bientôt la lu-
mière d’admission s’ouvre, mais, au lieu de l’admission de

421CONTRE-VAPEUR.
tour de roue, dans la marche enfourni par la vapeur en un

arrière. L’admission commence par anticipation en B et se
prolonge jusqu’en C ; la détente s’opère de C en D, réchappè-
rent de P en F, avec anticipation de D en E ; enfin FB repré-
sente la compression dans les espaces libres. Les variations
brusques de pression figurées en B'B et en DD' résultent,
l’une de l’ouverture de la lumière d’admission, l’autre de l’ou-
verture de l’échappement. L’aire BCDD'FB' mesure le travail
produit.

Dans la marche en avant à contre-vapeur, le mouvement
du piston et de l’arbre de la machine est inverse, mais le jeu
des tiroirs est identique à celui de la marche en arrière. Seu-
lement il y a échange entre les périodes. Ainsi là période Ff)

correspond à l’aspiration dans la boî te à fumée ; la période
suivante DG est celle de la compression des gaz aspirés ; puis
vient la période CAB du refoulement dans la chaudière, ei
enfin la période BF de détente. Le diagramme comporte en-
core deux droites horizontales FE, AC, lorsque le cylindre
communique librement avec la chaudière ou avec la conden-
sation ; deux courbes DC' et BF', qui correspondent, la pre-
mière à la compression du mélange gazeux dans le cylindre,
la seconde à la détente après refoulement dans la chaudière :
et deux droites verticales C'C, F'F, qui représentent les varia -
tions brusques de la pression, lorsque le mélange gazeux
vient à communiquer librement avec la chaudière et avec
I échappement. L’aire DC'CBF'FD mesure le travail négatif dé-
veloppé dans le tour de roue ; or il est facile de voir que celte
aire est beaucoup plus petite que l’aire correspondante du
diagramme voisin, bien que les pressions soient les mêmes,
et le jeu du tiroir identique.

La contre-vapeur a été longtemps une manœ uvre dange-
reuse, que les mécaniciens ne tentaient -qu’en cas de détresse,
pour arrêter le plus vite possible un train menacé de collision.
II fallait, pour l’opérer, manœ uvrer le levier de changement
de marche en plein mouvement direct de la machine, opéra-
tion très scabreuse ; on y a remédié en substituant au levier
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Fig. 150.

la vapeur, les gaz sont refoulés dans la chaudière; enfin à la
période de compression dans les espaces libres de la marche
directe correspond dans la contre-vapeur une période de dé-
tente.

11 résulte de là que la contre-vapeur produit un travail
négatif, qui tend à ralentir la marche du train , ou à l’arrêter
même si l’on en prolonge l’emploi. Ce travail négatif est tou -
jours moindre en valeur absolue que le travail positif qui
serait fourni par le jeu régulier de la machine, ainsi qu’il
résulte des diagrammes ci-dessus (fig. 150), que nous em-
pruntons au Cours de machines à vapeur de M. Hirsch.

La figure de gauche est le diagramme du travail moteur
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un appareil à vis, dont les déplacements ne menacent pas
les mécaniciens, et s’effectuent d’une manière beaucoup plus
douce. Le renversement de la vapeur avait de plus l’ in-
convénient d’iniroduire dans le cylindre des gaz brûlants et
chargés de poussières de charbon, puisés dans la boite à
fumée ; ces gaz brûlaient les garnitures et détérioraient les
surfaces du piston et du cylindre. Le tube d' inversion, ima-
giné par Le Chatelier, et appliqué pour la première fois par
M. Ricourt sur le chemin de fer du Nord de l’Espagne, a corrigé
cet inconvénient d’une manière 1res heureuse. Ce tube prend
à la chaudière un mélange d’eau chaude et de vapeur, dont le
mécanicien règle à volonté la proportion , et l’amène au bas de
la buse d’échappement ; il en résulte que, quand on renverse
la vapeur, l’aspiration se fait dans ce mélange de vapeur et
d’eau , qui forme matelas entre le cylindre et la boî te à fumée,
et qui empêche l’introduction des gaz ; la vaporisation de
l’eau liquide absorbe une grande quantité de chaleur, tend
à réduire réchauffement du cylindre et prévient la destruc-
tion des garnitures. Si l’apport de vapeur et d’eau est trop
considérable, l’excès s’échappe sous forme de vapeur par
la cheminée, et retombe en pluie sur la machine. On dit
alors que la machine prime.En définitive, le tube d’inversion
joint à l’appareil à vis a fait de la contre-vapeur une man œ u-
vre tout à fait courante, sans danger, et dont on se sert à la
descente des pentes et pour les ralentissements réguliers. La
marche à contre-vapeur, produisant la compression d’ un mé-
lange de vapeur et d’eau finalement refoulé dans la chaudière,
y emmagasine en réalité une nouvelle quantité de chaleur.
Par contre, elle entra îne une certaine déperdilion de vapeur
par l’excès qui s’échappe librement par la cheminée. Si on
la prolongeait indéfiniment, on arriverait à faire tourner les
roues en sens inverse du mouvement du train, ce qui tend
à accroître le travail du frottement sur les rails en aug-
mentant l’arc de glissement , mais ce qui peut tendre en
même (emps à réduire le coefficient du frottement, qui est
fonction de la vitesse de glissement, de sorte qu’on ne sait

mFA PÉRI EXCES SUR LE FROTTEMENT.
bien , en définitive, dans quel sens varierait le travailpas

négatif produit.

NOUVELLES EXPÉRIENCES SUR LE FROTTEMENT x.

24 b Nous avons déjà indiqué ( t. Ilf , g 3G 7) que le coeffi-
cient de frottement f n’est pas, comme on l’avait cru d’abord,
indépendant de la vitesse de glissement v. De nouvelles
expériences faites par M. Marcel Deprez mettent en évidence
ces variations, et font pressentir la loi qui lie les deux
variables f et v.

Un corps tournant, formé par l’anneau mobile de l’une des
machines réceptrices construites pour l’expérience de Creil
sur le transport de l’énergie, est lancé à une vitesse détermi-
née, de 600 tours par minute. Puis on laisse la vitesse dé-
croî tre, sans intervention de travail moteur, le corps tour-
nant ne subissant que le travail négatif du frottement des
tourillons, abstraction faite de la résistance de l’air, qui csf
nécessairement , très faible. De 50 en 50 secondes, on déter-
mine le nombre des tours effectués par le corps depuis le

• départ. On procède ainsi jusqu’à l’arrêt , qui, dans,la pre-
mière expérience, s’est produit seulement au bout de 4154 se-
condes, ou de 19 minutes 14 secondes.

On dresse de cette manière un tableau qui donne les arcs
décrits, exprimés par les nombres de tours, en regard des
valeurs correspondantes du temps, de demi-minute en demi-
minute. Si l’on forme les différences premières des nombres
de tours, on aura une nouvelle série de nombres, qui expri-
meront les espaces angulaires décrits en temps égaux ;
nombres sont donc sensiblement proportionnels aux valeurs
successives de la vitesse angulaire ; de môme les diffé-rences secondes seront approximativement proportionnelles

ces

1 . Comptes rendus de l' Academie des sciences du 17 novembre 1881.
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aux accélérations angulaires, lesquelles sont proportionnelles
au moment de la résistance, et par suite au coefficient f du
frottement.

En procédant ainsi, on voit décroî tre graduellement les
accélérations, de 15 au commencement de l’expérience, à 5
au bout de 800 à 850 secondes ; puis elles se remettent à
augmenter, et passent successivement de 4 à 9 pendant la
dernière période de l’expérience, c’est-à-dire de 900 secondes
à 1154 secondes. Le coefficient f varie proportionnellement
aux accélérations , et par conséquent il commence par dé-
croî tre avec la vitesse ; il atteint son minimum par une vitesse
déterminée, puis croî t à partir de ce minimum à mesure
que la vitesse diminue.

Dans la première expérience de M. Marcel Deprez le coeffi-
cient /’ a été déterminé : il est égal à 0,025 lorsque la vitesse
angulaire est de 550 tours par minute ; il décroî t jus-
qu’à 0,005 lorsque la vitesse angulaire s’abaisse à 145 lours :
c’est sa valeur minimum. La valeur moyenne ressort à
0,015. Le rayon des tourillons était de 0m,06, de sorte que
les vitesses angulaires de 550 tours et de 145 tours corres-
pondent à des vitesses linéaires de 172m,79 et de 45m,55 par
seconde.

Celte dernière vitesse est déjà supérieure aux vitesses
usuelles qui se rencontrent dans les applications de la mé-
canique, d’où l’on peut inférer qu’en général le coefficient
de froltement va en diminuant à mesure que la vitesse aug-
mente : en sous-entendant toutefois que cette diminution se
change en augmentation, si l’on dépasse une limite de vitesse
qui doit dépendre des corps en contact et des enduits inter-
posés.

Dans une expérience de M. Deprez, la machine, lancée
à 600 tours , a fait 4700 lours jusqu’à l’arrêt . Dans une
autre , l’arrêt ne s’est produit qu'après 6000 tours , et les
résultats ont été encore plus nets que dans la première.
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245. On a obtenu pour la loi de répartition des pressions
dans le tube OA, quand il tourne uniformément avec
vitesse angulaire o> autour du point O, l equation

une

o» 2,-2

p =Ce m •

La constante C est la pression de l’air dans le. tube pour
r= 0, c’est-à-dire au point 0.

On peut remarquer l’analogie du problème avec celui de la
répartition des pressions de l’air dans un puits vertical, ouvert
jusqu’au centre de la terre, en supposant le globe terrestre
sphérique et homogène, et par conséquent l’attraction pro-
portionnelle à la distance au centre. L’équation différentielle
de la distribution des pressions dans ce puits est en effet

— f- rdr ;
ha

dp
V. elle a pour intégrale

. p=pro

équation où a est le rayon du globe, g la pesanteur à sa, sur-
face, p0 la pression atmosphérique, et p la pression à la dis-
tance r du centre. On voit que les deux formules rentrent
analytiquement l’une dans l’autre si l’on pose cr — r2=r'2 ,
y/|=w, etpo= C, la constante k étant conservée dans les
deux problèmes.

Proposons-nous de déterminer la constante C par la condi-
tion que la masse d’air contenue dans le tube reste invariable.

Considérons un élément de masse clm compris dans Je

i
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lube entre les plans transversaux menés aux distances r et
r -hdr du point 0.

Il désignant le poids spécifique de l’air, sous la pression p
qu’il subit dans cette région, et Q étant la section du tube, on a
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L’intégrale indiquée ne peut s’obtenir que par le dévelop-
pement en série. On a d’abord

orr- 1 coV4

* ^ = 1 + "

2F + O 4F +

et ensuite, en multipliant par dr , et intégrant
. . w2 r* i w4 rs .e 2k dr = ?’ q- — — — — ..1 2/,: 5 1.2 Mi- 5

1 ««H* I .T“ •1.2.5 8&

dm — — £ldr.
(I

k -; donc - — y et l’on a
cj k

j ndr.k

w° r71/'Mais p = kp — + •••»1.2.5 8A5 7

série qui s’annule pour r=0, et qui est convergente pour

toute valeur de r ; car le rapport d’un terme au précédent,

i I
dm =?

Remplaçons;; par sa valeur en fonction de r, c’est-à-dire
«M

par O ; il viendra
wï» 7-2« + 1

I .2.5.7.M 2"ÂTM 2?H-1
1

2» — 1 w2
“ T > 2,

r2»- i 1)» *ik1 O)2»- 2
t»2 (« — 1) 2« — * /f » — 12« — 11.2.5

tend vers une limite moindre que l’unité, quelque grand que
soit r , pour une valeur suffisamment grande de n.

On fera donc r — a dans la série, et on pourra trouver la
valeur de la constante C.

Il existe un point du tube, situé à la distance r0 , pour lequel
la pression est p0, comme lorsque le tube reste immobile. La
distance r0 est donnée par l’équation

. Cûdm= U dr,kC
et , par suite, la masse totale contenue dans le lube entre le
point 0 et le fond A est l’intégrale *

en ram k Jo 0.2ç2
e 2k dr,

où a désigne la longueur OA.
Lorsque le tube était en repos, cette même masse occupait

le même espace, mais sous une pression p0 , partout la même,
et que nous supposerons donnée. La densité correspondante
est ~°, et la masse totale est par conséquent

m — ~ (la.k

i .
o.2î‘20

Po — Ce

et comme
aC = r' j: o> 2r»

e 2k dr»

il en résulte l’équation
L’égalité de ces deux masses définit la constante C ; on a

en effet
„. ' Ta iu 2r

„ 2k , / oe -— dr
a

0.2^2

c 2k dr
k pour déterminer r0. Cette équation exprime simplement que

le premier membre est Vordonnée moyenne de la courbe
«V2

V — e 1,1 entre les limites r — 0 et r — a; ce qui est évident

d’où l’on tire
aC =

Jo e 2k dr
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A et B deux constantes indépendantes de toutes les condi-

tions du tir, et qui ont pour valeur
A = 2,064,
B = 0,00763,

429LA POUDRE ET LES CORPS EXPLOSIFS.
a priori, puisque p0 reste la pression moyenne du gaz, dont
la masse resle la meme dans un même volume total.
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SUR LA POUDRE ET LES CORPS EXPLOSIFS (§ 216 ET SUIVANTS).
les unités adoptées étant le décimètre, le kilogramme et la
seconde, on aura pour la vitesse v du projectile

f > = Aa(wii) S 4 -BjS l-^
246. Le dosage de la poudre varie notablement d’ un type

à l’autre, suivant l’usage auquel il est destiné. Ainsi la poudre
de guerre exige un potentiel plus grand que la poudre de
chasse, qui, de son côté, demande une inflammabilité plus
rapide. De plus, la conservation de la poudre exige qu’on y
emploie un léger excès de soufre, bien que cct excès nuise à
la vivacité de la déflagration. Nous renverrons pour les divers
dosages adoptés dans les différents pays au Traité de la
poudre, des explosifs et de la pyrotechnie, de MM. J. Upmann
et E. Van Meyer, traduit de l’allemand par M. E. Desorliaux,
pages 207 et suiv. On trouvera dans le même ouvrage, sec-
tion III, chap. ni, l’exposé des propriétés mécaniques de la
poudre, et section IV, la description des méthodes et des appa-
reils qui servent à en mesurer les effets balistiques et les pres-
sions. Une note insérée page 508, due à M. E.Saarru, résume
les formules pratiques des vitesses et des pressions dans les
armes, suivant les théories nouvelles du savant ingénieur.

Nous nous bornerons à reproduire ici la formule qui donne
la vitesse initiale du projectile. Si l’on appelle

c le calibre, ou diamètre de Lame de la pièce,
v la longueur de parcours du projectile, ou distance entre

le culot du projectile dans la position de chargement et la
bouche de la pièce,

p le poids du projectile,
le poids de la charge de poudre,

A la densité de chargement, ou rapport du poids de la
charge au volume de la chambre à poudre,

a et p deux coefficients, dits caractéristiques, qui dépen-
dent de la nature de la poudre employée,

Les coefficients caractéristiques a et g sont déterminés
expérimentalement, ou bien rattachés à d’autres éléments qui
dépendent de la forme du grain, de la durée de sa combustion
sous la pression atmosphérique normale, et de la force de la
poudre ; on appelle ainsi la pression, par unité de surface, des
gaz produits par l’unilé de poids de la substance explosive,
ramenés à occuper Limité de volume à la température de la
combustion.

Le coefficient a varie de 886 à 1678.
Le coefficient (3, de 0,976 à 5,592.
L’ouvrage de MM. Upmann et Meyer renferme aussi l’étude

des autres corps explosifs, tels que le pyroxyle (coton-poudre),
la nitroglycérine et la dynamite, les fulminates et picrates, etc.

On peut consulter sur le même sujet l’ouvrage suivant de
M. Berlhelot : Sur la force des matières explosives d'après la
thermochimie (5e édition, 1885 ; Paris, Gaulhier-Villars).

DE L’ÉLECTRICITÉ ET DE SES APPLICATIONS MÉCANIQUES

247. L’électricité sc manifeste à nous par deux ordres dis-
tincts de phénomènes.

Elle peut être en repos à la surface des corps, où elle
s’amasse en quantité variable d’ un point h l’autre, et d’où
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elle s’échappe parfois sous forme d'étincelle. L’électricité est
alors à Y état statique.

Elle peut aussi être à Y état dynamique, et parcourir le cir-
cuit formé par un fil conducteur, en constituant ce qu’on

nomme un courant électrique. C’est sous celte dernière forme

qu’aujourd’hui l’électricité est le plus souvent utilisée.
248. Les courants électriques sont ordinairement produits

par les réactions chimiques qui s’opèrent dans une pile, c’est-
à -dire dans un ensemble d’éléments semblables réunis mélho-

très grand nombre de types de piles

Lorsqu’on place divers éléments de pile les uns à la suite
des autres, en unissant les pôles de noms contraires, le pôle
positif de la pile n° k étant réuni par un fil conducteur au
pôle négatif de la pile n° k -b1, on constitue une pile unique,
et l ’ on dit que les éléments sont réunis en tension.

Si, au contraire, on réunit ensemble par un fil conducteur
tous les pôles positifs des éléments juxtaposés, et par
autre fil tous les pôles négatifs, on dit que les éléments sont
réunis en batterie . L’intensité du courant produit dans le cir-
cuit n’est pas la même suivant que les éléments sont montés
en tension ou en batterie.

T
un

diquement. Il y a un
électriques 1 ; nous n’avons pas à les décrire ici. Il nous suffira

de donner une description sommaire d’un des types les plus

simples. L’élément de pile de Daniell consiste en un vase par-
tagé en deux compartiments par un diaphragme poreux
porcelaine dégourdie; on verse de l 'acide sulfurique dans l’un

de ces compartiments, du sulfate de cuivre dans l’autre. Puis

on plonge dans le premier compartiment une lame de zinc,

qui forme Y électrode négative, dans le second une lame de

cuivre, qui devient Y électrode positive . Dans ces conditions le

courant électrique se produit dès qu’on réunit par un fil con-
ducteur les deux électrodes cuivre et zinc. Le zinc déplace

l’hydrogène contenu dans l’acide sulfurique (HSOv), et forme

du sulfate de zinc. L’hydrogène mis en liberté agit, en traver-
sant la cloison poreuse, sur le sulfate de cuivre, qui est

décomposé; l’hydrogène se substitue au cuivre, et le cuivre

est transporté à l’électrode positive. Le diaphragme a pour objet

de prévenir le mélange des dissolutions en présence et d’

rer un sens précis à l’échange qui se fait entre leurs éléments.
la lame de zinc se dissout au pôle négatif , et le

dépose au pôle positif . Le courant est censé s’opérer
dans le sens de ces combinaisons, c’est -à-dire de l’électrode

l’électrode positive dans la pile, et par suite du

249. Il y a lieu de considérer dans un courant électrique
plusieurs quantités susceptibles de mesure ; les principales
sont la force électromotrice qui le produit, la résistance qu’il
a à vaincre, et Vintensité qu’il possède.

La force électromotrice réside dans la pile qui produit le
courant ; elle est proportionnelle au nombre d’éléments,
posés tous égaux entre eux, qui s’y trouvent réunis. On
vient ordinairement de ramener à un élément Daniell bien
défini tous les autres éléments de pile, sous une condition
d’équivalence que nous supposerons toujours remplie.

* La résistance que rencontre un courant électrique comprend
deux parties distinctes, dont l’ une est la résistance propre des
éléments de la pile, et l’autre la résistance du circuit. La pre-
mière partie est proportionnelle au nombre des éléments
égaux qui sont réunis dans la pile ; la seconde est
lionnelle à la longueur du fil dont le circuit

en

sup-
con-

propor-
est composé, et

en raison inverse de sa section. On mesure les résistances en
ramenant le fil du circuit et les éléments de la pile aux lon-
gueurs équivalentes d’un fil, ou de tout autre corps conduc-
teur, de nature et de section définies, que l’on prend pour
étalon.

assu-

En somme
cuivre se

négative à
pôle positif au pôle négatif dans le fil qui les réunit. L’intensité du courant est, à proprement parler, le débit

électrique qui s’y opère par unité de temps, ou la quantité
d'électricité qui s’écoule par seconde en un point quelconque
du circuit. Assimilons, pour fixer les idées, le courant élec-1. Ou peut consulter sur ce sujet le Traité élémentaire de la pile électrique

d’Alfred Niaudel, 3" édition, Baudry, 1884.
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Fixons sans plus tarder l’homogénéité de ces quantités, qui
se rencontrent à chaque instant dans la théorie électrodyna-
mique.

L’intensité I représente une quantité d’électricité rapportée
à l’ unité de temps.

La résistance R d’un circuit homogène est proportionnelle
longueur L, et inversement proportionnelle à sa section n.

Elle s’exprime par l’équation

43?
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trique à un courant liquide, qui irait du pèle positif au pôle

négatif en suivant le fil. De même que le débit d’un canal est

le même dans toutes les sections quand le canal ne reçoit

aucun affluent, ni ne subit aucune dérivation , la quantité

d’électricité qui traverse une section transversale quelconque

pendant l’unité de temps est constante en tous les points du

parcours.
250. On conçoit que l’intensité du courant soit proportion-

nelle à la somme des forces électromolrices qui le produisent,

inversement proportionnelle à la somme des résistances

qu’il a à surmonter. C’est en cela que consiste la loi d' Ohm,

qui se résume dans l’équation

a sa

/ LH = TT
et

X étant un coefficient constant qui dépend de la nature du
circuit.

L’équation E =RI exprime ensuite la force électromotricc
au moyen de R et I.

A vrai dire, il n’y a qu’une nouvelle classe de quantités sui
çjeneris à considérer dans cette théorie :

E
i = R’

des forces électromotrices, R la
où E représente la

des résistances du circuit et de la pile, et 1 l’ intensitésomme ce sont les quantités
d’électricité, analogues aux quantités de chaleur de la thermo-
dynamique. L’intensité I d’un courant est déjà une quantité
complexe, puisque c’est la quantité qui s’écoule dans l’unité
de. temps par une section quelconque du fil conducteur.
Si l’on appelle Q la quantité d’électricité qui s’écoule pendant
un temps T, l’intensité I correspondante s’exprimera par la
formule

somme
du courant.

Cette équation, mise sous la forme E = RI, a avec la for-
mule fondamentale de la dynamique, Y =mj, Tune analogie

qu’il est bon de faire ressortir. L équation F=mj exprimeque

la force Fcommunique à un point matériel de masse m une ac-
est là une sorte de cocf-

célération déterminée^. La niasse

licient de résistance au mouvement, qui appartient au point,

et l’accélération j est l’effet cinématique que la force produit

point. De même la force électromotriçe produite par la
courant dans un circuit qui lui oppose une

ni

T

sur ce
pile détermine
certaine résistance ; l’effet produit se mesure par l'intensité I

courant. La résistance appartient au circuit, comme

plus généralement par la formuleu n ou

T- Q
1 — Cf.(1)

de ce
la masse au point mobile. L’intensité du courant produit est

le débit électrique par imité de temps , comme l’accélération

j est l’accroissement géométrique de la \itesse, rapporté à

l’ unité de temps, qui est dû à l’action de la force F sur la

T’

si l’on veut choisir Vunité d'intensité, comme on a choisi
arbitrairement l’ unité de quantité qui sert à mesurer Q.

Deux quantités d’électricité Q et Q', situées à la distance r
l’une de l’autre, agissent l’une sur l’autre en développant une
force F, attractive ou répulsive suivant les signes des électri-— M ÉC. COLLIGNOS.

masse m.
251. Nous verrons plus loin la définition des unités qui

servent à la mesure de ces quantités E, R, I. I V. 28
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cités en présence, el dont la grandeur est donnée par la loi de
Coulomb :

435434 DES FORMULES

Il en résulte que leur rapport
f T 2

QQ' K 5C2 ) -(2) r = f ~i

est un nombre, indépendant du choix des unités qui servent
V

à évaluer les quantités r, T, Q, Q'.... Or ^ est une longueurLe coefficient constant f est mis là pour rendre la formule
homogène. 11 dépend du choix de Limité de quantité d’électri-
cité, et représente la forme attractive ou répulsive qui résulte
de l’action de deux quantités électriques, égales chacune à
Limité, situées à l’unité île distance.

Deux éléments ds et d$' de courants électriques, d’intensité I
etr, situés à la distance r } exercent l’un sur l’autre une ac-
tion , attractive ou répulsive, dont la grandeur est exprimée
par la formule d’ Ampère,qu’on peut réduire à l’expression

rapportée à un temps, et représente une vitesse linéaire ; le
T \ 2

- ) devant donner un nombre, il fautfproduit de j— * par y -
- soit homogène au carré d’une vitesse linéaire, et par

suite les coefficients a, K et f des formules (1), (2) et (3) sont
tels, que le produit

fque K a

1 Jl
« V K

11' ds ds'K —F'=( o ) COSv-
est une vitesse parfaitement déterminée; on l’a trouvée sensi-
blement égale à la vitesse delà lumière dans le vide, 500000
kilomètres environ par seconde. Ce rapprochement inattendu,
observé pour la première fois par M. Clerk Maxwell, fait
prévoir qu’il existe un lien entre des théories en apparence
distinctes, d’ un côté l’optique, de l’autre les théories du ma-
gnétisme et de l’électricité.

252. Quand un courant électrique passe dans un fil con-
ducteur, il y produit une certaine quantité de chaleur, qui se
traduit par une élévation delà température du lîl. La quantité
de chaleur produite est d’autant plus grande que. la résistance
R du fil est plus grande, et que le courant possède une plus
grande intensité I. Lorsqu’on fait passer un courant très in-
tense dans un fil métallique fin, qui offre une très grande
résistance parce que sa section est petite, le fil s’échauffe,
rougit et peut même être br ûlé : alors le courant cesse, par
suite de l’interruption de la continuité du circuit. L’identité
que l’on admet aujourd’ hui entre la chaleur et le travail mé-
canique conduit à reconnaî tre dans les courants électriques

Dans cette équation, cos o lient lieu d’une fonction d’angles,
c’est-à-dire d’un coefficient numérique qui dépend de l’orien-
tation relative des deux éléments, mais qui ne change pas
l’homogénéité de la formule. Le coefficient K est une constante
dont la détermination dépend du choix de l’unité qu’on a
adoptée pour mesurer les intensités I et I'.

ds ds'Les facteurs et cos o sont des nombres ; on voit doncryx -
que F' est homogène au produit KIF, c’est-à-dire au produit

2 Hj!r > en remplaçant I et 1' par a

chant ce résultat de l’équation ( 2 ), on voit que les deux
produits

T?, et à a^ Rappro*K X a

OO' , 0 0''a" *=T-l ,.3 et K 'P

représentent à la fois des forces.
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une source de travail, puisqu’ils produisent de la chaleur. La
loi de Joule établit la proportionnalité entre la quantité de
travail ou de chaleur produite par unité de temps et le pro-
duit El de l'intensité du courant par la force électromotrice.
Si l’on appelle T le travail développé dans l’unité de temps
par un courant d’intensité I, produit par une force électro-
motrice E dans un circuit de résistance totale 11, on aura ,

moyennant qu’on fasse choix d’une unité convenable pour
évaluer le travail T, la série d’égalités

450 457UNITÉS ÉLECTRIQUES.

tricité répandue à la surface d’un corps pour se répandre au
dehors ; cet effort doit être contre-balancé par un effort égal
et contraire, sans quoi l’écoulement électrique aurait effecti-
vement lieu. Dans un courant électrique, la tension est de
même l’effort que fait l’électricité en mouvement pour s’échap-
per du fil qui la dirige, pour se répandre au dehors, pour
alimenter d’autrescircuits en créant des dérivations du courant
principal. C’est aussi par le jeu des tensions électriques que *

le courant na ît et se propage. La pile produit une différence
de tensions électriques entre ses deux pôles : de là l’écoule-
ment qui se manifeste dans le circuit. On voit par ces consi-
dérations l’identité de la tension avec le potentiel électrique.

T = E I = H ’

255. L’analogie du courant électrique avec un courant
liquide a conduit à admettre dans l’électricité une nouvelle
quantité, à laquelle on donne le nom de potentiel, et qui joue
dans la théorie électrique le rôle de la cote de niveau dans le
mouvement et l’équilibre des liquides, ou de la température
dans la théorie de la chaleur. De même que l’eau d’un réser-
voir élevé s’écoule par un tuyau dans un réservoir plus bas,
en produisant un travail mécanique proportionnel à la hauteur
de la chute ; de même que la chaleur, en passant d’un corps
chaud à un corps froid dans les machines thermiques, pro-
duit un travail proportionnel à la chute de chaleur qui existe
entre ces deux corps : de même l’électricité qui s’écoule dans
un circuit d’un pôle à l’autre de la pile, en vertu de la dif-
férence de potentiel entre les deux pôles, produit un travail
mécanique proportionnel à cette différence. Ce sont les dif-
férences de potentiel entre deux points d’ un même circuit,
ou entre un point du circuit et un corps étranger, qui déter-
minent l’écoulement de l’électricité le long du circuit dans
un sens déterminé, ou en dehors du circuit pour foudroyer
un corps placé dans le voisinage. Cette tendance de l’électri-
cité à couler, à s’échapper au dehors, à la façon de l’eau
qui coule dans un tuyau et tend en même temps à fuir par
les joints, a reçu le nom de tension électrique.

La tension de l’électricité statique est l’effort que fait l’élcc-

ÜNITÉS ÉLECTRIQUES

254. Toutes les quantités ci-dessus définies, résistance,
force électromotrice, intensité, sont susceptibles de mesure,
moyennant la définition des diverses unités auxquelles on
doit les rapporter. Sans nous arrêter aux diverses recherches
théoriques faites sur ce sujet 1 pour rattacher les unités élec-
triques au système des unités fondamentales de la mécani-
que 2, dit système C. G. S., nous définirons comme il suit les
diverses unités pratiques qui ont été adoptées en 1881 par
le Congres des électriciens.

L’unité de résistance est appelée Ohm ; c’est la résistance
que possède une colonne de mercure de 1 millimètre carré
de section, et ayant , à la température 0° centigrade, une lon-
gueur déterminée, d’environ lm,0655, d’après les expériences
de MM. Mascart, F. de Ncrville et R. Benoist 3. Cette définition
diffère très peu de celle de Y Étalon Siemens

1. On les trouvera résumées dans une conférence faite à la Société (Vencoura-gement pour Vindustrie nationale, le 4 mars 188*2, par M. Maurice Lévy. Voir
aussi YEtectricien du 15 mars 1882, article de M. Hospitalier.,omc § 357, note de la page 602.

5. Comptes rendus de C Académie des sciences du 28 avril 1884.

usité en Aile-
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ont été découvertes par Ampère. On peut les résumer dans la
formule

438 UNITES ELECTRIQUES.
magne, et qui représente la résistance d’une colonne de mer-
cure de 1 millimètre carré de section et de 1 mètre de hau-
teur. La petite variation qu’on fait subir à la hauteur a pour
objet de ramener rOhm au système des unités fondamentales.
On estime que le nombre lm,0655, déterminé par la moyenne
d’un grand nombre d’expériences, est un peu trop fort1.

L’unité d’intensité a reçu le nom d' Ampère. Pour la définir,
il faut se reporter à la loi de Joule que nous avons rappelée
tout à l’heure. Un courant d’intensité I, qui passe dans un
circuit présentant une résistance R, pile comprise, produit
par unité de temps un travail T proportionnel à RP. Suppo-
sons la résistance égale à l ’unité. L’intensité I du courant
sera aussi égale à l’unité, si le travail T est égal à l’unité de

kilogrammètre. On pourra
dire par conséquent : VAmpère est l' intensité du courant qui

1produit par unité de temps un travail é gal à - kilogrammètre ,
dans un circuit dont la résistance totale est un Ohm .

L’unité de force électromotrice est le Volt. La loi d’Ohm
rattache celle unité aux précédentes, en montrant que le Volt
est la force électromotrice nécessaire pour produire un cou-
rant ayant pour intensité un Ampère dans un circuit ayant
pour résistance un Ohm.

On a donné le nom de Coulomb à l’unité de quantité élec-
trique ; c’est la quantité d'électricité qui s'écoule en. une
seconde dans un courant qui a pour intensité un Ampère.

1U (hds'
F= COS (p ,r -

où ds est la longueur d’un élément de courant d’intensité I,
ds' la longueur d’un second élément d’intensité I', r la distance
de ces deux éléments et o l’angle qu’ils font entre eux, en les
prenant chacun suivant la direction propre du courant qui le
parcourt. F est l’action mutuelle des deux éléments, attractive
si elle positive, répulsive si elle est négative, nulle si l’angle
o est droit ou si les deux éléments sont rectangulaires ; elle
est positive ou négative suivant que <p est aigu ou obtus.

La formule doit être complétée par l’adjonction d’ un coef -
ficient K si l’on veut rapporter la force F à l’unité ordinaire
des forces.

Celte expression n’est pas celle qu’Ampère a établie, et qui
a la forme plus compliquée

Itravail , que l’on prend égale à -
!7

)I r ds ds' 1cos d sin a sin u! — ^ cos a cos «'F —
a et a sont les angles que font les deux éléments ds et ds'
avec la droite qui les réunit, et 0 l’angle dièdre formé par les
plans conduits suivant cette droite de jonction et- les deux
éléments. Les deux formules ne sont pas identiques élément
à élément; mais les résultats des intégrations étendues à deux
circuits fermés quelconques sont les memes , qu’on emploie
l ’une ou L'autre.

256. On appelle solénoïde une forme particulière de cir-
cuit , réductible par la pensée à un certain nombre de circon-
férences égales, empilées jointivement, et parcourues à la
lois par un même courant électrique. En pratique, le solénoïde
s’obtient en enroulant autour d’un cylindre droit à base circu-
laire un fil conducteur garni d’une enveloppe isolante, de
manière à y dessiner les spires d’une hélice de faible pas. Le
prolongement du fil est ensuite replié le long d’une génératrice

ACTIONS MUTUELLES DES COURANTS

255. Les lois des actions mutuelles des courants électriques

1. La commission îles électriciens avait proposé lm,06. M. J.-R. Raille a trouvé
Tm,0o66. Voir son Élude de la méthode de l'amortissement des aimants pour la
détermination de l’ Ohm, clans les Annales télégraphiques, mai-juin 1883 et
mars-avril 1884.
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du cylindre, pour détruire les effets d’attraction ou de répul-
sion dus à Fobliquité des spires par rapport aux cercles de
section droite, que la définition du solénoïde suppose dessi-
nés par les anneaux du circuit. Un ttel système, parcouru
par un courant, se comporte à la façon d’un barreau aimanté.
Il a deux pôles à scs deux extrémités. Le pôle boréal est situé
à l’extrémité où Ton verrait le courant marcher dans le sens
des aiguilles d’une montre ; le pôle austral à l’extrémité oppo-
sée. Deux solénoïdes mis en présence s’attirent, comme deux
aimants, par les pôles de noms contraires, et se repoussent
par les pôles de même nom. Chacun d’eux est soumis à une
action directrice de la part du globe terrestre, comme l’ai -
guille aimantée.

257. On peut reconnaître qu’un courant suit un fil con-
ducteur, en observant la déviation que ce courant produit

une aiguille aimantée placée à proximité de son parcours.
Si l’on imagine qu’un observateur soit couché le long An
fil , de manière que le sens du courant soit celui des pieds à
la tête, cet observateur, faisant face à l’aiguille aimantée,
verra le pôle boréal de l’aiguille se porter vers la droite, le
pôle austral vers la gauche. L’aiguille, primitivement dirigée
du sud au nord , a son pôle austral tourné vers le nord, et
son pôle boréal vers le sud. Si le courant parcourt le fil,
situé au-dessous de l’aiguille, dans le sens sud-nord, le pôle
austral se jettera à gauche de l’observateur, c’est-à-dirc que
la déviation de la pointe bleue aura lieu vers l’est. Elle
aurait lieu vers l’ouest si le courant, marchant dans le
même sens, passait au-dessus de l’aiguille au lieu de passer
au-dessous.

Les mêmes phénomènes s’observent relativement aux
actions mutuelles des courants rectilignes et des solénoïdes.
Quand Taxe du solénoïde est parallèle au circuit rectiligne,
le passage du courant à travers tout le circuit tend à amener
i’axe du solénoïde en croix sur la direction du fil droit.

L’aiguille aimantée fournit le moyen, non seulement de
constater la présence d’ un courant dans un fil conducteur,
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mais encore de mesurer son intensité, en comparant les
angles de déviation produits par divers courants sur une
même aiguille. La déviation produite peut être augmentée par
l’enroulement d’un certain nombre de spires du fil conduc-
teur autour de l’aiguille, de manière à lui former une sorte
de cadre vertical. Tel est le principe du galvanomètre multi-
plicateur .

INDUCTION

258. Longtemps on n’a eu que la pile pour produire l’é-
lectricité dynamique. La découverte de Y induction par Fara-
day. en 1851, a ouvert de nouveaux horizons à l’emploi de
l’électricité et des machines électriques. Le principe de l’in-
duction peut être formulé comme il suit, conformément à la
loi de Lenz :

Toutes les fois qu'un courant se meut par rapport à un
autre courant ou à un aimant , il se développe une résistance
mécanique analogue à un frein , et qui agit pour empêcher
ou pour retarder le mouvement du courant mobile.

Supposons qu’on déplace un circuit A parcouru par un
courant , en présence d’un autre circuit B, indépendant du
premier, et dans lequel nous supposerons qu’il n’y ait aucun
courant. Si l’on rapproche le circuit À du circuit B, il se
produira dans B un courant inverse du courant de A, de telle
sorte que le rapprochement opéré fasse na î tre une répulsion
entre les deux circuits. Si, au contraire, on éloigne A de B,
on constatera qu’il se produit en B un courant direct, c’est-
à-dire de même sens que le courant A , de telle sorte que IV-
loignement produise une attraction. Dans les deux cas,
1 effort développé tend à la conservation des situations
relatives.

On observe les memes effets en faisant mouvoir le circuit
B en présence du circuit A restant fixe, et plus généralement
en faisant mouvoir à la fois les circuits A et B.

sur
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magnétique représentent un travail perdu pour la puissance

du moteur. On s’est heurté à celte difficulté tant qu’on a

cherché à utiliser la force attractive des électro- aimants.
Signalons toutefois dans cet ordre d’idées l’essai fait à Pétcrs-
bourg, en 1840, par Jacobi, d’une petite chaloupe dont le

moteur était fourni par une pile de Grove de 128 éléments. Le
travail produit , employé à la propulsion de la chaloupe, ne

s’élevait pas à plus de 5/4 de cheval.

INDUCTION.

Des phénomènes analogues se manifestent lorsque, au lieu

de rapprocher un courant d’intensité constante, on fait passer
dans le circuit mobile A un courant initial. Ce courant, au

moment où il se produit, peut être assimilé à un courant
constant qui se rapprocherait subitement du circuit B. Aussi

constale-t-on dans le circuit B un courant inverse qui ne dure

qu’un instant, et qui cesse si le courant persiste dans A sans

variation nouvelle. Quand on interrompt le courant A , cela

revient à éloigner subitement ce courant de B, et il se produit

dans B un courant instantané direct. Il en est encore de

meme lorsque le courant A change d’intensité : le courant

induit (pii se produit dans B est tel, qu’ il semble s’ opposer au

mouvement, réel ou fictif , du fil inducteur A. On a rattaché

ces phénomènes au principe général de la conservation de

l’énergie 1.
259. L’induction fournit un nouveau moyen de produire

l’électricité, et puisque les aimants se comportent comme des

solénoïdes, c’est-à-dire comme des courants électriques, on

peut, par une disposition convenable des circuits mobiles,
arriver à produire des courants sans pile, par le simple effet

des mouvements relatifs : grande découverte, qui est le germe

d’une transformation radicale des moteurs électriques. La

machine de Froment, décrite au g 215, donne une idée des

anciens moteurs. Flic comprenait comme partie mobile un

électro-aimant, c’est-à-dire un ensemble de barreaux en fer

doux entourés d’ une bobine. Les courants, lancés dans la

bobine par une pile, puis interrompus alternativement, pro-

duisaient l’aimantation et la désaimantation successives du fer

doux, cl par suite l’attraction et In répulsion alternatives de

l’électro-aimant mobile de la part d’un électro-aimant fixe.
L’électricité produisait ainsi le travail moteur de la* machine.
Mais le fer doux ne s’aimante pas et ne perd pas son aimanta-
tion instantanément. Ces changements continuels de son état

1. Par ce mot un peu vague, qui est à la mode aujourd’hui, on entend le tra-
vail mécanique , ou ses équivalents habituels de force vive, de puissance mo-
trice, de chaleur, etc.
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2fi0. L’appareil de Ricci a é té un premier perfectionnement
de ces machines mises en mouvement par la pile. Il comprend
un aimant permanent, qui demeure immobile, et entre les
pôles duquel on dispose une bobine de fil conducteur enroulé
autour d’un fer doux. Un commutateur fait communiquer le
fil de la bobine avec un circuit dans lequel est comprise une
pile électrique. La bobine et le fer doux qui lui sert de
noyau sont mobiles autour d’un axe parallèle aux branches
de l’aimant. Si l’on fait passer le courant dans la bobine, elle
subit l’attraction et la répulsion des pôles de l’aimant fixe,
qui déterminent et entretiennent son mouvement continu.

L’appareil Ricci, développé et transformé, est devenu, il y a
quelques années, le moteur Marcel Deprez. Le principal per-
fectionnement réalisé par M. Deprez consiste dans l’allonge-
ment de la bobine de Ricci. Le magnétisme d’ un aimant en fer
à cheval n’est pas,comme on le croit communément, concen-
tré uniquement vers les pôles. Il est réparti au contraire dans
toute la longueur du barreau. M. Deprez, en plaçant entre les
branches du fer à cheval une longue bobine Siemens, recueille
tout le travail que peut fournir le magnétisme de l’aimant
fixe. L’appareil adopté par lui, et essayé à l’Exposition de
Paris en 1881, ,
'1700 grammes, et

comprenait un aimant à 8 laines, pesant
une bobine Siemens de 500 grammes. Le
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rectangles autour de 00' dans le sens des flèches F. Nous 11e
représentons sur la figure qu’un seul rectangle pour la clarté
du dessin.

Le passage du rectangle mnpq dans le champ magnétique
du pôle AA' fait nailre dans le
circuit un courant d’induction ,
et à un instant donné on con -
statedans lecô té mn un courant
d’une certaine intensité, dirigé
suivant la (lèche f par exem-
ple. Au même instant le côté 4

opposé pq est le siège d’un
courant d’induction dela même
intensité, dirigé dans le sens

f . Ce côté se trouve en effet, relativement au pôle BB', dans
la même situation que le côté mn par rapport au pôle con-
traire AA'. Mais ces deux courants, de sens opposés dans
deux côtés opposés du rectangle, reviennent à un seul cl
même courant qui suivrait tout le périmètre mnpq de la figure.
Le mouvement de la bobine dans le champ magnétique des
deux pôles fait ainsi naî tre des courants d’induction dans
chaque circuit rectangulaire dont elle est formée, et il n’y a
plus qu’à les recueillir pour les lancer dans le circuit général.
L’induction est maximum quand le rectangle traverse le plan
mené par l’axe 00' et les deux pôles ; elle est nulle et change
de sens quand le rectangle traverse le plan perpendiculaire
au plan du maximum ; on appelle plan de commutation le
plan où les courants changent ainsi de signe en passant par
zéro.

445MOTEURS ÉLECTRIQUES.444

mouvement était entretenu au moyen d’ une pile contenant
3 au frein

5
funiculaire de M. Carpentier, s’élevait à ^ de kilogrammètre

par seconde, soit ^ de cheval-vapeur. C’est un moteur de

petit atelier. L’appareil est du reste réversible et, si l’on fait

G éléments de Bunsen. Le travail recueilli, mesure

4/
' \f "Cyt >r - 11'

/
m

\
, P
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Fig. 15*2.

m— *

Fig. 151. IIoleur Marcel Dcprez.

— B Bobine Siemens ; — C manivelle pour mettre en mouvement— D Balais pour recueillir le produit.\ aimant en fer à cheval ;
la bobine ;

la bobine entre les branches de l’aimant , un couranttourner
se produit dans le circuit auquel elle appartient.

201. Pour nous rendre compte sommairement de ce qui
se passe dans un circuit enroulé en bobine, qu’on fait tourner
entre les pôles d’un aimant, représentons en AA' et BB' les

deux pôles, l’un positif, l’autre négatif, d’ un aimant fixe.
Entre ces deux pôles plaçons un circuit formé d’un certain
nombre de contours rectangulaires, tels que mnpq, tous
égaux, et montés tous sur un même axe 00' qui joint les mi-
lieux de leurs petits côtés. On fait tourner le système de ces

Le phénomène se complique lorsque le fil conducteur est
enroulé autour d’un noyau en fer doux, plein ou cieux, qui
devient aussi le siège de courants induits, lesquels contri-
buent à leur tour à développer de nouveaux courants dans les
bobines qui les entourent. Souvent le fil est enroulé autoui
d’un cylindre creux, à l’extérieur et à l’intérieur duquel il
dessine des génératrices rectilignes, distribuées en paquets



T
MOTEURS É LECTRIQUES. MACHINE GRAMME. 447440

des intervalles libres. On a remarqué que deux piles distinctes, séparées parle plan de commutation et
réunies par leurs pôles de meme nom. Il suffit de mettre les
pôles de ces deux piles en communication avec le circuit exté-
rieur, pour recueillir les courants électriques produits dans
chaque moitié de l’anneau.

Le plan de commutation, dont la situation varie d’une ma-
chine à l’autre suivant la manière dont elle est construite,
ne reste pas fixe lorsque la machine est en mouvement. Il est
déplacé par le mouvement de l’anneau mobile, dans le sens
du mouvement pour les machines génératrices, c’est-à-dire
celles où le mouvement de l’anneau produit de l’électricité,
et en sens contraire du mouvement pour les machines récep-trices, dans lesquelles le courant électrique produit le
veinent de l’anneau. On conçoit par conséquent que, suivant
l’allure de la machine, il convient de modifier la position des
balais qui livrent passage aux courants à recueillir.

égaux séparés par
la présence de cette paroi en fer doux, qui sépare les brins
intérieurs des brins extérieurs, rend l'induction plus forte et

donne lieu à des courants plus énergiques. Le fer doux se
comporte là à la façon d’un écran qui empêcherait le rayon-
nement du magnétisme de l’aimant : il empêche l’induction
de s’étendre jusqu’aux brins intérieurs du fil, sur lesquels

elle produirait des courants inverses. En outre, l’anneau est
à chaque instant parcouru par des courants induits, qui se

déplacent dans l’intérieur de sa masse à mesure qu’il tourne,
et qui peuvent contribuer pour une certaine part à produire
dans le fil de nouveaux courants, lesquels s’ajoutent
retranchent, suivant leur sens, au courant principal que l’in-
duction y produit directement.

"202. Les divers types de machines magnéto-éleclriqi
dynamo-électriques dérivent de ces premiers aperçus "'

fil conducteur est enroulé autour d’ un anneau plat, que l’on

fait tourner autour de son axe entre les pôles d’un aimant ou

électro-aimant ; dans ce dernier cas, le fer doux de
circuit en bobine, dans

ou se
mou-

œ s ou
.Tantôt le

MACHINE GRAMMEd’un
l’électro-aimant est entouré d’un
lequel on fait passer le courant. Tantôt le fil conducteur est
enroulé autour d’ un noyau muni de prolongements divergents

suivant les rayons d’un cercle. On peut imaginer d’autres
dispositions. Dans tous les cas le courant électrique produit
par l’induction est recueilli au centre de la partie mobile,

d’où il s'écoule dans le circuit extérieur au moyen de deux

balais ou frotteurs métalliques convenablement placés. Dans

tel système, l’anneau mobile est parlagé.à chaque instant
deux moitiés, dans chacune des-

205. L’invention des machines qui produisent l’électricité
à l’aide du mouvement remonte à l'année 1852,
chine de Pixii , dans laquelle l’aimant inducteur
devant un électro-aimant fixe. Dans la machine de Clarl
vient ensuite, l’aimant inducteur est

et à la ma-
était mobile

ve, qui
ramené au repos, tandisque la partie mobile comprend les bobines induites. Ces deuxmachines sont les premiers types des appareils dits magnéto-électriques , où l’on emploie un aimant naturel pour la produc-tion du courant.

un
» ;

par un plan diamétral
quelles les circuits partiels, enroulés en hélices jointives, sont
parcourus par des courants égaux et de sens contraires ; le

sens du courant change dans un plan de commutation, où les

actions inductives s’équilibrent. On réunit ces circuits par-
tiels en tension, en joignant le fil de sortie du premier au fil
d’entrée du second, le fil de sortie du second au fil d’entrée

du troisième, etc., et l'on constitue ainsi, pour ainsi dire,

en
Les machines dynamo-électriques ne font pas usage d’aimantpermanent. Après les premiers essais de Wheatstone, de

lemens et Ifalske, de W ilde, ces machines ont pris un vrai
industriel dans la machine Gramme, qui date de

• ci 1aimant naturel a disparu et est remplacé par un
eclro-aimant, c’est-à-dire par un assemblage de barreaux
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limite, qui correspond à la saturation du champ magnétique,
et à la vitesse de régime de la partie mobile. Les vitesses de
1000, de 4500, de 2000 tours à la minute sont parfois réa-
lisées pour les anneaux de la machine Gramme.

2(54. L’étude expérimentale de la machine Gramme a
montré que l’appareil est réversible ; on y développe un cou-
rant électrique en communiquant 5 l’anneau une grande vi-
tesse de rotation, et inversement on produit le mouvement
de rotation de l’anneau en faisant passer un courant dans les
bobines qui le composent. De là la distinction, que nous
avons déjà indiquée plus haut, entre les machines généra-
trices et les machines réceptrices ; elles ne diffèrent pas
essentiellement les unes des autres, bien qu’elles soient par
le fait appelées à jouer des rôles tout à fait distincts. Les gé-
nératrices s’emploient pour transformer le mouvement en
électricité ; les réceptrices pour opérer la transformation in-
verse. Dans les deux cas il y a échange entre des quantités
équivalentes de travail, de force vive, de chaleur, etc., et , sui-
vant le langage du jour, conservation d'énergie.

MACHINE GRAMME.448

en fer doux, entourés par une bobine où l’on a commencé par

faire passer un courant spécial, destiné à développer l’aiman-
tation. Depuis on a été encore plus loin, et on a réussi à se

passer de ce courant étranger. La bobine de l’électro-aimant
inducteur et la bobine de l’anneau induit sont traversées par
un seul et meme courant, celui que produit la machine en

TRANSMISSION DU TRAVAIL A DISTANCE

265. Un voit que la machine Gramme, et toutes les
chines qui en sont dérivées, fournit une solution élégante du
problème de la transmission du travail à distance. Supp
qu’en un point A nous ayons un travail moteur disponible
une chute d’eau par exemple. Employons celte puissance
trice à faire tourner l’anneau induit d’une machine GrammeG, qui sera pour nous la machine génératrice. Nous produi-rons ainsi un courant électrique dans le circuit mnpq établientre les deux bornes de la machine G, et tout se passera dansce circuit comme si

ma-Fig. 154. Machine Gramme.
— R anneau induit mobile ;A,A' inducteur fixe;

C poulie pour la transmission du mouvement. osons

mouvement. Quand l’anneau est au repos, et que le courant
cesse, il reste dans le fer doux des électro-aimants une trace

d’aimantation, connue sous le nom de magnétisme rémanent ,
qui suffit à provoquer la production des courants d’induction
dès que le mouvement de l’anneau reprend. Ces courants dé-
veloppent l’aimantation, qui à son tour réagit, par l’intensité'

croissante de l’induction produite, sur le courant lui-même.
La machine s' excite ainsi graduellement, jusqu’à une certaine

mo-

nous avions installé une pile électriqueproduisant entre les mêmes points m et q la même différencede potentiel. Qu’en un point D du circuit on interrompe le fil ,— Il ICC . COLMGNON.I V. 20
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cl qu’on y insère une seconde machine Gramme G', le cou-
rant passera dans l’anneau de celle seconde machine, qui
devient la réceptrice, ainsi que dans tout l’appareil induc-
leur de la partie hxe ; l’anneau se meltra à tourner, mais
en sens contraire, par rapport au sens du courant, du mou-
vement de l’anneau de la génératrice. On constatera encore
entre les bornes n et p de la machine G' une différence de
potentiel, qui sera une fraction de la différence analogue con-
statée en G. Le mouvement de Panneau de la seconde machine

TRANSMISSION DU TRAVAIL A DISTANCE.
des deux chutes de potentiel, l’une qui produit le travail de la
réceptrice, l’autre qui résulte du travail communiqué à la
génératrice. L’expérience a montré que ce rapport est, toutes
choses égales d’ailleurs, à peu prés indépendant de la dis-
tance AIL Le courant électrique qui se développe dépend
de la force électromotrice produite en A et des résistances

le courant rencontre sur tout son parcours; parmi cesque
résistances , la principale est la force conlre-cleclromolrice

produit le mouvement de la réceptrice au point B, et à
courant inverse, qui se retranche du

que
laquelle correspond
courant principal. On admet que les quantités de travail pro-
duites dans un même temps par les deux machines G et G '
sont proportionnelles aux vitesses linéaires des deux anneaux
induits. Si l’on appelle v la vitesse de l’anneau de la géné-
ratrice, prise à sa circonférence extérieure, et v' la vitesse de

v'l’anneau de la réceptrice, le rapport — mesurera le rende-

un

— -JW
G'(p »

/ » .

Fi- 135.

pourra être utilisé au dehors pour effectuer un certain tra-
vail, et une partie de la puissance motrice aura é té ainsi
transportée par le fil électrique du point A au point ]>, en
franchissant une distance qui peut être très considérable.

Le courant électrique qui parcourt le circuit mnpq est
assimilable a un cours d’eau dont la source serait placée à la
borne m, qui constitue pour ainsi dire le pôle positif de la
génératrice G, cl l’embouchure à la borne qui forme son pôle
négatif q. Le courant va dans le sens mn et pq, en suivant la
pente du lit. Au point B il y a une chute brusque entre les
deux niveaux net /;; on y insère un récepteur pour utiliser
cette chute. La machine génératrice G, ou la pile qu’on pour-
rait lui substituer, remonte l’électricité du niveau inférieur q
au niveau supérieur m, et remplit le rôle que la chaleur
solaire joue à l’égard des cours d’eau , quand elle élève, sous
forme de nuages et de vapeurs, les eaux de l’Océan qui assu-
rent l’alimentation des sources.

266. Le rendement électrique du système formé par les
deux machines et le circuit qui les îéunil , est te rapport

ment électrique du système. Or l’expérience démontre que la
différence v — v' est sensiblement constante, quelle que soit
la distance AB. On conclut de ce rapprochement que le ren-
dement électrique — est d’autant plus voisin de l’unité que les
vitesses v et vr sont plus grandes.

Le rendement mécanique est moindre que le rendement
électrique; car il s’établit en tenant compte de toutes les
pertes de travail qui ont lieu pour la transmission entre la
puissance motrice et la machine G, de toutes celles qui se
produisent entre la machine G' et les machines qui lui em-
pruntent le mouvement, et enfin de toutes les pertes
soires que le calcul du rendement électrique laisse de coté.

acces-

EXPÉRIENCES SUR LA TRANSMISSION DU TRAVAIL A DISTANCE.
Le premier essai de transmission du travail à grande dis-tance par 1électricité remonte à l’année 1882 et a été réalisé

np
mq
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La génératrice et la réceptrice ri'étaient pas identiques. La

première appartenait au type M. Deprez n° 20, la seconde

était une machine Gramme transformée. On trouvera dans les

Comptes rendus de l’Académie des sciences du 0 avril 1885 le

rapport d’ une commission de l’Académie sur une série d’expé-
riences qui avaient eu lieu devant elle le 4 mars précédent.
La vitesse communiquée à la génératrice a varié de 580 tours

à la minute à 1024; la vitesse de la réceptrice, de 104 tours

à 799. Le maximum du rendement mécanique ne correspond
pas aux vitesses les plus grandes, mais bien à une vitesse

d’environ 850 tours pour la génératrice. On l’a évalué à 0,48,

en faisant abstraction des pertes de travail entre le moteur
et la génératrice, cl à 0,575 en comparant le travail commu-

travail total du moteur. Sur 12 che-

• par M. Marcel Deprez à l’exposition de Munich. Les deux
chines G et G ' étaient des machines Gramme identiques,
modèle dit type d'atelier ; la réceptrice G', placée à Munich ,
mettait en mouvement une pompe centrifuge destinée à l’ali-
mentation d’une cascade. La génératrice G avait été installée
à Micsbach, à 57 kilomètres de Munich. La communication
entre les deux machines se faisait par un fil télégraphique
ordinaire, de 4n,m 1/2 de diamètre, en 1er galvanisé, avec lil
pareil pour le retour du courant. Le circuit présentait un dé-veloppement de 114 kilomètres, offrant au courant une résis-tance de 950 ohms. Chaque machine représentait
une résistance de 470 ohms, ce qui faisait monter la ré-sistance totale à 1890 ohms, soit 1900 ohms en nombrerond. Dans l’expérience qui a eu lieu en octobre 1882, la
machine de Micsbach a été lancée à la vitesse de 2200 tours
par minute; on a constaté pour la machine de Munich une
vitesse de 1500 tours, cl le travail transmis, mesuré au frein,
s’est élevé à 58 kilogrammèlres par seconde, environ 1/2 che-val-vapeur. Le rendement électrique est approximativement le
rapport des vitesses,

ma -
d u

en ou li e

niqué à la réceptrice au
vaux environ fournis par une machine à vapeur, le travail
transporté électriquement à la réceptrice, malgré
tance de 100 ohms, s’est élevé à 4 chevaux 1/2. C’est un ré-
sultat pratique qu'il est important de noter. Le rendement
électrique, mesuré par le rapport des forces électromotrices
développées dans les deux machines, croit avec les vitesses
et ressort au maximum à 0,717. L’observation a montré que
l’intensité du courant produit, malgré les variations des

une resis-

1500 — 0,60. On a reconnu que les2200
machines ne s’échauffaient pas sensiblement, même au bout
de 2 heures de marche; que les collecteurs des induits pré-sentaient des étincelles à peine visibles ; qu’enfin la pluie,
qui est tombée presque continuellement pendant les
rienccs,
dénient ’ .

vitesses, reste sensiblement constante.
209. La même année 1885, l’expérience du transport de

l’énergie au moyen de l’électricité a été reprise entre Vizille
et Grenoble. La distance des deux points est de 14 kilo-
mètres. Deux machines, réunies par un double fil en bronze
silicicux , de 2 millimètres de diamètre, fonctionnaient l’une
à Vizille comme génératrice, l’autre à Grenoble comme ré-
ceptrice. Une turbine, alimentée par une chute d’eau , mettait
la génératrice en mouvement. Les expériences ont eu lieu les
22, 28 et 29 aoû t et le 1er septembre 1885 ; on a mesuré
avec soin le travail communiqué aux machines, le travail
recueilli et l’ intensité des courants produits. Le rendement
électrique a varié de 52,5 à 70,8, le rendement mécanique
de 41,1 a 02,5. La moyenne ressort à 05,1 pour le rende-

expé-n’a pas influé d’une manière appréciable sur le ren-
268. L’expérience de Munich fut renouvelée en 1885 à

Paris, par M. Marcel Deprez, dans les ateliers du chemin
fer du Nord. La machine génératrice était reliée à la récep-trice, d’un cô té par un fil court et de résistance à peu prèsnégligeable, de l’autre par un fil télégraphique en fer galva-nisé, de 4 millimètres de diamètre, offrant un développementde 17 kilomètres.

de

1* rendus de l Académie des sciences du 1) octobre 1882.
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réunissent à peu prés les con-

qui exige
ment électrique, à 51,5 pour le rendement mécanique. On n

que la machine génératrice restituait sensiblement
( ont le travail qui lui était transmis par le moteur, tandisque le travail mécanique produit par la réceptrice était tou-jours notablement moindre que le travail reçu par la meme
machine. 11 est vrai que, dans l’expérience de Grenoble, lesdeux machines n’étaient pas identiques : la génératrice étaitune machine Deprez type n° 10, la réceptrice une machineGramme type I ) transformée. On pense que le rendementaurait été amélioré si les deux

chandises. Ces divers travaux
ditions les plus variables du travail industriel
tantôt - une dépense continue et constante de puissance
trice, tantô t une dépense intermittente, procédant par à-coup,
et comprenant des efforts très énergiques, avec des inter-
valles de repos irrégulièrement distribués. Cette grande
expérience, quel qu’en soit le résultat définitif, fournira
assurément de précieux renseignements, non seulement au

point de vue spécial du transport électrique de la puissance
motrice, mais aussi à un point de vue scientifique plus
général, par l’étude des phénomènes d’ une grandeur excep-
tionnelle qu’elle conduira à observer.

. On constate dès à présent, par exemple, que le pas-
moitié seulement de l’appareil

reconnu
mo-

macliines avaient été dumême type.
270. Enfin, au moment où nous écrivons, une expérienceconçue dans de grandes proportions, et établie dans des

ditions tout à fait industrielles, est en préparation à Creil età Paris. A Creil, deux machines locomotives, montées comme
machines fixes, fourniront le travail moteur, qui s’élèvera à200 chevaux. Des dynamomètres et des freins de Prony don -nent la mesure exacte du travail produit. La machine géné-ratrice installée à Creil a des dimensions et un poids beau-coup plus forts que les machines essayées jusqu’ici. Undynamomètre particulier constate et enregistre le
mécanique reçu par l’anneau mobile. De Creil à Paris et deParis à Creil,

271con-
sage du courant à travers une
inducteur d’une des machines dynamo-électriques y déve-
loppe un champ magnétique qui s’étend à une grande distance
des armatures métalliques entrant dans la composition de
cet appareil. Les objets en fer ou en acier, placés dans ce
champ magnétique, s’aimantent aussitô t ; on éprouve à les

résistance analogue à celle que présenterait un
milieu épais et visqueux. Si on les abandonne, et qu’ils ne
soient pas trop lourds, ils sont projetés violemment contre
l’armature, où ils adhèrent en donnant'par leur orientation une
idée de la direction des lignes de force. Un ressort d’acier
introduit dans le champ magnétique s'aimante; le mouvement
d’ une montre s’arrête aussitôt. Il est remarquable que l’éten-
due du champ magnétique soit considérablement restreinte
quand on entoure de toute part l’appareil inducteur d'une
chemise en fer doux, qui semble jouer le rôle d’un écran
pour arrêter la propagation de l’action attractive.

272. Parmi les nombreuses expériences imaginées par
M. Marcel Deprez pour montrer tout le parti qu’on peut tirer
des courants électriques, nous citerons celle qui consiste à
faire mouvoir à volonté, dans un cylindre creux placé verti-
calement , un

. 50 kilogrammes.

mouvoir une
travail

un fil spécial, en bronze silicieux, de cinq mil-limètres de diamètre, et offrant un développement total de112 kilomètres, porté sur des poteaux spéciaux et
sur toute sa longueur d’une enveloppe isolante, également
imperméable à l’électricité et à Peau des pluies , conduitle courant aux machines réceptrices ét le ramène aux géné-ratrices en fermant le circuit. Les réceptrices, au nombrede deux, installées

revê tu

à Paris, ont la même disposition que lagénératrice, sauf les dimensions, qui sont un peu moindres.Elles sont destinées à opérer divers travaux : 1° produire
l’éclairage électrique de la gare du Nord ; 2° donner le
veinent à une série de machines-outils dans les ateliers duchemin de fer; 5° enfin alimenter le réservoir à accumu-atour du système hydraulique installé à la gare des mar-

mou-
cylindre plein, en fer, du poids d’environ
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Le cylindrecreux constitue un électro-aimant. ; il est entouréde fils métalliques jointifs, isolés les uns des autres, cl com-muniquant tous à un commutateur tellement disposé, qu’onpeut amener le courant à la fois dans un certain nombre de(ils consécutifs, à l’exclusion de tous ceux qui sont au-dessousou au-dessus. De cette manière un fragment seul delà hauteurdu cylindre est à un instant particulier le siège de courantsélectriques, et Ton peut, en agissant sur le commutateur,faire varier la situation de ce tronçon électrisé. Le

’ils puissent passer inaperçus et qu’ils n’absorbent
une fraction appréciable du travail

fer doux de l’induit en
point qu
plus en pure perte
leur, il a fallu sectionner l’anneau en

fragments très minces, suivant des plans normaux à l’axe de

rotation , et séparer les unes des mires les tranches formées
interposant entre deux tranches consccu-

mo-

seclions, en
diaphragme isolant.par ces

tives un

noyaumobile en fer doux , attiré par l’aimantation, suit les dépla-cements de la région magnétique. 11 monte et descend sui-vant que l’opérateur tourne dans un sens ou dans l’autre lamanette du commutateur ; c’est un servo-moleur électrique \Supprime-t-on brusquement le courant, l’aimantation cesse et *

le cylindre mobile retombe à la façon d'un marteau-pilon .On le relève ensuite graduellement par le jeu des courants,on modère ou on accélère sa vitesse ; il fonctionneun véritable ascenseur.

DIVERS MORES DE TRANSMISSION DU TRAVAIL.COMPARAISON DES

274. Si l’on compare la transmission électrique du travail
autres procédés qu’on peut employer pour résoudre le

l’électricité permet de franchiraux
problème, on reconna î t que
des distances beaucoup plus grandes que les autres procédés.
On transmet l’énergie au moyen de Yeau sous pression dans
le système hydraulique d’Armstrong, qui n’est qu’une exten -
sion de la presse hydraulique de Pascal ; la transmission est
limitée à l’enceinte d’un dock, d’ une gare, d’ une petite ville.
Le qaz d'éclairage, distribué presque partout aujourd’hui dans
les centres de population , donne un autre mode de transpoil
de l’énergie, car il fournit en chaque point où s’ouvre la
conduite le combustible nécessaire à la mise en mouvement
d’ une machine thermique. Vair atmosphérique, comprimé
dilaté, sert également à transmettre au loin les pressions et
le travail. Le réseau pneumatique établi maintenant à Paris
permet le transport rapide des dépêches. Toutes ces trans-
missions sont limitées à un périmètre plus ou moins étendu ;
elles supposent une canalisation essentiellement limitée, et le
rendement qu’elles assurent décroît très, rapidement à mesure
que les distances s’allongent. Comme moyen mécanique de
transmettre le travail , on possède le câble tëlodynamique de
M. Ilirn ; c’est la solution la plus fréquemment employée,
principalement dans les montagnes, pour transmettre à des
|psines plus ou moins éloignées le travail moteur d’une chute

comme
275. Lorsqu’on fait tourner rapidement une masse métal-lique dans un champ magnétique d’une grande intensité, ilse produit dans cette masse des courants dont la routepas encore bien connue, mais qui tendent à ralentir leveinent , et auxquels correspond un travail négatif, quicroit proportionnellement au carré de la vitesse. On les ap-pelle courants de Foucault. Ils sont négligeables quand lamasse mobile est peu considérable, ou que les vitesses sontfaibles. Ils augmentent de plus en plus à mesure quedeux éléments, masse et vitesse, * augmentent eux-mêmes.On les a constatés avec une grande intensité dans les pre -miers essais d’anneau induit des machines dynamo-électri-ques de Greil. Pour les éviter, ou du moins les réduire

n’est
mou-

ou

CCS

au
1. Cf. §§ 211 cl 241.
2. Si l’on voulait se servir de cet appareil comme marteau-pilon pour forger despièces métalliques, il faudrait éviter l’emploi des enclumes en 1er ou en fonte, quipourraient être arrachées par l'aimantation du marteau, ou du moins qui déve-lopperaient une résistance lorsque le marteau commencerait à se relever pourfrapper un nouveau ooup.
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DE LAd’eau ; parfois la distance
la fractionne constant. Pourse rendre compte de l’effet produit par ce cou

ranl aihlilionnel, qui contribue comme le courant principal i

l’excitation magnétique de l’appareil inducteur, il est utile de

recourir au tracé de la ligne que M. Deprez appellecaracléris

tique,et que l’on obtient en prenant, à deséchelles arbitraires

abscisses les valeurs de l’intensité 1 du courant, et pour
\olcuis de la force élccfre-
fasse tourner l'anneau à une

les inducteurs deviennent

est assez grande pour exiger qu’onen plusieurs relais. Le cableexige une installation nié
lélodynamique

- mécanique complète d’ un bout à l’autreparcours, et la masse à mettre en mouvement, les frot-tements cl les autres résistances accessoires grandissent deplus en plus à mesure que la portée de la transmissionaugmente. Le transport électrique, bien qu’il soit certaine-ment influencé dans une certaine mesure par la distanceà franchir, bien qu’il exige tout le long du parcours desinstallations particulières comme fil et comme supports, per-met de franchir des distances de 50 kilomètres et au delà, enlaissant comme travail disponible le tiers au moins du travailmoteur.

d u

pour
ordonnées
motrice E ; cela suppose que

vitesse V déterminée, pendant que
le siège d’un courant d’intensité I, fourni par une source

d’électricité étrangère au jeu de la machine. Si l’on conserve
la vitesse V, et qu’on fasse varier 1, la force électromotrice E

variera, et l’on pourra construire par points la caractcris-
déterminant par une série d’expériences les valeurs

de I et de E. Si ensuite on change la vitesse
nouvelle valeur \r /, il suffira , pour

d’amplifier les ordonnées

lescorrespondantes
l’on

tique, en
correspondantes
et qu’on lui donne une
avoir la nouvelle caractéristique,

y
dans le rapport des vitesses puisque

APPAREIL RéGULATEUR DE IA TRANSMISSION éLECTRIQUE

à intensité égale il y275. Il se prèle facilement à la division du travail moteurentre divers ateliers alimentés par la même machine dynamo-électrique. Nous signalerons à ce propos un dispositif ingé-nieux, du à M. Marcel Deprez, qui permet d’atteindre à unegrande uniformité de régime pour les diverses machines-outils qui continuent à fonctionner, malgré l’interruptionbrusque du travail pour les autres du même groupe. En touterigueur, la solution adoptée par M. Marcel Deprez supposechaque machine-oulil en communication, par un fil spécial ,avec la machine génératrice. Mais elle s’applique encore àlitre d’approximation lorsque les machines-outils sont toutesmontées sur le même fil, pourvu que la résistance propre dufil soit négligeable par rapport à la résistance des machinesréceptrices qui y empruntent leur force motrice.Le dispositif de M. Marcel Deprez consiste essentiellementà placer sur les inducteurs de la génératrice, à côté du filque doit suivre le courant, un second fil distinct du premier,enroulé de la même manière, mais parcouru par un courant

. de l’anneau cl le travail
proportionnel à la force élcctro-la vitessea proportionnalité entre

produit, qui est lui-même
motrice.

Lorsqu’on étudie expérimentalement celte ligne des forces

électromotrices en fonction des intensités , on reconnaî t

qu’elle commence par présenter une forme sensiblement rec-
tiligne ; plus loin elle se courbe, et se rapproche indéfiniment
d’une droite horizontale, qui est son asymptote; de telle

restant la même, la force élcclromolrice
l’intensité, et tend vers

sorte d’état de saturation
sorte que, la vitesse
ne croit pas indéfiniment avec
limite finie, qui correspond à une
magnétique des inducteurs. Dans la portion utile de 1 opun ,

la caractéristique est. sensiblement droite.
La résistance R du circuit est - égale a j d après la loi

une

d’Ohm; elle est donnée sur la figure par le iapport de
donnée à l’abscisse.



un
TRANSMISSION éLECTKUJUK

4()0 DE LA

de vitesse se Iraduitsur l’épure par une amplificalion propor-
fionncllc (les ordonnées de la caractéristique.Dans celle am

location une droilc telle que AB se change en une autre
"

droite, comme si clic basculait autour du point V où cil *

coupc l’axe des abscisses, tandis que la résistance rdc h ma

chine reste la même Appelons a le coefficient d'inclinaison

de la droite Alt, et V la Cesse de l'anneau ,„i correspond à

efficient; r désignant la résistance proprede la machine

choisira une autre vitesse V telle, que l'on ait

APPAREIL R ÉGULATEUR
270. Appliquons la construction de la

machine dont les inducteursdistincts, dont l’un soit
Soit 00' rinlensilé de

caractéristique Ail
soient formés de deux filaparcouru par un courant constant]ce courant. S’il existait seul, il

a une

en ré-sulterait clans le circuit
principal une force électro-motrice O'J ). Nous suppose-que la caractéristiquede
la machine soit, à partir de
ce point D, sensiblement
tiligrie. Pour une autre in-tensité OH, somme de l’inten-sité 00' du courant acces-soire et de l’intensité propre O'H du courant principal, laforce électromotrice correspondante sera l’ordonnée IIK de lacaractéristique. Mais la résistance totale du circuit principal

n’est pas ici déterminée par le rapport

ce corons
on

V'rec- = r ,“ V

Fiff . 13S.
l'inclinaison de la

donc établi, et le problèmealors la nouvelle caractéristique

droite OL ; le parallélism
aura

el e sera
v

résolu . A colle vitesse V' = V -, la différence de potentiel
Cl

restera constante dans le circuit extérieur, malgré les varia-
tions subies par les résistances que le courant rencontre dans

ce circuit. Le choix de l’intensité 0 O' du courant accessoire
plus de la différence de potentiel qu’on se pro-

IIK
jÿ j de la force électro-

molrice totale à l’intensité totale, mais bien par le rapport
de la force électromotricc totale a l ’intensité O'II, telle

qu’elle existe dans le courant principal seul . Celle résistancese décompose d’ailleurs en deux parties : l’une est la résis-tance propre ?1 delà machine dynamo-électrique; on peut la
représenter par le rapport

IIK
dépend au sur
pose de réaliser.

277. Des expériences faites en 1881 i\ l’exposition d’élec-
tricité de Paris, renouvelées depuis, notamment à \ izillc en

1885, ont justifié très sensiblement celte disposition et cette
théorie. 11 faut, comme nous l’avons dit en commençant, que
la résistance propre du fil soit négligeable vis-à-vis des résis-
tances des machines-outils, sans quoi la conslance du travail
total n’impliquerait pas nécessairement la constance de chaque

travail partiel recueilli par les diverses réceptrices. On lit
dans le Rapport de la commission de Grenoble (Grenoble,
Gabriel Dupont , 1885), à propos des inconvénients de la soli-
darité des machines moulées sur un même circuit :

« 11 faut remarquer que cel inconvénient existe pour tout
mode de transport de travail, eau, gaz, etc. Supposons, par

de distribuer la force à un certain

LII d une certaine force élcclro-O'il
motrice LH à l’intensité O'JI du 'Courant qui parcourt le filenroulé sur les induclcurs. Le reste LK de la force électro-motrice représente le travail disponible pour le reste du cir-cuit , et est proportionnel à la chute de potentiel entre lesbornes de la machine. Le travail transmis sera donc constant,malgré les variations de l’intensité O'H, si les deux droites ABet O'L sont parallèles. De ces deux droites, la première repré-sente par ses ordonnées les forces éleclromotriccs totales, laseconde la partie de ces forces qui est consommée par la ré-sistance propre de la machine. Or on a vu qu’un changement

exemple, qu’il s’agisse
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en nombre tel que leur force électromotrice de polarisation

soit toujours supérieure «au maximum de la force électromo-

friee de là machine. Celte dérivation ne détourne aucune frac-

tion du courant principal ; au contraire elle donne passage a

l’extra-couranl, qu’elle détourne en grande partie du circuit

principal. On a comparé avec justesse cette dérivation

soirc, qui appelle une partie de l’extra-courant, aux matelas

d'air des conduites d'eau : ils ont, comme on sait , pour

effet d’atténuer les coups de bélier qui tendent à se produire,

_ la fermeture subite d’un robinet interrompt brusque-
lc mouvement de la colonne liquide.

279. La transmission du travail à distance n’est pas le seul

emploi industriel qu’on fasse aujourd’hui de l’électricité. Les

courants électriques trouvent de nombreuses applications,
i lesquelles nous nous bornerons ici à signaler quelques-
des plus importantes : production de la lumière électri-

que, soit par l’arc voltaïque jaillissant librement entre deux

charbons, soit à l’aide d’un corps particulier que le courant
traverse et porte à l’incandescence ; transmission des signaux

et des dépêches, télégraphie; application aux appareils enre-

gistreurs ; transmission des sons, du chant, de la parole , par
le téléphone et les appareils qui en sont dérivés; allumage à

distance des mines et des explosifs; emploi des courants pour
opérer des réactions chimiques, dorure, argenture, galvano-
plastie ; applications de l’électricité à la thérapeutique; ap-
plication aux chemins de fer, soit pour la traction des
wagons, soit pour le serrage des freins (système Achard) , etc .

Ajoutons (jne l’électricité parait jouer un rôle considé-
rable dans la plupart des phénomènes naturels, aussi bien
dans les réactions chimiques que dans les phénomènes physio-

logiques, et dans ceux qu’a en vue la physique du globe.

EXTRA-COURANT.
nombre de récepteurs hydrauliques, au moyen d’ un réser-voir d’eau unique. Il est évident que les récepteurs sont indé-pendants les uns des autres, si l’on maintient le niveau con-stant dans le réservoir 1, à la condition que chaque récepteursoit alimenté par une conduite spéciale partant du réservoircommun . Mais si , par raison d’économie, on établit une con-duite maîtresse sur laquelle viennent s’embrancher les con-duites secondaires, il se produira le long de cette conduite despertes de charge qui varieront avec le nombre des récepteursmis en action, de telle sorte que les récepteurs ne seront pasabsolument indépendants les uns des autres. »

acces-

lorsque
ment

EXTRA-COURANT.

278. Il est rare que les courants produits par une pile électri-que soient dangereux . On ne peut pas en dire aulant desrants qui sont fournis par une machine dynamo-électrique oumagnéto-électrique, non pas que ces courants soient bien dan-gereux en eux-mêmes , quand ils suivent régulièrement lecircuit qui leur est ouvert. Mais ces machines comportenttoujours un grand nombre de spires jointives, forméesfil replié sur lui-même, et il s’y manifeste, quandinterrompre le courant principal,
lané, dû à l’induction

parmi
unes 1cou -

pai* le
on vient à

un extra-courant inslau-
exercée par les spires du fil agissant les
ou à ce qu’on appelle la self induction

a proposé divers moyens pour mettre lesobservateurs a l’abri de cet extra-courant, qui est beaucoupplus dangereux que le courant principal . Nous nous borne-rons à mentionner le procédé indiqué récemmentM . d’Arsonval *. 1! consiste à installer entre les bormachine

unes sur les autres,
de la machine. On

par
nos de la

accessoire , formée
lames de plomb el a eau acidulée.

génératrice une dérivation
une série de voltamètres à

par
l iquide fend n\. L’action chimique exercée par un courant passant dans =,,,!sasaatess:: .»?*"**

l ion dos électrodes, el « R ie Ion utilise dans les appert cils actunu

un
1. Cesl à proprement parler ce que fait le dispositif de M. Marcel Doprez. cnmaintenant constante la chute de potentiel entre les deux bornes de lagénéralrice.
2. Comptes rendus de l {endémie des silences du lü janvier 1885.
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A Battage des pieux, 312.
Batterie (éléments réunis en), 451.
Bclleville (chaudières), 415.
BENOIST, 457.
BF.RNocr.Li (Daniel), 205, 208.
Bielle renversée (machine à ), 555.
Bobine Siemens, 445.
Boite à étoupes, 515; — de distribu-

tion, 520.
RoufiUER, 192, 401.

Accélération angulaire (théorème de
1'— généralisé), p. 28.

Acide carbonique, 100.
Action directe (machine à ), 552.
Actions mutuelles des corps tournants,

18 et suiv.; — des courants élec-
triques, 458.

Adiabatique (ligne), 257.
Admission, 275; — anticipée, 542. •

Aiguille aimantée, 440.
Aimantation à distance par les ma-

chines dvnamo-éleclriques, 445.
D'ALKMDERT, 598.
Alimentation des moteurs animés, 292.
Aliments plastiques, — respiratoires,

295.
AMPèRE, 459.
Ampère (unité), 458.
Ane (travail de 1’), 299.
Appareil Uicci, 445; — régulateur de

la transmission électrique, 458.
ARCHIMèDE, 177.
Arrêt d’une machine, 9.
H ARSONVAL, 402.
Attraction, 204.
Aviation, 294, 405.

C

CATI.I.ETET, 405.
Calorie, 222.
Canon sans recul de Harding, 570.
Capillarité, 124.
Capital, 4.
Caractéristiques de la pondre, 428.
CARNOT, 14 ; — (Sadi ), 257, 407.
Cataracte, 550.
CAVE, 555.
CAUCHY, 159.
Cause d’ un phénomène, à distinguer

de l’occasion, 575.
CACTIIORNE UNWIN, 589.
Centre de pression,107 ; — d'une aire

plane, 170; — de percussion ,172 ; —
de poussée, 184; — de carène, 187.

Chaleur , 221 et suiv. ; — latente, 221 ;

— spécifique, 222, 201 ; — de vapo-
risation , 202; — et travail, 294; —
produite par un courant, 455.

Champ magnétique, 445.
Chaudière,515,412 ; — tubulaire, 555 ;

— Field, — Sulzer. 412; — Belle*
ville. 415.

i;*
BAILLE, 438..
Balancier d’un danseur de corde, 05 ;

machine à vapeur à — , 52, 524.
Balistique intérieure, 305.
Ballon dirigeable, 400.
Barométrique (nivellement ), 145.

IV. — MKC. COLLI'.Ni'N.

1W.r

59

’
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Chemise de vapeur, 519, 415.
Cheval ( Irava il d u ) , 290; — va-

peur, 4.
CLAPEYRON, 558, 408.
Clarke (machine) , 447.
CLAUSIUS, 240, 278, 408.
CLéMENT F,T DêSORSIKS, 258.
CLKHK MAXWELL, 455.
Coefficient de contraction, 212.
COMBES, 277, 552, 554.
Comparaison des modes de transmis-

sion du travail, 457.
Compressibilité des liquides, '118,

Condenseur , 515.
Conditions relatives aux limites, 105.
Conjonction, 155.
Contrepoids, 06 et suiv.; — pour une

manivelle à simple effet , 68, 82: —
pour une manivelle à double effet,
71 ; — pour une manivelle double à
double effet, 75.

Contre-vapeur, 98, 419.
Corliss (machine), 414.
Cornouailles (machine de), 528.
COUCHE, 88.
Coulisse de Stcphcnson, 545.
Coulomb (unité), 458.
Coups de collier, 259.
Courants électriques, 450 ; — <le Fou-

cault, 45G.
Création de valeur, 15.
Cyçlcs, 228; — directs, inverses, 228;— de Carnot, 257, 240, 258.

Détermination d’un volant, 578 ; —d’un contrepoids, 84.
Développement d’une fonction en série

de sinus et cosinus, 79.
Direction des aérostats, 294.
Discussion de l’équation de l’hydrosta-

lique, 157, 140.
Distributeur à robinet tournant, ou

Maudslny, 414.
Distribution à détente fixe, 558 ; — à

détente variable, 541 cl suiv.; —Marcel Deprez, 548.
Double effet (machine à), 515.
DROUETS, 75.
DUPRé (Athanase), 507, 425.
DUPUY HE LOMé, 406.

151 ; — du prisme droit flottant, 179;— relatif d’un liquide pesant tour-
nant autour de la verticale, 155.

Fiprivaient mécanique de la cha-
leur, 225, 220, 251, 252 ; — calori-
fique du travail, 220.

Espace mort, ou nuisible, 518.
Etablissement du volant dans le cas

général, 578.
Etal gazo-liquide, 405 ; état de satu-

ration (vapeurs), 120.
Etirage de vapeurs , 415.
Eudiomèlrc, 562.
Euler (turbine d’) 290.
Expérience d’Athanase Dupré 507 ; —

de Yinccnnes', 291; — de M. llirn,
416; — sur le frottement , 425;

— sur la transmission du travail ù
distance, 452 et suiv.

Extra-courant, 402.

G

Galvanomètre , 440.
GAY-LUSSAC, 119, 258.
Gaz,117 et suiv., 282, 404 ; — perma-

nents 118, 150, 247 ; — pesants,

150, 144.
Généralités sur les contrepoids , 77 ;— sur les régulateurs, 582.
GéRARIHN, 218.
Gouix, 87.
Gramme (machine), 447.

H

HALSKK, 447.
HARDING, 570.
Hélice propulsive, 552.
Hélicoptère, 406.
HELMIIOLTZ, 408.
HIRX, 232, 408.
HIRSCIï, 411, 416, 420.
Homme (travail journalier de P), 290.
Homogénéité des formules des volants,

47 ; — des formules électriques, 455.
HOSPITALIER, 457.
HUYGEXS, 407.
Hydraulique, 200.
Hydrauliques (moteurs), 295.
Hydrodynamique, 195 et suiv.
Hydrostatique,127 et suiv.
Hypothèses particulières introduites

dans les équations de l’hydrodyna-
mique. 198.

E

Echappement , 276.
Écoulement en mince paroi, 210; —par filets parallèles, 212 ; — perma -

nent des gaz, 250; — des vapeurs, '

271.
EDIIV, 409.
Efforts intérieurs auxquels un volant

est soumis, 59.
Egalité entre le travail moteur et le

travail résistant, 14; — de pression
en tous sens dans les fluides par-
faits, 121.

Electricité, 562, 429 et suiv.
Electro-aimant, 562.
Electrodes, 450; polarisation des — .

463.
Embrayage alternatif mis en mouve-

ment par un régulateur, 110.
Emplois divers de l’électricit é, 465.
Énergie, 442, 449; — potentielle,372.
Engrenage planétaire, 524.
Entropie, 280.
É pure Fauvcau, 542.
Equation des forces vives, 2, 4 ; dis-

cussion de 1’— des forces vives, 7,
13; usage de 1’— des forces vives
pour la recherche de la tension des
liens, 20; — de l’hydrostatique, 130;— de l’hydrodynamique, 195, 197 ;— de continuité, 190; — simplifiée
de l'hydrodynamique, 200; — fon-
damentales de la théorie de la cha-
leur, 227; — de Poisson ou de La-
place, 249; — de Weisbach, 257.

Équilibre de l'atmosphère terrestre;

F

Facteurs du travail journalier, 288.
FARADAY, 404, 441.
FARCOT, 115, 411, 410.
Farcot (détente), 345.
FAI:VEAU , 542.
Fixes (machines), 7.
Flottant (oscillâtions d’un corps), 393.
Fluides, 117 et suiv.;

rels, 120.
Fonction des vitesses, 198; — carac-

téristique d’un fluide, 280.
Force en action, force en puissance ou

potentielle , 288 ; — électromotrice,
451 ; — contre-électromotricc , 451,

Forme de la surface de la mer, 150 ;— de l’eau dans les augets d’une
' roue en dessus, 299.
Formule de M. Gérardiu, 218.
FOUCAULT (courants de), 114.
Fouctlement de la bielle, 54.
Fourncyron (turbine), 296, 299.
Foyer, 516.
Franchot (machine) , 554.
Frein, 95 et suiv. ; — à bande, 93;

— de chemin de fer, 94 ; — Achard,
— Guérin, — Lefebvre et Doré, —
Molinos, 98 ; — à contre-vapeur, 98 ;
Westinghouse, — à vide, 99.

FROMENT , 362.
Frottement , 423.

4

natu-

D

Daniel (pile de), 450.
DAVï, 407.
Densité des vapeurs, 205.
DEPREZ (Marcel), 423, 445; distribu-

tion de M. — , 348 ; théorème de
M. — , 552.

Dépense de combustible par heure et
par cheval, 411.

Désembrayage partiel d’un groupe de
corps tournants, 375.

Desiderata de la théorie de la chaleur,
410.

DESORTIAUX, 428.
Détente,275; — dans les machines à

vapeur, 317; — variable, 344 ; —Meyer, 544; — Farcot , 545; — Mar-
cel Deprez, 548; — Clapeyron, 538;— par échelons, 415.

I

Imperfection des régulateurs, 112 ;— du régulateur de Watt, 109, 110.
Impossibilité du mouvement perpé-

tuel, 10.
Induction, 441.
Influence des masses, 04.
Instinctifs (mouvements), 287.
Intégrabilité de la fonction des forces

(hydrostatique), 164.
Intégration d’une équation aux déri-

vées partielles relative au mouvement
des fluides, 202; — d’une fonction
de trois variables indépendantes,137.

Intensité d’un courant électrique. 431.
Isotherme ( ligne), 237.
IVON VILLARCEAU, 88,

>i
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4

Die <‘ffet , 41 ; — double à double
effet, 43.

Maire, 152.
MAP.KY, 405.
MA IUOTTK , 118.
MASCART, 457.
MASSIEU,280, 410.
MASSON, 258.
MAYER OU Meyer, 232, 400, 408.
Mélange de gaz pesant, 158 ; — de

vapeur et d’eau liquide, 200.
Mélaccnlrc, 192, 400.
Méthode de Dezou t, 81 ; — générale

pour l’établissement d’un volant , 48;— pour la solution du problème de
l'hydrostatique, 155.

MEYER OU Mayer, 252, 400, 408.
Meyer (détente) , 344.
MEYER (Van), 428.
Mise en train d'une machine, 8.
Mobile (machine), 7.
Moule-charge, 291.
Morte-eau,153.
Moteur hydraulique, 295; — animé,

287 ; — Lcnoir, 559, 419 ; — llugon,
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