


 TRAITE

’ -"_:P

CANIQUE

A v

"EDOUARD COLLIGNON
jeur en chef des .ponts et chaussées, Répétitenr & U'licole polytechnique
.Inspei:fel‘lr dp Plcole des ponts et ehaussées

12546, — PARIS, IMPRIMERIE A. LAHURE :
Rue de Fleurus, 9 . w_"”,':_h

" DREMIERE PARTIE

CINEMATIQUE

IEME_EDITLON

.gment.ée‘:‘F‘. LY F. s
BIBLIOTEC:
REGISTR. OAT:

|
- 02 D=-3-13

_ PARIS
- LIBRAIRIE HAGCHETTE ET

BOULEVARD SAINT-GERMAIN, 79

1885




2 des fluides.
qui s’adressent aux classes supé-

ciences de I’Ecole polytechmque et des
sg;eclafes 1ous avons ajouté un complé-

a ngue vibratoire, et destiné aux éléves de
nt supéricur.



PREFACE,

On trouvera dans I'introduction du présent volume les
motifs qui nous ont dirigé dans le classement des ma-
ticres, point sur lequel tous les auteurs ne sont pas
- d'accord. Pour quelques-uns, la statique n’est qu’un cha-
pitre de la dynamique. Nousy voyons, au contraire, une
des grandes divisions de notre sujet. I’ordre que nous
suivons est celui qu’ont préféré presque tous les anciens
auteurs : c’est le seul qui donne i la statique sa véritable
importance, et qui la présentecomme unescienced part,
ayantson objet bien défini, ses axiomes spéciaux, sa mé-
thode particuliére. -

La cinématique, dont il est exclusivement question .

dans ce premier volume, comprend la conématique pure,
dont nous exposonsles principes dans les livres|, Ilet IIl,
et la cinématique appliguée, ou théorie des mécanismes,
matiére du quatricme et dernier livre. On ne doit pas
s’étonner de cette division, qui fait succéder a des théo-

ries géométriques des descriptions de dispositifs tenant

de prés 4 la mécanique industrielle et & la techno-

logie. La mécanique n’est pas une suite de proposi-
tions abstrailes, c'est, au contraire, une science sus-
'ceptible des plus nombreuses applications, el ce serait -
en méconnaitre le caractére et V'étendue, que de la res- '
treindre systématiquement & de simples spéculations de

‘géométrie ou d’analyse.

Le bul qu'on doit se proposer en écrivant un traité -

der dans ses recherches personnelles. Pour atteindre plus
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selentlﬁque, parait étre de mettre le fecteur au courant
des principales méthodes qui pourrout plus tard le gui-

1 ce.mot nous entendons la géométrie élé-
e dans ce volume le role le plus impor-
isons ont & cet égard déterminé notre
s %s branches des mathémaliques, la
sans contredit la plus connue; son vo-
depuis longtemps formé; elle a beau-
de puissance qu’on ne lui en attribue com-
; ¢’est, en un mot, un instrument propre
les meilleurs services, dés quil est placé
ains exercées. Enfin Pexposition géométri-
incipes de la mécanique n'en est plus aujour-
ire ses preuves, Depuis vingt ans qu’on 1'a

‘- ans enseignement supérieur, elleVarendu
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plus clair et plus facile, et surtout elle a contrlb?e dans
une large mesure & développer chez les' ¢leves 1? gustiess:-
~ du sens méeanique , précicuse facullé, ql.le len‘se g‘

ment purement analytique semble impuissant a faire

naitre dans le plus grand nombre des esprits.

P

Daris, 12 20 oclobre 1872.

TRAITE

. MECANIQUE

i ;‘INTRODUGTION

Un corps est en repos
la position quil occupe & un
deux définitions entre la considéra-

une idée premiére qu’on ne peut défi-
monde posséde; il nous suffit ici d’obser-

& la durée ce que le point géométrique
‘une ligne. On concoit trés hicn ce que
 Egales, et par suite co qu’est une durée

moifi¢ d'une aulre. En un mot, le temps
de mesure comme toule autre grandeur, ct

en donnant le rapport de celte durde 3
lrement choisie,



2 DIVISIONS

La seconde, la minute, 'heure, le jour, V'année, sont les
unités de temps que Von adopte habituellement. Le jour et
Pannée, durées définies par les mouvements naturels des
astres, sont les unilés fondamentales. La seconde, la mi-
nute et I'heure sont des fractions connues du jour; on les
ovalue & l'aide des appareils chronométriques, lels qu’une
montre, un sablier... :

Le phénoméne du mouvement fait donc intervenir deux
ordres d'idées bien distinets : le temps, et les grandeurs géo-
métriques qui fixent la position du corps mobile. Ce n’est pas
tout. L'expérience nous apprend que pour mettre en mouve-
ment un corps qui est en repos, il faut y appliquer un cer-
tain effort; qu’il faut de méme déployer un certain effort
pour empécher, dans cerlains cas, un mouvement de se pro-
duire : ¢’est ce qui a lieu, par exemple, quand la main sou-
{ient un poids qui tomberail si on I'abandonnait & lui-méme.

Des faits analogues se renouvellent constamment dans la vie

pratique,, et conduisent A 1a notion de force, nolion nouvelle,
comme celle de temps. La force doit élre considérée comme
une cause capable de metire en mouvement un corps en re-
pos, de faire rentrer dans le repos un corps en mouvement,

“de maintenir en repos un corps qui est sollicité a se mouvoir

par d’autres forces, cle... Les forces sont trés diverses par leur

nature ; par exemple, la force musculaire que développe un |
animal est, du moins en apparence, d'une autre nature que

les forces qui se manifestent dans le mouvement des planétes.

Mais les forces, quelle qu’ensoitla diversité, sont comparables
les unes avec les aulres et susceplibles d'évaluation nume- 1
rique. La mécanique n'a pas pour objet I'¢tude de leur nature:
intime: elle ne s'occupe que des earactéres communs a toules,
el pour nous, une force sera regardée comme complétement
Jéterminée quand nous counaitrons son point &’ application, sa -
direction et son infensité, sans que nous cherchions a pénéirer
plus avant dans la recherche de sa nature. Ces notions seront,
du reste, éclaircies dans la suile du cours, lorsque nous ¢lu-

dierons les principes fondamentaux de la nécanique.

DE LA MECANIQUE. 5
9, La Mécanique ost Ia science du mouvement et des forces
: @i_,_le produisent ou le détruisent. Elle se divise en trois par-
ties.

: a premiére, appelée cinématique par Ampére, a pour objet
le du mouvement, abstraction faite des forces qui peuvent
duire; on y considére les corps comme des figures géo-
métriques mobiles ou déformables ; la cinématique n'admet
s ses raisonnements que les quantités géométriques et le
qui a fait dire qu’elle est une sorle de géoméirie @
imensions *. ;

La seconde partie de la mécanique est la statique, ou science
ilibre. On entend par équilibre I'élat d’un corps sou-
la fois & plusieurs forces qui se contre-halancent, et
par suite le laissent en repos il y est déja. Un poids que
| porte 4 la main, et que Uon maintient en repos malgré

ur, qui tend & le faire descendre, et sous l'action
de leffort exercé par la main, quitenda le faire
atique étudie les conditions auxquelles diverses
nt satisfaire pour que I'équilibre ait lieu.

un eorps soumis a plusieurs forces agissant 2
vement ; Péquilibre des forces est un cas
arquable ot le repos du corps persiste
s tendances diverses que le corps subit, et en veriu
~§tenge de ces tendances contradictoires; ce cas par-
us simp:e que le cas général ot le mouvement est
nt produit, est Pobjet spécial de la slatique.

_1. eme parlie de la mécanique est la dynamique ou
des -efft-zts de mouvement des forces. Nous venons de
a statl-qu.e Yy rentre a titre de cas particulier,

¢ ordinairement, sous les noms d’hydrostatique et

e la position d’un poj , 4
Sinroe point dans P'espace dépend de trois coordonnées ,

dan ¢ Scani
e :Siles problémes de mécanique seront censées élre des
| quatre dimensions. '(:)n,peut regarder la mécanique comme une géo-
dométrique. Lé:r 13n31Y§e mécanique est comme une extension de
sagrange, Théorie des fonctions analytiques, § 185
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&’ hydrodynaminque, Vétude de I'équilibre et du mouvement des
Tuides.

3. Deux méthodes peuvenl étre suivies pour I'étude de la
méeanique : la méthode géométrigue et la méthode analytique.
Nous les adoplerons toutes les denx. L'upe dorme une intel-
ligence parfaite des théorémes, et rend la mécanique acces-
sible & ceux qui possédent seulement les éléments de la géo-
métrie ; 'antre conduitf a Ja solution des problémes les plus
géncraux et les plus élevés. Chacune a donc son avantage.
Notre exposition sera d'ailleurs géoméirique, et 'analyse
n'interviendra au début qu’a titre d’auxiliaire.

4. La mécanique dont nous nous occuperons principale-
ment est la mécanique rationnelle, doclrine fondée sur le rai-
sonnenment, el déduisant logiquement toutes les propositions
qui la compesent de cerlains principes universellement ad-
mis. La mécanique appliquée, & laquelle nous ferons quelques
emprunts, met & profit les théorémes de la mécanique ra-
tionnelle, mais elle est souvenlt forcée pour résoudre ses pro-
hlémes de recourir & 'expérience ou méme & des hypothéses.
Le nombre de ces hypothéses diminue, il est vrai, 4 mesure
que la science se perfeclionne. La cinématique, par laquelle

nous commencerons, est, comme la gtométrie, fondée sur le

raisonnement rigoureux et sur les axiomes; elle n’a besoin
d’aucnn principe spécial. La statique, qui vient ensuite, re-
pose sur certains principes nonveaux, qu'on peut regarder
comme de véritables axiomes. La dynamique seule sippuie
sur des principes qui sont loin d'élre évidents a priori, sur des
pestulats indirectement démonirés par I'accord de leurs con-
séquencees logiques avec les phénoménes observes, La vérité de
ces principes est aujourd’hui mise hors de doute par des veé-
rifications incessamment renouvelées. Au peint de vue logique
crpendant, il y a une différence & faire entre la certitude ab-
solue (ou du moins celle qui parait {elle & notre esprit), ct une
prohebilité, si voisine qu'elle soit de la certitude. Aussi pen-
sons-nous qu’il est conforme & Pordre logique d’exposer la
statique d’abord et la dynamique en dernier lica. On arrive a

ORDRE DES PARTIES. - &

me conclusion en ohservant que la dynamique admet
es raisonnements et ses caleuls des quantités de quatre
difforentes : les quantilés géoméiriques, les forces, les
le temps, tandis que la stalique peul se passer des
masse et de temps. Nous pouvons indiquer comme
lles idées premiéres se trouvent combinées dans
s parties de la mécanique :

: quantités géométriques, lemps.

uantités géomélriques, forces.

s masses' : quantités géométriques, masses.

: Quantités géométriques, lemps, forces el

j—;\rrage synthétique, ot 'on passe du simple au
semble convenable de finir par la branche qui
enir le plus grand nombre de notions irréductibles®,

are pas habituellement cette branche de la mécanique; elle fournit
articuliers & la statique et i la dynamique.

urs ne sont pas d’accord sur ce point et il en est qui préférent

mique d’abord, la statique ensuite. Celte marche est trés admis-

nous paraisse plus logique, et qu'elle donne 2 la statique
rite en réalité.
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~ LIVRE PREMIER

UVEMENT D’UN POINT

CHAPITRE PREMIER

MENT D'UN POINT SUR SA TRAJECTOIRE

DEFINITIONS.

n mouvement, la suite des diffe-
pe dans Pespace forme une ligne
oir comme engendrée par le mouvement
ne a cette ligne le nom de trajectoire. La fra-
t mobile est donc la ligne, droite ou courbe,
dans son mouvement.

( ne‘le mouvement d'un point est rectiligne, quand
e ce point est une ligne droite ; qu'il est curvi-
d la trajectoire est courbe; qu’il est circulaire,
ajectoire est une circonférence de cercle; qu'il est
uand la trajectoire est une ellipse ; qu’il est para-
and .la trajectoire est une parabole, elc.
nnaissance de la trajectoire d’un point mobile ne
as pour definir le mouvement de ce point; il faut en-
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core, pour que le mouvement du point soit entiérement
connu, que 'on sache & quel instant s’effectue le passage du
mobile aux divers points géomélriques de Ja trajectoire. Sup-
posons, par exemple, que la ligne MN soit la trajectoire d'un
oA point mobile, et qu'a un moment quel-
n— conque le mobile ait été observé au
o point A; qu’une seconde aprés il ait
¢été observé en B; qu’une seconde plus
tard il ait été vu en G; qu'au bout de
trois secondes, il ait passé au point
D, et ainsi-de suite de seconde en se-
conde ; la position du mobile sur la trajectoire sera connue,
et la loi du mouvement sera définie approximativement, par le
tableau des espaces successivement parcourus, AB, BC, CD,...
pendant les intervalles de temps qui se sont écoulés d’'une
observation & ’observation suivante. On peut prendre ces in-
tervalles assez petits, pour que l'approximation soit équiva-
lente, au point de vue pratique, & la connaissance compléte
de la loi cherchée.

Par exemple, si MN est un chemin de fer, et que les points
A, B, C, D, en soient les stations successives, le mouvement
des trains qui parcourent la ligne ‘dans un sens ou dans
I'autre est en général suffisamment défini par les tableaux
donnant Pheure du passage du train & ces diverses stations.

8. Supposons qu’unmobile parcoure une trajectoire donnée
MN; on définit son mouvement de la maniére suivante : on
commence par choisir arbitrairement sur la trajectoire un
point géométrique fixe 0, qui sert d’ori-

I,
Fig. 1.

: « /’11' gine, et & partir duquel on compte les
o longueurs des ares de la courbe; la

_ position d’un point quelconque A de la
L : ligne MN est détermince par la lon-

! gueur de I'arc OA. On convient de plus
de distinguer par les signes - ou — les ares portés a partir
de Porigine O dans un sens ou dans 'auire; les ares positifs

eront complés par exemple dans le sens OA, et les arcs né- -

[QUATION DU MOUVEMENT. : 0
s le sens OM. Une longueur affectée de l'un des
ou — définit done un point de la courbe et un seul.
‘d’une maniére générale s un arc vnrl‘able issu. du
A chaque position du mobile sur la hgn'e M_N cor-
‘une valeur particuliére de s, positive ou négative; le
ent sera enticrement déterminé si 'on donne }es va-
ives que prend cet arc variable s dan_s la suite Efles
our parler le langage de l’analyse, si 'on exprime
tion du temps t. % ;
d’un point sur sa trajectoire, supposée
me donc analytiquement par une ¢quation de

- s=[{t),

e de ce mouvement est entidrement déterminée par
la fonctionf.

lons pour exemple un mouvement circulaire, dont
exprimée par la relation

s—at,

1)

e constant que I’on suppose connu. Soit C le
ert de trajectoire au mobile, O V'origine
mptera positivement dans le sens OA, et
e sens opposé. Si l'on fait £ = 0, I'équa-
: 0, ce qui correspond au point 0 lui-méme.
que pour t = (, ou comme on dit, & I'origine des

bile esl au point 0, ou & ! ori-
s. Sil'on donne i ¢ des valeurs
issantes, et que le nomhre g
[, § sera positif, et ira croissant.
se déplace donc sur la circon-
ns le sens OA. Cherchons le
L passage du mobile au point B,
extrémité du diamétre mené par ]
t 0. Dési‘gnons par R le rayon du cercle, et soit = le

de la circonférence au diamétre. L'arc OAB, qui est
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UNIFORME.
¢gal & une demi-circonférence, aura pour longueur Rx<z; la

durée ¢ du trajet du mobile de O en B sera donc donnée par
I'équation 7

: ement,
ns cette valeur deadansl equatlon du mouv

B><7r= axt
On en déduit

,_ TR
r=""
Le mobile, aprés avoir passé au point B, parcourt la demi-
circonférence BDO, et revient passer au point O; la valeur
particuliére du temps, ¢, pour laquelle a lien ce second pas-

sage, sera donnée par I'équation

t autre chose qu *une proporlion, ou une
. les ares s et 2<R sont entre eux comme

ue le mobile met & les parcourir; en temps
' parcourt donc des arcs égaux, ce qu’on ex-

it n Que le mouvement est uniforme.

c’est-a-dire

gy = 20

e UVEMENT UNIFORME. — MOUVEMENT VARIE,

On voit que " est double de #', de sorte que le mobile met
autant de temps a aller de Ben O qu'il en a mis & aller de O en
B. A partir du relour au point 0, le mobile fera une seconde
fois le tour du cercle, en y mettant autant de temps qu’il en a
mis & faire le premier tour, et ainside suite indéfiniment. Les
valeurs négatives de t correspondraient aux tours qui auraient
préctdé celui que nous avons regardé toul 4 I'heure comme
le premier; enfin si a élait un nombre négatif, le mouvement
du mobile s’effectuerail dans le sens OD, au licu du sens OA,
que nous avons regardé comme le sens positif.

Proposons-nous de délerminer le nombre a par Pobserva-
tion du mouvement; nous évaluerons & 'aide d’un chrono-
métre le temps T que le mobile met & parcourir la circonfé-
rence entitre OABDO, et nous aurons I'égalité

ment d'un pomt est dit uniforme lorsque le
temps égaux des arcs égaux de sa trajec-

ns un temps égal a Punite.

s=at+b,

augmente de la quantité constante a.

R ment circulaire que nous venons d’étudicr est

Done ouvement uniforme, et le nombre ¢ en est la vi-
_ 2:R t d’ x

=2, Vilesse d un mouvement uniforme est une longueur

itesse du mouvement uniforme la lon-

nous démonlrerons plus loin, que
nt uniforme d’un point sur sa trajec-

onstantes, c¢’est-a-dire que I'espace parcouru,
ion linéaire du temps ¢. On reconnait aussi que
L, par lequel ¢ est mulliplié, est la vitesse de ce
niforme; car lorsque le temps (¢ croit d'une

{
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déterminée dés que I'unité de temps est choisie. On prend or-

dinairement pour unit¢ de temps, en mécanique, la seconde

sexagésimale, ou la 86400° partie du jour

7y 3 solaire moyen. Cetle unité ¢tant bien défi-

Fig. 4 nie, on saura ce quereprésente une vitesse

égale & une droite finie quelconque AB;

celte expression indique que le mobile parcourt un espace
3gal & AB dans une seconde.

12. Pour représenter la vitesse par un nombre, il suffit de

donner la mesure de la longueur AB qui la représente, c’est-
a-dire de prendre le rapport de celle longueur & 'unité de
longueur, au métre par exemple. Ainsi, l'expression vitesse
de 10 metres définit un mouvement uniforme dans lequel le
mobile parcourt un espace de 10 métres pendant chaque se-
conde.

Quelles que soient les unités employées pour I'évaluation
des vitesses, on peut les ramener & la seconde et au métre;
c'est ce qu’on fait généralement en mécanique. ‘

Par exemple, un train de chemin de fer parcourt 45 kilo-
métres & 'heure. Sa vitesse serail représentée par le nombre
49 si 'heure ¢lail adoptée pour unité de temps et le kilométre
pour unité de longueur. Mais comme c’est a la seconde et au
méire quon est convenu de rapporter les durées et les
espaces, on observera que 45 kilomélres équivalent &
45000 meétres, et qu'une heure équivaut & 3600 secondes.
Letrain, parcourant 45000 mélres en 3600 secondes, parcourt
en une seconde le quolient

43000

50 =125

11 parcourt donc 12™,50 par seconde, et sa vitesse est re-
présentée, dansle sysiéme usuel d’unilés, par le nombre 12,5.
15. La vitesse des navires s’estime habituellement en neuds.
Cette expression vient de la méthode employée a bord des bé-
timents pour déterminer la vilesse de la marche. On jette a
la mer, al'arri¢re du navire, 'appareil appelé loch ; ¢’esl un

NEUDS. 15

ché & une longue cordelle qui est eyroul(lée sur
un matelot soutient I'axe de cette bobme:i ‘ e néz-
isser tourner librement pendant que la cord e se dé-
tre matelot porte un sablier, qui permet de mfisu-
t une durée, d'une demi—mmute‘par. exempbfa.
e un mouvement de rotation rapide & la bo‘ ine
L'on jette le loch, el la corde commence i se
i)servéti—tm d’ot Von déduit la vitesse ne com-
.{ instant ; il faut atlendre en effet que le,‘ﬂof-
ertaine distance du bitiment, pour qu 1! ne
encé par le sillage et pour quon puisse
on immobilité. Le sablier est retourné., et 'ob-
nce au moment précis ot on voit passer
'uge fixée sur la corde suffisamment on.n
qui sattache au flotteur. Ta corde se dé-
e dure Pécoulement du sable; on Darréle
que le sable est épuisé. Alors on retire l_c
soin de compler les neeuds, marques équi-
ir la corde & partir du signal rouge qui
oraduation. Si U'on en trouve huit par
le navire file huit ncuds. Les nceuds
> telle sorte qu'un nceud corres-
fnétres par heure®. Il faut pour
re une demi-minute, que l'espacement
Bar -
18590

%><—22 ‘le,43-

neeuds équivaut donc & 1852™<8, ou

ridien terrestre ayant une longueur de 10000000 métres, un
e A 10000000
loyenne, a4 la surface de la terre, ———— = 11111111, et

90
111111,11 i
—60——=1832 métres environ. Le noeud corres-

minute de grand cercle parcourue en une heure i la surface du

que, on a reconnu qu'il fallait réduire un peu cet intervalle, et

Uﬂllpﬂur tenir compte de Vinfluence exercée sur le loch par la
cnt,
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2 14816™ par heure, ou 4 246,95 par minute, ou enfin & une

246,93
60
14, Le mouvement d'un point mobile est varié lorsque les

espaces décrits en temps égaux sont inégaux.

Soit MN la trajecloire, droite ou courbe.

Supposons queA B, GiD5:
du mobile, observées a des intervalles
N de temps égaux enlre eux. Le mou-

vement sera vari¢, et non uniforme,
si les espaces AB, BG, GD, déerits en temps égaux, sont

inégaux. Supposons que les observations aient ¢té failes i

des intervalles de temps égaux chacun & t secondes. Le quo-

vitesse de

Il A B G D
Fig. 5.

tient 2 représentera l'espace moyen déerit par le mobile pen-

dant chacune des ¢ secondes qu’il a mises & passer du point A

aupoint B. Ge quotient est ce qu’on appelle la vitesse moyenne

du mobile entre les points A et B. De méme%E est la vitesse

CD ;
moyenne entre B et C, gl la vitesse moyenne entre C

el'D eic

15. En général, la vifesse moyenne d’un mobile entre deux
positions qu'il occupe successivement sur sa trajectoire s’ob-
tient en divisant la longueur du trajet entre ces deux positions,
par la durée de ce trajet. Si-le mouvement est uniforme, celte
opéralion donne la vitesse constanle du mouvement,

Par exemple, un train part de Paris & 7 beures et arrive

a Creil & 8 heures 19 minutes; la distance du point de départ.

au point d'arrivée est de 51000 méires; le trajet s’accom-

plit en 1 heure 19 minules ou en 4740 secondes. La vilesse
moyenne est donc :

51000

TTa0 — 107,16

Si, au lieu de considérer la distance enticre des deux sta-

=4",115, la seconde ¢lant prise pour unité.

.. solent des positions successives

YVITESSE DANS LE MOUVEMENT VARIE. 15

soart et d’arrivée, on avail observé pendant la
[}

ée du parcours accompli par le train entre un

{rique particulier et le poteau kilométrique sui-

durée égale 4 45 secondes, la

enne pendant cet intervalle aurait été de

% 1000™

— 99m 99,
&> &

Atiue Ja moyenne obtenue pour la distance

ne dans un mouvement vari¢ n’est donc
nt toute la durée du mouvement, et elle
n la prend & des époques différentes ct pen-
¢ de temps plus ou moins long. Pour un
aple, elle est trés faible dans les kilomélres
; elle s’accroit d'abord,

apidement au moment .
= ¢ ’ A \N
sitesse du mobile a4 son /
iy L
artwulwr A de sa B

nne avec la-
n arc infiniment petit AA’, abou-
nite du quotient

niment petite du parcours de cel arc infi-
ratique, on ne peut mesurer directement
el des ares finis ; mais si le lemps 6 est suffi-
» et Yare AA’ suffisamment petit, le rapport

trés peu de la valeur qu’il aurail si ses deux

ent infiniment petits, et fera connaitre avec unec
roximation la valeur de la vitesse au point A.
L donne Péquation du mouvement

s=f(t),
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4 14816™ par heure, ou & 246™,93 par minute, ou enfin & une

-
vitesse de 24(? 6J5=4’“,1 15, la seconde étant prise pour unité,

VITESSE DANS LE MOUVEMENT VARIE. 15

onart et d’arrivée, on avait observé pendant la
)

¢e du parcours accompli par le train entre un

rique particulier et le poteau kilométrique sui-
it trouvé celte durée égale a 45 secondes, la

ne pendant cet intervalle aurait été de

14. Le mouvement d’un point mobile est varié lorsque les
espaces décrits en temps égaux sont inégaux,
Soit MN la trajectoire, droite ou courbe.

Supposons queA, B, G, D,... soient des positions successives

. du mobile, observées a des intervalles

¥ de temps égaux enlre eux. Le mou-
vement sera varié, et non uniforme,

si les espaces AB, BC, CD, décrits en temps égaux, sont
inégaux. Supposons que les observations aient ¢té failes i
des intervalles de temps égaux chacun & ¢ secondes. Le quo-

1000= — 99m 99,

/5]

i} A B c D

e la moyenne obtenue pour la distance
Fig. 5

e dans un mouvement vari¢ n’est donc
t toute la durée du mouvement, et elle
on la prend a des époques différentes et pen-
de temps plus ou moins long. Pour un
lle est trés faible dans les kilométres
e s’accroit d'abord,
pidement an moment

S AR . : : ‘
tient ~~ représenteral'espace moyen déerit par le mobile pen-

dant chacune des ¢ secondes qu’il a mises & passer du point A
au point B. Ce quotient est ce qu’on appelle la vitesse moyenne

du mobile entre les points A et B, De méme%‘fE est la vitesse

o e du mobile & son

CD :
moyenne entre B et C, etT la vitesse moyenne entre (
et D, ete.

15. En général, la vitesse moyenne d’'un mobile entre deux
positions qu’il occupe successivement sur sa lrajectoire s’ob-
tient en divisant la longueur du trajet entre ces deux positions,
par la durée de ce trajet. Si-le mouvement est uniforme, cette
optralion donne la vitesse constante du mouvement.

Par exemple, un train part de Paris & 7 heures et arrive
a Creil & 8 heures 19 minutes; la distance du point de départ
au point d’arrivée est de 51000 mélres: le trajet s’accom-

plit en 1 heure 19 minutes ou en 4740 secondes. La vitesse
moyenne est donc : :

niment petite du parcours de cet arc infi-
 pratique, on ne peut mesurer directement
L des ares finis ; mais si le temps 0 est suffi-
et Parc AA’ suffisamment petit, le rapport

lzés peu de la valeur qu’il aurait si ses deux

.

infiniment petils, ct fera connaitre avec une
Ximation la valeur de la vitesse au point A.
donne Péquation du mouvement

51000
= 10=,76.

Si, au lieu de considérer la distance entitre des deux sia- =1,



16 VITESSE

on peut en déduire, par les méthodes analytiques, la valeur de

la vitesse & un cerlain instant. En effet, le rapport éﬂi est le
rapport de la variation, AA’, de I'arc s, & la variation correspon-
dante, 0, du temps t, et la vitesse est la limite de ce rapporl
lorsque 6 décroit indéfiniment. Or, on sait que la dérivée ),
d’une fonction f (f), est la limite du rapport de I'aceroisse-
ment de la fonction & I'accroissement correspondant de la va-

riable. On a done, en appelant v la vitesse a l'inslant consi- ;

déreé,
v=lim. _Al;_'m’: lim.f__._('i;),:f(f) =it
ou, en employant la notation du calcul différenticl,

ds

=

L’arc infiniment petit ds est alors égal au produit vdt.

17. L'arc infiniment petit AA’ peut étre confondu avec une
ligne droite; prolongeons indéfiniment cette droite dans la di-
rection du mouvement. La dircction AB ainsi obtenue a avec la
courbe MN deux poinfs communs 4 el A’, infiniment rapprochés.
On sait qu'une telle droite s'appelle en géométrie une langente

B a4 lacourbe au point A. Elle indique la di-

E/ rection’ du mouvement du mobhile pendant

qu’il parcourtl'arc AA’. Cette considération
conduit & aliribuer une dircction a la vi-
tesse du mobile, que jusqu’ici nous avions
regardée comme un simple rapport. La
vilesse du mobile au point A a pour direction Iy langente menée @
la trajectoire en ce point ; elle a pour sens le sens méme du
mouvement en ce point de la frajectoire. Op peut représenter
la vilesse en grandeur en portant sur Ia drojle AB, dans le sens
du mouvement, une longueur AG égale 4 Pespace que décrirait
le mobile dans l'unité de temps, s'il parcourait la droite Al

5 = L !
d’un mouvement uniforme avee une vilesse égale i lim. A—A-
: 0

DAYS LE MOUVEMENT VATIE. 17

s ds
rmes, AC est égal & -
"sf"iaces parcourus sont pI‘OpOl‘inHY‘ICIS aux lemps
sourir, et par suite ona la proportion

; car, dans le mouvement

AC__ds
T &

as
.-Aﬁza-z.

_peut représenter gra’phiquement_la
tion de la vitesse d'un mobile en un point
1 trajectoire. Le mobile se déplacant par
, on ménera au point A une tangente
cetle fangente on portera, & partir du
- dans le sens du mouvement, une lon-
pace que le mobile décrirait d’un mouve-
ant Punité de temps, s'il conservait, pen-
la vitesse qu'il posséde au point A. La
itesse du mobile au point A en di-
ur. Celte représentalion suppose
e subsiste quand méme on n’au-

unité de longueur; carla droite finic
andeur de la vilesse, est donnée par une
1on par un rapport 4 une unité arbitrai-

e construction géométrique, on saura
r la direction de la vitesse d’'un mobile en
de sa (rajectoire. Si le mouvement es( recti-
1 de la vitesse est la droite elle-méme que le

la direction de la vitesse d’'un mobile en un
jecloire se raméne donc immédiatement 4 la
une tangente i une ligne. Nous allons montrer
de la grandeur de la vilesse peut se ramener
2



] \
18 COURDE DES ESPACES. 19

sur cette ligne une longueur EF égale ou pro-
Parc OA=s; on emploiera pour celie con-
,_sé.conde échelle, I'échelle des longueurs, K,
ons égales, arbitrairement choisies, représente-
té avec laquelle on aura mesuré arc OA.

a contenir autant de ces divisions qu’il'y
¢ dans l'arc s.

s construction & différentes époques, le
poques différents points de sa trajec-
_correspondront une valeur du
’épure une abscisse, et une valeur
e ordonnée ; & chaque position A du
‘donc un point F de I'épure : la suite des
plan YCX une ligne continue, GII, qui re-
ement du mobile. L’arc s peut é(re po-

i un probléme du méme genre, au mMoyen de la courbe reprg

sentative du mouvement. :

COURBE REPRESENTATIVE DU MOUVEMENT D1UN POINT, OU COURDE
DES ESPACES.

13. Le mouvement du mobile sur sa (rajectoire est cony
dés que I'on donne, pour chaque instant, I'arc s qui sépare st
la trajectoire la position actuelle du mobile d’un point fixe pj
pour origine. Celte relation entre l'arc s et le temps i s'g
prime par une équalion

s=[it),
que 1'on peul regarder comme 'équation d’une ligne trag

dans un plan.
Soit MN la trajectoire, O 'origine des arcs, et A la positif P
du mobile au bout d'un certain temps ¢. L’arc OA sera lay point 0, il est négatif quand on le compte
leur de s correspondante & cetle valeur du temps. E trai ]
Menons dans un plan deux axes rectangulaires CX, CY;

; esordonnées qui représentent des va-
partir du point G, portons sur 'axe GX une abscisse GE propo g

dessous les ordonnées qui représen-
De méme, le prolongement vers la

o ter les abscisses négatives qui
: s \ gatives du temps t. L'origine des
\ ou au point C, est en effet

et une fois qu’on I'aadoptée, on doit
e toute valeur du temps qui corres-
.-érieure a celte origine.
ntions, on pourra déterminer toutes les
uvement d'un point par Pinspection de
/e de ce mouvement.
ous de c}éterminer la grandeur de la vitesse
él:mi }(:f[f;m par une certaine valeur du temps,
le occupe une certaine position, M, sur
. e 931, e,t cette position est .déterminée par une
o elarc 5. A cette position et a celte époque
Pure un point F, dont I'abscisse CE est me-

/‘ - P Fchelle des temps.
i f L i t ] 1 1 ] TR |
1o ‘ TG B D T

IR Echelle des longueurs.

|
! i (Lol I ! ) )
1:‘; E XA O 1 DRI 5% 68

Fig. &

tionnelle au temps t; celte construction suppose qu’on ait {
choix d’une échelle arbitraire P, dont les divisions égales €
respondent a des intervalles de temps égaux ; si par exem !_f

les divisions de I'échelle représentent des secondes, et qué

soit expriniiyen secondes, on prendra pour CE un nombre
de divisions. 1

Au point E, ainsi obtenu, menons une droite EF para e
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Joint § une paralléle ST & lordonnée MP. La lon-
: résentera, a I'échelle des espaces, la vitesse du
: ant défini par la valeur du temps t-—=CP.

, de la vitesse, en direction, revient au tracé
trajectoire; le tracé d'une tangente & la
five du mouvement conduit de méme & la
ilesse en grandeur.

e que la vilesse, mesurée par le rap-

surée par la valeur ¢ du temps, et l'ordonnée EF, parla \'aleu[{
s=0M, de l'arc dela trajectoire. l

Au bout d’un temps d¢infiniment pelit, le mobile est en ¥
et a parcourn l'arc MM'==ds. A ce nouveau point M, & cettg
nouvelle valeur du temps, &4
correspond sur I’épure un point
infiniment voisin du point I ; Pinters
valle EE’ représente dt, et la diffg.
rence des ordonnées, 'K = E'F' — R,
représente Vare ds. La vitesse cheps

b

Pest aussipar la tangente trigonomé-

ds . i : 3 :
chée, =T est donc donnée sur ’épurg tfe conclusion ne serait pas exacte. En

T pal du rapport ne représentent pas des quan-

e par le rapport T ¢’est-a-dire parle ure ; TS représente un espace parcourd, et
Fig. 9. ot insingistaiah e vitesse n’est pas égale, i proprement parler,
coefficient d'inclinaison de latangenis longueurs F'K, FK, mais bien au rapport

FT, menée a la courbe Gl au point I. i

Prenons sur la direction FK, & partir du point F, la lon
gueur FS qui représente 'unité de temps & I'échelle, puis me
nons ST paralléle a GY jusqu'a la rencontre de la tangente
Les triangles semblables FKE’, FST, donnent la proportion

longueur contenues dans I'K au nombre
tenues dans FK; or l'échelle des lon-
temps qui ont servi a la construction
fait indépendantes l'une de l'autre. On
bler I'échelle des espaces et réduire
mps, et on obtiendrait une autre
t encore le méme mouvement.
> & cette courbe seraient altéres
endant les vitesses seraient les

ST_FK
FS ™ TFK’

Dans le temps FK, le mobile parcourt I'espace KE”; si doné
a parlir du méme instant son mouvement restait unifor,
pendant l'unité de temps FS, il parcour
rait ’espace ST ; done ST est la grandeut
méme de la vitesse cherchée. 1

Pour trouver la vitesse & un instan
quelconque, il suffit donec de mener a 1
courbe représentative du mouvement uné
tangente MT au point M, qui correspont
acet i¥glant ; puis de mener par le point!
une paraiiile MS i laxe des temps G¥
de prendre sur celte paralléle une longueur MS égale a i”uni
de I'échelle des temps, et d’achever le triangle MST, en me

nomeétrique de Vangle TFS n'est la me-
ue dans le cas particulier ot I'unité de
de femps sont représentées sur I'épure
éme longueur.

: (fig. 9), qui nous a seryi 3 etudier le
bile SUr sa trajectoire et 4 déterminer ses
uts points on a différents instants, prend
des espaces, parce que les différences de ses
entent les espaces successivement déerits par
courbe peut avoir des formes trés varides,
mouvement du point. Mais elle posscde né-
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cessairement les caracléres suivants, dés qu’elle représenta
un mouvement effectif et réel : 1
1° A chaque valeur du temps correspond une scule valegy
de Vordonnée, car il est impossible qu’a un méme instant [a
mobile soit & la fois en plusieurs points distinets de la trajecs
toire, dont chacun correspondrait 4 1'une des ordonnées de I
courhe;
2° La ligne des espaces formeun trait conlinu, car il est im.
possible que le mobile passe d’un pointaun autre de sa traje
toire sans avoir passé par une série de points intermédiaires,
Les ordonnées successives de la ligne des espaces varieng
donc par degrés infiniment petils el non par sauls hrusques;
3° La ligne des espaces peut avoir, dans cerlains cas, deg
points anguleuz. On appelle ainsi un point A d’une ligne BAB
(fig. 11) ou viennent se réunir deux
branches de courbe, DA, AB’ ayang

C u;i&e des espaces e peut avoi‘r, en aucunpoinF,
alléle 4 Vaxe des espaces. Si la gourhe vella}l
anée au point A, le triangle qui don.nc la vi-
it en une bande indéfinie comprise entre
1a vilesse serait infinie, ce quin'est admis-
ns mouvements géométriques.

ourbe des espaces décrils par un point ma-
e continue; et la-fonction

s=/[1
gt~
. finie et continue pour toutes les valeurs

'COURBE DES VITESSES.

=

ée la courbe des espaces ABDEFG. Nous

Lo S des tangentes dm‘él.'e"ie? .AT’ ATS I‘i ur chaque point de cette courbe, la vi-
B | résulte de celte disposition que la . . "
£ 5 i : . 3 a trajectoire a I'instant qui correspond
5 . vitesse du mobile subil une varia

tion brusque & 'instant {=—=CD; en
effet, & gauche de Vordonnée AD,
Fis. 14, la vitesse sera délerminée par une

: construclion ol l'on fera usage de

la tangente AT, et, & droite, elle sera déterminée par une con:
struclion oul'on fera usage de la tangente AT". Si I'on prend sut
la figure une longueur DI égale & I'unité de temps, et qu’on
forme les triangles ASE, ASE’, en menant la droite AS paralléle
a CX et la droite 'L paralléle a DA, la vitesse passera hrusques
ment de lavaleur +SE, avantinstantt=CD, & la valeur—SE3
aprés cet instant. Ce changement brusque est possible dans 1@
mouvement des points géoméltriques; mais, rigourcusement,
est inadmissible dans le mouvement des points matériels. Id
vitesse d'un corps matériel ne peut subir que des changements
graduels, etles variations instantanées de la vitesse d un point
malériel ne sont admissibles dans la mécanique que comme
des approximations plus ou moins grossiéres; :

Fig. 12,

espace décrit dans 1'unilé de temps. Nous

de ces longueurs pour construire une se-
0t les ordonnées indiqueront les vitesses du
és ordonnées de la premiére indiquaient les
€nons une ordonnée quelconque MP : construi-
OR correspondante 4 1'; nstant t = CM; prenons
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. construire celte courbe, prendrc_ arbitraire-
qui servira transformer les vitesses v en

sur 'ordonnée MP, & partic de 'axe CX, une longuey,
Mp=0QR. Répétons celle construction pour un certain nombyg
de points, et nous obtiendrons une ligne abdpefy qui sera J;
courbe des vitesses. On voit, par l'inspeclion de cette courhg
que la vilesse est positive du point a au point e, c’est-i-dire dg
I'instant t = — Ca & V'instant ¢ == +- Ce; celte période esl cell
pendanl laquelle le mobile se déplace dans le sens positif syp rbe représenteront les vitesses c_m‘respon-
sa trajectoire. Les poinls @ et e sont les projections, failes syp parcourus, s, pris pour abscisses ; i
Vaxe des temps parallelement & V'axe GY, des points A el B cette courbe donnera les vitesses du. mo'n.nle
oir 'ordonnée de la courbe des espaces alteint un maxi. n qu'il peut prendre sur sa [I:&JCIE}[OII‘C.
mum ou un minimum. En ces points le mouvemenf e voir comment on pouvait déduire d}l
change de sens. La vitesse est maximum au point i, pou es espaces le tract de la cour})e des vi-
t=— CIL A cel instant la courbe des espaces, dont L'om montrer comment on peul ?esoudre le
donnée est 411, a un point d’inflexion I; la tangente 4 I tant donnée la courbe des vilesses, con-
courbe afteint en ce point son aces.
.maximum d’inclinaison sur laxe es vitesses. Gonsidérons le mouvement
CX. Au dela de =+ Ce, la vis 'une époque quelconque, par exemple a
tesse est négalive et le mouve
ment du mobile est rétrograde
S'il y avail des points anguleux§
Fig. 1. dans la ligne des espaces (fig. 13),
il y aurait discontinuité dans 13
courbe des vitesses; pour labscisse CT, Pordonnée de cette
derniére courbe passerait subitement de la longucur Ts a lag
longueur Ts'.

Mais ces brusques variations de vifesse sont inadmissibles
comme nous l'avons dit, dans les mouvements de points matés
riels. La fonction f* (¢) varie par degrés insensibles, et resté
toujours finie. Elle est done conlinue, mais il est possible qué
sa dérivée, [ (1), éprouve des variations brusgues. '

L’équation du mouvement

eux équations, on peut éliminer le temps &5
mination sera une relation entre s et v, qui
snsteaire une nouvelle courbe; les ordon-

enons les ordonnées de la conrbe, qui
aleurs successives de la vilesse, aux
les valeurs suivantes du temps :

—Ca 120, —Ca+38, —Ca-t49, ete.

> maniére générale v Pordonnée de la courbe

s=f0 ne valeur ¢ du temps. Celte ordonnée v repré-
¢tant I'équation dela courbe des espaces, Péquation o386, C'esl-d-dire lespace décrit d’un mouvement
ydho dant 1'unité de temps, Vespace décrit par le mo-

' ; _ : rajectoire pendant le (emps 6 sera | it 0,
est équation de la courbe des vitesses. On remarquera qué : ~ R
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Or ce produit peut s’interpréter sur la hgure : c’est le produit
d’une ordonnée Bb par la distance BB’ de deux ordonnées
consécutives, c’est-i-dire I'aire du rectangle BL'0"b, lequel] i gappol‘tau lemps On a donc
différe infiniment peu de l'aire comprise entre I'arc de la i
courbe, I'axe des temps et les deux ordonnées Lib, B'Y. Cha- : A Aol
cune de ces aires infiniment peliles représente " valeur de s en fonction de ten intégrant 1
7.  donc l'espace déerit par le mobile sur la trajec- - On trouve ainsi
toire pendant un méme lemps 6, compteé & partie ; .
de I'époque définie par labscisse correspon-: s=5u+ﬂo gl
dante. Les valeurs négalives de la vilesse in- ' 5
+———— diquentle mouvement rétrograde du mobile; on- e represente laire de la courbe des vi-
i 16, devra donc prendre négativement les aires cor- yaleurs du temps, £, el L. .
1 respondantes aux ordonnées négatives. Les si- et le calcul 1nte"ral font connailre pou
gnes ¢lant ainsi définis, si l'on fait la somme algébrique de es procédés de quadrature. Mais si, comme
tous ces ¢éléments de surface, & partir d'un poinl quel- nt, la courbe des vilesses ne rentre pas dags
conque ¢ jusqu’a un point quelconque m, le résultat que I'on aura recours aux procédés géntraux de
sproximation, qui permettront de tracer
“courbe des espaces avec une suffisante

o ;
b oe 1A GOURBE DES VITESSES.

ds oy
v1lesse v, tgale 3 la dérivée, v de les-

ds — 97(5 dt

obtiendra, et qui n’est autre chose que l'sire de la courbe
des \1tesses représentera le déplacement total du mobile sur
sa trajecloire, a partir de I'époque {=— Ca jusqu’a Pépoque L
— - (m;en deIf)inlllvc, les awq res successives de la courbe des D popnnse e cc!urhe‘ ADcilBS
vitesses, & partir d’un point quelconque @ de l'axe des abs- i des abscisses B, on SR
cisses, représenteront en grandeur el en signe les déplace- * I ot s chics recl-
menls totaux suceessifs du poinl mobile sur sa trajecloire, &

Rl oD
parlir du point qu’il occupe & I'époque définie par 'abscisse |
du poinl ¢, qui sert d’origine 4 la mesure des aires.
Le probléme est donc ramené & la recherche des aires dans o
la courbe des vilesses ou, comme on dit en géomélrie, 4 la e R

‘somme de ces
ra avec une
on l'aire de la courbe cherchée, car la
a la somme des aires des segments com-
des AE, EF, FG,... ID, et les arcs sous-tendus,
élre considérée comme négligeable si I'on a
nultiplié le nombre des cotés du polygone

quadrature de cette courbe. Ce probléme résolu, il suffira, pour -
définir entiérement le mouvement du point, de faire connaitre
le lieu qu'il occupe sur sa trajectoire & I'époque que l'on a prise
pour origine des aires. .

Le calcul intégral conduit au méme résultat. Donner 1'é-
qualion

Fig. 16.

v=¢(l;

: : . ; hode due & T impso ’
dela courbe de vitesse, ¢’est donner la relation analytique qui “ ik homas Simpson permet de trouver
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les [iGg,... MING sexpriment de

une valeur plus approchée de Iaire cherchée. Voici cetle mg, '
a pour mesure approxi-

thode, avec la démonstration qu'en donne Poncelet. Pargg.
geonsla base, BC, de L'aire & évaluer en un nombre pair, 2n, dg
parties égales, aux poinls e, f,... k, p; soit b'une quelconque dg
ces parties ¢gales. Menonsles ordonnées ¢k, {F,... kl,... pP, &}
mesurons leurs longueurs ¥y, ¥, Yar--- Yor—g> Yan—rs Yau- NOUg
allons évaluer séparg.
ment Paire comprise
entre deux ordonnéeg
conséculives d'indice
pair, par exemple en-
tre les ordonnées AB
et (T. i
i Divisons V'intervalle

Bf en ftrois parlieg
(gales aux points m et n, et menons les ordonnées mM, nN,
puis joignons AM, MN, NF. La somme des aires des (rois tra-
pézes ABmM, MmaN, NafT', approchera heaucoup de l'aire
cherchée; or elle a pour mesure la somme

partiel
Laire totale A

ok B ya) e I R

;F?ya—%- et 2y —2 Ay —1 + ez},

mme des ordonnées d'indice impair,

o des ordonnées d'indice pair, abslrac-
on faite des ordonnées extrémes.

-

par la formule
(1/o + %S4 1252 +2).

ubstituer aux arcs de courbe AEF,
parabole passant, le premier par les
nd par les trois points F,K,G, le
s G, L, H, et ainsi de suile, les

1 1 ; s
g (AR M) < B - - oM - 0N) <+ L o - fT) 5<nf étant tous perpendiculaires &

le voir un espace décrit, ¢’est-
ar une aire ou une surface. I1
celte particularité. Nous avons
it dans le temps 6 est ¢6; dans
ieur, et 6 un nombre; c’est le rap-
point mobile a I'unité de temps.
00 n’a donc pas ses deux dimensions
figure fait de 6 une longueur, il est

b J
=5 >< (AB+ 2 () + ) 4 fF).

Mais dans le traptze mMNn la droile ¢F est menée a égalé
dislance des deux bases; la portion el de celte droite, com

prise entre les colés MN, mn, est done la demi-somme des
bases, et par suite

m) -+ aN=2><e¢l.

La somme cherchée prend done la forme

b P
5 ><(AB 4 <el + £F), n doit substituer & 6 le rapport % de

a

et comme le point I est trés voisin du point B, on peut rem- _ 'gueur qui représenie 'unité de temps.

placer el par ¢E, ou par y,. On trouve en définitive pour me= : o e

sure approximalive de I'aire ABfF, la somme . ; e T représgnlera f oneiienr, clestbodire
' on d'un rectangle qui aurait v6 pour sur-

b
5 o+ 4y +ya).
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émPS, ¢’est-a-dire au point 0, qu1 001;29;::
ement de Dexpérience, le corps a L'\ge t
o 11 se refroidit d'abord tres rapi Camm-] !
t représentée par les ordonnées décrois-

face et T pour premicére dimension. Aprés avoir déterming, 3
Vaide de 'épure, les aires A delacourbe des vitesses, il faug
donc diviser ces aires par la longueur T qui & Péchelle repyg
sente Punité de temps, et les résullats de cette opération sg
ronl des longueurs, qui représenteront les arcs de la trajeg
toire, ou les ordonnées de la courbe des espaces. - D, aw bout d'une seconde,

de deux secondes,
de 1rois secondes, etc.

EXTENSION DE LA DEFINITION DU MOT VITESSE. : -
l mbre de secondes, t_—_Olq , sa lmi
BM, quamité trés voisine de 0°,

28. La vitesse d'un mobile & un instant donné estle rapporg . apt L:
milieu ot se fait Pexpérience. La

de V'espace infiniment petit qu’il décrit sur sa trajecloire gy
lemps employé & le décrire. Nous avons vu comment on pous
vait par la considération d’une courbe auxiliaire, celle deg
espaces, ramener la recherche de ce rapport & la conslruction
d'une tangente.

Plus géneralement, lorsqu’une quantité variable quelconque
dépend du temps, on appelle vitesse de cetle quantité i un
moment dosmé le rapport de la variation infiniment petite,
positive ou négative, de cetle quantité, au temps infiniment
petit employé pour produire cette variation; de sorte que sid
désigne la quantité variable en fonction du temps ¢, la vilesse
de la quantité x est la dérivée, %, de celle quantité par rapport
au temps, et comme on peut toujours représenter par les or:
donnces d’une courbe les valeurs d’une quantité quelcongqué
qui dépend d’une variable unique, pourvu qu’on fasse chois
d’échelles arbitraires, on saura trouver par la conslruction
des tangentes aux différents poinlts de cette courbe les valeur$
successives de la vitesse de cetle quantité,

Par exemple, un corps & une température de 100° est expos’
& Tair libre, par une {empérature extérieure de (°; ce corps
se refroidit. Sa température est icila quantité variable avec 18
temps; et la vitesse de celfe quantité scra plus grande €&
valeur absolue au commencement de I’observation que vers

la fin. La courbe des températures successives présente 12
forme AD (fig. 18).

e

Fig, 18.

st plus inclinée sur Vaxe OX
lle-ci est plus que la tan-
ite; en B, la tangente est

s particulier, il existe un point
nt de la méme vitesse que la
15 venons de construire la courbe.
‘de la colonne thermométrique qui
rs successives de la température. La
$ espaces relative au mouvement de
du thermométre, qui lui sert de trajec-
ol
a de méme ce qu’on appelle vitesse d'un
le temps, ou plus simplement vitesse
0 cerluin temps trés eourt df, un angle
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{:L_ufa‘;et T pour premicre dimension. Aprés avoir déterming. »
I - X
aide de 'épure, les aires A dela courhe des vitesses, il faudry

donc diviser ces aires parla longueur T qui & Péchelle repré-

sente 'unité de temps, el les résultats de cette opération sa.

ront des longueurs, qui représenteront les ares de la trajec.

toire, ou les ordonnées de la courhe des espaces

EXTENSION DE LA DEFINITION DU MOT VITESSE,

28. La vitesse d'un mobile & un instant donné est le rapporg
de I'espace infiniment petit quil déerit sur sa trajecloire ay :
lemps employé & le décrire. Nous avons vu comment on ou-..
vait par la considération d’une courbe auxiliaire collcpdes'
espaces, ramener la recherche de co rapport a la ccinsiruction '

d'une tangente.

; Plus généralement, lorsqu’une quantité variable quelconque
dépend du temps, on appelle vitesse de celle quantilé & un

moment donné le rapport de la variation Infiniment petite
positive ou négative, de celle quanlité, au temps infiniment
p?tl-t employé pour produire cette varialion; de sorte que siz
désigne la quantité variable en fonetion du temps (, la vitesse

il o frn i Wi
a quantité « est la dérivée, g de cette quantité par rapport

au lemps, et comme on peut foujours représenter par les op-
dm']nécs d'une courbe les valeurs d’une quantité quelconque
qui depend d’une variable unique, pourva qu’on fasse choix
d’échelles arbitraires, on saura trouver par la construction
des tangentes aux différents points de cette courbe les valeurs
successives de la vitesse de celle quantité, ;
{’a.r e?(emple, un corps & une température de 1(0° st exposé
a lair libre, par une température extérieure de (°: ce corps
se re_froidit. Sa température est icila quantité var’iah)le aveclie
temps; et la vitesse de celte quantité scra plus grande en
valeur absolue au commencement de l’observatiorf que vers

la fin, La courbe des températures successi :
ceessive
forme AB (fig. 18). ssives présente la

a
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: _ - g
ine des temps, ¢est-a-dire au point 0, qu co?c

: lir e
- encement de I’experience, le corps a une le ‘t
T e 100°. 11 se refroidit d'abord tris rapidement,

are est représentée par les ordonnées décrois-

bhout d'une seconde,
gg’ a de deux secondes,
GI-I, de trois secondes, efc.
OM, sa tem-

in nombre de cecondes, | = M :
oisine de 0°,

ge par BM, quantité trés voisl
Ju milien on se fait Pexpérience. La

Fig. 18.

hy} est plus inclinée sur 1'axe OX
: celle-ci Test plus que la tan-

ite; en B, la tangente est

ne instant de la méme vitesse que la
ont ous venons de construire la courbe.
mmel de la colonne thermométrique qui
s valeurs successives de la température. La
t 1a cowrbe des espaces relative au mouvement de
s le tube du thermométre, qui lui sert de trajec-

- concevra de méme ce qu'on appelle vitesse d'un
iable avec le temps, ou plus simplement vitesse
. Si, dans un certsin temps trés court df, un angle
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variable o recoit un aceroissement posilif ou négatif du, 15
y i) d |
vitesse de I’angle & ce moment est le rapportT:, et la délep.

mination de cette vitesse revient & la conslruction de la tayp.
gente a la courbe dont les abscisses représentent les temps of

dont les ordonnées représentent les valeurs correspondantes
de I'angle variable.
30. Lorsqu'un point mobile A se meut sur une ligne MY

tracée dans un plan, on est souvent conduit en mécanique §

considérer les aires décrites dans ce plan par la droite mo-
bile CA, menée & chaque instant d'un point fixe G, pris dans

le plan, a la position occupée par le mobile. Par exemple, ':

entre deux positions M et A du mobile, le rayon mobile aura

décrit I'aire MCA. Cette aire, comptée & partir d'une origine
fixe, qui est le rayon CM, est variable avec le temps; et si

nous prenons une position A’ infiriment voisine du point A,
elle s’accroitra, pour ce changement de position, de I'aire du
triangle ACA’, dans lequel le coté infini-
ment petit AA’ peut étre considéré comme
une ligne droite. La vitesse de I'aire sera
done le rapport de I’aire du triangle ACA’
au temps (¢ mis par le mobile 4 aller du
point A au point A’. Or on peut évaluer
la surface de ce triangle: elle est égale
4la moilié du produit de sa base, AA’, par
la hauteur abaissée du point C sur celte
base, ou par la distance CH du centre des aires, C, a la tan-
gente AB mence par le point A & la trajectoire. On a donc

Fig. 19,

i

triangle ACA’ = 3 CH>< AAY,

et, divisant par le temps dt,

i o triangle ACA7 1 AN
tesse de 'aire = 2 =k it
vitesse de I'aire e = CIl>< X

. AA : : R
Mais = est la vitesse » du mobile. La vitesse de 'aire 4 un

instant donné est donc égale 4 la vitesse v du mobile & cot

i AREOLATEE.
pliée par la moitié de la distz‘mce du centre des
rection de la tangente mence & ce méme instant
Mais ceci suppose expressément que le mou-
e s'accomplisse dans un plan. il

Taire ainsi définie s’appelle quelquefois vitesse

t décrit une circonférence de cercle d'un
la vitesse de ce point est conslante;
~point autour du centre du cer‘cl_c
t égale a la vitesse du mobile divi-
ercle!; enfin la vitesse aréolaire du
' du cercle pris pour centre des aires,
‘au produit de la vitesse du mobile par

| vitesse d’un point sur sa trajectoire des
‘une aire, elc., on appelle vitesse linéaire

pport de la variation d’une longueur
oduire.

o

le cette courbe le tracé de la
nouvelle courbe donne par ses or-
bile sur sa trajectoire, aux instants
>SES Correspondantes. La vitesse est jcj
lement variable avec le temps ; on peut
cette quantité la définition du mot vitesse,
tesse de la vitesse linéaire, nouvelle quan-
i fm§idér{.ar €0 mécanique, et & laquelle on
accélération tangentielle. Nous verrons plus
Suppose que I'on

analyse, l'angle
¢ dont Ia longueyy

prend pour units d'angle, conformément &

au cf:ntra qui, dans un cercle quelconque,
est égale au rayon,

3
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tard pourquoi on ajoute cette épitheéle de tangenticlle au g
~accélération. 4
En géncral, si s = [ (¢) est I'équation du mouvement d’yy
point, la vitesse v est donnée par la relalion :

un maximum ou un minimum. Ces poi.nté do-
époques ou le mobile g'arréle sur sa lrajectoire
sur ses pas. Les ordonnées de la courbe des

sitives entre les points a et d, parce quele mo-
époques un mouvement direct ; elles sont -
f, parce que le mouvement du mobile est

s e

ek
= 4,

et I'accélération tangentielle j parl'équation ; ’
 @bre'd’e’f conpe 'axe des lemps en des
s des points i et k, ou la courbe des
qum on un minimun, et des points I
paces a une inflexion. Les ordonnées.
sralions sont mégalives entre i et I,
ux époques définies par ces poinls, Ja
ue; elles sont positives en dchors de
la vitesse du mobile augmente. Elles
qum ou un minimum cn £, parce qu’en
une inflexion.
oi des accélérations tangentielles,
racer a priori la courbe a'b'c'd’e’f”, on
- courbe & la courbe des vitesses en
remicre courbe sont propor-
des ordonnées de la scconde ;
€ nous avons résolu pour
vilesses au tracé de la courbe
certaine valeur parliculicre du
e :I‘a valeur correspondante v, — M Jn
a évaluer Paire (positive ou négi-
e *jlccélérations tangenticlles & partir de
JUSqU’a une ordonnée quelconque Q. Cette
éga}tl?'e,‘et egale en valeur absolue & la
gﬁ :;'in%ngz lft ljlalifggrbe m’d’.”q’,_ dcyra 'étrc di-
. ¢ temps prise a U'éehelle;
ce qu'il faut retrflncher de la vilesse de M, m
BT 0., e R
. L coufbe ; scisse OP,. La connaissance
: es vitesses suffit done pour

R

Soit OX Yaxe des temps, OY l'axe commun paralltlemen
auquel nous porterons les ordonnées représentalives des es
paces décrils, des vitesscs et des accélérations tangentielles

On donne la courbe des espaces, ABCDELR ; nous en déduirong
la courbe des vitesses, abedef, par la considération des tangentes
menées 4 la premiére courbe.

e
o
Y
(el
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T =
i = o
el Z RS
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e
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W
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e
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De la courbe des vitesses abedef nous pouvons déduire, @
un procédé identique, la courbe des accélérations tangentie
w'b’e'd'ef’, dont les ordonnées seront proportionnelles ak
rapports des aceroissements infiniment petits de la vitess
aux temps pendani lesquels ces accroissements se SOE
produits. 1

La courbe abedef coupe V'axe des lemps en des points d, &yl
quisont les projections des points A, D, F, ou la courbe de
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. on peut supprimer Iépithéte de tangenticlle et

1_ ceélération.
c des trols équations

36 ACCELERATION

construire cetie courhe d’aprés celle des accélirations tap.
gentielles. De méme, on pourra déduire la courbe des espacqy
de la courbe des vilesses, dés qu’on connaitra un point
de la courbe cherchée, cest-d-dire la valeur de Dapg

=flt}
=M,M, correspondante 4 une valeur parhcuhere du tempg, : :~f"ttl
ty 0“ =,

Analyliquement, si 'on a I'équation { ' . |
emps t, ce qui conduira a des équa-
i=slt) - )5 by

qui fait connaitre I'accélération tangenticlle j en fonction dy B (5,0) =0, @,:j=0, X () =0,
temps 7, on en déduira la loi des vitesses par intégration d

i dv

Péquation j= TR qui donne
s espaces ; la seconde, la ligne des
ceélérations tangentielles ; la troi-
es accélérations tangentielles en fonc-
'ﬁoﬁnée l'une de ces six équations, les
gfinies, abstraction faite des con-
euvent introduire. Qu'on donne

¢
v=1,+ o (t)dt,
‘o

puis la loi des espaces par U'intégration de 'équalion

virls
—de'

ce qui conduit a la relation

s_so+1!ut+f dtf () dt;

s, et v, sont des constantes arbitraires, que I'on pourra déter-
miner si Pon connait la position du mobile el sa vilesse 4
un inslant défini par une valeur particuli¢re ¢, du temps.

La connaissance de la loi de I'accélération tangentielle dé-
finit donc entiérement le mouvement d’un mobhile sur sa
trajectoire, pourvu qu'on connaisse aussi la position du
mobile & un moment donné et sa vitesse 4 ce méme mo-
ment.

Lorsque la (rajectoire est une ligne droite, la tangente & la
trajectoire se confond partout avec cetle droite elle-méme, et
Paccélération tangentielle est, comme nous le verrons, la
seule accélération a considérer dans le mouvement. Dans cé

n de ¢ et de deux constantes
tiendra donc lieu de I'équation
les quatre autres équations par la
¢limination du temps.

' DU MOUVEMENT UNIFORME

§=Sptat

mouvement uniforme, dans lequel la vitesse
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TANGENTIELLE. .
, on peut supprimer Iépithete de tangentielle et

ceélération.

construire celte courbe d’aprés celle des accélérations tan
gentielles. De méme, on pourra déduire la courbe des espaca
de la courbe des vilesses, dés qu’on connaitra un point t
de la courbe cherchée, c'est-a-dire la valeur de Varh
s, =M,M, correspondante & une valeur particuliére du temp
t= 0M. .

Analyliquement, si I'on a I’équation

s=r1t),
v=f"(t),
=,
) t, ce qui conduira & des équa-
J=y¢lt), :

qui fait connaifre 'accélération tangentielle j en fonction

=0, X(0)=0,
temps 7, on en deduira la loi des vitesses par intégration ‘

ut étre regardée comme repré-
miére équation définit la ligne des
-espaces ; la seconde, la ligne d(?s

rations tangentielles ; la troi-
ccélérations tangentielles en fone-
née 'une de ces six équations, les
nies, abstraction faite des con-
euvent introduire. Qu'on donne

o e (D .
I'équation j= T donne

t
v=1ry+ o (1) dt,
‘o

puis la loi des espaces par I'intégration de I'équation

ds

m‘v

ce qui conduit a la relation

¢ t
8=so+v0t+f dtf o(t)dt;
fo o

s, et v, sont des constantes arbitraires, que l'on pourra déter-
miner si Pon connait la position du mobile et sa vitesse a -
un instant défini par une valeur particulicre ¢, du temps.

La connaissance de la loi de 1'accélération tangentielle d
finit donc entiérement le mouvement d’un mobile sur sa _f
lrajectoire, pourvu qu'on connaisse aussi la position du
mobile @ un moment donné et sa vilesse 4 ce méme mo-
ment.

Lorsque la trajectoire est une ligne droite, la tangente & la_
trajecloire se confond partout avec cetle droite elle-méme, et
Iaccélération langentielle est, comme nous le verrons, la
seule accéléralion & considérer dans le mouvement. Dans cé

air"ii—!f et paris- est
g de’
ordre, dont I'intégrale
de ¢ et de deux constantes
endra done lieu de I'équation
quatre autres équations par la
limination du temps.

.HOUVEM@NT UNIFORME

8 s=sy+at

ouvement uniforme, dans lequel la vitesse
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ds
dt
est égale & zéro. |

La ligne des espaces, qui a pour équation s =s, -+ at, est uyg

o ligne droite AM, dont 'ordonnée & 1oy
™

2 gine OA est égale & s,; pour avoir yy
/ sccond point de la droite, prenons, j
| I'échelle, sur Paxe des abscisses, ung
-—J]'— —— Jongueur OD éga!e a l’nrmit_é de temp‘

Fig, 2. Menons Pordonnée indéfinie DG, et I
droite AB paralléle & OX; puis, & partip

du point B, prenons BC = a. Le point C appartiendra & la
droite demandce. 1

La ligne des vitesses est une droite EF paralléle & Vaxe des
abscisses, et menée & une distance OE= « de cet axe. On
pourrait d’ailleurs faire choix d’une échelle spéciale poup
évaluer les ordonnées de cetle ligne. La ligne des accélé-
rations tangentielles est une droite qui coincide avec Paxe 0X
lui-méme. !

3. Réciproquement, si laccélération tangentielle d'un point
mobile est constamment nulle, sa vitesse est constante, et si la
vifesse d'un point est constante, le mouvement de ce point est s
uniforme. E

Cette proposition résulte d’un théoréme d’analyse : guand
la dérivée d'une fonction est constamment nulle pour toute valeur
de la variable comprise entre deux valeurs données, la fonelion
est constante dans Uintervalle de ces deux valeurs; d’oit 'on
déduit facilement que deux fonctions qui ont des dérivées égales
ont une différence constante. _

Mais sans s’appuyer sur ce théoréme on peut reconnaitre
sans peine la vérité de la proposition. Il est évident qu'un
point dont la vitesse est constamment nulle pendant un cer-
fain infervalle de temps, est immobile pendant cet intervalle
de temps. Or Paccélération tangentielle j, vilesse de la viiesse:
v, peut étre regardée comme la vitesse d'un point mohile dont
le mouvement serait défini par les valeurs successives d’un

UNIFORME. L

; sur une {rajecloire quelconque. Si la vitesse 1
nent nulle, le point reste en repos, el larcv o,

leur constante. :
) sa signification de vifesse; s1 est cor‘lstan tr_},.
u par le mobile sur sa t.ralecto:rf:, a partis
ar une valeur particulicre de I'arc s=s,,
tipliant v par le temps ¢, et par consequent

: 5 T 5 2]
est comstante et égale 4 a. L'aceélération tangenticlle ‘g

courbe représentative d'un mouvement
par un mobile P sur sa frajectoire MN.
s, OY celui des espaces. Prenons deux
ourbe et menons la droite HK qui passe
e droite peul étre considérée comme
wvement uniforme

- méme trajec- ¥ o

o obile. fic.

mobile de sa position €’ & son autre
temps qu'il emploie effectivement i
autre, en vertu de son mouvement varié,
uvement uniforme est donnée par le rapport

jport' de Pespace fotal décrit ¢/ I au temps

met a le décrire. (’est donc la vitesse moyenne
tre les deux époques considérées.

= Un mobile part du repos au point E (fig. 23) et
dislance EF avec une vitesse graduellement crois-
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rée totale du parcours ; nous devons avoir j=—=—a
r
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sante jusqu’au milicu I de celte distance ; puis, & partir go
14, il continue 2 se mouvoir avec une vilesse graduellemepg

- décroissante jusqu’au poin p.
ol il arrive sans vitesse.

OA étant & I'échelle la dupgg
du trajet, la courbe des espaces
partira du point O et aboutiry
au point B, a une distanee
AB=EF. Elle sera tangente,
en 0, a l'axe OX, et, en B, &
une paralléle 4 cet axe, car Iy
vilesse au départ, pour ¢ — 0,
et a Parrivée, pour =04, est
nulle par hypothése. On peut.
admeltre que le mouvement soit réglé de maniére a faire
alleindre au mobile le milieu I de son parcours a la moitié de
la durée de ce trajet, ce qui donnera O¢ = ! 04 pour
abscisse correspondanfe au passage en L. On sait, par |
Pénoncé, quen ce point la vitesse atleint son maximum ; Ja
courbe des espaces a donc une inflexion au point C. La courhe
des vilesses sera représentée, dans ce cas, par une courbe
OcA, passant par les points O et A et ayant en ¢ une tangente
horizontale, et Ia ligne d'¢a’ des accélérations langentielles
coupera I'axe OX au point ¢’. On pourra régler le mouvement
de maniére que cetle dernicre ligne soit droite. il en est
ainsi, ln courbe des vilesses OcA sera une parabole ayant pour
axe la ligne ¢'C, et les (rois points 0, C, B, seront sur une méme
ligne droite OB. Cette droite définit Ie mouvement uniforme
moyen du mobile entre son départ I et son arrivée F. La
vilesse de ce mouvement uniforme est la moyenne de toufes
les vilesses successives du mobile, ou de toutes leg ordonnées
de la courbe OcA.

Pour traiter cette question par le caleul, représenfons la
droite d'¢'a’ par une équation de Ia forme

J=a—Ut,
a et b désignant des constanles.

¢ i seé devient
donc b= -QTE, et I'équation précédente de

2a
i—a——1L.
J=a T

at?
»=al — T

- 1 i lle
¢ constante, puisque la vifesse v CSth-ml}e
: 'équation représente la parabole OcA ; e ‘
r t = T, ¢’est-a-dire au point A, et » maxi-

Fig. 923.

au milieu de Pintervalle OA.

et intégrant de nouveau, il vient

: e, ot
ST (1 T)
constante, puisque s et ¢ sont nuls
n donne s —$ al*pourt =T, et
total parcouru, AB —EF,
1 en déduira la valeur de la

act de la courbe des espaces en 0 ou
orizontales est toujours remplie lors-
ouvement d’un corps matéricl qui part du
evient, car il est impossible que la vitesse
sse subitement de la valeur Z€ro a4 une
d’une valeur finie 3 1a valeur zéro; elle
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Passe, en réalité, par tous les degrés de vitesse intermeg.
diaires. La substitution d’une droite & la courbe, ou d’y
mouvement uniforme moyen au mouvement varié réel, effacq

cetle transition, et fail succéder une vitesse finie 4 une Vvilessq
nulle. Mais il ne faut pas oublier que cetle substitution egf

entiérement fictive,

APPLICATION, — GRADPHIQUE DES TRAINS.

31. On appelle, dans exploitation des chemins de fer, grg-
phique des trains, une épure ol le mouvement de tous les

trains est représenté par des lignes droites.

Pour construire cette eépure, on prend sur un axe horizonta]
24 parties égales représentant les heures d'une journée; on
les subdivise chacune en parties plus petites représentant des

intervalles de 10 minutes ; les intervalles plus pelits sont ap-
préciés & l'eeil. Sur un autre axe, perpendiculaire au pre-
mier, on porte des parties proportionnelles aux distances, el

'on place les stations successives de la ligne d’aprés leurs

distances & I'origine du chemin. Cette construction permet
de couvrir I'épure d’un réseau de droites rectangulaires,
dont les unes, verticales, correspondent & une heure déter-
minée dela journée, et les autres, horizontales, & une station
déterminée.

Considérons un fragment de I'épure du mouvement des
trains. Soient A, B, C, D, E les stations réparties sur axe
vertical & leurs distances respectives; les verticales équidis-
lantes XII, T, 11, 1T, representent les heures de midi, 1 heure,
2 heures, efc.

Un train part de la station A 4 midi ef arrive 4 la station B
a midi 50 minutes. Le mouvement moyen qu’il a pendant ce
trajet est représents par la droite ab. ;

Le train reste 5 minutes dans la station B. I repart donc &
midi 35 minutes. Sa vitesse moyenne etant supposée la méme,
le mouvement, & partir de la station B, sera représenté par

e

AN

5

"f;_parauéle a
C au pOln
B ife
asse ensul ;
b l heu[‘e 40 mlnute

minutes ;
%.f“:ion'E a4 2 heures

>
L),

i3
UXIFORME.

ite vi la ligne
droite vient couper la lig
- a 1 heure 15 minutes.

ans cette station G, i}
s et arrive a la station D &

/ inutes et
2 3 2 heures 10 minule:
il en repart 355‘ minutes, et ainsi de

t correspondant
95 minutes d

.fﬁéss_ES moyennes en dei{ors

,';fffi!ésenté par la ligne brisée

clinées correspondent & la mar-

al s au stationnement.

‘sont représentés par des lignes plus
ale, telles que le {racé af@y...; les
r des lignes plus voisines dela verticale;
e. Il correspond & un train rapide, qui
0, qui brile la station B, arrive en Ca 1 }{eure
;'p'anta 1 heure 35 minutes, brile la §tat10nD
ation E & 2 heures 5 minutes. On voit que ce.
oint A plus tard que le train abb'c..., et qu’il
passe ce train dans la station G; le train abb'c...

garé et le train rapide repart plus ot que lui. Le

-
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graphique des trains met en évidence ces rencontres de {rajpg
de différentes vilesses, ct permet de combiner les heures do
leurs passages aux divers points d'arrét de maniére 3 Gviter

les collisions.

Les frains qui marchent en sens contraire sont figurés sup
inclinées dans 'aulre sens, Ainsi, lp

I'épure par des lignes

train ¢23'y" part de E 4 1 heure 50 minules, arrive en D j

2 heures 25 minutes, Y séjourne 5 minutes et arrive en (3

2 heures 55 minutes. 11 croise les deux trains aaccee et abede
dans I'intervalle compris entre les deus stations D et F, ce qui
'a pas d'inconvénient si le service est établi sur la double
voie entre ces stations. A s’en rapporter strictement a I'¢épure,
onpourrait déterminer I'heure et lelieu de chacun des eroise-
wents. En effet, 1a droite ¢'v'ee coupe ladroitees en un point
m quicorrespond sur 1'axe des distances un certain point du
chemin, bien défing parsa distance Am’ 3 lorigine, et surl'axe
des temps, & un point qui définit une heare hien déterminée.
Mais nous avons vu que la substitution d’une droite ala courbe
des espaces revient a la substitution d’un mouvement moyen
uniforme an mouvement réel, qui est nécessairement varié ;

o de sorfe qu'en réalile les lignes

du mouvement vrai, aulicu d’étre

\\ i droites, devraient étre des courbes
———— % sinuenses, analogues a celle que
r\% nous avons indiquée dans le para-

| glm, graphe précident. Cetle allération
zx—%—%fk peut déplacer les points de ren-
Ek e o contre des deux lignes, comme on
Fig. 2. le voit par la figure ci-contre,

Les deux droites ¢'c'ee, €3 se cou-
pent en m. Mais les courbes réejles ont des formes sinucuses,
telles que ¢'e'pgee, ers3, et elles se coupent en v le point de

rencontre est done déplacé sur la ligne vers le point E de Ia
quantité m’y/,

45
MOUVEMENT VARIE.

1 \ N ARIE.
& ) 1ILIGNE UL\H‘OR.\!E.\[EL\I V
h oot EMEN' RECT

t pectiligne et uniforme estle plus :s,lmple de

e ’ ] lequel la vitesse est
ts: c’est celul pour leq _ -

T arcourus croissent pro
R espam'asrp i t constamment
ent au temps. L'accélération est ¢ s
uvement. Le mouvement rectiligne umlj n
méme le plus simple des mouvements wamtla .
e uel Uaccélération est constante, et dansoz-
it proportionnellement aw temprs. Ces deuxc ¥
Pune dans l'autre. En effej[, sila :ul:asse crow
pent au temps, Laccélération, qui 'n est autre
sse de la vilesse, est une quantltg constante
ssement de la vitesse du mn?ﬂe 'pfmd‘fmt
Et réciproquement, dire que l:%ccelerauon
t dire que la vitesse croil d.une ‘mér.ne
temps égaux, ce qui revient & dire
llement au temps.
ment varié est essentiel 4 considé-
rrons qu'on y ramene lous les
mouvement qu'on réalise
ffit de laisser tomber un
I ‘en avoir un exemple.
ment varié étant donnée, il est
e v, & un moment quelconque, dés
, de la vitesse 4 un instant déler-
xemple. On saif en effet que par chaque
esse s’aceroil de la quantité j; done au
-mPSs la vitesse v, se sera accrue dela
vifesse, & ce moment, sera représentée par

b

en

v=2)-tjt.

erait parvenu en intégrant I'équalicn

dy .
‘J‘_*Jr
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grap‘hlque des trains met en évidence ces renconires
e différentes vitesses, et permel de combiner les

les collisions.

Les
I'épure par des lignes inclinées dans I'autre sens.

2 heures 25 minutes, y

2heures 55 minutes. 11 erojse les deux trains aaccee et abede
dans I'intervalle compris entre les deux stations D et E,
n’:‘.'l pas d'inconvénient si le service est établi sur la

vole entre ces stations. A §’en rapporler striclementa 1'¢pure

onpourraitdélerminer heure ef le lieu de chacun des croisej
ment.s. En effet, 1a droite ¢¢ee coupe la droite<3 en un point
M quicorrespond sur 'axe des distances i un certain point du
chemin, bien défini par sa distance Apy al'origine, et surl'axe
des lemps, & un point qui définit une heure bien :tlétnrminé‘e‘

Mais nous avons vu que la substitution d’une droite 4 l;a courbe:
dcs: ¢spaces revient a la substilution d’un mouvement moyen
uniforme au mouvement réel, qui est nécessairement varié ;
de sorle qu'en réalifé les lignes
du mouvement vrai, au lieu d’étre
droites, devraien otre des courbes
sinueuses, analogues 4 celle que

hous avons indiquée dans le para-

contre des deux lignes, comme on
le voit par la figure ci-contre,
Les deux droites ¢'¢’ E
pent en m. Mais les courbes réeiles ont detsef‘oc gl
telles que ¢'¢pgee, ersd, et clles se coupent ¢
rencontre est donc déplacé sur la ligne
quantité m’p!,

! - 1:-?, graphe précédent. Cetle altération
P_’ 42'\: 4 ) A g 1
{ f D Q{\Q peut déplacer les points de ren-

rmes sinueuses,
n p; le point de
vers le point E de la

de trajng.

ks - heures gq
turs passages aux divers poinits d'arrét de maniére 3 évitep

t - . - . s
ramns qui marchent en sens contraire sont figurés syp

Rl : Ainsi, 1o
ram 23" part de E 2 1 heure 50 minules, arrive en ) j

séjourne 5 minutes et arrive en Ca

ce qui 4
double

45
. MOUVEMENT VARIE.

y Em'.gcc'nussm USIFORMEMENT VARIE.
-t.rectiligm et uniforme estle plus f‘:lmple dc;
cest celui pour lequel la wjltesse es
't’lel les espaces parcourus croissent pro-
L’accélération est constal‘nmen't
mouvement rectiligne unzfor{a?e-
simple des mouvements varics.
weélération est constante, et dans le-
b’ﬁnellement au temps. Ces deux cm}-
s I'autre. En effet, sila vitesse croil
emps, Uaccélération, qui n’est autre
 vitesse, est une quantité constante
ment de la vitesse du mobile pendaut
proquement, dire que V'accélération
que la vitesse croit d'une méme
s égaux, ce qui revient a dire
lement au temps.
{ varié est essentiel a considé-
'ons qu’on y raméne tous les
mouvement qu’on réalise
t de laisser tomber un
‘pour en avoir un exemple.
ment varié étant donnée, il est
v, & un moment quelconque, dés
,(:uo. de la vilesse 2 un instant déter-
cemple. On sait en effet que par chaque
esse s’'aceroit de la quantité j; done au
emps, la vitesse v, se sera accrue dela
ltesse, & ce moment, sera représentée par

emps.
( g-, t. Le

V=14t

serait parvenu en inlégrant I'équalicn

dpy |
dt =k
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USIFORMEMENT VARIE. |
: . Mous aurons, pour déterminer la va-
g

boul du temps t, Péquation

dans laquelle j a une valeur constante ; v, est la conslante
troduite par Pintégration.
Pour avoir s, on intégrera de méme ’équation

in.

§— 8=t + e,
| | ; 3 ar-
e | roissement s—s; ou Pespace pa
! i Q rlies :
t, se compose de deux pa :
( arait décrite le mobile g'il avait con-

| . - i il possédait a
§ = 8o+ vy + 1 i nps la vitesse v, qu il po’ e
- # ne dépend que de laccelera-
{ ]a méme si le mobile étail

ce qui donne

On arrive gtométriquement au méme résultat en appliquang

la méthode du g 24. Construisons la ligne représentalive deg

. 4 vitesses, qui est ici une droite AB, dafis

D nie par son ordonnée & origine 0A =u,,

et par son inclinaison j. :

Considérons un instant défini pap

g - ¢ labscisse t=0C; I'ordonnée D corress

A pon(.lanle sera la valeur de la vitesse &

cel nstant, et aire de la ligne des vi-

tesses, a partir de I'instant t=0 jusqu’a l'instant {=0C,
sera ¢gale & la surface du trapéze AOCD, c'est-i-dire a

pesants. L'expérience montre
r un corps, la pesanteur lui com-
si Pobservation est faite sous la
¢ hauteur au-dessus du niveau
nombre est légérement
e. On le représente par
santeur ; les formules
sanls s’obtiendront donc
précédentes Paceélération

(30+4-CD)><0C.

On sait qu'il fant diviser cette surface par la longueur qui
représente Punité de temps pour avoir une longueur égale &
'espace parcouru par le mobile ; mais cette division revient a
remplacer la longueur OC par le nombre ¢ d’unités de femps
qu'elle représente & I'échelle. Nous avons de plus

AO = ’uo,

Sot-vot +3 98
GD = o —f-lj‘t

3
tombant parte du repos, et comp-
rla verticale a parlir du point o1 il a
ous aurons & faire s,==0 et v,—0 dans
lendront \

Donc enfin Vespace parcowru pendant le temps ¢ est donné
par Pexpression

&lvo + (vo+j6)1 <,

ou bien v=ygt,

s=1ge.
Vgl - ’3_;‘}'.53. 2

; L onlraire qu'on lance le corps de has en hout
S1 s, est, a 'instant =0, la distance du mobile & Ioriging g
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 CORPS PESANTS.

rs de la tour, une pierre qui vifzqt
- ps ! &coule entre I'instant ot il
Pinstant ot il entend le bruit du
teur de la tour, en tenan‘t :;om_pte
ployé pour remonter du sol a oreille
s ohservée esl de 4 secondes, ef la
t de 340 métres. .
comprise entre le sol et 1’01‘0'1118
erons que Lobservateur laisse
hauteur.

e de deux parties : la pre-
re, parlant du repos, met &
ant avec une accéléralion con-
nné par I'équation

48 MOUVEMENT VERTICAL

avec une vitesse v,, ct qu'on demande la hauteur s 3 laquey,
il montera. Les formules seront -

v=10y+ gt,
s=ugf 41 g2

Comptons positivement les distances en descendant au-dgg.
sous de l'origine et négativement dans le sens contraire ; 4
sera négatif, puisque la vitesse initiale est dirigée par hypo-
these dans lesens des s négatifs. Remplacons done v, par —Y.
V étant la valeur absolue de la vilesse initiale. 11 viendra

1= —V+g¢
s =—Vi4Lg2,

Le corps montera jusqu’a ce que sa vitesse soit nulle ; dop
I'instant ou il cessera de monter sera donné en faisant v=—0,
On en déduit

f——.

g

Substituant cette valeur de ¢ dans Pautre équation, nous

aurons '
AN e b o i

Sl |

C'est la valeur de s & laquelle le mobile lancé de has en haut

s'arréte pour redescendre. Elle est négalive, parce que nous

comptons négativement les s dans le sens montant & partir de

oL Ve
Lorigine, et sa valeur absolue est 9

Y ; :
Si done on voulait faire monter verlicalement un corps dans le premier membre et élevons ay

pesant a une hauteur I au-dessus de son point de départ, il

faudrait lui imprimer de bas en haut une vitesse V satisfai-
sant a I'équation

Ve
=g,
3408

g 340 ) + (340r)2=o.

ce qui donne, en résolvant, V= /9gII,

40. Probleme. — Un observaleur, placé sur le haut d’'une o .
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Cette équation a deux racines réelles et positives ; une sey,
salisfaita I’équation (1), sil'onyprend positivement le radie
'autre, 1a plus grande, correspond & la détermination négat
du radical, ce qui est contraire aux conditions du problémg

L’équation {1) se résout facilement par approximalions syg;

cessives. Negligeant d’abord %, on obtient APITRE II

ETE
r—=3g2=8><9,8 =184, NT PROJ

valeur trop grande. "

La seconde valeur approchée s’obtiendra au moyen dg

"équation

projections permet de sim-
questions de mécanique. On
a pour but de ramener i des

ns nécessaires a la solution
fespace De méme, la méthode
dération d'un mouvement qui
le de moavements de points
s plus faciles & étudier. On
fication. Car & un mouve-
alement courbe, on
s des projections du
‘méme réduction s’ap-
point mobile sur trois
s rectilignes des {rois pro-
nce de fous les éléments du

78,4\ * o} 3 '
x=ég(f—-5—4§) =< (4—0,23)2=1g< 5,1TPF=} 9,3><14,‘21_29

elle est trop pelite.
La troisiéme valeur approchée sera de méme

: 60,64\ : X
e=1g(1——=15 ) =19.85¢(5,80)* = 19,85 14,44 =105

elle est approchée par exeés. L’opération suivante donnerait
70™,38. On pourra serrer d’aussi prés qu’on voudra la valeut
cherchée en faisant un nombre suffisant de substitutions.

=l Ll

an fixe P et une droite fixe L, on
1: Msur Ie plan P le point m ot ce
par le point M parallélement a

t perpendiculaire au plan P, la pro-
le: c’est la convention qu’on falt dans



52 PROJECTIONS SUR UN PLAN 3 " &7 SUR UNE DROITE. 2

Dans tous les cas, la droite Mm, qui joint le point M 3 , ligne quelconque R sur la droite L est

projection, s’appelle droite projetante. : ; 5
La projection dune ligne quelconque R sur le plan P gsy, nt, on projette sur la droite L}la posnt‘lon
lieu géomélrique des projections sur ce plan des points de Iy ; meut dans Iespace le long d'une trajec-
ligne It ; c’est intersection du plan P avec une surface cyling T btiendra, en consu}erant le mou\rfl:- 1
drique engendrée par le mouvement d’une droile qui ap, ojection du mobile le long de la
puierait constamment sur la ligne R :
en restant toujours paralléle a la dj.
rection de la droite L. '
Lorsqu’un point mobile M parcoupf
une trajecloire quelconque R, imal
ginons quon projette & chaque ins
stant sur le plan P, par des droifes
paralléles & la direction L, la position
du mobile & cet instant. La projection m du point M pourra
étre regardée comme un second mobile, qui parcourraitl
projection r de la trajectoire R. On dit alors que le mouvement
du point m sur laligne v est la projection du mouvement du poing
M sur la ligneR. On voit que si I'on prend des points M, M7, MY
sur la trajectoire IR, el les projections m, m’, m” de ces point§ ;
sur la {rajecloire r, le mobile réel et le mobile fictif qui ement & des plans fi?“‘
en occupe la projection se {rouveront simultanément aul ner cette définition
points M el m, aux points M’ et m/, aux points M" et m”...; que Ay
par suile, le mobile projeté melira antant de temps & aller di
point m au point m’ que le mobile réel en mettra i aller di
point M au point M, etc...

b |
ne.

ite L pa-
le mobile
ps & passer de m en m’, de m’ en
asser.de M en M, de M’ en M"...

PROJECTION SUR UNE DROITE.

43. Etant donnés une droite fixe L et un plan fixe P, nom
paralléle & la droite, on appelle projection d’un point M sur I
droite L le point m ot cette droite L rencontire un plan meng
par le point M parallélement au plan P, 4

Lorsqu’on prend le planP perpendiculaire 2 la droite Ly 12
projection est dite orthogonale. ;

nque M de l'es- v
lans, I'un paralléle
e (roisiéme 4 X0V, :
upe axe OX en un point 1, qui eslt la
t au plan fixe YOZ) du point M sur la




5t PROJECTIONS DU MOUVEMENT
droite OX. I1 coupe les plans ZOX, X0Y, suivant les (Irmt
my!, my!’, respeetivement paralleles a 0Z et 4 OY.

t Le second plan coupe axe OY en un point m’, pPOJect]
de M sur OV, parallélement & ZOX; il coupe les play
XO¥. NOZ, suivanl les droites m/p", m'p, paralléles respectivs
ment i OX et & OZ. Enfin, il coupe le pwmicr plan suivant Js
droite My, paralléle 4 I'axe OZ. ]

Le troisitme plan coupe I'axe OZ au point m”, projection dg
M sur 07 paraliélcmcnt a XOY; il coupe les plans YOZ, Z0x.
suivant les droites m”y, m"p/, respectivement paralléles &
et a OX; el enfin, il rencontre les deux premiers plans sug
vanl les droites Bh, My, respectivement parallcles a OY
a OX.

Le solide compris sous ces trois plans et sous les frois p]a
fixes est un parallélépipede, et le point M, dans cette figu
est le sommet opposé & 'origine 0. Les sommels m, m’,
situés sur les arétes ahoutissantau point 0, sont les projections
du point Msur les axes ; les autres sommets p., p’/, p”, sont les . M sans aucune ambiguité.
projections du point M sur les trois plans fixes, parallélemen : r & la longueur Om, prise avec
aux axes 0X, 0Y, 0Z, qui forment les intersections mutuelles l'axe X par y la longueur Om,
de ces (rois plans. r Om’, prise sur I'axe OZ.

Si, & un instant donné, on fait connailre les distances Omj Qhﬂe Le mouvement
Om/, Om", de Porigine aux projeclions sur les trois axes d'ul t dgfim si lon.donne
méme point M de I'espace, on pourra en déduire la positiol de o fonction du
correspondante de ce point. I suffit pour cela d’achever I8
parallélépipéde en menant par m, m’, m” des plans respectis
vement paralléles aux plans coordonnés. Ces trois plans sé
couperont en un point unique, qui sera le point cherché. =

De méme, si I'on donnait les projections y/, p” du point M
sur deux plans coordonnés, on obtiendraii le point M en mes rticuli ;
nant parp’ el p” des droites p/ M, p” M, respectivement para fléa e due deux coordonnées
leles & OY et OZ: Pintersection de ces deux droiles donne 1€ =0 ~ i t ;gur déhn}r & eonvement de
point cherché. La position du point M est done définie par ses s e fonction du temps .
projectwns sur deux plans coordonnés, landis qu’elle ne pe
étre définie que par ses projections sur trois axes coordonnés:
Mais il y a généralement avantage 4 employer en mécanique 18

: E
7R TROIS AXES COORDONNES. 5

les axes plutot que la double projeclion
meéne ainsi tous les mouvements & des
mais encore les positions des projec-
M sur les axes sont compléicment
des autres, tandis que les projections
ns coordonnés sont assujetlies & une
respondent @ un point de L'espace,
x situées dans un plan paral-

distances Om, O/, Om’, peu-
vec Pun des signes + et —,
sur les axes dun cdté ou de
4 celte convention, & chaque
d une valeur bien déterminée,
trois distances Om, Om/, Om";
grandeur et en signe font donc

ans un plan, on peut prendre
mener deux droites 0X, 0V,
onnés. Le troisicme axe 0Z
, ef comme le point mobile ne
onnée z sera constamment nulle.

n Trencontre en géométrie deseriptive, et en vertu

méme point, dans toute épure, dowent élre situées
ulaire a la lisne de terre.
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PROJECTION

 DE LA VITESSE. :
J')EV Nous avons vu que la v1t(§;s:u\£
.-ni‘?nfe une longueur pm;lléc ;1;8 .
ire; par Pextrémitée V de ¢ By
' roietant, qui rencontrera s
. 4tant rencontrées respective
V;:‘;‘”, a, v, par {rois pl::ns paral-
sproportionnelles, et 'on a

ETUDE DU MOUVEMENT DANS L’ESPACE AU MOYEN DES PROJECTI ;
LE CE MOUVEMENT SUR LES AXFS. i
45. Les valeurs des coordonnées z, ¥, %, en fonclion §
emps ¢, définissent Lrois mouvements rectilignes ; nous py,
vons appliquer & chacun d’cux les méthodes données dang’
chapitre précédent, et déterminer
des vilesses et des accélérations.
Le premier probléme
des vitesses des coordon
tion de la vitesse ¢
méme inslant.

pour chacun les valey

qui se présenteici consiste 2 déduig
nées &, y, %, la grandeur et la digef
{Tective du mobile sur sa trajecloire &g

v, de sorte que la vitesse
¢ en projetant la vilesse V du

que & la projection duo mouve-

s : X ; X ' ; droite fixe.
Soit RI Ia trajectoire d’un poinl mobile, LI’ une droite sy g

laquelle on projette le mouvement parallélement & un pla
fixe; soient A, A’, deux positions sug

v
M cessives infiniment voisines du mobil
= sur la ligne RR, et a, &, les projectiont
de ces deux posilions sur la ligne LI
v Lf

L a4 a’

Nous avons dé¢ja remarqué que le vra
gt mobile met autant de temps 4 aller de A
en A, que le mobile idéal représenté par sa projection me
de temps & aller de @ en & Soit V la vitesse du mobile a

point A, et v la vitesse du mouvement
a la fois :

iprécede que la vitesse du
‘de la vitesse du mobile au
R

projeté, nous aurons

L s
TR e

0 ¢tant la darée commune aux deux trajets AA’ et aa’. Doné

NN

v ag

Fig. 31.
LA
se dem\‘andée en direction et en gran-
der ainsi, nous pouvons mener par le
Ad’, Ab", A¢’, paralléles et égales respec-

» et dirigées dans le méme sens. Le plan

Or aa’ est la projection sur L de I’élément rectiligne AA"S
il y a entre aa’ et AA’ un cerlain rapport qui dépend des situds
tions relatives de ces deux éléments. Le méme rapport exi_‘
tant entre les vitesses v et V, nous pourrons dire par analoglé
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mené par o parallélement au plan YOZ passera par le Poing
de méme les plans menés parb'et par ¢, parallélemeng A
et XOY, passeront respectivement par b el par ¢". Ceg
plans achéven( un paraliélépipéde qui a pour ardtes ahoy
sant au point A les trois vilesses Aa”, Ab, Ad”, égales of of
ralléles aux vitesses ae, by, e¢’. Lavitesse cherchée AV sl
diagonale de ce parallélépipede. De 1a résulte ce théorémg.
La vitesse du mouvement effectif est, i chaque instant, repy
senlée en grandeur el en direction par la diagonale d’un Parg
lélépipede dont les arétes sont €gales et py
A ralléles aux vitesses du mouvement DProjet
sur les trois azes. i
I Lorsque le mouvement est plan, le pg
; rallélépipéde se réduit & un parallélg
gramme ; et la vitesse AV st représent
en grandeur et en direction par la diagg
nale du parallélogramme dont les cOté
Aa", AD", sont égaux et paralléles aux vitesses aa, by', di
mouvement projeté sur les deux axes, 0X, OY, et dirigés dang
le méme sens que ces vitesses.
47. On pourrait procéder de méme pour les accélérationsy
des mouvements projetés sur les axes; mais on obtiendraif
non pas Vaccélération tangenticlle du mouvement effectif, I
seule que nous ayons encore considé
rée, mais Paceélération lolale, qué
nous étudierons dans un autre cha
pilre. -
48. Remarque. — 11 n’est pas né
cessaire, pour trouver la vitesse d'uf
mouvement réel, de former entiére:
Fig. 5. ment le parallélépipede des vitesses
des mouvements projetés ; il suff
d’en construire trois arctes, savoir Ag” ¢gale el paralléle ala
vilesse de la projection sur 'axe 0X, a" b égale et paralleled
la vitesse de la projection sur I'axe 0Y, et b V égale et pas
ralléle & la vitesse dela projection sur I'axe 07, On obliendrd

b : AXES.
QJETE SUR TROIS j o
arallélépipéde oppose au rsom;:;:il 3
ce ‘-paréllélépipéde et représenters
| i hée.
1 vitesse cherc B i
sulaires, le parallélépipede de
B . eut s’oblenir

&5

. livec-
6, ~ les angles que la ¢
5».)%, 0Y, 52 des axes coor-

ement des équations
§

"E'nt infiniment pelit, ds, de
n effet pour projeclions sur
espondants dz, dy, dz, des

DS¢N’[‘ES GEOMETRIQUES.

ppelle résultante géomeétrique d'un cer-
 finies AB, Ac, Ad, Ae, issues d'un
ace, el dirigées chacune dans un sens



(Hi] RESULTANTES -
défini, la droite AE qui joint le point A al'extrémits E gy ot
tour polygonal obtenu en menant, par lextrémité B de 14 K
micre droi'e AB, une droite BC égale gt

61

GEOMETRIQUES. :

PP et — R se fermera de lui-

yy ity ;

t. soit un polygone ferme, plan ou

"";tes p, P, Pr..., prises chacune dans
2

7 ralléle a la seconde droite Ac, dans la ser arcourues par un point mobhile qui

/ ;P méme ol celfe droite est dirigée; pap : gﬁns jamais rétrogl‘ad?‘"; (':ha‘lque

1/ point €, une droite CD égale et parallgla traire, est la résultal?te geor[}etrlqlle

i p latroisiéme droite Ad, et dans le méme sqp ortés parallelement & eux-memes en
O e que Ad; par lepoint D enfin, une droite Jj i

e’ . ¢gale et paralltle & Ae, et dirigée dang | donnée, par des plans para%-

Fig. 5. méme sens que Ae. La résultante a le sg un contour polygonal fern}e.

AE. Les droites Ab, Ac, Ad, Ae, sont appelég

les composantes, et I'opération prend le nom de composition,
Nous verrons plus tard les raisons qui ont conduit 4 adop
ter ces définitions. '
Nous pouvons dire, en nous servant de cette nouvelle e
pression, que la vitesse du mouvement dans Uespace est la rési
tante géometrique des vitesses des projections de ce mouvemen
sur lrois axes coordonnés. :
50. Les propositions suivanles, qui nous seront trés utilg
par la suile, se démontrent trés facilement. :
1° La résultante géométrique de plusieurs droites donnéd
estindépendante de l'ordre dans lequel on les compose.
2° La résultante géométrique de plusieurs droites se rédu

4 leur somme quand {outes ces droites ont la méme directio
et le méme sens.
o° La résultante géométrique de plusieurs droites qui of
la méme direction, mais non le méme sens, est la som
algébrique de ces droites, prises avec le signe —+ quand ell
sont dirigées dans un sens, et avec le signe — quand elles ok
dirigées en sens conlraire. : A
4° Convenons que R désignant une droite finie, de longuet
égale a R, menée & parlir du poinl A dans une direction et U
sens déterminés, — R représentera une droite égale mené
a partir du point A dans la méme direction, mais en sens 0f
posé. Nous pourrons dire que siR est la résultante géométriqt
de droites données P, P, P"..., le polygone formé par la col

clions, supposons un point
‘Ygone. Projetons ce mouve-
s le signe -+ aux cbtés projelcs
ens par la projection du mobile,
tés qui sont parcourus en sens
me algébrique des projeclions
le & zéro.
la résultante, prise avec son
des projections des compo-

e sur la droite se fait par
Oté est, en grandeur
ue du coté par le co-
ce cité, avecla direc-
ue si onappelle«, o', o". ..

reetions P, I, P, avec
projection, la résultante R
angle 2 avec la méme direc-

o +P?cose” |- .....—= ZPcos x.
omposer des droites P, P, P”..., fai-
,ngulq‘ires Oz, 0y, Oz, des angles

oo, ...
B B A"
] ?’u ']"”,--.
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on trouvera la résultante R et les trois angles 2, p,
fait avec les mémes axes, en 1ésolvant les ¢quations

-mﬁE ET UNIFORME. ; 65
¢ PQ, parcourt dans le méme 11‘1_ter-
haces égaux ab, be, pris ’sur sa tranc-
o ot est uniforme. 1l en résulle ce théo-
1‘:; droite fize d'un mouvement recti-
ouvement uniforme. :
o mouvement sur une droite paral-
on projette le mouvement sur l?n
droite donnée L, tout mouvement
i projection un mouvement rec-
iectoire du mouvement pro-

v, quig]

Reosi=2Pcose,
Reos p=ZPeos s,

Rcos »==ZPcosy,

Llevons au carré, ajoutons ct observons que les angles )
1, v, formés par une méme direction avec Lrois axes rectangy
laires sont liés entre eux par la relation

c0s?). - cos®y - costy =1,
il vient

ybtiendra i
o 1
R2= (EP cos «)2+4 |Zp cos 2)2 + (T c0s,\2, MM’ un M /
- 3 . [P L I’
e¢quation qui donne R, quantité positive, %
On a ensuile m a1y
ZPcosa
COs A= B Fig. 36.
cos = ZPE{OSE » déeril des espaces égaux sur

1 : “décrit lui-méme des espaces
Zpcosy :

R

COS v =

Les angles 2, p, v, sont donnés par leur cosinus, et par suile
la direction R est définie sans aucune ambiguite,

PROJECTION DU MOUVEMENT RECTILIGNE ET UNIFORME.

=
o - ATAT . . aye 4 J\Iﬁ//,:
51. Soient MN une trajectoire rectiligne, et PQ I'axe sur le w7/
E i il
quel on projette le mouvement paralléle= Ne /
ment & un plan donné, ' &

Prenons sur la trajectoire des points Ay
B, C, équidistant(s; les projections «, b, &
I de ces poinls sur P'axe P( seront aussi
2 05 ‘

¢quidistantes. Le mobile anjmé d'un
mouvement uniforme le long de la droite MN

lemps égaux les intervalles égaux AB, BC.La p

X0V ar Fig. 31.
: 5 P
parcourt eil allele, menons une paralléle be & Iaxe

rojection du
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OY, jusqu’a la rencontre de I’axe 0X. Nous formons ains; 4y
contours polygonaux,

' [ ‘ B3
TILIGNE ET UNIFORME. )
membre 2 membre, il viendra la pro-

Oa, b, M, Oay by M, Oa; b; My,

bt

4 ais 41
dont les cotés successifs sont les valeurs des coordonnées g e
trois points M,, M,, M.. =

Je dis d’abord que les trois points b,, b,, b_ sont en ligng
droife. L
Menons, en effet, par lc point b,, une droite b, ¢ paralléle §
OX : elle coupera en d la droite ay b, eten ¢la droite a, b ; les
parallélogrammes a, b, da,, a,a, dc, nous donnent les égalilgs.

'o‘b;, ont en d et ¢ des angles égaux
Jes colés qui comprennent ces angles
rtu de ’égalité précédente. Les deux
ables, ct l'angle b,b,d de I'un est

tre. Donc les trois points b,, b,, b,
i hamp que les trois points M, M, M.,
plan mené par la droite b, b, b,

byd = a,a,, bie = a,a;.

La dislance a,a, représente la variation de labscisse  dy
point mobile pendant le temps o qu'il a mis & se transporter
du point M, au point M, ; pendant ce méme temps 0, 1'ordon
née y de ce point a passé de la grandeur @, b, & la grandeur
@, b, ; elle a donc varié de la quantité 6b,—ab =bd §

Lavitesse de z qui, par hypothése, est constante, est done

égale a %&”’, et la vitesse de y & %

Appelons de méme ¢’ le temps que le mobile met  aller du’
point M, au point M_; les coordonnées Z el y varient dans
cet intervalle de temps de quantités égales a a,a, et & byes

es projections des points M, M,,
plan XOY est donc rectiligne,
o;etés sur les axes OX, OY

est uniforme.

ction du mobile sur
letemps qn’elle
gles b,b,d, b,b.e,

& a,a, o be L
leurs vitesses sont donc —‘e—,— pour la premiére, et ~5 bour 1

ent projeté sur I'axe 0X
seconde. 9 8

Et comme les mouvements des projections sont Supposes:

crils sont proportionnels aux
i ; .
uniformes, nous aurons les ¢galilés

; |
‘ pa_c_:‘_%‘ décrils sur la trajectoire

onnels aux temps; le mouvement
est par suite un mouvement uni-

5
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RECTILIGNE ET UNIFORME.
_est uniforme, car sa vitesse est f:on?tante,
 résultante géométri.que -des {rois utes-scs-
s en grandeur et en dircelion, de ses projec

Nous avons reconnu que la (rajectoire réelle MLMZ,Mz est
tenue dans un plan mené par la droite b,b.b, paralléley
la droite OZ. 11 en résulte immédiatement que celfe (raje
est droite et que le mouvement qui s’y opére est unifopy
Remarquons, en effet, que ce que nous avons dit de la fig
plane b,b,b,a,a,a,, nous pouvons le repeter de la figure ply
M,M,M_b.b.b,. Nous ménerons par le point M, une parallgle}
a la droite bb,; elle coupera en f Uordonnée b M,; les g
gueurs [M,, eM; seront les vavialions du z du point mo
pendant les temps 0 et ', et nous savons qu'elles sont prop
tionnelles & ces intervalles de temps; nous venons de démg
trer que b, b,, b, b, ou M, f, M,e sont aussi proportionnels
mémes intervalles de temps; done la similitude des triang]
M,fM,, M, eM est encore établie, et les trois points M, M,
sont, par conséquent, en ligne droile. Enfin, les espaces M}
M, M, sont parcourus sur cetie droite en des temps égaux re
pectivement & 0 et 4 0"; or ces temps sont proportionnels ay
espaces ; donc le mouvement du point M est uniforme, et
théoréme est démontré. :

53. La géomelrie analytique y conduit beaucoup plus rap
dement.

Soient

lous avons vu dans le chapitre précéd?nt
avait frouver la vilesse moyenne .d ’un
entre denx époques détermim.':es. Sil’on
ouvements projetés sur trols axes 0xX,

considérer chacun entre les mémes
esse moyenne pour chacun des mou-
détermine ainsi le mouvement moyen
la période considérée. Mais le mou-

mouvement recliligne
ons du mobile aux

e L ¢ les mouvements
el résultant de ces trois
SR nt uniforme qui s’ accom-

les équations des mouvements uniformes d’un mobile projé ps le long de la corde AA',
sur les trois axes coordonnés; le mouvement de ce mobile da
I'espace sera recliligne et uniforme ; il est rectiligne, paté
qu'en éliminant ¢ entre deux quelconques des trois équalid
précédentes, on oblient les équations de plans qui contiennél
la trajectoire : savoir

bz—ay="bz— a3,

niment voisins, le mouvement
encore suivant la sécante AA’;
26 la courbe RR' deux points com-
‘et serail en réalité une tangente &
es vifesses des mouvements projetés

tangente & la trajectoire, ce que I'on
ne du g 46.

ey—bz=rcpg—by,

a:—cm:ay_c“,

La trajectoire, contenue & la fois dans divers plans distinet
est donc une droile, intersection commune de ces plans.
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une exaclitude d’autant plus grande que
AN, est supposé plus petit,
pf. bObr=surf. Ocb'—sur f. Ocb.

68 VITESSE DES AIRES PROJETEES

PROJECTION SUR UN PLAN D'UN MOUVEMENT DANS L'ESPACE,
e a pour base ¢b’, et pour hauteur 0a’, ou
55. Supposons les trois axes OX, OV, OZ rectangulaires, § : r surface
RR la Irajectoire d’un point mohlle soient A, A', deux pogj
tions successives du point mobile; a, ¢', les projections de ceg
positions sur 1axe 0X, et b, b, Ig
projections des mémes pomts sur le : "
plan XOY. @a"><y.-
Les points @ el o seront aussi leg
projections sur OX des poinls b et
pieds des perpendiculaires abaissées
de A et A’ sur le plan XOV.
Soit r’ la projection sur ce plan
de la trajectoire RIV. Menons du
point O des droites Ob, Ob" aux posis
tions successives de la projeclion du
mobile. Le rayon mobile, qui joinl le point O & la projection
du mobile sur le plan X0Y, engendre une aire qui s’accroif
de la surface du triangle treés petit 500 lorsque le mobile
passe du point A au point A’. Si done 0 est le temps qu’il mek
& parcourir 'arc AA', lavilesse de laire projetée sera égale ab
rapport

-}ob'x[:c+aa’).
éme pour base be = ad’, et pour hav-

b (z-+ao’) — haa’><y.
) cb’ : Vor
ons que - est lavitesse, v,, de Vor-

se, ., deabscissex. 11 viendra

4 [vy (o +aa’) — vay];

pprimer devant z, et

qu’on tienne compte des
s on altribue & x et y. Les
mouvement projelé sur les
roit les coordonnées x el y.
e esl positive, sile rayon Ob
e sens qui aménerail axe 0X

surf. 600
3 5

On peut exprimer cetle vilesse en fonclion des coordonnées
£=0a, y==ab du mobile au point A et des vitesses de e
coordonnées.

Par le point b, menons be paralléle & 0X, et joignons 0

& cetle formule en negligeant dans
Nous aurons

etmes infiniment petits., surf. beb’
dans la dernidre. Ces deux suppres-
tement. On parviendrail sur-le-champ

surf, b0 =surf. Ocb'—surf. Och —surf. bepr.

Mais le triangle beb” a deux dimensions infiniment pelit
tandis que les triangles b0b’, Ocl’, Och, n'en onl qu’une
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au résultat cherché, en appliquant Ia formy

face S d’un triangle dont les sommets onf Pour coordgpy,
rectangulaires 3

|
AREOLAIRES.
le qui donne lag

i i serites
Tos itesses & cet instant des aires deai :
Lol filés par les projeclions sur ces ptalxés
d'Emles formules oblenues supposen
ais
oy

P ytn_

| TE. i | METRE
4 T L CIRCON-

-

On sait quele double de celte

surface est égal au déterp
nant A

4 g " | .‘
: rt, dans le sens de la fleche,
3
i a circonférence d’un cercle AB.
1 7 y"’

1a vilesse du
; nale du mo-
Iei, nous ferons &' =y'=0, pour faire coincider I’un gg f
sommels avec lorigine, "=z, y"=y, el " =gz - vitesse cher-
Y'=y~+dy. La surface dS dy triangle infiniment pelit boj
sera donnée par I'équation

10 0

205=| 1 g y =ady —ydz.

yosition correspon-
¢

5 yoisin du point P.
le est égale &1 ¥,
a passer du poin!

1 z4dx y+dy
Done

Ty c!T:) =i (woy—yoa).

Sur les antres plans, la vitesse aréolaire serait donné
par des formules analogues :

Sur le plan YOZ...;fyfvzhzvyl,
Sur le plan 20X.,. 4{

Rz — ;).

‘s parce que la vilesse de P
f PO, ce qui rend v négatif. Par

~

Le sens positif des ajres projelées surle plan YOZ est le s
de OY vers 0Z, et sur le plan ZOX, de 07 vers OX,
On voit done que Ia connaissance de
d'un point mobile M ef d

s coordonnées z, Y #

Pp”
e leurs vitesses 4 un inslant donne

Ty
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i PROJECTION D'UN MOU.EMENT . RE UNIFORME.
- CIRCULAL

_Jessus 0w O dessous du di
ation géncrale

On obtiendra donc Ia vitesse v en cherchant la Vﬂlef Rl Ty
M p-

rapport P lersque le point M’ est infiniment prés dy Poig

L’arc MW se confond alors avec un ¢lément de g lan

au cercle au point M; il est done perpendiculaire ay raj,-o

Abaissons du point M une perpendiculaire MI sur ) &

droite MI scra paralléle a PP/, et par suite sera égale 3

al
comme colés opposés dans un méme rectangle. Done

; Vy
- v=—g3"

cercle donné. e _
| jiwer l'accélération j du m011v§}11ent
ue cette accéleration est la vilesse
%e produit de I'ordonnée y par un
i atesse de v est donc le produit du

MM T G 7 |
Or les triangles M1V, OPM, sont semblables comme ay :
leurs cotés perpendiculaires chacun & chacun, et I'on ala L

portion de la quantité M'I, de sorte que
NI wp pi;yppor't MT’I lorsque MM’ décroit
[T W .
s ables M'IM, OPM donnent
Done :
NP
v=: -V O

OM est une quantits conslante, égale au rayon OA du Cell,.'
La formule précédente indique donc que v, vitesse du poinl
est proportionnelle & I'ordonnée MP de Ja circonférence.

La vitesse du mouvement projeté est nulle au passiis
du mobile M au point A; elle croit en valeur absolue jusq
ce que le mobile M ait atteing e point C, extrémité du prem
quadrant. Alors elle est ¢gale 4 V, car 'ordonnée MP deyie
¢gale & OC, rayon du cercle. Lorsque le mobile a dépassé
point G, la vitesse négalive décroit en valeur absolue, el sel
trouve nulle quand il atteint le point B. Au dela de B, la
jection a un mouvement rétrograde, la vitesse change doncl
signe et devient positive de B vers A; en méme temps, 14
donnée MP est dirigée de haut en bas, et doit entrer dansk
calculs avec le signe négalif. Si donc on désigne par g 1'ordg
née MP du point M, prise avec le signe - oy lesigne —, suitll

oint M. II est facile de voir que
'VU que l'on prenne Pabscisse z
‘tée & droite du point 0), et avec le
ens contraire. :
est donc représentée cn grandeur et

! '{{‘; et comme l'accélération j du
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.‘ {IFORME.
LAIRE UNIF Rl ot
- CIRCU s formules déja trouvees :

: . ; vV . . 1 vient le
point P est le produit de cette vitesse par— =, il en Ty = v
’ g R
qu'on a B
¢
5 Yz _ ¥ Ve =+ 12"
ST e

nit le mou-

) - idefi
*’.zcourbg d@s gspaces qU1 et enﬁn la

< la courbe des vilesses,

L'accélération du point P est négative tant que Je
P reste compris entre A et 0, et positive quand il est com
entre O et B. Elle est proportionnelle 4 la distance OP. Lopg

le mobile P est au point A, =R, et l'accélération j est g
2

a— T elle est nulle quand le point P passe au point 0,

En définitive, Ia vitesse du point P esl proportionnelle 4 g
donnée MP du point du cercle qui a OP pour abscisse, ef 'y
célération, toujours dirigée de P vers le centre 0, ou, comm
on dit, foujours cenfripate, est proportionnelle & Pabscisse OB

97. Traitons analyliquement le méme probléme. :

Soit w la vilesse angulaire constante du rayon OM; appelons
le temps, compté 4 partir de I'instant o le mobile M passe
point A. L'angle AOM décrit par le rayon OM pendant le {em s
sera égal & wt, et par suite la distance OP— g du mobile prd
jeté au point O sera donnée avee son signe par I'équation

temps ¢, compté & pqrtir de
asse au point A, est propor-
ile & partir de ce moment;

=R cos ot.

Vo

(est I'équation du mouvement projeté.

ue lé rayon OM est
La vitesse de ce mouvement s'oblient par I'équation

it les heures.

prenons des longueurs
léveloppement des qua-
sera I'échelle des temps;
ire an mobile M pour aller

TJ=E=-—Rm sin et

et Paceélération par une seconde différentiation

. dex

a5 etosat. ne des espaces décrits par le

Si nous appelons V la vitesse lintaire du mobile M, not noment du passage du point M au

; distance OA —R de l'origine 0.
pourrons (3 50) remplacer w par %; el observant de plus gul .dislance g
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_ 7
Nous porterons donc au point A’ une ordonnée AR, pyd ' CIRCULAIRE UNIFORME.
et égale au rayon 04.

Quand Mpasse en G, le poinl P coincide avee
done, pour t=C"A’, I'ordonnée de la courbe des
nulle.

Pour t =A'B, ¢'est-a-dire au moment oy le mobile M pa
au point B, le mobile P se trouve 3 une distance OB =p
I'origine dans le sens négatif. Nous porterons done Pordgy
B'F=—R dans e sens des ordonndes négalives. ]

La courbe passe au point I’ pour mdiquer que le poin
coincide avee le point O lorsque le mohile M passe au pojp

Enfin, quand M a achevé sa révolution enticre et est rq
au point A, le point P se retrouve en A dune distance Positiy
0A=R, de I'origine. La courhe passe donc par le point G, dg
les coordonnées sont A’,G— R o A’A’ = circonférence Q4

Au dela, le trace se répéte indéfiniment pour chaque ré
lution successive du mobile M. Le mouvement du point Py
't mouvement oscillatoire du point A au point B avec refg
du point B an point A, et se reproduit indéfiniment d%
maniére périodique.

La courbe indéfinie ainsi obtenue a pour équation

abstraction faite du

: ; ions o
es accelerations, (e par une divie

: tenir comp -
tcﬁgllzegis accélérations, sera la ;11;
' d’un quadrant vers la gau
ﬂ{:"!:*ED’G; ou encore la sinusoide des

; es temps.

':r;ao;gnie du plcj)int P dans son {ra-
faudrait diviser l'espace pa rcoun:

e parcourir ; or c¢ temps T e[;.
‘ , du point A au point Blelong de

le Poip|
€Spaceg

ou xR=Tx<V

, on voit que la
=R cos ut, ]

- lations simples

c’est donc une sinusoide.
La courbe des vitesses peul se déduire directement de
courbe des espaces ; mais on peut aussi employer Ja forms

v =— Ry sin uf.

, biistro; ourbe des
Celte nouvelle courbe Passe aux points A/, B, A’,, el - i s cou
une nouvelle sinusoide A'UBKA’; on peut, en faisant chy

d’une échelle convenah]e des vitesses, laisser de coté e fa
teur constant w, et alors la sinusoide des vilesses serd
sinusoide des espaces, déplacée vers 1a gauche d’une quanit
C'A” égale & un quadrant. Cest ce qu'indique 1’équatie
méme de la courbe :

v=—DN ¢sin o7 =DRw cos (5;i+ g) 5
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\NEES POLAIRES.
8 PROJECTION D'UN MOUVEMENT CIRCULATRE UNIFORME, COORDONNEES

- . . . la vitesse v s’obtiendra en compo-
quireprésente une ellipse dont le demi-axe horizontal est g

a R, et le demi-axe vertical égal & Ro. Comme nous Pouyg,
disposer arbitrairement de 1 échelle des vilesses, nous noy
arrangerons pour que ces deux demi-axes soient ¢gaux ; glop

; rte que
s;de so e
. I, avee la vi-
MM, ortée suivant le rayon OM, ¢
B ?
sduit
2 ' A rayon. Tout se ré
iculaire 4 ce meéme ray
erpendlcu 5

Péquation de la courhe cherchée devient, en changeang | + les valeurs de ces deux vitesses.

iffe M, etOM; or OM
3 différence entre OMI.eL M; }
e o egiilze B0 qni it avec OM
s\ 3})2__1 [lll‘:‘ etit M'OM = do. La différcnc_e er‘ltre la
(“) + (ﬁ : ef}\,’[ecItJion OM est un infiniment petit d’ordre
ou

ier. Cette proposition étant Bth:élIlll?HIEIlt
en ferons l'objet d’un lemm,e parle:q 101.'. ]

La projection orthogonale d’une d.roite_ ﬁn?i
i fait avec celte droite un angle infinimen

a4y = Lo,

c’est-d-dire que cette courbe est la circonférence décrite pa
le point M. Nous avons remarqué, en effet, quela vitesse g dy
pointP est 3 chaque instant proportionnelle 4 'ordonnée y du
point M dans sa position correspondante,

DU MOUVEMENT D’UN POINT RAPPORTE A DES COORDONNEES POLA[RES

60. Le mouvement d’un point M dans un plan est entiére
ment défini quand on donne 4 chaque instant les valeurs di
rayon vecteur r=—0M, et de angle po
laire 0=MOP, que 1a direction du ray
vecteur OM fait avec I'axe polaire fixe OP

Soient M et M deux positions succes:
sives infiniment voisines dy point mobilé
5 Sur sa trajectoire. Ellos correspondents

Pune aux valeurs 7 et ¢ des coordonné&
Pautre aux valeurs r + dr ef - g, Larc MM est ¢gal a ds;

eux plans P et Q perpen-
intersections e et b de ces

e droite AG paralltle & MN; elle
 perpendiculaire aux plans P et Q, et
un point C. Joignons Cb et BQ; Ia
ire au plan (, est perpendiculaire aux
OB, qui passent par son pied dans ce plan.
la figure AabC est un reclangle, et par suite
art, le (riangle ACB est rectangle en C, de
la projection orthogonale de la droile AB sur
€ menée parallélement 3 MN par le point A,
"une droile AB sur un axe quelconque MN est

l . ‘
et le rapport ;—‘; est la vitesse du mobhile au point M,

Projetons le point M en M, sur direction de OM, pro-
longée sil est nécessaire. L'arc MM’ est 1a résultante géomés
trique des deux composantes MM, et MM, dont les directions
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80 RAPPORT D'UNE DROITE

A SA PROJECTION.

WA . ‘ BC un infi-
donc égale & la projection de cette méme droile spp tout gy & du rapport Ko © est donc
axe paralléle au premier. Cetfe premiére parlie de [, déme

p Slration est générale ef pe Suppos
| infiniment petit I'angle BAC des deuy 4
4_{ reclions AB, MN. i
3 e 3 Ceciposé,nousavonsixchercher(ﬁg.;
une limite du rapport de AB j sa
tion AC, dans Je [riangle rec
esl infiniment petit,

Nous savons dgja que I'oblique AB est plus grande que.
perpendiculaire AC. Posons dong

dre, et la proposition esl démon-
?

t quun cas parliculier d’un prin-
; définie XY un point O pour ori-
né, et P un point mobile ]‘? long
g:longueur est une fonction de

Proje
tangle ABC, lorsque l'angle B

A z la distance corresponda.nt.(i
; ’ fonction I’ passe par un mint
oincider avec le
G abaissée du
appelle a la

némes va-

¢ élant un nombre positif, variable avec l'angle BAC, ef so pf
duisan( & zéro quand I'angle BAC devient nul. Il's’agit de troy
ver une limite supérieure de <. '

On tire de cette égalité

AB=AC 4 AC><,
et, élevant au carré,

pu—}

;xB':E2+2?LE@><e+ AC e,

Mais le triangle reclangle ACB nous donne

Ezz E? -+ ﬁag.
Done

)

stalé ces caracléres, on
_L.:ﬂ-:‘ZAC_Xe+KES><E‘2_ {

| S'annule pour z=gq, el

Supprimant le {erme AC™ ><e, qui est toujours posilif, il vient :
2._\EE><E<ET}2,
et par suite ntre 0 et Punité. Done 1q différence

1) est infinimen( petite par rapport &

BC |2
£ e 5N
‘<f(au : ale a .

Si BC est infiniment petit par rapport 3 AC, ¢ est mo;'ﬂ,
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i POLAIRES.
Il résulte de la que le cosinus d'un angle infinimeng pet des coordonnées reclangles ON=u et

éaal & Uunité, & des infiniment petits prés d ordre SUPEpig — OM, 6=MOP, on em-
premier; de sorte que, dans tous les problémes o o
ne dépend que des infiniment petits du premier ordre, oy
confondre (fig. 43) une droite AB avec sa projection gf
une direction faisant avec elle un angle infiniment petit
cela revient & supprimer dans les équations du problay
termes infiniment pelits par rapport & ceux que P’on doit
server, 1

65. Revenons & la question que nous nous étions propg

La droite OMN (fig. 42) faisant avec OM un angle dp i
ment pelit, on a, & des infiniment pelits du second ordre

h

'polaires T

2 = rcosf,

:ls'r y= 7 sinf.

‘ vitesse du mobile, suivant les axec
ées par 1a différentiation de ces deux

4 ﬂda
53—1‘8‘]11 ‘J‘!v

3 egl'_q
6+ rcos
OMy = ON'=r -+ dr,

: K ces formules en projetant sur les
et par suitfe :

MM, = dr.
A d?yt’ et quon demande la

De méme le triangle rectangle OMM’ nous donne

circulation, il faudra
MMy = 0N sin WOM= (r 4 dr) ><sin (d0). r degré :

Le sinus d’'un arc infiniment pelit est égal & 1'arc lui-m :
aux infiniment petits du troisiéme ordre prés; et I'on a
suile, en ne conservant que les infiniment petits du pre
ordre, ‘

WMy = rds.

Doncles composantes de la vitesse sont S—I suivant le

rdd . . ) 5
vccteur,et}—ﬁ_ suivant une perpendiculaire &4 ce rayol

premiére composante a recu le nom de vitesse de glissel quation nous remplacons cos o et
a secon 1 i irculation : -ci estlé

et la seconde celui de vitesse de circulation ; celle Clgee's _ divisant par 2,

. . . do .

duit du rayon vecteur r, par la vitesse angulaire —. B

dt 1 ady — ydz
9 3

: pipr oo cosnrf, (M'OM) . T
vitesse aréolaire, égale & ——» a pour expressiol

e de la vitesse aréolaire (@ 955.)
L di ‘

G

1el—



POLAIRES. g

les vitesses des mouvements projelés SUI.'.les
ifférentiera les trois premicres
g, Oy, 0z, on différe

8% COORDONNELS

GDOHDUNNE‘ES POLAIRES DANS L'ESI‘ACE i
11 vient

05. La position d'un point M dans I'espace peut étre défipgg
sarles deux angles 0=ZOM, o =XOP, et la longueur =
: du rayon vecteur. L'angle ¢ mesupe
di¢dre compris entre e plan fixe 703
et le plan ZOM, conduit par l'axe ()

ds 2 s ?

v — —rsinfsing —',

Z %ginecossv+"°°55°°s*’ dt ?ar
d9

: dp
df’inﬁsino'i"""“sa sin o T ~+ rsin cosg ar

. do
a_-—rsm ] dt.

i > -
(Nt et le point M; ce sera par exemplg '*\ : {2 dr 4
riaas : : 3 : ces équations par rapporta-—, —,
<G i7ix lalongitude du point M sur une sphérg oudre ces équ P de’ dt
4 |,’ ,\ o . i . v
1r/\\p\ déerife du point, 0 coame COu n fonction des vitesses projetées sur les.

L'angle ZOM est un angle polaire dapg
le plan ZOM, il définit dans ce plan Jg
direction OM; cest 1Ia colatitude du point M, Enfin 1a djs
tance OM achéve de fixer 1o position de ce point. E

Abaissant MP perpendiculaire sur le plan XOY, puis PI
perpendiculaire sur OX, nous aurons OL=z, LP =y, PM
dans le systéme ordinaire de coordonnées rectangles ;

coordonnées sont lices auy coordonnces polaires par les rela
tions

Hgdt glissement du point mobile sur le rayon

.colatitude et la vitesse de la longi-

est la vitesse de circulation en latitude,

ulation en longitude. Mullipliant

3 dr
es coefficients de T

MP = 0M cos 0,
OP = 0M sip 8,
OL = 0P cos 2
LP = 0P sin @,

les coefficients

ient les équations
érgéomélriquement 3
d’ott résultent ies trois équalions -
e dliy dz
Bsm? :Ti" —+cos § dat’

s
dr’

Z=rsinb cosy,
Y =rsinfsin g,
F=7rcos.

De ces équations on tire 1a transformation inverse :

=gy y243T
Cosf—=

z
T
Y
Z,

tang o= =



CIHAPITRE III
DU MOUVEMENT RELATIF

66. Lesmouvements dont nous nous somme
qu’a présent élaienl des mouvements
(ransports effeclifs d’un
triques de I'espace. Nous avons v
donnant en fonction du temps les v
données z,y, 2, du point mobile

Nous allons étudier dans ce ¢
mouvement apparent ;
qu’au lieu de chercher
dans I'espace absolu, ou par
cherche Ia traje

des points ou
certain mouvement,
Un exemple éclaircira cotte nouvelle im
Un voyageur se proméne sur
meut le long d’ane rivigre. Op pe
relatif du voyageur par rapport
qui améne suceessivemen| Je

age.

S occupé
absolus, ¢esl-a-dira
point mobile en divers poinfs gég
u qu'on peut les définig
aleurs successives des g
par rapport & {rois axes
hapitre le mowvement refati
il différe du mouvement absolu ef
la [rajecloire et les vitesses du me
rapport & des axes fixes;
cloire et les vitesses du mobile relativemel
4 des axes qui sont eux-mémes animes @

le pont d'un hateau qui
ut considérer le mouvell
au bateau ; ¢'est ce mouvel
voyageur de larricre & I'af

87
JOUVEMENT- RELATIF.

hateau reste fixe, en fai-
il posséde sur la riviére.
‘ t
eni du bateau etle mouvemen
, : ,
R 1. il est clair qu'on pourra
7

atea
“;:‘E‘l; voyageur par rapport aux bords

trouver, en effet, & ‘chequéte gr:ltalr;li)iaﬂ
e rlzrt;nt ,c‘es indica-
u\’ﬂ‘ﬂa“fgv; ‘itr{:l[(:;eg] Ia suite des posi-
1(;;'-; ce sera la trajectoire du \"oya;
t le mouvement du voyageur su
puisquon saura 1 heurre deﬂsoln
cetle trajectoire. In résume, f‘e
ent relatif du voyageur par mp_pmt
w bateau par rapport qux Tves,
nt du voyageur par rapport aur

‘le mouvement absolu du voya-
i ‘il n’en est
. Or on sait quil n’en ¢ ;
‘un certain mouvemen
1k du voyageur par rap-
erre, on en de-

onsa la surface de la
ents apparents; Uobser-
ment d’entrainement qu’il

e d'une manitre générale lo

de Pavant & l'arridre, du coio droit au ¢olé gauche, ete. !
€€s mouvements sont caraclérisés pap une (rajectoire q8 B Q
pourrait {racer sur le pontdn lafao s iles mowvement absolu de ce systéme S,
pourrait {racer sur le pontdu baleay et par certaines Vi dut voint N

D ; 3 noint M.
le long de cetfe trajectoire; la vilesse iropre du bateal I

g ; pro] . dus

la riviére n'infervient en 1ien dans la délermination de § -
ments de ce mouvement; ¢'es{ un mouvement relatif poul

un point M relativement i un sYs-
atson, qui est lui-méme mobile dans

ystéme de comparaison auquel on
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4 89
VITESSE RELATIVE, ;

rapporte le mouvement relafif dy point M, est appelap
ment d’entrainement. 1

Le point M décrit par rapport au systéme. § une gan
trajectoire T, qui est sa {rajecloire relative; ay o

ENTRAINEMENT. |
ité du point M au p{_)mt N,
— MM’ du point M;

© VITESSE I’

bile 'as een I'éﬂl
il P S ' ;
| 2 une distance Mi 1k
1

con mouvement ab- /

out du PﬂralléIOgr?ﬁi?e N
valles de temps ¢gaux entre eus, il occupe sur ceyqq tra s chemins M;\'l "{ﬁ; “’["/ 4 f_“!
les positions A, AL A A : rit par le mo,blle d ase- i ’/7
Mais lIa trajectoire relafive fait partie du systgme S etn if, et dont 1 autI‘Et i
cipe & son mouvement d’entrainement. Elle oceupe dopga e si, pendan b /1 :
cessivement, au hout des mémes intervalles de lempg il le mou Sk
positions T, T,, T, (W son S. fe-

pendant le premier intervaljg
temps passe de A, en-A, ,
trajectoire relative; pendy 0
méme temps, la trajecloire pas
la position T, & 1a position T4
suite la position reelle dy m
au bout de ce temps, est le poing
posilion prise par le point 4.5
reconnaitra de méme qu'au b
/i du second intervalle de temps
Fig: 4 mobile sera en C;, et au hout

: troisitme en D, La Irajectoire

lue est donc 1y ligne A, R, C, D, et le mouvement du mok
est enlicrement dgfing, puisqu’on sait que dans le prem
intervalle de temps il passe de A enB

‘, MN, MM, e
segl d,ul ;(;int 11\1: MW est la direc

IN celle de la vitesse absoh‘ce, cé
rainement du point du systeme
M au commencement du temps 6

nt données par les limites des

nt donc proportionnelles aux

ts éux-mémes, ou aux
N. . la figure MM, NW/,
* une figure sem-
: jpot‘ts cherchés.
a un moment

,» dans Je second dé R j
en Gy, dans le troisisme do C;en D, ele. 7 E
La relation qui lic la vitesse relative el la vitesse ahs M -
du point M se déduit de cefte construciion de I [rajecte g
absolue, ' '

e-
systéme de comparaison
méme moment.
briévement de la manicre sui-

- Soil 6 un temps infiniment petit,
Passe sur sa trajectoire relative de |
infiniment voisine, Pendant ce me
déplace d’une quantité jngy;
sition T,. Le point gométrique M de g lrajecloire passe end
aprés avoir décrit en vertu du mouvement d’enfrainemeé
Pélément rectiligne MM,. Dans Je méme intervalle infini

pendant lequel le mobil
a position M & 1a positiol
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COMPOSITION : 2
LTA_\'EES.

e [
5§ VITESSES ST ' '
k- [, qui represenie, en

68. Si on donpe en gr
ons une droite ¥

' andeur et en direct; c
solue MV ef ]a Vilesse d'e P "

nirzinement My, il et fa

sV e . s p int du systéme &
e relative - ; € gy | T

e e ;Iii‘g’ ?n effet, l'a Viternd relativg W .eu_rs }3 Vltss avee le point mobile M; par

a droite uV, qui achéve Ie iriangly tain insta enons 1w, qui represente en

1 g .

yilesse,
on la vitesse I
i considéré comnl
Mu représenlera , en
7. ]a grandeur etla
e du point M du
ne droite men(%e
se wu, el repre-
ection lavitessev
u systéme S. La .
s’ohtiendra en .

composant les deux vilesses Mu,
los trois vitesses Mu', w'u, uV.
3 autant de vitesses d’entrai-

lative, u, par rapport au

3 . On peul dire aussi que J,
e appar[enant an

///,/;f‘/ r.clfrtwe My est o résultante g
o i v.:z‘esse absolue MV et 4, la yif
w " dentrainement Mu, prise ‘

Fig. 50, contraire. 3

I'Zn effet, si 1'on prend My’ —

a droite uM, ef qu'on joigne u'y of
parallélogramme dont 3y sera la'

sur le prolongerm ey de 1
la figure MVyy scra un
gonale,

On prouverait da
résullante de lg i
de sens.

meéme que lg pifess

e d'entrainement gy
tesse absolue, et de ]

la vitesse relative chan,

cas analogues, le pointM
‘chacun de ces mouve-
re définie en direction
yint M est 1a résul-
i on le supposait
vements considére
itesses particulicres
‘mouvement peut élre
rouvements simulfanés;
point dans I'espace soit la
‘correspondantes & chacun
, abslraction faite de tous les

i "un moeuvement apparent oy relatif, de sof
e gtNeraliser de Ia facon suivante :
. np j .
el oj?omt M_’ est en mouveinent relatif par rapport i
{éme i i O?n}}m duson S, qui @ par rapport & un second §
rela five,d” ‘ 0_-6 ;lifl fixze, un mouvement relalif connu, la vitd
g vim&se}'ﬂru; t._I Par rapport au systeme §' est la ’fve’sult
: elaiive dy meéme point par rapport ystéima
¢l de la vitesse relggip, 1 nt s sy i
e dentrainement gy 4

L e s e peint du systéme Sl
Considere, coingide avec le point M 1 I

Si done on ¢ i

mouvement rolgﬁ'?adl{ 1(.3 oo vement absola du systeme &8
mouvement l*el'ﬁ-fif du sysiéme S par rapport 4 S, el enfil
pourra trouver o mm?.Pom[ M par rapport au systéme Sy
sition oo .lmment absolu du point M par la-comp
résullante de I “Ouvements; la vitesse absolue da M ST
e de la vite M par 1'apportué S, del

7 i

Conis . Xk sse relative de
se relative de S pap ¢ AS af L
i Par rapport 4 &, ef de Ia vitesse absol

e se déplace le long d’une trajec-
xes fixes 0X, 0Y, 0Z (fig. 52). Pro-
rallélement aux plans coordonnds,
ies A, ', du mobile sur sa lrajectoire
Tl qu'il met & parcourir l'arc AA’; puis
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a2 COMPOsSITION

construisons le confour ABCA’, forme de trois élémems
lignes, respectivement paralléles aux trojg aXCS, et abgyge
aux extrémités A ef A’ gq Iélgy
e décrit. Lélément AB serg Lacgy
G sement do s du point A Denday
i temps0; BC sera I’accroisssme
. ‘“1‘7,7‘—7; I'y, et CA’ I’accroissement du
% . sorle que la vilesge absolye r';'
point Aest, comme nous Jays

[ES.
: SINULTAN
VITESSES e
mmunique @ €8 deuz sy
\co

1ent commuit.

témes un

F DE DEUX POINTS.

i . le mouve-
'ED “un peint M; ,
ordznﬂt?f:‘ g uy (Ft z seront donnees
deés q )

- int M,, dont
nées d’un second point M,

it défini
Fig. 52. déji observe, 1a résullante (g : ¢l e
lesses projetées, V,, Vi» V., qui sont égales respeclivementj W
e AB BC A/ - o
IlmlteS deS I‘appOI‘fs _OT; 70—‘ il ] 0 T : 1 T X
——‘—/‘rﬁ'—“
e . @l iysg
Nous pouvons appliquer ici notre nouvelle définition g 4 ‘;/y‘
mouvemen(s simultanés, e regarder les {rojs vilesses § ey
Yy, Vi, comme coexistany powr le point mobile; cette manjy ; e

de concevoir e mouvement revient 3 admellre que I'upeg
ces vilesses est upe vitesse relative, ¢f que les deux auip
sonl des vitesses d’entrainemeny. Op peut supposer par exem D
que le point A se meuve avec la vifesge V., sur une droite AX
paralléle & Paxe 0X que pendant le temps ¢ que le mob
el & passer du poing A au point B sur celte trajectoire relg
tive, la droile AX'soj animée dans Je Plan horizontal d'un mog
vement d’enlrainemen; relalif, qui fasse décrire & chacun
Ses points, parallélemeny 3 laxe OV, un ¢lément égal 3 BG :
qu’en outre le plan horizontal dans lequel est situge Ia droif e dun point relative-
AB, soit animé d'up second mouvement d’entrainement, paral Nt gnalytiquemem par une
léle aVaxe 0, ef en vertu duquel chacun de se€s points décri B cos,

pendant le méme temps 6, un Elément égal A CA’. Lg coexisienc ; ses se déduit des équations

de ces troig mouvemenfs ¢quivaut ay fransport effectif do i

mobile du point 4 gy point A’ ;

Les problémes de mécanijue se simplifient beaucoup par
celle décomposition d'up houvement en plusieyrs auires qu'ol TdE T u
Suppose coexisler dans le premier. On fajt gygsi un frégquent
usage de la proposition suivante, qui gt une sorle d’axjome:
Le mouvemeny velatif d'un systéme pep PaPport & un aulre n'est

1 et £ les coordonnées
s, on a les relations :

ﬂ’:.-‘% Yy Yp» % el 5
‘différences &, qel g
inps, qui définissent
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9% MOUYEMENT RELATIF DL DEUX POINTS

On voit, en effet, que la vitesse absolue du point M, dOn
composantes suivant les axes sont

LATIF.

UVEMENT RE :

. esse v, connue en gi andeur et
4 dans laquelle il nage. ;

F le nageur atteindra l'aulre

1 corps une :Tlt
rapport & I'et
oint
oy dyy sy e éf
e’ A @ 4 eur, du point Ii au oL L
lu nag )
‘mouvement ab- ==

est la résultante géomélrique de la vitesse relative du m' ;
] - iOIl du mou- R :\7//‘\\

point, dont les Composantes suivant les axes sont

. o =
commun. qul e
dg dy dy T
@ m W Pace-' \. P D
geurestla  © b
; ; ; .
et d’une vitesse dont les composantes sont & relative v e

e la vitesse:

irection
- iendra donc la direc
can; on oblien allélo-

uisant au point E le par :
&s Bu, v, sont respectivement éoﬂilx
@entrainement et & la vilesse rela-
pésentera en grandeur et en direc-
eur, et le point cherché, F, Sera
; le prolongement de celle dia-

dz dy s
dede ar

et qui n’est autre que la vifesse d'entrainement commune a toy
les points du systéme de comparaison lié au point M.
72. Appliquons ces formules au cas particulier oit le poin(}

est' mmmobile; nous pouvons supposer qu’il coincide avee
point 0, et faire 17 =Y,=%=0. On en déduit .

E=—g, ajectoire ahsolue EF, 13_
d=rg, vitesses, l'une I, qui
e K, qui est la vitesse

et par suite le point immobile 0 , par rapport aux axes is

du point M, un mouvement apparent égal et contraire au mol ris au nageur.
vement du point M par rapport aux axes issus (g point | i L, donné, pent
La vitesse apparenie du point O esf énale et coniraire a .

APPLICATIONS DE LA THEORIE py MOUVEMENT RELATIF.

maniére que Ty —, =
, construite Fie. 55,

ection passant

S done sur la rive CD une quantité Eu
a vitesse u de l'eau du fleuve. Prenons

73. Soient AB, CD les rives paralléles d’un fleuve ; Ieau de o
fleave s’écoule par filets paralléles, dans le sens de 1a fléche
avec une vitesse constante, u,

Un nhageur, parti du point E syr 5 rive CD, traverse la rivid}
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3 : int E; DE sera la direction i
e O en':;olijx?;n;u]‘:ii cll)oil décrirg en réalité
et la trﬁlée ar le point C i celte {11’01[(3 DE.

> g;eque l;e point F sera le point de ren
obiles. En effet, le temps que le premier

96 MOTVENENT
arbitrairement sur EF un point V, quj représentery Tal
{rémité de la vitesse absolue, et Joignons Vi : colte droje
présentera en grandeur et en direction 1a vilesse re]ative,‘
que le nageur doit réaliser. Lo probléme a une infinité g
lutions, puisque lIe point V resie arbitraire sur Ia droife
Mais toutes ces solutions nesont pas également avantageygy
Pour que le nageur ait le moins de peine possible 4 lraversep |
rivitre, il convient que sa vitesse relafive Par rapport 4 peg
soit la moindre possible. Cette solutiop s'obtiendra ep abajs
sant du point y 1a perpendiculaire uV sup 14 droite EF. 0y trog
vera ainsi le minimum admissible pour lavitesse v, car Iy pe.
pendiculaire 4V egt moindre que foule oblique partany du
point w et aboutissant 3 1y droite EF. -
74. Un mobile )] déerit uniformément, ayee une vifesse y, P
droite fixe AD, 4
Un second mobile (; St meatavec une vitesse p dang le plag
CAB; sa trajectoire est une droile non définje de position, Qg

L s que
au point F est égal a o le temps q

MF
. : W
du point M au point F est - Or les

semblables et donnent la propor-

~MF_ CF
T~ DE’

: ont par construction proportion-

DAL demande quelle esf Ia direclion § entre eux, et, par suite,_
WE assigner i ce mobile pour qu'il rens en M et C, seront aussi
il conlre Iz mobile M. : b
N g Si le point M étajt ep repos, la la vilesse v est
Fig. 56

oint D sur la
comme cenlre
‘aura deux solu-
diculaire abaissée du
tarc de cercle coupera

trajectoire assigner au mobhils @
seraitla droite CM. Mais Je point Mest animé Jo long de AB d'un
mouvement défini par Ia vilesse . On pe change rien ay mot-
vement relatif des depy points M et C, en leyp communiquani
a leus deux un mouvement d’entrainement commun (g 70).
Choisissons, pour ce mouvement d’entrainement additionnel,  du-dessous du point (,
Ul mouvement égal el confraire au mouvement du point M — LM soit aig};. Il n’y a quune
sur la droite AB, Le point M sera ains; ramené au repos. Quant angle DCM est droit ou obtus; dans
au point C, il sery animé de deuy houvements, 1'un dans ; =u est nécessaire pour que l'a
sens (D, égal, paralléle et de sens conlraire 3 la vitesse - Autrement, . probléme serait
Paulre ¢gal a la vitesse ¥, mais de direcijon encore inconnue; € Sens strict de 1'énonce.

la résultante de ces deuy mouvements donne Ia direction d I piélon G résoyf instinctivement
mouvement relatif de ¢ Par rapporl i M, ef comme M est main< 1€ Toule parcourye suivant la droite
tenant supposé fixe, cetle directjo est CM. Du point D comme ¢sP, 0... Le point i qu’il doit se pro-
centre, avee up rayon DE ¢gal 3 v, déerivons yn gre de cercle; : 7

r
i
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poser d’alteindre est alors un point de l'intervalle libra
deux voitures conséculives P, Q, ct comme la vitesse des vy
res est généralement plus grande que ce*le que le pidtopy

s¢ donner, il fant que I

e @ DCM, supplément de
lt AMC, soit un angle aigu;
— Ay - alors deux solutions, quig

i e respondent, l'une,(}F,aut

e STt gle CDE, I'antre CF au {rigg

CDE’; celle qui donne lieu au moindre parcours, CF, est g
que le piéton doil adopter de préférence. :
75. Ce probléme peut se résoudre gwmc[rlquement d
aulre maniére, "
Il s’agit de trouver sur la droite AB un point F tel ; pléme en cherchant sur la droite CM

faudrait, ou bien faire marcher le point mohih;f M
e dans 1c sens MA, au lieu du sens MB, ou bien
rencontre des deux points a eu lieu au pm’nt B,

 passage des deux mobiles I'un en G, Pautre

La civconférence de cercle se transforme
en une droite
lieu H de la
wne solution

le rapport, fs[, des distances de ce point aux deux points d

nés G et Msoit ¢gal au rapport connu E

Or on {llt que Ie licu des i
dont les distances & deux pointsf
G el M sont dans un rapport doi

étre une circonférence
qui touchera AB, ou

bt  ® est une circonférence de cercleyl

{ ! le centre est situé sur la droil@
‘\\ /r' qui joint ces deux points.

i L Supposons d’abord v > u; not!

el terminerons sur la droile indé

Fig, 58, CMdeus points I et K tels, que 14

LE o AN
MK«
y =9
Puis nous décrirons sur TK comme diamétre une circl st-a~dire du colé vers lequel e
rence qui coupera la droite AB en deux points F et I, sill
différents cdtés du point M. Chacun de ces points répok
probléme géomélrique que nous nous sommes propoeséis
le point F seul donne une solution directe du pE
de mécanique que nous devions résoudre, car, pour @8

girouelles, suivan! qu'elles sont en

ette placée sur le toit d'une maison,
dans laquelle il sonlfle,
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ra ses drapeau¥ et sa fumée o,ri?r!férs
m111iag0rwlle du parallélogramme! M’ @;.1}4 *.,;
sur M'V, vilesse du vent, et M’ ¢/, cgale €
' ..,du navire.
per & un pardp

Supposons qu'on observe une girouette placte sur le
d'un bateau. Soit M la projeclion horizontale du mgy
un instant donné; soit MA la direction et la grandeur de Jq;
lesse u du vent, et MBla direction et la grandeur de la viteggy
du batcau. Nous ne changerons pas le mouvement relatjfg
bateau par rapport au vent, en imaginant qu’on imprime
vent et au bateau un mouvement d'entrainement commpy;
choisissons ce mouvement de manicre 4 rendre le bateau iy
mobile; nous supposerons donc qu’on
prime au bateaw et & lair une vitesse MB', égg
et conlraire & la vitesse MB. Le bateau s
ramené au repos et la vitesse du vent serg
résultante, MC, de la vitesse MA qu’il possd
réellement, et de la vitesse MB’ qu’on a cop
muniquée ficlivement a tout le systéme. Tg
se passe donc comme si, le bateau élant fixg
le vent avait une vilesse représentée en grandeur et end
rection par la diagonale MC du parallélogramme ACBM. |
girouette du bateau s'orientera donc dans la direction de cel
diagonale. :

La direction de la girouette n’est pas altérée par le mou ;
ment dua bateau, lorsque le bateau et le vent ont des vilesst te AV, Phomme
dirigées suivant la méme droite. ] oit, pOUl’ s’en garan-

Cette construction explique pourquoi un méme vent, V, agl ma le son parapluie une
sant sur deux navires ou sur deux convois de chemin de fer
marchent ensens contraires, donnent aux drapeaux des navire
ou aux fumées des machines, df

luie pour s abrifer quand

doit tenir son parapluie ve::tic,a‘l pour
i tombe verticalement. Mais il mar-
ction, il doit incliner son parapluie

pluie suivant la verticale, et Aula
"horizontale. Imprimons & I'homme
t commun, égal et conlraire la
omme devient immobile par cette
le mouve-
- rapporl &
ssede a la

U

fig Gl.

Fig. G3.

ouvrir un phénoméne com-

i . le nous envoie des rayons
g directions toutes différentes. 58 ec une vitesse de 298,500 kilo-

e - Le navirgAqui suit la route X ateur qui, place sur la lerre,
v avec une vitesse v, aura ses pavl le, recoit le rayon lumineus dans

] ,,/N lons et sa fumée orientés suival re notre homme recevait les gout-
¢ / L4 X AN, diagonale du parallélogrami Sila ferre était immobile, la lu-
Fig. 02, MVNe, construit sur le coté M méme du rayon lumineux. Mais la

¢gal et paralléle & la vitesse V @
vent, et surle coté Me, égal, paralléle et contraire 4 la vilesst
du navire. Le navire A’, qui parcourt la route pavalléle-x_

; elle décrit aulour du soleil, avec

0 kilométres 3 1a seconde, une ellipse
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dont elle achéve Te tour €1 une année. La direction de Iq)
nelle qui regoif les rayons émanés de I'étoile, est doncla pugl
tante de la vitesse de 1a lumiédre et d¢'upe vilesse égale gy ol
traire & celle dela terre sur so orhite; el par suite g dirgefy
dans laquelle parait I'étoile, fait, dans le seps du mouveypy
de la terre, un pelit angle avee la direction dans lagugl
elle se trouve réellement sitnge. De Ia résulle que toutes Js
¢loiles sembleny décrire annuellement upe pelile courhe
mée a la surface dy ciel. Ce mouvemen| apparent, di ay m
vement propre de la {erre, constitue ce qu'on appelle I'abeyy
lion de la humicre. :

78. Mowvement annyel apparent du solgif,

E Smj(lahh terre sur sa trzfjecrtoh‘«e
S puis, par un méme pmlnt I, de
lS”p’l‘ B 1‘espec!1vcmer}t
615 I:e 1]i(31t1 des pointsﬁ ST Slr,
i loire cherchée. L’ohsellva eu i
. .11“3]30 oint T, sur sa [rajectome
N aueﬁ un point T, quelconqu‘ula,
o e?ntzfi'}\]rz;e de temps le soleil parcourir
&me

toire apparenic.

T T, T”,-
I_'lés,au point 83 puS
sdes droites T, S, T,

v La terre T, {ue nous suppog
= rons ici réduile & un sey] poig
matériel, parcourt en un an up
cllipse AB, dont le solei] S oceupy
 Pun des foyers, La vilesse v de ]
terre est dirigée 3 un instant quel
conque suivant la tangente Ty 4

Hbeias trajecloire, et elle a 3 chaque i

slant une grandeur que nous supposerons connye, .-
On propose de chercher 1o mouvement relatif du soleil
apport i la terre, ou Jo mouvement apparent dy soleil pot
nous, qui, habitant 1a lerre, la regardons tomme fixe dai

le 'probléme, que ](?s
, d'un mouvement uni-
es cercles concentriques ot
ue le soleil occupe le centre

I'espace.
Ce probléme se résoudrg éncore en imprimant 3 chaqui
Instant aux deux poinis T el § yn mouvement d’entrainem -
commun, égal et contraire 3 Iy vitesse v que posscde la ferre ' hétes sur leurs trajectoires sont
cetinstant. 1 enrésulfery quela terre T deviendrg immobile,t siéme loi de Kepler : « Les carrés
quele soleil S aura 3 chaque instant une vitesse o égale el i Bt comme les cubes des grands
ralléle a celle que posséde réellement [y terre au méme instant es eubes des rayons.
mais dirigée en sens contraire. En définitive, Je soleil S s B oss fixe (fig. 66); T une planéte,
blera décrire autour de la terre une cllipse dgale 3 Iellipse AB . i ’

: : : a distance ST=g¢, du soleil; M une
dont Ia terre occupera un des foyers, et gq vitesse sera i chage :

- ; e . : 7). ance SM =/’
nstant égale ef contraire  celle delaterre sur son orbife (@
Pour construirela tra jecloire

apparente dy soleil, prenons dif ;
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- ; M., quon en dé-
Appelons ¢ et #* les temps que les planédtes T et M Metton £ larc MM,, q

faire le tour entier des cercles qui leur servent de trajectgin
Lavitesse de la plangfe
2za

= et la vitesse de M,

Or, en vertu de Ia loi def
pler qui vient d’étre cigy

nous avons la proportion !

i pst connu, sau

dans un second intervalle de temps

dant ce temps,

nsuite,

oit elle était d’abord; pen

en M, en décrivant un arc MM, ¢gal &
)

[ @3

T st

Dene

s ol
—X‘/Esz i

Les vifesses sont donc enire elles en raison inverse des g
cines carrées des rayons des orhites.

Supposons que les deux planétes partent ensemble d'unt
conjonclion, ¢’est-i-dire des positions T et M, situées sur unt

méme droite passant par le soleil, et du méme coté du solel
sur celte droile.

pendant quela
endant qu’elle va

nstructions, que M, soit
ite de la plancte.

e trouvaient en conjonction aux
en opposition aux points M, et T.
es demi-révolutions de la terre, la
point de départ M, et la terre 4 son

Th e :
Au bout de la durée 5 d'une demi-révolution, Ia terre par:

vienten T,, au point opposé de son orbite ; la planéte M aura
pendant ce temps, décrit un certain are, MM,, sur sa lraje
toire; les arcs MM, TT,, décrits dans le méme temps ¢l
chacun avec une vitesse uniforme, sont entre eux comme
les vitesses des mobiles, c’est-A-dire comme va esta ya'; on

cloire relative de M par rapport a T,
aura donc

les positions simultances des de“ux
LM, TN, T, M, T™,, T,M,, T ; puis,

Seillly, Vs €0 (fig. 67), qui représentera la posi-

na _\Téf'
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tion fie attribuge 3 la terre, menong des droiles, Op,
Op,, 255 Oy, O, O, Oy, Oy, ¢gales of paralléles 3 cog y N
de jom:tion. Le liey deg points p, p, .., By SCIA 12 (rajgq 3
apparaite. On en aura d’ayfres points en fr
décritspar les deux planctes,

Telle est la courbe que la planéte M semblera ggg
par rapport a la terre. Les houcles correspondent any el
gradatins apparentes des planétes suplrieure
des conjonctions. Lg planéte M, que I'on voit marcher g,
le sens dircct, tant quelle parcourt les arcs XY de sa {
jectoire apparente, parait se déplacer 3 1a surface du cjg) a.-v
le sens rétrograde quand elle parcourt Pun des ares 7x3
ou YW.Le mouvement Qentrainement de la terre donpe ,
explication trés simple de ce phénomene,

80. Ilest facile de construire Ja langente en yp 0
donné p.de la trajectojre relative, En effet, cette langente g
la direction de la vifesse relative de Ia planéte M par rappg
a la terre, laquelle gt la résultante de la vilesse absolug

M, et d’use vilesse égale et contraipe ala vitesse absolue de

: 107
* DE DEUX PLANETES.

le sens du mouvement, des longueurs
o i ' ux mo-
= ortionnelles aux vitesses des de o
Ly nons pat’, égal, paralléle et de s:zns ]

nt Pn,mg al, parallele a MV, mais de nwnulz.sen
. a0~

R arallélogramme pa/p/V'; la diag
i a direction de la vilesse
lélogramme sera la direc Lan

onrt a T; ce sera donc la langente
p 5 i
Pr-ite par la plancte 1.\1' T
ation de la trajecloire apparente.

es,

aclionnang leg g

S au Mo,

N

sinan,f.
Fig. 63,

nent relatif, rapporte aux axes
Soient 4 mn méme instant T ef ) 1

néles; parle point 0 menons (),
v sera le Hen apparent de I planéte
néte T supposée immobile ay point 0,
Mles tangeites Tu, MV, aux trajectoip

€s positions des deux pl g
¢gal et parallele & !
M par rapport  Ia pli
Menons aux points T
€s ahsolues, et prenof

E=a'cosn,0—q cosng,
[=a'sin n,0— g sin ng,

ssent le mouvement demandé; si
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nts. Si donc on sait
ourra construne
ogramine des

entre elles on élimine le temps 0, on aura I'équalion de Jay
jectoire apparente, définie par une relation entre les coopg
nées & et . i

Si les moyens mouvements n el n, sont comnr;ensupa
enltre eux, la (rajectoire apparente se fermera el son équag différentiel revient & ce
sera algébrique : car il est possible alors de trouver un ey to en un point (2, Y
o tel, que les arcs n, (b + 0') et n(0-+8’) aient respectiven, bt ilfJ, tiré de I'équalion
les mémes lignes trigonomélriques que les arcs n,0 et g : Paf le rapp o
suffit en effet que n,0" el n’ soient 2 la fois des mullipleg svaut 2 dire que la yitesse du pOlOSUmes
2z. Or, cela est loujours possible si n et n, sonl enire g m{jz:;l[;ﬁo e

Jement aux axes, @ PO
comme deux enliers k et k,; il suffit de poser Bs A do et h dy; MAS

deux mouveme
chacun d'eux, o P
. (11:; par la regle du pdl“lﬂtl

t énonceé. 1a di-
) '(] une Coufhc

1,0 = 2k x,
nt = 2ka,

ce qui donne

G'—Q'TX]L: X;‘;‘j.

Si, au contraire, n et n, sont incommensurables, la coul
apparente fait un nombre infini de cirenits autour du poinfi
sans jamais retomber sur un arc déja parcouru. Dans ce 2
I'équation de la (rajecloire apparenle est transcendante. \ral ent & V'axe des x, ¢t

METHODE DE ROBERVAL POUR LE TRACE DES TANGENIES AUX GOURDE

ection, tandis que la
alement, ce quine sulfit pas
e dont la tangente cherchée
on peut souvent achever la so-
ouvement du point d’une autre
pux vitesses composantes soient
1, et Pune d'elles en grandeur. Ges
nnues en géomélrie sous le nom de

82. Le probléme des tangentes aux courbes est I'und
plus importants de la géométrie, et ¢’est la recherche des 8
lutions de ce probléme qui a conduit & la découverte 8
caleul différentiel. La cinématique peut dans bien des c
fournir la selution cherchce. |

Considérons la courbe & laquelle on propose de mener Ul
tangenle, comme engendrée par le mouvement d'un point;#
vilesse de ce point sera & chaque instant dirigée suivant
tangente & cette courbe. Décomposons & un cerlain instal
le mouvement du point en deux mouvements simultanes *!
vilesse absolue du poinl scra la résullante des vilesses 001'" o

. — Tangente o la conchoide. — La
n menanl par un méme point O des
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lransversales 0D, qui rencontr
pPrenant sur ces fransversales

GENTE A LA CONCILOIDE.

oD, T'autre CK perpendicu-

: la vitesse absolue
ent une droite fiye Ap

e G suivaﬂt

ns de voir que - 3 la compo-

une longueur conslant,e' 'Oui:::::a suivant ‘OD_egaég:;e 4 GG, On

partir de la renconire avec la dpojes ‘I; point C, c’est-a(—ldli‘z vi?esse du point

Al Soit D Je point auquel on demapgy La composante de K comme

L "";f mener une tangen(e 3 Jq courha, : t A 0D esta la 00];1;{1 erpendiculaire a

o Ql}«/ Considérons une position inﬁnimen soint D, élevons P droite jusqu’au
/If“ﬁg /;‘D)/x sine, OD’, de 1a ll*ansvers:]le, Ce qui

b

et prolongeous cette

Propo'['t.i.on

voisin du poinf J). Soit (7 Ig point gg s B o

conlre de 1a transversale avec Iy droifg, w= 0%
Projetons les points (7 et Iy gyp OD; g

dzi-con'lposons ainsi chacun des élémg
CC’, DY, décrits par les points mobilg
et D, en deuy cléments Gr of C"C"
F et DDy, et s nous d

P oo donne un point de 15 courbe, D7, infinjg
[

0

B

Fig. 70, par le tem

Ivisons ces ¢1émg
Ps infiniment pelit 9, qua
net a passer i o position ()
Lles composan

Les longueurs oD of 1 14
leurs 1a longueur ¢
qui fait avee QD' yy angle infiniment
moins d’up infinimen pelit du secop

= (D, et relranchan
mune C*D, il vient (G — DD*. 8i ron giy
que les vitesses des points G
égales,

sont égal

€S par hypothése ; dig
» Projection (

e I sur une Qipectig
pelit, est égule s G,
d ordve (3 61). pap sl
t de part et d’autre 1a partic col
ise par 4, on
et D, projetées syp 0D, sa

: : S S (
Les vitesses do ces points Perpendiculairemen; 3 0D, =3
DID-’.'

el —

o » Sont entre elles comppe G et D", oy comme Ig

dislances oc, 0D, ou 3 12 Iimi[e, Ccomme QG et ], |

Prenons done, & partir dy point C dans Ia direction (4,
longueyy arbitraire CH, qui représeniery [a vilesse du poin
le long de 13 droite BA. Puis décomposops cetle vitesse ﬂ"'

‘l;lzrie autre maniére de constru?riz
Remarquons qu’étant donnuei
sachant que la longueut" CD esll- SO:,S
des tangentes en C e! D i ces 151}11,G
le point 0, ot la droite CD louc

i ssives. :
;ﬂris—sil\‘lllt:}(r:lz:rs Ene tangente au point M
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au lieu des points {els MA R

points fels, que Je rapport‘, VB’ des distgpt
1 rrt"péifitcs MM, MM" sont enllre ellvs;
que les distances MA, MB; il en es

MM, a-dire des vites-
5@ " ot ——, c¢'est-a-dnr
&t ;

Soit M’ un point du liey infiniment voisin gy,
sons du point M’ Jes Perpendiculaires MM, W

point M. Abg

M suy lesq

tes MA, MB. Pujs considérons Jes rapports @—P, iy
— —=

MM My : .
5’ ~5 des longueurs nfiniment petjteg My,... M

a lintervalle de lemps

0
ges suivant les directif)ns MA et M'Bi
‘pour représenter la vitesse du.pom.
n MA. Nous obtiendrons la vitesse
MA avec une vilesse perpendicu- -
suite, la vitesse absolue sera re-
le par une droite partant du point
it de la droite AN, élevée au point
Par la méme raison, la. vitesse
droile partant du point M et
te BP, perpendiculaire & BM
e qui représente celte vi-
les droites AN et B,

Infiniment petit 6 que Je point moj)

met & aller dy point } o
point M, [ premier pa
Port est la vitesse gy poinf
M)

— g

Les deux suivan(s,

M7\
5> sont les composanigg

g, de colfe Vitesse suivant MA

el une ‘endiculajre § lécc
perpendiculajre i écomposant le

YONS pas en i
es aux rayons
e

X sme. MM 2
MA. De méme, N —5 — sontles Composantes de Jo vilessg
absolue du poin( suivant MB ef e Perpendiculaire 4 NB. Op
Xﬁgs pouvons dét_erminef‘ le rapport de MM” & Mg, En ef:fef

f ddfqr(;’ de. A;?d’ d’un infinjmep; petit du secopg ordre ; dé
m;me BM di‘I’fure dle BN d’up finimen; pelit du sec})ﬂ
ordre; donc MM” ¢t Mpper sont, 4 deg infinimen pelits ordre

supérieur pres, les différences of
BM’. Mais nous avons 4 Ja fois e it e’

construction que le
> est silué sur la di-
rpendiculaire sur MT.
eu des points M, et nous
rection AB en un point fixe
- droils par construction, les
ur une méme circonférence et
irconférence; donc MO, perpen-
l"'ta'ngentc a cette circonférence
mé par une corde MB et une fan-
Lo moitié de I'are MB sous-lendu
°gal & l'angle inscrit MAB, qui com-

n

o

AM=DMNscg
ct

Al =B,
Puisque M et sontdeux poings du lieu. pap suite

AM— AN — (BM~-pyp) =<K,
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prend le méme are entre ses cotés.

MBO, qui ont un angle cormmun en 0, et les angles

égaux entre eux, sont semblables et donnent la su
ports égaux

BO_Mb_ o
MO T AN AD°
Dons
MB MO
BO=M0>¢ =T

AO=M0><§% = MO <K,

el par suite

LA
po=K

Les distances du point 0 aux poinls A ct B sont dongg

elles dans le rapport connu K?, et, par suite,

Ia posi
point C est fixe sur la direction AB,

Les mémes relations donnerit MO® = B0 >< A0, ef cif

BO et 0A sont constants, MO est aussif
stant. Le lieu du point M est done une
conlérence décerite du point( comme c8

| A
P

| L

M1

avee la grandeur MO pour rayon.
89. Tangenie & une section conig
Soit I le foyer,
MP — P les
de la courbe, au
Véquation de 1a
particulier de coordonndes, sera

r=1Ip,
K désignant un rapport constant, P
une tangente & la courbe au point
point M’ infiniment voisin dy poi
point seront =M et Y

roposons-nous de

Les denx Iriangla

MAg.
ite g

AB la direcliice corres)
r dante dune conique MN. Soj ME:
distances d’un méme
poinl F et & la droile
courbe, dans ce sysl

M. Prenons sur la couth
ntM; les coordonnées &
=MNT", Projetons le point M

\LQU 115
NIE A UNE SECTION CONIQUE.

‘ M seront les varia-
1es lonoucurs M et _ ;
f(};'s*s.tl(:u:-is MP et MF, quand le pmrﬂ:ymot
%“‘ pdiis urbe passe deMen ', e
5eﬁdrer la co
 gH=K<MI,
¢ autre que 1'équation de la courbe

¢ point mobile de Men M de fleux
t glisser de M en 11, puis en fa}san;
ur de F jusqu’a ce quele p01'nt1
faisant glisser de M en L, puis eI‘l
lélement & la directrice AB, de la

A

nt la tangente cherchée a donc
esse proportionnelle a MI, et sur
MH; mais MI et MI sont
queMP et MF. On peut donc

résentera alors la pro-
MF. Il suffit par
FL sur MF, de 1a
irectrice, et de

construire un qua-
drilatére infinitésimal
rapport au point M. Les
nt en ligne droite avee le
;a!tangente demandée.
hyperbole, rapportées & leurs
rapportée a ses foyers est



1117

L’IYPERBOLE.
116 METIODE DE KOBERVAL. . -t
be s’obtiendront en decrn ,
: B yon égal & 2a, une circon(é-
,avecun ra Iy
dJ‘:_.([r.r. -

' ente FA & paitir de l'au-
i asu::altlzlllegs F’A et I'B, concourent
é]ijgglé, qui appartient a l’hyper:bglg.
sest-a-dire 'asymptote chercbee .
ux droites mence a égale distance

Sidonc le rayon ') augmente d’une quanlité My s
point mobile passe de M en M, le rayon FM diminy,
quantilé MI égale & MI'. On peut faire passer le point jy

- sa  position MW Infinimepg
--—_\_“-\_{%ML'/\ "

L sine, en le faisant glisser g
gil 1 ‘s Sh .
0 \_\“{\;r\ quantité arbitraire, Infinjy
o> / 41 \] _ pct.iie, MI’,. le long du rayon |
E i puis en faisant tourner le m

rayon autour de F’, pour ramg
Ie point I’ sur Ia courbe; dans ce mouvement, le poing
crit Vélément M normal & F'T. On peut amener aygg
point M en M en le faisant glisser sur MF de Ia quantif§
egale & 1IN, puis en faisant tourner le rayon MF autoup
foyer F, mouvement dang lequel e point mobile décrit
¢lément TN’ normal & MF., :
Done les projections de Ia vitesse du point mobile sur
deux directions "M, FM sont egales. On obliendra la
reclion de la vitesse ep prenan :
partir du point M, sur Ie prolon ; i o
ment de un deg rayons, el sul
direction méme de lautre, des qu
lités ¢gales MY, MB, et en élef
des perpendiculaires AT, BT, sut
Tayons. Le point T, intersection
Ak perpendiculaires, appartiendra 8
tangente. La construction reviel
mener la bissectrice (s Pangle BMF, adjacent a celui @
forment les deux rayons. '
On reconnai(rait de méme (fig, 74) que la {angente ¥
Phyperbole MN divise en egy parties égales I'angle &
Tayons vecleurs MF, MF’ mengs gy deux foyers F et [
L'équation de Phyperbole est ;

Y. On prend surle segment
nt en deux parlies dans un

est & la limile la direction
0 les points A’, I e{ B’ en A”,
. nous décomposons ainsi les d¢-
I, BB, chacun en deus déplace-
Sur le rayon OB, I'autre (e cireu-
D Les vitesses de circulation sont
AR T, BB est-a dire
4

N 2a.
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aux distances 0A’, OF, OF', on,sd la limite, auy
ces 0A, OI, 0B. Par les points A, [ et B élevong!
pe}“pendiculaires sur les trajecloires AL BB, des
points mobiles, et coupons ces perpendiculaires par
droite 0b, élevée en 0 perpendiculairement sur Ia droﬂ
Les triangles 0OaA, 0il, 04D, reclangles en 0, sont reSpe
ment semblables aux triangles infinitésimaux AAp7
BB'B”, comme ayant des cotés perpendiculaires cha,c"
chacun. Mais nous venons d’établir la proportion T

TE A UN LIEU GEOMETRIQUE.
7 pourra déterminer ce

ieu des points L.

de la facon suivanle.
urbes L1/, MM/, NN, on mene 1tan§en};
NN une droite OAB, qui coupe es ;1; ;
F‘;n prend sur la portion AB'l]I(l) P o]
weur dans un rapport donnef. n o
“Itangente au lieu géomeétrique ¢

"ort. de m & n; Dn1
sera la normale au
ut se généraliser

s LSS b aux points A et B, les courbes LL,

o oy~ oI on AT, BS, et la courbe NN', par le
k]
i . i la trans-
AV 1" B forme V'intersection de
O .0: = 05" w|[$

Or il est facile de trouver une relation entre les {rg
semenls simultanés AA”, I”, BB”. On a en effet Ia S
rapports égaux :

I_.-:! .Y o,
B

Done s
A TAr o sur la troisiéme un
L O 7 . "
B—TE = 7" rapport donné ; et

; Mais T'A” est égal, 4 des infiniment petits négligealles pE
a . pro%ection‘ I"A"; I'B’ est de méme égal & I"B”, de s obile de longueur
qu’on a i la fois | €0 fbes, est partagée
donné, il suffit, pour
e Penveloppe de ses po-
es Aa, Ii, Bb, aux trois
oite ba normale & lo direc-

I — T =117 — pgo,
IB—IB =DBr —[qr,

La proportion devient

AN

B =117 = 3

50@( égal aurapport donné. Le

cette droite el de AD.

ou bhien, en remplacant AA”, 117, BB”, par des quantités
9 de trouver le centre de courbure

portionnelles,

0i—0a ia__m
0b—0: %= 7"

Le pgjnt i par!age donc la distance connue ab en deux Edmond Bour, — Cinématique, p. 52.
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1i8 METHODE pE ROBERVAL. s
aux distances 04, or, op, ou, & la limite, auy q
o83 04, 0L 0B. Par los points A, Tet B, glo, 8
Perpendiculaires sur Jes trajecloires AN, D, BB,
points mobiles, et coupons ces perpendiculaipeg
droite 0B, élevée en 0 perpendiculairement gy la drojf
Les triangles 04, Oil, 0B, rectangles en 0, sonf respa
ment semblables guy triangles infinitésimany AArpn
BB'B”, comme ayant des colds perpendiculaires g
chacun. Mais noys venons d’établir 1a proportion

3 EOMETRIQUE.
'N LIEU GE , ;
1 5 u: on pourra déterminer ce
. i ints I.
normale au lieu des pot o
sraliser de la faQO? vod
n" M/, NN’, on mene lance.
o coupe les deux

ite OADB, qut _
(:;t:ur la ’portion AB un point

5, On de-

rapport donne. LI
a? mill ligu géométrique des
A et B, les courbes LI,
la courbe NN, parle
erseclion de la trans-

AV T ppe
0T T o

oL on
Done

ey $
Or il est facile de trouver une relation entre les trojg

semenls simultangs ALY, 11", BB, Op 5 en effet la sapp
Tapports égaux i

Iy Iras n

IB ST oo

Done  sur la troisi¢éme un
A—1Ar 4 ] aEPm't donné ; et

1=y .
= : : e . k : ; ' LI/, MW
Mais A gy égal, & des infiniment pelits négligealles pi ?Ibefl Iar’z uem’“
4 sa projection I"A"; B’ est de meme égal & I"B" | deg ! e

urbes, est partagée
t donné, il suffit, pour

qu’on a 4 la fois

—Thr=1r _ gy,
IB—1'B' = Bp# — o,

La proportion devient

" — par B
BB#_“rf T :i_z"

it égal au rapport donné. Le

cette droite et de A,

ou bien, en remplagant AA”, 1", BB”, par des quantités B cerieo o courbure

Dortionnelles,
0i—0q )

DRSO = i

int ; : o dmond Bour, — Cinématique, p. 52.
Le point partage donc Ia distance connue ab en deus S8



LIVRE 11

MOUVEMENT CURVILIGNE ET DE L'ACCELERATION
TOTALE

vant une ligne droite. Nous allons étendre la delinition de
Laccélération au moyen de la théorie du mouvement relatif.
- Considérons d’abord un mouvement rectiligne. Soit AB la
ligne droile qui sert de (rajectoire 4 un mobile M, dont la

K
o ut

=
L+
Co

£54

Fig, 1. Fig. 18.

sse est variable. Les vilesses du mobile en deux positions
Ceessives {ris rapprochdes, M, M, prises sur la {rajectoire,
eront géncralement diffévenles; appelons v la vilesse au
It M, et v’ la vitesse au point M’; soit enfin d¢ le temps trés
*0urt qui s'est ¢coulé entre le passage du mobile en M et son
Passage en M.

- Imaginons qu'un mobile fictif parte du point M en méme
:Iemps que le mobile réel, avee la méme vitesse v, et dans le
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uvement du mobile, entre deuxlpositions"l‘ll;i‘::
occupées successivement par lui sur <a ntaJ 4
n deux mouvements simples : le premier es .
forme, dont la vitesse constante est v ; le sec ;
varié, qui part du repos
Le mouvement effectif dt

122

VITESSE ACQUISE

méme sens AB, mais que son mouvement soit uniforme; 3
cherchons quelle est au bout du temps df la vitesse relative d‘
mobile réel par rapport au mobile ficlif.
Pour cela, nous appliquerons le théoréme du g 68: Ia vj.
tesse relative & un moment donné est la résultante de I Vie
tesse absolue et de la vilesse d’entrainement prise en sepg
contraire. !
Au hout du temps dt, la vitesse absolue du mobile pgg]
est v". Menons donc une droife OC égaleav’, et paralléle ala gj.
rection de la vitesse, c’est-a-dire paralléle 4 la trajecloire AB.
La vitesse d’entrainement est 1a vilesse du mobile ficlif; elle
est ¢gale v, et elle est dirigée suivant 1a droite AB ; mais noyg
devons la prendre en sens conlraire, ce qui revient 4 por-
ter sur CO, de C vers 0, une quanfité GG’ = v; la différence.
0 =v" — v sera la résultante des deux vitesses o et v; c’est
donc la vitesse relative cherchée, .
Les deux vitesses v et o' différent infiniment peu I'une de -
lautre, et la quantit¢ infiniment pelite v* — p— gy osf ce
qu'on appelle la vitesse acquise élémentaire ; sionla divise par
dv ; : E

le temps dt, le rapport i e¥Prime la quantité dont s’accroi- 1

m oser le mo
nes I\I) Ml’?
B ontuni
yyement un ! ’
111m mouvement uniformément
t Taccélération constante estj.
bile sera la résultante de ces ey
< mouvements; l'espace (DAl S T e
ig. 79.
rit sera la somme des deux es- Fig.
iv décrits en .
respectivement o s
“:S de clilaque mouvement considéré seul, puisqu’ils
u ! {
ous deux dirigés suivant la méme droite. 3 Ataaed
Or, en vertu du premier mouvement pris 1s0 ull licur
) : . s
---'biie parcourrait dans un temps 0, trés pelit, urlxﬁl szrtant
— 0; en vertu du second mouvement, le r;’xo 1}; I
3 : r L »
ait une longueur égale & 5 J0 (3 58)- i
dirigées suivant la m ”
espace réellement déctits

repos parcourr '
" (es deux longueurs, qui sont ;
roite, s’additionnent pour donner 1

MW = w5702
~ Mais Mm — v6. Done
mlr=1j02%

[ g : erl’accéléra-
Dela résulte une nouvelle méthode pour trouv i

‘ oy . - ‘1
tion j dans le mouvement rectiligne, en considér antles espa

rait la vitesse du mobile pendant I'unité de temps, si, pen-
dant loute cette durée, la vitesse recevait en temps égaux des
aecroissements élémentaires égausx. '

dv ;
Ge rapport i est, comme nous I'avons vu, la vitesse de la

riesse ou 'aceélération du mouvement rectiligne.

2ml
Représentons-le par j ; nous aurons dv = jdt ; nous pour- -
ans dire en conséquence que lg vit u mobile s'acer - eyt : : A endra
r | q esse du mobile s’ aceroit pen our trouver I’accélération j a un instant donné, on pr

n[, Ia
jon M
¢ s

dant un temps trés court dt d’une quantité égale au produit de
luccélération j par cet intervalle de temps dt, ou, en employant
lanotion du mouvement relatif, que le produit jdt est la vitesse

¢, au hout d’un temps 0 trés court aprés cet mst.zl
distance ) entre la position M’ du II]O])I.IO, et la posl .
Al aurait, si pendant tout Ie temps 0 il avait conser

gparente qu'aurait le mobile au bout dy, temps dt, par rapport
iun observateur qui pendant tout le temps dt conserverait la vi-
tsse v qu’avait lemobile au commencement de ce lemps.

La considération du mouvement relafif conduit ainsi & dé-

: [y 02- e
itesse, et on divisera le double de cette distance par

Uotient scra la mesure de 'accélération ch.erchee. e
- Les formules que nous venons d’oblenir sont gen
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e : ; i LLE N D >

Snfnu que 'on donne aux vitesses v, ', & Paccélérag e .

10 aux espaces décrits sur la trajectoire, les éig,les. gil

bri e
riques qui correspondent au sens de ces diverses quang
ity

1 accélération totale j est le quotient 95— de lavitesse acquise
ar le temps 6 du trojet du mobile de M en M.
¢, ou OD, est la direction de l'accelération j.
s le mouvement curviligne, Vaccélération totale a une di-
} on différente de la vitesse; elle a la méme direction que

tesse dans le mounvement rectiligne.
pitesse acquise dlémentaire s obtient en multipliant par

slération totale j.
application de la
¢ encore a décomp
an temps trés court 0, en deux m.ou— :
onts rectilignes simullands. Le premier, /
orme, s elfectue le long dela tangente /«Jm
{rajectoire au point M avec la vitesse
onstante v que le mobhile posstde a4 son
sage en M. Le mobile parcourt en vertu
pace Mm =1vb.
e second, uniformément varié, fait parcourir au mobile
avec une accéléralion constante égale
suite, au bout

entaire P

MOUVEMENT CURVILIGNE, tion G

91. Nous pouvons appli
: . appliquer les mémes principc '
vement curviligne, i i
Soit AB la trajectoire;
i o
Met M, deux posilions successives du mobile, I'une M a
commencement, l'autre 3’ 4 la fin d'un i ]
: in d’un infery e te
ey ervalle de tempg
Menons [ ' ' ] ;
en M et M deux tangentes & la trajectoire, et sy

G ‘
¢s tangentes prenons, dans le sens du mouvement, deux lons

/J, gueurs My, M0’ ¢gales aux vitesses
du mobile & son passage en M
- ._.AU S : 1
en M. '
Puis cherchons la vitesse relgs
tive du mobile { :
, : ' g parvenu en M
mppolrt 4 un mobile ficlif qui serait entraing le long de My
a .e y A 1 4 .
»Pc a \I;CSSB v que posséde le mobile & son passage en M
i £} a7 B 1 D
Lour cela, menons par un méme point O de 'espace deux
droites OC, OC, égales et paralléles a My, M5

thoorie du mouvement relatif conduit
oser le mouvement réel du mobile pen-

i i
Fig. 82,

de ce mouvement

pace rectiligne mM,
“ce second mouvement part du repos, et par
temps 0, Pespace décrit mM’ est égal & jO°.
‘aceélération totale j se déterminera, en direction, par la

——————— = s 5
,fj/ Joignons CCG'. Celte droite représentera la vie
r / tes]':se relalive cherchée. ! herche de la posilion que prend la droite mM’ & la limite,
i 8 .11 ‘ c . tornit indafind - . 7 1vi
Fig. 81. effet, achevons le parallélogramme h{leda ldLgT’OIt mdlﬁ\rlnmentﬂ, en grandeur, en divisant le
| able de la distance mM par 67,

g .
Al (?(IJLD, dans ce parallélogramme, la diago-
T : a résullante des deux cotés OC. O : la \'ilevss'
olu ile : i : l
e SDﬂ 0duu Clg’o]nle au point M est la re’su!l(mt,e de la vi-
- ,de ; et'de la vitesse d’entrainement, 0C =y, d
; comParalson. Ponc CC' est la vitesse relati 1eIlf
grandeur et en direction. "3
Cette vitesse relali
clalive est encor :
. e .
acquise elémentaive. Cest la viles < q;1 on appelle I v
. se infiniment pelite qui s€

compose avec la vitesse -
i v pour pr .
vilesse v, pour produire au hout du temps 0 13

. 2ml’
= -3

62

prenant la limite de ce rapport.
2, L'analyse conduit an méme résultat. Soit (fig. 83) AM

ajectoire d'un point mobile, qui passc cn A & un certain
ant.

apportons le mouyement & trois axes coordonnés, menés
le point A, AX, AY, AZ; nous prendronslun de ces axes,
5 langent 4 la trajecloire en A, el dirigé dans le sens du
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sses réduisent les équations du mouvement aux
e

126 ACCELERATION
mouvement. Les deux autres axes, AY, AZ seront d’aborg g
rigés arbitrairement ; mais nous verrons quil y a intgpgg s
adopter pour I'un d’enx, AZ, une direct;
particuliére qui sera définie tout a I'heyra

Les coordonnées du mobile, w, Y, %, sof
connues en fonction du temps ¢, mnesyp

es hypolh
g suivants
g =a;t + PPt
g =bafPbyP 4
3 =Col* + et
[ sont do o4
itesse suivant les axes Pk
composantes de lav1

@ partir du passage du mobile en A, ol Les dy 4 B oont
: . . P =2 gt — son
lrois équations de la forme : &, our =0, on voit que les composantes = €l
0 —
2= 1), | : bile & son
; dx la vitesse du mo
y=zlt), lles, et que 7= G- Done 4, est
=4y Y. ] '

int A, : : i
/ agsoilllli g?ttn temps £, trés petit, le mobile est en B; pre
u

o) @ > UO ueur fiE .—-a,lt 3
S Sul a I l‘ L t 1
n 13. t nage lte 11& tr| ctoire une Y 1 i :

| B, el : D, gy s
gli}xrﬁiili est la résultante des Lrois longueurs ED, DG, CB,
g s

 les
sont des infiniment petils du second ordre, et dont le

urs sont :

Nous supposerons que ces fonctions soient développables en
séries, ordonnées suivant les puissances ascendantes du temps
£, au moins pour les trés pelites valeurs de la variable. Lg
mouvement, dans les environs du point A, scra donc définj
par les équations

x:(to—i—(tif—f—aetﬁ_!_a;ﬁ_'_‘ 1
U=l e fin

ED :a: — gl = gl A
HE e R e

DC = byt b5 ..,
(D =cof® + o5+ .

rection de V'axe AZ, de ma-
tments

Or, la trajectoire passant & Vorigine, on a .
i la di
L uvous disposes o de petilesse les €l
¢ & réduire au troisidme ordre £ DG au troisicme
P0G, En offet, il suffit, pour réduire DY 84 HUSS 0
ve, de mencr AZ dans le plan osculateur de ﬂd' ;J o
: e ) stanc
ointA- car DC mesure, 4 un facteur prés, ladi o
o : ZAX mené par une tange
oint B pris sur la courbe au plan 234 1 sl -
.elte courbe : distance qui estun infiniment petl R
: : L B TE <
dre pour un plan tangent quelconque, b qui se 1‘“11_,11 B
inf niment petit du troisicme ordre au moins, lorsq ulnte;r
l'plran langent parliculier qu’on nomme Plgndfiz {o ook
2 - Yavn | E;
orientant cnsuile convenab}cmer{l }clkb A” o doneiese
culateur, on pourra réduire au troisicme ?Lal;ur-AZ e
2D: i ' i cels rendre L
longueur ED; il suffit pour ccla go p i diufinue A
tion limile de la droite LD quand I'arc

z=0, y=0, 2=—=0 pour {=0
el par suite

e’!0: L'O: cu:: l!,

De plus, elle est tangente 4 I'axe des z; donc pour & =0,
on a

lim. g =0, ot 1m.2=g,
@ x

ou bien, pour t=0,

byt 4-bt2t i
Gt o =
ot tet®4. .,
T e —
Gl tastt 4,

ce qui exige qu’on ait by=0, ¢, =0, avec a, différent de zéro.

lim,

lim . 0,
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ment. 5i Pon suppose cette direction particuliére de I'aye A7
ED et DC seront des infiniment petits du troisi¢me ordre, et o
aura par conséquent a,— 0 et b,=0.

Les équations du mouvement deviennent -

' &L FRATION DANS LE MOUVEMENT CIRCULAIRE UNIFORME.
ACCELTRS

| Comme exemple de la recherche de accélération to-

0 > e i
§ ropOSONS-NOUS de trouver laccélération totale dans le
, P

ement d’un point mobile qui
avec une vilesse constanle

urt’ 1 Wi I

5 : , M lm
a circonférence d'un cercle de /\/‘}}
0N B.. / ‘| \

oit M la posilion occupte par Jp s e
bile 4 un cerlain instant, M la po-
on qu'il prend au bout du temps
1 o MM —V
ourt 6. Nous aurons arc MM’ = V0, —
iforme.
ue le mouvement est uni
1 ang ' , ; et pre-
r le point M, menons une tangente MT au cercle; et p

sur cette droite une quantilé Mm=V0=arc ?fIM’. Ala
e.la droite mM sera la direclion de Iacctlération cher-
= ]

et 2?:?1 en sera la grandeur, j.

=t + a;:4-...,
Yi—UT L,
z =yl L‘al'-’—]—.. o

Abstraclion faite des infiniment pelits d’ordre supérieur ay
second, le mouvement projeté sur axe des & est un mouvemeng
uniforme, donl la vilesse est ¢, ; le mouvement projeté sur Page
des z est un mouvement uniformement varie, qui part du repos

IS e ]2 .
avec une accéléralion j= d?:ﬂcg, et le mouvement projet.
sur Iaxe des g est nul. Le mouvement réel du point est done
décomposé, pendant un temps 6 (rés court, en deux mou-
vemen(s rectilignes, 'un uniforme suivant la tangente, -
lautre uniformément vari¢, et laccéloration de ce dernier
mouvement est Paccélération totale du mouvement curvi- |
ligne. Pour I'évaluer, ohservons qu'elle a pour valeur 2¢,. 8
Or CB=¢,6*, en se bornant aux infiniment petits du second @
ordre; done

rc infiniment petit MM peut étre confondu avee I'ordon-

JIUN abaissée du pointM’ perpendiculairement sur lerayon
gt par suite la figure infiniment petile MN?\!’m est un rec-

gle dans lequel les cotés opposés mM', MN, sont égaux et

léles. o

ne, & la limite, la dircetion del’acccleral.lon j coincideavec

n MO ; en d’autres termes, Uaccéléralion est cenlripéte,

;e
-dire dirigée du point M vers le centre ,(?. .
ant & sa grandeur j, elle est donnce par I'équation

262: il

02 =7,

et puisque & la limile CB et EB se confondenl, nous pouvons ;
poser 1

9EB
i==.

2

La_direction de I'accélération (otale est d’ailleurs Ia posi-
tion limite de la droite EB, quand 1e temps 0 décroit indéfini-
menl. Nous refrouvons ainsi les régles posées dans le para-
graphe 91,

il 9 m]i’_?XMN.

0% 6*

,' longeons jusqu'en P le rayon MO, et joignons M'P, N'M;
aurons, dans le (riangle rectangle PM'M,

M2 = MN < MP.

4 corde MM, qui est infiniment petite, se confond avec

9
MEC, coLuigxoy,
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Varc MM, et par suite est égale 4 V6: MP est égal au diamétr
du cercle. Done 4

DANS LE MOUVEMENT CURVILIGNE. 151

- Jes trois points M, P, N, q'ui ne sont pasen ligne droite,
t faire passer une mrcont:c:rence de cer"cle, quise confo‘n-
cec la courbe dans toute 'étendue de ’arc MN. Celle cir-
cence est le cercle osculateur.
définilions supposent que 'arc MN est infiniment petit;
osculateur et le cercle osculateur sont le plan limite et
¢l limite que 'on oblient en un point M donné quand
N décroit indéfiniment. :
s normale principale & une courhe en un point M est la nor-
elevée & la courbe au point M dans son plan osculateur.
asse par le centre O du cerele osculateur.
ayon OM du cercle osculaleur regoit Ie nom de rayjon de
ure.
nons deux tangentes a la courbe, I'une au point M, l'au-
point N. L’angle de ces deux (angentes, qu'on appelle
de contingence, est la mesure de la courbure tolale de
MN. Cetangle est le méme pour la courbe et pour le cer-
ulateur. Or, dans le cercle osculateur, il est ¢gal a
leau centre NOM, et sion évalue cet angle, non en degrés,
en parties du rayon, suivant l'usage de l'analyse, on
poser

Vg2 — )N < 2R,
On en déduit
OMN . Ve

T T

Done enfin, lorsqu’un mobile parcourt uniformémeng y
cercle de rayon R avec une vitesse V, Vaceelération fotale
point est dirigée constamment vers le centre du cercle,
egale aucarre de la vilesse divisé par le rayon.

Onremarquera par cet exemple combien 1'accélération totg
peut différer de Paccélération tangentielle étudice dang |
livre I'", ici la vitesse élant constante, Paccélération tange
ticlle, vitesse de lavitesse, est constamment nulle, fandis qu

T2

'accélération folale est constante et ézale & }[Y

'ﬂ 3
Remarquons aussi que n est, abstraction faite du signe i

Paccélération que nous avons trouvée (3 41) pour le mou

ment rectiligne de la projection d’un mobile sur le diam

fixe MP, lorsque le mobile, parcourant le cercle avec la

lesse V, atteint I'extrémité M de ce diamétre. e
on déduit

ACCELERATION DANS UN MOUVEMENT CURVILIGNE QUELCONQUE. —
DE CERTAINES DEFINITIONS.

arc MN

) Ay g —_——.
0, ou le rayon de courhure arigTe MON

ayon de courbure est donc ¢gal a lalongueur de Pare
1see par I'angle de contin- o
ou plutot est égal dla limite

94. Soit AB une courbe {racée dans I'espace. Considéron
0 un are Ires petit MN de cette courbe

W , s, ~Dous pouvons prendre sur cet arc trol apport.
LS . . 5 . n P e '
X 7 points M, P, N, non situés en ligne dro Ces dcfinitions rappelées,

dérons up mouvement curvi-

Uelconque : soit AB la tra-
Jire, Fig. 86

‘\\/).N’ el par ces trois points faire passer Ul
7,‘“1’ plan qui contiendra I’arc MN entief
I pourvu que la longueur MN soit as

Fig. 85. petite; ce plan est le plan de la courd

dans la région MN, en d’autres termes, le plan osculateur.

ppsition du mobilea un certain instant,
'Vitesse & cet instant,



COMPOSANTE NORMALE -
<se du mobile au bout du temps ¢ a pour composantes,
e

{ les nouveaux axes,

132 COMPOSANTE TANGENTIELLE.

M la position du mobile au bout du temps 0 infipjpy
petit, 1

v’ la vitesse du mobile au bout de ce temps. "l.!i.«:’ 2 Rk jreon s,
: . =
Menons la fangente MT, et prenons sur cette droite s e
parlir du point M et dans le sens du mouvement, upa J. < = itsin p.

gueur Mm=v0. Joignons mM’, et projetons M’ en m g .:'

1 . ati i oint
tangente MT. Jiquons ces équations au passage du mobile au p

U

ite mM’ estla résultante de sléme : 4o rojecti
La droite mM’ estlarésultante des deux éléments ?7;;1’; n remplacant f par 0, ou par dt; =5 est alors la projection

Paccélération totale, égale & la limite du rapport =257 dy’
. o 6% ooonale de la vitesse ' sur la tangente MT, et T’; la

estde méme la résullante de deux accélérations, 'une tang i ’

e pidie 'epmjection sur la normale principale MR. Soit donc dw
tielle, égale & la limite du rapport o lautre normg de contingence de la courbe, ¢’est-a-dire I'angle infini-

2 m'M

02
luer les longueurs des éléments mm’, m'M’

petit formé par la tangente M'T” avec la tangente MT ;
aurons

ot ¢gale & la limile du rapport . Proposons-nous dé

dz’

: : — = o ¢os du,
Menons par le point M, dans le plan osculateur, une dro 2l /
MS, paralléle & mM, et rapportons le mouvement du mol W' — v sin do,

aux axes MT, MS; nous savons (2 92) que les équations
mouvement, aux infiniment pelifs prés du (roisiéme orde
seront

, en négligeant les infiniment petits d’ordre supérieur
cond,

x=ut, gg:v’:v-kdv,
y=2ij2 dt
d

Changeons P'axe des g, et prenons pour nouvel axe la g e e
male MR, qui n’est autre que la normale principale. So
Pangle SMT de I'accélération tolale avec la direction du m0
vement , et appelons &’ et y’ les nouvelles coordonnées &
changement d’axe substitue I'abscisse Mn' & Pabscisse Mty
Uordonnée normale, M'm', a I'ordonnée oblique Mim : celad
vient & poser ' :

v-}dv=10v-jcospdl
vdw=j sin udt,

i j cos
&=z -+ y cos u; A

i vgi':jsiny.
el par conséquent di

&' = w44 j? cosp,

.célération totale, j, a donc pour composante tangentielle
y = 1762 sin . '
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do

. E : D donc égale au carré de la vi-
E?’ et pour composante normale v e celle-ci étant . g colération centripete est g

- wisé par le rayon de courbure.

+ocso p est conslante, aceélération totale se réduit &

g v ltat forme & celul que
! inote, — 2 resultat conlor

ration cenlripcle, 0

suivant la normale principale.

96. En divisant I'une par Pautre ces deux équations, _ _
¢limine a la fois dt et j, et il vient _é ' |
= vons trouvé directement pour le mouvement circulaire
v tang -
1 {;ﬁé le mouvement est rectiligne, l’aqcélé}"atio.n c‘:ﬁl,tm-
- jsparail, car le rayon de courhur‘e devient H_lﬁlriu, ctl'ac-
ation tolale se réduit & 1’aceélér:a\t1?n tangentielle.
résumé, nous obtenons ce théoréme : I
sgeedlération totale dans le mouvement curmlzg?fe est. a; i
de deux accélérations, lune TANGENTIELLE, (Ul e:st équle i ;
e de Lo vitesse, ['autre cNtvpine, qui est dirigée swivant to

male principale, el qui est éyale au carré de la vitesse divisé
le rayon de courbure. ;

de!ilx aceélérations composantes ont chacune leu_r role
le mouvement d’'un point. (’est la premiere qui pro-
{ & chaque instant la variation de vitesse du mobile; et
it 1a seconde qui produit la déviation en vertu de laquelle

abandonne une direction pour en prendre une autre.

Cette équation s’intégre; lintégrale peut se mellre sq

forme
lo 2 NEe do
gvo —J tang &’

les logarithmes élant pris dans le systéme népérien dont 3
base esl e ; ou encore sous Ia forme exponentielle

e
v=uye,) tangp.,

Elle conduit donc & exprimer par une fonetion de quanti

angulaires le rapport des vilesses d’un point mobile en deus
points de sa trajectoire,

La composante tangentielle de Vaceélération, %, est Ta v

tesse de la vitesse; ¢’est ce que nous avons appelc dans I
premier livee Paccélération tangentielle (8 31). La composant
normale prend le nom d'accélération centripéte, parce qu'ell
est divigée vers le centre de courbure de la trajectoire. L'e8

'RATION DU MEME THEOREME PAR LA CONSIDERATION DES VITESSES,

o

. Soient toujours M, M, deux positions successives infi-
nt voisines du mobile sur sa B
Jectoire AB.

ur trouver l'accélération totale,
BUS savons qu'il suflit de mener par

pression v;_:; peul se transformer. On a, en effe, en appel -
¢ le rayon de courbure de la trajectoire au point M,

pla = ds = vd,

M v
done Point C de l'espace deux droites : Y
do v (E, ¢gales ct paralléles aux vi- A‘/
di—p’ s My, Mv’, du mobile aux pointsM : pEE
- DE :
& » el de prendre le rapport — de Fig. §7.
vdea  v?

tesse acquise slémentaire, laquelle est représentée par le
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bi . DECOMPOSITION DE IACGHERATION,

¢0le DE du triangle CDE, ay temps | que le mobile g
‘ et

aller de M en M,

CF; Paccélération LB
cration —— ’ it A 3
o se décomposer:de méme en deuy o

lS = ’ DF ’ )
érations, I'une — parallgle 4 la tangnte & la trajectoj

0

oint M, ot Pautre F 2 ,
P 5 et autre o Dormale & celt: tangente, et dip

parallélement au plan
deu,x tangentes My, My’
L'angle ECF est Vangle de contingene: de Tare MM’

Lalimile du rapport °E ot punite. of
ile du rapport of ot I'unité, etl'on peut poser - -

DF:CF-—CD:CE-——CD:N—U.

Done

val 9 : R
eur déja (rouvée de Paceélération Langentielle.

D’un aulr At 2 1
cle EF’ dgé:«ic;h” E-l1 s¢ confond & la linile avee I'are de copa
e gl 11' @ pont G comme centre avee OF pour I‘avon; 1

© langle de conlingence ECF exprimé en Pa;‘ties :

du rayon. Nous aurons
EF = CE ¢ do = v/,

L’aceélérati 2 el 0l ,

100 centripdfe, == o1y Vde
es o LEL
Pele, > est done gple .

Mai ; i
5 als; ie Ir;a} 01: de courb.ure ¢ de la courheau point M, multi-}
par Langle de contingence do, dome la longueur de

Yarc MM'. Done

e are MW’

P

osculaleur quiconlient & Ia foig

i i 1 . il esf
infiniment petit, et par suite CF differeinfiniment peu de GESL

INDICATRICE DES ACCELERATIONS. 157

fin Larc MM est a la limite égal & v0. Substituons ces
rs de o et de MM’ : il vient

antité qui doil élre prise & la limite, c’est-a-dire 4 instant
devient égal & v; elle s¢ réduit alors &

2
: v
Ju__,,

i

ne nous Lavions trouvé par une autre méthode.

COURDE INDICATRICE DES ACCELERATIONS TOTALES.

98, Prenons sur la trajectoire AB les points M, M,, M,, M,,
. posilions du mobile & des intervalles de temps égaux &
est-a-dire au bout des temps 0 20, 30, 40, 50,.... la durée

nt supposce infiniment petite.
ons en ces points, dans le sens du mouvement, des tan-

es 4 la trajectoire, et

nons sur ces {angentes [/ 5
des longueurs Mo, M,v,, M,v,, /

v, Mw,,... égales respecti- Ay
nent aux vitesses succes- . P% "
SIVes v, v,, v,, V., U,,... qUC i
sséde le mobile & son pas-
en ces différents poinls.
ar un point G pris arbi-
airement dans 'espace, me-
ms des droites CD, CD,, CD,,
b5 CD,.... égales et paral-
s a Mo, M, , M, M.,
Uss-... Le lien gtomeétrique
§poinis D, D, D,, D, D,.... ; -
dune ligne dont les arcs infiniment petits successifs DD,,
P, DD, DD,,... seront ¢gaux aux produits des aceelérations

Fig. 88.



b INDICATRICE

] Dchil et

139
DES ACCELERATIONS TOTALES.

respeclivement egaux aux angles de contin-

totales parla durée 6. Cette courhe auxiliaire donne dong Lis entre ces tangentes successives. Appelant
£es arcs les produits jo, et par ses rayons vecteurs les vy ce, do, COP ar Uaddition des angles de contingence succeg-

A \ oo . be indicatri _ rmé p snart arbitraive, Péqualion de
dels vitesses v, Il\ous Pappellerons la courbe indicatrice des g ngle 0 d’fm point de départ arbilraire, Péqua
célérations totales.

Lorsque la trajectoire AB est plane, I'indicatrice deg “;:;

3 partir ’
jcatrice sera une &équ

ation polaire dela forme

v —':f(“}r

lérations totales est aussi plane. Plus généralement, 1o -
mené par le point C tangenticllement 3 Vindicalrice ep |
point D est paralléle au plan osculateur de Ia trajectoi
point M qui correspond 4 ce point D. 1

Lorsque le mouvement sur la courbe AB est uniforme, V'jy
dicatrice des accélérations est situge sur une sphére déerjg
du point G comme centre, puisque tous les rayons CD, {]D(,'.,
sont ¢gaux. Elle devient alors Ia ligne qu'on appelle en géo-
métrie l'indicatrice sphérique de 1a courbe AB? .

Le produit CD >< 0 est Ia longueur Mm=—uyp que le mobhilg
décrirait sur sa tangente Mv, si, & partir du point M, il consep
vait un mouvement rectiligne et uniforme. Nous savons enfin
que mM, = 1jo%; mais jo=DD, ; done mM, =1 DD, ><0. La courfle
indicatrice des accélérations fotales fait done connaitre les élé-
ments utiles & 1'élude du mouvement sur la Lrajectoire, et nos
tamment les directions des accéléralions totales qui sont pa
ralléles & ses tangentes. :

A mesure que le mobile parcourt la trajectoire AB, on peut
Imaginer qu’un second mobile parcoure l'indicatrice DD,, de
maniére que les deux mobiles passent en méme femps aux
points correspondants, M et D), M, et D, M, et D,,.... des deux,
courbes. Les vitesses du mobile auxiliaire sur sg trajectaoire DD,
seront & chaque instant égales of paralléles aux aceélérations
totales du mobile réel sur gq trajectoire AB.

Lindicatrice des accélérations peut étre définie, sur la sur-
face du cone que 1'on forme en transportant toutes les tan-
gentes & la trajecloire parallélement 3 elles-mémes en un
méme point C, par une relation entre les rayons vegteurs CD;
CD,,... respectivement tgaux aux vitesses v, et les angles

le v que fait la courhe avec un de ses rayonsrizcsi:il;;::
alI(l)grs cﬁmm’: par la formule d'es tangentes aux cou
ses & des coordonnées polaires,
vdw
tang p = —-=»

e s %
Pon déduit la relation differentielle déja obtenuc,

dv dw

v laug g

EMEN ETE.
ACCELERATION DANS LE MOUVEMENT PROJ

o jectoire d’ ile, et ab la projection
99, Soit AD la trajectoire d'un mobhile, Sl

cette trajectoire sur un plan. I.’P’, pan'alleleir?éssnet A
nnée. Soient M, M’ deux positions Success

sines du mobile ; M, et M, les po-

lons correspondantes du mo}nle

projeté. Menons la tangente Mm & lla
jectoire AB au point M; celte droi Lci
pour projection sur le plan PP

tangente M,m, & la courbe ab au
int M, . Prenons ensuite sur la tan-
nle & AB une longueur Mm=10,

fant lavitesse du mobileau pointM, * 8
8 le temps que le mobile met a aller de M en M. Laprojec

on du point m sur le plan PP’ sera un Pom: ;1;1 Sieiels’a; ;agu
nte Mon,, et Mym, sera égale av,9, % élant B
ouvement projeté; en effet, Mm, est la proje gl oo
10U de vo, Mais la projection de la vitesse v esl €ga

! Yoy. Caleul différventiel de M. J. Bertranl, p. 599,
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tesse v, du mouvement projete (3 45); done la projection i 0y, et mM,==1j,0%; et surlaxeOZ,

est égale & v,0, et par suite M;m, =1,0. flogues @ ™
oot mM =3l

i 18 ax , mM
i s sur les trois axes m,M,", myM,',
: 14 pour projection
gmM'ap

L’accélération dans le mouvement réel est égale 3 2mpy

0y i lonc dire z
o 0 . 5 B . 4 ons aonc
a pour direction la direction limite de la droite m)’, pous pouvy e /B
! est La yésultante dos AN
. o . L ' : . p J
L'accélération dans le mouvement projeté est égale 3 A, mM,s mM,; car on g y fm
irecti ireclion limi : ' : 1comme nous l'avons “’wl %
et a pour direction la direclion limite de la droite m M. it, o oirationdu théo-
Or cette droite m,M,’ est la projection de la droile m\’, g vitesses (2 46), o) L
T gt s oex : al XV 5 o Y
Donc Paccélération dw mouvement projeté est, en direch l‘mfl al:l-mnonale d’un pa- 3 1
" ol T est la diagon : 4
et‘ fn grandeur, la projection de Uaccélération du mouvemg pédeconslfﬂllaul’{”mm’ my /s
réel. . ses & parlir W,
a Ty . 5 y dtes mences a par 2
Le méme théoréme a lieu lorsque, au lieu de projete ‘Stal;*es sctivement égales ¥
mouvement sur un plan parallélement & une droite, on le pp g oY Fig: 91

5o M, mM,, mM.
loles & m M, mMy, mMy. 1 : o
i 3 : la ré-
vaccélération totale du mobile dans Uespace 'e.st 1
des accélérations des rois mouvements rectilignes ob-
ant le mobile sur les trois axes coordonnés 0X,

jelte sur une droite parallélement

w8 plan. La projection de la longueur
N ‘ prise sur la tangente, et égale & v, @

Ade! \'il une longueur Mm,, égale a v,0; e projel
| il s S . : oo
| fl droite mM’, qui, par sa 'dlr‘ectwn et » sont exprimés e fonction du temps t, les projec
L w,  mar, v grandeur, définit aceélération du moy acedlération totale sur les trois axes seront respec-

Fig. 90. vement dans U'espace, a pour projeclia

cdr dy d's
une longueur m M, , qui définit de mém IE
o W g .

t égales a -(RE, —(W’ t.”z.

jeté est un mouvement rectiligne, pour lequel 1'accélératiol
totale se réduit & I'aceélération tangentielle. '

Onrapporte habituellement, comme nous I'avons vu, le mot
vement d’un point mobhile a (rois axes 0X, 0Y, 0Z, menés
un méme point O de I'espace (fig. 91). Projetons sur ces fr
axes le contour MmM’, formé par le c6té Mm =10, pris surt
tangente a la trajectoire, et le coté mM'=1j0%, qui raméne &K
position réelle M' du mobile sur sa trajectoire. La projecti0
Mm, M/, de ce contour sur I'axe 0X, se composera de deuxp

POSITION ANALYTIQUE DE L’ACCELERATION TOTALE SUIVANT LA
TANGENTE ET LA NORMALE PRINCIPALE.

Soient , p, v les angles que la normale principale &
eloire, prise dans le sens qui va de la courbe au cen-
ourbure, fait avee des axes coordonnés rectangulaires,
v les angles que fait avec les mémes axes, la tangenle
ans le sens du mouvement. On a les équations :

o s & 5 4 dx 24

ties : 'uneM,m,=—v,0, 1 autre_ mM, :% j:0%, projection tfl_e ; o =veosa,
Nous représentons par v, et j, la vitesse et 'accelération db L
mouvement sur OX. dt

De méme sur 'axe 0Y, nous aurons, en employant des 10 (2 %ZE e,
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DECOMPOSITION ANALYTIQUE,
dans lesquelles g désigne la
deux membres par rapport

RAYON DE GOURDBURE DE LNELIGE. 142

vitesse. Prenant leg dériveg .

au temps, il vient e el (hme
E COURBURE DE CERTAI
PUINATION DU RATON D

d*x __dv d cos «
SR ssulte des théorémes précédents un moyen de dé-
%Z fﬁ R iﬁﬁiﬁ, 'ell-llr: ngndeur et la flireciion du rayon de cc;urhure
Pz dy Hids e courbe donnée dans L'espace, en un point quelconque
A= geos v+ 5 4 J Potic c,oul‘he- { : % .
Or on démontre dans 1o caleul différenti 4 . ons, on ?ffeff,quellgn fasse pzilcoum celte courbe par
suivantes iel les relat obile animé dune vitesse con #

v L’accclération totale se réduit
1 2

Sl
cos = Czosg 3 Paccclération centripele i e
[£27] l
cosp = 2 €058 sopnaissant la loi du mouvement 84 s
B oint mobile sur la courhe AD,
03y = L2087 s pouvons en déduire la loi des K Wy
T pa , o uvements de ses projections ?)12 ; o
- epresentant angle de conlingence pris positivement : oy M., sur les trois axes 0x, QY, - Lors .
bourra remplacer deosapar de cos dcos pard o courbes des espaces décrifs en projection sur ces Lrols
A} av ¢l . 4 ; . - 4 :
par dw cos v, ce qui donnery : par tucosy Ee . nous déduirons les courbes des vilesses ; de celles-ci,

d courbes des accélérations. Nous connaitrons done, au
w_ dy vds .

TF = u yaleurs des trois acctlerations
TE = g 05 %+~ cos), -5 ment du passage en M, les

. : S .) i
&y iy» ja, qui doivent se composer pour donner e
&y de velo i
. vdo | = . 3
dit = @S B+ —7 cosp, = 1. diagonale du parallélépipede consiruit sur ces
A% dv vl s . 4 b
A= eS8 + o cos, is accélérations sera la dircetion cherehée de la normale
. : OE
Done I'aceélération totale résultante des {: : .. ncipale ; la longueur de celte diagonale sera égale a pe. el
dr &y s » seellaanie des irois accélérations ‘

dous aurons le rayon de courbure p en divisant v* par cetle
gueur.

| Prenons pourexemple une hélice AB (fig. 93), tracée i la sur-
e d'un cylindre AGG/A’, quia pour axe la droile OZ, el dont la
ase dans le plan XOY, normal a 07, est un cercle_AC dccmE du
int0 comme centre. L'helice faitentous ses pointsle =
angle avee I'axe 07 ; par suife, le mouvement uniforme d'un

mobile parcourant I'hélice a pour projection sur 0Z un mou-

T2 T 0 3oy €SEoaussi la pé : e '
de’ di? g¢ résultante d’upe accéléralion @! |
(

8y = [t
) i ¢ 117 t- vfl&] v d. e .

male principale dans le sens centripite
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vement uniforme, dont accélération est nulle, Nopq
done j,=0. Quant aux accéléralions j,,
ront en une scule, qui sera Paceéleratio

MOUVEMENT LLLIPTIQUE. o
Je pas de 'helice. Done

e \* R[1 ity (_h_)g]
=1+ (@;ﬁ) , et p= 2.0

: GONALE SUR UN PLAN QUELCONQUE D’UN MOUVEMENT
o :
' CIRCULAIRE UNIFORME,

Jir elles s oo
n du Mouyepe:

Ar

" sur Je cere]

j’accélémiion, i, de ce mouvemeyg projection orthogonale d’un cercle sur un plan

rapport & son plan est une ellipse, dont le grand
au diamétre du cercle, et dont le petit axe est
pduit du diaméire par le cosinus de I'angle des deux

dirigée de M’ vers 0, et sera égale

e R élant le Tayon du cercle (3 93). §
L avons ainsi & composer ay point Mype

2

célération égale a T ¢t dirigée suivant Ia droi(e MI paral]

aM0, avec une acctlération j,, qui est nulle. La résullantes
2 [

Paccélération - elle-méme, dirjge

94 et 95) ABA’D’ une ellipse, dont le grand axe
le pelit axe BB'; soit O le centre de_ Ia courbe. Cette
étre considérée comme la projection 01'lh0g0na!e,
n de la figure, d’un cercle décrit sur AA’ comme dia-

e suivant la droijte MI-_,: ns un plan incliné tel, que le rayon OD mené dans ce

La normale principale & Phélice ay point M est dof.l' _
perpendiculaire Ml abaissée de ¢e point sur l'axe OZ dell

courhe. La longueur du rayon de courbure se déduira ons (fig. 95) qu'un mobile M parcoure avec une vi-

Pégalité nte v la circonférence de ce cercle. [’accélération
Ll CH ouvement de ce point est dirigée de M vers 0, et est
BT IR

d’ot I'on (ire @ élant le rayon du cercle, ¢’est-a-dire le demi
A deDellipse.

eetion de I'accélération totale sur le plan de Iellipse
ration totale du mouvement de la projection M’
M; elle sera done dirigée |

0, suivant la droite MO, Bl i

»\2
'O_HX(J') .

v 1
Or - est le rapport consfan entre lalongueur AM d’un @

d’hélice, et Ia longueur AN’ g Parc de cercle qui fo'I'H{

A ; T
projection. Soit ¢ langle de I'hélice avec le plan X0Y; no Lde MO, /’ |
aurons décrites dans le plandu e A

€ rayon vecteur MO ont \ /
v 1 : : .
v Gosg onsurle plan de ellipse CH
Or decrites par le rayon MO, Fig. 94.
3 Port de g projection ortho-
tang o = &
ST

3 ; TR i
1€ aire plane 3 celte aire ne dépend que de Pangle
= CoLuigyoy, . 10
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ment, de ces deux ¢quations on peut conclure.

e ) ; g
quement du point (x,y) s’effectue sur une eihpse.[
?'n'rent en effet, chacune séparément, el donnent,
ntegret

Jant A, B, &', B’ des constantes arhitraires,
ant i, Y

116 MOUVEMENT ,
du plan de Ia premidre aire avec le plan de Projection, ¢
suite, les aires décrites par le rayon MO dans Je plan f
: lipse‘ sont proporlionnel]ag auy ,
déeriles par le rayon MO dans |
du cercle ; ces derni¢res aireg
sent proportionnellement gy teny
puisque la vitesse du Mouyey
circulaire est constante. Dong lesa
décrites par le rayon MO dans Ja 5
de l'ellipse croissent aussi proportionnellement au teg s
d’aufres termes, la vitesse aréolaire duy point M autau
centre O de Uellipse est constante. -
Nous verrons tout 4 Pheure qu’il en est de méme toutes |
fois que Paccélération totale passe constamment par up p
fixe O, g
Enfin, 'accélération totale du point M’ est proportionnelle
la distance M'0. i

1 pro

x = A sin of + B cos wt,
y = A'sin wf -+ B’ cosal;

n de la trajectoire,
(B By) + (g — MaP={AV B},
on qui représenie une ellipse ayant pour cenire le
$ 32
0, sauf le cas particulier ou AB" = BA’; car alors I'¢-
10, - L
n représente une droite passant par ce point.

RiyuN DE GOURBURE DE L'ELLIPSE.

. Nous venons de démonlrer que l'accélération totale
point M est dirigée vers le point fixe O et qu’elle f:st pro-
bionnelle & la distance MO, qu’enfin les aires décrites par
wyon vecteur OM'sont proportionnelles au temps.

t o la vitesse angulaire constante du rayon OM dans le
le ADA’, qui a pour G

tion ellipse ABA'; A

il
Pour le d¢monfrer, considérons 'accélération totale L 4§
F

mouvement circulaire ; elle est dirigéede M vers 0. Nous:
vons Pexprimer aussi par w'a, en désignant par ¢ la vi
angulaire constante du rayon mobile OM. I’accélération:
nouvement projeté est la projection de cotte accélération §

le plan de Uellipse; elle a done pour mesure w®acos MOI "" ' lération totale du \\,% N p
w*> MO, et est par suite proportionnelle 4 la distance MO, ement projeté sera / \7\\*\ %
103. Sionla décompose suivant les axes, on rouvera '8 W< OM. On [ Af}\ L A
vant Vaxe OA une accélération co mposante égale & ? >< Nl délerminerle nom- = ° U“ T
et suivant I'axe OB une accéléralion composanle égale constant w, En effet, B,
©* XX 7'0; ees deux accélérations sont dirigées vers le cen tant 'angle dcecrit s/

0 de Pellipse, de sorte quesion appelle # et y les coordonnéd
Um, mM’ du point M, rapporices aux axes de la courbe, le m8
vement du point M’ satisfait aux ¢quations :

lunité de temps o
tierayon OM, si 'on oppelle T la durée du parcours entier

9% ., o
ercle’ b.)><T sera ég&l i]‘ 2,‘_' Gt.', pﬂr Sulte, w :-T; 1 ﬂCCCle-
2 ;
it S - : 42 ‘
dez ; ot ofale s'exprime donc par —r; >< M.
d?y

aE = Y

Si on la projette sur la normale & V'ellipse au point M’, on
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ce OT du centre de L'ellipse & la tangente.
de courbure par lecube decette distance
au produit des carrés des der‘ni—axes. |

t ' les deux foyers de Vellipse. On sait
nt M’ de la courbe d F et a I, la somme
te et galea 2, el quela tangen}e M'T
en deux parties tgales I'angle I]M’l? ad;_acent al angle
Du point F abaissons I'P pcrpendlcul:cure sur la tan-
~ et prolongeons celte tangente jusqu en 'S, point de
. ntre avec la direction de l’axe.A:&’. Les triangles sem-
s 0ST, F'SP donnent la proporion

0T _ 08
FI = S

148 RAYON DE COURBURE y

de la distan
pit du rayon
fant et ¢gal
Soient e 3
' est constan

aura la composante ipe slérati
1 posa centrrputedecettcaccclcratlon,c'eSt

v
e en appelant » la vitesse du point ', et ¢ 1e rayon dg

bure de I'ellipse.

Pour’cvaluer la vitesse v, abaissons du point O sup 4 ¢, ;
gente M'T une perpendiculaire 0T, T

. 1 Mot
e produit g < OTseral’aire décrite dans I'unité de o,

par Ie rayon vecleur O ; or, dans le temps T, le
1

décri . 7 “yon vectopy
it Ia surface de L'ellipse enticre, =qp, Done 1

1
QUXOTXT=71£I[},

et parsuite . | | e
lais la bissectrice M'S de l'angle extérieur au lrlzmgl'e M'F'F
ve 1a base F'F en deux segments SE, SEF’ proportionnels

tés adjacents M'F, M'F'; ona done la proportion

_ rad
=or<r

] *1r . * 1
Laccélération centripéte a pour valeur =5
WFSF
4n2ah? 4
x0Ty Ion déduit
WF 4 WF _ SF/+SF

et celte quantité doi ¢
quantité doit dtre égale R ek

a la projection sur unoe perpen-
diculaire & M'T de Pacelipaf: 4ot '_.
Pt | ceélération totale, T X< OM'. Mais 0T, |
pendiculaire i la tangente, est Ia St : B s e
i i r | +MNWF=2 et -+
celte direction ; done enﬁon T projection de OM’ sup

5 acccléralion normale est ¢gale a
T < OT, et on a I'équation ’

0S_ a

S WF
4a2a2p? 4n2 f

= = T Cetle égalité, comparée & la premicre, nous montre que

i Mo : —FPscl
to L'on tire, en supprimant le fac(oyr 47° TS o
= ‘ -
. - Et i ituant dans la relation
S 0P — gy, » par suite, substituant da
Cette équation fai i ‘ p3< O = a2,
n fait ; o -
! connaitre le rayon de courbure p en
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il vient
FP\3
px (ﬁ) X ad= a®l?
ou hien
FP\3 [2
g ( ﬁ) s

Le rapport ELP— estle cosinus de l'angl -
MF S ae [11'1o e a que Ie rayOn ,

fait avec la droite FP, ou avec la normale MC, L’équation py

cédente revient done a celle-ci -

. b2
pLOST = —,
a

Soit Gle centre de courbure. Du point G, abaissons une pe;

pendiculaire CR sur M'F; du pied R de celte perpendicula

abaissons-en une autre, RI, sur M'C, et, enfin, du pied R’
celle seconde perpendiculaire, abaissons-en une troisiéme

R'R”, sur M'F. Nous aurons les relations :

MR =NCcos « = p cos e,
MR = MR cos o = peos?y,

IS

MR =M1 cos oo = peosiu= ",
a

bﬂ

Donc la longueur MR est constante, et égule & — , para
- a )

métre de Dellipse.

Celte remarque donne une consiruction trés simple di

rayon de courbure en un point M’ de Pellipse.
Menons la normale M'N et joignons le point M4 I’un, F,

foyers. Sur la droite M'F, prenons une longueur M'R” égal |

: bz :
la quantité constante - ¢levons R'R’ perpendiculaire & M

qui rencontre M'N en R'; puis R'R, perpendiculaire & M'N,
rencontre la direction de M'F en R; enfin RC, perpendicula
a M'F, qui rencontre M'N en C. Le point G sera le centre

cot'lrbure et MG le rayon de courbure de la courbe
point M’, '

DE LELLIPSE. 2b4
: mémes équations on déduit

2

A

—cosPu = —
e i
 bien
TR
e pa

S 12
Thpo 2 iy
W=t <~

06. La construction indiquée pour trouver le rayon 'de
pure de Uellipse conduit d’abord & déterminer un po_mt
1 élevantau point R” une perpendiculaire sur la direction
On peut démonlrer par la géomélrie élcmentalre,qu'e ce
t R appartient 4 la direction du grand axe de 1elhp.se,
¢e qui revient au méme, on peut prouver que la projec-
: 3 ) H 1'Rf o

MR, sur la droite W'Y, de la portion MR de la normale

mprise entre le point M et le grand axe AA" est constanie et

2
e & lu quantité »

ppelons que la demi-distance, ¢, des foyers S
nnée par I'¢quation

2= a*— i3,

' Des points F et I/ ahaissons sur la tangente M'S des perpen-
culaires P, F'P'.

Fig. 917.

f'Lés triangles M'R'R", M'FP, MFT”, sont semblables comme
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i s SUR IELLITSE. :
3 THEOREME o
squent, en prenant 1a somme et la différen

ar conse ’ :

s de chaque rapport :
E O MWIF’'—MF

¢lant rectangles en R”, P, I, et ayant des angles égany gy
F et I". Nous avons donc Ia série d'égalités :

WR” _ FP  F'Pr _ FP4+FPr  FP-Fipr

(1) T T e e R S i Mo or 2a
) MR M/F ™ MF? AT - M/F 2a ) 0S %
OF — W —NTF"

Mais les trois triangles SFP, SR/M' SF'P’, sont aussj s' : lité
: : ; I alités
blables et donnent les proportions . 1es WIF, MF, rectangles enl, donnent les égali
an
s riang
Wk RS ?
@ Swp ws
TN

' e R — T (IF 4 TF) < (I —1F) —9¢3< (IF'—1IF)
" . [0F+ 01 — (OF — OI)[=4c>< OL.

neme

: Fr——W'F) = 2a < (MW — WE)
P IR — (T -+ 1) 5< (WF —M'T)=2a<(

Ajoutons ces deux équations :

- FP+ FPr_ FS4F'S_ 208
3] THS S S S I

9a>< (WF/— WF) = he < O,
Remplacons, dans la premiére équation, FP - F'p’ par savalenp
tirée de la derniére; il vient, en résolvant par rapport a MRy

2
W3¢ 08 W — WF= 2 <O,
R R 5 OF ;
) Bl WS <a " () il viendra,
Mais I'angle RM'S étant droit, le point M’ appartient 4 a
circonférence décrite sur R'S comme diamétre; de ce poin

ahaissons sur I'axe de I'ellipse une perpendiculaire M1 ; no

jfbstituons celte valeur dans les équations
pésolvant par rapport & O’ et 08,

a0 ol

6 2oL
' I £ =0F3 0l 5= 5
aurons I’équation ] Ot — 0B — ; a
L 1) ; 2a a
=R R ; e =0l C s T
MR = R'I >< R’S. .Qfx()l
Done '
» : 3 . » 4 S 01—OR', ona
RT3 08 La quantité R'T étant égale & la différence )
5 LA
(5) N ——.

Observons de plus quele point R’ est, dans ce friangle M'FI
le pied de la bissectrice de Vangle F'N'F ; le point S est de
méme le pied de la bissectrice de I'angle extérieur au méme

uation (5),
triangle, ce qui fournit les proportions

2 A
O 5Xa1 o
P:Efl' @ ,» ou bien 0———_F+ 0R’= MF MR = e
6 FR ™ N'F OF—O0R” — MF ?
© {sp w 0S +0F WF

§F T’ 05— OF ~ T’
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£¥ COORDONNEES POLAIRES. 1

M et une direction perpendiculaire, MN.
posante suivant le rayon vecteur,

ACCELERATION

. gipection O
ACCELERATION DANS LE MOUVEMEN . a direct!
MOUVEMENT RAPPORTE A DES COORDONNjaq grons pour la com

POLAIRES. a2r do\®
jr=Js ¢S otjysiné= 7z —7 (ﬁ) 2

107. Supposons que le mouvement d'un point M s'ae, 3

i : iculaire au rayon vecteur
li . perpendicu 5
plisse dans un plan, et qu’il soit

ur la composante

B
e 3 ; Ir do 126
i . borlé & des coordonnées polaip i g €08 0 — Josin =2 G s
n\lﬁ:y . OM=r, et angle MOA =0. Lesda
. 2 1 | 2
= TR i coordonnées sont exprimées K dr d%
(2 : en fong cos formules les termes -5, T
=l o tion du temps ¢. On demande fiouve dons e de’
2 T ceélération totale : ' 2 ; : ;
le du mouvement g do qui yeprésentent, le premier Vaceélération de glisse-

At
du point le long du rayon; le second, Yaccélération tan-
slle dans le mouvement de circulation du point M autour

Fig. 98. ce point.
; S Du point M, abaiss |
pendiculaire MP sur 'axe 0A, et I‘appor[oxllc (igsp];?li

coordonné .
onnées rectangles L v U
oint 0; le troisicme enfin, —r{7; ) » Vaceélération cen-

OP=g = r coso, ] s -
dfe dans ce méme mouvement de circulation (2 93). Un

B dr db : - :
patrieme terme, Qa_t T repz'escnte une aecélération complé-

taire ; elle résulte de la rotation des directions suivant les-
les on décompose Vaccolération totale. Nous retrouve-
s cos formules, quand nous donnerons la théorie géné-
de I'accélération dans le mouvement relatif.

108. Supposons, en second lie, que le mouvement du point
complisse dans I'espace, et soit rapportt anx coordonnées
7, 0 et o, définies au § 65.

assant aux coordonnécs rectangles, nous avons

PN=y=r7sing.

L accclcrali;n totale a pour projection sur I'axe fixe OA
nanlité j,=>—; projelé ;
quantité j,=—5; projetée sur laxe fixe OB, perpendiculaire &

T
i Nous allons exprimer ces

de;z acceicratlons en fonction des coordonnées r el 6
3 ur cela nous prendrons les secondes dérivées dex et de g
par rapport au temps ¢. Il vient successivement :

dz  dr
V= — =—=— = . (w
e P di co:&—rsmod—é,

0A, elle a pour projection j, :d?y

= rsin 0 €08y,

dy _ dr
VY= =~ = — §i (]
ST Sln0+rcoseg. y=rsin 0 sinp,
. 2z d2r z=rcosf;
fz:"_:%coss—-ﬂfi’." ey 2 a ; L,
e~ ds Tt d—t—mna%_rm@( %ﬂ)ﬂ, nant les dérivées par rapport au temps,
2 dgy d¥r d a ;.f
=3 =" iy, ) : dx _dr . e
Ve d£251n6+22{?C°59m+rcosag;;g_,.sme(ﬂ9)‘ : ‘—t=d—’;51n60059+:-cosacos9%]——rsinﬂsm?%rg,
dE /o g
. dy_ d 2

- i Cr d
k@ sin § sing 4 cos @ sm?(ﬁ-}ﬂ sin§ cos g 7y »

dz  dr

Au ]1811 A p e . .
—"” —'T cosf —1 S:Inf)(“v

aux directi ;
ections fixes OA, OB, nous pouvons la décomposer sui* 3
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L g -

2 =2 = dr ;
Iz dtfmdﬁsmems?'kqdkt005000553@_ ety

a7 — 25 sindsing ‘53, TUEOREME DES AH\ES., ‘ (i

ge le rayon vecteur mene i chagueT instant du
B | (ixe 0, pris dans ce plan, décrive en temps
Maun T cela posé, Vaccélération tolale du

te MO, dans un

—rsing cosp (@ g % cos § sin o 0 97 a2
T \dt ? 0 +rcosec03? E‘Tg

: g L
g () —rsinosing 72, soales; I droi
\ di? C e - w droi

TV Bro dr a9 dr N est & chaque instant dirigée suivant
([p_EESIHeSln?+23?COSOSIH?ﬁ“*‘QdTSinBcos?g-; :

‘quire.
A t une grande importance dans la

o il 5 dgh2 o d- - Sition ayan -
7 sin @ sin g ( dt ) + 2rcos § cos p I d“; +7cos @ sin g g;_ﬂ te pmpoouS s plusicurs pree .
- :
i (%)2+r5inﬂ e s : :31”; démonstration. — Rapportons le mouvement du
p i - L . * o
. M ses polairesen pre b,
jz = Lif: ﬁiﬁ‘ i 9 dr | dy dg\2 £ [ades cOOI‘dOﬂnbe P P \ !
diE T de — 4 sin ] Jr T cosd ((‘ﬁ) —rsin 0 _119. h i OinLO comine }_)010; dans unlemps \_/J.zl
iz . (] ] Y
1 it dt, le rayon vecteur MO L

] ./ ’ ’ 4 2
L(zll t!legme de I'accélération dans le mouvement relatif Nous
condurrait aux mémes expressions. Remarquons seulemen

que 1 acc‘eleratmn totale a pour composantes les 8 accéler,
tions suivantes : E

ment pe VR

. aulour du point O une aire elémen- / |
] bl

MOM’, qui a pour mesure ;:’d-f), i

ment petits d’ordre supéricur iy t

des aires dé-

décrire entraine donc la

infini L'
& la proportionnahle

s aux temps employés & les
tion

d’r
et aceclération du mouvement de glissement ;

[/} e 2
7 g dccélération tangentielle dans le mouvement de cireulation en 1,240 — Adl,
2

latitude;

. d?o, accélération taneent; . o ¥
rsing T gentielle dans le mouvement de circulation en longi it sotisiant qui repr(zsente Vaire déerite

ant un coelfi

tude : i -

’ ; unilé . Dilférentions

& (@) " acedlération centripete d i e rayon vectenr dans Iunité de temps. Ditférentions
dr pete du mouvement de eireulation en latitude, t di comme une constante, Al v1endra ;

e équation en frailan

B s d2\ 2, aceélération cenfring . b
et (cﬁ) Ipele du mouvement de eirculation en lon- rdrdo + 3r2d*0=0,

d gitude;
= divisant paridf
o ien, en supprimant le facteur r et en divisant pars e,
di dy | Accélérati : :
o = F atlons complémentaires, duag s - k “
d¢ @ (  rayon OM autor du point 0, O Fouvementsiy dadd ot g
; 7 & - de dt de*
&'_‘ dt %
& autre chose

Or le prémier membre de celte équation n’esjt ke
la composante de Paccélération lotale projelee sut une
endiculaire MN au rayon vecteur O3 (2 107). Cetle cg_n.l.-
osante est nulle, et, par suile, Vaccélération lotale est diul-
€ suivant le rayon vecteur.

Elle a par conséquent pour valeur

oy
_ﬁ-](-ﬂi—t 1

THEORENE DES AInks,

109. Le théoréme des aires con
vant :

On suppose qu’un point mobile N Se meuve dans un plan,

siste dans Pénoncé sui-

-,

ol R
S
il
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DES AIRES.
L j, et
TEORTE , nstante (3 59), e
EOREE oo anéolaire du rayon OM est co (
et comme g v1Lesst <5 . o .
sopeme est démonll jon. — Onpeut déduirela démon
do_ 94 éor -isieme démonstration. eioroqus, Qe Péqies
== g Iro {héoréme ou plutdt de sa réciproque,
4 n du
on a aussi :
du ? 06 :
o s BASEM ie dv_jﬁ’ :
T X?‘Eﬁ—ﬁ" » tang m
L’accelération tolale peut done

s'exprimer dans ce cas |
fonclion du rayon vecteur et de 1’

. iment voisines
i cessives infinin
Lévafin det sient M, ', deux positions s
accélération de glissemap : ons les rayons OM, )
3 : i 3 : ile; men i : ire
110. Seconde démonstration, — Nous allons Tapporter |, zbno-éntes MT, M'1" & la trajecloire.
: " : ] ' a . . .
mouvement & deux axes rectangulaires mengs parle poing gey 11 ;poilll d’intersection. L'angle p
’ o5 - eu LRl on
démontrer la réciproque de Ig propy Pancle de la dlI‘CCLlOﬂ' du' Ififj?_‘cn
E i silion. avec la direction de V'accélératio
il 2o LA t avec - ee MO; p—+ dyp.
s TN Les composanles (e Paceélérag fale. clest-a-dire avec MO; p :
A . ” T
yff gl lotale projetée sur log axes sont X 1’,an°’10 de la tangente M'T avlecdfé
% = al I'angle
. : est L'a
Hﬁ“_ﬁ““lx Er o iy on M'0; Pangle T'IT =
Bl o7 x g,
Fig, 100,

Fig. 101.
ntingence, do. ExPrimt_)ns‘ qugml%’ est 6eale A 4 droits :
uadrilatére OME o
me des angles du q
viendra

el pour exprimer que leur r
passe par le point 0,

ésultan
il suffit de poser I proportion

lx — dw) = Ir.
v (r— p—dp) + (=
(diy d) 4 p _+ (=
)y _ A o
&\ T . COnen déduit
(Rﬁ) : doy = d) — d,“'—)
ou bhien 4 B it
gt d*z ; 4

ar Y g =0

v tang p  lang w

Le premier membre sy la differentjel]e cxacle de Ia fone-
lion :

rdf
tang p=— ar
dy dz
mzﬁ_yd‘}- o :#fﬁ’
e . . t"ﬁ@? r
Lintégrale de celte €qualion est dope :
dy gy [équation devient
t_iE _-y El_f = 2:\, ‘-_ . Lt?) dv d—.—-:u. p—
T T T lang m
“ appelant 24 la constante, Or colte ¢quation nous apprend

=45l




10 THEORENE
Intégrons :

or gin g = constante,

Or v>< 7sinp><dt est le double de laire décrite dapg
temps di par le rayon veet
du point 0 ay mobile,
produit de I'arc parcouru vdl, pay
la distance, » sin w=0P, du pole 3
la direction de cet are.
SI l'aceélération total
dirigée suivant le prolongement gq
OM, la trajectoire aurait tourng gy
Fig. 102, convexité du coté dy pole, et Pop

<
g

aurail ey
i+ (p+dy)+ (m+do)+{m—p) =2z,
ou bhien

(Iw'——-d‘u.—(w;
mais en méme temps

rdb
“dr*

tang p ——+

Le résultat final aurail donc é(¢ 1e méme,

112. Démonstration géométrique. — N
par établir un lemme préliminaire,

Etant donnés un cercle OB et up
on méne par le poinl O une sécante q
cercle en un second point C; puis
cante un point E (el, que L'on ajt

0C< 0= K2,

K élant une longueur consta;
délerminé est une droite perpendi
sant parle point O et le centre dy cercle,

Prenons en effet sur 1a direction
telque OB><0D=F2, Lo point D sera

eur men
Car c’est |q

¢ avait g

ous commencerons E

point O pris sur ce cercle,
uclconque OF qui coupe le
on délermine syp celte sé-

ite. Le licu des points E ain
culaire au diamétre OB pas-

du diamétre OB un point ¥
un point dulieu. Joignons

G
DES AIRES. 1
i ipti n cercle
; ilate ainscriptible dans u 5
n latére ECBD ser .
Lequadri

Pégalité
3 drilatére sont sup-
gs C et D de ce qua > .
‘a“.gles ggpf'imgle 0CB, inscrit dans la demi-circonfé-
faires.

0CB, est un angle droit; do'nc
D e,st aussi droit, et par suite

!
r./'!ﬁ
ient a la perpendi- Q\ l
nt E appartlcn Ovn K

e élevée sur la directiop'OB in
nt D, détermine de _posmon .1 ’a
ndiculuire DE est le l_uéu cher'c 1€,
enons 2 la proposilion princi- iadrs

: M2 la trajectoire plane déerite I.)al"’le'poinf m9h£e, et
e centre fixe autour duqucl_sont d‘ccmt?s_ les 31; e.t 0
nons deux positions success_wcs trés voisines, i
oint mobile sur sa trajecloire;

1s & la courbe des tangentes AT,

en ces deux points ; du centre O,

sons sur ces langentes des per-

iculaires OT, OT'.

it v la vitesse du mobile & son
geenA. Le produit 1§v><0'l‘><'dt
aire infiniment petite déerite
t le temps d¢ par le rayon
r AQ; la vitesse aréolaire du
mobile est donc 40><O0T; et
elle est constante en ver{n
ioncé; le produit v >< OT est
nt. Appelant K* la valeur con-
de ce produit, nous oblien-
Ia vitesse du mobile au point A,
enant sur la direction de la per-
ulaire OT une longueur OF telle, que

Fig. 104,

0T < OE =K,
i 21
B utc, COLLIGROY,
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e THEOREME

De méme, prenons sur la perpendiculaire O 3 1, i
end’, une longueur OF telle, que 0T’><OE’-_—._K2; O
sentera la vitesse v’ du mobile ay point A’, -

Le licu géomélrique des points E, E’ ainsj obteny o
résultat de la transformation connue en géométrja i
nom de transformation par rayons vecteurs ?'éﬂi})?‘(}?ug‘?"}
courbe lieu des points T, T, courbe qui est Ia podaire g
trajectoire MN par rapport au point 0. -

Or la construction de 1a ligne EE’ revient identiquemeﬁ
construction de indicatrice des accelérations ; car, pourg
struire cefte derniére courbe, on n’a qu’d mener par up py
0" une droite 0'F proportionnelle et paralléle 4 1a vitess
mobile au point A, puis une droite O'F’ proportionnelle ']-
ralléle a la vitesse du mobile au point A’, ce qui équivayl

DES AIRES. :
: 2 z
teur mené du point mobhile au centre de
vee
p rayon ve .
. i nt, en suivant une marche inverse,
| N "accélération totale d'un
g theoréme : Quand U'accélération
. : irige; i e fixe
i " { constamment dirigée vers un centf% fi a:t
es i sl
' tplaf'b laire du mobile par rapport o ce cent; e e
Y y 1. v g
. s termes, les aires décrites pai y

ortionnellement au temps. .
I'accéleration peut

psse ar
ou, en d'antre

?
i rop
eroissent p 1 £y
'Os deux proposilions rceiproques,
ce

ours otre dirigée dans /
O(ﬁg.QOS),oudans ] ///
opposé (fig. 106), 1 /\\
que le point 0 est /// . |

(4]

; ns la concavité ou -

prendre O'F=0E et O'E'=0E'; les directions OF » OF" 59 hors de la concavité Fig. 105. el
perpendiculaires 4 OF, OF, et par suite le triangle OEE p'g la_trajectoire. : jection des accé-
autre que le triangle O'F1 qu’on aurait fait tourner d’ung Eil appliquant le théorcéme de la proj

| . . ' ilement les proposi-
droit, de gauche a droite, pour le ramener ensuite parall Aleda

ment & lui-méme, de maniére i faire coincider le point 0’ a
le point 0. La direction de Paccélération totale du mo
au point A est paralléle & FF’; done elle est perpendiculairg
a EE'. : .

Les deux tangentes AT, A" 5o coupent en un certain point
B, et les points T et T, sommels des angles droits OTB, OT'B
sont situés sur la demi-circonférence déerite sur OB com ne
diamétre. Les deux points I, E, détermines par la condt
tion ’

tions sur un plan, on démon

b ' int dans
sque Uaccélération totale du mouvement d'un po

e est constamment dirigée de mamére & ?:?L?j;lz,i;wt;?;i
.'ﬁM, la vitesse aréolaire du mou})emertlt g:tsiamg 3 pied
ent sur un plan normal & cetle droite ;33 cires e ,L o
droite fixe étant pris comme cenlre des awes.

e est vraie. : int dans
sque Daccélération totale du mouvement d'un pom

] ] mouve-
ce est constamment dirigée vers un point fize, ;gilz:;a;;
Obtenus en projetant orthogmmlemr:’nt .n.:e m;;::lme i
plans réctangulaires mends par ce point fire ¢ g
us trois des vitesses aréclaires constantes aulou

OE >< 0T = OE’>< 0T/ — L2,

appartiennent, en vertu du lemme démontra tout & I’heure,
une droile EG perpendiculaire ay diamétre OB, Donc 1'élé:
ment EE', auquel aceélération lolale est perpendiculaire, € L
lui-méme perpendiculaire 4 1y direction OB. 1

A la limite, les poinis A et A’ sp rapprochent indéfiniments
el par suite la direction OB se confond avec | rayon vecteurs
UA. Done la direclion de Paccélération totale est la direction

— Laréciproque cst vraie. _
i ment
peut ajouter que, dans ce dernier cas, le mcl)me
' i an.
ans espace est nécessairement con}enu dans }l'g'alir\tionq .
in effet, revenons & la construction de{s accit: :1 t;l i
. s ] '
St deux tangentes consécutives AB, A'B', SOT; e
méme plan, qui est le plan osculateur de la tra)
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CENTRALE.
B, I T' correspond & un angle

. OTT'B, larc T j !

; cr;rcl(;ﬁ est f’tmgle de contingence de la trajce-

BT’

diamétre OB de ce cercle
fniment peu du rayon vee-
N\ —r; appelons dw 1 angle de
nee, exprimé en parties du
angle do a pour mesure

de ’arc TT' dans le cercl:a

164 ACCELERATION

ce plan contient la direction A'B de I'acetlération to
par suite passe par le point fixe 0. Le plan des langenteg 4
A"B", passe aussi par le point 0, g con
il a, outre le point 0, une droie
commune avec le premier plan, j
fait qu’un seul et méme plan aveg
On prouverait de méme que le plan
tangenies A”B”, A"B", coincide ave
plan des tangentes A’B’, A"B, et yip
suite, de sorle qu'en définitive tous
éléments successifs de la trajectoire
situés dans un méme plan, qui passe par le point 0. La,
stance de la vitesse aréolaire du point mobile par rappop
ce peint O exisle donc aussi pour ce plan, comme pour
mouvements projetés. ‘

. l o
ayon est 373 done do=—-,

rdew. Nous pouvons aussi.,

uation qui nous donne r]‘,’

cer OT'par OT, avee lequel OT Flz. 1S,
4 la limite.

On%;]-——'_v, et 1 0T < OE>< dt=

par le rayon vecteur dans le femps

eur infiniment petit OAA’. Done

_2(04A)
~ 0T < dt’

Fig. 107,

1 QT >< vdt = l'aire
dt, ou enfin I'aire

DETERMINATION GEOMETRIQUE DE L ACCELERATION TOTALE LORSQUji
VITESSE AREOLAIRE EST CONSTANTE,

ituant ces valeurs, il vient

rde _2(0AAY _ 2r (0AN) . du

e e X
)= OTo<di "~ 0T><dt (OT2~~ di ~'dt

114. Lorsque les aires décrites par le mobile autour:
point O sont proportionnelles aux temps, laccélération tol
est constamment dirigée de la posilion du mobile vers le
tre 0. Reprenons la figure qui nous a servi 4 établir ce thé
réme (fig. 104 et 108) ; nous savons que OE, OF, représer
tent les vitesses v, v/, du mobile aux points A et A’ de la't
jectoire; EE' est done par construction égal au produit j
laccélération fotale par le temps trés court que le mol
emploie pour aller de A en A, Proposons-nous d’évaluer J«

Nous savons que 0T ><0E= 0T’ >< OF'. 4

Donc les quatre points T, T/, E, I, sont sur une méme @
conférence, et nous avons la proportion

: s / y . r =
peut observer que-——o‘?ﬂjA est la vitesse de I'aire décritepar
: [

0A, vitesse qui, par hypothése, est une quantilé con-

L que d—;’; est la vitesse de I'angle déerit par la tangente

E .

ajectoire. . : _ '
transformer cette expression, introduisons 'le ray;n

irtbure o de la trajectoire au point A. Le produit p><dw

valeur de I'arc AA’; et par suite

: p < do>< i 0T=aire OAA%

EE’  OF
e d 2aire 0AA’
0= ———
/ . L A : L naa P>< O
Remplacons EE par jdt, et résolvons par rapport & j T
_ TT"><0E Ll =t

1= 0 e s
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Substituons dans la formule:

MOUVEMENT DES PLANETES.

< o < 1 OUVEMENT FLLIPTIQUE DES PLANETES

LA ) |

= Attt S b L) o ]
7 [0T)2 dt ar < P> 0T ST0TR X (Od s oo .
. ue chacune des plandtes du systeme
t le soleil occupe Uun des foyers, el

anéle déerit des aires

r

0AA ] o
Le rapport I est constant en tous les points de 4 Jer a reconn q

: » ) e . ipse don s
toire. L’accélération j varie donc proporlionnenéme du soleil &cette pl

fraction . .
s tement de cette seconde loi que Pacet-

] immédia
'tggltelde la plancte est'c(?n'-l
‘t dirigée vers 10'3?1011., 1
esurer cette accélération.
_—9q le grand axe de
décrite par la plm}ete;
des foyers de celte _elh?s?, NP
"occupe le soleil. L accélé-
" tolale de la planéte & son pass
AS, et elle a pour valeur

& 0A
—5 ou e

le point C de la normale AC étant le centre de COurhuP-
trajecloire au point A (fig. 109).
le point Gen T sur la direction AOQ;
triangles AIC, OTA son( semblables, cay
ont les angles CIA et OTA égaux cor
droits, etles angles CAI, AOT, égaux comy
alternes-internes. Donc nous avons la

o]

age au pointA est dirigée

Fig. 100, portion
= 42
04 5 e
AC‘:E_E- ; Jf,.zp Sins p 1
: ' : ps i réolaire, ou le
= 04 1 elle équation, A désigne la vitesse a ,
T : ' *ellipse au
AC<OF  Al>< 0T éS_A' et p=AC le rayon de courbure de Vellips
; 1 ‘ ,
et par suite ' :
DAAN\ 2 1 3 = r ey
= AL >< 0T : i ar le rayon vec
- ( . ) " A<oT itesse aréolaire A est P’aire décrite pa 3

it I'unité de temps. Si done T est le’tenflps d’umi re;rg-
entiére de la planéte, et S Iaire de ellipse, ou le pro-

Lrab, on aura

Si nous appelons p. Pangle que forme 1'accélération folg
avecladirection du mouvement, I'angle OAT sera égal & s
et par suite nous aurons b

0T =7 sin p,
Al = g sin p.

. 0AA/ . _
Faisant enfin :Tt = A, vilesse aréolaire conslante,

aurons pour l'accélération totale g j : : cduit
ant Lexcentricité relative de Iellipse. On en dédu

: 442 '

e

e e g r—
= p2811° e,
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La formule 3 appliquer devient done

42 at(l—c2)

T2 1 g
= = : = =4x ,—g(l—cg:‘x —ﬂx&:.
SATCACsind 1 SA*T A5

Mais dans Dellipse on a (2 105) I'égalite suivanio;

il en résulte

j_4nﬂa4(1—cﬂ) 1 1 _4=%a3

12 ST al—=a) 2

Donc I'aceélération tolale j de la planéte cst 3 chaque
stant inversement proportionnelle au carré de sq distane

au soleil.

Kepler a reconnu plus tard que le rapport &

d’une planéte 2 Pautre, et il a forniulé ainsj qu’il suit sa ty
siéme 1oi: Les carrés des temps des révolutions sont enire

comme les cubes des grands azes.

L'accélération, pour toute planéte du systéme solaire,
done inversement proportionnelle au carré de Ia distance

cette planéte au soleil,

Nous montrerons dans 1 dynamique comment Newton a pu
déduire de ce fait cinématique la loi de Ia gravitation uni-

verselle.,

RECIIERCIIE DU RAYON DE COUﬁBURE DES COURDES PLANES.

116. Une courhe plane, AB,

Fig. 111,

du premicr ordre.

T2 e varie pg

peut élre définie par une
relation r=£(p) entre e rayon vecleur
OM =, émanant dy point fixe 0, et la dis-
tance 0P =p du meme point 0 & la fan-
genleau point M. I] suffit de connaitre ur
point de la courbe pour qu’elle soit entié=
rement délerminée, Son trace dépend de
Pintégration d’une ¢quation différentielle

‘ 169
RAYON DE COURDURE.

demande d’exprimer le rayon de courbure de
: on

pUSér 3 ‘ :
he au point e mhilod. parcourant la courbe de ma

5 n poin ; des aires
monls uragon OM décrive en temps égaux
que 1€

" T
; toujours par le point O,
nccolération totale passera Sl
] acceﬁgi ia vitesse, p. 'angle OMP qug fait ia;cclu:ﬁ_
s appgirection du mouvement, el dw I'angle de cc
' 'ecéz Ja courbe au point M, onaura (g 90)
gp
dv _ da

v~ tang

: témp svp =A, quantité constante. Done
6 e =

dy dp

v r’

; dp
=—tangu —.
da gu 7
e (U )
smp—ﬁ—rv

1 /—
cos,m:;\"r' Ty e

P

tong p= i 1

cons¢équent .
3 dp
!

ViE—p

iy = —
S . boalh—dr;
Laulre clé, I'arc ds mulliplié par cosp.cst égald ;

dr rdr
COS e

ds=—

Ve 2

€ enfin le rayon dc courbure

ds rdr

e 4
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1M

: ENERAUX.

THEOREWES G : x et pa-

RAYON DE COURBURE DE LA PaRADO1E, : el sont respectwenrnllentn fgau‘: :rpet
Application & lq parabole. Soit 0 le foyer, A 1o S0mpy ,0m,; 0’:%&11 'mohile aux points My, M, M.

la directrice de la courbe. On demande le rayon q &

4 1111 Vites 1. m57 4
bure au point M. Menons Ia tap ent ‘ k. mefM» mm::’acczélé"
qui divise en deux parties tgales |y _palléles au
OMQ formé par le

: hrauX aux

rayon vecteyp g otales, ¢t égzgéléra-
la perpendiculaire MO & 1a diregt - de (:EsS 3
Lepoint P, projection du foyer supyy, - Je temp

genle en M, est situé sur Ia g
au sommet, et la ligne QP _
Les angles MQP, QOC éfant égaux, 0
aussi MOP — POA, 3 cause du fri

quel MQ = MO. Done b

MO _ op
0P ~ox

Ngeng '
Q est drg:

'jetons le point ﬂlz :
1a direction 001.13‘, ?

en p,, SUT 1 dl:(?c

. le point m; €0 P,
direction Om,, el ainsi
i jusqu’an p01'ntlm
ra projeté en p. g ﬁs
s infiniment petifs
Mgy, .- M SOTL

Fig. 112.
isoscéle OMO, dans le

La rel

ation cherchée entre p et p est done

7 rs
. iffé s ravons vccleurs,
. aux différences des ray
: vement égaux
% (% -dire des vilesses
| r—7,
| — vy, Uy—Vp Vs— U2
On en daduit E
=P _w_ sp

. ' ont égaux d
(UERNTYY 0;12_"4')(51'3’ i 3

’all'ices oud
8p® est le cube de 2p, ou de 00 oy
4>< 042 est 1o carré de 204, oy

Le rayon de courbure de Ia p
de la normale divisa

» enfin, de Ta normale M
du paramétre de Ia courhe

arabole est done egal au cubg
parle carré dy paramélre,

4 wee fn0COS .
Jofcos pg, 510005 g JaOcOSpa, In
N s

1 : sleration
les angles successifs de 'aced i
" . i 0:1 vement; faisant Ja somm
1 ion du m
vec la direction
X séries, on aura done
THEORENES Gringy,

] OS g s
; = _‘_}.jﬁewsw“’*zj““ g
: — 0= 8c0S yrg 47, 0 €08 g - -
AUX SUR L ACCELER ATION TOTALE, q

117. Soit AD (fig. 115)
Considérons Jes positi
SES par ce point au hout
nd. Conslruisons I'indje

fin, en passant i la limite,
‘ 3

j di.
-u—uo:ﬁ jeosp

| i e deur époques
ne Laceroissement de lavilesse du.mob’zle erms € Soa e
est égal a lintégrale, entre ces deux epoquf?S,

' dlé s,
ération tangentielle par I élément du tem)

la trajectoire dun mobile M. 1
O0S successives M,, M,.... Mpi§

d’intervalles de temps 0, 26, 30,0008
airice deg accélérati
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On parvient directement  ce théoréme en Intégrany I's
tion différentielle : ,

dv . E
E.z =J C0S m.

173
gUR 1'ACCELERATION TOTALE.

2—p2 =2 fsfcosl“ds'
=L T y
2° Les triangles Om

Mgy Omymy!, Om,m
sivement :

Om,m'0.
: ; ixe le polygone Um,
22+++ donnent g, s sur un axe fi P

. ssultante géomé-
ojetons St s Om’, est la rés
] i pI‘lS dans le sen )

o

; ‘oieclion sur
te Om’ Myy MM yeee mum,; la 1L 0:](38!.10 d
v =03+ 7307+ 2050 cos des cotés Omg, MMy '\nﬂalg 4 la somme algébrique des
¥ =03 7102 + %,,5c08, qu cots Om' est donc cg
Y . C i
vi=olfjrge 22,7,0¢08 g,

s

. Clyg Olgaees Opsy
otes: appeloﬂs Oy Ghys Uy i
les autres coles; ; ojec-
jons de to‘:,ls m.m,,... mgm' avec I'axe de pr ]
les des cotés mgmy, MMy, rojections sur le méme
°+ roprésentons par vy Vo, 168 D % Vo ot cases du g
b oolis Om,, O, qui représentont les
> des © &

VP4 gRge 4 20, ju 008 gy
Ajoutant ces &quations membre

a membre, il vient, en
primant les termes qui se délruise

$
nt, ;
vi=034 ¥ e X 20j0 cos .

Or 0 étant infiniment petit,
ment pelits du second ordre,

ment nulle ; d'un autre colé, v0 est arc ds déerit sur la tra

toire; changeant la nolation, nous arrivons 4 I'équation

&
v —02= QJ; J€os u < ds.

: g0 cosey
j,0C0S g —-ja 0 COS gt
7.0 >< €08 5{0+J1
—.:UQ,$+]U

i cos adl,
ot B penetuat [ g
les termes j6° sont des 4

. ¢ t par Vindice x la projection sur
core, en représentant p
? 2

]
iz dE.
vz ="Vp:x k= f;ojﬁd

i acero J “ tIEl[aﬁ B)unf,s de Z 'U“ Se
68‘ é oques 0duL

Done Paceroissement dy carpe de la vitesse du mobile en passan
d’une position M & une position N sur sa Irajectoire est éqal
double de l'intégrale, prise entre ces deyg posilions, du prod
de laccélération langentielle par I élément d’are parcouru. -

On démontrerait dircclement ce théoréme, en partant de. %}?:jm
I'équation 1 4
%:] €os p, {IO]’IHG, e intégrant,

de_(42) = (“ar
At dily I
joi iul que nous
i X i oindre celul qu
4° A ces trois théorémes, il faut

: ifféren-
avons démontré § 96, et qui consiste dans la relation difle
lle

et en remplacant (/¢ par %S; il vient en effot

Tl
-(E' =] cos iy
ou hien

dv i)
vdv = j cos pds

R TS |
v tang &
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ou dans Péquation intégrale

115
sUR L’AGCELERATION TOTALE.

i i, com-
: sté b’ représente une vitesse u, qui, ¢
‘ i ne
.' _el_le c((J;mr résultante la vilessev,, nous don
C Uy, 2 P

vg;vg’ +u2_2'y,u cos (ﬁ) )
l'intégrale 6tant prise s
M, ot la vitesse est v, et v,

Nous retrouverons cos
une autre interprétation .

118. Nous avons sy
tions totales ¢t
que les quatre

ite

P S
7 A1 o ‘.,_ds-l,—ug—%iucos (u, ‘01)
> 7 s o tad
théorémes dans Ia dynamique, g R -fsuj cos p.ds 4 u? — v, ucos (2, ;)
= 8
Pposé que Pindicatrice s
ait une courbe continue ;

I C Ga

prefa 11 S [] Iesle

§- jectoires et
indicatri i i guleux des trajectol
que I'indicatrice a dos Points toute rigueur les points angul

angulenx, ce (uin’empache
Pas les vitesses dy mobj
sur sa trajecloire de varier
d'une manicre cntinue ep.
direction et en grandeur,
Mais si Ia trajecloire ABG
avait elle-méme uy point an-
guleux B, ou sj lavitesse du

mobile variajt brusquement
de grandeur, Iindicatrice cesserait d’étre une courhe conti- 8
nue; elle se composerait d'une hranche ab, correspimdante §
la porlion AB de Ia tr

ajectoire, et d'une hranele Ve, qui cor- 8
respondrait 4 la portion B(. Les théorémes s'appliquent alors
séparément aux portions AB, BC; prenons

pour exemple Je
second théoréme : il donpe pourla partie AR :

st
v —rl= ::‘f J eospds,
¢

el pour la partie BC

NOTE

i N\ CENTRE FIXE.
SUR LES ACCELERATIONS DIRIGEES VERS UN CE

Nous avons (§ 114) établi la formule
| 472
I = e O
joé ivi ; en veeteur MO = 7,
élérati j, dirigée suivant le rayen . ;)
‘accélération totale j, dirigé  suiv : ol
i ot‘;?;i:l:ﬁisun point M sur une trajectoire MN, .{umiullr;a v
e Ot ConStamte]et egzlec l{'l\ I:Lrglfiifutoire an point M, et
ité de courbure de la traj e
ek v irection MT du mouvement.
‘angle que fait le rayon OM avec la dir LCF L e
1PPosons ensuite (ue le mobile parcoure la mé e
) Sens, mais que sa vilesse arcolaire soit conslante e O?M gar
utre ::enire 07, Appelons ' le nouveaun rayon ‘-eﬁeur-célé’r s e
Horine avec 1a direction du mouvement. La nouvelle ac
3¢e suivant MO', et elle aura pour valear

v

wis

§ir
—1'3:9‘[‘ J cus pds,
8
Les vitesses L ene

sont égales et paralléles aux rayos vec-
teurs 06, OF, del'ingd;

e an
Jl { ey
lcalrice ; Joignons bb'; 1o triangle 0B,

T s pr
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Les tacteurs A% et p restant los mémes dans ces douy équationg
les éliminer par la division, 11 vient 7

: 7
x§ LE MOUVENENT ELLIPTIQUE. i
DAD ..

. deux ca i réolair ézales,
: lJuiSque les vilesses ar éolaires sont

eux S, o
les

J _ r2sin3 i

- T
i) 7% 5103

Par le point 0 menons 0P paralléle 3 1a tangente NT 3 i, tl’aji
Nous avons, dans le triangle OPM, pap

O < 42
=R

Jogramme OP3II, PM est égal & O, c'est-d-dire & a.
élogr ;

gIE' parau
T a TNF ou & p, et Iangle MO'P égal ay suppl
N THO", on @ % — . Les cotés PY, 0y sont i duabg 1
Ly nels aux sinus des angles opposés ; done i I !
g sing’  PM_ PN E 3 celui qu'on a trouvé dans le § 146.
& / Bt o 3 fox(‘ime auzcr]:lclylug empruntons aux Principes mathématiques de la
: e ode, J
Fige 115, substituant dans I'éc ;

[uation qui donne Ja I‘ﬂppor :
accélérations, il vient .

"av d’éviter la recherche du rayon
iton, a I'avantage
naturelle de Ng“
jectoire. ;

d: I?'etsi? une démonstration encore plijs dlreciﬁ ;,.

. *ellipse dans le sens MM/,

ile parcoure ellipse '

i : n;I‘)]ch11bt}:3nlls en prolongeant chaque rayon FM d-u'r;lg
g Pioluits'cra:le au rayon conjugué, est un cercle décrit du poin
— 'F ’Qeao our rayon. Nous allons démontrer que cgtle U'FCGI;]-
”'E w: ice}t]ies accélérations totales du mom'enfnent du ]:Jl)n;{, I,
::ar;lilg?)rie toutes les vitesses du mobile parallélement i elles
oint F’, et qu'on les fait toules
angle droit de droite & gauche
e point. Ce théoréme suppose
proposition suivante : dans [ elltpse‘,
FP >< F'1 des distances des foyers @
.tahgente est constant el égal au
u demi petit aze. Commengons par
rer. . -
angle FMI = PMF, que fait une tan- Fig. 117.

[ : ayons vee—
e el r et 77 ces deux rayons. Le
a son point de contact; appelons e il
iF’, dans lequel FE” est égal & Pexcentricité Ze, no

ji_m P P

jici
FAT S T pEgtt
Il est facile de déduir

e de celte preportion la valeur de laccslération
du mouvement ellipti

que quand les aires éuales sont décrifes en temps
autour du foyer, connaissant la loj da T"acegls

ration totale du mouvement elliptique lorsque
les aires égales sont décrites autour dqy centre
Soient F, F” les deux foyers d’une ellipse. |
somme MF + NF’ (o rayons vecteurs men
aux foyers d'un meéme point de la courbe e
constante et égale ay grand axe 9q. Prenons
sur le prolongement de FN une quanti
Fig. 116, MN = MF 1y longueur FN sery égale & 2a. Joi=
gnons F'N, ILa tangente MT divise au point [

cette droite en deny parlies égales (§ 86). Si donc on Joint le point I au
centre 0, milien de FF”, 1a droite OI sera paralléle 3 F) et égale A la mol:

tié de FN, ou a q,

Soit j Paccélération
constante autour du fo
vitesse aréolaire e
a MT; nous aurons

» dirigée suivant NF, guand ]
Yer F; j accslération dirigée sujvant MO, quand I3

st constante autour dy centre 0. Menons QP parall
» en fuisant FM — 4 of 0N =y,

a vitesse argolaire

7 pa’ 12 Ot — frrt 502 0 = (r o )2 — Ge9 sind
: FARETE Ty T 17 est €gale & 2a; donc
Or (§ 104) ; = a2 — 1 sin o,
P=Txm,

emonstration est due 4 M. Resal.
T étant la durge d’une réy

= A 12
olution entiére dy point mobile, * COLLIGxoN.

durée qui est 12
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et par suite

ACCELERATION CENTRALEL,

17 SI0® o = 7 sin g < 97 sip a=FP3FT— as
te qui démontre |
La vitesse v du

— 2

a proposition. Revenons

a la question
mobile M est donnge p

o Pringj
ar I'équation

:f; X FP = 4,
A étant la vitesse aréolaire constante,
Done
_BA

ST E XL

et, en observant que le double de ] est égal & [N,

v=£§><F’N.

Le rayon vecteur PN de Ja circonférence I
tionnel a la vitesse v; il est de plus perpendiculaire 3 1
a-dire & 1a direction de cette vitesse. En faisant tourner le ray
angle droit, de gauche a droite, autour de F,

a la vilesse v; et par suite la circonférence i
la rotation d’un angle droit autour de F,
Lions totales pour le mouvement du point M,

Considérons deux positions infiniment
points infiniment voisins, N et N, y corr
AN, pris dans le sens NN, représe
acquise élémentaire jdt, of I'on aura

A

Jdt = b2

> NNv,
D'ailleurs 1a direction de I'acedl
est dirigée vers le point F.

L reste & évaluer Ny, Pour cela
produit § MK >< FM’ représente I'a
dt, aire égale & Adg

Done

2Ad¢
MK = i

Les triangles semblables FME, FNN' donnent de plus

NN FN_ 9q
MK — FM~ Fii°
Dong

NV — '\!_I_\ x 2a __2Aar 2a _ 4Aadt
G N TR FM = FM<

eu des points N est
a tangente

leu des points N
servir d'indicatrice des
voisines, M et M, du mobi

espondent sur Iindicatr
nte, a I'échelle de Ia figure, la

que les équations du mouven

¢ration 7, qui doit élre perpendiculaire

» abaissons MK perpendiculaire enl
ive décrile par le rayon F)M dans

119
E LA TRAJECTOIRE.

EOAMINATION D

1
.ﬁ%xmﬂ

infini olit. Donc
: uand MM devient infiniment petit. Do
la limite, d

éné bléme
: ; aniére générale le pro
ssoudre d'une maniere g
—nous de resou
j int mobile M est con-
g i ale j d'un pomn et ‘
Maccelératlogen::? ﬁxfe 0, et quelle est e.\lppglle(in (1))31_
;elis c;ilstance MO, trouver la trajectoire et la loi
ela 5

i robléme, celui ot
h résolu (§ 103) un cas particulier de ce pwbltqnsw, B
fesx?oportionnelle a la dislance :Dans ci )Cld e,n A
i ces rectangulaires conduit tres rapider 2
| " ent s’intégrent séparément. b
3 iquée. On
de méme quand la fonction f (r) est plus compliq
B - . . r.
e des méthodes que nous L.lllonts ]I;Id;r?;lgn T e
j irigé yan : :
n é ours dirigée sulv 1 4 e
o Et!tanteu:{élsetltous-lflopar A, quantite consi.uii(‘a qu'o
ke Lt ~données polaires
351 N;uspaumns I’équation en coor données po

= AdlL.
1% = Ad

d2r  4A?

=@

: *accélérati 15 le
s ppose que 1'on compte positivement l.atfcelerdwllon dar
M, et négativement dans le sens centripéte 1\[l ; e,
par la fonction donnée £ (r) ; nous aurons, pour
quation différentielle du second ordre :

dor _ a
az ==+
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180 DETERMINATION
] = sduit
: g o d . temps df. On en dédui
Cette équalion s'intégre en multipliant par 2 (—5 dtle premigy ;_( ner le Pd i
N bt X o =h4F(r
12 second par 2dr; il vient, en désignant par G une constante, %:%Hv_“ s

(S—:) = f(gf (#) dr + Sﬁ,dr);
e dr
+ \/ o f ( 9 (1) dr + 8":!;”)

Le radical doit &tre pris avec le signe -+ sidr est positif, avec le Sig
est négatif, de maniére que d¢ soit toujours positif.
Intégrant une seconde fois, et appelant / une seconde constante, g

i dr ;
fﬁ Vo [ (2o arv 228

Cetle équation fait connaitre £ en fonction de r; on obtient ensuite I'éqy
de la trajectoire en remplacant d¢ par sa valeur en + dans I'équation
aires; ce qui donne

et par suite pAzdr® | 4A%
p e 4T (1),

won peut résoudre par rapport & di, et intégrer ensuite par

dendrons sur cette question avec plus de défails dans la dyna-

s 2Adr

kg \/C+f(2f(r)d?'+

SA%dr
7‘3
équation qui s'intégre encore par une quadrature.
2 On peut aussi se servir de I'équation démonirée dans le § 147:

et =12 fj cosu ds;
» étant I'angle fait par 'accélération avec la direclion du mouvem
a ds cosp =dr, et par suile jcospds = ()} dr. La quantité v, est
constante, et I'équation précédente, dans laquelle f f (r)dr est w
velle fonction F, prend la forme
¥B=RL4T (r);
h représente une constante arbitraire.
Mais

ds*  dr4-r2dp2
e dez °

2

v

Done
dr2 27,2
r—'{‘;—’i’— =h+4F (r).
L’équation des aires

Fr2do = Adt




LIVRE IIi

o MOUVEMENT DES SYSTEMES INVARIARBLES

CHAPITRE PREMIER

ETUDE DES MOUVEMENTS D'UN SOLIDE

DEFINITION DES SYSTEMES INVARIADLES,

192. On appelle en mécanique systéme invariable un ensem-
de points dont les positions relatives ne peuvent étre alté-
. Un corps solide naturel est & peu prés dans ces conditions :
est & peu prés seulement, parce que les forces qui agissent
lui, si petites qu’elles soient, en altérent légérement la
e. Aussi désigne-t-on souventles systémes invariables sous
om de solides géométriques, par opposition aux solides natu-
s dont I'invariabilité n'est pas absolue. Un systéme inva-
ble n’est, aprés tout, qu'une conception de
_I‘it, et 'on n’en rencontre point dans les
cations.
apposons qu'un sysléme invariable soit
posé de n points distincts. Prenons parmi
7 poinis trois points particuliers A, B, G,
en ligne droite. Les distances AB, BC, AC,
ont des quantilés constantes, que lon peut _
Pposer connues. Pour définir la position occupée dans le
Sléme par I'un quelconque, M, desn — 3 aulres points, on
nnera les trois distances MA, MB, MC, de ce point aux trois
ints A, B et . La position effecuve du point M reste encore
Igué avec ces données; car les distances MA, MB, MG, con-
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me point G, dont 1

t connues, est assu

pLs SY

i, e {roisit es distances CA,

viennent ¢oalem e : 5
galementau point W', syméirique de pp o

a
jelti a se trouver

au plan ABC. La posilion relati
D a posilion relalive des n points

tiéremenl! définie, sauf ce i .
trois distances AB,, Bcl,f Xg[ [gua;:zlsbié,r“_llc, si'on do:lln nts fixes son : oo o
2%les trois disfances a A, 2B et i éolds COlés du trigpeps onférence de cer:,:le qg;grzz?lrfge o s p:)ur i
Le nombre des données nécessai;es » des n .“—'?’aulres te, il B i o uneue dspneesh g0 £
sy:ttme de n points est done égal & pour définir 1y form ce I;:m;;es;:)ti I(i(t)ncnsc;qa A
X:Teﬂ 1;: plan mené parallélement & YOZ, & une

alement deux

5+5><(n—-5], B
e origine. Il y aura encore 1¢t génér

ou hien & 3n — 6,
e sil’on fait

123. Cherchon i .
4. ons ensuite le nombre d iti :
islmres pour définir la position d’un s t‘e COPdltlons )
£ ysléme invariable
Prenons enco i i . |
: re trois poinfs A, B
lien dn o 2 C, du syste h
dgs e ::lirollte : Ia.pOSI.[IOIl du sys{(':me,ser’a entig:éfnme, ;
que les trois points A, B et ¢ seront connus ;;]t d
; On pe!n rapporler la positig
ces poinls a trois plans rect
laires XO0Y, YOZ, Z0X ; soien
L?ie.mp](.:‘, a,b, ¢ les projectio |
trois points surl'un,X0Y, desp
coE)rd onnés. La position du pre.
3 point A sera connue par les
ooyis coo_rdonnées z, Y, % de ce points
Sen __ DPosition du sec ‘est |
2 POiir;!Ilgu errtlen[arbltrmre; car, la dislancg?ﬁ; éli’ I:gSt "
- b se trouve sur une : 5 i
0 S _ sphére décrite du poi
i st 1 o 1 i
‘ 5 coordonndes d d poi
T b u second point B
Iy s e e A ponition, de point & dua e
Iintersection c?gl;nsnie. % du poin B ’en déduira en Eherc'
e phere avec la droj ¢ i
A ! a droite men
llioints Is:nlznt 2 OZ. Gette droite coupe la f;h%il’zlg’f?
b cm,]d“i point B ch_erché est 'un ou l’aut;e de ces poill
= (])]ns dparhculu‘ares de la question que ’on trazfreli
elle des deux solutions qu’on doit adopter -

8, la position du systéme est délerminé

oordonnécs, T, ¥, % du point A,
coordonnées, Tys Yy» du point B,
s coordonnées, &,, du point G,

en toul six conditions.
ait de méme que la position d’une figure invaria-

ur un plan, ou plus généralement sur une sur-
ferminée quand on fixe la posilion de deux de ses
i exige trois condilions, et que 0

es condilions nécessaires pour

wosilions relatives de n points for-

ure invariable située sur un plan

urface est égal & 2n — 3 : savoir &4

B de deux points A et B pris dans Flea
les deux distances MA, MB, de chacun des n — 2
& & ces deux-la : en tout 1 +2 (n—2)=2n—3.
mouvement d’un systéme invariable dans I'es-
8lre enticrement défini par six équations dis-

ations par exemple définiront le mouvement du
donnant les coordonnées x, y et z de ce point en
: ‘,ﬁamps t;
ations définiront le mouvement du point B, en fai-
€ ses coordonnées x, et y,;

?:lsﬂn définira le mouvement du point C, en don-
sse .

®
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anslation, siles trajectoires AB, 4, B,, A, B,,

188 'STH:
SYSTEMES INVARIABLES,

On reconnaitrai
nnaitrait de mé
invariable sur une surf?c?;e qlue le mouvement, qupg 4 {
ace peul étre défipg A i une ir
gt équ o tions paralléles entre elles d’une seule et méme

¢ trois posi
courbe-
~Aun
pajectoires
‘gl lrans
{riangle MP
cotes. La courbe

courbe AD dép!

1 & MN; on a donc & la foi
de méme que arc PP’ = arc MM,

e triangle MI'N' a ses cotes respectivement paralléles &
ceux du {riangle MPN. 1l en serait de méme de tous les
~ {riangles formes en joignant dans le sysléme trois points non
“en ligne droile; de sorte que, dans ce genre particulier de
les arcs décrils a la fois par les divers points

et paralléles.

dislinctes au plus.
Il est essentiel @’
eld’observer, 3
,d CCPro

ne d 4 acepropos, que fute 1
: onnent pas une égale liberté any q §les Surfyeg,

cées de se mouvoi , ux figures qui y g
e s uvorr sans altération de forme, 1° Lo ]On

r : !
inﬁnimfntm;l-ltegl des déplacements dans tous les anan N
bgal A’B’ I:l'lelll B pouYan[ élre amend 4 cojncider a\‘s, l;*
droit & Lans eryihe soitla position de celuii. 9° Loyl
ﬁgure;c; ey 1C;£$3131-m permel aussi des déplacemgnltn
ir 3 S
Pare AB, pour étre amei?z? la(rllgl?nte 2 la surface; g
’ : : ns déformation i coines
lari? egilll A'B', doil faire avee les générarartjlon.ﬂ C?.lln cider ay
urface le mé ces reclilie

les Surface?imﬁ aélsle que A’B, 3° Les surfacesde rg:flc?lsuge
il permi tltr; l;lqucs en gépéral, et les surfaces hé]ilc";_.
o Savoir? thue des glissements dans des dif‘eétio
(e € long des parallcles, le log des oén
faces ne peuve ou enfin le long des hélices. 4° Les aut 3
uv : : = res Sur
B frscéesen;t slervf{r de guides aux figures invariubless it
> € 2es lixenl dans Ia position qu'eles OUCUPE?IE

trois points occupent sur ces trois
N, P; & unautre moment, le point
N en N/, et le point P en I';
I'N’ sans altéralion de ses

ertain moment, les
les positions M,
porté en W, le point

N est venu en M
A Iy, n'est, par hypothése, autre chose que

acte parallélement & elle-méme d’une quan-
s W'N' = MN, et arc NN = arc MM'.
En définitive,

On voit

déplacement,

du systéme sont égaux
Si, au lieu de considérer les positions du systéme & deux

‘époques quelconques, nous prenons ces positions & deux épo-

| ques infiniment voisines, le point M décrit, dans intervalle

e (emps infiniment petit qui sépare les deux ¢poques, un élé-
* ment recliligne MM de sa trajectoire AD;
125. On dit qu'un systéme invar: ‘ :it tous les autrfs p?ir{ts NP, décriv‘elni;

a un mouvement de nﬁinﬂz;go:nw;nahle mobiledans I’ b ";EI‘, Nt;:fléﬁlents:'NN JPP; elgaux‘ et para;mll;, es
systéme décriven( SimUItanéml’ orsque fous les points du % E : en résulte que les vtteilses de olus

enl des portions de trajectoires. M jrf 0;?;:;, ééfzgsli;;fa:{z;zj:t ;a:gllizslefi-

: ] L T £ i 1es,

- arce qu'elles ont pour directions les

, }irections des éléments MM/, PP, NN'...;

‘gales, parce qu'elles expriment le rapport de l'espace par-
~ Couru MM/, NN, PTY, qui est le méme pour tous les points, &
lintervalle de temps dt employé par le corps & passer de la
- Premicre position & la seconde.

EIOUVE“EN]S SIM) YSTEM
b PLES DES SYS £ S INV
ALLLS. TRANSLATION. 8

La position dy systémei une époque

Eal;ekor']q.ue est entiérement définie par

: BnIiI;?ISlgon-s de n:ois de ses poinis non

Soit’ AB I 1 SoientM, N}, cespoints. =

Fig. 121, A/ B lat a trajectoire du point M,

A: ﬁ lafill{efltmr? du second point N,

non en ligne droite avec leg (jeux przi{;:;);I:eledumtjs?lasif:? dIl)l’ k
. e
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159
RQTATION-

. ot @ Uaxe
fs du systeme perpendiculairémet ’
poinds ¢
eux P

on H T 31 & \IP un
ATION. r

iy 't, le second
mier 143 ant un lemps df trés court, 1

Lag pelit Pe“d cercle NQ ce méme angle
il le plan du

gerira dans
126. Le sceond mouveme

le mouvement de rotation.

nt simple d’un systéme soi
Supposons le systéme lié invariabl

da é&me pour
ire —. sera lam

-t que la vitesse “”Qulmw dt la vitesse

ie ‘ rolation, Lo

ement 3 " _ons. Donc, dans le mmtﬂe;]wntii ’aoit(n méjme instant
4 une drojga 270NS- ? - de 1 axe :
G . : o y : ! nt autout
AB, qui sera V'aze de rotation; si 'on abaisse d'un geg pa de chaque POt ts du systéme. o o T
mobiles M une perpendiculaire MP sup. our tous les pout int M g'obtiendra en divisant pa
le mouvement du systime laisse coné‘ ' o tindaire A0 D0
cette longueur MP. Le lieu décri par le

< ercle cor-
it décrit par le poinLM : or{:et ?;gsdf ;Za SN
petl aaal A da. Appe
est done une circonférence, dont Je centy ‘I:m angle au A
esl situé sur I'axe AB, et dont le

Gyl le
. ; are dacril par le
1 nt évalué en pariies du 3 On,liln?':‘\irc du point M

: i plan e r suile la vilesse d
perpendiculaire a cet axe. Un autre point N era rdz, ¢t P de 1a vitesse angulaire com-

\ - s ) i 3 i 1 av =}
B sysléme décrit une seconde circonférence, dg ‘_I_?Xfr: est le produitde

Fle s le plan est per ' '

pendiculaire & AB, et dong
jection du point N sur Paxe. Pag
point P, menons PN,, égale et parallcle & QN. Joignons
et NM. La droite QN élant perpendiculaire 3 I'axe
paralléle & ON, est aussi perpendicul
au plan du cercle décrit par le point

. » Paxe du
. distance a l'axe
centre est un point Q, pro points du systéme par la d1

5 imcaire d'un
i esse lindaire d
, rolation, la vil :
‘ wvement de 1 : Fodies
lans ledm; de la vitesse angulaire com?mtm? L;am. >
o et le ce poinl & :
: ; - Ju distance de ) s
steme, par 1o ; N ¢me tnstant,
:%né“i";s Idg deug points, & wn ™ i:?;fca de ?’Ut’atéon‘
elles qux distances de ces points & ¢ i
X éme instanl, les vilesses linéalr g
m : ~
'1'1r‘;l I:;01‘15'3 solide anim¢ d'un mou\emer;;h‘es it
1 : 3N 50
dgales et parallcles, ct les "13%585 aﬁ?gment de rota-
E - » r 0
' nimé d’un mouve iy
s d'un corps sphde a e esse linbuire
ur d'un cerlain axe sont cgd m’ant o g
d point particulier du systome tout o e
i I Nl o ostho el A la distance de ce point & axe, el sa weore avec le
est aussi le troisiéme ¢oté d’un trian PR e, e e
PN.M, dans lequel les eotis PM et PN, =N reslent constan roil,

g . s I’axe de rolation.
, : baissé du point perpendxculalrcment alax
et, comme il est constant lui-méme, I'angle MPN, reste con ‘
stant aussi,

aire 4 AB, et appdrl
M. Mais NN, est éga
paralléle & PQ, coté opposé du parallélogramme QPN,N. D
NN, est perpendiculaire au plan de ce cercle, el par su
a la droite NM qui passe par son pied dans ce plan. Le tri

gle MNN, est par conséquent rectangle en N,. Le coté NN, d
angle droit n'est pas altéré par le déplacement du soli
puisqu’il est constamment ¢gald PQ. L’hypoténuse NM nel’
pas non plus, puisque la distance des poinis N et M est sup
sce invariable; donc le troisi¢me cote M
le mouvement. Or MY,

Done, enfin, dans le mouvement de rotation d’un systeme solide

t pas, Vangle
elle gngle de deux divections qui ne @ S et
autour d'un aze AB, Fangle NDN, de deus rayons MP, NQ»

3 . méme

. : jons par unl ;
© denx droites mences parallélement a ces direct ‘
Lespace.
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DEPLACEMENT ELEMENTAIRE

MOUVEMEN D
UVEMENT ELEMENTAIRE D,UN L) CTE\IE INVARTAB
YSTE) NVARTABLE.

127 e r
27. On appelle mowvement élémentaire d'un systéme sl |
CIne solige

le mouy .
ement que ce systéme subit pendant un temps j i
nfj.

niment pelit dt; dans cet i
M décri 9 intervalle de temps, cha 18
sor?ewlziw ul} elemeﬂ.t rectiligne MM’ sur SE ’tra';g[u? Poing
S)fsiérr(fe;;l on considére les positions de tous lJes 2?9’ dej
dire que‘ch.commen_cement et a la fin du temps dt 01131 - 3
cet inter\'alfeqlzi?) 1101111 . ?u Sithe aun Pﬂrcou;u PEIJ]I?;;::\
j0i : cmps, la droile infinimen B 1
Joint lapremiére position M de ce St iwpi:fngm' quilf

Sae e posi-

tion M.

l I}
dCC“”]]]UQeI‘ ].e motiv lt h ( 6 y ime en :

solide & des m

: ouvemen(s simultané

tio simultanés de rotali

n, telsque nous venons de les définir Allon el (ol

LEMIE SUR LE DEPL! 2 A L -
LACEMENT ELEMENTAIL E D UNE DROITE
E
NTA N i

1928. S
- doient AB, A'B’
. : ) deux positi i
e e 7,; e posilions successives infiniment
obile; duns le mowvement élémentaire
o B i ¢ ]
M’?"" ;1_3“ améne la droite AB dans la posi-
: ] ion A'B » chaque point M décrit un élé-
ment recliligne MM’ ; el &, si pour
un point particuli i
pownt particulier M, le chemin élé-

1

]
i
A 0l N B
Fig. 124.

laire & la droite AB, le chemin élé i

atcgﬁej;ziz;; sera aussi per;z;:;ciﬁ:z}'jzl;a;é ph uni

ok Enii lavflrm[e AB le point N qui, dansle moﬂ‘v‘e"

A Pmm‘jre ;urlzlfgt occuper la position N'. 11 suffit Pour'
» & parlir du point M, une longueur

__)¥. Ot on P

AB un angle infinim

En d’antres termes, g
¢ trajectoire norma

oite met apasser de la position

¢ ¢lementaire N

mentaire décri I i '
éeril MM est perpendicu-

1

~ Appelons o et v’ les vilesses g el b
. ; dt dt

e~

D'UNE DROITE. 191

qu meéme résultat en abaissant du

re N'Nsur AB; en effet, la droite
onc MN est la projec-

aryient
diculal

ot N une perpen ‘
¢ ost normale & AB par hypothese ; .d = :

- sur la direction AB, de la droite WN', laquelle fait
: e ces deux droiles

ent pelif, puisqu

osill infini rines d'une méme droite
deux posifions infiniment vo1sINes .
le. DUE?'(Q 61) 1a difference entre M'N’ et MN est un infi-
nt petit du second ordre, et 'on a par conséquent & la

e MY -__'—.'.E(_’N', .
déplaéeliienl; NN’ du point N est donc normal 4 la droite
une droite mobile déerit

wand un point &
cctoires de tous les

le & sa direction, les raj
normales @ cette direction.
¢ le temps infiniment petit que la
AD & la position A'B (fig- 124),
seront représentées par

es points sonl aussi
99. 8i Yon appelle d

yitesses des points M et N

i M NN/
- dE It

N est indépendant de P'are MM, et par

te la grandeur de la vilesse du o ¥
nt N reste indéterminee quand on e
. ) . e |
ne la vitesse du point M. 2 7
A M om i) n B

i, au contraire, les chemins MV, e
7, déorits par les points M et N, ne i

t pas nOFMAaux 2 la direction AB (fig. 123), les vitesses si-
1lfanées de ces deux points sont lices entre elles par une
ation mécessaire. Projelons en effct M'N' en mn, sur la
\ ection AB. Nous aurons

mn = 5= NN,

par suite

Mm = Nn.

17

A , et g et ¢ les an-



192 CENTRE INSTANTAN

gles W'MB, N'NB de leurs direclions ayee 1
aura entrev et o’ la relation

193
DE ROTATION.

iére, 1l
| . ui correspond dans la premle[rle,‘
i A’C. Si au contraire on regarde il,
G ‘i‘l la droite AB, il fait parlie de la
osition, et par suile il y a dans la
. iere ) : : g ; ey
Pregn la I;“irrure un point E qui lui co e

. a fig ; :
- ’ehi'endra en prenant sur le prolonofzq :
£ semept
g 1}3’]3—_]3(}. Nous aurons en définitive
— QEL
. ilieux Iet K de ces deux droites egayled
e ints deux perpendiculaires 10, KO,
: gs points 3 ! i '
i eﬁ (z)itel; AB, A’B’. Le point O, ¢galement
3 ! 1 b
Fl!as'n’ts D, C, E, sera le centre d’une cxrconf&,t
is pol 5 ‘ ;
o ces 1rz)is points. Les cordes CD, CE eta(ril
1 oo i
s ntre DOC, COE sont aussi égaux, de
e e, prise dans sa premiére
il'on fail tourner la figure, prise ! DO
diculaire & son plan
d'un axe perpen !
o 1 ifasse décrire 'angle DOC, on amé-
ui '
| le point D & coincider avec le
te rofation unique le p

A drojge
VCOS g = v’ cos ¢,

i |
LF en fonetion des ang
trajectoires des points M et N avec ]a direction AB.

qui fait connaitre le rappor

Cette équation laisse indéterminé le rapport ¥

l'angle o est droit, car alors ¢

estaussi drojt
réduisent tous deux 3 zéro.

» el les cosip

MOUVENENT D’UNE FIGURE PLANE DANS SON PLAN,

INSTANTANE.

130. Lorsquune figure invarigble planesemeyy
on peut toujours amener ceite figure d'une de geg posi

Soe ik int Ii ; cette rota-
g ; y . 9 ncider avec le point I ;
une aulre position par une rotation unique autour d'upe g o

la premiére posilion
perpendiculaire au plan, : L E
La position de la figure dans son plan est entigr _

ement d
nie par les posilions particuliéres de deux de ses poi
Prenons done deux points A ef B
la figure dans sa premiére po.
et soient A’ el B’ ce que devien:
ces mémes points dans la seco
position de la figure. Nous a
AB=A'B’, et si nous menons
droites indéfinies AB, A'B/, 1o

— Sil'on considére denx points A, A’, qui Sj co;";
[ dans les deux positions de la figure, ]elpomz ¥ Pin
utour de I'axe 0, vientse placer en A aprff)s n\c 1;
de cercle ayant le point O pour c’entre. 0
alement distant des points A et A’ ;
pour tous les points de la figure plape, de ?OE e
noncer le théoreme de la maniére su1va-nt.e‘. es
es élevées au miliew des droites AN qui joagnegt
s d'un méme point, concourent en un nwmcp.omtf .
iter que langle AOA’ est le méme quels que sotent les

» Viendront occuper les pi
oile indéfinie AR, lorsque la fi
miére position 4 la seconde. Ces
S¢ coupent généralement en un ce
point G, qui peut dtre considérs deux points’ de
Si on le regarde comme appartenant 4 la croite A,
un point de la figure dans sa scconde position, et

corrgspondants de la dr gire. — Supposons que les deux positions de la
mo!.nle Passe de la pre nfiniment voisines 'une de Pautre. Alors C.ha—
droiles AB, A, 6ﬂes AN, qui joignent deux positions successives
chées A et A’ d'un méme point de la figure m'Ohlle'
¢ infiniment petit de la trajectoire de ce f.omt; la
LLIGNOY, %
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perpendiculaire ¢levée surle milieu de AA’ devient 3
la normale & la trajectoire, et angle AOA’ egy Pangla
ment petit dont on fait tourner la figure autour qy pﬁf
plutét autour de I'axe projeté en 0. Le déplacemeny c:
est enfin le déplacement élémentaire de la figure, pa la
ce théoréme: :

Quand une figure plane invariable se meut dy
1° les normales élevées & un méme instant aux trajectoips
différents points passent par un méme point O, qu’on ap
GENTRE INSTANTANE DE ROTATION ; 2° pendant un temps trép
la figure tourne d'un angle infiniment petit autour de ce cer
5° les ares déerits pendant un temps trés court par leg
points de la figure sont proportionnels auz distances de
au point 0.

Ce théoréme, I'un des plus importants de la cinématig
peut se démontrer directement de la maniére suivante
s'appuyant sur le lemme établi plus haut (2 128). Soient

C, divers points d’une figure plane invariable qui se dépla

DE ROTATION. 195

jite BF se déplacera normalement & la direction de
leb commun aux deux directions AE, BF, est donc
i Ca;r g'il recevait un déplacement, ce déplacement
iﬁ fois perpendiculaire aux deux droites AL, DF,
t ‘impOSSihle. . |
re tourne donc autour d'un de ses points, et la droite
spmale 4 la trajectoire, CC/, du point C.

' pour définir la position du centre instantané de rota-
ffit de connaitre les directions AA’, BB’ des déplace-
multanés de deux points A ct B de la figure mobile;
ofinir la vitesse angulaire de la figure aulour de ce
| suffit de connailre la vitesse lincaire de l'un des
mobiles. On a en effet, en appelant v la vitesse linéaire

ns son |

14l

ces !.:A

r

. AN : A
A, oule rapport e ef w la vitesse angulaire de la

wtour do point 0,

v
dans son plan. =
Soient A, B, €/, les positions de ¢ i g
es poinis au bout . ’ ; : . 6 e
temps df infiniment petit, de sorte que AA’, BB, G, so = dt AnpeiptiBataniarSdpings pat EAIEE
leurs déplacements élémentaires simultancs. 4 : i
Elevons au point A dans le plan de figure une droite AE v=ux0b= vﬁ;m}‘

pendiculaire & I'¢lément A/, et imaginons que celle drol
soitentrainée dans le mouvement de la figure mobile.

En vertu du lemme, tout point de la droite AE subira, da
ce mouvement, un déplacement ng:

Dans tout ce qui préceéde, nous avons supposé qu’il
t d’une figure plane; il est facile de voir que les mémes
nees 8’ appliquent & un solide invariable lorsqu’il semeut

—tr mal & la direction de cette droite; ca ment & un plan fize ; desorte que on peut dire plus
B Iun de ses points, A, recoit un d ment :
/ \'13-' placcment AA” normal & cette di wement élémentaire d'un solide qui se meut paralléle-
A A tior}. ) Lun plan fize est une rotation instantanée autour d'un axe
. ./ ic_ Llevons de méme au point B, dam icf*‘?“i"e & ce plan.
/E le plan de la figure, une normale Position de l'axe se délerminera en cherchant le centre
Tig, 121 au déplacement BB, et considérons tang de rotation de I'une des figures planes obtenues en

A0t le solide par un plan paralléle au plan fixe. Cette
€ plane ne sortant pas de son plan par suite du mouve-

la droite BF comme liée invariable
ment & la figure et entrainée par son mouyement, Tout poin!
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DE ROTATION. 107

altanées des trois poinis A, B, C, sont pro-

04, 0B, OC.

prenons le mécanisme employé

le nom de {ransmission par

n}ent dg solide, subil une rotation infinimeny
d un'pomt 0 de son plan. Le solide entier subit g i1
rotation autour de I'axe éleyé par le point onc
rement au plan fixe. Perpey

sim
 qux longueurs
- second exemple,

shines & vapeur sous

- a se déplacer le long de la droite

APPLICATIONS GL:‘O\]]":'I‘RIQUI‘:; G ( . N
g e CGNS } ! j i
TRUCTIOR DES TA eSt aSSUJ U,l.

SN R j}est assujetti & se mou- o
=i SUNGIEE i ) sirconférence
d 154. Lorsqu'une figure plane de forme invarighla o - L‘lrf% de cette
t 'llls Sqn Pl l?s nornzales élevées & un méme ing i POITIAB est con-
rajecloires des différents points decelte figure pass Ja longueur - =E
) ; . ; D sen b 2
méme point O,. cenlre instantané dy mouvement e ; v F/\\"Q
¢lémentaire. Sidonc on pent r e sente la biclle, BF la ma- ¢ ] %
peut construire les normales st le centre de Larbre de Fie, 190
e g Fig, 1290,

oint A est la téte de la
n qui recoit dans le cylindre un mouvement al-
point B est le bouton de la manivelle. .
B décrivant une circonférence, le centre nstan-
bielle est situé quelque part sur le rayon FB
car ce rayon est normal & la circonférence. Le
ntané appartient de plus & une perpendiculaire
nt A sur la droile FX, trajectoire du point A. Done
Uintersection de ces deux droites, et lanormale
erit par un point de AB s'obticndra en joignant ce
mt 0.
es simullanées du point B et du point A sont entre
les distances OB et OA. Si v est la vitesse lincaire
4, cesi-i-dire du piston, et V la vitesse linéaire du
lamanivelle, nous aurons

j‘ectoires de deux poinis A gf
figure, Vintersection de g
normales délerminera 1g P
ct on aura la normale  Ja
toire d’un troisicme point G
gnant CO, :

.S;Jit, par exemple (fig. 12
Iriangle ABC, de forme con
t%ui s; meut dans Ie plan du
de ftelle seri :
mels A et B glissent respeclivement sﬁrqc?;uicf’lri?
LX, LY;‘le point C déerit dans ce mouvement une certe
courbe, a laquelle on Propose de mener une tangente.

On observera que la trajecloire du point A élt;lnt I d
L?, la normale & la trajectoire est 1a perpendiculaire
vee au point A sur cette droite; de mame Ia uormali;
Jectoire du point B est Ia perpendiculaire, B0, élevée en:
la droile LX. Le point O est le centre aut:Jur ’duqucl la
tourne. l?endant un temps infiniment petil quand elle pa
s position ABC & une position infiniment voisine. Da
mouvement, le point G décrit uy ¢lément normal a 0
obtiendra done 1a tangente & la courbe décrite par le poig
tn menantune droite CD perpendiculaire 4 OC, i

Fig. 128,

v

e
£J

(=
-

v
int F, menons FK perpendiculaire & I'X, et prolon-
Jusqu’a la renconire de FK. Les triangles BFK, BOA
ahIES, et par suile

0B _ FB
0A TR
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DE ROTATION.
Jdeviennent tous égaux, 1?1‘5(1“33301;3?3?1;
! » de toute limite; tous les points ont. DA T
oit a4 eligale limite ou vraievaleur dug?o{}u:fejusqu’i’l‘
 linéaire cgie, définiment landis que o dimin
equel OA croit 1

. > S SU=
- 1a conchoide. — Une droite mobile est as

te O o MV enconlre
5 Tange:lanﬂentcaune courbe donnée MN; ellBTi g
; r : : orte
i urh{-‘? PQ; A partir de ce point, on p
une ¢o

te une longueur constante AB. La conchoide (généralisce)
(e g .
. 7 Poil‘mrgc(%lgz);igure invariable, Puisque sa 10:11-
; dmlteoilsgtar?fe; le point de contact G, interscction de
prpeosstiteions succcssi\'(')s de la
ite BC, peutétre recardécomme
A cette figure pendant un lemps
piment petit. Son dépla.cemfmt
ffectue suivant la direclion
1e de la droite AD, et par suite
s centre instantané de la ﬁgmrf1 o
) B btiendra en élevant en A et L les
L . § ; sourhes PQ et MN . La normale aulicu du

CENTRE INSTANTANE

Done

p e systémes
F

FK*

=]

2| -

Mais le point B, considéré comme appartenant j la
velle IFB, tourne autour du point O avec une certaing
angulaire w, et sa vitesse linéaire V est égale ay pp
FB><w. Remplacant V par celte valeur dans I'équaigp ¢
cédenle, et supprimant le facteur commun FB, il vieny °

v=IK >< o, .
relation entre la vitesse linéuire p du piston et ]
laire w de Varbre de rotation. Si la vitesse o
ment constante, la vilesse v du piston varie proportionne]j;
ment & la longueur FK; elle est nulle quand FE egt
cest-i-dire quand les trois points A, B et F sont ep
droite, ou quand la manivelle Dasse aux points morts (fig.4

a vilesse'g
est sensipl

)|

Fig. 151,

normales AO, C.O aux
point B est la droite OB.

Fig. 130.

clle est maximum quand FK est maximum, c’est-a-dire quand
la manivelle TB est perpendiculaire 4 FA. A ce moment, le
point O est donné par Pintersection de deux droites paralléles
F,B, A, 0, et se trouve infiniment ¢loigné ; las
lanée se change alors en translation ;
la bielle A, B, ont a cet instant des vite
la droite AF.

En général, Ia translation peut élre regardée comme une
rotation infiniment petite autour d'un
Toutes les normales élevées sjmyly

. DESCRIPTION DE L'ELLIPSE AU MOYEN D'UN MOUVEMENT CONTINU.
157, Soient acl b les demi- \

xes de U'ellipse;

le centre de Tellipse, OX

direction du grand axe, OY, .
perpendiculaire a 0X, la diree-

tion du petit axe.

* Par le point 0, menons une
droite qucleonque OM, et pre-

"otalion insta ;
car tous les points de

3

sses cgales, parallélesd

axe infinjment éloigné.f
anément sur les trajectoires

Fig. 152

i . e . non droite une lon-

des différents points de la figure, concourant en un point in- T CGHZ_HJ . S O ¢« —b
) " 2 » k) IS B . z 1 g PR

finiment ¢éloigné, sont paraliéles ; les ¢cléments de trajectoires - §ueur OM— g el une aulre longu 2

sont done aussi paralléles: de plus les produits 0A >< v, des

L P | : I'i
5 5 = ; on c"dl a ONa dBC
. N me centre avee un ray S
distances de chaque point par la vilesse angulaire commune Du point N comme :




DE L’ELLIPSE. ~apt
s termes de la proportion étan-t constants, le
i. Le point R déerit une ellipse sem}alahle
S?ie point P, et semblablement placce par
0. Les normales & ces ellipses aux pOl};ltS R
Jone paralléles. Par le point L élevons sur 0X une
son’.c & LS, qui coupe OM en S; nous aurons
endwuu(l)lée et 1; point 3, interseclion dcs‘normales 0S et
NL:~ w: licnes décriltes par les exlrémltésl.\l et L de la
mBHBEb'?uﬁL Dcst le centre instantanc de roiam?n de cetie
:e (I; f}’)]:?)e Pm’" suite, la droite RS est la normale a la courhe
rolle 2).

a Velli lécrite par le
point R. La normale & lellipse deécr pu(,le

trois dernier
jer l'est aus
Lolle que decrl
ort au centre

nous aurons NL—0N. Joignons NI, elachevons le para]
gramme LNMP, en menant par L et M ds paralléles 3 NL,
Je dis que le point P appartient a I’ellige cherchee, .
En effet, prolongeons MP Jusqu’i larnconire des axes )
OY aux points X et Y; nous aurons, i cuse des parallg]ag M
NL, la proportion 3
i o
Ni 0N
Or NL=0N par construction; done)IX=0)I. P
quent le point M est le milieu de la drilo XY, et cetle droj
double de la droite constante MO, a unebngueur constang
égale & ¢+ b. Le point P, silug 3 up distance constang
MP=NO0, du milicu M de XY, est fivsur cetie droite
lieu des points P peut donc éire considré comme le liey des
positions d’un point particulier d’une duite de grandeur cor
stante XY, dont les deux extrémifes glisent sur les deux axes
reclangulaires OX, 0Y. On sait que ce lien est une ellipse, etil
est facile de voir que cette ellipse a pourdemi grand axe a, ef
pour demi petit axe p. -
Dans la pratique, on réalisera le paralliheramme NMPL avee
qualrercgles articulées, dont Pune sera rolongée d’une quan-
tité NO=NL; il suffira de maintenir lepoint O par un pivob
& la rencontre des axes, et de faire glisserle sommet L 1e long
de OX, pour qu'un crayon place & Partiolation P trace el
lipse; celte consiruction sera plus commide que I'emploi de
la droite mobile XY parce qu’elle exige mins d’espace. Ellea
un auntre avantage, c’est de donner Imméiatement le tracé
lamormale en chaque point de Ia courbe, el de permetire de-
fracer du méme mouvement conting un courbe paralléle Bf'
équidistante. K
Menons Ia droite OP, qui coupe LN en I je dis d’abord que
le point R est fixe sur le eoté NI, Fin effel, les {riangles sem- :
blables ONR, OMP donnen: Ia proportion

NR _ ON.
e o’

ite par le : [
;t;};’ohticndm done en menant par ce point une para

p « 1'
ela ét nts renons albht‘(‘lll E,‘ITIB K =

—b__a—0b
NP 3< ON S5y ko le—bi
o NP >< 02 P A K E=g—
MR <K= — o — XK= — 2 a+ b

e 2_

> K,

¢ le prolongement de LP, & partir du méme point P, une
. Tl / arallclo-
iE PV — NS >< K = 5 >< K; achevons le p

mme OPVZ dont les cités seront constn}lts; 1‘1 (ilﬂgl{),?;;ill{)zi
eparallélogrammesera parallele aRS. En cﬂ?ls }‘iscén (?iri-
et RNS ayant deux cotés parall&lcsphacun a4 CH :té -
ans le méme sens cl proportionnels, le tr?ESILmO co
n est paralléle au troisicme ¢Ol¢ B$ de aulre. tp
¢ PZ est lanormale & Pellipse décrite par le poln P.QVZ
longueur PZ de la diagonale du para}lclgg11a}1?;1}e e
mesure que le parallélogramme se déforme : 1 tauin]zée
quent que la régle PZ, tout en élant fOI;temenlqltjionZ
point P, puisse couler sans résistance danﬁs 1 articu i’ utm,
Pempéche seulement de dévier d'un 001‘? ou d? 8 (6 ;
It décrire une courhe équidistante & Uellipse, il suI ga
ie fixer sur la régle PZ un crayon I a une distance PI du
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e (S,
GTES SONT DONNE
; \T QUATRE COTE y en
202 NAXINUM DU QUADRILATERE : g remiére surface & la scconde 2
i : i Uinterval ‘on v i n passe de 1a P hant le triangle OAD',
pomt P, éaale & Iintervalle quon veut laissep entre Jag et en relranc

" courhes,

La construction qui vient d’¢tre indiquée convie
au tracé des ellipses sur Jes chantiers de consfry

'iangle oD
angles doiven §
surf. (OAD) — surf. (0DC). : i

esure la moitié du produl ’
im[‘ﬂ;?' de méme le triangle ODC’ a

t étre égaux :

anole OAB' a p

anB;r sa hauteu

re 0D >< (. Donc
2

fasse un angle droj( avee la direction de celte rpg 0A>< BB = 0D < CC.

t ] | | s Itl I | ' mins HI} CG dé [}I.ts Ileﬂ(]ﬂnt le méme ’Lemps Pﬁ[
| t r | ; 1 ,II | lt | | ‘, ’, [ i i le BC sont enfre
! | C d’une méme ﬁgure mvaria 5

B et v ll

I 1 i t I'Ota-

MAXIMUM DU QUADRILATERE; CONSTRUIT SUR QUATRE cdriis DONNES,

138. Soit ABCD 16 plus grand des quadrilatéres qu’on’ ; les quatre points A, B, C, D, sont sur

puisse construire avec qualre cotés donnes, O pourra défor. e qui montre' " 1 :
Mer ces quadrilatéres en laissant fixes Jos deux sommets A et méme circonferef_l;le-\ e qulon puisse construire avec qutr-e
D, et en faisant Pivoler le contour ARCD autour des articula- R grads ; atf:adiiiatéf ¢ inscriptible. On en dédul-
- - tions A, B, Cer . Considé i . donc, ] qde cercle tracé d’un point a un a.utlre
A tion infiniment voisine de co contour, ilement que . et stre, la plus grande aire possible.

I}/ \\ ABC'D. Le point B 5 parcouru un che- L deperimelre,
a

vy —_— G =_ b: CD ==
: otés AB=ua, B &
Yo min élémentaire BE, normal i AB; % it donnes 1?8 A 1Cue ar les letlires, et proposons
i le point € a parcourn dans le méme R ordrc matquep
£ temps un chemin ¢lémentaire GC’, nor-
4 ® . mala BE. Te centre instantang de la

droite B(; s'obtiendra ep prolongeant
les directions AR, p( JUsqu’a leur rencontre 4y point O; par
conséquent le lriangle OL/(7 st aulre chose que le triangle
G, qui aurait {ourng d’un angle ROB — COC" autour du
point 0,

Le quadrilatére ABCp élant supposg maximum, il y o éaalité,
ux infiniment petifs d’ordre Supérieur prés, enfre I surface
ABCD et Ia surface AB'CD, qui se déduit de Ia premiére par
une altération infinimen; petite. Ajoutons de part et d’autre

les triangles ¢gaux OB( et OBC; nous aurons Pégalité

surf. (0AD) = sypf. (OB’ADCAO),

‘eonstruire avec ges
0lés un quadrilatére
le. On y parviendra
mple géométrie, de la
suivante.
BCD 1e quadrilatére
Menons la diagonale
gle D du quadrilaté]ge Fig. 154
cmentdel’angleB. . e
1S EELGC sur le cﬁlégDG, a partir du point D, u:;l: 11(:[:; i
BC = b, el sur le prolongement de ADFu__ T
BB — . Joignons EF. Nous aurons EF = Ort:'} ‘i
le EDF sera le triangle CBA lui-méme, transp

Fig. 135,




20 QUADRILATERE ;
‘rieurement ay quadrilatére., Pay

deleia AC. Lo point G pourr
En effet Jes D

NSCRIPTIBLE,

le point & men
a Ctre doter
aralléles AG,GE, donnen

ons g
miné sur o cots

t la Proportioy,

LY,
AD T DG

c’est-3-dire Pégalité DG — d~_><_.5.'.
le coté AD est done connue. Op a de plus la proportion

=

‘G _ DE b EG‘ b
B =g | Ohpem -,

o
=

G

de sorte que le rapport des dist
G el I est connu. 1]

tersection de deuy ¢ dont I'une est doey
point D comme cenlre avee DE — 3 pour
Paulre est le liey des points dont les distances

donnés G o I sonf dans le r

ances du point I

n résulle que Jo point E se tr
rconférences,

déterminé, r
construetion ¢
On pour

angle ADC du quadrilalére s’en
lu quadrilatére s’achdve.

rait aussi employer les rol
nales aux ¢otés dans
appelle 2 1a dia
Ia fois

déduit, et Ia

ations qui lient Jog diago-
un quadrilatére inscriptible. $i Pon

gonale AC, et y I'aulre diagonale BD, on a &

TY = ac -+ bd, __ad e

z
¥ ab cd
équations qui suffi
Si ordre des
solutions dislincte

sent pour déterminey o et
cdlés n'élait pas indigué,
$, savoir abed, achd, acdb;

4
il y aurait trois
pour que le pro-

— La position dy point G gy

aux points
ouve 4 I'jn-
ile du
rayon, et donf
aux deux poinls ;

apport-g- Le point E ype fois '_

o 203
BIELLE ET MANIVELLES INEGALES.

i il suffit que le plus
ible, il faut d’ailleurs et il suffit qu i Fmis
P pOtSéSI do;més soit moindre que la somme
cotes
nd des 1
. ilal¢ re colés
P formation d'un quadrilalére dont les qua;lm 5
. r . ) ' X
b Otr dont un scul cdté est fixe, est un e3 ”ES oy
e 3 de mouvement par bielle et par manive
jssion
ani’?c:posons- nous de irogver |
conort des vitesses ang_ulaucs ;
. aPI’Dé des deux manivelles, \“ | oy
ances ' _ : ‘ =
ultan des deux ¢dlés qui abou : / b
g fres fixes LAt g
aux cenire L w
";er'ltnt A et B les projections de o+,
~ Soie o P e
a es paralltles; une mar ’
E . 1 le plan de la v
Ile Ab, mobile dans le p ol
ure, estassujetlie & tourmlzr au %
; l’a;ce A ; une aulre manivelle éc,
e ; : :
jettie i autour e 5
est assujettie a tm.n*.ner e, TR
Jaxe B ; les extrémites « et
1 ; :
un lien rigide ou bielle, ab.

: AI]II ons la HieQSB an l]la!Ie p (& £re

. ¥ de autour
de I'axe A, et «'la vitesse angulaire de la Sec‘orﬂe e
b, = 5 . A .
ut?ur (]33 ées d(;ut vilesses ¢lant prises a un m&'crit T
ell) b so’n déplacement aulour de A, le point b dé
ans -

3 g N AD>< wdt
de cercle infiniment pelit, normal i Ab', (13‘[ Lizin%[ :
5 dt étant la durée infiniment pelite du deplace :

5 s 5 4 Ba>< w'dl.

peli iculaire 4 Ba, el égal a %
;Pet’t, P?rpte(lilélintel;zémre C des diveclions Ab, Ba, est le centr
~ Le poin
b e

llS| 2 S & 1 |“hil(’: tb.

g i ; mun de rota-
-~ distances bC, a(l, de ces poinls au ce11tte'ct0érr1:w e 1o T

tion, on ohtiendra la vitesse angulaire du sys .
i b

2 o ar suite on a
divisions doivent donner le méme résultat, et p
Pégalita

Ab><w BaXAOJ"
W e
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d’outt on déduit

UNE MOBILE DE FORME
o Abx<Ca . oppE DES POSITIONS SUCCESSIVES D UNE LIGNE
o (b>Ba’ EL0

CONSTANTE.
Prolongeons la direction de Ia bielle Jusqu'd sa renconpn
en ¢ avec la droite passant par les centres A el B. Le Lriang],

ABC a ses trois colés rencontrés par la transversale bae,
qui donne I'¢galité ,

considération du cenlre instantané de rotatmn. Peut
5 déterminer le point ot se coupent deux posrltlons
infiniment voisines d’une ligne qui se déplace

40. La
T aussl
cessives :
3 le forme. e ;

s changer (e ¢ e Al voisines d'une
Soient MN, NN, deux positions infiniment

) licne dans. son plan. Soit AA" le chem'i‘n décrit
émeﬂ pgint A de la ligne pour aller de sa premiére posi-
ar u g LEU8 I :

on A & sa seconde A’ ; soit BB'leche N

5 o poi . Le
gin décrit par un autre point B /“(/
fox r ] o
tre inslantané O s'obtiendra cn g - 13_\7&5.
% g L=
evant les droites AO, BO, normales = 0
A, BB, et en cherchant leur in- =
| L » e > : .
Be des signes convenables ersection 0. Joignons le point 0 a }Jn \ /
roite AB, et que les vitesses 1 int quelconque G de. la p're‘mluie 0
e considérées comme ayanf sition de la ligne mobile. Sl'la;g e Ve
ilraires, suivant qu'elles cor- rayon OC avec la courbe prise a“i Fig. 130.
¢ : \ icu, le déplacemen ;
e s ondans (ol : b tcg F :;Z';L‘:a,dc la I1)=otali0n de la figure, s'opérera de
oin ar ) : L R
Eiére é, a?mener ce point en (" d'un certain coté de M[N, au
: . Le contraire
lela de MN par rapport au point 0, par exemple vLel: fronen
vera pour un aulre point D, si Vangle de 0D ”}:ec G cé
= . o
se dans le méme sens, est obtus au lieu d’élre «‘.115.11; 4
oint passera en D', en dech de MN par rapport au pmimir‘l
e la courbe M'N' coupe la courbe M'N en un ceCh(He
t compris entre les points C et 5 d’ot Fon preaj-[if;]?l'lnﬂni—
le point de rencontre des deux posilions MY, Lb : 1.18 du
enl voisines, est le pied, P, de la r-lm’:n}ale . :S]Si(é o
Pomnt 0 sur la courhe. Ce point P, 00n51dcr‘f EpIng: i
urhe, se déplace suivant la courbe elle-méme par .
i ; Ry 11 déeri a
@ rotation instanlance, et I'élément qu'il décrit app
‘une ligne tangente a la courhe MN.

Ab>< Ca><Te
Cb>< Ba>< Ac

done

Le rapport des vilesses angulaires est ainsi égal au rapport
des segments Ae, D, interceptés sur la ligne des centres par
la direction de la bielle. La formule est géncrale, pourva que -
Uon attribue aux segments Ac,
d’aprés le sens qu'ils ont sur Ia d
angulaires o, o' soient de mom
le méme signe ou des signes cor
respondent & des rotations dans 1
opposés,

Lorsque les deux manivelles sont égales, et que la biclle ab
a une longucur égale 4 la distance AR des centres, la droite ab
peut resler constamment parallele 3 AB, et le point ¢ se perd g
a I'infini, La formule donne alors 1

ce qu’il est facile de reconnailre direclement, Telle est la -';
transmission par bielle d’accouplement, que T'on emploie pour

rattacher I'une & Pautre les royes motrices d’'une locomo-
live.
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¢crivant et le point de conlact G de cette cir-

once avee la droite AB, est ¢gal & la longueur CE

<e, sur celle droite, entre le point C et le point de dé-
)

de la cycloide.
osons-nous de mener la fangente & la cycloide au

s P

Par exemple, faisons glisser une droite AB, de longuey i
stante, dans P'angle droit formé par deux droites fix
CY. A un instant parlicilier, le centre instantang eds
droile AB est le point 0, intersection des normales A0 EB '
aux trajectoires des points A et f}
pointP, pied de la perpendiculaire aha’i
| du point O sur AB est un point du Jjey )

pri

arvenir, remplacons le cerele OCG par un polygone

Al 0 . . . (
Jﬁ‘/ j :;:;ﬁtsgztr?lns suc]c'esswes de la droite AB tj.@ipgrand nombre de cdtés, et voyons ce qui se passe
I o posilioilsoge( (l::;t tdcd]? courbe envelopyg ge ce polygone roule sans glisser sur la droite AB.
. Charue noint d BiCroty; . olygone vient successivement appliquer ses colés sur la
| . v B (1 ladroite AB décrit ype e AB (fig. 139). Soit ¢d le coté aclucllement en contact;
Fig. 131, cllipse normale & la droife qui joint lg uvement par lequel le poly-

viendra appliquer sur AB le . / f

de A la suite du coté ed, sera g %\\

s rotation autour du point d, L T A
et commun & ces deux colés
gcutifs. On voit done que dans
ouvement de roulement du polygone sur la droite, les
nets successifs du polygone servent, chacun & son tour,
nires de rotation.

sque le nombre des colés du polygone augmente aun
de toute limile, le polygone se confond avec le cercle OC
138); la rolation s'opére toujours autour du sommet du
one qui se trouve actuellement sur la droile AB; ala
, elle s’opire aulour du point G, point de contact du
et de la droite.

droile CF mence du point C au point décrivant est done
male 4 la cycloide au point F, el la tangente & la cy-
€ qui lui est perpendiculaire, s'obticndra en joignant le

point 0 au point décriv: int P,
considéré comme 1ié  Ia fivite 4B; decythlohetth oot
d’ellipse normal & OP, c¢’st-a-dire tangent a4 AD, on elef‘)k
tangent & I'enveloppe des josilions de AB. Les elliptees de'c:;tm‘
par les divers points de la (roite AB sont done toutes tan entes '
& Uenveloppe des positions de celte droite, et ont mémegerwi
l?ppe que cette droite mobilz; ce qui résulte aussi de ce u;'
lfmveloppe des positions de la droile est la limite de laqré ]
gion dl'l p‘lan atteinte par ses différents points, et par suite.
est la limite de la région du plan couverte par le tracé des’f
ellipses que ces points décivent, ou, ce quirevient au méme “
est enveloppe de toutes ces ellipses. ,

Fig. 139.

CYCLOIDE. — MIUVEMENT EPICYCLOIDAL

141. La cycloide est la courhe EF lIG, engendrée parle mou-

T n vement d’un point I d’une au point K, extrémité du diamétre du cercle géncéra-

A circonférenceOC, quiroule s i passe au méme point C.
) sans glisser sur une droiteé - Hla méme raison, la courbe décrite par un point M quel-
Loy, tixe AB, 4 e li¢ au cercle mobile, et entrainé dans son mouvement

glen}ent, apour normale la droite CM. : :
*2. Le méme raisonnement prouverait que quand une
€ mobile P() roule sans glisser sur une courbe fixe AB, 1a

3 * MEC. coLiigyoy. i

Fig. 138. Il résulte de cette géné-
ralion qu'aun instant quel-

conque I’ ) To. i 3 o
que T'are CF, compris, sur Ia circonférence géncratrice,
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+a1e point mobile O, & coincider avec‘le point fixe 0.
. :pmtion Seffectue autour du point 07, avec le-
secot}de 1(l)ors le point 0,. Il sera facile de trouver, par
e _an analogue, le point 0, de la figure mobile qui
‘onsm{(?u?de; m*e?: le centre de rotation 0. Prolon-
9 (f?*m‘(iwnl dans un méme sens les cotés 00, 0’9",...
k- mch point cherché est & une distance du po‘nflt‘OL
;0}0;3-""_ de plus la rotation qui améne 0, sur 0" s'opére
- y it"décrire 4 la figure mobile un angle
r du point 0', et fait decrlre’a". ’O‘\t i
ggal & la somme 0201T1+T0’0 ; c'estee ;3?0" eisl Lo
s désigné tout a I'heure 1331‘ W' Et commg ok
a figure connue 00'0"0™..., Langle T,0,0, s’en deduit pa

210 MOUVEMENT

normle au lien déerit par un point M invariablement
coutls mobile, s’obtient en joignant la position du poj
un certain instant, au point C par Joq
les deux courbes se touchent gy
instant. 9
Le mouvement de roulement gy
courbe plane sur une courbe fixe fpgq
dans son plan prend le nom de g
mentpicycloidal. Lépicycloide est, d’une manitre généry
lignelécrite par un point d’une figure de forme constante g
une turbe roule sans glisser sur une ligne fixe. La cye
est I'picycloide particuliére oblenue en prenant pour Jj
fixe we droite, pour courbe mobile un cercle, et pour pojj
décrinnt un point de la circonférence de ce cercle.

Fig. 140.

Tiolo‘l—: o — TO0".

On pourra done construire le point 0, en faisant Vangle
— o —T0'0", et en prenant 0,0,=00".

- ’ i ii incider avee le

On trouverait de méme le point O; qui ira cmnm” e ']?fo;r()'rr

{ 0", enfaisant au point 0, un angleT,0,0,=0u"— 5

WUVEMENT CONTINU D’UNE FIGURE ILANE DANS SON PLAN.,

14. Le mouvement élémentaire d'une figure plane dans
son jan est une rotation aulour d’un certain point 0,
centr: instantané de rotation. Le mouvement continu de I
figureest donc une suite de rotations infiniment petites, o
'y W' qu'on peut supposer connues, aulour de cent
successifs infiniment voisins, dont la p
tion est supposce donnée sur le plan. ¢

Soient 0, 0/, 0", 0", les centres suce
sifs autour desquels s’opérent ces rolatio
Considérons 'instant on Ja figure mob
pivote autour du point 0. Cette rotatio
ameénera un cerlain point 0, de la figure
coincider avec le cenfre suivant 0; pout
lrouver ce point 0,, il suffit de connailré
Pangle o dont Ia figure tourne autour du
point 0. Mcnons en effet 00, dans une direction qui fasse
avec 0" I'angle 0,00’ =, et prenons 00, = 0(’. De cetlé
constretion il résulle que la rotation o de la figure autour

n prenant 0,0,=0"0". e
e mouvement de la figure mobile peut se‘deﬁmr par
oulement du polygone 00,0,0...., lié 1m;a1"1&1)1(:11\61\1;L la
figure, sur le polygone 00°0"0"..., fixe dans le plan. A la
ite, ces polygones se changent en des .
bes, dont I’'une roule sans glisser sur
tre; et on parvient ainsi & ce théo-
e: Tout mouvement conlinu d'une figure
e dans son plan est un mouvemen! épi-
oidal.
Lorsque, & la limite, les cotés 007, 0'07,
0l infiniment petils, les angles TO'0,
0”,... sont les angles de contingence de
ourbe fixe, et les angles T,0,0,,T,0,0., /
ont les angles de contingence de la courbe
bile. A un instant quelconque, la
urbe mobile tourne autour du point de conlacl avec la

Fig. 142.
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ment d'une droite AB, de lopgvcur conslanie,
amités A et B glissent respectivement sur deux
rectangulaires cX, GY. . Cherchons comment
rons ce mouvement en faisant roule'r sur une
ne courbe liée invariablement & la droile AD. :
ant quelconque, le centre instantane de rotation
0, intersection des deux droites AO, BO, élevées
et B perpendiculaire-
¢ & CY. Le point O ainsi
le quatricme sommet
e dont les deux colés
- (B. La diagonale CO de
le est égale & lautre dia-
laquelle est constante par
Donc CO est conslant, et
centres insfantancs sur le
conséquent une circonfeé- o
décrite du point Ccomme
¢ un rayon CO égal a la longueur de la droite
1la la courbe fixe trouvée.
enir la courbe mobile, observons que le point O,
antané de rotation, est le sommel d’un angle droit
les colés passent respectivement par les points A
figure mobile. 1l apparlient par conséquent & la
ence décrile sur AB comme diamétre. Ce cercle OBCA
irbe demandée. Le mouvement de la droite BA £'ob-
faisant rouler la circonférence OBCA sur la circon-
DEE. Le déplacement ¢lémentaire de la figure qui
I roulement du premier cercle sur le second, équi-
o 1§cement élémentaire en vertu duquel les extrémi-
Py (.5 _ii)' _ : °1tff AB glisseraient sur les droites fixes CX, CY.
fzrmules qui 'r'ent_rent dans 1a premisre lnoyerlnanthdc -r‘;?;:;zé: l’ﬂ,tn_léme con.clusion si I'angle YCX dces
ntions particulidres sur Jeg signes des ra de o g _aut foe d1:01t' n .
bure et des vitesses, i yoos ri‘t’hse“gl“ que tout point de la circonférence mobile
144. Pour ex ) s 1 i une droite passant par le point G ; que le point],"
exemple de mouvement ¢picycloidal , o Ce cercle, déerit, autul:w I Eemm C,qun cegde s

courbe fixe, d'un angle qui est la somme ¢

gence des deux courbes. On peut déduir .
entre la vilesse angulaire de la rotati ol
lesse lindaire avee laquelle le point gg
déplace le long des deux courhes, SoitR =0A E ]
bure dela courhe fixe 0B; =00 Is r;o el
courbe mobile 0D. Soit » Ia vilesse ay e
mélrique de conlact se déplace lelong

deces d
stam : ; D -
nment tangentes 'une 3 Paulre. Dang un temps in

52;11 dt" ll are 00'=00,, parcouru sup chacune deg del
par ic pomt de contact, sera égal & vdt; or 3 cet ar-"
CC

nglag

I)Olld ddl’lS ].l C()HI‘]J(} ﬁXB un allﬁle de (:[)lll ng é
i

et dans la courbe mobile, un angle de confingence égaj

te) ]

L . r . 1

La co‘urhe mobile décrit done dans Jo temps di un ang

¢gal & la somme -
vdt et ihias )

e += v

1lesse angulaire ws’obtien ivi i b
; La viles ! ten divisant I'angle dée
e temps df mis & la décrire; done 1 '

S iy
e (n *E)'
8 : b
iles cour b.ures des deux courhes ¢laient dans le méme &
on trouverait de méme 1
w=0 4 il
It el’

ou bien
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diamé 3
dé&:;?}teﬁ‘seég{]‘ll' 4 AB ; que toult point de la droite mone. 8
il ellipse qui a le point G pour centre etl g
. ,eu 5 p(iurf]u'ect]ons de ses axes principauxj Enf?S dI:
l'uIr)le e la vitesse avec laquelle le point de conta tm' &
: ou l'autre des courbes OBCA, OEFD, et o 1 3 P
E‘l_lliflre de la courbe mobile au méme | e, po
e me instant , Uéquati

peut sappliquer,
Onaici

p=0I=]AB,

Nous av 'l i

avons pris It avec le signe — dans I'équati l
que les courbures des deux circonférences d IIHIIOH, g

bl =t es dont I'une
5 autre sontici dans le méme sens, el que les anﬂlmu'
| 5 ‘ ;-
mgence se retranchent au lieu de s’ajoute =
Nous aurons done i

ou bhicn

V= > AD

I . . ;

facil;sde le reconnailre directement
- Cette maniére de construire Uellipse conduit 4 la solu-

tion d’un prohl¢ i
systéme (l@pdia];iae‘r,;]e lmportant de géométrie: Etant donnd un
! etres conjugues, trouver la grandeur et la direc- 4

tion des deuz axes.
Considé ' :
de d?annsl'léi;zor(l)ild ﬁborg le mouvement ¢picycloidal du cercle
OC. Tout point f\{ag edans de la circonférence de rayon
ellipse, et II)q M plan du cercle mobile décrit une
» ¢ fa normale a celle ellipse au point M est Ja droite

s de plus que la

EPICYCLOTDAL. a5

baissons CL pcrpendicnlaire sur OM prolon-

Du point Ga e : ;
CL coupe la direction OM en un point L qui

cette droite C
stient 2 la circonfcrence mobile, car O et G sont les ex-

jtés d’'un meéme diametre de
circonference; d’ailleurs GL
aralléle & la tangente MT a
se au point M. Donc CM, CL,
Jes directions de deux dia-
onjugués de Dellipse. le
grandeur du dia-
re conjugué de CM est donnce
Ja figure par la droite OM. Joi-
ons en effet 1e point M au centre I

 cercle mobile, et prolongeons
edroite jusqu'a la rencontre de la circonférence en A eten

Tes points A et B décriront dans le mouvement dela circon-
nce les droites fixes «Ca’, G2, qui sont rectangulaires, et
i ne sont autres que les directions des axes de Vellipse lieu
pomt M. On obtiendrait la méme courbe en faisant glisser
roite de longueur constanie AB dans langle droit (Ca.

res C

*Tig. 144,

Onc BM est le demi grand axe, a, et MA le demi petit axe, by
de Vellipse. Mais on a, dans le cercle OACD,

ML 3¢ 0M = MB < MA = ab.

al au produit du demi-diamétre (M =& par le

est &g
diamétre fail avec son dia-

0M < o sin = ab.

I

~ Or, si Pon appelle’ la longueur du demi-diamétre conjugué

fde @, le théoréme d’Apollonius donne

@'l sin 6 =ab.

- Done

b = 0M.

De 1a résulte la construclion suivante, indiquée par
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S 3 : scrivant sur
M. Mannheim dans Ies Nouvelles Am ; ncol’rffSPond_a'{w d.uni:;;lrr;tlg ;f)l:i;t D, suppos¢ entrainé
(L. XVI, p. 187). Etant donnés les deux demi-digmitres CM— r ce point do',t etrg : La droite SE est donc la position
(N=p, d’uneellipse, du pointMabaissons une perpendiculgg courbe mobile P .nt par la droite RD; par suite, {es
sur la direction de NC, et prenons sur celte droite N0 =N R vt et 'angle R, formé par la droite
: Joignons 0C, et soit [ Jg ueurs RD, SE sont égales, !; LS par la droite SE

3 0 lieu de cette droite. Pujs P f la Courbg POSSE 0 1
[ \1 onssAnku e . depar a wglflr:ji? ;I’apl‘és le Lracé des deux Courbe;’ ABﬁgiinia
? ==l m
B\ | ' ités IA (. Les dipail Il'cn qui existe enfre angle S etla 10ngue‘:11'l rbe MN
S ii[LS el o 1 F nire les deux courbes sur la normale & la cou .
C- et

P tions des axes. Le demi-axe 4
s que I'on doit porfer suivant Jq.

direction CA, est égal 2 DM, e't:
12 demi-axe b, # porter dans la direc!ion (B, esl égal a AN,

tang S=F(1),

ion qui lie ensemble ces deux variabl'es. Cetie équation
. illement entre la langente de I'angle R et la lo_n-
s Pi”'e} I?I:almms donc le point D pour pole, et la ('h‘one
E . }rire- la tangente de I'angle Rl est donnée par

PROCLENE INVERSE DES Ericycroiprs, our axe polaire; g

rd g
tang R = AR

146. Etant données dans un plan deuy lignes AB,MN, détepe ;
miner une troisiéme courbe telle, que, si oy Jg fait rouler sur AB,
un pointinvariablement ligg, cetle ligne engendre I qutre ligneMN.
Soit PO 1a courbe cherchée dans une de ses positions par- 3
liculieres ; elle {ouche en C I 1
ligne AB. Dy point ( abaissons k
la normale CD sy Ja ligne MN. 8
Le point D, supposé invariahle- 1
ment lié & PQ, décria dans le
mouvement de roulement ¢lé-
Fig. 14, mentaire de la courhe PQ un

chemin normal 4 CD, et par suite
se déplacera suivant Ia courhe MN. Le point D est done le point

‘ i
et U'équation polaire de la courbe cherchée ser:

rd i Bk
T =/ ("]’

en s¢parant les variables,

(r)dr
di—= f—‘-’) .

.' Il ne reste plus qu’a intégrer. On p_egt remarquer d flllt
leurs que I’¢ealité qui existe point par point entre 1081’3(1301(;2
et S et enfre les longueurs ES et DR assure aussi 1'égali
entre les arcs (S et CR. : |

- 147, Exemple. — On donne pour lignes AB el NN (ﬁu}f
:",dfoites (fig. 147). Ondemande quelle courbe il faut [&]:‘1(_‘: _ue
lersur 13 tcjlrr_)ite AD pour qu’un point li¢ a cette courbe décriv

E la droite MN. . : |
" Menons unenormale ES la droile MN. Nous lrouvons pour

Considérons ensuite sur la courle PQ un second point R,
et prenons sur la ligne AB un arc (g égal & CR. Le point R
viendra, dans le roulement, coincider ayec le paint S, et
abaissant la normale SE sur la courle MN, on aunien E la
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differentions I'équation précedente:

218 MOUYEMENT

€T

=z
dy 1 (ca—e a)‘
de 2

Pangle S une valeur constante égale 3 § ~ % adl '

gle des deux droifes.
Donel'équation de Ia courhe cherchée est

@

ce qui donne en Intégrant, et ep appelant A une ¢q
arbilraire,

0 tang «
e

iE—A

2

équation ’une spirale logarithmique qui coupe lous seg rayo

yds _ ¢ Nous ferons donc
b s longueur =— = =-,
normale ES a pour longu de @

vecleurs sous P’angle § —a, ct qui a le pole pour pojpg

asymplolique. Quand on fait rouler ceffe courbe sur une droif
le pole décrit une autre droite f
sant un angle a avec celle-ci, ,
peul déduire dela cetle aufre Pro-
priété dela spirale logarithmiques
la Tongueur de I'arc de Ia courhe
& partir d’un de ses points § jus

! tance HK du pied de Pordonnée a la tangente est ¢gale &
stance

E(Ii =
d.

Fig. 147.

4

qu’au pole auloup duquel elle fait une infinité de circuits, est
finic et égale 4 1a longueur S0.
148. Pour ligne MN » prenons

a
sinS = cos KIIE = y

une chainette, et pour ligne di= a ?
rectrice AB l'axe horizontal de la g4 .=
. ; ¢ . tangS= R —
courbe, c'est-i-dire ILorizontale. -5
menée dans son plan 4 une dis-!
Fig. 148, :
il tance FG =g au-dessous de so ] bicn
point le plus bas; 4 est le paramétre do la chainette, celui = a _\/I.
qui entre dans Péquation de [y courbe e e Vi e

- 3 . ne, enrem-
~ Léquation polaire de la courbe cherchée sera donc,

(S
-cr'_\ r—a

ges e
y:-g (ea+e ﬂ).

Cherchons la relation enfre 1 langente de 1'angle S et la
longueur ES de la normale,

placant ] par r,
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-VEMENT SUR LA SPHERE.
CIIAINEITE, MOUVEMENT
On est ainsi conduit

i chercher l'intégrale g Squal
on

dn = @ dr

- ¢ D’UNE FIGURE SPHERIQUE SUR LA SPIERE.
EN
MOUVEM
F—G

' I -connements que nous avons faits au su,!ct du
1 -m ens rdalSOI foure plane dans son plan, s’appliquernl
] une fig 1 o
e t au mouvement d'une figure sphérique sur lg
i 1
iqueme

o g ons poser les theéo-
ster 1¢1, nous pouy
ns les répét
e, et sa

r—a=au?, 3
u ¢lant une nouvelle variable ; de cette relation op déduit.';

dr=2au du,

e g
[ 1
=
F—iy u

Q
do=1 Taudu _ 9

u Al < T

ivants i mobile
T ives d’une méme figure
. itions successly
 Deux post

‘ gure de

hére élant données, on peut amener cettetﬁburd’ull
. d sotalion unique autour
: ne rotalion uniq

al au moyen du
e a l'antre
mé la surface. : ' -
. d?)uvemcnt slémentaire d’une figure n;o]nl; f]:am
b m ! : 3y
Leest unerofation infiniment petite autourtd utn pr i
| jam¢ 16 axe instantan -
stre esl appele

face. Le diam¢ \ e
s Sutrles, points de rencontre dela sphere avec cet a
on, e :
j6les instantanes. _ ' o
2 slesinstantanés de rotation sont les points de ;:glt e
ou]s) les arcs de grand cercle mencs par chaque p |
re mobile normalement & sa (rajectolre.

et intégrant,

0
g=—arclang u - C,

On peut disposer de 1a constan
pour le point le plus has del

par suite u=0, Qp prendr.

s r—a, e 3
a done C:O’
courbe serg

et Péquation de "l

i hére
®Te mouvement continu d'une figure mobilesur la’ SE[ &
K i it t peut s'obten
‘ i ions ment pelites, et p
#=tang 2 une suite de rolatlons_m[jmrl ut p Mg L
5  faisant rouler une ligne fixée & la figu s
' , : P Y in d’autres termes,
ou bien, en ¢levan( ay carrg, e fixe tracée sur la sphére. E_n S el
nt continu d’une figure mobile sur la sp
"—uq SRam 0 it -. | u
T ent épicycloidal sphérique.
r=a (1 + tangs "’) R

D BT
9

B N, — CONSTRUIEE SUR LA SPHERE I,E’QUADmLATEnE MAXINUM
- 5 cOTES DONKES.

¢quation d’une parahole Tapporlée & son axe ef 3 son foyer. La b - REEE GUATRE U
chainelte est donc le Jiey décrit par le foyer d'une parahole " 150. Soit 0 le centre de lasphére; i
Tt ' 04 son rayon, que nous supposerons égal b
- ABCD le quadrilatére cherché, dont les qulat.riszu‘;_ con,nué:
€D, DA, sont des arcs de grand cercle de OH'TJ o
et qui renferme la surface la plus grande possible.
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U QU;\DBILATEBE SPHERIQUE.

299 : MAXINEUM |
est par suile égale & (1 —cose)ds.

Considérons les sommets A et B comme fixes, ot défop ' au centre est d?i sme Vare infiniment petit DD’
le quadrilatére infiniment peu, en faisant ourner les ¢gq o peut consu]er.er‘ de mmme pole, avec un rayon sphe-
BG, aulour de ces points; le quadrilatére prendra Iy gy me déerit du point A co 4y ,oint 6. pied de In per-

AD'C’B; pur exprimer q:; m B AD; le cenfre de cet ﬂ'TCte; Stur};c ravo‘)n 04, ¢t 1’31’1%10
surface est maximum, §) diculaire abaiSSéel d; &jl)o’l-nappclons dy cet angle, et o larc
fira dégder les dogy o » oot éoal & Tangle DAL ; 1 ¢ sphé-

2 Uz est €3 s1ac donnés. La surface de la zone sp
i I7s i ¥ » es cowes d onnes. ‘ _
fdces ABCD, AB [r’D’. E qu]_ Bst T'un d f 't c‘rtie e qu[_‘au- ADD' sera egale a
Prolongeons les arcs AD e a une hase dont fait pa
Y Py

jusqua lewrencontre ay poin
S. Ce poinisera le Dole instq
tané de laotation qui amépg
le coté DC dans 1a position
(2 149, 2); 1e (riangle Sp/:
w'est autre que le triangle Spg.
déplacé d'uncertain angle infie
niment pelit autour du point S,
Fig. 149, Appliquons les raisonnements

que nous aons faits pour ré-

soudre la méme question sur le plan (2 158); nous recon-
naitrons que la condition du maximum se réduit 3 I'équiv,
lence des triangles infiniment pelits

Vle

95 (1 —cos ),

: i-méme a
¢ fuseau 1l
4 (1 — cos &) dy.

i flet
Jais dy peut s exprimer en fonclion de dg. Onaen e
Mais v >
'- DD = DE >< angle DED’ = DG < angle DG,

; qui donne la relation
sine>< dp = sin e > df.

sine
= dy.

sin«

omme

T F Lraire du trianele SD'A est par suile égale alas

i sine e
5
3 (1— cos g dz -+ (1 —cos ) = R

Les ares DI, CC/, qui représentent les délacements respec-
tifs des poinls D et C, parlagent chacun e ces triangles en
deux parties que nous allons évaluer séprément. Considé-
rons d’abord la partie SDD', Soit dy Pangle au sommet S.
L’arc DD’ ap_parlient a un pelit cercle décrit du pole S avec un
rayon sp_hérlque ¢gal & SD. Du point D, aliissons sur OS une
perpendiculaire DE; le point E sera le cenre de I'arc DI, et

Opérons de méme pour le triangle SC/B. Soit
1 arcBC=p, arcSCG=0.

L r = _\l
angle CSC’ est encore égal & dg; quant a I'angle CBC/, 1l es

'] ! A A ’ . 3
Pangle DED' sera égal a do. Pour évaluer lige SDIY, remar- s
quons que cetle figure est un fuseau dansla zone qui ale g

ée par la somnic

point S pour pile, et pour hase Jo petit cerle auquel appar- ¢ soﬁe qué I'aire du triangle SBC’ est mesur

tient 'arc DIY. La hauteur de cette zone est 1a distance ES; 0
: ‘ ——V ; i ; s
soit arc SD=¢; nous aurons ES=1 Cisz, et la surface e {1 — cos ) c[?-[-(‘l.—cosp) md?.
de la zone sera 2z(1—cose); la surfac: du fuseas (ol . ,
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La condition qy maximum est, en supprimant

£
——=1—¢o
51N e

*1--0055-{-(1-—cos=c)

Dans celte équation remplacons

1 —cose par‘ 2 sin®d ¢,

sine par 2 sind o coslq,
1—cosg par 9sine Le,

sing par 2sin $Bcostp.

Il viendra, en réduisant ef en supp

muns,
o o
sin 5 5 sm g
COsz — ~—;—snns—_~cosa—~—;—ﬁsln0
CoS§ u cosig

ou bien, en renversant les fractions,

cos § o cost g
Menons Ia corde AD, et
en I, avec le rayon 08 prol
la perpendiculaire OF , ‘qui
parlies égales. Nous
O o E s Ta
= eonSOF oot 1)
méme le rayon 0S en up point sifué 3
cos 3 f
cos 0+ 17"
directions AD, BC, vont co
et par suite les quatre p
plan. Le quadrilgsey
un cercle, intersectj
quatre sommets,

ongé. Du point O 3]
partage I'angle AQ

. La corde BC pr

I

égale i

=]

e mazimum ABCD eg
on de la sphere ef g

périmétre,
La construction surlq sphére d'un quadrilaty

01— cosg) g

imant les facteurs con

aurons angle SOF —
olongée coupe de
une distance du point 0
Ces deux fractions étant égales,

uperle rayon 0S en un mém
oinls A, B, €, D, sont dans

. 925
DU QUADRILATERE SPIERIQUE.

ient donnés se raméne au méme pro-
e btés SO
le fagiey, tre coté

r le plan-
fot, les Ot
fcordes son

ts donnés sont des arcs de grand ccrc’l:e
eS onnues ; ces cordes formentun qfuad:,-

. td(:;lns le méme cercle que le quadmldtfrf
- insc?tdonc construit avee les cordcslund.ql:gz trr[e
4 Ayan. i 58), on connaitra le diamc
riptible (2 138),

bri a; Ie
ilater hérique cherché;
it au quadrilatére sp o :
i, le est la moitié de Tarc de

Sin g*

plan mse
e circon : il
,lhg'rgqug de ce méme cercl :
. rele sous-tendn par son d;’an:t,[rﬁ:un e
| i lan n’est qu
e relatif au p ‘ . 1 ol

E. elatif & la sphere; il suffit de supj t e
E o sre infini. A la place dece, 6, a, §,
R de celle sphere 1 ‘

> LR
s CrLE imum prendra
v bquali i définit le maxim

‘équation qui définit
au rayon. L'éq
)

des longueurs des arcs SD, S,

]
g sin -

9 A
Lo —tang ;5 ¥
cos 7 — tang} tang & SN

haissons sur AJ)
D=4 en deux

1 g sonf iIlﬁﬂiIﬂCﬂt pctits quand R est lllfllll.
~+ 4 ] angles I_{’ .R qann
€ 3 %, el

2
6

&n nous
el 08

[

O
an
3 is les tang s et les
1t aux termes du second ordre, puis les tangdcnle&méme
o ] T nd au
par les arcs eux-mémes, ¢e qui correspo

d’approximation. Il viendra

2
g
i prale R e
agons cos par 1 — g

les deu

i 8 5 2 e
e point I, G 1?‘;:1—761@""51)}' ¢ B
un méme 4 PITERET =1y 5 5
t done inscriptible dans T‘/
: : : i
u plan qui contient ses | o) = 0 02, ,,\
A
gone sphérique Fig. 150.

8D 3< $A = S0 < SB, i
. ; sune méme
lation qui montre que les 4 points ABCD sont sw

conférence,

MEC. COLLIGNON.

1

or

e inscriplible



226 MOUVEMENT D'UN SOLIDE

AUTOUR D'UN POINT. 221
toute limite; le point O s’{:loi.gnant indéﬁnirpent, les
0,L), (0,%) dcvicunen‘t des cylindres, et les lignes L et
Jes sections de ces cylindres par des plal}s pefpendu':u-
3 leurs génératrices. Le mouvement continu d'un solide
able mobile qui se déplace parallelement a un plan,est donc
at du roulement d'une surface cylindrique lég’e’a-z:c corps,
e surface eylindrique fixe dans Uespace, et les génératrices

MOUVEMENT D,UN SOLIDE INVARIADLE QUI A UN POINT FIXE
e

151. Considérons un solide invariable, mobile
point fixe 0. Coupons ce solide par une surface sphérigys
ayant le point O pour centre. Nous obtiendrons poHElf'

seclion une cerlaine figure sphépj 3

dulour g

i ; ] q fuees sont perpendiculaires au plan parallélement
quise déplacera a la surface deJa sph k- swﬁﬁ; mmwefnemft du solide o

P CPUCT 1o f .
quand elle sera entrainge par le mogh effectue ie

ma‘mt du solide, Le mouvement élgme
[E]l.]’e dela figure A est, .
5 l!u:'orémcs précédents, une rolalion
i 1. [mrmer}t petile autour d’un diamély,
SN Sipald “éal;afsnphcre; done le mouvement  élem
: igure A est une rotation in inimen;
lle aulour d'un axe instantané passant par le pointQ
savons de plus que le mouvement continu de Ia Frrure'A
Ia sph(‘:r‘c S peat s’obtenir en faisant rouler une ligr?e L,a
t‘enanl a la figure A, sur une ligne fixe %, tracée sur,laP
Iaym; Fle la sphére S. Ce mouvement de la ;ifrure A suffit
d.efmlr le mouvement du corps. Nous po;vons rendre
lignes % et L comme les directrices de denx Slll‘f“lCES coni
ay’zmt. le point O pour centre commun; le rouleanent de L
A équivaudra au roulement du cone (0,L) surle cone fixe (0 7
de sorle qu’en délinitive le mouvement continu d'un .;’oli{lf)’ ]
variable qui @ un point O fixe, peut s’ obtenir en fuisant rouler i

sur, i : :
[ace comque appartenant au solide ot ayant pour sommek

hoint r . . :
1 O, Sur une seconde sy face comque ayant e’ya!ement pou

som,met le point 0, mais restant fixe dans Uespace. 1’axe inst
Iane_ de rotation du solide, & un moment (Illonn»': es‘t la gé
'rz'tlncc de contact OM du cone mobile avee le :::‘me fiXeD Le
resultats auxquels noug sommes parvenus pour le m !
vement dans un plan ou parallélement & un plén sont
;as par‘ticuliers dumouvement d’un solide a\-'cmtpun imint fi
a sphire se change en un plan quand son ul‘a)'on grandit at

cn ver{y QUVEMENT GENERAL D’UNE FIGURE PLANE DANS L’ESPACE.

Soit I la figure plane mobile, prise dans une de ses

ons, et soit I’ une seconde position quelconque de la

igure. Cherchons comment on peut ramener la figure

de la seconde position & la premicre.

lons P et I’ les plans dans lesquels sont contenues les

figures F et 7. Ces plans se coupent généralement sui-

e droite LL/. On peut donc, en [aisant tourner le plan

tour de cette droite LI/, amener la figure F dans le plan
sentons par P la nouvelle position prise dans ce ra-
nt par la figure mobile. On choisira le sens dans le-
0 opére le rabaltement du plan I¥, de telle sorte que
% figures ¢gales T ct 7, toutes deux situces dans le
, puissent coincider 1'une avee aufre sans retourne-
bde I'unc d’elles. On peut alors ramener la figure F sur la
€ F par une rotation unique autour d’un point O duplan
t-i-dive autour d’une droile 00 perpendiculaire & cv
130),

C on peut ramener la figure I’ dans la position I’ aw moyen
rolations : Pune autour de lintersection des deus plans,
tutour d’une perpendiculaire au plan de la figure F.

: ';APP]iquons ce théoréme i un déplacement infiniment
Nous en déduirons cetle nouselle proposition :

=« Mouvement élémentaire d'une figure plane dans Uespace est
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928 MOUVEMENT
larésultante de deur rotations élémentaires, dutouy d'(,xé'
bangulaires; Pun LY, situé dans le plan de la figure, AP e _
normal & ce plan. ' Jaxe 00’; alors la figure mobile subit & la fO'IS, dans:

L’axe LI/, situé dans le plan P, est Pintersection de cal e d I;acnt clémentaire, une rotation aulour de l'axe 00
avec la position infiniment voisine, Py quil 0ccupe ay 10 Ouvelatiou paralléle & cet aze. Chaque pointm de %a ﬁgur'e
d’un temps infiniment petit; ¢’est done une des Z¢nératp, tm”in vertu de ce double déplacement, une !11'3]1(}(’, mit',
dela surface développable que le plan I enveloppe gourt; n cvlindre ayant pour axe 00’ et la distance om
mouvement; c'est la caractéristique de celle sy g u tou){CS ces hélices ont le méme pas. Le mouve-
tangenle & son aréte de rebroussement. ;?a?ron,nhire de l1a figure est donc un mouvement hélicoidal,

" Le second axe 00 est perpendiculaire au plan P, o ' '191Gm§u Lmouvemerft que prend une vis mobile dans un
autour de lui que s’opére le déplacement ¢lémentaire dela f b g}lee Nous montrerons dircctement qu'il en est tou-
gure dans ce plan. On appelle foyer de 1 ligure plane?, o poin - 5; et que le déplacement élémentaire d'un corps so-

Doplans00) perceloplay 2, 1 1 aL“ll o,m ue est un mouvement hélicoidal, dans lequel le

154. Tous les plans normauz auz trajectoires des différg ' qzerzuvé une rolation antour d’'un certain axe en méme
poinis m de la figure mobile passent par le foyer 0. h pu’une translation paraliéle & cet axe.

En effet, le déplacement élémentair E
résultante de deux déplacements, I’

D'UNE FIGURE PLANE, 229

; ! i s'opérait autour de celle droile se change
pptation qul s'opérait a

iculair "est-a-dire pa-
; Zt?,(i,lslatian perpendiculaire au plan P, ¢'est-d-dire p

I‘face, 0 1

e mm' du point meg
un mi autour de Iaxe LI
P et perpendiculaire au plan P, 'autre m
n ﬁ . antour du point 0, el situé dans ce plg
n La droite Om est perpendiculaire &
elle est de plus perpendiculaire i U
e Donc elle est perpendiculaire au plan ai
v et par suite an déplacement effectif m

Le plan-normal a 1a trajectoire mm’ con
tieni done la droite m0, et passe par le point 0.

185. La trajectoive du [eyer Q, considéré comme un poin
la figure mobile, est normale au plan P,

En effet, le point O subit Ia rotation ¢lément
de la droile LI/, sans participer
aulour de lui. Done son dépl
P, et il est le seul point du p!

156. Lorsque le plan P ¢
ne se renconlrent pas, 1

; : . cs 1 ESDACE.
. MODYEMEXT GLEMENTAIRE D UN SOLIDE LIBRE DANS L ESPACE

157. Coupons le corps solide par un plan quelconcmeefﬂ’:l
y délermine une figure F. Le mouvement du \corps s u:
rement d¢fini par le mouvement de celte ﬂgu}e’; or nq 3
ons de démontrer (3 153) que le mouvement el.cmenlt,alre
la figure plane T élait la résullante de deux rolations, lune
tour de la caractéristique LL du plan P,
tre autour de la normale 00" au planD, ‘
nee par le foyer 0. Le point O esl un
Nt commun A tous les plans normaux
trajectoires des différents points dela ¢
re I, IS
- Lonsidérons dans le corps solide une

troite quelconque AA’; je dis que les plans

UMous  aqux trajectoives des différents

Oints de AN vonl tous passer par une méme

f'oite DB, Menons, en effet, par la droite R
A un planP quelconque; les plans normaux aux tlla.]ec‘mtro
€€ tous les poinls de ce plan passent par un certain point 0,

Fig. 152,

aire aulo
& la rolation qui s'effecl
acement est normal au plaf
AN Gui posside celte proprié
Lsa position infiniment voisine
A caracléristique L1’ passe & 1infiok
* M. Crasies, Propriétés Géomélriques dy m

Te b ; ouvement infiniment pelit &
carps solide libre dans Uespace (Comples rendus de Acaddmie des ol
t. XVI, 1843),

Fig. 153
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BEaR ol e

_avoir un point
point commun C. La trajecloire de ce point

|

D’UN SOLIDE LIBRE. 251

avement hélieoidal, qu’on peut décomposer
tour de la normale commune & la droite AA’
finiment voisine, et une translation le long

250
MOUVEMENT

g(;)elzj;l I};Ig{ll;l}olg;llls)e(;l:iérne, les plans normaux ayy tra; ‘
un aulre plan Q, meng L

pas}sent par un méme point I, foyer )du la Y
:;,?i xr;asltlxc ;1;1:; I:mj?cloircs. des divers poinl‘spd(f1 ]{? ;11%;9;
feietpooic uc‘a] la ff)lS dans les plans P gf 0 ]
bro s d‘I]'m es poinls Oetl, et par suite ils. 'Y
L mgn a droite B.B qui joint les deux foyers Oncon'
g gfofgze AIZ flt:‘ttfff.’s foyers de tous les plans cmzd:?;
e / t 9) 1.u.121¢z seconde droite BB, i
Lt ]ii;u ]()ICS focfs u,upro:[ue, c’est-i-dire que Ia drojtg)
it démomrer}eﬂs de‘s‘ plans .conduils par la drojte
Selevin | » 1 sulfit de faire voir que si par les po".
g } er 1?11 plan 021, coupant en ¢ la droite 4,
partenant st le fOY)CI (}c ce plan. Or le point o, comme 4
e Cm:pS ];’,lll].l Ijllin P, decri‘t dans l'e mouvemen{ élément;
LAl a ]ann(grr}qlal. 4 lft droile Oz (3 154); comme aps
pa déplﬂcemcnrl). . o @cmt un are normal & la droite 5;
il QOL :;??;{}Ir?idu point o, normal & la fois a
s {Oyeé o Plah o 15;;1_m au plan,0aI ; done le point o est
es deu: i ‘el insi -
Wovs dexdtl;;itee;iit 4(3][ B;}’ sont ainsi conjuguées, et la tras
e Ak ¢ bune est normale au plan mené pa
Cas particuliers. — 1° Les deux droites AA’ et BB’

ce cas un mo
pe rolation au
', sa position in
o normale commune.
0, 1, des plans P et Q, peuvent tre tous deux

¢s, et alors la droite BB’ passe al'infini; dans
oints de la droite AA’ ont des déplacements
el celte droite subit, par conséquent, un

e cetl
50 Les foyers
niment ¢loign
cas, Lous les p
qux et parallcles,

ment de lranslation.
aI’heure que lemouvement général d'un

o0sé d'une infinité de maniéres, en deux
les droites conjuguées AA’, BIY, sont

yuve
Nous verrons tout
solide peut étre décomp
btations simultances ;
s axes de ces rotations.
i, en effct, on donne au corps autour de BB’ une rofa-
infiniment pelite, chaque point de AA’ décrit dans ce
trajectoire normal au plan mené

ouvement un élément de
tation infiniment

r ce point et I'axe BB'; tandis gu'une ro
petite autour de AA' laisse le méme point immobile : les plans
normaux aux {rajectoires des points de AA’ passent done lous
arla droite BB'. De méme, les plans normaux aux trajectoires

des points de BB’ passent tous par la droit: AA'.

DECOMPOSITION DU MOUVEMENT ELEMENTAIRE D'UN SOLIDE

1 EN UNE TRANSLATION ET UNE ROTATION.
G, con- .

sidéré comme app: .
apparlenant a Ia droi ; : :
aln droite AA’, doil étre normale & 158.Soient A, B, C, D,... lespositions & un cerlain moment

un plan conduil i i |
un plan f{L1elcoanZrn1§nIf)':DIl;;t1“{;fxcctlia-fr%] ';,e BIY, Cest-i-dire & s points du systeme. a
1mmobile, et par suite le I‘IlOI;VCH'(:ll;’I?t ff'\'DOnc _le pointC_eS b e |
est une rotation autour d'un axe Dassa L[ Umntalr? du o i Eeiat: | i cz

Q.J 5 ps CJV nt nt par ce point (3 151):' - irés court. v C%c.
e e ,Ia dl‘[:,jte iAtr commderf c’es't ce qui. ~ Le déplacement ¢lémentaire de cha- A

a une rajectoire nory - cun de ces points est représenté par //> »
~ les droites infiniment petites AA', BB, pi 151

male roile ; it qu’

Y (;Cl({:;tgicdﬁlt;]z, on 1smtqu alors tous les pointsde la droite

. ace ormalement A la divecti |

. plac a direclion AA’ (3 128). Le,

;;'ISIT fo§els des plans conduils par AA” est don(f la d)roitﬂ-‘
-méme. Le mouvement élémentaire de la drojle AA’ est

;_ CC, DIY..., lesquelles sont égales aux
- produits des vilesses respectives des poinls
- femps dt.

A,B,C,D...parle
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252 MOUVEMENT

Appli‘q-uons & lous ces points, moins un, Ia théori '.
compo.smon des vitesses. Nous pouvons regarder 1ae-d
du point B, proporlionnelle & BB, comme décom OVlte
deux aulres vitesses BB, DI, dont I'une, BB, soitpé:ée
paralléle a la vitesse AA’ dua point A. De méme, on .
CC" égal et parallele & AA’, et joignant C'Cr, n(;us -
regarder la vitesse CC’ du point C comme Iy rézzim
d’une vitesse égale et paralléle & celle dy point A, et d’aun‘

seconde vilesse représeniée en grandeur et en direction p

G’C". Faisons de méme pour le
: point D et pour tou i
points du systéme, : e

; 11 er} résultera que le mouvement ¢lémentaire du solide peﬁ
ttre décomposé en deux mouvements : 1°L'un, en verty d&-
qluel l-ousAles points du systéme décrivent dans le temps dt des
chemin ', BB”, GC*, DD” : E |

s AA, BB, GC, DD7,... ¢gaux et parallcles; ce premier

mouvement est donc un mouvement de translation (2 125):
i

2° Le sccond, en verlu duquel les points B, C, D..., amends’
en_ BlSEL D par le premier mouvement décrivent, les che-
mins B” B, et G ¢, D" Ir... pendant que 1:3 point A parvemig
en A’, reste fixe. Ce second mouvement élémenfaire est le ]
mouvement d’un solide invariable quia un point A fixe; c'est .‘
done une rofation infiniment pelite autour d’un axe insm’ntané

PP’ passant par le point A (3 151).

Nous avons done ra:nena le mouvement ¢lémentaire du so-

lide & deux mouvements simples, une (ranslation et une rota-

tion, el comme nous pouvions faire cette décomposition en :
partant de tout autre point que le point A, on voit qu'elle est

possible d'une infinit¢ de manigres,

: Mais on peat, parmi toutes les décompositions possibles, en
drouv.-le.r une qui d_onne Iimage la plus simple du mouvement
u solide : on oblient alors le mouvemen; hélicoidal,

MOUVENMENT HELICOIDAL.

1 "159. Décomposons la translation commune AA’ en deux
ranslations, 1'une paralléle i I'axe PP, Taulre perpendicu-

NELICOIDAL. 233
tpour cela (fig. 155) d’abaisser du point

il sulfi
il su egarder la

s cet axe; : #
» erpendiculalre A’A, sur 'axe PP’ et der
.T‘i E‘]LA' comme la résultante des L B
o5 : y ; ’ P
« vitesses simultances, AA etA A, L

< de substituer de méme aux vi- b 4
3 v DD”,... les vitesses "
e BB”’ L ,r ’ @
BB, et BB, €€, et €0 =Y GA
D

ultﬂnées a T
et D,D",... respectivement cealon

p ! AN Lte S pe
arallcles & AA, ct Ai.ﬂf . De ce /o
Ix)ﬁére, pour chaque point B, nous DL{J'

M

X r
arrons remplacer le contour JHIZEN Fig, 155.

mé de deux cétés, par le contour ; i
B’ B, qui est formé de trois cotés, représentant rois vi-
ses simullanées. :

Or remarquons que deux de ces cotés sont a angle droit sur
xe PP/, savoir le coté B" B, qui est parallele ‘1 AA,etle C(?llu
B, qui est le chemin infiniment petit décrit par un point
solide en vertu d'une rotation autour de cet axe. Les deux
{esses BB, et B" B’ sont donc perpendiculaires-i) PP’; par
ite leur plan est aussi perpendiculaire & PP’; il en est de

méme de la vitesse résullante, B, B, de ces deux vitesses
1 8 i . 7 ! &
prises en particulier, cl de toutes les vitesses G GehDs . ob

: : /
nues en composant la vitesse due & la rotation autour de PP

avee la vitesse éaale et parallle a 4, A%,

Nous ramenons de celle maniére le déplacement ¢lémen-
ire du solide aux deux mouvemenls suivants:
- 1° Une {ranslation, ¢gale aAA, et paralitle & PP’y
L 2° Un mouvement en vertu duquel les divers points A, B,
D..., recoivent simullanément des déplacements AALB B,
L0, 1, tous paralléles aun méme plannormal & PP’. Ce mou-
ment ¢l¢mentaire est donc une rotation instantande qulour
un axe perpendiculaire & ce plan, ¢’est-d-dire paralléle & PP,
"ESt-i'i—dire, enfin, paralléle & lo translation.

On donne a cet axe particulier le nom Qaxe instantané de ro-
tation et de glissement ou, plus simplement, d'axe instantané

 glissant,
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¥ . . ek
I’axe de rotation. Mais la direction del axe dans
o rs la méme. On pentajouter que la Yllesse
e axe n’est pas non plus altérée; c'est ce
al

234 MOUVEMENT
Le mouvement élémentaire d’un solide mobhile dap
pace est donc le résullat d’une rotation infinimeng
autour d’un certdin axe, le long duguel le soligq subif
méme temps une translalion infiniment pelite ; c’esi, co
nous I'avons déja observé (3 156), un mouvement analogy,
déplacement que subit une vis mobhile dans son écrou, oy

d’autres termes, ¢’est un monvement héliccidal.

160. De quelque maniére quon décompose le Mmouvement

dépl :
ace est tDUJOl(lj
i tour
nlaire au 1 .
5 : s lard. :
g¢montrerons plu ' i
i ener le déplacement du solide au mouvement héli
- Pour ram

1.1l suffit de faire passerl’axe derolalion PP" par%c pog;ts?_
1’ar:1dcs plans N qui se deplace normalement & ce plan,
elu !

_dire par le foyer de ce plan (3 155).

(=]

' - A

mentaire du solide en une rotation et une translation | p translalion cst al?rs reprcsgnllié.egile ¢ A//h
de la rotation est toujours paralléle & une seule et méme g; déplacement (.)O .de " ,PO]II;B’ o
£55m. st égale aux projeclions A'Ai’ 0 ?nts . 505 5 T

Considérons, en effet, le mouvement ¢itmeniaire de g Sey ladirection PPI,’ gos d.c,P acen;f;nls 5
tion faite dans le solide par un piaii N normal & PP, Le mg folaux, AA’, DI, des' dne{;s : 001;—
vement du solide est enticremeni défing par le mouvement u solide ; 1a t'ranslatlon 0 glqm"dal e
¢lémentaire de-celte section. On fait passer le corps de Ia po- B ent helinolia, L A

sition ABG 4 la position AR/ par une
lranslation AA’, qui n’altére pas le paral-
l¢elisme du plan mobhile, et par une rota-
tion aulour de PI’ qui ne I'aliére pas da-
vantage, puisque I'axe PP est, par hypo
thése, normal & ce plan. I n’en sorai
pas de méme si T'on considérait le dée
placement dun plan oblique & Iaxe, la
lranslalion conserverait encore le parallélisme de ce plan;
mais la rofation le déplacerait tangenticllement & un céne de
révolution ayant pour axe ln drojte PP |
On peul concevoir le solide coupé par une infinité de
plans paralléles au plan N, dont le parallélisme se conserve |
pendant le mouvement ¢lémentaire, tandis que tout autre
plan cesse, aprés le déplacement, d’stre paralléle & sa posi-
tion premiére. - :
Quel que soit le point du corps par lequel on fasse passer - 1 de Uespace, menons Lrois droites
I'axe de la rotation élementaire, ce point est situé dans un Par un pm}lt quclconque. 1-1L eapt \-itesses ¥, Vi Veides
des plans N, et l'axe de la rotafion correspondante, élant ] Hﬁ.,_ b, Tie, egachs et pamﬁl c“es, AUx Ehat cés points de
normal au plan N, est parallé'e § Paxe i 1 4 P”‘“‘:? Soda Mus. B e aralléles & un méme
La direction et Ia grandeu ' Ianicre que leurs vilesses ne soient pas par

‘est donc moindre que toule_tr‘ans- A >
Jation AA’, qui correspondrait & une autre u:ot [; i
; ] ¢ { imstant donné
" i méme lemps qu'd un ins
quelconque. On voit en ] ; e
; ?e monvement hélicoidal d'un solide n’est possible que d'une
maniére. . ; %
161, Proposons-nous de construire Vaxe de rolation glis
' sant, et de trouver les valeurs de la vi- A
+ lesse angulaire et de la vilesse de trans-
- lation. - :
- Prenons dans le solide trois points
~A,B, C, non en ligne droite; le mouve-
‘ment de ces trois points suffit pour défi-
- nir le mouvement du solide.
§ AT = AR YL
- Considérons les vitesses V, V', V que
1 possédentrespectivementces (roispoints
4 un moment donné. e
} T eclion.
On les suppose connues en grandeur et en dir

0

Fiz. 158.

r de la translation varienl qllﬂﬂd
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plan*. Les trois poi ; g
T ?15 points a,b, ¢,détermineront un plan
Ma Mf;kl\ic Il’;.‘:])r ce plan une perpendiculaire Iy et, .d'_lP
» M0, Me. ous ponvons décom ol of » S Joig
deux vites : ; -composer la vitesse ¥ —
a7k nteas.es stmultanées HM, Ma; de méme Ia -t‘(r =g
“n c\r:ux vilesses 1IM, Mb, et V" —=1H¢ en dcu:{rl esse Ve
Me. N amaone Vilesses
boini"O;IS]id[m-]lbrons de celte maniére les vitesselteoseb
4 ZS ) t), C,\a une composante commune M ef CHS ‘_ICS tro
ar y . é
pwa]l}lélo : ;s ”(&"Mb’ Me, perpendiculaires a Ia prt;ols_ au,tfi’
; yitcs; lun mcme_plan abe, normali HM. La dro'imlém’
e ¢ de translation du systéme mobile ll‘e -
axe }nstantune glissant. Nous détermi - parallélemeng
struction, la direction de I'axe et Iy it mon;, D
il resle 4 trouv il vilesse de la f(r . 2
; ) 1 llouvel-" la posltlﬂn ‘.raie de l’aXe 3 la &nslatmn.
a 1{;} csse angulaire.de la rotation grandeur ¢
n y parviendra en co : :
: upant le solid b
la divecti 1de par un plan 3
fit pour wln ZH\I’ el en cherchant e foyer 0 de cI:e plaﬁoﬂinalia
cela de prendre deux poi - 1. SUES
lans nor ! eux points du plan, et de m 1
Eou s tmIauX a leurs {rajectoires ; ces deu,x plans nell‘er I?Sf
x plgimno e plan mobile au point O cherché. On méli?;du£
u ; ; ar
b ne n?rma.lc 00’ au plan mobile, ou une arullp'l
L- » el ce sera Paxe inslantang glissant P tle
d Vfl{] x ads 5 ¥ iz A
a sse derolation du systeme autour del'axe est éealean
4 LAY au

I‘H[)l 1!‘— d 1 l][()‘% ‘( Ii efd o
. _’_

de 00, et A—f la vitesse
Aa, B3, Gy,

Le probléme est done enti¢rement 1o 1
: La construction que nous venons debfSO &
¢ mouvement élémentaire d’un solide 1i] ’
peul etl'_e ramené que d’une seule manizy : J]re da”? 1 non ]
Lranslation et d’une rotation autour dfll;-:] i{i(::e);)i;;glged : I;:

1A itrement toules les bl . s du s pa
es vitesses li'S pomls du \ySl()m[! ¢tant paralléles 4 un
3 H e

plﬂll ﬁXe, le monve

AL cment du i

: o : 1,- 1 P's serai aralle i et, au lieu d
: : Co’ T It p I (”Ll(} a ce 1]]"11]1 il

géneér. on retrouy erait v as déja ex Ane § 152 .

slatio
sse de trans
onge
'P051{1
slatio

s vitesses M'a, M
nabeel correspondant, par conséquent,

ne rotalion qutour d’un aufre axe per-
diculaire & ce
si que
ne des droites
ux vitesses des divers
nt donné, les exirém
es dans un méme plan.

111

angulaire commune A (ous les rayons |

arre montre hien que
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n. L'axe instantan¢ glissant est celui pour lequel la
lation esl la moindre, car elle est mesurce par
urdela perpendiculaire TIM, tandis que toute autre de-
on (fig-159) donnerait lieu flune
n HM, plus grande que TIM, eta
Wb, M'c, paralléles au

plan. On peut ohserver

. T :
si, parun p011'1t Mdel espace, on e

Ha, égales et parallcles

points d'un systéme mobile & un mo-
ités a de ces droites seront toutes si-

MOUVEMENT CONTINU p’ UN SOLIDE INVARIABLE DANS 1 ESDACE.

169. Le mouvement continu d’un solide invariable est une
ite de mouvements ¢lémenlaires qu'on peut ramencr cha-

4 une rotation autour d’un certain axe instantané eta une
slation le long du méme axe. Considérons la surface ré-
, lieu des positions successives de I'axe instantané glissant
us les posilions successives de
ositions successives
appartenant au s0-

s l'espace ; considérons depl
e instanfané dans le corps solide; cesp
essineront une seconde surface réglée

¢ et entrainée dans son mouvement. Le mouvement contiru

ystéme sera donc un roulement de 1a surface mobile sur

rface five, en vertu duquel la surface mobile viendra ap-
¢ successivement ses généralrices reclilignes sur les gé-
ices reclilignes de la surface fixe en lournant autour de
ne Q’elles; mais, outre ceroulement, la surface mobile
rouvera le long de chaque génératrice de contact. un glisse-
L ou translation. Nous venons de remarquer queé la vitesse
espondante & ce dernier mouvement est moindre que pour
ute autre décomposition du mouvement du solide en une
anslalion el une rolation.
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On peut aussi, en choisissan( up
{éme, décomposer e mouvement ¢

ontinu dy
translation égale a

U mouvement tolal de cp poi
lation autour d’une série d’axes instantangs qui
par ce point. C'est 13 la décomposition Ia
résoudre les problémes de dy
comprend alors la translatio
corps autour de ce point, ¢’es
invariablement an corps, su
dans I'espace, entraing par |

namigque, Le mouvement ggpy
nd'un point, et Ja
t-d-dire 1e rouleme
run cone d’orien(at

(OMPOSITION DES MOUVEMENTS ELEJIENT.\IHES.

165. Nous avons vu (269)

est animé & la fois de deny vitesses, MA, MB

i gramme MACD
Fig. 150, lesses, ou par ]

triangle MAC, ¢
et paralléle  la vifesse MB,

Nous nous Proposons ici d'¢tendre
d’un corps solide ceite the
ments établie dalhopq pour

Les mouvernen s simples sonf Iy lrans]
Une translation st donnée quand op en
et la vitesse linéajre, Une rot
la position vraie de l'axe autouy duquel elle s

vitesse angulaire, De plus, i faut avoip
la translation comme pour la
€Cs mouvemenis s’optrent,
Pour 1a iranslation, Je sens
de la droite paralléle i la gp
flinie AD, prise

orie de la copxjs
un point unique.

‘accomplit, el la
soin de fixer, pour
rolation, le sens dans lequel

est indiqué par Je sens méme
anslation; de sop(e qu’une droite
duns le sens AD, défiuit complétement 1 gran-

point Parliculier g, SYs.
solide gp u;
nt, e une pg.

Passeront ¢,
plus Commode po,

mouvemeng g,

que quand un poing mobile o
. el 2

» 12 vilesse cor-

respondante ag mouvement effectif do ga

—_— point est représentée on grandeur ef ap
/ // direction par I, diagonale M dy Parallélo-
T e » Consiruit sur ces dayy vi-
e troisicme cop MG da
ans lequel le cots AG, égal %
est mené par Pextrémiie A de Ia

vilesse MA,

dux monvements simples
tence des mouye-

ation ef 1a rotation.
connait la direclion
alion est connue quand on donne

259
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e n saura, en

b t In direction d’une trunsllalipm,n?5l = d’uns

ur, le sens ¢ l Lns]ation s’optre parallclcn;e g sor[,e i
a ; o, 11}, d :

et, que celle —r une vilesse Ggaled‘m.(é i), sidéré deerit
AB, et avee 1 it df, le sysléme cons

ens AD, finiment pelit df,

ver | i B o L& drOitC‘- £ B
||tlle (:(,] IOU.VUmBIlt }e Chemln A >< (” 1’ 5 ,
\ n V a al D 3
: 11 5 clre déplﬂCéc comime on vo ld Sl ace

'ailleurs ¢ voudl d 1S
e'ut d al ]

ol i 1 Ili sa
Ty ; alle
ou u qu on u

e ie LM, prise
- ssenter de méme par une droite finie LM, y
: ropré

On peut rep

¥
le sens d'unero-
‘ ens particulier LM, la gmnd?uvr edte celte rotation ;
. UTLS direction ind¢finie LM est I'axe
. 1 P
ation. La

g roite O]t ntre 1C1 i¥eY (l n n Y nh
”S[l onae c < cre pre
et 11 ne 1 . Nner-soi 1 1151[1{3.
HS‘ I.ﬂ ll)]lull(ﬂH‘ dC ]. arc l]L,CIIt dans 1 11111[
p

o

0 S o
. i 1 ] Qa p SLUOH {
i fax n conna lt ainsl i

: ilrested  _
. e du corps, ct
' iitesse angulail
e laxe et la v

1 convient o .
1s dans lequel le corps tourne. Ot et Fig

e ihuer 4 'axe LM le sens dans leg :

1 pour cela d’attribuer a 'axe L) b g
4 & o de cel axe, o
~ un observaleur, couché le !onc ot s
; he & droile, ou dans le s du mc i
- s'effectuer de gauche ; S e
rdinaire des aiguilles d'une montre.

0 g

1 1 . l ] 1 (][5 ‘ratt avolr ICS PledS

: i iour mouvement
~enL et la téte en M; comme il voil toujoutl stiloen B
: ':’opérer de gauche & droite, le sens de la rota

L Sshi T
elle a le sens indiqué par la fleche i e
- Cest foul £ 1 que nous entendrons déso Lne longueur fi-
axe dune rofation ; Vaxe sera pour nous ul[ ng un sys-
' : . r :

, Prise sur I'axe géomélrique aulour du{[‘:1C O;L enfin diri-
’él,, cgale & la vitesse angulaire de ce Sﬁbt‘ll/lf:g,le long de cct
- T > couche

dans un sens tel, que 1 obsu\alrlml;l piis

o r 3 2y ) (&) &

€ voie le systtme tourner de gauch e . Ty
‘Cette convention permet d'attribuer des sig

: rdonnés, 0,
. ; » Caxes reclanculaires coord
- tions effectugns autour d’axes rectangula

. esens de
O, 0Zfig. 162). Si 1a rotation s cfectue autour de X, le sc
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Paxe sera Jo sens OX lorsq

ue larolation s’
car alors 1'p

bservateur, pour la voir s’eflectuer (e gauch
droite, se couchera Jog pieds ep 0,1a 4
en X; la direction de gy e cstdans gg gus
celle des-absecisses Positives, gt on dj
par analogie que Ia rotaziy,, est positiy,
Si, au conlraire, elle s’effectuait de
vers Y, le sens de Paxe serajt ox,
cole des abscisses négatives
tion serait dite négative. ()
frail de meme quavee Ja
née habituellement gy parties positives deg 1
donnés, la rotatjoy est posilive aulour de p
clle s’opire de gz vers X, et autour de Paxe
s'opére de X vers Y.

Ces préliminaires Poscs, nous allons cher
la composition des mouvements sim
données de Posilion, de seng et da
IEr successivement song |

Fig. 162, D reconnai
directicn don-

axe QY (quand

grandeur. Les cas 3 exami-
s suivants :
Composition de deyy translations,

Autour d’axes Paralléles,
Autour d’axes concourants,
Autour d’axes qui ne se ren-

contrent pas,
Perpendiculaires entre elles,
Quelconques.

Composition de deyy Tolalions. , |

TR,

Composition d'upe translation et d'une rotation,

COMPOSIT:ON DE prux 'I'RANSLATIONS.

164. Soient MA, NB, deux {ranslat

Ia grandeur,
B E 5

lons simultunées, dont

la direction et le sens sont
donnés,

Pour rouver Jg mouvement résultant,

¥ ¢ considérons yy Point quelconque P du
N i Systéme qui subil ces deuy lranslations.
fie. s Ce point est qap;

mé & la fois de deux vi-
Q, égale et paralléle & Ia
anslation, I'yutre PR ¢gale et

lesses, 1'upe p

vitesse MA de Ia premiére {r

Pérera de y ver_; :

0is axeg coor-

074 quand ellg

ples définis par des droites

N 921
DE DEUX TRANSLATIONS.

\B de la seconde. Ces deux vitesses se
le 4 Ia N Pé diagonale du parallélogramme
B Selll'e ’ PQD PR. La méme construction
e ¢ hile, et la vitesse
g les points du systéme mobi : 2 Dl
ue a f,OIIJIS détermine sera pour chacun égale e P B
E lgs points sont done animés de v1tessesjleg e
F ife u
zrszl-l le mouvement du systéme est paziizlcﬁgn -
.al.'le e é 125), déterminée en grandeur, ean R
" | la droile PS, diagonale du parallélog
5 ar : A
'Ilit, SIl)II‘ les deux translations données.
u .
] & vanie :
a résulte la régle su ( : ; i
la rés oser deux translations données, on m.ene gjlf'ggs :
L (;omp ue de Uespace denx droites égales et para le 2
on sy ¢
' quelc{io?as et on achéve le parallélogramme com};rzi i
E logr rans-
' t::.;: droites,- la diagonale du parallélogramme est la .
de: ; §
‘sultante cherchée. Qi g 0
. wsut inversement décomposer d’une infinité dle mrfazzercsl.si'
E . lalions simulianées.
i ée en deux translali
ranslation donnée e ; : g a
i : ale d'un p
i onnée soit la diagon
t que la translation d 200 g
gr:ll:lmé dont les cotés représentent les translations cher

cher les régles de

sont paralléles; on appelle de méme rofations conr:‘c::]t(;
€s, des rotations dont les axes concourent en un m@

Oet O los traces, sur le plan du papier, des axes des
otations donnges, qu’on suppose

[0
i i 3 L i .‘ /"‘\ﬁ\ w’
endicalaires i ce plan ; soit o la i e
i . L ’
ngulaire de la premicre; o la —d——
esse angulaire de la scconde; nous b

PPOserons d'alord que les rolations ient diricés
ient de méme sens, c¢'est-a-dire que les angs soicn c
4ans le mame sepg 3 parlir des points 0 et 0/.

MEc. cop LIGNON,

16
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Le systéme qui subit ces deux rotalions simultanées se deé-
place en vertu de chacune paralléclement au plan de la figure;
le mouvement résullant consiste done aussi dans un déplace-
ment paralléle & ce plan, et par suile le mouvement résul-
tant est, soit une translation paralléle au méme plan, soit une
rolation autour d’un axe perpendiculaire (3 153). Dans ce der-
nier cas, nous devons trouver dans le plan de la figure un
point qui reste fixe en verlu des deux rotations simultanées;
ce point sera le pied de 'axe cherché.

Prenons sur la droite 00’ un point G quelconque. Ce
point, considéré comme subissant seulement la rotation o,
s'abaissera au-dessous de 00’, pendant le temps infiniment
petil dt, d'une quantité égale & o dt><0C; considéré comme
subissant uniquement la rotation o', il s’élévera, pendant le
méme temps, de la quantité o dt >< 0'C; et par suite ce point
C restera immobile en vertu de la coexislence des deux rota-
Lions, sil'on a l'égalité

adt > 06 = w'dt>< 0'C,
ou la proportion
s
e 2

On obtient donc un point G quireste fixe dans le mouvement
résuliant, en partageant la distance 00’ en deux segments ré-
ciproquement proportionnels aux vilesses angulaires v, o'. Ce
point est le pied de l'axe de la rotalion résultante, lequel
est perpendiculaire au plan du papier.

Il reste & Ltrouver la grandeur @ de celte rotation résul-
lante. ;

On la déterminera en considérant le mouvement du point
0’ qui coincide amvec 'un des axes. Ce point étant situé sur
I'axe 0" ne subil aucun déplacement par suile de la rotation
w': son mouvement est done enticrement di 4 la rotation o,
et, en vertu de celte rolation, il s’abaisse au-dessous de 007,*
dans le temps df, d'une quanlilé ¢galed o dt ><00’. On substi-
tue aux deux rolalions w el o’ une rotalion unique @ autour de

/

|
;L

DE DEUX ROTATIONS PARALLELES. 243

I'axe C; en vertu de ce nouveau mouvement, le point 0/ s’a-
haisse au-dessous de 00" pendant la durée infiniment pelite dt
d’une quantité Q di >< 0'C. Dol résulte 'égalité

wdt < 00/ = Qdt 3< 0'C,
ou la proportion

o_ oo
w UG

l

Mais nous avons déja la proportion
s e

g 2 o
© o’

et par suite
o'~+o _ 004-0C_ 00

o 26 T 070

Comparant cefte proportion & la premiére, nous en dé-

duisons
Q=o' ta.

La rotation résultante est done la somme des deux rofations
composanles; elle est d’ailleurs de méme sens que chacune
d’elles.

Supposons en second lieu que les rotations paralléles soient
de sens contraires.

Cherchons encore sur la direction 00’ un point G qui reste
immobile en vertu de la simulta- "

Y r e S {235
néité des deux déplacements cor- ¥ ~
respondants & chacune des rola- e

s . . U
tions données. Ce point se trouvera
Fig. 165.

sur le prolongement de 00/, et du
colé de la rolation la plus grande; il sera défini par 1'égalilé
wdt 3< 06 = widl < 0C,
ou par la proportion
0C _ o

07G »

Le point G.est encore déterminé par la condilion que ses
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distances aux centres O et 0’ soient en raison inverse des rola-
tions correspondantes.

Le mouvement résultant est une rotalion autour d'un
axe perpendiculaire au plan du papier el passant par le point
G. Appelons @ la grandeur de celle roiation unique. Nous
déterminerons Q en considérant le mouvement du point 0;
comme il ne recoit aucun déplacement de la rotation o', ses
déplacements doivent étre les mémes, qu'on le considére
comme entrainé par la rolation w autour de 0, ou par la rota-
tion @ autour de C. Donc

2 X 06 = w00,
et par suite

e_ 00
w i
Mais
of _ OC
o
ct
o—a _00C—0C_ 00
& i o o 0
Done enfin

Q=u—au.

La rotation résultante est la différence des deux rotations
composantes, et a le sens de la plus grande.

CAS PARTICULIER DE DEUX ROTATIONS PARALLELES, EGALES
ET CONTRAIRES. ~— COUPLE DE ROTATIONS.

166. Supposons que les deux rotations v et o soient égales,
mais contraires. Les formules préciédentes deviennent

0C o’

ﬁ:;:
ct

Q=o)v-—m’:0'

COUPLE DE ROTATIONS. 25
La premiére équation nous indique que le point G est infi-
niment éloigné; car 0’C surpasse OG d'une quantité con-

00 e
stante 00’, el pour que le rappmtcTG puisse étre considére

comme égal & Punité, il faut et il suffit que la distance OC soit
infiniment grande par rapporl a la distance constante 00’. La
seconde équation nous apprend que Q est nul; de sorle que
le mouvement résultant est une rotation nulle autour d'un axe
infiniment éloigné. ;

Nous avons déja fait pressentir (3 135) que ce mouvement
particulier était I'équivalent d'une translation. Il est facile de
le vérifier.

Prenons un point quelconque M du plan ; la rotation w autour
de O imprime & ce point un déplacement MA, perpendiculaire
a la droite MO, et égal & » dt >< MO. La rotation » autour de 0/
lui imprime un déplacement MB = o di >< M0, el le déplace-
ment résultant est représenté par la dia-
gonale MN du parallélogramme MAND,
construitsurles cotés MA, MB. Le {riangle
MAN a son ctté MA perpendiculaire et
proportionnel a MO, le cot¢ AN=MB
est perpendiculaire et proportionnel a _
MO’ ; 'angle MAN est égal 2 OMO’; par o
suite le triangle MAN est semblable & :

OMO’, et MN, homologue de 007, lui est proportionnel et nor-
mal.

Les déplacements résultants des points du systéme, tous
perpendiculaires & une méme direction 00/, sont paralléles
enlre eux. Ona de plus la proporlion

MN MA
to = oy — @t

Done
MY = adi < 007,

quan(ité constante. Les déplacements résultants des points du
systéme sont done égaux ct paralléles, ce qui caractérise le
mouvement de translation,
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MN : Woa .
Le rapport e est la vitesse lincaire de cetle translation.

Elle est égale 4 w >< 00/, ou au produit de la rotation com-
mune par la distance 00’ des deux cenlres de rotation.

fin résumé, denw rotations paralléles, éyales et de sens oppo-
s¢s, se composent en une translation perpendiculare & la droile
qui joint les centres des rolations, et égale qu produit de la rota-
Lion commune par la distance de ces centres.

On a donné le nom de couple de rotations a I'ensemble de
deux rotations ¢gales, paralléles et de sens opposés ; un cou-
ple de rotations équivaut & une (ranslation ; la mesure de celte
translation est le produit de la vitesse angulaire commune aux
deux rotations par la distance des centres, qu’on nomme bras
de levier du couple.

COMPOSITION D UNE ROTATION ET D'UNE TRANSLATION PERPENDICULAIRE
A LA ROTATION.

167. Soit O le pied de I'axe de la rotation w, et soit AD la

droite, perpendiculaire & cet axe par hypothése, qui repré-

o senle en grandeur, en dircction et en
o X sens la vitesse Vde la translation don-
————1 née,
G . . .
la Du point O abaissons une perpendi-

Fig 101 culaire 0D sur la divection AB, el cher-

chons sur cetle droite un point € qui reste immobile en vertu
de la coexistence des deux mouvements qu'il subil.

En vertu de la rotalion, le poinl C s'abaisse au-dessous de
0D, perpendiculairement & OC, dune quantitéw dt ><0C; et,
en vertu dela translation, il ° duc au-dessus, dans une diree-
tion perpendiculaire & OG, d'une quantité Vclt. Il reste im-
mohile sil'on a

ax00=¥Y,

e}
&2
Il

g1

o —

R . - S S,
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Le point G est 'axe de la rolalion résultante.

La grandeur @ de celle rolation se déduit du déplacement
du pomt 0. Ce point, re subissant que la translation, s'¢leve
an-dessus de OD de la quantite Vdi; la rotation @ autour de €
Pélave de Qdi>< 0C, Done @ > 0C =V, et par suite Q =wo.

La composition de la translation V avee la rotation perpen-
diculaire v, a donc pour seul effet de déplacer 'axe de rola-

. : N , : .
tion d'une quantité 0C=: —, sans altérer ni la grandeur, nile
W

sens de cet axe.

On pourrait parvenir & ce résnltat en employant un couple
de rotations. En effet, aprés avoir détermingé le point G sur la
droite 0D, par 'équation

w> 0G=V,

nous pouvons considérer la translation V comme remplacée
par deux rotations simultanées, ¢gales a w, paralléles, et de
sens conlraires : V'une o', ayant licu

autour de I'axe C, laulre ", autour de e 1
) . . . o w' e
I'axe 0, et contraire & la rotation don- "
née w. Nous savons, en eflel, que le - :
. o
AN A D 2 n
couple (vw',0") équivaut a la translation Fia, 163,

v ><0C, ou V, dans le sens de la léche. _
Or les rolations o et o, égales et contraires autour du méme

axe, se détruisent, el il resle une volaiion o aulour de G,

égale et de' méme sens que la rotation w.

COMPOSITION DE DEUX HROTATIONS CONCOURANTLS.

168. Soienl OA, OB, les deux axes de rvotation. Hs représen-
tent chacun, comme on sait, la position de I'axe fixe autour
duquel tourne le corps, la gmndcur de la vitesse angulaire,
enfin le sens du mouvement. Le point de conconrs O des deux
axes restant fixe dans les deux mouvements composants, resie
encore fixe dans le mouvement résultant ; ce mouvement est
doncuncrolation autour d'un axe passant par le point 0(3151.)
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Construisons le parallélogramme OACB surles deux axes 04,
OB, et menons la diagonale OC. Je dis que celle diagonale
représente en direclion, en grandeur et
en sens, l'axe de la rolation résullante.

Nous commencerons par prouver que
laxe OC reste immobile par suile des
déplacements simultanés dus aux rota-
tions w autour de OA, et ' autour de OB.
11 suffit pour cela de montrer que le
point C reste fixe.

En vertu de la rotation , I poin! G
se deplace perpendiculairement au plan
de la figure, et s'enfonce derricre ce plan d'une quantité tgale
4 wdi >< Ca, en appelant Ce la perpendiculaire abaissée du
point C sar la direction OA.

En vertu de larolation o', le point C se déplace en avant du
méme plan et perpendiculairement a ce plan, d’'une quantité
w'dl >< Cb, Gb étant la perpendiculaire abaissée du point G sur
le coté OB prolongeé.

Le point CGreste donc immobile si U'on a ’égalilé

o > Ca = w’ >< Ch.

Mais les vitesses w el o' sont représentées sur la figure par
les longueurs 04, OB des axes de rotation. L'égalité précédente
devient done

04><Ca= 0B 3< Cb,

et sous cette forme, on reconnail qu’elle est satisfuite, car
OA >< Ca mesure le double de Vaire du Iriangle 0AC, et
JB >< Cb mesure de méme le double de l'aire du triancle
OBG, qui est égal au triangle OAC. ¢
- Le point Greslant fixe ainsi que le point 0, OC est la dirce-
tion de Paxe de la rolalion résultante.
Appelons O la grandeur de cette rotalion. DPour la détor-
*miner, considérons le mouvement d’un point quelconque B
de I'axe OB; ce poinl ne subil aucan déplacement en verlu
de la rolalion v’, puisqu’il est situé sur 'axe de celle rota-

DE DEUX ROTATIONS CONCOURANTES. © 249

tion. Ses déplacements doivent donc éire les mémes, qu'onles
deduise de 1a rolalion wautour de 04, ou de la rotation @ au-
tour de 0C. Du point B abaissons sur OA et OC des perpendi-
culaires BE, BF. En vertu de la rolation OA, le point B se dé-
place perpendiculairement au plan du papier, en arricre de ce
plan, d'une quantité égale & wdt ><BE; en vertu de la rolation
autour de 0C, il se déplace, dans la méme direclion et dansle
méme sens, d'une quantité Qdt ><BF, etnous avons I'égalité

0> BE= Q ><DF.

Mais la vitesse w est représentée surlafigure par lalongueur
0A de I'axe autour duquel s’elfectue la rotalion w. Le produit
w>< BE, ou 0A >< BE, mesurel’aire du parallélogramme OACB.
Le produit OC >< ¥B mesure le double de laire du (riangle
0CB, c’est-a-dire'aire du méme parallélogramme. Done

04 3< BE = 0C >< FE. :

Or

mﬁU.\;
‘done
0 =0C,

La rotation résultante de deux rotations concourantes est done
représeniée en direction, en grandeur et en sens, par la diago-
nale OC du parallélogramme construit
sur les axes OA et OB des deux rofa-
lions données.

169. Ce théoréme de cinématique
fournit une démonstration d'un théo-
réme de géométrie.

Prenons, dans le plan du parallélo-
gramme OACB, ua point M quelcon-
que, (ue nous supposerons animé de
Jeux mouvemenl(s simultanés de rotalion autour des axes OA
et OB, avee des vitesses angulaires respeclivement propor-
tionnelles aux longueurs OA et 0B. Le mouvement résultant
du point M sera ure rolation aulour de Paxe 0C, avec une
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vitesse angulaire proportionnelle & la longueur OC. D'ailleurs
les déplacements du point M dans ces trois rotations sont
formaux au plan de la figure, et par suite le déplacement
résultant est la somme algébrique des déplacements compao-
sants. Abaissons du point M les perpendiculaires Mm, Mn, Mp,
sur les cotés du parallélogramme et la diagon

ale, nous au-
rons, en omettant le facteur dt, I'équation

OA><Mm— 0B >< M= 00 >< Mp.

Or OA><Mm est la mesure du double de la surface du
triangle MOA; de méme OB >< My, est le double du triangle
MOB, et OC ><Mp le double du triangleMOC. Le triangle MOC,
fait sur Ila diagonale, est donc la somme (algébrique) des
triangles faits sur les cotés 0A et OB; ce théoréme, connu en
geomélrie sous le nom de théoréme de Varignon, sert en sta-
tique & établir la théorie des moments,

GOMPOSITION DE DEUX ROTATIONS NON CONCOURANTES ET NO.

N PARALLELES,
ET COMPOSITION D’UNE ROTATION AVEG UNE TRANSLATION QUELCONQUE.

170 Soient 04, OB, les axes de deux r
ni paralléles, ni concourantes,
Parle point 0’ menons une droite 0’4, égale et paralléle i
0A, mais dirigée en sens contraire, puis ache-
vons le parallélogramme dont (VA s le cote
et O'B la diagonale. 11 suffira pour cela de
Joindre BA’, et de mener par les points (/
etB des paralléles 0'C, BC, aux cotés BA’, 04,
La ligne O'B étant 1a diagonale du p
lelogramme  construit sur les deux cotés
0’A’, 0'C, 1a rotation O'B est la résultante
de deux rolations 0’A’ o 0'C, et nous pou-

vons substituer 3 1q rolalion donnée 'en-
semble de ces deux nouvelles rotations,

Mais les deux rotations 04
de sens opposés. Lone (2 166

ofations qui ne sont

aral-

» O'A’) sont égales, paralldles et
elles équivalent a une (ransla-

N 9
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: erpendiculaire au plan des paralléles OA, O'A’, et ¢&gale
hor;)’rgduit de la rotation OA par la distance DE des deux axes
au 7

11¢cles. : X , e
paf; ;roblémc est ainsi ramené a la cnmp}os;[uln .d une rota
‘tion O’C avec une translation donnée MN (fig. 112}.71 Wit
Nous pouvons décomposer la translation MN en tcuxf c 5

‘ ' e -all¢logramme, en faisa
posantes MP, MQ, par la régle du parallélog e i
:en sorte que MQ soit paralltle & 0'C, et que MP soit perpendi

culaire & MQ ou a O’C. 11 §ufﬁt i
pour cela de mener par le point M
une droite MS indéfinie, parallelie
4 0'C, et un plan RR’, perpendi-
culaire-a 0'C; puis par les deux
droites MN, MS, de faire s
un plan qui coupera le Pl:.m \IIiE
suivant une droite indéfinie ML; S
celte droite sera la direction de la seconde cemlpos‘z;n!.e.\%n
achévera le parallélogramme en menant NP parallcle a MQ,

=
3

o
o

et NQ paralltle & MP; de cette fagon, nous aurons subslitué a

la translation unique MN deux translations simultanées rec-
gulaires MP, MQ. ; ;
ta?l?:;ﬂtr:"larrfslati(;n QMP, perpendicu.lail‘e a la rotation O0'C,
peut se composer avec cette rotation (3167), et donnetptc.)ur
résultante une rotation 0" ¢, qui' n’est faulre que l_a rto:a‘i?;
0'C,déplacée d'une certaine qu&r}tt[(z O’Q' 3 lr)arallcle'llle%’ a (,1 %
méme, suivant la perpendiculaire ahalssnif: du pomF TU[I- ¢
vitesse MP. Onoblient donc une roiai‘ion {)”L. et une lll 31}8;8 l(:;
MQ paralléle & la rotalion. Fe sysh.;mo qui subit ;1 a ?i(_ci }
deux mouvements élémentaires, glisse avec une 1-1te§su I\ J e
long de I'axe 0”C’, autour duquel il tourne avecﬂuim \11’05?3 :m_
gulaire 0"C’. Donc enfin (3 159) la direction 0"C’ est I'axe ins-
¢ glissant du systéme.
w”f;?;% 6; pourrailf}n'océdcr différemlr?ent. Subslilluf)fls ('ﬁg.
173) & la rotation OA unerotation 0'A’, égale et paralle o 1311-
contrant l'axe 0’B en un point 0’ quelconque, et I:HC tm:? ?-
tion perpendiculaire au plan des paralléles OA, 0, et égale.
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ROTATIONS Noy CONCOURANTES.

a4 w><DE (3 167). Les deux rotations 0’A’ et O'B sont concou-
rantes . slles go composent donc en une rotation unique 0'C,
quon obtient par la régle du parallélo-
i sramme (2 165). On raméne ainsj les deux
rotations & une rotation et une translation :
puis on peut continuer commetouta ’heure.
La translation _sera décomposée en deny
translations rectangulaires, ’une paralléle,
I'autre normale a axe de la rotalion; et Ia
translation normale, composée avec la rota-
A tion, aura pour effet de déplacer laxe de
e celte rotation parallélement 3 lui - mgme,

sans altérer sa grandeur. Ep définitive, on obtiendra une rota-
tion et une translation paralléles.

172. La composition des
tanés nous ameéne i retroy

mouvements élémentaires simuy].
ver et a compléter les théorémes

relatifs au déplacement ¢lémentaire ¢'un systéme solide.
Nous avons reconny d’abord que le mouvement élémentaire
d'un solide pouvait étre décomposé en une translation égale
et paralléle ay mouvement élémentaire ¢'up point A, et en
une rotation Q autour d’up axe passant par ce point A (2 158)
Sila translation est normale 4 la rotation, les deuy mou-
vements se composent ep une seule rotation égale et parallgle
a la rotation primilive Q (3 167).
Si la translation est oblique a Ia rotation, on peut décompo-
ser la translation ep deux nouvelles translations, I'une paral-
Iélea la rolalion, I'autre normale; celle-ci, composée avec la
rolation Q, donne une rotation égale autour d’un axe paralléle,
de sorte que Ie mouvement élémentaire est ramené a une ro-
d-dire enfin au moy.

.

Lation et & une translatioy paralléle, ¢’est-
vement hélicoidal (3 170).,
Dans toutes ces transformations, larot
altérée ni en grandeur ni en direction,
On peut, au lien de composer la rotation o avec la compo-
sante de la translation qui lui est nop

male, substituer 3 la
translation un couple de rotationsg (0, o') aulour de deuy axes

ation primitive 0 n'es

B

- gulaires 0X, OY, OZ, suivant les-
o

’ ' 23
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' : ontre ’axe de la rotation Q; les deux
les. dont 'un renc et
L rantes, w et Q, peuvenl se comp % .
. Oou 5 i . L
roiatlon’s coir:SLS)- et le mouvement élémentaire du soli cm;,
n con-
o 0 '@1 ux ;otations o, @, autour de deux axes no
ramené 4 de
e i jugué ; chacune
00?::1 anils x axes sont des droites conjuguées (3 157), au; 5
o 'maux menés aux lra-
est située & la fois dans les plans normaux
' i I'autre. et |
ikt et de’ n définisse, 4 un certain instant, le
73. Supposons qu’o sse, : o o
175. It]IJélém("Iltail“(: d'un systéme solldt‘z pa i
e it int 0, appartenant a ce systéme,
de translation OP d’un point 0, e e
la grandeur et la direction OR de I'a SR
Partant'l;?l{'ae autour d'un axe passant par ce méme p
1mns d ( X ;
méne par le point O des axes rectan

d

quels on peut décompos'er ?es'mo'uj
vements élémentaires ainsi définis;
projetons OP et OR paral-lelemeg;
x axes; solent V et Q la vitesse
au 2 . ~. les angles s
et la rotation OR; , @, t ; g 2 )
i xes

fait avec les trois axes, el 4 g,
e avec les mémes axes. App
X, 1y v, les angles de OR

. g
] les composantes de V suivant les axes, et p, ¢,
fin u, v, w, e
les composantes de Q ; en sorte qu'o
u—0n="1Vcosz, p=0s= Qcos),

= sl =0 cos p.
» =nm="Y cos 3, q_;l—?lcos.‘):
w=mP="Vcosy, r=IR= 2

1ons en passant qu’au lien de donner V, Q et ](Jaurs
Remarqu n peut donner les six composantes u, v, w, gl,dql;!
per Sy pt 4 décomposer le mouvement elcmentan:o ;
i o :f:il:?mnslaliens paralltles aux axes coordonnés, ef
SOhtde 'enrotations autour des m¢mes axes. T
e sons-nous de déterminer I'axe 1ns!antapne g I;§salTl. .
gflogf?it d’abord qu’il est paralléle a OB (@01? ] %)P ;}fzhfis_
sons la translation OP en deux composantes OF, g g
bOn: dau point P la perpendiculaire sur OR. La droite
san nt I | .
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la vites i
hé]icomiel fle Itlransial'lon, ou de glissement, dans le mouvement
T ,Olf]z evest ¢gale au produit de V par le cosinus de
g avee OR; le cosinus de cet angle est ¢oal 4
o G

COS& COS A
ou A +cos g cos .+ cosy cos,

up—+vg -l wr
Va ;
don i '
¢ la vitesse du glissement est égale

Up 4+ vg - wr,
0 :
elle fait :
ait avec les axes les mémes anoles 2 i
e 2168 Ay 1, v, quela rotation
Pour trouv ili
er la position de I'axe ol
el'axe glissant i
8 ant, on pourrait com-
f{ais 0;1 ﬂrrit‘lrgnphl._._(];f{ a\{cc la translation normale PF (gi?(;?
' "¢ plus simplement pa i :
Bl Ch P par la marche suivante ay
Considéro i
e :s un point quelconque M du systéme solide, et
e Cooragr,m-'ses 'coordonnecs; cherchons quelles mriati{;ﬂ
- :
R ief,s €prouvent par suite des siy mouvements 'I’S
: ubis sumultanément i o
: ; ar le solid ;
B ! 1 pé solide. Il sulfit
délerm.conilderer Successivement ces sjx mouvementpm;r
iner rariati ‘ .
ki 1;35 variations correspondantes des cool“lonn,detsL
a a somme algéhri ¢ L ‘ ’
el au”mentilo;;fquu?]dets résultats ainsi ohtenus,
aug » bendant le tem j e
de udt sans rien changer 2 y ni a 2 S
De méme, la vi :
; X » la vilesse v augar
o augmente y de vt sans altérep 45
Et la vi
Clw;u:llée?se w taugmen[e % de wdi sans altérer 4 niy
H des rotations p, ¢ bre § ' :
' . ¢, ry allére i la foi
L e d 1a fois deux coordon.
S, n laissant sa valeur § celle qui est paralle )'OI(’]OH
au}lo.ur duquel celte rotation s'opire Foecs ot
nsi p alté ' ; 7
1 altu:e y et z sans altérer g , q altére 2 ot :
re;y’ et » altére 2 ety sans altérer 4 it
our ¢évaluer ariati : ‘
ok alulel Ie_s variations de y et de 4 dues & la rolati
» projetons le point M sur le plan Y07z (fig. 175); 1 : Iton
g. i la rota-

point

It
3 07, et MI, parallele & OY :.le z du point

DE L'AXE INSTANTANE GLISSANT. 955

tion p, supposce positive, améne, pendant le temps dt, le

M en M, par une rotalion dans le sens YZ autour de I'axe
rojeté en O; menons MN, M'N paralléles

N
Y NN 0

Fig. 175,

M s
1 —L
augmente de L), et la coordonnce y dimi- (\1
nue de ML, Or le triangle MM'L est semblable \
au triangle OMN, dont les cotés sont respec- J

tivement perpendiculaires aux cotés du pre-
mier ; on a done la série de rapporls ¢gaux

ML LM/ MW
A ON T o’

et, observant que
MM = p >< 0Mdt,

NN =2z,

‘ON=1y,

on en déduit
ML = pade,

L) = pydt.

La variation de 9 due & la rotation p est donc égale &
— padt, et la variation de z ¢gale & + py dt. On reconnait de
méme que larotation gautour de OY fait varier z de — qx di,
el @ de + gz dt; qu'enfin la rotation p autour de OZ fait varier

@ de —ry dt ety de +rxdt.
Réunissant tous ces résultats, on forme le tableau sui-

vant :
MOUVEMENTS VARIATIONS COGRESPONDANTES
ELEMENTAIRES, DES COORDONNEES
: i
7 y 2
7 -+ udt 0 0
v 0 —+ vdt ) 0
w 0 0 - wdé
r. ' 0 — padt _ +pydt
q + qadt (\] — qadt
i3 — rydt ~+ radt 0
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Les variations des coordonnées dues  tous ces mouvements
pris ensemble sont done
4z = (- gz — 1) d,

(1 &y = (v +ra— pz) dqt,

5 = (w4 py — gx) dt.

On pourrait décomposer la vitesse V en deu
composantes, el opérer sur ch
séparément ; on frouverait to

X ou plusieurs
acune de ces composantes prises
ujours le méme résultat en réu-
nissant les variations correspondantes par voie d’addition algé-
brique. Arrangeons-nons pour que 'une des composantes de
la vitesse V soit la vitesse OF de glissement ; les composantes
de celle vilesse sont;
Suivant I'axe 0X,

up 4 vy - s P - vpg - wpr,

Q R
Suivant I'axe 0Y,

up —-ve —r

7 _ g + v 4 wgr
0 Xﬂ_

pn+qz+,.2 ’

Suivant I'axe 07,

up + vq - wJ'X T _upr - ugr 4
e e S
Q Q PRt 4t

Les composantes suivant les mém

es axes de la vitesse Fp
seront les différences

w2t g wpr  w (G +7°) — peg + wr)
S e e

v I togr  op4en—g fup 4 o)
RREERE e

=t ztp?‘n—i— 'uq:'.—f- zﬂbrﬂ: W2 g% —p (2p-f-vg)
P TR i U

et par suite, absiraction [aite de la vitesse de glissement, les va-

_— L

de coordonnées produil sur un solide
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riations des coordonnées dues a la rolation Q@ et & la transla-
(e
tion FP seront
: u (g2 + %) — p (g 4 wr)
dz =( Pt

gt ) —gler gy L 7:) de,
{2) dy' = ( e S (it
L (et e — 7 (up +vg)

ds = ( T I)»_w E; q‘: -+ 73

+q=-—fﬂ) o,

+py _qa:) e,

ces formules étant obtenues en remplacant dans }Tes équa-
tions (1) les composanles v, v, w de lavilesse folale V, par les
composanles de sa composante I'T. _

Or l'axe instanlané glissant reste immobile quand on sup-
prihan le glissement qui s'opére le long de sa direction ; les
équations de cet axe s’obliendront donc en égalant & zéro
les variations dz’, dy’, d%’. L’axe inslantanc glissant est ainsi
la droile définie par les (rois équalions :

7 (up 4+ vg) — w {p? I ¢2)
py—gr= P e s
p (g + wr) — u (g 4 12
i e U

g (wr 4 up) — o (12 4 pﬂ}.
T

Ces trois équations ne sont pas incompatibles; en effet, si
Pon élimine z entre les deux dernicres, on refombe sur la pre-
micre en vertu de Pidentité :

13} ] =1 /

rE— pa

v [ up + vg) —w (P2 ¢+ p [p g+ wr) — ulg? 2]
+ ¢ [q (up+wr) — v P+ 2] =0,

A74. Cherchons quelles variations

une rofalion w autour d'un axe AP, qui
ne passe pas par Porigine, _

Pour définir la position de I'axe AP,
nous donnerons les coordonndées &, 4, £,
d’'un de ses points A, et les compo-
santes p’,¢’, 7', de la rofation o décomposée parallclement aux
trois axes. i :

o 7
MEC GOLLIGNON. A

Fig. 176,
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Par le point O, menons un axe 017, parallele & AP; nous
pourrons supposer la rotation w transporlée a cet axe, en y
Joignant une translation perpendiculaire au plan des deux
droites AP, OI”. Soient o', v', w’, les composantes de celle
translation ; nous aurons d’abord

w'p’ 4 v'g' + whr' =0,

puisque angle de la [ranslalion avee la rotation O’ est droit ;
les ¢quations de Vaxe AP seront les équations (3), savoir :

I (”’P' + ?)'(,f’\; — [‘PrE + qr!J

Py — f["f et P'ﬁ HE qm + 272 2
gz—ry = Py ) —w (g 9
o Y3 PR fj"ﬂ 4 2
Sl {an's! - wlpty — o' (r2 - pr2)
Lot P4 qlﬂ —+ 2 .

Remplagant w'p’ +v'¢’ par — w'’, v'¢'+w'?’ par — up’, et
u'p’ +w'r’ par —v'q’, il vient

PYy—gr—=—uw,

Prx—ry=—u,

M —pr—=—1,

et ces équations déterminent les composantes, o', o', w’, de la
translation. L’axe AP passant en effet au point A, dont les
coordonnées &, 1, ¢, sont des quantités connues, on aura

W = Py — qn’;'
() v=pig— 17,
w' = g't — p'y;
ces relations pourraient se déduire des équations (1), eny fai-
sant dz, dy, dz ¢gaux & 0. Nous pouvons ensuile appliquer ces
mémes équations a larecherche des varialions des coordonnées
z, y, # d’'un point queleonque, sous influence de la transla-
tion (', 0", w’) et de la rotation ', (il passant par Vori-
gine; et nous aurons par conséquent :
da = (1"a — ¢'¢ + ¢'s — rty) du,
dy = (' — g 17 — pfa) dl,
da = (q's — pra+py — q'a) dt,
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ou bien
de=[¢' (s— ) =" [y — )] dt,
) dy=[r'(z—g) —p'(z—¢}] dt,
ds=[p'ly—n)—g (z—E dt,
formules auxquelles conduirait directement un changemenl
de coordonnées, résultant du transport de Iorigine au point
A, sans altération du parallélisme des axes.

175. Enfin, nous allons délerminer les équations de deux
lignes conjuguées ; elles seront définies, 1'une par les coordon-
nées &, 1, {de 'un de ses points et les composantes p’, ¢, 1,
de la vilesse angulaire, I'autre par les coordonnées &, +/, ¢/,
et les composantes p”, ¢”, 1. :

Appelons toujours u, v, w, et p, g, r, les composantes don-
nées de la translalion, el de la rolalion autour d’un axe pas-
sant par lorigine.

Les variations dzx, dy, dzdes coordonnées d’un méme point,
dues aux mouvemenls composants, s’obtiendront en faisant
les sommes algébriques des variations partielles dues & chaque
mouvement en particulier; appliquons done les équalions (1)
et (5), et nous aurons, en divisant par di, :

utgs—ry=¢ (3—8)—1 (y—u) +¢" E—)—" [y—n),
6) { p+rz—ps=r(e—F)—p lr—Q) + 1" (z—)—p" s —=¥),
wopy—ge=p (y—n— g ([ —g +p"[y—)-=¢" £—¥).
Ces équations doivent élre veérifices par toutes les valeurs pos-
sibles de z, y, %; el parsutle, les mulliplicateurs de ces va-
riables el le terme indépendant doivent étre sépar¢ment nuls;
ce qui conduil aux neuf équations

u+ g — ¢y — 'y =0,
{ g—q¢' —q"=0,
P —gf — =,
USErE Py — =0,
1) r—7l— ! =10,
; p—p —p"=0. 3
W+ prg — ¢+t — gUe'=0,
Py —=p'=0 ;
{ ¢—¢—q"=0.
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Ce groupe de neuf &qualions ne contient que cing relations dis-
tinetes. " .
11 y en a d’abord trois qui sont écrites deux fois, ce qs.u ré-
duit le nombre effectif d’équations a six; de plus, mulllphmrlrs
la premiére par p”, la qualrieme par ¢, la septitme par r-,
ct ajoutons : nous aurons pour resullat
g—p"
+ 11’7‘"

Pnu_'_quu__i_ " + qrp.'f

7+ rg" I r=0.
_prqﬂ

s ,.ﬂg:

mplacant dans cette équalion p”, ¢”, "y par p—p'y ¢ — q,
emplac q
r—1’, 1l vient.
(p—p)u+(g—q)v+ r—r)w+{pg — a5+ rp' —p7)n
= + g’ —rglg=0,

ou bien
(8) plu+gs—rn) 4+ ([p-trg—pg) o (w+pu—gE) =putgr+uwr,

équation qui lie entre elles les six quantités p’, ¢', " et &, z

Si done on donne u, v, w, p, ¢, r, on pourra prendre arbi-
trairement un point &, 4, ¢, pour y faire passer I'axe de I'une
des deux rolations; l'équation (8) élablit une condition &
laquelle doivent satisfaire les composantes p'y ¢, %, de
cetle rotation; deux seulement sont donc arbitraires, ct lla
troisicme se déduit de Péquation (8). On peut prendre arbi-

P

trairement, par exemple, les rapporls T qui définissent

enticrement la direction de Paxe; V'équation (8) donne en-
suite les valeurs des rotations composantes, et par suile de

la rolation totale.

Une fois ce choix fait, les équations (7) font connaitre, les
: e 77
unes les composanles de la rolation conjuguce p*, 47, 1", les

autres les équations de Paxe aulour duquel elle s'elTectue.
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ADPLICATION DE LA THEORIE DES MOUVEMENTS SIMULTANES AU MOUVE-
MENT DE LA TERRE DANS L’ESPACE. — THEORIE SOMMAIRE DU PEN-
DULE DE FOUCAULT.

176. Le mouvement de la ferre dans lespace fournit
un exemple de la composilion des mouvements simulta-
nés. On sait que le globe terrestre parcourt dans l'année
ane ellipse dont le soleil occupe un des foyers; ee mouve-
ment représenle le mouvement de transia-
tion. n méme temps, le globe terrestre est L@\
animé, de Vouest & I'est, d'un mouvement \Kz\_r\/“"m
de rotation uniforme autour de la ligne des L ) i/j<
poles, ou de laxe du monde; la durée de /.- L

r
-

la révolution est de 24 heures. Voila done ¢

le mouvement de la terre décomposé en

denx mouvements simples, la translation et la rotation,
et & chacun de ces mouvements correspond une période par-
ticulicre : & la translation 'année, & la rotation le jour.

La durée du jour solaire, prise entre deux passages consé-
cutifs du soleil au méridien du méme point du globe, est lé-
gerement variable -aux différentes époques de I'année, bien
que la vitesse de rofation du globe soit constante. Tl est facile
de s¢ rendre comple de cette inégalité. Soit S le cenfre du
soleil, el T la terre en un point de son orbite LI/ (fig. 177).
Joignons le cenire T de la terre au centre du soleil; la ligne
IS rencontre en A la surface terrestre, de sorte qu’a I'¢poque
que nous considérons, il est midi vrai pour le point A.

Vingl-quatre heures aprés, la terre s’esi transportée en T’
en vertu de son mouvement de translation. En méme temps,
leglobe a subi unerotation autour deson centre T et a accompli
un tour entier; mais ce tour enlier n’a pas ramené le point A
dans la direction du soleil, car le lour cst entiérement accom-
pli dés que le point A est arrivé en A” sur une paralléle, T’A”,
a TA. L’intervalle de temps compris entre deux retours con-
steulifs d'un méme point A dans des directions paralléles

Fig. 177
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TA, T'A”, est nommé jour sidéral, parce qu'on peut supposer
que ces direclions TA, T'A” aboutissent 4 une méme ¢éloile in-
finiment éloignée de la terre; le jowr sidéral mesure la véri-
table période du mouvement de rotation uniforme, ct a une
durce conslante. Le jour solaire surpasse le jour sidéral de
tout le temps que le globe met & décrire le pelil angle A“T'A’;
ce petit déplacement angulaire (pendant lequel le centre T de
la terre avance d’une cerlaine quanlilé sur sa trajectoire) ra-
méne le point A en A’ et compléle la durée du jour solaire,
tervalle de temps qui s’écoule entre deux midis vrais consé-
cutils en un méme point du globe.

La durée du jour solaire est donc variable, car elle dépend
de la vilesse de translation de la ferre, laquelle n'est pas la
méme pour tous les points de I'orbite, ¢’est-d-dire pour tous
les jours de l'année.

Le jowr moyen oun jour civil, cst lamoyenne des jours so-
laires pendant Pannée. C’est une période constante qu’on par-
tage en 24 heures. Cherchons le rapport du jour sidéral au
jour solaire moyen. La durée de la révolution enlitre de la
terre autlour du solcil, ou I'année, est d’environ 565 jours
moyens 4. Or, en un jour moyen, la terre [ail avtour de
son axe un lour entier pour amencr le poinl A en A", et
elle décrit de plus un angle A”T'A’, ¢gal 4 T'ST; appelons ¢
la durée du jour sidéral rapportée au jour moyen : la va-
leur moyenne de Vangle T'ST est égale ala fraction ﬁ du

L3
tour enlier, et, par suite, le temps que met la terre & décrire
cet angle est

Done

: 1 y
i (1 + 55:1) =24 heures solaires moyennes = 86400 secondes.
3

cl enfin
86400 >< (5653)

360

— BG164 secondes,

t—=

g3
4
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Le jour sidéral est done plus court que le jour solaire
moyen, de 86400 — 86164 — 256 scecondes = 3™ H6*, ou
d’environ 4 minules (de jour moyen).

177. La translation .annuelle et larotation diurne sont les
principaux mouvements de la terre. Mais ce ne sont pas ‘1es
seuls. Les astronomes ontdécouvert gque nofre globe participe
i d’nulres mouvements beaucoupplus difficiles & étudier. Nous
avons admis jusqu’iel que Vaxe dé la terre se déplagait dans
Iespace paralltlernent i lui-méme. Ce n’est pas le mouvement
le plus général d'un corps solide. Nous avons deécompose
le monvement de Ja terre en une (ranslation et une rotation
autour d’un axe passant par son centre. Faisant abstrac-
tion du premicr mouvement, le second, qui s’accomplit
autour d’un méme point fixe, peut consister dans une strie
de rotations instantanées autonr d’axes successifs passant par
ce point, et nous avons vu (3 162) que ce monvement conlinu
de rolalion ¢équivalait an roulement d'un edéne li¢ an corps
mobile, sur la surface d'un second cone fixe dans I'espace. La
translation paralléle de 'axe de rotation n’¢lant pas le mou-
vement le plus général d’vn corps libre, il est probable que la
terre est animée d’un mouvement plus compliqué.

On conslate, en effet, que Paxe de la terre n’est ni rigou-
reusement fixe dans le globe, ni rigourcusement parallele i
une direction fixe dans l'espace. Ilipparque a reconnu le
premier que 'axe de la terre déeril en 26000 années un cone
droil autour d’une perpendiculaire au plan de I'écliplique : ce
mouvement, extrémement lent, déplace d’environ 50 secondes
sexagésimales par an la ligne d’intersection de I'¢cliptique
avee I'équateur; il est connu en astronomie sous le nom de
précession des équinoxes. Bradley a démoniré plus fard que
Paxe de Ia ferre ne suit pas exactement la surface du céne
droil indiqué par Hipparque, mais qu’il oscille de quelques
secondes de part ct d'antre de cetle surface dans une période
de 18 annces environ : c’est ce mouvement qu’on appelle la

autation. On rend compte de ces mouvements en imaginant

un cone trés peu ouver(, ayant son sommel au cenlre méme

-
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de la terre et faisant corps avec elle, puis un sccond céne
ayant méme sommet, mais fixe dans P'espace, et en suppo-
sant que le premier cone roule sur le second de municre
a faire chaque jour un tour entier. Si l'on néglige la nuta-
tion, balancement trés resireint de Vaxe de part et d’autre
d’une position moyenne, et sil'on se borne au mouvement
moyen de précession, on peut définir le mouvement ainsi
stmplifié en prenant pour cone mobile et pour cone fixe deux
cones de révolution. Le pole réel du globe, au lieu d’élre
un point rigoureusement fixe sur la surface de la terre, est
un point mobile qui, dans cette hypothise, décrirait chaque
jour autour du pole moyen un cercle d’environ 26 cenlimélres
de rayon.

178. Pendule de Foucault. La décomposition des rotations
fournil une explication sommaire du mouvement apparent
observé dans l'expérience de Foucault,

On attache & un point A trés ¢levé un fil AB d’une grande
longueur ; a l'extrémité B on suspend une lentille pesante. On
¢ccarlele pendule ainsi formé de la position verticale AC, puis
on le laisse osciller de AB en AB’. Quand I'expé-
: rience est faite avec loules les précautions con-

f venables, on ne tarde pas & remarquer que le

| plan d'oscillation du pendule prend, par rap-

:' \ port aux objets fixes environnants, un mouve-
¢! __-#=, nenld peu prés uniforme aulour de la verti-

c' cale, dans le sens du mouvement apparent du
soleil, comme si ce plan ne subissait pas le
mouvement d’entrainement qui correspond a
la rotation de la terre.

Voici comment on peut serendre comple de ce phénoméne.

Soit (fig. 179) PEIE’ la sphére terresire; O son cenlre;
PP, la ligne des poles ou l'axe de la sphire, qui conserve
dans I'espace une direction sensiblement fixe; EE le plan de
Péquateur. ;

Suspendons d’abord le fil au point A, sur la verlicale
du pole nord, ¢carlons la lentille B de la verticale, et laissons
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osciller le pendule. Rigoureusement, l'oscillation ne s'effec-
tuerait pas dans le plan vertical PAB, parce qu'en écarlant la
lentille, la main de'observateur lui communique au pointB,
perpendiculairement ce plan, la vitesse qu’elle posséde elle-
méme en ce point, et qui est le produit de sa distance, BP,
i Taxe de la terre, par la vitesse
angulaire du globe. Mais cette vitesse
est tres faible, parce que la distance BP.
est {rts pelite, et nous admettrons
qu'on peut n’en pas tenir compte, ou,
plus rigoureusement, qu’on a eu soin
de la détruire, en imprimant & la len-
tille, au moment ol on l'abandonne,
une vitesse égale el conlraire. Alors le - |
mouvement s’accomplit dans le plan Fig. 170

PAB. On s’assure, par une expérience

préalable, que la torsion du fil AB ne déplace pas le plan d’os-
cillation. La pesanteur ne contribue pas d'ailleurs a modi-
fier la position de ce plan. Il restera donc fixe dans I'espace,
et comme le globe fait en vingt-quatre heures un tour entier
de Youest & Vest autour de I'axe PA, l'observaleur, entrainé
dans ce mouvement, attribuera au plan d'oscillation du pen-
dale un mouvement de rotation de l'est a I'ouest, égal et con-
{raire au mouvement dont il est lui-méme animé; le plan du
pendule, pour l'observateur placé les pieds en P, la téte en A,
tonrnera done de gauche & droite, dans le sens de la marche
apparenle du soleil.

On reconnaitrail de méme que, si observationse faisait au
pole sud, I, le plan du pendule parailrait tourner de droite &
aauche autour de P'P, car 'observaleur auraitau point P'la
position inverse de celle qu’il a en P.

On peul done prévoir qu'en un point pris au hasard a la sur-
face de la terre, le plan du pendule prendra un certain mou-
vement apparent; mais quelle relation ce mouvement appa-
rent aura-t-il avec le mouvement de rotation dela terre?

Pour résoudre celle question, remarquons d'abord que si
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Ponfait expérience en deux poi e [
fants de l’équl;teur L, l’jﬁizfsoi?lfzgi: t}DL , egal?men’t e
Pk phere boréal, Paulre
ns I'hémisphére austral, on verra, en N, le plan du pendule
tourrller autour de la verlicale dans le sens est-sud-ouest-nord
tandis qu’en N, il tournera autcur de la verticale dulieu dan;
le sens est-nord-ouest-sud. A 1'équatenr, par conséqum,lt le
plan du pendule restera immobile, car I'équateur estladlinjlitc

une Sd(ux regl ou \!
commun de % ”D on Ies m men erve Ont
C(]nl]t 1res.,

Nous avons ainsi reconnu les lois du mouvement apparent |

au pole et & Péquateur : au pole, rotation qui fait accomplir
an plan dupendule, del'est & l'ouest, un tour entier :iei’lléri-
Zoni €1l 24 hcu.res; & I'équatenr, immobilité du plan. 11 1:e:te
a&savmr ce qui se passe en un point G, intermédiaire CT]J[I'Ckle
pole P et I'équateur.

(.101gnnns 0C, el élevons sur OC une perpendiculaire OII;
Fr:us'[prenons sur liaxe 0P une longueur OD pour représeute;‘
én\élcflis;uctlse;‘oiahlon d]u g?o'be. Décomposons cette rolc}tion

. S, aulour des axes 0C, OH; pour cela il suffit de
projeter le point D en F et en G, sur les droites reclangulaires
(?C et OII. Les longueurs OF et OG représenteront, & 13 mé
¢échelle, les vitesses de rotation composantes, et ’0;1 a nel::]‘i
w la _rotation de la terre et » la latitude COfE du ociillt G, 1
mlafmr'l OF sera égale & w sin 2, et la rotz;tion (3(1 a L:E'GOS ) iy

Cona_dérons successivement ces deux rotalions. A 1’6“31:;1 de
la I“O[iﬂl()]'l 0G, le point C se trouve comme & l’équateuor de In
\fphiare dont le point -II est le pole. Si cette rotation exislailt
b‘(;;lne(,l, 351(1:?1121;3 produirail aucun déplafzemenl apparent du
plan ¢ ion du pendule, et par suite nous n’avo
i tenir comple de la composante OG. A

.A I’égard de la rotation OF, le point C est situé au péle qu’
rait le globe si cette rotation existait seule; par corf)séc :Icn?]ll-
plan d’oscillation du pendule prendra, pa1: rapport a i’o!)s y
vateur qui fait en G l'expérience, un mouven}eIx}lt de I'O!atieorr;
autour de la verticale du lieu, de I’est & 'ouest en pa}ss‘mt par
le sud, et avec une vitesse angulaire égale i w sin h. PLuisé;e

~ . N

e p———————
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‘1e globe fa2it un tour entier sur lui-méme en 24 heures, le

plan du pendule fera au point G le tour entier de la verticale

ey 1 it
n temps ¢gal & 24 heures > —==s ¢'est-d-dire dans
A

an temps de plus en plus long & mesure que le point G se
rapproche de équateur; la durce du tour devient infinic
quand le point C est sur I'équateur méme, parce qualors OF
est nul, ce qui confirme ce gue nous avions' reconnu déj.

. Donc la durée

dans u

. 8 1
. o i S e oy o 2
A la latitude de 45°, sinh=3 \,2_P1,41

du tour entier serait, & cette latitnde, de
24 heures >< 1,41,

ou de 53 heures 50 minutes.

Cotte célébre expérience rend sensible pour ainsi dire le
mouvement de rolation de la terre.

La dynamique nous fournira une analyse plus rigoureuse

du phénomene.

MOUVEMENT RELATIF DE DEUX SOLIDES.

179. Si deux systémes invariables sont tous deux en mou-
vement, et qu'on propose de trouver le mouvement relatif de
J'un par rapport & P’autre, on peut,par la pensée, imprimer aux
deux systémes un méme mouvement commun, ce qui n’alté-
rera cn rien le monvement relatif cherché (3 70); prenons pour
ce mouvement additionnel un mouvement égal et contraire au
mouvement absolu dont le second systéme est animé; le second
systéme sera ramené auTepoOs, ot le mouvement résultant que
possédera le premier sysiéme Sera le mouvement relatif
demandé.

Dans le cas le plus général, on sera
composer ensemble deux mouveme
le mouvement résullant est encor

conduit par cette régle a
nts élémentaires héli-

coidaux : ¢ un mouvement
hélicoidal.

180. Supposons que les deux systémes solides soient tan-
genls en un point unique, ce qui arrive fréquemmaent dans les
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machines. Le mouvement relatif de 1’'un des corps par rapport
a 'autre, suppost fixe, rentre dans les différents cas suivants.

Le pivotement est une rotation du corps mobile autour de
la normale élevée au point de contact des deux corps sur les
surlaces par lesquelles 1ls se touchent.

Le roulement consisle en une série de rotations infiniment
petiles du corps mobile aulour d’une droile mence par le
poinl de contact dans le plan langent commun. Dans ce mou-
vement, la suite-des points de conlact forme une courbhe sur
chacun des deux corps; la courbe du corps mobile roule
sur la courbe fixe, c’est-d-dire qu'il y a & chaque inslant
égalil¢ entre les arcs parcourus par le point de conlact sur
chacune de ces deux lignes.

Le glissement a lien quand un méme point du corps mobile
fouche le corps fixe en des points différents; on dit alors que

~leglissement est simple. 11 est mixte, ¢’est-a-dire compliqué de
roulement, quand les points des deux corps qui arrivent suc-
cessivement au conlact ne sont pas & la méme dislance les uns
des autres sur les deux corps, oulorsqu’il n’y a pas égalité entre
les arcs parcourus simullanément sur les lignes de contact
par le point géomélrigue commun aux deux corps. On donne
le nom de glissement mixte angulaire an mouvement de glisse-
ment mixte, lorsque les deux lignes des points de conlact sue-
cessifs ne sont pas tangentes’ane & 'aulre au point de contact
des deux corps, ou lorsqu’elles se coupent sons un certain
angle dans le plan tangent commun. Lorsque ces deux lignes
sont tangenles, le glissement mixte est dit tangentiel.

181. Quand les deux corps ont plus d’un point de conlact,
le mouvement relatif rentre dans 'une ou laulre de ces
classes, si I'on se borne & considérer un point de conlact en
particulier ; mais la nature du mouvement relalif peut varier
d’un point de contact & un autre.

Les mouvements les plus utiles & considérer sont encore le
roulement simple et le roulement accompagné de glissement.

Lorsqu’il y a roulement simple en tout point de contact des
deux solides, le corps mobile tourne autour d’une droite
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menée par ce point dans le plan tangent commun; et par
suite, tous ces points de conlact sont silués sur une seule et
méme ligne droite, qui sert d’axe a la rolation inslantange.
Pour que le mouvement continu du corps mobile puisse élre
un roulement simple sur le corps fixe, il faut donc que les
surfaces des deux corps soient des surfaces réylées. Cest ce
qui alieu, par exemple, quand un cylindre roule sur un plan
ou sur un autre cylindre paralléle, ou quand un céne roule
sur un plan ou sur un autre céne de méme sommet.

Si les surfaces des deux corps sont réglées, il est possible
qu’a chaque instant le mouvement élémentaire du solide mo-
bile comprenne une rotation autour de la généralrice de con-
tact, et une translation le long de cette méme géneratrice.
C'est ce qui a lieu, par exemple, dans le mouvement continu
d'un solide, pour les deux surfaces réglées formées dans
I'espace et dans le corps par la suite des positions de I'axe
instantan¢ glissant (3 162). .

182. Soit M le point de contact, & un cerlain instant, de
deux corps mobiles. Aun hout du temps infiniment petit dt, le
point M, considéré comme apparfenant :
au premier corps, vient en M, et le

- G S D
point M, considéré comme apparte- —====gr gemIil
nant au second corps, vient en M. i o ut

Soit AB le plan tangent commun  * M B
aux deux corps mené par le point M. Fig. 150,

Ce plan, entrainé successivement par

le mouvement de chacun de ces deux corps, viendra occuper
les positions A'B’ pour L'un, A"B” pour I'aulre; ces nouveaux
plans font des angles infiniment petits avee leur position pri-
mitive, et par suite les points qui y sont situés dans Ie voi-
sinage des points infiniment rapprochés M’ et M, sont & des
distances de ces plans infiniment petites du second ordre. 01:1
peut donc rezarder les points M’ et M’ comme appartenant
un plan CD paralléle au plan AB. Le nouveau point (}e conlact
des deux corps au bout du temps dé est situé a une distance de
ce plan infiniment petite du second ordre. La distance M'M"

]
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represente le glissement relatif des deux corps au point M,

TN

: I'M :
et le quotient ST la vitesse du glissement relatif. Le glisse-

ment él.émeniaire est ainsi mesuré par la distance acquise par
deu‘x points primilivement confondus en un seul, ou, ce qui
l‘e_\‘l.cnt au méme, par la distance perdue par deux points pri-
milivement séparés qui viennent se confondre en un seul.
Lors.que le mouvement relatif des deux corps est un roule-
ment simple, le glissement relalif est un infiniment pelit du
second ordre, et la vitesse du glissement est nulle. En clfet
B soil M, & un certain instant, le point de contaci
: Y il ;F ges d{‘:n corps qui roglcnt I'un sur lautre.
- onsidérons les deux points [ et F qui viennent
se confondre, en vertu du roulement, au hout
du_temps dt; ces points sont & des dislances infiniment
pCilllC’S é‘ga]es, ME = NMF, de l'axe de la rotation ¢lémentaire
qui s‘opcre aulour du point M; une rotalion infiniment pe-
tite odt autour de M améne le point E a ceincider avee le
point F ; arc EF, qui représente le glissement élémentaire, est
done égal au produit de la distance ME par la rotation ;dt-
ce produit est un infiniment petit du second ordre, et ,
suile la vitesse du glissement est ¢gale & zéro. s

EXENPLE DE LA RECHERCIE DU MOUVEMERT RELATIF
DE DEUX SOLIDES,

T '1%’,5. Supposons que les deux cercles OA
k I /A et O°A, tangents au point A, ou plutot les
\ 7 deux ecylindres d

e

] : roifs auxquels ces cercles
\ servent de bases, soient animés chacun d’un
( : Imounem.entde rotation autour de sop cenfre
) ?
e pledméer dans le sens de la figehe [etle

second dans Je ' b
sens de la fléche f’s de ma-

:111(_‘,1'6 que les vitesses linéaires des points des

e eux im’conferences solent égales. Cest ce
leu, par exem

: 1 P ple, dans les engrenages. On demande

Fig. 182,
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le mouvement du sysiéme O par rapport au systéme O.

Appelons » la vitesse linéaire commune aux deux circonfs-
rences ; lavitesse angulaire de la rotation qui s’effeclue autour

de 'axe O sera égale a % en appelant I le rayon OA du pre-

‘mier cercle ; la vilesse angulaire du second cercle autour de

0’ sera de méme E}il’ en appe'lant R’ le rayon 0'A. Imprimons

a I'ensemble des deux systémes un mouvement égal et con-
traire au mouvement propre du systéme O. De celle maniére,
le systéme O restera en repos, et le systtme O’ prendra un
mouvement composé¢ qui sera le mouvement cherche.

- i - E e
Nous sommes donc amenés & composer la rotation & autour
de I'axe 0, mouvement propre du cercle O'A, avec une rotation
égale et conlraire & f dutour de T'axe 0. Ces deux rotalions

sont paralltles et de méme sens; elles se composent (3 165)

en une scule, paralltle, de méme sens, et égale & leur
Tl . ;

somme 47 et laxe de la rotation résultante partage la

distance 00" des axes des rotations composanles dans le rap-

port inverse des vilesses angulaires, c’est-d-dire dans le rap-

port

v —{— = DA
Iir

Cet axe passe done au point de contact A des deux cercles. La
circonférence O'A roule sans glisser sur le cercle 045 le mou-
vement relalif du cercle 0" par rapport au cercle O est un
roulement uniforme du-premier cercle sur le second, el la vi-
tesse angulaire de la circonférence mobile aulour de son poin
de contact avec la circonférence fixe est égale & ‘

el e
TR



CHAPITRE II

DE L'ACCELERATION DANS LE MOUVEMENT RELATIF
ET DANS LE MOUVEMENT EPICYCLOIDAL

184. La vitesse absolue d’'un point dont le mouvement est
rapporié & des axes mobiles est, comme nous I'avons vu (3 67),
la résultante de la wvitesse relative du point par rapport
aux axes, et de la vitesse d’entrainement qu’aurait le point
il était lié aux axes pendant un instant infiniment court;
cette décomposition est toujours vraie, quel que soit le mou-
vement d’entrainement.

Il n’en est pas de méme de Paccélération, et, sauf cerlains
cas particuliers que nous ¢tudierons en délail, il n’est pas vrai
de dire que 'accéléralion totale du mouvement absolu d'un
point mobile soit la résultante de deux accélérations, dont
I'une corresponde au mouvement relatif, 'autre au mouve-
ment du point lié aux axes mobiles et entrainé par eux ; pour
irouver l'accélération toiale du mouvement absolu, il faut
composer ensemble trois accéléralions, savoir : les deux accé-
lérations qui viennent d’étre indiquées, et une troisiéme accé-
lération, dile complémentaire, que nous allons définir, et qui
dépend de la nature du mouvement d entrairiement. ‘

Les axes mobiles forment un sysiéme invariable, et par
suite (2 158) le déplacement élémentaire qu’ils subissent peut
étre décomposé d’une infinité de maniéres en une translation
el une rotation. Mais & un cerlain inslant le point mobile M

~ coincide avec un point gétomélrique, A, du systéme de compa-
MEC, COLLIGNON, 18
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raison, et le mouvement d’entrainement fait passer ce point
géomélrique de A enA’; par suite, le mouvement ¢lémentaire
d’entrainement du systéme de comparaison est décomposable
en une franslation AA’, et une rotation autour d’un axe instan-
tané PP, qu’on peut regarder comme passant par le point A’
fig. 183).

Le mouvement d’entrainement du point A, li¢ aux axes
mobiles, fait décrire & ce point une certaine trajectoire AG ;
au bout d'un temps infiniment petit, dt, aprés le passage du
point M en A, le point A est parvenu en A’. Menons en A la
tangente AB & la trajectoire AC, et prenons AB=w,dt, en ap-
pelant v, la vilesse d’entrainement. Joignons BA'; nous savons
(2 91) que BA’ est ¢gal &

% je t[te,

j, élant Yaccélération totale d’entrainement.

Pendant ce temps, le point mobile M, qui était en A & ori-
gine du temps dt, est parvenu en M sur sa trajectoire relative AD.
Désignons par v, et j, la vilesse et l'ac-
célération du mouvement relatif, puis
prenons sur la tangente a la trajectoire
relalive une longueur AN=v,dt, joi-
gnons NM', et nous aurons NN’ =1j,d¢*.
Nous trouvons donc sur la figure la vi-
tesse et l'accélération d’entrainement,
la vitesse et 'accéléralion relatives. Il
reste & trouver la vitesse et 'aceéléra-
tion absolues.

La trajectoire relalive AD subitle mouvement d’entrainement;
elle se transporte done, pendant le temps dt, de AD dans une
certaine position A’D”, et ce mouvement peut étre décomposé en
deux autres : un mouvement de translation, paralltle & AA,
qui aménera la trajecloire relative de la position AD  la posi-
tion A’D’; et un mouvement de rolation autour de l'axe PP,
qui la fera passer de la position A’D’ & la position A’D”, en fai-
sant décrire & chaque point S de latrajectoire unarc de cercle
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infiniment petit, SII, dont le centre est quelque part enI sur
I’axe PP’. Si nous prenons ATT=A’S=AN’, le point H sera
la posilion absolue du point mobile M au bout du temps df;
le point S serait la position vraie du mobile M au bout de ce
temps si la rotation autour de Paxe PP’ n’existait pas.

Achevons le parali¢logramme NABL; les cotés AN, AB, étant
respectivement égaux a v,dt et v,d¢t, la diagonale AL, résul-
tante de ces deux déplacements, sera égale & Vdt, V désignant
la vitesse absolue du mobile M. Joignant donc L, et appelant
j Taccélération totale du mouvement absolu, nous aurons
LH=1jd.

La droite M'S est égale et paralléle & la droite AA’; sur les
droites M'S et M'N, construisons un parallélogramme M'NRS;
nous aurons RS=MN, et NIk sera égal et parallele & AA".

Joignons enfin RA’ et RL; la figure SRA’ n’est autre que
la figure M'NA transportée parallélement i elle-méme d’une
quantité égale & AA’. Donc RA’ est égal et parallele a AN, et
par suite a BL; la figure LBA'R est un parallélogramme, et LR
est aussi égal et paralléle 8 BA’. Le contour polygonal LRSH se
compose ainsi de trois colés, dont les deux premiers LR, RS,
sont respeclivement égaux et paralléles a BA’ eta NM', c’est-a-
dire aux lignes qui représentent en direction et en grandeur,
au facteur 2 di* preés, 'accélération totale dans le mouvement
d’entrainement et dans le mouvement relatif. Le troisiéme
coté SH est un élément de circonférence, normal au plan HA'P
qui passe par la trajectoire relative et par 'axe instantané; il a
pour longueur I >< wdt; en appelant v la vitesse angulaire du
systéme de comparaison autour de P’axe PP’; I'élément IH
peut élre regardé comme la projection de AIl sur un plan
perpendiculaire & PP’, et 'élément A'll, espace décrit par le
point mobile pendant le temps df sur sa {rajectoire relative,
est, & la limite, égal au produit v,dt. Appelons « I’angle formé
par l'axe instantané PP’ avec la vitesse relative. La longueur
IH sera égale & v,dt >< sina, et par suite

Sll=w, dt sin « < wdt = wir sina dic,
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Le ¢oté LIL, qui ferme le contour, est égal au produit j jde.
Divisons par £ d&* les quatre eotés du quadrilatére LRSIL Cela
revient & y substituer une figure semblable, RS, dont les

s

cotés (fig. 184) seront j, j,, j., €t %%:2 wt,sina. Le cote LI

esl la résultante géométrique des cotés L'R, R'S’, 8’1, chacun
pris dans le sens des fléches. Par consé-
quent, 'aceélération j dumouvement absolu
est la résultante de trois accélérations, sq-
voir: Daccélération j, du mouvement d'en-
tratnement , U'accélération j, du mouvement
relalif, et Uaccélération j, = 2wv, sina, qui
est perpendiculaive & la fois @ la vitesse
relative et & U'azxe instantané de rotation, et
dirigée dans le sens SH (fig. 183), ¢’est-a-
dire dans le sens oit la rotation instantanée tend & faire tourner
Pextrémité S d une aiguille A'S dirigée suivant la vitesse relative.

Celle accélération complémentaire j, est nulle lorsque 0 =0,
¢’est-a-dire lorsque Pentrainement se réduit & une simple trans-
lation, ou lorsque v,=0, ou enfin lorsque sina =0, c'est-a-
dire lorsque la vitesse relalive est nulle ou dirigée suivant
'axe instantané de rolation. Dans ces divers cas parliculiers,
Paceclération absolue est la résultante de deux accélérations
seulement, celle du mouvement relatif et celle du mouvement
d’entrainement. Dans tout autre cas, il faut joindre a ces deux
accélérations Vaceélération complémentaire. Tel est le théo-
réme sur l'accélération dans le mouvement relatif; on lui
donne le nom de théoréme de Coriolis.

= 2, 0=l §'

Fig, 184

DECOMPOSITION DE L ACCELERATION COMPLEMENTAIRE SUIVANT TROIS
AXES RECTANGULAIRES.

185. La définition que nous venons de donner de la troi-
sitme accélération est bien compléte, mais elle est, en gé-
néral, 'une application peu commode; on la simplific en de-
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composant V'accelération j, parallélement a {rois axes rectan-
gulaires, parallélement auxquels on décompose de méme la
rolation inslantanée o et la vitesse relative v,. Le probleme &
résondre est done le suivant : étant données les trois compo-
santes

P, ¢ 1 dC oy

et les trois composantcs

vr, Uy, Vs, de r,

trouver les composantes de Taccélération 2w, sinz, projetée
sur les mémes axes.

Soit (fig. 185) M le point mobile;;

PP’ P’axe instantané de rotation, qu’on peut toujours sup-
poser passer par le point M, en in- ;
troduisant dans le mouvement d’en-
trainement une translation conve- ¢

Ale
nable ; AL
MA une droite qui représente en / Ve
. . . = Al
grandeur et en direction la vitesse /e
=M /

relative, v,. P ‘
Prenons sur axe PI”, & partir du
Y

point M et dans le sens ot I'observa-
teur devrait s’étendre le long de
Paxe pour voir la rotation s'effectuer de gauche & droite, une
quantité MB, qui représentera en grandeur et en direclion la
vitesse angulaire o.

La rolation o tend & déplacer dons le sens AA’ Vex{rémilé A
de la vitesse relative; élevons au point Mune perpendiculaire
MC au plan AMB, et menons cette perpendiculaire dans le sens
AA’; puis prenons sur celte droile une longueur MC égale au
produit 2ew,sina; l'angle « cst langle AMB, et par suite
v,sina est la hauteur AE du triangle AMB; 'accélération
cherchée sera égale, par conséquent, A

Fig. 155.

93¢ MB < AE,
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¢'est-d-dire au quadruple de la surface de ce triangle. Nous
devrons donc porter sur MG une longueur représentant, a une
échelle arbitraire, quatre fois Paire du triangle AMB. G'est
cette longueur MC que nous avons & projeter sur les trois axes,
La droite MC fait, avec chacun des axes coordonnés, un angle
¢gal a Pangle que faitle plan normal AMB avec un plan normal
: a cet axe, et par suite, pour pro-
jeter la droite MC sur Vaxe 0X, il
suffit de projeter I'aire du triangle
sur le plan YOZ ; pour projeter MG
sur les axes 0Y, 0Z, il suffit de
méme de projeler le triangle sur
les plans ZOX, X0Y.
: Par le point O (fig.186), menons
Fir. 186, une droile OR égale et parall¢le
aMBb (fig. 185), puis une droite 0S
égale et paralléle & MA, et projetons sur le plan XOY le point S
en s, le point R en 7.
Projetons ensuite s et r en s’ et #* sur I'axe 0X. Nous aurons

p=0r,  g=r,

vz = 0's’, ty = s's.

Le triangle & évaluer est Ors, projection du triangle ORS,
quiest égal & MBA. Joignons s'r; la surface Ors est égale a la
difiérence du quadrilatére Osrs’ et du triangle Os’r. Mais le
quadrilatére Osrs” est la somme du triangle Os’s et du trian-
gle ss'r, lequel est équivalent au triangle ss'r’, puisqu’ils ont
méme base ss’, et que leurs sommets sont sur une paralléle,
r#, & la base. Done

triangle Osr = triangle Oss’ - triangle s's7 — triangle 0s'»
= triangle Oss" — (riangle Os‘r,

le triangle Os” a pour mesure la moitié du produit de sa hase
D' par sa hauteur s, ou 5 pv, ; le triangle Os’r a pour mesure

la moitié du produit de sa base Os’ par sa hauteur 1+, ou £ gv, ;

domne enfin
triangle Osr =1 (pvy — qu, )i
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Je quadruple de ce triangle est donc égal &
2 (pry— qoe )

(elle est 1a valeur de la composante de I'aceélération j; snivant
V'axe 0Z perpendiculaire au plan XOY; ce que nous exprime-
rons en écrivant

jea =2 (prg — qvz -

186. Cette formule attribue un signe & la composanl.e de j,.
Pour le vérifier, supposons successivement que l'axe instan-
tané soit paralléle & I'axe OX, puis a I'axe OY.

—=
=

Fiz. 187. Fig. 158

Dans le premier cas (fig. 187), nous supposerons la vitesse
relative dirigée parallélement a l'axe OY, et dans le second
(fig.188), & Vaxe OX.

Dans le premier cas, il faudra faire dans la formule g=10
et »,—0; elle se réduira donc &

Jez = 2y,

ce qui est d’accord avec la rigle; car si p et v, sont positils,
1a rotation instantanée tend i faire tourner Vextrémite de. la
vitesse relative dans le sens YZ, et par suite l'accélérf}tlon
complémentaire a la direction positive 0Z. On verifierait d‘e
méme la formule pour les aufres signes que peuvent avoir
les facteurs. :

Dans le second cas, il faudra faire p=0, »,=0, et par
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s_m{e, on aura j,,—— 2qv,, ce qu’il est encore facile de vé-
rifier en faisant successivement ¢ et v, positifs et négatifé

Fe signe de la formule, vérifié dans ces cas pa]‘ticuliers'
doit étre admis dans le cas général en vertu dun principe d(’g
continuité.

_ En raisonnant de méme pour les deux autres plans, on par-
viendra aux formules suivantes, que l'on peut déduire 'une
de I'autre par de simples permulations de letires

Joz=2(qv: —ry],
Jea=2{rvz —prs ),
2

Jew =2 (pry —quz ).

. Pour fom;er ces ¢quations, on peut éerire sur une méme
l}gne les trois composantes de la rotalien instantanée dans
l.(‘;rdre P, ¢, ry en répélant la premiére a la suite de la troi-
sieme; au-dessous on écrira dans le méme ordre les trois
composantes de la vitesse relative v,, v,, v,, qu'on fera suivre
aussi de la premiére, comme si ces composantes étaient
&crites en cercle; on obtiendra ainsi le tableau suivant :

rog T p
vz ¥y vz U
On formera les différences des produils en croiz, ou les dé-
terminanis
Pry — g,
quz — 1y,
1ty — P,
des termes de cette double suite; on les multipliera par 2
et chacun .des produils représentera une des composanles dé
I'accélération j,; chaque produit contient les composantes
paralleles & deux des axes coordonnés, de la rotation ct de la
vitesse relalive, el représenle la projection de 'accélération j
sur le troisiéme axe. :

’ 187. ,Les‘ ¢quations ainsi obtenues sont des cas particuliers
d’un théoréme beaucoup plus général : si Pon décompose la
rotation w en m rotalions composantes, o'y v",..., o™, et la

I/

vilesse relalive v en n vilesses composantes, v', V..., v,
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T'accélération complémentaire est la résullante des mn accéléra-
tions complémentaires obtenues en associant successivement cha-
que composante de w & chaque composante de V.

Nous pouvons vérifier cette proposition dans le cas parlicu-
Jier que nous venons de traiter; décomposons la rotalion v en
trois rotations p, ¢, 7, paralléles aux axes, et la vitesse rela-
{ive v en (rois vilesses v, vy, Vs, suivant les mémes axes : nous
formerons les neuf accélérations complémentaires sulvantes
par la combinaison de chacune des trois rotations avec cha-
cune des trois vitesses relalives :

p et vz, accélération nulle;
p et vy, + 2pyy, suivant l'axe 0Z;
» et ws, —9%pvz, suivant laxe 0Y;
g et ws, — 2qvs, suivanl l'axe 0Z;
q et vy, accélération nulle ;

q et v+ 2qvs suivant I'axe 0X 3

r et vy, A 2rvn, suivant I'axe 0Y;
et vy, — Ty, suivant 'axe 0X;

fir |

# et vy, accélération nulle.

sant la somme algébrique des accélérations composantes
vient aux composantes
{ Pon retrouve

Fai
dirigées suivant un méme axe, on par
de accélération complémentaire cherchée, ¢
les expressions déja obtenues.

Le théoréme est donc démontré dans le cas particulier de
la décomposition de la rotation el de la vilesse relative suivant
{rois mémes axes reclangulaires. Il est facile d’¢tendre la
démonstration au cas général.

Décomposons suivant {rois a
rolations o', o, ..., 0™, ¢t ¢
v, v",..., 0. Solent

xes rectangulaives chacune des
hacune des vilesses relatives

'3

7 ’ ;
P, g T

P, qu : e "

pam, glm, rim,
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les composantes des rotations, et

T)'z, 'B’y' v’z

vz, vy, 'z,
(1) (e (1)

v )
) yJLz

Il
z

les composantes des vitesses.
: La combinaison de la rotation o™ avec la vitesse v nous
3 1 2 ‘
onnera suivant I'axe 0Z une accéléralion complémentaire

®) 10 ) ),
Yy z 7

La tbri
; somme a,lgebrlque de toutes ces accélérations compo-
santes esl représentée par la double somme

2 (IO R € I )]
. 2 [p % 25y ]

DOT

dice i une v -
aleur constante; il vi 5
mation : stante; 1l vient pour la premiére som-

Ek=m k=n
(U] (k) (@) (K]
e )
Yy Z p Yy Z 7
Ik E=i

t l{ faut ensuite faire vavier I'indice i de 1 & n, et ajouter
ou (pressi i o i
es les expressions résultantes, ce qui donne endéfinitive

i=n > k=m = i=n h=m

(7)
AN e
t=1 k=1 i=1 i=1i

¢’est-d-dire le résultat i
: e resit tat méme auquel on serait parven
pliquant la formule aux composantes e

[P pt=t e S R et ey g+ + gfm)]
de la rotation, et aux composantes

[1) +vlr+...+vm] et [, ’
v (1)
o . i y+vy+...+vy]

e
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de la vitesse relative, estimées chacune suivant les axes
coordonnés. Il est done indifférent, au point de vue du résul-
{at final, de considérer la rotation totale o et la vitesse rela-
{ive totale v, ou bien les composantes de la rotation et les com-
posantes de la vitesse, pourvu qu’on n’omette aucune combi-
naison et quon fasse la composition des résullats parliels

ohlenus.

APPLICATIONS DU THEOREME DE CORIOLIS«

188. Lraccélération j du mouvement absolu étant la résul-
tante des trois accélérations j, j, et j,, on peut dire aussi que
Vaccélération j, du mouvement relatif est la résultante de trois
accélérations; savoir Taccélération j du mouvement absolu, et
les acctlérations j, et jo changées de sens; pour trouver I'ac-
colération du mouvement relatif d'un point, connaissant I'ac-
célération du mouvement absolu, il suffira donc de composer
cette accélération avec I'accélération d’entrainement prise en
sens contraire, et avec Paceélération complémentaire égale-
ment changée de sens. On donne a Paceélération complemen-
taire ainsi changée de sens le nom d’accélération centrifuge
composée.

On sait déja que Paccélération complémentaire j, est nulle
lorsque le mouvement d’entrainement est une translation,
parce qu'alors w=0. Lorsque le mouvement d'entrainement
est rectiligne et uniforme, j,=0 et alors j, ne différe pas de j;
accélération absolue est identique a I'accélération relative,
bien que la vitesse relative differe de la vitesse absolue.

Celle remarque permet de résoudre trés simplement cer-
tains problémes. Prenons pour exeim ple la recherche de lac-
célération totale du mouvement d’un point appartenant i un
cercle qui roule uniformément sur une droite fixe, et pour
simplifier, supposons que ce point soit situé sur la circonfé-
rence du cercle mobile. Soit 0 le centre, OA le rayon du
cercle et LI/ 1a droile fixe; soit B le point dont on demande
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. APPLICATIONS
aceelérati
consigl;éa:;on tolale. Le roulement du cercle sur la droite
1 ans une rotation instantanée autour du point A;
> ?
la vitesse de celte rotation, v, est
supposée, constanfe. Nous pouvons
regarder cetle rotation autour du
point A, comme la résultante d'une
rotation égale ct de méme sens au-
Lour du point O, et d’une {ransla-
tion paralléle & LI et égale & w>< 0A
(2167). Aulien d id¢
’ : ¢ eonsidérer lem
veme io?
b n?et éa;)solu 'dg cgrcle, nous regarderons ce mouvement
mpose de deux mouvem i
: ents simples, 'un d
Ky ' ples, 'un de rota-
- Pauttoug du centre'(}, avec une vifesse angulaire constante w
il re de translation parallélement 4 LI/, avec une vites 7
meaire constante o >< QA. E
Pr i
rglmi?-o]ns le premier de ces mouvements pour mouvement
s r. f‘ 1s'ccond sera le mouvement d'enlrainement, et comme
L ef]‘l lgne et uniforme, l'accélération du mouvement re-
i OIr:e 1ffer:era'pas de I'accélération du mouvement absolu
* by connalt"laccelcrahon ‘dans le mouvement circulaire
me (g 93); elle est dirigée du point mobile B vers le

w? >< 08
—op ~=»">0B.

Telle est I'accélération cherchée. Elle estconstanle en o
dfzur, et constamment dirigée vers le centre O du cere] i
bile. Nous généraliserons tout 4 I'heure ce théorémc; ot

18?. 11 e:t facile d’en déduire le ravon de cour])'u ]
cycloide MN déerite parle point B. On sait que l'ac ’11"?}!9_ ]é
t?tale estlarésullante de deux accélérations. 1'une l;tncﬂe " flthli
I_aulre normale & la trajectoire, et que cett(; derniéreoem'lle'“e,
tion est égale au carré de la vitesse divisé par le ?CCB o
cou}*hure (¢ 96). La normale & la trajectoire du oinltagon %
droite AB, qui joint le point B au cenfre instan?ﬂné de ?Zttalla

DU THEOREME DE CORIOLIS, 285

tion A, ctla vilesse du point B est égale & w><AD. Le caﬁé

w? >< AB?

de la vitesse est done v*>< AR, pX est la composante

normale de 'accélération totale.

Mais 'accélération totale est dirigée suivant BO, et est égale
4 w?>< 0B; projetons celle accélération sur la direction de la
normale BA. La droite OB projetée sur BA donne le segment BI,
moilié de AB. La composante normale de I'accélération est donc

égale 4w ><BI, ou a % < AB, et Pon a légalité

2 ap?
f;)-x AD = o < T',

ou hien

p=2AB.

Dans la cyeloide, lerayon de cowrbure BG, en un point donnéB
de lu courbe, estdonc double de la normale BA en ce point.

190. Proorive. — Vérifier le théoréme de Goriolis dans le
mowvement apparent dwn point fire F, rapporté & deux axes
mobiles 0X, OY trucés dans son plan, et
animds d’un mouvement uniforme de ro-
tation antour de leur infersection com-
mune 0.

On donne la vitesse angulaire o de la
rotation des axes autour del'origine O3
la distance OI reste constanle; nous la
représenterons par R. La rotation des -
axes s'opérant dans le sens dela fleche f e
avec la vitesse w, le point F, qui en réa-
lité reste fixe, aura par rapport aux axes un mouvement ap-
parent, qui sera une rolation égale et contraire; il semblera
donc décrire uniformément la circonférence FMN, qui a le
point O pour centre el B.=0F pour rayon, et sa vitesse lin¢aire

sera constanle et égale i OF ><w. Le sens du mouvement re-
Jatif esl le sens de la fleche [

T

f'% G_'f
'(“‘-\(/

! / H
N\ "0
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L) - F) ’ g L
! aLCLIerathn du mouvement absolu du point F est nulle,
pullgsque le point reste fixe. Nous devons donc (rouver une ré-
] :
Dlét anh? nulle en composant les trois accelérations j,, j., j-
erminons ces irois accélérali irecti
2 ons en direction et en gran--
eur.
L’accéléralion j irigée sui
jr est dirigée suivant F : :
g 0, et elle est égale a

& >< OF.

? Slarall ) Johiti 1
: L ac'cdc}ahon jo s'obtient en considérant le mouvement
u plomt I supposé 1ié aux axes mobiles ; or ce point entraing
531 lcs axes décrirail uniformément la circonférence FNM
lalrfs [e sens de la ficche f, avec une vitesse w >< OF #donc 1'ac
ctléralion j, est encore dirigé :
. ee de T vers 0, el :
aussi a w*><0F, Rt ol
i Sl .
- tsl dcuﬂx acce]e.rah?ns J- et j,, loules deux dirigtes sui-
ant la méme droite FO, se composent en s'ajonlant, ce qui
?

e >< p =

Cherchons I'accélération j,.

' I:Jlle esl normale & la-foisa la vilesse relative, laquelle est di
rigée suivant la tangente FG, et & 'axe de ;‘oialion - tl’_
en 03 9110 a donc pour direction la droite I'0, qui est ngwjele
a la fois & ces deux droiles. Elle a pour sens, le sens d: Ium{lk ¢
quel lz} rotation instantanée (qu’on peut supposer lransl'l:;rtgc;
pa.ra:llelcment a'elle—méme aupoint F) tend & déplacer I'extré-
1n1.l«, G de la vilesse relative; cest ici le sens GG, el
suile, le sens de 'accélération complémentaire esl} ,I{Iel Sl
: Epﬁn elle a pour grandeur 2v.wsin a. lci v, sin b
jeclion de la vitesse relative sur un plan normalr'a r et
aufre guela vitesse relative elle-méme, qui est égale ;XG? nOi“St
done chﬂr:o?xOF. La troisiéme accélération est di(t)':? |
sens contraire des deux premiéres, suivant la mén =1 1390_ b
;,t el.[e est égale & leur somme ; la résultante des t:‘;is ﬁlct?

A . . . r . &
V(L-,I;?E?S’ Jr+Je—1Jo» €st egale & zéro, et le théoréme est ainsi

191. Propiéye. = Trowver Paccélération j du mouvement
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absolu d'unpoint M, qui glisse avecune vilesse lindaire constante v
o long d'une draite OA, laquelle est animée, autowr dun axe

projeté en 0, d'une vitesse angulaire o dans le sens de la fléche £,

QOn suppose la vilesse v dirigée dans le sens OA {fig. 191).

Nous considérerons le glissement
uniforme du point M sur la droite 0A
comme un mouvement relatif, etle
mouvement de rotalion dela droite 0A
autour de I'axe O sera le mouvement /
dentrainement ; la vilesse v est la
vitesse relalive. .

Cherchons les {rois composantes j., j. et jo, dont la résul-
tante est Paccélération cherchéej.

Laccélération j, est nulle, car le mouvement relatif est,
par hypothése, rectiligne et uniforme.

I’accelération j, est celle qu'aurait le point M il était en-
{rainé par les axes mobiles; comme la vilesse de rotation o
est constante, le point M décrirait uniformément antour du
point O une circonference de rayon OM avec une vilesse
linéaire » >< 0M ; donc I'accélération j, est dirigée suivant MO
et égale 4 w? ><OM. |

[*acctléralion complémentaire est perpendiculaire a Paxe 0
el & la vilesse relative, laquelle est dirigée suivant OA; elle
coincide donc en direction avec la droite PQ, menée par le
point M dans le plan de 1a figure perpendiculairement 0A.
Pour déterminer son Sens considérons Vexlrémité d'une
aiguille MV, dirigée dans le sens de la vitesse relative; la
rotalion v, transportée parallélement a elle-méme en M, ferait
décrire & Vextrémite de I'aiguille MV un are Vo', dont le sens
indique le sens de Yacceélération j,; cette acctlération est donc

dirigée suivant MP. Elle est d’aillears ¢gale & 20v, sin o, ou,

dans ce cas particulier, & 2vo.

Ayant pris deux longueurs respectivement égales & w? < OM
et 1 2uo, sur les directions MO el MP, on aura Vaccélération
{otale du mouvement absolu en construisant la diagonale MT
du rectangle formé sur ces deux longueurs.

Fig. 191,
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La vitesse absolue du point M s'obtiendrait de Ia méme
manicre en composant la vitesse v, dirigée suivant MA, avee
la vitesse d'entrainement, égale 2 w>0M, et dirigée suj-
vant MP; elle serait representée par 1) diagonale MR du ree-
tangle formé sur ces deuy droi'es,

192. Accélération dans I mowvement rapporté & des coordon-
nées polaires,

Le mouvement du point M défini par les valeurs, en fone-
tion du temps, du rayon OM=r, ef de Pangle polaire NOA — 0,

peut élre décomposé en une transla-
1\\ P tion le long du rayon OM, et une rofa-

s lion du rayon 0M autour, du point 0,

T Supposons, pour fixer les idées, que 1o

- - & ouvement du poin le long du rayon
Fig, 452, soit dirigé dans le sens OM, et que le

mouvement de OM autour dy point O
s'opére dans le sens qui fait croitre Pangle 0. La vitesse

de glissement du point M serg représentée par % el elle

sera positive; la rolution sera aussi positive, et représentie
d :

dt

Nous pouvons regarder le premier mouvement comme un
mouvement relatif, et le second tomine un mouvement ¢’en-
trainement; il s’agit de chercher 'aceélération tolale du mou-
vement absolu résullant, _

L'accélération relative J- est dirigée suivant e rayon 0M,

par

e , & .
el est égale 3 772 en grandeur et en signe.

L’accélération d’entrainement Je est I'acedlération qu'aurait
le point M, s'il éfait enfrainé par la rotalion du rayon 0);
dans ce mnouvement, le point M décrit une circonférence au-
tour du point 0, avee upe vilesse égale § T%; Paccélération

i
lotale de ce mouvement circulaire se décompose en deuy -
P'une langenticlle, dirigée suivant MN perpendiculairement 3
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: : 0 el
OM, et égale & r prk

dv\?
"di ; (de)ﬂ
ouar

'autre, centripéte, dirigée suivant MO,

el égale a _—_‘?‘—7 (—t—{‘ .
Enfinl'accélération ecomplémentaire est dirigée snivant MN,

normalement & I'axe de rotation et & la vitesse relativezlgtdelle
 dr

a pour valeur 2w, sin a, ou ici, 'angle « élant droit, 2 i
Ajoulons algebriquement les accéléraiiops qui Ont, la r'm?me
dircction, nous trouverons pour composanles de I'accéléra-
tion totale,
d’r doN® .
suivant MR, 9% — ("(Tz) o
N 2 N
suivant MN, r (g%) 2 g—g %:]N;
ce sont les formules déja trouvées g 107.
193. Remarque sur les mouvements observés & la surface de
la terre.— Les mouvements que nous ohservons i la surface

“de la terre, sont rapportés i des objels placés sur celte sur-

face, et que nous regardons comme fixes, tandis qu’en réalité
ils sont entrainés avec notre plandte.
Ce sonl donc des mouvemenis appa-
rents, et I'observation directe ne nous
révéle, par conséquent, que des vitesses
relalives et des accélérations relatives.
Pour passer de la aux vitesses absolues
et aux accélérations absolues, il faut
composer les unes avec les vitesses
d’entrainement, les antres avec les ac-
céléralions d'entrainement ct les accé- 7 i
lérations complémentaires. Le mouveqlent de tran_s]z}t?o]n ,e
la terre et son mouvement de rolation peuvent d {I,ILBLHS
élre considérés successivement et indépendan'ﬂment lunm fle
l'autre, sauf & composer ultérieurcment les résultats corres-

& : iald > & considérer
pondants & chacun d’eux (3187). Sil'on se borne 5

MEC. COLLIGNON.
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le mouvement de rotation diurne de la terre autour de Ia ligne
des poles PP’, on reconnaitra qu’a I'accélération observée j,,
qui est celle du mouvement apparent d'un point M, il faut
ajouter d'abord I'accélération d’entrainement, j,, du méme
point, laquelle est due au mouvement uniforme du point M
autour de l'axe PP'; elle est par suite égale & w®*><MN, et
est dirigée dans le sens MN; puis Paceélération j., perpen-
diculaire & la fois & la trajectoire relative et & 'axe P, el égale
2 Quvsin e, v étant la vitesse observée, et « I'angle qu'elle fait
avec 'axe du monde PI”. Si, par exemple, I'observation a lieu
enun point de I'équateur EE', et que le point rgobile suive un
des méridiens, on aura sine==0, et la (roisiéme accélération
sera nulle.

Lorsque le monvement observé est trés lent, v est trés petlit
et 'accélération j, est négligeable. Mais pour les mouvements
rapides, on commettrait quelquefois une grande erreur en ne
tenant pas compte de V'accélération j,.

La dynamique nous olfrira de nombreuses applications de
ces principes.

ACCELERATION DANS LE MOUVEMENT EPICYCLOIDAL.— RAYON DE COURBURE
DES EPICYCLOIDES.

194. Soit M un point invariable-
ment li¢ a la courbe mobile PQ, qui
roule sans glisser sur la courbe fixe

vitesse de rotation, w, de la courbe
~mobile autour du point de confact A
soit constante ; on demande de déter-
miner 'accélération tolale du point M.
Considérons le point A’ de la courbe

PQ qui, au bout du temps dt, sert de
cenlre instantané de rotation, et vient
se placer sur la courbe fixe RS, en un point A’, qui n’est pas

(]

N
Fiz, 194,

" RS. Nous supposerons d’abord que la -
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indigqué sur la figure. Les deux points A’, A’ sont, dans I'élat
priﬂli[il de la figure, & une distance infiniment petite du se-
cond ordre, et nous pouvons les regarder comme d¢ja

confondus en un seul. Soil AA'=ds; la vitesse du point
ds
de contact le long des deux courbes roulantes sera T

et par suite (§ 143) la vitesse o de la rotation autour de A est
donnée par I'équation

ds 71 1
et R+W)’
en appelant R et IV les rayons de courbure des courbes PQ
et RS au pointA.

Jcaslagd ; : Sl
Posons §—+ =g K étant une nouvelle longueur déter
minée par cetle relation. Nous aurons

_ds
® = Xde

La vitesse v du point M est, si I'on appelle p la distapce AM,
égale au produit pw, et elle est dirigée perpendicu'lalrement
5 la droite AM, normale au lieu déerit par ce point M. Au
bout du temps dt, le point M vient en M, en parcourant
Parc MW =pudt. La droite M" A’ sera la nouve]le. normale & la
courbe décrite par le point mobile, et par suite,sil’on prt_)lﬂpge
MA, WA', le point G ot se coupent ces deux normales infini-
ment voisines, sera le centre de courbure de la courbe MM;
la distance MC =g sera son rayon de courbure.

Cela posé, laccélération totale du point M se décompose en
une accélération (angentielle, dirigée suivant MM, et égale
0

de’
5 v
a —,

e
1 —1 —p_df
Mais nous avons v ==pv =y p-

et une accélération normale dirigée suivant MG et égale
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Si donc o est constant,

dyv = adp = i% X dp.
La différentielle dp s’obtient sur la figure en projetant le point
A en A” sur la direction CM'. Car A'M' est égal & p +dp, et arc
MM’ est normala A’M’, On a donc

dp=AN sin a=ds><sing,

e étant langle de la direction AM avec la normale com-
mune AN, :

On en déduit

dv __ ds? ds
K> (

. 2
T Tgp oS sine = K&E) XK Ksing = &? < K sin z.

P-renons surlanormale commune AN’ une quantité AO =K
aba'lssons sur MA la perpendiculaire OH, qui sera égale &
K sin a. L’accélération tangenlielle sera égale & w? >< HO.

G

Pour obtenir I'accélération cenlripétei, il faut calculer
e

d’abord la valeur de ¢ = CM.
Or les deux t}"iangles CAA”, CMM’, sont semblables et don-
nent la proportion
CA_ AA7
TR
ou bien :
: p—p _ dscosz
P padt ’

et par suite,

P __podt—dscosa
P Ppadt

?
ce qui conduit, en définitive, 4 équation
' L

K . Pt
T p—LKcosa

pladt P

F=pwr!£ —dscosa . _ds
) Py ds cos«

h—..'. ;-._;_m - —
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Celte équation fait connailre le rayon de courbure de 1'épi-
cycloide déerite par le point M. On en déduit

B o
= -_-—?)2__ -
p—Kcosz

Mais K cos «=AH, et p — K cos o ==MIL. I’accélération centri-
péte du point Mest donc égale & o® >< MIL

Les deux composantes de I'accélération totale du point mo-
bile sont donc proportionnelles & Mi et a I0; done l'accélé-
ration totale estdirigée de M vers O, et elle est égale & w* >< MO.

Au point de vue des accélérations, tout se passe pendant le
temps dt, comme si un cercle de rayon K roulait sur la tan-
gente & la courbe fixe au point A, en en(rainant le point M
(3 188) ; ce cercle est ce qu’on appelle le cercle de roulement.

I’ accélération centripéte est nulle, et le rayon de courbure
est infini, pour les points pour lesquels on a p =K cos a, c'est-
a-dire pour tous les points de la circonférence décrite sur AO
comme diamétre. On donne & cette circonférence le nom de
circonférence des inflexions.

02
L5 (p —Kcos o) X w?
P

P
p—Kcosa
MA = p est moyenne proportionnelle entre MC = et
MH=p — K cosa.

De la résulte la construction suivante du centre de cour-
bure C. Joignons MO, et élevons en A une perpendiculaire Al
sur la droite MA. SoitT le point de rencontre de ces deux di-
reclions. Par ce point menons la droite IC paralléle & la droite
NN', normale commune aux deux courbes. Lecentre de cour-
bhure C sera & la rencontre des droites IC et MA.

En effet, les paralléles HO, Al, et les paralléles AO, CI nous
donnent les proportions :

195. L’équation p=— montre que la dislance

MH __ MO
MAT I’
e _ Mt
MA T MO’ : i
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et en mullipliant membre & membre,

e,
T

196. Remarque. — Si sur la droite AT on prend un point
quelconque K, el qu’on joigne KM, K(
)

ces droites coupent la droite NN en

df;ux points F el G, et Pon aura 1'éoa-
lite i

Ce .lhéoréme suppose sculement la
droite AK paralléle & HO, et il subsiste

encore lorsque les angles égaux MIIO
MAK ne sont pas droils. ;

FPour le démonlrer, menons M
ralltle & AO. ’ el

Les ftriangles semblables KAF, K
’ AF, KLM
el les (riangles semblables KIC, KAG, nous permettent d’e;pll'gZ

4 1
mer . et g oen fonction des autres lignes de la figure. Il

vient en elfet

ol
o
Fig. 195,

AK g
AP =M 2E ap oo iE
LK S
Done
17 o ol i
AV ML RE DN
De méme

L
WSS TC e A

Faisons la somme, nous aurons

i
e N TR
AT HL TIE T AR \L_M_iﬁ)'

o
iF
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: L!

Mais les triangles MLA, CIA étant semblables, 1\—1% est égal & i%;
done on a simplement

'O T 1

S ol A T
ce qui montre déja que la somme des inverses des longueurs
AF, AG est constante.

Les triangles semblables IAO, LM, et les triangles sem-

plables MAO, MCI, donnent enfin les cgaliles

MI
ML= A0 X5p

a IC:AOX::'TI)‘

Done

1

1 1 1
i+ 1= Rosem < T TR

et le théoréme est démontreé.

1
On pourrait d’ailleurs observer que 45 est la valeur que

prend la fonction I\—}E -+ [i—G quand le point K vient i coincider

avee le point I, car alors le segment AG devient infini et son
inverse est nul; la fonclion étant reconnue conslante, doit

e i
dong étre égale & 15
Les rayons de courbure des courbes RS et PQ au point A
. .l G
(fig. 194) satisfont & la relation &+ = 3p’ donc on peut

prendre pour les points T el G les centres de courbure de ces
deux courbes; le centre de courbure de I'¢picycloide engen-
drée par le point M 'obtiendra en élevant en A une perpen-
diculaire sur la droite AM, en joignant MF, puis en cherchant
I'intersection K de ces deux droites, et en joignant le point K
au centre de courbure G ; 'intersection Jde GK et de MF sera le
point demandé. Nous reviendrons sur celte construction quand
nous étudierons les engrenages. '
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ACCELERATION DANS LE MOUVEMENT EPICYCLOIDE PLAN.

CAS GENERAL.

197. Nous venons de chercher 'aceélération dans le mouve.
ment épicycloidal, mais seulement dans e cas particulier oy 14
vitesse angulaire autour du centre mstantané de rolation eg|
constante. Nous allons reprendre la question en Supposant que
cetle vitesse angulaire sojt variahle,

Soit 0 le centre instantané aufoyy duquel, & up inslant
t donné, pivote une figure Plane; soit « g vilesse an-
gulaire au mame instant,

Soit 0’ Ie cen(re instantané autoyy duquel tourne Ia méme

figure plane 3 instant ¢ 4 dt, et

u o . 801t o~ dy s nouvelle vilesse an-

/’m,; .t gulaire, ok

;13:’, j;,” i Prenons pour axe des g la direc-

\V\\ a /f:///n tion 00’ prolongée , et pour axe
e

—gleei— " des gl perpendiculaire ¢leyée 3
i 0\\;1‘ i celle direction ay point 0. La
droite OX serala tangenteau point0

ala courhe fixe AB, lieu des centres

Fig. 196, instantanés sur I plan, et 3 Ia

courbe roulante A'B’, lieu des cen-
tres instantangs rapportés i la figure mobile.

Posons 00'=ds; le point de contact deg deux
court Parc ds dans 1o temps dt. Si donc R et
de courbure des courbes AB gf A'B’, on aur

_C!u' 1 ’I
A E+Tv)'

Soit M un point de 15 figure mobile, prise dans I position

ou elle est langente en 0 4 la courbe fixe, ge point M déerit
une épicycloide, et op demande Paceslération totale de ce

point. Pour définir s, Position, nous donnerons langle
YOM=g¢, ¢t Ia longueur OM =y,

courbes par-
R’ sont les rayons .
a équation :

- e
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A l'instant t, le point M est animé fi’une vitessg normale

4 OM et ¢gale & pw; en vertu de celte vitesse, le. point M tpaf'-

court dans le temps dt un are MM =pwdt. PI‘O‘]OIO.YIS cet arc

sur les axes OX et OY, et dl\iISOHS par lg temps dt; nous au-
rons les composantes de la vitesse, savoir : :

Vz = Pw COS « ct Vy = — P Sl .

Au bout du temps df, le centre de rotation s’est trapspo?h’:

en ', et le point M’ recoit un dé[.JlaC(-eren[ ‘perpendlculhf;n:e
& 0N, avec une vitesse angudaire égale & o + do. : ais
nous pouvons regarder (§ 167) la ro['atlon o+ do an o;r
de 0, comme la résullante d’une rotahfm © 4+ dw, au'touir u
point 0, et d'une translation dans'la (!wectn‘on 0Y, éga e {i:l
produit (v +dw) >< 00, c'est-a-dire e'ga.le a wda, en negL
geant les infiniment petils d’ordre superl,cur auPrcmler. l(i
;ointM’est donc animé de deux vitesses : 1'une, M'm, normla e
4 OM’, a pour projections sur le§ axes p (u,: —I’—- dw) (:(1);(1‘—16;@)&
et —p (0 + dw) sin (z + d2) ; I'autre, M'm/, p':u*ul & ela OIH-
pour valeur wds. On aura done, en appelant v’,, vy les ¢
posantes de la nouvelle vitesse,

Vg =P (o + dau) cos (« -+ dx),

vy = ads — p (o + da) sin (« + dx).

1 f ’
La distance p reste la méme pour les dcl_lx po_mts‘ M e;t i;{ ]
car, MM" étant infiniment petit et perpendlcu]an".e a OM, e;
deux droites OM, OM’ différent d’un infiniment pelit du secon
1 doit & imé.
ordre, qui doit é(re suppri .
Développons, supprimons les termes du second ordre, et
observons que do = wdt; il vient
¥z = pu C0Sx + pdw oS @ — pudsina df,
vy = ads — pa sina — pdw sinz — pa® cos « de.
Les composantes paralléles aux axes de I'accélération totale
sont, par consequent,

o ) d s
jx=1"’ = b :pcos:cxﬁ-f’“gsm“"

I&) >
. vy — Uy (jz £ (__ — pu? coSa.
Jp= @ e g —psinax AT
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Celle équation représente une circonflérence, dontle centre
a pour coordonncées

“drdt

—— el
4 dor )2
G +(d.§

il 7T

TGy
oo dt

La position de ce point est indépendante de Vaceélération
donnée j, et par suite les points dont les accélérations sont
¢égales forment une série de circonférences concentriques.

i T'on applique au point (3) les formules (1), on verra que
j,=0 et j,=0, de sorle que le cenire commun des circonfé-
rences licux des points dont les accélérations sont les mémes,
a une accélération nulle. Nous nommerons ce point le centre
des accélérations.

2¢ Leslieux des points dont 'aceélération totale a une méme
composante, paralléle & I'axe des z, ou & I'axe des 4, com-
prennent deux séries de droites paralléles, dans deux direc-
tions rectangulaires.

Le lieu des composantes égales suivant OX a pour équation

xr—=

©l

imi — % = const
dt Y— T = s
et lelieu des composantes ¢gales suivant 0Y,

(c% x - v’y = const.

‘. . o . . W
Le coefficient angulaire de la premicre direction est TR

(dm)
’ dt
celui de la seconde, — >—%-

ma

Si I'on considére en particulier les points pour lesquels
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=0, et cenx pour lesquels i
droite

Y ?
£

=-'_5—-’
=

qui passe par Vorigine; les autres sont sur la droite

%x-—]—cﬁ? =u (_Ir

de
Ces deux droites se cou
c’est-a-dire au cenfre des
Il est & remarquer que

pent au point
accélérations,

les directions de ces droites ne d¢-
itesse gg du point de contact.

ns les lieux deg
€s fx,
chés se

pendent pas de Ia v

3° Enfin, chercho
des deux composant

points pour lesquels I'une
Lions des lieux cher

Jr @ une valeur donnée. Les éq
ront, en coordonnées polaires,
ls
Pw?— g ;7 COSz= const,,
L Elfsilr‘ t
di 4] ot VIJ—COHS.
Ces équations re
Pascal. Sur p
ds

w
dt ls s : e
0C= —m—Q:%é—t Puis sur 0C comme diamétre décrivons
une circonférence. Le ljey représenté par la Premiére équa-
‘tion  S’obtiendra en prolongeant d’une méme quaniilé' MP
toutes les cordes OM issues du point () et comprises dans

présentent les courbe

s appelés limagons de
axe OY (fig. 197

)> prenons une quantité

le
ds
T
cercle OC, De méme, si sur I'axe OX on prend OB = ng-t’
dt
et qu'on décrive un cercle sur OB comme diamétre, le lieu des
poinis pour lesquels 1a composante j, est constante, sera le

=0, les premiers sont sur 1a

pour lequel j=0,

ua- .
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n . dt antité
ceant les cordes ON d’une qu

' tenu en prolongea

Jimagon ob

constante NQ.

Fig. 197.

i i our les-
les OC, OB représentent les lieux des pr{;l:;ltils3 ;? et s
Lf 8 GBI:; i sont respectivement rlmllles; :1?3 {)aqueue’jN_—_o ;
o s AFaoHTE i ions, le long
ir -ence des inflexions, - 0
dOﬂG;-_'l Cﬂ“ii‘;fgéﬂm dépend pas des circonstances du
son diamé

1de .t ¥
i h - —, cest-a-d1
ent de la figure mobile; car il est égal & ¥y
vem

1
1+1, | diamétre
R ) cercle OB a pour di

'Br (3 194). Lautre
courbes AB, A'B’ (3 :
da

uiﬂ!_—iz & >

] 1’
dw _(E) l = I—i'
JE dt R ]J A;Bf 0
5 4 la courbe A'D". : i oint
ment donné acg«cles se coupent en deux pomtst, le"rpou JN,
Ces de?x oint S. Comme I'une des composan ilsésj cercles,
o a;lltle I;ur les points appartenant & L'un ux deux cir-
b et l’Il)ulleS 4 la fois aux poinls communs E;’fic‘“élération
clles son es, et on pourrait en conclure que oints O et S.
EenG i s s dong
Tz;fl(;rir;sul,iantede jx et dejy, est nu.llt ;u\rgflt; clile est fausse
: 011l »; 1Me 1
) t exacte pour le p L la direc-
La COTdTiII?? OeSAu point S, en effet, le rayon OS5 es
pour le p ’

des
ppelant R et R’ les rayons de courbure
a en a .

et dépend par conséquent du mouve-
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_Iu ‘u 3
]10?1 commune prise par des rayons menés du point 0 i
des I;Omt's infiniment voisins du point 8, situés respectivement
lsul les cwaqn.{'erences 0B et OC. En ce point, par conséquent
a d?composmon de I'accélération totale j se fail suivant la diz
reclion S0 el une direction perpendiculaire, et dire que les
C(_)mposantes sont nulles suivanl ces deux directions. cest
dire que l'accélération j est nulle elle-méme. 1l en est ;utre
?wnt au gomt 0. Considérons un point M’ infiniment voisin
du p’011n‘I; sur le cercle OC; Paceélération tolale de ce point
:c,e réduira a sa composante tangenticlle j,, normale 4 OM’:
a IAa hmllc,.ce!tc composante scra paralltle & axe 0Y ‘Dé
méme, considérons un point M’ sur le cercle OB: son acc-éltl
sadit A 1 : ) -
raélon se lbhult‘d la composanle centripéte jy, qui, & la limite
est aussi paralléle & l'axe OY. L'accélération du poini 0 est eli
définitive dirigée sui sgale 4 o % |
gée suivant 0Y, et égale 2 o d—i,commel'indiquent
les formules qui j i
g s qui donnenth‘ et j,, et les deux cercles OB, OC
E) vent s¢ couper en ce point, en rendant nulle ’une des deux
'bormplos?ntfas Jx, Jr, sans rendre pour cela 'aceélération totale
o 4 3 .. - ’
; i%a e afz_elo, parce que ladécomposition de celte aceélération
j me se fait plus dans tous les cas suivant les mémes dir
tions. - e
lIn’y a done qu’ i
c qu'un seu i )
) quth N 1 point, le point 8, dont Paccéléra-
I So1t nulle. Le point est le centre desaccélérations
i 01013‘ poll(rlns C, S, B sont en ligne droite. La direclion
axe radica *ux cercles i
; es deux cercles OB, (C, estle liew des points
pour lesquels j: = 0. La droile CB
est le _heu des points pour les-
quels j,==0.
199. Nous terminerons en don-
5 = nant une propriélé méeani
nt ¢ mécaniqu
¥ poini 8. A
: Smen't Z'y y'y ses coordonnées
rapportées aux axes OX, OY, et
] \ soient &, 4 les co tes d
e o R ordonnées d’u
‘point M rapportées & des axes SX/, SY', men¢s par le poinlg

i TP M
o

f

Lo I
" I
V. =

Fig. 198.

—
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parallélement 5 OX et A OY. Nous aurons les équalions
p—E 4+, y=n-+1, qui nous permetiront de passer des
axes primilifs aux nouveaux axes; faisant cetle transforma-
tion, il viendra pour les composanles js, j,, de 'accélération

totale:
o do i o d o =
JI:(“IE;['G-PU]—W(?,*FW}:*d;"’a—m‘i-
Lo ds do ; 3 W de %
¥y = sop e (perl < A Bl ==y £

cn observanl que la subslitulion de #’et y'a x et y dans les
équations (1) donne 0 pour j. et pour j,. Rapportees aux nou-

A & : AN g
veaux axes, les équations (1) perdent ainsi le terme en o -7
Passons aux coordonnées polaires en posant MSVi—ot et |
SM=p'. Il viendra :

p=psina’,  g=7p cos«’s

Donc
. deo i ;@
Jz= P e cosaf — Pla” £l o,

x do .
i i=—17 C—;’E’ sing’ — pracos .

¢lération totale peut

Sous cette forme on reconnait que I'acc
dirigée suivant MS,

se décomposer en une composante P,

et une composante p’(Z—L:, dirigée suivant MT', perpendiculaire

(-a-dire que les accélérations des divers points de la
figure sont les mémes que si la figure entiére tournait autour du
point S, avec les vitesses angulaires suceessives o el w—+ dw.

On pourrait appeler le point O le centre des vitesses, car les
Jitesses dés points M sont distribuces comme si la figure
tournait autour du point 0. Les acctlerations sont distribuces
comme si elle tournait autour du point 3, ce qui justifie le

nom de centre des accélérations.

4 MS; c'es
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USAGE 'DE LA CIRCONFERENCE DES INFLEXIONS POUR TROUVER LE
RAYON DE COURBURE DES COURBES EPICYCLOIDALES.

200. Le diamétre OC de la circonférence des inflexions est
¢gal &

Pour trouver le rayon de

/m courbure de P’épicycloide en-
gendré par un point M, on

it doit joindre OM (2195); celte
< droite coupe en P la circon-
» férence des inflexions; on
;; Tﬂﬂ X prendra ensuile pour 1o
A rayon de courbure cher-
ché, g, une roisi‘me proportionnelle aux segments MP, MO :

™,

m%
P
Dan 5 it . :
s cette équation, il convient d’attribuer un signe au seg-

ment M? et au rayon p. Le signe du segment MP est déterming
par la différence

MP=p— cos = MO — 0C cos «.

1
Bl

Le segment est donc positif ou négatif suivant que le point
M est en dehqrs ou en dedans du cercle des inflexions.

Le rayon de courbure p .a le méme signe que le segment
‘MP, et doit étre porté dans le sens MP & partir du point M

Celte équation s’applique & tous les poinis de la ﬁgurc; Si
donc on connail les rayons de courbure ¢ et o” pour les ira—
]ec:tmres de deux points ', M”, on pourra construire les deux
points P’ et P” correspondants, puis, faisant passer une cir-
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conférence par les trois poinls 0, I, P, on pourra, par
I'application de la méme formule, trouver le rayon de cour-
pure de 'épicycloide déerite par le point M.

Prenons pour exemple un triangle MMM, dontdeux sommets
W, M” glissent sur deux courbes
données A’, A”. Soient (, ( les
centres de courbure de ces deux
courbes; les normales CM,
C"M” se coupent enun point O,
qui sera le cenlre instantané
dela figure mobile. Les courbes
direclrices tournant leur con-
vexité vers le cenfre instan-
tané 0, les rayons p'_—TM’C’, Fig. 200,
¢'=NM'C" doivent étre pris né-
gativement, ce qui exige quon porle aussi les distances MDY,
M'P’ sur les normales, & partir des points M’ et M’; en sens
contraire des sens M0, M"0.

Prenons
. Ww0?
Rl
Mo
Wp =

Puis par les trois points P, P el 0, faisons passer une circon-
forence. Elle rencontrera enun point P la droite OM, normale
a la trajectoire du point M, et le point G, cenlre de courbure
de celle trajectoire, s’obliendra en prenant

;‘\'mﬂ

MC:-ﬂF

La méme construction donne la tangente au lien des cen-
tres instantanés de 1olation successifs, car ce lieu touche le

cerele des inflexions au point 0.

MEC. COLLIGNON.
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THEOREME DE BOBILLIER !.

201. Lorsque deux cotés d'un triangle glissent respectivement
sur deux circonférences fives, le troisiéme coté enveloppe une
{roisiéme circonférence.

Soit ABC le triangle mobile ; § et v les deux cercles donnés;
le coté AB touche constamment la circonférence v ; le cité AC

touche la circonférence g.
Les points ¢ et b, par les-
quels chacune des droites
AB, AC, touche son enve-
loppe, sont les pieds des
perpendiculaires abaissées
du centre instantané sur
ces droiles elles-mémes.
On aura done le cenlre in-
stantan¢ de rotation, O,
cn cherchant l'intersection
des perpendiculaires ¢0,
b0, élevées en ¢ et b sur les
cotés AB, AC; ces perpendiculaires passent par les centres
fixesy et ¢ des cercles donnés. L’angle yO@ étant le supplément

de I'angle constant BAC, le point O apparlient & un cercle

passant par les points y et g. Ce cercle, qu’on peut conslruire,

est donc le lieu des centres instantanés de rotation successifs

du triangle.

Pour avoir le point ¢ par lequel le troisiéme coté BC touche
son enveloppe, il suffit d’abaisser du point O une perpendi-
culaire Oa sur ce coté. Gette perpendiculaire passe par le cen-
tre de courbure, «, de l'enveloppe cherchée, point dont nous
ignorons encore la position. Dans le déplacement infiniment
pelit du triangle, toul se passe comme si le coté BG tournail

1 Cours de géomélrie pour les écoles d'arts et méticrs.

DE DOBILLIER. . 501

tangenticllement aun cercle ayant pour centre cepoint o. Dans
ce mouvement élémentaire, le centre instantané de rotation
de la figure se déplace le long du cercle g0y ; de plus, les an-
gles f0a, BCA, dont les cotés sont respectivement perpendi-
culaires, sont égaux ou supplémentaires, et par conséquent
I’angle 0a est connu ; le point O est donc aussi assujetti a se
mouvoir sur un cercle passant par les trois points 0, o, {; le
mouvement du point O serait donc impossible, & moins que
ces deux cercles ne coincident, ce qui exige que le point a soit
situé & Dintersection du cercle O¢p avec la perpendiculaire Oa
prolongée.

1l en résulte quele point o est fixe; d’abord il est situé sur le
cercle fixe Oyp ; ensuite les arcs fa, yo sont constants comme
correspondant sur ce cercle a des angles inscrits eonstants
+02, £0. On peut ajouter que le triangle qu’on obtiendrait en
joignant les points a, 8, ¥ est semblable au triangle donné.

I’enveloppe du cdte BG est donc un cercle MN décrit du
point o comme centre, avec ad pour rayon.

Siles colés AB, AC élaient assujettis a glisser sur des cour-
bes quelconques, on pourrait, pendant un intervalle de temps
infiniment petit, substituer & ces courbes leurs cercles oscu-
lateurs aux poinls ¢ et b, et la constraction du point o ferait
connaitre le centre de courbure de Penveloppe du troisicme
coté BC.

" La normale au lieu décrit par un sommet quelconque B
du triangle mobile, s’obtiendra en joi-
anant OB. Or les angles ¢ et a du qua-
drilatére OaBe élant droits, ce quadri-
latére est inscriptible, et OB estle dia-
métre du cercle circonscrit. Le cercle
circonscrit au quadrilatére OaBe est
donc tangent en B au lieu décrit par le
point B. On en déduit la méthode sui- o
vante pour mener une tangente au licu Fiz. 202.
déerit par le sommet, B, d’un angle :
constant dont les cotés Be, Ba, glissent sur des courbes don-
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nées mn, pq (fig. 202). 1l sulfit de joindreles points de contact g
c‘t ¢, el de décrire sur la droite ac un segment capable de
I'angle donné B. Le cercle aBe sera tangent au lien décrit
par le sommet B, '

eun 5 - b o ”
COMPOSANTES DE LA VITESSE D'UN POINT D'UN CORDS SOLIDE

ASSUJETTI A TOURNER AUTOUR D'UN DOINT FIXE,

, 202. Soit O le point fixe autour duquel tourne le corps; 0A
Paxe instanlané de rotation, aulour duquel il est animé, all
boul du temps ¢, d’une vilesse angulaire v. Nous peuvon; deé-
composer la rolation w en trois rota-
tions p, ¢, 7, autour de Ilrois axes
reclangulaires 0X, OY, 0Z, menés
par le point 0. Nous nous propo-
sons de chercher les projections sur
les axes, de la vitesse linéaire d’un
point M, lié invariablement au
(’;}I‘ps. (e point décrit dans le temps
; di, autour de OA 2lén

taire f\L\l’ ¢gal & MP>< wdt (MNP étant la dist;nl:-,g (?licp([;ll(::]:[n A
Vaxe instantané), dans une direction perpendiculaire au ‘Ia;ll
OAM. Ce sont les composanles suivant les axes de cet arcl;nfi-

niment petit, qui, divisées par dt, nous donneroni les vitesses
de dy dz : '
T TP Tr La méthode la plus simple consiste &

Fig. 203.

cherchées

(&llercher successivement les variations produiles sur les coor
onnées , Y, 'du point M, par les rotalions composantes
i q,'v, cons:dcre‘es seules, el & additionner algchriquement
les résultats partiels obtenus. S

s 3 ‘

G cst' cette méthode que nous avons suivie 3173, quand nous

supposions le corps animé 4 la fois des translations u, v, w

s 3 :
parallclement aux axes, et des rotalions p, ¢, » autour1de;

i 3 ,) . r - 2 !

axes; le résullat peut done se déduire des équations (1) de la

O S
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page 250, eny faisant nulles les trois vitesses u, v, w; il vien-
dra, en divisant par dt,

T

=" ER

dy

H{ — 7T ——133,

ds 9
= bilendit

gqnations qui se transforment l'une dans Pautre & aide d’une
permtation lowrnante, en changeant simultanément x en ¥,
yenz, zeng,elpeng, genr, v en p.

Comme les trois équations ainsi obtenues ont une grande
importance dans la théorie de la rotation des corps solides,
nous les établirons d'une seconde maniére, plus directe, en ce
qu'elle n’cmprunte rien i la {(héorie de la décomposition des
rotations et des mouvements.

Convenons de représenter la rolation o autour de OA, par
une longueur portée sur OA a parlir du point 03 projetons
cetle longueur sur les axes, et soientp, ¢, 7, les longucurs des
projections. La direction de axe OA sera définie par les co-
sinus des angles AOX, AOY, AOZ, cest-a-dire par les trois

p ¢ T :
rapports P 9 7. 1a somme des carrés de ces rapports est
w W w

égale 4 I'unité. Solenl 2, y, 2, ies coordonnées d'un point M du
corps solide dans sa posilion primitive; £+ dx, § + dy, 5+ dz,
les coordonnées de la seconde position, M, du méme point,
au bout du temps dt. Nous remarquerons que la rolation au-
four de OA ne change ni la distance du point M au point 0,
ni l'angle que fait cetle dislance avee 'axe de rotation OA.

La distance du point M & l'origine est ggale d ai+y* +2"3
el comme elle reste la méme quand le point M passe en M, sa
différenticlle estnulle, ce qui donne la relalion

i) gdz+ydy + sdz=0.

L'angle V de la direction OM avee 1'axe OA a pour cosinus.
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la somme des produits des cosinus des angles que ces deux
direclions font avec les axes:
cos V=1L s +2 > =7 + 7—'>< = ,,,i,,_
o \«f$'3+_7j"‘+:-2 %) ‘/$2+y:+5‘_’ o v‘w:'ml_yr.'q__is
_ prtqy+rs
=

L’angle V ne variant pas quand «, y, %, deviennent x -+ dx,
Y-+ dy, 2-4dz, on aura de méme en diflférentiant

(2) pdz—+ qdy + rdz= 0.

Celte derniére équation s'établivail plus vile en exprimant
que les directions MM’ et OA, définies par leurs projections
respeclives, dx, dy, dz, et p, q, r, sont rectangulaires.

Des équations (1) et (2) on déduit, en éliminant successive-
ment dz, dz, dy, la suite des rapports égaux :

3) deily s
: g —ry re—pz py—qz’

et la question est ramenée & délerminer la valeur commune
de ces trois rapports. Pour cela, élevons-les au carré, puis
ajoutons les trois fractions terme & terme, et extrayons la ra-
cine carrée des termes résultants ; I'égalité desrapports ne sera
pas troublée, et U'on aura par conséquent

" Ny e Va2 dy* 4-d=?
L BT e = syt re—ps P (py—ge s

Le numérateur, pris positivement, représente arc MM'.
Quant au dénominateur, il peut se transformer de la ma-
ni¢re suivante. On a identiquement !

(g3 - 19)P-Hre—pa)-+Hpy—ga)*
= (p2+g*+1%) (@2 Y422 — (Prtgy+ra) 2= 0 (2244 2%) — (pat-gy+73)*
1 (ette identité montre comment le produit de la somme de trois carrés par

la somme de trois cqrrés peut se mettre sous la forme d’une somme de qualre
carreés.

EPICYCLOIDAL SPHERIQUE. 311

Abstraction faite du signe, la racine carrée indiquée est
soale &

TR pr-qu+rs \2
Vot BTt — (petgy+rafi=o VariyP4at < \/’1—- (——:# )

= oyt ylI—cos? V=0 Vaityet sinV=a < MP.

Le rapport est donc égal en valeur absolue 2 la fraction
M\
o ><MP . :
Mais il reste a discuter le signe avec lequel dt doit étre pris.
On résoudra cefte dernidre question en suivant lfw marche in-
diquée dans le 3186 pour un probléme tout & ffut s.cmbla‘ble.
Nous appliquerons les formules a des cas Partmul_mers ol l_e
signe de di soit facile & déterminer a prior. La loi de conli-
nuité exige qu'on conserve cette détermination. Suppo_s&?ns par
exemple que U'axe OA coincide avec OZ; les quantités p el
¢seront nulles, el la quantité r sera ¢gale & w. Si de plus o est
posilif, cette rotation s’opérant autour de 0Z,de X vers Z, fera
eroitre Pordonnée y de tout point M qui se projetle dans
I'angle 70X, el décroitre son abscisse x; donc les formules,
en yfaisantz, y et r positifs, en méme temps que p‘et q 11u1§,
doivent donner dy positif et dz négalif; ces hypothéses pa‘rtl-

culiéres, introduites dans les équations (3), les réduisent a

, Cest-a-dire a dt.

de _dy _ds
Zmyorz 0
dx { dy
De 1a résulte que dz estnul, et que les rapports :—@e -

sont tous deux positifs. Aussi devra-t-on prendre posilive-
ment la valeur commune, df, des trois rapporls, ce qui
raméne les équations (4) 4 la forme définitive:

de= gz —ry) dt,
5) dy=(r& —ps)dt,
ds = (py — qu) dt.

Nulle part dans tout ce raisonnement on n'a considéré les
quantités p,q,r comme des rotalions qui s'effectuentautour des
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axes coordonnés, et dont la coexistence puisse remplacer Ia ro-
lation w autour de OA. Ce sontdesimples quantités auxiliaires,
qui définissent & la fois la direction OA et la grandeur de la ro-
lation, mais qui n’ont pas d’aulre signification cinémalique. Les
¢quations (5) une fois démontrées de cetle maniére, on pourra
en déduire la loi de la décomposition d'une rotation OA en
Irois rolations aulour d’axes rectangulaires : il suffit d’ob-
server que, d’aprds ces équations (5), les déplacements dus 4
la rotation w aufour de OA peuvent s’oblenir en composant
les effets particuliers de trois rotations égales 4 P, ¢, r, qui
s'effectueraient respectivement autour des trois axes 0X, 0Y,
OZ, en sorte que I'ensemble des trois rotations P, ¢, 7, tqui-
vaut & la rolation w.

ACCELERATION DANS LE MOUVEMENT D'UN SOLIDE AUTOUR D'UN
roINT FIXE 0.

203. Soit, & I'instant ¢, 0A 'axe autour duquel le corps solide
tourne avec une vitesse angulaire w. Par le point 0, menons
trois axes rectangulaires fixes OX,
0Y, 0Z. Nous pouvons décomposer
la rotation w, dont 'axe est dirige
suivant la droite OA, en trois rota-
tions p, ¢, r, autour des axes coor-
donnés ; ces rotations produisent

% pendantle temps infiniment petit dt
/ des variations dx, dy, dz, sur les
: coordonnées rectangulaires x, y,
d’un point M, lié au corps; nous
venons de voir (§ 202) que ces variations sont données par les
-équations :

£

Fig. 202,

dy = (ra —pa) dt,

dz = lgx—my) d,
(1)
Vds = ':]75“'93:) dt.

EPIGYCLOIDAL SPHERIQUE 513
Les composantes de la vitesse du point M sont

dz
v= g =31
y
(2) |w= ?l% =rz— P3,

__dzt SRR
vzf(lt—j‘j g . Py

Les différentielles dz, dy, dz sont' les projeciipns sur les
axes du déplacement infiniment petit MM’ du point M, tour-
nant d’un angle wdt autour de OA. ' ;

Au bout du temps di, 'axe de rotation est de.vcr’iu la droite
04A’, et le point mobile, parvenu en M'; est amr{le’aul?ur ge
celte droite d'une vilesse angulaire w -+ dw, qui 'améne de
M en M” dans un nouvel intervalle de temps dt. Les compo-
sanles de la rotation w--dw suivant les axes sont 5 dp,‘
q-+dgq, r+ dr; les coordonnées de M’ sont d alﬂeura:
x + (gg—ry)dt, y+ (rx—pz) dt, 5+ (py— qm)' d:‘mf ([;g)r:}s
lons v',, ', , ', les composantes de la vitesse d_u poml e
le passage de M’ en M”; nous aurons, en appliquant les éq

tions (2),

Vo= lg+dg) [s4-(py— ga) dt) — lr+dr) [y +lrz = p3) dﬁ
(3) { vy={r+dr)la+(gs—ry)di] —(p+dp) [:+(py—qx)l Il
vio=(p-+dp)[y+ (re —pz)dt] —(g+ dg) [z (gz—ry) dil.
Pour en déduire les composantes jz, jys Jzs de'l’accele:atzloer;
du point M, il suffit de diviser.par dt les accrmsse?nen ss -
composantes des vitesses; il vient, en effagant les terme

finiment petits,

. We=vs__ dg AP e ) {qy 4-13)s
jem—g— = g~V m— U At

5 vy =y C_lf___ (_lf___ 2 o ?'»1+]?-‘7C):
(4) (=g =2 g —s g~y el

j~:-?’z—d_}-v—z = g‘; —x %—(199+g’)z+7‘(1’$+ o
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Pour simplifier ces formules, sup-
pOSonNs que nous prenions pour axe
des z la droite 0A, axe inslanfang
du solide 4 I'instant ¢, et pour plan
des Z0X le plan AOA’, plan tangent
commun aux deux cones, dont ’'un

/ est fixe dans Pespace, o dontlautre,
T mobile avee le solide, Uentraine
Fig. 205.

dans son roulement sur le premier.

On aura a Pinstant ¢

=0,
g=0
r=uq.

La rofation v, supposée posilive, s’opére de X vers Y.

A linstant ¢ dt, 1a rolation o -~ do s'opére autour de
l'axe OA’, qui fait un angle AOA" = ds avee I'axe 04 ; docom-
posons celle rotation autour des axes 0X, 0Y, 0Z; nous
aurons

P+ dp ={a+ du)cos (g-}— dr),
g+dg=a, ;
# 4 di = (- da) cos ds,

ou, cn retranchant les premicres ¢quations ef en supprimant
les infiniment pelits du second ordre,

dp =-— wds, i
d_({: 0,
dr—=don.

Substituons ces valeurs dans les équations

(4), il vient pour
les équalions simplifices

: o
Jr=—1 EI,T — i,
: d ds -
©) | fr=23"+2m T =y,
: ds
-l Jzz——yw E‘t'

EPICYCLOIDAL SPHERIQUE. 5315

Au lieu d’employer les coordonpécs; rfegtan%rlles, Dnrgﬁﬁfl gg;
finir la position des points du solide a1 a‘;('le : ejnz?nes e
polaires (3 65).Du pointO comme cen'tr‘e, (zlclfwomt i Sefa S
avec un rayon OM arbitraire. La pomtu)nzmI P_ il
finie sur cette surface parles deufi angles Z0) _r.l ki

Pour exprimer les coordonnées , ¥, %, i e sl
nouvelles coordonnées B =0M, 6 et ¢, on
lions :

xz=DRsnbcos g,
y = Rsinfsing,
¥ =DRcos0.

Le corps tourne autour du point 03 la distance OM_;‘;es(;itE
donc constante pour un méme point -dans[t;mlte (111 sglgint "
’ 3 I'accélération  (otale
mouvement. Décomposons : ! 1
suoivant les trois directions rectangulaires formées pall leh ;;}IZE
MO, par la tangente MT a P'are ZN, et par la tangente
1

paralléle qui serait décrit sur la sp}.lére par le pom(;nelll,p g::ls
sa rotation autour de OZ. Par le Pomt 0, melrllglrésa o
1éles aux droites MT, MT’. La droite OP, parallé o g’al 3
situce dans le plan ZON, et fera avec QZ 1‘11& DSCra B
complément de 6. La droite OR, paralle.le a' l, el
dans le plan X0V, ct fera un angle droit avec 1
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Cherchons l¢ i i
Vo ; les cosinus des angles de ces trois droites avee les
coordonnés. On (rouvera les neuf relalions

cosMOX = cos ysing, €03 POX =— cosp cosf, cos ROX =—sing
cos MOY=sin ¢ sing, cos POY =— sinp coso, cos ROY =cos ¢

cos MOZ = cos 6, cos POZ =sin 9, cosROZ=10

Dési s et
'051'gnons PAT s Jpy Jr» les composantes de 'aceélération
projetée sur les directions OM, OP, OR ; nous aurons

Jm=jzcosMOX +jy cos MOY+ jzcos MOZ = jz cos psin 0 + fy sin p sin § + j; cos 9
De méme

Jn=—jc0s o os §— jysin 5 cos O+ y;sin 6,
Ir=—jzsin o+ jycos ¢.

Rempla g i s Tos 1
placons, dans ces équations, fasJys Jz» par leurs valeurs,

et,d y
N, ans ces valeurs, , , % par leurs expressions en R, 0 et
ous aurons en définitive , "

jm =—DRa?sin® 0,

Jr=TRu®sinfcos§ —Ra e

It sing,

. o odo . ds
Jr=R IF Sin 04 Ta 77 Cos® cos b,

Les accélérations sont positives quand elles sont dirigées

de O vers _M, ‘de O vers P, de O vers R. Le signe — devar?t l:;
premicre indique une composante dirigée vers le point fixe O

Qn pe_ut encore décomposer ’accélération tolale su'vant ]eé
leEC[{OH-S ML, parallcle & OZ, MS, perpendiculaire abaissée
du point M sur Tarc OZ, et MT’, tangente a I’élément dr;cn:t
par le point M dans sarotation instantanée autour de l’aerOZ
!,a premiere composante est égale & j, ; la troisiéme, 4 j, ; qliani
a L‘-i secon.de, on l'obtiendra, en ajoutant les composan;(;s de j
et j,, projetées sur la droite MS, et on {rouvera i

ph . ds .
Js=DRa?sin § — R ?I% sing cos .

. - " pt Sltl 'emcll[ i -

PICYCLOIDAL SPHERIQUE. 517

En égalant successivement jy, jp,--- & des constantes, on aura
pour une valeur donnée de R les équations des lieux géomé-
triques des points dont Laccélération satisfait & des conditions
données. Par exemple, les points de la sphére OM pour les-
quels V'accélération jn @ une méme valeur sont les pelits cer-
cles de cette sphére qui ont pour pole le point Z. Le lieu des
points pour lesquels j; —( a pour équation, enkre les varia-
bles 6 et o, .

ong =1 P cin g
ang = ¥

celle équation définit un cone ayant son sommet au point O.
Le lieu des points pour lesquels j, est nulle est un autre
cone dont 1'équation est

- ds o
o f) = —— —_ S D
angll=——uw do ?

Ces deux cones sont des surfaces du second degré, que les
plans perpendiculaires & Yaxe OZ coupent suivant des cer-
cles.

Considérons en effet le plan tangent mené 3 la sphére au
point Z; la droite OM prolongée perce ce plan en un pointK
dont les coordonnées, £ = ZH et y = K, sont ¢gales a

x=NR tang 6 cos o,
y =R lang 0sin .

On en déduit
B B e a8 v eye
tangp=2» MWEO= 5o T T R
et
y
Sin g =
? \/xg_i_yi
ax
cos gy — i
e

Substituant dans les équalions des cones, il vient pour le
premier

1 ds
_, ou (@+y)=R ¥
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¢t pour le second

T 2

“daymizgt O FHy=—le
équations de deux circonfére :
surla droite Z1, paralléle 4 l’azzeosi’,d zﬁ’igﬁi ?bz, i
sur le prolongement de ZI, paralléle a I'axe E}X e
Ces deux cones du second degré a ‘ :
s¢ coupent suivant deux génératric
rotation OZ ; I'autre génératrice OC
l(,jsqucls les composan(es Jsoet §
¢est-i-dire pour lesquels 1’accélérrati
composante paralléle i I'axe 0,

yant un sommet commupn
es, dont 'une est I'axe dE;
est le lieu des points pour
sont nulles 3 la fois,
on tofale se réduit 4 sa

—

LIVRE 1V

TOEORIE GEOMETRIQUE DES MECANISMES

CHAPITRE PREMIER

GUIDES DU MOUVEMENT ET CLASSIFICATION DES MECANISMES

204. Les machines que 'on emploie dans l'industrie com-
prennent en général trois parties distincles :

1° Un récepteur, qui recoit directement I'action de la puis-
sance molrice, comme laroue dans un moulin & eau, les ailes
dans un moulin A vent, le piston dans les machines & vapeur;

9° 1’outil, ou appareil propre & exécuter 'ouvrage que 'on
se propose de faire, comme la meule d'un moulin, ou les ma-
chines i raboter, & mortaiser, & aléser, d'une fabrique d’ou-
vrages en fer; ordinairement 'outil ou les outils subissent
directement la principale résistance que la machine ait a
vaincre; ' :

% Enfin, entre le récepteur et L'outil, une-série de méca-
nismes, ou d’organes propres & transformner le mouvement du
récepleur en celui de Uoutil, de maniére a assurer a P'outil le
mouvement et la vilesse qui conviennent le mieux au travail
4 exécuter. :

L’étude des transformations de mouvement au point de vue
géométrique est une branche de la cinématique. No_us allons
examiner dans ce chapilre quelques-uns des mécanismes les
plus simples et les plus généralement employés.

On n'admet guére dans les machines que deux genres de
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mouvement: Ie mouvement rectiligne et le mouvement circy.
laive. Ce sont les plus faciles a réaliser.

Ces mouvements peuvent élre ou continus, ou alternatifs;
sontinus, s'ils onl lieu toujours dans le méme sens; alterna-
fifs, s'ils ont lieu alternativement dans un sens, puis en sens
son{raire.

Le mouvement rectiligne continu n’est pas en général admis-
sible dans une machine, parce que, s'il se prolongeait inde-
finiment, il éloignerai( de plus en plus les organes qui en
seraient animés. Aussi les mouvemenls reclilignes sonl-ils
nécessairement limilés en pratique 4 une certaine période, an
dela de laquelle le mouvement en sens conlraire intervient
pour ramener la picee mobile 4 son point de départ, et rendre
le mouvement direct possible de nouveau.

Le mouvement circulaire continu est au confraire indéfini-
wenl possible, sans restriction d’aucune sorte.

Les mouvements que 'on rencontre le plus souvent dans les
machines sont donc:

Le mouvement rectiligne alternatif :

Le mouvement cireulaire, soit conlinu, soit alternatif.

205. Le mouvement dans les machines peut éfre uniforme,
varié, ou périodique ; on dit qu'il est périodiquement uniforme
quand, a certains intervalles de temps égaux enlre eux, on re-
trouve (oules les picees mobiles revenues dans les mémes
positions et animées des mémes vitesscs. ;

Comme on se propose en général de faire exéeuter par une
machine un seul genre de travail, exigeant un déplacement
definide I'outil, on assujeltit lcs pidces mobiles i des liaisons
qui, en rendant ce déplacement possible, empéchent Ia pro-
duction de tous les autres. Cest ce quon entend quand
on dit qu'une machine est un systéme & ligisons complétes
dans un tel systtme, le mouvement d’un point particulier n’cst
possible que sur une seule trajectoire, et définit compléfement
le mouvement de toul autre point; le probléme cinématique
a résoudre consiste alors & Irouver la relation enfre los mou-
vements des divers points.

DES MOUVEMENTS. 391

GUIDES DU MOUVEMENT CIRCULAIRE.

206. Pour assurer le mouvement de rolalion autour d’un
axe fixe, on se sert dun arbre fournant. La figure 207 repré-

sente un arbre fournant horizontal, en fer. v
ne o ‘f
2 : :
A
L]
Fiz. 207,

L'arbre est terminé & ses deux extrémilés par deux touril-
Ions A, A', qui s’engagent dans les paliers ou coussinets. Les
¢paulements B, B, ont pour objet d’empécher les déplacements
longitudinaux de l'arbre dans les paliers ; ils sonl raccordés
aux tourillons par des congés D, D'. Quelquefois on termine
le tourillon par un cellet, C, qui prévient tout déplacement la-

téral.
La figure 208 représente un palier avee chapeau et godet de

graissage.

F
A F 4 l/-/_/r"‘

Fig. 203. i
i ssinet. — K, Semelle. — ¥, F, Doulons pour fixer le palier. — L, Cha-
!I,pgzg?!:)?"cg? Boulons 4 téle noyée, pour serrer le chapeaun (_:GHP.I."E‘,‘I.B‘ corpsAdqu)&l;‘
lier. — M, Coquille supéricure (en cuivre). — M, CO'l]lAl“Q 1:1(‘0:181111?..—1:“‘65’ hélic
oceupé par le tourillon de larbre. — N, Godet de graissage. — 0, 0, 'zl"ml’huile .
coides pratiquées dans la surtace .de la coquille supérieure, pour répartir
graissage sur le pourlour du tourillon.

On peut quelquefois supprimer le chapeau et la coguille

3 21
MEG, COLLIGNON,
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supérieure. Alors 'arbre repose simplement dansle coussinet,
La figure 209 représente un appareil de ce genre.

an/ e 30
JaE s W
LJ H Le collet de 'arbre

tournant plonge dans
le réservoir d'huileP,
et fait refluer Fhuile
dans les rainures de
graissage S, creusées
Fig. 209, dans la coquille infc-
rieure Q.

Lorsque les arbres tournants n'ont pas a supporter de
grands efforts, on réduit heau-
coup le frottement des appuis en
substituant des pointes coniques
aux tourillons; c'est ce qu’on fait
Fig- 410, pour les arbres de tour (fig. 210).
L'arbre A porte a ses exirémités un renflement B dans le-
quel on engage un goujon lerminé en G par le tourillon co-
nique. La pointe du cone s’appuie conlre un
plan fixe, dans lequel elle s’enfonce d'une

petite quantité. ;
A 207. Les arbresverlicaux, A, sonttermings
aleur partic supérieure par un tourillon qui
s’engage dans un palier, et & leur base infé-
! E ricure, par un pivot B, qui peut faire corps

A T

' " avec larbre, ou hien former une piéce rap- -
portée. :

Fig. 211, Ce qu'il y a de particulicr dans ce cas,
c’est que 'arbre s’appuie non-sculement sur

la surface convexe du pivot, comme cela a lien pour les tou-
rillons, mais encore sur sa surface terminale, a laquelle on
donne généralement une forme légérement bombee (fig. 211).

TR
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Dansla figure 212, le pivot Best rapporté; il est fixé au corps
de l'arbre an moven d'un prisonnier b; on ménage dans
larbre une ouverture ¢ qui
permet de chasser le pivot pour
le remplacer.

La crapaudine est générale-
ment formée d'un eylindre,
ou collet en bronze, au dedans
dugquel glisse la surface con-
vexe du pivot, et d'un grain
d'acier, ou culot, sur lequel
porte la surface terminale. On
se ménage la possibilité de déplacer un peu, 4 I'aide de vis, la
position de V'arbre, soit dans le plan horizontal, soit en hau-
teur. :

r’_lx\r\ NN
ML

Fig. 213

A Grain d’acier. — B, Collet en bronze, — €, Boite de la crapaudine, fixée par les bou-
) 'lous M, M. — 0, Vide que vient occuper le pivot de l'arbre tournant. — E, Vis bu-

tantes.

La figure 215 représente unc crapaudine simple; les vis bu-
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ne sont aulre chose que des guides deslinés & maintenir les

'
i1
i

Fig. 219.

i ! i ! I
B A A B
Fig. 217,

AA, Chéssis mobile. — BB, Montanls
servant & guider le chissis. — mmi,
Languettes ou oreilles, engagées
dans les rainures pratiqudes le long
des montanls BB,

i

 Fig. 218 Fig. 220,

trains sur une voie déterminée ; les changements de voie sont

Fig. 921,

Fig. 222, Fig. 293,

des. guides mobiles, -qui servent & faire passer & volonié les
trains d'une voic sur une aulre.

P
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CLASSIFICATION DES TRANSMISSIONS DE MOUVEMENT.

911. La premitre classification des organes de transmission
de mouvement, donnée par Monge, a été completée en 1308
par Lanz et Bétancourt, et se résume dans le tableau suivant :

Classes
d'apres
lachette.
Continu. . . I
lAlternatif. . 11
Continu. , . III
Alternalif. . IV

gl‘\ectiligne
Continu en mouvement, .
- Gircuiaire{
o

echiligns It ectili jContinu. . . »

ectiligneq yyornatit. . VIII
Continu. . . »
Alternatif. . IX
Continu. . . »
Alternatif. .V
Continu. . . VI
Alternalif. . VI
Continu. . . »
Alternatif, . »
Continu. . . »
Alternatif. . X

Alternatif en mou\'emcnli

A Circulairel

Transformalion {

du mouvement. . . ‘ Bectiligncf

(Conlinu en mouvement, .

| Circulaire

\ Circulaire
Rectiligne %

Alternatif en mouvemenl .
Circulaire

Celte classification un peu artificielle est abandonnée aujour-
d’hui, et on I'a remplacée par la classification suivante, qui est
due a M. Willis.

Les organes de transmission se partagent en trois genres:

Le premier genre comprend la transmission par contact

direct ; L
Le second, la transmission par lintermédiaire dun lien
rigide;

Le troisicme, la transmission par Uintermédiaire d’un lien
flexible.

Les trois genres se subdivisent chacun en trois classes:

La classe A comprend les transmissions dont le sens est tou-
jours le méme, et ol il existe un rapport constant entre les vi-
tesses simultanées de deux points particuliers, pris sur chacun
des organes entre lesquels la transmission a licu ;

La classe B comprend les transmissions dont le sens est tou-
joursle méme, mais ot le rapport des vitesses ‘varie ;
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L :
a classe C comprend enfin les transmissions dont le sens

est vari i i
Laarllai)lle‘, que le rapport des vitesses soit variable ou non
- cbalssmcatl'on de'M. Willis se résume donc dans le tableau
ouble entrée suivant, ot nous avons insecrit quelques

exemples.

SENS DE LA TRANSMISSION CONSTANT.

SENS DR LA TRAXNSMISSION
périnliquenent variable.

CLASSE A.

_Rapport des
vitesses constant.

Crasse B,

Rapport des vitesses
variable.

Crasse C.
Rapporl des vitesses

conslant ou variable.

I** GEFLE.
| Piéces en con-
tact immédiat.

Engrenages,

II* GExgE,
Emplei d'un

Roues accouplées.

Courbes roulanltes,

Excentriques.

Joint universel,

Parallélogramme de

lien flexible

plats.

lien llgl(,le. :
II1* cExRE. Poulies et courroi 1 g
ur es. r bles oulies avec fendeur
s.| Bobine pour cible Py S a t

oscillant,

. ——— T

CHAPITRE II

THEORIE DES ENGRENAGES

912. Les engrenages ont pour objet de transformer un mou-
vement de rotation autour d’un axe en un mouvement de ro-
tation antour d'un autre axe; si le premier mouvement est
uniforme, le second doit dtre aussi uniforme, de telle sorte
qu’il exisle un rapport constant entre les vitesses de rotation
simultanées autour de chacun des axes.

Les engrenages se partagent en plusieurs classes suivant la
situation relative des deux axes autour desquels s’opérent les
deux rolations. Ces deux axes peuvent étre paralléles, ou con-
couranls, ou enfin ils peuvent se croiser dans L'espace sans

avoir aucun point commun.

Dans le premier cas, I'engrenage est cylindrique.

Dans le second, 'engrenage est conique.

L'engrenage hyperboloide et 1a vis sans fin sont des solutions
directes du troisiéme cas; la vis sans fin
suppose les deux axcs rectangulaires.

Mais on peut toujours ramener le troi-
sitme cas aux deux premiers; car, élant
donnés deux axes 0A, 0’ B, qui ne se ren- or
contrent pas, on peut, pour {ransmellre le
mouvement de I'un & 'autre, se servir d'an
axe auxiliaire, CD, qui les rencontre tous deux, puis trans-
mettre la rotation de 'axe OA & 'axe CD par un engrenage

b3

i
D

Fig- 224
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eonique, et la rotation de 'axe €D & I'axe 0’ B par un second
engrenage conigue.

La fransmission par engrenages s’opérant par contact immé-
diat entre les pitces, et conservant le rapport des vilesses an-
gulaires, appartient au premier genre, et i la premicre classe,
A, de lanouvelle classificalion.

ENGRENAGES CYLINDRIQULS,

215. Transmission par simple adhérence. — Les axes donnés
¢tant supposés paralléles, prenons-les perpendiculaires au plan
du papier; soit Ola trace de 'un, 0’la trace de V'autre.

Soit w la vitesse de Ia rotation autour de 'axe 0, et o' la vi-
tesse dela rotation autour de l'axe 0, ces deux rolations ayant
lieu en sens contraire I'une de I'autre, comme l'indiquent les
fleches.

Joignons 00/, et sur celte droite cherchons un point A tel,

qu'en considérant successivement ce point
\ comme lié & 'axe O et & Paxe (0, il ait dans
les deux mouvements des vitesses linéuires

éqales et dirigées dans le méme sens.
_,LA\ Sl est entrainé par la rotation autour
l de O, le point A a une vilesse linéaire
g perpendiculaire & 04, el égale 4 04 < w;
~de méme, s’il est 1ié & 'axe 0', il a une
vilesse linéaire perpendiculaire a 0’A, et
rig. 2. . ¢gale & O'A>< o', Les deux vitesses sont
dailleurs dirigées dans le méme sens, et

clles seront ég ales si Pona'l équation

A0 w =04 o,
ou hicn
0A  w
VA"’
c’est-d-dire si le point A partage la droite 00’ dans le rapport
inverse des vitesses angulaires.

s

» el .
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Le rapport des vitesses angulaires étant donné, la position
du point A sur la ligne des cenlres s'en déduit sans aucune
ambiguité.

Du point O comme centre avec un rayon égal i 0A, décri-
vons une circonférence ; de méme, du point 0’ comme centre,
décrivons une circonférence avec un rayon égal a (VA ; ces
deux circonférences seront tangentes en A. Imaginons qu’on
leur communique autour de leurs centres, dans le sens des
fleches, des vitesses angulaires égales respectivement d wet v';
les deux circonférences, dans leur mouvement simultané, ne
glisseront jamais I'une conire Pautre au point de contact A,
puisque les vilesses linéaires dc ces deux circonférences sont
rigoureusement égales.

Sidone, & la place de ces circonférences, on monte sur les
axes 0 et 0’ deux roues matérielles ayant pour rayons OA et VA,
et sil’on forme les jantes de ces roues de matiéres ayant la
propri¢ié d’adhérer Pune a l'autre, il n’y aura qu’a com-
muniquer & la roue OA un mouvement de rotalion égal & »
pour donner a la roue 0'A, en sens contraire, un mouvement
de rotation égal & o', car l'adhérence qui se développe
au confact A empéche le glissement d’une des roues sur la
jante de l'autre. Le probiéme de la transformation est ainsi
résolu par lc'simple contact de deux roues: dans cette solution,
le mouvemeni relatif de 'une des roues par rapport & 'autre
est un roulement sans ancun mélange de glissement (3 180).

Lorsque la communication du mouvement s’opére ainsi par
simple contact d'une roue a l'autre, letravail du frottement au
point de contact des deux roues est nul; le froltement n’est pas
nul, car ¢’est le frottement qui entraine une rouc au moyen de
l'autre; mais le travail du frottement, ou le produit de la force
du frottement par le glissement relatif, est constamment égal
azero’,

L On verra plus tard la t](,ﬁl‘ll[lOl’l du travail mécanique. 11 suffit ici de faire
observer que le travail ost le produit d’une force par un espace parcouru, ct qu il
y a intérdt dans les machines a réduire le plus possible le travail du froltement
et des aulres résistances accessoives, dites résistances passives.
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pée par une ligne plune, de forme constante, qui se déplace
dans son plan d’aprés une loi déterminée. Nous savons résou-
dre ce probléme (§ 140).

Soit MN (fig. 227) la lignemobile dans une de ses posilions

particulicres; au méme instant, soit C le

N T—5  centreinslanané de rofation de la figure;
st du point G on abaisse une perpendicu-
i laire CP sur la ligne MN, le point P, pied
- C%w de celte perpendiculaire, est le point oll
g 927

MN touche son enveloppe.

Appliquons ce lhéoréme aux engrenages. Faisons rouler
(fig. 228) le cercle O’ sur le cercle O; soit 0" une posilion du
' cercle mobile an hout d’un certain
temps, et soit C le point de contact
des deux cercles dans cetle posi-
tion. Pour {rouver la posilion cor-
respondanle du profil AB, prenons
sur le eercle 0”) & partir du point G,
\ unarc GA’ égal aVarc AG; le point A’

sera la position du point A dans le

cercle 075 le profil AB occupera par

_ conséquent la position A . On

“ / dura done un point du profil conju-

S gué en ahaissant du peinl'C, centre

: instantané de rotation de la figure

0", une perpendiculaire CP sur A’ B’; si Yon répéte celle

construction pour un certain nombre de . positions inlerme-
diaires entre 0" et 0", on obtiendra pour la dent le profil AP.

215. Celte construction nous fournit un théoréme. Rame-
nons la figure 07 sur la figure O/ par une rolation aulour du
- cenire 0, el faisons participer la roue 0 4 cette rotation; le
point A de celte roue viendra en A, 4 une distance AA,=AC;
le point G viendra en A, le point A" en A’,, et 'arc AA/, sera
egal & Ad,; le profil A’D prendra la position A’ B, le point P
passera en P, et le profil AP viendra oceuper 1a position 4,0,
enfin la droile GP, normale aux deux profils, prendra la posi-

e
[=]
o

Fig. 228.

e L
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tion AP, et sera encore normale au point P aux deux profils
qui sont en prise. Mais les deux roues O et 0 sont alors rame-
nées & leur position véritahle, el elles ont regu autour de leurs
centres respectifs des déplacements angulaires simullanés
proportionnels i leurs vilesses w et . Done, dausl{: mouvement
commun des deux roues, la droite élevée perpendiculairement
au point de contact des deun profils en prise passe constam-
ment par le point de contact A des deux circonférences primi-
lives.

916. Ce théoréme conduit immédiatement & la délermina-
lion de Varc de glissement élémentaire de
I'un des profils sur Uautre (fig. 229].

‘Considérons dans une position quelcon-
que les deux profils en prise, GD el BE, et
soit P leur point de contact; la droite PA
est normale & la fois anx deux lignes BE, GD,
en vertu du théoréme précédent.

Cherchons le glissement relalif élémen-
taire, ds, de L'un des profils par rapport &
I'aulre. _

Pour cela observons que le mouvement relatif de la roue 0/
par rapport a la roue O est une rotation aulour du point A, ct
que la vitesse angulaire est égale a la somme, o ~+ o', des
vitesses données. Dans un temps infiniment petit di, le
profil CD tourne autour de A d’un anglfa (04 ) dt;'etll?
point de contact P parcourt sur le profil BE un arc ¢gal i
(0 + o) dE>< AP, oudp (v -+ w’) dt, en appelant p la longueur
de 1a normale commune AP; c’estlale glissement élementaire.
Celte expression peul se transformer; en effet wdt est I'angle
donl tourne pendant le temps dtla roue O autour de son centre;
soit ds 'arc infiniment petit décrit dans ce temps di par un

Fig. 229. *

4 8
point de la circonference primitive OA : nous aurons wdt= r

: s o
R étant le rayon OA ; de méme, mdt::—%‘, , I ¢lant le rayon

de la circonférence primitive 0’A.
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L'are ds est 1e méme pour ces deux circonlérences, puisque
leurs vilésses lingaires sont égales.

Done

(0 + o) dt=ds (;1-.,:-4- l_:’) .

et par suite

1
plotwdt=p(f+ g )ds

ou bien

1 1
do=p (E+ﬁ’) ds,

formule qui donne l'arc de glissement relatif élémentaire en
fonction du déplacement linéaire commun aux deux roues,
mesuré sur les circonférences primitives.

Remarquons que, pour un méme déplacement ds, I'arc de
glissement ds est proportionnel a p; comme cet arc ds entre
en facteur dans l'expression du travail du frotltement, il y a
intérét & le réduire le plus possible.

“On doit done faire en sorle que p reste loujours irds petit.
Les profils des deux roues doivent élre choisis de maniére
que le contact puisse avoir lieu & un cerlain instant au point
A lui-méme; alors p est nul, ¢t le glissement ¢lémentaire est
nul aussi. On limite dfilleurs la dent de maniére & maintenir
p au-dessous d’une certaine valeur ; le contact des deux profils
cesse au pointou la longueur de la dent fait défaut ; la conti-
nuité de la transmission exige qu’au méme moment deux
nouveaux profils seient en prise au point A; ces deux profils se
déplacent ensuite simultanément, comme ont fait les deux
précédents, et quand leur contact cesse, le contact estétabli au
point A entre les deux profils qui les snivent. On voit par la
qu’il y a une relation & observer enlre la longucur des dents el
'espacement de deux profils conséculifs, mesuré sur 'une oy
Paulre des circonférences primitives. Cet espacement est ce
qu’on appelle le pas de 'engrenage.

217. La pelitesse du pas permet d’obtcnir approximative-

ELEMENTAIRE 331
ment la valeur de 'arc lolal de glissement relalif, %, pour une.
dent particuliére, depuis le moment ot le contact des deux
profils conjugués est élabliau point A, Jusqu’au moment ow la
prise cesse, les deux roues ayanlavancé d'un pas. :

Quand un corps roule et glisse & la fois sur un autre, on
obtient I'arc de glissement élémentaire en prenant la distance
infiniment pelite produite par le déplacement relatif entre deux
points primitivement en contact (2 182).

Appliquons celte régle au déplacement commun des deux
roues Oet 0, Soit AB=AG=S l¢ pas dont
se déplacent simuitanément les deux cir-
conférences; les deuy poinis G el B étaient
primitivement réunis enun seul au pointA.
Donc le glissement relatif n’est autve chose
que la distance CB. Le pas étant trés petit.
onpeul confondre sensiblement les arcs AC,
AB avec les perpendiculaires CC!, B, qui
sont égales entre clles, puisque les ares
sont égaux; la dislance CB est, par suile, Lba .
¢gale & sa projection C'B’ sur la ligne des centres, ou 4 la
somme AB’ + AC'.

Or I'arc AB, dans le cercle 0, peut étre confondu avee sa
corde, ce qui donne

52 =2R>< Ay,
De méme dans le cercle O,
§2 = IR/ >< AL,
Done enfin

AD’ 4 ALY = arc de glissement tolal E== f—; (Tl, + I!’)
1

On arrive au méme résulat en intégrant par approximation
I'équation .
L ok
do=p (ﬁ +ﬁ’) ds.
On peul regarder en effetla perpendiculaire Al ==p comm

o
MEC. COLLIGNON. = 22
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sensiblement égale & Varc AB=5s; rer.npllagant donc1 grﬁ{l)?:‘s z,
el intégrant entre les limites O et 8, il vient pour le g

ment fofal Z
NS ST 1_),
Ez(%-*-ﬁ’).ﬁ SCIS——Z*X R+Ii’

918. Nous avons vu qu'il y avait avantage a réduire le pas, S,

; 7 3 e - .-y : - ut
mesuré sur les deux circonférences primitives, ce qui m}: pe

s¢ faire sans augmenter le nombre des denls sur chaque

P

roue. Soit m le nombre des denls de 1a roue 0, m' le nombre
des dents de la roue 0'; on aura les relations

mS = QzR,

'S = 2=1.
Done

x praiy

m:gg— et m’:T.

Le pas est ainsi une partie qliquote de chacune %es cg;m:lnet;j;
rences primitives. C’est une commune mesure gd(,. 5
circonférences. Sur chaque roue, le pas C:(}mpflcnl c:x,ctptun_
ties, un plein, qui serl de base & la .sa-llhc d? al-(ffnd, -
ereux, intervalle libre entre deux pleins cpnscc'u i .:‘., ‘an: 2
quel vient se loger la dent de la roue conjuguce. .La den

coit dailleurs un profil symélrique sur ses deux faces, I()l(l)lll‘
qe la roue O puisse conduire la roue (/' dans un sens 01\}1 cm':;,
I'autre; on donne la réciprocité d l'engrenage, ‘quram.l c::‘a est
possible, en ajoutant & la roue 0’ des dcn_ts deshnc@ 'i lablrfur‘
les faces des creux de laroue 0. Chaque dentlremphl e cl t:uf\
de laroue conjuguée au passage a trave'rs la ligne des centr ?T,
sauf un jeu, quil est nécc_ss_alre d'e menager‘ enire‘l.cs Fro ils
qui ne doivent pas agir I'un sur l‘autre. Ge jeu facilite le pas-
sage des deux roues a trachS la ligne des cenlres; m‘als, ;cllar
contre, sil'on renverse subilement le mrmu'e-ment (.10 L urnc' les
roues, le contact des deux roucs ne s’etah'hl pas 1}1111110(11&;{3-
ment sur les faces opposées, et il se produit ce qu’on appelie
un temps perdu.

TOTAL.

En résumé, le pas S se compose de I'épaisseur dela dent de
la roue 0, mesurée sur la circonférence primitive, augmentée
de I’épaisseur de la denl de la roue 07 et d’un certain jeu que
Pexpérience a conduit & délerminer, el qui est d’autant plus
petit que l'engrenage est plus soigné el plus voisin de sa forme
géométrique. [’usure mutuelle des dents fait décroitre les
Cpaisseurs et augmenie le jeu, sans rien changer au pas.

Ce sont des conditions derésistance qui limitent le nombre
des denls sur chaque roue; les dents transmeltent des pres-
sions d'une roue a l'autre; il faut donc leur donmer des di-
mensions (elles, quelles ne soient pas exposées 4 rompre ou

4 flcchir, et I'on ne pourrait sans danger cn réduire indéfini
ment |'épaissenr, ;

219, Les vitesses angulaires des deux roues sont propor-

tionnelles a % et & %7, et par suite proportionnelles i ?IE eta

1 ' o ’ ; ;
—,; le rapport — des deux vilesses angulaires est done éaal
m' ® = i

s m
a l'inverse = du rapport des nomhres de dents sur chaque

roue. L'emploi des roues d’engrenage suppose done que les
vitesses angulaires sont commensurables entre elles *.

! La détermination du nombre de dents qu'il convient de donner aux roues
d’engrenage a été pour lluygens l'oceasion de découvrir les propriétés des frac-
tions continues, et de créer ainsi une des plus. fécondes théories de I'arithmé-
tique. 11appliqua cetle théorie 4 la résolution du probléme suivant : Une fraction
exprimée par un grand nombre de chiffres stant donnée, trowver foules los [frac-
tions en moindres termes qui approchent si prés de lg vérité, qu'il soit impos-
sible d'en approcher davantage sans en employer de plus grands. « On doit
regarder, dit Lagrange, la méthode employée par ITuygens, comme une des
principales découvertes de ce grand géométre. La construction de son automale
planétaire parait en avoir été l'occasion. En effet, il est clair que, pour pouvoir-
representer exactement les monvements et les périodes des planétes, il faudrait
employer des roues oi les nombres de dents fussent précisément dans les mémes
rapports que les périodes dont il s’agit ; mais comme on ne peut pas multiplier
les dents-au deld d’'une certaine limile dépendante de la grandeur de la roue, et
que d'ailleurs les périodes des planétes sont incommensurables, ou du moins ne
péu\‘ent étrereprésentées avee une certaine exactitude que par de {rés grands
nombres, on est obligé de se contenter d’un & peir prés, et la difficulté se réduit .
4 trouver des rapports exprimés en plus petits nombres, qui approchent autant
quil est possible de la vérité, et plus que ne pourraient faire dautres rapports

339 -
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sensiblement égale 4 'arc AB=1s; remplacant donc p par s,
et intégrant entre les limites O et 8, il vient pour le glisse-

ment total =
A LN S 1_)

e (ﬁ "'ﬁ*) f; = (n"“w
218. Nous avons vu qu'il y avait avanlage & réduire le pas, S,
mesuré sur les deux circonférences primilives, ce qui ne peut
se faire sans augmenter le nombre des dents sur chaque
roue. Soit m le nomhre desdenls de la roue O, m' le nombre

~ des dents de la roue 0'; on aura les relations

mS = 2xz1,
m'S = 2z,
Done
— in{ t ’—ﬁ.ﬂ_‘-‘:g’
M= et mi=—p.

Le pas est ainsi une parlie aliquote de chacune des circonfeé-
rences primitives. (est une commune mesure de ces deux
circonferences. Sur chaque roue, le pas comprend deux par-
ties, un plein, qui sert de base a la saillic de la dent, et un
ereux, intervalle libre enfre deux pleins conséculifs, dans le-
quel vient se Joger la dent de la roue conjuguée. La dent re-
coit d’ailleurs un profil symétrique sur ses deux faces, pour
e la roue O puisse conduire la roue 0" dans un sens ou dans
I'autre; on donne la réciprocité al'engrenage, quand cela est
possible, en ajoutant i la roue 0’ des dents destinées i agir sur
les faces des creux de laroue 0. Chaque dentremplit le ereux
de laroue conjuguée au passage & travers la ligne des centres,
sauf un jeu, qu’il est nécessaire de ménager entre les profils
qui ne doivent pas agir I'un sur Lautre. Ce jeu facilile le pas-
sage des deux roues i travers la ligne des cenlres; mais, par
contre, silon renserse subilement Je mouvement de 'une des
roues, le contacl des deux roues ne s’établit pas immeédiate-
ment sur les fuces opposées, et il se produit ce qu’on appelle
un femps perdu.

TOTAL. 539

En résumé, le pasS se compose de I'épaisseur de la dent de
Ia roue 0, mesurée sur la circonférence primitive, augmentée
de I’épaisseur de la dent de la roue 0’ et d’un certain jeu que
Pexpérience a conduit & délerminer, et qui est d’aulant plus
petil que Pengrenage est plus soigné et plus voisin desa forme
géométrique. L'usure mutuelle des denls fait décroitre les
épaisseurs et augmente le jeu, sans rien changer au pas.

Ce sont des conditions derésislance qui limitent le nombre
des denls sur chaque roue; les dents transmettent des pres-
sions d’une roue & l'autre; il faut done leur donner des di-
mensions lelles, qu’clles ne soient pas exposées 4 rompre ou
& fléchir, ct 'on ne pourrait sans danger en réduire indéfini-
ment I'épaisseur. :

219. Les vitesses angulaires des deux roues sonl propor-

tionnelles &2 et 3 >, ef par's ite proportionnelics i o
: R lesit — el

’

1 ) £ e : !
i le rapport — des deux vilesses angulaires est done ¢gal
oy w

X m :
a I'inverse — du rapport des nombres de denfs sur chaque

roue. L'emploi des roues d’engrenage suppose done que les
vitesses angulaires sont commensurables entre elles *.

1 La détermination du nombre de dents gu'il convient de donner aux roues
d'engrenage a ét¢ pour luygens Poccasion de découvrir les propriétés des frac-
tions continues, et de eréer ainsi une des plus fécondes théories de Parithmeé-
tique. L appliqua cette théorie a la résolution du probléme suivant : Une fraction
exprimée par un grand nombre de chiffres étant donnée, trouver foutes les frae-
tions en moindres termes qui approchent si prés de la vérité, qu'il soit impos-

© sible d'en approcher davanlage sans en employer de plus grands. « On doit

regarder, dit Lagrange, la méthode employée par. lluygens, comme une des
principales découvertes de ce grand géométre. La construction de son aufomate
planétaire parait en avoir été l'occasion. En effet, il est elair que, pour pouvoir-
représenter exactement les mouvements et les périodes des planétes, il laudrait
employer des roues ot les nombres de dents fussent précisément dans les mémes
rapporls que les périodes dont il ¢’agit ; mais comme on ne peut pas multiplier
les dents au dela d'une cerfaine limite dépendante de la grandeur de la rous, et
que d'ailleurs les périodes des planétes sont incommensurables, ou du moins ne
peuvent &trereprésentées avec une certaine exactitude que par de lrés grands
nombres, on est obligé de se contenter d'un & peu pres, et la difficulté se réduit
a trouver des rapports exprimés en plus pelits nombres, qui approchent autant
qu'il est possible de la ¥érité, et plus que ne pourraient faire d’aulres rapports
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En général, les roues d’engrenage ont au moins 6 .ou 8
dents ; le nombre de dents exctde rarement 120; le rapport
des vitesses angulaires d'une roue de 6 dents engremnt avec
une roue de 120 est égal & 20.

On appelle raison d’un engrenage, ou d’un équipage de roues
dentées, le rapport de la vitesse angulaire de la derniére roue
de I'équipage & la vitesse angulaire de la premiére, ce rapport

étant pris avec le signe + ou le signe —, suivant que les rota-

tions s’opérent dans le méme sens ou en sens contraires, Il
est facile de voir que la raison d’un équipage de roues dentées

est le produit des raisons de chacun des engrenages particu--

liers qui composent cet équipage.
. Prenons pour exemple I'équi-
TR page de roues dentées représenté
- Y par le diagramme ci-conlre.
Fig. 251. .
La roue A engréne avec la roue
B, laquelle porte un pignon b qui engréne avec la roue G;
celle-ci porle un pignon ¢ qui engréne avec la roue D.
Silon appelle

A
ol

_Jw

=

oy ﬁ)", O.l”, mlﬂ

les vitesses angulaires des arbres A, Bb, Ce, D, on aura pour
les raisons des engrenages successifs (A, B), (b, C), (¢, D),

nous prenons ces rapports avec le signe — parce que nous -

supposons tous les engrenages extérieurs; les deux roues qui
composent chacun des engrenages tournent done chacune en
sens contraire de I’autre.

U

La raison < de I'équipage esl, par définition, égale & — 2—:

W

quelconques qui ne seraient pas congus en termes plus grands. Huygens résout’
eette question par le moyen des fractions continues.., » (Lagrange, add:tlons g

YAlgébre d’'Euler, § I, 22))
1 0n excepte la cr ¢maillére.

— A L
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clle est aussi égale au produit des trois facleurs négaltifs

(- (=2)<(-5)
Sil'on représente par A, B, b, G, ¢, D, les nombres de dents

des roues et des pignons, on aura

A W

2 b ¢
w B’ o G W D'

ctpar suite

La raison d’un équipage de roues dentées est donc égale au

. rapport du produit des nombres de dents des roues menantes

au produit des nombres de dents des roues menées, ce rapport
élant pris avec le signe + siles deux roues exirémes tour-
nent dans le méme sens, et avec le signe — si elles tournent
en sens conlraires.

RELATION ENTRE LES RAYONS DE COURBURE DES DEUX PROFILS EN PRISE.

220. Soient 0, O, les circonférences prmntnes tangentes en
A; QP, PR les deux profils -
en prise tangents en P. La
droite AP sera normale & la
fois aux deux profils, et les
centres de courbure des pro-
fils au point P seront situés
quelquepartsur celtedroite,
en G pour le profilPQ, en ¢/
pour le profil PRR.

Prenons & partir du point
A, sur les circonférences
primilives, deux arcs infi-
niment pelits, AB,AD, égaux
entre eux. Joignons CB, OB,
C'D, 0'D; puis faisous tourner les deux roues de maniére a

0
Fig. 252,
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amener a la fois les deux points B et D au point A. Log
points G et €’ étant les centres de courbure des profils, les
droites CB, (’D sont encore normales & ces profils, et les
points B el D se réunissant au_point A, ces droites CB, ¢'D

. : 4§ |
viennent, en vertu du déplacement des deux roues, se placer

en prolongement 'une de Pautre, suivant 1a normale -com-
mune aux deux profils dans leur nouvelle position.

Le mouvement angulaire relatif de la roue o par rapport 4
la roue O est donc une rotation qui améne la normale D¢/ en
prolongement de la normale (B, C’est-a-dire une rotation
mesurée par Pangle EF(” de ces deux droites; d’un autre coté,
le déplacement angulaire relatif de la roue 0’ par rapport &
la roue O est la somme des angles aux cenlres BOA, DO’A; et
comme dans le triangle CC’'F I'angle extérieur EFC’ est la
somme des deux angles intérieurs opposés G et C'; ona I’éga-
lité :

G+ C'=DB0A -+ DovA,

Cette égalité établit une relation entre les rayons de cour-
bure des deux profils. A

Soient en effet GP=p lerayon de courbure dua profil PQ ;

(P=¢" le rayon de courbure du profil PR ; :

AP=)p la distance du point de contact A des cireon férences
primitives au point de contact P des profils;

PAO’=a P'angle de Ia normale commune avec la ligne des
centres ; :

AB=AD=4ds I'arc infiniment petit pris sur les circonfs-
rences primitives. _

Elevons en A une perpendiculaire indéfinie AM sur Ia droite
GC’; les droites CB, G'D font avec 1a droite AM des angles qui dif-
ferent infiniment peu de Pangle droit; elles coupent donc toutes
deux la ligne AM en un méme point F, projection commune
sur AM des points B etD, dont Ia distance est un infiniment pe-
tit du second ordre, et qu’on peut regarder par suite comme
confondus en un seul et meme point. Les angles infiniment
petits BCA, DC’A, angles que nous avons désignés par les let(res

s

!

.
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7 r ‘G‘ ‘[t Mais
C et ¢, sont donc mesurés par les rapporls —=, +=-.
AC=p—p, AC'=¢' +p, ctl'on a par conséquent les égalités
? ?

' AR
AF = :
. angleC= m , angle /= P_' Tp

| Sla et Tingle DOA
~ D’un autre coté Iangle BOA est égal & T et I'angle

. . AB
est égal 4 T oV A

On a done la relation

3o
S ﬂ——-AB‘(i l)=ds (_,+_,);
S A + R R
o e :
ou bien, en observant que AF est la projection tf.ledla:;g
n, 7 :
ds=AB, qui fait avec AM un angle égal & «, ce qui ondu
—AB, angle \
AF=ds cosa, on ohtient en définitive, aprés suppression

facleur commun ds,

coS o _il_+1

i coS 9
() : p—p+p’+p_li [

Celle équation donne ¢’ en fonclion de p, de p et de a. Elle
est connue sous le nom d’équation d.e Sav:ary.r :

Elle est susceptible d'interprétation gcometl."lqt'lel. .

Les termes de '¢équation sont les uns relalifs j a roE: u;
les autres 4 la roue 0'. Séparons ces termes dans chaq

membre; il viendra : .
cose 1 1  cosa
F—p R K g4p

ou bien

Reosa—p+p ¢+ p—1NWcos «
R{p—p) = R(+Pp)

i ir dans
Renversons ces fractions, pour avoir des longueurs
les deux membres, et mulliplions par sin « :

R (p— p)sin W (g4 p)sin 3
@ Reosa—p+p~ o+ p—Rcosa
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Abaissons des poinis 0 et (' deg perpendiculaires OK, O'H
surla normale tommune CC’. Nous aurons

Rsin « = OK,
F—p=AC
RCC‘Sz—l—p —p=AK--AP—(p =RC, |
R’sin ¢ = 011,
7+ p = AC, : : o

F+pP—PRcose — CPAP—A) — CILL

L’équation (2) se transforme en Pégalite

(3) 0K >< AC s OH >< Acr
KC (7 ¥ i

Soit M e point on la droite OC prolongée rencontra la droite

AM; les triangles semblal]es GAM, CKO donnent

_ O A
i S

A_ ppelons de meéme M le point o ¢ prolongée coupe la
droite AM; nous aurons, & cause des triangles semblah]es
AN, o, '

e O >< AGr
Al = —

Done, en verty de Péquation (3), AM = A" el par suite le§
points M et M* coincident, et les {rojs droites AM, 0C, 0°C’ con-
courent en un méme point M.

De 1a résulte 1a consiruction suivante, pour délerminer e
centre (7, connaissant le centre . -

On joindra 0C, et on cherchera 1o point de rencontre M de

cetle droite avec Iy perpendiculajre AM, élevée ay point A syr -

la normale commune aux deux profils ep Prise; on joindra ce
point au point 0, et la droite Mg prolongée Coupera la nor-
male commune au centre G du secongd profil.

Celte conslruction est une extension de celle que nous avons
indiquée (3 191) pour trouver le rayon de courbure d’upe
courhe épicycloidale, 11 serait facile de I'ep déduire,

4

f

!
‘
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METHODE DES ROULETTES,

221. Soient 0A et 0’A les deux circonférences primitives

- fangenles au point A,

Tragons arbitrairement une courbe LL’, et soit M un point
invariablement lig 3 cette courhe.

Faisons rouler 1a courbe LI sur la circonférence 04 ; le
point M décrira dans ce tmouvement une ligne MN. Puis faisons
rouler la méma courhe surla circonférence 0'A ; dans ce mou-
vement le point M engendrera une courhbe MN', qui sera tan-

_genle en M3 la courbe MN, car les deux courbes sont en ce

point normales 4 la meme droife AM.
Les deux courbes MN’, MN peuvent
servir de profils conjugués aux roues

En effet, faisons rouler la circonfé-
rence 0 sur la circonfirence 0; et, en
méme temps, faisons rouler Ia courhe
LL’ sur la circonférence 0’, de manigre
que le point de contact des deux lignes
coincide constamment avee le point de
contact des deux cercles () of 0. La Fig. 253,
ligne LI’ roulera alors 3 Ia fois sur
les deux circonférences 0 et 0; le point M décrira dans son
mouvement absolu la courbe fixe MN, tandis qu’il déerira 1a
courbe MN" dans son mouvement relatif par rapport a Ia roue
0". Or ces deux courbes ont pour normale commune, en cha-
cun de leurs points communs successifs, la droite qui joint
ce point au point de contact correspondant des cercles 0 et 0’
elles sont donc tangentes, et par conséquent la courbe fixa
MN estl’enveloppe des positions successives de Ia courbe mo-
bile MN', ce qui est la condition méme 3 laquelle doivent satis-
faire les profils conjugués (g 214).

Etant donné le profil My’ surla roue 07, on sait qu'on peut
trouver une courbe LI/ telle, qu'un point M lié & cette courhe




546

LNGRENAGE
déerive I ligne My quand on fait roylep la cour
sur In Circonférence donnée 04 (£146).

Qn pourra done foujours ramerey la recherche dy profil

—lconJug,:ue MN & celle de 14 courbe roulante LI, quj engendre
€ profil donm,: MN’, et ala construction de épicycloide qs-
Crite par le point )\ quand on fait yoylep la méme courhe sur
la seconde circonférence Primitive 04

he cherchée

ETCDE DES Tagss PARTICULIERS g ENGRENAGRS CYLINDRIQUES

ENGRENAGE A LANTERNE,

2922, L’engrenage @ lanterne ogi celui d
pour profil des dents 4, Pignon un point unique, ou plyfgy un
ccr‘ch'} de rayon {pgs pelit, déerit aulour de

e point comme centre,
Supposons d’abord que le profi] donng
4ocreux de Jg poye 0 se rédujse a
un seyl boint A, iy sur la circopfg.
rence Primitive; ce sopy par exemple,
une aiguille implantée gy le périme(pe
de la roue .
L’enveloppc des positiong Suiceessives do
Fig. 234, Ce profil dans ]e mouvement relatif serg o
,, . courbeengendrga par le point A lui-méme,
(;g sera dong | Cpicyloide AP, dgcrit, par le point A quand on
fait rouler Jo cercle (¢ sur Jo cercle
Si ensuife op fait rouler Jo cer

Point A déerirg Iy branche syméiri
cloide,

Soit AB=A( ], pas.

fJ sera la position gy la roue (v de aiguille voisine de ]'g;.
guille A; menopg gy point B Pépicycloiqe BD: ele Passera ay
- Pomt G, et formerg avec le profi] Ap une figure on'ivaI‘e ADB;
mais la dent de Ia poye 0 ne doi p i ;
loin que I'intervalle AG; 1a portion €D du prof)
OnC 1nutile, ef j] convient de Couper la dent App

cle 0’ dans l’u,utr_e sens, I
que AP dela memg Cpicy-

par un are

i

¢
¢
t

Jﬁ'.
|

)
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de cercle EC, décrit du pPoini 0 comme cengre avecla distance
0C pour rayon. Le partie ulile de la dent est le profil try-
pezoidal BCEA; la face BQ est celle qui pousse Jes aiguilles
de la roue O’ dans Je sens des fléches; la face opposée AL leg

“lrace géométrique nous n’avons pas réservé de jen.
8 p

225. Le tracé pratique de ce systéme d’engrenage differe
du (raca geomélrique ainsi résume, Les
aiguilles A, Cde la roue ¢ ne peuvent étre
Sans épaisseur; on substitue aux poinfs A
et G des fuseaux circulaires, déerifs avee
un méme rayon tres petit, autour de ces
poinis comme centres.

Les profils AP, AP’ doivent étre amaj-
gris chacun d'une quantilé égale au rayon
de ces -cercles. Le profil corrigs, au
liew d’¢tre un are d’épicycloide, est une :
trajecloire orthogonale des normales cette épicycloide,

A la courbe AP on substitue donc une courbe équidistante
AP, el de méme a la courbe AP’ une courbe équidistante
A P/, Ces deux nouvelles courbes ne se rejoignent plus en un
méme point, comme le faisaient les
deux premicres, car l'une, AP, est
Penveloppe des positions succes-
sives du bord du fusean situé &
gauche, tandis que Iautre, AP
est I'enveloppe  des positions du
bordsitué a droite (fig. 236); on peut
les raccorder en tracant de I'une 4 I'autre une courbe A, A”A',‘
qu’on appelle courpe d'évidement et dans le creux de la([t}elle
le fuseau vient se loger au moment ot il fraverse la ligne
des centres. Le {racé des denls s’effectue en définitive comme
Vindique la figure 237, Rigourcusement, les reb.roussg.menfs
A, et A’ ne sont pas situés sur la normale a I'épicycloide au
point A; mais Pécart est négligeable quand le rayon des fu-
seauxesl rés petit,

Tig. 235,

Fig. 236,
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224, L’engrenage 4 lanterne est Iengr

moulins: r 3 ;
ulins; la figure 958 en represente la disposition.

L
 grande roue porte alors lo nom de rouet; la roue (, co-

Ty
lui de lanterne. Lo nom de roue esf réser

: : . v¢ pour le réceptenr
h}dl‘ﬂUhque qui donne le mouvement 3 ¢ ;

oule la machine.

Fig. 257. Fig. 238,

Lar - ; :
oue menée est formée de deuy plateaux circulaires traver-

568 :
} par 1 :%r.brcfouma.n_t. Ces plateanx, oy tourteaux, déhordent
1a circonftrence primifive; les cercles équid;

rouc viennent pénélrer entre les deux tourleayy. Ce
generalemen't en hois, et elles son( implan(ées sur I i te d
la Toue, qui est également ep bois. Les dcmtsxd'elrwjren i
grenages
]c)lt?rzs. Les fuseaurf cylindriques de Jq lanterne sont aussi en
d?;s dans .Jes ancxeqs: moulins, L’engrenage est alors formeé
ne m?lfztude dfz picees, faciles A tailler of 4 remplacer
On a ¢té conduit 3 subslituer l¢ fop ay hois pour Ies. fu-

enage primitif deg

e

-

.t—w—a%ﬁ..—.« e SN

o>
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seaux de la lanterne; remarquons en effet que le eontact des
useaux avec les dents de la roue 0 a licu toujoursa peu prés
sur la méme générairice; en coupe, le point de contact dy
cercle avec'le profil qui le pousse varie & peine de position
dans le parcours d'un pas. Sur le profil de la dent au con-
traire, le contact se déplace d’un boul & l'autre de Pétendue
de ce profil. Dela résulte que, pour la dent, l'usure se répartit
avec une certaine égalité sur tous les points de son dévelop-
pement, tandis qu’elle porte tout entiére sur une méme ré-
giondu fuseau ; eette picee se refouille de plus en plus, jusqu’a
la ruplure. Le fer est préférable au bois
pour un organe qui doit étre employé
dans de semblables conditions!.

225. L'engrenage i lanterne que nous
venons de décrire est extérieur;le méme -
{racé s"applique & I'engrenage intérieur:
la lanterne est alors au dedans de la
grande roue; les dents de celte roue sont
dirigées vers son centre. A 1'épicycloide
extérieure est substilute une épicycloide
intéricure. Les vitesses de rotation des
deux roues sont dirigées dans le méme
sens, ce qui arrive toujours quand Pen-
grenage cst intérieur. Mais on a alors Fig, 250,
une cerlaine difficullé pour loger les :
bras de la roue 0, car il faut les placer en dehors de la région
occupée par la lanterne; on donne & eelle dernidre picee plus
d’¢paissenr quaux dents de la roue 0. De plus, son axe O/
ne peul éhre prolongé et soutenu que d’un coté. Cest ce quiin-
dique la figure 239.

1 Dans les engrenages délicats, on peut encore réduire le travail du froltement
en terminant les fuseaux par des pointes comme l'arbre d’un tour (§ 206); cette
disposition leur permet de tourner autour de leur axe de figure. Le glissement
du fuseau sur Ia dent est remplacé par un roulement.
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décrit le diamétre A0’; desorte que les deux profils qui engré-
nent ensemble sont les lieux géomélriques décrils par un
méme point d'un cercle, qui roale successivemen! sur cha-
cune des circonférences primitives (3 221).

227. Jusqu'ici I'une des roues, O, porte les dents épicycloi-
dales, et l'aulre roue, 0, porte des flancs rectilignes.

Pour donner la réciprocité a 'engrenage a flancs, on pro-
longera a lintérieur la dent de la roue O, par un rayon qui
formera le profil du flanc de cefte roue; puis on prolongera &
Vextérieur le flanc de la roue 0’ par un profil épicycloidal en-
gendré par un point de la circonférence déerite sur OA comme
diamétre, quand elle roule a D'extérieur de la circonférence.
primitive O0'A. De cette facon, chaque roue portera un flanc
droit raccordéavecla dent épicycloidale; leflanc de chaque roue
engrénera avec la dent del'autre roue, el I’engrenage sera réci-
proque. Celte réciprocité géométrique est néeessaire au point
de vue physique pour que chaque roue puisse mener autre.

L'engrenage serait & D'abri des arcs-boutements, si la dent
pouvait toujours mener le flanc, et si jamais le flanc ne menait
la dent, ce qui supposerait que le contact des deux profils
pit commencer seulement au passage de la ligne des centres.
Cette condition n'est pas possible & satisfaire quand chaque
roue est appelée a servir de roue menante. Le contact, ayant
licu sur une cerfaine longueur aprés la ligne des centres, a
aussi lieu sur certaine longueur avant cette ligne; dans cetle
région, les froltements sont beaucoup plus durs. Siles dents
étaient trop longues, il arriverait que la pointe de la dent
mencée par le flanc exercerait contre la surface du flanc une
pression assez grande pour arrcter le mouvement de transmis-
sion, ou bien pour enlever un copeau de mati¢re sur le pro-
fil du flanc, comme un ciseau poussé a la surface d’un ma-
drier. On évite cet effet en adoptant un pas trés petit et des
dents {rés courtes. G'est pour cela qu’on échanfrine les denls
en les coupant par un cercle qui leur enléve toute la portion
“nuisible de leur longueur*.

! La théorie du froltement dans les engrenages nous permettra plus tard de
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Si I'on donnait & la roue 0’ seulement des Manes, & la roue
0 seulement des dents, et qu'on vouldt conduire la roue O
par la roue 0", ce seraient les flancs qui eonduiraient les
denls; le frottement serait trés dur, Pusure des profils trés
rapide; enfin Parc-boutement serait a craindre. Au contraire,
en donnant 4 chaque roue des flancs et des dents, on conduit
aussi facilement la premiére roue par la seconde que la
seconde par la premiére. :

La nccessité d’éviter les arc-houtements justifie aussi la
présence du jen dans les engrenages; s'il n’y avait pas de jeu,
les deux colés d’une dent scraient 4 la fois en contact avec
les deux clés d'un creux, et I'arc-boulement pourrait se
produire  la pointe Ia plus éloignée de la ligne des centres.

228. L’engrenage & flancs peul élre employé pour I'engre-
nage intérieur, mais alors il n’est pas réeiproque. sy

Soient O et 0/ les centres des circonférences primitives, el A
leur point de contact. :

Prenons le rayon O’A pour profil du flanc de la roue 0';
nous trouverons le profil correspondant de la roue 0, en
faisant rouler dans le cercle 0A un,

mélre; le point A de ce cercle dé-
crira I'épicycloide cherchée AM. Le
cote gauche de la droite AO’ appar-
tiendra au plein ds la roue O, et le
coté droit de I'épicycloide AMappar-
ticndra au plein de la roue 0; les
pleins sont indiqués ci-contre par
des hachures. Essayons mainlenant
d'armer la roue O’ de dents et la
roue O deflanes; le flane de laroue 0 sera encore le rayon 04 ;

ladent de la roue 0" aura pour profil la courhe décrite par le

pointA ducercle construit sur le diamétre OA, roulant dans le
cerele 0. On obtientainsi pour les nouveaux profils des lignes

rendre compte de toutes ces particularités, que nous nous contentons d’indi-
quer ici.

cercle déerit’ sur A comme dia--

" en CW quand le flanc prend la position BO, et
Parc AC étant égal & AB, les deux lignes BO

4 A FLANCS. 353

- qui reviennent sur la région de la ligure déja occupte par les

anciens; laroue O devrait avoir pour profil de scs dents la
courbe M4, prolongée par un flanc revenant dans la direclion
AD0. Ces nouvelles lignes peuvent étre construites géométrique-
ment, mais elles ne peuvent servir de limite entre le plein et
le vide, parce qu'il ne reste plus de place libre & aflfecler aux
pleins de la scconde construction aprés qu'on a achevé la
premicre. :

D'ailleurs il est facile de voir que les flanes rectilignes
adaptés a la grande roue O couperaient le profil conjugué
de la roue 0" d’un ctté de la ligne des cenfres.
Car le profil AM, conjugué du flanc AO, vient

et CM se croisent en un certain point I.

Si la petite circonlérence 0’ avait un dia-
mélre moindre que le rayon OA de la grande,
Vépicyeloide décrite par un point de la circon-
férence de diamétre OA roulant sur-la circon-
férence O’ serait extérieure & 0’ et ne pourrail engrener
avee le flanc AO. : _ :

En résumé, 'engrenage intérieur ne peut étre réciproque ;
P'une des deux roues, la grande, O, qui recoit les dents, est la
roue menante ; 'autre, 0’,la petite, qui recoit les flancs, est
la roue mence. !

Pour achever les profils ainsi tracés et les raccorder sur
chaque roue les uns aux autres, il suffit de faire rouler exté-
rieurement aux deux circonférences primitives un cercle de
pelit rayon : un poeint de la circonférence de ce cercle dé-
crira les deux profils conjugués qui limitent 'un les parlies
saillantes de laroue inlérieure, 'aulre les parties rentrantes,
au creux, dela grande roue.

229. Du resle, il est toujours possible d’éviler les engrenages
intérieurs en introduisant entre les deux axes de rotationun
troisiéme roue, dite roue folle. L'engrenage inlérieur a pour
objet de faire fourner dans le méme scns les deux roues

Fig. 242.

-

MEC. COLLIGXON. 23
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qui le composent. La raison d’un tel engrenage cst done p0a1»
tive. Si o est la vilesse de rotalion du premicr arbre O et o’

— celle du second O, la raison e =

\\ / \'\.

AR
$5 ( \;\)/
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Fig. 243,

de engrenage intéricur qu’on
formerait direclement avec les
deux arbres O et 0" est le rap-

’
() . A
ort -+ —. Or soif " la vitesse
p W

de rotation d’une troisiéme roue 0" exiéricure aux deux pre-
migres; nous aurons pour la raison ¢’ de I'équipage 0, 07, 07

(2=

L’introduclion de la roue intermédiaire 07, quel que soit
d’ailleurs le nombre de ses dents, établit done entre les arbres
0 et O’ le rapport convenable des vitesses angulaires, et assure
le sens voulu & la transmission. -

250. L’engrenage a flancs peut étre aussi appliqué au cas
particulier de la crémaillére; onpeut considérer ce cas comme
celui de 1'engrenage de deux roues, dont I'une serait de rayon
infini ; ¢’est la limite enire 'engrenage inférieur et I'engre-
nage extérieur. La crémaillére résout le probléme de la (rans-
formation d’'un mouvement circulaire en un mouvement rec-
tiligne, ou réciproquement. '

Supposons que la circonférence O se soit changée en une

droite CD, tangente au point A &
o 7 la circonférence primitive 0'.

Sic'est la droite CGD qui doit

mener la circonférence 0/, on

des rayons issus du point 0; les
- dents de la crémaillére CD sob-

liendront en faisant rouler sur
la droite primitive CD la circonférence décrite sur 0'A comme
diamélre; dans ce mouvement, le point A décrit une cy-
eloide AM. e '

Fig. 244

prendra pour flancs de laroue 0"

e
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Pour donner ensuite la réciprocité & 'engrenage, on pren-
dra pour flancs de la crémaillére des droites AR pmpcndlcu-
laires a CD, el on trouvera les dents correspondantes de,la
roue O’ en faisant rouler la tangenle CD sur le cercle 07; le

point A dcerit dans ce mouvement une développante, AN, du
cercle de rayon (VA. -

ENGRENAGE A DE\"’ELOI‘PANTES DE CERCLE.

251. L’engrenage & d(,vcloppanles de cercle est le systeme
Ie plus parfait d'engrenage.

Soient 0,0 les eentres des circonférences primitives, A leur

- point de conlact sur la ligne O0’. Par le point A menons

une droite PP quelconque.
Des points O el O/ abaissons
les perpendiculaires OP, 0P’
sur celle droifte, ct déerivons
ensuile des circonftrences des
points O et 0 comme centres
avec OP, O'P’ pour rayons. La
droite PP scra une tangente
commune & ces deux circon-
férences.

Cela posé, déerivons 1a dé-
veloppante BAC du cercle OP
enlafaisant passer au point A;
décrivons la développante B'AC/ du cercle OP en la faisant
passer de méme au point A. Les deux courbes BAC, B'ACY,
altachées 'une & la roue 0, Vautre 4 la roue (¥, pourront
engrener ensemble. En-effet, faisons tourner la roue 0, dans
le sens du mauvemenl, d’'un angle quelconque AOA,; et en
méme femps la roue 0" d'un angle A’,0’A; ce mouvement

Tig. 215,

simultané améne le point B en B, sur 11 circonférence auxi-

liaire OP, et le point B’ en I¥, sur la circonférence O’P On a
les pI‘OpOllIGHS

CB! = or P!Br O’P’

A%, T 0x° AN, 01’
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or BP 8,1;, de plus, les arcs AA, AA", sont égaux entre
eux, comme arcs décrits en méme temps par les circonfé-
rences primitives; done enfin BB, =B'D’,. Les développanles
BAC, B'AC’ prennent , par suite du mouvement commun
des deux roues, les positions BMC,, B’ MC’, qui se touchent
sur la droite PP, en unpointM, éloigné du point A d’une lon-
gueur égale aux arcs BB, B'D’, comptus sur les circonférences
auxiliaires,

Le point de contact des deux profils en prise se déplace donc
le long de la droite PP', et cette droite reste conslamment
normale aux deux profils en prise dans une position quel-
conque des deux roues conjuguées.

Les principaux avantages du tracé par dévciowantcs de
cercle sont les suivants :

1° Les profils sont déduils, sur la roue 0, d’une construc-
tion dans laquelle on ne fait intervenir que la circonférence
OP; sur la roue0’, d'une construction dans laquelle on ne
fait entrer que la circonférence OP’. On pourra done
faire engrener ensemble deux roues dentées & dévelop-
pantes de cercle, quels qu’en soient les rayons, pourvu que
les pas soient les mémes, el que les creux de chaque. roue
soient assez grands pour laisser passer les denls de U'aulre
roue. La méme facilité n’exisle pas avec les sysi¢mes d’engre-
nage a4 flanes ou & fuseaux; il faut, avec ces sysitmes, cons-
truire spécialement 'une des roues pour  engrenecr avee
'autre, et l'on n’est pas maitre de lui donner tel rayonqu’on
voudra.

2° La poussée muluelle qu’exerce une des roues sur la rouc
conjuguée est appliquée au point de confact des deux pro-
fils, et, abstraclion faile du frotlement, elle est normale aux
deux profils en prise; dans I'engrenage & développantes, elle
est donc toujours dirigée suivant la droite PP’, laquelle a une
position constante; il résulte de la que dans ce systétme la
pression muluelle exercée par une roue sur I'aulre ne subit
pas les mémes varialions d’intensité que dansles aulres, pour

S ER ==
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lesquels Ia.d'ireclion de la force pivote autour du point A

pendant que les roues avancent d’un pas.

e L’'usure des profils qui glissent I'un sur 'aulre est sen-
siblement proportionnelle & la pression mutuelle; si la
pression est a peu prés constante, I'usure sera aussi & peu
prés partout la méme, de sorte que les profils s’useront paral-
lelement ; le, profil modific sera la méme développante
de cercle que le profil primilif, de sorte que les conditions
géométriques de Dlengrenage ne sont pas modifiées par
I'usure, ,

232. 1l y a encore pour le tracé des engrenages, d’autres
méthodes praliques, dont Pune, celle de M. Willis, parait
maintenan! adoptée partont en Angleterre. Nous renverrons

‘pour I'exposition de cette méthode 4 la Cinématique ’Edmond

Bour, pages 202 et suivantes.

ENGRENAGE SANS FROTTEMENT DE WIHITE.

2533. I’engrenage de White a pour but de faire engrener
une roue avec une autre roue, sous la condition que le rap-
port des vilesses soit constant et que le point de contact des
deux dents en prise soit constamment situé sur la ligne des
centres. S'il en est ainsi, le glissement cst constamment nul
etle travail du froltement :
toujours égal a zéro.

Pour remplir ces con-
ditions, il sulfit de mulli-
plier & 'infini le nombre
des dents, de maniére a
réduire le pas & une lon-
gueur infiniment petite.
Voici comment White est
parvenu a réaliser celte
disposition, qui au pre-
mier abord ne parait pas admissible dans la pralique®.

1 Sans multiplier & linfini le nombre de dents, on peut l’iccroitre notable-
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On ne peut placer une infinité de dents les unes 4 colé
des autres le long des ecirconlérences primitives ¢t dans
le plan méme de ces circonftrences; While les répartit
pour ainsi dire sur les diverses seclions droites du eylindre
[ormant Ja roue O, en rangeantleursracines le long d’uneligne
AB, arbitrairemenl tracée sur la surface convexede ce cylindre.
Pour trouver la ligne correspondanle qui servira de base aux
dents de la roue 0, développons sur son plan tangent la sur-
face du cylindre AQ a partir de l'aréte projelée en A, el enrou-
lons-laensuite aulour du eylindre 0'. La ligne AB, dans
celte deformaltion, ira former une ligne AB" sur la surface
du second eylindre primitif. Les deux courbes AB, Al, ainsi
conslruites, auront la propriét¢ de se renconirer toujours en
un point de la généralrice de conlact AA’ des deux cylindres,
lorsque ceux-ci prendront leur mouvement commun. Si le
cylindre AA”avail une longueur suffisanle, on pourrait en faire
le tour entier avec une scule et méme courbe conlinue AB,
avec une hélice par -exemple, qui reviendrait au bout d'une
spire a la généralrice AA’; mais, sans augmenter ainsi la
longueur du eylindre, on peut y reporter les différents tron-
¢ons de la courbe directrice; il sulfit de faire partir la ligne
destince & prolonger le (roncon AB, du pointIy,, situé i Iantre
extrémité du cylindre sur Ia méme génératrice que le point B;
ce quidonnera un arc BB, sur le premicr cylindre, et un are
I,B’, correspondant sur le second. On fera ainsi le tour des
cylindres primili's. ' _

~ Prenonsunprofil complet AC, de forme arbitraire, mais nor-
mal au point A au cylindre primitif AO; puis faisonsle glisser
successivement le long des lignes AB, BB ,... surla surface du
cylindre OA. Il engendrera dans ce mouvement une surface con-
tinue qui constituera la dent de la roue O; ce serait une dent
sontinuesil’on supposait les différen(s arcs AB, B,B,.... réunis
«ient, et diminuer ainsi le travail du frottement, sans comprometire la résistance
des parties en conlact, en placant sur le méme cylindre des engrenages accolés cf
échelonnés, Cette solutiona é1é indiquée pour la premiére fois par Hooke. L'en-

grenage de White est pour ainsi dire la limite vers laquelle tend cette disposition,
lorsqu’on augmente indélinimentle nombre des dentures aingi juxlaposées.

DE WIITE. 359

bout & hout sur la surface du cylindre indéﬁn}mcnt_pro[onge.
On prendrade méme pour profil du creux a pratiquer dans

i i i ala la ci srence primilive
'Iecylmdre_{)’il, un profil normala la circonférence primilive,

ct on fera mouvoir ce profil le long des lignes AD, B’iB’g.:.
pour engender le creux continu de la roue (. La df)nt ne doit
recevoir qu’une faible saillie sur la surface du cylindre, assez
seulement pouraccuser le premicr ¢lément normal au p01r’1t A;
le creux ne doit, de méme, avoir que les dimensions néces-
saires pour loger la dent & son passage dans le plan desaxcs
des deux cylindres. -Si L'on fait tourncr le cylindre O, la
dent conduira le creux, de telle maniére que le point de
conlacl se {rouve toujours sur la génératrice commune pro-

e jetée en A ; il se déplace Ie long de celle génératrice. Le glis-
“sement relatif est nul; car chaque cylindre roule sur l'autre,

sans glissement des parlies en contact, comme si la transmis-

~sion avait lieu par simple adhérence,

L’engrenage de White a bien une infinité de dents; si
T'on coupe les deux cylindres par une série de plans normaux
4 leurs axes, les coupes présentent chacune, pour ainsi dire,
un engrenage ordinaire; au lieu d’élre empilées de manicre
ase recouvrirmutuellement, ces coupes sont placées en retraite
graduelle I'une par rapport & l'aulre, de sorte qu'une seule
coupe forme, 4 un instant donng, 'engrenage ot la prise des

*dents a licu.

On voil aussi que, dans cet engrenage, le contact des deux
roues a licu en un poinl unique, tandis que, dans 'engrenage
scylindrique ordinaire, le contact a lieu le long d’un(? géné‘ra-
trice recliligne de la dent el du creux; celte considération
seule monire que I'engrenage de White n’cst applicable qu’a
des transmissions délicates. A

Rigoureusement, I'axe inslantané de rotation d’un des eylin-
dres par rapport & Paulre nest pas la génératrice de contact
de ces deux cylindres, mais bien une droile oblique & celle-ci
et tangenle & la fois aucreux et & la dent continue.

De la résulte que le mouvement relatil est, non pas un
roulement simple, mais le résullat de la combinaison d'un
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roulement, ef d'un pivotement autour de Ia normale aux deux
sx‘lrfaces pressées. Ce pivotement est tout A fait sans inconyé-
nient tant que les efforls i transmetire sont faibles.

p i o b e N
L'engrenage de White s applique aux engrenages intérieurs
comme aux engrenages extérieurs,

ENGRENAGE CONIQUE OU LOUES D’ ANGLE.

254. La théorie des engrenages coniques est calquée sur
celle des engrenages cylindriques.
.Scuenl ,OB, OB’ les deux axes concouranlts aulour desquels
deivent s’opérer les deux rotations, savoir,  autour de OB, et
o’ autour de OB’. Nous supposerons
que ces rotalions ont des sens con-
traires, c'est-a-dire’ que I'axe de la
premiére soit OB, et I'axe de la seconde
le prolongement de OF.

- Cherchons dans le plan BOB' un
point A {el, que, entrainé successive-
men( dans le mouvement autour de OB

i : _ puis dans le mouvement autour de OB’:

;;s:lila;:i:lsegmsse lljnéan.‘e en granc?eur et en direction. II

: que Lon ait, en abaissant sur les axes les
perpendiculares Ab, Al

Ab <= Al >< o,

équation qui défimt une droite A0, diagonale ﬂu parallélo-
gramme construit dans angle BOB', avec des ediés pf0por-
tionnels & w et & o’. Imaginons que cetle droite AO tourne
aulour de OB, de manicre & engendrer un cone droit & base
circulaire dont OB soil I'axe; puis, qu’elle tourne autour de
OB, de manicre & engendrer un second cone de révolution ;
ces deux' cones seront tangents tout le long de la génératrice
0A; et si on leur communique, autour de leurs axes et dans le
scns des fleches, des vitesses angulaires égales 4 w el & o', ils
n'auront pas de glissement I'un sur ;

l'autre, puisque les vitesses - -

——
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linéaires cies points en contact sonl égales et dirigées dans le
méme sens au passage du plan BOD'.

On pourra done transformer la rotation v autour de OB en
ane rotation o’ aulour de OB par la simple adhérence entre
‘es deux cones OB et OB, comme on transforme (§ 213) la
rotation autour d’axes parall¢les par la simple adhérence entre
deux cylindres..

Pour déduire de 1a 1'engrenage conique, coupons les deux

“cones par une surface sphérique ayant le point O pour centre
‘et unrayon OA arbitraire.

Celte surface coupeles cones suivant les deux cercles Ab, Ab'.
Tracons sur la sphére, & partir du point A, une courbe
quelconque qui représeniera le profil du creux praliqué
dans la roue Al'; cherchons ensuile 'enveloppe des posi-
tions de cette courbe dans le mouvement relatif du cercle Ab’
par rapport & Ab; ce mouvement se réduil au roulement
du premier cercle de la sphére sur le second; dans ce
mouvement, chaque point du profil mobile décrit une courbe

~ épicycloidale sphérique, et 'enveloppe des positions de ce pro-
fil s’obliendra en appliquant les mémes principes que ceux qui

nous ont servi pour la recherche de 1'enveloppe des positions
d’une figure plane de forme constante, mobile dans son plan
suivant une loi donnée (2 140).

Les courbes ainsi tracées serviront de directrices a des sur-
faces coniques ayant pour centre commun le point 0, et dont
I'une formera la surface de la dent d'une roue, et l'aulre la

~surface correspondanie du creux de l'antre roue; les deux
. surfaces coniques se toucheront & un instantdonné suivant une

génératrice, et le plan élevé par cetle génératrice perpendicu-
lairement aux deux surfaces coniques en prise passera par la
droite OA, génératrice de contact des deux cones primitifs.
On pourra donc construire les engrenages coniques comme
on construit des engrenages cylindriques, en effectuant sur la
sphére les constructions analogues a celles qu’on effectuerait
sur le plan, puis en prenant les figures résultantes pour hases

“de cones dont le sommel commun soit au point 0. -
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Le prolongement de ces surfaces jusqu’au point O est pure-
ment fictif, ear, dans la pralique, on limite les roues 4 deux
sphéres concentriques.

235. Les constructions# exéeuler sur une surface sphérique
maltérielle sont aussi faciles que les constructions surun plan;
les arcs de grand cercle y remplacent les lignes droites. Mais
il serait dilficile de réaliser matériellement la surface sphé-
rique auyiliaire pour y tracer les profils des pleins et des creux
des deux roues. Si la sphére était développable, on Papplique-
rait sur un plan, et alors on n'aurait plus qua effectuer des
conslruclions planes, qu’on reporterait ensuite sur la surface
sphérique. Ce procédé est inadmissible, puisque la sphére
nest pas applicable sur un plan. Mais nous n’avons pas hesoin
pour nolre tracé de toute la surface de la sphére auxiliaire ;
les figures & construire sont en effet réparties sur deux zones
clroites, I'une ayant le cercle Ad, Pautre le cercle Al pour
lignes moyennes; on peut remplacer ces zones, & cause de lear
pelite largeur, par les surfaces développables des cones droits
qui leur sont circonserits; on pourra alors dérouler les cones
sur le plan, et on anra, par ce procéds, développé approxima-
livement, non pas la sphére entiére, mais les rigions de cette
sphére qui sont uliles pour la solution du probleme proposé.

Cetle simplificalion a é(é imaginée par Tredgold.

Au point A, pris sur la génératrice de conlact des chnes pri-
milifs, élevons sur OA une perpendiculaire S/, dans le plan des
deux axes. Elle coupera les axes en deux points S et 8’ qui se-
ront les sommets respeclifs des cones de révolution circon-

scrits & la spheére suivant les cercles Ab, AY. Ces cones S el S
seront tangents entre eux suivant leur génératrice commune
S, car ils ont pour plan tangent commun un plan conduit par
S8 perpendiculairement au plan BOB'. Imaginons que le tracé
de la base de I'engrenage dessiné sur la sphére soit reporté
sans altération sur les cones qui ont avec elle une ZONe com-
mune foutlelong des paralldles Ab, Ab'. Considére sur cos cones
aux environs dela généralrice S8, le tracé ne différera en rien
de celui d’un engrenage cylindrique quiaurait pour centres les .

DE TREDGOLD. 562
points S et & et pour rayons primitifs SA, S8'A5 on pourra, par
suite, substituer approximalivement | ,

a I'engrenage conique l'engrenage =g

w

e Ry
c_vflindriquc des deux.secle’ul s p1 llllll = ‘7,*;""-—?—5?.?.-«
{ilsde rnyonsSA)S’A, quel'onoblient —bl 7 W
en développant sur un plan I'ensem- ‘ \/
bledes deux surfacesconiquesSetd'. E 5
Décrivons sur un plan avee des ; V
rayons égaux & SA et 4 §'A deux cer- ;

cles tangents en A ; prenons sur les
circonfirences des arcs MAN, AN : =
respectivement ¢gaux en longueur aux circonférences A{), 403
partageons ensuite ces ares, le premier enun nombreentier, m,

de parlies égales, le second, en m’ parlies " {
q

Fig. 248.

égales, de maniére qu’il y ail égarlil_,é entre /
ces parties : puis faisons le trace d'un en-
grenage cylindrique, entre les porlions de
circonférences M'AN, MAN. Une fois ce
tracé fait, il suffira d’enrouler les figures
planes ainsi dessinces sur les cones S et
§'. Elles serviront de base aux dents coni-
ques de I'engrenage demandé. 3 /
Dans l'engrenage conique comme dans 33 4o X

Pengrenage cylindrique, les vitessgs angu-

laires sont inversement proportionnelles aux nombres de
dents des roues.

A

TRANSMISSSION AUTOUR D’AXES NON CONCOURANTS ET NON PARALLELES.

236. Double engrenage conique.
— Onse propose de transformer un
mouvement de rolation » autour
d’un axe 00 en un mouvement de
rotation «" autour de I'axe 0'0,
(oupons ces deux axes par un 0/
{roisicme axe auxiliaire AB aulour ; Fig. 950
duquel nous imaginerons une rotation égale & w”,
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On pourra transformer d’abord Ta rotation © en la rotation
©” au moyen d'une roue d'angle ayant son sommeten A ; puis
la rolation w” en la rotation o au moyen d’une seconde roue
@’angle ayant son sommel en B. Soient m, m” les nombres de
dents des roues d’angle en A; etm”,, m’ les nombres de denis
des roues d’angles en B; on aura les relations

"
Hy

o m
o e *

’
(4]
=W et 5:”:

11 en résulte

o' mw”,

o mimh

(st larelation 4 laquelle doil satisfaire le double engrenage;
on devra, tout en restant dans les limites pratiques conve-

nables, trouver des nombres enliers qui vérifient celte équa-
lion.

ENGRENAGE HYPERBOLOIDE.

257. Proposons-nous de trouver une transformation directe
de la rotation w en la rotation o',

Soit 0¥ la perpendiculaire commune aux deux axes; pre-
nons sur celte droite un point A quelconque que nous suppo-
serons d'abord entraing par la rota-
tion w, puis par la rotation o,

Le premier mouvement améne, dans
un temps infiniment petit dt, le point
A en un point B, i une distance
AB=uw><0Ax dt; Pélément AB est
perpendiculaire & la fois 4 00 et 3 00,.

Le second mouvement améne le
point A au point B’, dans une direc(ion AB', normale 3 la fois
a 00 eta 000, et & une distance AB' = A0 < o' ¢ dt;
Pangle B'AB est égal 4 angle de I'axe 00, avec I'axe 0’0y,

Il est donc impossible de trouver surla droite 00’ un point
A tel, que, entrainé successivement par chaque rotalion, il ait

Fig. 251,

"
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dans les deux cas la méme vitesse linéaire en grandqt;r et en
direction; quelles que soienfles :surfaccs en c_ontact,ll y aura
toujours enfre elles un certain glzssemm.zt relalif dont’ a mtesure
est donnce par P'arc BB, distance acqmsg, au hout“ d }m emps
dt trés court, par les deux points qui étaient en comcrd_cnce au
point A au commencement de cet i.ntervalle de temps ((@) (1)’82(1).

On peut du moins choisir le p'o'mt A sur la. drmte. ; , de
telle sorte que le glissement BB soit le plus petit possible.
Soit _
00/ =ua, quaritité donnée, .
0A = z, quantité inconnue, qu'il s'agit de déterminer;

la distance AO’ sera égale a a—u.
Nous aurens

AB = wadl,
AL = of {a— ) dE.

WAl 2
Désignons par 6 l'angle des deux axes 00,, 0’0", qui
est égal & V'angle B’AB ; le triangle BAD' nous donne
S .
BD” = w2a2di2+ o2 (a—z)2d 12— 200z ([@a—a) di*cos §.

Le minimum de BB s'obtiendra en ég’gtlant o) la dé-rwee
du second membre par rapport 4 @. Il vient ainsi’équation

ot — o2 la —&)— oo (a=—x) cos ) aw'veosd = 0.
On en déduit

z w2 4 wo’ c0sh
a—zx witaw s’

Sn a done pour déterminer le point A la proportion

0A o' w/-mwcosé
VA u T atwcost

Si =0, Vengrenage devient cylindrique, et onretrouve la
condilion connue :

0A o f‘i'
WA
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: 0A A : 0A
S10=90°, — — 2. Enfin siw=—uw',on a = =1,ctle
0’A © UA

point A est le milicu de 00', quel que soit angle 0.

Le point A étant déterminé par cette condition, on connaitra
la direction BB’ de T'arc de glissement en construisant un
triangle semblable au triangle ABD’, dans lequel on connait
Pangle 0 et le rapport des deux cdlés qui le comprennent.
Si par le point A nous menons une droite AA’ paral-
l¢le & BIY, celte droile, entrainée par le mouvement autonr
de 00, décrira un hyperboloide de révolution, ef, enlrainée
par le mouvement autour de 0’0, déerira un second hyper-
boloide. Ces deux surfaces se toucheront suivant la droile AAY,
et quand on les fera tourner loutes deux avee les vilesses w, '
autour des axes 00, 0'0’,, elles glisseront I'une sur Pauire le
long de la généralrice de contact. En d’autres termes, la gé-
nératrice de contact sera & chaque instant Paxe de rolation et
de glissement du mouvement relatif d'une des surfaces par rap-
porl & Pautre (2162); on peut donc construire cette géné-
ratrice en composant la rotation ' autour de 0’0/, avee une
rotalion égale et contraire & w, autour de 00, 2 170)

On pourra prendre sur les surfaces des deux hyperboloides
deux zones conjuguées, c'esl-a-dire deux zones comprises cn-
tre les paralléles mencs sur chaque surface par deux points de
la génératrice de conlact AA’; puis on tracera sur ces deux
zones une série de géncératrices reclilignes ¢équidistantes; ce
seront les bases des dents dont on devra garnir chaque surface :
ces dents seront de petiles portions de surfaces saillantes, des
stries obliques sur les couronnes des roues, et qui glisscront
les unes sur les autres dans le passage commun par la généra-
trice de contact des deux surfaces primitives,

VIS SANS FIN ET ENGRENAGE HELICOIDE.

238. Soit O une roue infiniment mince; cctle roue,
munie de dents RP profilées suivant une développante

VIS SANS IIN. 367
du ecercle 0A, pourra engrener avec les,. ﬂanc’s dx"oi‘ls PO
d’une erémaillere BC (g 250). Su‘pp‘osqns qu’a l’a cremudlcreBQ
on subslitue la surface d'une \*1‘5 A filet carre, et que PQ soit
une généralrice de l‘hélico‘ide.a plan :
dirccteur dont I'axe est la droite BC.

Un déplacement longitudinal de l’h(",ii‘- Lot
coide, tel que celui que l'on denne & 5
une crémaillére, ¢quivaut a un depla- 0 r
cement angulaire de la surface autour \/

de son axe DC; car ce déplacement iEh 0l
angulairea pour effet d’amener dans le
plan de la figure une généralrice PO, . :
plus hasse, par exemple, que la géqératr;ce PQE ce qul'en.-
traine la rotation de laroue O, comme si la crémaillére s’¢lait

4

f=Rk =]

Fig. 252.

“déplacée longitudinalement de la quantité II’. On voit douc

que cet engrenage hélicoidal fournit un moyen de transformer
un mouvement de rotation autour d’'un axe CB en un mou-
vement de rotation autour d'un axe 0, perpendiculaire a CB.
Nousavons supposé la roue O sans épaisseur, ce qui eslinad-
missible en pratique; la dent & profil de développante, P, a
nécessairement une certaine épaisseur, et elle doit recevoir,
par suite, dans le sens de l'¢paisseur, 1obliquilé dcmandé'e
par la forme de la surface hélicoidale avec laquelle elle doit
détre en contact aux environs du point P. Or le contact des
deux surfaces a toujours licu dans un méme plan AP, paral-
1¢le a Vaxe CB de I'hélicoide et perpendiculaire au plan de la
figure. Tous les poinls de conlact successils de’hélicoide avee
la dent de la rouc OA sont & une méme distance de Paxe
CB, et, par suite, I'inclinaison sur le plan de la figure du plan
tangent a I'lélicoide en ces points P, P’ est toujours la méme.
Les profils ’P, '’ doivent élre touchés par ce plan tangent;
il en résulte que la vérilable forme de la dent IiP est T'enve-
loppe d'un plan mobile, dont la trace sur le plan de la figure
est tangente & la développante RP, et qui fail avec ce plan un
angle constant. La surface enveloppe de ce plan mobile est un
helicoide développable, dont l'aréle de rehroussement est
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une hélice tracée sur le cylindre OA. On ne doit donner du
resle a la dent qu’une faible épaisseur.

La vis sans fin peut étre construite de telle sorle, que la vis
meéne la roue sans que la roue méne la vis; c’est ce qui
arrive si le pas de I’hélice est suffisamment petit.

S1, au contraire, le pas de I’hélice est trés allongé, la roue
peut mener la vis sans que la vis puisse mener la roue; on
emploie un engrenage de cetle nature dans le régulateura ai-
lettes.

Enfin, pour des valeurs moyennes du pas, 'engrenage est
réciproque.

La recherche des conditions de la transmission appartient &
la théorie du frottement dans les machines.

On peut transformer I'engrenage de la vis sans fin en un en-
grenage de deux roues & axes rectangulaires non concourants.
Imaginons pour cela qu’on augmente le rayon de la vis, en en
réduisant la longueur, et en mullipliant le nombre des filets
hélicoidaux; on obtiendra parcette transformation deux roues
engrenant I'une avec I'autre, par des dents hélicoidales tracées
obliquement aux couronnes.

RENSEIGNEMENTS PRATIQUES SUR LES ENGRENAGES.

239. Le pas S d'un engrenage se calcule par la formule

m ¢tant le nombre de dents d'une roue, et R le rayon de sa
circonférence primitive.
La roue conjuguée devra donnerla méme valeur de S:

2nRf

g 2ni
m’

Sur chaque roue, le pas S est la somme du plein et du
creux; le creux est égal au plein de la roue conjuguée, plus
un jeu.

Les pleins des deux roues conjuguées peuvent n'étre pas
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éoaux; cela arrive si les denls des deux roues ne sont pas
f:rmées de la méme matiére, les dents en fer demandant
'moins de largeur, par exemple, que les dents en bois.

Le jew doit varier avec la nalure des mali¢res employcées
pour les dents, ¢t aussi avee le soin apporté a Uengrenage; on
; 1 1 ; i :

le fait du 10,24 55 du plein pour les engrenages a dents mé-

talliques, et du % au 11—0 pour les engrenages a dents en bois.

M. Willis indique Ies proportions suivantes comme adoptées
dans la meunerie. ol
Suillie de la dent, en dehors de la circonférence

Rl 5
RN TVe S S L R I B
Profondeur du creux, en dedans de la méme cir-
£ 4
SRR i S Wb.
1
SRRt ddilerenx. . . o w o . oa 10 S.
Largeur du plein de la dent sur la circonférence
it _ _ 5
PLIRITHLVE TS S e i
Largeur du vide sur la méme circonférence. . . 1—61 S.
Jeu sur la circonférence primilive. . . . . . -11'2 S.

Dimensions des dents. — On calcule les dimensions des
dents par les formules suivantes :

Soit Pla pression mutuelle qui s'exerce entre deux dents en

~ prise; i

K un coefficient constant ;

L la saillie totale de la dent, mesurée & partir du fond du
creux ;

b T'épaisseur de la dent, mesurée dans le sens des gtné-
rafrices du cylindre, ou perpendiculairement au plan de la
rouc;

o
=

MEE, COLLIGNON.
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h, la largeur ou le plein, mesuré sur la circonférence pri-
milive.

P est exprimé en kilogrammes; L, b, h sont exprimés en
mélres.

1° Les quantités L et & sont lices entre elles par les for
mules :

L—=1,2h,sil'engrenage est soumis a de grandes charges;

L=1,5 1, si 'engrenage est soumis & des charges mé-
diocres.

2° On a de plus I'équation

PL=Kbhe.

Dans celte ¢quation, on peut faire K=250,000 si lcs dents
sont en fer, et K=145,000 si elles sont en bois.

5° La valeurde b doit élre comprise entre 5h et 6k, suivant
que P est plus ou moins grand.

On a dressé des tables qui donnent ces dimensions pour les
cas les plus usuels. :

Dimensions de la jante. — La jante des roues d’engrenage en
fer recoit une largeur ¢gale & I'épaisseur b des dents; et une
épaisseur (dans le sens du rayon) égale & la largeur des dents,
h, ou bien aux § de cette largeur si I'on ajoule une nervure
intérieure. Silaroue estexposée a des chocs, on fait saillir la
jante latéralement aux dents, de maniére i leur fournir un
appui a leurs deux exlrémilés.

Pour les roues en bois, les dents sont des alluchons rappor-
tés qui traversent la jante et débordent & I'intéricur; on les
fixe solidement au moyen de coins en bois.

Dimensions des bras.—Le nombre des bras de Ia roue dépend
de son diamétre; pour les petites roues au-dessous de 1,30
de diamétre, on met quatre bras.

On en met 6 pour un diamétre variable de 12,50 a 2=,50,

8 = de 27,50 & 5™,00;
10 — de 5,00 a 7™,00.

La section du bras est en général une croix, dont les dimen-

sions vonl en diminuant du moyeu & 1a jante. Les saillics la-

PRATIQUES. . . an

térales de la croix se fondent avec la nervure intéricure de la
jante, s'il existe une telle nervure,

Le calcul de la section de ces pidces est un prohléme de la
résistance des matériauzx.

Les frollements sont plus durs quand le contact des profils
enprise a lieu en arriére de laligne des centres, que lorsqu’il
a lieu au del de cette ligne; si donc une des roues est {oujours
laroue menanle, et 'autre la roue menée, il est hon de faire en
sorte que la prise soit moins longue avant la ligne des centres
quaprés, en d'aulres termes, que 'are &’ approche soit moins
long que V'are de retraite; on donne par exemple au premier
une longueur égale a la moitié du pas, et au second une lon-
gueur égale aux ¢ du pas. Cela suffit pour assurer la conti-
nuité de la transmission.

TRAINS DE ROUES DENTEES,

240. Soit proposé de transformer, par une série de roues
dentées exléricures les unes aux aulres, une rotalion uni-
forme o autour d’un axe A en une rofation uniforme o’ au-
tour d’un axe paralléle B. Les vitesses angulaires v et o’ sont
données, etleurs sens sont délermings.

Si et w sont de méme sens, il faudra au moins une roue
intermédiaire entre les deux arbres A et B pour assurer
la transmission sans qu’on ait recours aux engrenages inté-
rieurs.

Allribuons aux rotations o el o los signes + ou — suivant
le sens dans lequel ces rotations s'effectuent. Imaginons des
axes intermédiaires,

P Posne p,,

autour desquels nous supposerons los vitesses

L E I P TP

Sur Chaqﬂe_ﬂ-‘ie P nous placons deux roues dcntées, in-
variablement lices ensemble; la premiére, munic de my, dents,
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engréne avec une roue de l'arbre P, ; l'aulre, munie de
v dents, engréne avee une roue de 'arbre Py_;; en résume,
nous pouvons représenter la transmission par le diagramme
suivant:

o T
1T Prin

L] oy
R T

2N
¥

n
BT T

m, P

m, est le nombre de dents de la roue fixée sur Varbre A, et
pars celui de la roue fixée sur I'arbre B,
Nous aurons la suite d’¢quations :

-
oy _ Mo

£
WS
wg My
e BTy
0 #3
-
o m
S b
b,
Of—1 #y
Opg My
o 1
o g
.
.
o m,
Y5 Pap

Multipliant ces équations membre & membre, il vient

ey 1),l+1 Moty oMy
— = S e
& Foplge - Ppgpy

’
[ ’ .
Le rapport S étantdonné avec son signe, on verra d’abord

s'il faut prendre pour n un nombre pair ou impair. On pourra
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toujours chnﬁger le signe du rapport en introduisant entre
deux arbres conséeutifs, P, et P,.,, un arbre portant uncroue
parasite qui engrene a la fois avec la roue m.k et Ia roue g,
(2216) ; le nombre de dents de celle rouc n’influe pas sur le
rapport des vitesses angulaires.

Laissons done de ¢oté le signe, auquel on pourra toujours
satisfaire, et proposons-nous de trouver les nombres de denls

Myyeesy Myy Pysevy Pagaqui vérifient le mieux possible en valeur
absolue I'équalion

o Mg 0y
B o
La premiére chose & faire, c’est de déterminer deux nombres
enliers N et N', proporlionnels a v’ et w; ensuite on décompo-
sera N et N’ en un méme nombre de facteurs entiers ; on doit
chercher & rendre ces facleurs an moins égaux 4 8 et au plus
égaux 4 120; alors on pourra les adopter comme nombres
desdents & attribuer & chaque roue.

1

Le probléme & résoudre consiste done d’abord & (rouver

’

r 5 2 ] w .
expression approximative du rapporl — par une fraction
w

1

N dont les termes puissent étre décomposés en facteurs
compris enlre les limites convenables.

241. On peut réduire le rapport t—:) en fraction continue, et

: N . : : :
prendre pour N I'une des réduites de celte fraction conlinue,

ou bien'une des fractions intermédiaires que 1'on peut inter-
caler entre deux réduites conséculives. On essayera parmi ces
d‘werses fractions celle qui se préte le mieux 2 la décomposi-
tion demandée. On peut d'ailleurs introduire aux deux termes
de la fraction que I'on adopte un ou plusieurs facteurs com-
muns, pour compléter le nomhre égal de facteurs qui doit
se trouver définitivement dans les deux termes, chacun de ces
facteurs indiquant le nombre de dents d’une roue. -
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Soit proposé par exemple de réaliser un rapport de vitesses

angulaires égal 4 —— 23? On essayera d’abord de décomposer les

fermes en facleurs; mais la fraction s’y refuse, parce que 823
est un nombre premier.
Lile s’exprime par la fraction continue suivante:

823 1
e

les réduites successives sont :
2 ol 366 823
1B 18 W1
Si 'on prenait la troisiéme réduite, qui différe de la valeur
de la fraction d’une quantité moindre que i on au-
1 198 T8T>< 407"
rait pour la raison du train
-306__ 3>¢8><61
T T
Mais 181 est un nombre premier plus grand que la limite

admissible. On essayera ensuite la fraction intermédiaire en-

366 91
tre 131 o 5 obtenue en ajoutant ces deux fractions terme

a terme ; il vient

506 +91 457
18145 — 2u6°
fractionirréductible, car 457 est premier.

366 457 823
Aucune des fractions = 181’ 996’ 707 e se pra,teala décom-

position. Aussi on s'en tiendra & la fraction ?é, et ce rapport

pourra se réaliser de plusieurs maniéres; par exemple:
1° Avec un engrenage direct ; une roue de 91 dents engre-
nant avec une rouede 45;

!
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90 Avec un train de deux arbres tournants.

On a en elfet
91 =T><13
et {
45 =0<5.

Les nombres 7 et 5 étant au-dessous de la limite inférieure 8,
on les mullipliera tous les deux par 2, ce qui n’allére pas la
raison de 'équipage; et on obtiendra le train

me=14 py;=9

: : m;=‘13 re=10,
dont la raison cst ‘
_ux13_9
=910 T 43

La fraction % dlffuc de la véritable valeur du rapport
1

e 1
donné d’une quantité moindre que AEel

L’erreur aurait été plus grande si Ton avait altéré
d’une unité les termes des fraclions précédemment essayées
pour lesrendre décomposables en facteurs.

Nous ferons connaitre bientot une méthode qui conduit &
des solutions plus rigourcuses; elle résulte de I'emploi des
trains épicycloidaux.

242. Le probléme qui suit se prasente souvent quand il s’a-
git de choisir les nombres de dents pour un train de roues
dentécs.

B s . d €
Etant données deux fractions irréductibles iy dont la pre-

o : X
miére est plus petite que la seconde, trouver la fraction = com-

prise entre ces deux fractions, qui soit exprimée par les moindres
nombres x et y.
- Nous avons par hypothése la double inégalité
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mulliplions par bdy pour chasser les dénominateurs. il vien-
dra
ady < bdz < eby.
Nous pouvons poser

bdx — a[fy =pn,
bdy — ey =— g,

en appelant p et ¢ des enliers positifs indéterminés.
Divisons la premiére équalion par d, la seconde par b; nous
aurons
b == ay— 5,

de —cy =—

o

Par conséquent p est un multiple de d, et ¢ un multiple de
b. Ces équalions résolues par rapport & # et y nous donnent

P q
Sl
~ Tbe —ad ?
]
Y =te—ad'

Done p-4-¢ est un multiple du déterminant A=be—ad,
b a
d ¢

e
I'indgalite =

du groupe v lequel déterminant est positif, a cause de

Le méme déterminant doit de plus diviser %u—}— ga.

Un nombre limité d’essais conduira & la solution cher-
chée. '

Les moindres valeursdes et y correspondent aux moindres
valeursde p etg; or p est un des termes de la suite d, 2d,
3d..., etq est un des termes de la suite b, 2b, 5b...

En vertu de la troisicme condition p + ¢ doit étre compris
dans la suite 4, 24, 54....
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On satisfait aux qualre conditions & la fois en posant

p = Ad,
q= Ab.

Car alors p-+~¢ = a (d—+0b) est mulliple de A, el

Ec—l—qa:z,\(m—a) est aussi mulliple de a. Il est donc

d b
inutile de pousser les séries des multiples ded ct de b au dela
de leurs A% {ermes, et L'on aura par suite & essayer au plus
A* combinaisons. :

243. Deux cas particuliers sont 4 remarquer :

1° Si A—1, lasolulion consiste aposer p=d, q=0, et par

suife %—H est la fraction la plus simple qui soit comprise en-

tre les fractions données, %v ﬁ Lorsque be—ad=1, le déter-

minant du systcme
b b-+d,
a a-+tc,

est égal 4 b (a+c) —a(b-+d)=bec— ad = r=1.
- Deméme le déterminant ;

b+d cll
a-t+e¢ ¢

est égal & Punité; de sorte que la fraction infercalaire pos-
séde, par rapport a chacune des fractions données, la pro-

~ priété exprimée pour celles-ci par I'équation a=1*.

2°8i bel d sont premiers entre eux, la qualriéme condition
est comprise dans la troisiéme. En effet%c—f—%a étant divi-
sible par 4, phe-i-qda est divisible par bda. Or je dis qu’il
suffit que p +q¢ soit multiple de o pour que pbe -+ gda soit
multiple de bda.

* M. Brocot a fondé sur cette remarque une méthode pour la recherche du
nombre de dents d'un équipage de roues dentdes.
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Soil p=m A +-s,m étant le quotient ct s le reste de la divi-
sion de p par a. Nous aurons aussi g==m’a—s, en appelani
m’ le quotient pris par excds de la division de ¢ par A. Les
nombres m et m’ sont tous deux entiers.

Done

pbe+4gda=mAbe=sbe+m’Ada —sda
== A(mbe+4m'da)+-s (be — ad)
= A (mbe -} m'da +-s),

el par conséquent pbe-+gda est mulliple de A dés que p-+gq
est lui-méme mulliple de a.

Il en résulle que pbe—+ qda est divisible par bda. Car, puis-
quon a be—ad=a et que b et dsont par hypolhése premiers
enlire eux, b el A sont aussi premiers entre cus, sans quoi tout
facteur premier commun i b et & A, diviserait ad, ce qui est
impossible, ni @ ni d n’ayant de facteur commun avec b. De
méme d et A sont premiers entre eux.

Les trois nombres b, d, A sont done premiers entre eux
deux & deux, et la somme pbe+gda, divisible & la fois par
chacun de ces nombres, est divisible par leur produi.

244. Application.— Soit proposé de trouver la fraction la plus

: ; AL
simple comprise entre o5 ol T
Nous aurons

a=16,
b =25,
c= 17,
d= 26,

A= 25><’.l'7-——16_><26=:4‘25~—416=9.

Essayons successivement pour p les mulliples de 26, et
pour ¢ les multiples de 25; puis formons les sommes p +¢.
On obtient ainsi les résultats inscrits dans le fableay suivant
\les nombres soulignés sont, parmi les sommes P+ q, les mul-
tiples du déterminant a) :

I
=
w2
=4
=i
=
=]
=.
=
o
=]
=1
=
=
i’.
o
(3}
-1
L=

p=| 26 | 52 | 78 |104 | 130

25 51 11 103 | 129 | 155

50 76 | 102 | 128 | 154 |180

75 | 101 127 | 153

100 | 4126

La moindre solulion a lieu pour p =26, ¢ =100; lasomme

p—+q est égale 2 126, qui est multiple de 9. Dailleurs les dé-

nominateurs 25 et 26 étant premiers enlre eux, la quatriéme
condition est satisfaile dés que les trois premicres le sont.

Donc enfin ]

5 xﬂqxﬂ-gz;x_iq:g,

y_z%izm.

: - 9
La fraction cherchée est i

On aurait d’autres solutions en prenant p=178 et ¢ =175,
ou hien p=150 et g=50; la premicre hypothése donne la

-fraction %, et la seconde la fraction -é%, toutes deux com-

prises entre ;—g et -é—%, mais dont les termes sont plus grands
8y
que ceux de la fraction 1

% est donc la solution définitive.

TRAINS EPICYCLOIDAUX.

| .240. On appelle train épicycloidal un appareil de roucs den-
tées dont la premiére est montée sur un axe fixe 0, tandis que
les suivantes sont montées sur des axes mobiles, entrainés par
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un bras ou chissis 0A, lequel tourne autour de ’axe 0. Si, en

s, meéme temps que la premiére roue 0

—" lourne, on communique au bras 0A

/ un mouvement de rolation antour du

point 0, le mouvement effeclif des

roues du train sera un mouvement

composé, résultant de leur liaison avee la roue 0 el du mou-
vement du bras 0QA.

Appelons w la vitesse angulaire de la premidre roue 0, et
w’ la vilesse angulaive d’une roue déterminée du irain, ayant
son cenire quelque part en Asur le bras 0A, celle vilesse angu-
laire ¢tant prise par rapport i des axes de divection conslante
menés dans son plan par le centre A de celle roue ; soit enfin
u la vitesse angulaire du chassis autour du point 0. La vitesse
angulaire de la roue A par rapport au chassis sera tgale A
o' —u (3104 et 94); el la vitesse angulaire de la roue O par
rapport au méme chissis sera w—u; donc le rapport des vi-
tesses angulaires simultanées des roues A ct 0, par rapport a
un méme sysiéme 04, est égal 4

0,.-/

Fig, 254,

o —

o —u
Ce rapport est 8gal 2 la raison ¢ de I'équipage de roues
dentées formé par la roue O el les roues qu’elle mel en mou-
vemenlt jusqu’a la roue A inclusivement (2 219); or le nom-
bre < ne dépend que des nombres de dents des roues qui
consliluent la transmission. On a done :

1) ' R G

w— 1

Cetle formule est générale, pourva quon altribue les signes

convenables aux vilesses angulaires w, ', u, et & la raison <.
Elle est due & M. Willis.

246. Exemple. Engrenage planéiaire de Watt. — La premiére
roue O el la dernicre roue A ont le méme nomhre de dents et
engrénent I'une avec 'autre: on fera dong e=——-1.

La scconde roue A est fixée invariablement & Pextrémité

" d'un

EPICYCLOIDAUX. 581
e biclle AB; quise meut p_arallélement a elle-méme : done
o =—0.Le mouvement de la ])10_110 trans-
met au lien O4, aut(?ur du point 9[, usn
mouvement de rotation (’lont la vi eslfa
angulaire est u. II en re_sultc pour "a
roue O une vilesse angulmrg, v, dolnn(,{(i
par la formule (1) en'y faisant o' =
et e=——1; on en déduil o=—"2u. ;
La roue O fait donc deux tours quand

OA en fait un.
< ;z%OHAutf‘e exemple detrain épicycloidal plan. — Deux roues

dentées «, o, ind¢pendantes Yune d‘el'auu:c, sont m(igtfszstér
un mome arbre AA. Cesroues engrénent 'une avee ]
Pauire avec la roue @', qui son!; -
lides invariablement lune a
Vautre par I'axe CG, lequel est
lui-méme entrainé par le bras
BB, autour de Varbre AA. On
jmprime & V'arbre AA, et par
suite an bras BB, une'wtesse
angulaire u; on 1r:1p;*:r;c; c:;l
viles -
ﬁ??rrgz :le]l:[;'sml;: i autour dl:.l ?nleme arbf’c. On demande quelle
vitesse angulaire o de la roue ¢ N :
Sefp;}l;qlltmns la Dformule générale (1) ztlu trmn1 egftlzyclglglzllf
formé par les roues a, ¢ et le bras BG; o cfa(r]lt a ,‘1 e;s;biles
gulaire du systéme rigide §, par ra.ppo'rtd ‘cs a\fzs o
de direction conslante, et ¢ la raison de U'engrenage (e, ),

Vig. 256.

aura

w' —u
&=

w—1
La méme formule peut s’appliquer au train formé par l((]:[s;
) I *
roues o', 3 etle bras BB, el si nous appelons ¢ la raison
Yengrenage (of §), nous aurons de méme
o

a1

T —u

;
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Divisons ces deux équations I'une par l'aulre; nous ¢limis

nons w’, et il vient

ou bhien

g — ol = (e —¢') 1,

équalion qui donne o’ en fonction de w et de . Supposons par
exemple que la roue « ait 10 dents, et la roue B, 15 dents;

que la roue o’ ait 25 dents, et la roue ', 12 dents; il en résul-
tera

Sgpposons enoutre que la roue « reste immobile, ce qu’on
exprimera en faisant w=0. Il viendra, entre les vi{esses anou-
laires o’ et u, la relation 4

B, (10 95
1B e\ s

Il
i

done
o 9255 17

R T T

La roue o’ et le bras BB tournent done dansle méme sens.

PRODLEME,

4 ? 5
248. Sur l'arbre AA est montée une roue M, qui engréne
3 =]
avec une roue N, monlée sur un axe BB. En un point donné

Fig. 257,

de I'un d?s rayons de celte roue N, est fixé un axe CC, lequel
est entrainé dans le mouvement de Ia roue N, et porte deux

roues solidaires, P et Q. La roue () engreéne avec une roue
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fixe S, montée sur I'axe BB. La roue P engréne avee la roue
? < 5
mobile R, montée également sur P’axe BB. '
On demande de déterminer le rapport des vilesses angu-
laires des roues M et R, connaissant les nombres

m, n, P' Q: T 8

des dents que portent respectivement les roues
' M, N, P, QRS

'On observera que les trois roues N, R, S, bien que montées
sur le méme axe géomélrique, sont indépendantes les unes

des aufres. :

Appelons: :

w» la vitesse angulaire de laroue M;

o la vitesse angulaire de la roue N, qui sera aussi la vi-
tesse angulaire du bras porte-train de V'arbre CG;

" la vitesse angulaire, par rapport & des axes de direction
constante, de Larbre CC, et des deux roues solidaires qu’il
porfe;

w” la vitesse angulairede laroue R.

La vilesse angulaire de laroue S est nulle,

Soit < la raison de l'engrenage (M, N);

¢’ la raison de engrenage (P, R);

¢ laraison del'engrenage (Q, S).

Nous aurons les relations suivantes :

mf

E = —
@

P ? (engrenage extérieur M, ),

1= =9 _ P (train épicyeloidal P, T),

o — o’ r
g i épieyeloldal 0, §)
== s(;umcplq 1 y 9.
On a done
/1 ]
m':-g}?—l—’ "—cu =§0J",
q -+ mig-+s
T o f S e 3
S eos Ty ﬂ( q )’
NS

: o
A= m’—g (o — o' )|=u ""1q?. o =—3< 2;3 (1 _"}9:_;)'
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Gelte derniére équation résout la question.

Supposons en sccond lieu qu'on introduise une nouvelle
roue faisant corps avec la roue M, engrenant avec la roue S,
et portant ' dents. La vitesse angulaire de la roue S ne sera
plus nulle; appelons-la w™; et soit<” la raison de I'engrenage

formé par la roue S et la nouvelle roue. Nous aurons la série
d’équalions:

24 m
E —— —— — 3
@ 7
e bt ! s o)f sty
o —' T p?
g e — gt q
B T s’
sl i"_ e
o w’
i
On en déduit
5 m
0 =—w X} —,
n
’ s
1V
ol == g 3 -
; m'?
o o5 af— 2 (V" —of) = —a e 8 ( o 2 +a>< i
= = 35 28
4 g CTALM
S n 32 sm
Fem el —— =),
7 qm qn
et enfin

w’”:w’—j—):(m”r—m’):;w E+E (i_ﬁ &
7 n g s n

A

PARADOXE DE FERGUSSON,

249. Une roue d’engrenage A cst fixe; autour de son axe
tourne le bras porte-train BB. Ce bras porte deux axes « et g
paralléles au premier.

Sur l'asc « est montée une roue C, qui engréne d'un colé
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- avec la roue fixe A, et de 'aulre avec trois roues folles P, Q, 1},

monlées sur le méme
axe . '

La roue A porte n dents;

La rouc P en porle
n41; 7

La roue Q, n; ; Fig. 255.

Et la roue R, n—1. :

Le nombre des dents de la roue G est indifférent.

On propose de déterminer les vitesses angulaires o'y, w's, w's
des trois roues P, Q et R, lorsqu’on donne au bras porle-

- train une vilesse angulaire v autour de 'axe fixe A.

La formule e =2

] . . .
Z s'applique successivement aux {rains

épicycloidaux (A, P), (A, Q), (A, R), et donne, pour le premier,

27 o'y —u
n-+1 —u
done
oy =1u— Lu:ux —1—, valeur positive;
- w41 n+41

pour le second,

done
: wlg=0;
pour le troisiéme,
n oyi—u
(D L T
done
r— n ke s E 1 > Loy
WT=U— ey e ux;z_—_i , valeur négative.

Laroue P tournera donc (par rapport au bras porte-train)
dans le méme sens que le bras porte-trainlui-méme; la
MEC. COLLIGNON, )
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roue Q restera immobile, et la rone I tournera en sens con-
fraire.

Ce résultat semble paradoxal, parce que, les Irois roues
P, Q, R ayant & trés peu prés le méme nombre de dents, on
s'altend & les voir prendre des mouvements identiques.

EXEMPLE DE TRAIN EPICYCLOIDAL SPHERIQUE.

250, On appelle ainsi les trains épicycloidaux qui renfer-
ment des roues d’angles.

Un arbre AA’ tourne autour de son axe avec une vitesse
angulaire v, en entrainant dans son mouvement les deux roues
? dentées B et C. La roue B en-
5 (L gréne avec la roue D, qui fait

g NSNS VT VT T T 777 A, C,Ol’ps a‘.cc Ul,le ruuc I{.
La roue G engréne avec la
roue E, qui fail corps avec

== =ik une roue F.
' g 6 La roue F engréne avec
2 I /7 TITIANANC S P
| Frrmnmet une roue G, et la roue K

avec la roue I; les roues G
ct 1T sont solidaires, et mon-
tées toules deux sur un ar-
bre mobile, IV, autour duquel elles tournent librement.

L’arbre 11’ est lié invariablement & un autre arbre LI, qui
traverse les roues D, E, ¥, K en leurs cenlres.

On demande lavilesse angulaire @ de cet arbre LI,

Tous les mouvements considérés s'accomplissent aulour
d’axes concourants au point I, interseclion des axes I1" et LL/.

Soient b, ¢, d, e, f, g, I, k, les nombres de dents des roues
de I'équipage.

La vitesse angulaire du systéme D K autour de l'axe LL

Fig. 250.

scra égale & o =g

De méme la vilesse angulaire du sysiéme EF autour du

_SPIIER!QUE. ‘ 381

. : : ¢ - :
méme axe sera égale a 0> Les deux vitesses angulaires

sont dirigées en sens conlraire 'une de l'autre. Si nous re-
gardons la premitre comme posilive, nous devons regar-
der la seconde comme négative. Nous pouvons de méme al(ri-
buer un signe 4 Q, en lui appliquant la méme convention.
JImprimons par la pensée aux trois systémes DK, EF ct IT
une vilesse angulaire, autour de I'axe LL’, égale el conlraire &
Q; alorsles rouesII et G seront ramencées a tourner autour d’un
axe fixe, et les systémes DK et EF seront animés respeciive-
ment de vilesses angulaires égales, en grandeur et en signe, 4

:u><{)—9.
d

‘ct

[+
—_—axX-—0,
e ;

autour de l'axe commun LI’. La vitesse angulaire apparcnte
3 . v % ¢
de la roue I sera égale en valeur absolue a o >< S+

Soit donc o’ la vitesse angulaire du systéme HG autour de
son axe 11" supposé fixe ; nous aurons pour les deux engrenages
coniques (K, IM) et (F, G), en prenant les rapports des vi-
lesses angulaires absolues, les relations

" (m > E — .Q) k=uw'h,
d
c
(wX-é—l— Q)f:m’g.

n - . e ' -
Eliminons o’ par la division, et nous aurons, pour défermi-

a Q .. :
mer— I'équalion
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gle K, qui maintenant est supposée mobile aulour d’un axe
ixe. La vitesse angulaire qu'elle recoit du systeme eG est done
egale & (0" —u)>< 1%, et celle qu'elle recoit du systéme fH est
dirigée en sens contraire, ct égale par conséquent, en grandeur
et -en signe, & (4 — ") X% Ces deux vitesses doivent étre

égales : done

H

(" —u) X 3 = [u—u') < 5,

K

equation d’ott les nombres G, H et K disparaissent comme
facteurs communs, car nous savons que =G,
Done
S e e DE
u_g—(m —+o ’)_ém(Te_l_d_[)
Supposons que le rapport de » & o soit exprimé par une
: P ile :
fraction , o dans. laquelle le numérateur P soit un nomhre

premier trés grand, le dénominateur Q étant un nombre

décomposable en facleurs compris entre les limites conve-
nables. Posons, par exemple,

Q=qqq",
en n'admetlant que trois facleurs. Nous aurons i safisfaire 4
I'égalité
P_- P

T S .
=0 g7

et nous pouvons décomposer celte fraction en deux fractions

plus simples. Soit en effet

Dl Y
T i i
On en déduira

¢'z+ gy =P,

equation résoluble en nombres entiers, pourvu que ¢' et g
soient premiers entre eux.

SPIERIQUE. 501
Quand on aura trouvé la solution la plus simple de celle
équation, on pourra poser

z .y _1(CE ‘lF)
e tw=i(z+a

Il suffira de prendre

c=¢ -
e f— q",
d=gq,
et de faire en sorte que
CE-= 2z
et , ¥
: DF = 2.

952. Voici un exemple de décomposition donné par Ed-
mond Bour!; il s’agit d’élablir un train reliant I'aiguille des
heures d’une horloge 4 uneaiguille faisant un tour enlier dans
une lunaison moyenue, c’est-i-dire dans 29 jours 12 heures
44 minutes 3 secondes, ou cnfin dans

2551443 secondes.

Le temps du tour entier de I'aiguille des heures est 12 heu-
res, ou 45200 secondes.
* Le rapport des vitesses est donc

25561443 850481

45200 14400 °

Le numérateur est un nombre premier ; les trains de roues
dentées ne permettraient donc pas I'établissement exact du
rapport donné.

On peut décomposer 14400 en quatre facteurs

3> 35< 64 >< 25,

Partageons-les en deux groupes, de maniére que les pro-
duits partiels dans chaque groupe soicnt premiers entre eux;
par exemple

335 et 64><25.

1 Cinématique, p. 259,



392 TRAIN EPICYCLOIDAL SPUERIQUE.
['uis faisons

S ¥
TH00 —55<5 T 055235

Il en résulte Péquation indéterminée
1600 2 + Oy = 850481,

qu'il s’agit de résoudre en nombres entiers positifs.
On satisfait & Péquation en prenant z = 500 = 20 >< 25;
d’ol

850481 — 800000 504
y=-"r i "";‘“ = 5600 =71 ¢ 79,

Cette solution a I'avantage d’admellre des facteurs compris
dans les limites convenables.
On a donc identiquement

85048l 9025 T1x<T9
14400 — 33<3 64 > 25°

et 'on devra déterminer les nombres de denlsC,E,D,F,e,e,d,f,
des roues del'équipage de maniére i satisfaire & I'égalite

1((_]!] p‘[?)_ﬂﬂ'.ﬂﬁi .79
2 \ee " df) T35 G%,25

On fera par exemple :

c=F06
=0
=280
E=%0
d =3¢
f=2
b=71
F="1%)

- quée dans la tige du

CHAPITRE III

DES CAMES ET DES COURBES ROULANTES.

253, La came est une partie saillante, b, adaptéed un arbre

~ tournant, et'destinée & soulever le mentonnet, a, d’un pilon ou

d’un marteau, qui retombe quand la came cesse de le soute-
nir. Le mouvement de l'arbre, l'espace-
ment des cames, etla levée du pilon ou du
marteau, doivent étre réglés de telle sorle,
que la chute soit terminée avant que la
came suivante soit en prise avec le men-
tonnet. - ; '

On diminue les résistances en faisant
passer la came & tra-
vers une fente prati-

pilon (fig. 262); elle
agit alors sur un rou-
leau » mobile autour
de son axe; oubien on
fait passer la tige du
pilonentre deux cames
jumelles, qui agissent
sur une traverse pas-
sée dans l'axe de la g
picce. Ces divérses dispositions ont l'avantage d’¢viler la

Fig. 261,
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poussée laférale exercée par la came sur le pilon et le fro'-

tement du pilon contre ses guides.

TIEORIE DES CAMES ET MARTEAUX.

954. Une came C est fixée au pourtour de la circonférence
d’un arbre tournant T, mobile autour de I'axe projeté en A
(fig. 263). Le contour EF de cetle came souléve un mar-

Fig. 263.

teau H, mobile antour de I'axe projelé au point 0, et le laisse
relomber lorsque l'arbre tournant continue sa marche. Il ré-
sulte de la que le mouvement circulaire continu de I'arbre T
produit pour le marleau I un mouvement circulaire alterna-
tif, dans lequel la came agit seulement pour soulever le mar-
teau, et 'abandonne a son proprepoids quand il doitretomber.

On demande les rapports des vitesses angulaires du mar-
teau et de la came, & un instant quelconque de la période du
soulévement du marteau.

Soit M, & cet instant, le point de contact des deux piéces.

Appelons wla vitessc angulaire de la came autour du pointA,
et o’ la vitesse angulaire correspondante du marteaq.,

Dans un temps df infiniment court, le point M, considéré
comme appartenant & la came, décrit un arc élémentaire
MP=DMA ><wdt, perpendiculaire au rayon AM.

Le méme point M, considéré comme apparlenant au mar-

o
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feau, décrit dans le méme temps un arc ¢lémentaire MN, égal
4 OM>< o’ dt et perpendiculaire au rayon OM.

Les deux points qui, au commencement du temps dt, étaient

- en coincidence au point M, s'écartent donc Pun de 'autre & la

distance NP au bout de ce temps. L'arc NP est L'arc de glisse-
ment du marteau sur la came (3 182), et comme ces deux
corps se touchent au point M, on doit admettre (en négligeant
les infiniment petils d’ordre supérieur au premicr) que lg
glissement mutuel a licu suivant la tangente commune, ce qui
revient a dire que la direclion de '¢lémént NP est paralléle &
la tangenle aux profils en prise au point de M, ou qu'elle est
perpendiculaire & la normale commune MI & ces deux profils.

11 est facile de construire un triangle semblable au triangle
infinitésimal MNP. Prolongeons OM, ¢t du point A menons AR

- paralléle & MI. Le triangle MAR sera semblable au triangle MNP,

comme ayant ses colés respectivement perpendiculaires avx
colés de ce triangle. En effet, MA est perpendiculaire & MP, MR
a MN, et AR & NP; donc on ala suite de rapports égaux

MN _ MP_ NP
MR MA T AR’
ou bien
: OM >< o/ dt _ MAS< adf _ NP
I T G ey
La premiére égalité nous donne le rapport des vitesses an-
~gulaires
o MR,
@  ONM

mais les droites IM et AR étant paralléles, nous avons aussi la
proportion

MK _ 1A
SOon 01
et par suile
Bl
w  Or

Le rapport des vitesses angulaires des deuw corps en conlact
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est donc & chaque instant égal au rapport inverse des segments

déterminés sur la ligne des centres par lanormale commune auz
deux profils en prise.

e NP : '
Le troisiéme rapport, AR+ Dous fait connaitre la valeur de

I'arc de glissement ; nous avons en effet
NP = AR >< wdt.

Les triangles semblables OIM, OAR nous donnent

0A
AR—MIXE'I‘ H
mais de la proportion
o 1A
w O’

~on déduit

~ Done
/-6
Aﬂ:mx%’,

ct par suite
NP =M< (o + o) dt.

J

La vitesse de glissement E—F

somme, w +-w', des vitesses angulaires par la longueur MI de Iy
normale commune, prise entre le point de contact M des deux pro-
fils et la ligne 00’ des centres.

Nous retrouvons ainsi, par une analyse directe, les résul-
tats obtenus dans la théorie générale des engrenages comme
applicalion des principes du mouvement relalif (3215 et 21 6).

Si, au lieu de mettre en mouvement un marteau, la came
soulevait un pilon, les résultats que nous venons d’oblenir
seraient encore applicables; il suffirait de supposer que le

est donc égale aw produit de la

. DES-CAME - 301
point O s'éloigne & I'infini, dans une direction AO, perpendi-
culaire & la course du pilon.

Pour que le rapport des vitesses angulaires des deux corps
en prise soit constant, il faut que le point I soit fixe surlaligne
0A : cest ce qui a lieu dans les engrenages. :

Si Pon veut que le glissement soit constamment nul, il
faut que le point de confact M des deux profils ne sorte pas
de la ligne des centres; alors le rapport des vilesses angulai-.
res est nécessairement variable.

COURBES ROULANTES.

955. Soient MN, PQ, deux courhes‘solidcs, mobiles dans
leur plan, I'unc MN, autour du point O, 'autre PQ, aulour du

point 0'. Nous supposerons “

que ces deux courbes agis- =

sent I'une et I'aulre par con- / / \ ,"<
tact direct, compme une came e N
sur un marleau, et nous ¢ Ve \/{{;‘ Bieci "o
nous proposerons de déter- . Fig. 964

miner la condition néces-
saire et suffisante pour qu'clles roulent I'une sur I'autre dans
leur mouvement relatif. :

Il faut et il suffit pour cela que le point de contact A ne

“sorte pas de la ligne des centres 00, car alors l'arc de glis-

sement sera constamment nul. Le rapport des vitesses angu-
laires sera égal & chaque inslant au rapport des segments
0A, AO, de sorte que ce rapport sera variable, le point A
n’étant pas fixe sur la ligne 00",

Les courhes roulantes appartiennent, en général, i la classe
B du premier genre de la classification de Willis.

Soit A le point de contact des deux courbes & un instart
donné.

Prenons sur les deux courbes deux points B et G tels, que
arc AB soit égal 4 'arc AC. Rapportons la courbe AB au pole
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O et & l'axe polaire 0A, et faisons d’une manidre générale

7= 0B, 0 = BOA. De méme rapportons la courbe AC au pole
0” et & l'axe polaire 0'A, en posant 0'C = 1’ ef CO'A = 0.

Nous regarderons ¢’ comme une fonction de 0 telle, que
Parc AD soit égal en longueur & l'arc AC. Quand on fait
tourner la courbe MN d’un angle 0 autour du point O dans le
sens dela fleche Q, et la courbe PQ d’un angle 6" autour du
point O, dans le sens de la fleche f, il faut que les deux
points B et G viennent se confondre en un point A’ de la
ligne des centres, et de plus, que les deux courbes soient
encore fangenles en ce point. Ces deux conditions s’expriment
parles égalilcs

r—4 1= 2q,

cn appelant 2¢ la dislance conslante 007, et

1‘d3-— T,a’ﬂ’
7 S

. 16 S :
En effet r%l—?;est la tangente trigonométrique de I'angle

OBN que fait la courbe MN avee le rayon vecteur OB ; fjﬁ:
dr

est de méme la tangente de Fangle QCO’, et I'égalite précé- -

dente exprime que ces deux angles sont supplémentaires, ce
quiassure le contactdes deux courbes lorsque les points Bet G
viennent se réunir au point A’.

Le rapport des vitesses angulaires des deux courbes 2 I'ins-
tant ou elles ont le point A’ pour point de conlact, est donno
par le rapport inverse des segmenls 0A’, 0'A’, ou par le rap-
port desrayons vecteurs 7, ', Les équations précédentes le de-

montrent; en effet, de la premicre ¢qualion on tire en diffc-
renfiant

dr -+ dirr=,
Done

rd=gd &,
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et paf suile

do _t’
dv —r’
On voit aussi que les deux équations, supposées vérifices
pour tous lés poinls conjugués, B et G, des deux courbes, ?Sf-
o Ee e SR 3
surent I'égalité des arcs AB, AC. En effet, 'arc AB a pour di
ferenticlle

Vdrit-22d 0%,
el V’arc AG =

Ces deux différentielles sont égales; par suite les deux arcs
ne différent que d’une constante, et cette conslante est nulle,
puisque les deux ares s’annulent ensemble pour OH—JTO.

Etant donnée I'équation =T (8) de la courbe MI\',_on a?h-
tiendra I'éguation s’ = f(0") de la courbe roulante conjuguée,
au moyen des deux ¢qualions : -

¥ M=90——pr,

dﬁ’:;:—,dﬂ: QET_—:-(M'

256. Applications.— Ellipses roulantes.— Considérong deux
ellipses égales, NN, PQ, tangentes l'une & 'aulre au point A,
sommet commun de leurs grands axes. ’

- Faisons tourner Vellipse MN autour de son foyer O, ct I'el-
lipse PQ aulour de son
foyer 0’ ; les deux cour-
bes MN et PQ auront
la propriéte d'élre des
courbes roulantes. Il est
facile de le reconnailre
par la simple géomé-
trie. Soient F et F' les ¢
seconds foyers des deux courbes. Prenons sur la premicre un
point B quelconque, et déterminons sur la seconde un point G
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tel, quelarc AC soit égal & Yarc AB. Les points C et B scront sy-
méltriques par rapport a la tangente Al menée aux deux ellipses
au point A. Joignons OB, FB, 0’C, F'C. Nous aurons 0'C=FD;
donc O'C+0B=FB - 0B, quantité constante, ¢gale angrand
axe All de l'ellipse, ou a la distance, 00’ = 2a, des cenires de
rotation. La condition r 4 7= 2a est donc remplic. Les deux
courhes seront d'ailleurs tangentes lorsque les points B et Cse
seront réunis en un seul. Lneffet, menons la tangente BT;

elle fait des angles égaux avec les droites FB, BO menées aux-

foyers de la courbe; donc Vangle FBT est le supplément de
I'angle OBT. Mais FBT est, en vertu de la symétrie, égal a I'an-
gle O'CT’. Donc les angles OBT, O'CT" sonl supjlémentaires,
ce qui vérific Ja seconde condition.

Soit ¢ la demi-excentricilé des ellipses. Le rapport des vi-
tesses angulaires des deux courbes autour des points 0 ¢l 0

: ... 0A a—
variera entre les limites — — —
OA " a4

a4+ c
Jlorsque le con-
a—c -

tact a lieu entre les points H et II'. Chaque courbe a fait alors
une demi-révolution avtour de son point fixe.
Onremarquera que, tantque les rayons suceessifsQB, 0B, OB”

la position représentée par la figure, et

sont croissants, la courbe MN peut pousser la courbe PQ en

tournant dansle sens de la fléche f; lorsque au contraire le point
de contact a dépassé le sommet U, les rayons OB,,0B”, sont

~ décroissanls, el par suite la courbe MN serail sans action surla -

courbe PQ, et ce serait celle-ci qui devrait pousser la premicre.
Pour assurer néanmoins la transmission de ellipse MN a I’el-
lipse PQ, il suffit de garnir de dents d’engrenage la demi-
ellipse AB, 11, et la demi-ellipse AQIL.

Quand I'une des ellipses fait un tour entier, l'autre fait
également un lour entier; le rapporl moyen des vilesses an-
gulaires pour un nombre entier de tours est donc égal &
l'unité.

placée, et représentée par I’équation

¢ : :
o lorsqu'elles sont dans
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SPIRALE LOGARITIINIQUE.

957. Soit MN une spirale logarilhmique ayant pour pble le

point 0, et représenlée par I'équa- i

lion : P
mh
r=—™ae . -
\ o : Iy o
La courbe ronlante conjugnée est . /j';

la méme spirale PQ, inversement
—mb'
7 =ae
' La condition r -+ ' = 2a sera remplie si I'on prend pour 0
et ' des valeurs satisfaisant & 'équation

ml —mi'
e —+e — 2

i i G 5 A
On a d’ailleurs, en différentiant les equations des deux

. courhes,
o dr —mh
dr==mae db, donc  d8 = R
‘ —mi’ dif m¥__ dr mp!
dri=—mae  dV’, S e St R,

Multiplions la premicre par

i (LR
la seconde par
= ae—mul:
il viendra
rdf= @ ,
m
rdy= d_r
m

Done rdy==1"d’, etles conditions du roulement sont toutes

- deux remplies.

26

MEG, COLLIGXON.
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On a utilisé cette propri¢té de la logarithmique dans le dis-
positif suivant.

0 et 0, centres de rotation, sont les centres des deux carrés
égaux BCDE, Afgh, parlagés chacun en quatre carrés plus pe-
lits par des droites menées pa-
rallélement aux cotés par le
cenfre de la figure. On trace un
arc de spirale logarithmique
du point A, milieu de edté BE,
au point B; un aulire are, du
point A au point E, et de méme
sur les {rois autres cotés. On
en fait aufant sur les quatre cotés du carré 0. Enfin, on fait
en sorle que le sommet A du carré 0 coincide a origine du
mouvement avec le milicu A du c6té BE. Les deux courbes
¢gales AB, AD auront, comme on vientde le démontrer, la pro-
priété de ronler I'une sur Pautre, et les points b et B viendront
se réunir en un seul point de la ligne 00,

Le rappor't des vilesses angulaires qui ¢était, au départ, égala
0 A

oA On 4 —=, sera devenu, lorsque les deux figuresauront de-

\/2
. e OB i
crit un angle de 45°, égal & o =

Ce sont les denxlimites du rapport, qui est ¢gal, en moyenne,
& l'unité par chaque huiliéme de tour.

'COURBES DERIVEES.

258. Les courbes

= f(6),
M=g (0},

¢tant une solution des équalions

r -+ = Qa,
rdb =ad g,

on obliendra d’aulres solulions en substituant & 6 et 4 ' des
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’ y 2
angles ?, %, altérés dansun méme rapport conslant, sans rien
tel . In

changer aux rayons r el ' ; de sorte que les courbes

satisfont encore aux eonditions.

On pourra, par exemple, transformer les ellipses roulantes
en dautres courbes qui aient les mémes rayons vecteurs,
avec les angles polaires réduits au tiers ou au quarl ; ces nou-
velles courbes feront passer le rapport des vilesses angulaires
trois fois ou quatre fois par le maximum et par le minimum
de sa valeur pour un tour entier de chaque courbe.

COURBE EN C(EUR.

959. La courbe en coeur est un excenlrique destiné & trans-
former un mouvement de rotation uniforme en un mouve-

ment rectiligne alternatif. On peut, par une disposilion con-

venable de 'appareil, lui faire produire un mouvement recti-
ligne alternatif quelconque, uniforme, uniformément varie,
uniforme avec intermittences. Supposons, par exemple, qu’on
veuille obtenir un mouvement uniforme dans chaque partie de
la course.

Par le centre O de la rotalion (fig. 268) menons des droites
0C, 0D, OE, OF, 0G, OH, OI faisant entre elles el avee les
droites OA, OB des angles égaux & une fraction quelconque,

1 - .

g par exemple, de deux angles droits. Le mouvement de la
courbe en cceur se faisant dans le sens de la fléche, au hout
de ,—1% de tour, le point € sera parvenu en ¢, et par suile l'ex-
trémité d’une pitce mobile assujetlic a suivre la droite fixe MN

aura ¢&lé poussce de la quan’ute Ac. Au hout de,l2 de tour, elle
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aura été poussée de méme en d; au bout de %
de suile. Pour que le mouvement soit uniforme pendant tout
le demi-tour, il faut que les intervalles Ae, ed, de... ib, soienl
égaux, Ab représentant la course totale de la pidce mobile.

On devra donc parfager Ab en 8 parlies ¢gales; les divi-
sions feront connaitre les longueurs des rayons 0C, 0D, OE,
0lI, OB, el permetlront de tracer la courbe AD.

, en e, el ainsj

R - >
A 4 4‘/
A f, /f -
/ / / 4 r
i Ty /
FAT AT |

H SR A
WM ©0i kh g fe dcfi

Flo. 268.

Cette courbe est une spirale d’Arvchiméde. Si Yon appelle
r, la distance 03, r el 0 le rayon veclenr el P'angle polaire
d’an poinl de la courbe, rapportée an pole O et & 'axe OM, on
aura entre » et 0 la relation linéaire

r=r,-taf.

llonnons 4 0 deux valeurs supplémentaires 0’ et = —0', les
valeurs corréspondanles de r ¢tant 2’ el #” ; nous aurons
=14 al,
=1+« (— gf)
done

7 4 =%, + na,

quantité conslanie.
Par conséquent, si 'on répéte symélriquement la courhe

_substituer an fracé géomélrigue

'EN €(EUR. 405

ACFB au-dessous de la droite MN, on complétera la courhe

en eceur par un arc tel, que lous les diamcires menés par
le point O seront égaux enfre eux et ¢gaux & la distance AB.
On pourra done placer sur la tige mobile que doit conduire Ia
courhe deux galets laissant enlre eux la distance AB; l'un
sera poussé de A en b par le contact de 'axe AGB; et dans
15 seconde moitié du lour, le se-
cond galet sera ramené au point B
par la pression de Tarc symé-
Irique. On obtiendra ainsi le mou-
vement alternafil.

La figure 269 représente la dis-
position employée en pratique.
- Les galets sur lesquels agit la
courbe en coeur ont un cerlain
diaméire, et il faut par conséquent

que nous venons d'indiquer une
courbe parall¢le & une distance
égale au rayon des galets.

Les points anguleux A et B du

Fig. 26Y.
tracé géométrique AMBM donnent -

licu & une petite difficulté pour le tracé altéré ambm’, qui doit
en étre écarté d’'une quantilé conslante As=Db. Au point A
les deux arcs -de Ia courbe obtenue ne se rejoignent pas; il

faut les raccorder par un arc de cercle

aq’

. !
, Céerit du point A comme centre 8

avec Aa pour rayon. Cet arc représenle ( e
\ 112

le logement du galet quand son centre
passe en A ; il appartient en réalité a /

Tt
Penveloppe des positions successives
du galet. ;
Au point B, les deux arcs oblenus se Lt

croisent, et chacun re(ranche a Iaulre :
. = 5 s Fig. 270,
une petite longueur ¢b'==cb. En réalifé, ; "ﬁ
1a courbe en ceeur se termine & la pointe ¢; il en résulte que
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quand le galet passe en B, il ne touche pas le contour de la
courbe. Le mouvement n’est done pas strictement guidé au
passage du galet & la pointe de I'appareil.

EXCENTRIQUE DE M. MORIN.

260. L'excentrique de M. Morin assure la conlinuité du
mouvemenl iransmis, et fait passer par tous les élats de gran-
deur la vitesse de la tige menée par les galels.

Soit O l'arbre tournant; décrivons de ce point comme
centre, avec un rayon arbitraire Oa, une circonférence azfsy,
Soit L la course qu’on veut donner & la tige menée par Pex-
cenlrique. Nous allons consiruire la courhe des espaces dé-
crits par cette tige.

Pour cela prenons sur une droite une longueur AG égale
au développement de la circonférence Oa.

Fig. 211,

Parfageons la droile AC en quatre parties égales aux points

E, B et . Portons en ces points des ordonnées EG=1L,
BD=L, TH="1I¢
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Par les trois points G, D, faislons passer une parahole
GDII, ayant pour axe la droite DB. Répétons ensuile de A en E
larc de parabole GD, en le tracant symciriquement par rap-
port au point G. De méme répétons de H en € Vare de para-
bole DIT, en le tracant syméiriquement par rapport au point II.

Nous obtenons ainsi une ligne continue AGDICG, tangenle &
Phorizonlale aux points A, D et C; nous prendrons celte ligne
pour courbe des espaces décrits par la tige de lexcentrique,
quand P'excentrique lui-méme fait une révolution entiére au-
tour de son centre de rotation O.

Si nous prenons sur la premiére moitié de la courbe deux
points n el »' symélriques par rapport au peint G, nous
aurons 4 la fois mn=m'n’, Am=Dm’' = br, np=n'p’, et enfin
mn + rn'=DBD. Et comme I'arc DH est symétrique de T'arc
DG par rapport & la droite DB, nous aurons aussi pour le

point #',, symélrique de =’ par rapport a cette droite,

mn + ' ', =DB, avee Br,— Am, ou hien mr, = AB == >< 0.

La courbe des espaces va nous servir a tracer le contour de
Pexcenirique.

A chaque paint m de la droite AC correspond un point
de la circonférence acfz. Il suffit pour Vobtenir de prendre
arc op.= Am. Les deux points m el »,, qui sont distants d’une
quantilé ¢gale & AB on & =>< 0z, correspondent sur la cir-
conference & deux points p. et g, diamétralement opposés.

Sur le prolongement de chaque rayon Oy, portons, & partir
“de la circonférence, une quantité py ¢gale a T'ordonnée mn.
Nous avons ainsi ey=EG, pv'=rw’, 3=BD, pp,/=rn/,,
gn=LF1I, et nous ohtiendrons la courhe cherchée en joignant
les points a, v, v, &, 4, par une ligne continue.

La distance v/, de deux points diamélralement opposcs sur
Vexcentrique est égale au diamétre du cercle primitif, aug-
menté de pv +p,v', ou de L. Celte distance est donc constanle,
de sorte qu'on pourra embrasser Iexcentrique par deux galets
posés d’une maniére fixe sur la tige, et qui, dans la rolation
de Pappareil, resteront toujours tangents & son contour.

Il est facile de voir que la ligne AGDHC est la courbe des
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espaces de la tige conduite par I'excentrique ; comme elle ye
présente aucun point anguleux, les variations de la vilesse de
la tige seront conlinues; aux points A, B, C, ol le mouvement
de latige change de sens, la vitesse devient nulle par degrés
insensibles. La courbe en cceur au contraire mainlient con-
stante la vitesse de la fige dans toute I'étendue de chaque
course, et tend & la faire changer brusquement de sens 3
chaque extrémité, ce qui développe un surcroit de résis-
tance, cl ce qui nuit a la conservation des picces. Tout arc
de courbe passant par les (rois points A, G, D, ayant pour
centre le point G, et tangent & 'horizontale & A eten D, pour-

rail servir & consiruire un excentrique possédant les mémes
propriétés *,

EXCENTRIQUE TRIANGULAIRE.

261. Lexcentrique triangulaire (fig. 272) a pour objel de
transformer un mouvement de rotation continu en un mou-
vement rectiligne allernalil inter-
rompu par des repos.

CGet appareil est représenté en
OAB. Les trois distances 0A, OB, AB
sont égales, de sorte que le Iriangle
OAB est un triangle équilaléral. Des
points 0, A, B, comme centres, on
déerit, avec le coté du triangle pour
: rayon, les arcs de cercle AlB, BKO,
OLA. L’excentrique est le solide prismatique droit qui a pour
base le contour curviligne OLAIBKO. Il est mobile antour du
point O, et il est entouré d’un cadre CDEF, assujelli par ses

guides, aux points G et II, & se mouvoir dans la direction GII
ou dans la direction IIG.

Fig. 272,

4 Comme exemples, on peut prendre une sinusoide AGDHC, ou encore un arc
de la courbe y =Ax (a® — 22}, rapportde 4 des axes mends par le point G, cet
arc étant répété syméiriquement en DIIC. La portion ulile de la courbe est com-

A a a
prise entre les abscisses — — ot - — (§36).

Vi V3

:
‘ Pans cé mouvement, Parc OKB L

TRIANGULAIRE. 49
La hauteur du cadre GF est égale a la corde OA des aves
i composent excentrique, ou au rayon de ces arcs. Fai-
iang s da i

sons tourner le triangle autm‘n;
oint O dans le sens de la fleche.

C |

(fig. 273) vient appuyer sur le /
cots FE du cadre, et le fait des- i )
cendre dans le sens GlI. Pendan!; ] e
le méme temps, le coté oppose s [
du cadre, CD, passe constargme?; u
mmet A, car 1l est écar _ '
daurc]c‘?tés‘(;?E d'une quantité CF=0A —AK, distance du p'omt
de contact K au centre A de I'arc OB. Le mouvement continue
ainsi jusqu'a ce que le contact
entre FE et OB ait licu en B.
Alors commence une nouvelle pé- ¢
riode, dans laquelle (fig. 274) c'est
le sommet B qui pousse le coté FE - |
du cadre, pendant que l'arc AO
glisse tangenticllemnent au 'cmé
opposé CD. Cetle seconde période
se termine quand le point de con-
tact de OA el deCD est arrivé en 0. '3
Le sommet B cesse & ce moment de faire descendre le coté FE,

———————

Fig. 275.

G
e

b B

D
\

(5]

1
Fiz. 274,

et la rolalion de I'excentrique au- e

“tour du point O n’agit plus surle o .
cadre tant que le contact reste ¢ta- e
bli entre le coté FE et l'arc de e | A
cercle AB (fig. 275). Car la distance \‘\ ’,' |
d'un point quelconque de cet arc il £
au point O est toujours la méme, 2
Il y aura donc immobilité du cadre i

pendant tout le temps que l'excen- ) 53 ;
trique met & passer de la position OBA & la position OBIfn.
Au dela Vexcentrique pousse le coté CD du cadre dans la di-
reclion HG, ct le raméne dans sa position primilive, ou il le



410 EXCENTRIQUE

laisse immobile pendant tout le temps que 'arc BA glisse sy
le ¢oté CD. En résumé, le tour entier de Pexcentrique se dg-
compose en six périodes ¢gales, dont quatre pendant les-

quelles le cadre est en mouvement, et deux pendant les-
quelles il reste immobile.

I période. . . . L'arc OB pousse FE. , , ., Gourse dans le
2 période. . . . Le sommet B pousse FE } sens GII.

3 periode. . . . Larc AB tangent a FE. | | Repos.

4* période, . . . IL’arc BO pousse CD, , . | Course dans le
5 période. . ., Le sommet Bpousse CD, . , sens 1G.

6 periode. . . . Lare AD tangent 3 CD, . | Repos.,

Chacune de ces périodes correspond pour 'excentrique i un
déplacement angulaire de 60 degrés.

262. Cherchons Iéquation du mouvement dy cadre.

Soit OA=7, le coté du {riangle équilatéral.

Appelons 0 I'angle dont tourne Pexcentrique autour du
point 0, & partir dela position 0AB (fig. 272).

Pendant la premiére période, I'espace & décrit par le cadre

est égal & Pespace déerit par le point A en projeclion sur la
direction GII ; on aura done

r=r(l —cosg).

Celte équation sapplique au mouvement enlre les limiles

=0 et 6=60°,

Pendant la seconde Période, le chemin décrit par le cadre
est égal & la projection du chemin déerit par le sommet B
(fig. 274). Or le rayon OB est de 60° en avance sur le rayon
04, et quand Ia premisre période se termine, le cadre a déja
déerit un chemiin égal 4 z—p (1—cos 60°) =1,

Le mouvement dans la scconde période est donc défini par
I'équation

=7 (1 —cos (00°+-0)) —r = — ¢ {60+ 5).

Elle donne en effet &=3 1 pour 0==60°. Elle donne z—

TRIANGULAIRE. 411
' i : v de 0 comprise
our 0=120°, et s’applique a toule valeur p

60° et 120°. y 5
engfflin o est ==r pour toute va

leur de 0 de 120° & 180°.

f a7
i : ,
| T
/l:/l,} \’ 1 T
| 2 T
1 ] i L i
c i3 h t TS
({;" cg° 1207 150° 240° 300° 500
. Fig. 276

La courbe des espaces présenle la f:orme aefglik, pour un
tour entier. Llle ne présenle aucun point anguleux].t. s

263. L’excentrique triangulaire est un cas p?l‘wu e
Vexcentrique & cadre. Soit ABCD lsr_l cadr‘el :S{,(KSH%IE aire a
: i i rallé nt aux coté , BC.
3 uSI:iattéieprll:lzh;ls pcsz)lrftliilf It{:;mé MN, inscrit enltre les colés.
AB, DC du rectangle, et tel, que, si on
lui méne deux tangentes paralléles’
quelconques T, T, la distance TT
de ces tangentes soit constante Fl
égale a la hauteur AD dg cadre. En
faisant tourner l'excentrique MN au-
teur d’un point quelconque O de
son plan, les cotés AB, DG du cadre

_toucheront constamment le bord de I'excentrique, et par

suite recevront des déplacements rr:églés sur la distance.
variable du point 0 aux tangentes & Fa 1|
courbe MN. On peut rapporter la courb(‘: MN Bl /
a des coordonnées particulitres , savoir la
i int 0 te _
distance Op =p du point 0 & une tangente,
et 'angle 6 —=p0Y, de la droite Op avec un m\/
axe fixe, OY, angle égal 4 'angle de la t(a)\;-
ec 1'c diculaire OX.
gente pm avec l'axe perpen s
L’équation p ={(6) définissant la courbe, la n.lénl_e utluanzt;,
dans laquelle on aura remplacé 0 par une fonction du temps ¢,

Fig. 218.
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dé¢finira le m 3
ouvement re o e
ti e e L gie Ta conditlonggiy
! : e des tangentes opposces s’exprimera
I'équation : P
£ (0)4f (0 + =) = constante= AD,

"Y

Enfin pour passer des coordonnées reclangles « et g, de la

courbe MN, aux coordonnées p et 0, on aura les équati’ons
— &ty —ydzx
VieTdy =@

- La transformation i
alion iny ‘opérerai

nmverse s opcérerait an moyen des formules

x=@cosﬂ-— ing L/
a0 psing, r=t—t—gsmﬂ+pcoseu

Ces équati ‘obti immédi
quations s’obtiennent immédialement en observant

que la distance mp est égale & 5‘]3
]

CHAPITRE IV

TRANSMISSION PAR COURROIE

964. Les courroies servent & transformer un mouvemenl

circulaire autour d’un axe en un mouvement circulaire au-

{our d’'un axe géncéralement pa- - e
ralléle au premier. a
Soient O et 0’ la projection des
axes paralléles; soient w et o' les  \\
vitesses de rotation qui doivent L NN
avoir lieu respectivement autour LR
de ces axes. Supposons-les d’abord de méme sens.
Pour lier ces axes entre eux par une courroie et réaliser

o W 4 5
le rapport — des vilesses angulaires, on montera sur les deux
w

axes 0 et O’ des tambours cylindriques, ayant des rayons 04,
0’A’ qui satisfassent & la proportion -
' 0A_ o
0N o

Puis on fera passer la courroie sur les deux tambours, de
maniére 4 embrasser les arcs ACB, A’'C’B’ et & suivre d’un
tambour i l'autre les tangentes AA’, BB'. La courroie doit
dtre assez tendue pour quelle ne puisse pas glisser sur la
surface des tambours; cela ¢tant, la transmission satisfail
aux conditions imposées. En effet, si ofi donne un pelit
déplacement au tambour OA autour de son axe O, le point A
s'avancera d’une quantit¢ infiniment petite AA’, le long
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de la tangente AA,; 1a longueur de la courroie reslant inva-
riable, le point B' se (ransportera le long de B’ B d’ung
quantité B'D, égale 4 AA, ; la vitesse angulaire de arbre 0A

AA
cst mesurée par le rapport A_J:, et celle de arbre A’ par

0:
s BB, AA,
le rapport o YA
: : : O
Le rapport des vitesses angulaires est donc ¢égal a DA ou

. W . . » . s
2 —; sl le premier arbre recoit une vitesse angulaire v, le se-
[0}

cond prendra une vitesse angulaire ’. Dans cetle transmis-
sion, les vitesses linéaires sont ¢gales & la surface des deux
tambours.

Si les vitesses angulaires o et o ¢taient en sens contraire
Pune de Vautre, la courroie pourrait encore servir i lier les
deux axes, mais il faudrait Ia mener suivant les tangentes in-
térieures aux deux cercles. Dans ce
cas, on a soin de rctourner la cour-
roie dans le passage du point A an
point A’ et du point B’ au pointB; de

Fie. 250. cette manicre, la courroie peut élre

mise en contact avec les deux tam-

bours par sa face rugueuse, et non par sa face lisse; et de plus,

au point D d'intersection des deux tangentes, les deux brins

AA’, BB sont & moilié retournés, et passent

de champ I'un 4 colé de autre, sans se géner

muluellement, comme cela aurait licu sj en

eet endroit ils avaient conservé Ia posilion &
plat qu'ils ont surles cylindres.

Pour assurer la stabilité de la courroie sur
les tambours, et I'empicher de se jeter de
«0té, on a soin de donner a la surface des
tambours un léger hombement (fig. 281); la
courroie sapplique sur la partie du cylindre
qui a le plus grand diamélre ; elle a, en général, une ten-
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dance 2 gagner les diamétres les plus grands, et par: s?ite, elle
reste dans le plan moyen du tambour, de chaque cété duquel
les rayons vont en décroissant. . ; ]
265. Lorsque la tension de la courroie devmn't tro[} fa!ble
pour développer sur les tambours l’adhér‘ence nécessaire la
transmission, on peut accroitre cetle fension en faisa}lt peser
sur la courroie, en un point quelconque m de la pOI‘[lOI'l !1hre
AB, un rouleau N, mobile autour de son axe,'et a.ltache i un
‘levier coud¢, qui peut tourner autour du point fixe I, et qui
porle ison extrémilé
un conire-poids Q.
La poignée M sert &
déplacer le systeme
autour de son axe.
L’addition ducontre-
poids ne change rien
~ au rapport des vi-
tessesangulaires des
deux arbres tour-
. nants; mais elle ac-
croit ’adhérence, et cela de deux maniéres : 1° en augmen-
tant la tension T de la courroie, par suite de la pression exercée
par le rouleau N; 2° en augmentant 1égérement les longueurs
embrassés. ] i
qei::sﬁue la courroie est trés 'longue, son pnids, seul spfht a
développer I'adhérence nécessaire, sans méme qu’elle soit ten-
due en ligne droile. On a utilis¢ cette . ;
propri¢lé pour transmeltre & grar_lde /\T_f.;;">
distance le mouvement de rotation o it et
d’un axe 4 un autre; la distance des L\\/\__,E;,
deux arbres O et O peut &tre porlée
a une centaine de métres et au dela. - A
Ce genre de transmission & grande distance a até appllqtfu par
M. Hirn a I'usine du Logelbach. 11 est ma’mtenant'fmt em-
ployé dans l'industrie. Le fil métallique qu onf suhs:tllue ah;rs
aux courroics plales dessine deux courbes AA’, BD', enire les

Fig. 283,
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deux poulies. Les tambours & surface légérement hombée song
remplacés dans ce cas par des gorges de poulie o le fij
trouve &4 s'engager.

266. La transmission par courroie est I'une des plus em-
ployées dans les usines pour communiquer aux divers outils
des ateliers le mouvement emprunté & un arbre tournant quj
recoit l'action du moteur. I1
faut qu’on puisse & volonté
interrompre le mouvement
del’oulil, et le faire naitre de
nouveau; pour cela (fig. 284)
on monte a cdté du tam-
bour I, sur lequel passe la
poulie et qui transmet le mouvement & loutil, un tam-
bour P de diamélire égal, mais qui n'est pas calé sur Parbre AA’,
de telle sorte qu’il puisse tourner aulour de cet arbre sans
I'entrainer dans son mouvement. Ce second
‘tambour est ce qu’on appelle une poulie folle.
Quand Pouvrier veut faire cesser le mouve-
ment de Poutil, il n’a qu’a pousser latérale-
ment un levier (fig. 285), terminé par une
fourche embrassant la courroie du coté du
brin qui arrive & la poulie, ¢t non du coté
du brin qui la quitte ; entrainée par cette
fourche, la courroie se déplace latérale-
ment d’une certaine quantité, et quitte le
tambour P’, pour entourer la poulie folle.
L'outil est alors désembrayé. Pour le re-
mcllre en mouvement, il suffit de déplacer le levier en sens

Fig, 234,

Fis. 285,

contraire, ce qui raméne la courroie sur le

—:  On se sert aussi du déplacement latéral
L LJ dela courroie pour changer le sens du mou-
vement de cerlaines machines-oulils.Pour
cela, on monte sur un méme aze géométrique
trois tambours égaux A, B, G (fig. 286); I'un de ces tambours

A G R
’l” tambour P'.

Tig. 286,

“entre 4 tambours moteurs, A, B, C, D, qui

. Cette maniére, la méme courroie pourra
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est monté sur I'axe matériel 0; le sec?nd, B, cs't .monté sur un
autre aze matériel 0"; le tambour ll]lf}l‘médlalt‘e C est une
p'oulie folle. L'axe O communique & I'outil un mouvement dans
un cerlain sens, et I'axe 0, le mouvement en sens contr:?ire.
Supposons qu’il s’agisse du mouvement rectiligne aIlGI‘]]E.lilf de
ja machine & raboter; on reliera le levier de la courroie a la
machine, de manicre que, quand le rabotarriveal'extrémité de
sa course, la courroie soit déplacée latéralement dans le sens
convenable de la quantité AB. A ce déplacement correspondra
fe changement de sens dans le mouvement de la machine. La
poulie folle C, interposée entre les deux tambours A et B, a
pour objet d’éviter les chocs brusques dans le passage de la
courroie d’un tambour a I'autre, et de donner lieu & un petit
temps perdu, pendant lequel I'oulil, cessant d’étre sollicité par
le tambour, A, que la courroie vient de quitter, perd graduel-

- lement sa vitesse, pour en prendre une contraire au moment
~oi1 la courroie alteint I'autre tambour, B.

Lorsque 'outil mis en mouvement par la courroie doit tra-
vailler, suivant les circonstances, & des vitesses trés différen-

tes les unes des autres, on remplace les deux tambours sur

lesquels passe la courroie, par une série de
tambours de différents diamétres, juxtapo- e
sés et montés ensemble sur le méme arbre. G :

De celte maniére, on a par exemple le choix J]j:

]

correspondent respectivement aux fambours
a,b,c,d de la machine-outil. On a soin que
la somme des rayons des tambours corres-
pondants soit sensiblement constante. De

servir, sans variation de longueur, a trans-
meltre le mouvement de I'un des arbres a
Pautre ; en effet, la longueur d'une courroie Fig. 287

st & pen prés égale au double de la distance

des centres des tambours, augmenté de la somme des deux
demi-circonférences embrassces; si R et r sont les rayons

; 2
MEC, COLLIGNOY. 27
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; PAR COURROIE. M0
des deux tambours, et D la distance des centres, supposée '

trés grande par rapport & ces rayons, la longueur L de la couy-
roie est & peu prés égale &
=2D +x (R4-7)t,

Remarquons 'analogie qui existe entre cetle transmission
| ol lengrenage par adhérence. L encore les vilesses linéai-

res des deux circonlérences primilives sont égales. Pour faire
3 varler P’adhérence, au lieu d’avoir & changer la distancedes ar-
~ Jyes lournants, on abaisse sur la courroie un ronleau muni
~ dun conire-poids, ce qui est infiniment plus simple. L'adhe-
" rence de la courroie sur le tambour est dailleurs bien micux:
" assurée que 'adhérence de deux roues tangentes I'une & lau-
~tre, el elle croit rapidement avec les arcs embrassés,

et comme D es! constant pour deux tambours conjugués, i}
E faut que R ~ 7 soit aussi constant pour une mémelongueur],
| Le rapport des vitesses angulaires des deux tambours es]
4gal & I'inverse du rapport des rayons; si par exemple les

rayons des tambours A, B, G, D, sont représentés par les

nombres 4, 3, 2,1;
r les n res :
et ceux des tambours I;’ Iﬂ)’ ;’ g’ pardesmombrey INFLUENCE DE L'EXTENSION DES . GOURROIES.
L] b) ? 7l .

qui donnent chacun avec son conjugué une méme somme 5,
le rapport de la vitesse angulaire de I'arbre inférieur & la
vilesse angulaire de I'arbre supéricur est égal aux nombres
5 2 1
: 2 3 ¥
suivant que la courroie passe sur les tambours
Aela, Betbh, Cet e, D et d.

La transmission par courroie transforme un mouvement
circulaire conlinu en un mouvement circulaire continu.

967. Soient 0 el O’ (fig. 289) deux arbres tournants, sur
- lesquels on a monté denx tambours AB, CD, réunis l'un &
Yauire par une courroic ABCD.
~ Nous supposerons gue le tambour ABmene le tambour CD ,
¢est-a-dire que Ueffort moteur P soit appliqué au premicr
tambour, et que Veflort résis-
tant Q soit appliqué au se-
" cond ; les deux tambours tour-
nent dans le sens des fléches f
et .-

Dans ces condilions, il est fa-
cile de voir que le brin DA doit
. élre plus (endu que Le brin CB;
~ lo premier est pour le tambour O’ le brin conducleur, le se-
- cond est pour le méme tambour le brin résistant. Soil T la ten-
sion du hrin AD, et T la tensicn du brin CB.

La tension de la courroic varie du point A au point B, en-
tre les limites T et T’ ; elle varie du point Gaupoint D, entre les
limiles T et T.

Nous allons exprlmer que dans un méme temps les longueurs
de courroie qui 8 enroulent sur les deux eylindres cor respondent
@ des quantités éyales de matiére. Celle cgalité est nécessaire
pour assurer le régime permanent de la courroie.

Suivons 'appareil pendant un temps d¢ infiniment petit;

4

 Voiei la formule exacte qui donne la longuenr dela eeurroie tendue: 3
Soit e l'angle aign (évalué en parties du rayon) que fait la courroie avec

la ligne des centres des tambours; nous aur ons, en j
supposant R > 7, ou au moeins égal a r,

L=z (R+7)+2yYD*— (R +2a (R 7).

11 faut prendre le signe supérieur —, si la cour-

‘roie est extérienre aux denx cylindres, et le signe

inférieur +, si elle passe entre les deus L'angle «
Fig. 288. . est donné par I'équation

AE

Ror
VD= (k=

Lorsque « esttrés petit, que R est peu différent de r, et qu enf‘nla courroie est
extérieure, on peut prendxe approximativement

L=n(R +) 42,

tang o —
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soient o et w' les vitesses angulaires des deux fambours, » ety

leurs rayons; soit enfin ds la longueur infiniment petite de -

courroie, prise dans Uélat naturel, qui s’enroule pendant Jg

temps dt, au point A sur le cylindre O, et au point G sur Je
cylindre 0'.

On sait que I'unité de longueur d’un fil, dans I'état naturel,
prend sous la tension T la longueur 1 + T, « élant un coef-
ficient constant pour une méme nature de fil. Il en est do

méme des courroies. La longueur ds qui s’enroule sur le cy-
lindre O élant soumise & la tension T, comme tout le brin DA,
occupe sur le cylindre un ace égal & ds(1-+aT); ce qui cor-
respond a un angle au centre

ds(1-4-2T)

odf—= ————,

r

La méme longueur ds qui s’enroule sur le cylindre 0’ au
point G, sous la tension T’, correspond &4 un angle au centre

w’dfzw_
?nf
Done
Wl 14 aT

On voif qu'on n’a pas exactement wr = «'r’, & cause de I'é-

lasticité du lien qui réunit les deux tambours.
M. Kretz, qui le premier a donné cette théorie, a reconnu

. , W 3
qu'en pratique, pour assurer un rapport donné — entre les
W i
vitesses angulaires, il suffit de déterminer 1 en fonction de
!

o i O . ks , ; -
par I'équation = 5 puis de réduire »" du cinquantiéme

environ de sa valeur.

TRANSMISSION PAR COURROIE ENTRE DEUX ARBRES NON PARALLELES.

268. SoientO et 0’ les deux axes qui ne sont ni concourants
ni paralléles.

~ menons aux cercles M et N des tan-

DE LA COURROIE. 21
Nous commencerons par monter sur ces deux axes deux

' "tambours cylindriques, Met N, que nous supposerons réduit s
‘3 leurs plans moyens. Soit AB la droile suivant laguelle ces

deux plans se coupent. Prenons sur
celte droite deux points arbitraires G
et D, et de chacun de ces points

gentes CE, G, et DG, DIL. Puis pla-
gonsen Ket L, prés des points GetD,  »i

~ des poulies de renvoi dont les axes : (”’"\’f\
soient perpendiculaires aux plans | \{ [n }
ECF,GDII. Une courroie sans fin EFIIG, i N
pourra passer sur les surfaces des - 1

quatre poulies, en les fouchant cha-

" cune suivant.leurs sections droites. La {ransmission sera done

réalisée, et elle pourra se faire dans les deux sens.
On supprime quelquefois les deux poulies de renvoi K et L,

en profitant de cette circonstance, que le brin qui aboulitaunce

poulie doit seul étre dans le plan de la seclion droite, et qu’il

1’y a pas d’inconvénient a dévier I'autre brin. Mais cetle solu-
tion simplifiée ne se préle pas 4 la transmission dans les deux

sens?.

L V. Cours de mécanique d’Edmond Bour, Cixésamique, p. 236,



CHAPITRE V

TRANSMISSION PAR UN LIEN RiGIDE

269. Ces fransmissions conslituent e troisitme genre de 14
classification de Willis. Nous examinerons successivement les
transmissions par bielle manivelle, par excentrique & collier,
par bielle et manivelles inégales, par bielle d’accouplement ;
enfin nous éludierons Ia transmission connue sous le nom de

joint universel,

TRANSFORMATICN D'UN MOUVEMENT RECTILIGNE ALTERNATIF EN UN
VEMENT CIRCULALLE CONTINU. — BIELLE ET MANIVEL'E

- . I o : . ]
270. La tige T d’un piston mobile dans un cylindre est

. . 3 » T s
animée d’un mouvement de va-et-vient le long d’une droite
0X; elle Fasl guidée dans ce mouvement par deux glissicres

~D
freiey
itk
17T T e b)
' :’ ! '::i'_—_ —‘I‘**—-.__
L T e R
T . r e
N 1
i:'-—‘—h—‘_“?

Fig. 291,

fives, D, C'D, paralléles 4 Ia droile OX, ¢
coquille MN, attachée invariablement j 15 {

liberté de glisser 4 froltement doux.

tentre lesquelles la
ige T du piston, a la

BIELLE ET MANIVELLE.

425

Pour transmettre le mouvement 4 un arbre tournant, dont

Jaxe est projeté en un point 0 de la droife OX, on se sert

d’une bielle AB, dont I'extrémité A est
articulée a la coquille, et dont I'autre
extrémité B s’articule en un point du

rayon OB fixé & I'arbre. Le rayon OB

rend le nom de manivelle. 1l porle
en B un bouton cylindrique dont I'axe
est paralléle a 'arbre 0, et qui passe
dans un wil ménagé al'exirémité de la
biclle.

Nous avons déja étudié (3 135) cette -

transformation de mouvement ct re-
connu que la vitesse V du point A était
liée a la vitesse angulaire w de ’arbre
par la relalion

V=010,

OI ¢tant la longueur comprise, sur une
perpendiculaire 4 OX, entre le point 0

et la rencontre de la direction AB de la

bielle.

pour rayon nous décrivons un arc de

«cercle pour rabatire AB de A en E sur

la droite AD, le point E aura un mou-
vement identique 4 celui du point A,
puisque ces deux points sont constam-
ment & la méme distance I'un de I'autre

Si du point A comme centre avec AB

Fig. 292,

4, téte & fourche, embrassant
I'extrémité du halancier ou
la coquille du piston. A, téte
articulée on houton de la
manivelle, B, B', axes passant

- dans les paliers. ¢!, C', cla=
vétles de serrage, appuyant
d'un coté sur les coussinets,
de I'autre coté sur des con-
tre-clavettes fixes,

sur la droite qu'ils parcourent tous deux. Or abaissons du
point B une perpendiculaire Bb sur OA. La distance bE
serait infiniment petite du second ordre si Pangle BAO, qui
Mmesure I'obliquité de la bielle, était infiniment petit. Si done
la bielle est suffisamment longue, on pourra sans grande
erreur négliger JE devant la longueur AB et conlondre le
Mouvement du point A avee le mouvement du point b, pro-
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jeetion du houton de la manivelle sur le diamétre OX. Lep
reur commise est nulle aux points morts; elle est maximum
B quand la manivelle fait un
/"'\ angle droit avec la droite
i v +0X: (fig. 2203 ); car ¢'c5]

: alors que I'angle BAO est
R le plus grand possible. En

général, on donne a la

bielle BA une longueur égale 2 5 fois la manivelle BO. Dans
ces conditions, le maximum OE de I'erreur que 1'on commet
en confondant le mouvement du point A avee le mouvement de

la projection du point B, est donné rigoureusement par l'équa-
tion

OE »< (2AB — OF)= 05>,
el approximativement par I'équation
OE>< 2AB = OB*

On a donc & peu pres

0L 0B
0B~ 7L
Si done
on 1
W=
O 0L, 1
lera t — : os goal A -— e
ppor OB sera & peu prés égal a 10 et Apd 50

Lalongueur de la manivelle OB est rigoureusement égale i 1a
moili¢ de la course du piston, ou de l'intervalle qui sépare les
; deux positions extrémes

e o ; du point mobile A. Lors-
B L L T que le houton de la ma-
Fig. 204. nivelle passc au point

mort B, la bielle et la
manivelle sonl en prolongement P'une de ’aulre, et par suite
la distance 0A, du point mobile A au point fixe O est égale &
OB +BA; lorsque la manivelle a accompli une demi-révolu-

o
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tion et que le houlon passe au sceond point mort B,, Ta bielle
revient en retour de la manivelle, et le point A se trouve alors
en'A,, i une distance du point O égale 4 BA —O0B; la course
du piston A,A, est donc ¢galed la différence

(BA +-OB) —(BA—0B), oua 20B.

Celte relation est rigourcuse, et ne dépend pas de la Ton-
gueur de la bielle. : e

971. Cherchons la relation qui existe entre les positions
simultanées du point A, téte de la tige du piston, et du point B,
bouton de la manivelle.

Comptons & parlir de la droite OX (fig- 291), et de drgilc a
gauche, les angles ¢ déerits par le rayon OB autour du point 0.
Rapportons au point 0 la position du’ point A, dopnée par
‘Pabscisse 0OA — z.” Soit OB =r el -BA =, quanlités con-
stanies. Soil enfin « I'angle variable BAO. Nous aurons pour
définir cet angle I'é¢qualion

Isin e =rsing,
et pour définir &, la relation
=1 COS -+ 7 CCS 2.
Si Pon suppose ! plus grand que 7, l'angle o sera nécessa:lr_c-
ment aigu dans le triangle OBA, et son cosinus sera positif.
Quant au terme 7 cos g, il change périediquement de signe,

Jorsque Varc croitau dela de toutes limites.
De la premiére équation on fire

A FE
Sl — I SN 2,

ce qui montre que « ne croit pas indéfiniment, mais qu’il os-
cille entre deux limiles données en faisant

A

ety =

e

=

g

On en déduit

COSau—
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2
x=l\/1 —%sin’p-[-rcos?;

le radical doit toujours étre pris posilivement dans cette
équation. Jamais x ne devient imaginaire ni négatif, car
rétant <1, r* sin’p est a fortiori < I*, et la quantité sous le
radical reste positive. De plus, les limites de  correspondent
4 =0, ce qui donne

x=I4r,
et & g ==, ce qui donne

a=1l—17,

quantités toutes deux positives.
Sil cst trés grand par rapport & r, on peut supprimer le
*sin? : ; :
terme “?‘*“Tls—? devant P'unité, et I'équation se réduil &

z=1l-4rcoso,

égalité & laquelle on parvient aussi en supposant Parc anul. La

plus grande erreur commise en adoptant cette formule réduite

correspond & la plus grande valeur de sing, cesl-d-dire a
T

9= 5 On a alors, par la formule exacte,

o2 —
z=14/1— ’T*= VE—1%
et, par la formule approchée,

g—L

272. Aux points morts, le pisfon, parvenu & l'une des ex-
(rémilés de sa course, n’agit plus surla bielle, et ne contribue
plus & imprimer un mouvement de rotation continu & U'arhre 0.
Le mouvement une fois commencé peut se prolonger, comme
nous le verrons plus tard, en vertu de la propri¢té connue
sous le nom d’inertie de la maliére; la manivelle et la bielle
cessent bienlot d’avoir toutes deux une méme direction, et
la transmission du mouvement redevient possible. Il n’en est

»
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a5 moins vrai que si la machine était & 'un des points morts

3 l'instant oit I'on veut la meltre en (rain, Ueffort du pis-

ton sur la bielle resterait sans effet; pour déterminer le
mouvement de U'arbre dans un sens plutot que dans le sens
opposé, il faul que le mécanicien agisse sur la manivelle dans
le sens voulu, et lui donne un déplacement qui permetle a la
{ransmission de s'opérer. C’est cette opération qu'on appelle
abatage dans les machines & vapeur & cylindre unique. La n¢-
cessité de l'abatage est évitée dans les machines & deux cy-

—

.ll

e e e Ll |

il
[

G ﬁ—mr_
)

s
e A

Fig. 295.

lindres (fig. 295). Chaque cylindre a son piston, sa bielle et
sa manivelle. L'arbre tournant porle a la fois deux mani-
velles OB, OB, que L'on place & angle droit I'une sur lautre;
lorsque 'une passe & un point mort, 'autre, qui a sur la pre-
miére une avance ou un relard de 90°, produit tout son effet,
de sorte que la {ransmission est toujours assurée, soit par les
deux manivelles, soit par I'une des deusx.

Les vitesses simultances des deux pistons ne sont pas égales.
Si o représente la vilesse de rotalion de I'arbre 0, la vitesse
linéaire v du piston correspondant a la bielle AB est égale a
0C><w, landis que la vitesse v’ du piston correspondant i la
bielle A’B’ est 00 >< w. . ;

La transmission par bielle et manivelle peut s’opérer dans
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les deux sens. Lorsque la (ransmission est double, el que les
deux manivelles sont calées & angle droil, on renverse le
mouvement de rolation de ’arhre en changeant 4 la fois le
sens de la marche des deux pistons.

La transmission par bielle et manivelle est réciproque, ¢’est-
a-dire que si on fait tourner U'arbre de rolation, le mouve-
ment alternatif du piston en résulte, Dans ce cas, les poinls
morls de la manivelle sont sans inconvénient.

Celte transmission fournit donc un moyen de transformer
un monvement circulaire coniinu en un mouvement rectiligne
alternatif.

275. Lexcentrique & collier (fig. 296) est une (ransformation
du méme genre, dont [a théorie géométrique se raméne 4 celle
de la biclle et de la manivelle. Sur un arbre O est calé un
cercle dont le centre C est situé en dehors de axe 0, et dont

Fig. 29%.

la circonférence enveloppe l'arbre entiérement; c’est cotte
circonlérence massive D gquon appelle excentrigue. Au pour-
tour du cercle est placé un collier ou bague AA, qui enveloppe
tout 'excentrique et a iniérieur duquel cetle picee peut glis-
ser 4 [roilement doux. Le collier est allaché 4 des barres
droites A’B, entre-toisées I'unc a l'autre et qui se réunissent
en un méme point, mobile sur une droile 0Y (ou sur un arc
de cercle de faible longuenr, qu'on peut eonfondre sans erreur
avec une droite), dont le prolongement passe par le point 0,
cenlre de rolation de l'arbre. .

Joignons le paint O au point C ¢t le point € au point Y; ces

-

A COLLIER. £29

longueurs restent constantes dans le mouvement, cor Ia
droite OC appartient au sysiéme invariable de Tarhre et CY
ost In distance constante du point Y, qui fait partie du systéme
des barres d'excentrique, au poinl G, centre du cercle formé
par le collier A4. Tout se passe donc comme si une manivelle
QC, égale a I'excentrieité, menait la biclle CY; le mouvement
circulaire continu de U'excentrique imprime donc au point ¥
le long de sa trajecloire un mouvement alternalif dont I'am-
plitude est égale i 20C.

Cette transformation de mouvement n'est généralement
pas réciproque, parce que la poussée qu'on exercerait dans
le sens YB produirail nne augmenlation de frottement de
la bague contre 'excenlrique et ne pourrait faire tourner
- celte pidce. L'excentvique a, comme nous le verrons plus
fard, P'inconvénient d’accroitre beaucoup le travail du frot-
tement développé par Uemploi d'une biclle et d'une mani-
velle; malgré cette infériorité, 1'excentrique est trés employé
dans les machines, parce que le calage de celle piéce sur
Varbre tournant évite les coudes qu'il serait nécessaire d'y meé-
nager pour e passage des bielles. On peut regarder V'excen-
irique comme un systéme particulier de manivelle dans lequel
le bouton, sans changer de cenire, auraii augmenté de dia-
métre jusqu’a envelopper I'arbre tournant lui-méme.

TRANSMISSION PAR BIGLLE ET MANIVELLES INEGALES.

274. Nous avons déja donné (§139) la théorie géométrique
de ce mécanisme. Il nous resle i chercher les conditions pour
‘que le mouvement puisse élre indéfiniment prolongé dans le
Améme sens autour de chaque arbre tournant.

Nous allons déterminer les conditions nécessaires et suffi-
santes pour que les deux manivelles Ab, Ba (fig. 155) puissent
faire chacune un tour enlier autour des centres A et B. Pour
<ela, commencons par chercher s'il y a des limites & Uexcur-
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sionudes points b et @ sur les circonférences que ces points
décrivent dans leurs mouvements simulfanés.

Du point B comme centre (fig. 297), avec un rayon égal en
valeur absolue & la différence ab — Ba,
décrivons un arc de cercle; si cel are ren-
contre la circonférence lieu du point p
en deux points I et b',, le bouton b de
la manivelle Ab ne pourra pas pénétrer
dans Larc b'’, compris enlre ces deux
poinls; car, pour tout point m de cet
arc, on aurail B <BY, c’est-d-dire que
dans le triangle Bma, formé par le cen-
tre B, Pextrémité m de la bielle et le
point mobile ¢, le ¢61¢ Bm serait moindre
que la différence ab — Ba des deux
aulres cotés, ce qui esl impossible.

Du point B comme centre, avec un rayon ¢égal & ab + Ba, dé-
crivons un second arc de cercle; si cet arc coupe le cercle dé-
crit par le point b en deux points b, b",, ces points représen-
teronl de méme les limiles de 'excursion possible du point b.
Autrement on ohtiendrait un triangleBan dans lequel le 616 B,

plus grand que Bb", scrait plus grand quela somme, ab~+ Ba,

des deux autres cotés.

S'il en est ainsi, le pointb est assujetli & parcourir soit I'are
bV, soit are b',b",, et & osciller entre les deux extrémités de
Pun de ces arcs. C'est ce qui a lieu dans Ia transmission du
balancier a I'arbre tournant d’'une machine a vapeur.

On saura de méme si excursion du point a est limilée sur la
circonférence Ba, en (racan! du point A comme centre, d’abord
avec un rayon égal a la somme ab +- A, puis avec un rayon

égal en valeur absolue a la différence gb — Ab, des ares de -

cercle qui pourront couper en deux points, ou toucher en un
seul point, ou enfin ne pas rencontrer du tout, la circonfé-
rence décrile par I'extrémité a de la manivelle Ba.

Pour que le mouvement de rolation autour du centre A du
plus grand cercle ne soit arrété nulle part, il faut et il suffit

-
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oint b passe au point E de la ligne des centres,

ﬂsgﬁggiii‘g plus ézale 4 ED, et que quand le p_oint b passe

- int I, 4 Pautre extrémité du diamétre, la bielle smt. au
b PO '(ral,e 4 GF. Car GF est la plus courte droite qu'on puisse
g e(llju point F & la circonférence B, de méme que ED est la
menelI(‘mgue droite qu'on puisse mener & cetle circonférence
allrl;:rlir du point E. Appelons ala distance AB des centres, R

e rayon Ab, r le rayon Ba, el enfin I la longueur de labiclle;

3 ?
supposons R> r, ou au moins R=r, et admeltons d’abord
ue le centre du petit cercle soil extérienr au grand. Il fau_dla
gu’on ait A la fois, pour assurer la continuité de la rolation,
I=ou< (a+7r—NR)
el
l=ou> (a+R—7). :
5 : . e
Ces conditions sont incompatibles avee la condition R >r;

mais on y satisfait en supposant R=r et l=a
Il peut en étre autrement lorsque le

;
petit cercle est intérieur au g1:and J\
~ (fig. 298). En effet, au moment ou le ! ;
point b passe au point E, la longueur ! - ;
de la bielle doit étre comprise entre ED S
et EG, puisquelle aboutit en un point
E

de la circonférence GD; et quand .le

point b passe enF, elle‘doi.t étre comprise ok

entre FG et FD; cest-a-dire que la lon- g

gueur | doit satisfaire a la fois aux quatre inégalilés
R—a—r <<I<R—a-+r

et

Rta—r<Il<R+ta-r
Pour que ces conditions soit compatibles, il faut et il suffit qui
r> q; car alors la seconde limite inférieure, BR+4+a—1 ,t es
au-dessous de la premicre limite supérieure, R — g —lz— r, e 1noln
peut trouver entre ces deux limites des valeurs de [ saiisfai-
sant a la fois aux quatre inégahtés.
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En définitive, il y a deux cas seulement dans lesquels 1a
mouvement des deux arbres tournants peut étre indéfiniment
prolongé dans le méme sens:

LOSe— il =l

2 R>r>a, et a << R — »; celle derniére condition
monlre que le pelit cercle est & I'intérieur du grand; V'inéga-
lité r > « indique de plus que le centre du grand cercle est &
I'intérieur du petit. Alors la longueur I de la bielle doit étre
comprise entre les deux limites R+ (r—a) et R — (r—a).

SiR=vr, et l==a, et qu'on fasse lourner les deux mani-
* velles dans le méme sens, la droite ab (fig. 135) reste con-
stamment paralléle & lu ligne AD des centres, et par suite le
point ¢ est infiniment éloigné. La formule du rapport des
vitesses donne alors

BALANCIER, 433

jaire allernalif en circulaire continu. Elles s’opérent toufes
deus au moyen d’un lien rigide.
- 1a premiére est réalisée par Pappareil appelé parallélo-
gramime articulé; la se-
conde, au moyen de la
" pielle et de la mani-
" yelle. Occupons - nous
d’abord de ce second
dispositif.
276. Soit O (fig. 500)
la projection de 'arbre i § ;
“tournant, OP la mani- i s
velle qu le met en G, ec, axe de rolation du balancier. B, bb, et A, an,
B o Gl o s e e i e
balancier; A, Uarlicula- : :
' tion de la bielle, AP, qui réunit le balancier au bouton P de Ia
~ manivelle. :
~  Du point O comme centre, avec un rayon OA’, égal a la
. somme O + PA, décrivons un arc de cercle qui coupe
- en A’ Tarc de cercle décrit par le
point A autour du point C. Le point A’
sera une des limites de I’excursion du
; ~ balancier. Du point O comme centre,
~ avec’ un rayon OA”, égal & la diffé- -
. rence PA — 0P, coupons l'arc A’A”
~ par un sccond arc de cercle ; nous
- déterminerons ainsi le point A", se-
~ conde limite de I'excursion du balan-
- cier; de sorte que, pendant que la
' -Mmanivelle tourne indéfiniment autour
- dupoint 0, le balancier CA oscille en-
- lre les posilions extrémes CA” et CA”.
A un instant quelconque, le rapport des - vilesses angu-
lraires des droites CA, OP autour des points fixes, G et O, est
€gal au rapport des segments 01, Cl, interceplés par'la bielle
- Sur laligne des centres ; ce rapport change de signe en pas-

MEC. COLLIGNON. : : &8

égalité qu'il est facile d’établir directement. On a ainsi la trans-
mission par bielle d’'accouplement, que I'on emploie pour re-
lier I'une & Pautre les roues motrices d'une locomotive.

On pourrait aussi avec celte liaison faire tourner I'une des
roues en sens conlraire de autre ; mais le rapport des vilesses
serait alors variable. :

TRANSMISSIONS DU BALANCIER,

275, On appelle balancier, dans les machines & vapeur i
cylindre vertical, une piéce AD (fig. 299), oscillante, ou ani- =
mée d’un mouvement circulairve alternatif ; ce mouvement lui
est communiqué a une ex(rémité par le piston de la ma-
chine, et elle le {ransmet par I'anire extrémité 4 un arbre
tournant, auquel on doil communiquer un mouvement circu-
laire continu.

Les transmissions du Dbalancier comprennent donc une
transformalion du mouvement rectiligne allernatif en circu-
laire alternalif, et une transformation du mouvement cireu-

m

1
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sanl par zéro, & chaque fois que les trois points A, R, 0, gq

. » P 5 r
i = : oite finie AA’ élant des arcs de cercles éoany, mais or
trouvent situés sur une méme droite (3 139). fa dr gaux, mais orien

~ gés en sens contraire P'un de Pautre, la courbe déerite par le
- point milieu de la droite AA’ a pour ainsi dire une courbure
~ moyenne entre ces deux courbures égales et opposées; sa
courbure est done voisine de zéro, et elle est tout & fait nulle
- au point ot clle coupe ladroite 00", Enrésumé, le mouvement
~ du milieu de ladroite AA" est & peu prés rectiligne. :
~ Watl s'est servi de celte propriété pour établir Ia liaison
- entre la téfe du piston de la machine & vapeur etle halancier

PARALLELOGRAMME DE WATT.

277. Soient OA, 0'A’ (fig. 501) deux droites égales, mobileg
i dans le plan de la figure, la pre-

n/ miére autour du point 0, g
/] seconde autour du point 0’; ces

'EH,%;f'“ff;/“’ deux droitessontparalléles dans ‘Bt’ évilef’ les poussée's lat(’frales P A 0
//\ig,;",/ leur position moyenne ; la pre- R at entraine lrf{' connexion directe ‘\‘ —\—'I"/"
i e:}’c miére peut s'en écarter, dans : de ces deux RISCER g o : e
s g un sens et dans l'autre, d'un & Il aremarqué que si Pon pro-  sG————
\A) angle BOA=CO0A, et clle est - longe OA (ﬁfg. 502, 303 et 304) 4
J animée d'un mouvement eircu- - ;', d’une, quantité ‘l‘m égale & OA} et Fig. 502,
Fig. 501, laire alternatif qui la fail pas- . que P'on compléte le parallélo-

. gramme ADKA’, le point K se trouve en ligne droite avec
~ les points O et T dans toutes les posilions du parallélo-
- gramme, et & une distance OK du point O, double de la dis-
- lance OL. T

ser de la position exiréme OB
4 Pautre position extréme OC. E

Le point A de la droite OA est lié au point A’ de la droite
0’A’, par une droite AA’ de longueur constanle ; le mouvement

de la droite OA définit donc complétement le mouvement de la o
droite O’A’. On trouvera, par exemple, les positions exirémes D, i e
OB’ et O'C’ de la droite 0’A’, en cherchant les intersections Bf B . ' : o, (ﬁ e
et ¢’ de l'arc de cercle C'A'B’, déerit par le point A’ autour du \(‘\ o, i s
centre 0, et des arcs décrits des points B et G comme centres, § g = 0 \ e
avec un rayon égal & AA’. ‘ PR il. Sl

Le lieu géométrique décrit par le milieu de la droite de g h !
jonction des points mobiles A et A’ est une courbe I' I” quia or 3 |

: Fig. 503 Fig. 504

un centre a l'intersection de la droite AA’ et de la droite 00,
et qui différe trés peu d'une ligne droite si les proportions de
la figure sont corivenablement choisies. On appelle ce lien la
courbe o longue inflexion. ‘

La courbe passant par son centre a en effet une inflexzionau
point I. De plus, on peul prévoir qu’elle a une courbure {treés
peu prononcée ; car les lignes décrites par les extrémités de

- Laligne décrite par le sommet K de ce parallélogramme est
-~ donc homothétique 4 la ligne décrite par le point I; si celle-ci
- € confond sensiblement avec une droite, I'autre se confon-
] (dra gle meéme avec une droite paralléle & la premidére. Watl
. 2 pris le point K, sommet du parallélogramme articuls,
3 Poury aitacher Ia téte du piston P ; dans Ia position moyenne,

-
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436 COURBE

le point O/, centre du contre-balancier O’A’, qui assure le moy. 1l viendra

vement du point A’, coincide en projection avec le sommet K, (5) @, == m—acoso,

pointd’attache de la tige du piston. Le point I, situé au mlheu : 14) yy=n-+asing,

de la bride AA" et animé comme le point K d’un monvemep; B) Ty== — m-{ @ cos ¢,
alternatif sensiblement rectiligne, mais de course deux fojs, ) Yp==—n +asin (",

-moindre, sert & altacher la tige de I'une des pompes de la mg.

: On a d’aillevrs
chine.

(ﬂ (Q‘g-—.‘l.“] 2t (ygk_y1)2= 402,

Entre ces sept équations, ¢liminons les variables z,, y,, £,,
g, 0et 05 1 équation finale, qui ne contiendra plus que z, y
ot des constanies, sera ’équation du lieu.

~ Ajoulons membre & membre les équations (5) et (5), puis
. les équations (4) et (6); il viendra, en remplacant x, + z, et
~ y, -+, par leurs valeurs prises dans les équations (1 ) et (2),

EQUATION DE LA COURBE A LONGUE INFLEXION.

278. Soit OAA’D" le systéme articulé dans sa position
moyenne, c’est-i-dire dans la position o les deux balan-
ciers 0A, 0’A’ sont paralléles,
et ot le point milieu du lien

; ‘\&\ AA’ occupe le centre du lien
R R géomélrique qu'il décrit.
Nous prendrons pour axes

coordonnés les droites 1X, IY

G o Ia premicre paralléle, la se-

@ (cos o —cos ) =2,

a(sin ¢ +-sing) = 2y.

On en déduit

Q o
cosf = % —+cos 6,

i conde perpendiculaire aux di- sin b= = __sing.
iy reclions OA, 07A’, i : (e :
Soicnt m, n les coordonnées du point O ; — m, — n seront Llevant au carré ces équa!ions et ajoutant, il vient
les coordennées du point 0. ' o 4?: e ;
Soit 0A = a, et AA" == 2. e e (mﬂ@sﬂ—ysm o)+1,

Amenons la figure arliculée dans une position quelconque,
Oa @'0'. Appelons z,,y,, les coordonnées du point a; z,,y,, les °
coordonnées du point ¢'; les coordonnées z, y du milieu de
la droite AA’ seront

ce qui se réduil a

(8 : ysinﬂ—xcosﬁ:% (24 1).

Des équations (3) (4) (5) et (6) on lire successivement

(1) e
g — gg==—m+ @cos 0 '— m—+acos 6=a (cos 5’ 4- cos §) —Im
(2] G _ﬂl'__‘h :a(%—k‘lcoae)—ﬂm_ﬁ[z—m+acosﬂ]

Yy— iy =—n+ esin@’ —n— asing = (sin 6" —sinf)—

Prenons pour inconnues auxiliaires les angles d’écart,
=a (qﬂ—ﬂsin 0) — =2 [y—n—-asinﬁ].
= :

0 = a0A, ¢'=a'0’A’, des balanciers par rapport & leurs posi-
tions moyennes.
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l”Subs.iltuons ces valeurs dans I'équation (7
Cquation suivante, en divisant par 4:

o obten : A LONGUE INFLEXION, : . 439
La courhe lieu des points i & la forme d'un 8 allongé ; le

oint double est au point I; l'une des branches

* ouche en ce point Vaxe 1V, et a une inflexion, g

2 méme branche a deux autreg points d’inflexion, (l
1

(@ —m+ acos0)2 + (y—n — g sin G2 =12,

cu hien

symétriques par rapport au centre I, et peu éloignés 7
" de ce point. De la une certaine étendue sur laquelle

~ 1a courbure est biés peu prononcée, et que Watt a pu
sans grande erreur confondre avee une ligne droite. \
~ L’ase IY rencontre la courbe en six points, savoir, /!,
m,, m,, le point I de la branche pg, et le point d'in- {J
{lexion [ de Pautre branche, qui compte pour trois, i,
- puisque la droite IY a avec cetle branche un conlact
- du second ordre.

i 2 < *
g:c—m]ﬂ—i—(y—n)--{-za(xcuso-nysuw)—-?a(mcoso-—:vzsina)-}—a‘-‘ b—p
—_— -_0. 4
Remplacs 51 i
; _nP_ﬂC'lﬂ,t'm €0s 6 —ysin6 par sa valeur tirée de I'équation
(8), il vient I'équation -

) meosg—psing=ETM A Hly—nT4 a2 —p2_g e o

B o <

]

en repreés ¢ i '
11; ese'ntar_ltpar P, pourabréger, Ia fonction entiére dy se
cor;; egré qui figure dans le second membre,
5 cguzresogdm?s les équations (8) et (9) par rapport 4 sing
$ 05 pus, élevant an carré jout
el co el ajoutant, I’anale ¢
éliminé : : -
TRACE GEOMETRIQUE DU PARALLELOGRAMME DE “WATT,

18) _ a:cosa—ysino-:—-w, : .
(9 ' nwose——ncina—:' 219. .Sf)it()(fig. 507)1’20(@ l.ie [yt g ba]ar}cjer; OD,OF,
o ses positions extrémes, qui font des angles égaux avec la

i (xe_*_ ) : . (lI‘OitG 0E9 sa position moycnne.

e
-‘H_—l—l‘y

cos = — Menons la corde DF, puis par le point I, milieu de [a fle-

che ER, menons une droite P() paralléle a DF. Ce scra celle
droite que nous ferons décrire & la téte du piston.

Des points A, E et F menons 4 la droile PQ trois droites DG,
EK, FM, ¢gales entre elles et égales au pelit coté du parallé-
- logramme arliculé. Ces trois droiles feront des angles égaux
~_ avec PQ.

Soienl A, B, C, les milicux du balancier dans ces trois posi-
tions. Achevons les parallélogrammes ADGH, BEKL, GFMN.

Il suffira de chercher le centre de la circonférence qui passe
par les trois points II, L, N; en assujellissant le sommet H du
parall¢logramme articulé & se mouvoir sur celle circonférence,
on forcera le sommet G & se trouver sur la droite PQ aux
points G, K et M, et par suite il s’écarlera peu de celte droile
dans les points inlermédiaires de sa course. ;

Ur il est facile de voir que le centre de la circonférence pas-

nE— my 2

m{22 4 a2
&) by
a I
T — N1y

SN 0= —

Done I'équation finale est

nZ—my)2,

(10) (u{_w‘za-{—?fg)_l_l,y)g_*__ m (x3+y‘~‘)+Px)9 (
; a 7

du troisi¢me, ef le polynome que Fon obtient er b

- les carrés est du. sixiéme. La courhe est du
Elle passe a Torigine, puisque z — ¢ Y
équation. On sait d’aill int

S eurs que ce noi
la courbe, d S

siXiéme degré. ]
= 0 satisfont a
tun centre pour
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sant par les points H, L et N, est au point K. Joignons en effe;

KH, KR et RA. La droite PQ étant perpendiculaire au miliey
de ER, on a KR=KE=GD=AH. Les droites KI, AH sont

d’ailleurs paralléles; donc la figure KRAH est un parallélo- 1

gramme dans lequel KH=RA. Mais le point A ¢tant le mi-
lieu de I'hypoténuse OD

T du triangle reclangle DRO,
ona AR=AD, et par con.
séquent KH=AD=GH =

‘_E"\l?}k AT = '/;-’\-;‘ : Le po'int K est done &
Wi B ¢gale distance des {trois

points II, L et N.
La corde DI représente

5 w la course du piston. Wait
/ déterminaitlalongneur OD

par la condition que la dis-

demi-course DR. Appe-
lons Ila longucur OD, o 'angle d’écart DOE, et p la course DF;
nous aurons entre ces {rois quantités les équations

(I—l—COSz P

131 -
NDI [52]

et
p=2sinz.

On déterminera donc « par Péquation

1 G
LR
ou bicn
9sin & 5008 ‘Z 1
T
ﬂcqs-‘:)
ou enfin
o
!ang§=-,

- ponc

N ] KL.Onprouveraitde méme
ppl el B/ . que KN=KL.
i B ~ k

Fia. 507, tance OI fut triple de la

DE WATT, ; 4u

o =18 56'.

' Avec cet angle d’écart, les quantités OD, DI et RI sont cntre

~ lles comme les nombres entiers

57, 24, 4.

Enfin Watt donnait & la bride DG une longueur comprise

i 6
“‘ entrep el7p.

La déviation est trés petife. De Prony, opérant sur des lon-

4 gueurs [=2"515 et DG = 0,762, I'a trouvée seulement de

9 millimétres; M. Tchébichef a indiqué, dans les Mémoires
de I’Académie de Pétershourg (1854 et 1861), cerlaines mo-
difications de tracé, qui per‘mettrment de la réduire encore
beaucoup. Mais cette amélioralion n'a pas me,lré dans la

~ pratique.

PARALLELOGRAMME POUR BATEAUX.

280. Dans les bateaux & vapeur a palettes, on évile or-

~ dinairement de pla-

cer le balancier au-
dessus des cylindres,
parce que cette picee
a un poids trés lourd,
quicompromeltrait la
stabilité du batiment.
~La tige du pislon

(fig. 308) fait mouvoir
unepotence aux extré-
mités de laquelle sont
altachées deux biclles
descendantes AB (la
seconde esf cachée der-
riére la premiére). _
Le point A est done anim3 d’un mouvement rectiligne alter-
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natif suivant la verticale, etle point B, d’un mouvement cirey-
laire alternalif autour du centre C. Une tigerigide DE, artiey.
Iée en D avec le balancier CB, et en E avec le conlre-halaneigp
EF, porte, en un point G de son prolongement, une bride A
qui la ratlache invariablement 4 la téle du piston; on dispose
des proportions de la figure de maniére que le point G déerive
{ tréds peu pris une droite verticale. La bride GA, loujours
¢gale et paralléle 4 DB, maintient done la tige du pisloh sup
la verticale, malgré les actions exercées obliquement parla
bielle AB, lorsque la figure n’est pas dans sa posilion moyenne,

ATFAREIL ARTICULE POUR OPERER SUR UN PLAN LA TRANSFORMATION
PAR RAYONS VECTEURS BECIPROQUES,

281. Deux droites égales, OA, OB, sont assujetties & tourner
autour d'uncentre fixe 0. Un losange arliculé, ACBD, a deux
sommels opposés, A et B,
silués aux exirémités des
droites OA, OB, Tl résulte de
celtedisposition que les deux
autres sommets, C et D, sont
toujours surune mémedroite
passant par le point O, et
perpendiculaire an milieu
de la diagonale AB. Je dis de
plus que le produil OC >< OD
est constant.

En effet, da point B,
comme cenlre, et avec un rayon BC, décrivons wn cercle qui
passera par le point D; du point O, menons & ce eercle une
tangente OE. Nous aurons- '

Fig. 300.

0C3< 0D = 0L® = 0B® —BE?— 0L — T2,

quantité constante, quelle que soit la déformation de la fi-
gure.
Si done on fait suivre au point € une ligne quelconque LU,

DE M. PEAUCELLIER, %3

un crayon placé au sommet D (racera I.a ligne MM, transfor-
 mée de LL' par rayons vecleurs réciproques. Le produit

constant des rayons vecleurs conjugués sera la différence des

carrés des longueurs OB, OC.
M. Peaucellier a fail observer que I'on pouvait, en assujei-
tissant le sommet G & se mouvoir le long d'une circonfe-

~ rence passant par le point O, faire décrire une droite au
- gommet D. Il suffit pour cela de velier le point G & un centre
" fixe, I, par une bride invariable IC, dont la longueur soit égale
~ 3 la distance OI des deux centres fixes; la transformée par

rayons vecteurs réciproques du cercle décrit par le point G sera
la droite DF, perpendiculaire & la direction OL (g 112).

~ Celte remarque renferme la solution rigoureuse du pro-

bléme que Wall a approximativement résolu par son parallélo-
gramme articulé. Il suffit, en effel, desoutenirla tige du piston,
mobile Je long de la droite DF, par le systeme OICBDA, pour
que la transmission du mouvement au balancier, au moyen
d’une bielle faisantsuite a la tige D, n’entraine aucune dévia-
tion latérale de cette tige.

La transformée par.rayons vecteurs réciproques d’une cir-
conférence élant une autre circonférence, on peut se servir
du méme dispositif pour tracer un cercle de rayon irés grand,
en faisant suivre au point G un cercle de rayon plus pefit. Le
tracé des cartes stéréographiques, par exemple, pourrait étre
notablement simplifié au moyen du parallélogramme articulé
de M. Peaucellier. '

MOUVEMENT DU TIROIR POUR UNE DISTRIBUTION SIMPLE.

282. Le tiroir d'unc machine & vapeur est conduit par un
excentrique & collier, qui équivaut a4 une manivelle dont la
longueur serait égale & excentricité (3 272). Nous allons
exposer la théorie générale du mouvement du tiroir, d’aprés
M. Zeuner, de Zurich*.

 Traité des distributions par tivoirs, traduetion de MM, Debize et Mévijot,
1869, Dunod.

»
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.Sqit B le point milicu du tiroir; OB, la direction de la glgee
du tiroir, c'est-i-dire du plan sur lequel il glisse dans un seng
et dans Pautre, en découvrant alternativement les lumigreg
d’admission. Ce plan prolongé passe par I'axe O de Varbrg
tournant. La direction suivie par le piston de la machine passe
aussl par le point O; nous la représenterons par la droite 07,

n "‘
/ \\ /L‘D?
1.;‘]\_!/ ! /‘in\\a\‘ﬁ I
S (X

% S

i

Fig. 310.

Soit OR la manivelle motrice, ct OD la manivelle équiva-
lente & l'excentrique; I'angle ROD des deux manivelles est
constant.

La manivelle OD méne Ia hielle DB, qui conduit le tiroir BB,

Soit OD=r, DB, =1, BB=1,, quantilés constantes.

Pour définir la position du piston et celle du tiroir, nous
donnerons l'angle o =R 01k de la manivelle molrice avee la
direction ZO prolongée; si OD, estla position de I'excen(rique
quand la manivelle motrice passe au point morl R,, I'an-
gle D,0D sera ¢gala w. La direction OD, fait un angle YOD, =3,
avee la perpendiculaire OY élevée sur la glace du tiroir, et
c¢’esl cet angle que nous appellerons angle d’avance du firoir,
ou avance angulaire. i

CGherchons la distance OB. Pour cela projetons le point D en
E sur la droite OB; nous aurons

OE = 0D cosDOE = r sin YOD = 7 sin [ -+ ),
ED =7 cos (n4-4),

EB, = {/DB,” — DE’={/B—1%cos? (a1t &)= !\/ 1~ (%)ncoﬁ(m-k é).

DU TIROIR. ° 5
péveloppons en série le radical par la formule du bindme, el
arrélons-nous au second terme :

72

\/1 L& (%)nosﬂ (a3) =1— 35 cot {w+-0).

: TZ
Dans cette formule, on neglige les puissances de £;.l\Ious

nous contenterons de celte approximalion, el nous aurons par

conséquent
0B=a= 0K+ LB+ B,B

'2

= sin o+ &) -+ + L— i cos* a3

Dans cette équation, donnons successivement i1 o les va-

Jeurs 0 et =, qui correspondent aux deux points morts de la
manivelle motrice : il viendra

1.3
pour =0, m,:rsin&—}-l%—f,—tﬂ cos2g,

72
A e
pour e =m, mgz—rsmo—]—l—l—ll—ﬁ—lcos 3.

Cherchons le miliew, X, de P'intervalle des deux points défi-
nis sur la droite OB par ces valeurs z, et 2,. St lon r’epr-é-
sente par &' L'abscisse de ce point, qu'on appelle cenire d’oscil-
lation. dn liroir, on aura ‘

:u:'—_:'w’_;-'?:g =1+ li——-; cos?d,

Coxﬁptons maintenant les abscisses da point B a paf'tir_ du
point X, et soit § la distance XB, ou lécart du tiroir; _11 vient

73 2 ;
r=x—a/ =rsin(a-+3)— g cos? (- &) —cos 8]

2 .
=rsin (o4 d) + %sin {25+ w)sine

: R ;
—rsin 5eose-+7 058 sin e - 57 sin (284 ) sina,

expression de la forme
L g=Acoso+ Bsinw+T;
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dans celte équation, A et B sont des consfantes ;
fonclion de w, mais cette fonclion Wacquiert j
bien grandes valeurs, parce qu’elle conien( en fac

2

quantilé 1—;, laquelle est toujours tres petite. Cest un terme

correclif qu’on peut supprimer dans
calions.

DIAGRAMME DE 1, ZEUNER,

285. Laissant de coté le terme correctif F, M, Zeuner g
donné une interprétation gtoméirique de la formule

E=Acos g 4B sin o),
qui définitléeart du tiroir 3 partir

de son centre d’osciHation,
en fonetion de Fangle o, décrit

a partir du point mory par la
manivelle molrice. Ceffe équ
considérée comme une re)
P'angle pol

ation,
alion enlre
aire o et le rayon vecteur &
représente une circonférence passant
par le pole.
N = Soit OP T'axe polaire, 0 Je pole.
l\ Prenons sur OP upe longueur
0A=A, et sur une perpendiculaire
4 OP une longueur OB =B. Puis fai-
SOnS passer une circonférence par les trois points A, 0,B. Ce
sera la circonférence cherchée,
En effet, menons par le point O une droite
faisant avec OP un angle ROP = ), Projetons les points B et
Aen b et a sur la droite OR. Nous aurons O0z=A cosw,
0b=B sin o. Menons le diamétre 0. Leg quatre points 0, B,
G, A, sont les sommets d’un rect
la corde AC est ¢gale et paralléle 4 OB, T
CR, I'angle CRO est droit: on est la p

quelconque (R,

ailleurs si ’on joint
rojection sur OR de
& OB. Donc aR =00, et par con-
R. Donc enfin OR=¢.

la droite CA, ¢gale et parallole
séquent A cos o 4 B Sin w=0

[ est upg
amais  qa
teur [0

la plupart des appli-

angle inscrit, et par suile

1
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1>¢écart du tiroir est ainsi représan?é, pour :ln angle » donné,
la longueur OR correspondante a cet s el
aléi ai'cnn ;ttribue A w des valeurs superle}lrte(s} al a}risgilsférie:l ?.:Sl
‘ - rcle aupoint O, mai
N Roni:lia;flzifgr:fé?cf, I'écart% devient négalif, et con-
o I’Ilf:‘lhﬁ ; r:;e ra\-'gn vecteur, il doit étre porté surle prolonge-
SIdBI'edG Oi: droit(; qui fait avec OP I'angle w; cette construction
me?‘f}d;}it lacirconférence OACB deja décrite. Comme les valeurs
;?agativcs de & COI‘I"ESPOHC'IBI,II'.
a des ¢carts du tiroir dltftt,—
rents de ceux qui sont repré-
sentés par les valeursl posi-
tives, il est bon de disnfxguer
sur la figure les deux circon-
férences qui correspondent &
chacune de ces valeurs; on
y parvient en convenant i-:'le
prendre toujours p0'51t,nf:-
ment lavaleur de& considérée Fig. 312,
i 12121;1?: B entenee 0ACB pour les
?:1]110(1312'5 qui sont nature‘llement;positil\'es, et uncias’irconofsielizz
égale, OA'C’B’, tangente au po‘u}t 0ala I;rem ¢ ;uli s
—TROA déerit par 1a manivelle , lu ti '
;;)ositiI:‘Oet ¢gal & %B; pour I'angle R'0A, il ser? nggl;;t:]f; 1qeet ;:fz:
& — OR'. Les limitesde I’écart dans un sentset (zn i
+0C, et — OCf, pour des angles o égaux & 90 _Af_t___t__lBé e“,a‘r.l.-
Le diaméire OC des circonférences est égal 4 A* 4 B2,

P

‘ B
gle COA u pour tangente T

Dans le cas de la distribution simple on a

A=rsing,
B=1#cosd.
Done
\,f AT L BE=p

u
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B cosse ™
I=m = Coldé=tag( = —¢§ }.
AT singg ZED)

Le diamétre des circonférences qui conslituent le diagrammg
est ¢gal au rayon d’excenlricil, et Pangle COA est le complg.

ment de 'avance angulaire,

Le méme procédé sapplique au tracé d’un diagramme deg

vitesses du liroir. L'angle o croil proportionnellement an
temps, quand on suppose constante la vitesse angulaire da

Iarbre fournant; négligeant le terme correctif F, on a, en@

appelant @ cette vilesse angulaire,
dr Asi B
g | — Asne 4 Beosa | 0.

La vitesse lindaire du tiroir est donc proportionnelle i Ia

fonction B cos w — A sin w, laquelle peut se représenter par.

* les rayons vecteurs d'une circonférence, ou mieux d’une doy-
ble circonférence, si l'on exelut encore les valeurs négalives

du rayon vecteur. Les circonférences des espaces pourront

ttre employées pour représenter les vitesses, movennant
qu’on choisisse convenablement échelle, et qu'on fasse {our-
ner les deux cercles d'un angle droit dans leur plan autour
du point 0.

Enfin on obtiendrait Ia courbe des accélérations en chan-
geant encore I'échelle et en faisant tourner d’un nouvel angle
droit la courbe des vilesses, ce qui raméne 4 la courbe des
espaces. On a en effot

e -
‘d—z:— (Acosw4-D sina) 0 =— Q%

‘Nous verrons plus tard, dans I'étude de la machine  va-

peur, Putilité de ces diverses considéralions,

o : : 1 :
Si l'on conservait le terme correctif, F:_‘Tl $in (23 4 w) sinw

dans la formule qui donne &, on obliendraig une courhe diffé-
renle du cercle; mais le ferme F st toujours rés petil en

4 Oul)ieném:-—a,'m:—g——ﬁ,m:z — 3, w=

DE M. ZEUNER. 449

:-qaleuf absolue, et s’annule pour qualre positions de la ma-
' pivelle molrice, délinies par les qualre équations

w=20, 26 +w=0,
o=, 23 -1Lm =T
¢'est-a-dire pour les angles — 23, 0, = — 23 et =.
Le maximum de sa valeur absolue correspond au maxi-

" mum ou au minimum de sin (23 + ) sin v ; égalant 4 zéro la
~ dérivée de ce produit par rapporl 4 w, il vient

c0s (26 - @) sine --5in (28 + @) cosw = sin (26-F20) = .0
Le maximum cherché correspond aus qualre valeurs
28 420 =0, 284+ 20 =2x,

24 2u=n, 26 + 2w —=>75x,

T

e} T — 8,

L] &1

~angles qui définissent deux directions rectangulaires,

Les valeurs correspondantes de la fonclion sont :
L 4

2
FZ_%I sin 3 pour une des direclions,
2
et F= +’2—£ €05 pour l'autre,

- On pourra, s'il en est besoin, corriger & 1'aide de ces valeurs
les cercles du diagramme. -

COULISSE DE STEPHENSON.

284. La coulisse de Stephenson est I'appareil le plus généra-

~lement employé sur les locomotives pour changer le sens de
- lamarche, et pour faire varicr la détente de la vapeur.

Deux excentriques circulaires égaux, A el A’, sont calés sur

- U0 méme arhre tournant 0 (fig, 913). Les barres AB, A'D’ de
- Ces deux excentriques sont articulées aux points B et B avee
' LY .

- e coulisse en are de cercle, danslaquelle est engagé le coulis-

b 3
MEC, COLLIGNON. 29
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et -qaleul“ absolue, el s’annule pour quatre positions de Ia ma-

.nivelfe molrice, définies par les qualre équations

B coss 7
I s cot&:tang(% —é‘).
i 2 0=0, 25+w=0,

m:ﬂ', 23-—]—&):17,

Le diamétre des circonférences qui constituent le diagrammeg
est égal au rayon d’excenlricité, et Pangle COA est le compla.
ment de I'avance angulaire. _

Le méme procédé s'applique au tracé d’un diagramme deg
vitesses du tiroir. L'angle o croil proportionnellement gy
temps, quand on suppose constante la viesse angulaire de
Parbre tournant; négligeant le terme correclif F,ona, en
appelant @ cette vitesse angulaire,

cest-a-dire pour les angles — 23, 0, = — 23 et .
Le maximum de sa valeur absolue correspond au maxi-
- mum ou au minimum de sin (23 + w) sin w; égalant a zéro la
~ dérivce de ce produit par rapport i o, il vient

€05 (20 +- o) sine ~-5in (26 + o) cose = sin (28 -+ 20) = .0
Le maximum cherché correspond aux qualtre valeurs

dz 26 + 2w =0, 20+ 20="2x,
;ﬁ:[—Asinm—l—Bcom]ﬂ. I 28 + 90—,

T

Oubienémz-—‘é,‘m:-—ﬂ—-—ﬁ,m:z — o=z —3,

SIS

La vitesse linéaire du tiroir est done proportionnelle 4 Ia
fonction B cos w — A sin w, laquelle peut se représenter par
les rayons vecteurs d'une circonférence, ou micux d*une doy-
ble circonférence, si I'on e¢xelut encore les valeurs négatives

- angles qui définissent deux directions rectangulaires.
Les valeurs correspondantes de la fonclion sont :
L4

: - , -2 = . .
du rayon vecteur. Les circonférences des espaces pourront F:——%I sin s pour une des direclions,
ttre emplovées pour représenter les vitesses, movennant 5
; : g * : 7
qu’on choisisse convenablement Iéchelle, et qu’on fasse four- et F= +g; c0s2 pour l'autre.

ner les deux cercles d'un angle droit dans leur plan autour
du point 0.

Enfin on obtiendrait la courbe des accélérations en chan-
geant encore I'échelle et en fajsant {ourner d’up nouvel angle
droit la courbe des vilesses, ce qui raméne & la courbe des
espaces. On a en effet

On pourra, s'il en est besoin, corriger 4 I'aide de ces valeurs
les cercles du diagramme. = .

COULISSE DE STEPHENSON.

1x ¥
;—’t =—(Acosw+B sing) 02 —— Q%.

284. La coulisse de Stephenson est Pappareil le plus généra-
lement employé sur les locomotives pour changer Ie sens de
- lamarche, et pour faire varier la détente de la vapeur. :
~ Deunx excentriques circulaires égaux, A et A’, sont calés sur
- U0 méme arbre tournant 0 (fig. 315). Les barres AB, A’D’ de
- %8S deux excentriques sont articulées aux points B et B avec

- e coulisse en are de cercle, danslaquelle est engagé le coulis-
‘ : ' . 20 T

‘Nous verrons plus tard, dans I'étude de la machine 3 va-
peur, l'utilité de ces diverses considéralions. '

L . 5 2
Sil'on conservait le terme correctif, F:-‘% Sin (23 +-w) sinw

dans la formule qui donne &, on obliendrait une courhe diffé-
renle du cercle; mais le terme F cst toujours trés petit en
MEC. coLLIGNON,
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seaw G. "Un point particulier de la coulisse, le point B pyay
exemple, est en oulre assujelli 4 rester 4 une dislance inv"
riable, LB, d'un point fixe L. Le coulisscau G fait corps ay,

DE STEPIENSON. 514

nde de ce mouvement en relevant plus ou moins la cou-
e BB’ ; pour cela, on n'a qu’d agir sur le levier FG, appele
wier de changement de marche, en faisant déerire & 'articula-
on I, autour du centre G, une portion plus ou moins grande
e 1'arc de cercle HIT', Ta tringle HK transmet ce déplacement
u levier coudé KIL, mobile autour de I'arbre de relevage 1.
ine double bielle de relevage, LB', rattache 'extrémite L de ce
avier 2 larticulation B de la coulisse. Le contre-poids M, qui
squilibre les piéces mobiles dans toules leurs positions, est
destiné A faciliter ces manceuyres.
La théorie de la coulisse de Stephenson a été faile par
. Phillips™. :
Réduisons les excentriques aux manivelles équivalentes
A, OA’; solent (lig.314) AB,
*, les bielles qui com-
mandent la coulisse BB'; soit
Pun point de la coulisse atla- e e
ché a distance invariable du ¢ -0
point L, lequel reste fixe (ant
qu’on n’altére pas la position
“du levier de changement de
‘marche. Cherchons le centre | Fgid,
inslantané de rotation du systéme solide BB’.
- Soit [ le centre cherché.
~ Le point P, dans le mouvement instanlané de la coulisse,
st assujelli & resler & une distance invariable du point L.
Done la droile LP est normale au déplacement du point P, et
par suite le point I se trouve sur la droite LD prolongée. Joi-
- gnons [IB, HB'. La coulisse tournant autour du point H, par
Ypothése, on peut regarder la transmission comme s’opérant
centre O au centre II par une hielle AD, ¢t par deux mani-
;elles inégales OA, BII, ou bien par :a bielle A'B" et par deux
- Manivelles inggales OA, TTB'. 5
Le point D, point de concours des droites 04, 1B, est le cen-

L]

Fig. 313,

I

T

ce point. Elle commande par son extrémité D une tige DNP;
arliculée aux points D et N, et deslinée a {ransmeltre au firok

. ! dnnales des mines, 185k,
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g e A 3 [.e mouvement du tiroir est encore défini approximalive-
tre instantané de la hielle AB, et le point IV, point de gqn. 4 e;lt par une équalion de la forme

cours des droites OA’, HB', est le centre instantane de Ja i _ "

bielle A'IY ; ] t=Acoso{Bsinw+F,

Joignons 110, et prolongeons les droites BA, HO jusqu’y leu" ¢ elant un terme de correction qui reste tres pelit lorsque
rencontre en G. Le rapport des vilesses angulaires simulta' 4

Jerayon d’excentricité est suffisamment pelit par rapport i la
nées aulour des centres II et 0, résultant de la liaison O0ABH, .’ [ﬁngu eur des biclles. Mais cette équalion suppose quela cou-

Jisse BB’ est un arc de cercle de rayon ¢gal a la lo’n gueur _AB
des bielles. Quand il en est autremenrt, le conl?e d oscnllatlo{l
" du tiroir n'est pas immobile et se déplace suivant les posi-
tions du coulissean sur la coulisse.

sera égal aurapport des segmenls, %—2 De méme si I'on ppo.

longe B’A” jusqu’a la rencontre de 110 en un point (7, le rap-
port des vilesses angulaires autour des mémes centres, résul.
'’
tant de la liaison OA'B'I, sera égal & E?i%
Ces deux rapports devant étre égaus, le point €' et le poiny
G coincident. Done le point I est situé a lintersection da la 88 ; §
droite LP avec la droite CO, qui joint le point O au point de 987. La transmission connue <ous le nom de joint univer-
concours C des directions BA, B'A’ des bielles. .o -~ sel ou de joint hollandais, a pour objet de transformer un mou-
285. Pendant le relevage de la coulisse, I'arbre tournant 0 ~ vement de rofation autour d'un axe en un mouvement de rota-
restant immobiie, le point B tourne antour de Particulation A; " ~ tion autour d’un aulre axe renconlrant le premie.r, de telle
la droile BA est donc normale & la trajecloire du point B, ~ sorle que, lorsque le premier arbre fait un tour entier, le se-
de méme la droite B'A’ est normale i la trajectoire décrite - cond fasse aussi un tour enfier. i :
par le point B’; donce enfin Vintersection ¢ de ces deux droites - Soit AB le premier axe, ¢t EF le sccond; les deux di-
est le centre instantané de rolation de la coulisse penda ~ rections de ces axes se coupent en un point O.
Popération du relevage. i La (ransmission s'¢lablit en ajoutant aux deux arbres des
286. Lorsque le coulisseau est trés prés du point B, I'excen- - fourchettes demi-circulaires CBD, GEII ; la figure suppose que
trique A commande seul la marche du tiroir. Si on le fait passer ~ Lune, CBD, est tracée dans le plan du papier, tandis que L'au-
au point B’, en relevant la coulisse, c’est I'excentrique A’ qui -~ tre, GFII, est tracce ‘ i ‘
commande la marche, et la distribution est renversée ; la ma- i dans un plan perpen- '
chine prend alors la marche rétrograde. Si enfin le coulisseau .~ diculaire au plan de i /‘ /P
est amené au milieu I de la coulisse, on dit que la coulisse st * la premiére; clles "2 \\x
aw point mort; le tiroir conserve un pelit mouvement oscilla . - ont chacune la forme %p"ﬁ
toire, généralement insuffisant pour démasquer les lumicres ~ d'une demi-circonfé- b \
d’admission, et la distribution de 1a vapeur esl inlerrompue. |
La course du tiroir varie quand on change la position du cou=
lisseau, soil entre les points I et B, soit enfre les points T et B
en méme temps la longueur de la détente de la vapeur dans
le cylindre est modifice. .

JOINT UNIVERSEL.

|
i
|

il
rence décrile du point Fig. 315.
0 comme centre. Aux !
- points G, D, G, I, les fourchettes sont percées DOILE GECOEOIT !Cf’
~ exirémilés des branches d’un eroisillon solide CGDI, dont I
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deux branches CD, HG se coupent au point O 4 angle dI‘Oite' ;
en parlies égales. :

Si lon fait tourner la fourcheite GBD autour de I'axe AR ]é
branche CD du croisillon est entrainée dans ce mouvéme;lt b
les points C et D décrivent une circonférence dans un PIHI;'
perpendiculaire & I'axe OA. L’angle COH res(e toujours drojf_
et les points Het G de 1'autre branche restent & des dis[ance;j
constantes des points C et D, toul en parcourant une circonfa.
rence dont le plan est normal 4 I'axe OF, A

Lorsque Pextrémité G revient 4 son point de départ, le pre-
mier arbre a fait un tour entier, mais Uexirémite H est reve.
nue & son point de départ, et I'arhre EF a aussi fajt un tour
entier. ;

288. Proposons-nous d’étudier le mouvement du croisillon
pendant la durée d’une révolution enticre accomplie a la fois
par les deux arbres. '

gavance en M sur la premiére circonférence, on lrouvera la
position correspondante du second en décrivant du point
M comme cenfre, avec un rayon sphérique MN égal & un qua-
~ drant, un arc qui coupera le cercle PR au point N cher-
ché.

Soit o I'angle B'OL que fait le prolongement de I'axe AB
avec Vautre axe FE. Appelons & I'are CM qui définit la posi-
tion du point M, et y I’arc IIN qui définit la position correspon-
dante du point N. Lé triangle sphérique NIIN a pour cotés

NI, 1IN, MN

T

k3
les arcs g% Y et g

™

I’angle MIIN, opposéau colé 3

y est égal au supplément de Pan-

gle BOE, oud = — a. :
Le triangle polaire du triangle MIIN aura pour angles

1 ™
g +$,_ 1, et -‘2-

: Il sera done rectangle, et Phypoténuse sera égale & o. Or le
- cosinus de I'hypolénuse est le produil des colangenles des
- angles conligus: onaura donc

€05« = cot (% +x )cot{n—y) = tang xcoty,

Fig, 516,

: 4 ou cnfin

Considérons (fig. 516) la sphere qui a le point O pour cen-
tre et la distance OC pour rayon. Lextrémité C de la fourchette
CBD décrit sur ceite sphére le grand cercle CMD, dontle plan
est normal & T'axe AO; extrémité I de l'autre fourchette,
que nous pouvons concevoir comme située sur la méme sur-.
face sphérique, décrit sur cette surface une circonférence de
grand cercle PNR, dont le plan est normal & I'axe OF, Par hy- 8
pothése, la distance sphérique des deus points mobiles est .
constante et égale 4 un quadrant. Si donc le premier point 3

tang x=tang ycos a,

- relation & laquelle on serait parvenu directement en appli-
- (uant la formule fondamentale au friangle sphérique MNIE
- dans lequel le cote MN est égal 4 un quadrant.
- Différentiant, il vient

dz iy

5= = 0S4}
cos*z ~ costy o or t
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: tre les valeurs y = m, y = n. Cetle valeur moyenne est don-

p Fm i s
Ie rapport(— est le rapport des vitesses angulaires g -
dy & : 1o e - pée par Iéquation

aulour des arbres AO et OE, et I'on a 3

w  dr  coszcose
s dy T cos? y

Or de I’équation

lang z=tangycos g

on tire
cos?z= —-—-—1*—.
14 tang? ycos?e
Done
3 COS & €08 o oS e

o' cos?y (1 + lang?ycos?s) " cusy sinfyeosta 1 —sil g+ i ycost g
cos =
1—sin%s sin?y’

o 6] .. .
Le minimum du rapport — correspond au minimum de

sin® ¢, c'esl-&-dire d y =0 ety = =; le point N passe alors au

point I ou au point G, et le rapport% a pour valeur cos a.

¥

- : 3% o i
Le maximum a lieu pour y = - on ~2‘-, ¢’est-a-dire pour le

2
passage du point Nen I ou en R, et du point M en Il ou en G;

s %) cos o 1
la valeur minimum est — = — =
w 1-—sin®* cosa

w . : . '
Le rapport—J est donc foujours compris enlre les deux

limites cos « el b Sa valeur moyenne pour un tour entier ~

est 'unilé; lorsque y augmente de 2z, z augmente aussi de
2=. La periode Ia plus petite est égale & un quart de tour.

La valeur moyenne du rapport est ainsi la moyenne propor-
tionnelle enfre ses valeurs ex(rémes.

289, En général, soil f(y) une fonction de la variable y, donl
on demande la valeur moyepse dans I'intervolle compris en-

fﬂ 3
fli dy
i
=1

n—1

Cherchons, d’aprés cette régle, la valeur moyenne du rap-

- port 97p0ur un lour entier, ¢’est-i-dire entre les limiles y=3
w

et y =B+ 2=, [ élant un are queleconque.

Nous aurons pour la valeur cherchce

,‘.+‘?.:
2 dy
’
7 o

8
U=
! O

Mais 2 dy = dz, ct comme & augmente de 2z quand y aug-
e

" mente lui-méme de 2=, nous trouverons, en définitive,

U= —=1.

bl 4
On cn déduit Pidentité

fﬁ"'ﬂ"  cosedy o

T e T
5 1—sinesin®y i

quels que soient les ares conslants § et a.
: . hiL.
290. Reprenons la recherche du rapport o bar la géomctrie.

Par le point Met L'axe OA faisons passer un plan; il coupera
la surface de la sphére suivant le grand cercle BMB’, et l'are
BM de ce cercle sera la posilion prise par la demi-fourchetie
de 'arbre AB quand elle aboutit au poinl,lg\'l. De méme, falsctns
passer un plan par le point N et l'axe 0L; il coupera la spher'e
suivant le ¢rand cercle ENF', et Vare IN repljese,nterg la posi- -
tion correspondante de la demi-fourchetie fle 1 :}rbrc O,F. L'e
plan BME' est normal au grand cercle CM, trajectoire de l'extre-
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mité M du quadrant MY; de méme le plan FNF cs
en N a la trajectoire PNR de
drant,

(es deux plans se coupent suivant une droite qui passe par
le cenire 0 de 1a sphere et par le point §, intersection deg
deux grands cercles tracés 4 sa surface, La droite 0S est dopg
Vaze instantané de rotation du quadrant mobile NN, cest-3-
dire du croisillon. En (’aulres termes, 4 chaque instant g
croisillon a pour axe instanfana de rolation Vintersection des
plans des deux fourcheltes, :

Le point 8, intersection des deux grands cercles délermings
par ces plans, est mobile i la surface de la sphére ; il coincide
avee le point F” quand la figure est dans la position que nous
lui avons atlribuce en premier lieu; il coincide aveo Je point
B quand la fourchette CBD sest avaneée d’'un angle drojf,
Enfin, Ie point S décrit & 1a surface de In sphére une courbe
termée comprise cnlre les points I’ et B ; cette courhe
peut servir de directrice 4 un céne dont Ie sommet est aun
point 0, et qui contient I suite des axes inslantanés du croi-
sillon.

Pour avoir le rapport des vitesses angulaires des deux arhres
& un mémeinstant, il sufgg d’observer quela vitesse angulaire
du premier arhre AB est ¢gale & la vitesse linéaire du point
M, divisée par la distance MO, du point M 4 cet arbre, laquelle
dislance est conslante; que de méme la vilesse angulaire du
second arbre est dgale 4 1a vitesse lingaire du point N divisée
par la distance NO, qui est ausi constante et ¢gale a MO, Les
vitesses angulaires des deux arbres sonl donc . enire elles
comme les vilesses lincaires des poinis M et N; mais les points
M et N, considérés comme apparlenant au croisillon , ont des
vilesses proportionnelles i leurs distances respectives i l'axe

HOI‘mal
Pautre extrémité du méme qua-

mstantané 08. Le rapport des vitesses angulaires — varie done
w

:

avec ces distances. Dans la premigre position que nous avons
supposée pour le joint, il est ¢gal au rapport des distances des
points C el 1I & Paxe QF (lig. 317), et s1 nous abaissons GG’

UNIVERSEL, 459
perpendiculaire sur OF', il sera exprimé par la fraclion
_Q% = cosa, qui est plus petite que P'unité.

11

Dans la position 4 90° en avant de
I'axe AO esl devenn Paxe
instantané de rotalion, et
par suile le rapport des
deux vitesses angulaires
est exprimé par la frac-

la premiére (fig. 518),

HO :
ion =— a
lion i rapport égal

linverse du précédent. . :

Le rapport des vitesses angulaires, qui est en moyenne égal
a l'unité, varie enlre ces deux limites. : ;

On voit que les variations du rapport des vilesses sont d.a}l-
lant moindres que angle AOE des deux arbres est plus voisin
de deux droits. La transmission est possible tant "que cet
angle est supérieur & un droit : de i le nom d'universel donné
dce systéme de joint. Mais lorsque I’ang'le.des deux arbres est
droit, la transmission cesse d'dlre admissible , car alm:s las
distances CC’ et RV sont nulles: de sorle que, si la vxtes}se
dngulaire de I'un des arbres est constante, la vilcs'se z_mg?ru‘lmre
de Vaulre devrail varier 2 chaque tour de zéro a linfini, ce
qui dénole une impossibilité. : P

291. Le joint universel est employé dans les ateliers ott 'on
doit inslaller un arbre tournant d'une tiés grande longueur.
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Lajustage d'un tel arbre sur un grand nombre de paliers serait

extrémement difficile, et demanderaitune précision & peu prgs
impossible a réaliser dzns la pratique : un léger lassement,
une pelite dévialion dans la pose, fausseraient la direction de
Iarbre et donneraient naissance & des résistances presque
insurmontables. On évite cet inconvénient en fraclionnanpt
I'arbre en (rongons et en réunissanl ces troncons les uns gux
aulres par le systéme de fourcheties et croisillons. Les angles
de deux froncons successifs ¢lant {rés voisins de 180°, les
vapporls des vitesses angulaires sont & {rés pen pris égaux i
I'unilé, enmme si l'arbre était conlinu.

Les Hollandais se son( longlemps servis du joint universel
pour raltacher la vis &’Archiméde, destinée aux ¢puisements de
leurs polders, & un arbre horizontal qu'un moulin 4 vent met
cn moavement. Les varialions du rapport des vilesses angu-
laires sont sans inconvénient pour ce genre de travail. Elles

empécheraient, au contraire, d’employer le joinl universel

pour les transmissions & grande vitesse, lorsque 'angle des
deux axcs n'est pas (rés ouvert.

DOUBLE JOINT DE IIOOKE.

292. Lorsqu’on veul {ransmetire un mouvement de rolation
d'un arbre & un autre arbre qui rencontre le premier sous un
angle droit, le joinl universel ne s’applique plus; mais on
peul couper les deux axes donnés par un axe auxiliaire faisant
avec chacun d'eux des angles plus ouverts, etappliquer un
joint universel du premier axe & 'axe auxiliaire, et un aulre
joint universel de l'axe auxiliaire au second axe donné.

Si l'angle des deux axes donnds, sans ¢tre rigourcusement
droit, élait voisin de ’angle dreit, la (ransmission directe par
joint universel serait défectucuse, parce qu'elle donnerait lieu
ade tres forles variations durapport des vitesses. En employant
un axe auxiliaire, on pourra ouvrir les angles davantage et

DOUBLE JOINT DE HOORE. 461

réduive de heaucoup ces inégalilés, el méme, si I'on fait en
sorte que 'axe auxiliaire coupe les deux axes donnés sous des
angles égaux, les variations de vilesse produiles par le pre-
mier joint pourront étre exactement corrigées par celles que
produit le second, de telle mani¢re que la transmission de-
vienne rigoureusement uniforme. On obtient alors le double
joint de Hooke.

Fig. 519.

- Soient (fig. 519) AB, PN, les deux axes donnés, qui se cou-
pect en R sous un angle quelconque ARP. Prenons & par-
tir du point R deux longueurs égales, RO = L0’; menons
la droite 00/, qui nous servira d’axe auxiliaire; elle coupe les
deux autres axes sous des angles AO0’, 00'P égaux chacun &
la moiti¢ de Pangle ARP augmentée d'un angle droit. Etablis-
sons un premier joint universel en O, & la rencontre des
axes A0,00';” un sccond joint en 0" & la rencontre des
axes 00/, O'P. Nous rendrons paralléles les branches EF, KI
des deux croisillons qui sont liés & Parbre intermédiaire OO/,
ce qui revient 4 placer dans un seul el méme plan les deux
fourchetles de cel arbre.

Par le point R, conduisons un plan XY perpendiculaire i
Faxe 00'. 11 est facile de voir que dans toutes les positions du
systéme, les deux joints O et 0 seront symétriques par rapport
& ce plan; le joint O pent étre considéré comme limage dn
joint 0, vue dans un miroir plan qui serait placé en XY perpen-
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diculairement 4 la droite 00, Lorsque le point™C de l'arhre Ap
parcourt un cerlain are, le point M de 'arbre PN parcourt yy
arc symétrique et par suite ¢gal, de sorte quen définitive Jeg
vilesses angulaires autour des arbres AB,PN sont constammeng
les mémes, hien que la (ransmission s'opére de I'up 3

l'autre au moyen d’un arbre 00’ dont la vilesse angulaire est
variable.

293. Ce résultat est indépendant de la longueur 00, et sy

sisle encore 4 la limite lorsque les deux points 0 et 0’ viep.

nent se confondre avee le point R. Pour rendre possible 1

transmission ainsi concep-
lrée sur un méme point, il
faut supprimer les bran.
ches CD, LM des croisillons, -
qui se géneraient dans
leur  mouvement com-
mun, el les remplacer par
des circonférences mas-
sives décrites sur ces hran-
ches comme diamétres. Le
mouvemenl des deux cir-
. conférences ne sera arrété nulle part si leurs diamétres sont

assez différents pour permetire a Ia plus pelite de passer dans __ ;

la plus grande.

La {ransmission prend alors la forme représentée par la
figure 320 : '

AB, premier axe,

CBD, premicre fourchette:

PN, second axe ; !

LNM, seconde fourchette, de rayon plus pelil;

0, inlersection des deux axes : : .

CEDF, circonférence massive, rénnie 4 la premiére fourchetle

aux points G et D, mobile autour du diamétre CD, et tenant ‘

lieu de la branche CD du croisillon ;
LFME, circonférence massive de diamétre un peu plus petit
que la précédente; elle est ratlachée & la seconde fourchette

2

JOINT DE CARDAN, . © 45

: par les pointsL et M, autour desquels elle peut tourner, et a la

remicre circonférence par les points E et T, silués & un qua-

‘7 drant des points G et BM. Elle tient lieu de la brapche LM du
. second croisillon. I’axe EF, qui représente a la fois }es l?ran-
. ches EF et KI des deux croisillons de Paxe OQ’, peu‘t btre & vo-
1 Jonté conserve en enlier, ou réduit a ses portions utiles, Eet F.

La circonférence LFMEdoit éire d’un diaméire assez petit pour

'l passer dans le creux LNM de la seconde fourchette ; la seconde

fourchette doit de méme passer dans la circqnférence CEDF,
qui doif passer dans le creux CBD de la premiére fourchette.
Il ne reste rien de I'axe intermédiaire 0’ 0", Le mouvement
des deux arbres est symétrique par rapportau planXY, qui elast
normal & cet axe intermédiaire, et qui partage en deux parlies

- égales I'angle des deux axes donnés.

L'ensemble des deux circontérences concenlriques n.lassivcs-
CEDF, LFME, dont I'une est mobile auiour d'une droite, CD,
passant par son cenlre, et dont autre esl mobile aatour d'un

{ diamétre, EF, de la premiére, & angle droit sur la droite CD,
- constitue l'assemblage & la Cardan.

LI

i

Fig. 321, %
P, P' pinnules pour viser dans le plan verlical ab.

i
t
\l‘

On P'emploie dans la marine pour la suspension de la hous-

-~ sole (fig. 521), des harometres, ete.; l’in§trl1men§ ainsi sus-
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pendu, libre d'osciller dans tous les sens, peut reste
dans la position verlicale sans participer aux oscillations q
batiment.

APPLICATION DU JOINT AUX TPRESSES TYPOGRAPHIQUES

CHAPITRE VI

294. Le joint universel est employé dans les presses typd-lr
graphiques pour fransmetire le mouvement des rouleaux qui-:'
portent la composition, & la table de marbre sur laquelle ost
place le papier. L'arbre dévié, auquel le joint communique Je
mouvement, porie un pignon qui engréne avec une crémail-
lére attachée & la table de marbre; ’engrenage a lieu tantor
par-dessous, tantot par-dessus, de maniére que la table accom-
plisse toute sa course allernativeraent dans un sens et dans
'autre. - ]

Ce mode de {ransmission a l'inconvénient de rendre varia-
ble le rapport des vitesses de la table et des rouleaux;il en
résulte pour I'impression le défaut connu sous le nom de
papillotage.

M. Normand a entiérement corrigé ce défaut en substituant
au pignon circulaire engrenant avec une crémaillére droite
un pignon ovale engrenant avec une crémaillére ondulée. Le
tracé de cet engrenage, A vitesse variable, est fait sous la con-
dition de rendre uniforme le mouvement de la table; 1‘irrégu—l.
larité de la transmission par le joint universel est compensée’
dans chaque position des piéces par l'irrégularité due au pi--
gnon ovale, |

Depuis, M. Heuze a imaginé une seconde solution dérivée

TRANSMISSIONS DIVERSES

MOUVEMENTS DIFFERENTIELS.

 295. On appelle mouvement différentiel un mouvement lent
oblenu par la composition de deux mouvemenls en sens con-

fraires.

~ Les trains épieycloidaux, par exemple, permetlent de réa-

Jiser de véritables mouvements différentiels (3 250). En voici

dautres exemples.

P
I,

des mémes principes, et qui, tout en conservant le pignon cir- o
culaire et la crémaillére droite des anciennes machines, altére
au moyen d’un engrenage & roues ovales la vitesse de rotation é?

des rouleaux. Dans cette solulion, la table de marbre conserve
son mouvement irrégulier, mais les rouleaux recoivent aus
un mouvement irrégulier tel, que le rapport des vitesses =

reste t, ce qui suffif pour éviter le papillolage. ‘ : oisy ' > :
constant, o el 5 Le treuil différentiel, ou treuil chinois (fig. 522}, consiste en -
50

MEC. COLLIGNON,
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un arbre tournant horizontal, AB, sur lequel sont montés bm":
& bout deux cylindres, C et D, derayons différents. La corde g
atlachée par ses deux extrémités & la surface de ces Cylindres’ ]
s'enroule sur le cylindre D, et se déroule du cylindre C, Amesypg
qu’on tourne la manivelle M. Elle soutient un poids P parpjp.
termédiaire d’une poulie. Soit r le rayon du cylindre C, e
le rayon du cylindre D ; pour un tour de manivelle opéré dapg
le sens convenable, le cylindre D enroulera une longueur dp
corde sensiblement égaled 2zR ; en méme temps, le cylindre
C déroulera une longueur de corde égale & 27r; le poids Pmop-
tera de la demi-diff¢rence de ces deux longueurs, ou dex (R—r);
le mouvement du poids P sera donc identique & celui quil

P o 3
: 3 S, On verra_ i

- pavance en définitive vers la gauche que de la différence h—1v,
- gest-a-dire qu'il se déplace comme I’écrou mobile d’une vis
. fixe qui aurait un pas égal a cetle différence.

997. Le mouvement est donné & la machine & aléser (fig. 324)
- par la roue &, montée sur Varbre creux cccc. L’outil B est
- monté sur cet arbre, & Pintérieur duquel passe une vis 11,
. prise & ses exirémiiés dans des collets fixés & I'avbre et entrai-
. pés dans son mouvement de rofation.

prendrait sil'on employait un treuil de rayon

plus tard l'utilité de cette disposition.
296. La vis différentielle de Prony (fig. 523) repose sur un

principe analogue.
i * 6

R T R A R

Fig. 323.

%

Fig. 324

* Le cylindre creux porte une roue d’engrenage L, qui engréne
* avec laroueR ; celle-ci fait corps par l'intermédiaire de 'axe
;"I, avec une roue R’ qui engréne avec la roue K, donnant le
mouvement & la vis. Il résulte de ces dispositions que, quand
“ on fait tourner la roue G, l'outil B tourne au dedans du
'~ cylindre, et avance en méme temps d’une certaine quantité,
- Soit hle pas de la vis, nle nombre des dents de la roue K,
- 0’ et n” les nombres des dents des roues R et IV, enfin m le
- nombire des dents de la roue L. ‘

- Pour un tour de la roue G, laroueL fait aussiun tour; la

La vis V traverse deux écrous, E, F; écrou E estfixe ; I'écrou
F est mobile le long d’une rainure. I.

La surface de la vis est garnie en AB d’un filet dont nous
désignerons le pas par h, de telle sorte que, quand on fait faire
un tour entier & la vis dans le sens convenable, la vis avance
dans son écrou, vers la gauche, d'une quantité égale ah.

La région GD de la vis est garnie d’un filet dont le pas, I/, est
moindre que h; P'écrou I est ereusé suivant le tracé de ce filet.
Si donc la vis n’avail aucun mouvement longitudinal, un four -
entier de la vis fevait reculer vers la droite 'écrou mobile F de
la quantité b'. Mais la vis s’avancant vers la gauche de l_a.
quantité h, et entrainanl I'écrou dans ce mouvement, I'écrou .

’ B . . m
- roue R etlaroucl font done une fraction de tour égale & o et
"

: laroue K une fraction de tour égale a 5 e s ¢’est aussi le dé-

- Placement angulaire absolu de la vis HH. Le déplacement an-
~ Sulaire de la vis par rapport & la roue L est donc égal a la
' o

' différence 1 — M3
, nn
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L'outil E, pendant qu’il fait un tour entier avec Parhre,
s'avance le lond de cet arbre, en vertu du mouvement relauf

- - B . ) sar 4 [ N
imprimé a la vis, d'une quantité égale a h (1~—n—,><?l :
n

En généi‘al, n'=n"et m=n—1, et le déplacement longj.

tudinal de Voutil est égal a b ('1 b 1) — :%

On obtient ainsi un mouvement trés lent de outil, ce qui

est essentiel pour le succés de I'opération qu'on veub exe-
culer,

BANC A BROCHES.

298. On appelle banc & broches I'appareil employé dans les
filatures de coton pour faire subir au fil une premicre torsion,
et le renvider en méme temps sur une bobine,
que l'on placera ensuite sur la mull-Jenny, o
s’achéve le filage.

tour de I'axe AA, un mouvement de rotaiion qui
produit & la fois la torsion des fibres élémen-

Fig. 325.

Le fil provenant des cylindres étireurs entre
dans la broche, ol ses fibres, d’abord paral-.
léles, recoivent une torsion hélicoidale. La bro--
che se compose de deux ailettes équilibrées ab,
a't', dont 'une seulement est creuse. Le fil tra-
verse la partie supérieure de la broche, entre
au point ¢ dans Pailette, et en sort au point b,
pour s’enrouler sur une bobine B, montée sur
I’axe AA de la broche. On donne 4 l'ailelte, au-

taires du fil, et I'enroulement du fil autour dela
bobine. Si celle-ci restait immobile, 'enroule-
ment du fil serait trés rapide, et il en résulterait destensions .
qui netarderaient pas a rompre des fibres encore irop peu
résistantes. Pour empécher ces ruptures, tout en donnant &
Pailelte une grande viless: angulaire, on communique a la "

DIFFERENTIELS. 4G9

pobine une vitesse angulaire un peu moindre et dansle méme
sens, de sorte que I'enroulement du fil autour de la bobine
s'opére comme si, la hobine élant fixe, l'ailette tournait aulour
d’elle avec la différence des deux vilesses angulaires ahsolues.

299. Outre ce mouvement de rotation autour de son axe, la
bobine doit recevoir un mouvement de translation le long da
méme axe, de maniére que les spires successives du fil enroul¢

Fig. 326,

se placent jointivement les unes & colé des autres; la bobine
doit donc alternalivement monter et descendre, de manicre a
présenter suceessivement toutes ses sections droites en regard

_: ~du point b qui fournit le fil. Ce mouvement rectiligne alter-
. nalif est obtenu (fig- 326) au moyen d'une roue dentée, engre-

nant alternativement avec deux crémailléres, ed, ¢'d’, solidaires
Tune de Pautre, et commandant une méme tige AB. Le chan-
gement de sens entraine le déplacement de I'axe de rolation de
la roue autour de I'aréte ab, i chaque fois que la crémaillere
atteint la fin de sa course.

L’engrenage se (ransportant de 'une des crémailléres a la
erémaillére opposée, le mouvement de Iranslation se renverse.
Ce mouvement est communiqué & un chariot, qui porte une
série de broches semblables & celle que nous venons de
décrire.

300. Mais & chaque fois que le mouvement recliligne de la bo-

bine vient & changer de sens, le rayon de la surface convexe sur

lc':lquelle l’enroulcmcnt doit se faire a augmenté de I'¢paissear
du fil. La quantité de fil fournie dans unité de temps par les
Clindres étireurs restant la méme, il fagt, pour que les con-
ditions de I’enroulement soicnl conservées, que la vilesse
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angulaire de la bobine se modifie. Elle doit tourner plyg
lentement 2 mesure que son rayon effectif augmente. En méme
temps sa vilesse de translation doit varier enraison inverse de
ce méme rayon, car chaque spire du fil enroulé représene
(une fongueur de fil proportionnelle i ce rayon, sans occuper
sur la bobine un plus grand espace en hauteur.

Soit  le rayon de la bobine quand elle est vide, ¢ Pg-
paisseur du fil, p. lenombre de courses simples de la bobine
depuis le commencement du renvidement; appelons n le
nombre constant de tours que fait I’ailette en une minute,
¢t 1" le nombre de tours que doit faire la bobine pendant le
méme temps, pour foute la durée de la (p.—1)" course; soit
enfin L la longueur constante de fil & renvider par unité de
temps, et I la hauteur de la hobine & garnir, hauteur que,
pour plus de simplicilé, nous regarderons comme constante.

Au bout de p.courses simples, lerayon dn renvidement sera = 1

¢galar-+pz. Enune minute, I'ailette fait n lours, etla bobinen’;
la vitesse relative de I'ailette par rapport & la hobine est done:
de n—n' lours par minute, et comme chaque tour correspond
i une longueur sensiblement égale & 2= (r +-pe), on a la pre-
miére équalion 438
9z {T—l— .v.;) (11.—-?1') =L.
La longueur de fil renvidée sur la bobine pendant la (1)
. 3 i It g
course est égale & 2 (r—4-ps) >< ~; ear — représente le nom-

bre des spires jointives qui garnissent la surface extérieure de
la bobine. Si donc on divise celte quantité par L, on aura la
durée, t, dela (n+1)" course. Par conséquent

2 (-t nt) ><

i —

On en déduit
HEe e le
¢ 2n(rpe)”

ce qui monire que la vilesse, IEI, dela translation de la hobine,

A BROCIES. i

qaric en raison inverse du rayon effectif de Penroulement.
On peut aussi diviser membre 4 membre les deux équations.
ce qui donne

Il

4

¢ n
—_— . — - —=—¢ (n— n"
Lin—n')" L Bbey BT { s

gquation évidente, puisqu’elle exprime que la .hautour totale
3 renvider, 11, est le produit deJa durée durenvidemen( par la
hauteur, ¢ (n— '), enroulée dans chaque uniié de temps.

On voit ainsi que le mouvement dela bohine comprend une
rotation el une translation, ct que les vilesses de ces deux
mouvements simples varient pour chaque course longitu-
dinale du chariot.

501. Le mouvement est (ransmis & labobine au moyen d’un

' “train épicyeloidal imaginé par Houldsworth, et qu'il est hon

d’étudier & part (fig. 527). . .
Iarbre D, animé d’un mouvement uniforme, fait tourner

' la roue d’angle Q; une seconde roue N, & engrenage cylindri-
que, esl monlée sur un axe géométrique en

prolongement de celui de ‘1a roue Q) ; elle re-
coit son mouvement d’un pignon M, qui
lui-méme emprante son mouvement a lar-
bre D, mais par l’intern}édiaire d’une cour-
roic et d’un cone : transmission qui permet
de faire varier entre certaines limiles le rep-
port des vilesses angulaires. Un rayon de la
roue N porte une roue dangle P, qui en-
gréne, d'une parl avee la roue Q, de 'nutre Fig, 5217

avec une roue ézale R, montée aussi sur le - A
prolongement du méme axe géomélriqu?. (Vest cette c.let‘m_cr‘c.
roue R qui transmet la rotation & la bobine, par un dispositif
que nous décrirons tout a 'heure. .

Si on appelle Q la vitesse de rolation de la roue N autm‘l.r
de son axe, et v Ja vitesse de rotation de la roue Q,_la vi-
tesse relalive de Q par rapport a N era o —@; soit n le
nombre de dents des roues cgales Q et R, et n’ le nombre
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de dents de laroue P; la vitesse angulaire de P, autour dg SOR i

pignon UU. Le long pignon engréne avec un train de roues
axe supposé fixe, sera’

dentées V,X,Y,Z,W, mobile avec le chariot AA, et fait tour-
% per 'axe BB, dans toutes les positions qu’il occupe succes-
—0] > = ] =
o + givement.
el la vitesse angulaire de R, dans son mouvement rel

alif pris ;
par rapport & la roue N, sera 3

—(w—Q) >< = >< b — (C-J-—ﬂ] =0—p,

Par suite, la vitesse absolue de la roue R sera boale &
( ——m) —+0=920 ;
La vitesse w est conslante maislavilesseQ varie au momen|
opportun par le déplacement de la courroie 4 la surface dy
cone ; et par suitela vitesse 20 —  varie, et commumque ala
hobme le mouvement variable demandé.

502. Venonsenfin 4 la description sommaire d’un bane & bro-
ches, représenté dans ses traits principaux par la figure 328.

AAA chariot portant les ‘broches, mobile dans un sens et
dans I’aulre suivant la verlicale. B

BB, arbre qui donne aux bobines le mouvement de rola-
tion, au moyen d’engrenages hyperboloides. Cet arbre est en-
trainé dans le mouvement de translation du chariot.

CC, arbre fixe, qui donne le mouvement de rotalion con-
stant aux ailettes, par des engrenages analogues, représentés
sur la figure en @, @, ¢ (une seule broche est fi figurée en enlier).

DDD, albres ﬂxes en prolongement les uns des autres; 'un
d’eux fait tourner la roue Q et lui communique la vilesse w;
il commande, par l’mlermtdlalre des roues E E,G, Parbre H
sur lequel passe la courroie. -

I1, cone ou fusée, quirecoit son mouvement de la courroie,
el le transmet par P'engrenage (K, L) au pignon M; ce der-
nier pignon engréne avec la roue N, et lui communique la
vitesse ancrulau"e Q.

Q,P,R,N, train épicycloidal de Houldsworth commumquanl
a laroue R une vitesse angulaire égale a Qﬂ—m. 4
(S,T), engrenage conique qui transmet le mouvement au Imig

] |
T,

Fig. 528,

e

)

Le mouvement de translation alternatif est donnc‘au_f:harl?t
par une roue & double crémaillére (3 298), non représentee
sur la figure. .
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A mesure quela courroie se déplace vers la gauche, le pigng

M tourne plus lentement, et la vitesse @ diminue. La vilesge
restant constante, la roue R éprouve une diminution de vj
tesse, quise transmet & labobine b. La variation de vitesse esg
réglée par le tracé de la fusée I1. 3
Pour faire appuyer la courroie vers la gauche & chaque fois
que le chariot a accompli une course entiére, soit ascendante,
soit descendanle,on se sert d’un poids p, quilire vers la gauche,
par lintermédiaire d’un fil passant sur une poulie, une fourche
embrassant le tambour H. La tige ddd, terminée parun double
rochet, retient le poids pendant la durée d’une course du cha-
riot; c’est & quoi servenl les cliquets eet f. Ce dernier est muni
d’un contre-poids, qui tend 4 le maintenir fermé ; I'autre tend
a sefermer de lui-méme. Une tige hhh, traversant des anneaux 4
fixes g, g, porle deux laquels n, ', enfre lesquels se meut’an-
heau m, qui fait corps avec le chariot. Quand celui-cj atteint
exirémité de sa course, I'annean m presse sur le taquet n oun
sur le laquet »’, et déplace la lige ki soit vers le haut, soit vers
lebas. Dans le premier cas, elle souléve le cliquet ¢; dans le
second, elle abaisse le cliquet f. La tige dd glisse alors de la
longueur d'une demi-dent du rochet, et s’arréte sur celui des
deux cliquels qui resle en prise. La courroie subit un déplace-
ment vers la gauche, el la vitesse Q diminue en conséquence.
Un contre-poids ¢ sert a équilibrer la tige hh. : F
Celte description sommaire suffit pour faire comprendre la
marche de I'appareil. 11 y aurait encore & décrire la fransmis-
sion qui rend variable la vitesse de translation du chariot, et
les mécanismes accessoires au moyen desquels on peut alté-
rer légérement & chaque course la longueur a renvider surla
bobine, pour suivrela conicité de ses rebords. Nous renverrons
pour cet objet aux traités spéciaux des machines employées .
dans la filature. .

s
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ROUES DE RAMER.

] - . . o 3 -
503. La transmissionimaginée par l'astronome Romer est un

engrenage cylindrique dans lequel on fait varier, suivant une
Joi donnée, le rapport des vitesses angulaires.

Soient ST et S'T” les deux axes paralléles; joignons deux

J points S et & pris sur ces axes, et décrivons deux surfaces

coniques de révolution, en faisant .

{ourner successivement la droite S8’ n
autour de ST, puis autour de S’T'.. 3 4
Ces deux surfaces se toucheront sui- i
yant Varéte SS'. 5 < i /

Sur la surface du cone §'T', pla- AL A"
¢ons des dents coniques équidis- AN
fantes, représentées sur la figure :*\:b

par les droiles ab, ab’,... conver- T
gentes vers le sommet S'. /j;’u'
. Les dents conjuguées du cone S —
~ présenteront au contraire de sim- v
ples saillies,” occupant peu de lon- Fig. 529,

rsurles génératives de ce cone; . '
glulzlsl sz;t Iigfrées par les points A, A’ A”,...‘ répartis ‘:Sul\'i]:nt“
une cerlaine ligne AB, qu’il s'agil de détermm‘er. Ifom y par-
venir plus facilement, nous les supposerons }nﬁmmenl rap-
prochées de manicre & dessiner une ligne contmuc. : :
Quand le contact des deux syslémes touman_ts ’a lieu sur
une dent A, la transmission s’opére comme sl leng’renagc
était réduit aux deux circonférences primitives que }un Oli_
lient en coupant les cones par un plan 00’, conduit par le
point A normalement aux deux axes. ;
Le rapport des vitesses angulaires, % , est donc égal au rap-

i o sux circonférences.
portinverse, oA’ des rayons de ces deux

¥ . . .
& & partir d’ éridien arbi-
Soit p Pangle total, mesuré & partir d’un plan e
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46 , .
ROUES - ik :
traire, qui défini i Anate: ; E . La constante ¢, peut étre rédul.te & 0, en complant I'angle
i aC(Il“ dL_I““t la gumratnce‘S’A a 1a surface du Premigp . ur la surface du cone & partiv de la génératrice pour
¢. Le méme angle cst la quantité dont le cone S aura tournéﬁ' b S o :
3 ' jaquelle 9=0.

a xep n temps t. Nous sy 1 1 S
t. S suppo-. On a dailleur

i
2 . S W : ;

serons la loi de variation du rapport = donnée par une équa. 0k =1 ginw,
3 0A—=a—rsin g,

tion de la forme ]
4 deésignant la distance des deux axes; done

w __  rsinz ——.F ] )
w  a@—rsina  \sina
I’équation polaire cherchée est en définitive

F( - )
a S =«

1) (= :F—‘(-—U—).

sinz

s T
L’¢quation W%:F(?) est done, dans un systéme particu-
lier des coordonnées, Péquation de la courbe cherchée, AB 7
Dans un temps infiniment pelit, le cone S tourne autour d‘; 1
s?n axe de I'angle dg; en méme temps, le contact des denxy
cones se transporte de la dent A 4 la dent A’; soit do Pangle
A'SA. Appelons r le rayon vecteur, SA, d’un des points de la
c?urbe AB. Langle 6 scra langle des génératrices du cone§
développé sur un plan, et la courbe AB sera définie en coor-
données polaires par une relation entre les quantités r et 9.
Qr, pour un déplacement angulaire infiniment petit dg, le
pomt A déerit, normalement au plan des deux axes, un che-
1¥11n éga‘[ @ do><0A; ce chemin, considérs comme déerit par
1 e;trélmté de la génératrice SA, a aussi pour mesure rdo.
one

- Les plans MM, QQ, limitant latéralement les deux surfaces
coniques , le rapport des vitesses angulaires peut varier entre
] MN | PQ
. les fractions ive et by
La courbe une fois {racée sur un plan au moyen de I'équa-
ion (1), il 0’y a plus qu'a Penrouler sur le cone S pour obte-
nir la courbe AB. Les dents sont ensuite espacéesle long de
'~ cette courbe, de telle maniére qu’elles puissent engrener avec

" les cannelures du cone §'.

do>< 0A=rdp 5 A ; :
el par suite ‘ i . %04. 1] resterait encore 4 décrire un grand nombre de dis-
rdg '~ positifs. Nous nous conlenterons de donner, pour quelques-
% ~ uns, une indication sommaire et un croquis. -

Joint d’Oldham (fig. 330). — X, Y, axes paralléles, peu éloi-

. gnés l'un de l'autre. i
ABCD, croisillon, dont les branches, faisant tourillons, peu-

~ vent glisser dans les orifices pratiqués aux extrémités des deux

- lourches M et N.
~ Les vitesses angulaires autour des deux axes sont égales, et

lelien décrit par le centre, 0, du croisillon, est une mrconféj
Ience,

% e
Le rapport —- cst le sinus de P'angle constant; ASO, des gé-
neratrices du cone avec 1'axe. Représentant cet angle par a, il
vient la relation trés simple »
‘ dy

dy= ——

sing? -

d’oti Pon déduit en intégrant

£

Pt
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Rou'e de champ * @’ Huygens avec jon
long. pignon mobile autour de son 3
culaire au premier porte 1

dents engrenant avec Je pignon.

Le rapport des vitesses est variable,
il

2
Fig.

Manivelle & coulisse (fig. 332).
peu ¢loignés 'un de I'autre.

530.

Fig. 332,

0B, manive]le du premijer arbfe;
BG, tige fixée au bouton de cetfe manivelle
AD, m'aqiv_elle fixée au second arhre ; :
EF, rainure dans laguelle glisse 1a tice BC

Roues tronquées avee pignon mobile.a :
de la roue;

P, pignon mobile dont I'ax
autour des chevilles extréme
de leur rangce, ce qui renve

t On appelle roue de cham

sont dirigé rallg i
dirigées parallélement i s0n axe, ou Perpendiculairement 3

g pignon (fig. 551
xe. Un autre axe p
d roue excentrique AA, gar

— 00", AA’, axes paralléles

— 0, axe de rofation

e suil la rainure AB. || tourne
S pour passer d’un coté 4 I'autre
rse le sens de la transmission.

p, dans l’horlogerie, une roue dentée dont les dents
son plan moyen.

)- —Bp &
®Tpengj.
Nig de:

CHAPITRE VII

APPAREILS PROPRES A L’OBSERVATION DES MOUVEMENTS.

305. La recherche de laloi du mouvement d’un point mobile
comprend en géncéral deux queslions : recherche de la tra-
jectoire du point, - recherche du mouvement sur la trajec-

. loire. Les deux questions peuvent étre traitées a la fois : par

exemple, on observe chaque jour la position d’une planéte par

| rapport aux éloiles, c'est-d-dire on forme en fonction du
- temps le tableau des coordonnées astronomiques de ses posi-

tions successives. Ge tableau délinit la suite des points occu-

~ pés par la planéte sur la sphére céleste, et 'heure de son pas-
. sage en chacun de ces poinls; il définit done & la fois la trajec-

toire et le mouvement sur la trajectoire. Remarquons toutefois
que ces mesures d’angles ne conduisent qu’a la projection de la
trajectoire sur la sphére céleste, et que cette projection n’est
pas la méme, suivant qu'on prend pour centre de la sphére

~le centre dela terre (sphére géocentrique), ou le centre du so-

leil (sphére héliocentrique); la délermination de la trajectoire
compléte exige en outre la mesure des rayons vecleurs.

Nous supposerons dans ce qui suit que les mouvements
qu’il s’agit d’observer s’effectuent le long de trajectoires deter-
minées d’avance, et qu'on cherche sealement la loi des mou-
vements, ¢’est-i-dire la relalion

s=ft),

entre les arcs décrils, s, et le temps ¢ employé & les .dlécrire.
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En d’autres termes, il s'agit de construire empiriquement j,

courbe des espaces pour un mouvement donné. Le procéda
direct consiste & observer I'heure du passage du mobile gy
des points également espacés sur la trajecloire, ou bien A
Lenir note des espaces décrils par le- mobile au bout dintep.
valles de temps égaux entre eux. Par 'un ou par I'autre de ceg

deux procédés, on pourra construire un tableau qui donne
un cerlain nombre de valeurs de ¢ pour des valeurs corres.

pondantes de s, ou réciproquement, et sil'on multiplie suff-
samment les observations, on pourra trouver la forme de Iy
fonction f. Gette méthode demande la mesure de l'eSpace s et
du temps £.

306. Le temps se mesure & I'aide d’'un chronométre, ¢’est-

a-dire en définitive au moyen d'un mouvement dont la loi est

connue. Pour rendre 'observation plus commode, on peut se

servir du chronomélre & pointage ; cet appareil porte un méca-
nisme qui permet & I'observateur de laisser sur le cadran une

trace de Vinstant ou s’est accompli le phénoméne observé,

par excmple le passage du mobile en un point de repére.

Il suffit pour cela de presser rapidement un houton. On
arrive ainsi & évaluer le temps avec une approximation d’une
fraction de seconde. Mais cette approximation ne peut étr

poussée bien loin, car le mouvement de l'aiguille d’un chro-
nomeltre consiste dans la répétition de pelits mouvements.
saccads , égaux entre eux. Pris dans leur ensemble, cette sé-
rie de mouvements équivaut sensiblement 4 un mouvement

uniforme. Mais si l'on voulail évaluer avec un chronométre
de trés petites fractions du temps, on ne le pourrait plus,

parce que la vitesse de l'aiguille cesse d’étre constante pen-.

dant Vintervalle & mesurer. : :

507. Les vibrations trés rapides et isochrones du diapason
permettent d’évaluer le temps avec une bien plus grande exac-.

titude. '
Imaginons qu'on fasse vibrer les branches d’'un diapason

fixé & demeure sur un support; Pune des branches porle une

- pointe qui rase une surface plane sur laquelle est déposée-

o
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une légére couche de noir de fumée ; donnons i cette surface
plane un mouvement lent de translation, sensiblement uni-
forme. La pointe du diapason qui ne cesse de la toucher
y fracera dans le noir de fumée une courbe sinueuse, el

v

Fig. 534

chaque dent de la courbe, enire deux creux successifs a, b,
correspondra 2 la durée d’une vibration compléte du dia-
pason, durée connue par le nombre de vibrations que le
diapason effectue en une seconde. La durée de la seconde
sera représenlée par un certain nombre de dents, ou par
un intervalle AB, et chaque dent représentera une frac-

~ tion de la seconde égale & I'inverse de ce nombre. Si donc

sur la méme figure on marque des points qui correspondent &

Vinstant méme de la production de phénoménes, il suffira
~de comparer ces points au tracé de la courbe dn diapason pour

avoir, avec une extréme précision, I'heure exacte de ces phé-

. noménes.

Le pointage des phénoménes observés peut se faire & la main

' par Dobservaleur lui-méme; lorsqu’une grande rigueur est
~ nécessaire, on emploie de préférence les courants ¢lectriques.
- Dappareil est monté de telle sorte, que le phénoméne a obser-

ver ne puisse s'accomplir sans fermer un circuit; le courant
qui parcourt instantanément ce circuit opére le pointage sur

. le papier.

308. Certains appareils donnent directement le tracé de la

. courbe des espaces.

~ Supposons, pour plus de simplicité, que la trajecloire d’un

- point mobile soit rectiligne. Attachons un crayon au point

mobile, et, en contact avec la pointe du crayon, faisons glisser

. une feuille de papier a laquelle nous imprimerons un mouve-
- Ment uniforme perpendiculairement & la trajectoire du mo-

hile. Le crayon dessinera sur celte feuille une courbe, dont

£ o e
MEC, COLLIGNON. 2 5l
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00, axe du cylindre A ;

(, fusée conique montée sur Iaxe 00';

D, tambour, sur lequel s’enroule lefil, et qui est mis en mou.
yement par I'horloge ;

MN, courbe des espaces tracée par le crayon sur la feuille
mohile F.
~rs, droite tracée en méme temps sur lIa feuille par un crayon

fise.

les abscisses représenteront les valeurs du temps, ot dont Jeg '

ordonnées seront les espaces décrils par le mobile gyp %
trajectoire. Cetle courbe est donc la courbe des espaces.

La premiére application de celle méthode a élé faite pap
Eytelwein & l’étude du mouvement de la soupape principale
dans le bélier hydraulique. Le mouvement de la soupape eg)
rectiligne allernalif, avec disconlinuité. Un crayon, attaché
la soupape, dessinait une ligne sur une feuille de papier anj
mée d'un mouvement uniforme; cette ligne restait droite pep-
dant tout le temps de I'immobilit¢ de la soupape, puis ses
ordonnées croissaicnt tout & coup pendant la période de sou-
levement, restaient constantes pendant le repos de la soupape
ouverle, et revenaient ensuite a leur valeur premiére, quand
la soupape se relermait en relombant sur son siége. _

La feuille de papier mobile regoit lé¢ mouvement d’un
cylindre sur lequel clle s’enroule, et qui est en communication.
avee le mé:anisme d'une horloge. La vitesse angulaire du cylin-
dre doil étre telle; que la vitesse linéaire de la feuille de papier
soit toujours la méme. Il faulpour cela que lavitesse du cylindre
varie & chaque instant, en raison inverse du rayon de la sur-
face sur laquellese [ait ’'enroulement du papier; carlerayon de
celte surface angmente & chague tour d’une nouvelle épaisseur
de papier. Siv est la vilesse constante de la feuille de papieg,
r le rayon primitif du cylindre, ¢ 1'épaisseur de la feuille, _la’

Le mouvement de rotation du tamhour D étant uniforme, le
mouvement de rolation de la fusée C sera varié, el sa vilesse

angulaire sera proportionnelle 2 » 81l y a a chaque

: r-tne
“instant galité entre son rayon pg, 4 Pendroil o le fil s%en
: épare, et le rayon rs du cylindre, y compris le papier qui y est
déja .déposé. Or rs==r +-nz. On fera done en sorte que pyq soit
Aussi égul & r +ne, n représentant ici le nombre de spires de

. e : o v _ ” ] >
vitesse angulaire du cylindre doit étre 5 au commencement |

de Pobservation , et doit s’abaisser & T lours en-

tiers du cylindre, qui ont produit I'enroulement de n épais- -

' comprises & la surface de la fusée entre le plan pg et le plan
P'q’; ces spires sont équidistantes, et par suite la différence
Q’-—p’q’ est proportionnelle & la distance pp'. La géuératrice
47 de la fusée est done une ligne droite.

muniquer I'horloge avec le cylindre, au moyen d’un fil qui
senroule sur un tambour de rayon conslant, el se déroule

C’est 1a disposition représentée figure 335. 1
A, cylindre sur lequel s’enroule la feuille F, en se dérou= -
lant du cylindre B; ‘
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'~ nuni latéralement d'une double paire d'oreilles, & travers les-
quelles passent deux tringles verficales destinées & le guider
. Jans son mouvement.

A Délat de repos, il est retenu en I par une pince, qu’on
peut ouvrir en tirant le cordon F. Le corps pesant porfe vn

inceau chargé de maticre colorante, de telle sorte qu’en

tombant, il laisse une trace bien visible sur une feuille de
. papier enroulée sur le cylindre verlical AA.

Le cylindre est mobile autour de son axe, et regoit d'unc
.~ horloge une vilesse de rotation uniforme. Il résulle du mouve-
~ ment vertical du poids et du mouvement propre du cylindre,
- que le pinceau trace sur le papier, non pas une droite paral-
~ lele & sa trajectoire, mais une certaine courbe dont on pourra
' facilement étudier la forme aprés avoir déroulé le papier pour
- T'appliquer sur une table plane. Cetle courbe est représentée
* sur 'épure GG'H de la figure ; c'est une parabole, fangente a
Ihorizontale au point G. Chaque point M de la courbe corres-
pond & un espace parcouru égal & GP, el & un intervalle de
lemps proportionnel & PM, quanlilé dont s’est déplacée en tour-
nant la surface du cylindre. Soient donc o la vitesse angulaire
- du cylindre, I'espace parcouru GP,ettla durée du parcours :
~ on aura, en appelant r le rayon du cylindre,

APPAREIL DU GENERAL MORIN.

509. L’appareil du géncéral Morin, représenté figure 356, agt
desling & éludier expérimentalement les lois de la chute dog
corps pesants. k

1Y
.
W
Al

AT L

TR T

A
\
A B
Bt
\E
Y,
1

=Y

=
\—
)}

G
S

7

7

i

R

PM == ar >< ¢,
GP' = s;

P - ‘ : 1 .
il sera par suite facile de démontrer la relation s = Qgt*; il

- suffira de former pour un grand nombre de points le rapport

: s . . b Gt
s et de vérifier qu'il est constant. Sa valeur sera la moiti¢c du

Nombre ¢. On peut aussi regonnaitre que la courbe est une
- parabole, en remarquant que les perpendiculaires tf, TE...,
 levées sur des tangentes & la courbe mé, MT..., aux points ot
. Ces tangentes rencontrent 1'horizonlale GT, vont concourir en
U0 m@me point F, situé sur la verlicale GG'; ce point est le
~ foyer de 1a parabole. :

=7

3
i

Le corps pesant d, représenté & part en D, regoit une formé
cylindro-conique, pour réduire la résistance i Vair. 11 €58
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PLATEAU TOURNANT DE PONCELET.

5'10'. L’:_jppareil a pla}teau tournanl, imaginé par Poncelep
et appliqué par M. Morin dans ses recherches sur le lirage
des voilures, sert a éludier le mouvement de rotation autoze .-
d’un axe. g

Soit O I'arbre tournant, auquel on fixe invariablement la 1
plateau. Un erayon A, disposé de maniére & (oucher constam-
ment le plateau, est porté par une tige 0’A, mobile autoup
d’un axe 0, parallele & 'axe O et animée d’une vitesse angu- 3
laire uniforme.

Si le pl.alcau ¢lait fixe, le crayon y tracerait la circonférence
ABCG ; mais comme 1 est mobile, la ligne tracée par le crayon
est une cerlaine courbe AA’A”, (rajectoire relalive du crayon
par rapport au plateau. :

Pour.trouver la’position vraie du crayon au moment ot i P
occupait la position A’ sur sa trajectoire relative, il suffit de
décrire du point O comme centre avec OA’ pour rayon, un a ¢
de cercle A’a’; Vintersection o'
cet arc avec le cercle ABC sera l
position demandée. Joignons OA et
0'a’. L’angle AO0'a’ est la mesure du
temps qu’a mis le crayon i décrire
I'arc de trajectoire relative, AA',
et pendant ce temps l'arbre O a
tourné de I'angle a’0OA’.

On pourra donc, au moyen dela
rajectoire relative AA’A”, retrouv
I'heure du passage du crayon aux différents points de cetle
trajectoire, et les valeurs des angles au centre décrits paf
plateau; ce qui revient & définir la loi du mouvement angu-=
laire. : ' 3

Fig. 357.

VITESSE DES PROJECTILES. 481

DETERMINATION DE LA VITESSE DES PROJECTILES. — TAMBOUR DE
MATTEI ET GROSBERT.

511. Cet appareil consiste en un eylindre creux, AB, mobile
autour d’un axe fixe 0°0”, et fermé en A ct en B par deux
feuilles de papier, tendues suivani ses scctions droifes.
[Jaxe 0°0” cst paralléle & la trajectoire MN du projectile, et
une petite distance de cette trajectoire ; quand la halle {ra-

'~ yerse le cylindre, elle perce successivement les deux feuilles

A et B. Si le tambour était fixe, les deux trous « et @, formes
dans ces deux sections, seraient situés sur ume paralléle &
Paxe 00",

Mais comme le eylindre tourne autour de son axe, il décrit

~ un certain angle pendant le temps que lemobile met & aller de

la section A a la seclion B; de sorte que les points { et o ne

& sont pas dons le méme méridien du tambouvr. En projection

| sur un plan normal & ’axe, on trouve un point @ par lequel
" laballe est entrée en percant la section A, et un point b par le-
quel elle est sortie en percant la section B; Pangle b0a est

Pangle dont a tourné le cylindre pendant que la balle a par-
couru V'espace of, ¢gal a sa longueur. -

A B
ML 1
& g
o 0"
Fig. 358

Soit m le mombre de tours du tambour par minute; la
: : il ;
Vilesse angulaire sera &5 5 soit L1a longueur du tambour, et
a I'angle b0a, mesuré directement apres Iexpérience.

A1)
Le tambour, tournant d'un angle TJOL par seconde, met
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JOUVEMENT ELLIPTIQUE DES PLANETES.
Mo PTIQUE  DES

315. On peut abréger les démonstrations données dans les
- §§105 et 106 en procédant comme il suit.
“Appelons r et 1 les rayons vecteurs MN'F, MF" menés d’'un

- point de ellipse aux deux foyers (fig. 96); soient a et b les

demi-axes de la courbe, 2a étant celui qui contient les foyers
F et F'. 1l est facile de voir, en observant que la normale M'R’
est la bissectrice de 'angle F'M'F, que 1'on a

N R'= = Vi,

el que l’éngie o=WMWTF est donné par I'équation
b

COS g = ——+

rr’
On en déduit sur-le-champ
12
MRV eoso= —,
a

quantité constante, ce qui démontre la proposition du g 106.
En outre, on a la relation

= b?
£ COST o ="—
a
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On en déduit

Cette équation va nous donner plus

lals relatifs au mouvement elliptique des planétes (2 115).
Soit v la vitesse de Ia planéte au point A

rayon de courbure de la courbe en ce point, oI’

male AC avec le rayon vecteur AS

dirigée suivant AS. On aura pour Ja

cette accélération

o 2
JCOSgr == —,
£

el par suite

p2
fi=

"‘pcos o
Or v est donné par 'équation des aires

T ah
e

en désignant par T la durée d’unc révolution,

%ercos.zz

Done
2z ad 2w ab

A A Sl e
Treos Tb\/’:’ T \/;—,’.

”

. vk g
substituant les valeurs de ¢ cosa = ia—et do.u—2E0 0
il vient

dna? gy e _ 4na® 1
=

IS T = :
conformément au résultat indiqué g 115. On peut y parvenir
encore plus simplement sans connailre e rayon de courbure p.
Pour cela observons que I'autre composante de I'accélération

tolale est ; 1

dv v@
Tah o ohY

simplement les pegy).

(fig. 110), o s

angle dela nop.
» J laccélération totale
composanle normale dg
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1 ds
- en remplacant d¢ par sa valeur Y

Donc

vdy = —jdssinu=—jdr.

Mais I'équation

Donc X
4n%ad I dr dn*a®1

vdy = —

. etenfin

dn%ad 1
i T

314, On peut se proposer de o
conslruire 'ellipse que décr.ira le
mobile A, connaissant la vilesse
initiale v en grandeur et en di-
reclion, et sachant que, 1’-a(.',ce:5—
lération j, constamment dirigée
vers le point fixe S, est inverse- e el
ment proporlionnelle au carré de la dis :

Fig. 339.

e 1 is 4 i sont donnés
On posera j = —m— 72 ct, puisque r et j s
; d=2a®
quand le mobile est en A, on connaitra le coefficient =

Soit M la valeur de ce coel’ﬁcient.’ P o
La vitesse initiale V est donnée; elle a pour dlrfc_llon dla
droite donnée AT, qui est & une distance connue, SN=p, du
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point S; el 'on a par conséquent, d’aprés le théorgme deg
aires,
Vp = LﬁTﬂ').
R ; e t .
Divisons le carré de celle équation par M — 27°@ il
i LIS
viendra
bH2 __VE)E— hiited 3
7 T T~ = une quantilé donnée.

Nous prendrons sur AS 3 parliv du point A une longucur

: S :
AD égale a -2 et nous éléverons en B une perpendiculaire

sur 48, jusqu'a la rencontre en R avee la normale AR ala

courbe.

Le point R appartiendra au grand axe, donl la direction
sera S ; et le second foyer I sera & Vinlersection de SR pro-
longée avec une droite AF faisant avec AB un angle
FAR = BAS. Le grand axe de Pellipse a pour longueur la

Al

somme
connail ses foyers et son grand axe. ; .
315. 1l est aisé de voir que le grand axe, 2a, de lellipse ne

dépend pas de la direction AT dans laquelle le mobile cst lancé

avee la vitesse V a Pinstant initial. : -

En effel, abaissons du second foyer I la perpendiculaire
FT=p' sur la tangenie AT. On sait que, dans ellipse, le pro-
duit pp’ des distances des foyers i une langente est constant
ctégal & 6% Donc on peut remplacer 6* par pp’ dans I'équa-
lion Rt s

bﬂ_\jﬂpa
Fog 3
¢e qui donne
_Up
a¥‘—’—E§.

Or, remarquons que p=r cosa, et p’=1"cos ; en appelant

7" le second rayon vecleur AF,

A+ AS, et Pellipse peut élre tracée, puisqu’on :

Done

ot l'ona

My M2a—r
C=ETTRT s
gquation qui definil le demi grand axe a en fpnctmn d_{351 d0r11-
nées M, v et », indépendamment de la quantité p, qul fixe la
?

i “direction de la vitesse iniliale.

PROBLEME (3 145).

516. Etant donné un systéme de diametres conjugués de ffl-
lipse, trouver lagrandeuretla direction des de?usc ayes (fig.1 I:;i) :
Notre démonstration invoque le (héordme d’Apollonius
a'b' sin b= ab. 1l est facile de I'en a_ffranchlr, en ohservant,
avee M. Manuheim, que, tous les poinls de: la circonférence
OALC décrivant des diamétres de la grande circonférence dans

" Ie mouvement épicycloidal, le point O parcourt la droite f)C
& pendant que le point L, extrémité de la droite OM p.rolongea,
3 parcourt la droile CL, perpendiculaire a OM. Done il y a une

_position de la circonférence mobile dans laquelle la droite OM

~est couchée le lony de la droite GL, e point O coincidant avee

le point C. Le point M est alors & Uextrémité du diamétre de

3 la courbe perpendiculaire & OM, ou parallele a la tangente MT,

ou enfin conjugué de CM; en d’autres termcs,' CM ‘et CL sqnt
les directions, et CM et OM les grandeurs des chami':lres conju-
‘gués « et ', Le théoréme d’Apollonius est alors démontré sur
la figure, par 'égalité OM >< ML =MB>< MA.

Lt
2UR LE MOUVEMENT p’UN SCLIDE DANS L ESPACE.

517. Le mouvement ¢lémentaire le plus général d.’gn solld(i
est un mouvement hélicoidal (3 159). Celle rpr_c?posmon peu
élre regardée comme un corollaire d’un: théoréme que o

allons démontrer. i : ;
Etant données dans Uespace deux posilions d'un méme so
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lide, on peut toujours amener le corps de l'une
lions & Pautre par un déplacement hélicoidal.

Soient M et M’ les deux positions du corps. Conside
dans le corps M un point quelconque A, qui aura son homg.
logue en A’ dans le corps M'. Imaginons pour lg COrps upe
troisiéme position, que nous obtiendrons en donnant 3 toug
les points de M’ une translation égale & A’A. Ce mouvemen
aménera le corps dans une position M”, qui a avec M le point .
commun A,

Pour amener le corps M dans la position M’, on pent done
I'amener d’abord dans Ia position inlermédiaire M”, puis le
faire passer de M” en M’ an moyen d’une translation unique
AA’. Le premier de ces deux déplacements est un déplacement
conique, qui peut étre opére par une rotation unique autoyy
@'une droite AL menée par le point A.

Coupons lIe corps M par un plan P normal & AL, et sojit.F la
figure obtenue par cette section, Le mouvement du corps. est
enti¢rement défini par le mouvement de Ia figure F, qui passe
en I dans la position M, Puis qui vient prendre la position
F" quand le corps vient en M. Dans ces deyz mouvements le
plan P conserve son parallélisme. En effet, 1a rotation au-
tour de AL ne produit qu'un glissement du plan P sur lui-
méme, puisqu'il est normal I'axe, et la translation AA” n’al- .
tére le parallélisme d’aucun plan attaché au corps M”. Donc
les deux figures F et F sont dans des plans paralléles. Proje-
tons la seconde figure sur Je plan de la premiére ; elle y for-
mera une nouvelle figure B, qui peut élre regardée comme
une cutre position de Ia figure F dans le plan P. On peut
faire coincider Ia figure F avec F” par une rotalion unique
aufour d’un point O du plan’ P; puis on améners la figure
mobile en I par une translation Je long de Ia normale 00"
au plan P menée par ce point 0. En définitive, on fait passcr
le corps de M en M’ par une rotation autour de la droite 00,
¢t une translation le long de cetfe méme droile, et, si 'on e
magine que ces deux mouvements sont simultanés et tous :
deux uniformes, ils donneront par leur coexistence un mou-
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de ces POsi. '.;‘.ement hélicoidal ayanl pour axe 00/, et se{'\:ant a faire
asser le corps de la premiére 4 sa seconde posiiion. '
518. On voit que la démonstration repose sur ce fait que,
 deux posilions, M et M, d'un méme corps étar.lt.t"lonnées dans
I'espace, on peul loujours trouver un plan P'lié au corps M
1 qui, lransporté en I avec le corps W', reste Parallcle 4 sa po-
sition primitive: ceite proposition étant trés importante, nous
'~ en donncrons ici une démeonstration analylique, ‘
Rapportons les divers points du corps M a (rois axes coor-
' donnés 0X, 0Y, 0Z, que nous pouvons supposer rectangu-
laires, bien que celte condition ne soil pas essentielle & Ia
| demonstration. Rapporlons aux mémes axes les points du
corps M’ et cherchons quelles relations lient entre clles les
- coordonnées a', ', 2’ des points de M aux coord?nnécs T, Y,
des points homologues de M. Si nous imulgmons que le
~corps M, en passant en M/, entraine avec lui les axes s
donnés , touf point A du corps conservera scs coordonnées
- Z, Y, % par rapport aux axes mobiles; ainsi on peul regarder
&, 1, = comme les coordonnées du point A par rapport aux
b axes O'X', O'Y’, 02/ ligs & la position M', et &', o', 2’ comme les
' coordonnées du méme point par rapporl aux axes primitifs
0X, 0Y, 0Z. On passe donc de (xz, y, z) & (2, ¥, 2) par les
* formules de la transformation des coordonnées, et I'on peut
© poser, par suite, les trois équations

rong

& =u + an' 4 by’ -}~ ¢,
(1) Y=p+f +gy+ i,
V=gl oy 4 ony,

‘ dans lesquelles a, ¢, Ys @, b, ¢,... 1, m, n sont des quantifés
-~ Connues. ) .
Cela posé, cherchions a déterminer un plan P tel, que, lié
L AU corps M et entrainé avec lui dans la position M’, ce plan
* Teste paralléle A lui-méme. Soit

(2) Az + DBy 4 Cz=D

i . . . .
~ Lequation de ce plin, A, B, C ¢tant des coefficients inconnus
[ : ; st

MEC, COLLIGNON.
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500 SUR LE MOUVEMENT D'UN SOLIDE
La vilesse tolale v du poinl sera constamment nulle, bicn

Deux plans Imaginaires conjugués se coupent suivapg u ° i L 3
que le point ne soit pas immobile. On a en cffel

droile réelle, laquelle doit conserver son parallélisme,

v

comm

les plans dont elle fait partie. Or il n’en est ains; dx _Of,m

les droites normales au plan P; done les plans Imaginajy. !

conjugués qui reslent paralléles & eux-meémes sevcoupe (Iyﬁf’(t) y—1
= il

suivant des normales an plan réel,
320. L’introduclio_n desimaginaires en cinématique a éfé fail
par M. Mannheim *. Etant données deux positions d’une gy
figure plase dans son plan, on reconnaif aisément qu'j] exist
un point réel O commun 4 ces deux positions: ¢’est Io poin
autour duquel on doit faire tourner I'une des figures pour
Pamener par une rolation unique & coincider avee 'autre, ;
Outre ce point récl, il Yy a deux points imaginaires quj restent
fixes quand on déplace la figure dans son plan: ce sont loy
poinls I el J, intersections communes de tous les cercles dy
plan avee la droite de I'infinj. Lin effet, si Pon joint a la figure
Fun cercle G uelconque, ce cercle prendra dans la seconde
figure la position ', et les deux cercles ( ef (7 passent fons
deux par les points I et J. Ces deny points restent done fixes
dans le déplacement de la figure. Dans lespace, le déplacement
d’'un solide peut étre considéré comme enlrainant une sphére
arbitraire, ¢l toutes les spheéres ayant une circonférence com-
mune dans le plan de Iinfini, lo mouvement du corps do

et
s o dr\E diyyEen
”‘-“(a?) + (m) S

Il devait en étre ainsi, en effet, pour un point qui parcourl
la droite y =2 y/—1, droite le long de laquelle les disfances
de deux points sont constamment nulles, droite perpendicu-
laire & elle-méme, asymptote d’un cercle quelconque ayant
- Torigine pour centre, ete. o

- 321. La méthode analytique que nous avons employée pour
¢ludier le déplacement d'mn solide dans 'espace, peut éire
b appliquée aussi au probléme du déplacement d’une ligure
. plane dans son plan. Proposons-nous de démonirer que
quandune figure plane occupe successivement deua positions
~ dans son plan, ces deux positions ont un point commun, i
distance finie ou infinie. ‘

. Rapportons les points M de la figure a des axes reclan-
~gles OX, OY, enfrainés dans son

Clre regardé comme entrainant un glissement de celte circon- A
férence imaginaire sur elle-méme. i ' : H'l‘(‘)leemCllt; et S POl e l'}I

Ce sont I3 des considéralions de géoméLtrie paradoxale, dont grions supcessn"es i ﬁgL'lre, , ; 5“? ‘ =
il convient d’gire trés sobre en mécanique. L'imaginaire a des 0?.,(10 :3{3’5 B3RS, 4 Eleu.x axes‘ﬂxes Pl e
lois spéciales, qui ne s’étendent pas au monde réel, el qui, 0“*"0 V', qui coincident & un Y
gcnéralisées & tort, entraineraicnt des conséquences inadmis- gertain instant avec les axes mo- i Bf?
sibles. Nous nous contenterons de signaler le résuitat suivant. biles OX, 0. : o .

: Le point M de la figure mobile Fiz. 510,

Considérons le mouvement d'un point imaginaire défini dans

un plan par les équations & par rapport aux axes OX, OY les

Coordonnées x,y; par rapport aux axes fixes, il a les coor-
- données o/, 7; enfin, le point M se (rouvait en (M) lorsque les
- axes YOX coincidaient avee les axes Y'O'X'.

: Appelons « et 8 les coordonnées du p‘bif_li 0 par rapport

z=[1),
y=/1)y =1,

* Congres de I Association [rangaise de 1873, i Lyon, page 82.
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aux axes Y'O'X', et soit o I'angle dont il faut fajre
sysleme d’axes autour du point 0, nouvelle orig
¥ ) .o ’ - .

Pamener i la posilion YOX qu'il doit ceeuper.

On aura les formules de transformation

DANS SON PLAN. U3

et 07 de Porigine. On achéve de délerminer le point G cn

lournep |
o
cherchant la longueur CI. Or on a

e, pPoup

& =u - weosp —ysing,
: Done

¥ =84 zsinp - ycoso.
4 7 - 1 cosg 1= 0teot ¥
Gherchons les coordonnées du point commun ayx deux
positions de la figure. I suffit de poser a'=z et '

et, par conséquent, angle O'CI est égal & la moili¢ de 'angle
de résoudre les deux équations

o, et angle 0°CO est égal 4 I'angle ¢ lui-méme. On peul done
amener les axes Y'O'X’ dans la posilion YOX en les faisant
tourner autour du point  d'un angle ¢, ce qui démontre Ie
théoréme. ' '
On pourrait objecler que la distance CI, comme on I'a
calculée, convient a la fois au point G ¢t au point symélrique
~de G par rapport 4 0'0. Mais I'indéeision n'est pas possible si
Pon se reporte aux équalions qui donnent z el y en grandeur
et en signe. Le point C doit toujours élre situé d’un coté de
“la droite 00' tel, que la rotation qui améne 0'C & coincider
~avec OC s'effeclue dans le méme sens que la rofation du
systéme d’axes autour de la nouvelle origine 0.
Si le déplacement est infiniment petit, et qu’on désigne
par w ¢l v les composanles paralléles aux axes de la vilesse
du point (¥, et par v la vilesse angulaire de la figure aulour

=Y, et

(L —cosg) - ysing =g,

2sing —y (1 —cosg) = — 4.

On en déduit

x:q(l—cns;:)—ﬁsinzp___ « B .o
(1—cosg*fsinZp 2~ 9773

i

2]
;*S;cot2+%,

pour les coordonnées du point C cherche. S
Pour consiruire ce point, mettons les équations pricé-
dentes sous la forme

B i . : |
YT aee du méme point, on aura
“ B :
Feg=—glotg. o = udf,
A f’;:'{:-‘”‘
Lliminant ¢, il vient . o = wdt.
¥ y—'.%=-—%_(:c—% » 48 Done
_ ; . 3 9
Fig. 541, 2 f e s g Cotazctha'_‘f: 4 =
équation d’une droile qul pde wa

contient le point C; celte droite est la perpendiculaire élevée e

au point I, milieu de la droile qui joint les deux positions & « el i deviendronl alors les coordonnéds du centre inslan-



50%

tané de rolation, et 'on aurg

=2

2

4

<
Z

on négligeant les termes infi
que I'on conservye.

Le rapport ¥ —
ppmtx_

normale & 00'; on a de plus 007 = 4

done O’C:Y, V étant 1
(O]

— e, P
_—)cotg——f--é:

udt

2

B
E-coté =

udt

vdt
i
9

SUR LE MOUVEMENT D’UNE FIGURE PLANE

2

vdf

T Sedp e

niment pelits par rapport i coyy ;é‘

u
_— ] 5 1
» montre que le point C est sur 15 droite

o Yy

a vitesse tolale du point 07, I,g figure

tourne autour du point C, de I'angle wdt.

522. Proposons-nous de chercher
dela figure mobile conserve son par
de la position YO'X’

On passe des coor

les équations

st une droile y —az +b
: allélisme dans le
@ la position YOX.
données (a,3/') aux coordonnées (,y) par

T = (2 — a)cosp (¥’ — B)sing,

¥ =y —B)eosg — (z’—a)siu;;;

de sorte que I'équation de la dr

rapporlée aux axes fixes YO'X, est

(¥ —B)cosp — (' — o)s

Le coefficient angulair
position était a; dans s
mcmes axes, il est égal &

On devra done avoir pour le par

sing + acosy
‘

Cosp —asing

sing 4- acosy
—
Coso —asing

a,

oite dans sa seconde
ing = af(a’— u)cos g + (i — B)sing] + b.

¢ de la droite dans sa premigre ©
a seconde position, rapportée aux

allélisme des deux positions

[
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ou bien sing=-—a*sine.
On en déduit soit sing=—0, avec a indéterming,
2 soit a*=—1, avee ¢ indélerminé.

Donc, ou bien 'angle ¢ est nul ou égal a =; ou bien a est
ijmaginaire et égal & #=y/—1. Dans le second cas, qui est le
cas général, les droites imaginaires y:i;c\,f:i—{—b sont
les seules qui conservent leur parallélisme. Parmi ces droites,
celles qui passent au centre G restenl immobiles. Dans le
premicr, toutes les droites restent paralltles a elles-mémes
de la premiére a la seconde position de la figure, 1° lorsque

?

€I® gl

2
g_—l;_u_f B ¥ la figure a subi un mouvement de translalion (=0);
2 w!’ 92° lorsque la figure a subi une rotation de 180° (=n=).

525. M. Cyparissos Stephanos a rattaché la théorie des
cenlres de rotation des figures planes a celle des images,
- ou des figures symétriques par rapport & une droile.
~ Soient une premiére posilion AB d’une figure plane, A’B’ une
- seconde position dans son plan. On
- peut toujours, d’une infinité de
_maniéres, trouver une figure ab
telle, que les figures AB el A'D’
 soient les symétriques de la figure
~ab par rapport & deux droites OP,
- 0P, convenablement choisies.

Soit 0, en effct, le centre autour
duquel on doit faire tourner la
figure AB pour I'amener a coinci-
der avec la figure A’B’. Ce point
est a lintersection des perpendi-
culaires 10,10, élevées sur le mi-
licu des droites AA’, BB/, et la e
figure tourne autour du point O de
Pangle AOA’=BOB'.

Par le point O menons une droite
arbitraire OP, et construisons la figure ab, symélrique de AB
par rapport & OP. Les droites Aa, Bb seront Perpendiculaires
4 0P, et divisées aux points « et { en deux parties égales.

passage - |

==

R T ekt
T3
SiEa
3 <
SO aole
T
S

Sy
=G
AN
P
< /
=

o

(=]
TNRIT
WINSES

4%&\\?\

g

position,

]

S

3

®

-]
&)
& T
(=]

Lo

(€]
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{ané de rolation, e I'on A u bien  sin a® sin
0 & o= <.
T %-—-Ecot?-= wdt mx 9 . On en déduit soit sine=0, avec a indéterming,
SN TS S e e soit  a®’=—1, avec ¢ indéierminé.

Done, ou bicn I'angle ¢ est nul ou égal & =; ou bien g est
imaginaire et égal & =y — 1. Dans le second cas, qui est le
cas général, les droites imaginaires y:ﬁ:xdj—[—b sont
les seules qui conservent leur parallélisme. Parmi ces droiles,
celles qui passent au centre ¢ restenl immobiles. Dans le
premier, toutes les droites restent paralltles a elles-mémes
de la premiére & la seconde position de la figure, 1°lorsque
la figure a subi un mouvement de translalion (¢=0);
92¢ lorsque la figure a subi une rotation de 180° (=n=).

523. M. Cyparissos Stephanos a rattaché la théorie des
tourne autour du point ¢, de Pangle wd centres de rotation des figures planes a celle des images,

322. Proposons-nous de chercher sq z:rne Iroi : : - ou des figures symélriques par rapport a une droile.
dela figure mobile conserpe SOT pme arotle y = abSE 7 Soient une premiére posilion AB d’une figure plane, A'D’ une

sper fon parallélisme dans le passage -
de la position YO'X' ¢ la position YOX. & g¢ e

o B 9 d
y=ocot sz =" ol ,_?‘_E__, u
2 2 2 2 Xu)dt 20 S

en négligeant les termes infiniment pelits par rapport ;
que I'on conserve. PR

Le rapport 4 —__ ¥ -
L = » montre que le point C est sur I droite

normale 4 00'; on a de plus 00 = o P V4w e

3 pm—

(0] w’

A
1 =iV : '
done 0'C = V étant la vitesse totale du point 0", La figure

seconde position dans son plan. On

i By b = o ’ L R |
On passe des coordonnées (@) aux coordonié . - peut toujours, d’une infinité de bk
Toa % ’ ’ onneées (a y) par ; - : H R
¢s équations ? . .manieres, lrouver une figure ab i
E telle, que les figures AB et A'B s “\/"
= (i " 2 . B . figion p ol LAl
&= (2'—a)eosg + (i — @)sing, ~ soient les symélriques de la figure e fx
ey 5 S L i N 7
Y= ~Bleosy — (& — a)sing; ab par rapport a deux droites OP, /! " 2
1

OP', convenablement choisies.
E : Soit 0, en effect, le centre autour
E ~ duquel on doit faire tourner la

i\i.
N
N
\
\
. o
.

o3 30 . . | : :
de sor tc' que I'équation de la droite dans sa seconde position
rapportée aux axes fixes VO'X/, est i

=)
RS

/ \“\ S
2

A
)
/4
i
9\
sl
.
/
,
-
g
]

.

1
(¥ —B)coso — (&' — o' sinew — affa - s g ) i e i Esi
( m,sm@;(t[w‘xl—a)coscp+ (' — B)sing] + . - : ggurc AB pour 1 amerllgex {a] coinci- I"l E / r\\,\;
Ji . ? - 4 Bder avec la figure AB’. Ce point i /7 i- /B
‘i coefficient angulaire de 1a droite dans sa premigre ' B i l’interscfaion s pelﬂpfndi_ ey A
position élait a; dans sa seconde position, rapportée aux : P bl i R
i : culaires 10,I'0, ¢levées sur fe mi- WA
% /) el

mémes axes, il est égal a ¢

lieu des droites AA’, BB’, et la v
figure tourne autour du point O de "”\
Pangle AOA’=DBOB'. e

Par le point O menons une droite :
arbitraire OP, et construisons la figure ab, symélirique de AD
par rapport a OP. Les droiles Aa, Bb seront Perpendiculaires
4 0D, et divisées aux points « el § en deux parties égales.

o g

sino -} acoso
2l A b
€S9 —asmeo

On devra done avoir pourle parallélisme des deux positions

sing 4- acoso
i o TR ol
cosp — asing @
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Joignons ad’, BB'; ces droites seront paralléles, et si gy
point O on abaisse une perpendiculaire sur leurs direclionsu
clle les coupera aux points o' et @ en deux parties én-ul(_339

Considérons en effet la circonférence qui aurait le pgintd

comme centre, et qui passerait par les points A et A”, Coya

circonférence passe aussi par le point a, puisque 0A =g
2 »

et elle est par conséquent circonscrite au lriangle Aed’. [¢

point O étant le centre du cercle circonscrit, si on joint ce
p.oint au point milieu o du ¢olé A’z, Ia droife 05 est perpens
diculaire 4 ce ¢oté; elle coincide done avee la droite QP
abaisste du point 0 perpendiculairement 4 aA’. On reconnait
-enméme lemps que o est parallele & AA’ et égal & la moiti
de cette droite. De plus, 'angle 'O est égal & Pangle inserit
Aad’, lequel est la moilié de 'angle au centre AOA’, dont on
fait tournerla figure quand on passe de la premiére position a
la seconde. Il en résulte que les milieux o/, g, ... des droites
A’a, B'b, ... sont tous silués sur une méme droite or’, qu’orj‘
obtient en faisant I'angle PO égal 4 la moili¢ du déplace-
ment angulaire de la figure quand elle passe de AB en A'B'.
Les deux positions AB, A'B’ sont donc les symétriques d'une
méme figure ab, dont la position est arbitraire, puisquielle
dépend de la position assignée au miroir 0P, lequel nest -
assujetli qu'a la condition de passer par le point 0. . e
Si on fait lourner le miroir OP autour du point 0, en
laissant fixe la figure ab, la figure AR se déplace autour du
point 0, en subissant un déplacement angulaire double du
déplacement. angulaire du miroir. A la limite, quand le
miroir ' se confond avec le miroir P, la figure A’B’ s¢ con-
fond avec la figure AB; ce qui fournit une vérification, et
méme, & la rigueur, une démonstration du théoréme. 4

524. Cela posé, considérons trois positionssuccessives d'une |

méme figure dans son plan, et déterminons les trois centres
0, 007, autour desquels doivent s’opérer les rotations qui
ameénent la figure mobile de la premiére position & la seconde,
de la seconde 4 la troisiéme, de la troisidme & Ia premiére.

Soit @ un point de la premiére position, et soit O le centre
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aulour duquel il faut faire tourner la fignre dont le point a
fait parlie, pour I'amener dans la seconde posilion. Le point
a déerit dans cette rolalion
un arc de cercle qui I'a-
meéneenbet'ona Oa=05b.
L'angle a0Ob est T'angle
dont la figure a tourné.
Soit O le second centre

! \
de rotation, celui autonr — * - 7 '\ / e
duquel il faut faire tour- bf e )
ner le point b pour 'ame- | o f,"
ner dans sa {roisicme po- X
sition en ¢. Si l'on se

donnc lc,s l[‘OlEi posilions Fig. 343,
a, b, ¢ d’'un méme poinl,

el les deux centres O el O qui rattachent a 2 b, el b i ¢, on

peut en déduire le troisi¢me centre 07, qui rallache ¢ & a.

En effet, projetons b sur 00" au point I, et prenons le point P
symétrique de b par rapport a 00’. On aura OP=0b=0a;
si done on joint P, el qu'on prenne le milieu K de celte

“droite, OK sera perpendiculaire & la base alP du ftriangle

isoscéle aOP. De méme joignons Pe, et prenons le milieu L
de celte droite; la droite O'L sera perpendiculaire sur Pe.
Les deux droites OK, (L se coupent en un point 0", qui sera
le troisiéme centre cherché. Car il résulte de la construction
qu'on a 0"a= 0"P=0"¢; on voit de plus que 'angle a0"c est
double de I'angle 00"0’, de sorle que, dans le passage de
la figure (c) a la figure (a), les distances des points au cen-
tre 0" restent les mémes, ct les angles décrils par les divers
rayons (f'c sont tous égaux enlre eux; le point 0" est donc
le centre autour duquel la troisiéme rotation doit s’effectuer.

Le point P est & la fois le point symétrique des trois poinls
a, b, ¢, par rapport aux ftrois cétés du triangle 00°0"; or
les points a, b, ¢ sont les Lrois positions successives d'un
méme point quelconque de la figure mobile, et 'ensemble
des points P qui correspondent a chaque point de cette figure,

-
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constitue la figure symeétrique des trois positions (@), (b),
On arrive done  ce hean théoréme de M. Stephanos -

Etant donndes trois positions successipes d’une méme
figure plane dans son plan, ces trois positions peuvent dlpg
considérdes comme les tmages d'une méme figure (P)," o
dans les trois miroirs représentés par les droites 00, o'or
070, qui joignent devz & deux les centres de rolation Ser.,.
vant a passer d'une position & une autre.,

(e)-

Si P'on donne aux frois positions de la figure mobile eg -

numeéros

1 9, &

les centres de rotation pourront recevoir les numéros

1,9, 9.3, 5.4,
et les droites de jonetion Q0 0'0”, 0”0 les numéros
12,95, 95.51, 51.12.

On voit qu’a la figure 1 correspond le cté 31.12 du triangle,
& la figure 2 le colé 12.25, ala figure 5 Ie coté 25.51.

La méme théorie a ¢lé élendue par I'auteur aux déplace-
ments d’un solide dans Pespace. '

325. M. Chasles a démontré, dans e mémoire qui fait suife

a son Apercy historique sur Lorigine et le développement des
méthodes en géométrie, (que, lorsqu’une figure de forme quel- -

conque éprouve un déplacement infiniment petit, les ‘plans

normaux aux lrajectoires des points de colte figure envelop- -

pent une seconde figure qui est corrdative de la premiére.
Ce théoréme résulle de ce que I'équation du plan normal &
Iélément rectiligne déerit par un point ne contient qu’au pre-
mier degré les coordonnées de ce point, condition nécessaire
et suffisante pour que les deux figures soient corrélatives,

¢’est-d-dire pour que tout plan de I'une corresponde dain point

de I'autre, toute droite 4 une droite, tout point & un plan. Ce

Lhéoréme se trouve généralisé dans le ' méme mémoire, et
s'applique & un déplacement fini quelconque, pourva qu’on
subslitue aux plans normaux aux trajectoires des divers points,

les plans élevés perpendiculairement au milieu des droites

qui joignent les deux positions extrémes d’un méme point.

-
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MOUVEMENT EPICYCLOIDAL TLAN (§ 194).

326. Considérons un point quelconque M d une circonférence
AMB, de diamétre avbitraire AB=u«, langente en A aux‘courl:cs
PQ et RS; soit MAB = 4. La distance MA = p sera égale i @ cos «,
et le rayon de courbure p de I'¢picyeloide engendmfz pir llc
point M, quand la courbe PQ roule sur RS en entrainant la
circonférence, est donné par la formule

P2 - a2eos?y L ”
P P —Kcosa  acosa— Keosa — a—FK

Il est facile de voir, d’aprés celte équation, que le lic'u des
centres de courbure Gdes épicycloides décrites par les points M
de la circonftrence AD est une circonférence ACD.

En effet,

AC = )C — AX
=g @Cosg
— ( s .—a) COSa
a— K
__ lLa oS
Ta—XK :
A . . ’ Y

et le point C est la projection, sur la droite MA prolongée, d’un

: Ka
point fixe D pris sur AN & la distance AD..—,a‘__K.

Ces deux circonférences | AB,
AD -sont réciproques, cesf-a- o
dire que, si l'on considére les épi-

cyeloides engendrées par les di- 5 /
vers points de la circonférence \/\. £

AD roulant sur PQ avec la courhe : e A \
RS, les cenlres de courbure de %7
ces courbes serent situés sur la -
circonférence AMB. En effet, MG /
est aussi bien le rayon de cour- 5
bure de I'épicycloide décrite par
M quand AB est mobile, que le

rayon de courbure de Iépicy- ; _ .
clgide décrite par G quand AB reste fixe et que AD subit

N ¥
Fig. 34k,
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le mouvement. On peut d'ailleurs vérifier cette réciprocila

par Jes formules. Soit

Ke
r= AG —-—-'a——‘:l—( COS o,

Le rayon de courbure ¢’ de I'¢picycloide déerite p;qr 1o

point C sera égal &

/ Ka \2
2,
e = 72 = (ﬂ'—-i{) Cos=¢o
N —Keoia 7 Ra— K
a—l{— )COSm
( Ka )g
—} cosa
_\a—K, B
= K —a—g Tt
a—I

et 'équation du licu des centres de courbure sera par Consé=
quent

, Ka a?—Ta
e o R su= (—-__—) CoSc = acosa,

ce qui ramene au cercle AMB.

527. Cherchons encore quelest. 4 nnins(ant donné, le lien dcs
centres de courhure G des épi- ;
cycloides décrites 4 cet instant , -
par les divers points M d’une i
droite LL' liée & la figure mo-
bile.

M
B
Sl 7H
Sdmﬂﬁ&:mp:AMhS&j::>>
coordonnées polaires du point i
M. L’équation de la droite sera

Iy

¥

peos(p—o) =a,

a étant la distance AP de la- " Fig. 818,

droite au pole, et § I'angle PAB

de la perpendiculaire a la droife avee Iaxe polaire AB.-
Le point G aura pour coordonnées polaires

Al =1 CAN =¢;

MOUVEMENT EPICYCLOIDAL PLAN. olt

d’ailleurs,

2
M= p=—2

e
p— Kcosy

Done,

ol _ pleosa
Y_P_p'“p—-licoso: ;
Lliminant p, il vient pour 1'équation polaire du licv

Kcosa ><

[ e—t

a
cos (-=)
1

——— — oS
Los (-a)

Revenons aux coordouncées reclangles, en prenant pour axe
des & la tangente AX, el pour axe des ¥ la normale AN. On aura

zCosp jcmfi

i : s
coso;=—';’:: sing = —, cos(B-a) = -

ct
3y weosB + ysind
K;X ar ally 2
Y= ?
ar Y
SN S sin
(a:cos{5+ysin[i : r) &7 - (xcoc{a—l—_; #

®

ou blen en chass‘mt le dénominateur,
— KJ((LCOS[?- + ysing) =aly;

ou enfin ‘
s ala® + y?) — Ky (xcos B 4 ysin B) = aly,

equatmn d’une courbe du second ordre qui passe au point A,
et qui touche I'axe AX en ce point.

528. La démonsiration donnée 196 peut ¢tre simplifiée par
Pemploi de I'analyse. Prenons pour axes coordonnés (fig. 195)
les droites AK, AN; soient o et § les coordonndées du point M;
celles du point C, qui est situé avec le point M sur une droite
passant per Vorigine A, pourront élre représentées par —ha,
—28, » ¢lant le coefficient angulaire de la droite MC, et le
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La surface du triangle projeté sur le plan XOY a pour me-

signe — indiquant que, sur la figure, les points M et  sopg
sure, au signe pres,

situés de divers colés de Porigine. Si l'on fait AK=1, abscissp
dua point K ot se coupent les deux droites MK, CK, les équations

1
X g Py — 92).
de ces deux droites seront

Done, cn doublant le résultat, et faisant abstraction pro-
visoirement du sigue,

n
i I) —_—
y=y a(;c ) pour MK,

i._"‘)? X

AR i
y=g T (x—1%) pour CK. ,
Les longueurs AF, AG représentent, au signe prés, les or- '
donndes a l'origine de ces droites, et sont données en falsang
2==0 dans les équations. On a ainsi

Les aulres ¢quations se déduisent de celle-la par permuta-
tions tournantes. On détermine ensuile le signe par une hypo-
'~ {heése simple, en faisanl coincider, par exemple, I'axe de rola-

o gh tion avee laxe OX, et en cherchant le sens du déplacement
4 =afF =—— . s ¢ 1 7
: =’ - d'un point du corps situé sur I'axe OY.
Fr "“G—k__,i[ih Au fond le probléme qu’on vient de traiter ne fait qu'un
\OL

& avec celui du 2 185, et il n’est pas surprenant que la méme
- démonstration fasse connaitre la solution pour tous deux.
On a démontré (3 184) que l'accélération complémentaire,
- dans le mouvement relalif, est le double de lu vitesse de
Lextrémité de la droite qui représente la vilesse relative,
quand elle subit la rotation w autour de l'axe instanlané du
systéme de comparaison.

La recherche des composantes de I'accélération complé-
mentaire revient done a la recherche des composantes de la
. vitesse d’un point qui fait parlie d’un systéme solide assujelti
- & tourner autour d’un cerfain axe, c’est-a-dire au probléme
fraité dans le paragraphe précédent. '

Done
1 1 _h—a htda dMe—deth4de A1

AL e s e arrn — 28k

quantité constante, indépendante de h.

COMPOSANTES DE LA VITESSE D'UN POINT D'UN CORPS SOLIDE.

529. La démonstration du 3 202 peutencore étre donnée sous -
la forme employée dans le 3 185. La vitesse du point M (fig. 203)
est égale & w><MP, et elle est dirigée perpendlculalrement an
plan qui passe par le point M et l’axe 0A. Prenons sur l‘axe
une longneur 0A=u, et joignons OM, MA. Le tmangle OMA -
aura pour aire la moiti¢ du produit OA ><MP, ou §w>< NP,
et la projection de la vitesse sur un axe, I'axe 0Z, par exemple,
sera par conséquent égale au double de la projection. du
triangle OMA sur le plan XOY. Or les coordonnées du poml
A sont

DES ACCELERATIONS D'ORDRE SUPERIEUR AU PREMIER.

/

- 530. La notion de vitesse dans le momement d’un point se

déduit de la comparaison du mouvement donné avec le mou-
- Vement rectiligne ct uniforme qui, & un certain instant, en
differe le moins ‘pOSSlhie De méme, la notion d’accélération
Msulte de la comparaison entre le mouvement du point et lc -

MEG. COLLIGNON. : ) 33

: Py Ty
celles de M sont

2y ey, Nz
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mouvement parabolique, uniformément varié en projection
qui serre de plus prés le mouvement considéré. On peut alle;
plus loin et généraliser ces définitions : imaginons qu’a partjp
d’un certain instant, pris pour origine, les fonctions du temps'
qui expriment les coordonnées du point mobile par rapport §
trois axes fixes, soient développables en séries convergentes,
ordonnées suivant les exposants croissants du temps ¢ Op
pourra imaginer le mouvement d’un point qui serait pa-
glé par ces mémes stries, réduites aux termes d’un ordre
déterming et des ordres inférieurs; les divers coefficients
des puissances de ¢ conservées, ou, ce qui revient au méme,
les diverses dérivées des coordonnées par rapport au temps,
feront connaitre les accélérations des divers ordres. L'accé-
lévation, telle qu’elle a été définie, peut étre regardée comme
une vilesse du second ordre; elle a pour composantes suivant
les axes '

dx

%a_’ H

d%z
di*

4y

ac’

On dira de méme que les dérivées du 2™ ordre,

diz
ar’

d"s
din’?

ay
ar’

considérées comme dirigées respectivement suivant les trois
axes, sont les eomposantes de Uaccélération de Uordre n—1,
ou de la vitesse de Uordre n. ; gty o
Les théorémes démontrés pour 'accélération simple s'éten-
dent, moyennant certaines modifications, aux accélérations «
d’ordre supérieur. Nous en donnerons un exemple.
Considérons le mouvement d’un point, que nops rapporte-
rons, & partir de I'époque =0, & trois axes rectangulaires
particuliers, savoir la tangente & la trajectoire, prise dans le
sens du mouvement, la normale principale dirigée vers Ie-
cenlre de courbure de la trajectoire, et la binormale, ou la
perpendiculaire au plan osculateur. Si I’on développe les &=
leurs de @, y,  suivant les puissances de ¢, on aura (rois =

DES ACCELERATIONS D'ORDRE SUPERIEUR AU PREMIER.

515

équalions de la forme

=l + asf* + o554+ . ..., Faytt 4L .
y= Bat-Lbemtl S :
- — [ R e R

a, est la vitesse, 2, et 2b, sont la composante tangentielle
et la composante normale de l'accélération, et z est du
3" ordre au moins, puisque, suivant la binormale, il n’y a
pas de composantes d’accélération ni de vitesse. Les accéléra-
tions de P'ordre n—1 auront respectivement pour composantes
suivant les axes

d"x

W:n(n—v_{ ..... 3.2.1 < a,,
it

:jT,-'j_n(n—i) ..... 3.9.1 < by,
(1Ll 4 i
—dl—uzu(u———l) ..... .20 >diog;

de sorfe que ces composantes s'obtiendront en multipliant les
cocfficients a,, b,, ¢, par le produit 1><2><3><... ><n.

Or ces coelficients peuvent étre déterminés, par la considé-
ralion du mouvement lui-méme, en fonction de I'écart entre
Ja position exacte du point au bout du temps ¢, et la position
que lui assigneraient les termes d’ordre n — 1, pris seuls, c’est-
i-dire la position qu’aurait le point soumis & la vitesse ef aux
accélérations d’ordre n— 2au plus, que posséde le point donné.
Les composanles de cel ¢cart projeté sur les 3 axes sonl, en
effet,

t=a—al —agl?—azl . ... — ap—qli—1=g,l" 4|
=y — Dt — Dot i — byt =t =Dyt" 4 ... i

e B ol i s e — ep—tlt—l = ¢ I" -

Divisantpar ¢, et faisant ensuile tendre ¢ vers zéro, il vient,

- & la limite,

a, =lim. 7

by =lim. ﬁ-&' )

St it
cp=lim. e
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et enfin
zl"’a:_.. 190 cain.t
E{W =lim. '_in—— »
dy R
i = lim. RPER
dbs ol BT
_ﬂ'i“: lim, _—___[n, ’

poar {=40. Quand, dans ces ¢qualions,
rouve la méthode qui nous a servi
Paceélération du premier ordre.

Les accéléralions d’ordre supéricur ont ¢te lobjet des re-
cherches de plusicurs géomélres modernes, qui ont ¢1é con-
duits & généraliser les théories ¢, nnues de l'accélération dans
le mouvement relatif et dans le mouvement épicycloidal.
Ces résultats ont un intoret théorique incontestable, majs' ils
paraissent appartenir plulot 4 la géomélrie ou i analyse qu’a
la mécanique, laquelle réclame seulement, en
ploi des accélérations du premier ordre,
ayons considérées.

on fait n=29, gp re-
(2 92) a délermingp

général, 'em-
les scules que nous

£3

RELATION ENTRE LES RAYONS DE COURBURE DES DEUX PROFILS.

EN PRISE (3 220).

551. L'¢quation dite de Savary est due 4 Enler.

Il est facile de reconnaitre que les deux poinls qui, sur les
deux profils cn prise, viennent a se confondre en un seul, 3
quand les deux points B et D (ig. 252) traversent ensem-'
ble la ligne des centres, sont situés i des distances du

dscosa _ « :
pour l'un, et

point P égales. respectivement a p><

AL s c pour P'autre profil. L’are de glissement ds est 1a i

s
i o

différence de ces deux arcs, et I’on a I'éguation
q

dois pdscosoc__
==

o'dscosa
F+p '

TIEORIE DES ENGRENAGES.
formule identique & celle du 2 216. En effet, on a

517

P _. 8 __ pltp) :p( 1 £ 1 )
P—r o p (e—plle+p) p—p  ¢+p
Or, I'équation de Savary donne
COS ot 1

cosg el
o—p F+p RTR

Done,

1 1 1 1
ds :p.r.’smS:z(P —f'+ m) =p (IT.T I‘T’) ds.

,,

ENGRENAGES A DEVELOPPANTES DE cERCLE (3 231).

352. Aux avanlages de I'engrenage & développantes signalés
dans le texte, il faut ajouter celui de permetire des varialions
dans la dislance des deux axes. Deux roues i dévelop juntes,
construiles pour engrener ensemble dans une certaine posilion
relative, pourront encore engrener ensemble si Lon allére

cetle position relative. La circonférence primitive ’une roue
a developpantes de cercle est une circonférence arbitraire,

concentrique & la circonférence qui sert au tracé. Les deux
roues ¢lant placées comme on voudra, on frouvera les cir-
conférences. primitives particuliéres qui correspondent a la
distance de leurs centres, en menant une tangente commune
intérieure aux deux cercles OP, O'1; le point A, ol cetie tan-
genle coupe la ligne des centres, est le point de contact des
deux circonférences primilives, et les conditions de I'engre-
nage sonl encore satisfailes, quelle que soit la distance 00,

- TRACE DES ENGRENAGES (§ 252).

355. M. Léauté a fait connaitre, dans les Comples rendus
de P'Académie des scienees (1878-79) et dans le Journal de
UEcole Polytechnique (1879), des régles trés simples pour la
subslilution d'arcs de eercle aux diverses courbes QLl"on peut
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employer pour le tracé des denls d’cngrenage. Ces régles sont
une application des méthodes de M. Tchebicheff pour la syh-

stitution d'une fonction de forme déterminée i une fonetion
donnée quelconque, qu’elle doil représenter avec la plus

grande approximation possible entre des limites définies,

PROBLEME DU § 212,

3

2 T . . XL . o
334, Trovver la fraction g compriseentre deuz fractions doy-

GG S b it
nées A AL soil exprimde par les moindres nombres x et Y
La méthode indiquée peut ¢ire transformée comme il suit,

- (11 C ; 377
S?-g est > 7 et <(—l, le numérateur x est un enfier com-

: TR :
pris entre ?‘j et C-Zr ; si done on forme les denx suiles
a 2a Sa
'59 T! "E H =
e ¢ mabe a
i v S et

on trouvera la solulion en prenant le plus petit muitiplicateu'r' :

Eyet@"

y qui ameéne — et —

que. lequel sera le nombre . La condition a remplir s’ex-

3

prime par T'équation
SR : E(%’)—s(%")=1

E( ) disignant la valeur entiére de la quantité placée
entre parenthéses,.et I'on aura : o

y ¢lant  moindre nombre qui satisfasse & I'équation {1).

4 comprendre un nombre enlier uni-
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Exemple : g
17

a_ 16 ¢ "7

B o e On

Formons les deux suites, en indiquant les valeurs en-
ticres :

16 32 8 64 808 = 9% __ .
= m=l+- g=it., F=2+. F=3I+., g=F+.
17 34 Sl 68 _ 85 - 102500
:?:G’ 2—6=l+ y %--l—l-.., %—z—]‘—.., %—u+.., 26—0—’—“.

Les valeurs entiéres restent égales tant que le multiplicateur
n’est pas 14. On a
15 11

E;X‘lS:S,... 2—U><’13:8,...
16 R 17 7

e e scsadd —0 ..
23><1£ 2.l %xlk .

Différence des valeurs entiéres =1.

T.a solution cherchée est done

47 )
B (‘J—qu ]
14 14

559. L"emploi des fractions continues permet d’éviter ces ta-
tonnements. Développons en fractions continues les deux frac-
tions données gct :%; les deux fractions continues qui les
repré‘séntent auront, en général, un certain nombre de déno-
minateurs communs, et ne commenceront a différer qu’a
partic d’'un dénominateur d'un certain rang. On aura, par
excmple,

%:“+%+. :
T
ct
=t g4 A
e
e ;
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les deux fractions ne commencant a différer qu’aux dénomi..
nateurs de méme rang 3 et & Cela posé, la fraction continue

1
aFE.
-+

2=
| =

!
_I_ If

(=]

qui a pour dénominateurs les dénominateurs communs aux
A ot 3 1 H A )
deux précedentes, saufle dernier 3", qui doil ¢tre compris entre

§ et 3, sera comprise entre Lot S, et ser 1
; P 7 et = et sera la plus simple pos-

sible, si 3 est le plus petit entier compris entre & et &',

Appliquons cette méthode aux fractions prises pour exemple -

ige
: T4z 1
d+§
el
A .
‘.:(5"1+I+«1_ ;
It =

en reconnait sur-le-champ que la solution la plus simple est .

@

wle

+

Ty
| =

1
+;1'_]_

Ry

On trouverait d’autres soluiiﬂns, un peu moins simples, en
metlant & la place du dernier dénominateur 4, les nombrés.
5,6 et 7, intermédiaircs, comme 4, entre 5 et 8;‘cela con-
duirait aux {raclions intercalaires : "l

556, On peut aussi résoudrele probléme parune conslruction-

DE LA COURBE A LONGUE INFLEXION. 524
graphique; il suffit de former un quadrillage en tragant deux
séries de paralléles reclangulaires et équidistantes. A toule
intersection M du quadrillage
correspond une fraclion, dont
Je numcérateur est ¢gal & l'or-
donnéeMa, ctle dénominateur
3 'abscisse Oa; la fraction me-
sure U'inclinaison de la droite
OM. Soil M un second point,
correspondant @ une autre

Ma

fraction 16&7 Les [pactions in-
tercalaires. seront représen- Fiz. 515

tées par les inlersections

comprises dans langle MOM’ indéfiniment prolongé, et la
plus simple fraction correspond & linlersection P, la plus
voisine de Vorigine 0. On reconnail ainsi immédiatement

que la fraction ; est la plus simple fraction quen puisse

deon a2 o e e 1
insérer enlre % et % Viennent ensuile g puis 7 ou 5 frac-

tion déja trouvée, puis =, cte.

6}

CALCUL APPROXIMATIF DE L’EGART DE LA COURBE A LONGUE INFLEXION.

357. Reprenons la question traitée au 2 278, et appelons :

a la longueur commune des deux balanciers Oa, 0'a’;

90 la longueur de la bride ad’, dont le milicu @ déerit la
courbe #”longue inflexion;;

0 Vangle d'écart aDA du balancier supérieur par rapport Hl
sa position moyennes;

o I'angle d'ceart correspondant a’ 0'A’ du contre-baiancier
par rapport & sa posilion moyennc; . :

« D'écart angulaire maximum du balancier Oa, ou du

£
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balancier 0'a’, les deux angles 0 et o' atleignant 3 14 foin

leurs limites cvtrcmes, @ et — 4, comme on le leconnai[m
plus loin

« et y les coordonnées du point  qui déerit le lieu, 2 o
1
et ,,y, les comdonnaes des

T points a et a', extrémilés de
% la bride aa’; enfin m et les
“‘f'*i e coordonnées du cenfre 0, et

N m, —n celles du centre )7,
On aura

m=acosy -+ a (té‘ﬂt)
9

=a'1+cosa

2

. o
—atos =%
o

La bride AA' étant érr:ilea

— e I.I : g .
\ / : - 2b, et Pabscisse du point A

| par rapport aux axes IX,,IY,
e 1— cos 9
Fig. 541, élant —-a-—Tr—q, Por-
-

donnée du méme point étant n, on a

1 —cosul\2

: :
S &
Dr=n®+ o2 (—-2—) ::ﬂ*—}-a‘-’;_:m"—é,

— COSia

1
-en ohservant que

trés peu de n lorsque 1'angle « est sufﬂ_sainmerﬂ petit, et que

- n’a pas une trop arandc valeur.
On aura ensuite, en substituant les valeurs de = et r]e b?
dans les équations (5), (5) et (7) de la page 437 :

: <

£ : o

(3) _xizm,—acoso:acoaﬂT)—acoso,

. 2 3

(3) n_,ﬁ—m-q-acoaﬂ’—-—acos~—+czcosﬂ'

Lry 5 O A% 2 S
{7) 2acos® 5 — afcosl - cost) | + |2 + a'(sin — sin(’ iﬁ

2 .n

e
= 4n? + 4a®sint 5

= sin® - On voit que b différe
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L’équation (7) lic entre elles les variables 0 et . Eile se
préte & de nombreuses réductions; si nous développons les

- calculs indiqués dans le premier nombre, il vient en effet :

—xa*cos"?ﬁ dacos® — (cos') - cos ) 4 a®(cos20 - cos?0’ 4 2 cosfcos0) 4 4n?
. ! .
+ 4dan(sin0 — sini’) 4 a2 (sin20 - sin20’ — 2sin0sin ) = 4n® - 4a®sin? g7
équation qui se réduit d’abord a

!m‘l(cos‘ %— sint Of) — ha*cos? % (cosb - cos?) - 2a*[1 - cos (0 - 0]

<

~+ dan (sin — sin0’) = 0.

On peut observer ensuite que I'on a identiquement -
cos"—g — sin% % o (cos‘*%t — sin? %) (cos2 % - sin? -g)
o O g O
= C0§* = — SIN*= — = CO0S u.

P 2

Divisant par 4, il vient en définitive I’équation

y : 1 4-cos{h 0
cos o — cos? ; (cosh - cost) + = (smo — sin®’) + -—+-—‘—_‘,(-—-—'—) =0.

On peut vérifier sur celte équation que 'on a
6 =0 pour 6 =0,
<t
0 =10 pour 0 =g,
de sorte que ' est égal 4 0 pour trois valeurs particulicres de
cet angle.
Les coordonnées @ et y du point décrivant sont donnces
par les équations (1) et (2) de la page 450; elles deviennent,
en infroduisant les angles 6 et o/,

ay _g'ﬂ”‘“":;—;a(cosﬂ'—cosﬁ)'
e.:y‘_gyﬂ é— (sm&)’—l—«m[))

Sil’on veut étudier I'écart du point i par rapporl ril'Ia droitc
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IY qu'on se propose de lui faire décrire approximalivement
on n'a qu'a étudier la valeur de I'abscisse z, lorsque g vari(’a
de — ¢ 8 a. j ;
Cette variable 2 scrait constamment nulle si Pon avait
constamment 0" = 9. Posons d’'une maniére générale

=04 ¢;

e sera un are {rés petit, dont nous pourrons négliger

: i, le carra
et les puissances supéricures. Nous aurons done

in 0 ==sin(f + &) = sin§ + zcosf,
cosl’ = cos (§ -+ &) = cosh — esing,
ct

as .
&= — — gin0.
2

Subsliluons aussi les valeurs approximatives de cos o ef sin ¢

en fonetion de e dans U'équation de condition qui lie les

angles 0 et ¢. Il viendra ' : '
he's

; ; g 4
cos o — cos® 5 (2c0s0— esin) g c0s0 + cos?0 —% esin2) =0,

en ohservant que G

€08 (0 + ) = cos(20 + ¢) = ¢0520 — esin2)
ct que

1+ cos(d 4 0) _ 14 cos? i :
T 3 e odsi ;05 0——%ssiﬂQD:cos‘j‘O—.%esin%.

L'équation transformée, résolue par rapport & ¢, donne

< o
cos o — 2c0s8? 3 cosf + cos2

” 15 s
% cos - 7 sin26 — cos? 5 sin )

2

L'écart lingaire « est le produit, changé de signe, de e
a
2 : S
L’angle o a pour valeur, dans le tracé de Watt, 18° 56".et

par 4 sin 0.
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0 reste en valeur absolue au-dessous de cette limite. Si nous
regardons 0 et « comme des infiniment petits du premier
ordre, = sera un infiniment petit du quatriéme ordre et z
du cinquiéme.
Posons en elfet, en nous arrélant & la quatricme puis-
sance de 0,

R
cusﬂ:*l—§+2_4:
oGk

cosfd=1—8+ 7 + 5

J a0t
+---=1—6'+§’

a & g 50
oS0 — cosl-J c0s0 - cos?0 = [cosu— Ew:l% + -1]

+ (cosﬂ%—i)ﬂ‘l
\ &

-3
CUSET v
i ( _-._z_;) "
12 3

Le premicr terme entre crochets est identiquement nul ;
quant aux suivants, on a, au méme degré d’approximation,

oo uﬂ q& 1631 Q’.’ a’}
e T e

g g
MR o a 1 10 et ok

M i3TRTREATENS 5T i BT
et le numérateur de e se réduit a
en négligeant tout ce qui dépasse le quatriéme ordre.
Le dénominateur se réduil approximalivement a une quan-
tite ﬁniey,. g: et 'on a par conséquent, pour les peliles valeurs

de 0,

e % el ipy
s =— o 02(a2 — 6%,
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On a sensiblement par 'ordonnée u du point décrivang
— af;

de sorte que I'équation de la courhe 4 longue inflexion ays
environs du point I est

SaSing =1 {a%a® — ¥®) = a*uty® — of.

Sous cctle forme il est aisé de reconnaitre qu’elle a trois points
d'inflexion a Porigine et aux environs.
On a, en effet,

i ol
ra’_; gan (Bt i iTee
>z 1
27%-:(‘5&% (ba?uPy — 2047).

La seconde dérivée de @« par rapport a y est done nulle -

pour y =0, ce qui donne x=70, c’es{-a-dire & origine ; puis
pour

ce qui correspond &
s 2 ab i
e 00 e w _ e

La tangente st verticale aux points pour lesquels on a

Fa2a2y® — Syt =0,

ce qui donne d’abord ¥ = 0, pour l'inflexion a l'origine; et

y__iaoc\/g

ordonnées qui correspondent a la plus grande - valeur de
I'écart . e i v 4 AT

RECTIFICATION DE prionire (3 508)..

538. La premitre application d’un appareil enregistreur &

I'observation d’un phénoméne n'est pas celle qu'Eytelwein &
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faile au mouvement de la soupape du bélier hydraulique.
Dés 1754, D’Ons en Bray avait employé le méme procédé pour
I'enregisirement des indications de son anémometre (Voir les
Mémoires de 'ancienne Académie des sciences).

SUR DIVERS APPAREILS PROPRES A GUIDER UN MOUVEMENT RECTILIGNE

(§ 281).

539. Nous avons fait déja connaitre le parallélogramme de
Watt (2 279) et le réciprocateur Peaucellier (§ 281), qui tous
deux donnentune solution du probléme qui consiste & guider
unpointen ligne droite. Le premier appareil ne fournil qu'une
solution approximative, mais il n’exige que trois tiges OA,,
0A7, A A (fig. 503, page 455), pour mener un point [, ou
cing liges pour mener les deux points I, et K, ; le second, qui
donne une solulion rigoureuse, exige sept tiges, 04, 0B, AC,
CB, BD, AD, 1C (fig. 309, page /14‘?) pour mener un seul
point D

Il existe un certain nombre d’aulres appareils qui résolvent
la question. Nous en ferons connaitre quelques-uns.

M. Perrolaz, de Thonon, a transformé le réciprocateur Peau-

- cellier de la maniére suivante :

Denx diamétres AB, CD d’un CGICIL sont mobiles autour du
centre(; auxpomts
A et C sont articu- A i
lées deux tiges éga-

i

:
]
I \\‘
les AL, CE; et aux o | \ o e s
il Ii—— : . = —
points D et B deux e K / pE = e
i 2 | i e
autres tiges ¢gales } S
aux pmmleres DI, SRl
BE. Les {Tois points Fig. 518.

0,E, F sont sur une
ligne droite, perpendiculaire 4 la fois au milieu des cordes
AC,DB, etl’on a les égalités Bl = FK et O[ = OK On en déduit -
OE = EI — 01,
OF = EI + OL
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Done.

2

08¢ 08 = B — 3% = (RF° — 1Y) — (16" — IT) = T#* — 0°

quantité constante. Done Uappareil est réciprocateur, ef si Uon

assujellil le point & & déerire une circonférence passant parp
le point fixe 0, le point F décrira une droite. (et appareil
exige sepl brides comme Pappareil de M. Peaucellier.
540. Le réciprocateur de Hart est fondé sur une propriéié
des trapézes inscriptibles dans le cercle.
BSoit ABCD un polygone articulé comprenant deux cotés
AB et CD, égaux enire eux, doni les
, Ac extrémités sont réunies par deux
= brides égales entre-croisées, B(, AD.
Bl T W o qu.ailri!alére, qui devient un fra-
plze 1soscele quand on joint AC, BD,
est inscriptible dans le cerele i cause
' de I'égalité des angles BAD, BCD, et
= Pon a I'égalité

Fig, 540.

Anch:Acxnn+B:\><cn,

ot résulte que le produit AG >< BD des colés variables est
conslant, et égal a la différence .

K2 = AD >< CB — BA >< CD.

Par un point M pris sur AB, menons la droite MNP, parallé-

lement aux cotés AC, BD; les points N et P, on elle rencontre -

les deux diagonales, seront fixes sur cellesci, car elle les
partage dans le mpport des segments AM, MB. On a de plus,
cause des paralleles MN, AC, et MP, BD, :

BM '
nm:acxm, “a
MP_.BDx%

Done,

mxnip_.auxnnxég_'-i—“ Kt EN
i3 AL

Tun de V'aufre par rapport a la

UN MOUVENENT RECTILICNE. ; 529

quantité constante. 8i I'on fixe le point M, le point P décrira
une transformée par rayons vecleurs réciproques du lieu décrit
par le point N; il décriraune droite, si N décrit une eirconfé-
rence passant par le point M,

L’appareil de Hart ne demande que cing tiges, savoir : les
quatre cotés AB, BC, CD, DA du polygone articulé, et la bride
qui oblige le point N & décrire un cercle passant par lc
point M.

341. Un ingénieur espagnol, M. Horace Bentabol, a proposé
un guide rectiligne fondé sur un autre principe. Soit AC la
droite que doit décrire le point. Prenons de chaque coté de celte
droite deux cenires symétriques O
et 0, el installons quatre tiges,
0B, BA, OB, B'A, dégales et symé-
{riques deux & deux, articulées aux
points 0, B, A, B, 0, 11 est clair
que, si 'on oblige Ies points B et B’
a rester constarnment symétriques

droite AC, le point A me pourra se
mouvoir que suivant la droite AC.
Pour y arriver, M. Bentabol réunit i

les deux points B, B' par deux bri- Fig. 350

des égales BD, B'D,.4 deux secteurs

égaux ct symétriques F, F', qui oscillent autour des points
0 et 0"en restant fangents I'un & I'aulre au point I. Pour
obliger les deux secteurs & se mouvoir symétriquement, il
faut et il suffit quils roulent l'un sur l'anfre au point I,

ou, c¢ gui revient au méme, qu’ils engrénentl'un avee P'autre ;
le mouvemeat angulaire de l'un ¢étant égal au mouvement
angulaire de Pautre, puisque les rayons des circonférences
primitives sont égaux, les deux sccteurs resleront symé-
triques s'il ont él¢ symétriquement montés lors de la pose
de 'apparcil. M. Benlabol cmploie pour cet engremage, qui
Nest soumis 4 ancun effort, le systéme sans froliement de
While, ou au moins, un systéme & denture ¢chelonnée, qui

¥ES. COLLIGRDN. 34
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réduit le glissement & une trés faible limite. Le jeu laisség

cebengrenage doit étre le plus petit possible.

En général, Iappareil est double, et la tige CA du piston

est articulée en A & un goujon, dont les deux extrémitds 'i:':f

s'assemblent dans les deux guides placés parall¢lement, 1'un

devant la tige, 'autre derriére. A
M. Bentabol propose comme types les proportions suivanles:”

0B=0B'=5,0=01=6,BA=BA’'=17. La plus grande
obliquité de AB avec la droite AC ne dépasse pas 45°; L'oscil~
lation des secteurs est limitée & 25° au maximum. Le rayon
OB doit faire un angle droit avec la bissectrice du secteur F
auquel il est atfaché. :

MACHINE A MARCHER, DE M. TCHEBICHEFF !,

542. M. Tchebicheff a réalisé récemment un dispositif dans

lequel un point d’une tige de longueur invariable décrit sen-.

siblement une ligne droite pendant une partie de son parcours,

puis se trouve soulevé et effectue la seconde partie de's

trajet suivant une trajectoire courbe, qui le raméne & la

premiére ex(rémité de sa course rectiligne. La tige mobile
est guidée, comme dans le parallélogrsmme de Watt, par
deux de ses points assujettis & décrire des circonférences. La
détermination la plus convenable des rayons de ces circonfé-
rences et des segments de la droite constitue un probléme
d’approximation que les méthodes de M. Tchebicheff donnent

le moyen de résoudre. Nous nous bornerons ici & en faire 3

connailre les résulfats. ' % S

0 et 0 sont les deux centres de rotation, établis sur une

ligne horizontalé, par exemple; OA, 0’B sont les deux rayons

qui rattachent aux centres O et 0’ les poinls A et B de la tige

i. Bulletin de la Socigié mathématique de France, t. XII, n° 6, séance dﬁ P

21 novembre 1884. ) 3

| rence OA située a droile de la
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‘rectiligne ABC; le point décrivant est le point C, sur le prolon-
‘sement du segment AB. On fait 0B = AB = BC, et I'on déter-

mine les dimensions de I'appareil
(n prenant

-1y

+V
2

[ ]

AB =04 <

=ai

00'::.0A><4—|;\/ 3

Cela posé, si l'on fait décrire au
point A la moitié de la circonfé-

verticale XX, le point C décrit
sensiblement la portion rectiligne
m'm de sa trajecloire; quand en-
suite le point A décrit la demi-
circonférence de gauche, le point C est soulevé et parcourtl'are
de courbe mpn’. On peut attacher au point G une tige €D,
qui tombe librement suivant la verticale, et qui figure, par
exemple, la palte d’un éléphant; elle pose & terre quand le
point G et CD parcourt m'm, elle se souldve et quilte le sol
quand le point G parcourt 'arc mpm’. On peut, en groupant
convenablement quatre appareils semblables, conjugués
enlre eux, oblenir des mouvements alternatifs des patles,
qui imiteat la marche de I'éléphant’. ‘

M. Tchebicheff avait précédemment construit un tabouret
soutenu par un systtme de tiges articulées, qui pouvait se
déplacer latéralement sans changer de hauleur, entre certai-

nes limites, par le simple jeu des articulations.
e

DISPOSITIFS PARTICULIERS.

545. Nous empruntons au rapport de M. Hirsch su» les ma-
chines et les appareils de la mécanique générale a U'Exposi-

1. Voir le journal Science et Nafure, vol. III, ue 60,17 janvier 'i885, article
de M. Edcuard Lucas. : ¢
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tion de 1878, I'indication de quelques dispositifs qui pré-
sentent un cerlain intérét au point de vue de la cinématique,

TRANSMISSION DE LA MACHINE A VAPEUR MALESCHEFF. |
. !

544. La tige PA du piston de la machine est articulée en A 4
une bride AB, au milicu I de laquelle st atlachée la bielle O
qui meten mouvementl'arbre tour-
nant projeté en 0. On a rigoureu-
sement OI=IA—=1IB. Si donc on
fait en sorte que le point B décrive
rigoureusement ou approximative-
ment une droite OX, perpendicu-
laire & OA, la bielle OI tournera
autour du point O, et le mouve-
ment rectiligne alternatif du piston
sera transformé en mouvement cir-
culaire continu de la bielle OL. Cette
~ bielle est le quart de la course du

piston, au licu d’en éire la moitié,

comme dans la transmission ordinaire. Pour assujettir le
point B & décrire sensiblement la droite 0X, on articule I'ex-
trémité B de la tige AB au milieu d’une autre-bride CD,
dont les extrémités C et D sont assujettios & tourner autour
de points fixes 0’ et 0". Dans ces conditions, si les para-
melres de la construclion ont éié convenablement déter-
minés, le point B décrit une courbe 4 longue inflexion de
Watt, qui différe peu de la ligne droite OX. La condition &
remplir consisle & assurer approximativement le parallélisme
de la droite BE qui joint le point B au centre iznstantané E
de la droite mobile CD. :

TBANSMISSION BOURDON..

345. M. Charles Bourdon a donné plusicurs moyens de
transmettre & 'aide de bielles un mouvement de rotation con-
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tinu d’un arbre & un arbre paraliéle, sous la condition que les

vilesses de rolation soient égales et de sens contraires. L’appli-
cation principale de ce dispositif se fait aux baliments qui
sont mis en mouvement par deux hélices; il est essentiel de
les faire tourner en sens contraires, pour maintenir la posi-
tion verticale du batiment.

Soient 0, 0 les deux axes de rotation. Si l'on prend deux
points A et B sur les deux roues O et (, la connexion directe

de ces deux points assurerait des vifesses angulaires égales
el contraires aux deux roues quand la droite AB couperait au
milieu la droite 00’ qui joint les centres. Mais le rapport
des vitesses serait altéré dés que la rencontre des deux droites
serait en dehors de ce point milicu. Au lieu de celte con-
nexion directe, M. Bourdon hrise la bielle au point G, en
assujeltissant le point D, milieu de la droite AC, & parcourir
la droite 00'. A cet effet, 'arliculation D est mainlenue dans
une glissiére dont 00" est la ligne moyenne; ct la bielle AG
est en outre arliculée a une pelite bielle CB, qui s’articule
au point A de la seconde roue.

Le lieu déerit par le point G est une courbe fermée du
4me grdre, qui différe peu du cercle, lorsqu’on choisit conve-
nablement les paramétres de 'appareil. Si I'on fait faire un
tour a lagbre 0, 'arbre 0’ fera un tour en sens conlraire.
Mais le rapport des vitesses n’est pas rigoureusement con-
slant dans l'inlervalle du tour,

ARBRE TLEXIBLE DE STOW,

346. Le joint universel permet de courber un arbre, cn
conservant sensiblement la méme vitesse angulaire; lorsque -
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l’ang?e des deux ¢léments conséeutifs est voisin de deux angleg
droits. Cela posé, si l'on imagine un arbre formé d'élémen(g
trés courts, réunis deux & deux par des joints universels, op
aura un arbre qu'on pourra infléchir comme on voudra, 2 I
fagon d'une corde, sans qu'il cesse de transmettre la rotation
autour de ses divers éléments rectilignes. Cette solution a été
imaginée et réalisée par M. Kurtz, mécanicien 3 Paris.

M. Stow compose son arbre flexible d’une premiére couche,
formée de fils métalliques enroulés jointivement en hélice
dans un sens, autour d’un noyau de trés petit diamétre; au-
tour de celte couche il entoure, en sens contraire, une seconde
couche de fils; puis une troisitme aulour de la seconde, une
quatriéme autour de la troisiéme, ct ainsi de suite, engren-
versant & chaque fois le sens de Penroulement. On forme de
celle manicre six 4 sepl couches alternées, et on les renferme
dans une derniére enveloppe flexible. Le tout forme une
corde qu’on peut courber comme on veut; et si 'on commu-
nique & son premier ¢lément un mouvement de rotation au-
tour de sa ligne d’axe, fous les ¢léments suivants participent
bientdt & e mouvement, sans qu'il y ait aucune tendance au
déplacement de la ligne moyenne. e

Qu'on place deux systémes semblables en regard T'un de
I'autre, sur deux axes paralleles, el qu’on fasse passer une
courroie ou une corde au fond des deux gorges formées par
les intersections; on pourra régler & volonté le rapport des
rayons des cercles entre lesquels la communication est éta-
blic, rapport qui est Uinverse du rapport des vilesses angu-
laires.

Une crémailldre, mise en mouvement par une vis sans fin,
permet d’agir 4 la fois sur les deux cones mobiles de chaque
systéme, et de conserver constante la somme des rayons qui
sont en prise, condilion nécessaire pour que la corde reste
toujcurs fendue.

FIN.

TAMBOURS A VITESSES VARIABLES DE MM. BATAILLE ET BLOOM, DE LILLE.

© .

547. Les tambours de MM. Bataille et Bloom ont la forme
d’un double ¢éne, dont la surface latérale est parfagée égale-
ment ct. alternalivement en secteurs pleins et en secteurs
vides. Deux doubles cones pareils sont montés sur le méme
arbre, de maniére que les pleins de I'un passent a travers les
vides de l'autre. L'un est fixe, I'autre est mobila.le long de
I'axe. Dans ces conditions, on congoit qu’on peut librement
rapprocher les deux cones ou les écarter entre certaines li-
mites, el qu’on pourra faire varier par conséquent le diamétre
de la circonférence suivant laquelle se coupent mutuellement
leurs deux surfaces, et qui forme pour ainsi dire la gorge de
la poulie constiluée par leur ensemble.
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A

Abatage, 421,

Aberration de la Tumiére, 101.

Aceélération tangenticlle, 33; — to-
tale, 121 et suiv. ; — dans le mouve-

ment circulaire uniforme, 129; — |

dans le mouvement curviligne, 124,
— dans le mouvement projeté, 159 ;
— en coordonnées polaires, 1545 —
de glissement, — tangenticlle, —
centripéte, — complémentaire, 155 ;
— centrale, 175; «— totale, lorsque
la vitesse arcolaire est constante,
164; — complémentaire, 273; —
centrifuge composée, 283; — dans
le mouvement relaiif-et dans le mou-
vement épicycloidal, 273, 290, 295
— dans le mouvement épicycloidal
- sphérique, 512 ; — d'ordre supériear
au premier, 513.

Action dugent sur les girouettes mo-
hiles, 99.

Aileltes, 468.

Aires {théoréme des), 156.

Alluchons, 248.

Awring, 3. .

Angle de contingence, 151 ; — de deux
directions dans l'espace, 180; —
d’avance, 444.

Anneaux, 525.

Appareil réciprocateur de M. Peaucel-
lier, 442; — de M. Hart, — de
M. Perrolaz, 527, 528 ; — pour V'ob-
servation des mouvements, 479; —
enregistreurs, 483; — du général
Morin, 484 ; — de M. Bentabol, 529,

Application du théoréme de Coriolis,
983 ; — du joint universel aux pres-
ses typographiques, 464.

Arbre tournant, 321; — de tour, 322
— vertical, 322; — de Kurtz, 534;
— de Stow, 532.

Are-boutement, 351.

Are d'approche, de retraite, 371; —
de glissement, 269, 336, 516.

Aréte de rebroussement, 228.

Assemblage i la Cardan, 463.

Asymplotes de T'hyperbole, 116.

Avance angulairve, 444.

Aze d’une rotation, 239; — instan—
tané, 221; — instantané glissant, .
933 ; — instantané du croisillon
dans le joint universel, 458. :

Awiome au sujet du mouvement rela-
tif, 92.

B

Daguie, 428.-
Balancler, 432,
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Bane a br om’rm, 408,

34,

‘xwr, 599,

anD, 158,

Ll riaNcounT, 327,

Bielle et manivelle, 429; — ot mani-
velles inégales, ‘_’D.J 429; — d'ac-
couplomenl, 432,

Broow, 534.

Bombement des poulies, 414,

Doulons, 521,

Bour (Edmond), 119, 357, 301, 421,

Bourpox, 532,

Braorey, 263,

Bras d’une roue dentée, 370 ; — porle-
train, 380.

DBirin d'une courroie, 414; — conduc-
teur, — résistant, 419,

Droche, 468.

Brocor, 377,

C

Cable de M. Ilirn, ou tciodymmlque,
415.

Cames, 393, 394.

Caracléristique, 228.

Carpax, 463.

Centre instantané de rotation, 194%; —
des accélérations dans le mouvement
épicycloidal, 299 ; — d'escillation du

tiroir, 445 ; — de courbure des épi-

eyeloides, 509.

Centripéte (aceéléralion), 129.

Cercle osculateur, 131; — de roule-

- ment, 293.

Chatnette, 218.

Changement du sens d’une transmis-
sion par courroie, 216;; — du rap-
port des vitesses angulaires, 417,
5343 — de voie, 326.-

Chapean, 521.

CmasLes, 228, 508.

Chdssis, 380,

Chronographe de M. Martin de Brettes,
488 ; — de Schultz, 489.

Chronomeélre, 2, 480; — 4 pointage,
480. §

Chule des corps pesauts, 47,

Circonfeérence des inflexions, 203 ; —s

. primitives, 332.

Circulation (vilesse de), 82, 83.

Classes des transmissions de mouve-
ment, 327,

Glassification des mécamsmes, M9y —
des transmissions, 327.

Colatitude, 84.

Collet, 521.

Collier 4 galets, 324 collier, 428,

Composante géométrique, 60; —g do
la vitesse d'un point d’'un solide qui
tourne autour d'un peint fixe, 253,
308, 512; — de Taccélération com-
pluncnf'mc, 276 ; —s de l'accéléra-
tion totale, 132,

Composition de droites finies, 00; —
des mouvements clememalres, 238
et suiv.

Gonchaide, 109,199,

Gonjonelion des planétes, 104.

Gonstruction de Savavy, 344, 511, 516.

Coordonndes d'un mobile, 55; — po-
laires, 84.

Coqmlle, 321, 499,

Gosinus d’'unangle infiniment petit, 82,

Coulisse de Stephenson, 449.

Coulissequ, 449,

Courants électriques (emploi des), 481."

Courbe des espaces, 18; — des vi-
tesses, 23 ; — des accélérations
tangentielles, 34, 448; — d'évide-
ment, 547 ; —s roulantes, 397 ; —
'dé;ivée« 4025 — en ceur, 403; —
a longue inflexion, 434, 436, 541

Cour bw e, 151.

Coussinet, 321. X

Crapaudine, 323; — a al‘ﬁade, 524.

Crémaillire, 555,

Greuz des roues Jengrenage, 368,

Croisillon, 453.

Culot, 393.

Cycloide, 208, 285.

Cylindre de soulévement, 324.

D

o
Depize, 443.

‘Décomposition de Iaceélération totale

suivant la tangente et la normale
principale, 132; — analylique de
T'accélération totale, “141; — du
mouvement élémentaire d’un solide,
931; — de laccélération complé-
mentaire suivant les teois axes, 276.
Démonstration analytique des lois du
déplacement d'un solide, 497 ; — de
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Ia loi du déplacement d'une fignre
plane dans gon plan, 501.

Dents d’engrenage, 532,

Déplacement d'une droite, 190; — d'un
plan, 297; — d'un solide, 229, 257,

Deerez (Marcel), 480,

Dérivée d'une fonelion, 16.

Description de Vellipge d'un mouve-
ment continu, 199.

Désembrayage dun outil, 416.

Détenle, 449.

Détermination de la vitesse, 20; — de
Paccélération totale, 125, 164; —
analytiqie de I'axe instantané glis-
sant, 253 ; — analylique des axes de
rotalion conjugués, 259; — des
axes d'une ellipse dont on commaitun
gystéme de diamétre conjugués, 214,
495,

Diagramme de Zeuner, 440 ; — des
vitesses du tirvoir, 448. .

Diapason (emploi du), 480,

Dimensions & donner aux différentes
parties d'uneroue d’engrenage, 360.

Direction” d'une force, 2; — de la vi-
tesse, 16; — de laccéléralion to-
tale, 128; — & donner &4 un para-
pluie pour s'abriter le micux possi-
ble quand on marche, 401,

Divisions de la méeaniqua, 3.

IYoxs En DBray, 527,

Double engrenage conique, 362; —
joint de Hooke, 460.

Droile projetante, 52; — considérée
comme ¢épicveloide, 217 3 —s conju-
guées; 2303 —s gui conservent leur
parallélisme dans- le  déplacement
('unefigure plane dans son plan, 504,

Dynamique, 3. :

E

Eeart dugroir, 445,

Echanfrinement des denls dengre-
nage, 351.

Echelle des temps, — des espaces par-
courus, 18.

Eilipse (propriétés de 1'), 147; —s rou-
lantes, 399.

Engrenages, 329; — cylindriques, 529
et suiv.; — coniques, 329, 360 ; —
hiyperboloides, 329, 304; — héli-
coides, 368; — extéricurs, 340 ; —

intéricurs, 549, 352; — & lanterne,
346; — 4 flancs vectilignes, 350,
3525 — &4 dével : el

953 ; i développanles de cercle,

308, 517 — accolés et ¢ehelonnés
de Ilocke, 358 ; — sans frottement
de White, 357; — planétaires de

Watt, 380.
Entrainement (vilesse d'—, mouve-
ment d'—), 88.
Enveloppe d'une ligne mobile, 111,
i

Lquation du mouvement d'un point
sur sa trajectoire, 9; — de Savary,
243,

Equilibre, 3.

Equipage de roues denté:s, 340.

Espace parcouru, 11.

Elude du mouvcmnnt uniforme, 37;
— du mouvement & l'aide de ses
projections sur les axes, i6.

Evien, 340, 516.

Evalvation des vitesses, 12; — des
aires, 27,

Ezcentricité de lellipse, 167,

Excentrigue Morin, 406; — {riangu-
laire, 408 ; — i cudlc, HMl; — 4

collier, 428,
Eztension de la définition du mot vi-
tesse, 30 ; —des courroies, 419.
Lyreuwery, 482, 520.

F

Frreussos, 384,

IFigures corrclatives, 508,

Foice, 2,

Formule de Willig, 380 ; — de Savary,
343.

Foveaurr, 264.

Foyer d'un plan mobile, 228; — de
I'cllipse trajectoire d'une planéte, 167.

~ Fraction continue, 339; — intermes-

diaire, 375; — la plus simple & in-
sérer entre deux fraclions données,
375, b18.

Frottement, 3531.

Fusde conique, 482.

G

Genres des tli)llSmlSSlOllS de mouve-
ment, 327.
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Glomélrie i qnatre dimensions, 5; —
des masses, 5,

Glace du tiroir, 444.

Glissement (wtcstc de), 82, 85; — sim-
ple, — mixte, — nmﬂ;e anr’ulalre,
268 ; — total, 357,

(”h.s.s-?cm 325.

Godet de graissage, 321.

Grain d’acier, 593,

Graphigue des trains, 42.

Groseent, 487,

Guides du mouvement, 319, B24,. 595,

u

Hart, 528.

Hélice (rayon de courbure de '), 143.
Hélicoidal (mouv ement), 252, 252,
Helicoide (engrenage), 368.
Hevze, 404.

Mirpanque, 263.

I, 415.

Hrrsen, 534,

Hooxe, 558, 460.

Horloge & Tunaison, 391..
Hovrosworrn, 471.

Huvcexs, 339, 478.
Hydrodynamique, 4,
Hydrostatique, 3

Hyperbole, 115.

Imaginaires (introduction des — dans
la cin¢matique), 500,

Indicalrice des accélérations totales,
157 ; — sphérique, 138.

Inertie de la maliére, 426.

Instant, 1.

Inlensité d’une force, 2.

Intersections succe=s1ves d'une hgne
mobile, 207.

J

Jante d'une rove d’engrenage, 370.

Jew dans les engrenages, 369.

Joint universel, ou — hollandais, 453 ;
~ de Hooke, 460; — de Cardan,
462 ; —— d’0ldham, 4717,

- Marteauz, 59%.

Jour cidéral, 262 ; — solaire, 269 —
moyen ou cml 262.

¥
1k

Kerier, 103, 167.
Krerz, 490,
Kurrz, 534.

L

Lacrane, 3, 530, i

Languetles, 325,

Lanterne, 348.

Laxz, 327.

Liavrs, 517.

Levier de changement de marche, 451,

Liaisons complétes, 320.

Lieu des centres de courbure des épi-
cycloides déerites par les d:vels
points d’une droite, 510.

Limiles du nombre de dents des wues
d’engrenage, 340.

Lissatous, 489,

. Loch, 12.

Locomotive, 332.

Lois de Kepler, 103, 167,
Longitude, 84.:

Long pignon, 418.
Lucas (Edouard), 531. -
Lumiére, 101.

‘M

Machine i aléser, 467 ; — & deux cy-
lindres, 427; — & marcher, de
M. lclleljicheff 530. :

MavrEscuerr, 532.

Mandvelle, 423; — & coulisse, 478.

Mawxuent, 216, 495, 500.

Marey, 489: -

MarTIN DE BRETTES, 488

Masse, 5.

Marrer, 487.

Mazimum du quadulatere plan COTIy
slroit sur quatre cdtés donnés, 202
— du quadrilatére sphérique, 91,

Mecauzque, 3; — rationnelle, — appli-+
quée, 4

Méecanismes, 519.
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Mentonnet, 393.

Mériwor, 443.

Méthode géomélrique, — analytique,
4; — de Thomas Simpson, 27; —
de Roberval, 105 et suiv.; — des
roulettes (engrenages), 345; — de
Tredgold (engrenages coniques), 362.

Midi prai, 261.

Moxcr, 527.

Morix, 406, 484, 486.

Mouvement, 1; — d'un point, 7; —
rectiligne, — ecurviligne, — circu-
laire, — elliptique, — paraboligue,
7 ——Lmlmmf‘, — varié, 14; —
1ectllwne uniformeément varié, é
— projeté, 51, 1395 — relatif, S{J.
— apparent, 86; — relalif de
deux points, 93; — relatif de deux
planétes, 105; — annuel apparent
du soleil, 102; — elliptique, 147,
176 ; — des planétes, 167, 491; —
d’'une figure plane dans son. plan,
192, 210, 501 ; — épicycloidal, 2103
— dan solide parallélement & un
plan fixe, 195 ; — d’une figure sur
une surface, 186; — d’une f'gme
sphévique sur la sphere 221 ; — épi-
cycloidal sphérique, 221; — d'un
solide qui a un point fixe, 226; -—
élémentaire d'un solide invariable,
190, 229; — d'un sclide dans 'es-

pace, 495; — d'une figure plane
dans l'espace, 227; — hélicoidal,
290, 232; — continu d'un solide

dans Vespace, 237; — de la terre,
901 ; — relatif de deux solides, 267;
— relatif de deux roues gui s'en-
trainent par adhérence, 270; —s
observiés 4 la surface de la lerre,
989 ; — rectiligne, — circulaire, —
continu, — alternatif, 520 ; — uni-
forme, — varié, périodiquement uni-
forme, 320; —s différentiels, 388,
465 ; — du tiroir, 443.

Moyen meavement, 107,

Mull-Jenny, 468.

N

Nageur (probléme du), 94

Newrox, 168, 177.

Neeuds (vitesse exprimée en —), 12.
Nombre des équations qui délinissent

le mouvement d'un systéme inva-
riable, 185.

Nonmaxp, 464.

Nutation, 263.

0

OF:l d'une hielle, 423.

Ovpnan, 477.

Opposition des planétes, 105.

Ordre desparties de la mécanique, 3, 4-
Origine des arcs, — des temps, 8, 9.
Orthogonale (projeclion), 51.

Qulils, 319. :

Ovale (roue), 464.

P

Paliers, 321.

Papillotage, 464.

Parabole, 170, 220, 484,

Paradone de Fergusson, 584.

Parallélogramme des vitesses, 89; —
articulé de Walt, 433, 527; — pour
bateaux, 441.

Parapluie (direction d donner & un =,
101.

Pas d’un engrenage, 336.

Peavcernien, 443.

Pendule Foucault, 264,

Permutalion tournante, 509.

Perporaz, 527.

Purries, 451.

Pignon, 352; long —, 412, 477; —
mobile, 469, 478.

 Pilon, 595.

Pivot, 322.

Pivotement, 268.

Planétaire (automate — d’'lluygens),

© 339 ; Engrenage — de Watt, 580.

Planétes (mouvement des —), 103.

Plan osculatear, 127, 130 ; —s qui’
conservent leur parallélisme dans le
déplacement d’un solide, 496,

Plague tournante, 525.

Plateau tournant de Poncelet, 4£86.

Plein (engrenages), 368,

Pointage, 481.

Point d’application d’une foree, 2.

Points morts, 193, 424, 432,

Polaires (coordonnées), 78.

Péle instantand, 221, - °
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Poxcrrer, 28, 486,

Postulats de la dynamique, 4.

Poulie folle, 416,

Précession des ¢quinoxes, 263.

Presse typographique, 464.

Prisonnier, 593.

Probléme sur la vitesse moyenne, 59;
— sur la détermination de 1a hau-
tear d'une tour, 48; —s sur le
mouvement relatif, 87, 94; — in-
verse des épieycloides, 216.

Projection, 51 ; — sur une droite, 52;
— sur un plan, 68; — du mouve-
ment rectiligne et uniforme, 62; —
sur un diametre ou sur un plan d’un
mouvement circulaire uniforme, 1,
145; — d'une droite finie sur une
direction qui fait avee cette droite
un angle infiniment petit, 79.

Projetante (droite), 52,

Prony (de), 441, 446,

Proprietés de 1a courbe des espaces, 22,

Q

Quadrature des courhes, 25, 27.

Quadrilatére inseriptible, 202, 221 .-

Quantilés de diverses natures que l'on
considére dans la mécanique, 5.

R

Rails, 395,

Rainures de graissage, 321, 592 ; —
et languettes, 525.

Raison d'un engrenage ou d'un équi-
page de roues dentées, 340,

Rapport des vitesses d'un point mobile
cen deux points de sa rajectoire,
134 ; — des vitesses angulaires de
deux-corps tournants qui restenten
contact, 595.

Rayon de courbure. 151, 168; — de
la parvabole, 170; — de Tellipse,
147 ; — de I'hélice, 1453 ; — des épi-
cycloides, 290, 504 ; — de la cycloide,
285.

Récepleur, 319,

Réeiprocateur Peaucellier, 442, 527 ;
— de Hart, 528; — de Perrolaz,
527.

Réciprogue (engrenage), 582.

Réduiles de fraction continue, 373,

Relation entre les rayons.de courbureg
des profils en prise, 541,

Renseignements pratiquessurles engre-
nagas, 368.

Repos, 1.

Lieprésentation d'un mouvement quj
s'accomplit dans Pespace, 53.

Resar, 117.

liésistance accessoive, Dassive, 331.

Résultante géométrique, 59,

Rétrogradation des planétes, 106.

Roservar, 103,

Réuer, 4735,

Rotation, 188,

Roue menée, — menante, 532 ; — folle,
pour déviter les engrenages inté-
ricurs, 353; — d’angle, 3060; —s
de Rémer, 475; — de champ d'lluy-
gens avee long pignom, 478; —
ronquée avec pignon mobile, 478.

Rouet, 348, ;

loulement, 268. ;

‘Roulelles, 525 ; — (inéthode des), 345.

S

Savany, 543, 516.

Senutrz, 489,

Stvert, 489.

Semelle, 321. .

Signes 4 et —, 8, 55, 60,..

Stnusoide, 6. ?

Suesox (Thomas), 27.

Soleil (mouvemant apparent du), 102.

Solide naturel, — géométrique, 183.

Sphére géocentrique; — liéliocen—
trique, 479. kB

Son (vitesse du), 49.

Spirale logarithmique, 218, 401; —
d’Archiméde, 404,

Statique, 3. .

Srepmanos (Cyparissos), 503,

STEPHENSON, 449, L

Srow, 533.

Surface développable, 298.

Suspension de la boussole, 463.

" Systéme invariable, 185._

T

Tambour de Mallei ct G‘l'osbcrt, 487%

i
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=~s coniques de MM. Dataille et
Bloom, 534.

Tangente aux courbes, 108, 117, 196,
— & la conchoide, 109 ; — au cercle,
112; — aux sections coniques, 114,
115; — aux épicyeloides, 209,

Tenepicnerr, 441, 518, 530.

Temps, 1, 4303 — perdu, 538.

Téte a fourche, 423,

Théoréme des aives, 156 ; —s généraux
sur accélération totale, 170 ; — sur
Pellipse, 150; — de Coriolis, 274;
— de Bobillier, 306 ; — sur la per-
pendiculaire  commune A deux
prolils e prise (engrenages cylin-
driques), 355; — de M. Stephanos,
505. :

Tirage des voitures, 486.

Tourillons, 521,

Tourteaus, 348,

Tracé de Vellipse, 199 ; — géométrique
du parallélogramme de Walt,. 439;
— des circonlérences dans les carles
stéréographiques, 443; — de Ia
courbe des ‘espaces, 481 ; — des en-

grenages, 517. ¥

Train de roues dentées, 371 ; — s épi-
cycloidaux, 375, 579, 381, 386, 465 ;
— ¢picyeloidal de Houldsworth, 471.

Trajectoire, 7; délermination de la
—, 179.

Transformation par rayons vecteurs
réciproques, 160, 442, 527.

Translation, 186.

Transmission par adhérence, 530 ; —
par engrenage, 332; par courroie,
413, 420 ; — par lien rigide. 422; —
par biclle et manivelle, 197; — par

bielle et manivelles inégales, 420; -

— du balancier, 432; — Bourdon,
552, — DMaleschelf, 532.

Travail du frottement, 331.

Trepcorp, 562.

Trewil différentiel, ou =~ chinois,
4063,

v 4

U

Uniforme (mouvement), 11,
Unité Cangle, 53 — de lemps, 2, 12,
261.

v

Valewr moyenne d'une fonction, 456,
Vawrsmions brusques de vitesse, 174.
Varexon, 250,

Vent, 99.

Vis butantes, 525 ; -~ sons fin, 229,
366 ; — d’Archimede, 4605 — dif-
ftrentielle de Prony, 466.

Vilesse, 11, 15; — moyenne, 14, 39;
— angulaire, aérolaire, linéaire, 53,
— de la vitesse, ou accélération tan-
gentielle, 33; — des projectiles,
4873 — dans le mouvement projeté,
57; — aréolaire, 68, 69; — dans le
mouvement relatif, — absolue, —
relative, — d’entrainement, 89; —
de la Inmiére, 100; ~— du son dans
l'air, 49; — de 2 terre dans son or-
bite, 100 ; —s simullandes, 90; —
acquise élémentaire, 192; — ardo-
laire constante, 146; — angulaire
d'un solide, 189; —s simultanées des
divers points d’un solide, 235; — de
glissement de deux corps tournants
en conlact, 390,

W

Warr, 380, 424.
Whire, 557,
Wieeis, 327, 357, 569, 580, 422.

Z

Trusen, 443, 440,
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