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P R É F A C E

Lê Traité de Mécanique dont nous donnons ici lê tome
premier, comprend irois parties principales :

Cinématique,
Statique,

Dynamique et Mécanique dês fluides.
A cês trois parties, qui s'adressent aux classes supé-

rieures de mathématiques dans lês Jycées, aux eleves

dês facultes dês sciences, de 1'École polytechnique et dês

autres écoles spéciales, nous avons ajouté un complé-

ment, contenant lês príncipes de Ia mécanique analytique

et de Ia mécanique vibratoire, et destine aux eleves de
1'enseignement supérieur.

MEC. COLLIGNOS.
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On trouvera dans 1'introduction du préseut volume lês
motifs qui nous ont dirige dans lê classement dês ma-
tières, point sur lequel tous lês auteurs ne sont pás
d'accord. Pour quelques-uns, Ia statique n'est qu'un cha-
pitre dela dynamique. Nous y voyons, au contra i ré, une
dês grandes divisions de notre sujet. L'ordre que nous
suivons est celui qu'ont prefere presque tous lês anciens
auteurs : c'est lê seulqui donne à Ia statique sã véritable
importance, et qui Ia presente comme une science à part,
ayantson objet bien defini, sés axiomes spéciaux, sã mé-

thode particulière.

La cinématique, dont il est exclusivement question
dans cê premier volume, comprendlacmémafigMepiíre,

dont nous exposons lês príncipes dans lês livres I, Ilet 111,
et Ia cinématique appliquée, ou théorie dês mécanismes,
matière du quatrième et dernier livre. On ne doit pás
s'étonner de cette division, qui fait succéder à dês théo-
ries géométriques dês descriptions de dispositifs tenant
de près à Ia mécanique industriei lê et à Ia techno-
logie. La mécanique n'est pás une suite de proposi-
tions abstraites, c'est, au contraire, une science sus-
ceptible dês plus nombreuses applications, et cê serait

i
en méconnaitre lê caractère et 1'étendue, que de Ia res-
treindre systématiquement à de simples spéculations de
géométrie ou d'analyse.

Lê but qu'on doit se proposer en écrivant un traitó

PRÉFAGE.

scientifique, paraít être de mettrele lecteur au courant
desprincipalesméthodes qui pourront plus tard lê gui-
der dans sés recherches personnelles. Pour atteindre plus
sürement cê but, nous n'avons pás hesite à revenirsou-
vent sur certames questions, et à montrer quelques-
uns dês divers procedes à 1'aide desquels on arrive
à lês résoudre. C'est d'ailleurs en insistant sur une
même proposition, en 1'étudiant chaque fois à un
nouveau point de vue, que 1'élève découvrira lês liens
qui rattachent lês unes aux autres lês différentes
parties de Ia science, et qu'il fmira par en saisir

. 1'unité, d'abord voilée pour lui sous Ia multiplicité
dês propositions particulières. Néanmoins Ia géomé-
trie, et par cê mot nous entendons Ia géométrie élé-
mentaire, joue dans cê volume lê role lê plus impor -
tant. Plusieurs raisons ont à cet égard determine notre
choix. De toutes lês branches dês mathématiques, Ia
géométrie est. sans contredit Ia plus connue; son vo-
cabulaire est depuis longtemps forme; elle a beau-
coup plus de puissance qu'on ne lui en attribue com-
munément; c'est, en un mot, un instrument propre
à rendre lês meille.urs services, dês qu'il est placo
entre dês mains exercées. Enün 1'exposition géométn-
que-dês príncipes de Ia mécanique n'en est plusaujour-
d'hui à faire sés preuves. Depuis vingt ans qu'on Ta

mtroduite dansFenseignement supérieur, elleVarendu
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plus clair et plus facile, et surtout ellc a contribuo dans

une large mesure à développer chcz lês eleves Ia justesse

du sens mécanique, précieuse faculte, que 1'cnscigne-

rnent purement analytique semble impuissant à faire

naitredansleplusgrand nombre dês esprits.

ED. C.

Paris, h20oclobre 1S72.

T R A I T É

DE MÉCANIQUE

INTRODUGTION

\, Un corps est en mouvement quand il occupe successive-
ment diverses positións dans 1'espace. Un corps est en repôs
lorsqu'il conserve indéfiniment Ia position qu'il occupe à un
ccrtain instant. Dans cês deux définitions entre Ia considéra-
tion du temps.

L'idée de temps ecl une idée première qu'on ne peut defi-
nir et que tout lê monde possède; il nous suffit ici d'obser-
ver qu'une durée quelconque est une portion du temps, com-
mençant à un certain instant et se íerminant à un autre
instant; 1'instant est à Ia durée cê que lê point géométrique
est à Ia longueur d'une ligue. On conçoit três bicn cê que
sont deux durées égales, et par suite cê qu'est une durée
double, triple, ou moitié d'une aulre. En un mot, lê temps
est susceptible de mesure comme toute autre grandeur, et
on définit une durée en donnant lê rapport de celte durée à
une unité arbilrairement choisic.

HÉC. COLLIGXOS.



2 BIVISIONS

La seconde, Ia minute, 1'heure, lê jour, l'année, sonl lês
unitès de temps que l'on adopte habiluellement. Lê jour et
Fannée, durées défmies par lês mouvements naturels dês
astres, sont lês unitès fondamentales. La seconde, Ia mi-
nute et l'heure sont dês fractions connues du jour; on lês
évalue à 1'aide dês appareils chronométriques, leis qu'une
montre, un sablier...

Lê phénomènc du mouvement fait donc intcrvenir deux
ordres d'idées bien distincts : lê temps, et lês grandeurs géo-
métriques qui fixent Ia position du corps mobile. Ce n'est pás J
tout. Uexpérience nous apprend que pour mettre en mouve-
ment un corps qui est en repôs, il faut y appliquer un cer-
tain effort; qu'il faut de même déployer uu certain effort
pour empôcher, dans certains cas, un mouvement de se pró- •
üuire : c'est cê qui a lieu, par exemple, quand Ia main sou-
tient un poids qui tomberait si on 1'abandonnait à lui-même.
Dês faits analogues se renouvellent constamment dans Ia vic j
pratique, et conduisent à Ia notion de force, nolion nouvelle,
comme celle de temps. La force doit être considérée comme
une cause capable de mettre en mouvement un corps en ré- ]
pôs, de faire renlrer dans lê repôs un corps en mouvement,
de maintenir en repôs un corps qui est sollicité à se mouvoir
par d'autres forces, etc... Lês forces sont três diversos par leur
nature ; par exemple, Ia force musculaire que développe un
animal est, du moins en apparence, d'une autre nature que]
lês forces qui se manifestent dans lê mouvement dês plariètes.
Mais lês forces, quelle qu'ensoitla diversité, sont comparables
lês unes avcc lês aulres et susceptibles d'évaluation numé-
rique. La mécanique n'a pás pour objet Fclude de leur nature.
intime; ellene s'occupeque dês caraclères communs à toules,
et pour nous, une force será regardée comme complétement
déterminée quand nous connaitrons son pointd'applicalion, sã
direction et son intensité, sans que nous cherchions à penetrei'
plus avant dans Ia rcclierche de sã nature. Cês notions seront,
du reste, éclaircies dans Ia suile du cours, lorsque nous élu-
dierons lês príncipes fondamenlaux de Ia mécanique.

DE LA IIÉCANlQUE. 5

2 La Mécanique est Ia science du mouvement et dês forcos
qui íe produisent ou lê détruisent. Elle se divise en trois par-

ties. . T . .
• La première, appelée cinématique par Ampere, a pour objet
1'étude du mouvement, abstraction faite dês forces qui peuvent
lê produire; on y considere lês corps comme dês figures géo-
métriques mobiles ou déformables ; Ia cinématique n'admet
dans sés raisonnements que lês quantités géométriques et lê
temps, cê qui a fait dire quelle est une sorle de géométrie à
quatre dimensionsl.

La seconde partie de Ia mécanique est Ia statique, ou science
de Y equilibre. On entend par equilibre Peta t d'un corps sou-
mis à Ia fois à plusieurs forces qui se conlre-balancent, et
qui par suite lê laissent en repôs s'il y est déjà. Un poids que
l'on porte à Ia main, et que l'on maintient en repôs malgré
1'action de Ia pesanteur, est en equilibre sous cette action de
Ia pesanteur, qui tend à lê faire descendre, et sous l'action
contraire de 1'effort exerce par Ia main, qui tend à lê faire
monter. La statique étudie lês conditions auxquelles diverses
forces doivent satisfaire pour que 1'équilibre ait lieu.

E n general, un corps soumis à plusieurs forces agissant á
Ia fois se met en mouvement; 1'équilibre dês forces est un cas
parliculier três remarquable ou lê repôs du corps persiste
malgré lês tendances diverses que lê corps subit, et en vertu
de Ia coexislence de cês tendances contradictoires; cê cas par-
liculier, plus simple que lê cas general ou lê mouvement est
efíeclivement produit, est 1'objet spécial de Ia slatique.

La troisième partie de Ia mécanique est Ia dynamique ou
science dês effets de mouvement dês forces, Nous venons de
voir que Ia stalique y rentre à titre de cas particulier.

On isole ordinairement, sous lês noms ühijdrostatique et

v VcCeTrZ,!i?°SUÍOn/'un point dans 1>esPaco déPend de trois coordonnées x,
fóneüons du±7*, ̂ T -les pr°WèmeS de mécanique seront censées êlre dês
métrie i nuatrp ri? S1' °n peut reffarder 'a m&anique comme une géo-

• eéomítv- 1S' et 1>anall'se mécanique est comme une cxtension de
' 8eometn5ue. s Lagrange, T/téorie dês fonctions analytiques, § 185.



4 METHODES.

(Vlnjdrodynamique, 1'élude de l'equilibre et du moiwemenl dcs
"Tluides.

3. Beux mèthodes peuvenl ètre suivies pour 1'étude de Ia
mécanique : Ia méthode géométrique et Ia méthode analytique.
Nous lês adopterons toutes lês deux. L'une doraie une intel-
ligence parfaite dês théorèmes, et rend Ia mécanique acces-
sible à ceux qui possèdent seulement lês éléments de Ia géo-
mètrie ; 1'autre conduit à Ia solution dês problèmes lês plus
généraux et lês plus eleves. Chacune a donc son avuntage.
Notre exposition será cTailleurs géométrique, et 1'analyse
n'interviendra nu début qu'à titre d'auxiliaire.

4. La mécanique dont nous nous occuperons principale-
ment est Ia mécanique raüonnelle, doclrine fondée sur lê rai-
sonnement, et déduisant logiquement toutes lês propositions
qui Ia composent de certains príncipes universellement ad-
mis. La mécanique appliquée, à laquelle nous ferons quelques
emprunts, met à proíit lês théorèmes de Ia mécanique ra-
lionnelle, mais elle est souvent forcée pour résoudre sés pro-
blèmes de recourir à 1'expérience ou mème à dês hypolhèses.
Lê nombre de cês hypothèses diminue, il est vrai, à mesure
que Ia science se perfeclionne. La cincmatique, par laquelle
nous commencerons, est, comme Ia géométrie, fondée sur lê
raisonnemenl rigoureux et sur lês axiomes; elle r\'a besoin
d'aucun príncipe spécial. La statique, qui "vicnt ensuite, re-
pose sur certains príncipes noiweaux, qu'on peut regarder
comme de véritables axiomes. La dynamique seule s'appuie
sur dês príncipes qui sont loin d'êlrc évidénts a priori, sur dês
postulais indirectement démontrés par 1'accord de leurs con-
sèquences logiques avec lês phénomènes observes. La -vérité de
cês príncipes est aujourd'hui mise hors de doute par dês \6-
rifications incessammenl renouvelèes. Áu poinl devue logique
c> pendant, il y a une différence à faire enlre Ia certilude ab-
solue (ou du moins celle qui parait telle à notre esprit), et une
probabilité, si \oisine qu'elle soit de Ia certitude. Àussi pen-
sons-nous qu'il est conforme à 1'ordre logique d'cxposer Ia
slaiique d'abord et Ia dynamique en derniev liea. On arrive à

URDUE DÊS PAIÍTIES, 5

Ia môme conclusion en observant que Ia dynamique adrml
dans sés raisonnements et sés calculs dês quantités de quatre
espèces différentes : lês quantités géométriques ,\e& forces, lês
masses et lê temps, tandis que Ia stalique peut se passer dês
idées de masse et de temps. Nous pouvons indiquer comme
il suit quelles idées premièrcs se trouvent combinées dans
lês diverses parties de Ia mécanique :

Cinémalique : quantités géométriques, temps.
Statique : quantités géomélriques, forces.
Géométrie dês massesl : quantités géométriques, masses.
Dynamique : Quanlités géométriques, temps, forces et

masses.
Dans un ouvrage synthétique, ou l'on pnsse du sirnple au

composé, il semble çonvenable de finir par Ia branche qui
fait intervenir lê plus grand nombre de nolions irréductibles1.

1 On ne separe pás habituellement cette branche de Ia mécanique; elle fournit
dês chapitres particuliers à Ia statique et à Ia dynamique.

2 Tons lês auteurs ne sont pás d'accord sur cê point et il en est qui préférent
exposer Ia dynamique d'abord, Ia statique ensuite. Cette marche est três adrais-
sible, bicn que l'autre nous paraisse plus logique, et qu'elle donne à Ia statique
1'importance qu'elle mérite en réalité.

j
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CINÉMATIQUE

LIVRE PREMIER
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C H A P I T R E P R E M I E R

OU MOUVEMENT D'UN POINT SUR SÁ TBAJECTOIRE

DÉFINITIONS.

5. Lorsqu'un point est en mouvement, Ia suite dês diffé-
.rentes positions qu'il occupe dans 1'espace forme une ligne
que l'on peut concevoir comme engendrée par lê mouvement.
du point; on donne à cette ligne lê nom de trajectoire. La tra-
jectoire d'un point mobile est donc Ia ligne, droite ou courbe,
que cê point décrit dans son mouvement.

6. On dit que lê mouvement d'un point estrecíi%ne, quand
Ia trajectoire de cê point est une ligne droite ; qu'il est curvi-
ligne, quand Ia trajectoire est courbe ; qu'il est ármlaire,
quand Ia trajectoire est une circonférence de cercle; qu'il est
elliptique, quand Ia trajectoire est une ellipse; qu'il est para-
bolique, quand Ia trajectoire est une parabole, etc.

1. .La ccnnaissance de Ia trajectoire d'un point mobile ne
suffit pás pour definir lê mouvement de cê point; il faut eri-
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8 TRAJECTOIRE.

core, pour que lê mouvement du point soit entièrement
connu, que Pon sache à quel instant s'effeclue lê passage du
mobile aux divers points géométriques de Ia trajectoirc. Sup-
posons, par exemple, que Ia ligne MN soit Ia trajectoire d'un

point mobile, et qu'à un moment quel-
conque lê mobile ait été observe au
point A; qu'une seconde après il ait
été observe en B; qu'une seconde plus
tard il ait été vu en C ; qu'au bout de
trois secondes, il ait passe au point
D, et ainsi.de suite de seconde en se-

conde ; Ia position du mobile sur Ia trajectoire será connue,
et Ia loi du mouvement será déíinie approximativement, par lê
tableau dês espaces successivement parcourus, AB, BC, CD,...
pendant lês intervalles de temps qui se sont écoulés d'une
observation à 1'observation suivanle. On peut prendre cês in-
tervalles assez petits, pour que 1'approximation soit equiva-
lente, au point de vue pratique, à Ia connaissance complete
de Ia loi cherchée.

Par exemple, si MN est un chemin de fer, et que lês points
A, B, C, D, en soient lês stations succèssives, lê mouvement
dcs trains qui parcourent Ia ligne dans un sens ou dans
1'autre est en general suffisamment defini par lês tableaux
donnant 1'heure du passage du train à cês diverses stations.

8. Supposons qu'unmobileparcoure une trajectoire donnée
MN ; on définit son mouvement de Ia manière suivante : on
commence par choisir arbilrairement sur Ia trajecloire un

point géométrique fixe O, qui sert ã.'ori-
gine, et à partir duque! on compte lês
longueurs dês ares de Ia courbe; Ia
position d'un point quelconque A de Ia
ligne MN est déterminée par Ia lon-
gueur de 1'arc OA. On convient de plus

de distinguer par lês signes -+- ou — lês ares portes à partir
de Porigine O dans un sens ou dans Paulre; lês ares positifs
.eront complés par exemple dans lê sens OA, et lês ares né-

ÉQUATION Dü MOUVEMENT. O

dans lê sens OM. Une longueur affectée de Pun dcs
np 4- ou - définit donc un point de Ia courbe et un seul.

Sons d'une manière générale s un are variable issu du
noint 0. A chaque position du mobile sur Ia hgnc MN cor-
respond une valeur particulière de s, positive ou négative; lê
mouvement será entièrement determine si l'on donne lês va-
leurs succèssives que prend cet are variable s dans Ia suite dês
temps, ou, pour parler lê langage de 1'analyse, si Von exprime
Tare s en fonction du temps t.

Lê mouvement d'un point sur sã trajectoire, supposee
connue, s'exprime donc analytiquernent par une équation de
Ia forme

et Ia nature de cê mouvement est entièrement dôterminée par
Ia forme de Ia fonction f.

9. Prenons pour exemple un mouvement circulaire, dont
Ia loi soit exprimée par Ia relation

s= aí, (i)

a étant un nombre constant que Pon suppose connu. Soit C lê
centre du cercle qui sert de trajectoire au mobile, O Porigine
dês ares, que Pon comptera positivement dans lê sens OA, et
négativement dans lê sens opposé. Si Pon fait t = O, Péqua-
üon (l) donne s = O, cê qui correspond au point O lui-même.
On voit donc que pour í = O, ou comme on dit, à l'origine dês
temps, lê mobile esl au point O, ou à l'ori-
gine dês ares. Si Pon donne à í dês valeurs
positives croissantes, et que lê nombre a
soit positif,s será positif, et ira croissant.
Lê mobile se déplace donc sur Ia circon-
férence dans lê sens OA. Cherchons lê
moment du passage du mobile au point B,
seconde extrémité du diamètre mené par
lê point 0., Désignons par R lê rayon du cercle, et soit r, lê
rapport de Ia circonférence au diamètre. L'arc OAB, qui est
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égal à une dèmi-circonférence, aura pour longueur
durée í' du trajet du mobile de O en B será donc donnée par
l'équation

On en déduit

<'= TlR

Lê mobile, après avoir passe au point B, parcourt Ia demi-
circonférence BDO, et revient passer au point O; Ia valeur
particulière du temps, í", pour laquelle a lieu cê second pas-
sage, será donnée par l'équation

c'est-à-dire

On voit que l" est double de t', de sorte que lê mobile met
autant de temps à aller de B en O qu'il en a mis à allcr de O en
B. A partir du retour au point O, lê mobile fera une seconde
fois lê tour du cercle, en y metlant autant de temps qu'il en a
mis à faire lê premier tour, et ainside suite indéfiniment. Lês
valeurs négativesdeí correspondraient aux tours qui auraient
precede celui que nous avons regardé tout àTheure comme
lê premier; enfin si a était un nombre négatif, lê mouvement
du mobile s'effectuerait dans lê sens OD, au lieu du sens OA,
que nous avons regardé comme lê sens positif.

Proposons-nous de déterminer lê nombre a par 1'observa-
tion du mouvement; nous évaluerons à 1'aide d'un chrono-
mètre lê temps T que lê mobile met à parcourir Ia circonfé-
rence entière OABDO, et nous aurons 1'égalité

Donc

UNIFORME.
Substituonscettevaleurdeadansréquationdumouvement,

ilviendra

ou bíen encore

Cetle équation n'est autre chosequ'une proporlion, ou une
é-ali deq rapports: lês ares , et 2uR sont entre eux comrne
L°s temps t etPTP que lê mobile met à lês parcounr; en temps
égaux, lê mobile parcourt done dês ares egaux, cê qu on ex-
prime en disant q.ue lê mouvement est uniforme.

MOUVEMENT UNIFORME. MOUVEMENT VARIE.

10. Lê mouvement d'un point est ãil uniforme lorsque lê
point parcourt en temps égaux dês ares égaux de sã trajec-
toire, et l'on appelle vitesse du mouvement uniforme Ia lon-
gueur de 1'arc décrit dans un temps égal à 1'unité.

II est facile de voir, et nous démonlrerons plus loin, que
1'équation du mouvement uniforme d'un point sur sã trajec-
toire est de Ia forme

s = at + b,

a et & étant dês constantes, c'est-à-dire que \'espace parcouru,
s, est une fonclion linéaire du temps t. On reconnaít aussi que
lê coefficient a, par lequel t est multiplié, est Ia vitesse de cê
mouvement uniforme; car lorsque lê temps í croit d'une
unité, 1'arc s augmente de Ia quantitè constante a.

Lê mouvement circulaire que nous venons d'étudier est
donc un mouvement uniforme, et lê nombre a cn est Ia vi-
tesse.

H. La vitessed'un mouvement uniforme est une longueur
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déterminée dês que 1'unité de temps est choisie. On prendor-
dinairement pour unité de temps, en mécanique, Ia seconde

sexayésimale, ou Ia 864006 partie du jour
A S solaire moyen. Cetle unilé étant bien défi-

Fig 4 nie, on saura cê que represente une vitesse
égale à une droite íinie quelconque AB;

celte expression indique que lê mobile parcourt un espace
ágal à AB dans une seconde.

12. Pour représenter Ia vitesse par un nombre, il suffit de
donner Ia mesure de Ia longueur AB qui Ia represente, c'est-
à-dire de prendre lê rapport de cetle longueur à l'unité de
longueur, au mètre par exemple. Ainsi, 1'expression vitesse
de 10 mètres détinit un mouvement uniforme dans loquei lê
mobile parcourt un espace de 10 mètres pendant chaque se-
conde.

Quelles que soient lês unitcs employées pour Tévaluation
dês vitesses, on peut lês ramcncr à Ia seconde et au mòtre;
c'est cê qu'on fait généralement en mécanique.

Par exemple, un train de chemin de fer parcourt 45 kilo-
mètres àl'heure. Sá vitesse serail représenlée par lê nombre
45 si l'heure élait adoptée pour unité de temps et lekilomètre
pour unité de longueur. Mais comme c'est à Ia seconde et au
mètre qu'on est convenu de rapporter lês durées et lês
espaces, on observera que 45 kilomètres équivalent à
45000 mètres, et qu'une heure équivaut à 5600 secondes.
Lê train, parcourant 45000 mètres en 5600 secondes, parcourt
en une seconde lê quolient

45000_10. 5
5ü'00 ~~ " ' *

II parcourt donc 12m,50 par seconde, et sã vitesse est re-
présentée,danslesyslème usuel d'unilés, par lê nombre 12,5.

15. La vitesse dês navires s'eslime habituellement en noeuds.
Cetle expression vient de Ia méthode employée à bord dês bâ-
timents pour determinei1 Ia vilesse de Ia marche. On jette à
Ia mer, àFarrière duriavire, 1'appareil appelé loch; c'esl un

JiffiUDS.

^A • ne longue cordelle qui est enroulce sur
flotteur attacne a u 0 ^ ̂  CeHe bobine, de ma-

Sursoit une certaine distance du bâtiment, pour q u ü n e
soit pas-trop influencé par lê sillage et pour qu on pm e
compter sur son immobililé. Lê sablier est retourne, et l ob-
servation commence au moment précis ou l'on .voit passer
une marque rouge fixèe sur Ia corde. suffisarament lom
de 1'extrémité qui s'attache au flotteur. La corde se de-
roule tant que dure 1'écoulement du sable; on 1'arrête
subitement lorsque lê sable est épuisé. Alors on retire lê
loch, en ayant soin de compter lês nceuds, marques équi-
distantes placées sur Ia corde à partir du signal rouge qui
sert d'origine à Ia graduation. Si l'on en trouve huit par
exemple, on dirá que lê navlre file huit nceuds. Lês nceuds
sont espaces sur Ia corde de lelle sorte qu'un noeud corres-
ponde à une vitesse de 1852 mètres par heure1. II faut pour
cela, siTobservatioridure une demi-minute, queTespacement

« 1 1 1 » . _ * « » _ 1 !réel dês noeuds2 soit égal à
1852-

Un« vitesse de 8 noeuds équivaut donc à 1852mx8, ou

1 Lê quartdu méridien terrestre ayant une longueur de 10000000 mètres, un

degré \aut en moyenne, à Ia surface de Ia terre, ^0°0000 = HHH°,H, et

111111 11
nne minute sexagésimale, 6Q^—=1852 mètres environ. Lê nocud corres-

pond donc à une minute de grand cercle parcourue en une heure à Ia surface du
globe.

8 Dans Ia pratique, on a reconnu qu'il fallait réduire un peu cot intervalle, et
cm lê üxe a 'U",U2, pour tenir oompte de 1'iníluence exercée sur lê loch par Ia
marche du bâlimcnl.
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14 MOUYEMENT VARIE.

à 14816m par heure, ou à 246m,93 par minute, ou enfin à une l
246 93

vitesse de- ' =4m,H5, Ia seconde éíant prise pourunité.

14. Lê mouvement d'un point mobile est varie lorsque lês
espaces décrits en temps égaux sont inégaux.

Soit MN Ia trajectoire, droite ou courbe.
Supposons queA,B, C, D,... soient despositions successives

. du mobile, observées à dês intervalles
N de temps égaux entre eux. Lê mou-

vement será varie, et non uniforme,
si lês espaces AB , BC, CD , décrits en temps égaux , sont
inégaux. Supposons que lês observations aient été failes à
dês inlervalles de temps égaux chacun à t secondes. Lê quo-

AB
tient — représentera 1'espace moyen décrit par lê mobile pen-

i

danl chacune dês t secondes qu'il a mises à passer du point A
au point B. Ce quotient est cê qu'on appelle Ia vitesse moyenne

BC
du mobile entre lês point s A et B. De même — est Ia vitesse

v

CD
moyenne entre B et C, et — Ia vitesse moyenne entre C

et D, etc.
15. En general, Ia vitesse moyenne d'un mobile entre deux

positions qu'il occupe successivement sur sã trajectoire s'ob-
tient en divisant Ia longueur du trajei entre cês deux positions,
par Ia durée de cê trajet. SHe mouvement est uniforme, cette
opéralion donne Ia vitesse constante du mouvement.

Par exemple, un train part de Paris à 7 Iteures et arme
à Creil à 8 heures 19 minutes; Ia distance du point de déparl
au point d'arrivée est de 51000 mèlres; lê trajet s'accom-
plit en l heure 19 minutes ou en 4740 secondes. La vitesse
moyenne est donc :

51000 ... „„

Si, au lieu de considérer Ia distance entière dês deux sta-

VITESSE DANS LÊ MOUVEMENT VAIUÉ. 15

- *o dénart et d'arrivée, on avait observe pendant Ia
U°n h H durée du parcours accompli par lê train entre un

^wSiflp '̂»^6116?0168111111011161"^811,1'poteau kllomem
t
q"ro

P
uvé ce(te durée égale à 45 secondes, Ia

ít^e nTyenne pendant cet intervalle aurait été de

1000° _ 29o, 22
45 " ' "'

nombre plus grand que Ia moyenne obtenue pour Ia distance

Fig. 6.

vitesse moyenne dans un mouvement varie n'est donc
pás Ia même pendant toute Ia durée du mouvement, et elle
varie suivant qu'on laprend à dês époques diíférentes et pen-
dant un intervallõ de temps plus ou rnoins long. Pour un
train, par exemple, elle est três faible dans lês kilomèlres
voisins du départ; elle s'accroit d'abord,
puis elle décroit rapidement au moment
de 1'arrivée.

16. On appelle vitesse du mobile àson
passage en un point particulier A de sã
trajectoire, Ia vitesse moyenne avec la-
quelle lê mobile parcourt un are infiniment petit AA', abou-
tissant à cê point A, ou Ia limite du quotient

ô étant Ia durée infiniment petite du parcours de cet are infi-
niment petit. En pratique, on ne peut mesurer directement
que dês durées et dês ares fmis ; mais si lê temps 9 est suffi-
samment court, et 1'arc AA' suffisamment petit, ie rapporí
AA'
-j- différera três peu de Ia valeur qu'il aurait si sés deux

termes étaient infiniment petils, et fera connaitre avec une
grande approximation Ia valeur de Ia vitesse au point A.

Quand on donne Féquation du mouvement

s = />(<),
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14 MOUVEMENT VARIE.

à 14816m par heure, ou à 246m,93 par minute, ou enfm à une

vitesse de ,?' — 4m,H5, Ia seconde étant prise pourunité.

14. Lê mouvement d'un point mobile est varie lorsque lês
espaces décrits en temps égaux sont inégaux.

Soit MN Ia trajectoire, droite ou courbe.
Supposons que A, B, C, D,... soient despositions successives

du mobile, observées à dês inlervalles
N de temps égaux enlre eux. Lê mou-

vement será varie, et non uniforme,
si lês espaces AB, BC, C D , décrits en temps égaux, sont
inégaux. Supposons que lês observations aient été faites à
dês inlervalles de temps égaux chacun à t secondes. Lê quo-

AB
tient — - représentera 1'espace moyen décrit par lê mobile pen-

L

dant chacune dês t secondes qu'il a mises à passer du point A
au point B. Ge quotient est cê qu'on appelle Ia vitesse moyenne

BCdu mobile entre lês points A et B. De même-— est Ia vitesse
í

CD
moyenne entre B et C, et — Ia vitesse moyenne entre C

et D, etc.

15. En general, Ia vitesse moyenne d'un mobile entre deux
positions qu'il occupe successivement sur sã trajectoire s'ob-
tient en divisant Ia longueur du trajei entre ccs deux positions,
par Ia durée de cê trajet. Si-le mouvement est uniforme, celta
opcralion donne Ia vitesse constante du mouvement.

Par exemple, un train part de Paris à 7 heures et arrive
à Creil à 8 heures 19 minutes; Ia distance du point de déparl
au point d'arrivée est de 51000 mèlres; lê trajet s'accom-
plit en l heure 19 minutes ou en 4740 secondes. La vitesse
moyenne est donc :

4740

Si, au lieu de considérer Ia disíance entière dês deux sta-

VITESSE DANS LÊ MOUVEMENT VARIE. 15

,p déDart et d'arrivée, on avait observe pendant Ia
ia duS du parcours accompü par lê train entre un

lom Squeparticulier et lê poteau küométnque sui-

rtKi celte durée égde à 45
t T

11'68'tesse moyenne pendant cet intervalle auralt ete de

1000°
45

= 22",22,

nombre plus grand que Ia moyenne obtenue pour Ia distance

entière.
La vitesse moyenne dans un mouvement varie n'est donc

pás Ia même pendant toute Ia durée du mouvement, et elle
varie suivant qu'on laprend à dês époques diíférentes et pen-
dant un intervalle de temps plus ou moins long. Pour un
train, par exemple, elle est três faible dans lês kilomètres
voisins du départ; elle s'accroit d'abord,
puis elle décroit rapidement au moment
de 1'arrivée.

16. On appelle vitesse du mobile àson
passaye en un point particulier A de sã
trajectoire, Ia vitesse moyenne avec la-
quelle lê mobile parcourt un are infiniment petit ÀA'
tissant à cê point A, ou Ia limite du quotient

AA'

abou-

ô étant Ia durée infiniment petite du parcours de cet are infi-
niment petit. En pratique, on ne peut mesurer directement
que dês durées et dês ares fmis; mais si lê temps 6 est suffi-
samment court, et 1'arc AA' suffisamment pelit, lê rapport
AA'
—— différera três peu de Ia valeur qu'il aurait si sés deux

termes étaient infiniment petils, et fera connaitre avec une
grande approximalion Ia valeur de Ia vitesse au point A.

Quand on donne 1'équation du mouvement
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16 VITESSE

on peut en déduiro, par lês mélhodesanalytiqucs, Ia valeur de
AA'Ia vitesse à un cerlain imtant. En effet, lê rapport — est lê

rapport de Ia variation, AA', de 1'arc s, à Ia variation correspon-
dante, O, du temps í, et Ia vitesse est Ia limite de cê rapporl
lorsque 6 dccroit indétiniment. Or, on sait que Ia áérivée f (t),
d'une fonction /"(£), est Ia limite du rapport de 1'accroisse-
ment de Ia fonction à 1'accroissement correspondant de Ia va-
riable. On a donc, en appelant v Ia vitesse à 1'inslant consi-
dere,

ou, en employant Ia notation du calcul différenticl,

L'arc infiniment petit ds est alors égal au produit vdt.
11. L'arc infiniment petit AA' peut ètre confondu avec une

ligne droite; prolongeons indéfiniment cette droite dans Ia di-
rection du mouvement. La direction AB ainsi obtenue a avec Ia
courbeMNdeuxpoiníscommuns A et A', infiniment rapprochés
On sait qu-une telie droite s'aPPelle en géomótrie une tangente

à lacourbe au point A. Elle indique Ia di-
rection du mouvement du mobile pendant
qu'il parcourt l'arc AA'. Ccltc considération
conduit à attribuer une dircction à Ia vi-
tesse du mobile, que jusquici nous avions
regardée comme un simple rapport. La

vitesse du mobile, au point A a pour direction Ia tangente menée à
Ia trajectoire en cê point; elle a pour sens lê sens môme dn
mouvement en cê point de Ia trajectoire. On peut representa-
la vitesse en grandeur en portant sur Ia droile AB, dans lê sons
du mouvement, unelongueur AC égale à Tespace quedécrirait
lê mobile dans 1'unilé de (emps, s'il parcourait Ia droite AB

cl'un mouvement uniforme avec une viíessc égale à lim. —.

DANS LÊ MOtVEMENT VARIE. \1

,!„

En d-aulrcs temes, AC est égal à ̂ ; car, dans lê mouvement

uniforme, lês espaces parcourus sont proportionnelsaux temps
mis à lês parcourir, et par suite ona Ia proportion

at

ou bien

AC=
dl

i H!

De cette manière, on peut représenter graphiquement Ia
grandeur et Ia direclion de Ia vitesse d'un mobile en un point
quelconque A de sã trajectoire. Lê mobile se déplaçant par
exemple dans lê sens MN, on mènera au point A une tangente
AB à Ia courbe MN; sur cetle tangente on poríera, à partir du
point de contact A, et dans lê sens du mouvement, une lon-
gueur AC égale à Pespace que lê mobile décrirait d'un mouve-
ment uniforme pendant l'unité de temps, s'il conservait, pen-
daril toute cette durée, Ia vitesse qu'il possède au point A. La
droite AC représenlera Ia vitesse du mobile au poinl A en di-
rection, en sens et en grandeur. Cette représentalion suppose
1'unilé de temps définie ; elle subsiste quand mème on n'au-
rait pás fait choix d'une unité de longueur ; caria droite fmie
AC, qui exprime Ia grandeur de Ia vitesse, est donnée par une
longueur effective, et non par un rapport à une unité arbitrai-
rement choisie.

En se repíjrlant à cette construction géométrique, on saura
cê qu'on entend par Ia direction de Ia vilesse d'un mobile en
un point donné de sã trajectoire. Si lê mouvement esl recti-
ligne, Ia direction de Ia vitesse est Ia droite elle-même que lê
mobile décrit.

La recherche de Ia direction de Ia vitesse d'un mobile en un
point de sã trajectoire se ramène donc immédiatement à Ia
construction d'une tangente à une ligne. Nous allons montrer
que Ia recherche de Ia grandeur de Ia vilesse peut se ramener

XÉC.. COLUGSOH.
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à un problème du mèrae gcnre, au rnoycn de la courbe re
sentative du mouvement.

COURBS REPRÉSENT ATIVE DU MOUVEMENT D'ÜN POINT, OU COUIiGE

DÊS ESPACES.

i8. Lê mouvement du mobile sur sã Irajectoire est conij
dês que l'on donne, pour chaque instant , 1'arc s qui separe suj
Ia Irajectoire Ia position actuelle du mobile d'un point fixe pr|
pour origine. Ceife relation entre 1'arc s et lê temps í s'e|
prime par une équation

« = /!«},

que l'on peul regarder cornme 1'équaüon d'une ligne tracei
dans un plan.

Soit MN Ia trajectoire, O 1'origine dês ares, et A Ia positiá
du mobile au bout d'un certain temps í. L'arc OA será Ia
leur de s correspondante à cetle valeur du lemps.

Menons dans un plan deux axcs rectangulaires CX, CY;
partir du point C, portons sur 1'axe CX une abscisse CE propa

P Échclle dês tenys.

0 1 2 0 4 5 0 7 ss

R Éclielle deu longiicttrs.

X O l 2 3 4 5 6'°

tionnelle au temps í; celte construction suppose qu'on ait fl
choix d'une échelle arbilraire P, dont lês divisions égales cl
respondent à dês intervalles de temps égaux ; si par exernp'
lês divi^ons de 1'échelle représentent dês secondes, et qu
soit exprmTSen secondes, on prendra pour CE un nombr|
de divisions.

Avi point E, ainsi obtenu, menons une droite EF parali

19DÊS ESPACES.

cette ligne une longueur EF égale ou Pro-
OA==S. on emploiera pour cette con-

n e c d e A
é c h e í l e , 1'écíelle dês longueurs , R,

dont íes divisions égales, arbitrairemcnt choisies, représentc-
ront chacune 1'unité avec laquelle on aura mesure l are OA

•L'ordonnée EF devra contenir autant de cês divisions qu il 3
aura de fois cette unité dans 1'arc s.

Si l'on repete cette construction à différentes epoques, lê
mobile occupera à cês epoques différents points de sã trajec-
toire, et à chaque position correspondront une valeur du
temps t qui fournira sur 1'épure une abscisse, et une valeur
de 1'arc s qui fournira une ordonnée ; à chaque position A du
mobile correspond donc un point F de 1'épure : Ia suite dês
points F forme sur lê plan YCX une ligne continue, GII, qui re-
presente Ia loi du mouvement du mobile. L'arc s peutêtre po-
sitif ou négatif; il est positif quand il est compté sur Ia tra-
jectoire à droite du point O, il est négatif quand on lê compté
en sens contraire. On distinguera cês deux cas sur 1'épure en
portanl au-dessus de CX lês ordonnées qui représentent dês va-
leurs positives de s, et au dessousles ordonnées qui représen-
tent dês ares négatifs. De môme, lê prolongement vers Ia
gaúche de 1'axe CX servira à porter lês abscisses negativos qui
correspondent aux valeurs négatives du temps t. l' origine dês
temps, qui correspond à t = 0, ou au point C, est en effet
complétement arbitraire, et une fois qu'on l'a adoptée, on doit
regarder comme négative toute valeur du temps qui corres-
pond à une époçue antérieure à cette origine.

D'après cês conventions, on pourra déterminer íoutes lês
circonstances du mouvement d'un point par Finspection de
l epure representativo de cê mouvement.

19. Proposons-nous de déterminer Ia grandeur delavitesso

, '"f"111 défmÍ Fr UnC Certaine valeur du temPs'
I T '̂  m°bÍIe °CCUPe une certaine Posilion, M, sur

6 - 9),' í C6tte P°sition «f déterminée ar'une
p6 de ] arc S' A cette Positi°« ̂  à cette époque

sur l'épure un point F, dont 1'abscisse CE est me-

a t r,
eu
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surée par Ia valeur í du temps., et 1'ordonnée EF, parla valeur,
s = OM, de 1'arc de Ia trajectoire.

Au bout d'un temps dt infiniment petit, lê mobile est en M'
et a parcouru 1'arc MM'= ds. A cê nouveau point M', à cette

nouvelle valeur du temps, í-f-clí,
correspond sur 1'épure un point F',
infiniment voisin du point F ; 1'inter-
valle EE' represente dt, et Ia diffé-
rcnce dês ord onnées, F'K= E'F'—ÈF,
represente 1'arc ds. La vitesse cher-

chée, -T-, est donc donnée sur l'épuredt
F'K

Fis. 9.

par lê rapport -p^-, c'est-à-dire parle

coefficient ffinclinaison de Ia tangente
FT, menée à Ia courbe Gll au point F.

Prenons sur Ia direction FK, à partir du point F, Ia lon-
gueur FS qui représenle 1'unilé de temps à 1'échelle, puis me-
nons ST parallèle h CY jusqu'à Ia rencontre de Ia tangente.
Lês triangles semblables FKF', FST, donnent Ia proportion

ST _ FK

Dans lê temps FK, lê mobile parcourt 1'espace KF'; si donc
à partir du môme instant son mouvement restait uniforme

pendant 1'uriité de temps FS, il parcour-
rait 1'espace ST ; donc ST est Ia grandeur
même de Ia vitesse cherchée.

Pour trouver Ia vitesse à un insta»!
quelconque, il suffit donc de mener à Ia
courbe représentative du mouvement une

, tangente MT au point M, qui correspond
à cet irí^ant; puis de mener par lê point M
une para^H^MS à 1'axe dês temps CX;,

de prendre sur cette parallèle une longueur MS égale à 1'uni^j
de 1'échelie dês temps, et d'achever lê triangle MST, en *""'*

. 10.

DE LA VITESSE. 2!

nant parle point S une parallèle ST à 1'ordonnéeMP. La lon-
gueur ST. représenfera, à 1'échelle dês espaces, Ia vitesse du
mobile à Finstant defini par Ia valeur du temps í=CP.

La recherche de Ia vitesse, en direction, revient au trace
d'une tangente à Ia trajectoire; lê trace d'une tangente à Ia
courbe représentative du mouvement conduit de même à Ia
détermination de Ia vilesse en grandeur.

20. On pourrait croire que Ia vitesse, mesurée par lê rap-
rro T?'K

port p^ ou ~ (fig. 9). l'est aussipar Ia tangente trigonomé-

trique de 1'angle TFS. Cetfe conclusion ne serait pás exacte. En
effet, lês deux termes du rapport ne représentent pás dês quan-
tités de même nature; TS represente un espace parcouru, et
FS unedurée. La vitesse n'est pás égale, à proprement parler,
au rapport dês deux longueurs F'K, FK, mais bien au rapport
du nombre d'unités de longueur contenues dans F'K au nombre
d'unités de temps contenues dans FK; or 1'échelle dês lon-
gueurs et Fécbelle dês temps qui onl servi à Ia construction
de l'épure sont tout à fait independentes Fune de 1'autre. On
pourrait par exemple doubler 1'échelle dês espaces et réduire
à moitié 1'échelle dês temps, et on obtiendrait une autre
courbe GH qui représenterait encore lê même mouvement.
Lês angles TFS de Ia tangente à cette courbe seraient alteres
par Ia transformation, et cependant lês vií esses seraient lês
mêmes.

La tangente trigonométrique de 1'angle TFS n'est Ia me-
sure de Ia vitesse que dans lê cas particulier ou l'unité de
longueur et l'unité de temps sont représentées sur 1'épure
par une seule et même longueur.

,

nom de
ordonnée r
lê mobile Cef tp
suivan í loi ddt. mouvement du point. Mais elle possède

lê
SatraJectoireet à déterminer sés

Ínstants'
S successi^ment décrits par

n -
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oessairement lês caracteres suivants, dês qu'elle represente
un iT.ouvement efíeclif et réel:

1° A chaque valeur du temps corrcspond une seule valeur
de 1'ordormée, car il est impossiblc qu'à un mcme inslant le

mobile soità Ia fois en plusieurs points dislincts de Ia trajec-:
loire, dont chacun correspondrait à 1'une dês ordonnécs de Ia
courbe;

2° La ligne dês espaces forme un trait continu, car il estirni
possible que le mobile passe d'un point à un autre de sã trajec-
toire sans avoir passe par une série de points intermédiaires.
Lês ordonnécs succcssives de Ia ligue dês espaces varient
donc par degrés infiniment petits et non par sauls brusques; :

5° La ligne dês espaces pcut avoir, dans certains cas, des!

points anyuleux. On appclle ainsi un point A d'une ligne BAB'
(fig. 11) ou vicnnent se reunir deusa
branches de courbe, BA, AB' ayant
dês tangentes différentes AT, AT'. II]
resulte de cette disposition que laj
•vitesse du mobile subit une varÍ£Í
tion brusque à 1'instant í = CD ; en
effet, à gaúche de 1'ordonnée ADI
Ia vitessc será déterminée par unel
construction ou l'on fera usage de!

Ia tangente AT, et, à droite, elle será déterminée par une con-1
struclion ou l'on fera usage de Ia tangente AT'. Si l'onprend surj
Ia figure une longucur DD' égale à 1'unité de temps, et qu'on]
forme lês trianglcsASE, ASE', enmenant Ia droite AS parallèle
à GX et Ia droile D'E parallèle à DA, Ia vitesse passera brusque-l
ment de lavaleur+ SE, avantrinstantí=CD, à Ia valeur—SE',]
apròs cet instanl. Ce changement brusque est possible dans Ifl
mouvement dês points géomélriques; mais, rigoureusement, ü]
est inadmissible dans le mouvement dês points matériels.
vilesse d'un corps matéiielne peut subir que dês charigcmentsj
gradueis, et lês variations instantanées de Ia vilesse d'un poin'
matériel ne sont admissibles dans Ia mécanique que conirn6!
dês approximations plus ou moins grossíères;

Fig, -II.

23DÊS ESPACES.

4» Enfln lacourbe dês espaces ne peut avoir en aucunpoint
de tanlte parallèle à ]'aie dês espaces. Si Ia courbe venaU
fechei sonoVnée au point A, le triangle qu, donne Ia vi-

sse se changerait en une bande indéíinie compnse entre
deux parallèles, et Ia vitesse serait infinie, cê qui n est adniis-
sible que dans certains mouvements géométriques.

En resume, Ia courbe dês espaces décrits par un point ma-
tériel est une courbe continue; etla fonction

qui Ia represente est finie et continue pour toutcs lês valeurs
du temps í.

COURBE DÊS V1TESSES.

22. Supposons tracée Ia courbe dês espaces ABDEFG. Nous
savons construire, pour chaque point de cette courbe, Ia vi-
tesse du mobile sur sã trajectoire à 1'instant qui correspond
à cê point. Celte vitesse nous est donnée par une cerlainelon-
gueur, qui est parallèle à 1'axe GY, et qui represente à 1'échelle

Fig. 12.

DOUVonf 6UrS

construire une se-
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sur l'ordonnée MP, à partir de 1'axe C X , une longueu|
Mp = QR. Répétons cette construction pour un certain nombre
de poiiits, et nous obtiendrons une ligne abdpefg qui será ]j
courbe cies vitesses. On voit , par 1'inspection de cette courbe
que Ia vilesse est positive du point a au point e, c'est-à-dire de;

l'instant t = — Ca à 1'instant í = -H Ce; cette période esl celle
pendanl laquelle lê mobile se déplace dans lê sens posilif sur
sã trajcctoire. Lês points a ei e sontles projections, faltes smj
1'axe dês temps parallèlement à 1'axe CY, dês points A et E,
ou 1'ordonnée de Ia courbe dês espaces alteinl un maxi-
mum ou un minimum. En cês points lê mouvement
change de sens. La vitessc est maximum au point i, pour
t = — CH. A cel instant Ia courbe dês espaces, dorit 1'ofl
donnée est + III, a un point d'inílexion I; Ia tangente á y

courbe atteint en cê point son
maximum d'inclinaison sur 1'axe]
CX. Au dela de í = -t-Ce, Ia vi-j
tesse est négative et lê mouve-
ment du mobile est retrograde.)
S'il y avait dês points anguleuxS
dans Ia ligne dês espaces (fig. 131
il y aurait discontinuité dans \a\

courbe dês vitesses; pour 1'abscisse GT, l'ordonnée de cette
dernière courbe passerait subitement de Ia longueur Ti à Ia
longueurIV.

Mais cês brusques variations de vitesse sont inadmissibles,
cornme nous 1'avons dit, dans lês mouvemcnts de points matei]
riels. La fonclion f (t) varie par degrés insensibles, et reste
toujours tinie. Elle esl donc continue, mais il est possible que
sã dérivée, f" (t), éprouve dês variations brusques.

L'équation du mouvement

*=/W

étant 1'équalion dela courbe dês espaces, 1'équation
!> = />;<}

est 1'équalion de Ia courbe dês vitesses. On remarquera que

«Bi
DÊS ESPACES. '

construire celte courbe, prendre arbitraire-
i servira à transformer lês vitesses v en

énuations, on peut éliminer le temps í;
to rLnaTdV rélímTnaüon será une relation entre . e, „ qui
pourra ervir à construire une nouvelle courbe; Ics ordon-
nées , de cette courbe représenteront lês vitesses correspon-
danles aux espaces parcourus, ,, pris pour abscisses ; en
d'autres termes, cette courbe donnera lês vitesses du mobile
pour chaque position qu'il peut prendre sur sã trajecloíre.

24. Nous venons de voir comment on pouvait deduire du
tracé'de Ia courbe dês espaces le trace de Ia courbe dês vi-
tesses. Nous allons montrer comment on peut résoudre le
problème inverse : Êlant donnée Ia courbe dês vitesses, con-
struire Ia courbe dês espaces.

Soit abef Ia courbe- dês vitesses. Considérons le mouvement
du mobile à partir d'une époque quelconque, par exemple à
partir de celle qui est
définie par 1'abscisse
t = — Ca. Partageons
1'axe dês temps, à par-
tir du point A, en par-
(ies égales infiniment
pctites; elles représen-
teront chacune une du- „. „ .

Fig. 1-i.
rée três courte 6. Par lês
points de division menons lês ordonnées de Ia courbe, qui
représenteront lês valeurs successives de Ia vilesse , aux
cpoques déünies par lês valeurs suivantes du temps :

etc.— Ca + e, —C

Appelons d'une manière générale v 1'ordonnée de Ia courbe
pour une cerlaine valeur í du temps. Celte ordonnée v repré-
sentant Ia vitesse, c'est-à-dire 1'espace décrit d'un mouvement
uniforme pendant 1'unité de temps, 1'espace décrit par le mo-
bile sur sã trajectoire pendanl le temps Q será le produit DÓ.
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Fig. 15.

26 O.UADRATCUE

ür cê produitpeut s'interpréter sur Ia figure : c'est lê produit
d'une ordonnée B& par Ia distance BB' de deux ordonnées ;
consécutives, c'est-à-dire l'aire du rectanglc Wb"b, lequel
diffòre intiniment peu de l'aire comprise entre 1'arc de Ia
courbe, 1'axe dês temps et lês dcux ordonnées Bi>, B'í>'. Cha-'j

cune de cês aires ínfiniment pciilcs represente
donc l'espace décrit par lê mobile sur Ia trajec- j
toire jiendant un même temps O, compté à partir
de l'époque détinie par 1'abscisse correspon-
dante. Lês \aleurs négalives de Ia \ilesse in-
diquerille mouvement retrograde du mobile; on
devra donc prendre négativement lês aires cor-
respondantes aux ordonnées négatives. Lês si-

gnes étant ainsi définis, si l'on fait Ia somme algébrique de
tous cês éléments de surface, à partir d'un point quel-
conque a jusqu'à un point quelconque / n , l ê résultat que 1'on
obtiendra, et qui n'est autrc chose que 1'aire de Ia courbe
dês vitesscs, représentcra lê déplacement total du mobile sur
sã trajectoire, à partir de 1'époque í= — Ca jusqu'à 1'époque
í=H-Cm; en déíinílive, lês aires successives de Ia courbe dês
vitesses, a partir d'un point quelconque a de 1'axe dês abs-
cisses, représenteront en grandeur ei en signe lês déplace-
ments lotaux successifs du point mobile sur sã Irajecloire, à
partir du point qu'il occupe à 1'époque définie par Tabscisse
du poinl «, qui sert d'origine à Ia mesuredes aires.

Lê problème est donc ramené à Ia recherche dês aires dans
Ia courbe dês vitesses ou, comme on dit en géométrie, à Ia
quadrature de cette courbe. Ce problòme résolu, il sufíira, pour
definir entièrement lê mouvement du point, de faire connaitre
lê lieu qu'il occupe sur sã trajectoire à lépoque que l'on a prise
pour origine dês aires.

Lê calcul integral conduit au mème résultat. Donner l'é-
quation

de Ia courbe de vitesse, c'est donner Ia relation analyfique qui
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ds
Hele femps íe t l av i t e sse^éga leà ladér ivée ,^ , de Vês-

paceparcouru par rapportau temps. On a donc

et on trouvera Ia valeur de s en fonction de t en intégrant Ia
différentielle ç(í) dt. On trouve ainsi

L'intégrale indiquée represente 1'aire de Ia courbe dês vi-
tesses entre deux valeurs du temps, Í0 et í.

25. La géométrie et lê calcul integral font connaitre pour
certaines lignes dês procedes de quadrature. Mais si, comme
cela arrive souvent, Ia courbe dês vitesses ne rentre pás dans
un type connu, on aura recours aux procedes gcnéraux de
quadrature par approximation , qui permcttront de tracer
graphiquement Ia courbe dês espaces avec une suffisante
exactitude.

Pour évaluer 1'aire ABCD comprise entre Ia courbe Aü, lês
ordonnées AB, CD, et 1'axe dês abscisses CB, on inserira dans
Ia courbe un contour polygonal AEFG11ID, dont lês cotes recti-
lignes s'écar(ent peu dês ares de
courbe compris entre leurs extré-
mités ; et l'on évaluera lês- aires
dês trapèzes successifs AEeB, EF/e,
FGg/",... IDCi, que Ia géométrie en-
scigneàmesurer. La somme de cês
trapèzes représentera avec une
grande approximation 1'aire de Ia courbe cherchée, car Ia
différence est égale à Ia somme dês aires dês segments com-
pris entre lês cordes AE,EF,FG,... ID,et lês ares sous-tendus,
somme qm peut êlre considérée comme négligeable si l'on a
suffisamment multiplié lê nombre dês cotes du poh-one
mscrit. L J D

26. Une méthode due à Thomas Simpson permet detrouver

I D
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une valcur plus approchée de 1'aire cherchée. Voici cette me-
thode, avec Ia démonstiation qu'en donne Poncelet. Parta, '<
geonsla base, BC, de 1'aire à évaluer en un nombre pair, 2n, de
parties égales, aux points e, f , . . . h, p; soit b 1'une quelconque de
cespartics égales. Menonslcs ordonnées eE,/T\... hll,... pP, et
mesurons Icurs longueurs i/0, yL, J / 2 , - - . f / s»-s> J/a»-n 1/2»- Nous

allons évaluer séparé-
ment 1'aire comprise
entre deux ordonnées
conséculives d'indice
pair, par exemple en- '
tre lês ordonnées AB
et/F.

FilT 17 Divisons l'intervalle
B/1 en trois parlies

égales aux points m et n, et menons lês ordonnées mM, jiN,
puis joignons AM, MN, NF. La somme dês aires dês trois tra-
pèzes ABmM, Mm?iN, N?i/"F, approchera beaucoup de 1'aire
cherchée; or elle a pour mesure Ia somme

A

».

M T

7" "*\"~

\l

c

''

—

L

— ̂ ^
I

^\

V~

P

^\.

Vln-,

D

ys.

me n f

g (AB + mM) x B>« + ^ ( -nN) X mn + g (nN +/T) x n/1

= g X (AB + 2(mM + nN) +/F).

Mais dans lê trapúze mMN/t Ia droite eE est menée à égale
distance dês deux bases; Ia portion ei de cette droite, com-
prise entre lês cotes MN, mn, est donc Ia demi-somme dês
bases, et par suite t

La somme cherchée prend donc Ia forme

et comme lê point I est três voisin du point E, on peut rem-
placer ei par eE, ou par yL. On trouve en defini tive pour me-
sure approximative de 1'aire AB/F, Ia somme

s'expriment de
approxi-

même,
mative

Posons donc
,l+2,s+2/5+ ..... + »»-i- S4. somme dês ordonnêes d'indice impair,

-'~r J ' somme dês ordonnées d'indice pair, absir
\lt+yi+y*+ ..... + 2"»-í=Ss> tion faite dês ordonnées extremes.

L'aire cherchée será donnée par Ia formule

Cette raéthode revient à stibstituer aux ares de courbeÁEF,
FG, GH, HD, dês ares de parabole passant, lê premier par lês
trois points A, E, F, lê second par lês trois points F, K, G, lê
troisième par lês trois points G, L, H, et ainsi de suile, lês
axes de cês diverses paraboles étant tous perpendiculaires à
Ia base BC de Ia surfuce à évaluer.

27 . On ne doit pás être surpris de voir un espace décrit, c'es t-
à-direune longueur, represente par une aire ou une surface. II
est facile de se rendre compte de cette parlicularité. Nous avons
vuque 1'espace élémentaire décrit dans lê temps 6 est vü ; dans
cê produit, v est une longueur, et ô un nombre; c'est lê rap-
port de Ia durée du trajet du point mobile à 1'unité de íemps.
Lê rectangle élémentaire t>6 n'a donc pás sés deux dimensions
de même nature, et si Ia figure fait de O une longueur, il est

entendu qu'en réalité on doit substituer à O lê rapport ^ de

cette longueur à Ia longueur qui represente l'unité de temps.

Alors 1'expression -y representem une longueur, c'est-à-dire

Ia seconde dimension d'un rectangle qui aurait u6 pour sur-
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face. et T pour première dimension. Aprôs avoir determine
1'aideclel'épure, lês airesA de Ia courbe dês -vitesses, ilfaud r

donc diviser cês aires parla longueur T qui à 1'échelle r
sente 1'unité de temps, et lês résullats de cette opéraüon se
ront dês longueurs, qui représenteront lês ares de Ia trajecJ
toire, ou lês ordonnées de Ia courbe dês espaces.

EXTENSION DE LA DÉFIMTION DU MOT VITESSE.

28. La \'itessed'un mobile à uninstant donné est lê rapportl
de l'cspace inflniment petit qu'il décrit sur sã trajccloire a™
temps employé à lê décrire. Nous avons vu comment on pou-1
vait par Ia considéralion d'une courbe auxiliairc, cclle dea
espaces, ramener Ia recherche de cerapport à Ia constructionj
d'une tangente.

Plus génóralement, lorsqu'une quanlité variablc quelconque
dépcnd du temps, on appelle vitesse de cette quantité à un
moment donné lê rapport de Ia variation iníiniment petite,
positive ou negativo, de cette quanlité, au lemps iníiniment
petit employé pour produire cette variation; de sorte que si a
designe Ia quantité variable en fonction du temps í, Ia vilesse

clxdela quantité «est Ia dérivée, -r-, de cette quantité par rapport

au temps, e tcomme on peut toujours reprcsenter par lesoíl
données d'unc courbe lês valeurs d'une quantité quelconque
qui dépcnd d'une variable unique, pourvu qu'on fassechoixl
d'éclielles arbitraires, on saura trouver par Ia conslructionj
dês tangentes aux différents poinls de cette courbe lês valeursj
successives de Ia vitesse de cette quantité.

Par exemple, un corps à une température de 100° est expôs!
à 1'air libre, par une température extérieure de 0°; cê corps
se refroidit. Sá température est i ei Ia quantité variable avecle]
temps; et Ia vitesse de ceite quantité será plus grande
valeur absolue au commencement de 1'observation que
Ia fin. La courbe dês temperaturas successives presente Ia
forme AB (fig. 18).

DE I.A VITESSE.

• , tPmps c'est-à-dire au point O, qui corres-
A 1'origme dês tunPb' 1Vxt)érience, lê corps a une tem-

pondau c
n7

m^C
(l

mf se refroidit dabord três rapidement,
pérature OA = iOO . II «^ ^^ ̂ ^
et sã température est represenitc pá

santcs
CD, au bout d'une seconde
FF de deux secondes,
GH, de trois secondes, etc.

bout
certain nombre de secondes, f = OM, saciem-

Lj C

température vá donc
toujours-en diminuant,
saris pouvoir toutefois
descendre au-dessous
de zero; Ia vitesse de Ia ^^
température , qui est
negativo, vá de mème
en diminuant en vá- ns. is.
leur absolue; car Ia
tangente à Ia courbe au point A est plus inclinée sur 1'axe OX
que Ia tangente au point D ; celle-ci l'est plus que Ia tan-
gente au point F, et ainsi de suite; en B, Ia tangente est
presque horizontale, Ia diminution de température par unilé

, -de temps est alors à peine sensible.
Remarquons que, dans cê cas particulier, il existe un point

mobile anime à chaque instant de Ia mème vitesse que Ia
quantité variable dont nous venons de construire Ia courbe.
Ce point est lê sommel de Ia colonne thermométrique qui
sert à mesurer lês valeurs successives de Ia température. La
courbe AB est Ia courbe dês espaces relativo au mouvement de
cê point dans lê tubo du tbermomètre, qui lui sert de traiec-
toire.

29. On concevra de mème cê qu'on appelle vitesse d'un
angle variable avec lê temps, ou plus simplement vitesse
angulaire. Si, dans un certain temps três court dt, un angle
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face et T pour première dimension. Après avoír determine, à
1'aidedel'épure, lês airesA de Ia courbe dês vitesses, ilfaudra

" donc divisor cês aircs par Ia longueur T qui à 1'échelle repre-
sente 1'unité de temps, et lês résultats de cette opération se-
ronl dês longueurs, qui représenteront lês ares de Ia trajec-
toire, ou lês ordonnées de Ia courbe dês espaces.

EXTENSION DE LA DÉFIK1TION DU MOT VITESSE.

28. La vitesse d'un mobile à un instant donné est lê rapport
de 1'espacc infiniment petit qu'il décrit sur sã trajectoire au
temps employó à lê décrire. Nous avons vu commcnt on pou-
vait par Ia considération d'une courbe auxiliaire, celle dês
espaces, ramener Ia reclierche de cê rapport à Ia consíruction
d'une tangente.

Plus généralement, lorsqu'une quantité variable quelconque
dépend du temps, on appelle vitesse de cette quanti té à un
moment donné lê rapport de Ia variation infiniment petite,
positive ou négative, de cette quanlité, au temps infiniment
petit employé pour produire cette variation; de sorte que si a;
designe Ia quantité variable en fonction du temps t, Ia viíesse

dx
dela quantité a; est Ia dérivéc, -r-, de cettequantitéparrapport

au temps, etcomme on peut toujours reprcsenter par lês or-
données d'une courbe lês valeurs d'une quantité quelconque
qui dépend d'une variable unique, pourvu qu'on fasse choix
d'échelles arbilraires, on saura trouver par Ia construction
dês tangentes aux différents points de cette courbe lês valeurs
successives de Ia vitesse de cette quantité.

Par exemple, un corps à une température de 100° est exposé
à 1'air libre, par une température extérieure de 0°; cê corps
se refroidit. Sá température est ici Ia quantité variable avec lê
temps; et Ia vitesse de cette quantité será plus grande en
valeur absolue au commencement de 1'observation que vers
Ia fm. La courbe dês tenrpératures successives presente Ia
forme AB (fig. 18).

DE U VITESSE.

A,,r i»«aes«Ps,c'eSa-1HreauP»i».0,qu,co™S-
cQ

pondau commenc m nt deU^ ̂  ̂

-treprésentée par lês ordonnées decrors-

santcs
CD, au bout d'une seconde,
EF, de deux secondes,
G1I, de trois secondes, etc.

Fig. 18.

Au bout d'un certain nombre de secondes, í = OM, sã lem-
pèratme est représentée par BM, quantité três vo s ne de O
Tu de ia tempLure du milieu ou se fait 1'expenence. La
température vá donc
toujours.en diminuant.
saris pouvoir toutefois
descendre au-dessous
de zero; Ia vitesse de Ia
température , qui est
negativo, vá de môrae _T

en diminuant en va-
leur absolue; car Ia
tangente à Ia courbe au point A est plus inclinée sur 1'axe OX
que Ia tangente au point D ; celle-ci l'est plus que Ia tan-
gente au poinl F, et ainsi de suite; en B, Ia tangente est
presque horizontale, Ia diminution de température par unité
de temps est alors à peine sensible.

Remarquons que, dans cê cas particulier, il existe un point
mobile anime à cbaque instant de Ia mème vitesse que Ia
quantité variable dont nous venons de construíra Ia courbe.
Ce point est lê sommet de Ia colonne thermométrique qui
sert à mesurer lês valeurs successives de Ia température. La
courbe AB est Ia courbe dês espaces relative au mouvement de
cê point dans lê tube du tbermomètre, qui lui sert de trajec-
toire.

29. On concevra de même cê qu'on appelle vitesse d'un
angle variable avec lê temps, ou plus simplement vitesse
angulaire. Si, dans un certain temps três court dt, un angle
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variable « reçoit un accroissement posilif ou négatif rfa, Ia
da.vitesse de 1'angle à cê moment est lê rapport-^-, et Ia déler-
Cl V

raination de cette vitesse revient à Ia construction de Ia tan-
gente à Ia courbe dont lês abscisses représenlent lês temps et
dont lês ordonnées représentent lês valeurs correspondantcs
de l'angle variable.

30. Lorsqu'un point mobile A se meut sur une ligne MN
tracée dans un plan, on est souvent conduit en rnécanique à
considérer lês aires décrites dans cê plan par Ia droite mo-
bile CA, menée à chaque instant d'un point fixe C, pris dans
lê plan, à Ia position occupée par lê mobile. Par exemple,
entre deux positions M et A du mobile, lê rayon mobile aura
décrit 1'aire MCA. Cette aire, comptée à partir d'une origine
íixe, qui est lê rayon CM, est variable avec lê temps; et si
nous prenons une position A' infiniment voisine du point A,
elle s'accroitra, pour cê changement de position, de l'aire du

triangle ACA', dans lequel lê cote infini-
mentpetitAA'peut êfre considere comme
une ligne droite. La vitesse de V aire será
donc lê rapport de Paire du triangle ACA'
au temps clt mis par lê mobile à aller du
point A au point A'. Or on peut évaluer
Ia surface de cê triangle: elle est égale
à Ia moilié du produit de sã base, AA', par
Ia hauteur abaissée du point C sur ceife

base, ou par Ia distance CH du centre dês aires, C, à Ia tan-
gente AB menée par lê point A à Ia trajectoire. On a donc

triangle ACA'=|cHxAA',

et, divisant par lê temps dt,

Fig. 19.

Yitesse de 1'aire =
clt

AA'

. AA'
Mais -j^ est Ia vilesse v du mobile. La vitesse de l aire à un

inslant donné est donc égale à Ia vitesse v du mobile à cet

53AUÊOLAIUE.

mnlfinliée par Ia moitié de Ia distance du centre dês
T rPe Sn' de Ia tangente menée à cê mème instant

trajectoire. Mais ceei suppose expressément que lê mou-
vcrnent du mobile s'accomplisse dans un plan

La vilesse de 1'aire ainsi défmie s'appelle quelquefois mtesse

aréolaíre. . , ,,
Lorsqu'un point décrit une circonférence de cercle d un

mouvement uniforme, Ia vitesse de cê point est constante;
)a vitesse angulaire du point autour du centre du cercle
est conslanle aussi, et égale à Ia vitesse du mobile divi-
sée par lê rayon du cercle1; enfm Ia vitesse aréolaíre du
point, autour du centre du cercle pris pour centre dês aires,
est constante et égale au produit de Ia vitesse du mobile par
Ia moitié du rayon.

Pour distinguer Ia vitesse d'un point sur sã trajectoire dês
vitesses d'un angle, d'une aire, etc., on appelle vitesse linéaire
celle qui exprime lê rapport de Ia variation d'une longueur
au temps employé à Ia produire.

VITESSE BE LA VITESSE, OU ACCÉLÉRATION TANGEiXTIEUJJ.

51 . Revcnons à Ia courbe dês espaces, construite pour re-
présenter Ia loi du mouvement d'un point. Nous avons vu
comment on pouvait déduire de cette courbe lê trace de Ia
courbe dês vitesses. Cette nouvelle courbe donne par sés or-
données lês vitesses du mobile sur sã trajectoire, aux instants
définis par lês abscisses correspondantes. La vitesse est ici
une quantité généralement variable avec lê temps ; on peut
ííonc apphquer à cette quantité Ia définition du mot vitesse,
et determmer Ia vitesse de Ia vitesse linéaire, nouvelle quan-
üté três utüe à considérer en mécanique, et à laquclle on
donne lê nom Vaccélération tangentielle. Nous verrons plus

I»end pour unité d>an?le, confonnément à

'

Vulage
correspond à *

COLLICKOS,
""
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tard pourquoi on ajoute cette épithèle de tangentielle au in0|
accélération.

En general, si s — f (t) est 1'équation du mouvement d'ul
point, Ia vitesse v est donnée par Ia relation

et 1'accélération tangentielle j par Féquation

Soit OX 1'axe dês temps, 0¥ 1'axe commun parallèlemenl
auquel nous porterons lês ordonnées représeritatives dês ea
paces dêcrits, dês vitesses et dês accélérations langeritielles.i

On donne Ia courbe dês espaces, ABCDEF; nous en déduironl
Ia courbe dês vitesses, abcdef, par Ia considération dcs tangentes
menées à Ia première courbe.

De la courbe dês vitesses abcdef nouspouvons déduire,
un procede identique, la courbe dcs accélérations tangentiell®
a'b'c'd'e'f, dont lês ordonnées seront proportionnelles aux
rapporls dês accroissements infiniment pelits de la vitesse
aux temps pendant lesquels cês accroissements se sont
produits.

La courbe abcdef coupe Taxe dês temps en dês points «, d, l>
qui sont Ics projections dcs points A, D, F, ou la courbe à$

DÊS ACCÉLÉRATIONS. ^

espaces atteint un maximum ou un minimum. Cês points dé-
finissent es époques ou lê mobile s'arrête sur sã trajectoire
pour revenir sur sés pás. Lês ordonnées de la courbe dês
vitesses sont positives entre lês points «et d, parce que lê mo-
bile a entre cês époques un mouvement direct; elles sont ne-
gatives entre d et f, parce que lê mouvement du mobüe est
alors retrograde.

De même, la courbe a'b'c'd'e'f conpe 1'axe dês temps en dês
points i' et fe', projections dês points i et fc, ou la courbe dês
vitesses atteint un maximum ou un minimun, et dês points I
et K, ou la courbe dês espaces a une inflexion. Lês ordonnées
dela courbe dês accélérations sont négatives entre i' et /c',
parce que, entre lês deux époques définies par cês points, Ia
vitesse du mobile diminuo; elles sont positives en debors de
cês régions, parce que la vitesse du mobile augmente. Elles
passent par un maximum ou un minimum en l', parce qu'en
/ la courbe dês vitesses a une inílexion.

52. Si Fon donnait la loi dês accélérations tangentielles,
de manière qu'on püt tracer a priori la courbe a'b'c'd'e'f\ on
pourrait revenir de cette courbe à la courbe dês vitesses en
observant que lês aires de la première courbe sont propor-
tionnelles aux accroissements dês ordonnées de la scconde;
cê problème est idenlique à celui que nous avons résolu pour
passer du trace de la courbe dês vitesses au trace de la courbe
dês espaces. Si pour une certaine valeur particulière du
temps, í0.= OMt, on donne la valeur correspondante ?'0 = M m

de la vilesse, on n'aura qu'à évaluer Faire (positive ou né4-
üve) de la courbe dês accélérations langenlielles à parlir°de
l ordonnée Mtm', jusqu'à une ordonnéc quclconquc PQ Cette
a.re qui será ici négative, et égale en valeur absoluc à la

^£^™^^™**«*r<f>«*™^
le résultat será cê

Ppuravoir .engrandeur et en signe la

^nt ÜSlaf ffinÍ P" 1>absCÍSSe OIV ̂  ™^sanc;
<Un pomt n dela courbe dês vitesscs suífit donc pour

l
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construire cette courbe d'après cclle dcs accélérations tan-
gentiellcs. De même, on pourra déduire Ia courbe dcs espaces
de Ia courbe dês vilesses, dês qu'on connaítra un point M
de Ia courbe cherchée, c'est-à-dire Ia valeur de l'arc
s0 = M1M, correspondante à unevaleur particulière du temps

f = O M .
Anulytiquement, si l'on a 1'équation

qui fait connaílre 1'accélération tangentielle j en fonction du
ternps f, on en déduira Ia loi dês vitesses par 1'intégration de

l'équation j = —, cê qui donne
ííí

®=''o+ j o(t}dt,

puis Ia loi dês espaces par 1'intégration de l'équation

cê qui conduit à Ia relation

- r M c*? >t) & i
J ta J <0

s0elv0 sont dês constantes arbitraires, que l'on pourra déter-
miner si l'on connait Ia position du mobile et sã vitesse à
un instant defini par une valeur particulière Í0 du temps.

La connaissance de Ia loi de l'accélération tangentielle dé-
iinit donc entièrement lê mouvement d'un mobile sur sã
trajectoire, pourvu qu'on connaisse aussi Ia position du
mobile à un moment donne et sã viiesse à cê même mo-
ment.

Lorsque Ia trojectoire est une ligne droite, Ia tangente à Ia
trajecLoire se coníbnd partout avec cetle droite elle-même, et
l'accélération tangentielle est, comme nous lê verrons, Ia
seule accéléralion à considérer dans lê mouvement. Dans CÊ

TANGENTIELLE. 57

cas particulier, on peut supprimer 1'épitbôte de tangentíèüe et
dire sirnplement 1'accélération.

55. Entre deux dês trois équations

. »=f(t\,
v=f(t],
}=f"(t),

on peut éliminer lê temps í, cê qui conduira à dês équa-

tions de Ia forme
*(«,») = 0, v(s,j)=0, X(»j) = 0,

et chacune de cês équations peut être regardée comme rcpré-
sentant une ligne ; Ia première équation définit Ia ligne dês
vitesses en fonction dês espaces; Ia seconde, Ia ligne dês
espaces en fonction dês accélérations tangentielles ; Ia troi-
sième enfin, Ia ligne dês accélérations tangentielles en fonc-
tion dês vitesses. Étant donnée l'une de cês six équations, lês
cinq autres se trouvent définies, abstraction faite dês con-
stantes que lês intégrations peuvent introduire. Qu'on donne
par exemple Ia relation

72 T

cetle équation, en y remplaçant j par ̂  et v par_, est
"f dt

une équation différenlielle du second orclre, dont 1'intégrale
générale donnera s en fonction de t et de deux constantes
arbitraires. Cette intégrale tiendra donc lieu de 1'équalion
s==f(t)> on en déduira lês quatre autres équaiions parla
diherenuation, puis par 1'élimination du temps.

ÉTUDE Dü MOUVEMEKT DNIFOIKIE

34. J/équation

represente un mouvement uniforme, dans lequel Ia vitesse
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conslruire cette courbe d'après celle dês accélcrations tan
gentielles. De môme, on pourra déduire Ia courbe dês espace

%

de Ia courbe dês vitesses, dês qu'on connaítra un point M
de Ia courbe cherchóe, c'est-à-dire Ia valeur de l'ar

s0 = MtM, correspondante à une valeur particulière du temn,
f =011. * »

Analytiquement, si l'on a 1'équation

qui fait connaifre 1'accélération tangentielle j en fonction d
temps f, on en déduira Ia loi dês vitesses par 1'intégration d
, , , , . . d v . ,
i equauon ; = —, cê qui donne

ííí

r'
»=í'o + l °(t\<ll,

J *'o

puis Ia loi dês espaces par 1'intégration de l'équation

ds
.

dt'

CG qui conduit à Ia relation

s—sa+v0t+ Ç dt C <?(t)dt;
J 'n J 'n

s0etv0 sorit dês constantes arbitraires, que l'on pourra déter-
miner si l'on connait Ia positiori du mobile et sã vitesse à
un instant defini par une valeur particulière í0 du temps.

La connaissance de Ia loi de l'accélération tangentielle dé-
íinit donc entièrement lê mouvement d'un mobile sur sã
trajectoire, pourvu qu'on connaisse aussi Ia position du
mobile à un moment donne et sã vi lesse à cê même mo-
ment.

Lorsque Ia Irajectoire est une ligne droite, Ia tangente à Ia
trajecíoire se coníbnd partout avec cette droite elle-même, et
l'accélération tangentielle est, comme nous lê verrons, Ia
seule accélèration à considérer dans lê mouvement. Dans cê
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cas particulier, on peut supprimer 1'épithète de tangentielle et

dire simplement l accélèration.
55. Entre deux dês trois équations

on peut éliminer lê temps f, cê qui conduira à dês équa-

tions de Ia forme
*(s,»)=0, V(s,j)=0, X(i)j)==0,

et chacune de cês équations peut étre regardée comme rcpré-
sentant une ligne ; Ia première équation définit Ia ligne dês
Vitesses -en fonction dês espaces; Ia seconde, Ia ligne dês
espaces en fonction dês accélérations tangentielles ; Ia troi-
sième eníin, Ia ligne dês accélérations tangentielles en fonc-
tion dês vitesses. Étant donnée l'une de cês six équations, lês
cinq autres se trouvent définies, abstraction faite dês con-
slantes que lês intégrations peuvent introduire. Qu'on donne
par exemple Ia relation

cctíe équation, en y remplaçant j par ~ et w par —, est
"i dt

une équation différentielle du second ordre, dont 1'intégralc
générale donnera s en fonction de t et de deux constantes
arMtraires. Cette intégrale tiendra donc lieu de 1'équation
S,~f(V: on en déduira les quatre ^tres équations parla
düierentiation, puis par 1'élimination du temps.

ÉTÜDE DU MODVEMENT UNIFOIBIE

34. L'équation

represente un mouvement uniforme, dans lequel Ia vitesse
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-r- est constante et égale à a. L'aceélération tangentiello í
dt '- (fo
est égale à zero.

La ligne dês espaces, qui a pour équation s = s0+ at, est mj
ligne droite AM, dont 1'ordonnée à 1'orí
gine OA est égale à s0 • pour avoir \
second point de Ia droite, prenons,
1'écliellc, sur 1'axe dês abscisses, unej

j longueur OD égale à Fnnité de temps.
Menons 1'ordonnée indéfmie DC, et Ia
droite AB parallèle à OX; puis, à parlirj

du point B , prenons BC = a. Lê point G apparticndra à lai
droite demandée.

La ligne dês vitesses est une droite EF parallèle à 1'axe dês
abscisses, et menée à une distance OE= a de cet axé. Oij
pourrail d'ailleurs faire choix d'une échelle. spéciale pour l
évaluer lês ordonnées de cetle ligne. La ligne dês accélé-
rations tangeiitielles est une droite qui coincide avec 1'axe OX
lui-même.

55. Réciproquement, si l'accélération tangentielle d'un point
mobile est constamment nulle, sã vitesse est constante, et si Ia
vitesse ffun point est constante, lê mouvement de cê point est
uniforme.

Cette proposiíion resulte d'un théorème d'analyse : quand
ladérivée d'une fonction est constamment nulle pour toute valeur
de Ia variable comprise entre det/x valeurs données, Ia fonction
est constante dans l'intervalle de cês deux valeurs; d'oii l'on
déduit facilement que deux fonctions qui ont dês dérivées égales
ont une différence constante.

Mais sans s'appuyer sur cê théorème on peut reconnaitre
sans peine Ia vérité de Ia proposition. 11 est évident qu'un
point dont Ia vitesse est constamment nulle pendant un cer-
tain intervalle de temps, est immobile pendant cet intervalle
de temps. Or 1'accélération tangentielle j, vitesse de Ia viiesse
v, peut ètre regardée comme Ia vitesse d'un point mobile dont
lê mouvement serait defini par lês valeurs succcssives d'un

UNIFORME. <••

sur une trajectoire quelconque. Si Ia vitesse j
nulle, lê point reste en repôs, et l'arc . „,

! pace parcouru par lê mobile sur sã txajectoLre , a par ,
l'un point defini par une valeur particuliere de l are s= s
s-obtiendra en multipliant, par lê temps t, et par consequent
1'équation du mouvement será

S — S0 + Vt,

ce qui définit un mouvement uniforme.
36. Soit FG Ia courbe representativo d'un mouvement

quelconque effectué par un mobile P sur sã trajectoire MN.
OX est 1'axe dês temps, OY celui dês espaces. Prenons deux
points C et D sur Ia courbe et rnenons Ia droite HK qui passe
par cês deux points. Celte droite peut être considérée comme
représentant un mouvement uniforme
qui s'opérerait sur Ia même trajec-
toire MN.

Or on remarquera que lê mobile fic-
tif qui possède lê mouvement uniforme
ainsi defini, coincide avec lê mobile réel
P aux époques t = O A et l = OB, c'est-
à-dire aux points C' et D', qui correspon-
dent sur Ia trajectoire aux valeurs CA,
DB, de 1'espace décrit. La corde CD
represente donc lê mouvement uni-
forme qui amènerait lê mobile de sã position C' à son autre
position D', dans lê temps qu'il emploie eífectivement à
passer de l'une à 1'autre, en vertu de son mouvement varie.
La vitesse de ce mouvement uniforme est donnée par lê ranport
DE ' Ll

gg ou par lê rapport de 1'espace total décrit C' D' au temps

que lê mobile met à lê décrire. C'est donc Ia vitesse moyenne
du mobile entre lês deux époques considórées.

Exemple. — Un mobile part du repôs au point E (fig. 23) et
parcourt Ia dislance EF avec une vitesse graduellemenl crois-

l
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sante jusqu'au milieu I de ceíte distance ; puis, à partir <je

lá, il continue à se mouvoir avec une vitesse graduellement

décroissante jusqu'au point F
oíi il arrive sans vitesse.

OAétant à 1'échelle Ia durée
du trajet, Ia courbe dos espaces
partira du point O et aboulira
au point B , à une distance
AB = EF. Elle será tangente,
en O, à 1'axe OX, et, en B, à
une parallèle à cet axé, caria
vitesse au départ, pour í — O,
et à 1'arrivée, pour í=OA, est]

f's' 2o' nulle par hypothèse. On peut
admeltre que lê mouvement soit réglé de raanière à faire
aüeindre au mobile lê milieu I de son parcours à Ia moitié de
Ia durée de cê trajet, cê qui donnera (V = f OA pour
1'abscisse correspondanle au passage en I. On sait, par 1
1'énoncó, qu'en cê point Ia vitesse atleint son maximum ; Ia
courbe dês espaces a donc une inflexion au point C. La courbe
dês vifesses será représentée, dans cc cas, par une courbe
OcA, passant par lês points O ei A et ayimt en c une tangente
horizonlale, et Ia ligne d'c'a' dês accélérations tangentielles
coupera 1'axc OX au point c'. On pourra rógler lê mouvement j
de manière que cetle dernière ligne soit droiíe. S'il en est j
ainsi, Ia courbe dês vilesscs OcA será une parabole ayant pour i
axé Ia ligne c'C, et lês Irois points O, G, B, seront sur une même j
ligne droite OB. Cette droüe définit lê mouvement uniforme i
moyen du mobile entre son départ E et son arrivée F. La
viíesse de cê mouvement uniforme est Ia moyenne de toutes '•
lês vitesses successives du mobile, ou de toutes lês ordonnées
de Ia courbe OcA.

Pour traiter cette question par lê calcul, représentons Ia
droite d'c'a' par une équaiion de Ia forme

j = a—M,

a ei b désignant dês constantes.

UNIFORME.

Soit Tia durée totale du parcours ; nous devons avoir j=-,

Içour í = T; donc 6= y, et 1'équation precedente devient

41

•a

Remplaçons j par ̂  et intógrons ; il viendra

T '

sans ajouter de constante, puisque Ia viíesse v est nulle
pourí = 0; cetíe équation represente Ia parabole OcA; elle
donne t> = 0 pour í = T, c'est-à-dire au point A, et t) maxi-

T
mum pour t = ^, au milieu de 1'intcrvalle OA.

Z

ás
Enfin, remplaçant v par — et intégrant de nouveau, il vient

«"' m_ í!l H 2 i \
'~ 2 5T~ 2 \ 5 T / '

• sans ajouter non plus de constante , puisque s et í sont nuls
à Ia fois. Cette dernière équaiion donne s = | aT2pour í = T, et
s = -±aT pourt = |T. Si 1'espace total parcouru, AB =EF,
est donne d'avance et égal à S, on en déduira Ia valeur de Ia
quantilé a en résolvant 1'éauation

cê qui donne

os

La condition du contact de Ia courbe dês espaces en O ou
cn B avec dês lignes horizontales est toujours remplie lors-
qu'il s'agit du mouvement d'un corps matériel qui pari du
repôs et qui y revient, car il est impossible que Ia vitesse
d'un tel corps passe subitement de Ia valeur zero à une
valeur finie, ou d'une valeur finie à Ia valeur zero; elle
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passe, en réaliíé, par tous lês degrés de vilesse intermé-
diaires. La substilution d'une droite à la courbe, ou d'un
mouvement uniforme moyen au mouvement varie réel, effàce
cetle íransition, et fait succéder unevitesse finie à une vilesse
nulle. Mais il ne faut pás oublier que cette substitution est
entièrement íictive.

APPLICATION. — GfiArHIQUE DÊS TRAINS.

57. On appelle, dans Pexploitaüon dês chemins de fer, gra4
pingue dês trains, une épure ou lê mouvement de tous lês
trains est represente par dês lignes droites.

Pourconstruire celte épure, on prend sur un axé horizontal
24 parties égales représentant lês heures d'une journée; on
lês subdivise chacune en parlies plus petites représentant dês
intervalles de 10 minutes; lês intervalles plus petits sont ap-
préciés à l'ceil. Sur un autre axé, perpendiculaire au pre-
mier, on porte dês parties proportionnelles aux distances, et
l'on place lês stations successives de Ia ligne d'après leurs,
distances à 1'origine du chemin. Gette construction permet
de couvrir 1'épure d'un réseau de droites rectangulaires,
dont lês unes, verticales, correspondent à une heure déíer-
minée de Ia journée, et lês autres, horizontales, à une sfation
déterminée.

Considérons un fragment de l'épure du mouvement dês
trains. Soient A, B, C, D, E lês stations réparties sur Taxe
vertical à leurs distances respectivos; lês verticales équidis-
lantes XII, I, II, III, représentent lês heures de midi, l heure,
2 heures, etc.

Un trainpart de Ia station A à midi et arrive à Ia station B
à midi 50 minutes. Lê mouvement moyen qu'il a pendant cê
trajet est represente par Ia droite ab.

Lê train reste 5 minutes dans Ia slation B. II repart donc à
midi 55 minutes. Sá vitessemoyenneétant supposéela même,
lê mouvement, à partir de Ia statioa B, será represente par .

une droile
de ia staüon C a
Si lê train passe
en repart à

UMFOKME. . 43

k ab Cette droite vient couper la ligne
correspondant à l heure 15 minutes

ite 25 minutes dans cette station C il
40 minutes et arrive à la siaüon ü a

à 2 heures 10 minutes et
35 minutes, et ainsi de

suite.
XII

. 24.

Son mouvement, réduit aux vitesses moyennes en dehors
dcs temps d'arrêt, est donc represente par la ligne brisée
abb'cc'dd'e, dont lês parties inclinées correspondent à la mar-
che et lês parties horizontales au stationnement.

Lês trains plus lents sont representes par dês lignes plus
voisines de l'horizontale, telles que lê trace &$$'•{...•, lês
trains plus rapides, par dês lignes plus voisines de la verticale;
tel est lê trace aaccc'c'ee. II correspond à un train rapide, qui
partde A à midi 50, qui brüle la station B, arrive en Cá l heure
50 minutes, en repart à l heure 55 minutes, brüle la station D
et arrive à la station E à 2 heures 5 minutes. On voit que cê
trainpart dupointA plus tard que lê train abb'c..., et qu'il
atteint et dépasse cê train dans la station C; lê train aWc...
est alors gare et lê train rapide repart plus tòt que lui. Lê
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graphique dês trainsrnet en évidence cês rencontres de trains
de différcntes vitesses, et permel de combiner lês heures de
Icurs passages aux divers points d'arrôt de manière à éviter
Ins collisions.

Los trains qui marchent en sens contraire sont figures sur
1'épure par dês lignes inclinées dans 1'autre sens. Ainsi, lê
Irain eSSY part de E à l heure 50 minutes, arrive en D à
2 heures 25 minutes, y séjourne 5 minutes et arrive en C à
2 heures 55 minutes. II croise lês deux trains aacceeeí abcde
dans 1'intervalle compris entre lês deux síations D et E, cê qui
n'a pás d'inconvénient si lê service est établi sur Ia double
voie entre cês stations. As'en rapporler strictementà l'épure,
onpourraitdéterminer 1'heure et lelieu dechacun dês croise-
ments. En effet, Ia droite c'c'ee coupe Ia droite s§ en un point
m quicorrespond sur 1'axe dês distancesàuncertain point du
chemin, biendéfmí par sã distanceA?n' à 1'origine, et sur 1'axe
dês temps, à un point qui défmitune heure bien déterminée.
Mais nous avons vu que Ia substitution d'une droite à Ia courbe
dês espaces revient à Ia substilution d'un mouvement moyen
uniforme au mouvement réel, qui est nécessairemént varie ;

de sorte qu'en réalité lês lignes
d u mouvement vrai, au lieu d'être
droites, dcvraient être descourbes
sinueuses, analogues à celle que
nous avons indiquée dans lê para-
graphe précédent. Cette altération
peut déplacer lês points de ren-
contre dês deux lignes, comme on

Fjo. 23 lê voit par Ia figure ci-contre,
Lês deux droites c'c'ee, eS se cou-

pent en m. Mais lês courbes réeiles ont dês formes sinueuses,
telles que c'c'pqee, ersã, et clles se coupent en (j.; lê point de
rencontre est donc déplacé sur Ia ligne vers lê point E de Ia
quantité m'y!.

MOUVEMENT VARIE.

.BECT1LIGKB DMFOBMÉJ1EHT VARIE.
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*S Lê mouvement rectÜigne et uniforme est lê plus simple de
toas lês mouvements; cest celui pour lequel Ia vitesse est
constante, et dans lequel lês espaces parcourus croissent pro-
Bortionnellement au temps. L'accélération est constamment
nulle dans cê mouvement. Lê mouvement rechhgne umformé-
ment varie est de même lê plus simple dês mouvements varies.
C'est celui dans lequel 1'accélération est constante, et dans le-
quel Ia vitesse croit proportionnellement au temps. Cês deux con-
ditions rentrent 1'une dans 1'autre. En effet, si Ia vilesse croit
proportionnellement au temps, Taccélération, qui n'est autre
choseque Ia vitesse de Ia vitesse, est une quantité constante
qui indique l'accroissement de Ia vitesse du mobile pendant
Tunité de temps. Et réciproquemcnt, dire que 1'accéléralion
est constante, c'est dire que Ia vitesse croit d'une même
quantité pendant dês temps égaux, cê qui revient à dire
qu'elle croit proportionnellement au temps.

Lê mouvement unifonnémenl varie est essentiel à considé-
rer dans Ia mécanique ; nous verrons qu'on y ramène tous lês
autres. G'est deplus une espèce de mouvement qu'on réalise
avec une grande facilite; car il sufíit de laisser tomber un
corps pesant suivant Ia verticale pour en avoir un exemple.

L'accéléralion j du mouvement varie étant donnée, il est
facile d'en déduire Ia vitesse v, à un moment quelconque, dês
qu'on connait Ia valeur t>0 de Ia vitesse à un instant deter-
mine, pour t=0 par exemple. On sait en effet que par chaque
unité de temps, Ia vitesse s'accroit de Ia quanlité j; donc au
bout de t unités de temps, Ia vitesse v0 se será accrue dela
quantité jt, et Ia vitesse, à cê moment, será représentée par
l expression

»=t'o+Jí.

C'est à quoi on serait parvenu en intégrant 1'équaüen

dt
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graphique dês trains raet en évidence cês renconlres de írairig
de différentcs vitesses, et permel de combiner lês heures de
Icurs passages aux divers points d'arrôt de manière à éviter
lês collisions.

Lês trains qui marchent en sens contraire sont figures sur
l'épure par dês lignes inclinées dans 1'autre sens. Ainsi, \Q.\
Irain sSSy part de E à l heure 50 minules, arrive en D à
2 heures 25 minutes, y séjourne 5 minutes et arrive en C à
2 heures 55 minutes. II croise lês deux trains aacceeet abcde
dans 1'intervalle compris entre lês deux síations D et E, cê qui
n'a pás d'inconvénient si lê service est établi sur Ia double
voie entre cês stations. As'en rapporler strictementà 1'épure, ]
onpourraitdéterminer 1'heure et lelieu dechacun dês croise-
ments. En effet, Ia droite c'c'ee coupe Ia droite eí en un point
m quicorrespond sur l'axé dês distances à un certain point du
chemin, bien defini par sã distanceAm' à 1'origine, etsurTaxe
dês temps, à un point qui déf ini tune heure bien déterminée.
Mais nous avons vu que Ia subslitution d'une droite à Ia courbe
dês espaces revient à Ia subsfi íutíon d'un mouvement moyen
uniforme au mouvement réel, qui est nécessairement varie ;

de sorte qu'en réalilé lês lignes
d u mouvement vrai, au lieu d'être
droiíes, devraient être dês courbes

— sinueuses, analogucs à celle que
nous avons indiquce dans lê para-
graphe précédent. Cctte altération
peut déplacer lês points de ren-

— contre dês deux lignes, comme on
lê voit par Ia figure ci-contre,
Lês deux droites c'c'ee, ^ se cou-

pent en m. Mais lês courbes réeíles ont dês formes sinueuses,
telles que c'c'pqee, srsS, et elles se coupent en p,; lê point de
rencontre est donc déplacé sur Ia ligne vers lê point E de Ia
quantité m'/.

m'

V-'

E

Fig. 25.

JIOUVEMENT VARIE.

RECTILIGNE ÜK1FORMÉMEKT VARIE.

üortionneiiuuíciii au. .,w.-r~-
nulle dans cê mouvement. Lê mouvement rectihgne umforme-
ment varie est de même lê plus simple dês mouvements varies.
C'est celui dans loquei 1'accélération est constante, et dans le-
quel Ia vitesse croit proportionnellement au temps. Cês deux con-
ditions rentrent l'une dans 1'autre. En effet, si Ia vilesse croít
proportionnellement au temps, Taccélération, qui n'est autre
chose que Ia vitesse de Ia vitesse, est une quantité constante
qui indique 1'accroissement de Ia vitesse du mobile pendant
Tunité de temps. Et réciproquemcnt, dire que 1'accéléralion
est constante, c'est dire que Ia vitesse croit d'une même
quantité pendant dês temps égaux, cê qui revient à dire
qu'elle croit proportionnellement au temps.

Lê mouvement uniformément varie est essentiel à considé-
rer dans Ia mécanique ; nous verrons qu'on y ramène tous lês
autres. G'est deplus une espècede mouvement qu'on réalise
avec une grande facilite; car il sufíit de laisser tomber un
corps pesant suivant Ia verticale pour en avoir un exemple.

L'accéléralion j du mouvement varie étant donnée, il est
facile d'en déduire Ia vitesse v, à un moment quelconque, dês
qu'on connait Ia valeur v0 de Ia vitesse à un instant deter-
mine, pour fc=0 par exemple. On sait en effet que par chaque
umté de temps, Ia vitesse s'accroít de Ia quantité j; donc au
bout de t unités de temps, Ia vitesse va se será accrue dela
quantite jt, et Ia vitesse, à cê moment, será représentée par
l expression \ r i

v=Vo+jt.

C'est à quoi on serait parvenu en inlégrant 1'équat
dv_ .
dt~Í'

icn
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dans laquelle j a une valeur constante; u0 est Ia constante in

troduite par Pintégration.
Pour avoir s, on inlégrera de môme Péquation

cê qui donne
s = «o + v üt + 'Jl-

Fig. 26.

On arrive géométriqucment au momo résultat en appliquant-j
Ia méthode du § 24. Construisons Ia ligne representativo desi

vi tosses, qui est ici une droite AB, défi-'
nie par son ordonnée à l'origine O^ — v^]
et par son inclinais on j.

Considérons un instant defini par;
Pabscisse í=OC; Pordonnée CD corres-j
pondantc será Ia v&leur de Ia vitesse à-j
cot insíant , et Paire do Ia ligne dês vi-j

tosses, à partir de Pinstant í=0 jusqu'à Pinstant í=OC,
será égale à Ia surface du trapèzc AOCD, c'est-à-dire à

4-(A.o+ci))xoc.

On saitqu'il faut divisor cette surface par Ia longueur qui
represente Punité de temps pour avoir une longueur égale à
Pespace parcouru par lê mobile; mais cotio division revient à
remplacer Ia longueur OC par lê nombre í d'unilcs de lemps
qu'elle represente àPéchelle. Nous avons de plus :

Donc enfm Pespace parcoui u pendant lê temps í est donnéi
ar Pexressionpar expresson

ou bien

UNIFORMÉMENT VARIE. .

^;^r=^r--
_ . . * _ ! _ ! ;/2

Remarquons que Paccroissement ,-.., ou Pespace par-
couru pendant lê temps í, se compose de deux parlies :
Pune, 4 est celle quaurait décrite lê mobile s'il avait con-
serve pendant tout cê temps Ia vitesse ^0 qu'il possédait a
Pinstant í=0; 1'autre, |jt% ne dépend que de Paccéléra-
lion j, et serait par conséquent Ia mème si lê mobile etait
parti du repôs à Pinstant f = 0.

La première partie est proporlionnelle aux temps, Ia se-
conde est proportionnelle aux carrés dês temps.

La ligne représenlative dês espaces est dans cê cas une

parabole.
59. II est facile de déduire de cês formules lês lois géné-

rales de Ia chute dês corps pesants. L'expérience montre
que lorsqu'on laisse tomber un corps, Ia pesantcur lui com-
raunique en une seconde, si Pobservation est faite sons Ia
latitude de Paris et à peu de hauteur au-dessus du niveau
de Ia mer, une vitesse de 9m,SOS8 ; cê nombre est légèrement
variable d'un point à Pautre du globe. On lê represente par
g; c'est Paccélération produite par Ia pesanteur ; lês formules
du mouvement vertical dês corps pesants s'obtiendront donc
en remplaçant dans lês équations précédenies Paccélération
j par lê nombre 3, et Pon aura

Supposons que lê corpá tombant parte du repôs, et comp-
íom lês distances s sur Ia verticale à partir du point ou il a
commencé sã chute, Nous aurons à faire s0^0 et v =0 dans
lês formules, qui deviendront ..... :

Si sa est, à Pinstant í —O, Ia distancc du mobile à Poriginei
íupposonsaucontraire qu'on lance lê corps.de b a s e n h o u t
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avec une vitesse »„, et qu'on demande Ia hauteur s à lacmPii
il moritera. Lês formules seront e

v=v<,+gt,

Comptons posilivement lesdistances en descendant au-des-'
sous de l' origine et négativement dans lê sens contraire : v
será nógatif, puisque Ia vitesse initiale est dirigée par hypo-'
thôse dans lê sens dês s négatifs. Remplaçons donc i>0 par — V
V étant Ia valeur absolue de Ia vitesse initiale. 11 viendra

Lê corps montera jusqu'à cê que sã vitesse soit nulle ; donc
1'instant ou il cessera de montcr será donné en faisant v=0.
On en déduit

Substituant cette valeur de t dans 1'autre équation, nous
aurons

V'2 V3
s= ---- 1- sffX -:9 ' y-

V*
T-}-g

C'est Ia valeur de s à laquelle lê mobile lance de bas en haut
s'arrête pour redescendre. Elle est riégative, parte que nous
comptons négativement lês s dans lê sens montantà partir de

V2
1'origine, et sã valeur absolue est ~-.

Si donc 011 voulait faire monter verticalement un corps
pesant à une hauteur H au-dessus de sori point de départ, il
faudrait lui imprimer de bas en haut une vitesse V saíisfai-
sant àFéquation

-*•_
cê qui donne, en résolvant, V= fògü.

40. Problème. — Un observateur, placé sur lê haut d'unc

D:iS CORPS PESANTS. 40

h Ori: demande Ia hauteur de Ia tour, en tenant compte
du temps que lê son a employé pour remonter du sol a l oreü c
de 1'observateur. La durée observée est de 4 secondes, et Ia
vitesse du son dans Tair est de 540 mètres.

Soit a; Ia hauteur de Ia tour, comprise entre lê sol et l orcille
de l'observateur ; nous supposerons que Pobserateur laisse
tomber Ia pierre à partir de cette hauteur.

Lê temps observe, t, se compose de deux parties : Ia pre-
mière est lê temps t' que Ia pierre, parlant du repôs, met à
parcourir Ia hauteur x en tombant avec une accélération con-
stante égale à g; cê temps est donné par 1'équation

donc

-s/f-
La seconde partie t" est lê temps que lê son met à parcourir

Ia distance x du sol à Foreille de l'observateur , avec une
vitesse constante de 340 mòtres ; on a donc

d'oü resulte l'équation

+ - __ /
S 340

Isolons lê radical dans lê premier membre et élevons ay
carré : il viendra

_
9 3.

oubien

COU4GNON.



50 CHUTE DÊS CORPS PESANTS.

Celte équation a deux racines réelles et positives ; une seule
salisfaitàl'équation(l), siFonyprend positivementle radical-
1'autrc, Ia plus grande, correspond à Ia détermination négativè
du radical, cê qui est contraire aux conditions du problème.

L'équation (1) se résout facilement par approximaíions siía
ij»

cessives. Nédigeant d'abord =-777, on obtient0 ' 340

valeur trop grande.
La seconde valeur approchée s'obtiendra au raoyen dl

1'équation

78,4 )* = |x 9,8x14,2129

elle cst trop pelite.
La Iroisième valeur approchée será de mêrae

/
x=iglt

elle est approchée par excès. L'opération suivante donneraifc
70m,õ8. On pourra serrer d'aussi prós qu'on voudra Ia valeu|
cherchée en faisant un norabre suffisant de substitutions.

CHAPITRE II

DU M O U V E M E N T P R O J E T E

41. L'emploi de Ia méthode dês projeclions permet de sim-
plifier notablement l' elude dês questions de mécanique. On
sait que Ia géométrie descriptive a pour but de ramener à dês
constructions planes lês opérations nécessaires à Ia solution
d'un problème de géométrie de 1'espace. De même, Ia môthode
dês projections ramène Ia considération d'un mouvement qui
s'accomplit dans l'espace, à celle de mouvements de poinls
situes dans dês plans, mouvements plus faciles à étudier. On
peut pousser plus loin celte sirnplifkation. Car à un mouve-
ment plan, dont Ia trajectoire est généralement courbe, on
pcut substituer lês mouvements rectilignes dês projeclions du
point mobile sur deux axes fixes. La même réduction s'ap-
plique à' l'espace. II sufíit de projeter lê point mobile sur trois
axcs fixes ; Fétude dês mouvements rectilignes dês írois pro-
jections conduit à Ia connaissance de tons lês éléments du
mouvement qu'on s'est proposé d'étudier.

Rappelons d'abord quelques déíinitions.
42 Étant dorniés un plan fixe P et une droite fixe L, on

d un point M sur lê plan P lê point m ou cê
M

'f PerPendiculaire au plan P, Ia

- C'6St
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52 PROJECTIONS SUE UH PLAN

Dans tous lês cas, Ia droite Mm, qui joint lê point M à Sãi
projection, s'appelle droite projetanle.

La projeclion d'une ligne quelconque R sur lê plan P est H
lieu géométrique dês projeclions sur cê plan dês points dela ,
ligne R ; c'est 1'intersection du plan P avec uno surface cylin.
drique engendróe par lê mouvement d'une droile qui s'ap.

puierait constammcnt sur Ia ligne BJ
en restant toujours parallèle à Ia di-
recüon de Ia droite L.

Lorsqu'un point mobile M parcourt
une trajectoirc quelconque R, imã-
ginons qu'ori projetle à chaque in-i
stant sur lê plan P, 'par dês droitesí
parallòles à Ia direction L, Ia position

du mobile à cet instant. La projection m du point M pourri
ètre regardée comme un second mobile, qui parcourraitl
projection r de Ia trajectoire R. On dit alors que lê mouvemerii
du point m sur Ia ligne r est Ia projection du mouvement du poin,
M sur Ia UyneR. On voit que si l'on prend dês poinls M, M', M"!
sur Ia trajectoire R, et lês projections m, m', m" de cês poin
sur Ia írajecloire r, lê mobile réel ei lê mobile fictif qui
en occupe Ia projecíion se trouveront sirnultanément au:
points M et m, aux points M' et m', aux points M" et m"...; que
par suite, lê mobile projete metlra autant de temps à aller
point m au point m' que lê mobile réel en mettra à aller d
point M au point M', etc...

PROJECT10N SUR UNE DROITE.

43. Etant donnés une droite fixe L et un plan fixe P, no|
parallèle à Ia droite, on appelle projection d'un point M sur Ia
droite L lê point m ou cette droite L rcncontre un plan mené
par lê point M parallèlement au plan P.

Lorsqu'on prend lê plan P porpendiculaire à Ia droite l>,
projection est dite orthogonale.

ET SUR UNE DROITE.

U
droite L

O'»"» «•» * "" " "'

1X161 J.w i Cl» 11*-1 D"*'' * ,

droite L, un second mouvement,
qu'on appellera la projection du pre-
mier. Lês points M, M', M"... étant
dês positions successives du mobile
sur la trajectoire R, et m, m', m"...
leurs projections sur la droite L pa-
rallèlement au plan fixe P, lê mobile ^
fictif mettra autant de temps à passer de m en m , de m en
m",... que lê mobile réel à passer de M en M', de M' en M ...

REPRÉSEKTAT10N J)'uN 5IOUVEMEKT DASS I/ESPACE.

44. Lê mouvement d'un point dans Pespace est entièrement
defini quand on connait lês projections de cê mouvement,
faltes sur trois directions fixes parallèlement à dês plans don-
nés. Voici comment on procede pour donner cette défmition
d'un mouvement.

Par un point O de Fespace on mène trois droites fixes OX,
OY, OZ, non contenues dans un seul et
môme plan ; cês trois droites sont deux
à deux dans un même plan, de sorte
que lê choix arbitraire de cês trois axes
définit à la fois trois droites OX, OY, OZ,
et trois plans YOZ, ZOX, XOY qu'on ap-
pellejj/ans coordonnés.

Par un point quelconque M de l'es-
pace, menons trois plans, 1'un parallèle ..„ 29

a YOZ, 1'autreà ZOX, lê troisième à XOY

rZTT" í11 C°Upe Faxe OX en un P°int «, qai est la
"'**"•* (parallèlement au plan fixe YOZ) du point M sur la

v-'
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droiteOX. II coupe lês plans ZOX, XOY, suivant lês droitfi

m/, m;/', respeclivement parallèles à OZ et à OY.
i Lê second plan coupe 1'axe OY en un point m', projectiol
de M sur OY, parallèlemcnt à ZOX; il coupe lês plan

XOY, YOZ, suivant lês droiles m'y!', m'y,, parallèles rcspectivel
menl à OX et à OZ. Enfin, il coupe lê prcmier plan suivant l J
droite M;/, parallèle à 1'axc OZ.

Lê troisième plan coupe 1'axc OZ au point m", projection i
M sur OZ parallèlemcnt ú XOY ; il coupe lês plans YOZ, ZOX J
suivant lês droites m"^, m"\>!, respectivement parallèles à
et à OX; et enfin, il rcncontre lês deux premiers plans sui-1
vant lês droites M/, ]\fy,, respectivement parallèles à OY et )
àOX.

Lê solide compris sous cês trois plans et sous lês trois plansj
fixes est un parallélepipède, et lê point M, dans cette figure,!
est lê sommet opposé à V origine 0. Lês sommets m, m', m",|
situes sur lês arêtes aboutissantau point O, sont lês projection
du point M sur lês axes ; lês autres sommets y., [>/, \j", sont lê
projections du point M sur lês trois plans fixes, parallèlement]
aux axes OX, OY, OZ, qui íbrment lês interseclions mutuelle
de cês trois plans.

Si, à un instant donne, on fait connaílre lês distances Om,:
Om', Om", de l'orígine aux projections sur lês trois axes d'un
même point M de 1'espace, on pourra en déduire Ia position
correspondante de cê point. II suffit pour cela d'acheverle
parallélepipède en menant par m, m', m" dês plans rcspecti-
vement parallèles aux plans coordonnès. Ccs trois plans
couperont en un point uniquc, qui será lê point cherché.

De même, si Fon donnait lês projections [;.', [/ du point Mi
sur deux plans coordonnès, on obticndrait lê poinl M cn nie-1
nant par [j/ et \>" dês droites [// M, \j" M, respectivement paral-|
lèles à OY et OZ : 1'intersection de cês deux droiíes donne
point cherché. Laposition dupoint Mest donc définie par sesl
projections sur deux plans coordonnès, tandis qu'elle ne
être définie que par sés projections sur trois axes coordonnfà»,
Mais il y a généralement avantage àemployer en mécariique ia|

tri

SUR TROIS AXES COORDOHNÉS. 53

•iple projection sur lês axesplutôt que Ia double projeclion

n-seuTement on ramène ainsi tous lês mouvements à dês
,ements rectilignes, mais encore lês positions dês projec-
m m' m" du point M sur lês axes sont completement

indépendantesles unes dês autres, tandis que lês projections
V! v." sur deux dês plans coordonnès sont assujetlies a une
condition pour qu'elles correspondent à un point de 1'espace,
car elles doiventêtre toutes deux situées dans un plan paral-
lèle au troisième plan coordonné1.

Remarquons encore que lês distances Om, Om', Om", peu-
vententrer dans lês calculs avec l'un dês signes -4- et —,
suivant qu'elles sont portées sur lês axes d'un cote ou de
•l'autre de 1'origine O; grâce à cette convention, à chaque
point M de 1'espace correspond une valeur bien déterminée,
cn grandeur et en signe, dês trois distances Om, Om', Om";
cês trois distances données en grandeur et en signe font donc
connaitre Ia position du point M sans aucune ambiguiité.

On designe ordinairementpar x Ia longueur Om, prise avec
son signe et comptée sur 1'axe OX; par y Ia longueur Om,
prise sur 1'axe OY, et par z Ia longueur Om", prise sur 1'axe OZ.
Ce sont lês trois coordonnées du point mobile. Lê mouvement
du point M dans 1'espace est entièrement defini si l'on donne
lês valeurs successives de x, de y et de z en fonction du
temps t.

Quand lê mouvement a lieu dans un plan, on peut prendre
cê plan pour plan dês XOY et y mener deux droites OX OY
qui seront deux dês axes coordonnés. Lê troisième axé OZ

Trt í?? ̂  d?hOTS dU Plan' 6Í C°mme le P°int mobi^ "esort pás de cê plan, sã coordonnée « será constamment nulle.

variables T^tdans
+

Ce,cas
ff

 rticuli<*, q«e deux coordonnées

'^^^ir^j^rrr'-
ve, et cn y
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ÉTUDE DU MOUVEMENT DANS L'ESPACE AU MOYEN DÊS PROJECTlONg]

DE CE MOUVEMENT SUB LÊS AXES.

45. Lês valeurs dês coordonnées #, y, z, en fonction M
emps £, -définis.sent trois mouvements rectilignes ; nous po{

vons appliquer à chacun d'cux lês méthodes données dansí
chapitre précédent, et déterminer pour chacun lês valeul
dês vilesses et dês accélérations.

Lê preraier problème qui se presente ici consiste à déduij
dês vitesses dês coordonnées x, y, z, Ia grandeur et Ia dirse
tion de Ia vitesse effective du mobile sur sã trajcctoire à-i
raême iristant.

Soil RR' Ia trajecloire d'un point mobile, LL' une droite sj
laquelle on projetle lê mouvement parallèlement à un piai

f ixe; soient A, A', deux positions suo,
cessives infiniment voisines du mobila
sur Ia ligne RR', et a, a', lês projectionsi
de cês deux positions sur Ia ligne LL'|

~í7 Nous avons déjà remarque que lê vral
mobile met autant de temps à aller de Al

en A', que lê mobile ideal represente par sã projection mel
de lemps à aller de a en a'. Soit V Ia vitesse du mobile at|
point A, et v Ia vitesse du mouvement projete, nous auro™
à Ia fois :

Fig. 50.

AA'
et »=:'

i ctant Ia durée commune aux deux trajeis AA' et aa'. Donl

AA'
aa'

Or aa' est Ia projeclion sur L de 1'élément reclili<me AA';Í
il y a entre aa' et AA' un certain rapport qui dópend d°es situai
tions relatives de cês deux éléments. Lê même rapport exis-j
tant entre lês vitesses v et V, nous pourrons dire par analogie

DE LA VITESSE. 57

que v est Ia projection de Y. Nous avons vu que k vitesse V
pouvait être considérée comme une longueur porlée en A sur
Ia tangente à Ia trajectoire; par 1'extrémité V de celte lon-
gueur, menons un plan projetant, qui rencontrera en v Ia
droile L. Lês deux droiles AV,, av étant rencontrées respective-
ment aux points A, A', V, et a, a', v, par irois plans paral-
lèlcs, sont coupées en parties proportionnelles, et l'on a

AV
av

**--
aa'

S'f donc AV=V, on a aussi av = v, de sorte que Za vitesse
vdu mouvement projete s'obtie,it en projetant Ia vttesse V du

mouvement réel.
La même proposition s'applique à Ia projection du mouve-

ment sur un plan parallèlement à une droite fixe.
46. II est aisé maintenant de résoudre lê problème que nous

nous sonímes proposé tout à 1'heure.
Soient a, b, c, lês projections d'une dês positions A du mo-

bile sur sã trajectoire R.
Nous savons par lê théorème qui precede que Ia vitesse du

point a est Ia projection sur OX. de Ia vitesse du mobile au
point A; que Ia vitesse du poinl b
est Ia projection de Ia même vi-
tesse sur OY ; qu'enfin Ia vitesse
du point c est Ia projection de
Ia môme vitesse sur OZ. Prenons
donc sur lês trois axes, à partir
de a, b, c, dês quantités aa', bb',
cc', égales ou proportionnelles
aux vitesses respectivos de cês
points, et cherchons lê point V
qui a pour projections a', b', c',;
Ia droite AV será Ia vitesse demWée en direction et en gran-
deur Au lieu de proceder ainsi, nous pouvons mener par lê
point A trois droites Aa", Aí", Ac", parallèles et égales respec-
uvement a aa', bb', cc', et dirigées dans lê même sens. Lê plan
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menépar a'parallèlemcntau plan YOZpassera par lê point «i
de même lês plans menés par b' et par c', parallèlement à 7ry
et XOY, passeront respectivement par b" et par c". Cês tr '
plans aclièvcnt un parallélépipède qui a pour arêtes aboutj
sant au point A lês trois vitesses Aa", Á.b", Ac", égales et pa

rallèles aux vitesses aa', bb', cc'. La vitesse cherchée AVesl
diagonale de cê parallélépipède. De lá resulte cê théorènie •

La vitesse du mouvement effectif est, à chá que instaní, rep
sentée en grandeur et en direction par Ia diagonale d'un pare

léléjiipède dont lês arêtes sont égales et pa
rallèles aux vitesses du mouvement projet<
sur lês trois axes.

Lorsque lê mouvement est plan, lê pa.
rallólépipède se réduit à un paralléL
gramme; et Ia vítesse AV est représent
en grandeur et en dirccíion par Ia diagu
nale du parallélogramme dont lês cotei

Aa", Â.b", sont cgaux et parallèles aux vitesses aa', bb', di
mouvement projeíé sur lês deux axes, OX, OY, et diriges dam
lê même sens que cês vitesses.

47. On pourrait proceder de même pour lês accélération
dês mouvemenís projetes sur lês axes; mais on obliendrai
non pás Y accélération tangentielle du mouvement effectif,.

seule que nous ayons encore consiiL
rée, mais Y accélération totale, qui
nous étudierons dans un autre

48. Remarque. — H n'est pás
cessaire,pour trouver Ia vitesse d
mouvement réel, de formcr enüère-j
ment lê parallélépipède dês vitesse'
dês mouvements projetes; il sufíil

a'

Fig. 32.

Fig. 55.

s ; su
d'en construire trois arêtes, savoir Aa" égale et parallcle à Ia
vitesse de Ia projection sur 1'axe OX, a" b'" égale et parallèlea
Ia vitesse de Ia projection sur 1'axe OY, et b'" V égale et pá-
rallèle à Ia vitesse dela projeclion sur 1'axe OZ. On

TROIS AXES.

au moyen de 1'équalion
o —

ÃV2 = Ã7'3 + a"i"; + 6'"

On a d'ailleurs, en appelant ., ̂
tion AV fait avec lês directions OX,
donnés,

s que Ia direc-
dcs axé.

AZ>"=AVcos<i,

Ac"=AVcosy,

ou bien, en désignant par V Ia vitesse AV, et par V*, V,,, V,
lês vitesses projetées sur lês axes,

v2^y cos 7.

Cês relations se déduisent immédiatement dês équations

dx = ciscos x,
dy = ds cos (3,
dz = ds cos •/,

en lês divisant pardí. L'accroissement infinimentpetit, ds, de
1'arc décrit sur Ia trajectoire a en effet pour projections sur
lês axes lês accroissements correspondants dx, dy, dz, dês
coordonnées du point mobile.

RESULTANTE ET OOMPOSAKTES GÉOMÉTRIQUES.

i!9^ En,génf a1' on aPpelle resultante géométrique d'un cer-

i0"" fmÍeS AB' Ac' Ad' ̂  íssues d'unde L e s ac et dirigées chacune dans un sens



CO RESULTANTES

defini, Ia droile AE qui joint lê point A à 1'extrénaité E du CoJ
tour polygonal obtenu en mencnt, par 1'extrérnité B de la pr|

mière droi'e AB, une droite BC égale etJ
rallèle à la seconde droite Ac, dans lê se
mêrae ou cette droite est dirigée; par l
point C, une droite CD égale et parallèle l
la troisième droite Ad, et dans lê mêmesej
que Afl; par lê point D enfin, une droite BHJJ
égule et parallèle à Â.e, et dirigée dans l|
mêrae sens que Á.e. La resultante a lê seis
AE. Lês droites Aí>, Ac, Ad, Ae, sont appelées5

lês composantes, et 1'opération prend lê nora de compositioní
Nous verrons plus tard lês raisons qui ont conduit à adora

ter cês définitions.
Nous pouvons dire, cn nous servant de cette nouvelle ex]

pression, que la vitesse du mouvement dans r espace est la rés
tante yéométrique dês vitesses dês projections de cê motivem
sur trois axes coordonnés.

50. Lês propositions suivanles, qui nous seront três útil
par la suite, se démontrent três facilement.

1° La résulíanle géométrique de plusieurs droites donné
estindépendante deTordre dans lequel on lescompose.

2° La resultante géométrique de plusieurs droites se rédu
àleur somme quand touíes cês droites ont la même directiçi
et lê mème sens.

5° La resultante géométrique de plusieurs droites qui on
la même direction, mais non lê mème sens, est la somí
algébrique de cês droites, prises avec lê signe -f- quand ell
sont dirigées dans un sens, et avec lê signe — quand elles son|
dirigées en sens contraire.

4° Convenons que R désignant une droite finie, de longueí
égale à R, menée à partir du poinl A dans une directicn et'
sens determines, — R representara une droite égale men
à partir du point A dans la même direclion, mais en sens o
pose. Nous pourrons dire que si R est la resultante gcométriqu
de droites donnécs P, P', P"..., lê polygone forme par laco|

GÉOMÉTRIQUES.

p; p,,_} et _ R se fermera de lui-
'* o P P' P ••> eiposition. dês droites , • feméj plan ouP ..... ^inroauement, sou un ̂  y& ^^^ ̂ ^

r, r , i • • • ? i^même;
gaúche, composè ae uiun^o * , - ,
lê sens ou elles seraient parcourues par un point mobile qui
ferait lê tour du polygone sa.ns jamais rétrogr0^'1'" chanue

• '- -'-«llonto

ader; chaque

e P pris en sens Srai^est la resultante géométrique
loi; lesautres transportes parallèlement à eux-rneraes en

un même point de 1'espace.
5" Projetons sur une droite donnée, par dês plaris paral-

lèlesà un plan fixe, lês cotes d'un coniour polygonal fermé.
Pour attribuer dês signesaux projections, supposonsun point
mobile qui ferait lê tour du polygone. Projetons cê mouve-
menl sur la droite, et doimons lê signe -+- aux cotes projetes
qui sont parcourus dans un sens parla projeclion du mobile,
et lê signe — aux cotes projetes qui sont parcourus en sens
contraire ; cela pose, la somme algébrique dês projections
dês cotes sur la droite será égale à zero.

6° Par suile, la projection de la resultante, prise avec son
signe, est la somme algébrique dês projections dês compo-
santes.

7° Lorsque la projection du polygone sur la droite se fait par
desplansnormaux, la projection d'un cote est, en grandeur
cten signe, lê produit de la valeur absolue du cote par lê co-
sinus de 1'angle forme par la 'direction de cê cote, avec la direc-
tion positive de la droite ; de sorte que si on appelle a, a', a". . .
lês angles successifs faits par lês dircctions P, P', P"... avec
la direction positive de Taxe de projection, la resultante R
dês droüesP, P', P''..., faisant un angle X avec la même direc-
tion, on aura

Si donc on pròpose de composer dês droiíes P P' P" fti
eC tr°ÍS axes «clanguUnres O», O», Òz, Wanglesdonnés

«, a', a",...

1, /, V",».
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on trouvera Ia resultante R et lês trois angles X, p., v, qu'e]jj
fait avec lês mômes axes, en icsolvant lês équations

R COS 3. =ZP cos a,

Rcos/.i=ZPcos,3,

R cos v = SP cos-/.

Élevons au carré, ajoutons et observons que lês angles
jj,, v, formes par une mème direction avec trois axes rectangvJ
laires sont lies entre eux par Ia relation

il vicnt

équafion qui donne R, quantitó positive.
On a cnsuite

IP cos x

COS fí

COS -J =

Lês angles X, v., v, sont donnés par leur cosinus, et par suill
Ia direction R est définie sans aucune ambifuité.

PROJECTION DU MOUVEMEKT RECTIMOK ET UNIFORME.

51. Soient MNune trajectoire rectiligne, et PQ 1'axe sur le-J
quel on projcüe lê mouvement parallèle-j
ment à un plan donné.

Prenons sur Ia trajectoire dês points A,|
R, G, équidistanls; lês projections a, b, í) j
de cês poinls sur 1'axe PQ seront aussij
équidístantes. Lê mobile anime d'uD|

mouvement uniforme lê long de Ia droite MN parcourt
temps égaux lês intervalles égaux AB, BC. La projeclion d

Fiff. 53.

RECTILIGNE ET UNIFORME. 6>

•l tmi décrit tá droite PQ, parcourt dans lê même inter-
™lle de temps lês espaces égaux àb, bc pris sur sã trajec-
3 Donc son mouvement est uniforme. II en resulte cê thco-
reme : Ia projection sur une droite fixe d'un mouvement recti-
liqne et uniforme est un mouvement uniforme.

Si au lieude projeter lê mouvement sur une droite paral-
lèlement à un plan donné, on projette lê mouvement sur un
plan P parallèlement à une droite donnée L, tout mouvement
rectiligne dans l' espace aura pour projeclion un mouvement r ec-
lignesur lê plan. En effet, Ia trajectoire du mouvement pro-
jete será Ia projeclion de k ligne droite MM' que lê mobile
décrit dans 1'espace; elle s'obtiendra H,
donc en menant par Ia droite MM' un
plan parallèle à Ia droite fixe L; 1'inter-
section mm' de cê plan avec lê plan P
será Ia droite décrite par Ia projection
du point mobile. De plus, on démontre-
rait comme tout à 1'heure qu'en temps

' égaux Ia projection du mobile décrit dês espaces égaux sur
sã trajectoire mm', si lê mobile décrit lui-mème dês espaces
égaux en temps égaux sur sã trajectoire MM'. Donc Ia projec-
tion sur un plan tVun mouvement rectiligne et uniforme est un
mouvement rectiligne et uniforme.

52. Nous allons démontrerune proposition inverse
Lorsque lês projections sur trois axes OX, Oy, OZ, du mouve-

ment ^«n point M, sont dês mou-
vemen ts uniformes , lê mouvement
du point M dans l espace est recti-
ligne et uniforme.

Considérons trois positions
quelconquesM,, M2, M 5 , d u m o

Fis, 56.

toile M sur sa trajectoire. Par
chacun de cês noint, ™nnTt<1chacun de cês points menotís
une parallèle à 1'axe OZ jus<m'à
Ia rencontre du plan XOY
lê pied b de cette parallèle, menons une parallèle ba à 1'axe
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OY, jusqu'à Ia rencontre de 1'axe OX. Nous formons ainsi t l
contours polygonaux, °ia

Oa, bí M,, 2 b3 M2, 5 bs JIS,

-
dont lês cotes successifs sont lês valeurs dês coordonnées
trois points Mn M2, M..

Je dis d'abord que lês trois points è15 62, 55 sont en lign*
droite.

Menons, en effet, par Ic point &p une droite bl c parallcle ai
OX : elle coupera en d Ia droite a2 í>2 et en c Ia droite «, 6. ; lê J
parallélogrammes at Z^ rfo2, «3«2 ác, nous donnent lês égalilés

La disfance a,«2 represente Ia variation de 1'abscisse x du
point mobile pendant lê temps O qu'il a mis à se transporteis
du point M4 au poinl M2 ; pendant cê même temps ô, 1'ordon-
née y de cê point a passe de Ia grandeur at bt a Ia grandeur:
«2 bí; elle a donc varie de Ia quantíté «2 b2 — at bl = b^ d. ,

Laviíesso de x qui, par hypotbèse, est constante, est donc,
, , , «,«, , i ., , , b.degale a -~J, et Ia vitesse de y a —-.

aAppelons de même 6' lê temps que lê mobile met à aller du j
point Mt au point M3; lês coordonnées x ei y varient dans j
cet intervalle de temps de quaníités égales à c^a. et à Ô3c;

leurs vitesses sont donc ~~ pour Ia première, et -3,- pour Ia

seconde.

Et comme lês mouvements dês projections sont supposcs;
uniformes, nous aurons lês égalilés

RECTILIGNB ET tüIFORME. G3

Divisonsceségalitésmembreàmembre, il viendra Ia pró-

b3d

ou bien

Lestriangles bjb» Jtc65, ont en d et c dês angles egaux
comme corréspondants ; lês cotes qui comprcnnent cês angles
sont proportionnels en vertu de 1'égalité precedente. Lês deux
triangles sont donc semblables, et 1'angle b&d de l'un est
égol à l'angle b&c de 1'autre. Donc lês trois points b^ b3, &3

sonl en ligne droite.
-On en conclui sur-le-champ que lês trois poinls M,, M2 ,M.,

sont situes dans un môme plan mené par Ia droite 64 6a b.
parallèleinent à 1'axe OZ.

Lcs points 6t, 62, &5, sont lês projections dês poinls M15 M2,
Ms; lê mouvement projete sur lê plan XOYest doncrectilignc,
du moment que lês mouvements projetes sur lês axes OX, OY
sont tous deux uniformes.

Nous pouvons ajouter que cê mouvement est uniforme.
En effet, 6 est lê temps que met Ia projection du mobile sur

lê plan XOY à parcourir 1'espace \ bt, et 6' est lê temps qu'elle
met à parcourir l'espace \ bs. Or lês triangles b&d, b^c,
donnent Ia proportion

M . O,», _

~^. = "õ7"' car' le mouvement projete sur Taxe OX

:'dtsaces décriis

°nC = et les espaces' décrils sur Ia traject oire

forme.

aux temps; ie
Par Slllle un mouvement uni-

C01LIOKO».
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Nous avons reconnu que Ia Irajectoire réelleM^ljtf.
tênue dans un plan mené par Ia droite bfòb,. parallèlernentl
Ia droile OZ. II en resulte immédiatemerit que celte trajectoi
est droite et que lê mouvement qui s'y opere est uniform •
Remarquons, en effet, que cê que nous avons dit de Ia i
plane b^^b^ciM^, nous pouvons lê répéter de Ia figure
M1M2M3&5/>2&1. Nous mènerons par lê point M1 une parallèleJiJ
à Ia droite /;465; elle coupera en f 1'ordonnée 62MS; leslon
gueurs /TVI2, eM3 seront lês varialions du z du point mobi
pendant lês temps O et O', et nous savons qu'elles sont propo'
tionnelles à cês intervalles de temps; nous venons de démoi
trer que bt bz, bí bz ou M^, Mte sont aussi proportionnels à <
mèmes intervalles de temps; donc Ia similitude dês triangll
MjfM2, M^M. est encore établie, et lês trois points M^M,,M.
sont, par conséquent, en ligne droile. Enfin, lês espaces M^
M4M. sont parcourus sur cetle droite en dês temps égaux rés
pectivement à O et à ô'; or cês temps sont proportionnels auj
espaces ; donc lê mouvement du point M est uniforme, et j
théorème est démontré.

53. La géométrie analytique y conduit beaucoup plus rapj
dement.

Soient
x = at + cc,

lês équalions dês mouvemenls uniformes d'un mobile projeij
sur lês trois axcscoordonnés; lê mouvement de cê mobile dan
Tespace será recliligne et uniforme; il est recliligne, par(Sj
qu'en éliminant í eníre deux quelconques dês trois équalio
précédenles, on oblient lês équationsdeplans quicontienne
Ia trajectoire: savoir

RECTILIGNE ET UNIFORME. 67

est uniforme, car sã vitesse est constante,
resultante géomélrique dês trois vilesses

,, c, constantes en grandeur et en direclion, de sés projec-

54Síewlnme.'-Nous avons vudans lê chapitre précédent
(336)'comment on pouvait trouver Ia vilesse moyenne d un
point sur sã trajectoire entre deux épôques déterminées. Si l on
appliquece procede aux mouvements projetes sur trois axes OX,
OY, OZ, en ayant soin de lês considérer chacun entre lês mêmes
épôques, on obtient Ia vitesse moyenne pour chacun dês mou-
vements projetes, et on determine ainsi lê mouvement moyen
dês projections pendant Ia période considérée. Mais lê mou-
vement réel dans 1'espace, qui, pendant
cette même période, a pour projections
sur lês trois axes lês mouvements
moyens ainsi determines, riest pás, en
general, lê mouvement moyen du mobile
sur sã trajectoire. En effet, lê résultat
de Ia composilion dês trois mouve-
ments moyens, qui sont tous trois rec-
tilignes et uniformes, est lui-même un mouvement rectiligne
et uniforme. Soient donc A et A' lês positions du mobile aux
deux époques entre lesquelles on a cherché lês mouvemenís
moyens dês projections; lê mouvement résultant de cês trois
mouvements moyens será lê mouvement uniforme qui s'accom~
phrait dans lê même intervalle de temps lê long de Ia cordel
et non lê long de 1'arc ABA'.

Si lês points A et A' sont infiniment voisins, lê mouvement
moyen résultant s'accomplirait encore suivant Ia secan e A V

™ll^!féCante aurait>!<* Ia courbe RR' deux points '

az — cx =

La trajectoire, contenue à Ia íbis dans divers plansdistinctí
est donc une droite, intersection commune de cês plans.
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PROJECTIO.N Sun UN PLAN ü'uN MOÜVEMENT DANS L'ESPACE.

VITESSE ARÉOLAIRE.

55. Supposonslestrois axes OX, OY, OZ rectangulaires. SoiJ
RR'Ia Irajecloire d'un point mobile; soient A, A', deuxp0~ J

tions successives du point mobile; a, a', lês projections de <
positions sur 1'axe OX, et 6, b',
projections dês mêmes points sur l|
plan XOY.

Lcs points a et a' seront aussi lê
projections sur OX dês poinls 6
piecls dês perpendiculaires abaissée
de A et A' sur lê plan XOY.

Soit rr' Ia projection sur cê planf
de Ia trajectoire RR'. Menons dul

Fig. 39. poinl O dês droites 06, 06' aux posi-l
tions successives de Ia projeclion dul

mobile. Lê rayon mobile, qui joint lê point O à Ia projectionl
du mobile sur lê plan XOY, engendre une aire qui s'accroit|
de Ia surface du triangle três petit 606' lorsque lê mobilei
passe du point A au point A'. Si donc O est lê temps qu'il meti
à parcourir 1'arc AA', Ia vitesse de T aire projetée será égale au|
rapport

surf. bOl/. .

On peut exprimer cette vitesse en fonclion dês coordonnéesl
x=0a, y = ab du mobile au point A et dês vitesses de ces|
coordonnées.

Par lê point 6, menons bc parallèle à OX, et joignons
Nous aurons

surf. 60é'=surf. Ocb'—surf. Ocb — surí. bcb'.

Mais lê triangle 6c6' a deux dimensions infiniment petites»:j
tandis que lês triangles 606', Oc6', Ocb, n'en onl qu'une-j

une

surf

LÊS PLANS COOHDOKHÉS.

exactitude d'autant plus grande que
oséplusPet l t,

f. Oc6'-surf. Ocb.

íaa'Xy-

x + aa';il a donc pour surface

teirinngle Ofc a *e mtoepour base ̂  aa', et pour hau-

Donc
surf. i06'=à - » • • -

Divisons par ô, et observons queC— est Ia vitesse, vt, de l'or-

donnéc y, et que j- est Ia vitesse,^, de 1'abscissex. U viendra

viícsse aréolaire— ̂ -^- - = | [vt (x + aa') — vty];
ti

aa' est infmiment petit, on doit doncle supprimer devanta;,
l'on a en déíinitive

et

Cette formule est générale pourvu qu'on tienne compte dês
signes. Nous savons déjà quels signes on altribue à x et y. Lês
vitesses »„ vs, sont positives si lê mouvement projete sur lês
axes s'opère dans lê sens qui accroít lês coordonnées x et y.
Enfm, Ia vitesse aréolaire projetée est positive, si lê rayon 06
se meut aulour du point O dans lê sens qui amònerait 1'axe OX
versTaxeOY.

Nous sommes parvenus à cette formule en négligeant dans
lês equalions certains te, mês infiniment petits , surf. 6c6'
dans a p;,emière5 et ̂  dans ^ ̂ .^ ̂
sions se compensent exactement. On parviendrail sur-le-cl amp
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aoi résultat cherché en appliquant la formu,e

face S d un tnangle dont lês sommets ont pour Con l *S

rectangulaires p Coordoní

*' y,
x" y",

On sait que lê double de ceííe surface est égal au deter;
nant

2S =

l X' y'

l x" y"

lei, nous ferons x' = y' = Q, pour faire coincider l'un
sommets avec 1'origine, x" = x, y"=y, et x'" — x
y"=y-\-dij. La surface dS du triangle infmiment petit
será dormée par 1'équation

O

Donc

l O

1 x y

l z+dz y + dy

dt
dx

dt

Sur Io plan YOZ.. . -' í l , z

te?r°Jctées s«r lê plan YOZ est lê ser

On , f, le Plan Z°X' de OZ ™^ OX.
On voil donc que Ia connaissance dês coordonnées x V,

d u n p o m t mobile M et de leurs vitesse fun ns" t dol

ABÉOLAIRES. 71

, T frouver lês vitesses à cet instant dês aires décrites
peTVnis!lans coordonnés par lês projeclions sur cês plans
duíon mobile OM. Mais lês formules obtenues supposent lês

cToSnnées rectangulaires.

EXKMPLE DE «ODTEHEHT PROJETE. - PROJECTION SUB UN DUMÈTRE

Dü MOUVEMEHT ÜKIFOEME I)'UM POI5T QDI PARCOBRT UNE CIRCOK-

FÉBEHCE DE CERCLE.

56. ün mobile M parcourt, dans le sens de la llòcbc,
avec une vitesse constante V, la circonférence d'un cercle AB.
On demande de délerminer la vilesse du
point P, projeclion orthogonale du mo-
bile M sur le diamètre fixe AB.

Nous désignerons par v la -vilesse chcr-
chée, et nous conviendrons de la regar-
der comme négative si elle est dirigée
dans le sens AB, et comme positive si elle
est dirigée en sens contraire. Pour la dê- Firr

terrniner, considérons le mobile dans une "" '" '
position M' três voisine du point M ; la position correspon-
dante du mobile projete será le point P', três voisin du point P
La vitesse du premier mobile M est connue : elle est é^ale à >ps que ie mobne met à

On aura de même

PP' = — v

"MM''



72 PROJECTlUiN DTO JIOU.EMIi .NT

On obfiendra donc Ia vitesse v en cherchant Ia vá] i
Pi" eU|>(W

rapport ^-r, lorsque lê point M'est infiniment prós du p0j , l

L'arc MM'se confond alors avec un élément de Ia tan !
au cercle au point M; il est donc perpendiculaire au rayonftl
Abaissons du point M une perpendiculaire MI sur M' P' • M
droite MI será parallèle à PP', et par suite será égale à PB
comme cotes opposés dans un même rectangle. Donc

j. P/
MM' :

Or lês (riangles M'IM, OPM, sont semblablcs comme a
leurs cotes perpencliculaires chacun à chacun, et l'on a Ia m
porlion

_
n: M'

MP
"U.U"

Do n e

.
ÜJI

OM est une quantité constante, égale au rayon OA du cercl
La formule precedente indique donc que v, vitesse du pointl
est proportionnelle à Yordonnée MP de Ia circoníérence.

La vitesse du mouvement projete est nulle au passa
du mobile M au point A; elle croit en valeur absolue jusqij
cê que lê mobile M ait atíeint lê point C, extrémité du prema
quadrant. Alors elle est égale à V, car 1'ordonnée MP devia
égale à OC, rayon du cercle. Lorsque lê mobile a dépassél
point C, Ia vitesse negativo décroil en valeur absolue, et sei
trouve nulle quand il atieint lê point B. Au dela de B, Ia pij
jection a un mouvement retrograde, Ia vifesse cbange donç<
signe et devient positive de B vers A; en môme temps, 1>
donnée MP est dirigée de hant en bas, et doit cntrer danslf
calculs avec lê signe nega ti f. Si donc on designe par y 1'oraojm
née MP du poinl M, prise avec lê signe -f- ou lê signe — (

CIRCULAIüE UNIFORME. ™

uaudessous du diamètre BA, on

"

d; tr^t Sération J du mouvement
savo-que cette accéléralion est Ia vitesse

-Or : «ti ^uU de 1'ordonnée y par un

facteurconstant, -J. La vitesse de „ est donc lê produit du

facteur- Jpár.lawímí^2/, qui reste à déterminer.

Quand lê mobile qui parcourt Ia circonférence passe de M
en M', 1'ordonnée y s'accroit de Ia quantité M'I, de sorte que

M' I
Ia vitesse de y est Ia limite du rapport — lorsque MM' décroit

indéfmiment. Lês triangles semblables M'IM,OPM donnent
Tégalité

M'I _ OP

Dunc

".et, divisantpar ô,

en appelant x l'absdsse OP du point M. II est facile de voir que
Ia formule est générale pourvu que l'on prenne 1'abscísse x
avec lê signe + si elle est portée à droite du point O, et avec lê
signe - si elle est portée en ,?ens contraire

VlteSSe de tordonnée est donc représentée en grandeur et

, et comme racc61éralion j du



74 PRO.JECTION D'ÜN MOUVKMENT

point P est lê produit de celte vitesse par - ~, [\ en f.

qu'on a

L'accclération du point P est négative tant que Ie p0jj
P resíe compris enfre A et O, et positive quand il est comp
entre O et B. Elle est proportionnelle à Ia distance OP. Lorsqij
lê mobile P est au point A, x = R, et 1'accélération j est é{

Y2

à — -j-; elle est nulle quand lê point P passe au point 0.

En definitivo, Ia vitesse du point P est proportionnelle à l'or
donnée MP du point du cercle qui a OP pour abscisse, et 1'al
célération, toujours dirigée de P vers lê centre O, ou, comme
on dit, toujours centripète, esl proportionnelle à PabscisseOM

57. Traitons analytiquement lê même problème.
Soit w Ia vitesse angulaire constante du rayon OM; appelonsj

lê temps, compté à partir de 1'instant ou lê mobile M passe ai
point A. L'angle AOM décrit par lê rayon OM pendant lê t
será égal à coí, et par suite Ia distance Of = x du mobile pr
jeté au point O será donnée avec son signe par 1'équation

C'est 1'équation du mouvement projete.
La vitesse de cê mouvement s'obtient par 1'équation

dx
t»t

et l'accélération par une seconde différenfiafion

._-x
J ~ ~ 2 — — R w2 cos «í.

Si nous appelons V Ia vitesse linéaire du mobile M , nouf

pourrons (f 30) remplacer M par |; et observant de plus fl

75
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U ^ient lês formules déjà trouvées :

qui définit lê mou-

Vy
» = -R '

eowbe dês accélérations.

l

-%!,/'
K

•n—
l

Pour cela, observons que lê temps í, compté à partir de
l'un dês moments ou lê point M passe au point À, est propor-
lionnel à l'are AM décrit par lê mobile à partir de cê moment;
on a en efíet

Donc
* __ are AM

Cela revienl pour aínsi dire à admettre que lê rayon OM est
1'aiguille d'un quadrant surlequel onlit lês heures.

Sur uno droite indéíinie A'X, prenons dês longueurs
A'C' = C'B'==B'D=D'A'1... égales au développemcnt dês qua-
drants successifs AG, GB, BD.... Ce será 1'échelle dês temps;
A' C' représentera lê temps nécessaire au mobile M pour aller
deAenC, deC enB....

Prenons lê point O pour origine dês espaces décrits par lê
point P.

Pour t = O, ou pour lê moment du passage du point M au
point A, lê point P est à une distance OA = R de 1'origine 0.
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Kous portcrons donc au point A' une ordonnée A'E,
t • i n tet egale au rayon UA.

Quand M passe en C, lê point P coincide avec lê point
donc, pour í = C'A', l'ordonnée de Já courbe dês espaces)
nulle.

Pour t = A'B', c'cst-à-dire au moraent ou lê mobile Mpas,
au point B, lê mobile P se trouve à une distance OB^j
Forigine dans lê sens négatif. Nous porlerons donc l'ordoni
B'F=R dans lê sens dês ordonnées négalives.

La courbe passe au point D' pour indiquer que lê pointl
coincide avec lê point O lorsque lê mobile M passe au point Dl

Enfin, quand M a achevé sã révolution entière et est reveni
au point A, lê point P se rotrouve en A à une distance positivei
OA=R, de 1'origine. La courbe passe donc par lê point G, d<j
lês coordonnées sont A',G= R et A'A', = circonférence OA.I

Au dela, lê trace se repete indéfir i iment pour chaque revi
lulion successive du mobile M. Lê mouvemcnt du point Pa
un mouvement oscillatoire du point A au point B avec reíoy
du poinl B au point A, et se reproduit indéfmiment d'u
manière périodique.

La courbe indéfmie ainsi obtenue a pour équation

x == R cos uf,

c est donc une sinusoide.

La courbe dês vitesses pcul se déduire direcfement de |
courbe dês espaces ; mais on peut aussi employer Ia íbrmil

Ceíte nouvelle courbe passe aux points A', B' A' et

d"re sinusoit A'11B'KA'<; onpeut ' *""^
te r cons'7°™^ ̂  ̂ ^ laisscr d' <** '« fã
nL7±f "' Ct aIfS ^ SÍmíSOÍde des vitesses será fl

«de des espaces, déplacée vers Ia gaúche d'une quantitj

mt:í i;dbrdrant-c>cst ce qu'in^- W
» = — R 6osin6i í = R,., p,

CIRCULAIRE UNIFORME. "

, . des accélérations, abstraction faile du
De même, Ia court > ^ tenir comple par une dm.
facleur constante, a ^ accé,érationS) sera Ia si-

sion convcncble ae
 d> quadrant vers Ia gaúche

nusoíde dês vitesses ; déplacée d. q ^ ̂ ^.^ ̂

AD=^J.l Jjai 10 •,^/i.-r

Ia durée du trajet du mobile M, du point A au poi
Ia circonférence ACB; donc

long de

et.

La vitesse moyenne du point P, dans une de sés oscillations
simples, est donc égale à

2R 2V

22Lê nombre TC étanl égal à trcs peu près à -y, on voit que Ia

vitesse moyenne du pointP dans une de sés oscillations simples
1

est à peu près lês j^ de Ia vitesse V du mobile M.

Lês valeurs absolues extremes de Ia vilesse du point P sont
O et V.

59. Enfin, on peut se proposer de construire Ia courbe des
vitesses rapportées aux espaces parcourus; on obüendra
1'équation de cette courbe en éliminant t entre lês deux
équations

<c=Rcos«í,
v = — Rws inwf .

On obtient ainsi 1'équation
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qui represente une ellipse dont lê demi-axe horizontal estej
à R, et lê demi-axe vertical égal à Rw. Gomme nous po
disposer arbitrairement de léchelle dês vitesses, nous
arrangerons pour que cês deux demi-axes soient égaux;

1'équation de Ia courbe cherchée devient, en changeant
en y,

ou
(i/ = 1

c'est-à-dire que cette courbe est Ia circonférence décrite pai
lê point M. Nous avons remarque, en effet, que Ia vitesse vàM
point P est à chaque instant proportionnelle à 1'ordonnée y du|
poiní M dans sã position correspondante.

Dü MOUVEMENf D'lJN TOINT RAFPORTÉ A DÊS COORDONNÉES TOLAIRES.

60. Lê mouvement d'un point M dans un plan est eníièra
ment déííni quand on donne à chaque instant lês valeurs di

rayon vecteur r=OM, et de Yangleyoi
laire 0 = MOP, que Ia dircction du rayoi
vecteur OM fait avec 1'axe polaire fixe OP

Soienl M et M' deux positions succesl
sives infinimcnt voisines du point mobile
sur sã trajectoire. Elles correspondera
1'une aux valeurs r et ô cies coordonnéesí

1'autre aux valeurs r -f- dr et 0 -f-1/6. L'arc MM' est égal à
ds

et Io rapport -^ est Ia viíesse du mobile au point M.

Projetons lê point M' en M, sur Ia direction de OM, pró-,
longéc s'il esl nécessaire. L'ai c MM' est Ia resultante géofflé-
irique dês deux composanles MMi et MtM', dont lês directio»5
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cont connues ;
S° , , .,_«„sant Ia vitessq

COORDOHNÉES POLAIRES

; de sorte que Ia vitesse v s'obtiendra en compo-

i portéo suivarit lê rayon OM, avec Ia vi-» i

tt nerpendiculaire à cemême rayon. Tout se récluit
lesse — ij '•> r "
^nnr à trouver lês valeurs de cês deux vitesses.
Sá coZsante MM, est Ia diífcrence entre OM, ei OM ; or OM,
est Ia projection sur OM de Ia droite OM', qui fait avec OM
un angle infmiment petil M'OM = do. La différence entre Ia

. droite OM' et sã projection OM est un infmiment pelit d'ordre
supérieur au premier. Geltc proposilion étant extrêmement
importante, nous en ferons 1'objet d'un lemme parliculier.

61. LEMME. — La projection orthogonale d' une droite finie
' sur une direction qui fait avec cette droite un anyle wfiniment
petit, est égale à Ia longueur de Ia
droite, à moins d'un infmiment petit
dusecond ordre.

Soit AB Ia droite finie; MN, Ia
direclion sur laquelle se fait Ia pro-
jection. Du point A on abaisse Aa,
et du point B, Bí>, perpendiculaires
sur JdN. La longueur ab est Ia pro-
jeclion de AB. La construction re-
vient à mener par lês points A et B deux plans P et Q perpen-
diculaires à MN, et à prendre lês intersections a et b de cês
plans avec Ia droite.

Par lê point A, menons une droite AG parallcle à MN ; elle
sera,comme Ia droite MN, perpendiculaire aux plans P et Q, et
percera cê dernier plan en un point G. Joignons C& et BC; Ia
droite AC, perpendiculaire au plan Q, est perpendiculaire aux
deux droites Cê, CB, qui passent par son pied dans cê plan.
üonc, d une pari, la figure Aa&G est un reclangle, et par suite

, *nUlre Part' le trianSle ACB est rectangle en C, de
sorte que AG est Ia projection orthogonale de la droile AB sur

^ menée Pai'aMe™nt à MN par le point A.
d une droite AB sur un axé quelconque MN est
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donc égale à Ia projection de ceüe môme droiíe sur tout
axé parallèle au premier. Cette première parlie de

stration est générale et ne

1 deus
P

Fig. U.

0-"~— v, i "C

infiniment petil 1'angle BAC
rections AB, MN. >

Ceciposé, nous avons à chercber (fig.4/(
une limite du rapport de AB à sã projec

tion AC, dans lê (riangle recíangle ABC, lorsque l'angle BAi
esl infiniment petit.

Nous savons déjà que 1'oblique AB est plus grande que Ijjj
perpendiculaire AC. Posons donc

AB . .

AC 1

e étant un nombre positif, variable avec l'angle BAC, et se ré]
duisant à zero quand l'angle BAC devient nul. 11 s'ágil de troií
ver une limite supérieure de g.

On tire de cette égalité

et, élevant au carré,

Mais lê triangle recíangle ACB nous donnc

Donc

Supprimantle tcrme~™e

et par suite

Si BC est infiniment petit par rapport à

»
e», qui est íoujours positif, ilvieii

moin.

A SÁ PROJECTIOK. £í

peütdusecondordre^ t lapropos^ones t

Cette proposition n'est qu'un cas parliculier d'unprin-

oin s U A un point fixe donné, et P un poml mobile e long
de Ia droite. Joignons AP. Cette longueur est une lonction de
Ia distance OP, et nous pouvons poser

!f=F(*),

en appelant y Ia longueur AP et x Ia distance correspondanle
OP. II est facile de voir que Ia fonction F passe par un mini-
num lorsque lê point P vient coincider avec lê
pied, C, de Ia perpendiculaire AC abaissée du
point A sur Ia droite ; que, si l'on appelle a Ia
distance OC, Ia fonction prend lês mômes va-
leurs pour x = a + 6 et x = a — 6, et qu'en-
fm, à mesure que x grandit en valeur absolue,
y grandit indéfiniment à partir de Ia valeur
jj = AC. La fonction F(jc) est continue, et pour
toute valeur réelle et fihie de Ia variable , sã
dòrivée P (a;) a une valeur réelle, fmie et déter-
minée; on peut ajouter que F' (a;) est aussi
continue, et que cette fonction n'éprouve pás F>S' ^'
de variations brusques quand Ia variable reçoit un accroisse-
ment iníinimerit petit. Dês qu'on a constate cês caracteres on

que narT-f Ure ̂  ̂  dérÍVé6 ̂  'que, par suite, pour x = a + h on a

compri -ntreO etl'unité.Donc ladifférenco

BC, qui ^
COIUGSOX.
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II resulte de lá que lê cosinus dhm angle infmiment nef-
écial à l'imite, à dês infmiment petits près d'ordre supéri ' l
premier; de sorte que, dans tous lês problèmes ou Ia Soi *
nedépend que dês infmiment pelits du premier ordre or
confondre (fig. 45) une droite AB avec sã projection ao,
une direction faisant avec elle un angle infmiment petit . '
cela revient à supprimer dans lês équations du problema '
tcrmes infmiment pelits par rapport à ceux que l'on doit i
server.

65. Revenons à ]a question que nous nous étions pu.,,™
La droite OM' (íig. 42) faisant avec OM un angle do inf,|

ment petit, on a, à dês infmiment petits du second ordre ptí

OJI1 = OM'=:r + dr,

et par suite

MSIj = dr.

De même lê triangle rectangle OMM' nous donne

Lê sinus d'un are infmiment petit est égal à 1'arc lui-mê:
aux infmiment pelits du troisième ordre près; et l'on
suite, en ne conservant que lês iníiniment petits du pré
ordre,

Doncles composantes de Ia vitesse sont y- suivant lê r|
Cl v

. rdf) . . . .
vecteur, et -r- suivant une perpendiculaire à cê rayon-j

première composante a reçulenom de vitesse de ylisse
et Ia seconde celui de vitesse de circulation; celle-ci est

d fi
duit du rayon vecteur r, par Ia vitesse anrjulaire -*•• E

(il

, , . , , , surf. (M'OM) ..„vitesse areolaire, egale a í, a pour expressiou

83

et
POUIRES

nasser dês coordonnées rectangles W = x et
SonnéesPolairesr = O M , e = M O P , o n e m -

pioielcs équations

y s

Lês composantes de Ia vitesse du mobile, suivant lês ases.
fixes OP, OY, seront données par Ia différentiation de cês deux

équations ,

On obtiendrait facilement cês formules en projetant sur lês
axes lê triangle MMjM'.

Si, au contraire, on donne -j- et — , et qu'on demande Iati t cit
vitesse de glissement et Ia vitesse de circulation, il faudra
résoudre lês deux équations du premier degré :

ce qui donnera

dr dx ' ihi .
Tt=dicosô+Ttsin0'

Si dans celte dernière équation nous remplaçons cos 6 ef
T ti

sin O par - et —, il viendra, en divisant par 2,

l iS dS \ xily — ydx
2 r J<~2 di '

expression déjà trouvéede Ia vitesse areolaire (g 55,)
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COOnDÜNNÉBS POLAIRES DANS I/ESPACB

.

65'. La posiüon d'un point Mdans 1'espace peut être définjj
,>ar lês dcux angles G = ZOM, ç = XOP, et Ia longueur r=(w

du rayon vecteur. L'anglc ® mesure li
'dièdre compris entre lê plan fixe ZOjj
et lê plan ZOM, conduit par 1'axe 02
et lê poínt M; cê será par exemple
Ia longitude du point M sur une spíièrt
décrite du point O comme centre!
L'angle ZOM est un angle polaire dans
lê plan ZOM, il définit dans cê plan li

direction OM; c'est Ia colatitude du point M. Enfín Ia di
íance OM achève de fixer Ia position de cê point.

Abaissant MP perpendiculaire sur lê plan XOY, puis Pi]
perpendiculaire sur OX, nous aurons OL=#, LP=?/, PM=«,
dans lê sysíème ordinaire de coordonnées rectangles; cê
coordonnées sont liées aux coordonnées polaires par lês rei;
tions

MP = OM cos S,
OP = OM sin e,
01 = OPCOS j),

LP = OP sin ?,

d'oü résultenties trois équations

x = r sin 8 cos o,
tj— rs inâ sin y,
K = r cos S.

De cês équations on tire Ia transformation i•ion inverse.
r'~°?+!/*+**,

cos 9 = ",
r

POUIRES. s;,

Pour avoir lês \itesses dês mouvements projetes sur lês
axes fixes Oa;, 0|/, 0«, on différentiera lês trois premières
équalions. II vient

*5=:—sin 9 coso + r cos 9 cos ?-y — rs in9s ino-? ,
tlt dt ac "'
j,, ,ir . dü . dy
2? = — sin 6 sin » + r cos 5 sin o -r.+r sm 9 cos y -j-,
dt dt ' ílt, "'

. cfc rfr

, , dr c/0
On peut ensuite résoudre cês équations par rapport a -^, -^

^, cê crui' donnera, en fonction dcs vitesses projetées sur lês.
dt ^
axes fixes, Ia vitesse de glissement du point mobile sur lê rayon
vecteur, Ia vitesse de Ia colatitude et Ia vitesse de Ia longi-

tude. Lê produit r —r- est Ia vitesse de circulation en latitude,
íll

etrsinô-^-, lá vitesse de circulation en longitude. Multipliant

successivement chaque équation par lês coefficients de —,
111

puis par lês coefficients de r ^, enfin par lês coefficients

de r sin e ̂ , et faisant lês sommes, on obtient lês équations

suivanfes, qu'il serait aisé de démontrer géomólriquement :

|

do
sin8sin/ + cos Bg,
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CHAPITRE III

D U M O U V E M E N T R E L A T I F

166. Lês mouvements dont nous nous sommes occupésjil
qu'à présent étaient dês mouvements absolus, c'est-à-dire dl
Iransports effeclifs d'un point mobile en divers points géom|
triques de 1'espacc. Nous avons vu qu'on peut lês definir j
donnant en fonction du temps lês valeurs successives dês coo
données x, y, z, du point mobile par rapport à írois axes fixa

Nous allons ctudier dans cechapitrele mouvement relatif fa
mouvement apparent; il diffère du mouvement absolu enj
qu'au lieu de chercher Ia trajectoire et lês vilesses du mob,
dans 1'cspace absolu, ou par rapport à dês axes fixes,"!
chcrche ia trajectoire et lês vitcsscs du mobile relativemenj
dês points ou à dês axes qui sont eux-inôrnes animes d'|
certain mouvement.

Un exemple éclaircira celte nouvelle image.
Un voyageur se promène sur lê pont d'un bateau qu,y

meut lê long d'une rivière. On peul considércr lê mouvefflf
rclalif du voyageur par rapport au bateau ; c'est cê mouvernl
qui amène successivcment lê voyageur de rarricre à l'ava
de 1'avant à 1'arrière, du cote droit au cote gaúche, etc.
ccs mouvements soní caraclérisós par une tiajectoire qu|
pourrait iracer sur lê pontdu Laíeau et par ceríaínes vites|
lê long de cetle trajectoire; Ia vitesse propre du bateau|
Ia livíère n'in(ervient en rien dans Ia délcrmination dês e
mcnts de cê mouvement; c'est un mouvement relatif P°üt4

MOUVEMEM RELATIF.

supposer que lê bateau reste fixe, en fai-
lude duq«ei o» ̂  ̂  t qu>ii possède sur Ia rivière.
^<Í!^™M duLeau etle mouvement

^urnar rapport au bateau, il est clair qu'on pourra
dU S e lePmouvPement du voyageur par rapport aux bords
dela HvSe "n saura trouver, en effet, à chaque instanl Ia
position exacte du bateau par rapport aux nves, et, sur lê ba-
teau laposition exacte du voyageur; enreporlanl cês mdica-
tions surleplan dela rivière, on y Iracera Ia suite dês posi-
tions occupées par lê voyageur ; cê será Ia Irajcctoire du voya-
geur par rapport aux rives, et lê mouvement du voyageur sur
cette Irajectoire será connu, puisqu'on saura 1'heure de son
passage aux divers poinís de cetle trajecloire. En resume, de
Ia connaissance du mouvement relatif du voyacjeur par rapport
au bateau, et du mouvement du bateau par rapport aux rives,
on peut déduire lê mouvement du voyageur par rapport aux
rives.

Ce dernier mouvement serail lê mouvemenl absolu du voya-
geur si lês rives élaient immobiles. Or on sait qu'il n'en est
rien, etque laterre entière est animée d'un certain mouvement
dans 1'ospace. Connaissant lê mouvement du voyageur par rap-
port aux rives etle mouvement absolu de Ia terre, on en dé-
duirail de môme lês posilions successives du voyageur dans
l espace, c'est-à-dire on déterminerait lê mouvement absolu du
voyageur.

Tous lês mouvements que nous observons à Ia surface de h
terre ou dans lê ciei sont dês mouvements apparents l obse
vateur n a pás conscience du mouvement d'iUoüí^l

ous de résoudre d>

^ qilí est hli-m^ ™M* £
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rapporle lê mouvement relaíif du point M, est
ment d'entraínement.

Lê point M décrit par rapport au système S une cejB
trajccíoire T, qui cst sã (rajectoírc re la t ivo; au bout <J'JI
valles de temps égaux entre eux, iloccupe sur cede trajec[
lês positions A,, As, As, A4....

Mais Ia trajectoire relative fait partie du système S e
cipe à son rnouvement d'entrainement. Elle occupe doncsl
cessivement, au bout dês mêmes iníervalles de ternps

rnps
posilions Tt, Ta, T3, Tv Lê mói

en
t a , 3, v ê m

pendanl lê premier intervallef
tcrnps passe de A, e n " A 2 sur'
trajecíoire relaiive ; pendant]
m eme temps, Ia trajecíoire passa
Ia posiíion Tl a Ia position T, J
suite Ia position réelle du mobj
au bout de cê temps, esí lê point
posiíion prise par lê point A,-.»
reconnaitra de m em e qu'au b$
du second iníervalle de ícmps
mobile será en C3, et au boun
troisième en D4. La Irajectoirem

lue est donc Ia ligne Ai PSC5D4 , et Je mouvemenl du moj
est enticremerit defini, puisqu'on sait que dans Ic pren
intervaüe de temps il passe de AL en Bá, dans lê second d
en C_, dans lê troisième de C_ en Dt, etc.

La relation qui lie Ia vitesse relaiive ei Ia vitesse absoM
du point M se déduit de celte construcíion de Ia írajecíoirl
absolue.

Soil O uri temps inímiment pcíit, pendanl loquei lê mobila
passe sur sã trajecíoire relative de Ia position M à Ia position »|
infiriiment voisine. Pendant cê mème temps O, Ia trajectoirM
dèplace d'une quanlitéiníhiimenf petileetvientoccuperlapl

sition T,. Lê point géométrique M de Ia Irajectoire passe eíli|
api'ès avoir décrií en vertu du mouvement d^nt
1'élément rectiligne MM,. Dans lê m em e intervalle í

VHESSB

i -IP nasse enmobüe passe ̂

ne^i- m0uvcment ab-

MN u parallélogramme

89

réalité du point M au point N,

petit6,leP°'
situe sur Ia
U décrit dói

Ltps O, il était entrainé par lê mouve-

ment du système de comparaison s.
A Ia limite, lês directions "" * ,MMP-

Fig. 48.

A Ia limite, ês rec.o ,
sont lês directions dês vilesses du pomt M : MM est Ia dL
üon de Ia vUesse relative, MN celle de Ia vitesse absohe, et
MM celle de Ia vitesse d'entrainement du pomt du système ò
avec lequel coincide lê point M au commenccmcnt du ícmps O

considere.
Lês grandeurs dês \itesses sont données par lês limites dês

rapports ̂ '. MN MMi;- elleg gont Jonc proportionnelles aux

longucurs MM'y MN, MMt, dês éléments eux-mêmcs, ou aux
colos de 1'un cies triangles MM 4 N, MM' N. A Ia figure MM tNM',
qui est infiniment petite, on peut substituer une íigure sem-
blable de dimensions finies, sans altérer lês rapports cherchés.

En dúílnilive, Ia vitesse absolue V du point M à un moment
• quelconque est représentée en grandcur
et en direction par Ia diagonale MVd'un
parallélogramme, dont lês cotes Mt>, MZÍ,
,représenlent en grandeur et en direc-
tion, lê premier Ia vitesse relative, v, du
point M, lê second Ia vitesse ifenirame-

- • ment, w, du point géomélrique du système de comparaison
avec lequel lê mobile M coincide au mème moment

vantá s'exPrime plus brièvement de Ia maniôre sui-

et de
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30.

- - ^«n rc , eu enet, ia vitesse relative Si
égale et parallèle à Ia droiíe uV, qui achève lê triangle

On peut dire aussi que Ia vite

relative Mv est Ia resultante de

vitesse absolue MV et de Ia
dentrainement MM' , prise en se,
contrair e.

En effet, si l'on prend MM^JJJ
sur lê prolongement de Ia droite uM, et qu'on joigne u'v et J
Ia figure M\Vw será un parallélogramme dont Nv será Ia dilgonale.

On prouverait de même que Ia vilesse dentrainement est l
resultante de Ia vitesse absolue, et de Ia vilesse relative
de sens. \

69. Nousavonssupposé,pourrésoudre celte question,que|
mouvement d'entrainement clait un mouvement absolu. Maií
Ia proposition subsiste encore si lê mouvement d'en(raín|
mcnt est lui-môme un mouvement apparent ou relatif, i
qu'on peut Ia généraliscr de Ia façon suivante : \

Lorsqu'un point M est en mouvement relatif par rapport tí
système de compantison S, qui a, par rapport à un second s$
íème S', fixe ou non fixe, un mouvement relatif connu, Ia vite.
relative du point M par rapport au système S' est Ia resulta
de Ia vitesse' relative du même point par rapport au systèmt
et de Ia vitesse relative ffenlrainement du pcint du système S {
à Vinstant considere, coincide avec lê point M. |

Si donc on connaíl lê mouvement absolu du système S',fej
mouvement relatif du système S par rapport à S', et enfin lef
mouvement relatif du point M par rapport au sysième S, '
pourra trouver lê mouvement absolu du point M par lacomP
sition de cês trois mouvemenls; ia vitesse absolue de M sera j

résullante de Ia vitesse relative de M par rapport à S, de '
vitesse rclative de S par rapporí à S', et de Ia vitesse aide S'.

DES CESSES BIHÜLTAMÜ».

une droite Mu',une

91

ii represente, en

Sme S. Soit eníin uY une droite menee

par 1'extrémitéu de Ia vitesse u'u, et repre-
sen tant en grandeur et en direction Ia vitesse v
du mobile M relativement au système b. La
vitesse absolue du mobile M s'obtiendra en
joignant MV, c'est-à-dire en composant lês deux desses MM,
«V, ou encore en composant lês trois vitesses Mu', u'ti, «Y^.
La môme construction s'applique à autant de vitesses d'entrai-
nement qu'on voudra.

Dans cet exemple et dans tousles cas analogues, lê point M
subit à Ia fois plusieurs mouvements; à chacun de cês mouve-
ments apparli»ent une \itesse parliculière dèíinie en direction
et en grandeur; ei Ia \itesse absolue du point M est Ia resul-
tante dês vitesses particulières qu'il aurait si on lê supposait
successivement soumis à chacun de cês mouvements considero
seul. C'est dans cê sens qu'on dit que cês vitesses particulières
coexistent pour lê point M. Un point en mouvement peut êlre
considere comme anime de plusieurs mouvements simultanés;
il suffit pour cela que Ia vitesse du point dans 1'espace soit Ia
resultante dês vitesses particulières correspondantes à chacun

- de,ces mouvements simultanés, abstracliori faite de tous lês
autres.

JS AÍ PP°SOnS qU'Un m°bile Se déPlace le lon§ d'une t™jec-
e ons su;ÍS

P
t°

r.lée à tr°ÍS axes fixes OX'OT' QZ (6g- ^)- P«>-
deux n»' Ü'°1S 3Xes' ParaHèlement aux plans

res qu'il met à parcourir l'arc A V ; puis
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construisons lê confour ABCA', forme de f róis élémenfs «
ligues. respeclivementparalJèlesaux trois axes, et aboutis,

aux extrémilés A et A' de 1'éléml
/i _ décrit. L'élément AB será l'accrl

sement de l'xáu point Apendan
temps 6; BC será 1'accroisseme
l'y, et CA' 1'accroissement du %
sorte que Ia vilesse absolue VI
point A ' e s t , comme rious Tavol
déjà observe, Ia resultante des\

tesses projelces,Vx, Vy, V,, qui sont égales respeclivementaf
,. ., , . AB BC CA'limites dês rapports —, —, — .

Nous pouvons appliquer ici notre nouvelle définition dl
mouvemenls simultanés, et regarder lês trois vitesses V,;
Vj,, V2, comme coexistant pour lê point mobile; cette manièl
fie concevoir lê mouvement revient à admeífre que 1'une
cês vilesses est une vitesse relativo, et que lês deux autrei
sont dês vilesses cTeníraíriement. On peut supposerparexempli
que lê point A se meuve avec Ia vitesse Vx, sur une droite AX'.
paraJlèle à 1'axe OX; que pendant lê temps 0 que lê mobil
met à passer du point A au point B sur celíe trajectoire rela
tive, Ia droiíe AX'soit animéedans Jeplan liorizonlal d'un raou
vement d'entraínement relatif, qui fasse décrire à cltacun d
sés points, parallèlement à 1'axe OY, un élément égal à BC
qu'en oufre lê plan horizontal dans lequel esí siíuée Ia droitj
AB, soit anime d'un second mouvement d'entraínement, paral-
léle à 1'axe OZ, et en vertu duquel chacun de sés poínís décrivá
pendant lê môme temps 6, un élément égal à CA'. La coexisíenft
de cês trois mouvements équivaut au íransport effecíif di
mobile du point A au point A'.

Lês proMèmes de mécanijue se simplifient Leaucoup pa|
ceíle décomposition d'un mouvement en plusieurs aulres qti'o»
suppose coexisíer dans lê premier. On fait aussi un fréquent
usage de Ia proposition suivaníc, qui est une sorte d'axiome-'
Lê mouvement relalif d'un système par rapport à un autre riest

coordonnées d u n p o i n t M; lê mouye-

°nt d°MeeS

c

/v
x

z •4

B,

5
3 Vi

/

,'»,

X

en fonclion du lemps >*• ^ d,un sec0nd point Mn dont
Soient a5t, y 1.1 *ii l " JAfiní

lê mouvement est également defini
par lês valeurs de cês trois coordon-
nées en fonclion du temps í.

On demande lê mouvemenf relatit
du point Mt pai' rapport au point M,
ou plutôt, par rapport à trois axes de
direçtions constantesM?,M-í],MÇ, me-
nés par cê point parallèlement aux
axes 0a;, Oy, Ox.

11 est facile de voir quen appelant Ç, Y) et Ç lês coordonnées
du point Mt rapportèes aux axes mobiles, on a lês relalions :

Cês équations résolvent Ia guestion : car #, o;t, j/, t/t, s et a,
étant dês fonclions connues du temps, lês différences Ç, vj ei Ç
sont aussi dês fonclions connues du lemps, qui définissent
lê mouvement relatif cherché.

En general, Ia queslion du mouvement d'un point relative-
ment à dês axes mobiles se résout analytiquement par une
simpletransformation de coordonnées.

Lê ihéorème sur lês vitesses se déduit dês équations
á* ãxl d&
di~ ~dt ~ ~díJ

Í2_^/_i <ly_
dt dt ~ dt'

_
dl

dz
dt'
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On voit, en effet, que Ia vitesse absolue du point M ^ft l
composantes suivant lês axes sont ' °n|

~dt'

est Ia resultante géométrique de la vitesse relative du
point, dont lês composantes suivant lês axes sont

d% áj_ </?
dt' ilt' dt'

et d'une vitesse dont lês composantes sont

dx dy (h
li t' dt' Ut' ,.

et qui n'est autre que Ia vitesse d'entramement commune à toui
lês points du système de comparaison lie au point M.

72. Appliquons cês formules au cas particulier ou lê point I
est immobile; nous pouvons supposer qu'il coincide avec ]
point O, etfaire xl=yl=zí = 0. On en déduit

et par suite lê point immobile O a, par
du point M, un mouvement apparent ég«* ^
vement du point M par rapport aux axes issus du point
La viíesse apparente du point O est égale et contraire à
viíesse réelle du point M.

T*

APPLICATIONS DE LA THÉOME D

73. SoienUB, CD lês rivcs parallèles d'un

a eU;:Ler "" "I6'8 P9"110168' dans l
avec une vitesse constante, u

ün nageur, parti du point E sur Ia rive CD; traverse Ia rivié

• l'e

MOTJVEMENT RELATIF
vitesse v, connue en grandeur et

»*«-*' ££££ v^^LT™™' f" ̂ uêf potaT VTerageur aUcindm 1'aulro
en qt

du naeeur, du point E au point F, peut être
Lê mouvemei" QU n<i&eu ' ' r

considere comme un mouvement ab- A , E
solu,enfaisantabstractiondu mou-
vement d'entraínement commun qui
emporte Ia terre dans l espace.

La vitesse absolue du nageur est Ia c
resultante de sã vitesse relative v
par rapport à Teau et de Ia vitesse
d'entrainement u de Teau; on obtiendra donc Ia direction
cherchóe, EF, en construisant au point E lê parallélo-
gramme uEvV, donl lês coles EM, Ev, sont respectivement égaux
et parallèles à Ia vitesse d'entrainement et à Ia vitesse rela-
tive ; Ia diagonale EV représentera en grandeur et en direc-
tion Ia vitesse absolue du nageur, et lê point cherché, F, será
1'inlersection de Ia rive ÀB avec lê prolongement de celte dia-
gonale.

En un point quelconque l de Ia trajectoire absolue EF, Ia
viíesse absolue IV se décompose en deuxvitesses,l'une III, qui
est Ia viíesse d'entrainement u; 1'autre IK, qui est Ia vitesse
relative du nageur par rapport à 1'eau, égale et parallèle à Ia
vitesse v.

Cctte vitesse v coütera seule dês efforts au nageur.
Lê nageur, en se mettant à l'eau en un point E, donné, peut

se proposer d'atteindre un point F
determine de 1'autre rive; dans cê
cas, il doit régler Ia direction et Ia
grandeur de Ia vitesse relative v <m'il
donne à son corps, de manière que
^^^^tde^construite
™ point E, ait une direction passant

vitesse u de 1'eau du íleuve. Prenons
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arbitraircment sur EF un point V, qui representara ]'
f rêmito de Ia vitcsse absolue, et joignons Vii .- cclte droite
présentera en grandeur et en direction Ia vilesse relative
que lê nageur doitréaliser. Lc problème a une inf ini to de sói
luíions, puisque Je point V reste arbilraire sur Ia droiteEpj
Mais toutcs cês solntions nesont pa<; égalemcnt avantageusel
Pour que lê nageur aitlê moinsdepeine possible à traverserlj,
rivière, il convient que sã vitesse re l a f ivepar rapport à Pe^]
soit Já moindre possible. Ceüe solution s'obtiendra en abais-'
sant du point u h perpendiculaire w V sur Ia droite EF. On troia
vera ainsi lê minimum admissible pour Ia vifesse v, car Ia peri
pendiculairc «V esí rnoindre que (oute oblique partant dj
point u et aboutissant à Ia droite EF.

74. Un mobile M décrit uniformémcnt, avec une vilesse w, Ú
droifeíixe AB.

Un second mobile C se meut avec une vitesse v dans lê plaia
CAB ; sã trajecloirc est une droile non définie de position. On]

p c demande quelle esl Ia direction à]
assigner à cê mobile pour qu'il ren-j
conlre lê mobile M.

F Si lê point M éta i t en repôs,
trajecloire à assigner au mobile

seraitla droite CM. Mais lê point M est anime lê longde AB d'u:
rnouvement defini par Ia vitesse u. On ne change rien au mou-
vement relatif dês deux points M et C, en leur communiquant,
à Icus deux un mouvement d'eriírainement coinmun (g 70).
Choisissons, pour cê mouvement d'en(rainement additionnel,
un mouvement égal et contraire au mouvement du point M
sur Ia droite AB. Lê point M será ainsi ramené au repôs. Quant
au point C, il será anime de deux mouvcments, l'un dans lê
seus CD, égal, parallèle et de sens coníraire à Ia vitesse «»,
1'aulre égal à Ia vitesse v, mais de direclion encore inconnue;
Ia resultante de cês deux mouvements donne Ia direction du
mouvement relatif de C par rapport à M, et comme M est maifl'
tenant supposé fixe, cetle direction est CM. Du point D conim6

centre, avec un rayon DE égal à v, déciivons un are de cercie,
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Ia droite CM en un point E ; DE será Ia direction à
T TÍÜ poirit D, et Ia trajectoire qu'il doil décrire en réalitê
Tüí parallèle, CF, menée par lê point C à cette droite DE.

H est facile de vérifier que lê point F será lê point de ren-
contre dês deux mobiles. En effet, lê temps que lê premicr

met à aller du point C au point F est égal à — ; lê temps que

MF
lê second met à aller du point M au point F est — . Or lês

Iriangles CDE,MFC,sont semblables et donnent Ia propor-
tion

_
CD~ DE'

ou bicn, puisque CD et DE sont par construction proportion-
nels à u et v,

MF_CF
u v

Lês deux temps sont donc égaux entre eux, et, par suite,
lês mobiles, qui sont au même instant en M et C, seront aussi
au même instant au point F.

Lê problème peut n'avoir pás de solution si Ia vitesse v est
moindre que Ia perpendiculaire abaissée du point D sur Ia
droite CM. Car alors 1'arc de cercie décrit de D comme centre
avec DE pour rayon ne rencontre pás CM. II y aura deux solu-
tions si v est compris entre Ia perpendiculaire abaissée du
point D sur CM et Ia vitesse u, car cet are de cercie coupera
Ia droite CM en deux points situes au-dessous du point C,
pourvu íoutefbis que 1'angle DCM soit aigu. 11 n'y a qu'une
solulionsiu>M, ou si 1'angle DCM est droit ou obtus; dans
cê dernier cas, Ia condition v > u est nécessaire pour que Ia
solulion puisse être admise. Autrement, lê problème serait
impossjble, du moins dans lê sens strict de 1'énoncé.

t esl. cê problème qu'un piélon C résout instinctivement

AÍ™/ a f,lra7CrSer u n e r«u'eparcourue suivant Ia droitePar une file de voitures P, Q... Le pomtM ,ü doit
«M. COLUGXOX. " _
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poser d'atteindre est alors un point de 1'intervalle libre
deux voitures consecutivos P, Q, et comme Ia vitesse dês voj,
rés est généralement plus grande que ce^e que lê piétonp,

se donner, il faut que l'^,
DCM, supplcrnent de Pa»
AMC, soit un angle aigu; yf
alors deux solutions,
respondent, Pune, CF,au |

'''=•57 ' gle CDE, 1'autre CF' au triansi
CDE'; celle qui donnelieu au moindre parcours, CF, esti
que lê piéíon doit adopter de préférence.

75. Ce problòme peut se résoudre géométriquement i
autre manière.

11 s'agit de trouvcr sur Ia droite AB un point F lei, q|
FC f

lê rapport, ™, dês distances de cê point aux deux üoinlsdoj

nós C et M soit égal au rapport connu -.

Or on sait que lê liou dês poil
dont lês dislances à deux points fia
C cl M sont dans un rapport don
est u-ne circonférence de cercle,(
lê centre est situe sur Ia droile|
qui joint cês deux poinís.

Supposons d'abord v^>u;:
terminerons sur Ia droile indélj
CM deux poinís I et K leis, que l'o|

_
IM =

KC_
= KM :

Pnis nous décrirons sur IK comme diamètre une circo,
rence qui coupera Ia droite AB en deux points F et F', silu|
différents cotes du point M. Chacun de cês poinís réponj
problèmc géométrique que nous nous sommes proposé;
lê point F seul donne une solution dirccte du
de mécaniquc que nous devions résoudre, car,

RELATIF. 9D

• * F' ilfaudrait ou bien faire marcber lê point mobile M
1CP ,,!iPrtoire dans lc sens MA, au lieu du sens MB, ou b,en
sur sã trajeoi , ints a eu lieu au point F ,

^
dês deux mobiles l'un en C, 1'autre

'"

Fig. 59.

"soitensuite » = «. La circonférence de cercle se transforme
dans cê cas particulieren une droite
perpendiculaire au miheu H de ia
droite CM. H n'y a qu'une solulion
dans cê cas,.et elle nest admissible
dans lê sens de Pénoncé que si l'an-
gle CMB est aigu.

Enfin, soilv<u.
. Nous résoudrons lê problème en cherchant sur Ia droile CM
deux poinís I' et K', l'un entre C et M, 1'autre au dela de C par
rapport à M, tels, qu'on ait

™ — J™ — £
' l 'C~K'C~« '

Puis nous décrirons sur I'K' comme diamètre une circonférence
qui coupera AB en deux points Fí et F't, ou qui touchera AB, ou
enfin qui ne rencoritrera pás AB. Dans lê premier cas, il y aura
deux solulions; dans lê second, il n'y
en aura qu'une; dans Je íroisième, il
n'y en aura aucune; et Jes deux solu-
íions du premier cas ou Ia solution du
second cas seront admissibles,pourvu
que 1'angle CMB soit aigu; car alors
íes points F, et F', seront situes à droite
du point de départ M du mobile assu-

d"tes í

nn meme dans laquelle il soullle
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Supposons qu'on observe une girouette placée sur lê
d'un bateau. Soit M Ia projection horizontale du má
un instant donné; soit MA Ia direction et Ia grandeur de 1;
lesse u du vent, et MB Ia direclion et Ia grandeur de Ia vitessel
ilu bateau. Nous ne changerons pás lê mouvement relatif J
imleau par rapport au vent, en imaginant qu'on imprime a|
vent et au bateau un mouvement d'entraínement comniuil|
choisissons cê mouvement de manière à rendre lê bateau jn

mobile; nous supposerons donc qu'on ip
prime au bateau et à l'air une vitesseMB', é<*a
et conlraire à Ia vitesse MB. Lê bateau
ramené au repôs et Ia vitesse du vent será ;
resultante, MC, de Ia vitesse MA qu'il possèd
réellement, et de Ia vitesse MB' qu'on a coir
muniquée fictivement à toul lê système. TouJ
se passe donc comme si, lê bateau étant fixei

lê vent avait une vilesse représentée en grandeur et en di|
rection par Ia diagonale MC du parallélogramme ACB'M.
girouette du bateau s'orientera donc dans Ia direction de c&lti
diagonale.

La direction de Ia girouetie n'est pás altérée par lê moiral
ment du bateau, lorsque lê bateau et lê vent ont dês vitesS'
dirigées suivant Ia même droite.

Cette construction explique pourquoi un môme vent, V, agisj
sant sur deux navires ou sur deux convois de chemin de íerq|
marchent en sens contraires, donnent aux drapeaux dês navire

ou aux fumées dês machines, d|
directions toutes différenles.

Lê navire A qui suil Ia roule X|
avec une viíesse v, aura sés pavi|
lons et sã fumée orientes suivaij
UN, diagonale du parallélograniffl|
MVNy, construit sur lê cote M"
égal et parallèle à Ia vitesse V dtf

vent, et sur lê cote MD, égal, parallèle et contraire à Ia vilessejj
du navire. Lê navire A', qui parcourt Ia route parallèle

•>•$:

Fig. 62.

BELATl*.
c Hnneaux et sã fumée orientes

.,ecnnevitfl«^«^edu%arall6iogrammeMVN%

taí S ̂  ̂ esse du vent'et M/ '•es
contraire à ia vi^dun^re.^^^^ ̂  .^ quand***"*""*

Fig. 03.

de !a pluie suivant Ia verticale et A, Ia
vitesse de 1'homme suivant 1'horizontale. Impnmons a l homme
et à Ia pluie un mouvement commun, égal et contraire a Ia
vitesse M de 1'homme. L'homme devient immobile par celte
hypolhèse, qui n'altère pás lê mouve-
ment relatif de Ia pluie par rapport à
lui. Quant à Ia pluie, elle possède à Ia
fois Ia vitesse Ai>, suivant Ia verticale, et
une vitesse AM' égale et contraire à Ia
vitesse effective de 1'homme. La resul-
tante de cês deux vitesses est Ia vitesse
relativo de Ia pluie. Tout se passe donc
comme si Ia pluie tombait suivant Ia droite AV , 1'homme
reslant immobile, et par suite 1'homme doif, pour s'en garan-
tir lemieux possible, donner au manche de son parapluie une
direction parallèle à AV.

L'obscrvation dês étoiles a fait découvrir un phénomène com-
plétement identique. Chaque étoile nous envoie dês rayons
lumineux qui se propagent avec une vitesse de 298,500 kilo-
mèlres par seconde; l'observateur qui, placo sur Ia (erre,
poiiite sã lunette sur une étoile, reçoít lê rayon lumineux dans

sã tunetle comme toutàrheurenotrehommerecevait lês gout-

l Y3"3?1"6- §Í I& terre était im™bilc, ̂  1«-du ™yon lumineux. Mais k,

seconde, une ellipse
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donf elle achève lê tour en une année. La direcfion d e l a ;
nelfe qui reçoit lês niyons emanes de 1'étoile, est. doncla rés
ta r i f e de Já vilesse de Ia himière et d'une viíesse égale et cor
traire à celle de Ia (erre sur son orbite; et par suite Já directi0]

dans laquelle parait 1'cíoile, fuit, dans lê sens du mouvernen
de Ia terre, un petit angle avec Ia direttiori dans laque]
elle se trouve réellement située. De lá resulte que fontes l
éíoiles semblent décrire annuellement une petite courbe fé
mce à Ia surfa cê du ciei. Ce mouvement apparent, dü au nioj
vement propre de Ia torre, consti tuo cê qu'on appelle \'aber
üon de Ia lumière.

78. Mouvement anmiel apparent du soleil.

La íerre T, que nous supposi
rons ici réduite à un seul poin
matériel, parcourt en un an un
ellipse AB, dont lê soleil S occupi
l'un dês foyers. La vitesse v de l
terre est dirigée à un instant quel
corique suivant Ia tangente Tv à
trajecfoire, et elle a à cbaque i

staní une grandeur que nous supposerons connue.
On propose de cherchcr lê mouvement rclalif du soleil pá)

rapport à Ia terre, ou lê mouvement apparent du soleil pouí
nous, qui, habitant Ia terre, Ia regardons comme fixe dam
1'espace.

Ce problème se résoudra encore en imprimant à chagm
insfant aux deux points T et S un mouvement d'entrainemen
commun, égal et contraire à Ia vitesse v que possède Ia terre<
cetinsíant. 11 enrósulteraquela íerre Tdeviendraimmobile, $
que lê soleil S aura à chaque instant une vitesse v' égale et pa'
rallèle à celle que possède réellement Ia terre au môme instaiA,
mais dirigée en sens contraire. En définitive, lê soleil S
blera décrire aulour de Ia terre une ellipse égale à 1'elli
dorit Já terre occupera un cies foyers, et sa vitesse será à
instant égale et contraire à celle dela terre sur son orbiíe (§ 7*/'

i' <r/'-Pour conslruirela trajectoire apparenle du soleil, prenons Q"lLl
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T T, -r" de Ia terre sur sa trajectoire
rentes p o s i t i o n s , p A , < > - S ; ^ unmêmepointT. de

*??J!%^
parallèleset égales a ^ , ^^ L,obscr -aleur,

s , ainsi obténs ̂  . to ] ^ sa ̂ .^^

qui passe enreaWedupon ^ ̂  ^ q

interne de temps lê sole. parcourir

ls', de sa trajectoire apparente.

Fiff. OS.

De môme, lê mouvement de rotation de Ia terre qui s'cffectue
d'occident enorient autour de Ia ligne dês pòles, produitpour
lês hommes 1'apparence d'un mouvement de rotation com-
mun à toute Ia voüte celeste, et qui s'effectue d'orient en
occident autour de Ia même droite.

79. Mouvement relatífde deuxplanètes.
Nous supposerons, pour simplifier lê problème, que lês

planètes décrivent autour du soleil, d'un mouvement uni-
forme, et dans lê môme sens, dês cercles concentriques et
situes dans un même plan, et que lê soleil occupe lê centre
commun de cês cercles.

^ Lês vitesses dês deux planètes sur leurs trajectoires sont
liées entre elles par Ia troisième loi de Kepler : « Lês carrés
dês temps dês révolulions sont comme lês cubes dês grands
axes, » ou ici, comme lês cubes dês rayons.

Soit donc S lê soleil, supposé fixe (fig. 66); T une planète,
ia íerre, par exemple, à Ia distance ST=a, du soleil; M
aulre planète, à Ia distance SM=fl'
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_Appelons t et t' lês temps que lês planètes T et M metf
laire letour entier descercles qui leur servent de trajecu?

La vitesse de Ia planète T ser, , ..
•, et Ia vitesse de M,

Or, en vertu de Ia loi -
píer qui vient d'être cite
nous avons Ia proportion

Donc

et par suite

Lês vifesses sont donc entre elles en raison invcrse dcs rã-
cines carrées dês rayons dês orbites.

Supposons que lês deux planòtcs partent ensemble d'une
conjonction, c'cst-à-dire dês posiíions T et M, situées sur une
mêmc droite passant par lê soleil, et du même cote du soleil
sur cette droile.

Au bout de ladurée^ d'une demi-révolution, Ia terre par-

vicnten Tt, au point opposé de son orbite ; Ia planète Maura,
pendantce temps, décrit un certain are, MMX, sur sã trajec-
toire; lês ares MMU TTt, décrits dans lê môme temps e'
chacun avec une vitesse uniforme, sont entre eux com
lês vitesses dês mobiles, c'est-à-dire comme \'ã est à yV;
aura donc

1C5
DE DEUX PUKETES.

' s

» u" sccond '

MM».

Fig. 67.

Uemômo Ia planète décrit l'arcM2M5=M1M2,pendant que Ia
terre retourne de T en T1? et 1'arc M5M4 pendant qu'elle vá
deT/enT.

Suppos'ons, pour simpliíler lês constructions, que Mt soit
lê point opposé au point M sur Porbite de Ia planòte.

La terre et Ia planète, qui se trouvaient en conjoncüon aux
poinls T cl M, se trouveronten opposition aux poinls M4 et T.
Puis au bout de quatre autres demi-révolutions de Ia terre, Ia
planète se retrouvera à son point de départ M, et Ia terre à son
pomt de départ T. ' '

Pour construire Ia trajectoire relative de M par rapport à T,

SM ÍS dr°ÍteS les P°silions simultanées dês deux
s, TM T l M t , TM2) TlM5, TM4, T^L, TM61 T.M,, TM;
pomt quelconque O (fig. 67), qulrep s nt era Ia
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,
lê sens retrograde quand e
ou YW.Le

h r ,
.' ^ "

" des

en
Ia direclta de Ia ,itossc „,
à Ia u™ ,a,lKlle S a

««"gente

T>

S o i e n t à u n m ê r a e i n s í a n t T e t M l p Q
neles; pa r i epo in t O menons n P? 6S

, será lê lia, apparent de Ta p a^e T * ̂ ^ * l
nète T supposée immobile au Si O l^ ̂ ^ à ta O
M lês tangeres Tu, M? aux tS T"8 9UX points TJ

' ' aux traJecíoires absolues, ef prenoflj
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tPS dans lê sens du mouvement, des longueurs
cês tangente , ^ ____ t . n r i r , o 1 1 p < 5 nm vitesses des deux mo-isenes,

f MV tales ouproporüonnelles aux vitesses des deux mo-
h> J Par lê point y., menons ̂ ', cgal, parallèle et de sens con-
raire à Tu; puis ̂ ', égal, parallèle à MV, mais de mômesens

MV. Construisons lê parallélogramme \M'\I!\'; Ia diago-
nale w/de cê parallélogramme será Ia dircclion de Ia vitcsse
relaüve de M par rapport à T; cê será donc Ia tangente à Ia
courbe apparente décrite par Ia planète M.

• 81. Cherchons 1'équation de Ia trajectoire apparente. Soicnt
n et ri lês moyens mouvements des
planètes T et M; on appelle ainsiles

' . 2ic 2w . . ,,rapports —, -j-, qui expnment lês
l l

angles décrits par lês rayons vec-
teurs ST', SM' dans 1'unité de temps.
Prenons pour origine du temps l'in-
stant d'une conjonction, ou du pas-
sage de Ia planète T suf lê rayon SM.
Lês points T' et M' étant deux positions simultanées quelcon-
ques des deux mobiles, on a

T'ST = )íe, M'SM=n'9,

O désignantici lê temps. Rapportons lês positions des planètes
aux axos rectangulaires SX, SY; nous aurons

Pour Ia planète T,

Fig. 69.

Et pour Ia planète M,
y=-aúnnO,

yl=a'sinnle

axes

lê mouvement demande; si
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entre clles on elimine lê temps 6, on aura 1'équalion de la

jectoire apparente, défmie par une relation entre lês
nées Ç et r,.

Si lês moyens mouvements n et ní sont commensuralji
entre eux, la trajectoire apparente se fermera, etsonéquati]
será algébrique : car il es t possible alors de trouver un tem
6' tel, que lês ares n^O + 6') et ?i(6 + 0') aient respectiveml
lês mêrnes lignes trigonométriques que lês ares nfi et
suffit en effet que nfl et ?i0' soient à la fois dês multip
2u. Or, cela est toujours possible si n et nt sont entre a
comme deux entiers fc et kl; il suffit de poser

H6'=2/£7T,

cê qui donne

-.n

Si, au contraire, n et nl sont incommensural>les,lacoum
apparente fait un nombre infini de circuits autour du point«
sans jamais retomber sur un are déjà parcouru. Dans cê caj
1'équalion de la trajectoire apparenlc est transcendante.

MÈTIIODE DE ROBEFxVAL POUR LÊ TRACE DÊS TANGENTES AÜX COURB

82. Lê problème dês tangentes aux courbcs est l'un ei
plus importants de la géomélrie, et c'est la rechcrclie dês i
lutions de cê problème qui a conduit à la dócouverte
calcul différentiel. La cinématique peut dans bien dês
fournir la solulion cherchée.

Considérons la courbe à laquelle on propose de mener ujl
tangente, comme engendrée par lê mou-vemenl d'un point; a
vilesse de cê point será à chaque instant dirigée suivant
tangente à cette courbe. Décomposons à un certain insta11!
lê mouvement du point en dcux mouvements simultanés :
vitessc absolue du point será la résuJlante dês vitesses

109

sia.nc ons.it

la tange"16 è. La di-

=-—*
la courbe donne

ou bien
tia

í^V
W

üoncenfm onobtiendralatangente chercbée en composant

deux droites, Vune, ̂ , menée parallèlement à V axé dês OJ, et

1'autre, — ~, menée parallèlement à l'axé dês y.
dx

Quelquefois on determine facilement Pune dês deux vites-
scs composantes en grandeur et en direclion, landis que la
seconde est défmie en direction seulement, cê qui ne suffit pás
pour construire lê parallélogramme dont la tangente cherchée
est la diagonale. Dans cê cas, on peut souvent achcver la so-
luüon en dêcomposant lê mouvement du point d'une autre
manière, dans laquelle lês deux vitesses composantes soient
encore connues en direction, et 1'une d'elles cn grandeur. Cês
diverses méthodes sont connues en géométrie sous lê nom de
Mélhodede RobervaL

83 Premer exemple. - Tangente à la concholde. - La
conchoide Et s'obtient en menant par un mêine point O dês
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transversalcs OD, qui rencontrent une droiíe fixe AB, et

prenant sur cês íransversales une longueur constante (V
partir de la renconlre avec la droi(e

Soit D le point auquel on demande
mener une tangente à la courbe.

Considérons une position infiniment '
sine, OD', de Já (ransversale, cê qui fll

donne un point de la courbe, D', infini
voisin du point D. Soit C' le point de ré
contre de la transversale avec la droite A]

Projetons lês points C' et D' sur OD;n ,
décomposons ainsi chacun dês élémen
CG', DD', décrils par lês poinís mobiles
et D, en deux éléments CG" et C"C', D]
et D"D', et si nous divísons cês éléraen

FÍ". 7o. Par le temps infiniment petit O, que
droite OD met à passer à la position 01

nous aurons lês vitesses dês points C et D, et lês composand
de cês vitesses projetées sur OD et sur une perpendiculaiià OD.

Lês longueurs CD et C'D' sont égaíes par hypothèse; d'ail
leurs la longueur C"D", projection de C'D' sur une directioi
qui fait avec OD' un angle infiniment petit, cs t égaleà C'D',
moins d'un infiniment petit du second ordre (g 61). Par sui
C"D" = CD, et reírancliant de part et d'autre la paríie con
mune C"D, il vient CG" = DD". Si l'on divise par O, on vo
que lês vitesses dês points C et D, projetées sur OD, sóégales.

C'CLês vitesses de cês pomts perpendiculairement à OD, -^
D'D"

et —— , sont entre elles comme C'C" et D'D", ou comme le;

disíances OC', OD', ou à la limite, comme OC et OD.
Prenons donc, à partir du point C dans la direcíion CA, m

longueur arbitraire Cíí, qui représenlera la viíesse du poin*'
le long de la droite BA. Puis décomposons cette viíesse C

TANGENTE A Li CONCUOIDE. "*

v rr suivant OD, 1'autreCK perpendicu-
en deu.vitesses 1'une CG u v ^ ^^

. e w r ̂  ̂je ~ m ,gale à la compo-
ü a une composantt e le à CG. On

,n Cn
de la vitesse du

e r a d o n c D
perpendicula

OD puis joignons O* ei proun^
JototLiíow aurons laproporüon

m nn

m , g a e a c o -
e le à CG. On

C ^ ̂  ^
v composante CK comme

OD «rt^^ DLPperpendiculairc à

etprolongeons cette
roorüon

D L _ O D
CK~ OC'

Donc DL estla composante de la vitesse du point D, normale

àOD. , .. .
Achevant le rectangle LÜMT, on en mènera la diagonale

DT, qui será la tangente cherchée.
La même construcüon s'appliqueà

la courbe EF, engendrée par 1'extré-
mité D d'une droite íinie, CD, dont
1'aulre extrómité C glisse lelong d'une
ligne donnée, AB, et dont la direc-
íion reste tangente à une ligne,
PQ. II sufíit en effet de remplacer la
courbe AB par sã tangente CA' au
point C, et de considérer le point de
contact O comme un point fixe, par
lequel la direction CD est assujettie à
passer pendant un temps infiniment
court.

Nousindiquerons plus loiriune autre manièredeconstruire
la tangente à la conchoide. Remarquons qu'étant dounées
lês deux lignes AB, EF, et sachant que la longueur CD esl con-
stante, la construcüon dês tangentes en C ei D à cês lignes
permet de délerminer le point O, ou la droite CD touche
l envelóppe de sés positions successives

exemple. -Mener une tangente au point M

Fig. 70.
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au lieu dês points ícls, que lê rapport, ̂ , dês dis

de cês poinís à deux points fixes A et B soit égalà un nu«ij
donné K.

Soit M'un point du lieu infiniment voisin du point M. Aba ' i
sons du point M' lês perpendiculaires M'M", M'M'" sui- íesdrnl
, , r. , fn p . . , , . . MM' MM"
íes MA, Mu. ruis considerons lês rapports •—, .,
MM'" M'"M'

Kg. 71.

MA. De M'"

vitesse du

dcux suivanls, í
B Cl

ftW j

6 ' sont ]es composantes

de ceííe vifesse suivant MA
et «^ perpendiculaire à

; cIOTC MM- el MU» son, 4 °.°™°' Po«t du
ré,, Ies c l i f í é c e s el j"/:™™

e'"re'UIel A

cí

ou bien

TAKGENTE AC CERCLE,

MM''=MM'"XK.

113

Lês
dans 1<

dane de même vitesses
\l"'—i c'est-à-dire dês vites-

direct ionsMAetMB.
a vitesse du point

1'renonsm i"i'guv-'"1 ~ ~ - r - - i . /
M projelée sur Ia direction MA. Nous obliendrons Ia vitesse
absolue de M en composanl MA avec une vitesse perpendicu-
laire à sã direclion, et, par suite, Ia vitesse absolue será re-
présentée à Ia même échelle par une droite partant du point
M'et aboutissant en un point de Ia droite AN, élevée au point
A perpendiculairement à AM. Par Ia même raison, Ia vitesse
absolue est représentée par une droite partant du point M et
aboutissant en un point de Ia droite BP, perpendiculaire à BM
menée par lê point B. Donc Ia dr.oite qui represente cette vi-
tesse aboutit au point T, ou se coupent lês droites AN et BP,
et MT est Ia tangente cberchée.

lei, nous avons oblenu Ia tangente en décomposant lê
mouvement de deux . manières, et nous n'avons pás eu à
déterminer en grandeur lês vitesses normales aux ravons
MA, MB.

II estfacile de reconnailre d'après cetle consfruction que lê
lieu ch-erché est un cercle dont lê centre est situe sur Ia di-
rection AB. Au point M élevons une perpendiculaire sur MT
Ce será Ia normale à Ia courbe lieu dês points M, et nous
allons prouver qu'elle coupe Ia direction AB en un point fixe
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prendlemôme are entre sés cotes. Les deux triangles|
MBO, qui ont un angle communenO, et les angles MÃO
égaux entre eux, sont semblables et donnent Ia suite .
ports égaux

BO
M0 =

MG
= AM :

MO
;ÃcT'

Donc

et par suite

AM

AO
EÕ=K'-

Les distanccs du point O aux poinís A et B sont donc J
elles dans lê rapport connu K', et, par suite, Ia position]
point O est fixe sur Ia direction AB. '

Lês mémes relations donnent IÜ2 = BO x AO, et comi
BO et OA sorit constants, MO est aussi c
stant. Lê lieu du point M est donc une
couférencedécritedupointOcommeceil
avec Ia grandeur MO pour rayon.

85. Tangente à une section coniqM
Soit F lê foyer, ÁB Ia dirccttice corres
dante dune conique MN. Soit MF
MP—J», lês distanccs d'un même poinl
de Ia courbe, au poiní F et à Ia droit

m r Hnnl- i eciuatton de Ia courLe, dans cê sysf
particulier de coordoimées, será

r = líp,

K désignant un rapport constant. Proposons-nous de

noTn Tf T"136911 P°Ínt M'Prenons «"ria courhpó n M infiniment vo.sm du poinl M; les coordonnées '
point serorn ,-M'F et ,-M'F. Plijelon8 ̂  M"

TANGEKTB A USE 'SECTION COmQUE. «3

MF I es longueurs MI et UM seront les varia-
' J Y l r . J'^ 1U11& __ t ATT? _ornrj}e nmnt mo-

jjiio «i»*- - , .
l'on aura par conséquent

Mil
équation qui n'est au.re autre que 1'équation de Ia courbe

dÍOnep1uétefaire passerle point mobile de M en M' de deux
manières • 1° enle faisant glisser de M en H, puis en faisant
tonrner le rayon FH autour de F jusqu'à cê que le point II
coincide avec M'-; 2° en le faisant glisser de M en I, puis en
déplaçant Ia droite PI parallèlement à Ia direclnce AB, de Ia
quantitéPP'.

La vitesse du mobile suivant Ia tangente cherchée a donc
pour projection sur MP une vitesse proportionnelle à MI, et sur
MF une vitesse proportionnelle à MU; mais Ml et Mil sont
entre eux dans le même rapport queMP et MF. On pcut donc
prendre MP pour représenter Ia projection de Ia vi lesse
cherchée surla direction MP, etMF représentera alors Ia pro-
jection de Ia même vitesse sur Ia direction MF. II suffit par
conséquent d'élever en F une perpendiculaire FL sur MF, de Ia
prolonger jusqu'à Ia rencontre en L avec Ia directrice, et de
joindre LM, pour avoir Ia tangente cherchée.

Cette construction revient en définitive à consíruire un qua-
drilatère PMFL, semblable au quadrilátero infmitésimal
IMIIM', et semblablement placé par rapport au point M. Les
deux points homologues M' et L sont en ligne droite avec le
centre M de similitude, et ML est Ia tangente demandée

fo«er's r^ r1'*11?? " 4 ̂ P^. rVrtées à leurs
foyeis. - L équation de 1'ellipserapportée à sés foyers est

''"en déduit en d i f c e m ,
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dr= — dr'.

Si donc lê rayon F'M augmcníe d'une quanlité MI' qUa

poirit mobile passe de M en M', lê rayon FM diminuo d',
quantité MI égale à MI'. On peut faire passer lê point M (

sã posiiion M' infmiment V(li
sine, en lê faisanl glisser m
quantilé arbitraire, infininf
petite, MI', lê long du rayon H
puis en faisant tourner lê m|
rayon autour de F', pour

S^^d"—:^,
d^^^;é:Srrs=nr'-" "*"«
«^^á^tfissri

rechon de Ia vi (esse en prenant
Partir du point M, sur lê prolongí
™nt de Fun dês rayons, et sur
d i rcclionmâmedc] 'autre,desqua
«es égales MA, MB, et en élev;
dos perpendiculaires AT, BT, sur
r a y o n s . L e p o i n t T , infersectioni
Perpendiculaires, appartiendra à

~ Ia bissectrlee d-> ^BW T™^" revic"
formem lês dcux ̂

 a"8Íe EMF' «^ceiit à celui

rb^rr^ri(%-7^"eiaí^íei

"{-^"f^^o^&if1
: L equaüon de 1'hyperbole est

IH

U.
QUCj tt'c^ " J " , • l 1)

- • laaueile on mènera une tangente FÃ a partir de l au-
renT3r Lê deu" droites parallèles F'A et FB, concourent
e;eunyp6 i'nHnfiniment éloigné, qui appartient à 1-hyperbole.
La tangente en Ce point, c'est-à-dire Tasymptote chercheeOC,
est uL parallèle à cês deux droites menée à égale distance

de cbacune, et passant
par conséquent par lê
point O, milieudeFF', et
centre de Ia courbe.

87. Problème. — A par-
tir d'un point O (fig. 75),
on mène arbitrairement
une transversale OAB, qui
rencontre en deux points
A et B deux droites données ÀX, BY. On prend sur lê segment
AB un point I qui partage cê segment en deux parlies dans un

ííl
rapport donné —, en sorte qu'on aitíi

u m
n"

On demande de construire Ia tangente à Ia courbe lieu dês
points ainsi construits.

Par lê point O menons une transversale infmiment voisine
OA'B', et prenonssur Ia droite fixe A'B' un poinl I' satisfaisant
à Ia condition

.m

n'

de
ée' Pí'°jetons

^ r
a. § l i s s em ' '

autonr du noinl.5,

límite

', I'

, díphee-
J ' alllra t!o c"'c«-
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auxdistances OA', OI', OB', ou, à Ia limile, aux <}• \
cês OA, OI, OB. Par Ics points A, I et B élevons

perpendiculaires sur lês trajccloircs AA', IP, BB', <]es .*
points mobiles, et coupons ccs perpendiculaires n-j
droite 06, élevóe en O perpendiculairemerit sur Ia droile|
Lês triangles OaA, Oil, 06B, rcclangles en O, sont respectl
raent semblables aux triangles iníinitésimaux AA'A" jj|
BB'B", corame ayant dês cotes perpendiculaires chacina
chacun. Mais nous venons d'établir Ia proporlion

Donc

A'A"
"ÕF

FF
: OI 01?

BB"
Oa ~~ Oi : OA '

Or il est facile de trouver une relation entre lês írois gll
sêmen (s simulianés AA", H", BB". On a en effet la sérief
rapports égaux

I A _ P A _ ' _ m
Ili ~ I'B' " n '

Donc

IB
m
n '

Mais TA' est égal, à dês i peíits

La proporlion devient

IA—I'A'=II''_ AA",

IB —I'B' = BB" —n».

II"-AA" m

ou bien, en remplaçant AA", II", BB", par dês
portionnellcs,

Oi— Oa
Oi —Oi ib~n-

Lê point i paríage donc Ia distance connue ab en deux J

TAKGESTE A CB LIED GÉOMÉTRIQÜB. l IO

ments dans la
.

88. Laquesti
données

m n n - on pourra déterminer cê
J ̂ auL despointsl.
r dc la façon sumníe.

se gen n(j tan

s deux

P°nltsSuffira de remplacer, aux points A et B, lês courbes LL',
MM' naríeur tangentes AT, BS, et Ia courbc 1NJS', par lê
;LtPde contaclO, qui forme 1'intersection d e l a trans-
versale AB avec une posi-
tion infiniment voisine de
la môme droite. On achè-
vera la conslruction en éle-
vanl lês normales en A,
en B et en O aux írois cour-
bes données; lês deux lg'
premières normales Aa, B&, déterminent sur la troisième un
segment o&, qu'on partagera en i dans lê rapport donné ; et
la droite il será la normale au lieu du point I.

89. Réciproquement étant données írois courbes LL', MM',
PP', et sachant quelaportion AB ã! une droiíe mobile de longueur
variable, comprise entre lês deux premières courbes, estpartagée
au point l par la troisième dans un rapport donné, il suffit, pour
trouver lê point O ou la direction AB touche l'enveloppe de sespo-
sitions successives, de mener lês normales Aa, li, B6, aux trois
courbes, et de lês couper par une droite ba normale à la direc-

tion AS et télle que lê rapport ^soit égal au rapport donné. Lê

point O est à 1'ihtersection de cette droite et de AB
Lei e construçtion permet de trouver lê centre de courbure

de certames courbes *.

'Voy. Cours de
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auxdistances OA', OI', OB', ou, à Ia limite, aux
cês OA, OI, OB. Par lês points A, I et B elevou l
perpendiculaires sur lês írajecloires AA', II', BB', ,je

points mobiles, et coupons cês perpendiculaires pa>,
droife Ob, élevée en O perpendiculairement sur Ia droi(Pf

Lês triangies 0«A, Qíl, ObE, rectangles en O, sont resne(

ment semblables aux triangies iníinitcsimaux AA'A"
BB'B", comme ayant dês coles perpendiculaires chacu
chacun. Mais nous venonsd'é(ablir Ia proportion

Bonc

A^ __ i>i« j
OA - ül = -

AA/ '_IF_ BB»
0« 0; ~ ~ÕT •••

l Ia séri

Donc
PA'

IA —PA'

'on a à Ia íbis

proporíion devient

égal à I"B", desorf

IA—I'A'==ií"_AA,,)

IB—I'B'=BB»—H»,

IV — AA" OT

°«hien, enremplaçantAA" II" nl
PortionnpllA* ' U ' m > P apar dês quaníiíés M

Oi—Ofi ia in
Qb—^Õi ~~ ib == ~n

Lê point i parfage donc Ia distanc
connue ab en deux s<ff

TiKGENTE A l'N m~- --
t^nhn- on pourra détermmer cê

ments to-^ «JP^Í n^auL despoints I.
point, et ia dro.te»! será ano ^ ̂ ^ sumn(e.

88. La question peut se gene ^^
données «i. «-^£-? ' , Mupo les deus

^"p^-tertr:rr
que dês

MI/S

» de remplacer, a»x poiuts A et B, U» «f68 ̂^ir-ro^^v^^r,^-
versale AB avec une posi-
tion infiniment voisine de
Ia môme droite. On achè-
\era Ia conslruction en èle-
vanl les normales en A,
enBetenOauxtroiscour- ^ ̂
bes données; les deux 's'
premières normales Aa, Bb, déterminent sur Ia troisième un
segment ab, qu'on partagera en i dans lê rapport donné ; et
Ia droite il será Ia normale au lieu du point I.

89. Réciproquement étant données trois courbes LL', MM',
PP', et sachant que Ia portion AB d'une droite mobile de longueur
variable, .comprise entre les deux premières courbes, estpartagée
au point I par Ia troisième dans un rapport donné, il suffit, pour
trouver lê point O ou Ia direction AB touche 1'enveloppe de sespo-
sitions successives, de mener les normales Aa, li, Bb, aux trois
courbes, et de les couper par une droite ba normale à Ia direc-

tionf^ettelle que lê rapport ^soit égal au rapport donné. Lê

poinl O est à Pintersection de cette droite ei de AB.
Celte constructionpermet de trouver lê centre de courbure

de certames courbes'.

. Cour. de mécaniqiíe
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MOCVEiJEEKT CCRVI1I6KE ET
TOTAEJS

I/ACCÉLÉUATION

CHAPITRE ÜRIQTJE

90. Nous avons déjà defini (§ 51) cê qu'on entcnd par accé-
lération, lorsque lê mouvement est recLiiigne, et par accéléra-
tion tangentielle, lorsque lê mouvement ne s'effeclue pás sui-
vant une ligne droite. Nous allons étendre Ia délinition de
Faccélération au moyen de Ia théorie du mouvement relatif.

Considérons d'abord un mouvement rectiligne. Soit AB Ia
ligne droile qui scrt de trajcctoire à un mobile M, dont Ia

Fig. 78.

vitesse est variable. Lês vilesses du mobile en deux positions
successives três rapprochées, M, M', prises sur Ia trajectoire,
seront gènéralemerit diffúrenles; appelons v Ia vitesse au
pomt M, et D' Ia vitesse au point M'; soit eníin dt lê lemps três
court qui s'est écoulè entre lê passoge du mobile en M et son
Passage en M'.

Imaginons qu'un mobile fictif parte du point M en même
ennps que lê mobile rée!, avec Ia môma x-itesse v, et dans lê
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meme sens AB, mais que son mouvement soit uniforme- «

cherchons ouelle e s l a u L o u t d u temps df Ia vitesse relative dl
mobile réel par rapport au mobile ficlif. " ' Mj

Pour cela, nous appliqucrons lê théorcmo du § 68: ]a i
tesse relative à un momení donné est Ia resultante de Ia 1
tesse absolue et de Ia vitesse d'entrainement prise en sei
contrairc. s

• Au bout du temps aí, k vitesse absolue du mobile réri
est v'. Menons donc une droite OC égale à v', et parallèle à Ia di
reclion de Ia vitesse, c'est-à-dire parallèle à Ia trajccíoire AB

La vitesse d entramement est Ia vilesse du mobile f icl if- dlÃ
est egale à t», et elle est dirigée suivant Ia droite AB ; mais nous

devons Ia prendre en sens contraire, cê qui revient à por-
er sur CO, de C vers O, une quantité CC' = „; Ia différínce

OC =v —v será Ia resultante dês deux vitesses v'et v c'est
donc Ia vitesse relative cherchée.

Lês deux vitesses v et v' diffèrent iníiniment peu l'une de
lautre, et Ia quantiíé infiniment petite v' — v=dv es teei
qu'on appellelaritesw acquise élémentaire; si on Ia divise par

lê temps dt, lê rapport | exprime Ia quantité dont s'accroí-

trait Ia vitesse du mobile pendant l'unité de temps, si, pen-
dant toute cette durée, Ia vitesse recevait en temps égaux dês
accroissements élémentaires égaux.

Ge rapport | est, comme nous 1'avons vu, Ia vitesse de Ia

litesseou Vaccélération du mouvement rectilio-no

Beprésentons-lc par j ; nous aurons dv = jdt- nous pour-
rons d,re en conséquence que lavitesse du mobile s'accroUpen-
toiíw» temps_ três court dt ffune quantité égale au produit de
faccélémíionjpar cet intervalle de temps dt, ou, en emplovant
lanoüon du mouvement relatif, que leproduitjdt est lavitesse
Carente qu aurait lê mobile au bout du temps dt, par rarmort '
i m observateur qui pendant tout lê temps dt conserverait Ia m-
lisse v qu avait lê mobile au commencemmt de cê temps

La consídéralion du mouvement relatif conduit ainsi à dé-
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«oser lê mouvement du mobile, entre deux positions três
C ' ines M, M', occupées succcssivement par lui sur sã trajcc-

. en deux mouvemenls simples : lê premier est un
ouvenienttmi/brae, dont Ia vitesse constante est v ; lê second

est un mouvement uniformément varie, qui part du repôs et
dont l' accélération constante est j. Lê mouvement effectifdu
mobile será Ia resultante de cês .
deux mouvements ; 1'espace lotai Ji -^—^,
décrit será Ia so.mme dês deux es- FÍS. 79.
paces respectivement décrits en
vertu de chaque mouvement considere seul, puisqu'ils sont
tous deux diriges suivant Ia mêrne droite.

Or, en vertu du premier mouvement pris isolément, 1°
mobile parcourrait dans un temps O, três petit, une longueur
Mm = i)0; en vertu du second mouvement, lê mobile partam
du repôs parcourrait une longueur égale à | jô2 (g 58) .

Cês deux longueurs, qui sont dirigées suivant Ia môme
droite, s'additionnent pourdonner l' espace réellement décrit)

MM' = »fl+|/82.

Mais Mm = DO. Donc
mW = i,jP.

Dela resulte une nouvelle méthodepour trouver l' accéléra-
tion j dans lê mouvement recliligne, en considérantles espaces

parcourus.
Ou a en effet à Ia limite, pour O infiniment pelit,

Pour trouver Faccélération j à un inslant donné, on prendra
donc, au bout d'un temps O três court après cet instant, Ia
distance mM' entre Ia position M' du mobile, et Ia position w
íuü aurait, si pendant tout lê temps O il avait conserve sã
vitesse, et on divisera lê double de cette distance par O2- Lê

t será Ia mesure de 1'accélération cherchée.
formules aue nous venons d'obtenir sont généraleSi
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pourvu que l'on donne aux vitesses v, v', ã Faccélération
cnfin aux espaces décrits sur Ia Irajectoire, lês signes a l '
briques qui correspondent au scns de cês diverses quantittés

MOUVEJiENT CCEVILICXE.

91. Nous pouvons appliquer lês mêmes príncipes au
vement curviligne.

Soit AB Ia trajectoire;
M et M', deux positions successives du mobile, l'une M ail

commencement, 1'autre M' à Ia fin d'un intervalle de tempso
três court.

Menons en M et M' deux tangentes à Ia trajectoire, et siul
. cês tangentes prenons, dans lê sens du mouvement, deux lon- j

gu eurs M-y , íí'v' égalcs aux vitesses ]
du mobile à son passage en M et
en M'.

Puis chcrchons Ia vitesse rela-
l'''s- 8U< tive du mobile parvenu en M' par j

rapport à un mobile fictif qui serait euíraíné lê íong de MD, j
avec Ia vitesse v que possède lê mobile à son passage en M.

Pour cela, menons par un mêrne point O de l'espace deu*
droites OC, OC', égales et parallèles à Uv, iW.l
Joignons CG'. Celte droite representem Ia vi- j
tesse relativo cherchée.

En effct , achevons lê parallélogramme
OCC'D; dans cê parallélogramme, Ia diago-1

nale OC' est Ia resultante dês deux cotes OC, OD ; Ia vitesse l
absolue v' du mobile au point M' est Ia resultante de Ia vi- j
tesse OD, ou CC', et dela vitesse d'entramement, OC = i', du i
syslème de comparaison. Donc CG' est Ia vitesse relaíive en :
grandeur et en direction.

Cette vitesse relativo est encore cê qu'on appelle Ia vilesse
acquise élémentaire. C'est Ia vilesse infiniment peti íe qui se •
compose avec Ia vitesse v pour produire au bout du temps ô Ia

vitesse v'.

Fj,, 81
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CG'
*'aecélération totale j est lê quotient — de Ia vitesse acquise

entaire par lê temps 6 du trajet du mobile de M en M'.
f direction CC', ou OD, est Ia direction de 1'accélérationj.
« ns lê mouvement curviligne, 1'accélération totale a une di-

tion différente de Ia vitesse; elle a Ia mème direction que
Ia vitesse dans lê mouvement recliligne.

• ka Vnesse acquise élémentaire s'obtient cn multipliant par O

l'accélération totale j.
L'application de Ia théorie du mouvement relatif conduit

donc encore à dccomposer lê mouvement réel du mobile pen-
dantun temps três court ô, en deux mou-
vements rectiliynes simullanés. Lê premier,
uniforme, s'effectue lê long de Ia tangente

l i Ia trajectoire au point M avec Ia vitesse
constante v que lê mobile possède à son
passage en M. Lê mobile parcourt en vertu de cê mouvement

1'espace Mm = i)0.
l Lê second, uniformément varie, fait parcourir au mobile
1'espace rectiligne mM', avec une accélération constante égale
à j ; cê second mouvement part du repôs, et par suite, au bout
du temps O, 1'espace décrit mM' est égal à | jQ5.

í'accélération totais j se déterminera, en direction, par Ia
recherche de Ia posilion que prcnd Ia droite mM' à Ia limite,
lorsque O décroít indéfmiment; en grandeur, en divisant lê
double de Ia distance mM' par G9,

2i«M'

et en prenant Ia limite de cê rapport.
l 92. L'analyse conduit au même ròsultat. Soit (fig. 85) AM
Ja trajectoire d'un point mobile, qui passe cn A à un certam
instant.

Rapportons lê mouvement à trois axes coordonncs, menés
Par lê point A, AX, AY, AZ; nous prendronsTun de cês axes,
AX. tangent à Ia trajectoire en A, et dirige dans lê scns du
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mouvement. Lês deux a u três axes, AY, AZ seront d'abord H'
rigés arbitrairement; mais nous verrons qu'il y a intérêt à

adopter pour l'un d'eux, AZ, une directi0n

particulière qui será déíinie tout à 1'heure
Lês coordonnées du mobile, x, y, z, som

connues en fonction du temps í, mesuré
à partir du passage du mobile en A, par' ED\

C< trois équaíions de Ia forme :

Fig. 83.

Z = 'i 't).

Nous supposerons que cês forictions soienl développables en
séries, ordonnées suivant lês puissances ascendantes du temps
t, au moins pour lês três pelites valcurs de Ia variable. Lê
mouvement, dans lês environs du point A, será donc defini
par lês équations

c J,"-

Or, Ia Irajectoire passant à 1'origine, on a

as — O, y=0, í = 0 pour t =

et par suite

on a
De plus, elle cst tangente à 1'axe dês x; donc pour x=0,

ou bicn, pour t=0,

ce qui exige qu'on aitft1 = 0, çt = 0, avec a, différent de zero.
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olhèscs réduisent lês équations du mouvement aux

suivants :

dx dy
ít'

- sont

Lês composantes de Ia vitesse suivant lês axes sont 77 > ~rf <

<fô. D0ur t=0, on voit que lês composantes -p et-—
di' v dt dt

dxnulles, et que -r- = aL. Donc a1 est Ia vitesse du mobile à son
ti i

passage au point A.
Au bout d'un temps í, três petit, lê mobile est en B; pre-

nons surla tangente ala Irajccloire unelongueur AE = a1í;
joignons EB, et menons lês ordonnées BC, CD, du point B. La
longucur EB esl Ia resultante dês trois longueurs ED, DG, CB,
qui sont dês infmiment petits du second ordre, et dont lês

valeurs sont:

ED = x — rtjí = fi.f- + a-f+...,
DC = W2 + 6sí

5+...,
CB = c2í

2 + c,f- +

Or nous pouvons disposer de Ia direction de 1'axe AZ, de ma-
nière à réduire au troisième ordre de petilessc lês éléments
ED et DG. En effct, ü sufíit, pour réduire DC au troisième
ordre, de mener AZ dans lê plan osculateur de Ia trajectoire
au pointA; car DC raesure, à un facteur près, Ia distance du
point B pris surla courbe au plan ZAX mcnépar une tangente
a celte courbe: distance qui est un infmiment petit du second
ordre pour un plan tangent quelconque, et qui se réduit à un
munimenl petit du troisième ordre au moins, lorsqu'il s'cgit
du plan langent parliculier qu'on riomme plan osculateur.
L« orientant cnsuile convenablemcnt V axé AZ dans lê plan
osculateur, on pourra réduire au íroisiènie dcgré de petitesse
a jongueur ED; il suftit pour cela de prendre pour AZ Ia po-

Sltion limite de Ia droite EB quand 1'arc AB diminue indéfini-
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ment. Si l'on supposecettedirection particuliòre de 1'axe AZ
ED et DC seront dês infiniment petif s du troisiôme ordre, et on :
aura par conséquent a^ = O et bt = 0.

Lês équations du mouvement devicnnent

z = c./1 c-f -j- ____

Abstraction faite dês infiniment petits d'ordre supérieurau
second, lê mouvement projete sur 1'axe dês x est un mouvement
uniforme, dont Ia vitcsse est a±; lê mouvement projete sur 1'axe
dês 2 est un mouvement uniformément varie, qui part du repôs

d22
avec une accélération j = -—=.1^, et lê mouvement projete

sur 1'axe dês y est nul. Lê mouvement réel du point est donc
décomposé, pendant un temps O três court, en deux rnou-
vcments rectilignes, Pun uniforme suivant Ia tangente,
Tautre uniformément varie, et 1'accélération de cê dernier
mouvement est Y accélération totale du mouvement curvi-
ligne. Pour 1'évaluer, observons qu'elle a pour valeur 2c2. ;

Or CB = c26% en se bornant aux infiniment petits du second •
ordre; donc \

i
„ 2CB .
2c2 = -7T- = ) ,2 (i- J'

et puisque à Ia limite GB et EB se confondent, nous pouvons .{
poser 1 j

. 2EB ;.!
]=^~ 1|

La direction de 1'accélération totale est d'ailleurs Ia posi- |
tion limite de Ia droi tcEB, quand lê temps O décroil indéfini- -A
ment. Nous retrouvons ainsi lês règles posées dans lê para- - j
graplic 91.

Fig. 84.

TOTALE. 120

DAKS LÊ MOUVEMENT CIRCULAIRE UNIFORME.

95. Comme exemple de Ia rccherchc de 1'accélération to-
tale proposons-nous de trouvcr 1'accélération totale dans lê
moúvement d'un point mobile qui
parcourt, avec une vitesse constante
v Ia circonférence d'un cercle de

rayon R.
Soit M Ia posilion occupce par lê

• mobile à un certain instant, M' Ia po-
silion qu'il prend au bout du temps
três court O . Nous aurons are MM' = YO,
puisque lê mouvement est uniforme.

Par lê point M, menons une tangente MT au cercle ; et pre-
nons sur cetle droite une quantilé Mm=YO=arcMM'. A Ia
limite, Ia droile mM' será Ia direclion de 1'accéléralion cher-

, , , 2mM' ,cnee, et — ̂ — en será Ia grandeur, j.

•L'arc infiniment pelit MM' peut êlre confondu avec 1'ordon-
née M'N abaissée du point M' perpendiculairement sur lê rayon
OM, et par suite Ia figure infiniment petite MNM'm est un rec-
tangle dans lequel lês cotes opposés mM', MN, sont égaux et
parallèles.

Donc, à Ia limite, Ia direction de 1'accélération j coiincideavec
« rayon MO ; en d'aulres termes, 1'accélération est centripète,
c est-à-dire dirigée du point M vers lê centre 0.

vuant asa grandeur j, elle est donnée parTéquation

jusqu'en P lê rayon MO, et joignons MT, M'M ;
n i s aurons, dans lê triangle rectangle PM'M,

MM72 = MN x MP.

Mais

ü
ite, se confond avec

COLUGSOX.
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1'arc MM', et par suite est égale à V9; MP est égal au diâmetro oj
du cercle. Donc

V20a = MN X 211.

2MN . V2
On en déduit

Donc eníln, lorsqu'un mobile parcourt uniformément ^
cercle de rayon R avcc une vitcsse V, Yaccélération totale dn
point est dirigée constamment vers lê centre du cercle, et est
égale aucarré de Ia viíesse divise par lê rayon.

On remarquera par cet exemple comlnenYaccélération totale
peut différer de Vaccélération tangentielle étudiée dans lê
livre P r , ici Ia vitesse étant constante, 1'accélération tangen-
tielle, vitesse de Ia vitesse, est constamment nulle, landis que

1'accélération totale est constante et égale à ^-.

V! U
Remarquons aussi que ^- est, abstraction faite du signe*

Y accélération que nous avons trouvée (g 41) pour lê mouve-
ment rectiligne de Ia projection d'un mobile sur lê diamètre
fixe MP, lorsque lê mobile, parcourant lê cercle avec Ia vi-
lesse V, atteint 1'extrémilé M de cê diamètre.

ACCÉLÉRATION DANS UN MOUVEMENT CORYILIGNE QUELCONQUE. — BAP

DE CERTAIKES DÉFlNlTIOIfS.

94. Soit AB une courbe tracée dans Fespace. Considerou»
un are três petit MN de cette courbeB
nous pouvons prendre sur cet are trois \
points M, P, N, non situes en ligne droite ;

et par cês trois points faire passer ufl
plan qui contiendra l'arc MN entieiV
pourvu que Ia longueur MN soit assei.'
petite; cê plan est lê plan de Ia

dans Ia région MN, en d'autres termes, lê plan osculateur.

Fig. 83.

131DANS LÊ MOUVEMENT CURYILIGNE

lês trois points M, P, N, qui ne sont pás en ligne droite,
faire passer une circonférencede cercle, qui se confon-
Ia courbe dans toute 1'étendue de 1'arc MN. Cette cir-

dl>nférence est lê cercle osculateur.
C°r s définitions supposent que 1'arc MN est infiniment peti t ;
^ _ . l l . _ l _ l . l l _ T 1 • •,T n osculateur et lê cercle osculateur sont lê plan limite et

lê iimite que l'on obticnt en un point M donné quand
1'arc MN décroit indéfiniment.

iaiiormale principale h une courbe en un point M est Ia nor-
maleélevée à Ia courbe au point M dans son plan osculateur.
Elle passe par lê centre O du cercle osculateur.

Leravon OM du cercle osculaleur rcçoit lenom de rayon de
courbure.
' Menons deux tangentes à Ia courbe, Pune au point M, l'au-
treau point N. L'angle de cês dcux tangentes, qu'on appelle
angle de contingence, est Ia mesure de Ia courbure totale de
1'arc MN. Cetangle est Ic môme pour Ia courbe et pour lê cer-
cle osculateur. Or, dans lê cercle osculateur, il est égal à
1'angle au centre NOM, et si on óvalue cet angle, non en degrés,
mais en parties du rayon, suivant Pusage de 1'analyse, on
pourra poser

are MN =051 x angle MON.

B'oúl'on déduit
„.. are MN
051, ou Ic rayon de courbure = • :—=77^5.

angle JION

Lê rayon de courbure est donc égal à Ia longueur de 1'arc
^ divisée par 1'angle de conlin-
§ence, ou plutôt est égal à Ia l imite
d e cerapport . " E\

9^. Cês déíinitions rappelées,
«onsidérons un mouvement cum-
pe quelconque : soit AB Ia tra-

jectoire,
a position du mobile à un certain instant,

"sa vitesse à cet instant,

Fi g. 86
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M' Ia position du mobile au bout du temps ô infinj
petit,

v' Ia vitesse du mobile au boul de cê temps.
Menons Ia tangente MT, et prenons sur cette droite

partir du point M et dans lê sens du mouvement, une l' '
gueur M?n = t>0. Joignons mM', et projetons M' e n m s u r ] '
tangente MT. a

La droite mM' estla resultante dês dcux éléments mm' m1\
O l

Pacccléralion totalc, egale à Ia limite du rapport z_^»M11 (T~<
estde même Ia resultante de dcux accélérations, l'une tanqen
, . , , , , , , v ., i . 2 mm' .,
iielle, egale a Ia limite du rapport —— , l autre normale,

* • i • i r •, i x 2 m ' M ' _,
st egale ala limite du rapport Q2 . Proposons-nousd'éva-

luer lês longueurs dês élémeii ts mm', m'M'
Mcrions par lê point M, dans lê plan osculateur, une droite

MS, parallèle à mM', et rapportons lê mouvement du mobile
aux axes MT, MS; nous savons (g 92) que lês équations du
mouvement, aux infiniment petits près du troisième ordre,
seront

Changeons 1'axe dês y, et prenons pour nouvel axé Ia noi
male MR, qui n'cst autre que Ia normale principale. SoitJ
1'angle SMT de 1'accélération tolale avec Ia dircctiori du moil
vement, et appelons x' et y' lês nouvelles coordonnées: J
changementd'axesubstitue 1'abscisseMm' à 1'abscisse M/n,l
1'ordonnée normale, M'm', à 1'ordonnée oblique M'm: cela m
vient à poser

x'= x + ycos w

y' = y sin /t,
et par conséquent
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•fesse du mobile au bout du temps t a pour composantes,
lês nouveaux axes,

dx'_

• p püquons cês équations au passage du mobile au point
d/x*

M' enremplaçantt par O, ou par dt; -r- est alors Ia projection

orlhogonale de Ia \itcssc v' sur Ia tangente MT, et -—• Ia

même projection sur Ia normale principale MR. Soit donc du>
\'anyle de contingence de Ia courbe, c'est-à-dire l'angle infini-
ment pelit forme par Ia tangente MT avec Ia tangente MT ;
nous aurons

dx' .
-j— = V' COS rfw,

dy'
-- =

. .
' sm da,

ou bien, en négligeant lês infiniment petits d'ordre supérieur
ausecond,

on a donc

et enfm

'dt'

t) -}- (Zy = v 4- J COS [l dt,

vdu = j sin fi.dt,

du

accélération totale, j, a donc pour composante tangentielle
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dv
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, et pour composante normale t>-^, celle-ci étant

suivant Ia normale principale.
96. En divisant l'une par 1'autre cês deux équations

elimine à Ia fois dt et j, et il vient

dadj>_
v tang//

Cette équation s'intègre; 1'intégrale peut se mettre som
forme

^= rJ*
va J tang

lês logarühmes étant pris dans lê sysléme népérien dont Ia
base esl e ; ou encore sous Ia forme exponentielle

r _da
v = vae J tang // „

Elle conduit donc à exprimer par une fonction de quantilés
angulaires lê rapport dês viíesses d'un point mobile en deux
points de sã trajectoire.

dvLa composante tangcntielle de 1'accélération, -j-, est Ia n-

tesse de Ia vitesse; c'est cê que nous avons appelé dans lê
premier livre 1'accélération tangentielle (§ 31). La composante
normale prend lê nora A'accélération centripète, parce qu'elle
est dirigée vers lê centre de courbure de Ia trajectoire. L'ex-

pression —j- peut se transformer. On a, en effel, en appelant

p lê rayon de courbure de Ia trajectoire au point M,

pau = ds — vdt,

donc

daZ)

et
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élération centripète est donc égale au carré de Ia vi-
L ' a l e r a y o n d e courbure.vise Fai ""--j---

vjtesse w est constante, 1'accélération totale se réduit à
»

V
• 'lération cenlripète, — : résultat conforme à celui que

s avons trouvé directement pour lê mouvement circulaire

uniforme.
Lorsque lê mouvement est rcctiligne, 1'accélération centri-

oète disparaít, carie rayon de courbure devientinfini, et 1'ac-
célération tolale se réduit à 1'accélération tangentielle.

En resume, nous obtenons cê théoròme :
l'accélération totale dans lê mouvement curviliyne est Ia resul-

tante de deux accélérations, l'une TANGENTIELLE,çwi est égale à Ia
vitesse de Ia vitesse, 1'autre CEMTRIPÈTE, qui est dirigée suivant Ia
normale principale, et qui est éyale au carré de Ia vitesse divise
par lê rayon de courbure.

Cês deux accélérations composantes ont chacune leur role
dans lê mouvement d'un point. C'est Ia première qui pro-
duit à chaque instant Ia variation de \itesse du mobile; et
c'est Ia seconde qui produit Ia déviation en vertu de laquelle
ilabandonne une direction pouren prendre une autre.

DEMONSTRAIICLX Dü MÈME TIIÉORÈME PAR LA CONSIDÉRATION DÊS VITESSES.

• 97. Soient toujours M, M', deux positions successives infi-
niment voisines du mobile sur sã
•rajectoire AB.

Pour trouver 1'accélération lotale,
nous savons qu'il suffit de mener par
JjJ point C de 1'espace deux droites

' CE, égales et parallèles aux \i-
tessesMi),MV,du mobile auxpointsM
et M', et de prendre lê rapport ̂  de
l " O

Vltesse acquise élémentaire, laquelle est représentée par lê

Fig. 87.
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BÉCOMPOSIT10N DE I/ACCÉÉRATION.

ATous pouvons décomposer Ia vilcsse DE en deux vit
simultâneos, DF, FE, en projetant lê point E sur
u D , , , HF, LCuon
I ; l accelerahon ^ se décomposerademêmeendeuxac

lérafions, rune |, para]lòle . ^ ̂ ^ , ^ ̂ . ^

P O Í n t M , e t I > a u t r e ™ normale à cctte tangente, et diri

parallèlement au plan osculaleur qui «mlient à Ia fOÍ8 J
deux tangentes Mw, MV. " " íes

' L'angleECF estl-an^ de contingente l'arc MM'- ü est

peüt, et par suite CF dif/èreíníiniment peu deCE/

LaI imi!eduraPport |es t l 'U ni té ,e i ronPeut Poscr-

Donc
C F — C D = CE —CD = t'-».

valcur déjà trouvée de 1'accélération tameníielle

cie EF' l""'0, T' EF SG C°nfond à la u"1'16 ̂ ecVarc de cepeion r • ; r^ c comme centre avec CE ̂  -y-0 coníingence EcFexpriraé -
cer-

1'aceélération centripète, , est donc

l are MM'. DO Ic

are MM'
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fin Yarc MM' est à Ia limite égal à t)0. Substituons cês
de u et de MM': il vient

j =

' antité qui doil ctre prise à Ia limite, c'cst-à-dire à 1'instanl
devient égal à v; elle se réduit alors à

nous 1'avions trouvé par une autre méthodo.

COÜRBE INDICATRICE DÊS ACCÉLÉRATIONS TOTALES.

98. Prenons sur Ia trajecloire AB lês points M, Mp Ma, Ms,
M41... positions du mobile à dês intervalles de tempségaux à
6, c'est-à-dire au boutdes tcmps 9-, 20, 30, 49, 50,.... Ia durée
ôélant supposée infiniment pctile.

Menons en cês points, dans lê sens du mouvcmcnl, dês tan-
gentes à Ia trajcctoirc, et
pronons sur cês tangontcs
dês longueurs Mi), M^, Msv2,
M3D3 M4«4J . . . égales respecti-
vernent aux \itesses succes-
sivesu, t> t , Vtí v,, v,,... que
possèdele mobile à son pas-
sage en cês différents points. A

Par un point G pris arbi-
trairement dans Tespace, me-
nonsdesdroitesCD.Güi.CD,,
1,1 ' ^»"" égales et paral-

' M», M^M.vM,»,,
• Lê lieu géomctrique

une ligne dont lês ares infiniment petits successifs DDt,
1 2 ' D2D_, D.D4,... seront cgaux aux produits dês accélérations
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(olales parla durée G. Cette courbe auxiliaire donne donc n
sés ares lês produits jO, et par sés rayons vecteurs lês valeijí
dês vitesses v. Nous l'appellerons Ia courbe indicalrice dês a
céléralions totales.

Lorsque Ia trajectoire AB est plane, 1'indicatrice dês accál
lérations totales est aussi plane. Plus généralement, lê pja

mené par lê point G fangentiellement à 1'iridicalrice en un

point D est parallòlc au plan osculateur de Ia trajectoire au
point M qui correspond à cê point D.

Lorsque Ic mouvement sur Ia courbe AB est uniforme, 1'jjfl
dicatrice dês accélérations est située sur une sphère décrite
du point C commc centre, puisque tous lês rayons CD, CDt,..;
sont égaux. Elle devient alors Ia ligne qu'on appelle en géo-
métrie 1'indicatrice sphérique de Ia courbe AB1 .

Lê produit CD x 6 est Ia longueur Mm=i;ô que lê mobile
décrirait sur sã tangenteMi>, si, à partir du point M, il conser- •
vait un mouvement recíilign-e et uniforme. Nous savons enfm
que wMj = |;6S; mais i/0=DD1; doncmM1 = |DD1xO. Lacowèel
indicatrice dês accélérations totales fait donc connaítre lês élé- j
ments utiles à 1'étude du mouvement sur Ia trajectoire, et no-
tamment lês directions dês accélérations Males qui sont pá- '
rallèles à sés tangentes.

A mesure que lê mobile parcourt Ia trajecíoire AB, on peuB
imaginer qu'un second mobile parcoure 1'indicatrice DD4, de
manière que lês deux mobiles passent en môme temps aux l
points corrcspondants, M et D, Mj et Dt, M2 et D2,.... dês deux j
courbes. Lês vitesses du mobile auxiliaire sur sã trajecíoire DD4 <
seront à chaque instanl éyales et parallèles aux accélérations .
totales du mobile réel sur sã trajectoire AB.

L'indicatrice dês accélérations peut être déímie, sur Ia sur- j
face du cone que l'on forme en transportant toutes lês tan- J
gentes à Ia trajectoire parallèlement à elles-mêmes en un
même point C, par une relation entre lês rayons vecteurs CD,
CDi?... respectivement égaux aux vitesses v, et lês angles

1 Voy. CalcitldiffêrenlieldeM. J. Bcrtran l, p. 599.
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n fl) respeclivement égaux aux angles de contin-
PiCD, W 'gômpris entre cês tangentes successives. Appelant
gence, c u > ' é a r i'addition dês angles de contingence succes-
* r artir d'un point de départ arbilraire, 1'équation de

a será une équation polaire dela forme

V =/'("),

Maneie i* que fait Ia courbe avec un de sés rayons vecteurs
est alors donné par Ia formule dês tangentes aux courbes rap-
portéesà dês coordonnces polaires,

tang w = •
vá*.

d'oiil'on déduit Ia relation différenlielle déjà obtenuc,

(h
v tau

àCCÉLÉRATIOS DASS LÊ MOUVEMENT PROJETE.

99. Soit AB Ia trajectoire d'un mobile, et ab Ia projection
decette trajectoire sur un planPF, parallèlement à une droite
donnée. SoientM, M'deux positions successives et inímiment
voisines du mobile ; Mt et M't, lês po-
sitions correspondaníes du mobile
projete. Menons Ia tangente Mm à Ia
trajectoire AB au point M; cette droite
aura pour projection sur lê plan PP'

|" Ia tangente M^ à Ia courbe ab au
point M4. Prenons ensuite sur Ia tan» /
gente à AB une longueur Mm=«0,
HtantlavitessedumobileaupointM,
et 6 lê temps que lê mobile mct à aller de M en M'. La projec-

í tion du point m sur lê plan PP' será un point m, de Ia tan-
gente M^, et M^ será égale à i\0, i>t étant Ia vitesse du
mouvement projete; en effet, M^ est Ia projection de Mm,

i °u de t'ô. Mais Ia rrojection de Ia vitesse v est égale à Ia vi-

Fig. 89.
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lesse vl du mouvement projete (g 45); donc Ia projection S
est égale à t^O, et par suite M1m1=ü19.

L'accélération dans lê mouvement réelest égale à

a pour direction Ia direction limite de Ia droite mM'.

L'accélération dans lê mouvement projete est égale à

et a pour direction Ia direction limite de Ia droite n^M'.
Or celte droite mJM/ est Ia projeclion de Ia droite mM'.
Donc V accélération du mouvement projete est, en c7irecíio*

et en grandeur, Ia projeclion de l'accélération du mouvement
réel.

Lê même théorème a lieu lorsque, au lieu de projeter
mouvement sur un plan parallèlement à une droite, on lepr

jette sur une droite parallèlement à u
plan. La projection de Ia longueur Mm,
prise sur Ia tangente, et égale à «6, es
une longueur M^, égale à vt9 ; et Ia
droite mM', qui, par sã direction et
grandeur, déflnit 1'accélération du mou-
vement dans 1'espace, a pour projection
une longueur mJVFj, qui déíinit de môme

1'accélération du mouvement projclé. lei lê mouvement pro
jeté est un mouvement recliligne, pour loquei l'accélération
tolale se réduit à Taccélération tangentielle.

On rapportc habitueUement, comme nous 1'avons vu, lê mou-
vement d'un point mobile à trois axcs OX, OY, OZ, menés p
un même point O de 1'espace (fig. 91). Projctons sur cês trois
axes lê contourMwiM', forme par lê cole Mm = i>9, pris surlj
tangente à Ia trajectoire, et lê cote ?nM'=-|jO% qui ramène à I
position réelle M' du mobile sur sã írajectoire. La projectio
M^M/, de cê contour sur 1'axe OX, se composera de deux par-
lies : 1'uneM^—t^O, Fautrem^—fj^O2, projection de mM'.
Nous représentons par vx et jx Ia vitesse et l'accélération d
mouvement sur OX.

De mème sur 1'axe OY, nous aurons, en employant dês notai

DAKS LÊ MOUVEMENT PROJETE.

Mim,=»»9,ct»i1M'1=iJl(6
1

^polvTpríctions sur lês trois axes m,!!/,:
LeCÔtél poPu on" donc dire
*S'--nOÜ\!résultante^i^

'.m.M,',msMs ';caron
nous 1'avons

vitesses

éépipèdcconstruiUup

u troPis arètes menôes à partir
Ccepoint,respeclivemaalégacs

Fig. 01

accélérations dês trois
lê wWe sur lês trois axes coordonnés OX,

i°ÍV * sont exprimes en fonclion du temps í, lês projec-
üons de íaccélération totale sur lês trois axes seront respec-

, ,
livement egales a

nÉcoaposraoH AHALYTIQDE DE L'ACCÉLÉHATIOH TOTALE SUIVANT LA
TAK GENTE ET LA KOIIMALE PMNCIPALE.

t 100. SoientX, y., v lês anglcs que Ia normale principale à
Ia trajectoire, prise dans lê sens qui vá de Ia courbe au cen-
tre de courbure, fait avec dês axes coordonnés rcctangulaires,
et «, P, Y lês angles que fait avcc lês mêmes axes. Ia tangente
prise dans lê sens du mouvement . On a lês équations :

dx
— = v cos a.,
dt

dt

-í = v cos v,
u t
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dans lesquelles v designe la vitessc. Prenant lês dériv
deux membres par rapport au temps, il vient **

tómon(re ,« lo ,

f/u

acceteraüon totale, resultante dês trois accélérations

> dt, , tf , cst aussi la resultante d u n e accéléralion

gée suivant la tangente dans ]e scns du
,

/et

principais dans lê sens centripète.

Fig. 02.

p.AVüS DE COBREURE DE L'IIELICE.

)U RA.VON DE COURBURE DE CERTAINES COURBES.

»M II resulte dês théorèmes précédents un moyen de dé-
-jer la grandeur et la direclion du rayon de courburc
courbe donnée dans l'espace, en un point quelconque

de cette courbe.
Supposons, en effet, quel'on fasse parcourir celte courbe par

un mobile anime d'une vilesse con-
stante v. L'accélération totale se réduit

v"-
alors à 1'accélération cenlnpele —

Connaissant la loi du moiwement
du point mobile sur la courbe AB,
nous pouvons en déduire la loi dês
mouvements de sés projections M15

M,, Ms, sur lês trois axes OX, OY, OZ,
Dês courbes dês espaces décrits cn projection sur cês trois
axes, nous déduirons lês courbes dês vitesses ; de cellcs-ci,
lês courbes dês accélérations. Nous connailrons donc, au
moment du passage en M, lês valeurs dês trois accélérations
J»' hihi 5ui doivent se composer pour donner 1'accélération

t)2
totale —. La diagonalc du parallélépipède conslruit sur cês

trois accélérations será la dircction cherchée de la normale
• • D2

pnncipale; la longueur de celíe diagonale será égale à —, etP
nous aurons lê rayon de courbure p en divisant í>2 par cette
longueur.

Prenons pour exemple une hélice ÂB(f ig . 93), tracée à la sur-
face d'un cylindrc ACC'A', qui a pour axé la droite OZ, et dont la
base dans leplanXOY, normal à OZ,est un cercle AG décrit du
PointO comme centre. L'hèlice faitentous sés pointsle mèroe
angle avecVaxe OZ ; par suite, lê mouvement uniforme d'un
niobile parcourant Vhélice a pour projection sur OZ un mou-
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vement uniforme, dont l'accélération est nulle N
donc;2 = 0. Quant aux accéléralions jt, j ellí * au%
ront en une scule, qui será l^lJA^^

culaire du point M', projection 7*1 CW

leplanXOY.CemouvLentcir c íMr
aussi uniforme; si l'on appelleH
esse constante de M' S u r ] e c e ; l a1

l accélération, j, de cê mouvement

dirigée de M' vers O, et será égale

R éfaní lê rayon du cercle ia aü,_ Wous

avons ainsi à composerau point Mune ac-
V'*

célération égale à ^, et dirigée suivanl Ia droiíe MI parallèle

à M'0, avec une accélération j2, qui est nulle. La resultante es
v'1

1'accélération ^~ ellc-même, dirigée suivant Ia droite ML

La normale principale à 1'hélice au point M est donc Ia
perpendiculaire MI abaissée de cê point sur 1'axe OZ dela
courbe. La longueur du rayon de courbure se déduira de
1'égalité

d'oú l'on tire

= Rx^

v, est lê rapport constant entre Ia longueur AM d'un arcj

aurons

Or

tf' de 1'arc de
! 1'hélice avec

.= -!_
COS 5)'

sã
; nous !

en
elant S

5IOUVEMEST ELLIPTIQUE.

• C°"c
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PB'
TJOM ORTIIOGOKALE SUR UN PLAN QÜELCONQUE D'ÜN MOÜVEMEKT

l°J CIRCULAIRE UKIFORME.

02 La projection orthogonale d'un cercle sur un plan
hl oue par rapport à son plan est une cllipse, dont lê grand
eest égal au diamètre du cercle, et dont lê petit axé est

Talau produit du diamètre par lê cosinus de 1'angle dês deux

Soit (fig- 94 et 95) ABA'B' une cllipse, dont lê grand axé
estAA' et lê petit axé BB'; soit O lê centre de Ia courbe. Cette

' ellipse peut être considérée commela projection orthogonale,
sur lê plan de Ia figure, d'un cercle décrit sur AA' comine dia-
mèlre dans un plan incline tel, que lê rayon OD mené dans cê
plan perpendiculairemcnt à AA' ait pour projection lê demi
petit axé OB.

Supposons (fig. 95) qu'un mobile M parcoure avec une vi-
tesse constante v Ia circonférence de cê cerclc. L'accélération
íotale du mouvement de cê point est dirigée de M vers O, et est

v2

égal6 à — , a étant lê rayon du cercle, c'esl-à-dire lê demi

grand axé OA de 1'ellipse.
ia projection de l'accélération totale sur lê plan de 1'ellipse

será 1'accélération totale du mouvement de Ia projection M'
du mobile M; elle será donc dirigée
«e M vers O, suivant Ia droite M'0,
Drnio"4:~ideMO.

e
décrites dans lê plan du

Par lê ravon vecteur MO ont

94.

i de 1'ellipse
'ar lê rayon M'0.
projection ortho-

aire plane à celte airc ne dépend que de l'angle
10
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duplan de Ia premiôre aire avec lê plan de projection et
suite, lês aires décrites par lê rayon M'0 dans lê plan de'/af

lipse sont proportionnelles aux »'
décrites par lê rayon MO dans lê ni ̂
du Ccrcle ; cês dernières aires cr •"
scnt proportionnellement au teráS"
puisque Ia vitesse du mouvernem
circulaire est constante. Donc lesar™
décrites par lê rayon M'0 dans Ie plan

de 1'ellipse croissent aussi proportionnellemcnl au temps-en

d'autres termes, Ia vitesse aréolalre Au point M' autour fa
centre O de 1'ellipse est constante.

Nous verrons iout à 1'heure qu'il en est de même toutes lês
fois que 1'accélération totale passe consíamment par un point
fixe 0.

Enfin, 1'accélération totale du point M' est proporlionnelleà
Ia distance M'0.

víPour lê démontrer. considérons 1'accélération íotale — du
a

mouvement circulairc; clleest dirigéede M vers 0. Nouspou-
vons 1'exprimer aussi par u9ff, en désignant par w Ia vitesse
angulaire constante du rayon mobile OM. lAiccélération du .
mouvement projete est Ia projection de cette accélération sur
lê plan de 1'ellipse; elle a donc pour mcsure w sacos MOM'=
w2 x M'0, et est par suite proportionnelle à Ia distance M'0.

105. Si on Ia décomposc suivant lês axcs, on trouvcra sui-
vant 1'axe OA une accélération coinposantc égale à w2 X "A
et suivant 1'axe OB une accéléraiion composante égale à
w2 xn'0 ; cês deux accéléralions sont dirigées vers lê centre
O de 1'ellipse, de sorte que si on appelle x et y lês coordonnées
Owi, ??)M' du point M', rapportées aux axes de Ia courbe,
veinení du point M' satisfait aux équations:

ELLIPTIQUE. Ul

uenient, de cês deux équations on peut conclure.
du point (#,?/) s'effectue sur une ellipse.'

rent cn effef , chacune séparémcnt, et donnent,
b ° Vant^A B, A', B' dês constantes arbilraires,

x = A sin uí + B cos «í,
y = A'sin ut + B' cosuí;

41'minons í entre cês deux équations; nous aurons pour l'è-

quation de Ia trajectoire

(V,'x — BÍ/) 2 + (Ay - A'.t)*= (AB'— BA')2,

lequal-ion qui represente une ellipse ayant pour centre lê
point O, s au f l e cas particulicr oúAB' = BA'; car alors l'é-
quation represente une droiíe passant par cê point.

R.\\ÜN DE; COUHBÜRE DE I/ELLIPSE.

104. Nous venons de démontrer que 1'accélération totale
du point M' est dirigée vers lê point fixe O et qu'elle est pro-
portionnelle à Ia dislance M'0, qu'eníin lês aires décrites par
lê rayon vecteur OM'sont proportionnelles au ternps.

Soit u Ia vitesse angulaire constante du rayon OM dans lê
cercle ADA', qui a pour
•projecíion 1'ellipse ABA';
1'accélération totale du
mouvement projete será
égale à u2 x OM'. On
peut determinei-lê norn-
íreconstanU.Eneffet,
tó étant 1'anglc décrit K/
dans Funité de ternps *IS'S6'

^Par lê rayon OM, si l'on appelle T Ia durée du parcours entier
du cercle, u x T será égal à 2^ et, par suite, w = ̂ ; 1'accélé-

.ration totale s'exprime donc par -Ç

Si ou Ia projette sur Ia normale à 1'ellipse au point M', on
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aura Ia composante centripòte de cette accólcration, c'est-à r\-

— , en appelant v Ia vitesse du point M', et p Ic rayon de c

bure de Pellipse.

Pour évaluer Ia vitesse v, abaissons du point O sur Ia ti 1
gente MT une perpendiculaire OT.

Lê produit ^vx OTseraFaire décritedans l'unité de teimw

par lê rayon vecleur OM'; or, dans Ic femps T, lê rayon
décrit Ia susface de 1'ellipse cnüòre, T.ab. Donc

et par suite

- oTxr

L'accélération centripète a pour valeur

eteeltequantité doit ôtre égaleà Ia projedionsur uneperpen-

diculaire à M'T de l'accélération totale, £x OM'. Mais OT,

perpendiculaire à Ia tangeníe, est Ia projection de OM' sur
celte direction; donc eníin 1'accéléraüon normale esteai"

7p-X OT, et l'on a 1'équation

'oú l'on tire, en supprimant lefaclcur
T2 '

Cctte équaíion fait connaitre lê rayon de courbure
P en

DE I/EUIBSE. 149

, l distance OT du centre de 1'ellipse à Ia tangente.
foncti°n te* de courbure par lê cube de cette distance
LePr° , t Pt éíal au produit dês carrés desdemi-axes. _
estconstantet „ p/ ^ ̂  ̂ ^ de rcllipse. On sait

l05',, -nint lê point M' de Ia courbe à F et à F', Ia somme
^SÍ S iTconstante et égale à 2a, et que Ia tangente MT
^"""«i deux parties égales 1'anglc I1M'F adjaccnt a anglo

f Du point F abaissons FP perpendiculaire sur Ia tan-
f: eHrolongeons cette tangente jusqu'en S, point de

ge" ontre avec Ia direction de l'axe AA'. Lês tnangles sem-
bíables OST, FSP donnent Ia proportion

OT
Fl'

OS
: FS'

: Mais Ia bissectrice M'S de 1'anglc extéricur au Inangle M F F
coupelabaseFT en deux segments SF, SP proportionnds
aux cotes adjacents M'F, M'F'; on a donc Ia proportion

M'F' SF_'.
: SÍ"

d'ou l'on déduit

Or

Par suite

JI'F'+M'F=2a et SF'+SF = 20S.

OS a_
b F ~ M ' F '

Cetleégalité, comparée à Ia premiòre, nous montre que

Et, par suite, substituant dans Ia relation
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il vient

ou bien

RAYON-OE COURBURE

FP
Lê rapport -̂,-.-, estle cosinus dcTangle a que lê rayon FM'

fait avec Ia droite FP, ou avec Ia normale M'G. L'équation pré.
cédente revient donc à cellc-ci :

Soit C lê centre de courbure. Du point C, abaissons une per-
pendiculaire GR sur M'F; du pied R de celte perpendiculaire,
abaíssons-en une autre, RR', sur M'C, et, enfin, du pied R' de
cetle seconde perpendiculaire, abaissons-en une troisiòme,
R'R", sur M'F. Nous aurons lês j'elations :

M'R = M'C cos K = P cos «,

M'B' = M'R cos a = p cos 2 K,
i-M'R" = M'R' cos K = p cos5 y. = —.

v-Donc Ia longucur M'R" est constante, et égale à - ,para-|
li

mètrc de 1'ellipse.
Celte remarque donne une construction três simple duj

rayon de courbure en un point M' de l'ellipse.
Menons Ia normale M'N et joignons lê point M'à l'un, F, desl

foyers. Sur Ia droite M'F, prenons une longueur M'R" égale à

Ia quantité constante -; élevons R"R' perpendiculaire à M'F,

qui rencontreM'N en R'; puis R'R, perpendiculaire à M'N, <JU1

rencontre Ia direction de M'F en R; enfin RC, perpendicular6

à M'F, qui rencontre M'N en C. Lê point G será lê centre de
courbure et M'G lê rayon de courbure.de Ia courbe au

point M'.

DE L'ELLIPSE.

jjegmômeséçuationsondéduit

M'R3

l M

,-= COS5 a = —,

ou bicn
M'U'

P5

62

' pá'

Donc

106. La construclion indiquée pour trouver lê rayon de
courbure de 1'ellipsc conduit d'abord à determinar un poinl
R', en élevarit au point R" une perpendiculaire sur Ia direction
FM'. On peut démonlrer par Ia géométrie élémentaire que cê
point R' apparlienl à Ia direclion du grand axé de 1'ellipse,
ou, cê qui revient au même, on peut prouver que Ia projec-

"lionM'R", sur Ia droite Wf, de Ia portion M'R' de Ia normale
conprise entre lê point M' et lê grand axé AA' est constante et

b*
égale à Ia quantité —

Rappelons que Ia demi-dislance, c, dos foyers F, F', est
donnée par 1'équation

c2 = a"- — l*.

Dês points F et F' abaissons sur Ia tangenle M'S dês perpen-
diculair es FP, F'F.

Fig. 97.

i triangles M'R'R", MTP, M'F'P', sont semblables comme
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."S-3

étant rectangles en R", P, P', et ayant dês angles égaux en to
F et F'. Nous avons donc Ia série d'cgalités ' '

'11 M/P'" _ FP _ F' P/ _ FP + F'P' _ FP + F'P'
1 ' WR' ~ W¥ ~ W¥> ~~ M'F + M'F' 2õ '

Mais lês trois triangles SFP, SR'M', SFT', sont aussi Sett)
blables et donnent lês proportions

(2)

FP__ FS_
M'R' ~ R/S '
F'P' F'S

(3)

Ajoutons cês deux équations :

FPj-PP_' _ FSJ-PS _ 2_OS
M'il' ~~ ll'S ~~ W&'

Remplaçons, dans Ia prcmière équation, FP -j- F'P' par sã valeur
tirée de Ia dernière; il vicnl, en résolvant par rapport à M'R",

(4) M'R» = M'K'8xQS
H'S Xá '

Mais 1'angle R'M'S étant droit, lê point M' appartient à Ia
circonférence décrite sur R'S comme diamètre; de cê point,
abaissons sur 1'axe de 1'ellipse une perpendiculaire M'I; nous
aurons 1'équation

ÍI'U;2=R'IxR'S.

Donc

(5)
a

Observons de plus que lê point R' est, dans cê triangle M'FF',
lê pied de Ia bissectrice de 1'angle F'M'F; lê point S est de
même lê pied de Ia bissectrice de 1'angle extérieur au même
triangle, cê qui fournit lês proportions

(6)

F'R' M'F' OF+OR' M'F'
Flí^MT' oubien OF^ÕF = ÍFF
SV' _ M'F'
SF "~4I'F '

OS + OF M'F'
OS — OF ~~ iTF '

155SUR I/ELLirSE.

conséquent, en prcnant Ia somme et Ia différence dês
rapport :

OR' M'F'—M'F

ÕP~"M'F' —M'F"

Les triangles M'IF', M'IF, rectangles enl, donnent lês égalités

T7P-,, jpp2==ÍF'2-IF2=(IF' + IF)XÍlF'-IF) =
(g, Ml' -M ==2c[OF+OI_(OF_0l)i;=4cxOI.

De même
(M'F' + M'F) X (M'F' — M'F) = 2nx(5I'F' — M'F),

Ia x (M'F' — JI'F) = 4c x OI,
Donc

et
(10) M'F' — H'F = — X OI,

Substituons celte valeur dans lês équations (1); ilviendra,
en résolvant par rapport à OR' et OS,

(11)

— X OI

OR' = OFX = OFX

OS = OFX q
2a a-

; OT
-XOI
a

;. La quantitè R'I étant égale à ia différence OI — OR', on a

Donc enfin, en substituant lês valeurs de R'I et de OS dans
l'équation (5),

(12)
V- a?

OIXÍ?-XÕÍ 6«
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ACCÉLÉRATION DANS LÊ M01IVE5IEKT RAWORTÉ A DÊS COORDONNÉEs;

POLAIRES.

l»

ES COORDOSSÊES POLAIRES. ÍE'5

W et une dircclion perpendiculaire, MN.
Ia composante suivant lê rayonvecteur,

107. Supposons que lê mouvement d'un point M s'acco JH ur Ia composante perpendiculaire au rayon

plisse dans un plan, et qu'il soit r^li ^ ** „», - í, «n • = > S 3 +" ̂, ran
porte à dês coordonnées polaires
OM=r, et amjle MOA = 0. Lês deu*
coordonnées sont exprimces en fonc-
tion du temps t. On demande l'ac,
célération totale du mouvement de
cê point.

Du point M, abaissons une pefl
pendiculaire MP sur 1'axe OA, et rapportons lê point auxf
coordonnées rectangles

OP = x = r cos O,
PM =)/ — )• sin fl.

L'accélération totale a pour projection sur 1'axe fixe OA Ia

quanlité jx=-j-^ • projefée sur 1'axe fixe OB, perpendiculaire à

cPii
OA, elle a pour projection jv = ~ . Nous allons exprimer cês

deux accélérations en fonction dês coordonnées r ei 9.
Pour cela nous prendrons lês secondes dérivccs de x et de y

par rapport au temps t. II vient successivement :

dx dr dO

On trouve dans cês formules lês termes dí2

_ r. _ qui représentent, lê premier Y accéléraüon de glisse-
\dtjment du point lê long du rayon ; lê second, Yaccélération tan-

gentielle dans lê mouvement de circulation du point M aulour

du point 0; lê troisième enfin, — r( y ) , Yaccélération cen-

tripète dans cê même mouvement de circulation (§ 95). Un

quatrième terme, 2 -n y-, represente une accélération complé-

mentaire; ellc resulte de Ia rotation dês directions suivantles-
quelles on décompose Taccélération totale. Nous retrouve-
rons ees formules, quand nous donnerons Ia théorie géné-
rale de 1'accélération dans lê mouvement relatif .

108. Supposons, en second lieu, que lê mouvement du point
s accompiisse dans l' espace, et soit rapporte aux coordonnées

r, 9 et?, dèfmiesaug 65.
Passant aux coordonnées rectangles , nous avons

. dy_ dr
' dt~ dt
d-x d-r
~áP=~dP

d-y _ d-r

d9OS 9 — .
dt

dr . d6
-n sin S —
dt d t

dr dB
diC056di

et prenant lês dérivécs par rapport au temps,

Au lieu de décomposer Faccélération totale parallèlement
aux directions fixes OA, OB, nous pouvons Ia décomposer suj-

rlfí •
g sm 6 cos o + r cos 6 cos o % - r sin O sm y gj ,

, J n (í?

Jsin6sin ?+r cose sin ?^

(ir



£' sin fl si« ? +2 ' cos O sin ? + 2

TIIÉORÈME DÊS AIRES. ^

1p rav0n vecteur mené à chaque instant du
(le teue sorte que i J dang cc ̂  décrive en temps

l0bH^IàunP! tales- cela pose, 1'accélération íotale du
dirlgée suivant h droite MO, dans un

ayant une grande importance dans Ia
en donnerons plusicurs démonstrations.

.s lê mouvement du

Lathéorie de 1'accólération-dans lê mouvcrnenl relatif nous
conduirait aux mômes expressions. Remarquons seulement
que 1'accéléralion íotale a pour composantcs lês 8 accéléra-
tions suivaníes:

-j-j, accélération du mouvement de glissement;

d-6
r -rir, accélération tang-entielle dansle mouvement de circulalion en latilude;dt-

d - f , accélération tang-entielle dans lê mouvement do circulation en longi-rsmfl -Tj r , ,
dt3 tude ;

— '' f 77 i' acc6'ération centripéte du mouvement de circulalion en lat i tude,

- „ /rfo\2, accéléralion centripèle du mouvement de circulation en lon-— r sin O l -77 l . ,
\dt J gitude;

dr dH'
* dt dl

dj d?
r dt dt

dr f/y
* dt dt

Accélérations complémentaires duos inv rr
rayon OM autour du point ó. * m°OTemcnts du

TIIÉORÈME DÊS AIRES.

109. Lê théorème dês aires consiste dans 1'énoncé sui-
vant :

On suppose qu'un point mobile M se meuve dans un plan,

epomtOcommepôleídaasunteinps

E ment pelit dt, lê rayon yecteur MO
£SourduPo\ntOunea^ men-
L e M O M ' , q u i a p o u r n i e s u r e A r í í 6 , a

infmiment peüts d'ordre supeneur ^
- Ia proportionnalilé dês aires de-

ri
Ia p roporonn
aux temps employés à lês déerire entraíne dono Ia

relation
= Acíí,

Aélanl un coefficient conslant qui represente Taire décrite
parle rayon vecteur dans l'unité de temps. Wlféraitions
cetteéquation en traitant dt comme une constante, d viendra

rdrdO + í,ra-d-6 = 0,

ou bien , en supprimant lê faclcur r et en divisant par { dt\

Or lê premier membre de cette équatíon n'est autre chose
quelacomposante de 1'aceèlèralion tolale projelée sur une
perpendiculaire MN au rayon vecteur OM (g 107). Letie com-
posante est nulle, et, par suite, 1'accélération íotale esl üin-
gée suivant lê rayon Yecteur.

Elle a par conséquerit pour valeur
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et comme

on a aussi

THÉORÈME

(IO _ 2A
dl fí '

= í _ r _ r - 4 A s cPr 4 V
^ > X T T = ̂ -J--

•1L'accélération toíale peut donc s'exprimcr dans cê cas en
fonclion du rayon vecteur et de 1'accélération de glissement

110. Seconde démonstration. — Nous allons rapporter lê
mouvemenlà deuxaxesrecíangulairesmcnés par lepoin tO,e(

démontrer la reciproque de la propo-
£z sition. -í

-—^V Lês composaníes de 1'accélératio
^ v* 2 tofalc projeíée sur lês axes sonty\

ü|

'g. 100.

o, „

ou Lien

x dy dx

*di—!ldf

cetíe équalion est donc

enappelaní2Ala constante. Orce í tecaua t ion iLUÜ cquation nous apprerid
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la vitesse aréolaire du rayon OM est constante (g 55), et

16 ^f^oSème^émonstration. - Onpeut déduirela démon-
. tion du théorèine ou plutôt de sã reciproque, de 1'équa-

^ n r\ ntion du § 96 :

SoientM, M', deux positions successives infiniment voisincs
du mobile; menons lês rayons OM, OM',
et lês tangentes MT, MT à la trajectoire.
Soit Ileur point d'in!ersection. L'angle \>.
est l'angle de la direclion du mouve-
ment avec la direcliou de 1'accélération
totale, c 'est-à~dire a v c c M O ; y. + dy,
será 1'angle de la tangente MT avec lê
rayon M'0 ; 1'anglc T'IT est 1'angle de
conlingence, dw. Exprimons que la
somme dês angles du quadrilátero OMIM' est égalc à 4 droits
il viendra

(ir — ,j. — du} + (TI — da]

Onendédui t

et par suite

Mais

et

l'équation devient

dv d'J
•v tang [i. tang

dtj
tang 11.

<.v _l_
v r tang/*
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Intégrons:
TIIÉORÈME

vr sin //. = constante.
>|

Or v x r sin \>. x dt est le double de 1'aire décrite dans ie
temps dl par le rayon vecteur mené
du point O au mobile, car c'est ]e

produit de 1'arc parcouru vdt, par

Ia disíance, r sin;;. = OP, du pòle à
Ia direcíion de cel are.

Si 1'accélération totale avait été
dirigée suivunl le prolongemcnt de
OM, Ia írajectoire aurait tourné sã
convexité du côíé du pòle, et l'on
auraií eu

ou bien

mais en même temps

Fig. 102.

tan e / í =+!£«.
dr

Le résultat final aurait donc éíé le mème
112. Démonsíration géométrique. — Nous common

par établir un lemme prélirninaire. C01"raencerons
Étant donnés un cercle OB et un point O n™

onménepar lepoin iüunesécanteq ' S^ ?'
cercle en un second point C; puis on détérmin ' ^
cante un point E (ei, que lon ait

= ,

K é í a n t u n e longueur constanfp T P im,, i
determine est une droite p Sicu a e/? "T*
sant parle point O et le centre du "l" ^

n e f f e S U k "'"10r2 n=P. LepomtDsera un point dulieu. Jog-nons

DÊS AIRES. 101

m T P rmadrilatère ECBD será inscriptible dans un cercle,
DEetCtí-^4
envertudeTégalite

OCXOE = OBXOD.

s aneles opposés C et D de cê quadrilatère sont sup-
>es Or 1'angle OCB, inscrit dans Ia demi-circonfé-

,^J, estun angle droit; donc
VaneiB D est aussi droit, et par suite
le point E appartient à Ia perpendi-.
culaire élevée sur Ia direction OB en
un point D, determine deposition. La
perpenclicubireDE est le lieu cherché.

Revenons à Ia proposilion princi-

pale.
Soit MIÍ Ia trajectoire plane décrite par le point mobile, et

soitO le centre fixe autour duquel son: décrites lês aires.
Prenons deux posilions successives três voisines, A et A',

du point mobile sur sã trajecloire;
menons à Ia courbe dês tangentes AT,
AT, en cês deux points; du centre O,
abaissons sur cês tangentes dês pcr-
pendiculaires OT, OT'.

Soit v Ia vitesse du mobile à son
passageenA. Le produil |^xOTxc/í
será l'aire infiniment pctile décrite
pendant le temps dl par le rayon
vecteur AO; Ia vitesse aréolaire du
point mobile est donc f t > x O T ; et
comme elle est constante en veria
de Ténoncé, le produit v x OT est
constant. Appelant K2 Ia valeur con-
•stante de cê produit, nous obtien-
arons Ia vitesse du mobile au point A,
6n Prenant sur Ia direction de Ia per-
Pcndiculaire OT une longueur OE telle, que

Fig. 105.

• m

OTxOE = Ks.
41



li

162 THÉORÈME

De même, prenons sur Ia perpendiculaire OT' à Ia
A', une Inno- i ipnr . w t""~• — •" ^'^""^uwire

en A , une longueur OE' telle, que OT'X OE'
sentera Ia vitesse!;' du mobile au point A'. :K2;

____ ~~-v i.lA ^JVLLH, ti .

Lê lieu géomélrique dês points E, E' ainsi obtenu e

résultat de Ia transfbrmation connue en géométrie son l
noin de transformation par rayons vecíeurs reciproques H- , ] 6

courbe lieu dês points T, T', courbe qui est Ia podaire foí
trajectoire MNpar rapport au point 0.

Or Ia construction de Ia ligne EE' revient identiquernentàlf
construction de 1'indicatrice dês accélérations ; car, pourcon
struire celte dernière courbe, on n'a qu'à menerpar un poim
O' une droite 0'F proportionnelle et parallèle à Ia vitesse du
mobile au point A, puis une droite 0'F' proportionnelle et pá-
rallèle à Ia vitesse du mobile au point A', cê qui équivaut à
prendre 0'F=OE et 0'E'=OE'; lês directions 0'F, 0'F'sont
perpendiculaires à OE, OE', et par suite lê triangle OEE' n'est
auíre que lê triangle 0'FF' qu'on aurait fait tournerd'unangle
droit, de gaúche à droite, pour lê ramener ensuite parallèle-
ment à lui-même, de manière à faire coincider lê point O'avec
lê point 0. La direction de Paccélération totale du moLile ;
au point A est parallôle à FF'; donc elle est perpendiculaire :
àEE'.

Lês dcux tangentes AT, A'T' se coupent en un certain point |
B, et lês points T et T', sommets dês angles droits OTB, OT'B,
sont situes sur Ia demi-circonférence décrite sur OB comme ;
diamôtre. Lês deux points E', E, determines par Ia condi- |
tion

appartiennent, en vertu du lemme démontró tout à 1'heure,
une droite EG perpendiculaire au diamètre ÜB. Donc 1'éle-
ment EE', auquel 1'accélération totale est perpendiculaire, est
lui-même perpendiculaire à Ia direction OB.

A Ia limite, lês poinis A et A' se rapprochent indéfiniment,
et par suite Ia direction OB se confond avec lê rayon vecteur

OA. Donc Ia direclion cie l'accélérution totale est Ia directioB

du
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nvecteur mené du point mobile au centre dês

a'reS' -erait facilement, en suivant une marche inverse,
®° ^ e du théorème : Quand l' accélération totale d'un

Ia recip ^ ^ constamment dirícjée vers un centre fixe
""T 'tesse aréolaire du mobile par rapport à cê centre O est

ü te ou en d'autres termes, lês aires décrites par lê rayon
^ MO croissent proportionnellement au temps.

ux roositions reciproques, l'accélér

Kg. 105. Fig. 106.

vecteui" MU truMot-»." f. -,--
Dans cês deux propositions reciproques, 1'accélération peut

d'ailleurs ôtre dirigée dans
lesensAO(fig.l05),oudans /
lê sens opposé (fig. 106),
suivant que lê point O est
situe dans Ia concavité ou
en dehors de Ia concavité
de Ia trajectoire.

113. En appliquant lê théorème de Ia projection dês accé-
lérations sur un plan, on démontrera facilement lês proposi-

tions suivantes:
Lorsque l'accélération totale du mouvement d'un point dans

l'espace est constamment dirigée de manière à rencontrer une
droite fixe, Ia vitesse aréolaire du mouvement projete orthogo-
nalement sur un plan normal à cette droite est constante, lê pied
de Ia droite fixe étant pris comme centre dês aires. — La reci-
proque est vraie.

Lorsque 1'accélération totale du mouvement d'un point dans
J' 't espace est constamment dirigée vers un point fixe, lês mouve-
ments obtenm en projetant orthocjonalement cê mouvement sur
troisplans rectangulaires menés par cê point fixe comme origine
on tons trois dês vitesses aréolaires constantes autour de r ori-
gine. — La reciproque est vraie.

un Peut ajouter que, dans cê dernier cas, lê mouvement
ans l espace est nécessairement contenu dans un plan.

n effet, rerenons à Ia construction dês accélérations to-
ales :^deux tangentes consécutives AB, A'B', sont situéesdans

UI1 même P^n, qui est lê plan osculateur de Ia trajectoire;
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ce plan contient Ia direction A'B de 1'accélération tola! j
par suite passe par lê point fixe 0. Lê plan dês tangentes A' l

A"B", passe aussi par lê point O, et com
il a , outre lê point O, une droite Aml
commune avec lê premier plan ji
fait qu'un seul et même plan avec l -6

On prouverait de même que lê plan j '
tangenles A"B", A'"B"', coincide avec Jl
plan dês tangentes A'B', A"B", et ainsidJ
suite, de sorte qu'en dcílnitive tous U
éléments successifs de Ia trajectoiresontl

situes dans un même plan, qui passe par lê point 0. La COM
stance de Ia vitesse aréolaire du point mobile par rapportà
ce point O existe donc aussi pour ce plan, comme pourles '
mouvemenís projetes.

DÉTEHMlNATlON GÉOMÉTRIQÜE DE I/ACCÉLÉRATION TOTALE LORSQÜE ifl

VITESSE ARÉOLAIRE EST CONSTANTE.

114. Lorsque lês aires décrites par lê mobile autourdui
poirit O sonl proportionnelles aux temps, 1'accélération totale l
est constamment dirigée de Ia position du mobile vers lê ceam
ire 0. Reprenons Ia figure qui nous a servi à établir ce théj»
reme (fig. 104 et 108) ; nous savons que OE, OE', represe™
tent lês vitesses v, v', du mobile aux points A et A' de Ia traS
jecíoire; E E' est donc par construction égal au produitjcíí de j
1'accélération totale par lê temps três court que lê mobile
emploie pour aller de A en A'. Proposons-nous d'évaluer j-1

Nous savons que OT xOE = OT'x OE'.
Donc lês quatre points T, T', E, E', sont sur une môtne cif'm

conférence, et nous avons Ia proportion
EE/_ OJ3
TT' OT''

Remplaçons EE' par jrfí, et résolvons par rapport à j '•

CESTRALE. 105

J —
TT'xOE
OT' X dt'

CESTRALE. IDO

l OTT'B, 1'arc TT' correspond à un angle
Dans le^CLi est Vangle de contincjence de Ia trajrc-

inSCrítLe diamètre OB de ce cercle

Se infin^ent P6U ̂  7'° VTdlf HA -f appelons dio l angle de
^ nlnV exprime en partics du

1'an-le du a pour mesure
,iiié depare TT' dans lê cercle

lü ij.OHlt; uc rjrjv

àont lê rayon estír; donc d<o=-p

étTT' = «^- Nous Pouvons aussi'
dans 1'équation qui nous donne j,
remplacer OT'par OT, avec lequelOT'
-econfondàlal imite.

Enfin,Tnin OE=;>e,,OIxOEx l !1=|OTx» í l l r |;*
décrite par lê rayon vccteur dans lê temps dt, ou eníin l air<
du secteur infiniment pctit OAA'. Donc

n D _ 2 ( O A A O

Substituant cês valeurs, il vient
rã t.

dt

( ' On peut observer que^-' est Ia vitesse de l'aire décritepar
c^

lê rayon OA, vitesse qui, par hypothèse, est une quantité con-
7

ante, et que ̂  esí Ia vitesse de l'angle décrit par Ia tangente
Cl C

a Ia trajectoire.

Í
s Pour transformer cette expression, introduisons lê rayon
àe courbure p de Ia trajectoire au point A. Lê produil p X^w
ftst Ia valeur de 1'arc AA'; et par suite

p X da x 4 OT = aire OAA'.
Donc

2 aire OAA'd"=-^tyr>
da _ 2 aire OAA' _ l _
dl ~ d t px"uT' l
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Substituons dans Ia formule:

, ( O A A ' ) _ 2 ( O A A ' )
' dt

OAA'

dt X
l

p X O T

Lê rapport -^ est constant en tous lês points de la , .1

i - -
.

toi-L-aceélération ; varie dono proporüonnelle^

OA
ACXOT3 '

le point C de la normale AG étant le centre de courbured
trajecíoire au point A (fig. 109). ProJ '
le point G en I sur la direction AO; les dl
tnangles AIC, OTA sont semblables, car il
ont les angles CIA et OTA égaux comme
droils.etles angles CAI, AOT, égaux comme
alternes-mternes. Donc nous avons la pró-
Tíí-iní-í ̂ ^ 'portion

Donc

et par suite

OA
A G :

OA

AC x ÕT'

OT
AI'

1

AI X Õf a'

_ 4 /OA£\ ^ !
^ l dt) X

A I xõf2 '

Si nous appelons v. 1'angle que forme 1'accélération total j
aveclad i rection du mouvement, 1'angleOAT será égal àn-n,
et par suite nous aurons

OAA'

OT = r sia /,.,
AI = p sin fí.

Faisant enfin —_ = A, vitesse aréolaire constante

aurons pour 1'accéléraiion totale

J=:

HOUVEMENT DÊS PLAKÈTES. 167

) l tCATIONAU MOUVEMENT ELUPTIQUE BES PLANÊTES

aue cliacune dês planètes du système
" . ., 71 T __ f„..„.,„ n\

elliuse dont le soieu occupc i «» u.™,^.», et
menédu soleil à cette planète décrit desaires

'^'^THmmédiatement de cette seconde loi que 1'accé-
0nCtlaLTelaplanèieestcon

• -,e vers le soleil; U
stean^,^.'cetteaccélération.

lit PP' = 2« le grand axé de
relpse décnte par la planète;
S i'un dês foyers de celte dhpsc,
°' . i- „„!„;! T.'anrAlf>-

suivantAS.etelleapourvaleur

4A
3 ~~ r2p si

Dans cette équation, A designe la vitesse aréolaire, ou le

rapport ̂ , et P = AC le rayon de courbure de 1'ellipse au
etc

point A.
La vitesse aréolaire A esl Paire décrite par le rayon vecleur

pendant 1'unité de temps. Si donc T est le temps d'une revo-
lution entière de la planète, et S 1'aire de 1'ellipse, ou le pró-
ouit icofe, on aura

_ S_^«*A = |— T •

La quantité & est le demi petit axé de 1'ellipse. Elle est liée
au demi grand axé a par la relation

c étant Vexcentricité relative de 1'ellipse. On en déduit

fc = fl V/ l — C2.
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La formule à appliquer devicnt donc

Í7i2a*(1 — C2)

Mais dansFcllipse on a (g 105) 1'égalité sui
suivanlo

«l en resulte

,- =

.,„ ~ i - -- i i- " S Á 2 "

Donc 1'accéléralion to ta le , / de la planète cst à chague in-
stant inversement proportionnelle au carré de sã distance SÁ
au soleil.

Kepler a reconnu plus tard que le rapport = ne varie pás

d'une planète à 1'autre, et il a formule ainsi qu'il suit sã trol
sième loi: Lês carrcs dês temps dês révolutions sont entre e«|
comme lês cubes dês granas axes. j

L'accélération, pour toute planète du système solaire, esl
donc inversement proportionnelle au carré de la distance cjF
cette plancíe au soleiL l

Nous montrerons dans la dynamique comment Newton a pi
déduire de cê faií cinématique la loi de la gravitation ur
verselle.

RECIIEIICIIE DU RAYON DE COURBURE DÊS COURBES PLANES.

|
116. Une courbe plane, AB, peut être définie par une^

^ relation r = f(p) entre le rayon vecíeur
011=: r, émanant du point fixe O, et la dis-
tance OP = ;j du môme point O à la fan-
genleau point M. 11 suffit de connaítreun
point de la courbe pour qu'elle soit entiô-
rement déterminée. Son trace dépcnd de
1'intégration d'une équation

du premicr ordrc.

169RAYON DE COURBURE.

A on demande d'exprimer le rayon de courbure de
Cela p°se> . ,,

I P au poinl M.
laC°Ur<rinonsun point mobile M, parcourant la courbe dema-
Jmag1^ ^ Tay0n 011 décrive en temps égaux dês aires

Dlèr ^yaccélération totale passera toujours par le point O,
• rón appelle» lavilcsse, F- 1'angle OliP que fait Faccéléra-

'e-1" avec. la direction du mouvement, et dw 1'angle de con-
lingence de la courbe au point M, on aura (g 90)

dv da _
v t a n g / t '

en méme temps vp =A, quantité constante. Donc

et par conscquent

v p

cla=— tang/i —.

OP p
= «

cos p =-\ir--ji-,

da = —
df

Dunaulre cote, l'arc ds multiplié par cos^-est cgalà — dr;
donc

dr

Donc enfm le rayon de courbure

ds rdr
tu, = ~dp °



«8 r '
J-'.'

Kl J 'Bit!'.

70 RAYON DE COÜRBüRE DE LA PARABOI.E.

Application à Ia parabole. Soit O lê foyer, A lê sorniDe»
Ia directrice de Ia courbe. On demande lê rayon de ' ^

j jfD bure au point M. Menons Ia tangent ̂
qui divise en deux pariies égalesl'a
OMQ forme par lê rayon vecteur OM
Ia perpendiculaire MQ à Ia directri
Lê point P, projection du foyer sur Ia h
genle en M, est situe sur Ia tangente ip
au sommet, et Ia ligne OPQ est droitp
Lês angles MQP, QOC étant

Fig. 112. ' "~"

M O _ O I >
OP ~ ÕT

La relaíion chcrchée entre r et p est donc

en dóduit

-X
O A X Õ Ã :

OA'

- ?£L = Sp''
°A2 4~^P5

8p5 esf lê cube de 2p, ou de OQ ou, enfin, de Ia normale MN.
4 X OA2 est lê carré de 20A, ou du paramètre de Já courbe.
Lê rayon de courbure de Ia parabole est donc égal au cube
de Ia normale divise par lê carré du paramètre.

TIIÉOBÈMES GÉNÉRAÜX SÜR I/ACCÉLÉBATION TOTALE.

117. Soií AB (íig. 115) Ia trajecfoired'un mobile M.
Considérons lês posifions successives M0, Mn M2,.... M'prl*

sés par cê point au bout d'iníervalles de femps 6, 20, 39,.---
nO. Construisons Findicafrice dês accélérations tota lesww-
Aux propriótés géométrigues de celte courbe auxilia"16

correspondenl desprofiriéfés du mouvemení du mobile. Les

THÉORÈMES GÉNÉRAÜX. 111

nm* 0^''sont respeclivement égaux et pa-
;»'°T':rdumobile auxpoinls M., M l f M,,.... M', et

accélé-
et égaux aux

accéléra-

„ sur Ia direction vj»,
.point «.en,, sur ia d.rec-
tíonOm,,lepointmsen^,
sur Ia direction Om,, et amsi

de suite jusqu'au point m'
qui será projete en y!. Lês
intervalles infmiment petits

• _ .. »n M . m'u/sont
Fib'. 113.

c'est-à-dire dês vitcsses

lis sont ègaux d'un autre cote aux projections dês ares de

1'indicatrice, ou à

enappelant Ix0, ^, ...... v.n lês angles successiís de 1'accélération
totale a\-ec Ia direction du mouvement ; faisant Ia sommc de
cês deux séries, on aura donc

ou enfin, en passant à Ia limite,

»— «o= f j^
t/ÍO

DoncTaccroissemení de lavitesse dumobile entre deux époques
V1' est. egal à lintéyrale, entre cês deux époques, duprodmt de
Vaccélération tangentielle par l'élément du temps.
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On parvient directement à cê théoróme en iníégrant
tion différeníielle

dv .
s = ;«»„.

2" Lês íriangles Om^, Om2m/, Om3ma,... donnent
civemp.nf •sivemcnt :

t-'2 = »? + ./I 02 + 2»,/s O cos //.;i.

Ajouíant cês équations membre à mcmbre, il vient,
primant lestermes qui se délruisent, en sup-

Or Q étant iníiniment petit, lês termes j2ô2 sont dês ínfmi-
ment peliís du second ordre, dont Ia somme esl rigoureuse,-f

ment nulle ; d'un autre còíé, vQ est 1'arc ds décrit sur Ia trajec-j
toire; changeant Ia nolation, nous arrivons à 1'équalion

sursa
de l intégrale, pnse entre cês deux positions, du rroduit

de accelerat^ tangentielle par 1'élément d>arc parcouru

^

da

ou bien

vdv= j cos
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j,s_v2 =2 pjcosuds.
•/>•„

• »„«, sur un axé fixe lê polygone Om0m'0.
V Pn°J O J pris dans lê sensOm', est Ia resultante géome-

• Le 'f Tôtés Om , mtm2, m»m.,... «X; Ia projcclion sur
trÍqUe/eS-té Om' est donc cgale à Ia somme algébrique dês
1>aXe V L de tous- lês autres cotes; appelons a0, «», o,,- «„
^Sés dês cotes «.m,, «,«„... ™X avec 1'axe de projec-
168 et rep ésentons par „„ «.„ lês projections sur Ic même
íx°e

ndes côL Offlo, Om', qui représentent lês vitesses du mo-

bile. Nous aurons
/o<) X COSKQ+ j

j., fj cos«s+ . . . •+-;„ O cos*,,,

ou encore, en représentant par 1'indice x Ia projection sur

l' axé,
m

Vx = v0,x+ l jxãí.

Donc V accroissement entre deux époques de Ia vitesse du mo-
bile projetée sur un axé fixe est éyal à 1'iniégrale , entre lês
mêmes époques, duproduit de l' accélération projetée sur lê même

axé par 1'élément du temps.
La démonstration direcíe se déduirail dela relation

qui donne, en intégrant,

à*_(d*\ = Pfrdt.
Tt \dÜ0 J t.

4» A cês trois théorèmes, il faut joindre celui que nous
awns démontré § 96, et qui consiste dans Ia relation diííeren-
üelle

d» d!i>
v ~ tang/t"
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ou dans 1'équaíion intégraJe

f da
J tang/tv = vae

1'intégraleétant prise sur Ia trajectoire entre lês positions.
M, ou Ia vitesse est v0 et v.

Nous retrouverons cês théorémes dans Ia dynsmique, avej
une autre interprétation.

118. Nous avons supposé que 1'indicatricc dês accéléra-
tions toíales était une courbe continue ; il est facile de voir>
que lês quatre théorémes démontrés subsistent encore lors-

que 1'indicatriceades points
anguleux, cê qui n'empêche
pás lês vitesses du mobile
sur sã trajecíoire de varier
d'une manière continue en
direction et en grandeur.

Mais si Ia trajecíoire ABC
avait elle-même unpoint an-
guleux E, ou si Ia vitesse du
mobile variai t brtisquemenj

de grandeur, l'indicatrice cesserait d'être une courhe conti-
nue; elle se composerait d'une branche ab, correspondanle à
Ia porlion AB de Ia trajectoire, et d'une branche b'c, qui cor-
respondrait à Ia porlion BC. Lês théorémes s'appliqueht alors
séparément aux portions AB, BC; prenons pour esemple lê
second théorème : íl donne pour Ia partie AB

et pour Ia pgrtie BC

Lês vitesses
)*, Ob', ,

W • lê triangle OW,
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cos

1 lê cote bb' represente une vitesse M, qui, com-
Ie1ue. „ pour resultante Ia vitesse vs, nous donne

vl=VÍ + U~— 2í),MCOS (u, D J,

et par suite

,1_^ = 2^V°V<+2J^

= 2 Ç*"J cos/tds + zi'2 — 2w1«cos(!í, «J-
Js

La discontinuité dês vitesses introduit donc dans 1'équation
deux lermes correctifs. On verra dans Ia dynamique quelle
interpretaiion on peut leur donner. Rappelons-nous du reste,
qu'en toute rigueur lês points anguleux dês trajectoires et
íes variations brusques de vitesse sont inadmissibles dans
lê mouvement d'un point matériel (§ 21).

N O T E
SÜB LÊS ACCÉJJÉnATIONS DIRIGÉES VERS ÜS CENTRE

119. Nous avons (§ 114) établi Ia formule

qui donne l'accéléralion lotale j, dirigée suivant lê rayon vecteur MO = r,
du mouvement d'un point M sur une trajectoire MN, quand Ia vitesse aréo-
laire autour.du centre O est constante et égale à Â (fig. l'l 5).

La quantité p est lê rayon de courbure de Ia trajectoire au point M, et
C- est 1'angle que fait te rayon OM avec Ia direction MT du mouvement.

Supposons ensuiíe que lê mobile parcoure Ia mème (rajectoire, dans lê
raème sens, mais que sã vilesse aréolaire soit constante et égale à A autour
dun autre centre O'. Appelons r' lê nouveau rayon vecteur 0'M, et p/ Tangle
ciUilforme avec Ia direction du mouvement. La nouvelle accélération / será
ai"gée suivant MO', et elle aura pour valeur

r'-p sin5 /j/'
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Par lê point O' menons 0'P parallèle à Ia tangente MT à Ia tra
Nous avons, dans lê triangle 0'PM, Fannie
à TMP ou à y, et 1'angle MO'P égai
TMO', on a w — y.'. Lês cotes PM, Chu sói
nels aux sinus dês angles opposés; donc

sin_//_' _ MI _ PM
"sü7/T~(ni ~~T7'

substituant dans 1'équation qui donne lê rapport d
accélérations, il vient

H est facile de déduire de cette proportion Ia valeur de Taccéléralion totale
du mouvement elliptique quand lês aires égales sont décrites en temps égaux

autour du foyer, connaissant Ia loi de 1'accélé-
ration totale du mouvement elliptique lorsque
lês aires égales sont décrites autour du centre.

Soient F, F' lês deux foyers d'une ellipse. La
somme MF -t- MF' dês rayons vecteurs menés
aux foyers d'un même point de Ia courbe est
constante et égale au grand axé 2a. Prenons
sur lê prolongement de FM une quantité
MN = MF' La longueur Fi\ será égale à 2a.Joi-
gnons F'N. La tangente MT divise au point l ,

cette droite en deux parties égales (§86). Si donc on joint lê point I au
centre O, milieu de FF', Ia droite OI será parallèle à FM et égale à Ia mói-tié de FN, ou à c.

Soit j 1'accélération, dirigée suivant MF, quand Ia vitesse aréolaire est
constante autour du foyer F; j' 1'accélération dirigée suivant MO, quand Ia
vitesse aréolaire est constante aulour du centre 0. Menons OP parallèle,
à MT; nous aurons, en faisant FM = r et OM = r', ^

Or (§ 104)

i" *
T étant ia durée d'une révolulion ̂  du point ̂  ̂  ̂  ̂  ̂

Jiais dans

D\KS I.E MOL-VEJIEST ELLIPTIQUE. 177

deux cas, puisque lês vilesses aréolaires sont égales.

_ PU X í-2

;"=~Í33^2"'

leparallélogramme OPJH, PM est égal à OI, cest-à-dire à a.

Par suite

feultat conforme à celui qu'on a trouvé dans lê § 116.
Cette méthode, que nous empruntons aux Príncipes mathématiques de Ia

philosophie natürelle de Ncwton, a Favanlage d'éviter Ia recherche du rayon
decourburedelatrajectoire.

120. Voici du reste une déraonstration encore plus directe1.
- Supposons que lê mobile parcoure Fellipse dans lê sens MM'.
•'•lê lieu dês points N, obtenus en prolongeant chaque rayon FM d'une

quanlilé MN = MF', égale au rayon conjugue, est u n cercle décrit du point F
comme centre avec 2a pour rayon. Nous allons démontrcr que cette circon-
(érence est 1'indicatrice dês accélérations totales du mouvement du point M,
quand on transporte toutes lês vitesses du mobile parallèlement à elles-
mêmes au point F', et qu'on lês fait toutes
tourner d'un angle droit de droite à gaúche
autour de cê point. Ce théorôme suppose
connue Ia proposilion suivanle : dans 1'ellipse,
lê produil FP x F 'I dês dislances dês foyers à
une même tangente est constant ei égal au
carré b- du demi pelit axé. Commençons par
Ia démonírer.

Soit a fangle F'Mi = PMF, que fait une tan-
gentl à 1'ellipse avec lês deux rayons vec-
i
eurs menés à son point de contact; appelous )• et ;•' cês deux rayons. Lê

dans lequel FF' est égal à 1'excentricité 2c, nous donne

4c2 =. r2 + r''- — 2rr' cos (^ — 2x) = )-2 + j-'2 + 2rr' cos 2«.

cos 2a = l _ 2 siif- a ; substituant, il vient

= ,.- + ,.,

est égale à 2a; donc

^ = a" — n-' sin2 a,

démonsíration est due à M. Resal.
OOLLIGSOS.
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et par suite
ACCÉLÊRATION CENTRALE.

n-' sin3 a = r sin K x r' sin a = FP X F'I;

te qui démontre Ia proposition. Revenons à Ia auestin ''
La v,tes.se , du mohi,. H „, donnée ̂  ̂ Jg» pri^

.- , ... r. UJJUOJ

La vitesse w du mobile M

| u X FP = A,
A étant Ia vitesse aréolaire constante.

Donc

2A 2A

et, en observantrvant que lê double de F'I est égal à Fíí,

» = #**•«. 1\]

Lê rayon vecteur F'N de Ia eirconférence lieu dês points N est pron
tionnel à Ia vitesse v; il est de plus perpendieulaire à Ia tangente III ^L"
à-dire à Ia direction de cette vitesse. En faisant lourner lê rayon F'1J d'i
angle droit, de gaúche à droite, autour de F', on 1'amèriera á être paraSI
à Ia vitesse w; et par suite Ia eirconférence lieu dês points N peut,J
Ia rotation d'un angle droit autour de F', servir d'indicatrice dês accéL
tions totales pour lê mouvement du point M. II

Considérons deux positions infiniment voisínes, M et M', du mobile; deux
points infiniment voisins, N et N', y correspondent sur Findicatríce; 1'arc
iW, pris dans lê sens KN', represente, à Féchelle de Ia figure, Ia Tfitesse
acquise élcmentaire jdt, et l'on aura

jdl = '^ X N-V-

t ̂  P-pendicuiaire à

".' abaiSS°nS 3IK PerPendicU,aire en
" ̂ ^ 'M f J1 dans Ie

Donc

MK = íiiííí
W

Lês triangles semblables FJ1K, FNN'

Donc

donnent de plus
IW' = FN__ Ia
M K Fií ~ FJI'

F3I IMI x fJ

TP,.UECTOir,E. 179

limite q
uand MM' devient infiniment pelit. Donc

i encere

en observant

A =

De Plus (§ 109)

12l'. Proposons-nous de résoudre d'une manière générale lê problêrae

suivant:Sachant que Faccélération lotale j d'un point mobile M est con-
slamment dirigée vers un centre fixe O, et qtfelle est exprimée par
une fonction, f (r), de Ia distance MO, trouver Ia trajectoire et Ia loi du mou-

vement.
Nous avons déjàrésolu (§ 105) un cas particulier de cê problème, celuioú

Ia fonction / (r) est proporlionnelle à Ia dislance r. Dans cê cas , Femploi
dês projections sur deux axes rectangulaires conduit três rapideraent à Ia
solulion, parce que lês équations du mouvement s'intègrent séparémcnt.

H n'en est pás de mème quand Ia fonction f (r) est plus compliquce. On
peut alors suivre une dês mélhodes que nous allons indiquer.

1° L'accélération étant toujours dirigée suivant lê rayon MO, Ia vitesse
çeolaire est constante; représentons-la par A, quantité constante qu'on dé-
êrminera plus tard. Nous aurons Téquation en coordonnées polaires

l r'-dd = Adi.

uation suppose que l'on compte positivement Faccélération dans lê
seus centrifuge OM, et négativement dans lê sens centripète MO.

iaW aS°nS<?.par la fonclion donnée f (r); nous aurons, pour lier lês va-
t et t, féquation différeníielle du second ordre :

4A3
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Cetle équalion s'intègre en multipliant par 2 -=- dt\e premier

lê second par *idr; il vient, en désignant par C une constante

e( par suite

dt=-
dr

1 f ( r ) d r -

Lê radical doit être pris avec lê signe + si dr est positif, avec lê signe — -,
est négatif, de manière que dt soit toujours positif.

Intégrant une seconde fois, et appelant G' une seconde constante, on a

f dr
t = C' + j -

Cette équation fait connaitre í en fonction de )•; on obtient ensuite réquatiodl
de Ia trajectoire en remplaçant dt par sã valeur en )• dans Féquation desl
aires; cê qui donne

équation qui s'intègre encore par une quadrature.
2° On peut aussi se servir de 1'équalion démonlrée dans lê § 117 :

»2 — v0- = 2 / j cosfj. ds ;

u. étant 1'angle fait par Faccélération avec Ia direction du mouvement, on
a ds cos u. = dr, et par suite j cos p. ds = f (r) dr. La quanlité va est une

constante, et 1'équalion precedente, dans laquelle / f (r] dr est une, nou-

velle fonction F, prend Ia forme

h represente une constante arbitraire.
Mais

Donc

L'équation dês aires

dr'- + r*dü*
^ = h + F (r).

4 )-2 dO = Arfí

181

oa

. «,,'nn oeut résoudre par rapport ã áe, et intégrer ensuite par
u"1 quu" f

sur cette question avec plus de détails dans Ia dyna-

mique.



LIVRE III

»ES SYSTÈBIES INV ARIAB1ES

CÜAPITRE PREMIER

ÉTUDE DÊS M O U V E M E N T S D'UN S O L I D E

DÉFIJXITION DÊS SYSTÈMES ISVABIABLES.

122. On appelle en mécaniquesí/stèmeintwia&le un cnsem-
ble de points dont lês posilions relatives ne peuvent être alté-
rces. ün corps solide naturel est àpeuprès dans cês conditions:
il y est àpeu près seulement, parce que lês forces qui agissent
sur lui, si petites qu'el!es soient, en altèrent légèrement Ia
forme. Aussidésigne-t-onsovwentlessystèmesinvariables sous
lê nomde solides géométriques, par opposition aux solides natu-
rels dont 1'invariabilité n'est pás absolue. Un systòme inva-
riatle n'est, après tout, qu'une conception de
l'esprit, et l'on n'en rencontre point dans lês
aPplications.

Supposons qu'un système invariable soit
composé de n points distincts. Prenons parmi

pés n poinls trois points particuliers A, B, C,
non en ligne droite. Lês distances AB, BC, AC,
sero.nt dês quantilés constantes, que l'on peut
supposer connues. Pour definir Ia position occupée dans lê
système par l'un quelconque, M, dcs?i — 3 aulres points, on
donnera lês trois distances MA, MB, MC, de cê point aux trois
Points A, B et C. La position effective du point M reste encore
am*>iguè avec cês données; car lês distances MA, MB, MC, con-
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vienncnt également au point M', symétrique de M
au plan ABC. La posilion relalive dês n points será a
tièremenl définie, sauf cette ambiguité, si l'on donn °
trois disiances AB, BC, AC, ou lês Irois coles du triano-i'
2° lês trois disiances à A, à B et à C, dês n —-3 autrp° .
Lê nombre dês données nécessaires pour definir Ia form líf8'
système de w points est donc égal à Utl

1S5

3 + 3 X (n — ô),

ou bien à Sn — 6.

123. Cherchons ensuite lê nombre de conditions néces-Í!
saires pour definir Ia position d'un système invariable dana
1'espace.

Prenons encore trois poinls A, B, C, du système, non en]
ligne droite : Ia posilíon du système será entièrement définie.1
dês que lês trois points A, B et C serorit connus de positionji

On peut rapporter Ia position de
cês poinls à trois plans rectangu- •
laires XOY, YOZ, ZOX ; soient, pari
exemple, a, b, c lês projections desl
trois points suiTun , XOY, desplansl
coordonnés. La position du premiara
point A será connue par lês troisl
coordonnées x, y, z de cê point. L|
position du second. B, n'est plus

Fig. 119.

position du second. B, n'est plus
alorsenlièrementarbitraire; car, Ia distance AB étant donnée/
lê point B se trouve sur une sphère décrite du point A comme
centre, avec cette distance AB pour rayon. II sufíira donc de.
donner deux dês coordonnées du second point B, par exemplo
a;t et yt, qui définissentla position du point b dans lê plan X0|;
Ia troisièmecoordonnée z. du poinlB s'en déduira en cherchant

* l n1'inlersection de Ia sphère avec Ia droite menée par lê poinf «
parallèlement à OZ. Celte droite coupe Ia sphère en
points, et lê point B cherché est l'un ou 1'auíre de cês p
Lês condilions particulières de Ia question que l'on traite
queront celle dês deux solutions qu'on doií adopter

choix
CB, à deux P

DUS SY.STÊMES I5VÀRUBLES.

lê Iroisième point C, dont lês distances CA,
^ gont connueSj est assujetti à se trouver

, e c e de cercle qui a son centre sur Ia droite
sur u»e circ .̂  .^ n>y a qU'une coordonnée à fixer pour que
AB, <m Par ̂  ce' int so;t connue. Si l'on donne Ia coordon-
la PoslU°"r exemp]e, lê point C será à 1'intersection de cette
^ilífàrence avec Ic plan menè parallèlement à YOZ, à une
C- x de l' origine. II y aura encore ici généralement deux

S° En resume, Ia position du système est délerminée si l'on fait

connailre :
Lês Irois coordonnées, x, y, z, du poml A,

.Deux dês coordonnées, ̂ , yu du poinl, B,
, Et une dês coordonnées, a;s, du point G,

cequi fait en toul six conditions.
l On prouverait de mème que Ia position d'une figure invaria-
feietracée sur un plan, ou plus généralement sur une sur-
face, est déterminée quand on fixe Ia posilion de deux de sés
points, ce qui exige trois conditions, et que
lê nombre dês condilions nécessaires pour
definir lês posilions relativos de n points for-
raant une figure invariable siluée sur un plan
ou sur une surface est égal à 2?i — 5 : savoir
Ia distance AB de deux points A et B pris dans
Ia fsgure, et lês deux distances MA, MB, de cliacun dês n. — 2
aulres points à cês deux-là : en tout l + 2 (n — 2) = 2 n — 3.

124- Lê mouvement d'un système invariable dans l'es-

tiucl' PCUt êUe entii::rement (léfini Par six équations dis-
rn .

eqUations Par exemple dèfmiront lê mouvement du
donnant les coordonnées a;, ?j et z de ce point en
temps t;

s déíiniront lê mouvement du point B, en fai-
Et uae S coordonnées x, et Vl-

nant son 011 défmira le mouvement du point C, en don-

Fiir. 120.
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On reconnaítrait de même que lê mouve^ent d'

II est essentiel d'observer, à cê propôs, que (outes lês
ne donnent pás une égale liberte aux figures qui y sont tra"
cées de se mouvoir sans allération de forme. 1° Le plan et i
sphere permetlent dês déplacements dans tons lês sens, l'a
infiniment petit AB pouvant être ameno à c < "
égal. A'B', quelle que soit la position de celu
droit _à base circulaire permet aussi dês
figures dans toute direction langente à la surface;
1'arcAB, pour être amené sans deforma

1'arc égal A'B', doitfaire avec lês généralrices rectilignes de la
surface le même angle que A'B'. 3° Lês surfaces de révolution,
lês surfaces cylindriques en general, et lês surfaces hélicoií-
dales ne permeítent que dês glissements dans dês directions
uniques: à savoir le long dês parallèles, le long dês généra-
trices droites, ou enfin le long dês hélices. 4° lês autres sur-
faces ne peuvent servir de guides aux figures ínvariables qui
y sont tracées, et lês fixent dansla position qu'elles occupent.

MOÜVEMENTS SIMPLES DÊS SYSTÈMES INVARIABLES.
• TIUMSLATION.

M

pnen

dês porlions de írajcctoires
égales et parallèles.

£a posiíion du sysíèmeà une époque
quelconque esi entièrement déíinie par
'es positions de trois de sés poinis non
enlignedroite. SoientM,]NT,P, cespoints,
Soit AB la trajectoire du point M,
Ai B4 la trajectoire du second poiní N,

/;/,, 7 v ^ BS la íraJectoire du Iroisième, P,
hgne droite avec lês deux premiers. le mouvement du

Fig. 121.

TRASSLATION. -187

scraune translation, si lês trajectoires AB, A^, ASB2 ,
• , ^ro;s positions parallèles entre elles d'une seule et même

courbe.A un certain moment, lês trois points occupent sur cês trois
l iectoires jes pOSitions M, N, P; à un autre moment, le point
M s'est transporte en M', le poiní N en N', et le point P en P';
le triangle MPN est venu en M'P'N' sans altération de sés
cotes. La courbe A'^ n'est, par hypolhèse, autre chose que
la courbe AB déplacée parallèlement à elle-même d'une quan-
tité M N ; on a donc à la fois M'N' = MN, et are NN' = are MM'.
On voit de même que are PP' = are MM'. En definitivo,
le triangle M'I"N' a sés cotes respectivement parallèles à
ceux du Iriangle MPN. II en serait de môme de tous lês
triangles formes en joignant dans le systèmetrois points non
en ligne droile; de sorte que, dans cê genre particulier de
déplaccment, lês ares décrits à la fois par lês divers points
du syslème sont égaux et parallèles.

Si, au lieu de considérer lês positions du système à deux
époques quelconques, nous prenons cês positions à deux épo-
ques infiniment -voisines, le point M décrit, dans 1'inlervalle
de temps infiniment petit qui separe lês deux époques, un élé-
ment recliligne MM' de sã trajecloire AB ;
et tous lês autres points N, P, décrivent
dês éléments NN', PP', égaux et parallèles
à MM'. II en resulte que lês vltesses de tous
lês points, dans le mouvement de transla-
tion, sont égales et parallèles : parallèles,
parce qu'clles ont pour directions lês
directions dês éléments MM', PP', NN'...;
égales, parce qu'ellcs expriment le rapport de 1'cspace par-
cou.ru MM', NN', PI", qui est le même pour tous lês points, à
l intervalle de temps dt employe par le corps à passer de la

première position à la seconde.
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ROTATION.

. 123.

126. Lê sccorid mouvcment simple d'un système solid
lê mouvement de rotation. st

Supposons lê syslòme lie invariablement à une droite f ''
AB, qui será l 'axé de rotation; si Pon abaissè d'un dês poj f

mobiles M une perpendiculaire MP sur Afil
lê mouvcment du systcme Jaisse conslanil
ccíte longueur MP. Lelieu décrit par Je point M
est donc une circoriférence, dont íe centre P
est si tue sur 1'axe AB, et dont Ie plan est
perpendiculaire à cet axé. Un autre point N d u
système décrit une seconde circonférence, donl
lê plan esl perpendiculaire à AB, et dont l|

centre est un point Q, projection du point N sur 1'axe. Parle
point P, menons PN4, cgale et parallèle à QN. Joignons NN,
et NtM. La droiíe QN éíant perpendiculaire à 1'axe PN,,
parallèle à QN, est aussi perpendiculaire à AB, et appártient
au plan du cercle décrit par lê point M. Mais NN4 est égal ei
parallèle à PQ, cote opposé du parallélogramme QPNtN. Donc
NNj est perpendiculaire au plan de cê cercle, et par suite
à Ia droite NtM qui passe par son pied dans cê plan. Lê trían-
gleMNN, est par conséquent rectangle en Nr Lê cote NN4 de
1'angle droit n'est pás altere par lê déplacement du solide,
puisqu'il est constamment égal à PQ. L'hypotènuse NM ne 1'est
pás non plus, puisque Ia distarice dês points N et M est suppo-
sée invariable; donc lê troisième cote MNt est conslant pendant.
lê mouvement. Or MNt est aussi lê troisième cote d'un trianglc
PNjM, dans lequel lês cotes PM et PN, = QN restent constants;
et, comme il est constant lui-même, 1'angle MPN4 reste con-1
stant aussi.

Donc, enfin, dans lê mouvement de rotationd'un système sol®
autour d'un axé AB, 1'angle MPNj de deux raijons MP,
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du système perpendkuhárement u l' axé,

atlgle
rayon

, , ,, p
alaissés de ae i-
r este CW ^f ray0n MP décrit dans lê plan du cerde MP un

rès petit pendant un lemps dt três comi, lesecond
rlpcrira dans lê plan du cercle NQ cê mème angle
<"- fía

. de sorte que Ia vitesse angulaire ^ será 1a meme pour

v ravons. üonc, dans lê mouvement de rotation, Ia vitesse
p,es deu x I<AJ * fZaire de chaque point autour de l axé est a un meme instant

Zmepour tous lês points du système.
La vitesse linéaire du point M s'obliendra en divisant par dt

l%rc Ires petit décrit par lê poin lM ; or cet are de cercle cor-
respond à uri angle au cenlre égal à cia. Appelons r Ia distanc.)

• MP ; d* étant évaluè en parlies du rayon, 1'arc décril par lê
point M será «b, et par suilo Ia \itessc linéaire du point. M

sera llí^^Xí1: c' est Ic produitdcla vitesse angulaire com-
cíí cít

mune à tous lês points du syslòme par Ia distancc à 1'axe du

point considere.Donc, dans lê mouvement de rotation, Ia vilesse linéaire d'un
point esl lê produil de Ia vitesse amjulaire commune u tous lês
points du système, par Ia distance de cê point à i axé ; et
lês vitesses linéaires de deux points, à un mème instant, sont
proporlionnelles aux distantes de cês points à l\ixe de. rutation.

A.insi, à un môrae inslanl, lês viiesses linéaires dês divers
points d'un corps solide anime d'un mouvement de trunsla-
wn sont égales et parallòles, et lês viiesses angulaires de lous

points d'un corps solide anime d'un mouvement de rota-
autour d'un cerlain axé sont égales ; Ia vitesse linéaire

point particulier du syslème tournant est proporlion-
^ i Ia distance de cê point à 1'axe, et .sã direction fait un
ra^ 8 E°-^' non'semement avec 1'axe, mais encore avec lê

J °n abaissè du point perpendiculairementàl'axede rolaüon.

forme par^rt a"9l.e de ^eux directions qui ne se rcncontrent pás , 1'angle
Point de 1'espa* les menées parallèlement à cês directions par un mème
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MOÜVEMEKT ÉLÉMESTAIllE D?UN SYSTÈME INVARTABLE.

127. On appelle mouvement élémentaire d'un système solide
lê mouvement que cê système subi t pendant un temps infl.
niment petit dt; dans cet inlervalle de temps, chague point
M décrii un élément reclilignc MM' sur sã trajecloire, de
sorte que si l'on considere lês positions de tous lês points du
système au commencement et à Ia fin du temps dt, on pourra
dire quechaque point M du système aura parcouru, pendant
cet intervalle de temps, Ia droite inliniment pctite MM' qui
joint Ia première position M de cê point à Ia seconde posi-
tion M'.

La thúorie dês mouvements simullanès ( § 6 9 ) permet do
décomposer lê mouvement de chaque point du système en
plusieursautres mouvements ; nous ferons voir qu'on peut de
cette manière ramener lout mouvement élémentaire d'un
solide à dês mouvemenls simultanés de rotation et de transla-
tion, telsque nous venons de lês definir.

LEME Sufi LÊ DÉPLACEMENT ÉLÉMENTAIRE D'UNE DROITB.

128. Soient AB, A'B', deux positions successives infiniment
voisiues S mie droite mobile; dans lê mouvement élémentaire

qui amène Ia droite AB dans Ia posi-
tion A'B', chaque point M décrit un élé-
ment recliligne MM'; cela pose, si pour
un point particulier M, lê chemin élé-
mentaire décrit MM' est perpendicu-

laire à Ia droite AB, lê chemin élémentaire NF décrit par un
autre point N será aassi perpendiculaire à AB.

Cherchons sur Ia droiíeAB lê point N qui, dans lê mouve-
ment de Ia figure, vient occuper Ia posiüon N'. I l suff i tpour
cda de prendre sur AB, à partir du poinl M, une longueur

tíon, sur la
avecABuuangle
sont deux p«,tion *
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même résullat en abaissant du
^ 'NsurAB; en effet, la droite
olhèse; donc MN est la projec-

ÂR de la droite M'N', laquelle fait
' petit, puisque ces deux droites

voisines d'une même droite
entre M'N' et MN est un mfi-

w r d u p o
i n t H e s t d o B c n o n o a l à l a d r o i i e

un droite mobile décrit

MM;
dt

et

L'arc flémentaire NN' est indèpendant de l'arc MM', et par

suite la grandeur de la vitesse du N' *
point N reste indéterminèe quand on
donnelavitessedupointM.

Si, au conlraire, lês chemins MM ,
NN' 'décrits par lês poirits M et N, nc
oní p s normaux à la direction AB (fig. 125), lês vüesscs si-

mu t Sés de ces deux points sont liôes entre elles par une
relatioa nécessaire. Projelons en eífct MW en m», sur la

direction AB. Nous aurons

et par suüc
Mm = S

v et v' lês vilesses ̂  et ̂ , et 9 et 9' lês an-
dt
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glesJ fMB^TOdeleursd i rec t ionsavech ,aura entre v et v' la relation dl'°i

V COS p = i)'

qui fait connaítre lê rapport £ en fonction dês -n

trajectoires dês points M et N avec Ia direcíion ̂ ^

Cette équation laisse indetermine lê
•«-r—- lorsque

1'angle o est droit, car alors y' estaussi droit, et lês cosinus
réduisent tous deux à zero.

MOÜVEMENT ü'lJiNE FIGURE PLANE DAKS SON PLAN. —

OSTANTANÉ.

150. Lorsqu'une figure invariableplanesemeut dans son plan,
on peut toujours amener cette figure d1 une de sés positions à
une auíre posilion par une rotation unique autour d'une droite
perpendiculaire au plan.

La position de la figure dans son plan est entièrement défi-
nie par lês positions paríiculières de dcux de sés points.

Prenons donc deux points A et B de
la figure dans sã première position,
et soient A' et B' cê que deviennent
cês mêmes points dans la seconde
position de la figure. Nous aurons
AB = A'B', et si nous menons deux
droites indéfinies AB, A'B', tous lês
points de la droite AB, consideres

comme faisant partie de ia figure, viendront occuper lês poinls
correspondanís de la droite indéfinie A'B', lorsque la figüTe

mobile passe de la première position à la seconde. Cês deu
droites AB, A'B', se coupent généralement en un cerlai
point C, qui peut êíre considere à deux points de vu •
Si on lê regarde comrne apparíenant à la croite A'B, c

un point de la figure dans sã seconde posilion, et P°

'°ite
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i lui correspond dans la première, il

iver-w r- An^^C Si au contraire on regarde Iu
it de Prendr!_OI,tP,nant à la droite AB, il fait partie de la

un int E qui
x ° -

pó:

' Ao t lOSlO1 1 uo *" "°C°n oint E s'obliendra en prenant sur lê prolongemení
>nÍT5'Cune longueur B'E = BG. Nous aurons eu definitivo

dCi-CE Prenons lês milieux I et K de cês deux droites égales
élevons en cês points deux perpendiculares IO, KO,

éalementdtoctions dês droiles AB, A'B'. Lê point O, ,B
aUX dirCCUUlia _ ^ ^ n T? „„„., \a ^nntrf . rl 'nr

r n C E et
j dirccto

distant dês trois points D, G, E, será lê centre d'une circonfé-
rence passant par cês trois poinls. Lês cordes CD, CE étant
ógales, lês angles au centre DOC, COE sont aussi égaux, de
sorte que sil'on fail tourner Ia figure, prise dans sã première
position, aulour d'un axé perpendiculaire à son plan mené
par lê point O, et qu'on luiiasse décrirc 1'angle DOC, on amè-
nera par cette rotation unique lê point D à coiincider avec lê
point C, et lê point C à comcider avec lê point E ; cette rota-
tion sufíit donc pour amener Ia figure de Ia première posilion
à Ia seconde.

Remarque. — Si l'on considere dcux points A, A', qui se cor-
respondent dans lês deux positions de Ia figure, lê point A, par
Ia rotation autour de 1'axe O, vient se placer en A' après avoir
dócrit un are de cercle ayant lê point O pour centre. Donc lê
Pomt O est également distant dês points A et A'.

Leia a lieu pour tous lês points de Ia figure plane, de sorte
<}u on peut énoncer lê Ihéorème de Ia manière suivantc : Lês

élevées au milieu dês droites A A' qui joicjnent
'un même point, concourent en un méme point 0.
qUe l'aíUJle AOA' est le même 1uels (lue soient les

consideres.
figure' °roll^re- — Supposons que lês deux posilions de Ia

voisincs 1>une de rautro- Alors cha-
nent dcux posilious successives
môme point de la figure mobüe'

are infminient petit de la Iraiectoire de cê point; la
" .

X

c«ne dês l

très

•n
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perpendiculaire élevée surle milieu de AA'devient à l v
Ia normale à Ia trajectoire, et 1'angle AOA' est l'angle ^~"
ment petit dont on fait tourner Ia figure autour du point'(f^
plutôt autour de 1'axe projete en 0. Lê déplacement con '^
est enfin lê déplacement élémentaire de Ia figure. De lá r'' ̂
cethéorèrne: e

Quand une figure plane invariable se meut dans son l
\° lês normales élevées à un même instant aux trajectoire <í'
différents points passent parun même point O, qiion aunell ?
CENTRE INSTAKTANÉ DE noTATioN ; 2° pemlant un temps três co
Ia figure lourne d'un anijle infíniment peut autour de cê centrei-
5° lês ares décrits pendant un temps ires court par lês diven
points de Ia figure sontproportionneJs aux distances de cês points
aupointO.

Ce théorème, l'un dês plus importants de Ia cinématique
peut se démontrer directement de Ia manière suivante, en
s'appuyant sur lê lemme élabli plus haut (g 128). Soient A, B,
C, divers points d'une figure plane invariable qui se déplace
dansson plan.

Soient A', B', C', lês posiüons de cês points au bout d'un
temps dt iníiniment petit, de sorte que AA', BB', CG', soient
leurs déplacemenls élémentaires simultanés.

Élevonsau point A dans lê plan de figure une droite AE per-
pendiculaire à 1'élément AA', et imaginons que cette droite
soitentraínée dans lê mouvcment de Ia figure mobile.

En verlu du lemnie, tout point de Ia droite AE subira, dans
cc mouvement, un déplacement nor-
mal à Ia direction de cette droite; car
]'un de sés points, A, reçoit un dé-
placement AA' normal à cette direc-

c tion.
' _ Élevons de même au point B, dans

lê plan de Ia figure, une normale Bt
au déplacement BB', et considérons
Ia droite BF comme liée invariable-

mcnt à Ia figure et entrainée par son mouvcment. Tout poin'

FÍET. 127.

o

lê poin '
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BF se déplacera normalement à Ia direction de

cette dr°lte'o commun aux deux directions AE, BF, est donc
1 f ' r s'il recevait un déplacement, cê déplacement
i fois perpendiculaire aux deux droites AE, BF,

será"- •* - i i,i est impossible.
ce q ' tourne donc autour d'un de sés points, et Ia droite
nr pst normale à Ia trajectoire, CC', du point C.
uu o pour definir Ia posilion du centre instantané de rota-

jj^iísuffit de connaitre lês directions AA', BB' dês déplace-
m°ents simultanés de deux points A et B de Ia figure mobile ;
et pour definir Ia vitcsse angulaire de Ia figure aulour de ce
entre ü suffit de connaitre Ia vitesse linéaire de l'un dês

points mobiles. On a en effct, en appelant v Ia vitesse linéaire
AA'

du point A, ou lê rapport-^-, et GJ Ia vitesse angulaire de Ia

figure autour du point O,
v
õT

BB'
dt

La vitesse v' = ̂  du poinl B será alors donnée par 1'équa-

tion

»• = w X Olí =
t ixOB

OA

133. Dans tout cê qui precede, nous avons supposé qu'il
s'agissait d'une figure plane ; il est facile de voir que lês mêmes
conséquences s^apphquenl à un solide invariable lorsqu'ilsemeut
parallèlement à un plan fixe; de sorte que l'on peut dire plus
généralement:

Lê mouvement élémentaire d'un solide qui se meut parallèle-
rnentàimplan fixe est une rotation instantanée autour d\m axé
Perpendiculaire à cê plan.
. a P°sition de 1'axe se déterminera en chercbant lê centre
lnstantané de rotalion de l'une dês figures planes obtenues en
fi°

Upant le solide par un plari parallèle au plan fixe. Cette
gUre P^ane ne sortant pás de son plan par suite du mouve-
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menl du solide, suhit une rotation infiniment pei't
d'un point O de son plan. Lê solide entier subit dond
rotation autour de 1'axe eleve par lê point O
rement au plnn fixe. .

APrLICATIO.NS GÉO.MÉTRIQUES.
CÕXSTKUCTIOtf DÊS

A CEBTAI.NES COUBBES.
TANGENTES

154. Lorsqu'une figure plane de forme invariable se m
dans son plan, lês normales élcvées à un même insíant
trajectoires dês différcnlspoints decctíe figure passentparun
mêrne point O, centre inslaníané du mouvement de rotation
élémentaire. Si donc on peut construire lês normales aux tra-

jectoires de deux points A et B de Ia
figure, 1'iníersection de cês deux
normales délerminera lê point O
et on aura Ia normale à Ia trajec-
toire d'un troisième point C en joi-
gnant CO.

Süit, par exemple (fig. 128), un
íriangle ABC, de forme constante,
qui se meut dans lê plan du papier,
de tcllc serie que lês deux sora-

meís A et B glissent respcctivement sur deux droiles fixes
LX, LY; lê point G décrit dans ce mouvement une certaine
courbe, à laquelle on propose de mener une tangente.

On observera que Ia trajectoire du point A étant Ia droite
LY, Ia normale ala trajectoire est Ia perpendiculaire, AO, éle-
vée au point A sur cetle droite; de même Ia normale à Ia tra-
jectoire du point B est Ia perpendiculaire, BO, élevée en B sur
Ia droite LX. Lê point O est lê centre autour duquel Ia ugü*e

tourne pendant un temps infiniment peti t quandellepasse

sã position ABC à une posiíion infiniment voisine. Dans
mouvement, lê point G décrit un élcment normal à OC.
obtiendra donc Ia tangente à Ia courbe décrite par lê poin

en menantune droite CD perpendiculaire à OC.

Fig. 128.

107DE ROTATION.

cimultanées dês trois points A, B, C, sont pró-
=> l lu ^. r\n nn

Fig. 1'2'J.

piles dU^ Ju"b
P°r Pour second exempla, prenons lê mecanismo employé

135- nines à vapeur sous lê nom de transmission par
dans lês mac

bielle e ^ ̂  assujetti à se déplacer lê long de Ia droile

JííeCint B est assujctli à se mou-
Í lê long d'une circonférence

avantpour centre un point F de cette
droite; enfm Ia longueur AB est con-

AB represente Ia bielle, BF Ia ma-
mvelle; F est lê centre de 1'arbre de
rotation: lê point A est Ia tête de Ia
tige du piston qui reçoit dans lê cylindre un mouvement al-
ternatif; lê point B est lê bouton de Ia manivelle.

Lê point B décrivant une circonférence, lê centre instan-
tané de Ia bielle est situe quelque par t sur lê rayon FB
prolongo, car ce rayon est normal à Ia circonférence. Lê
centre instantané appartient de plus à une perpendiculaire
élevée au point A sur Ia droile FX, trajectoire du point A. Donc
u est en O à Fintersection de cês deux droites, et Ia normale
au lieu décrit par un point de AB s'obtiendra en joignant ce
point au point 0.

Lês vilesses simultâneos du point B et du point A sont entre
ellescomme lês distances OB etOA. Si v est Ia vitcsse linéaire
u pomt A, c'est-à-dire du piston, et V Ia vitesse linéaire du

üo«ton de Ia manivelle, nous aurons

03
'ÕÃ*

Parle P°intF, menonsFK perpendiculaire à FX, ctprolon-
Jusíu'à Ia renconire de FK. Lês triangles BFK, BOA

«emblables, et par suile

0_B
OA :

FB
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FB
"íTr

Mais le point B, considere comme appartenant à Ia
velle FB, tourne auíour du point O avec une certaine -
angulaire w, et sã vitesse linóaire V est égale au prod^
FBxw. Bemplaçant V par cette valeur dans 1'équation n •
cédeníe, et supprimant le facíeur commun FB, il yient

» = F K X « ,

relation entre Ia vitesse linéaire v du piston et Ia vitesse'annii
laire w de 1'arbre de rotaticn. Si Ia vitesse w est sensible
ment constante, Ia vitesse v du piston varie proportionnelle-
ment à Ia longueur FK; elle est nulle quand FK est nul
c'est-à-dire quand lês trois points A, B et F sont en lio-ne

droite, ou quand Ia manivelle passe aux. points morts (fig.130);

A X

Fig. 130.

elle est maximum quand FKest maximum, c'est-à-dire quand.
l amamvele FB est perpendiculaire à FÃ. A cê moment, lê
pomt O est dorme par 1'iníersection de deux droites parallèles
f*15;'AÍ°.. et se irouveinfiniment éloigné; larotaüoninstan-
tanéese change alors en translation; car tous lês points de

Ia droite AF ^ " ̂  ÍnSÍant d6S VÍt°SSGS éo^les, parallèles à

En general, h translation peutètre regardée comme une
10 hon mfmiment petite autour d un axé iníiniment éloigné.
Toutes lês normales élevées simulfanément sur lês trajectoirw
dês différents points de Ia figure, coneourant en un point in- l
fmiment éloigné, sont parallèles ; lês élèments de irajectoires
sont donc aussi parallèles; de plus lês produits OAxco, dês
distances de chaque point par Ia vitesse angulaire commune

DE ROT.VTIOX. 199

1 système, deviennent tous égaux, lorsque le facteur
'a l°U "t au dela de toute limite; tous lês points ont donc une!

• Hnéaireé^ale, limite ou vraievaleur duproduitOAxw,'
S lequel OA croit indétiniment landis que w diminue jusqu'à'

jevenir nul.. rra fangente à Ia concliolde. — Une droite mobile est assu-
• tt'e à rester tangente à une courbe donnée MN; elle rencontre
' n A une courbe PQ; à partir de cê point, on porte sur k
droite une longueur constante AB. La concholde (gónéralisée)

est le Heu du point B (g 85).
La droile AB forme une íigure invariable, puisque sã lon-

cueur est conslanle; le point de contact C, inlerscction de
deux positions successives de Ia ,0

droile BC, peutètre rcgardé comme
lie à cette íigure pendant un temps
infiniment petit. Son déplacement
s'effectue suivant Ia direclion
même de Ia droite AB, et par suite
le centre instantané de Ia figure
s'obtiendra en élevant en A et C lês normales AO, CO aux
courbes PQ et MN. La normale au licu du point B est Ia droite OB.

DESCMPTION DE I/ELLIPSE AU MOYEK I)'üN MOUVEMEHT COSTINÜ.

137. Soicnt o et b lês derai-
axes de Fellipse;

Ole centre de 1'ellipsc, OX
Ia direction du grand axé, OY, .
Perpendiculaire à OX, Ia direc-
tion du petit axé.

Par le point O, menons une
droite quelconque OM, et pre-
nons sur cette droite une lon-

gueur OM.= —_, et une aulre longueur u.i —

Du poinl N comme centre avec un rayon égal à ON, décri*

Fi

m
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are de cercle qui coupera OIen un second poim jl
ronsNL=ON. Joignons NL, elachevons '

lo-
' ,NM.

vons un _ u..._ _«:™^ v/am un ccuui
nous aurons NL=ON. Joignons NL, elachevons lê p
gramme LNMP, en menant par L et M és parallèles à
Je dis que lê point P apparlient à 1'ellipse chcrchée.

En effet, prolongeons MP jusqu'à larencontre dês axes OX
OY aux points X et Y; nous aurons, à crase dês parallèles Mx'
NL, Ia proportion

MX _ 031
1SL ~Õ.V

OrNL = ON par construcüon; doncJIX=OM. Par consé.
quent lê point M est lê milicu de Ia droile XY, et celte droite
doublede Ia droite constante MO, a unclongueur constante et
égale à a+-b. Lê point P, siíué à une distance constante
MP=NO, du milieu M de XY, est fixe sur cetíe droite. Lê
lieu dês points P peut donc ôíre considere comme lê lieu dês
positions d'un point paríiculier d'une droite de grandeur con-
stante XY, dont lês deux cxírémités glissent sur lês deux axes
recíangulaires OX, OY. On sait que cê lieu est une ellipse, etil
est facile de voir que cette ellipse a pourdemi grand axé a, et
pour demi petit axeè.

Dans Ia pratique, on réalisera lê parallélogramme NMPL avec
quaírerègles arliculées, dont Pune será prolongée d'une quan-
tité NO=NL; il sufíira de maintenir Icpoint O par un pivot
à Ia rencontre dês axes, et de Ia i ré glisscrle sornmet L Ic long
deOX, pour qu 'un crayon placo à l'articiila(ion P trace 1'el-
lipse; cette conslrnction será plus comiiiodc que 1'emploi de
Ia droite mobile XY parce qu'elle exige nioins d'cspacc. Ellea
un autre avantage, c'est de donner imméiliatement lê trace de
Ia normale encbaque point de Ia courbe, et de permelíre de
tracer du même mouvement continu une courbe parallèle et
équidistante.

Menonsla droite OP, qui coupe LNen R;je dis d'abord que
lê point R est fixe sur lê cote NL. En effd, lês triangles sem-
blables ONR, OMP donnen; Ia proportion

KR ON
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•s derniers termos de Ia proporlion étant constants, lê
^6S >r l'est aussi. Lê point R décrit une ellipse semblable
Pre ,je que décrit lê point P, et semblablement placée par
3

 Ort au centre 0. Lês normales à cês ellipses aux points R
r^p gont donc parallèles. Par lê point L élevons sur OX une
perpendiculaire LS, qui coupe OM en S; nous aurons
NS=NL = ON, et lê point S, intersection dês normales OS et
LS menées aux lignes décriles par lês exlrémités N et L de Ia
droite mobile NL, est lê centre instantané de rotation de cette
droite (g 132). Par suite, Ia droite RS est Ia normale ala courbe
décrite par lê poinl R. La normale à 1'ellipse décrite par lê
point P s'obtiendra donc en mcnant par cê point une parallèle

à RS.
Cela étant, prenons arbitrairement un rapport K qucl-

conque, et portons sur PM, à partir du point P, une quantilé

= M X K =

et sur lê prolongcmcnt de LP, à partir du même point P, une

quantité PV = NS X K = °~- X K; achevons lê parallélo-

gramme QPYZ dont lês cotes seront constants; Ia diagonale PZ
de cê parallélogramme será parallèle àRS. En effet, lês triangles
PQZetRNS ayant deux cotes parallèles chacun à chacun, diri-
ges dans lê même sens et proportionnels, Ic troisième cote PZ
del'un est parallèle au troisième cole RS de 1'aulrc.

Donc PZ est Ia normale à Pcllipse décrite par lê point P.
' La longucur PZ de Ia diagonale du parallélogramme PQYZ
varie à mesure que lê parallélogramme se deforme : il faut par
conséquent que Ia règle PZ, tout cn étant fortement pincée
au point P, puisse couler sans résistancedans 1'articulaiionZ,
<iui 1'empêche seulement de devier d'un cote ou de 1'autre.
Pour décrire une courbe équidistante à 1'ellipse, il suffira
de fixer sur Ia rèo-lo. P7 nn r.r.ivnn T à une distance PI du
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point P, égale à 1'intervalle qu'on veut laisser enlrè lês d
courbes.

La construction qui vient d'ôíre indiquée convient surt
au trace dês elüpses sur lês chaníiers de construction. r
crayons que l'on emploie pour lê trace dês épures sont gene
ralement íaillés en biseau et non en pointe fine; on devra donc
lês fixer sur Ia règle PZ de manière que Ia direction du biseau
fasse un angle droií avec Ia direction de cetíe règle : alors on
será certain que, dans toules lês positions du parallélogramnie
lê tranchant du crayon será tangent à Ia courbe qu'il décrit.

' MAXIMUM DU QUADI1ILATÈIÍE COKSTRUÍT SUR QUATRE COTES DOjNKÉS.

158. Soit ABCD lê plus grand dês quadrilatères qu'on
puisse construire avec quatre cotes donnés. On pourra défor-
mer cês quadrilatères en laissant fixes lês deux sommets A et
D, et en faisant pivoíer lê contour ABCD autour dês articula-

0 tions A, B, C et D. Considérons Ia posi-
íion infinirnent voisine de cê contour,
AB'C'D. Lê point B a parcouru un che-
min élémentaire BB', normal à AB;
lê point C a parcouru dans lê même
temps un chemin élémentaireCC', nor-
mal à DC. Lê centre instantané de Ia
droite BC s'obtiendra en prolongeant

lês directions AB, DC jusqu'à leur rencontre au point 0; par
conséquent lê triangle OB'C' n'est autre cliose que lê triangle
OBC, qui aurait íourné d'un angle BOB'=rCOC' autour dupoint 0.

Lê quadrilatòre ABCD étaní supposé maximum, il y a égalité,
aux infinirnent petits d'ordre supérieur prés, entre Ia surface
ABCD et Ia surface AB'C'D, qui se déduit de Ia première par
une altération infinimení petiíe. Ajouíons de pari et d'autre
lês íriangles égaux OBC et OB'C'; nous aurons 1'égalilé

surf. (OAD) = surf. (OB'ADC'0),

°
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passe de Ia première surface à Ia seconde en
V , ODC, et en retranchant lê triangle OAB',

"»*>•«'
surf. (OAB') = surf. (ODC').

iu • IP triangle OAB' a pour mesure Ia moitié du produit de
sã base OA par sã hauteur BB' ; de même lê triangle ODC' a
pour mesure l OD X CC'. Donc

OAxBB'=ODxCC'.

Lês chemins BB', CG', décrits pendant lê même temps par
lês points B et C d'une même figure invariable BC, sont entre
eux comme lês distances OB, OC, au centre instantané de rota-

tion. Donc
O A x O B = ODxOC,

égalité qui montre que lês quatre points A, B, C, D, sont sur
une même circonférence.

Lê plus grand quadrilatère qu'on puisse construire avec quatre
cotes donnés est donc lê quadrilatère inscriptible. On en dédui-
rait facilement que l' are de cercle trace d'un point à un autre
comprend, à égalité de périmòtre, Ia plus grande aire possible.

Soient donnés lês quatre cotes AB=;a, BC = Z>, CD = c,
DA=d, pris dans 1'ordre marque par lês lettres, et proposons-
nous de construire avec cês
quatre cotes un quadrilatère
inscriptible. On y parviendra
par Ia simple géométrie , de Ia
manière suivante.

Soit ABCD lê quadrilatère
cherchè. Menons Ia diagonalc
Al L'angle D du quadrilatère
S;3ralesuPplémentdel'angleB. ^ ™~
wenons donc sur lê cote DC, à partir du point D, une longueur
P(p ~^^ = b, et sur lê prolongement de AD une longueur

iria l B ̂  "" Joi§nons EF- Nous aurons EF = AC, et lê
8 c EDF sera lê triangle CBA lui-mème, transporte exté-

\
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. Par

D G _ D E

c'est-à-dire l'égalité DG =~

EG DE

de sorte que lê rapport dês distances da point E aux poinfs
G et F est connu. II en resulte que lê point E se írouve à l'in-
tersection de deux circonférenccs, dont l'une est décrite du
point D comme centre avec DE = b pour rayon, et dont
1'autre est lelieu dês points dontlcs distances aux dcux poinfs

donnés G et F sont dans lê rapport--Lê point E une foi?
C/

determine, 1'angle ADC du quadrilátero s'en dócluit, et Ia
construction du quadrilatère s'achève.

On pourrait aussi employer lês relalions qui lient lês diago-
nales aux cotes dans un quadrilátero inscriptible. Si l'on
appclle x Ia diagonaíe AC, et y l'autre diagonale BD, on a àIa fois

xy = ac -f bd, o f l

qui suffisent pour détermincra ;e í? .
lordre dês cotes n'étaits n

-lutions distinctes, savoi
; pour que lê pro-
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. e g0jt possible, il faut d'ailleurs et il suffit que lê plus
d dês cotes donnés soit moindre que Ia somme dês trois

&

, lÕb.

ITGS*. 29 La déformation d'un quadrilatère dont lês quatre coles
nt donnés, et dont un seul cote est fixe, est un exemple de

1 transmission de mouvement par bielle et par manivelles iné-
(iales. Proposons - nous de trouvcr
IB rapport dês vitesses angulaircs
simultâneos dês dcux manivelles,
c'est-à-dire dês deux cotes qui abou-
tissent aux centres fixes.

Soient A et B lês projecíions de
deux axes paralléles; une mani-
velle Aí», mobile dans lê plan de Ia
fi<mre,estassujeUie à tourner autour
de 1'axe A ; une autre manivelle Ba,
est assujettie à tourner autour de
1'axe B ; lês extrémités a et b sont réunics l'une à 1'aulre par
un lien rigide ou Uelle, ab.

Appelons w Ia vitesse angulaire de Ia première manivelle
autour de 1'axe A, et w' Ia vitesse angulaire de la*seconde autour
de 1'axe B, cês deux vitesses élant prises à un mèrne instant.

Dans son déplacement autour de A, lê point b décrit un are
de cercle infiniment petit, normal à A&, et égal à Aóxwdf ,
dt étant Ia durée infiniment petite du déplacement.

Dans lê même temps dt, lê point a décrit un are infiniment
petit, pcrpcndiculaire à Ba, et égal'à Ba x w'dí.

Lê point de rencontre C dês dircclions Aí», Ba, est lê centre
instantané du système solide mobile aí».

Si l'on divise lês vitesses linéaires dês points a et & par lês
distances 6C, aC, de cês points au centre commun de rota-
tion, on obtiendra Ia vitesse angulaire du système aí»; lês deux
drvisions doivcnt donner lê même résultat, et par suite on a
1'éüalitp.

Ba X t
= Cn
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d'oú l'on déduit

o/_ A & x C a
~~CbX Rã

Prolongeoris la direction de la bielle jusqu'à sã r
en c avec la droite passant par lês centres A et B. Lê
ABC a sés trois cotes rencontrés par la transversale
qui donne 1'égalité

donc
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"BC"

Lê rapport dês viiesses angulaires est ainsi égal au rapport
dês segmenís Ac, Be, interceptes sur Ia ligne dês centres par
Ia direction de Ia bielle. La formule est générale, pourvu que
l'on attribue aux segments Ac, Be dês signos convenables
d'aprcs lê sens qu'ils ont sur Ia droite AB, et que lês vitesses
angulaires w, w' soient de même considérées comrae ayant
lê même signe ou dês signes contraires, suivant qu'elles cor-
respondent à dês roíations dans lê môrne sens ou dans dês sens
opposés.

Lorsque lês deux manivelles sont égales, et que Ia bielle ab
a une longueur égale à Ia disíance AB dês centres, Ia droite ab
pcut rcsler constamment parallèle à AB, et lê point c se perd
à 1'infini. La formule donne alors

ínn n L reC°nnaílre directement. Telle est Ia

Se 7 "̂nttaeha l une a ''«n emploie pour
lês roues motrices d'une lodo-

DES POSITIOKS SUCCESSIVES D'lJNE LIGNE MOBILE DE FORME

ÍE" COXSTAME.EIT?

140. La considération du centre instantané derotation peut
servir aussi à déterminer lê point ou se coupent deux positions
successives infinimenl voisines d'une ligne qui se déplace
sans changer de forme.

Soient MN, M'N', dcux positions inliniment voisines d'une
même ligne dans. son plan. Soit A A' lê chemin décrit
par un point A de Ia ligne pour aller de sã premiòre posi-
lion A à sã secondc A'; soit BB'lê che-
min décrit par un autre point B. Lê
centre inslantané O s'obtiendra en
élevant lês droites AO, BO, normales

|v à ÀA', BB', et en chercliant leur in-
tersection 0. Joignons lê point O à un
point quelconque G de Ia premiòre
positionde Ia ligne mobile. Si Tangle
durayonOC avec Ia courbe prise dans
lê sens CN est aigu, lê déplacement
du point C, par suite de Ia rotalion de Ia figure, s'opérera de
manière à amener cê point en G' d'un certain cote de MN, au
dela de MN par rapport au point O, par exemple. Lê conlraire
arrivera pour un autre point D, si Pangle de OD avec Ia courbe,
prise dans lê même scns, est obtus au lieu d'ôtre aigu, cê
point passera en D', en deçà de MN par rapport au point 0.
Eonc Ia courbe M'N' coupe Ia courbe MN cn un certain
point cornpris entre lês points C et D ; d'oü l'on peut conclure
que lê point de rencontre dês deux posilions MN, M'N' infini-
ment voisines, est lê pied, P, de Ia normale abaissée du
point O sur Ia courbe. Ge point P, considere comme lie à Ia
courbe, se déplace suivant Ia courbe elle-môme par suite de
la rotation instantanée, et Pélémcnt qu'il décrit appartient à
Une ligne tangente à la courbe MN.
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Par exemple, faisons glisser une droite AB, de longueur con i
stante, dans 1'angle droit forme par deux droites fixes CX
CY. A un instant parliculier, lê centre inslantané de ' l ' '
droite AB est lê point O, iatersection dês normales AO, gn

aux trajcctoircs dês points A et B- II
pointP, pied de Ia perpendiculaire abaissé
du point O sur AB csí un point du lieu dês
interstciions successives de Ia droite AB
ou, ccmme on dit , de Ia courbe envelopae
dês positions de cette droite.

Chaquc point de Ia droite AB décrit une
cllipse normale à Ia droite qui joint lê
point O au point décrivant. Lê point P •

considere comme lie à Ia droite AB, décrit donc un élément
d'ellipse normal à OP, c'est-à-dire tangent à AB, ou enfin
tangent à 1'enveloppe dês posiLions de AB. Lês eüipses décrites
par lês divers points de Ia íroite AB sont donc toutes tangentes
à 1'enveloppe dês positions íe celte droite, et ont même enve-
loppe que celte droite mobile; cê qui resulte aussi de cê que
1'enveloppe dês positions de Ia droite est Ia limite de Ia ré-
gion du plan altcinte par sés diffcrcnls points, et par suite
est Ia limite de Ia région tlu plan couverte par lê trace dês
ellipses que cês points décrivent, ou, cê quirevient au même,
est 1'enveloppe de íòutes cês ellipses.

Fig. 157.

141

CYCLOlDE. — HÚÜVEMEKT ÉHCYCLOÍDAL.

La cyclolde est Ia courbe EFIIG, engendréeparle mou-
vcment d'un point F d'une
circonférenceOC, qui roule
scms glisser sur une droite

_ íixeAB.
II resulte de cette géné-Fiff. 158.

,, raí ionqu'àun instant quel-
conquc l are CF, compris, sur Ia circonfúrencc génératrice,
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1 ninl décrivant et lê point de contact G de cette cir-
fórcnce avcc Ia droite AB , est égal à Ia longueur CE

c°n C d-• 0»prise'
cetle droite, entre lê point G et lê point de dé-

, ^ de ia cyclolde.
Pa' posons-nous de mener Ia tangente à Ia cyclolde au

P pour y parvenir, rcmplaçons lê cercle OG par un polygone
,, m trcs grand nombre de cotes, et voyons cê qui se passe
l rsaue cê polygone roule' scms glisser sur Ia droile AB.

Le polygone vientsuccessivement appliquer sés coles sur Ia
droite AB (fig. 159). Soit cd lê cote acluellement en contact;
lê mouvement par lequcl lê poly-
gone viendra appliquer sur AB lê
cote de à Ia suite du cole cd, será
une rotalion autour du point d,
sommet commun à cês deux coles
consécutifs. On voit donc que dans
cê mouvement de roulement du polygone sur Ia droite, lês
sommets successifs du polygone servent, chacun à son tour,
de centres de rotation.

Lorsque lê nombre dês cotes du polygone augmente au
dela de toute limite, lê polygone se confond avec lê cercle OC
(fig. 158); Ia rolation s'opòre toujours autour du sommet du
"polygone qui se trouve actuellement sur Ia droile AB; à Ia
limite, elle s'opère aulour du point C, point de contact du
«ercle et de Ia droite.
• La droite CF menée du point C au point décrivant est donc

normale à Ia cyclolde au point F, et Ia tangente à Ia cy-
lui lui est perpendiculaire, s'oblicndra en joignant lê
au point K, extrémité du diamctre du cercle généra-

, i passe au même point C.
arla même raison, Ia courbe décrite par un point M quel-
- l e He au cercle mobile, et entrainé dans son mouvement

roulement, a pour normale Ia droite CM.
^- Le même raisonnement prouverait que quand une

mobile PQ roule sans glisser sur une courbe fixe AB, Ia

C'0ide

teur i

TOLUGXOX. 14
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^Hnormale au lieu décrit par un point M invariablement lie i
couiie mobile, s'obtient en joignant Ia position du point to? í

un certain instant, au point C par leo

lês deux courbes se touchent au

de roulement d'Uri(!

140.

instant .
Lê mouvement

courbe plane sur une courbe fixe trace
dans son plan prend lê nom de mouve

mentipicijcloidaL LVpicj/c/oídeest, d'une manière générale l«
liguedécrile par un point d'une figure de forme constante dont
une courbe roule sans glisser sur une ligne fixe. La cyclolde
est lepicycloide particulicre obtcnue en prenant pour li»ne

fixe une droite, pour courbe mobile un cercle, et pour point
décrrant un point de Ia circonférence de cê cercle.

SQUVEMENT CONTINU ü'uNE FIGURE PLANE DANS SON PLAN.

140. Lê mouvement élémentaire d'une figure plane dans
son plan est une rolation aulour d'un certain point O,
centreinstantané de rotation. Lê mouvcment continu dela
figure est donc une suite de rotations infiniment petites, u,
w', u",... qu'on peut supposer connues, autour de cenires

successifs infiniment voisins, dont Ia posi-
// tion est supposée donnée sur lê plan.

°7>í, _ So'enl O, O', O", O"', lês centres succes-
o /^--í" SÍfs autour des<iucls s'opèrent cês rolations.

•o-dl"" ' Considérons 1'instant ou Ia figure mobile
-1 pivote autour du point O. Cette rotation
<!• amènera un cerlain point Oí de Ia figure, à

coincider avec lê centre suivant O'; pour
trouver cê point O,, il suffit de connaitre
1'angle w dont Ia figure tourne autour du

point U. Menons en effet 00t dans une direction qui fasse
avec 00' 1'angle 0^0'= tó, et prenons 00, = 00'. De cetle
constacüon il resulte que Ia rotation u de Ia íi-ure autour
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. pra ie point mobile O, à coincider avec lê point fixe O'.
deOamenci '̂ .^ s-efftíctue autour du point O', avec le-

La SeC°^p alors lê point 04. II será facile de trouver, par
4Uel COIí™ction analogue, lê point 02 de Ia figure mobile qm

"" avec lê centre de rotalion O". Prolon-
viendra dans un même sens lês cotes 00', 0'0",...geonsinüeiiun»^"-
nO 00 ... Lê point cherché est à une dislance du point Ot

•aàíe à 0'0"; deplus Ia rotation qui amòne 02 sur O" s'opòre
utour du point O', et fait décrire à Ia figure mobile un angle

total égal à Ia somme OjOjTj+TO'0"; c'est cet angle que nous
• avons designo lout à 1'heure par w'. Et comme T0'0" est donnc
par Ia figure connue 00'0"0"'..., 1'angle Tfif)^ s'en déduit par

1'équation
T10102= c,/— T0'0",

On pourra donc construire lê point 02 en faisant 1'angle
T1010s=w'—T0'0", et en prenant Ot02=0'0".

On trouverait de mème Ic point 0. qui ira coincider avec lê
poinlO"', en faisant au point 02un angle T20a0s=w"—T'0"0"',
et en prenant 020,= 0"0'".

Lê mouvcment de Ia figure mobile peut se definir par
lê roulement du polygone OO^O^.., lie invariablement à
cette figure, sur lê polygone 00'0"0'"..., fixe dans lê plan. A Ia
limite, cês polygones se changent en dês G

courbes, dont l'une roule sans glisser sur
lautre-, et l'on parvient ainsi à cê théo-
rcme: Tout mouvement continu ffune figure
plane dans son plan est un mouvement épi-

Lorsque, à Ia limite,lês cotes 00', 0'0",
infiniment pct i l s , lês angles T0'0",

O'",... son^ }es an(jies tie contingence de
P courbe fixe, et lês angles T.0.02, T.0,0.,
1 Olvit l 'nt lês angles de contingence de Ia courbe

mobile. A un instant quelconque, Ia
°urbe mobile tourne autour du point de contact avec Ia

Fi".U2.
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courbe fixe, d'un angle qui est h somme dês an»]e

gcncedes deux courbes. On peut déduire de líí ,, 6 Coi%.
enlre Ia vitesse angulaire de Ia rotation insfanlan ' !e'a''°n
tesse linéaire avcc laquelle lê point géométrique de ' ^ ^ v'~
déplace lê long dês deux courbes. Soit R =OA leravo "j1'30'86

bure de Ia courbe fixe OB ; p=OC lê rayon de courS ̂
courbe mobile OD. Soit v Ia vitesse avec laquelle lê DO' a

mélrique de corilact se déplace lê long de cês deux courh ^°'
stamraent tangentes l'une à 1'aulre. Dans un (ernps infin' °n~
petit d t 1'arc O0'=001, parcouru sur chacune dês deux cJf
bes par lê point de conlact, será égal à vdt • or à cet are corri

pond daris Ia courbe fixe un angle de conüngence égal à ~1

et dans Ia courbe mobile, un angle de contingence égal à~-!.

PjlLa courbe mobile décrit doric dans lê temps dt un angle total l
égal à Ia somme

décrit íLa vitesse angulaire ws'obtient en divisant 1'anglc
lê temps dt mis à lê décrire; donc

rouverait de même
mcme sons,

ou bien

—(H)
qUÍrG"frent s Ia première moyennant dêssur ies si ™

144. Pour exemple de mouvement épicycloidal, consid$-
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ment d'une droite AB, de longueur constante,
roiis lê ffl°UV^mités A et B glissent respeclivement sur deux
à°ní 16S - es rectangulaires CX , CY. Cherchons comment
jr0ites W ce mouvement en faisànt rouler sur une

nous obiie"une courbe liée invariablement à Ia droite AB.
courbe i| ^ que!conque, lê centre instantané de rotation

^ un . t Q intersection dês deux droiles AO, BO, élevées
fjoints A 'e t B perpendiculaire-

Int à CX et à CY. Lê point O ainsi
obtenu est lê quatriòme sommct
durectangle dont lês deux cotes
sont CA et GB. La diagonalc CO de
ce rectangle est égale à 1'autrc dia-
gonaleBA, laquelle est constante par
hypolhèse, Donc CO est conslant, et
lê lieu dês centres inslanlanés sur lê
planest par conséquentune circonfé-
renceDEF, décritedu point Ccomme
centre avec un rayon CO égal à Ia longueur de Ia droite
donnée. Voilà Ia courbe íixc trouvée.

Pour oblenir Ia courbe mobile, observons que lê point O,
centre instantané de rotation, est lê sommet d'un angle droit
ÁOB, donl lês cotes passcnt respectivement par lês poinls A
et B de Ia figure mobile. II apparlient par conséquent à Ia
circoníérence décrile sur AB commc diamòlre. Ce cercle OBCA
est Ia courbe demandée. Lê mouvement de Ia droite BA s'ob-
tiendra en faisànt rouler Ia circonférence OBCA sur Ia circon-
erence fixeDEF. Lê déplacement élémentaire de Ia figure qui

^esu ledu roulement du premier cercle sur lê second, équi-
P'acement élémentaire en vertu duque! lês extrémi-

droite AB glisseraient sur lês droites fixes CX, CY.
ajnverait à Ia même conclusion si 1'angle YCX dcs
du-ectrices n'était pás droit.

°bserver ^ue tout P°int de Ia circonférence mobile
Un6 d'°Íte Passaní Par le Point G 5 l"6 le pointl, '

e cercle> décrit, autüur du centre C, un cercle de

°BCA
centre
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diamèíre égal à AB; que tout point de Ia droite mobil
décrií une ellipse qui a lê point G pour centre, et lês dr
CX, CY, pour directions de sés axes principaux. Eníin si l' ̂
appelle v Ia vitesse avec laquelle lê point de contact parco f
l'une ou 1'autre dês courbcs OBCA, OEFD, et w Ia vitesse a
gulaire de Ia courbe mobile au même instant , 1'équati
générale

\ i

peut s'appliqucr.
On a i ei

r, = co = AB,
P = 01=,; AC.

Nous avons pris II avec lê signe — dans 1'équation, parce
que lês courbures dês dcux circonfórcnces dont l'une roule
sur 1'autre sont ici dans lê même sens, et que lês angles de
contingence se retranchent au lieu de s'ajouter.

Nous aurons donc

u = vx(~—-± =JL_
AB "AD1

ou bien

»= w x AB

Lê point de contact se meut par conséqucnt sur Ia circon-
férence ED, avec une vi (esse égale à AB x w, comme il esl
facilede lê reconnaítre directement.

145. Cette manière de construire 1'ellipse conduit à Ia solu-
tion d'un problème important de géomótrie : Êtant donnéun
système de dlamètres conjugues, trouver Ia grandeur et Ia direc-
tion dês deux axes.

Considéronsd'abord Ie mouvement épicycloidal du cercle
de diamèlre OC, au dedans de Ia circonférence de rayon
OC. Tout point M du plan du cercle mobile décrit une
ellipse, et Ia normale à celte ellipse au point M est Ia droite

l
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• lt G abaissons CL perpendiculaire sur OM prolon-
OM- pu pOIJroite CL coupe Ia direction OM en un point L qui
gée; cette l la circonférence mobile, car O et C sont lês ex-
app8-»rd'un même diamèlre de
'CclUférence; d'ailleurs CL
Cf Jallèle a la tangente MT à
^ s e a u p o i n t M . D o n c C M C L ,

t ips directions de deux dia-
Ü conjugues de 1'ellipse Je
L de plus que Ia grandeur du dia-
mèlre conjugue de CM est donnce
sur Ia figure par la droite OM. Joi-
monsen cf fet lê point Mau centre I
du cercle mobile, et prolongeons
cette droite jusquà la renconlre de la circonférence en A et en
B Lês noinls A et B décriront dans lê mouvement dela circon-
férence lês droites fixes «Ca', W, qui sont rectangulaires et
qui ne sont aulres que lês directions dês axes de 1'ellipse lieu
du point M. On obtiendrait la même courbe en faisant glisser
la droite de longueur constante AB dans 1'angle droit pU.
Donc BM est lê demi grand axé, a, et MA lê demi petit axé, b,
de 1'ellipse. Mais on a, dans lê cercle OACB,

' Fis. 144.

ML est égal au produit du demi - diâmetro CM = a' par lê
sinus de l'angle MCL = 0 que cê diamèlre fait avec son dia-
mètre conjugue; on a donc

051 X ft 's in9= ab.

Or, si 1'on appelle b' Ia longueur du demi-diamètre conjugue
de o', lê théorème d'Apollonius donne

Donc

De lá resulte Ia construclion suivante , indiquée par
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idirecí iondeNC nt n™™™.. V nePe!rndlCulaire

T • " = CN^0'

Joignons OC, etsoi t I ]e /
l<eu de cette droite. Puis p 0 "

<ons sur la droite IM, de part eí
d'autre du point l, deux quan.

c
tipnsCA, GB, seTont lês direi
<ions dês axes. Ledemi-axe a f
que l'on doit poricr suivant lá

* • i directionCA, e s t f g a l à B M et
6, à porter dans Ia direcüon CB, est égal à AM

ISVERSE DÊS ÉPICVCLOÍDES.

Soit PÓ hU la

'•nt i

cherchée dans une de sés positions par-
liculières; elle touclie en C la
ligne AB. Du point C abaissons
Já normale CD sur Ia ligne MN.

point D, supposé invariable-
""' lie à PQ, décrira dans lê

mouvement de roulement élé-
mentaire de la courbe PQ Un

- déplacera suivant la courbeí^ nLTn * f/T ̂
décrivant. pomt D est donc le point

Fig. 146.

I
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ition correspondente du point décrivant sur sã trajectoire
C' Or cê point doit être encore le point D, supposé entrainé

• Ia courbe mobile PQ. La droite SE est donc la position
Frise en vertu du roulement par la droite RD ; par suite, lês
Lcrueurs RD, SE sont égales, et 1'angle R, forme par la droite
pR et la courbe PQ, est égal à 1'angle S forme par la droite SE
et la courbe AB.

On conaaít, d'après le trace dês deux courbes AB, MN, la
relation qui existe entre 1'angle S et la longueur / = ES com-
prise entre lês deux courbes sur la normale à la courbe MN.

Soit
t , i ngS=f ;0 ,

1'équation qui lie enscmble cês deux variables. Cdte équalion
existera pareillement entre la tangente de 1'angle R et la lon-
gueur DR = í'- Prenons donc le point D pour pôle, et la droite
DCpour axé polaire; la tangente de 1'angle R est donnée par
1'équation

et 1'équation polaire de la courbe cherchée será

ou, en séparant lesvariables,

II ne reste plus qu'à 1'intégrer. On peut rcmarquer d'ail-
leursque 1'égalité qui existe point par point entre lês angles
R et S et entre lês longueurs ES et DR assure aussi l'égalité
entre lês ares CS et CR.

147. Exemple. •— On donne pour lignes AB et MN deux
droites (íig. 147). On demande quelle courbe il faut íaire rou-
»er sur la droite AB pour qu'un point lie à cette courbe décrive
la droite MN.

Menons une normale ES à la droite MN. Nous Irouvons pour



íi ;;í;:

mm

m lB*/ ' '

f r

218
MOUYE3IEM

J'angle S une valcur conslanle égale à 0. _

gle-desdeuxdroi tes . "

Doncl-équalionde Ia courbe cherchéeest
rã O

a = cot «,

6 tang

équation d'une spirale logarilhmique qui coupe tous sesrayons

vecleurs sous 1'angle ^ — « , et qui a lê pôle pour point

asympíoliquc. Quand on fait rouler celte courbe sur une droife,

lê pôle décrit une autre droite fai-
sant un angle a. avcc celle-ci. On
peut déduire dela cette aulre pro^
príété de Ia spirale logarithmique:
Ia longueur de 1'arc de Ia courbe
à partir d'un de sés points S jus-

qu'au pôle autour duquel elle fait une iníinité de circuits, est
finic et égale à Ia longueur SÓ.

148. Pour ligne MN, prenons
une chainette, et pour ligne di-
rectrice AB 1'axe horizontal de Ia
courbe, c'est-à-dire 1'horizontale
menée dans son plan à une dis-
tance FG = a au-dessous de son

point lê plus bas; a est lê paramètre de Ia chainette, celui
qui entre dans 1'éqaation de Ia courbe

S B

l
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POUI
Ia différentions 1'équation precedente:

adéduit

dx

cZs =

x _x
a a

La normale ES a pour longueur -̂S = \. Nous ferons donc

lia distance HK du pied de Fordonnée à Ia tangente est égale à

par suite

Donc

inS = cosKIIE = -.

tangS=-

ou bicn

tang S = •

L'équation polaire de Ia courbe cherchéeseradonc, enrem-
plaçant / par r,

dr
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es ta ins icondui tàchercherr in tég^e^j ,^ .

Posons

r— a=a:t-.

on déduit

• — a H'

do=-

et intógrant,

On peut disposer de Ia constante de manière que 0 soit nul
pour lê point lê plus Lãs de Ia chaíneíte. On a alors r=a, et
par suite w=0. On prendra donc C=0, et 1'équation de Iacourbe será

ou Lien, en élevant au carro,

roule sur

i
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MOUVEMEKT DU.E FIGURE SPIIÉRIQUE SUR LA SPHÈRE.

„ ,g kes raisonnements que nous avons faits au sujet du
uvement d'une figure plane dans son plan, s'appliquenl

M nlinuement au mouvement d'une figure sphérique sur Ia
' hère et sans lês répéter ici, nous pouvons poser lês théo-

jvmes suivants :
1° Deux positions successives d'une même figure mobile

sur Ia sphère étant données, on peut amener cette figure de
l'uiie à 1'autre au moyen d'une rotation unique autour d'un
diamètre de Ia surface.

2° Le mouvement élémentaire d'une figure mobile sur Ia
sphère est unerotaüon infmiment petite autour d'un diamètre
de Ia surface. Le diamètre est appelé axé instantané de ro-
tation, et lês points de rencontre de Ia sphère avec cet axé sont
lês pôles instantanés.

Lês pôles instantanés de rotalion sont lês points de concours
de tous lês ares de grand cercle menés par chaque point de Ia
íigure mobile normalemcnt à sã trajectoire.

5° Le mouvement continu d'une figure mobile sur Ia sphère
est une suite de rotationsinfiniment petites, et peut s'obtenir
en faisant rouler une lignc íixée à Ia figure mobile sur une
ligne fixe tracée sur Ia sphère. En d'autres lermes, le mouve-
ment continu d'une figure mobile sur Ia sphère est un mou-
vement épicydoidal sphérique.

APPLICATION. CONSTRUIRE SUR LA SMÈRE LE QUADRILATÈRE HAXIMUM

AYEC QUATRE COTES DONKÉS.

Soit O le centre de Ia sphère ;
OA son rayon, que nous supposerons égal à 1'unité;
ABCD le quadrilátero cherché, dont lês quatre cotes AB, BC,

W>, DA, sont dês ares de grand cercle de longueur connue,
et qui renferme Ia surface Ia plus grande possible.

1"
T



Fig. 149.
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Considérons lês sommets A et B comrne fixes, et deformo '
lê quadrilátero infiniment peu, en faisanttourner lês cotes An
BG, autour de cês points; lê quadrilatère prendra Ia f0r '

AD'C'B; pour exprimer qUe ̂
surface est maximum, U Sll*
fira d'égaler lês deux sur.
faces ABCIi, AB'C'D'. "

Prolongeons lês ares AD, BQ
jusqu'à Icurrencontre au p0ini
S. Ce point será lê pôle instan-
tané de Ia rotation qui amène
lê cote DCilans Ia positionD'C'
(g 149, 2°i; lê iriangle SD'C'
n'est autre que lê triangle SDG,
déplacé d'imcertain angle infi-
niment peíit autour du point S.
Appliquonsles raisonnements
que nous avons faits pour ré-

soudre Ia môme question sur lê plan (§ 158); nous recon-
naítrons que Ia condition du maximum se réduit à 1'équiva-
lence dês triangles infiniment petits

SAD'=SBC'.

Lês ares DD', CG', qui représentent lês déplacements respec-
tifs dês points D et C, parlagent chacun de cês triangles en
deux parties que nous allons évaluer séparément. Considé-
rons d'abord Ia partie SDD'. Soit do Pansle au sommet S.
L'arc DD' apparlient à un pelit cercle décritdu pôle S avec un
rayon sphérique égal à SD. Du point D, ahaissons sur OS une
perpendiculaire DE; lê point E será lê cenlre de 1'arc DD', et
1'angle DED' será égal à do. Pour évaluer 1'aire SDD', remar-
quons que cetle figure est un fuseau dans Ia zone qui a lê
point S pour pôle, et pour Lase lê petit cercle auquel appar-
tient 1'arc DD'. La hauteur de cette zone est Ia distance ES;
soit are SD = e; nous aurons ES = 1 — cos;, et Ia surface
de Ia zone será 2 r c ( l — c o s e ) : Ia surface du fuseau dont

QUADR1UTERE SPHÉRIQUE. ' 223

t do est par suite égalc à (l — cos s) cí?.
aY'consldérer 'de môme 1'arc infiniment petit DD'

On peut coi ayec un rayon sphe.

^ cê* de cet are est au point G, pied de Ia per-
5 A? • Sssée du point D sur Ic rayon OA, et l angle
ír,ulaire abaissc* e J^ ̂ ^ ^ ̂  ̂  ^ y ̂

• pst run des°côlés donnés. La surface de Ia zone sphé-
'Tà u?o ^sc dont fait partie lê fuseau-ADD' será egale a

et Ic fuseau lui-môme à
(•] — cos a) d^i.

Mais <ty peut sexprimer en fonclion de d?. On a en effet

DD' = DE X angle DED' = DG X angle DGD',

,e qui donne Ia relation

Donc

L'aire du triangle SD'A est par suile égale à Ia somme
. sins ,

(i-cosslJy-Mi-cosc.)^— d?.

Opérons de même pour lê triangle SC'B. Soit

arcBC = |3, are SC = 6.

L'angle CSC' est encore égal à <Z ? ; quant à 1'angle CBC', il est

éal à
pi n O
- i
sin p 7SIU p

de sorte que 1'aire du triangle SBC' est mesurée par Ia somme

\ sin O ,
(l - cos 6) í/? + (l - cos ,3 j ̂  d?.'
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condilion du maximum est, cn supprímant

Dans cette équation romplaçons

COSs —

— cos« par 2sin í!
;4-K,

sin* par 2sin{K Cosl a ,
— cos (3 par 2 sins 1 ,3,

Siní3 par 2sin

sin g,

ou Licn, en renversant lês fracfions
COSÍ/3

__ cosi
- ~

t &vu*i3-ja jusqu'à Já rencontre
en I, avec le rajon OS prolongo. Du point O abaissons sur AD
la perpendiculaire OF, 'qui partage 1'angle AOD = a en deux
parties égales. Nous aurons angle SOF=e + |«, et
nr OF C O S ^ c c
01 — õTvp — —/—^-i—r- La corde Juu proiongee coupe decos SOI1 cos (s-i-1 a) r c '
même le rayon OS en un point situe à une distance du poinl O

cos - 6
('1£ríl'P ^ C Q - L - í f i V ' ^Cs deux ^rac^'ons étant égales, les deux

T~l J~t

sommels.
H est facile d'éíendre

d'un nombre

sés

.
priété du cercle de contenir a nl PU1S, ***• déduire la Pr°'
périmètre. plus grande su'*ce à égalité de

constructionsurlasphèredun quadril inscripüble
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oient donnés se raméne au même pro---, nt ouatre
- .sur le plan.

^ ff t lês cotes donnés sont dês ares de grand cercle
£n e

 O'rcies sont connues; cês cordes formenlun quadri-
' dans le môme cercle que le quadrilátero

onc construit avcc l cs cordes un quadri-
pian mo^iptible (g 138), on connaíli 'a le diamctre

' ercle circonscrit au quadrilátero sphérique chcrché; le
snhérique de cê même cerclc est la moilié de 1'arc de

wand cercle sous-tendu par son diamòtre.
Le théorèrae relatif au plan n'est qu'un cas particulier

du thcorème relalif à la splière; il suffit de supposer le
rayon R de cellc sphère infini. A la place de e, ô, a, p, met-

tons lês rapports g, ^, ̂ , g, dês longueurs dês ares SD, SC,

DA, CB, au rayon. L'équation qui défmitle maximum prendra

Ia forme
e , , a . e O . , 3 . 6

cos - — tanga r, sul íí = cos í; —tang ',- ^ sin rr.
U ~ í\ il il ~ il il

y. E.Lês angles^, ?-, ,... sontiníinimcntpetíls quandRestiníini.

n i e , ô 62
 í . O9

Hemplaçons cos ^ et cos ~ par i — ̂  et l— ™, en nous

arrêtant aux termes du second ordre, puis lês tangentes et lês
smus par lês ares eux-mêmes, cft qui correspond au môme
degré d'approximation. II viendra

Donc

ou enfm
Fig. 150.

SÁ = SC X SC,

équation qui montre que lês 4 points ABCD sont sur une même
circonférence.

«ÉC. COLLIGXOS.
15
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FJg. 151.

MOCVEJIEKT D'UN SOLIDE ISVARIABLE QCI A UN POINT FIXE.

151. Considórons un solide invariable, mobile autour d'j
point lixe 0. Goupons cê solide par une suríace sphcriquc SS
ayant lê point O pour centre. Nous obtiendrons pour inij

seclion une ceríaine figure sphér iqu e j j '
qui se déplacera à Ia surfacc de Ia sphèreS
quand elle será erilrainée par lê mouve-
mcnt du solide. Lê mouvcment élénien-
taire de la figure A cst, en verlu dcs
théorèmes précódcnts, une rotalion iiíj
íiniment pelite au tour d'un diamètre de
Ia sphère.; donc lê mouvement élémen-

taire du solide lie a la figure A estunerotation iiifiniment.j
tile aulour d'un axé inslanlané passant par lê pointO.Nms
savons de plus que lê mouvcment contínu de Ia figure A sur
Ia sphère S peut s'obtenir en faisant rouler une ligne L, appar-
tenant à Já figure A, sur une lignc fixe X, íracéc sur Ia sur-
íace de Ia sphère.S. Ce mouvement de Ia figure A suffit pour
definir lê mouvement du corps. Nous pouvons prendre le
lignes X et Lcomme lês directrices de deux surfaces coniques
ayant lê point O pour cenlre commun; lê roulement de L sur
X équivaudra au roulement du cone (0,L) sur lê cone fixe (0,X),
de sorle qu'en déíinilive lê mouvement continu d'un solidem-•
variable qui a un point O fixe, peut soblenir en faisant rouler fij
sur face conique appartenant au solide et cnjant pour sominet fe
point O, sur une seconde surface conique ayant erjalement poufjl
sommet lê point O, mais reslant fixe dans l'espace. L'axe instan-
iané de rotation du solide, à un n;otnenl donnó, est Ia géne-
ralricc de contact OJ1 du cone mobile avcc lê cone fixe. Lês
résulíats auxquels nous sommes parvenus pour lê mou-
vement dans un plan ou parallèlement à un plan, sont ^les
cas particuliers du mouvement d'un solide ayant un point fixe-
La sphère sechange en un plan quand son rayon grancht a

AUTOUK D'US POIXT. 227

toute limite; lê point O s'éloignant incléfiniment, lês
lO L) (0/A) devieiment dcs cylindres, et lês lignes L et

C^ne lês sections de cês cylindres par dês plans perpendicu-
''''S° • lonrs o-énératrices. Lê mouvement continu tfun solidelairtís ^ loui-j T-,^

•' ible inolnle qui se déplace parallèlement à un plan, est donc
!K, naiciu roulement d' une surface cijlindrique liée au corps,
'" ne surface cylindrique fixe dans l espace, et lês génératrices

es deux surfaces sont perpendiculares au plan parallèlement
suguei s* effectue lemouvement du solide.

MOUVEMENT GÉKÉfiAL ])'ü!STE FIGÜIIE PLANE DANS L'ESPACE.

152. Soit F Ia figure plane mobile, prise dans une de sés
posilions, et soit F' une seconde position quolconque de Ia
même figure. Cherciions comment on peut ramener Ia figure
mobile de Ia seconde position à Ia première.
•' Appelons P et P' lês plans dans lesquels sont conlcnues lês
deux figures F et F'. Cês plans se coupent généralement sui-
\antunedroiie LL'. On peut donc, en faisant tourner lê plan
P' autour de cette droile LL', amencr Ia figure F' dans lê plan
P. Representou s par P" Ia nouvelle posilion prise dans cê ra-
battement par Ia figure mobile. On choisira lê sens dans le-
quel on opere lê raballemcnt du plan P', de lelle sorte que
'es deux figures égales F et F", toutcs deux situécs dans lê
ipn P, puissent coincider l'une avec 1'autre sans retournc-
aent de 1'uned'ellcs. On peut alors ramener Ia figure F" sur Ia
'SP6 P par une rotalion uniquc autour d'un point O duplan

> c est-à-dire autour d'une droile 00' perpcndiculaire à cê

°nc
6 eux

o» peut ramener Ia fujme F' dans Ia position F au moyen
rotations : rime autour de l'interseclion dês deux plans,

™ «Mfottr d1 une perpendiculaire auplan de Ia figure F.
D .. °Y PP^ciuons ce Ihéorème à un déplacement iníinimerit

• Aous en déduirons cetle nouvelle proposilion :
M élcmenlaire d'une figure plane dans Vespaceest
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Ia resultante dedeuxrotations élémentaires, autour d\ixe

tangulaires; Vim LL', situe dans lê plan de Ia figure, Vauíre ̂
normal à cê plan. >

L'axeLL', situe dans lê plan P, est 1'intersection de cê n]
avcc Ia position iníiniment voisine, P', qu'il occupe au h n

d'un tcmps infinimcnt petit; c'est donc une dês génératrjc

de Ia surface développable que lê plan P enveloppe dans s/
mouvement; c'est Ia caracteristique de cette surface, ou l
tangente à son arête de rebroussement.

Lê sccond axo 00' est perpendiculairc au plan P, et c'esf
autour de lui que s'opòre lê déplacement élémentaire de Ia fi.
gure dans cc plan. On appelle foyer de Ia figure plane1, lê point
0 ou 1'axe 00' perce lê plan P.

154. Tous lês plans normaux aux trajectoires dês différents
points m de Ia figure mobile passent par lê foyer 0.

En cftct, lê déplacement élémentaire mm' du point m est Ia
resultante de deux déplacements, l'un mu autour de 1'axe LL'

et perpendiculaire au plan P, Pau ire wj),
au tour du point O, et situe dans cê plan.

La droite Om est pcrpendiculaire àmp;
elle est de plus perpendiculaire à «m.
Donc elle est perpendiculaire au plan nmp,
et par suite au déplacement. effectif mm'.
Lê plan normal à Ia trajectoire mm' con-

t isnt donc Ia droite mO,- et passe par lê point 0.
155. La trajectoire du foyer O, considere comme un point de

Ia figure mobile, est normale au plan P. '

En efíet, lê point O subit Ia rotation élémentaire autour
de Ia droito LL', sans participei1 à Ia rotation qui s'eftcctue
autour de lui. Donc son déplacement est normal au pia"
P, et il est lê seul point du plan qui possède cette propriélé-

. 156. Lorsque lê plan P et sã posilion irifiniment voisine P'
ne se rencontrent pás, Ia caracléristique LL' passe à l'infin'»

1 51. CHASLES, Proprictés géomdtriques du mouvement infinimcnt petit d'u"
corps solide libre dans V espace (Corantes rendus de 1'Académie dcs sciences, .
t. XVI, 1S-Í3!.
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fal ion qui s'opérait autour de cette droite se change
translation perpendiculairc au plan P, c^est-à-dire pa-

eíl u. £ paxe 00'; alors Ia figure mobile subit à Ia fois, dans
ra Ü nuvenient élémentaire, une rotation autour de l'axé 00'
S°' translation parallèle à cet axé. Chaque point m de Ia figure
6 . ourt en vcrlu de cê double déplacement, une hélice mm',
i rée sur un cylindre ayant pour axé 00' et Ia distance om
ourrayon; toutcs cês hélices ont lê même pás. Lê mouvc-

!Lent élémentaire de Ia figure est donc un mouvement hélicoídal,
analo^ue au mouvement que prcnd une vis mobile dans un
écrou fixe. Nous montrcrons directemcnt qu'il en est tou-
jours ainsi, et que lê déplacement élémentaire d'un corps so-
lide quelconque est un mouvement hélicoídal, dans lequel lê
corps éprouve une rotation autour d'un certain axé en même
temps qu'une translation parallèle à cet axé.

HOÜVE.MENT ÉLÉMENTAIRE D'US SOLIDE LIBRE DANS I/ESPACE.

157.Coupons lê corps solide par un plan quelconque P,
qui y determine une figure F. Lê mouvement du corps será
enlièrement defini par lê mouvement de cetle figure; or nous
venons de démonlrcr (§ 153) que lê mouvement élémentaire
de Ia figure plane F était Ia resultante de dcux rotation?, l'une
autour de Ia caracteristique LL' du plan P,
l autre autour de Ia normale 00' au plan P,
menée par lê foyer 0. Lê point O est un
P°mt commun à tous lês plans normaux
a«x trajecloires dês différents poinls de Ia
figure F.

Cpnsidêrons dans lê corps solide une
"roite quelconque A A'; je d isque lês plans
n°rmaux aux trajectoire dês difjereuís
points de AA'i;o?jí touspasser par une même
^oiíeBB'. Menons, en effel , par Ia droite

A.' un plan P quelconque; lês plans normaux aux trajectoires
e tous lês points de cê plan passent par un certain point O,

135.
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foyer du plan P. De même, lês plans normaux aux traiepi •
de íous lês points d'un aulre plan Q, mené aussi par/

es

passent par un même point I, foyer du plan Q. Lês n)
normaux aux írajectoires dês divers points de. Ia droite A^
qui est contenue à Ia íois dans lês plans P et Q, passi '

• donc à Ia fois par lês poinls O et I, et par suite ils conüp
nent tous Ia droite BB' qui joinl lês deux foyers. On voit p
même ícmps que lelieu dês foyers de tous lês plans conduits na
tine même droite AA' est une seconde droite BB'.

Cetíe propriéíé esl reciproque, c'est-à-dire que Ia droite AA'
cst lê lieu dês foyers dês plans conduüs par Ia droite BB'
Pou.r lê démontrer, il siiffit de faire voir que si par lês poinls
O et í on fait passcr un plan Oaí, coupant en a Ia droite AA',
lê point a cst lê foyer de ee plan, Or lê point a, comme ap-
pa r l enan t au plan P, décrit dans lê mouvement élémentaire
du corps un are normal à Ia droiíe Oa (§ 154); comme ap-
parlenant au plan Q, il décrit un are normal à Ia droite I«.
Lê déplacement élémentaire du point a, normal à Ia fois aux
droites ai et à aO, est normal au plan.Oal; donc lê point a est
lê foyer de cê plan (§ 155).

Lês deux droites AA' et BB' sont ainsi conjuguées, et Ia tra-
jectoire de chaque point de V une est normale au plan mené par
cc point et Vautre.

Cas particuliers. — 1° Lês deux droites AA' et BB' peuvent
avoir un point commun C. La trajecíoire de cê point C, con-
sidere comme apparlenant à Ia droiíe AA', doi t être normale à
un plan conduit par lê point C et Ia droite BB', c'est-à-dire à
un plan quelconque mené par Ia droite BB'. Donc lê point C est
immobile, et par suite lê mouvement élémentaire du solide
est une rofation aulour d'un axé passant par cê point (§151)-

2J Lês deux droites AA', BB' peuvent coincider; c'est cê qui
arrive quand un point de Ia droiíe AA' a une írajecíoíre nor-
male à cetlc droite; on saií qu'alors íous lês poinls de Ia droite
A A' se cléplacent normalemcnt à Ia direction AA' (g 128). ^e

licu dês foyers dês plans conduiís par AA'cst donc Ia droite
AA'eIle-mème. Lê mouvement élémentaire de Ia droiíe AA' est

D'UN SOLIDE LIBRE. 23-1

F cê cas un mouvement hélicoidal, qu'on peut déeomposer
ne rotalion autour de Ia normale communc à Ia droiíe AA'

^' sã posilion infiniment voisine, et une translalion lê long

de cette normale commune.
5° Lês foyers O, I, dês plans P et Q, peuvent être íous deux

.n(jnimenl éloignés, ei alors Ia droite BB' passe à 1'infini; dans
cas, íous lês points de Ia droite AA' ont dês déplaccmenls

éfaux et parallèles, et celte droite subil, par conséquent, un
fflouvemenl de translation.

Nous verrons toul àFhcure que lê mouvement general d'un
solide peut être décomposé d'une infinité de manières, en deux
rotations simultanées ; lês droites conjuguées AA', BB', sont
lês axes de cês rotations.

Si, en effet, on clonne au corps aulour de BB' une rota-
lion infiniment pclile, chaque point de AA' décrit dans cê
mouvement un élémenl de trajectoire normal au plan mené
par cê point et l'axé BB'; landis qu'une rotalion intinimcnl
pelite autour de AA' laisse lê même point immobile : lês plans
normaux aux írajectoires dês points de AA' passent donc íous
parla droiteBB'. De même, lês plans normaux auxtrajcctoires
dês poinls de BB' passent tous par Ia droit; AA'.

DÉCOMrOSITION DU MOUVEMENT ÉLÉMENTAIRE D'UN SOLIDE

EN UNE TRANSLATION ET UNE ROTATION.

ISS.Soienl A, B, C, D,... lespositions à un cerlain momenl
dês divcrs poinls du syslèmc. ^,

Soient Á', B', C', D',... lês posilions p V- '̂ L
dês moraes points au bout d'un lemps dt
três court.

Lê déplacement élémentaire de cha-
cun de cês points csl represente par
lês droites infiniment peiites AA', BB',
kC', DD'.. .5 lesquclles sonl égales aux
produits dês vitesses respectivos dês points A, B, C, D.. . par lê
temps dt.
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Appliquons à tous cês poinis, moins un, ]a théori j
composition dês vitesses. Nous pouvons regarder Ia • Ia

r a vius
du point B, proporlíonnelle à BB', comme décornposée
deux aulres vi tosses BB", B"B', dont 1'une, BB", soit égale e"t
parallèle à Ia vilesse AA' du point, A. De même, en menant
CG" égal et parallèle à AA', et joignant C'G", nous pouvons
rea rder Ia vilesse CG' du point C comme Ia resultante

é a r s u t
d'une vitessc égale et parallèle à celle du point A, et dur ie
seconde vitesse représentée cn grandeur et en direction pgr

C" C'. Faisons de même pour lê point D et pour tous lês autres
points du systòme.

llenrésultera que lê mouvement élémentaire du solide peut
être décomposé en dcux mouvements : 1° L'un, en vertu du-
quel íous lês points du systòme décrivent dans lê temps dt dês
chemins AA', BB", CG", DD".... égaux etparallèles; cepremier
mouvemenl est donc un mouvement de translation (§ l '25);

2° Lê sccond, en vcríu duquel lês points B, C, D..., amenés
en B", G", D"... par lê premier mouvement, décrivent lês che-
mins B" B', et C" C', D" D'... pendant que' lê point A, parvenu
en A', reste fixe. Ce second mouvement élémentaire est lê
mouvement d'un solide invariable q u i a un point A fixe; c'est
donc unerotation infiniment pel i teautour d'un axé instantané
PP'passant par lê p o i n t A (g 151).

Kous avons donc ramcné lê mouvement élémentaire du so-
lide à dcux mouvements simples, une translation et une rota-
tion, et comme nous pouvions faire cette décomposition en
parlant de lou t au f r e point que Ic point A, on voit qu'elle esl
possible d'une infinito de manières.

Mais on peut, parmi toutes lês décompositions possibles, en
trouver une qui donne Timage Ia plus simple du mouvement
du solide : on obtient alorsle mouvement hélicoidal.

MOUVE3IEKT HÉtJCOiDAL.

159. Décomposons Ia translation commune AA' en deux
trunslalions, l'une parallèle à 1'axe PP', 1'autre perpendicu-
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• cet axé; il suff i tpour cela (fig. 155) d'abaisser du point
•lune perpendiculaire A'A1 sur 1'axe PP', et de regarder Ia

llesse AA' comme Ia resultante dês
deux vitesscs simultâneos, AA t et AtA',

uis de substituer de même aux vi-
IssesBB", CG", DD",... lês vitesscs
LultanéesBB1etB1ll",CC1etC1C",
DD etDÍD",... respeclivement égales
ei parallèles à AA4 et A tA'. De cette
manière, pour chaque point B, nous
pourrons remplacer lê contour BB" B',
forme do deux ccíés, par lê contour
BB B" B', qui est forme de trois cotes, représeníant trois vi-

tesses simultanées.
Or remarqnons que deux de cês cotes sont à angle droit sur

1'axe PP', savoir Ic coto B" Bi; qui est parallèle à A'A4, etle cole
B" B', qui est Ic chemin iníiniment pclit décrit par un point
du solide en vcrtu d'une rotation autour de cet axé. Lês deux
vilesses B"B1 et B" B' sont donc perpendiculaircs à PP'; par
suite leur plan est aussi perpendiculaire à PP'; il en est de
même de Ia vitesse résullante, B4 B', de cês deux vitesses
prises en particulier, et de toutes los vitesses G\ G', D J)',... ob-
tftnucs cn composant Ia vitesse due à Ia rota liou autour de PP'

: avec Ia vitesse égale et parallèle à A t A'.
Nous ramenons de celte manière lê déplacement clémen-

taire du solide aux deux mouvements suivants :
^ Une translation, égale à AA t et parallèle à PP';
"° Un mouvement en vertu duquel lês divcrs points A, B,

~> ^••-,reçoivent simullanément dês déplacements Aj A', Bt B',
1 ' "iO'i tous parallèles àun même plannormal àPP'. Ce mou-
ement élémentaire est donc une rotation inslantanée autour
M>! axe perpendiculaire à cê plan, c'est-à-dire parallèle à PP',

re, enfm, parallèle à Ia translation.
ne à cet axc particulier lê nom A"1 axe instantané dero-

et de glissement ou, plus simplcment, &axe instantané"" '

\
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Lê mouvement élémentaire d'un solide mobile dans l'
pace esl donc lê résultat d'une rotalion inímiment rjpf?"
autour d'un ccrtain axé, lê long duquel lê solide subit
même temps une translalion infiniment pe t i íe ; c'esf, coram
nous 1'avons déjà observe (g 156), un mouvement analogue a
déplacement,que subit une vis mobile dans son écrou", ou en

d'autres íermcs, c'est un mouvement. hêlicoidal.
160. De quelque manière qiCon décompose lê mouvement élé-

mentaire du solide en une rotation et une translation, taxe
de Ia rotation est toujours parallèle à une seule et même direc-
tion.

Considérons, en cffet, lê mouvement cíòmeníaire de lasec-
tion faite dans lê solide par un pia;i N normal à PP'. Lê mou-
vement du solide est entièrcrneiú defini par lê mouvement
élémentaire dc"ce(te seclion. On faií passer lê corps de Ia po-

sition ABC à Ia position A'B'C' par une
translation AA', qui n'altérepas lê paral-
lélisme du plan mobile, et par une rota-
tion autour dePP'qui ne 1'allèrepas da-
vantage, puisque 1'axe PP' est, par hypo-
tbèse, normal à cê plan. II n'en serait
pás de môme si l'on considérail lê dé-
placement d'un plan oblique à 1'axe, Ia

translalion conserverait encore lê parallélisme de cê plan;
mais Ia roíation lê déplaccrait tangenliellement à un cone de
révolulion ayanlpour axé Ia droite PP'.

On peut conccvoir lê solide coupe par une infinito de
plans paralléles au plan N, dont lê parallélisme se conserve
pendant lê mouvement élémentaire, tandis que tout autre
plan cesse, aprôs lê déplacement, d'ê(re parallcle à sã posi-
tion première.

Qucl que soit lê point du corps par loquei on fasse passer
1'axe de Ia rotation élémentaire, cê point esl s i tue dans un
dês p lans N, et 1'axe de Ia rotation corrcspondaníe, étarrí
normal au plan N, est parallè'e à 1'axe PP'.

La direeíion et Ia grandeur de Ia translation varient quand

FÍJÍ. 156.

O o

Fie. 157.
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,rnlace 1'axe de rotalion. Mais Ia direction de 1'axe dans
"."ace est toujours Ia môme. On peutajouter que Ia vitcsse

ffulaire autour de 1'axe n'cst pás nonplus altérée; c'est cê
!ue nous démontrerons plus lard.

Pourramenerle déplacement du solide au mouvement héli-
coidalj i lsuffi t de faire passei11'axe de roíation PP'parle point O
de l'un dês plans N qui se déplace normalement à cê plan, c'est-

-à-dire par lê foyer de cc plan (g 155).
La translalion est alors représentée par
lê déplacement 00' de cê po in t ; elle
est égale aux projections AA1? BBj, sur _
Ia direction PP', dês déplacements tf

Motaux, AA', BB', dês divers points
du solide; Ia translation 00' qui cor-
respond au déplacement hélicoidal,
est donc moindre que toule trans-
lation AA', qui correspondrait à une autre décomposition
quelconque. On voit en même temps qu'ò un instant donné
lê mouvement liélico'idal d'un solide ri est possible que d'une seule
manière.

161. Proposons-nous de construire 1'axe de rotation glis-
sant, et de trouver lês valeurs de Ia vi-
tesse angulaire et de Ia vilesse de trans-
lation.

Prenons dans lê solide trois points
A,B, C, non en ligue droite; lê mouve-
ment de cês trois points suffit pour defi-
nir lê mouvement du solide.

Considérons lês vi!esses V, Y', Y" que
possèdentrespectivementccslroispoints
à un moment donné.

On lês suppose connues en grandeur et cn direction.
Par un point quelconque II de l'cspacc, menons trois droiles

tt«, II&.IIc, égales et paralléles aux vitesses Y, Y', Y" dês
points A, B, C. Nous pourrons toujours choisir cês points de
mamère que leurs vitesses ne soicnt pás paralléles à un même

•158.
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plan l. Lês trois poinf s a, b, c, détermineront un plan ; du n •
II abaissons sur cê plan une perpendiculaire IIM, et joig-n
Ma, M6, Mc. Nous pouvons décoraposer Ia vitesse V = fjffl

dcux vilcsses s imul tâneos UM, Ma; de méme lavitesseV'^»/,
en deux vilesscs IIM, MZ>, et V" = IIc en deux vitesses IIM
Me. Nous ramònerons de ccíte manière lês vitesses dês trois
points A, B, C, à une composante communelIM et à trois autres
composantcs Ma, Mi», Mc, perpendiculaires à Ia première, et
parallèles à un mêmeplan «Z»c, normal à HM. La droíte IIM será
Ia vitcssc de transia líon du systèine mobile parallèlement à
Paxfi instantané glissant. Nous déterminons, par celte con-
strucfion, Ia direction de 1'axe et Ia vitesse de Ia translation.
11 reste à trouver Ia position vraie de 1'axe et Ia grandeur de
Ia vitesse angulaire-de Ia rotation.

On y porviendra en coupant Ic solide par un plan normal à
Ia direction IIM, et en cherchant lê foyer O de cê plan. II suí- j
fit pour cela de prendre deux points du plan, et de rnener lês
plans normaux à leurs trajectoircs ; cês deux plans normaux ',
couperont lê plan mobile au point O cberché. On môriera par
Jc point O une normale 00' au plan mobile, ou une parallèle
à IIM, et cê será 1'axe instantané glissant.

La vitesse de rotation du systòmeautour de 1'axe estégaleau
M«

rapport ~ de Ia composante Ma h Ia disíance Aa. En effet,

M« cst Ia vitesse linéairc du point A dans Ia rotation autour
Ma

de 00', et -r- Ia vitesse angulaire commune à (ous lês rayonsí\Cf.

Aa, 13,3, CT.

Lê problème est donc entiòrement rósolu.
La construction que nous venons de íaire montre bien que i

lê mouvement élémentaire d'un solide libre dans 1'espace ne
pcut étre ramené que â'une seule manière à lacoexistence d. 'une
translation et d'une roíation autour d'un axé parallèle à Ia

1 Autrement, toules lês vitcsscs dês points du syslème étant parallèles à un
plan Jixe, lê mouvement du corps serait parallèle à cê plan, et, au lieu dü cas
general, on retrouverait un cas déjà examine (§ 152).
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Fig.

Mion. L'axe instantané glissant est celui pour lequel Ia
^aíl è de translation est Ia moindre, car elle est mesurée par
T i no-ueur de Ia perpendiculaire HM, landis que toute autre dé-

composition (f ig '{ 59) donnerait lieu à unc

iranslation HM', plus grande que HM, et à
trois vitesses M'«, M'6, M'c, parallèles au
Lanflbcet correspondam, par consóquent,
à une rotaüon autour d'un autre axé per-
pendiculaire à cê plan. On peut observer
aussi que si, parimpointlIdeTespace, on
mène dês droites Ha, égales et parallèles
aux vitesses dês divers points d'un système mobile à un mo-
ment donnè, lês exírémilés a de cês droites seront toutes si-

tuées dans un même plan.

MOUVEMENT COKTIJiü ü'üN SOLIDE INVAIÍIABU5 DAKS L'ESPACE.

162. Lê mouvement continu d'un solide invariable est unc
suite de mouvements élémenlaires qu'on peut ramericr cha-
cunà une rotation autour d'un certain axé instanlané et à une
Iranslation lelong du même axé. Considérons Ia surface ré-
glée, lieu dês positions successives de 1'axe instantané glissant

^ dans l'espace; considérons de plus lês positions successives de
1'axe instantané dans lê corps solide; cês positions successives
y dessineront une seconde surface réglée appartenant au so-
lide et entraínée dans son mouvement. Lê mouvemenl continu
du système será donc un roulement de Ia surface mobile sur
w surface fixe, en vertu duquel Ia surface mobile viendraap-
puquer successivement sés génératrices rectilignes sur lês gé-
neratricesrectilignes de Ia suríace ílxe entournant autour de
Chacune d'elles; mais, outre cê roulement, Ia surface mobile
oprouvera lê long de chaque généralrice de contact. un glisse-
n<>ent ou iranslation. Nous venons de remarquer que Ia vitesse

uiresP°n(iante à cê dernier mouvement est moindre que pour
oute autre décomposilion du mouvement du solide en une

«•anslalionelunerolaüon.

í
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par cê po;nt. C'est lá la décomposition p ^ T Í0

resoudre lês problemas de dynamicme Lê rZ ^ P°
comprend alors Ia translation d Wpoint Tj! T""" ̂

^
165. Nous avons vu (g 69)

est anime à la íbis de deux v
"'

"""lis Slablic ,1'aborJ

et lav tesse linéaire. une roh o f
 CMnaít Ia tlircciion

Ia positiori vraie de l'aíe aulo ír H ' T""6 quand on donne

vitesse angulaire. De plus ii f i dle s'accomp]it, et Já

Ia íranslafion comme ̂  fa^f f°ín d° fiw' Pour

cos mouvemenls s'opèrenf • tIOn' le s«is dans Jequel
po»r Ia translation, ]e sens P,*- r

de la droife paralièle à Ia íranslt fé par le sens raéme

Jiaie AD, prise dans k A °n.; de sorle qu'une droite
—nsA
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, sens et la direction d'une translalion. On saura, en
dffer\ue cetle translation s'opère parallèlcinenl à AB, dans
le sens AB, et avec une vilesse égale à AB (§ 11), de sorte que,
dans un temps infiniment pelit dt, le syslèrnc considere décrit

vertu de cê mouvement te chcmin ABx dt. La droite AB
eut d'ailleurs être déplacéc comme on voudra dans 1'espace,

nourvu qu'on n'altère ni son parallélisrne, ni son sens, ni sã

grandeur.
On peut représenter de même par une droite finie LM, prise

dans un sens particulier LM, la grandeur et le sens d'une ro-
tation. La direction indéfinie LM est 1'axe de celte rotation ;
la position de celle droite doit être ici fixée d'une manière pre-
cise, et il ne suftlraii plus de donncr son parallélismc.
La longueur LM est la mesure de Ia vitesse de la rota-
tion; c'est la longueur de 1'arc décrit dans 1'unilé
de temps par un point du corps tournant situe à l'u-
nité de dislance de 1'axe. On connait ainsila position
de 1'axe et la vitesse angulaire du corps, et il reste à
fixer le sens dans lequel le corps tourne. On convient
pour cela d'aüribuer à 1'axe LM le sens dans lequel
unobservaleur, couché le long de cet axé, vcrrait la rotalion
s'effectuer de gaúche à droile, ou dans le sens du mouvement

» ordinaire dês aiguilles d'une montre. Dire que 1'axe a la direc-
tion LM, c'est dire que robscrvateur dcvrait avoir lês pieds
en L et la tête cn M; comme il voit toujours le mouvement
s'opérer de gaúche à droite, le sens de la rolation est defini :
elle a le sens indique par la íléche F.

^ C est tout cela que nous enlendrons désormais par 1'expres-
sion axé [fune rotalion; 1'axe será pour nous une longueur íi-
nie, prise sur 1'axe géométrique.aulour duquel tourne un sys-
eme, egale à la vitesse angulaire de cê systérne, ei eníin cliri-

gee dans un sens tel, que 1'observaleur couché le long dc cet
axé voie le système tourner de gaúche à droile.
. ^Clte convcnlion permet d'attribuer dês signes aux rota-

tions effectuées autour d'axes rectangulaires coordonnés, OX,
. UY.OZ (fig. 162). Sila rotalion s'eíTectue autour deOXJe sens de

Fis. -101.
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«r succ«sivemM 'sl^ ̂ ^faa-1« « » —i-
Composition de deux translalions.

^Positiondedeuxrolalion, . . . . . _ _ / ̂  S «^s

Autour d!axcs qu ine se rcn-
Coaiposition d'une translalion n. ,- , T> COIltrent P^.

uans la í jone l d'une rotation. Perpendjculaires entre elles
( Quclconques.

1(34. Soient
COMPOSITION DE DEUX TEANSLATIONS.

MA, NB, deux franslaíions siraiílíanóes, dont
Ia grandeur, Ia direclion et lê sens sont
donnés.

Pour írouver lê mouvement résulfaní,
considérons un point quelconque P du
sysléme qui subit cês deux translations.
Ce point est anime à Ia fois de deux vi-
tesses, l'une PQ, égale et parallèle à Ia
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ir l à Ia vitesse NB de Ia seconde. Cês deux vitesses se
Para 6

 en Une seule PS, diagonale du parallélogrammeO
C° t uit sur lês deux vitesses PQ, PPi. La même constructior
C'° plique à fous lês points du sysléme mobile, et Ia vitesse
s, yjtante qu'elle determine será pour chacun égale et paral-
rie à PS. Tous lês points sont donc animes de vitesses égales

j parallèles ; lê mouvement du système est par suile une
translalion (g 125), délerminée en grandeur, en direction et
en sens, par Ia droite PS, diagonale du parallélogramme
construit sur lês deux translations données.

De lá resulte Ia rògle suivante :
Pour composer deux translations données, on mène par un

point quelconque de V espace deux droites égales et parallèles à
cês translalions, et on achève lê parallélogramme compris sous
cês deux droites ; Ia diacjonale du parallélogramme est Ia trans-
lation resultante chercliée.

On peut inversement décomposer d' une infinité de manières
une translation donnée en deux translations simultanées. II
sufíit que Ia translation donnée soit Ia diagonale d'un paral-
lélogramme dont lês cotes representem lês translations cher-
chées.

COMPOSITION DE DKDX ROTATÍONS PARALLÈLES.

165. On appelle rotations parallèles dês rotations dont lês
axes sont parallèles; on appelle de même rotations concou-
rantes, dês rotations dont lês axes concourenl en un même
point.

Soit O et O' lês traces, sur lê plan du papier, dês axes dês
üaux rotations données, qu'on suppose ,„
perpendiculaires à cê plan; soit «o Ia vi- ^~^ «'.
ipê angulaire de Ia premiére; o>' Ia , "~^

^tesse angulaire de Ia seconde; nous " ü ~^~~°'
PPposerons d'abord que lês rotations Fi* 1GÍ-
soient de même sens, c'est-à-dire que lês axes soient diriges

3118 le même sens à partir dês points O et O'.
MEC. COIMGXOX. ' ,p

I
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Lê système qui subil cês deux roíaiions simultâneos se dé-
place en verlu de chacune parallòlement au plan de ia figure:
lê mouvement rósullant consiste donc aussi dans un déplace-
ment parallèle à cê plan, et par suite lê mouvement résul-
lant est, soit une translation parallcle au même plan, soit une
rotation autour d'un axeperpendiculaire (g 133). Dans cê der-
nicr cas, nous devons trouver dans lê plun de Ia figure un
point quircslc fixe cn vcrtu dês deux rotations simullanées;
cê point será lê pied de 1'axe cherché.

Prenons sur Ia droite 00' un point C quelconque. Ce
point, considere comme subíssant seulement Ia rotation u,
s'abaissera au-dcssous de 00', pendant lê temps infiníment
petit dt, d'une quantité égale à u í / íxOG ; considere comme
subissant uniquemcnt Ia rotation w', il s'élèvera, pendant lê
mêmc tcmps, dela quantité w dt x 0'C ; et par suite cê point
C restera immobile en vertu de Ia coexistence dês deux rota-
tions, si l'on a 1'égalité

ou Ia proportion

adt X OC = u'dí X 0'C,

_
CKT

On obtient donc un pointC qui reste fixe dans lê mouvement
résultant,en parlagcant Ia distanceOO' en deux segments ré-
ciproquement proportionncls aux vilesses angulaires w, w'. Ce
point est lê picd de 1'axe de Ia rotation resultante, lequel
est perpendiculaire au plan du papier,

II reste à trouvcr Ia grandeur Q de cette rotation resul-
tante.

On Ia détcrminera cn considérant lê mouvement du point
O' qui coincide avcc l'un dcsaxes . 'Ce point étant situe sur
1'axe O' nc subil aucun déplacement par suite de Ia roíation
w'; son mouvement esl donc entièrenient dü à Ia rolalion w,
et, en vertu de cette rotation, il s'abaisse au-dessous de 00',*
dans lê Icmps rfí, d'une quantité égale à w dt x 00'. On substi-
tue aux deux roíaiions w et o/ une rotalion unique Q aulour de
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1'axe C ; en verlu de cê nouveau mouvemenl, lê poinl O' s'a-
baisse au-dcssous de 00' pendanl Ia durée infinimenl peíite dt
d'une quantité O dt X 0'C. D'oú resulte l'égalité

adt X 00' = adi x 0'C,

ou Ia proportion

Q 0 0 '

Mais nous avons déjà Ia proportion

et par suite

«_'_ 0_C
w ~Õ'C'

OG + 0'C _ 00'
w .. 0'C

Comparant cette proportion à Ia première, nous en dé-
duisons

La rotation resultante est donc Ia somme dês deux rotations
composanles ; elle est d'ailleurs de même sens que chacune
d'elles.

Supposons en second lieu que lês rotations parallclessoient
de sens contraires.

Cherchons encore sur Ia direction 00' un point C qui reste
immobile en vertu de Ia simulta- «
néité dês deux déplacements cor-
respondanls à chacune dês rola- - •
tions données. Ce poinl se trouvera
sur lê prolongement de 00', et du
cote de Ia roíation Ia plus grande; il será defini par l'égalilé

udt x OC = u'dt X 0'C,

ou par Ia proportion

^±~ íi'
0'C w'

Lê point C est encorc determine par Ia condilion que sés

Fig. 1GS.
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distances aux centres O et O' soient en raison inverse dês rola-
tions correspondantes.

Lê inouvement résultant est une rotation aulour d'un
axé perpendiculaire au plan du papier et passant par lê point
C. Appelons Q Ia grandeur de celte rotation unique. Nous
déterminerons Q èn.considerará lê mouvement du point O';
comme il ne reçoit aucun déplacement de Ia rotalion w', sés
déplacements doivent étre Ics mêmcs, qu'on lê considere
comme entraíné par Ia rotation w autour de O, ou par Ia rota-
tion Q autour de G. Donc

et par suite

0'C'

«_'_ OC
w ~ 0'G'

) —eo' _ 0'C — O G _ 00'

co (K ~Õ7C'

Mais

et

Donc eníln

La rotation resultante est Ia différence dês deux rotations
composantes, et a lê sens de Ia plus grande.

CAS PARTICULIER DE DEUX ROTATIONS PARALLÉLES, ÉGALES

ET CONTRAIRES. — COUPLE DE ROTATIONS.

166. Supposons que lês deux rotations w et w' soient égales,
mais contraires. Lês formules precedentes deviennent

-
0'C
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à

U

La première équation nous indique que lê point G est iníi-
niment éloigné; car O'G surpasse OG d'uhè quantíté con-

OG
stante 00', et pour que lê rappoit^puisse être considere

comme égal à 1'unilé, il faut et il sufíit que Ia distance OC soit
infiniment grande par rapport à Ia distance constante 00'. La
seconde équation nous apprend que Q est nul; de sorte que
lê mouvement résultant est une rotation nulle autour ffun axé
infiniment éloigné.

Nous avons déjà fait pressentir (g 135) que cê mouvement
particulier était 1'équivalent d'une translation. II est facile de
lê vérííier.

Prenons un point quelconque M du plan; Ia rotation w autour
de O imprime à cê point un déplacement MA, perpendiculaire
à Ia droite MO, et égal à o> dt X MO. La rotation w autour de O'
lui imprime un déplacement MB = w dt x MO', et lê déplace-
ment résultant est represente par Ia dia-
gonalc MN du parallélogramme MANB, ^—x ^—^
construitsurlescôtésMA,MB. Letriangle —
MAN a son cote MA perpendiculaire et
proportionnel à MO, lê cote AN = MB
est perpendiculaire et proportionnel à
MO'; 1'angle MAN est égal à OMO'; par
suite lê triangle MAN est semblable à
OMO', et MN, homologue de 00', lui est proportionnel et nor-
mal.

Lês déplacements résultants dês points du système, tous
perpendiculaires à une même direction 00', sont paralléles.
entre eux. On a de plus Ia proporlion

Vis. 166.

MN MA

Donc

quanlité constante. Lês déplacements résultants despoinls du
système sont donc égaux et paralléles, cê qui caractérise lê
mouvement de translation.
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ROIATION

MN
Lê rapport -j- est Ia vitesse linéaire de cette tronslatiori.

Lví

Elle est égale à u x 00', ou au produit de Ia rotation com-
mune par Ia distance 00' dês deux centres de rotaíion.

En resume, dente rotations parallèles, égales et de sens oppo-
sés, se composent en une translation perpendiculaire à Ia droile
qui joint lês centres dês rotations, et égale au produit de Ia rota-
tion communepar Ia distance de cês centres.

On a donné lê nom de couple de rotations h 1'ensemblc de
deux rotations égales, parallèles et de sens opposés ; un cou-
ple de rotations équivaut à une Iranslation ; Ia mesure de cette
translation est lê produit de Ia vitesse angulaire commune aux
deux rotalions par Ia distance dês centres, qu'on nomme br as
de levier du couple.

COMPOSITION D'UNE ROTATION ET D'DNE TRANSLATION
A LA ROTATION.

167. Soit O lê pied de 1'axe de Ia rotation w , et soit AB Ia
droitc, perpendiculaire à cet axé par hypothèse, qui repre-

sente en grandeur , en dircction et cn
sens Ia vitesse V de Ia translalion don-

_ née.
Du point O abaissons une perpendi-

culaire OD sur Ia direction AB, et clier-
chons sur cetle droite un point C qui reste irnmobile cn vertu
de Ia coexistence dês deux mouvemenls qu'il subit.

En vertu de Ia rotalion, lê point C s'abaisse au-dessous de
OD, perpendiculairement à OC, d'unc quantilé w dí X OC ; et,
en verlu de Ia translation, il s'élèvc au-dessns, dans une direc-
tion perpendiculaire à OG, d'une quanüté Vc/í. II reste im-

Fig. 167.

abile si l'on a

to x CG = V,

v

ET TRANSLATION PERPENDICULAIRE. 2-47

**

*

Lê point C est 1'axc de Ia rotalion resultante.
La grandeur Q de cette rotation se déduit du dóplacemcnt

du point 0. Ce point, n c subissant que Ia translation, s'élève
au-dcssus de OD de Ia quantité YtZt; Ia rotation Q autour de C
1'élève de Qdí x OC. Donc O x OC = V, et par suite Q = w.

La composition de Ia translation V avec Ia rotation perpen-
diculaire w, a donc pour seul effct de déplacer 1'axc de rota-

y
tion d'une quantilé OC— -, sans altérer ni Ia grandeur, nile

O)

sens de cct axé.
On poúrrait parvcnir à cê résultat cn employant un couple

de rotations. En effct, apròs avoir determine lê point G sur Ia
droitc OD, par 1'équalion

Fig. 1GS.

nous pouvons considérer Ia translation V comme remplacée
par deux rotations simultanées, égales à w, parallèles, et de
sens coriiraires : Pune w', ayant lieu
autour de 1'axe C, Pautre w", autour de
Paxe O, et contraire à Ia rotation don-
née w. Nous savons, en effet, que lê
couple (w',u") équivaut à Ia translalion
w x OC, ou V, dans lê sens de Ia flèche.
Or lês rotations u et w", égales et contraires autour du mêmc
axé, se détruisent, et il reste une rolalion w' aulour de C,
égale et de raêrae sens que Ia rotalion w.

COMPOSITION DE DEUX ROTATIONS CONCOURANTES.

168. SoienlOA, OB, lês deux axes de rotation. lis représen-
lent chacun, comme on sait, Ia position de l'axe fixe autour
duqucl tourne lê corps , Ia grandeur de Ia vitesse angulaire,
enfin lê sens du tnouvcment. Lê poinl de concours O dês deux
axes restant fixe dans lês deux mouvemenls composants, reste
encore fixe dans lê mouvemerit résullant; cê mouvement est
donc une rotation aulour d'un axé passant par lê point O (§151.)

.*
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OB,

C05IPOSITION

Construisons leparallélogramme OACB sur lês deux axes OA,
et menons Ia diagonale OG. Jc dis que ceíte diagonalc

represente en direclion, en grandeur et
en sens, Taxe de Ia rolation résullante.

Kous commencerons par prouver que
1'axe OC reste immobilc par suite dês
déplacements simultanés dus aux rota-
tions w autour de OA, et w' autour de OB.
11 suffit pour cela de montrer que lê
point C resle fixe.

En vertu de Ia rotation w, lê point C
se déplace perpendiculairement au plari

de Ia figure, et s'enfonce derriòre cê plan d'une quantitc égale
à wííí X Ca, en appelant Ca Ia perpendiculaire abaissée du
point C sar Ia direclion OA.

En vertu de laroíationu', lê point C se déplace en avant du
mêrae plan et perpendiculaircraenl à cê plan, d'une quantité
u'dt x Cb, Cb étant Ia perpendiculaire abaissóe du point C sur
lê cote OB prolongé.

Lê point C reste donc immobile si l'on a Pégalilé

Mais lês vitesses w et w' sont représentées sur Ia figure par
lês longueursOA, OB dês axcs de rotalion. L'égalité precedente
devient donc

et sous cette forme, on reconnaít qu'clle est satisfaile, car
OA x Ca mesurc lê double de 1'aire du triangle OAC, et
OB x Cb mesure de même lê double de l'aire du Iriano-Ie
OBC, qui est égal au triangle OAC.

Lê point Grcs tant fixe ainsi que lê point O, OC cst Ia dircc-
tion de 1'axe de Ia rolation resultante.

Appelons Q Ia grandeur de cette rotation. Pour Ia détcr-
miner, considérons lê mouvement d'un point quclconque B
de 1'axe OB; cê point ne subit aucun déplacerncnl en vertu
de Ia roíation w', puisqu'il est situe sur 1'axe de celte roía-

í
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tion. Sés déplacements doivent donc ôtre lesmêmes, qu'onjes
déduise de Ia rotation co autour de OA, ou de Ia rotation Q au-
tour de OC. Du point B abaissons sur OA et OG dês perpendi-
eulaires BE, BF. En vertu de Ia rotation OA, lê point B se dé-
place perpendiculairement au plan du papier, en arrière de cê
plan, d'une quantilé égale à wdí x BE; en vertu de Ia rotation
autour de OC, il se déplace, dans Ia même direction et dans lê
même sens, d'une quantité Qdt xBF, etnous avons Pégalité

Mais Ia vitesse u est représentéesur laíigure par lalongueur
OA de 1'axe autour duquel s'effectue Ia rotation u. Lê produit
w X BE, ou OAxBE,mesurel'aireduparallélogrammeOACB.
Lê produit OG x FB mesure lê double de Paire du triangle
OCB, c'est-à-dire Paire du même parallélogramme. Donc

Or

donc
= OA;

= OC.

La rotation resultante de deuxrotations concourantes est donc
representes en direclion, en grandeur et en sens, par Ia diacjo-
nale OG du parallélogramme constndt
sur lês axes OA et OB dês deux rota-
tions données.

169. Ce théorème de cinématique
fournit une dérnonslralion d'un théo-
rème de géométrie.

PrcnoQS, dans lê plan du parallélo -
gramme OACB, un point M quelcon-

. , , g. .
que, que nous supposeroris anime de
deux mouvemenls simullanés de rotalion autour dcs axes OA
et OB, avec dês vilesses angulaircs respectivement propor-
tionnelles aux longueurs OA et OB. Lê mouvement résultant
du point M será une rolalion autour de 1'axe OC, avec une
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vitesse angulaire proportionnelle à Ia longueur OC. D'ailleurs
lês dôplacemenls du point M dans cês írois rotations sont
normaux au plan de Ia figure, et par suite lê dóplacement
résultant est Ia sorame algébrique dês déplaceraents compo-
sants. Abaissons du point M lês perpendiculares Mm, M?Í, Mp,
sur lês cotes du parallélogramme et Ia diagonale, nous au-
rons, en omettant lê facteur dt, 1'équation

OA x Mm + OC x Miz = OC x X}).

OrOAxMm est Ia mesure du double dela surface du
triangle MOA; de mème OB x Mra est lê double du triangle
MOB, et OG x Np lê double du triangleMOC. Lê triangle MOC,
fait sur Ia diagonale, est donc Ia somrae (algébrique) dês
triangles faits sur lês cotes OA et OB; cê théorème, connu en
géométrie sous lê nom de théorème de Varignon, sert en sta-
tique à établir Ia théorie dês moments.

COJirOSmON DE DEÜX ROTATIONS NON COIÍCOUIiANTES ET KOH PARALLÈLES,

ET COMPOSITION D'UNE ROTATION AVEC UNE TRANSLATION QÜELCONQÜE.

170 Soient OA, 0'B, lês axes de deux rotations qui ne sont
niparallèles, ni concouraníes.

Par lê point O' menons une droite O'A', égale et parallèle à

c OA, mais dirigée en sens contraire, puis ache-
vons lê parallélogramme dont 0'A'esllecôíé
et 0'B Ia diagonale. II suffira pour cela de
joindre BA', et de mener par lês points O'
etB dês parallèles 0'C, BC,aux cotes BA', 0'A'.

La ligne 0'B étant Ia diagonale du paral-
lelogranime construit sur lês deux cotes
0'A', 0'C, Ia rotation 0'B est Ia resultante
de deux rolations 0'A' et 0'C, et nous pou-
vons sujjsíituer ;, ja ro(aiion donnée l'cn-

semble de cês deux nouvelJcs rotations.
Mais lês deux roíations OA, 0'A', sont égales, parallòlcs et

de sens opposés. Tone (§ 106) ellcs équivalent à une transla-

; i
/ i

\/
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tion, perpcndiculaire au plan dês parallèles OA, 0'A', et égále
au produit de Ia rotation OA par Ia distance DE dês deux axes
parallèles.

Lê problème est ainsi ramené à Ia composilion d'une rota-
tion 0'G avec une translation donnée MN (fig. 172).

Nous pouvons décomposer Ia translation MN en deux com-
posantes MP, MQ, par Ia règle du parallélogramme, en faisont
en sorte queMQ soit parallèle à 0'C, et queMP soit perpcndi-
culaire à MQ ou à 0'C. II suffit
pour cela de mener par lê point M
une droite MS indéíinic, parallèle
à 0'C, et un plan RR', perpendi-
culaire-à 0'C ; puis par lês deux
droitcs MN, MS, de faire passer
un plan qui coupera lê plan RR'
suivant une droite indéíinie ML;
cette droite será Ia dircction de Ia seconde composante. On
achòvera lê parallélogramme en menant NP parallèle à MQ,
et NQ parallèle à MP; de cette façon, nous aurons substitué à
Ia translation unique MN deux translations simultanées rec-
tangulaircs MP, MQ.

•La translation MP, perpendiculaire à Ia rotation 0'C,
peut se composer avec cette rotation (§167), et dorme pour
resultante une rotation O" C', qui n'cst autre que Ia rotation
0'C,déplacéed'une certainequantUéO'0",parallèlcment àelle-
même, suivant Ia perpendiculaire abaissée du point O' sur Ia
vitesseMP. Onobt ient donc une rotaüon 0"C' et une translation
MQ parallèle à Ia rotation. Lc syslème qui subit à Ia íbis ccs
deux mouvements élèmentaires, (jlisse avec une vitesse MQ lê
long de 1'axe 0"C', autour duquel il tourne avec une vilcsse an-
gulaire 0"C'. Donc eníin (g 159) Ia dircction 0"C'esU'íKce ins-
tantané glissant du système.

171. On pourrait proceder diffórcmmeiit. Subslituons (fig.
173) ala rotation OAunerolation 0'A', égale et parallèle, rcn-
contrant 1'axe 0'B en un poinl O' quclconque, et une transla-
tion perpendiculaire au plan dês parallèles OA, 0'A, et égale.
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á w X DE (g 167). Lês deux rofalionsO'A'et 0'C sont concou-
rarites : alies se composent donc en une rotation unique 0'C,

qu'on obtient par ia rôgle du parallélo-
gramme (g 165). On ramène ainsi lês deux
rotations à une rotation et une translation :
puis on peuí continuei1 comme tout à 1'heure.
La translation .será dócomposóe en deux
translations recfangulaires, 1'une parallèle,
1'autre normale à 1'axe de Ia rotation; et Ia
translation normale, composée avec Ia rota-
tion , aura pour effet de déplacer 1'axe de
cette rotation parallèlement à lui-même,

sans altérer sã grandeur. En déíinitive, on obtiendra une rota-
tion et une translation parallòles.

172. La composition dês mouvements élémentaires simul-
tanés nous amène à retrouver et à compléter lês théorèmes
relatifs au déplacement élémentaire d'un système solide.

Nous avons reconnud'abordque lemouvement élémentaire
d'un solide pouvait être décomposé en une translation égale
ei parallèle au mouvement élémentaire d'un point A, et en
une rolation Q aulour d'un axé passant par cê point A (g 158).

Sila translation est normale à Ia rotation, lês deux mou-
vements se composent en une seule rotation égale et parallèle
à Ia roíation primitive Q (g 167).

Si Ia translation est obliqueà larotaíion, onpeut décompo-
ser Já translaíion en deux nouvelles íranslations, l'une paral-
lèle à Ia rolalion, 1'aütre normale; celle-ci, composée avec Ia
rotation fí, donne une rotation égale aulour d'un axé parallèle,
de sorte que lê mouvement élémentaire est ramené à une ro-
tation et à une translation parallèle, c'est-à-dire eníin au mou-
vement hélicoidal (g 170).

Dans touíes cês íransíbrinations, Ia rotation primitive Q n'esí
altérée ni en grandeur ni en direction.

On peut, au lieu de composer Ia rolation O avec Ia compo-
sante de Ia translation qui lui est normale, substituer à Ia
translaíion un coaple de rotatious (u, w') autour de deux axes
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parallèles, dont l'un rencontre 1'axe de Ia rotation Q; lês deux
rolations concouranles, CD et Q, peuvcnl se composer en une
seule O' (g 168); et lê mouvement élémentaire du solide est
ramené à deiix rotations w', Q', autour de deux axes non con-
courants.

Cês deux axes sont dês droites conjuyuées (§157); chacune
est située à Ia fois dans lês plans normaux menés aux tra-
jectoires dês points de Tautrc.

175. Supposons qu'on definisse, à un certain instant, lê
mouvement élémentaire d'un système solide par Ia vitesse
de translation OP d'un point O, apparlenant à cê systòmc, et
par Ia grandeur et Ia direction OR de 1'axe de Ia rotation
instantanée autour d'un axé passant par cê même point. On
mcne par lê point O dês axes rectan-
gulaires OX , OY , OZ, suivant les-
quels on peut décomposer lês mou-
vements élémentaires ainsi définis;
projetons OP et OR parallèlement
aux axes; soient V et Q Ia vitesse OP
et Ia rotation OR ; a, [3, -;, lês angles
que OP fait avec lês trois axes, et
X, (A, v, lês angles de OR avec lês mêmes axes. Appelons en-
fin M, v, w, lês composantes de V suivant lês axes, et p, q, r,
lês composantes de Q ; en sorte qu'on ait

u = 0« = V cos x,
•o = nm = V cos ,3,
!0=l)lP = V COS y,

p = Os = Q cos 1,
q = si = íl cos u.,
r = IR = n cos -j.

Remarquons en passant qu'au lieu de donner V, Q et leurs
directions, on peut donner lês six composantes u, v, w, p, q,
r; cê qui revient à décomposer lê mouvement élémentaire du
solide en trois translations parallèles aux axes coordonnés, et
en trois rotations autour dês mêrnes axes.

Proposons-nous de déterminer 1'axe instantané glissant,
On sait d'abord qu'il est parallèle à OR (g 172). Décompo-

sonsla translation OP en deux composantes OF, FP, en abais-
sant du point P Ia perpendiculaire sur OR. La droite OF será
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Ia vitesse de translalion, ou de glissement, dans lê mouvement
hélicoldal; elle est égaJe au produit de V par lê cosinus de
1'angle de OP avec OR; lê cosinus de cet angle est égal à

ou à COS * COS l + COS £ COS ,, +COS-, COS v

VÕ"

donc Ia vitesse du glissement est égale à

np -f- rq -f- wr

n '

elle fait avec lês axes lês mêmes angles X, p, v, que Ia rotation
donnée.

Pour trouver Ia posilion dePaxe glissant, on pourraitcom-
poser Ia rotation Q=OR avec Ia íranslation normale PF (§ 170).
Mais on arrive plus simplement par Ia marche suivante au
résultat cherché.

Considérons un point qnelconque M du système solide, et
soient x, y-, z sés coordonnées ; cherchons quelles variations
cês coordonnées éprouvent par suile dês six mouvemenls élé-
mentaires subis simuJtanément par lê solide. II suffit pour
cela de considérer successivement cês six mouvemeuts, de
déterminer lês variations correspondantes dês coordonnées,
et de faire Ia somme algébrique dês resultats ainsi obícrius.

La vitesse u augmente, pendant lê temps dt, Ia coordonnéea;
de udt sans rien changer à y ni à z.

De même, Ia vitesse v augmente y de vãt sans altérer x
ni z;

Ei Ia vitesse w augmeníe z de wdt sans altérer x ni y.
Chacune dês rotations p, q, r, altere à Ia fois deux coordon-

nées, en laissant sã valeur à celle qui est parallòle à 1'axe
autour duquel celte roíation s'opòre.

Ainsi p altere y et z sans altérer x ; q altere x et z sans alté-
rer y, et r altere x et y sans altérer z.

Pour évaluer lês variations de y et de z dues à Ia roíation
P, projelons lê point M sur lê plan YOZ (fig. 175); Ia rota-
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tion p, supposée positive, amène, pendant lê temps df, lê
point M en M', par une rotation dans lê sens YZ autour de 1'axe
projete en O ; menons MÍNT, M'N' parallèlcs
à OZ, et ML parallòle à OY : lê z du point
augmente de LM', et Ia coordonnéé y dimi-
nue de ML. Or lê triangle MM'L est semblable
autriangle OMN, dont lês cotes sontrespec
tivement perpendiculaires aux cotes du pre-
mier ; on a donc Ia série de rapports égaux

M/
\

M'
L

Y N N' 0

Fig. 113.

M L
M?T

LM_'
= ON

MM'
: OJ1'

et, observant que

on en déduií

MM' = p X OMc»,
MS = z,

K—pxdt,
LM' = pydt.

La variation de y due à Ia rotation p est donc égale à
— pzdt, et Ia variation de z égale à +py dt. On reconnait de
même que Ia rotation q autour de OY fail varier 2 de —- qx dt,
et x de + qz dt; qu'ením Ia rotation j? aulour de OZ fait varier
x de — ry dt et y de + rx dt.

Réunissant tous cês résultats, on forme lê fableau sui-
vant :

M O U V E M E U T S
ÉLÉMENT AIRES.

«

i V '

w

p .
1
r

YAUlAT10r\S CORRESPOKDAKTES
DÊS COORDOKNEES

X

+ udt
0
0

0
+ qidt

— i- rydt

y
0

+ vdt
0

— piai
0

+ rxdt

~ l

0
0

+ wdt

+ pydt
— qxdt

0
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Lês variations dês coordonnées dues à tous cês mouvements
pris ensemble sont donc

âx = (u -f- <p — )•;/) dt,

dy = (»-[- ra — jsj; (ft,(1)

On pourrait décomposer Ia vitesse V en deux ou plusieurs
composantes, et opérer sur chacune de cês composantes prises
séparément ; on trouverait toujours lê méme résultat en réu-
nissant lês variations correspomlantes par voied'addition algé-
brique. Arrangeons-nous pour que l'uhe dês composantes de
Ia vitesse V soit Ia vitesse OF de glissement ; lês composantes
de celte vilcsse sont:

Suivant 1'axe OX,

•up + vq -f- wr p _ «p2 + vpq + wp'ff= " ~

Suivant 1'axe OY,

up -j- i'< 'r w r y _ vpq + yq* -f- wqr .
X ~ ~

Suivant 1'axe OZ,

up + vq + wr r upr + vqr -f- wrz

Õ X Q ~~ p* + q- + r2

Lês composaníes suivant lês mêmes axes de Ia vitesse FP
seront lês différences

up3 -j- vpq -f- wpr u (qz + r ' )—p (vq + wr)
U~ p*+ »*->-•* - ^—"

v _ upq-\-vq°-

et par suite, abstraction faite de Ia vitesse de glissement, lês va-

DE L'AXE mSTASTASÉ GLISSANT. 957

riations dês coordonnées dues à Ia rotation Q et à Ia transla-
tion FP seront

,u_^±^p±rl_^r1 \\ pí + qí + r2 l J J ,

,,. , (v (r- -j- P°) — q(wr + up} \
•2) dy'= l — -l

r
L.—/T—* — + rx — pz dt,\ I. J \ pt + fjt + i11 ' J '

rl,, = f w (?)2 + q-) — r (up + vq) _
P'1 + <f + >•"

cês formules étant obtenues en remplaçant dans lês cqua-
tions (1) lês composantes w, v, w de Ia vilesse to t a l cV, par lês
composantes de sã composante FP.

Or 1'axe inslanlané glissant reste immobile quand on sup-
prime lê glissement qui s'opèrc lê long de sã dircclion ; lês
équations de cet axé s'oblicndront donc en égalant à zero
lês variations dx', Jy', dz'. L'axe inslantané glissant est ainsi
Ia droile définie par lês trois équations :

. r [up + vq) — w (p- -|- q-)
C~ p* + f + r* '

p (vq + wr) — u (q- + r-)
'!- p-+9s + J.2 '

g (wr + up} — v (ia + p"-}
p- + <f + r-

Cês trois équations ne sont pás incompatibles; en effet, si
i'on elimine z entre lês deux derniéres, onrelombesur lapre-
mière en vertu de 1'identité :

• r [r (up + vq) — w (p- + q-)]+p [p (vq + wr) — v (g2 + c2)]

4- q [q (up + wr) — v .'p2 + r2)] = 0.

174. Cherchons quclles varialions
de coordonnées produit sur un solide
une rotation oj auiour d'un axé AP, qui
ne passe pás par 1'origine.

Pour definir Ia posilion de 1'axe AP,
nous donnerons lês coordonnées £, Y;, Ç,
d'un de sés points A, et lês compo-
santes p', q', r', de Ia rotation w décomposée parallèlement aux
trois axes. . • .

Fig. 176.

MEC COLUGNOX.
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Par lê point O, menons ua axé OP', parallèle à AP; nous
pourrons supposer Ia rotation M transportée à cet axé, en y
joignant une translation perpendiculaire au plan dês deux
droites AP, OP'. Soicnt u', v', iu', lês composantes de cette
translation; nous aurons d'abord

u'p' -\- v'y' + w'r' = O,

puisque 1'angle de Ia Iranslation avcc Ia rotation OP' est droit;
lês équations de 1'axe AP seront lês équations (5), savoir :

__ p' (Vq' + w'r>) — u' (r/2 + i"2)
" — " "— ,.j i — / 2 i ya '

, , _ _ , _ g' ('»'»•' + "'/'O — «' ('•'- + ;/a)
i/2 + q'- + )'/â

Remplaçant u'p' + v'q' par — «/;•', v'q' + wY par —M'JJ', et
?í'|)' + w'r' par — •«'(/', il vient

p'y — q'x = — w',

r'x —p'z = — v',

et cês équations dcterminent lês composantes, ti',«;', ío', de Ia
translation. L'axe AP passant en effet au point A, dont lês
coordonnées Ç, vj, Ç, sont dês quantités connues, on aura

cês relations pourraient se déduire dcs équations (1), cn y fai-
sant dx, dy, dz égaux à 0. Nous pouvons ensuile appliquer cês
mêmes équations à Ia recherche dês variations dês coordonnécs
x, y, % d'un point quelconque, sous 1'influcnce dela transla-
lion (u', v', w') et de Ia rotation (//, c/', r'), passant par Pori-
gine; et nous aurons par conséqucnt :

dX = i )"v, — Ç'Ç + fy'j _ r'y) dl,

dy = (P'Z — r'l + r'x — p'z) dí,
tíj = (q't —p>-fl -{-yy — q'x] dt,
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ou bicn

(5)

formules auiquellcs cbnduirait directement un changcmei;!;
de coordonnées, résultant du transport de 1'origine au point
A, sans alléralion duparallélisme dês axes.

175. Enfin, nous a-llons détermincr lês équalions de deux
lignes conjuguées; elles seront définies, 1'unepar lês coordon-
nées Ç, v], Ç de l'un de sés points et lês composanles j/, q', r',
de Ia vitesse angulaire, 1'autre par lês coordonnées Ç', •/)', Ç',
et lês composantes p", q", r".

Appelons toiijours w, v, w, et p, q, r, lês cumposantes don-
nées de Ia translatian, et de Ia rotalion autour d'un axé pas-
sant par 1'origine.

Lês variations dx, dy, dz dês coordonnées d'un même point,
clues aux mouvemenls composants, s'obticndront en faisant
lês sommes algébriques dês variations particlles dues à chaque
mouvement en particulier; appliquons donc lês équations (1)
et (5), et nous aurons, en divisant par dt,

Cês équations doivent être vériíiées par toutes lês valeurs pos-
sibles de x, y, z ; et par suite, lês multiplicateurs de cês \a-
riables et lê terme indépendant doivent être séparément nuls;
cê qui condui l aux neuf équations

u + f/ç — r'r, +•§"?' — r"r/ = O,
q — q' — q" = O,

r —r'— r"=0.
v + r'| —j/ç -f r»l' — p"Ç = O',
r — r' — )•" = O,
p—p' — p"= 0.

w + p'*, — q''í + p"-i' — ç"«'= O,
p — p' — p" = O,
q—q"— q" = 0.
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Ce groupe de neuf équaüons necontient quecinq relations dis-
tincles.

II y en a d'abord trois qui sont écrites deux íbis, cê qui ré-
duitlenombreeffectif d'équations à six; de plus, multiplions
Ia première par p", Ia quatriênio par g", Ia septiòme par r",
et ajoutoris : nous aurons pour résultat

p"u + q"o 4- r"W 4- q'p" 'C — r'p" y 4- r'q" | = 0.

— p'q" + !>''"' — r" q'

Remplaçant dans cette équation p", q", r", par p—p', g — g',
r — r', il vient

(p —p'} u + (q — q') v + (r — r'} w + (pq' — qp'} Ç + (rp1 — pr') „
1 L +(qij — rq'}t — 0,

ou bien

(8) p' (u 4- gÇ—rij) 4- q' (v +,r| — pÇ] + r' (w + pu — q\] = p u + qr + wr,

équation qui lie entre elles lês six quantités p', g', r' et £, Y], Ç.
Si donc on donne M, u, tu, p, g, r, on pourra prendre arbi-

trairement un point £, •/), Ç, pour y faire passer Faxe de 1'une
dês deux rotations; Féquaüon (8) élablit une condition à
laquelle doivent satisfaire lês composantes p', g', r', de
cette rotation; deux seulernent sont donc arbitraires, et Ia
troisième se déduit de Féquaüon (8). On peut prendre arbi-

?/ q'
trairement, par exemple, lês rapports —,, —,, quidéünissent

entiêrement Ia direction de Faxe; Féquation (8) donne cn-
suite lês valeurs dês rotations composantes, et par suite de
Ia rotation totale.

Une íois cê choix fait, lês équations (7) font connaitre, lês
unes lês composantes de Ia rotation conjuguéep", g", r", lês
autres lês équaüons de Faxe aulour duquel elle s'cfieclue.
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Fig. 1"7

APPLICATION DE LA TIIÉORJE DÊS MOUVEHENTS SIMULTANÉS AU MOUVE-

MEKT DE LA TERRE DANS ^ESPACE. THÉORIE SOMMAIRE DU PEN-

DÜLE DE FOUCAULT.

176. Lê mouvement de Ia terre dans Fespace fournit
un exemple de Ia composition dês mouvcments simulta-
nés. On sait que lê globe terrestre parcourt dans l'année
une ellipse dont lê soleil occupe un dês fbyers; cc mouve-
ment represente lê mouvement de transla-
tion. En même temps, lê globe terrestre est
anime, de 1'ouest à Fest, d'un mouvement
de rotation uniforme autour de Ia ligne dês
pôles, ou de l'axé du monde; Ia durée de
Ia révolulion est de 24 heures. Voilà donc
lê mouvement de Ia terre décomposé en
deux mouvements simples, Ia translation et Ia rotation,
et à chacun de cês mouvements correspond une période par-
íiculière : à Ia translation 1'année, à Ia rotation lê jour.

La durée du jour solaire, prise entre deux passages consé-
cutifs du soleil au méridien du même point du globe, est lé-
gòrement variable aux différentes époques de 1'année, bien
que Ia vitesse de rotation du globe soit constante. II est facile
de se rendre comple de cette inégalüé. Soit S lê centre du
soleil, et T Ia terre en un point de son orbite LL' (fig. 177).
Joignons lê centre T de Ia terre au centre du soleil; Ia ligne
TS rencontre en A Ia surface terrestre, de sorte qu'à Fépoque
que nous considérons, il est midi vrai pour lê point A.

Vingt-quatre heures après, Ia terre s'est transportée en T'
en vertu de son mouvement de translation. En même íemps,
lê globe a subi une rotation aulour de son centre T et a accompli
un tour entier; mais cê tour enlier n'a pás ramené lê point A
dans Ia direction du soleil, car lê tour est entièrement accom-
pli dês que lê point A est arrivê cn A" sur une parallòle. T'A",
a TA. L'intervallc de temps compris entre deux retours con-
sécutiís d'un même point A dans dês directions parallèles
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TA, T'A", est nommé jour sideral, parce qu'on peut supposer
que cês directions TA, T'A" aboutissent à une même éloile in-
Unimcnt éloignée de Ia terre; Ic jour sideral mesure Ia véri-
lable période du mouvement de rotaiioh uniforme, et a une
durée constante. Lê jour solaire surpasse lê jour sideral de
íout Ic temps que lê globe met à décrire lê pelit angle A"T'A';
cê pctit déplacement angulaire (pendant lequel lê centre T' de
Ia terre avance d'une ceríaine quantité sur sã trajcctoire) ra-
mène Ie point A en A' et complete Ia durée du jour solaire,
intcrvallc de temps qui s'écoulc entre deux miais vrais consé-
cutifs en un même point du globe.

La durée du jour solaire est donc variable, car clle dépend
de Ia vitesse de translation de Ia terre, laquelle n'est pás Ia
même pour tous lês points de 1'orbite, c'est-à-direpour tous
lês jours de 1'année.

Lê jour moyen ou jour civil, est Ia moyenne dês jours so-
laires pendant 1'année. C'est une période constante qu'on par-
tage en 24 heures. Cherclions Ic rapport du jour sideral au
jour solaire moyen. La durée de Ia révolution entière de Ia
terre autour du soleil, ou 1'année, est d'cnviron 365 jours
moyens {. Or , en un jour moyen, Ia terre fait autour de
son axé un tour entier pour amener lê point A en A", et
elle décrit de plus un angle A"T'A', égal à T/ST; appelons t
Ia durée du jour sideral rapportéc au jour moyen : Ia va-

1
leur moyenne de 1'angleT'ST est égaleàlafraction -7 -̂5- du

4

tour entier, et, par suite, lê temps que met Ia terre à décrire
cet angle est

Donc

í(\ +

et cnfin

1 \
—.--, j = 24 heures solaires moyennes = 80400 secondes.

5601
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Lê jour sideral est donc plus court que lê jour solaire
moyen, de 86400 — 86164 = 236 secondes — 5m 56% ou
d'environ 4 minules (de jour moyen).

177- La translation .annuelle etlarotation diurno sont lês
principaux mouvemenls de Ia lerre. Mais cê ne sont pás lês
seuls. Lês astrônomos ontdécoiwert que notre globe participe
à d'aulres mouvemenls beaucoupplusdifficiies à étudier.Nous
avons admis jusqu'ici que l'axé dê Ia terre se déplacaií dans
1'espace parallèlernent à lui-méme. Ce n'est pás lê mouvement
lê plus general d'un corps solide. Nous avons décomposé
lê mouvement de Ia terre en une translation et une rotation
autour d'un axé passant par son centre. Faisant abstrac-
tion du premiei' mouvement, lê second, qui s'accomplit
aulour d'un même point fixe, peut consister dans une série
dcrotations instantâneos autour d'axes successifs passant par
cê point, et nous avons vu (§ 162) que cê mouvement continu
de rolalion équivalait au roulement d'un cone lie au corps
mobile, sur Ia surface d'un second cone fixe dans l'espace. La
translation parallèle de l'axe de rotalion n'étant pás lê mou-
vement lê plus general d'un corps libre, il est probable que Ia
terre est animée d'un mouvement plus complique.

On constate, en effet, que 1'axe de Ia terre n'est ni rigou-
reusemcnt fixe dans Ic globe, ni rigoureusement parallèle à
une direction fixe dans l'espace. Ilipparque a reconnu lê
premier que 1'axe de Ia terre décril en 26000 années un cone
droit autour d'une perpendiculairc au plan de 1'écliptique : cê
mouvement, extrêmemcnt lent,déplace d'environ 50 secondes
sexagésimales par an Ia ligne d'intersection de l'écliptique
avec 1'équateur; il est connu en astronomie sous lê nom de
précession dês équinoxes. Bradley a démontré plus tard que
1'axe de Ia terre nc suit pás exactement Ia surface du cone
droit indique par Ilipparque, mais qu'il oscille de quelques
secondes de part et d'autre de cette surface dans une période
de 18 années environ : c'est cê mouvement qu'on appelle Ia
nulation. On rend compte de cês moüvements en imaginant
un cone três peu ouvert, ayant son sommel au centre même
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de Ia tcrrc ei faisant corps avec elle, puis un sccond cone
ayant même sommet, mais fixe dans l'espace, et en suppo-
sant que Ic premicr cone roule sur lê second de maniòre
à fairc chaque jour un tour entier. Si 1'on néglige Ia nuta-
tion, balancement três resireint de 1'axe de part et d'autre
d'une position moyenne, et si Fon se borne au mouvement
moyen de précessiori, on psut definir lê mouvement ainsi
simplifié enprenant pour cone mobile et pour cone fixe deux
cones de rcvolution. Lê pôle réel du gíobe, au licu d'être
un point rigourcuseincnt fixe sur Ia surface de Ia terre, est
unpoint mobile qui, dans cetle hypothcsc, décrirait chaque
jour aulour du pule moyen un cercle d'environ 26 cenlünètres
de rayon.

178. Pendule de Foucault. La décomposition dcs rotations
fourriil une explication sommaire du mouvement apparent
observe dans 1'expéríence de Foucault.

On attache à un point A três eleve un fil AB d'une grande
longueur; à 1'extrémité B on suspend une lentille pesanle. On
écarlelependule ainsi forme de Ia posilion verlicalc AC, puis

on lê laisse osciller de AB en AB'. Quand l'e.\pé-
rienccest faileavcc toutes lesprécaulions con-
veriables, on ne tarde pás à rernarqucr que lê
plan d'oscillation du pendule prcn.d, par rap-
port aux objets fixes environnants, un mouve-
ment à peu prós uniforme autour de Ia verti-
calc, dans Ic scns du mouvement apparent du
soleil, comme si cê plan ne subissait pás lê
mouvement d'entraínement qui correspond à

Ia rotation de Ia terre.
Yoici commcnt on peut serendre complc de cê phénomcne.
Soit (fig. 179) PEP'E' Ia sphère terrestre; O son centre;

PP", Ia ligne dês pôles ou Taxe de Ia sphère, qui conserve
dans 1'espace une direclion sensiblement lixe; EE' lê plan de
1'équateur.

Suspendons d'abord lê fil au point A, sur Ia vcrlicale
du pôle nord, écartons Ia lentille B de Ia verlicale, et laissons

Fig. 179.
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osciller lê pendule. Rigoureusement, 1'osciUation ne s'effec-
tuerait pás dans lê plan vertical PAB, parce qu'en écarlant Ia
lentille, lamain de 1'observateur lui communique au point B,
perpendiculairementà cê plan, Ia vitesse qu'elle possède elle-
même en cê point, et qui est lê produit de sã distance, BP,
à 1'axe de Ia terre, par Ia vitesse
angulaire du globe. Mais cette vitesse
est três faible, parce que Ia distance BP.
est (rés petite, et nous admcttrons
qu'on peut n'en pás tenir compte, ou,
plus rigoureusement, qu'on a eu soin
de Ia détiuire, en imprimant à Ia len-
tille, au moment ou on 1'abandonne,
une vitesse égale et conlraire. Alors lê
mouvement s'accomplit dans lê plan
PAB. On s'assure, par une expérience
préalable, que Ia torsion du fil AB ne déplace pás lê plan d'os-
cillation. La pesanteur ne contribuo pás d'ailleurs à modi-
fier Ia position de cê plan. U restera donc fixe dans 1'espace,
et comme lê globe fait en vingt-quatre heures un tour entier
deTouest à l'est autour de 1'axe PA, 1'observateur, entrainè
dans cê mouvement, altrihuera au plan d'oscillation du pen-
dule un mouvement de rotation de l est à 1'ouest, égal et con-
traireau mouvement dorit il est lui-même anime; lê plan du
pendule, pour 1'observaleur placé lês pieds en P, Ia têle en A,
tournera donc de gaúche à droite, dans lê sens de Ia marche
apparenle du soleil.

On reconnaitraitde mòme que, si 1'observationsc faisait au
pôle sud, P', lê plan du pendule paraílrait tourner de droite à
gaúche aulour dcP'P, car 1'observateur auraitau point P'Ia
posilion inverse de cellequ'il a enP.

On peut donc prévoir qu'en un point pris au hasard à Ia sur-
face de Ia terre, lê plan du pendule prendra un certain mou-
vement apparent; mais quelle relation cê mouvement appa-
rent aura-t-il avec lê mouvemenl de rolation dela terre?

Pour résoudre cetle qucslion, rcmarquons d'abord que si
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l'onfait 1'expérience en deux points N et N', également dis-
lantsdel 'équateurEE', l'un dans Fhémisphère boreal, 1'autre
dans 1'hémisphère austral, on verra, en N, leplandu pendule
tourner autour de Ia verticale dans lesens est-sud-ouest-nord,
tandis qu'en N', il tournera autour do Ia verticale dulieu, dans
lê sens est-nord-ouest-sud. A 1'équatenr, par conséquent, lê
plan du pendule restera immobile, ear 1'équateur estla limite
commune dês deux régions ou lês mouvcments observes sont
conlraires.

Notis avons ainsi reconnu lês lois du mouvement apparent
au pólo et à l'équateur : au pule, rotation qui fait accomplir
au plan du pendule, deTestà 1'ouesl, untour entier deTliori-
zon en 24 heures; à 1'équateur, immobilité du plan. II reste
à savoir cc qui se passe en un point C, intermédiaire entre lê
pôle P et 1'équaleur.

Joignons OG, et élevons sur OG une perpendiculaire OH;
puis prcnons sur 1'axe OP une longueur OD pour représenter
Ia vilesse de rotation du globe. Décomposons cette rolatiori
en deux autres, autour dês axes OC, OH; pour cela ilsufíit de
projeter lê point I) en F et en G, sur lês droites reclangulaires
OG et 011. Lês longueurs OF et OG représenteront, à Ia même
échellc, lês vilesses de rotation coraposaníes, et en appelant
w Ia rotation de Ia terre et X Ia latitude, COE, du point C, Ia
rotation OF será égale à w sin X, et Ia rotation OC à w cos X.

Considérons successivement cês deux rotations. A 1'égard de
Ia rolation OG, lê point C se frouve comme à 1'équateur de Ia
sphère dont lê point II est lê pôle. Si celte rotalion existait
scule, elle nc produirait aucun déplacement apparent du
plan d'oscillation du pendule, et par suite nous n'avons pás
à tenir comple de Ia composante OG.

A l'égard de Ia rotation OF, lê point C est situe au pôle qu'au-
rait lê globe si cette rotation existait scule; par conséquent lê
plan d'oscillation du pendule prendra, par rapport à 1'obser-
vateur qui fait en G l'expérience, un mouvement de rotation
autour dela verticale du lieu, de l'cst à 1'ouest en passant par
lê sud, et avec une vitesse angulaire égale à w sin X. Puisque
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lê globe fait un tour entier sur lui-même en 24 heures lê
plan du pendule fera au point G lê tour entier de Ia verticale

dans un temps égal à 24 heures x — = — -, c'est-à-dire dans

un temps de plus en plus long à mesure que lê point G se
rapproche de Téquateur; Ia durée du tour devient infinie
quandle point C est sur 1'équateur môme, parcc qu'alors OF
est nul, cê qui confirme cc que nous avions reconnu déjà.

• '_•
A Ia latitude de 45°, sin

•
= -j— r-r. Donc Ia durée

1,41

dutour entier serait, à cette latitude, de
24 heures x 1,41,

ou de 53 heures 50 minutes.
Cette célebre expérience rend sensible pour ainsi dire lê

mouvement de rotation de Ia terre.
La dynamique nous fournira une analyse plus rigoureuse

du phénomène.

MOUVEMEXT REIATIF DE DEUX SOLIDES.

179. Si deux systèmes invariablcs sont tous deux en mou-
vement, et qu'on propose detrouvcr lê mouvement relatif de
l'un par rapport à i'autre,on peut,par lapensèe,imprimer aux
deux systèmes un même mouvement commun, cê qui n'alté-
rera en rien lê mouvement relatif cherché (§ 70) ; prcnons pour
cê mouvement additionnelun mouvement égal et contraireau
mouvement absolu dont lê second système est anime ; lê second
système será ramenè aurepos, et lê mouvement résultant que
possédcra lê premier système será lê mouvement relatif

demande.
Dans lê cas lê plus general, on será conduit par cette règle à

cornposer ensemble deux mouvements élémentaires héli-
coulaux : lê mouvement résullant est encore un mouvement

hélicoidal.
180. Supposons que lês deux systèmes solides soient tan-

gente en un point unique, cê qui arrive -fréquemment dans lês
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machines. Lê mouvement relatif de l'un dês corps par rapport
à 1'auiro, supposé fixe, rentre dans lês différents cas suivants.

Lê pivotement est une rotatiori du corps mobile autour de
Ia normale élcvée au point de contacl dês deux corps sur lês
surfaces par Icsquelles ils se touchent.

Lê roulement consisle en une série de rotations infiniment
pctites du corps mobile aulour d'unc droite rncnée par lê
point de contact dans lê plan tangent commun. Dans cê mou-
vemcnt, Ia suite dês points de contact forme une courbe sur
chacun dês deux corps; Ia courbe du corps mobile roule
sur Ia courbe fixe, c'cst-à-dirc qu'il y a à cliaque instant
égalité entre lês ares purcourus par lê point de contact sur
chacune de cês deux ligues.

Lc tjUssement a lieu quand un mêrne point du corps mobile
fouche lê corps fixe en dês points différents; on dit alors que
leglissement esl simple. II est mixte, c'est-à-dire complique de
roulement, quand lês points dês deux corps qui arrivent suc-
oessivement au conlact ne sontpas à Ia mêrne dislanceles uns
cies autres sur lês deux corps, ou lorsqu'il n'y a pás égalité entre
lês ares parcourus simullanémcnt sur lês lignes de contact
par lê point géomélrique commun aux deux corps. On donne
lê nom de glissement mixte angulaire au mouvement de glisse-
ment mixte, lorsque lês deux lignes dês points de conlact suc-
cessifs ne sontpas tangentes l'une à 1'autre au point de contact
dês deux corps, ou lorsqu'elles se coupent sous un ceilain
angle dans lê plan tangent commun. Lorsque cês deux lignes
sont tangentes, lê glissement mixte est dit tangenliel.

181. Quand lês deux corps ont plus d'un point de conlact,
lê mouvement relatif rentre dans 1'une ou 1'autre de cês
classes, si l'on se borne à considerei' un point de conlact en
particulier ; mais Ia nature du mouvement relalif peut varier
d'un point de contact à un autre.

Lês mouvements lês plus uliles à considércr sont cncore lê
roulement siraple et lê roulement accompagné de glissement.

Lorsqu'il y a roulement simple en tout point de contact cies
deux solides, lê corps mobile tourne autour d'une droite
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menée par cê point dans lê plon tangent commun; et par
suite, tous cês points de conlact sont situes sur une seule et
même ligne droite, qui sert d'axe à Ia rolalion instantâneo.
Pour que lê mouvement continu du corps mobile puisse ètre
un roulement simple sur lê corps fixe, il faut donc que lês
surfaces dês deux corps soient dês surfaces réglées. C'est cê
qui a lieu, par exemple, quand un cylimlre roule sur un plan
ou sur un autre cvlindre parallcle, ou quand un cone roule
sur un plan ou sur un autre cone de même sommet.

Si lês surfaces dês deux corps sont réglées, il est possible
qu'à chaquc instant lê mouvement élémenlaire du solide mo-
bile comprenne une rotation aulour de Ia généralrice de con-
tact, et une translation lê long de cette même génératrice.
C'est cê qui a lieu, par exemple, dans lê mouvement continu
d'un solide, pour lês deux surfaces réglées formées dans
1'espace et dans lê corps par Ia suite dês põsitions de 1'axe
instantané glissant (g 162).

182. Soit M lê point de contact, à un cerlain instant, de
deux corps mobiles. Au bout du temps infiniment pelit dt, lê
point M, considere comme apparlenant
au premier corps, vient en M', et lê
point M , considere comme apparte-
narit au second corps, vient en M".

Soit AB lê plan tangent commun
aux deux corps mené par lê point M.
Ce plan, enlrainé successivement par
lê mouvemenl de chacun do cês deux rorps, viendra occuper
lês põsitions A'B' pour l 'un, A"B" pour 1'aulre ; cês nouveaux
plans íbnt dês angles infiniment pclils avcc leur posilion pri-
mitive, et par suite lês points qui y sont situes dans lê voi-
sinage dês points infiniment rapprochés M' et M", sont à dês
distances de cês plans infiniment petites du second ordre.On
peut donc regarder lês points M' et M" comme appartenant à
un plan CD parallèle au plan AB. Lê nouveau point de contact
dês deux corps au bout du temps dt est situe à une distance de
cê plan infiniment petite du second ordre. La distance M'M"
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represente lê glissement relatif dês deux corps au point M,
M/H'/

et lê quotient —:— Ia vitesse du glissement relatif. Lê glisse-
ti l

ment élémentaire est ainsi mcsuré par Ia distance acquise par
deux points primilivcment confondus en un seul, ou, cê qui
revient au même, par Já distance perdue par deux points pri-
mitivement separes qui viennent se confondre en un seul.

Lorsque lê mouvement relatif dês deux corps est un roule-
ment simple, lê glissement re la l i fes t un inílnirnent petit du
second ordre, et Ia vitesse du glissement est nulle. En effet,

soi tM, à un certain instant, lê point de contact
dês deux corps qui roulcnt l'un sur 1'autre.
Considérons lês deux points E et F qui viennent
se confondre, en verlu du roulement, au bout

du temps dt; cês points sont à dês distances infmimenl
pctitcs égales, ME = MF, de Taxe de Ia rotation élémentaire
qui s'opòre autour du point M; une rotation iníiniment pe-
tite íúdt autour de M amône lê point E à coincidcr avec lê
point F; 1'arc EF, qui represente lê glissement elémenlaire, est
donc égal au produit de Ia distance ME par Ia roíation udt;
cê produit est un infiniment petit du second ordre, et par
suite Ia vilesse du glissement est égale à zero.

EXEMPLE DE LA RECHERCIIE Dü MOUVEMEKT KEJATIF

DE DEUX SOLIDES.

183. Supposons que lês deux cereles OA
et 0'A, íangents au point A , ou plutôt lês
deux cylindres droits auxquels cês ccrcles
servent de bases, soient animes chacun d'un
mouvement de rotaíion autour de son centre,
lê premier dans lê sens de Ia ílcclie f, et lê
second dans lê sens de Ia ílèche f, de ma-
nière que lês vitesses linéaires dês points dês
deux circonférences soient égales. C'est cê

par exemple, dans lês engrenages. On demande
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qui a

,Ie mouvement du syslème O' par rapport au système O.
Appelons v Ia vitesse linéaire communc aux deux circonfé-

rences; Ia vitesse angulaire dela rotation qui s'eífcctue autour
v

de 1'axe O será égale à ^, en appelant R lê rayon OA du pre-

mier cercle ; Ia vitesse angulaire du second cercle autour de
v

O' será de mòme ^-,, en appelant R' lê rayon 0'A. Imprimons

à Fensemble dês deux systèmes un mouvement égal et con-
traire au mouvement propre du système 0. De cette manière,
lê système O reslera en repôs, et lê système O' prendra un
mouvement composé qui será lê mouvement cherché.

V
Nous sommcs donc amenos à composer Ia rotation ̂  autour

de l'axe O', mouvement propre du cercle 0'A, avec une rotation
v

égale et contraire à ̂ , autour de 1'axe 0. Cês deux rolations

sont parallèles et de même sens; clles se composent (§ 165)
en une seule , parallèle , de même sens , et égale à leur

V V
somme S+TT;) e* l'axe do Ia rotation resultante partage Ia

distance 00' dês axes dcs rotations cornposanles dans lê rap-
port inverse dês vitesses angulaires, c'esl-à-dire dans lê rap-
port

O/A

' OA'

Cet axé passe donc au point de contact A dês deux cereles. La
cireonférenee 0'A roule sans glisser sur lê cercle OA ; lê mou-
vement relalif du cercle O' par rapport au cercle O est un
roulement uniforme du premier cercle sur lê second, et Ia vi-
tesse angulaire de Ia cireonférenee mobile autour de son pornt
de contact avec Ia cireonférenee íixe est égale à

If')'
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formule que nous avions déjà élablie d'une manière générale
(g 143), pour lê roulement d'une courbe mobile sur une courbe
fixe, en appelant v Ia vitesse linéaire du point géométrique de
contact dês deux courbes.

C H A P I T R E II

DE L ' A C C É L É R A T I O N DANS LÊ M O U V E M E N T B E L A T I T

ET D A N S LÊ M O U V E M E N T É P I C Y C L O Í D A L

184. La vilesse absolue d'un point dont lê mouvement est
rapporté à dês axes mobiles est, comme nous 1'avons vu (§67),
Ia resultante de Ia vitesse relative du point par rapport
aux axes, et de Ia vitesse <Tentratnement qu'aurait lê point
s'il était lie aux axes pendant un instant infiniment court;
cette décomposition est toujours vraie, quel que soit lê mou-
vement d'entrainement.

11 n'en est pás de môme de Faccélération, et, sauf certains
cas particuliers que nous étudierons en détail, il n'cst pás vrai
de dire que 1'accéléralion totale du mouvement absolu d'un
point mobile soit Ia resultante de deux accélérations, dont
1'une corresponde au mouvemcnt relatif, Pautre au mouve-
ment du point lie aux axes mobiles et entrainé par eux ; pour
trouver Taccélération íoíale du mouvement absolu, il faut
composer cnsemblc trois accélérations, savoir : lês deux accé-
lérations qui viennent d'étre indiquées, et une troisième accé-
léralion, dite complémentaire, que nous allons definir, et qui
dépend de Ia nature du mouvement d'entrairiement.

Lês axes mobiles forment un système invariable, et par
suite (g 158) lê déplacement élémentaire qu'ilssubissentpeut
être décomposé d'une infinito de manières en une franslation
et une rotation. Mais à un certain instant lê point mobile M
coincide avec un point géométrique, A, du système de

MEC. COUIGXOX, li
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raison, et lê mouvement d'entraínement fait passer cê point
géométrique de A enA'; par suite, lê mouvement élémentaire
d'entrainement du systèrne de comparaison est décomposable
cri une translation AA', et une rotation autour d'un axé instan-
tané PP', qu'on peut regarder comme passant par lê point A'
;fig. 183).

Lê mouvement d'entraínement du point A, lie aux axes
mobiles, fait décrire à cê point une certaine trajectoire AC ;
au bout d'un temps infiniment petit, dt, après lê passage du
point M en A, lê point A est parvenu en A'. Menons en A Ia
tangente AB à Ia trajectoire AC, et prenons AB = vedí, en ap-
pelant ve Ia vilesse d'entraínement. Joignons BA'; nous savons
(§91) que BA' est égal à

j, étant 1'accélération totale d'entraínement.
Pendant cê lemps, lê point mobile M, qui était en A à 1'ori-

gine du temps dt , est parvenu en M' sur sã trajectoire relalive AD.
Désignons par vr et j,, Ia vilesse et l'ac-
cólération du mouvement relatif, puis
prenons sur Ia tangente à Ia trajectoire
relalive une longueur A.N=v,.dt, joi-
gnons KM', et nous aurons KM' = | jrdt%.
Nous trouvons donc sur Ia figure Ia vi-
lesse et l'accélération d'entrainement,
Ia vitesse et 1'accéléralion relativos. II
reste à trouvcr Ia vitesse et 1'accéléra-
tion absolues.

La trajectoirc relalive AD subitle mouvement d'entraínement ;
elle se transporte donc, pendant lê lemps dt, de AD dans une
certaine position A'D", et cê mouvement peut être décomposé en
deux aulres : un mouvement de translation, parallèle à AA',
qui amènera Ia trajecloire relative de Ia posilion Aü à Ia posi-
tion A'D' ; et un mouvement de rolation autour de 1'axe PP',
qui Ia fera passer de Ia position A'D' à Ia position A'D", en fai-
sant décrire à chaque point S de Ia trajectoire un are de cercle
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infiniment petit, SH, dont lê centre est quelque part en I sur
1'axe PP'. Si nous prenons A'H = A'S = AM', lê point II será
Ia posilion absolue du point mobile M au bout du temps dt;
lê point S serait Ia position vraie du mobile M au bout de cê
temps si Ia rotation autour de 1'axe PP' n'cxislait pás.

Achcvons lê paraliélogramme KABL; lês cotes AN, AB, étant
respectivement égaux à vrdt et vedt, Ia diagonale AL, resul-
tante de cês deux déplacements, será égale à Y c/f, Y désignant
Ia vitesse absolue du mobile M. Joignant donc LU, et appelant
j l'accélération totale du mouvement absolu, nous aurons
LH = jjdíI.

La droite M'S est égale et parallèle à Ia droite AA'; sur lês
droites M'S et M'N, construisons un paraliélogramme M'NRS;
nous aurons RS —M'N, et KR será égal et parallèle à AA',

Joignons enfm RÃ' et RL; Ia figure SRA' n'est autre que
Ia figure M'KA transportée parallèlement à elle-même d'une
quantité égale à AA'. Donc RÃ' est égal et parallèle à AN, et
par suite à BL; Ia figure LBA'R est un paraliélogramme, et LR
est aussi égal et parallèle à BA'. Lê contour polygonal LRSH se
compose ainsi de trois coles, dont lês deux premiers LR, RS,
sont respeclivement égaux et parallèles à BA' et à KM', c'est-à-
dire aux lignes qui représentent en direclion et engrandeur,
au facteur | df près, 1'accéléralion totale dans lê mouvemenl
d'entraínement ei dans lê mouvement relatif. Lê troisième
cote SH est un élémenl de circonférence, normal au plan HA'P
qui passe par Ia Irajecloire relalive et par 1'axe instantané; il a
pour longueur IH x utií,- en appelant u Ia vitesse angulaire du
système de comparaison aulour de 1'axe PP'; 1'élément III
peut êlre regardé comme Ia projection de Ali sur un plan
perpendiculaire à PP', et Pélémenl A'H, espace décrit par lê
point mobile pendant lê temps dt sur sã trojectoire relative,
est, à Ia limite, égal au produit vrdt. Appelons aTangle forme
par 1'axe instanlané PP' avec Ia vilesse relalive. La longueur
IH será égale à vrdt x sina, et par suíte

SII = Vr dt sin a X udt = uVr sin a í/í2.
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Lê cote LU, qui termo lê contour, est égal au produit l jdf2.
Divisons par | rfí2 lês quatro cotes 'du quadrilátero LRSII. Cela
rcvient à y substituer une figure semblable, L'R'S'11', dont lês

9S1I
cotes (fig. 184) seront j, je, jr, et ^-j-^- = 2 ut'rsina. Lê cole L'II'

esl Ia resultante géomètrique dês cotes L'R', R'S', S'H, chacun
p ris dans lê sens dês flèches. Par consé-
quenl , 1'accélération] dumouvementabsolu
est Ia resultante de trois accélérations, sa-
voir: V accélération je du mouvement den-
tratnement, 1'accélération jr du mouvement
relatif, et Vaccélération']c = 2wv rsina, qui
est perpendicidaire à Ia fois à Ia vitesse
relatwe et à l'axé instantané de rotation, et
diricjée dans lê sens SH (fig. 183), c^est-à-

dire dans lê sens ou Ia rotation instantanée tend à faire tourner
l'extré)nité S d'une aujuille A'S diriijée suivant Ia vitesse relative.

Celte accélération complémentairej,. est rmlle lorsque w = O,
c'cst-à-dire lorsque 1'entraínement se réduit à une simple trans-
lation, ou lorsque vr = 0, ou enfin lorsque sin« = 0, c'est-à-
dire lorsque Ia vitesse relative est nulle ou dirigée suivant
1'axe instantané de rolalion. Dans cês divers cas particuliers,
1'accéléralion absolue est Ia resultante de deux accélérations
seulement, celle du mouvement relatif et celle du mouvement
d'entrainement. Dans tout autre cas, il íaut joindre à cês deux
accélérations l'accéléralion complémentaire. Tel est lê théo-
rème sur 1'accélération dans lê mouvement relatif; on lui
donne lê nom de théorème de Coriolis.

DÉCO.MPOSITIOM DE L ACCÉLÉRAT10N COMPLÉSIENTAIRE SDIVANT TROIS

AXES RECTANGULAIRES.

185. La définition que nous venons de donner de Ia troi-
sième accélération est bien complete, mais elle est, en ge-
neral, d'une application peu commode; on Ia simpliíie en dé-
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composr.nt l'accélération jc parallèlcmeiit à trois axes rcctan-
milaires, parallèlemcnt auxquels on décompose de même Ia
rotation'instantâneo w et Ia vitesse relativo vr. Lê problème à
résoudre est donc Ic suivant : étant clonnécs lês trois compo-

santes

p, q, r,'do M,

et lês trois composantes

dO!V

trouver lês composantes deTaccélération 2wZ)rsina, projetée
sur lês mèmes axes.

Soit (fig. 185) M lê point mobile ;
PP' 1'axe instantané de rotation, qu'on peuí toujours sup-

poser passer par lê point M, cn in-
troduisant dans lê mouvement d'en-
traínement une translation conve-
nalile;

MA une droite qui represente en
grandcur et en direction Ia vitesse
relalive, vr.

Prenons sur Taxe PP', à partir du
point M et dans lê sens ou 1'obscrva-
teur devrait s'étendre lê long de
1'axe pour voir Ia rotalion s'effectucr de gaúche à droite, une
quantité MB, qui représentera en grandeur et en direclion Ia
vilesse angulaire w.

La rotation w tend à déplacer dans lê sons A A' 1'exlrémité À
de Ia vitesse relaüve; élevons au point M une perpendiculairc
MG au plan AMB, etmcnons cette perpendiculaire dans lê sens
AA'; puis prenons sur cette droile une longueur MC égale au
produit 2uD rsina; 1'anglc a est Fangle AMB, et par suite
f r s ina est Ia hauteur AE du triangle AMB; 1'accélération
cherchée será égale, par conséquent, à

2 X M B X A E ,

Fig. 1C5.
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c'est-à-dire au quadruple de Ia surface de cê triangle. Nous
devrons donc porter surMG une longueur représentant, à une
échelle arbitraire, quatre fois 1'aire du triangle AMB. G'est
cette longueur MG que nous avons à projeter sur lês trois axes.

La droiteMCfait , avecchacun dês axes coordonnés,unangle
égal à 1'angle que fait lê plan normal AMB avec un plan normal

à cet axé, et par suite, pour pro-
jeter Ia droile MC sur 1'axe OX, il
sufflt de projeter l'aire du triangle
sur lê plan YOZ; pour projeter MC
sur lês axes OY, OZ, il sufíit de
mème de projeter lê triangle sur
lês plans ZOX, XOY.

Parlepoint 0(fig. l86), mcnons
une droile OR égale et parallèle
à MB (fig. 185), puisune droiteOS

égale et parallèle à MA, et projetons sur lê plan XOY lê point S
en s, lê point R en r.

Projetons ensuite s et r en s' et r' sur 1'axe OX. Nous aurons

p = 0;-', q = r'r,

13 x = O'.s', vij = s's.

Lê triangle à évaluer est Ors, projection du triangle ORS,
qui est égal à MBA. Joignons s'r; Ia surface Ors est égale à Ia
difíérence du quadrilatère Osrs' et du triangle Os Y. Mais lê
quadrilalòre Osrs' est Ia somme du triangle Os's et du trian-
gle ssY, lequcl est équivalent au triangle ss'r', puisqu'ils ont
même base ss', et que leurs sommets sont sur une parallèle,
rr', à Ia base. Donc

triangle Osr = triangle Oss' -(- triangle s'sr' — triangle Os'r
= triangle Osr'— (riangle Os'r.

ie triangle Osr' a pour mesure Ia moitié du produit de sã base
Dr' par sã hauteur ss', ou \pvv; lê triangle OsY a pour mesure
Ia moitié du produit de sã base Os' par sã hauteur rr', ou | qvz;
d;nc eníin

triangle Osr = i (jn^ — qvx j ;
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lê quadruple de cê triangle est donc égal à

2(pr , j — q v x } ;

lelle est Ia -valeur de Ia composante de 1'accélération jc suivant
1'axe OZ perpendiculaire au plan XOY; cê que nous exprime-
rons en écrivant

186. Cette formule attribue un signe à Ia composanle dejc ,
Pour lê vérifier, supposons successivement que 1'axe instan-
tané soit parallèle à 1'axe OX, puis à 1'axe OY.

Fig. 187. FÍR. 1S3

Dans lê premier cas (fig. 187), nous supposerons Ia vitessc
rclative dirigée parallèlement à 1'axe OY, et dans lê second
(fig. 188), à 1'axe OX.

Dans lê premier cas, il faudra faire dans Ia formule q = O
et vx=Q ; elle se réduira donc à

cê qui est d'accord avec Ia règlc; car si p et vv sont positifs,
Ia rotation instantâneo tend à faire tourner 1'extrémité de Ia
vitesse relative dans lê sens YZ, et par suite 1'accélération
coraplémentaire a Ia direction positive OZ. On vérifierait de
même Ia formule pour lês autres signes que peuvent avoir
lês facteurs.

Dans lê second cas, il faudra faire p=0, «,,==0, et par
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suite, on aura jC:t=— ^qvx, cc qu'il est encore facile de vé-
rifler en faisant successivement q et vv posilifs et négaíifs.

Lê signe de Ia formule, vériíié dans cês cas particuliers,
doit être admis dans lê cas general en vertu du príncipe de
continuité.

En raisonnant de mcme pour lês deux autrcs plans, on par-
viendra aux formules suivantes, que l'on peut déduire l'une
de 1'autre par de simples permulations de lettrcs

Pour former cês équations, on peut ccrire sur une même
ligne lês trois composantes de Ia rotation instantanée dans
1'ordre p, q, r, en répétant Ia première à Ia suite de Ia troi-
siòrne; au-dessous on écrira dans lê mème ordre lês trois
composantes de Ia vitesse relalive vx, v y , v z ^ qu'on fera suivre
aussi de Ia première, comme si cês composantes éiaient
écrites en cercle ; on obtiendra ainsi lê tableau suivant :

p q

Vx VlJ

On formera lês différences dês produils en croix, ou Ics dé-
terminants

dês termes de cette double suite; on lês multipliera par 2,
et chacun dês produits représentcra une dês composantes de
l'accélération jc ; chaque produit contient lês composantes
parallèles à deux dês axes coordonnés, de Ia rotation et de Ia
•vitesse relative, et represente Ia projection de 1'accélération jc
sur lê troisième axé.

187. Lês équations ainsi obtenues sontdes cas particuliers
d'un théorème beaucoup plus general : si Von décompose Ia
roíation w en m rotations composantes, w', w",..., uím), et Ia
vitesse relative v en n vitesses composantes, V, v",. . . , v ( n > ,
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l'accélération complémentaire est Ia resultante dês mn accéléra-
tions complémentaires obtenues en associant successivement cha-
que composante de w et chaque composante de v.

Nous pouvons vérificr cctte proposition dans lê cas particu-
lier que nous venons de traitcr; décomposons Ia rotation w en
trois rotations p, g, r, parallèles aux axes, et Ia vitesse rela-
tive v en trois vitesses vx, vV} vt, suivant lês mêmcs axes : nous
formerons lês neuf accélérations complémentaires suivantes
par Ia combinaison de chacune dês trois rotations avec cha-
cune. dês trois vitesses relatives :

p et vx, accélération nulle;

p et Vij, -í-~pVy, suivant 1'axe OZ;

p et vz. —%'"z, suivant 1'axe OY. ;

q et Vx, —2<yt'i, suivant 1'axe OZ;

q et vn, accélí-ralion nulle;
-l- 2g»j, suivant 1'axe O X;q et rz,

'• et vx,

r et vy,

r et vt,

+ Irvx, suivant 1'axe OY ;

— 'irvij, suivant 1'axe OX.;

accélération nulle.

Faisant lasomme algébrique dês accélérations composantes
dirigées suivant un môme axé, on parvient aux composantes
de 1'accélération complémentaire cherchée , et l'on retrouve
lês expressions déjà obtenues.

Lê théorème est donc démontré dans lê cas parliculier de
Ia décomposition de Ia rotation et de Ia vitesse relative suivant
trois mêmes axes rectangulaires. II est facile d'étendre Ia
démonstration au cas general.

Décomposons suivant trois axes rectangulaires chacune dês
rolations u/, w",. . . , w""1, et chacune dês vitesses relativos

» ' « . . . • v{n). Soient

.:
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lês composantes dês rotations, et

v'x, v'v, v'z,

V"x, Vi'tJ, V" l.

lês composantes dês vitesses.
La combinaison de Ia rotation w"1' avec Ia vitesse vm nous

donnera suivant 1'axe OZ une accéléralion complémentaire

La somme algébrique de toufes cês accélérations compo-
santes es t représentée par Ia double somme

P
lp

Or faisons d'abord varier 1'indice k, en conservara" à l'in-
dice i une valeur constante; il vient pour Ia premiòre som-
mation :

(k) (!)
p — vL

i = t t = l

II faut ensuite faire varier 1'indice i de l h n, et ajoutcr
toules lês expressions resultantes, cê qui donne en-definitivo

i = n k = m í = n Í! = DÍ

*=1 i=t

c'cst-à-dircle résultat même auquel on serait parvenu en ap-
pliquant Ia formule aux composantes

et

de Ia rotation, et aux composantes

K et r; w_. . . w"
L i/ i; j,
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de Ia vitesse relative, estimèes chacune suivant lês axes
coordonnés. II est donc indifférent, au point de vue du résul-
tat final, de considércr Ia rotation totale w et Ia vitesse rela-
tive totaleu, ou bien lês composantes de Ia rotation et lês com-
posantes de Ia vitesse, pourvu qu'on n'omette aucune combi-
naison et qu'on fasse Ia composition dês résultats parliels

obtenus.

APrLICATIOKS DU TIIÉORÈME DE COIUOLlíií

188. L'accèlération j du mouvement absolu étant Ia resul-
tante dês trois accélérations jr, je et j c , o n peut dire aussi que
1'accélération jr du mouvement relatif esl Ia resultante de trois
accélérations1, savoir Taccélérationj du mouvement absolu, et
lês accélérations je et jc changécs de sens; pour trouver 1'ac-
célération du mouvement relatif d'un point, connaissant 1'ac-
célération du mouvement absolu, il suffira donc de composer
cette accélération avec l'accélération d'entrainement prise en
sens contraire, et avec l'accélération complémenlaire égale-
ment cbangée de sens. On donne à l'accélération complémen-
taire ainsi changée de sens lê nom à.'accélération centrifuye

composée,
On sait déjà que l'accélération complémentairejc est nullc

lorsque lê mouvement d'entrainement est une traiislation,
parco qu'alors w==0. Lorsque lê mouvement d'cntraincment
est recülígne et uniforme, je = O et alors jr ne diffère pás de j;
l'accélération absolue est idenlique à l'accélération relative,
bien que Ia vitesse relative diffère dela vitesse absolue.

Cclle remarque permet de résoudre três simplement cer-
tains problèmes. Prenons pour exemple Ia rechercbe de l'ac-
célération totale du mouvement d'un point appartenant à un
cercle qui roule uniformément sur une droite fixe, et pour
simpliíier, supposons que cê point soit situe sur Ia circonfé-
rence du cercle mobile. Soit O lê centre, OA lê rayon du
cercle et LL'la droile fixe; soit B lê point dont on demande



28i APPI.ICATIOKS

l'accélération totale. Lê roulement du cercle sur Ia droite
consiste dans une rotation instantanée autour du point A;

Ia vitesse de celte rotalion , w, est
supposée. constanle. Nous pouvons
regarder cette rotation autour du
point A, comme Ia resultante d'une
rotalion égale et de même sens au-
tour du point O, et d'une transla-
tion parallòle à LL' et égale à u x OA
(§167). Aul ieu de considérer lê mou-

vement absolu du cercle, nous regarderons cê mouvement
comme composé de deux mouvements simples, 1'un de rota-
tion autour du centre O, avec une vitesse angulaire constante w,
et 1'autre de translation parallòlement à LL', avec une vitesse
linéaire constante w x OA.

Prenons lê premier de cês mouvements pour mouvement
relatif: lesecond será lê mouvement d'enlrainement, et comme
il est rectiligne et uniforme, 1'accélération du mouvement re-
latif ne différera pás de 1'accélération du mouvement absolu.
Or on connait 1'accélération dans lê mouvement circulaire
uniforme (§ 95); elle est dirigée du point mobile B vers lê
centre O, et est égale au carréde Ia vitesse linéaire du point,
divise par lê rayon, ou à

w'-X OI!2

OB

Telle est l'accélération cherchce. Elle est constanle en gran-
deur, et constamment dirigée vers lê centre O du cercle mo-
bile. Nous généraliserons tout à 1'heure cê théorème.

189. 11 e;t facile d'en déduire lê rayon de courbure de Ia
cycloide MN décriteparle point B. On sait que 1'accélération
totaleeslla resultante de deux accélérations,l'unelangentielle,
1'autre normale à Ia trajectoire, et que cette dernière accélcra-
tion est égale au carré de Ia vitesse divise par lê rayon de
courbure (§ 96). La normale à Ia trajectoire du point B est Ia
droite AB, qui joint lê point B au centre instantané de rota-
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tion A, et Ia viícsse du point B est égale à wxAB. Lê carro
to2 x f1 B2

de Ia vitesse est donc w2 x AB2, et — - : — est Ia composante

normale de 1'accélération totale.
Mais 1'accélération totale est dirigée suivant BO, et est égale

à w axOB; projetons celte aceélération sur Ia directionde Ia
normale BA. La droite OB projetéesur BAdonne lê segment BI,
moitié de AB. La composanle normale de Taccélération est donc

égale àu2xBI, ou à -^ x AB, et l'on a 1'égalité

ou bien
p = 2AB.

Dans Ia 'cyclóide, lê rayon de courbure BC, en unpoint dorme B
de Ia courbe, est donc double de Ia normale BA en cê point.

190. PROCLÈME. — Vérifier lê théorème de Coriolis dans lê
mouvement apparent d'jw point fixe F, rapporté à deux axes
mobiles OX, OY traces dans sonplan, et
animes d'un mouvement uniforme de ro-
tation autour de leur intersection com-

mune 0.
On donne Ia vitesse angulaire w de Ia

rotation dês axes autour del'origineO;
Ia distance OF reste constanle; nous Ia
représenterons par R. La rotation dês
axes s'opérant dans lê sens de Ia ílèche f
avec Ia vitesse w, lê point F, qui en réa-
litè reste fixe, aura par rapport aux axes un mouvement ap-
parent, qui será une rolation égale et contraire; il semblera
donc décrire uniformèment Ia circonférence FMN, qui a lê
point O pour centre ei R=OF pour rayon, et sã vitesse linéaire
será constanle et égale à OFxw. Lê sens du mouvement re-
laüí esl lê sens de Ia ílèche f.



l

2SG APPLICATIOKS

L'accélération du mouvement absolu du point F est nulle,
puisque lê point reste fixe. Nousdevons donclrouver une re-
sultante nulle en composant lês trois accélérations jn j e , j c .
Déterminons cês trois accélérations en direction et en gran-
deur.

L'accéléralion jr est dirigée suivant FO, et elle est égale à

co2 X OF.

L'accé!cralion je s'obtient en considérant lê mouvement
du point F supposé lie aux axes mobiles ; or cê point enlrainé
par lês axes décrirait uniformément Ia circonférence FNM
dans lê sens de Ia flècbe f, avec une vitesse w x OFf donc 1'ac-
célération j,, est encore dirigée de F vers O, et elle est égale
aussi à w2xOF.

Lês deux accélérations jr et je, toutes deux dirigées sui-
vant Ia même droite FO, se composent en s'ajoulant, cê qui
donne 2w"2xOF pour somme de cês deux premières compo-
santes.

Cherchons 1'accélération jc.
Elle est normale à Ia fois à Ia vilesse relative, laquelle est di-

rigée suivant Ia tangente FG, et à 1'axe de rolation projete
en O ; elle a donc pour direction Ia droile FO, qui est normale
à Ia fois à cês deux droiles. Elle a pour sens lê sens dans le-
quel Ia rotation inslantanée (qu'on peut supposer transportée
parallèlement à elle-même au point F) tenda déplacer 1'exlré-
milé G de Ia vilesse relative; c'est ici lê sens GG.', et, par
suite, lê sens de 1'accélération complèmentaire est FII.

Enfm elle a pour grandeur 2v rwsina. Ici vr sin a , pro-
jeclion de Ia vitesse relative sur un plan normal à 1'axe, n'est
autrequela vitesse relative elle-même, qui est égale à wxOF,
donc jc:r=:2w2xOF. La troisième accélération est dirigée en
sens contraire dês deux premières, suivant Ia même droite,
et elle est égale à leur somme; Ia resultante dês trois accé-
lérations, jr +je — j c » est égale à zero, et lê théorème est ainsi
vérifié.

191. PROBLÈME. — Trouver V accélération j du mouvemenl
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absolu d'unpoint M, qui glisse avec une vitesse linéaire constante v
lê long d'une droite OA, laquelle est animée, autour d'vn axé
projete en O, iVune vitesse angulaire w dans lê sens de Ia flèche f.
•On supposé Ia vitesse i; dirigée dans lê sens OA (ílg. 191).

Nous considérerons lê glissement Q\
uniforme du point M sur Ia droite OA
comme un mouvement relatif, et lê
mouvement de rotation de Ia droite OA
autour de 1'axe O será lê mouvement
d'entraínement; Ia vitesse v est Ia
vitesse relative.

Cherchons lês trois composantes j r , je -et jc, dont Ia resul-
tante est 1'accélération cherchée j.

L'accélération jr est nulle, car lê mouvement relatif est,
par hypolhèse, rectiligne et uniforme.

L'accélération je est celle qu'aurait lê point M s'il était en-
trainé par lês axes mobiles; comme Ia vilesse de rotation «
est constante, lê point M décrirait uniformément autour du
point O une circonférence de rayon OM avec une vitesse
linéaire w x OM ; doncl'accéléralion je est dirigée suivant MO
et égale à w2xOM.

L'accéléralion complèmentaire est perpendiculaire à 1'axe O
et à Ia vilesse relative, laquelle est dirigée suivant OA; elle
coincide donc en direction avec Ia droite PQ, menée par lê
point M dans lê plan de Ia figure perpendiculairement à OÀ.
Pour déterminer son sens-, considérons 1'extrémité d'une
aiguille MY, dirigée dans lê sens de Ia vitesse relative; Ia
rotalion w, transportée parallèlement à elle-même en M, ferait
décrire à l'extrémité de 1'aiguille MY un are Vi/, dont lê sens
indique lê sens de 1'accélération jc; cette accélération est donc
dirigée suivant MP. Elle est d'ailleurs égale à 2uvrsin a, ou,
dans cê cas particulier, à 2rw.

Ayant pris deux longueurs respectivement égales à w2xOM
et à 2i)w, sur lês directions MO et MP, on aura 1'accélération
totale du mouvement absolu en construisant Ia diagonale MT
du rectangle forme sur cês deux longueurs.
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La vitesse absolue du point M s'obtiendrait de Ia même
maniéreen composant Ia vifesse v, dirigée suivant MA, avec
Ia vitesse d'entrainement, égale à uxOM, et dirigée sui-
vant MP; elle serait représentéc par li diagonale MR du rec-
tangle forme sur cês deux droi'es.

192. Accéléraüon dans lê mouvement rapporté à dês coordon-
nées polaires.

Lê mouvement du point M defini par lês valeurs, en fonc-
tiondu lemps, du rayon OM=r, etdel 'anglepolaire MOA=ô,

peut être décomposé en une transla-
tion lê long du rayon OM, et une rota-
líon du rayon OM autour^du poin! 0.
Supposons, pour fixer lês idées, que lê
mouvement du point lê long du rayon

Fig. 103. soit dirige dans lê sens OM, et que lê
mouvement de OM autour du point O

s'opère dans lê sens qui faií croitre 1'angle 0. La vitesse

drdo glissement du point M será représentée par - j , e[ elle
Cl L

, —•'-'-- ' • " et représentée
par —.

dt

vome.,1 a b s l u '"'«l» mou.

í ou rdu P o in tO ,avecunev i l e s se. , , ,
tolalc de cê mouve circulaire

f/ô r • - ,~; l accélération
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f/2 O
OM, et égale à r ̂  ; 1'autre, centripète, dirigce suivant MO,

. , . \ dt) , /d6^2

et égale a - -, ou a r —
r \dt/

EnfinPaccélération complémentaire est dirigée suivant MN
normalement à 1'axe de rotationet à Ia vitesse relativo, et elle

a pour valeur 2ü%sina, ou ici, Pangle aélantdroit, 2 —• -.
(l t Cl t

Ajoutons algébriquemenl lês accéléralionsquiontla même
direction, nous trouverons pour composanles de 1'accéléra-
tion totale,

•*""»*• £-'(a)W-
de\ 9 dó drsuivant M N , . , , , , - , ,

' \dtj dtdt
cê sont lês formules déjà trouvécs § 107.

193. Remarque sur lês mouvements observes à Ia surface de
Ia terre. — Lês mouvements que nous observons à Ia surface
de Ia terre, sont rapportés à dês objels plâcés sur celte sur-
face, et que nous regardons comme fixes, tandis qu'en réalité
ils sont entrainés avec notre planète.
Ce sont donc dês mouvemenis appa-
rents, et 1'observation directe ne nous
revele, par conséquent, que dês vitesses
relalives et dês accélérations relativos.
Pour passer de lá aux vitesses absolues
et aux accélérations absolues, il faut
composer lês unes avec lês vitesses
d'entraínement, lês autres avec lês ac-
céléralions d'entrainement et lês accé-
lérations complémenlaircs. Lê mouvement de translation de
Ia terre et son mouvement de rolation peuvent d'ailleurs
être consideres successivement et indépendamment l'un de
1'autre, sauf à composer ultérieurcment lês résullats corres-
pondants à chacun d'eux (g 187). Si l'on se borne à considerei'

Fig. 193.

5IÉC. COLLIGSON. 10
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lê mouvement de rotation diurne dela terre autour de Ia ligne
dês pôles PP', on reconnaítra qu'à 1'accélération observée jr,
qui est celle du mouvement apparent d'un point M, il faut
ajouter d'abord 1'accélération d'enlraínement, je, du même
point, laquelle est due au mouvement uniforme du point M
aulour de 1'axe PP'; elle est par suite égale à w*xMN, et
est dirigée dans lê sens MN; puis 1'accélération je, perpen-
diculaire à Ia fois ala trajectoire relative et à 1'axe PP', et égale
à 2u)i>sina, v étant Ia vitesse observée, et a 1'angle qu'ellefait
avec 1'axe du monde PP'. Si, par exemple, 1'obscrvation alieu
enun point de 1'équateur EE', et que lê point mobile suive un
dês méridiens, on aura sina = 0, et Ia troisième accélération
será nulle.

Lorsque lê mouvement observe est três lent, v est três petit
et 1'accélération je est négligeable. Mais pourles mouvements
rapides, on commeltrait quelquefois une grande erreur en ne
tenant pás compte de 1'accélération jc.

La dynamique nous oífrira de nombreuses applications de
cês príncipes. ,

ACCÉLÉRATION DANS LÊ MOUVEMENT ÉPICYCL01DAL. RAYON DE COURBURE

DÊS ÉPICYCLOÍDES.

194. Soit M un point invariable-
ment lie à Ia courbe mobile PQ, qui
roule sans glisser sur Ia courbe fixe
RS. Nous supposerons d'abord que Ia
vitesse de rotation, w, de Ia courbe
mobile autour du point de contact A
soit constante; on demande de deter-
minei- 1'accélération lofale du point M.

Considérons lê point A' de Ia courbe
PQ qui, au bout du temps dt, ser t de
centre instantané de rotation, et vient

se placer sur Ia courbe fixe RS, en un point A.\ qui ri'est pás
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•«dique sur Ia figure. Lês deux points A', A\ sont, dans 1'élat
nrimitií de Ia figure, à une distance infmiment petite du se-
íond ordre, et nous pouvons lês regarder comme déjà
confondus en uu seul. Soil AA' = ds; Ia vitesse du pomt

de contact lê long dês deux courbes roulantes será -^

et par suite (§ 143) Ia vitesse w de Ia rotation autour de A est
donnée par 1'équation

en appelant R et R' lês rayons de courbure dês courbes PQ
et RS au point A.

Posons - -, = TT > K étant une nouvelle longueur déter-

minée par cetle relalion. Nous aurons

__ ds
co — V-T**Kí/í

La \itesse v du point M est, si l'on appelle p Ia distance AM,
éo-ale au produit pu, et elle est dirigée perpendiculairement
à°la droite AM, normale au lieu décrit par cê point M. A u
bout du temps dt, lê point M -vierit en M', en parcourant
l'arc MM'=í>wdt. La droite M' A' será Ia nouvelle normale à Ia
courbe décrite par lê point mobile, et par suite, si l'on pròlonge
MA, M' A', lê point C ou se coupent cês deux normales infmi-
ment voisines, será lê centre de courbure de Ia courbe MM';
Ia distance MG = p será son rayon de courbure.

Cela pose, 1'accélération lolale du point M se décompose en
une accélération langentielle, dirigée suivant MM', et égale

à -" et une accélération normale dirigée suivant MG et égale
c/í'

, f2

a — .

pds
Mais nous avons ü ^ p w ^ s .
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Si donc w est constant,

ás
dv — adp = j^ X dp.

La différentielle dp s'obtient sur Ia figure en projetant lê point
A en A" sur Ia direction CM'. Car A'M' est égal à p +dp, et 1'arc
MM' est normal à A'M'. On a donc

a étant 1'angle de Ia direction AM avec Ia normale com-
mune AN'.

On en déduit

dv
dt'

cls Y2

X K sin a = c,)9 X K sin z.

Prenons sur Ia normale commune AN'une quantité AO = K ;
abaissons sur MA Ia perpendiculaire 011, qui será égale à
K sin a. L'accéléralion tangentielle será égale à w2 x HO.

?J~*
Pour oblenir 1'accélération centripète —, il faut calculer

.- . p •
d'abord Ia valeur de p = CM.

Or lês deux triangles CAA", CMM', sont semblables et don-
nent Ia proportion

ou bien

et par suite,

C A _ A A »
CM ~~ MM''

> — p ds COS a.

p ~~ padt '

p paãt — ds COS q
p pudt '

ce qui conduit,en définitive, àl'équation

2 (^S

__ p"-Mlt _ P X "K __ p«
° padt — cls COS K cls . »— K cos«'

p~ü í/SCOS a *
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Cette équation fait connaitre lê rayon de courbure de l'épi-
cycloide décrite par lê point M. On en déduit

v-
p P* \

> — K cos ei J

r= (p — K COS u) X W3

Mais K cos a= AH, et p — K cos a = MH. L'accélération centri-
pète du point M est donc égale à w! xMH.

Lgs deux composantes de 1'accôléralion totale du point mo-
bile sont donc proportionnelles à MU et à HO; donc 1'accélé-
ration totale estdirigée de M vers O, et elle est égale à w2 x MO.

Au point de vue dês accélérations, tout se passe pendant lê
temps dt, comme si un cercle de rayon K roulait sur Ia tan-
gente à Ia courbe fixe au point A, en cntrainant lê point M
(g 188); ce cercle est ce qu'on appelle lê cercle de roulement.

L'accélération centripète est nulle, et lê rayon de courbure
est iníini, pour lês points pour lesquels on a p = K cos a, c'est-
à-dire pour tous lês points de Ia circonférence décrite sur AO
comme diamètre. On donne à cette circoníérence lê nom de
circonférence dês inflexions.

p2

195. L'équation p==- ^ montre que Ia disíance1 p — Jí cos a

MA = p est moyenne proportionnelle entre MC = p et
MH = p — K cosa.

De lá resulte Ia construction suivante du centre de cour-
bure C. Joignons MO, et élevons en A une perpendiculaire AI
sur Ia droile MA. Soit I lê point de rencontre de cês deux di-
recüons. Par ce point menons Ia droite ÍG parallèle à Ia droite
NN', normale commune aux deux courbes. Lê centre de cour-
bure C será à Ia rencontre dês droites IC et MA.

En effet, lês parallèles 110, AI, et lês parallèles AO, GI nous
donnent lês proportions:

MII_MO
MA~ M I '

MC
MA""

MI
:MO'
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et en mulliplianl memLre à membre,

MC X MII

JÍÃ2

196. Remarque. — Si sur Ia droite AI on prend un point
quelconque K, et qu'on joigne KM, KG,
cês droites coupent Ia droite NN' en
deux points F et G, et l'on aura l'éga-
liíé

JL+_L=_L.
A F AG AO

Ce thôorème suppose seulement Ia
droite AK parallòle à HO, et il subsiste
encore lorsque lês angles égaux MIIO,
MAK ne sont pás droils.

Pour lê démontrcr, menons ML pa-
rallòle à AO.

Lês triangles semblables KÂF, KLM,
ei lês triangles sembkbles KIC,KAG, nous permeüentd'expri-

1 l
mer -7-7, et -.-^ en fonction dês autres lignes de Ia figure. II

Ar A.(J

vient en effet

Donc

De mêmo

A F ~ M L X A K ~

AK
" LA + AK"

_
"ML'

'1_1_AI l
AG IG ÍCXÃT

Faisons Ia somrae, nous aurons

AI

DÊS ÉPICTCLOÍDES. 295

, , i LA f l - AI

Mais lês triangles MLA, CIA étant semblables, ̂  est egal a ̂ ;

donc on a simplement

ce qui monlre déjà que Ia somme dês inverses dês longueurs
AF AG est constante.
* Lês triangles semblables IAO, ILM, et lês íriangles sem-
blables MÃO, MCI, donnent enfm Ics ègaütés

KL = AO X
MI
Õí'

Donc
1 1 1 l

LM + TU ~ AO x MIX t01 + M0) = 15'

et lê théorème est dômonlré. \
On pourrait d'ailleurs observei que -^ est Ia valeur que

l lprend Ia fonclion ̂  •+- ̂  quand lê point K vient à comcider
ML I LJ

avec lê point I, car alors lê segment AG devient infmi et son
inverso est nul; Ia fonction étant reconnue constante, doit

l
donc êlre égale à -r^.

Lês rayons de courbure dês courbes RS et PQ au point A
1 1 1

(tig. 194) satisfont à Ia relation TJ + fp = TA ; donc on peul

prendre pour lês points F et G lês centres de courbure de cês
deux courbes; lê centre de courbure de 1'épicyclolde engen-
drée par lê point M s'obliendra en élevant en A une perpen-
diculaire sur Ia droite AM, en joignant MF, puis en cherchant
1'intersection K de cês deux droites, et en joignant lê point K
au centre de courbure G; l'intersection de GK et de MF será lê
point demande. Nous reviendrons sur celte construction quand
nous étudierons lês engrenages.

'
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ACCÉLÉRATION DANS LÊ MOUVEMEKT ÉPICVCLOÍDE

CAS GÉAÉfiAL.

197. Nous venonsde chercher Paccélération dans lê mouve-
ment épicycloídal, mais seulement dans lê cas particulier ou Ia
vites.se angulaire autour du centre instantané de rotation esl
constante. Nousallonsreprendrela questionen supposantque
celte vitesse angulaire soit variable.

Soit O lê cenlre ins tantané autour duquel, à un instant
t donné, pivote une figure plane; soit w sã viíesse an-
gulaire au môme instant.

Soit O' lê cenire instantané aufour duquel fourne Ia même

figure plane à 1'inslant t-h dt, et
soit w -f- f/w sã nouvelle vitesse an-
gulaire.

Prenons pour axé dês x Ia direc-
íion 00' prolongée, et pour axé
dês y Ia perpendiculaire élevée à
cetíe direction au point 0. La
droi te OX será Ia tangente au poinl O
à Ia courbe fixe AB, lieu dês centres
inslanlanés sur lê plan, et à Ia
courbe roulante A'B', lieu dês cen-

tres inslantanés rapportés à Ia figure mobile.

Posons 00' = f/s; lê point de contact dês deux courbespar-
court Pare da dans lê temps dt. Si donc R et R' sont lês rayons
de courbure dês courbes AB et A'B', on aura 1'équation

T

M m'

Soit M un point de Ia fiem™ mn
ou elle est tangente en 0°à ]a Z, / n *"* Ia Posítion

une épicycloide, et on demand, T í "' ' P°Ínt M décrit

Point. Pour definir sa ™ laCCeJeratio« totale de cê

•
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A Pinstant t, lê point M est anime d'une vitesse normale
à OM et cgale à pw; en vertu de cette vitesse, lê point M par-
court dans lê tcmps dt un are MM'=/?(D£/í. Projetons cetarc
sur lês axes OX et OY, et divisons par lê temps dt; nousau-
rons lês composantes de Ia vitesse, savoir :

Ct l'y = — £>cosilla.

Au bout du temps dt, lê centre de rotation s'est transporte
en O', et lê poinl M' reçoit un déplacement perpendiculaire
à 0'M', avec une vitesse anguJaire égale à u + rfw. Mais
nous pouvons regarder (§ 167) Ia rotation w + du autour
de O', comme Ia resultante d'une rotation w + dw, autour du
point O, et d'une translalion dans Ia direction OY, cgale au
produit (w + í/w) X 00', c'est-à-dire égale à wffc, en négli-
geant lês infiniment petits d'ordre supérieur au premier. Lê
point M' est donc anime de deux vitesses : Pune, M'm, normale
à OM', a pour projections sur lês axes p (w -+- dto) cos (a + da.),
et — p (w -f- du) sin (a + dy.) • 1'aulre, M'm', parallèle à OY, a
pour valeur wdu. On aura donc, en appelant v't, v'v lês com-
posantes de Ia nouvelle vitesse,

V' x = P \f> + da] COS (a + dx),

v'ij = mái — p (a + da] sin (cí + dy.}.

La dislance p reste Ia même pour lês deux points M et M',
car, MM' étant infiniment petit et perpendiculaire à OM, lês
deux droites OM, OM' diffèrent d'un iníiniment petil du second
ordre, qui doit ôtre supprimé.

Développons, supprimons lês termes du second ordre, et
obscrvoris que tia= a>dt; il vient

»V = PKI cos x + pda cos a — ;?w2 sin y. dt,

v'tj = adi — pá sin a — pda sin a — pv^ cos y. dt.

Lês composantes parallèles aux axes de 1'accélération totale
sont, par conséquent,

Vjt — "x da , .
J f — • - r. - =p COS y. X -77 -- »M2S1B«,

«t dt

dt
d,

'dl'
da „

:-r; —)) toscos ã.
dt L
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Celte équation represente une circonférence, dontle centre
a pour coordonnées

da ds

TtTt

•d t
(3)

La position de cê point est indépcndante de l'accélération
donnée j, et par suite lês points dont lês accéléraíions sont
égales forment une série dfe circonférences concenlriques.

Si l'on applique au point (ô) lês formules (1), on vcrra que
jx= O et jv= O, de sorte que lê centre commun dês circonfé-
rences licux dês poinls dont lês accélérations sont lês mêmes,
a une accélération nulle. Nous nommerons cê point lê centre
dês accélérations.

2° Lês lieux dês points dont 1'accélération totale a une mème
composante, parallèle à 1'axe dês a;, ou à 1'axe dês y, com-
prennent deux séries de droites parallòles, dans deux direc-
tions rectangulaires.

Lelieudescoraposantcs égales suivantOX a pour équation

et lelieu dês composantes égales suivant OY,

^J x + to2?/ = const.

Lê coefficient angulaire de Ia premiòre direction est

dt

celui de Ia seconde,
UJ

Si l'on considere en parliculier lês points pour lesquels

lilllllilillilliíllíliilíilii



300

droiíe
ceux nour!

ACCÊLÉRATION

; n i]„== O, lês premiers sonf sur la

y_
JC~

qui passe par 1'origine; lês autres sont sur la droite

Cês deux droites se coupent au point pour lequel j — O,
c'est-à-dire au centre dês accéléralions.

II est à remarquer que lês directions de cês droites ne dé-

pendent pás de la vitesse -j- du point de contact.
U i

5° Enfín, cherchons lês lieux dês points pour lesquelsPune
dês deux composantes jN, jT a une valeur donnée. Lês équa-
tions dês lieux cherchós seront, en coordonnées polaires,

à* . ' •PIÜ* — w -í-cosz= const.,

da dt .
•)) l£' = const.

*
quantité

OC:
— = -c-?. Puis sur OC comme diamèíre décrivonsj. w dt

une circonférence. Lê lieu represente par la première équa-
tion s'obliendra en prolongeant d'une même quantilé MP
toutes lês cordes OM issues du point O et comprises dans lê

ds
w -Tcercle OC. De même, si sur Taxe OX on prend OB= -r—,
uu>
Ttet qu'on décrive un cercle sur OB comme diamètre, lê lieu dês

poinls pour lesquels la composante j i est consfanfe, será íe
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limaçon obtenu en prolongeant lês cordes ON d'une quantité

constante NQ.

Fig. 197.

Lês cercles OC, OB représentent lês lieux dês points pour les-
quels js et jT sont respectivement nulles; lê premier, OC,est
donc la circonférence dês inflexions, lê long de laquelle js = O ;
son diamètre OG ne dépend pás dês circonstances du mou-

vemerit de la figure mobile; car il est égal à - -r-, c'est-à-dire
G) U t

là r-, en appelant R et R' lês rayons de courbure dês

íl + R'
courbes AB, A'B' (g 194). L'autre cercle OB a pour diamètre

ds
\

: •. -r, et dépend par conséquent du mouve-

dt \dtj R + B?
ment donné à la courbe A'B'.

.Cês deux cercles se coupent en deux points, lê point O
et un autre point S. Comme Fune dês composantes, JT ou JN,
est nulle pour lês points apparlenant à l'un dês cercles,
ulles sont nulles à la fois aux points communs aux deux cir-
co nférences, et on pourrait en conclure que 1'accélération
totale,résullantedejT et de jH, est nulle aux deux points O et S.
La conclusion est exacte pour lê point S; mais elle est faus.se
pour lê point 0. Au point S, en elíet, lê rayon OS est la direc-
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lion commune prise par dês rayons menés du point O à
dês points inflnimcnt voisins du point S, situes respectivemcnt
sur lês circonférences OB et OG. En cê point, par conséquent,
Ia dócomposition de l'accéléralion totale j se fait suivant Ia di-
rection SÓ et une direction perpendiculaire, et dire que lês
composantes sont nulles suivant cês deux directions, c'es t
dire que 1'accélératíon j est nulle elle-môme. II en est autre-
raent au point 0. Considérons un point M' infiniment voisin
du point O sur lê cercle OC; l'accélération tolale de cê poirit
se réduira à sã composante tangentielle jT, normale à OM';
a la limite, ceitc composante será parallèle à 1'axe OY. De
même, considérons un point M" sur lê cercle OB; son accélé-
ration se réduit à Ia composantecentripéte jN, qui, ala limite,
est aussi parallèle à 1'axe OY. L'accélération du point O est en

definitivo dirigée suivant OY, et égale à w ~,commerindiquent
(.1 (/

lês formules qui donuent^ et j,,, et lês deux cercles OB, OC
peuvent se couper en cê point, en rendant nulle Pune dês deux
composantes jN, jT, sans rendre pour cela l'accélération totale

j égale à zero, parce que ladécomposition de cette accélération
y ne se fait plus dans tous lês cas suivant lês mêmes direc-
tions.

Iln'y a donc qu'un seul point, lê point S, dont 1'accéléra-
tion totale soit nulle. Ge point est lê centre desaccélérations.

Lês trois points C, S, B sont en ligne droite. La direction
OS, axé radical dês deus cercles OB, (JC, est lê lieu-des points

pour lesquels jt = 0. La droiíe CB
est lê lieu dês points pour les-
quels ;',, —0.

199. Nous terminerons en don-
nant une propriété mécanique du
point S.

Soient x', y\ sés coordonnées
rapportées aux axes OX, OY, et
soient g, Y) lês coordonnées d'un

point M rapportées à dês axes SX', SY', menés par lê point S
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parallèlement à OX et à OY. Nous aurons lês équalions
x = ̂ -Jrx', y = 'fi + y', qui nous permetlront de passer dês
axes primiüfs aux nouveaux axes ; faisant celle transforma-
lion, il \iendra pour lês composantes jx, jy, de 1'accéléralion

totale :

J'IJ
d? d

en observant que Ia subslitulion de x' et y' à x et y dans lês
équations (1) donne O pour jx et pour jy. Rafportées aux nou-

veaux axes, lês équations (1) perdcnt ainsi lê lerme en w -n-

Passons aux coordonnées polaires en posaut MSY' = a'. et
SM=p'. II viendra

l = p' sin x', 't = P' cos a.'.

Donc

~

Sous cette forme onreconnaít que 1'accélération totale peut
se décomposer en une composanle /w2, dirigée suivant MS,

et une composante p'-jr, dirigée suivant MT', perpendiculaire

à MS; c'est-à-dire que lês accélérations dês divers points de Ia
figure sont lês mêmes que si Ia figure entière tournait autour du
poinl S, avee lês vitesses angulaires successives <o et ú 4- t/w.

On pourrait appeler lê point O lê centre dês vitesses, car lês
•vitesses dês points M sont distribuées comme si Ia figure
tournait autour du point 0. Lês accélérations sont dislribuées
comme si elle lournuit autour du point S, cê qui jusüíie lê
nom de centre dês accélérations.

:
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CIRCONFÉRENCE

USAGE'DE LA CIRCONFÉRENCE DÊS INFLEXIONS POUR TROUVEn LÊ

RAYON DE COÜRBÜRE DÊS COURBES ÉriCYCLOÍDALES.

200. Lê diamètre OG de Ia circonférence dês inflexions esl
égal à

II ̂  U'

Pour trouver lê rayon de
courbure de 1'épicycloide en-
gendre par un point M, on
doi t jo indreOM(§ 195); cette
droite coupe en P Ia circon-
férence dês inflexions; on
prendra ensuite pour 1^
rayon de courbure cher-

ché, p, une troisitme proportionnelle aux segments MP, MO :

_lõ2

P~W

Dans cette équation, ilconvient d'attribuer un signe au seg-
ment MP et au rayon p. Lê signe du segment MP est determine
par Ia différence

H

- cos a = MO — OC cos x. '

Lê segmentest donc positif ou ncgatif suivant que lê point
M est en dehors ou en dedans du cercle dês inflexions.

Lê rayon de courbure p a lê mêrae signe que lê segment
MP, et doit être porte dans lê sens MP à partir du point M.

Celte équaüon s'applique à tous lês poirils de Ia figure. Si
donc on connaít lês rayons de courbure p' et p" pour lês tra-
jectoires de deux points M', M", on pourra construire lês deux
points P' et P" corresporidants, puis, faisant passer une cir-
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conférence par lês trois poinls O, P', P", on pourra, par
l'applicalion de Ia même formule, trouver lê rayon de cour-
bure de 1'épicycloíde décrite par lê poinl M.

Prenons pour exemple un triangleMM'M", dont deux sommets
M', M" glissent sur deux courbes
données A', A". Soient C', G" lês
centres de courbure de cês deux
courbes; lês normales C'M',
G"M" se coupent enun point O,
qui será lê cenlre instantané
de Ia figure mobile. Lês courbes
diredrices tournant leur con-
vexité vers lê centre instan-
tané O, lês rayons p'=M'C',
p"=M"G" doivent être pris né-
gativement, cê qui exige qu'on porte aussi lês distances M'P',
M"P" sur lês normales, à parlir dês points M' et M", en sens
contraire dês sens M'0, M"0.

Prenons

eis. 200.

H'P' =
M'02

M"P" = M" C"'

Puis par lês trois points P', P" et O, faisons passer une circon-
férence. Elle rcncontrera cnun point P Ia droite OM, normale
à Ia trajectoire du point M, et lê point G, cenlre de courbure
de cette trajectoire, s'obliendra en prenant

MC =
MO
IP

La môme conslruction donne Ia tangente au lieu dês cen-
tres instantanés de i otation successifs, car cê lieu touche lê
cercle dês inílexions au poinl 0.

MEC. COLUGÍON.
'20
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TIIÊORÈME DE BOBILLIER1.

201. Lorsque deux cotes d'un triangle glissent respectivement
sur deux circonférences fixes, lê troisième cote enveloppe une
troisième circonférence.

Soit ABC lê triangle mobile; (3 et y lês deux cercles donnés;
lê cote AB touche constamment Ia circonférence y ; lê cote AC

touche Ia circonférence (3.
Lês points c et &, p*r les-
quels chacune dês droites
AB, AC, touche son enve-
loppe , sont lês pieds dês
perpendiculaires abaissées
du centre instanlané sur
cês droites elles-mêmes.
On aura donc lê cenlre in-
stantané de rotation, O,
en cherchant 1'intersection

Fig. 201. ' dês perpendiculaires cO,
fcO, élevées en c et & sur lês

coles AB, AC; cês perpendiculaires passent par lês centres
íixcsyet [3 dês cercles donnés. L'angleyO|3 étant lê supplément
de 1'angle constant BAC, lê point O appartient à un cercle
passant par lês points y et (3. Ce cercle, qu'on peut construire,
est donc lê lieu dês centres instantanés de rotalion successifs
du triangle.

Pour avoir lê point a par lequel lê troisième cote BC touche
son enveloppe, il suffit d'abaisser du point O une perpendi-
culaire Oa sur cê cote. Cette perpendiculaire passe par lê cen-
lre de courbure, a, de Tenveloppe cherchée, point dont nous
ignorons encorela position. Dans lê déplacement infiniment
pctitdu triangle, tout se passe comme si lê cote BC tournail

1 Cours de géométne pour lês écolcs d'arts et méticrs.
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tangentiellement àun cercle ayant pour cenlre cepoint a. Dans
cê mouvement élémentaire, lê centre instantané de rotation
de Ia íigure se déplace lê long du cercle £0y ; de plus, lês an-
gles fiOa, BC A, dont lês cotes sont respectivement perpendi-
culaires, sont égaux ou supplémentaires, et par conséquent
1'angle (30a est connu ; lê point O est donc aussi assujetti à se
mouvoir sur un cercle passant parles trois poiats O, a, ( J ; lê
mouvcment du point O serait donc impossible, à moins que
cês deux cercles ne colncident, cê qui exige que lê point a soit
situe à rintersecüon du cercle Oy(3 avec Ia perpendiculaire Oa
prolongée.

II en resulte que lê point a est fixe; d'abord il est situe sur lê
cercle fixe Oy(3 ; ensuite lês ares (k, ya sont constants comme
correspondant sur cê cercle à dês angles inscrits constants
yO«, pOa. On peut ajouter que lê triangle qu'on obtiendrait en
joignant lês points a, (3, y est semblable au triangle donné.

L'enveloppe du cote BC est donc un cercle MN décrit du
point a comme centre, avec aa pour rayon.

Si lês cotes AB, AC élaient assujetlis à glisser sur dês cour-
bes quclconques, on pourrait, pendant un intervalle de temps
infiniment petit, substituer à cês courbes leurs cercles oscu-
lateurs aux points c et &, et Ia construction du point « ferait
connaitre lê centre de courbure de 1'enveloppe du troisième

cote BC.
La normale au lieu décrit par un sommet quelconque B

du triangle mobile, s'obtiendra en joi-
gnant OB. Or lês angles c et a du qua-
drilatère OaBc étant droits, cê quadri-
látero est inscriptible, et OB esíle dia-
mètre du cercle circonscrit. Lê cercle
circonscrit au quadrilatòre OoBc est
donc tangent en B au lieu décrit par lê
point B. On en déduit Ia méthode sui-
vante pour mener une tangente au lieu
décrit par lê sommet, B, d'un angle
constant dont lês cotes Be, Ba, glissent sur dês courbes don-

Fig. 202.

i

r
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néesínn, pq (fig. 202). II suffit dejoindreles points de contacta
et c, et de décrire sur Ia droite ac un segmenl capable de
1'angle donné B. Lê cercle aBc será tangent au lieu décrit
par lê sommet B.

COMPOSAHTES DE LA VITESSE D'üN POIKT D'üN CORPS SOLIDE

ASSUJETTI A TOURNER AUTOUR D'ÜI\ POLNT FIXE.

202. Soit O lê point fixe autour duquel tourne lê corps; OA
1'axe inslanlané de rotation, aulour duquel il est anime, au
bout du lemps í, d'une vitesse arigulaire w. Nous pouvons dé-

composer Ia rotation w en trois rota-
tions p, </, r, autour de trois axes
reclangulaires OX, OY, OZ, menés
par lê point 0. Nous nous propo-
sonsde chercher lesprojections sur
lês axes, de Ia vitesse linéaire d'un
point M , lie invariablement au
corps. Ce point décrit dans lê lemps
dt, autour de OA, un are élémen-

taire MM' égal à MPx udí (MP étant Ia distance du point M à
1'axe instantané), dans une direction perpendiculaire au plan
ÜAM. Ce sont lês composantes suivant lês axes decet arciníi-
niment pelit, qui, divisões par dt, nous donneront lês vitesses

cherchées c-f, -j-, -r. La méthode Ia plus simple consiste à
Cl t Cl t- Cl t>

chercher successivement lês variationsproduitessur lês coor-
données x, y, z du point M, par lês rotalions composantes
p, q, r, considérées seules, et à additionner algébriquemenl
lês résultals partiels obtenus.

C'est cctte mélhode que nous avons suivie §175, quand nous
supposions lê corps anime à Ia fois dês translations u, v, w,
parallèlement aux axes, et dês rotations p, q, r, autour dês
axes; lê résultat peut donc se déduire dês équations (1) de Ia

203.

T
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page 256, en y faisanl nulles lês trois vitesscs «, v, w; il vien-
dra, en divisant par dt,

dx
dt''

équations qui se transforment l'une dans l'autre à 1'aide d'une
permutation lournante, en changeant simultanément x en y,
y en z, z en x, ei p en q, q en r, r cn p.

Comme lês trois équations ainsi obtenues ont une grande
importance dans Ia théorie de Ia rotation dês corps solides,
nous lês élablirons d'une secondemaniòre, plus directe, en cc
qu'elle n'emprunte rien à Ia théorie de Ia décomposition dês
rotations et dês mouvements.

Convenons de représenter Ia rolation w autour de OA, par
une longueur portée sur OA à partir du point O ; projetons
cetlelongueur sur lês axes, etsoientj), ç, r, lês longueursdes
projections. La direction de 1'axe OA será défmie par lês co-
sinus dês angles AOX, AOY, AOZ, c'est-à-dire par lês trois

?) Cl Trapports --, "j -; Ia somme dês carrés de cês rapports est
w w w

égalcàrunité. Soienl x,?j, z> lês coordonnées d'un point M du
corps solide dans sã position primitive; x -f- dx, ij + dy,z-i~ dz,
lês coordonnées de Ia seconde position, M', du même point,
au boul du temps dt. Nous remarquerons que Ia rotation au-
tour de OA ne change ni Ia dislance du point M au point O,
ni l'angle que fait celte distance avee 1'axe de rotation OA.

La distanee du point M à 1'origine est égale à \jx* +y- -4-22;
etcomme elle reste Ia même quand lê point M passe en M', sã
différentielle estnulle, cê qui donne Ia relalion

(\) xdx -\-yihj -}-zãz= 0.

L'angle V de Ia direction OM avec 1'axe OA a pour cosinus
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Ia somme dês produits dês cosinus dês angles que cês deux
directions font avec lês axes :

• + 9-x- • + r-x-

L'angle V nevariant pás quand x, y, z, deviennent x + dx,
y + dy, z -f-cfó, on aura de mème en dilíércntiant

(2) pdx + qdij + rch — 0.

Cette dernière équation s'établirait plus vite en exprimant
que lês directions MM' et OA, dófmies par Icurs projections
respeclives, dx, dy, dz, et p, </, r, sont rectangulaires.

Deséqualions (1) et (2) on déduit,en éliminant successive-
ment dz, dx, dy, Ia suite dês rapports égaux :

qz — ry rx — pi] — qx '

et Ia question est ramenée à déterminer Ia valeur commune
de cês trois rapports. Pour cela, é!cvons-les au carré, puis
ajoutons lês trois fractions terme à terme, et extrayons Ia ra-
cine carrée dês termes résultants ; 1'égalité dês rapports ne será
pás troublée, et l'on aura par conséquent

(4) <ty

Lê numérateur, pris positivement, represente 1'arc MM'.
Quant au dénominateur, íl peut se transformar de Ia ma-

nière suivante. On a identiquement l

(qz-ryY-+.(rx—pz}>-+{py—qx}a-

4 Cette identité montre comment lê produit de Ia somme de trois carrés par
Ia somme de trois carrés peut se mettre sous Ia forme d'une somme de quatre
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Abstraction faite du signe, Ia racine carrée indiquée est

égale à

Lê rapport est donc égal en valeur absolue à Ia fraclion

MM' , . , ,. , ..
TTK, c est-a-dire a dt.

wXMP'
Mais il reste à discuter lê signe avec lequel dt doit être pris.

On résoudra cette dernière question en suivant Ia marche in-
diquée dans lê § 186 pour un problèmc tout à fait semblable.
Nous appliquerons lês formules à dos cas parliculiers ou lê
signo de dt soit facilc à déterminer a priori. La loi de conli-
nuité exige qu'onconserve cette délermination. Supposons par
exemple que l'axé OA coincide avec OZ; lês quanlités p et
q seront nulles, et Ia quantité r será égale à w. Si de plus w est
positif, celte rotation s'opérant autour de OZ, de X vers Z, fera
croitre 1'ordonnée y de tout poinl M qui se projette dans
1'angle ZOX, et décroitre son abscissex; donc lês formules,
en y faisant x, y ei r positifs, en môme temps que p et q nuls,
doivent donner dy positif et dx négatif; cês hypothèses parti-
culières, introduites dans lês équations (3), lês réduisent à

dx dy d z
— ry rx O

fl f fiil
De lá resulte que ih est nul, et que lês rapports —— et —

<7

sont tous deux posilifs. Aussi devra-t-on prendre positive-
ment Ia valeur commune, dt, dês trois rapports, cê qui
ramène lês équations (4) à Ia forme définitive:

ífa=-. (js — ry)dt,

dy = (rx — p z ] dt,

dz = (pij — qx) dt.

Nulle part dans tout cê raisonnement on n'a considere lês
quantitésp,g, r comme dês rotal.ions qui s'effecíuent autour das
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axes coordonnés, et dont Ia coexistence puisse remplacer Ia ro-
lation w autour de OA. Ce sontde simples quantilés auxiliaires,
qui définissent à Ia fois Ia direction OA et Ia grandeur de Ia ro-
lation,mais qui n'ont pás d'autre signification cinémaíique. Lês
équations (5) une fois démontrées de cette manière, on pourra
en déduire Ia loi de Ia décomposition d'une rotalion OA en
Irois rotations auíour d'axes rectangulaires : il suffit d'ob-
server que, d'après cês équations (5), lês déplacements dus à
Ia rotation w aulour de OA peuvent s'obtenir en composant
lês effets particuliers de trois rotations égalcs à p, g, r, qui
s'effectueraient respectivcment autour dês trois axes OX, OY,
OZ, en sorte que 1'ensemble dês Irois rolations p, q, r, équi-
vaut à Ia rolation u.

ACCÊLÉRATION DANS LÊ MOUVEMENT ü'uN SOLIDE AUTOUR D'ÜN

POINT FIXE 0.

203. Soif , à 1'instant t, OA 1'axe autour duquel lê corps solide
tourne avec une vitesse angulaire w. Par lê point O, menons

trois axes rectangulaires fixes OX,
OY, OZ. Nous pouvons décomposer
Ia rotation w, dont 1'axe cst dirige
suivant Ia droite OA, en trois rota-
tions p, q, r, autour dês axes coor-
donnés ; cês rotations produisent
pendant lê temps infinimentpetit dt
dês variations dx, dy, dz, sur lês
coordonnées rectangulaires x, 11, &
,, . , ,, v,
d un pomt M, hé au corps ; nous

venons de voir (§ 202) que cês variations sont données par lês
équations :

dy — (m. —pz) dt,

Fig. 204.

ÉPICYCLOIDAL SPIIÉRIQÜE 513

Lês composantes de Ia vitesse du point M sont

dx
** = at = is-nj>

-*S _.,_.,-

Lês différenüelles dx, dy, dz sont lês projections sur lês
axes du déplacement infmiment petit MM' du poinl M, tour-
nant d'un angle wdí autour de OA.

Au bout du temps df, 1'axe de rotation est devenu Ia droite
OA', et lê point mobile, parvenu en M', est anime autour de
celte droite d'une vilesse angulaire (u H- dw, qui 1'amène de
M' en M" dans un nouvel intervalle de temps dí. Lês compo-
santes de Ia rotation w-l-dw suivant lês axes sont p + dp,
<ji-l-d<7, r + dr; lês coordonnées de M' sont d'ailleurs
x + (qz — r y ) d t , y + (rx — pz) dt, «4-(pj/ — qx}dt. Appe-
lons v'x, v',j, v'z lês composantes de Ia vitesse du point M' dans
lê passage de M' en M"; nous aurons, en appliquant lês équa-
tions (2),

(3)

— qx}dl\ - (r + dr] \y + (rx-pz)dt],

v'tj = (r + dr] [x + (qz- ry) dt] -(p + dp) [z + (py- qx] dl],

Pour en déduire lês composanles jx, jtj, j,, de 1'accélération
du point M, il sufíit de diviser par dt lês accroissements dês
composantes dês vitesses; il vienl, en effaçant lês termes in-
fmiment petils,

dt

\
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Fig. 203.
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Pour simplifier cês formules, sup-
posons que nous prcnions pour axé
dês z Ia droite OA, axé instantané
du solide à 1'instant t, et pour plan
dês ZOX lê plan AOA', plan tangcnt

j- commun aux deux cones, dontPun
est fixe dans 1'espace, et dontPautre,
mobile avec lê solide, 1'entraine

dans son roulement sur lê premier. On aura à 1'instant

r = a.

La rotation u, supposée positive, s'opòre de X vers Y.
A 1'instant t+dt, Ia rotation w -f- í/w s'opère aulour de

1'axe OA', qui fait un angle AOA' = d<s avec 1'axe OA ; décom-
posons cette rotation autour dês axes OX, OY, OZ; nous
aurons

p + dp=(a + da) cos f |-f d,},

r -f- dr = (u -f- da] cos di,

ou, en retranchant lês premières équations et en supprimant
lês infinimentpetits dusecond ordre,

dp ^=— w É/ d,

dq = O,

dr = da.

Substiíuons cesvaleurs dans lês équations (4), il vientpour
lês équations simplifiées

(5)
da d T

]> = *dí+*»ãt

d?
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Au lieu d'employer lês coordonnées rectangles, on peut de-
finir Ia position dês points du solide à 1'aide dês coordonnées
polaires (g 65) .Du pointO comme centre, décrivons une sphère
avec un rayon OM arbitraire. La position du pointM será de-
fini e sur celte surface parlesdeuxanglesZOM — O etXON==<p.

Pour exprimer lês coordonnées x, y, 2, e.n fonction dês
nouvelles coordonnées R = OM, O et ?, on aura lês équa-
tions :

íe = Rsin ô cos y,

y = R sin 6 sin y,

i = R cosO.

Lê corps tourne autour du point O; Ia distance OM reste
donc constante pour un même point dans toute Ia suite du
mouvement. Décomposons 1'accélération totale du point M
suivant lês trois directions rectangulaires formées par lê rayon
MO, par Ia tangente MT à 1'arc ZN, et par Ia tangente MT' au

parallcle qui serait décrit sur Ia sphère par lê point M, dans
sã rotation autour de OZ. Par lê point O, menons dês paral-
lèles aux droites MT, MT'. La droite OP, parallèle à MT, será
située dans lê plan ZON, et fera avec OZ un angle égal au
complément de ô. La droite OR, parallèle à MT', será située
dans lê plan XOY, et fera un angle droit avec Ia droite OiX
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Cherchons lês cosinus dês angles de cês trois droites avcc lês
axes coordonnés. On Irouvera lês neuf rclalions

cosMOX = cos (fSinO, cosPOX = — cosycosS, cos ROX = — siny,
cosMOY = sin <f sin8, cosPOY = — sinpcosí), cosROY^cos f,
cosMOZ = cos0, cosPOZ = sin8, cosROZ — O

Désignons par jm, jp, jr , Ics composantes de 1'aeeélération
projetée sur lês dircctions OM, OP, OR ; nous aurons

jm=jxcos MOX-f-j,, cos MOY + jz cos MOZ =jx cos y sin 8 + j,j sin tf sin 6 +jt cos 9.

De même

jn = —jxcoso cosO — /j sin y cos 0 + jss'm O,
Ir — —jxsia <f +j,j cos y.

Remplaçons, dans cês équations, lx,j^ jz, parleurs valeurs,
et, dans cês valeurs, x, y, z par leurs expressions en R, O et ?.
Nous aurons en definitivo

jp — Roí2 sin 8 cos 8 — R u - ^ s i n y ,

jr = R jr sin O -\-Ra~ cos y cos 8.

Lês accélérations sont positives quand elles sont dirigées
de O vers M, de O vers P, de O vers R. Lê signe — devant Ia
première indique une composante dirigée vers lê point fixe 0.
On peut encore décomposer 1'accélération tolale strvant lês
direclions ML, parallèle à OZ, MS, perpendiculaire abaissée
du point M sur l'arc OZ, et MT', tangente à 1'élément décrit
par lê point M dans sã rotation instantanée autour de 1'axe OZ.
La première composante est égale à jz; Ia troisième, à jr • quant
à Ia seconde, onTobtiendra, en ajoutant lês composantes de j,,,
et jp, projetées sur Ia droite MS, et on trouvera

jí = Rcr)2 sin 0 — Rw -,j sin 7 cos 0.

Cette composante est comptée positivement dans Ia direc-
tion centripèteMS.
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En égalant successivement jm, jp,... à dês constantes, on aura
pour une valeur donnée de R lês équations dês lieux géomé-
triques dês points dont 1'accélération satisfaità dês conditions
données. Par exemple, lês points de Ia sphère OM pour les-
quels 1'accélération jm a une même valeur sont lês petits cer-
cles de cette sphère qui ont pour pòle lê point Z. Lê Heudes
points pour lesquels js = 0 a pour équation, enhre lês varia-

bles 9 et ç,
l cU .

tangfl^^nç;

cetle équation définit un cone ayant son sommet au point 0.
Lê lieu dês points pour lesquels jr est nulle est un autre

cone dont l'équation est

t a n g O = — w ~- cos y.
ítCil

Cês deux cones sont dês surfaces du second degré, que lês
plans perpcndiculaires à 1'axe OZ coupent suivant dês cer-

cles.
Considérons en effet lê plan tangent mené à Ia sphère au

point Z ; Ia droite OM prolongèe perce cê plan en un point K
dont lês coordonnées, íc= Z1I et y = HK, sont égales à

x = R tang 8 cos o,
6 sin y.

On en déduit

et
sin y •

y
\/z2 + y2

Substituant dans lês équations dês cones, il vient pour

. premier

h
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et pour lê second

OU

équations de deux circonférences, dont l'une, Z«, a son centre
surla droiteZI, parallèleà 1'axe OF, et l 'aufre, Zb, a son centre
sur lê prolongement de ZH, parallèle à 1'axe OX,

Cês deux cones du second degré ayant un sommct commun,
se coupent suivant deux génératrices, dont l'une est 1'axe de
rofation OZ; 1'autre génératrice OC est lê lieu dês points pour
lesquels lês composantes js et jr sont nulles à Ia foís,
c'est-à-dire pour lesquels 1'accélération totalc se réduit à sã
composante parallèle à 1'axe OZ.

L I V R E IV

TIIKORIE G É O M É T R I Q I K BES MÉCAKES2EES

CHAPITRE P R E M I E R

G U I D E S DU MOUVEIV1ENT ET CLASSIF1CATION DÊS MÉCANISMES

204. Lês machines que l'on emploie dans 1'industrie com-
prcnnent en general trois parties distinctes :

1° Un récepteur, qui reçoit directement 1'action de Ia puis-
sance motrice, comme laroue dans un moulin à eau, lês ailes
dans un moulin à vent, lepiston dans lês machines à vapeur;

2° L'ouíiZ, ou appareil propre à exécuter Fouvrage que l'on
se propose de faire, comme Ia meule d'un moulin, ou lês ma-
chines à raboter, à mortaiser, à aléser, d'une fabrique d'ou-
vrages en fer; ordinairement 1'outil ou lês outils subissent
directement Ia principale résistance que Ia machine ait à
•vaincre;

5° Enfin, entre lê récepteur et l'outil, une série de méca-
nismes, ou d'organes propres à transformer lê mouvement du
récepteur en celui de 1'outil, de manière à assurer à 1'outil lê
mouvement et Ia vitesse qui conviennent lê mieux au travail
à exécuter.

L'élude dês transformations de mouvement au point de vue
géométrique est une branche de Ia cinématique. Nous allons
examiner dans cê chapitre quelques-uns dês mecanismos lês
plus simples et lês plus généralement employés.

On n'admet guère dans lês machines que deux genres de
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mouvement: lê mouvement recliligne et lê mouvement circu-
laire. Ce sou t lês plus faciles à réaliser.

Cês mouvements peuvent êlre ou continus, ou allernatlfs-,
xntinus, s'ils ont lieu toujours dans lê môme sens; alterna-
íz/s, s'ils ont lieu alternativement dans un sens, puis en sens
3onlraire.

Lê mouvement rectiliyne continu n'est pás en general admis-
sible dans une machine, parce que, s'il se prolongeait indé-
finiment, il éloignerait de plus en plus lês organes qui en
seraient animes. Aussi lês mouvemenls reclilignes sont-ils
nécessairement limites en pratique à une certaine période, au
dela de laquclle lê mouvement en sens contraire intervient
pour ramener Ia pièce mobile à son point de départ, et rendre
lê mouvement direct possible de nouveau.

Lê mouvement circulaire continu est au contraire indéfmi-
menl possible, sans restriction d'aucune sorte.

Lês mouvemenls que l'on rencontre lê plus souvent dans lês
machines sont donc:

Lê mouvement rectiligne alternatif;
Lê mouvement circulaire, soit continu, soit alternatif,
205. Lê mouvement dans lês machines peut être uniforme,

varie, ou périodique; on dit qu'il est périodiquement uniforme
quand, à certains intervalles de tcmps égaux entre eux, on re-
trouve toutes lês pièces mobiles revenues dans lês moraes
positions et animécs dês mômes vitesscs.

Comme on se propose cn general de feire exécuter par une
machine un seul genre de travail, exigeant un déplacement
defini de 1'outil, on assujettil lês pièces mobiles à dês liaisons
qui, en rendant cê déplacement possible, empêchent Ia pró-
düction de tous lês autres. C'est cê qu'on entend quaud
on dit qu'une machine est un système à liaisons completes;
dans un tel système, lê mouvement d'ún point particulier n'est
possible que sur une seule trajectòire, et défmit complétement
lê mouvement de tout autre point; lê problème cinématique
à résoudre consiste alors à trouver Ia relation entre lês mou-
vements dês divers points.
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CUIDES DU MOUVEMENT CIKCULAIRE.

206. Pour assurer lê mouvement de rotalion autour d'un
axé fixe, on se sert d'un arbre tournant. La figure 207 repre-
sente un arbre tournant horizontal, en fer. v

Fig. 207.

L'arbre est termine à sés deux extrêmilés par deux touril-
lons A, A', qui s'engagent dans lês paliers ou coussinets. Lês
épaulements B, B', ont pour objet d'cmpêcher lês déplacements
longitudinaux de 1'arbre dans lês paliers ; ils sont raccordés
aux tourillons par dês congés D, D'. Quelquefois on termine
lê tourillon par un collet, C, qui prévient tout déplacement la-
teral.

La figure 208 represente un palier avec chapeau et godet de
graissage.

\ \' 11 " 1 í
Fig. 203.

II, Palier ou coussinet. — K, Semelle. — P, F, Boulons pour fixer lê palier. — L, Clia-,
peau. — R, R, Boulons à têle noyée, pour serrer lê chapeau contre lê corps du pa-^
lier. — M, Coquille supérieure (en euivre). — M', Coquille iufcrieure. — A, Vide'
occupé par lê tourillon de 1'arbre. — K, Godet de graissage. — O, O, líainures héli-
coides pratiquées dans Ia surtace de Ia coquille supérieure, pour repartir 1'huile de
graissage sur lê pourlour du tourillon.

On peut quelquefois supprimer lê chapeau et Ia coquille
MEC. COLLIONON, '21
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supérieure. Alors 1'arbre repose simplement dansle coussinet.
La figure 209 represente un appareil de cê genre.

Fig. 209.

Lê collet de 1'arbre
tournant plorige dans
lê réservoir d'huileP,
et fait reflucr fhuile
dans lês rainures de
graissage S, creusées
dans Ia coquille infé-
rieure Q.

Lorsque lês arbres tournants n'ont pás à supporter de
grands efforts, on réduit beau-
coup lê frottement dês appuis en
substituant dês pointes coniques
auxtourillons; c'est cê qu'on fai t
pour lês arbres detour(fig. 210),

L'arbre A porte à sés extrémités un renílement B dans le-
quel on engage un goujon termine en G par lê tourillon co-

nique. La pointe du cone s'appuie contre un
plan fixe, dans lequel elle s'enfonce d'une
petite quantité.

207. Lês arbresverlicaux, A, sontterminés
à leur partie supérieure par un tourillon qui
s'engage dans un palier, et à leur base infé-
rieure, pai1 un pivot B, quipeut faire corps
avec 1'arbre, ou bien former une pièce rap-
portée.

Ce qu'il y a de particulier dans cê cas,
c'est que 1'arbre s'appuie non-seulement sur

Ia surface convexe du pivot, comme cela a lieu pour lês tou-
rillons, mais encore sur sã surface terminale, à laquelle on
donnegénéralement une forme légèrement bombée (fig. 211).

Fie. 211.
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Dans Ia figure 212, lê pivot B est rapporté; il est fixe au corps
de 1'arbre au moyen d'un prisonnier b; on ménage dans
1'arbre une ouverture c qui
permet de chasserle pivot pour
lê reinplaccr.

La erapaudine est générale-
ment formée d'un cylindre,
ou collet en bronze, au dedans
duquel glisse Ia surface con-
vexe dn pivot, et d'un grain
(1'acier, ou CM/O t , sur lequel Fio. 2.12

porte Ia surface terminale. On
se ménagela possibilite de déplacerun peu, à 1'aide de vis, Ia
position de 1'arbre, soit dans lê plan horizontal, .soit en hau-
teur.

riíl

O

Fig. 213
A Grain d'acier. — B, Collet en bronze. — C, Eoite de Ia erapaudine, flxée par lês bou-
" 'lons M M. — O, Vide que vient occuper lê pivot de 1'arbre tournant. — E, Vis bu-

tantes.

La figure 213 represente une erapaudine simple; lês \is bu-
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ne sont autre chose que dês guides destines à maintenir lês

*™

A
Fig. 219.

15 A A B
Fig. 217.

AA, Chassis mobile. — BB, Monlanls
sei"vant à guider lê chassis. — mm,
Languettes ou oreilles, engagccs
dans lês rainurcs pratiquúes lê long
dcs montanls BB.

Fig. 218. Fig. Z-Xi.

trains sur une voie déterminée; lês changements de voie sont

Vis. 221. Fig. 222. Fig. 223.

dês guides mobiles, qui servent à faire passer à volontó lês
trains d'une voie sur une autre.
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CLASSIFICATION DÊS TRANSJIISSIOKS DÊ MOUVEMEKT.

211. La première classification dês organes de transmission
demouvement, donnée par Monge, a élé complétée en 1808
par Lanz et Bétancourt, et se resume dans lê tableau suivant:

Transformation
du mouvement. .

.. j
Recühgne

Circulai r e

Continu en mouvement. .

Altcrnatif en mouvcmenl

Continu en mouvement. .

Alternalif en mouvement

Classes
d 'aprÈs

llacheue.
n ... (Continu. . . IRect,Iigne(AUernatiL _ „

_. . (f.ontinu. , . III
Clrculalre i Alternalif. . IV
„ ,... (Continu. . . »
R eclil.gnc|AUcrnatif. _ vm

j Continu . . »
Circulaire(AUernat- i f- _ IX

_ .... j Continu. . . »
RectiligneJAUcrna t i t . _ v

, . (Continu. . . VI
Circulaire| Alternalif. . VII

. . ICon t inu . . . »
Rectiligne (AUernat if. . ,

. J C u n l i n u . . . »
ClrculalrcÍAHernalif. . X

Celte classification un pcu arlilicielle est abandonnée aujour-
d'hui, et on l'a remplacéepar Ia classificationsuivarite, qui est
due à M. Willis.

Lês organes de transmission se partagent en trois genres:
Lê premier genre comprend Ia transmission par contact

direct; ^
Lê second, Ia transmission par 1'intcrmédiaire d'un lien

rigide;
Letroisième, Ia transmission par Fintermédiaire d'un lien

ílexible.
Lês trois genres se subdivisent chacun en trois classes:
La classe À cornprend lês transmissions dont lê sens est tou-

jours lê môme, et ou il existe un rapport constant entre lês vi-
tesses simultanécs de deux points particuliers, pris sur chacun
dês organes entre lesquels Ia transmission a lieu ;

La classe B comprend lês transmissions dont lê sens est lou-
joursle mème, mais ou lê rapport dês viteases varie;
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La classe C comprend enfin lês transmissions dont lê sens
est variable, que lê rapport dês vitesses soit variable ou non.

La classiíication de M. Willis se resume donc dans lê tableau
à double entrée suivant, ou nous avons inscrit quelques
exemples.

I" GENI1E.

Pièces en con-
tact immédiat.

IIe GENItE.

Emploi d'un
lien rigide.

III' GENRE.

Emploi d'un
lien flexible

SENS DE LA TRANS

CLASSE A.
Rapport dês

vitesses constant.

Engrenages.

Roues accouplées.

Poulies et courroies.

MISSiOiN CONSTANT.

CLASSE B.
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CHAPITRE II

T H É O R I E DÊS E N G R E N A G E S

212. Lês engrenages onl pourobjel de transformer un mou-
vement de rotation autour d'un axé en un mouvement de ro-
tation autour d'un autre axé; si lê premier mouvement est
uniforme, lê second doit être aussi uniforme, de telle sorte
qu'il existe un rapport constant entre lês vitesses de rotation
simultanées autour de chacun dês axes.

Lês engrenages se partagent en plusieurs classes suivant Ia
situation relalive dês deux axes autour desquels s'opèrent lês
deux rolalions. Cês deux axes peuvent être parallèles, ou con-
couranls, ou enfin ils peuvent se croiser dans V espace sans
avoir aucun point commun.

Dans lê premier cas, 1'engrenage est cylinArique.
Dans lê second, l'engrenage est conique.
L'engrenage hyperboloide et Ia vis sans fm sont dês solutions

directes du troisième cas; Ia vis sans fm
suppose lês deux axes rectangulaires.

Mais on peut toujours ramener lê troi-
sième cas aux deux premiers; car, étant
donnés deux axes OA, O'B, qui ne se ren-
contrent pás, on peut, pour transmettre lê
mouvement de l'un à 1'autre, se servir d'un
axé auxiliaire, CD, qui lês rencontre tous deux, puis trans-
mettre Ia rotation de 1'axe OA à 1'axe CD par un engrenage

Fig. 221.
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coriique, et Ia rotation de l'axe CD à 1'axe O' B par un second
engrenage conique.

La transmission par engrcnages s'opérant par contact immé-
diat entre lês pièces, et conservant lê rapport dês vilesses an-
gulaires, appartient au premier genre, et à Ia première classe,
A, de lanouvelle classificalion.

ENGRENAGES CYLINDÜIQUES.

213. Transmission par simple adhérence. — Lcs axcs donnés
étant supposés parallèles, prenons-les perpendiculairos au plan
du papier; soit O Ia iracc de l'un, O' Ia trace de 1'aulre.

Soil w Ia vitesse dela rotalion autour de 1'axe O, et w' Ia vi-
tesse dela rotation autour de 1'axe O', cês deux rola t ions ayant
licu en sens contraire l'une de l'autre, comme Findiquent lês
flèches.

et sur cette droite cherchons un point A tel,
qu'en considérant successivcmcnt cê point
comme lie à l'axc O et à 1'axe O', U ait dans
lês deux mouvements dês vitesses linéaires
égales et dirigées dans lê même sens.

S'il est entraíné par Ia rotation autour
de O , Ic point A a une vitesse linéaire
perpendiculaire à OA, et égale à O A X w ;
de mème, s'il est lie à 1'axe O', il a une
vilesse linéaire perpendiculaire à 0'A, et
égale à 0'A x w'. Lês deux vitesses sont
d'ailleurs dirigées dam lê même sens, et

elles seront égales si Pon aTéquation

Joignons 00'.

ou bicn
AO x w = 0'A x w',

0'A-

c'est-à-dire si lê point A partage Ia droite 00' dans lê rapport
inverse dês vitesses ancjulaires.

CYLISDRIQUES. * 33)

Lê rapport dês vitesses angulaires étant dorme, Ia position
du poin t A sur Ia ligne dês centres s'en déduit sans aucune
ambiguíté.

Du poinl O comme centre avcc un rayori égal à OA, décri-
vons une circonférence ; dcraême, du pointO' comme centre,
décrivons une circonférence avec un rayon égal à 0'A; cês
deux circonférences seront tangentes en A. Imaginons qu'on
leur communique autour de leurs centres, dans lê sens dês
flèches, dês vilesses angulaires égales respectivement à u et w';
lês deux circonférences, dans leur mouvement simultané, ne
glisseront jamais Pune conlre 1'autre au point de contact A,
puisque lês \ilcsses linéaires de cês dcux circonférences sont
rigoureusement égales.

Si donc, à Ia place de cês circonférences, on monte sur lês
axes O ei O' dcux roues matériellcs ayant pour rayons OA et 0'A,
et si Pon forme lês jantes de cês roues de malières ayant Ia
propriélé cTadhèrer l 'une à l'autre, ü n'y aura qu'à com-
muniquer à Ia roue OA un mouvement de rotalion égal à w
pour donner à Ia roue 0'A, en sens contraire, un mouvement
de rotation égal à w', car 1'adhércnce qui se développe
au contací A cmpèche lê glissement d'une dês roues sur Ia
jante de 1'autrc. Lê problòme de Ia transformalion est ainsi
résolu par lê simple contact de deux roues: dans cette solution,
lê mouvement relatif de l'une dês roues par rapport à l'autre
est un roulemerit sans aucun mélange'de glissement (g 180).

Lorsque Ia communicationdu mouvement s'opère ainsi par
simple contact d'uneroue à l 'autre, letravail du frottement au
point de contact. dês deux roues est mil; lê frottement n'est pás
nul, car c'est lê frottement qui eritratne une roue au moyen de
l'autrc; mais lê travail du frottement, ou lê produit de Ia force
du frottemenl par lê glissement relatif, est constamment égal
à zero1.

1 On verra plus tard Ia définition du travail mécanique. II suffit ici de faire
observei- que lê travail est lê produit d'une force parun espace parcouru, et qu'il
y a intérèt dans lês macliines á réduire lê plus possible lê travail du frottement
et dês aulres résistances accessoires, dites résistances pqssives.
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Fig. 227.
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pée par une ligne plane, de forme constante, qui se déplace
dans son plan d'apròs uneloi déterminée. Noussavons résou-
dre cê problòme (§ 140).

Soi tMN (fig. 227) Ia ligne mobile dons une de sés posilions
particulières; au même instanl, soit G lê
centre inslantané de rolation de Ia figure;
si du point C on abaisse une perpendicu-
laire CP sur Ia ligne MN, lê point P, pied
de celte perpendiculaire, est lê point ou
MN touche son enveloppe.

Appliquons cê théorème aux engrenages. Faisons rouler
(fig. 228) lê cercle O' sur lê cercle 0; soit O" une posilion du

cercle mobile au bout d'un certain
temps, et soit C lê point de contact
dês deux cercles dans cetle posi-
tion. Pour trouver Ia posilion cor-
respondante du profil AB, prenons
sur lê cercle O", à partir du point C,
unarcCA'égal à Vare AG; lê point A'
será Ia position du point A dans lê
cercle O"; lê profil AB occupera par
conséquent Ia position A' B'. On
aura donc un point du profil conju-
gue en abaissant du point 'C, centre
instantané de rotation de Ia figure

O", une perpendiculaire CP sur A'B' ; si l'on repete cette
construction pour un certain nombre de positions intermé-
diaircs entre O' et O", on obtiendra pour Ia dent lê profil AP.

215. Celte construction nous fournit un théorème. Rame-
nons Ia figure O" sur Ia figure O' par une rotation autour du
cenlre O, et faisons participer Ia.roue O à cette rotation; lê
point A de celte roue viendra en A2 à une distance AA2 = AC;
lê point C \iendra en A, lê point A' en A.\, et Tare AA't será
égal à A A a ; lê profil A'B' prendra Ia position A'^, lc point P
passera en Pt, ei lê profil AP viendra occuperla position A2Pt;
eníin Ia droite CP, normale aux deux profils, prendra Ia posi-
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tiou AP4, et será encore normale au point Pt aux deux profils
qui sont en prise. Mais lês deux roues O et O' sont alors rame-
nées à leur posiiion véritable, et elles ont reçu autour de leurs
centres respeclifs dês déplacements angulaires simultanés
proportionnels à leurs \ilesses w et w'. Donc, dans lê mouvement
commun dês deux roues, Ia droite élevée perpendiculairement
au point de contacl dês deux profils en prise passe constam-
ment par lê point de contact A dês deux circonférences primi-
tives.

216. Ce théorème conduit immédiatement à Ia détermina-
lion de Vare de glissement élémentaire de
Vun dcs profils sur 1'autre (íig. 229).

•Considérons dans une position quelcon-
que lês deux profils en prise, CD ei BE, et
soit P leur point de contacl; Ia droite PA
est normale à Ia fois aux deux lignesBE,Cl),
en vertu du théorème précédent.

Cherchons lê glissement relalií élémen-
taire, d<r, de Vun dês profils par rapport à
1'aulre.

Pour cela observons que lê mouvement relatif de Ia roue O'
par rapporl à Ia roue O est une rotation autour du point A, et
que Ia vitesse angulaire est égale à Ia somme, w 4- w', dês
vilesses données. Dans un temps infiniment petit d l , lê
protil CD tourne autour de A d'un angle (w + w') dí; et lê
point de contact P parcourt sur lê profil BE un are égal à
(w -+- w') dí x AP, ou a p (w -f- w') dí, en appelant p Ia longueur
de Ia normale communeAP; c'estlàle glissement élémentaire.
Celte expression peut se transformer ; en effet o)dí est 1'angle
donl tourne pendant lê temps dí Ia roue O autour de son centre;
soit ds l'are infiniment petil décrit dans cê temps dt par un

ds
point de Ia circonférence primitive OA: nous aurons iodí = -^,

R étant lê rayon OA ; de même, u)dí = ̂ , R' étant lê rayon

de Ia circonférence primitive 0'A.

Fig. 229.
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L'arc ds est le même pour cês deux circonférences, puisque
leurs vitèsses linéaires sont égales.

Donc

et par suite

ou bien

formule qui dorme 1'arc de glissement relatif élémentaire en
fonction du déplacement linéaire commun aux deux roues,
mesuré sur lês circonférences primitives.

Remarquons que, pour un même déplacement ds, 1'arc de
glissement da est proportionnel à p; comme cet are ds entre
en facleur dans 1'expression du travail du frolttement, il y a
intérêt à le réduire le plus possible.

"On doit donc faire en sorte que p reste toujours três petit.
Lês proflls dês deux roues doivent et ré choisis de manière
que le contact puisse avoir lieu à un certain instant au point
A lui-même; alors p est nul, et le glissement élémentaire est
nul aussi. On limite d*ailleurs Ia dent de manière à maintenir
p au-dessous d'une ccrtaine valeur; le contact dês deux profils
cesse au point ou Ia longueur de Ia dent fait défaut; Ia conti-
nuité de Ia transmission exige qu'au. même moment deux
nouveaux profils soient en prise au point A; cês deux profils se
déplacent ensuite simultanément, comme Pont fait lês deux
précédents, et quand leur contact cesse, le contact estétabli au
point A entre lês deux profils qui lês suivent. On voit par lã
qu'il y a une relation à observer entre Ia longueur dês dents et
Pespacemenl de deux profils consécutifs, mesuré sur Pune ou
1'autre dês circonférences primitives. Cet espacement est cê
qu'on appelle le pás de 1'engrenage.

217. La petitesse du pás permet d'obtenir approximative-

É L É M E K T A I R E 337

mentia valeur de 1'arc total de glissement relatif, 2, pour une
dent particulièrc, depuis le moment ou le contact dês deux
profils conjugues est établiau point A, jusqu'au moment ou Ia
prise cesse, lês deux roues ayant avance d'un pás.

Quand un corps roule et glisse à Ia fois sur un autre, on
obtient 1'arc de glissement élémentaire en prenant Ia distance
infinimenl petite produite par le déplacement relatif entre deux
points primitivement en conlact (§ 182).

Appliquons cette rcgle au déplacement commun dês deux
roues O et O'. Soit AB=-AC = S le pás dont
se déplacent simultanément lês deux cir-
conférences; lês deux points C et B étaient
primitivement réunis en un seul au point A.
Donc le glissement relalif n'est autre chose
que Ia distance CB. Le pás étant três petit
on peul confondre sensiblement lês ares AC,
AB avec lês perpendiculaires CC', BB', qui
sont égales entre elles, puisque lês ares
sont égaux ; Ia distance CB est, par suite,
égale à sã projeclion C'B' sur Ia ligne dês centres, ou à Ia
somme AB' -f- AC'.

Or 1'arc AB, dans le cercle O, peut êfre confondu avec sã
corde, cê qui donne

Fig- m

De mème dans le cercle O',

S2 = 2U'X AC'.

Donc enfin

AB'+AC' = arcdegl isEementtotalS— -s (r, +

On arrive au mème résulat en intégrant par approximation
1'équation

"* (l •*•*)*•

On peut regarder en effetIa perpendiculaire AP=p coram
IIÉC. coi.i.ioxo.\. .- 22
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sensibleraent égale à 1'arc ÀB = s; remplaçant donc p par s,
et inlégrant entre lês limites O et S, il vient pour lê glisse-
ment total E

218. Nous avons \TU qu'il y avait avanlage à réduire lê pás, S,
mesuré sur lês deux circoníerences primitives, cê qui ne peut
se faire sans augmenter lê nombre dês dents sur chaque
roue, Soit m lê nombre dês denls de Ia roue O, m' lê nombre
dês dents de Ia roue O' ; on aura lês relations

Donc

mS = 2,-tR,
m'S = 2-lV.

et

Lê pás est ainsi une partie aliquole de chacune dês circonfé-
rences primitives. C'est une commune mesuré de cês deux
circonférences. Sur chaque roue, lê pás comprend deux par-
ties, un plein, qui serl de base à Ia saillie de Ia dent-, et un
creux, intervalle libre entre deux plcins consécutifs, dans lê-
quel vient selogerla dent de Ia roue conjuguée. La dcntre-
çoit d'ailleurs un profll symélrique sur sés deux faces, pour
q:ie Ia roue O puisse conduire Ia roue O' dans un sens ou dans
l'autre; on donne Ia réciprocitéàl'engrenage, quand cela est
possible, cn ajoutant à Ia roue O' dês dents destinécs à agir sur
lês faces dês creux de Ia roue 0. Chaque dentremplit lê creux
de Ia roue conjuguée aupassage àtravers Ia ligne dês centres,
sauf un jew, qu'il est nécessaire de ménager entre lês profils
qui ne doivent pás agir l'un sur 1'autre. Ce jeu facilite lê pas-
sage dês deux roues à travers Ia ligne dês centres ; mais, par
contre, si l'on renverse subilement lê mouvement de l'une dês
roues, lê contact dês deux roues ne s'établit pás immédiate-
ment sur lês faces opposées, et il se produit cê qu'on appclle
un temps perdu.

TOTAL. 539

En resume, lê pás S se compose de 1'épaisseur de Ia denl de
Ia roue O, mesurée sur Ia circonférence primitive, augmentée
de l'épaisseur de Ia dent de Ia roue O' et d'un certain jeu que
1'expérience a conduit à determinei", et qui est d'aulant plus
pelit que 1'engrenage est plus soigné et plus voisin de sã forme
géométrique. L'usure mutuelle dês denls fait décroítre lês
épaisseurs et augmenie lê jeu, sans rien changer au pás.

Ce sont dês conditions derésislance qui limitent lê nombre
dês dents sur chaque roue; lês dents transrnettcnt dês pres-
sions d'une roue à l'autre; il faut donc leur donner dês di-
mehsions telles, qu'clles ne soient pás exposées à rompre ou
à fléchir, et l'on ne pourrait sans danger en réduire indéfini-
ment 1'épaisseur.

219. Lês vitesses angulaires dês deux roues sont propor-
S S l

tionnelles à ^ et à ^7, et par suite proportionnelles à — et à

—,; lê rapport — dês deux vitesses angulaires.est donc égal

Í7?

àTinverse —; du rapport dês nombres de dents sur chaque

roue. L'emploi dês roues d'engrenage suppose donc que lês
vitesses angulaires sont commensurables entre elles l.

1 La détermination du nombre de dents qu'il convient de donner aux roues
d'engrenage aélé pour Iluygens 1'occasion de découvrir lês propriétés dês frac-
tions continues, et de créer ainsi une dês plus fécondes théories de rarilbmé-
tique. l lappliqua celte théorie à larésolution du problème suivant : Une frnclion
exprimée par un grana nombre de chiffres étant donnée, trouver fontes lês frac-
iions en moindres ternies qui approchent si près de Ia vérité, qiíil soit impns-
sible d'en approcher davanlage sans en employer de plus granas. « On doit
regarder, dit Lagrange, Ia míthode employée par Iluygens, coinrae une dos
principales découverles de cê grand géomètre. La construction de son automate
flanétaire parait en avoir été l'occasion. En effet, il est clair que, pour pouvoiv
représenlerexactement lês mouvements et lês périodes dês planètcs, il faudrait
employer dês roues ou lês nombres de dents fussent précisément dans lês mêmes
rapports que lês périodes dont il s'agit; mais comme on ne peut pás mulliplier
lês dents-au dela d'une cerlaine limite dépendante de Ia grandeur de Ia roue, et
que cTailleurs lês périodes dês planètes sont incommensurables, ou du irioins ne
peuvent êtrereprésentées avec une certaine exactitude que par de três grands
nombres, on est obligé de se contentei1 d'un à peu près, et Ia difliculle' se réduit.
à trouver dês rapports exprimes en plus petits nombres, qui approchent autant
qu'ilest possible de Ia vérilé, et plus que ne pourraient faire tTautres rapports
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sensiblement égale à l' are AB = s; remplaçant donc p par s,
et intégrant entre lês limites O et S, il vient pour lê glisse-
ment total S

218. Nous avons vu qu'il y avait avantagc à réduire lê pás, S,
mcsuré sur lês deux eircòiiférences primitives, cê qui ne peut
se faire sans augmcnter lê nombre dês denls sur chaque
roue. Soit m lê nombre dês denls de Ia roue O, m' lê nombre
dês dents de Ia roue O' ; on aura lês rclations

Donc

et

Lê pás est ainsi une partie aliquote de chacune dês circonfé-
rences primitives. G'est une commune mesure de cês deux
circonférences. Sur chaque roue, lê pás comprend deux par-
ties, un plein, qui serl de base à Ia saillie de Ia dent, et un
crenx, iritervalle libre entre deux plcins consécutifs, dans le-
quel vient se loger Ia dent de Ia roue conjuguée. La dent re-
çoit d'ailleurs un proíil symélrique sur sés deux faces, pour
q:ie Ia roue O puisse conduire Ia roue O' dans un sens ou dans
1'autre; on donne Ia réciprocitéàl'engrenage, quand cela est
pôssible, en ajoutant à Ia roue O' dês dents deslinées à agir sur
lês faces descreux de Ia roue 0. Chaque dentremplit lê creux
de Ia roue conjuguée au passage à travers Ia ligne dês centres,
sauf un jeu, qu'il est nécessaire de ménager entre lês profils
qui ne doivent pás agir l'un sur l'autre. Ce jeu facilite lê pas-
sage dês deux roues à travers Ia ligne dês centres; mais, par
contre, sil'on renverse subilement !e mouvement de l'une dês
roues, lê contact dês deux roues ne s'établit pás immédiate-
ment sur lês fuces opposées, et il se produit cê qu'on appelle
im temps perdu.

TOTAL. 559

En resume, lê pás S se compose de 1'épaisscur de Ia denl de
Ia roue O, mesurée sur Ia circonférence primitive, augmentée
de 1'épaisseur de Ia denl de Ia roue O' et d'uri certain jeu que
1'expérience a conduit à délerminer, et qui est d'aulant plus
petit que 1'engrenage est plus soigné et plus voisin de sã forme
géométrique. L'usure mutuelle dês derits fait décroítre lês
épaisseurs et augmente lê jeu, sans rien changer au pás.

Ce sont dês conditions derésistance qui limitent lê nombre
dês denís sur chaque roue; lês dents transrnettent dês pres-
sions d'une roue à 1'autre; il faut donc leur donner dês di-
mensions telles, qu'elles ne soient pás exposées à rompre ou
à fiéchir, et l'on ne pourrait sans danger en réduire indéíini-
ment 1'épaisseur.

219. Lês vitesses angulaires dês deux roues sont propor-
S S l

tionnelles à ^ et à ^7, et par suite proportionneües à — et à

—,; lê rapport — dês deux vitesses angulaires est donc cgalm w
n-yt

a 1'inverse — du rapport dês nombres de dents sur chaque

roue. L'emploi dês roues d'engrenage suppose donc que lês
vitesses angulaires sont commensurables entre elles l.

* La détermination du nombre de dents qu'ilconvient de donner aux roues
d'engrenage a été pour Huygens 1'occasion de découvrir lês propriétés dês frac-
tions continues, et de créer ainsi une dês plus fécondes théories de 1'arilhmé-
tique. 11 appliqua celte théorie à Ia résolution du problème suivant : Une fraclion
exprimée par un grana nombre de chiffrcs étant donnée, Irouver toutes lês frac-
tions en moinãres termes qui approchent si près de Ia vérité, qu'il sói!: impos-
sible ã'en approclier davanlage sans en employer de plus granas. « Ou doit
regarder, dit Lagrange, Ia méthode employée par. Iluygens, comme une dcs
principales découvertes de cê grand géomètre. La construction de sou attíomate
planétaire parait en avoii' été l'occasion. Eu effet, il est clair que, pour pouvoir-
représenlerexactement lês mouvements et lês périodes dês planètes, il faudrait
employer dês roues ou lês nombres de dents fussent précisément dans lês mêmes
rapports que lês périodes dont il s'agit; mais comme on ne peut pás mulliplier
lês dents au dela d'une certaine limite dépendante de Ia grandeur de Ia roue, et
que d'ailleurs lês périodes dês planètes sont incommeusurables, ou du moins ne
peuvent êtrereprésentées avec une certaine exactitude que par de três grands
nombres, on est obligé de se contentei' d'un à pea près, et Ia difficulté se réduit
à trouver dês rapports exprimes en plus petits nombres, qui approchent autant
qu'ilestpossible'de Ia vérilé, et plus que ne pourraient faire d'autres rapports
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En general, lês roues d'engrenage ont au moins 6 ou 8
dents ; lê nombre do denls excede rarement 120 l ; lê rapport
dês vitesses angulaires d'une roue de 6 dents engrenant avec
une roue de 120 est égal à 20.

On appelle raison d'un engrenage, ou d'un équipage de roues
dentées, lê rapport de Ia vitessc angulaire de Ia dernière roue
de 1'équipage à Ia vitesse angulaire de Ia première, cê rapport
étant pris avec lê signe + ou lê signe —, suivant que lês rota-
tions s'opòrent dans lê même sens ou en sens contraires. II
est facile de voir que Ia raison d'un équipage de roues dentées
est lê produit dês raisons de chacun dês engrenages partícu-

licrs qui composent cet équipage.
• f c Prcnons pour exemple 1'équi-

^ page de roues dentées represente
D par lê diagramme ci-conlre.

La roue A engrene avec Ia roue
B, laquelle porte un pignon b qui engrene avec Ia roue C;
celle-ci porle un pignon c qui engrene avec Ia roue D.

SiPon appelle

lês vitesses angulaires dês arbres A, Be, Ce, D, on aura pom
lês raisons dês engrenages successifs (A, B), (b, C), (c, D),

nous prenons cês rapports avec lê signe — parce que nous
supposons tous lês engrenages extérieurs; lês deux roues qui
composent chacun dês engrenages tournent donc chacun e' en
sens contraire de Pautre.

c

Fig. 231.

La raison e de 1'équipage est, par définition, égale à to'"
w

quelconques qui ne seraient pás conçus en termes plus granas. Huyg-ens résout
cettc question par lê moyen dos fractions continues... » (Lagrange, additions à
J'Algèbre d'Eulcr, § I", 22.)

1 On excepte Ia crémaillère.
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elle est aussi égale au produit dês (róis focteurs négalifs

Si l'on represente par A, B, b, C, c, D, Ics nombres de dents
dês roues et dês pignons, on aura

etpar suile
Aic
BGD'

La raison d'un équipage de roues dentées est donc égale au
rapport du produit dês nombres de denls dês roues menantes
au produit dês nombres de denls dês roues menées, cê rapport
élant pris avec lê signe H- si lês deux roues extremes tour-
nent dans lê même sens, et avec lê signe — si elles tournent
cn sens conlraires.

RELATION ENTRE LÊS RAYOKS DE COURBURE DÊS DEUX PROF1LS EN PIUSE.

220. Soient O, O', lês circonférencesprimitivesíangeníesen
A; QP, PR lês deux profils
en prise tangents en P. La
droite AP será normale à Ia
fois aux deux profils, et lês
centres de courbure dês pro-
fils au poinl P seront situes
quelquepartsur cet te droite,
en C pour lê profilPQ, en C'
pour lê profil PR.

Prenons à parlir du point
A , sur lês circonférences
primitives, deux ares infi-
niment pelits, AB, AD,égaux
entre eux. Joignons GB, OB, Fig. 232.

C'D, O'D; puis faisons tourner lês deux roues de manière à
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amener à Ia fois lês deux poinls B et D au point A. Lcs
poinfs C et C' étant lês cenlres de courbure dês profils, lês
droites GB, C'D sont ericore normales à cês profils, et lês
points B et D se réunissant au point A, cês droites CB, G'D
viennent, en vertu du déplacement dês deux roues, se placer
en prolongement 1'une de 1'autre, suivant Ia normale com-
mune aux deux proíils dans leur nouvelle position.

Lê mouvement angulaire relatif de Ia roue O' par rapport à
Ia roue O est donc une rotation qui amène Ia normale DC' en
prolongement de Ia normale CB, c'est-à-dire une roíation
inesurée par l'angle EFC'de cesdeux droites; d'un autre cote,
lê déplacement angulaire relatif de Ia roue O' par rapport à
Ia roue O est Ia somme dês angles aux centres BOA, DO'A; et
comme dans lê triangle CGT l'angle exlérieur EFC' est Ia
somme dês deux angles intérieurs opposés C et C', on a 1'éga-
lité

C4-C'=BOA4-DO'A.

Ceíte égalité établit une relation entre lês rayons de cour-
bure dês deux profils.

Soient en effet Cl)=p lê rayon de courbure du profil PQ ;
C'P=:p' lê rayon de courbure du profil PR ;
AP=p Ia distancedu point decontactAdes circonférences

primitives au point de contacl P dês proíils;
PAO'=a 1'angle de Ia normale commune avec la.ligne dês

centres;

AB = AD=:cfo 1'arc infiniment pelit pris sur lês circonfé-
rences primitives.

Élevons en A une perpendiculaire indéfinie AM sur Ia droite
CG'; lesdroifes CB,C'Dfont avec Ia droite AM dês angles qui dif-
fèrent infiniment peu de 1'angle droit; elles coupent donc toutes
deux Ia ligne AM en un même point F, projection commune
sur AM dês points B et D, dont Ia distance est un infiniment. pe-
tit du second ordre, et qu'on peut regarder par suite comme
confondus en un seul et même point. Lês angles infiniment
petits BCA, DC'A, angles que nous avons designes par lês lettres

*c

DK SAVARY.

AF AF
G et C', sont donc mesurés par lês rapporfs -TK, j^,. Mais

AC = p — p , AG'=p' + ]j, ctFon a parconséquerit lês égalités

, „ AF . . AF
• ansleG=7=];' an£leG'=;7+i/

, AB
D'un autre cote 1'angle BOA est égal à ̂ , et 1'angle DO'A

. . , , Aü , AB
est egal a -=^-, ou a -r^.

Ona donc Ia relation

AF AF

ou bien , en observant que AF est Ia projeclion de 1'arc
ds=AB, qui fait avec AM un angle égal à a, cê qui donne
AF=dscos«, on obtient en défmitive, après suppression du
factcur commun rfs,

(i) F— P ff + p
C O S a l

S
i
H''

Celle équalion donne p' en fonclion de p, de p et de «. Elle
est connue sous lê nom â'équation de Savary.

Elle est susceptible d'interprétalion géométrique.
Lês termes de 1'équation sont lês uns relalifs à Ia roue O,

lês autres à Ia roue O'. Séparons cês termes dans chaque
membre; il viendra

COS x l

^=P~ã =
l cos a.

= R'~^+P'

ou bien

Rcosg— • p+p _f'-\-p — R'cos«
~ ~

Renversons cês fractions, pour avoir dês longueurs dans
lês deux membres, et mulliplions par sin a :

(2)
R (p — p] sin a l{'(f,'+p] sin g
K cos x — f +p p' + p — K cos a'
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-r iculai OK-
R sin a. = OK,

íi'sin cc = 0'Jf,

(3)

, .
(f +P ~ R' cos * = c'P+AP _AH =

L'équation (2) <* transforme enl'égaliíé

i/ii

Soit M lê point ou Ia droiíe OC prolongée renconíre Ia droite
AM; lês triangles semblables CAM, CKO donnent

«=25**$.
KC

Appelons de méme M' lê point ou C'0' prolongée coupe Ia
droite AM; rious aurons, à cause dês triangles semblablesC'AM', C'1IO',

MIXAC'
— Gll •

Donc, en vertu de 1'équation (3), AM = AM' et par suiíe lês
pointsM ei M' coincident, ei lês troisdroiíes AM, OC, 0'C'con-
courení en un môme point M.

De lá resulte Ia construction suivante, pour déíerminer Je
centre C', connaissant lê centre C.

On joindra OG, et on cherchera lê point de renconfre M de
ceíte droite avecla perpendiculaire AM, élevée au point A sur
Ia normale commune aux deux proíils en prise; on joindra cê
point au poiní O', et Ia droite MO' prolongée coupera Ia nor-
male commune au centre C du second profií.

Celte consíruclion est une extension de celle que nous avons
indiquée (| 191) pour trouver lê rayon de courbure d'une
courbe épicycloidale. II serait facile de l'en déduire.

j.
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MÉTHODE DÊS ROULETTES.

221. Soient OA et 0'A lês deux circonférences primitives
tangentes au point A.

Traçons arbifrairement une courbe LL', et soit M un point
invariablement lie à cette courbe.

Faisons rouler Ia courbe LL' sur Ia circonférence OA; lê
point M décrira dans cê mouvement une ligne MN. Puis faisons
rouler Ia morna courbe surla circonférence 0'A ; dans cê mou-
vement lê point M engendrara une courbe MN', qui será tan-
gente en M á Ia courbe MN, car lês deux courbes sont en cê
point norrnales à Ia même droite AM.

Lês deux courbes MN', MN peuvent
servir de profils conjugues aux roues

. O et O'.

Eri effet, faisons rouler Ia circonfé-
rence O' surla circonférence 0; et, en
mème temps, faisons rouler Ia courbe
LL' sur Ia circonférence O', de manière
que lê point de contact dês deux lignes
coincide constarnmcnt avec lê point de
contact dês deux cercles O et O'. La
ligne LL' roulera alors à Ia fois sur
lês deux circonférences O et O'; lê point M décrira dans son
mouvement absolu Ia courbe fixe MN, tandis qu'il décrira Ia
courbe MN' dans son mouvement relatif par rapport à Ia roue
O'. Or cês deux courbes ont pour norrnale commune, en cha-
cun de leurs points communs successifs, Ia droite qui joint
cê point au pointde contact correspondant dês cercles O et O';
elles sont donc tangentes, et par conséquent Ia courbe fixe
MN estTenveloppe dês posifions successives de Ia courbe mo-
bile MN', cê qui est Ia condition même à laquelle doivení satis-
faireles profils conjugues (g 214).

Étant donnéle pro/ilMN' surla rone O', on sait qu'on peut
trouver une courbe LL' felle, qu'un point M lie à cette courbe

Kg. 233.
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décrive Ia ligne MN' quand on faií rouler Ia courbc cherchée
sur Ia circoníérence donnéeO'A (f 146).

On pourra donc foujours ramener Ia recherchc du profil
conjugue MN à celle de Ia courbe roulaníe LL', qui engendro
lê profil donné MN', et à Ia construction de 1'épicycloíde dé-
crite par lê point M quand on fait rouler Ia même courbe sur
Ia seconde circonférenee primitive OA.

ÉTCDE DÊS MACES PARTfCtJUERS DÊS EJÍGREIUGES

ENGREIÍAGE A LilNTERKE.

222. L'engrenage à lanterne est celui dans lequel on adopíe
pour profil dês dents du pignon un point unique, ou píutòt un

cercle de rayon ires peíit, dócrit auíour de
/^"i~^ cê point comme centre.

Supposons d'abord que lê profil donné
du creux de Ia roue O' se rèduise à
un seul point A, siíué sur Ia circonfé-
renee primitive; cê será, par exemple,
une aiguille impíaníée sur lê périmêíre
de Ia roue O'.

L'enveloppe dês positions successives de
cê profil dans lê mouvement relatif será Ia
courbe engendrée par lê point A lui-méme.

Ce será donc 1'épicyíoíde AP, décrife par lê poiní A quand on
fait rouler lê cercle O' sur lê cercle 0.

Si ensuite on faií rouler lê cercle O' dans 1'auíre sens, lê
point A décrira labranche syméírique AP' dela rnôme épicy-cloide.

Soit AB—AC lê pás.

C será Ia position sur Ia roue O' de 1'aiguil/e voisine de l'aí- •
guille A; menons au point B TépicvcloideBD: elle passera au
point C, et formera avec lê proíll AP' une figure ogivale ADB;
mais Ia dent de Ia roue O ne doií pás pousser 1'aiguilJe píus
loin que 1'inlervalle AC; Já poríion CD du profil mofeur est
donc inutile, et il conviení de couper Ia dení ADB par un are
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de cercle EC, décrit du poiní O comme centre avec Ia disfance
OC pour rayon. Lê partie ulile de Ia dent est lê profil tra-
pézoidal BCEA; Ia face BC est celle qui pousse lês ain-uilles
dela roue O' dans lê sens dês flèches; Ia face opposée AE lês
pousse quand on renverse lê sens dês mouvements. Dans cê
íracé géométrique nous n'avons pás reserve de jeu.

225. Lê trace pr-alique de cê système d'engrenage diffère
du íracé géomélrique ainsi resume. Lês
aiguilles A, C de Ia roue O' ne peuvent ôtre
sans épaisseur; on substiíue aux points A
et C dês fuseaux circulaires, décriís avec
un même rayon três petit, autour de cês
poinís comme centres.

Lês profils AP, AP' doivent être amai-
gris chacun d'une quantilé égale au rayon
de cês cercles. Lê profil corrige, ou
lieu d'ôtre un are d'épicycloíde, est une ^'^ 2ja'
trajecloire orthogonale dês normaíes à cette épicyclolde.

A Ia courbe AP on substitue donc une courbe équidistante
AjPj, et de mcme à Ia courbe AP' une courbe équidistante
A4 P/. Cês deux nouvelles courbes ne se rejoignent plus en un
même point, comme lê faisaient lês
deux premiôres, car l'une, AjPj, est
1'envcloppe dês positions succes-
sives du bord du fuseau silué à
gaúche, landis que 1'autre, A/P/,
est 1'enveloppe dês positions du
bord situe à droite(fig. 256);onpeut ""' ""'
lês raccorder en traçant de l'une à 1'autre une courbe á1A"A',
qu'on appelle courbe d'évidement et dans lê creux de laquelle
lê fuseau vient se loger au moment ou il fraverse Ia ligne
dês centres. Lê íracé dês denls s'effectueen définitive comme
i'indique Ia figure 237. Rigoureusement, lês rebrousseraenís
A4 ei A/ ne sorit pás situes sur Ia normale à 1'épicycloide au
point A; mais Fécart est négligeable qnand lê rayon dês fu-
seaux est três pctit.

Fig. 23G.
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224. L'engrenage à lanterne est 1'engrenage primiíif dês
moulins; Ia figure 258 en represente Já disposilion.

La grande roue porte alors lê nom de rouet; Ia roue O', ce-
lui de lanterne. Lê nom de roue est reserve pour lê récepteur
liydraulique qui donne lê mouvement à toute Ia machine.

Fig. 237.

La roue menée est forméede deux plateaux circulaircs íraver-
sés par l 'arbretournant. Cês plateaux, ou tourteaux, débordent
Ia circonférence primitive; lês cercles équidistarits qui repré-
sentent lês dents de cetle circonférence sont lês seclions
droiíes dês fuseaux cylindriques implantes dans lês tourteaux;
1'assemblage dês deux tourteaux par 1'intermédiaire dês fu-
seaux constituo Ia lanterne; elle a dans lê sens de son axé une
largeur supérieure à celle de Ia roue menante; lês derits de Ia
roue viennentpénélrer entre lês deux tourteaux. Cês dentssont
généralement en bois, et elles sont implanlées sur Ia jante de
Ia roue, qui est également en bois. Lês denfs d'engrenages
qui peuvent ainsi se détacher d'une roue sont nommées allu-
chons. Lês fuseaux cylindriques de Ia lanlerne sont aussi en
bois dans lês anciens moulins. L'engrenage est alors forme
d'une multilude depièces, faciles à ta i l lerc t à remplacer.

On a été conduit à substituer lê fer au bois pour lês fu-
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seáux de Ia lantcrne; remarquons en e f fé t que lê contact dês
üseaux avec lês dents de Ia roue O a licu toujours a peu près

sur la- même génératrice; en coupe, lê point de contact du
cercle avec lê profil qui lê pousse varie à peine de position
dans lê parcours d'un pás. Sur lê profil de Ia dent au con-
traire, lê contact se déplace d'un bout à 1'autre de 1'étendue
de cê proíil. De lá resulte que, pour Ia dent, 1'usure serépartit
avec une certaine égalité sur tous ies points de son dévelop-
pemerit, landis qu'elle porte tout entière sur une même ré-
gionduluseau; celtepièceserefouille deplus en plus, jusqu'à
Ia rupture. Lê fer est préférable au bois
pour un organe qui doit être employé
dans de semblables conditions1.

225. L'engrenage à lanterne que nous
venons de décrire est extérieur; lê même
Iracé s'applique à 1'engrenage intérieur:
Ia lanterne est alors au dedans de Ia
grande roue; lês dents de cette roue sont
dirigées vers son centre. A l'épicycloide
extérieure est substiluée une épicycloide
intérieure. Lês vitesses de rolation dês
deux roues sont dirigées dans lê même
sens, cê qui arrive toujours quand l'eri-
grenage est intérieur. Mais on a alors
une cerlaine difíicullé pour loger lês
bras de Ia roue O, car il faut lês placer en dehors de Ia région
occupée par Ia lanterne; on dorme à cette dernière pièce plus
d'épaisseur qu'aux dents de Ia roue 0. Ue plus, son axé O'
ne peut ô ti e prolongé et soutenu que d'un cote. C'est cê qu.in-
dique Ia figure 259.

l Dans lês engrenages délicals, on peut eneore rdduire lê travail du froltement
en terminant lês fuseaux par dês pointes comme 1'arbre d'un tour (§ 206); cette
disposition leur permet de tourner autour de leur axé de figure. Lê glissement
du fuseau sur Ia dent est remplacé par un roulement.

Fig. 239.
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décritlediamctre AO'; de sorte que lês deuxprofils qui erigrè-
nent ensemble sont lês lieux géomélriques décrils par un
mêmc point d'un cercle, qui roale successivement sur cha-
cune dês circonférences primitives ( § 2 2 1 ) .

227. Jusqu'ici l'une dês roues, O, porte lês dents épicycloi-
dales, et 1'autre roue, O', porte dês flanes rectilignes.

Pour donner Ia réciprocité à 1'engrenage à flanes, on pro-
longera à VmteYieur Ia dent de Ia roue O, par un rayon qui
formera lê proíil du flane de cetteroue ; puis on prolongera à
Yexlérieur lê flane de Ia roue O' par un profil épicycloídal en-
gendre par un point de Ia cir.conférence décrite sur OA comme
diamètre, quand elle roule à 1'extérieur de Ia circonférence.
primitive 0'A. De cette façon, chaque roue portera un flane
droitraccordéaveeladent épicycloidale; leflanc de chaque roue
engrènera avec Ia dent deFautre roue, et 1'engrenage será reci-
proque. Cette réciprocité géométrique est nécessairc au point
de vue physique pour que chaque roue puisse mener 1'autre.

L'engrenage serait à Pabri dês arcs-boutements, si Ia dent
pouvait toujours mener lê flane, et si jamais lê flane ne menait
Ia dent, cc qui supposerait que lê contact dês dcux proüls
püt commenccr seulement au passage de Ia ligne dês centres.
Cette condilion n'est pás possible à satisfaire quand chaque
roue est appelée à servir de roue menante. Lê contact, ayant
lieu sur une certaine longueur après Ia ligne dês centres, a
aussi lieu sur cerlaine longueur avant cette ligne; dans cetle
région, lês frottements sont beaucoup plus durs. Si lês denls
étaient trop longues, il arriverait que Ia poinle de Ia dent
menée par lê flane exercerait contre Ia surface du flane une
pression assez grande pour arrêter lê mouvement de transmis-
sion, ou bien pour enlever un copeau de matière sur lê pro-
ül du flane, comme un ciseau poussé à Ia surface d'un rna-
drier. On evite cet effet en adoptant un pás três petit et dês
dents três courtes. C'est pour cela qu'on échanfrine lês dents
en lês coupant par un cercle qui leur enleve toute Ia portion
nuisible de leur longueur1.

1 La Ihéorie du froltement dans lês engrcnages nous permettra plus tard de
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Si l'on donnait à Ia roue O' seulement dês flanes, à Ia roue
O seulement dês dents, et qu'on voulút conduire Ia roue O
pa r l a roue O', cê seraient lês flanes qui conduiraient lês
dents; le frottemenl serait três dur, 1'usure dês proílls três
rapicle; enfin Parc-boutement serait à craindre. Au contraire,
en donnant à chaque roue dês flanes et dês dents, on conduit
aussi facilement Ia première roue par Ia seconde que Ia
seconde par Ia première.

La necessite d'éviter lês arc-boulements justifie aussi Ia
présence du jeu dans lês engrenciges; s'il n'y avait pás de jeu,
lês deux coles d'une dent seraient à Ia fois en contact avec
lês deux cotes d'un creux, et l'arc-boiitement pourrait se
produire à Ia pointe Ia plus éloignée de Ia ligne dês centres.

228. L'engrenage à flanes peut êlre employé pour 1'engre-
nage intérieur, maisalorsil n'est pás reciproque.

Soient O et O' lês centres dês circonférences primitives, et A
leur point de contact.

Prenons le rayon 0'A pour profil du flane de Ia roue O';
nous trouverons le profil correspondant de Ia roue O, en

faisant rouler dans le cercleOA un.
cercle décrit sur 0'A comme dia-
mèlre; le point A de cê cercle dé-
crira rópicyclolde cherchéc AM. Le
cote gaúche de Ia droite AO' appar-
tiendra au plein de Ia roue O', et le
cote droit de 1'épicyclüide AMappar-
liendra au plein de Ia roue 0; lês
pleins sont indiques ci-contre par
dês hachures.Essayons mainlenont
d'armer Ia roue O' de dents et Ia

roue O d e flanes; le flane de Ia roue O será encorc le rayon OA;
Ia dent de Ia roue O' aura pour profil Ia courbe décrite par le
point A du cercle conslruit sur le diâmetro OA, roulantdansle
cercle O'. On obtientainsi pour lês nouveaux profils dês lignes

rendre compte de toutes cês particularités, que nous nous contenteis d'indi-
quer ici.

211,
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Fig. 212.

qui reviennent sur Ia région de Ia figure déjà occupée par lês
anciens; Ia roue O devrait avoir pour profil de sés denls ' la
courbe MA, prolongée par un flane revenant dans Ia direction
AO. Cês nouvelles lignes peuvent ètre construites géométrique-
ment, mais elles ne peuvent servir de limite entre le plein et
le vide, parce qu'il ne reste plus de place libre à affecler aux
pleins de Ia seconde construction après qu'on a achevé Ia
première.

D'ailleurs il est facile de voir que lês flanes rectilignes
adaptes à Ia grande roue O couperaient le profil conjugue
de Ia roue O' d'un ccté de Ia ligne dês centres.
Car le profil AM, conjugue du flane AO, vient
.en CM' quand le flane prend Ia position BO, et
1'arc AC étant égal à AB, lês deux lignes BO
et CM' se croisent en un certain point I.

Si Ia petite circoníêrence O' avait un dia-
mètre moindre que le rayon OA de Ia grande,
1'épicycloide décrite par un point de Ia circon-
férence de diamètre OA roulant sur Ia circon-
férence O' serait exlérieure à O' et ne pourrait engrener
avec le flane AO.

En resume, 1'engrenage intérieur ne peutêtre reciproque ;
l'une dês deux roues, Ia grande, O, qui reçoit lês dents, est Ia
roue menante; 1'autre, O', Ia petiíe, qui reçoit lês flanes, es!,
Ia roue menée.

Pour achever lês proíils ainsi traces et lês raccorder sur
chaque roue lês uns aux autres, il suffit de faire rouíer exté-
rieurement aux deux circonférences primitives un cercle de
pelit rayon : un point de Ia circonfércnce de cê cercle dé-
crira lês deux profils conjugues qui limitent l'un lês parlies
saillantes de Ia roue inlérieure, Faulre lês partiesrentrantes,
ou creux, dela grande roue.

229. Du reste, ilesttoujourspossible d'éviter lês engrenages
intérieurs en introduisant entre lês deux axes de rotationun
troisième roue, dite roue folie. L'engrenage intérieur a pour
objet de faire tourner dans le même sons lês deux roues

MEC. COLIIGXOS. 23
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qui lc composcnt. La raison cVun lei cngrenage est donc posi-
tive. Si w est Ia \itesse de rotation du premicr arbre O et w'

celle du second O', Ia raison s,
de l'cngrenage intéricur qu'on
formerait directement avec I cs
deux arbrcs O et O' est lê rap-

Fig. 243. por t -. Or soit w" Ia vitesse
u

de rotation d'une troisiòine roue O" exícrieure aux deux pré-
rrúèrcs; nous aurons pour Ia raison e' de 1'équipage O, O", O'

L'introduclion do Ia roue intermédiaire O", quel que soit
d'aillcurs lc nombre de sés clcnts, établit donc entre lês arbrcs
O et O' lê rapport convenable dês vitcsses angulaires, et assure
lê sens voulu à Ia transmission. •

250. L'engrenagc à flanes peut être aussi appliqué au cas
parliculier delacrémaillère; onpeut considerer.eecas comme
celui de l'engrenage de deux roues, dont l'une serait de rayon
infmi ; c'cst Ia limite cnlre 1'engrenage inlérieur et 1'cngrc-
riage cxtérieur. La crémaillère résout lê problème de Ia trans-
formation d'un mouvement circulairc en un mouvement rec-
tilignc, ou rcciproquement.

Supposons que Ia circonférence O se soit cliangée cn une
droite CD, tangente au point A à
Ia circonférence primitive O'.

Si c'est Ia droite CD qui doií
mencr Ia circonférence O', on
prendra pour flanes de Ia roue O*"
dês rayons issus du point O'; lês
dents de Ia crémaillère CD s'ob-
tiendront cn faisant rouler sur

Ia droite primitive CD Ia circonférence décrite sur 0'A comrae
diamèlre; dans cê mouvemcnt, lê point A décrit une cy-
cloide AM.

l
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Pour donncr ensuite Ia réciprocité à 1'engrenage, on pren-
dra pour ' f lanes de Ia crémaillère dês droites AE perpendicu-
laires à CD, ei on trouvera lês dcnls correspondantes de ,1a
roue O' en faisant rouler Ia tangente CD sur lê ccrcle O'; lê
point A décrit dans cê mouvement unedéveloppante, AN, du
ccrcle de rayon 0'A.

E K G K E N A G E A DÉVELOPl-ANTES DE CERCLE.

251. L'ei)grenage à développantes de cercle est lê système
lê plus parfait d'engrenage.

Soicnt O, O' lês centres dos circonférences primitives, A leur
point de contaet sur Ia ligne 00'. Par lê point A menons
une droite PP' quelconque.
Dês points O et O' abaissons
lês perpencliculaires OP, 0'P'
sur cettc droite, et décrivons
ensuile dês circonférences dês
points O et O' comme centres
avec OP, 0'P' pour rayons. La
droite PP' será une tangente
communc à ccs deux circon-
férences.

Cela pose, décrivons Ia dé-
veloppanle BA C du cercle OP
en Ia faisant passerau point A; .
décrivons Ia développante B'AC' du cercle 0'P cn Ia faisant
passer de même au point A. Lês deux courbes BAC, B'AC',
atlachées Pune à Ia roue O, 1'autre à Ia roue O', pourront
engrener cnsemble. En effet, faisons tourner Ia roue O, dans
lê sens du mouvement, d'un angle quelconque AOA t ; et en
même íemps Ia roue O' d'un angle A'tO'A; cê mouvement
simullané amène lê point B en B4 sur Ia circonférence auxi-
liai™ OP, et lê point B' en B't sur Ia circonférence 0'P'. On a
lês proporlions

o
. ais.

EB,
AA/

OP
: Ü A '

0'P'
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OP 0'P'o rnT —ÃTT, ; de plus, lês ares AAt, AA't sont égaux entre

eux, comme ares décrits en même tem ps par lês circoníe-
rences primitives; donc enfin BB1^=B'B'1. Lês dèveloppantes
BAC, B'AC' prennent , par suite du mouvement commun
dês deux roues, lês positions B^IC^ B^MC/j qui se touchent
sur Ia droite PP', en unpointM, éloigné du point A d'une lon-
gueur égale aux ares BB15 B'B', comptés sur lês circonférences
auxiliaires.

Lê point de contact dês deux profils en prise se déplace donc
lê long de Ia droite PP', et cette droite reste constamment
normale aux deux profils en prise dans une position quel-
conque dos deux roues conjuguóes.

Lês principaux avantages du trace par dèveloppantes de
cercle sont lês suivants :

1° Lês profils sont déduits, sur Ia roue O, d'une consíruc-
tion dans laquelle on ne fait intervenir que Ia circonférence
OP; sur Ia roue O', d'une construction dans laquelle on ne
fait entrer que Ia circonférence 0'P'. On pourra donc
faire engrener ensemble deux roues dentées à dèvelop-
pantes de cercle, quels qu'en soient lês rayons, pourvu que
lês pás soient lês mêmes, et que lês creux de chaque roue
soient assez granas pour laisser passer lês dents de l'autre
roue. La même facilite n'existe pás avec lês systèmcs d'engre-
nage à flanes ou à fuseaux; il faut, avec cês systèmes, cons-
truire spécialement 1'une dês roues pour engrener avec
1'aulre, et l'on n'est pás maitre de lui donner tel rayonqu'on
voudra.

2° La poussée muluelle qu'exerce une dês roues sur Ia roue
conjuguée est appliquée au point de contact dês deux pro-
fils, et, abstraclion faile du frotlement, elle est normale aux
deux profils en prise; dans 1'engrenage à dèveloppantes, elle
est donc toujours dirigée suivanl Ia droite PP', laquelle a une
position constante; il resulte de lá que dans cê système Ia
pression muluelle exercée par une roue sur 1'autre ne subit
pás lês mômes variations d'intensité que dans lês autres, pour
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lesqucls Ia direclion de Ia force pivote autour du point A
pendant que lês roues avancent d'un pás.

5° L'usure dês profils qui glissent l'un sur l'autre est sen-
siblement proportionnelle à Ia pression mutuelle; si Ia
pression est à peu près constante, 1'usure será aussi à peu
près partout Ia même, de sorte que lês profils s'useront paral-
lèlement; lê, profil modiíié será Ia même développante
de cercle que lê profil primitif, de sorte que. lês conditions
géométriques de 1'engrenage ne sont pás modifiées par
1'usure.

252. II y a encore pour lê trace dês engrenages, d'autres
méthodes pratiques, dont l'une, celle de M. Willis, parait
maintenant adoptée partout en Angleterre. Nous renverrons
pour 1'exposition de cctte méthode à Ia Ginématique d'Edmond
Bour, pages 202 et suivantes.

ENGRENAGE SANS FROTTEMENT DE WHITE.

235. L'engrenage de White a pour but de faire engrener
une roue avec une autre roue, sous Ia condition que lê rap-
port dês vitesses soit constant et que lê point de contact dês
deux dents en prise soit conslammenl situe sur Ia ligne dês
centres. S'il en est ainsi, lê glissemcnt est constamment nul
et lê travail du frottement
toujours égal à zero.

Pour remplir cês con-
dilions, il suffit de mulli-
plier à 1'infini lê nombre
dês dents, de manière à
réduire lê pás à une lon-
gueur iníiniment petite.
Yoici comment White est
parvenu à réaliser cette
disposition, qui au pre-
mier abord ne parait pás admissible dans Ia pratique1.

1 Sans multiplier à 1'infini lê nombre de dents, on peut l'accroitre notable-
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On ne pcut placcr une i r i f in i lé de dcnts lês unes à cote
dês autres lê long dcs circoiifércnccs primitives et dans
lê plan mème de cês circonfércnces; Whi te lês rópartit
pour ainsi dire sur lês diverses seclions droilcs du cylindre
forraant Ia rouc O, en rangeantleursracines lê long d'uncligne
AB, arbitrairement tracce sur Ia surface convexe de cê cylindre.
Pour trouver Ia ligne correspondanle qui servira de base aux
dents de Ia roueO', développons sur son plan tangent Ia sur-
facedu cylindre AO h partir de 1'arête projetóe en A, et enrou-
lons-la ensuite aulour du cylindre O'. La ligne AB, dans
cette défonnalion, ira formcr une ligne AB' sur Ia surfacc
du second cyl indre primitif. Lês dcux courbes AB, AB', ainsi
conslruites, auront Ia propriété de se renconlrer toujours cn
nn point de Ia généralricc de contact AA' dês dcux cylindres,
lorsque ccux-ci prendront leur mouvement commun. Si Ic
cylindre A A' avait une longueur suffisante, on pourruit enfaire
lê tour entier avec une seulc et .même courbe continue AB ,
avec une bélice par exemple, qui rcviendrait au bout d'une
spire à Ia généralrice AA'; mais, sans augmenter ainsi Ia
longueur du cylindre, on peut y repórter lês difíérenls tron-
çons de Ia courbe directrice; il sufíit de faire partir Ia ligne
dcstinée à prolonger lê tronçon AB, du point B't, situe à 1'autre
extrémilé du cylindre sur Ia même génératrice que lê point B;
cê quidonnera un are BjB,, sur lê premier cylindre, et un are
B^B',, correspondant sur lê second. On fera ainsi lê lour dês
cylindres pr imi l i f s .

Prenons un proíil complet AC, de forme ai bitraire, mais nor-
mal au point A au cylindre primitif AO; puis faisons-le glisser
successivement lê long dês lignes AB, BJ^,... sur Ia surface du
cylindre OA. II engendrara dans cê mouvement une surfacc con-
tinue qui constituera Ia dent de Ia roue O ; cê serait une dent
continuesiTonsupposait lês différents ares AB, B tB2 . . . . róunis

«oent, et diminuer ainsi lê travail du frolteracnt, sans compromottre Ia résistance
iíes parties eu contact, en plaçant sur lê môrae cylindre dês engrcnages accolés et
èchelonnés. Cette solutiona 6te indiquée pour Ia première fois par llooke. L'en-
grcnage de White est pour ainsi dire Ia limite vers laquelle tend cette disposition,
Ioi'squ'on augmenle indéflniraentle nombre dês dentures ainsi juxtaposées.
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bout à bout sur Ia surface du cylindre indéfiniment prolongé.
On prendrá de m orne pour profil du creux ã pratiquer dans

Ie cylindre 0'A, un profil normal à Ia circonférenee primitive,
et on fera mouvoir cê profjl lê long dês lignes AB', B'tB'a...
pour engcnder lê creux continu de Ia rouc O'. La dent ne doit
recevoir qu'unefaible saillie sur Ia surface du cylindre, asscz
seulement pour accuser lê premier élément normal au point A;
lê creux ne doit, de même, avoir que lês dimensions néces-

- saires pour loger Ia dent à son passage dans lê plan desaxes
dês deux cylindres. Si l'on fait tourncr lê cylindre O, Ia
dent conduira lê creux, de tetle manicre que lê point de
contact se Iroüve toujours sur Ia génératrice commune pro-
jetée en A ; il se déplace lê long de cette génératrice. Lê glis-
sement relatif est nu l ; car cbaque cylindre roule sur l'autre,
sansglissement dês parties cn contact, comme si Ia transmis-
sion avait lieu par simple adbérence.

L'engrenage de Wbile a bien une infinilé de dents; si
l'on coupe lês deux cylindres'par une série de plans normaux
à leurs axes, lês coupes présentenl chacune, pour ainsi dire,
un engrenage ordinaire; au lieu d'être ernpilées de manière
à se recouvrir mutuei! ement, cês coupes sont placées en retraite
graduelle l'une par rapport à l'autre, de sorte qu'une seule
coupe forme, à un instant donné, 1'engrenage ou Ia prise dês
dents a lieu.

On voil aussi que, dans cet engrenage, lê contact dês deux
roues a lieu enun point unique, tandis que, dans 1'erigrenage
cylindrique ordinaire, lê contact a lieu.lê long d'une généra-
lrice rectiligne de Ia dent et du creux; celte considéralion
seule montre que l'engrenage de White n'cst applicable qu'à
•dês transmissions délicates.

Rigoureusement, 1'axeinstantanéde rotationd'undes cylin-
dres par rapport à 1'autre n'est pás Ia généralrice de contact
de cês deux cylindres, mais bien une droile oblíquo à celle-ci
et tangente à Ia fois au creux et à Ia dent continue.

De lá resulte que lê mouvement relatif est, non pás uri
roulement simple, mais lê résultat de Ia combinaison d'un
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roulement, et d'un pivotement autour de Ia normale aux deux
surfaces pressées. Ce pivotement est tout à fait sans inconvé-
nient tant que lês efforts à Iransmettre sont faibles.

L'engrenage de White s'applique aux engrenages intérieurs
commeaux engrenages extcrieurs.

ENGRENAGE COKIQÜE Ou ROUE3 ü'ANGLE.

234. La théorie dês engrenages coniques est calquée sur
celle dês engrenages cylindriques.

Soient OB, OB' lês deux axes concouranls aulour desquels
doivent s'opérerles deux rotations, savoir, w autour de OB, ei

w' autour de OB'. Nous supposerons
que cês rotafions ont dês sens con-
traires, c'est-à-dire que 1'axe de Ia
première soit OB, et 1'axe de Ia seconde
lê prolongement de OB'.

Cherchons dans lê plan BOB' un
point A lei, que, entraíné successive-
ment dans lê mouvement autour de OB,
puis dans lê mouvement autour de OB',

il aitla même vitesse linéaire en grandeur et en direction. II
faudra pour cela que l'on ai t , en abaissant sur lês axes lês
perpendiculares A5, Aè',

Áb X a = Aí>' X «',

équation qui définit une droite AO, diagonale du parallélo-
gramme construit dans 1'angle BOB', avec dês côfés propor-
tionnels à w et à w'. Imaginons que cette droite AO tourne
aulour de OB, de manière à engendrer un cone droit à base
circulaire dont OB soil 1'axe; puis, qu'elle tourne aulour de
OB', de manière à engendrer un second cone de révolution;
cês deux cones seront (angents toul lê long de Ia génératrice
OA; et si on leur communique, autour de leurs axes et dans lê
scns dês flèches, dês vitesses angulaires égales à w et à w', ils
n'aurontpas deglissementl'un sur 1'autre, puisque lês vitesses

Fjg. 247.
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linéaires dês points en contact sont égales et dirigécs dans lê
même sens au passage du plan BOB'.

On pourra donc transformer Ia rotalion w autour de OB en
une rotation w' autour de OB' par Ia simple adhérence entre
"es deux cones OB et OB',' comme on transforme (§ 213) Ia
rotation autour d'axesparallèles par Ia simple adhérence entre
deuxcylindres.

Pour déduire de lá 1'engrenage conique, coupons lês deux
' cones par une surface sphérique ayant lê point O pour centre
et un rayon OA arbitraire.

Celte surface coupelês cones suivant lês deux cercles AZ>, Aè'.
Traçons sur Ia sphère, à partir du point A, une courbe
quelconque qui représentera lê proíil du creux praliqué
dans Ia roue A6'; çherchons ensuite 1'enveloppe dês posi-
tions de cette courbe dans lê mouvement relatif du cercle Aí>'
par rapport à A&; cê mouvement se réduit au roulement
du premier cercle de Ia sphère sur lê second; dans cê
mouvement, chaque point du profil mobile décrit une courbe
épicycloiidale sphérique, et 1'enveloppe despositions de cê pro-
fil s'obliendra enappliquanl lês mêmes príncipes queceux qui
nous ont servi pour Ia recherche de 1'enveloppe dês positions
d'une figure plane de forme constante, mobile dans son plan
suivant une loi donnée (§140).

Lês courbes ainsi tracées serviront de directrices à dês sur-
faces coniques ayant pour centre commun lê point O, et dont
I'une formera Ia surface de Ia dent d'une roue, et 1'autre Ia
surface correspondanle du creux de 1'autre roue; lês deux
surfaces coniques se toucheront à un instantdonné suivant une
génératrice, et lê plan eleve par cette génératrice perpendicu-
lairement aux deux surfaces coniques en prise passera par Ia
droite OA, génératrice de contact dês deux cones primitifs.

On pourra donc conslruire lês engrenages coniques comme
on construit dês engrenages cylindriques, en efíectuant sur Ia
sphcre lês constructions analogues à celles qu'on effectuerait
sur lê plan, puis en prenant lês figures resultantes pour bases
de cones dont lê sommel commun soit au point 0.
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Lê prolongemení de cês surfaces jusqu'au pointO est pure-
mcnt íictif, car, dans Ia pratique, on limite lês roucs à deux
sphères concentriques.

255. Lês constructionsà executei' sur unesurface sphérique
raatérielle sont aussi faciles que Ics constructionssurun plan;
lês ares de grand cercle y remplacent lês lignes droites. Mais
il scrait dilficile de réaliser matériellemcnt Ia surface sphé-
rique auxiliaire pour y traccr lês proíiisdespleinscldes creux
dês deux roues. Si Ia sphère était développablc, on Papplique-
rait sur un plan , et alors on n'aurait plus qu'à effecluer dês
constructions planes, qu'on reporterait ensuite sur Ia surface
sphérique. Ce procede est inadmissible, puisque Ia sphère
ri'est pás applicable sur un plan. Maisnous n'avons pasbcsoin
pour nolre trace de toute Ia surface de Ia sphère aux i l i a i re ;
lês figures à construire sont en eífet réparties sur deux zoncs
étroitcs, 1'une ayant lê cercle Ao, Pautre lê cercle M)' pour
lignes rnoyennes; on pcut remplaccr cês zoncs, à cause do leur
petite largeur, par lês surfaces dévcloppables dês cones droits
qui leur sont circonscrits; on pourra alors déroulerles cones
sur lê plan, et on aura, par cê procede, développé a-pproxima-
livement, non pás Ia sphère entière, mais lês régions de cette
sphère qui sont uliles pour Ia solulion du problème proposé.

Cette simplification a é lê imaginéepar Tredgold.
Au point A, pris sur Ia gènératrice de conlact dos cones pri-

raitifs, élevons sur OAune perpendiculaireSS', dans lê plan dês
deux axes. Elle coupera lês axes en deux points S et S' qui se-
ront lês sommets respeclifs dês cones de révolulion circon-
scrits à Ia sphère suivant lês cercles Áb, Áb'. Cês cones S et S'
seront tangents entre eux suivant leur généralrice commune
SS', car ils onlpour plan íangentcommun un plan conduit par
SS' perpendiculairementau plan BOB'. Imaginons que lê trace
de Ia base de 1'engrenage dessiné sur Ia sphère soit reporte
sansaltération sur lês cones qui ont avec elle une zone com-
mune toutlelorig dês parallèlesAí>,A&'. Considere sur cês cones
aux environs de Ia gènératrice SS', lê trace ne différera en rien
de celui d'un engrenage cylindrique qui aurait pour centres lês.

Fig. 248.
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poinls S et S' et pour rayons primitifs SÁ, S'A; on pourra, par
suite, sukstituer approximativement
à l'engrenage conique 1'engrcnage
cylindrique desdeux.secteurs prirni-
(i!sderayonsSA,S'A, queTonoblient
en développant sur un plan l'cnsem-
bledesdeuxsurfacesconiquesSetS'.

Décrivons sur u n plan avec dês
rayons égaux à SÁ et à S'A deux cer-
cles tangents en A; prenons sur lês
circonférences dês ares MAN, M'AN'
respectivement égaux eri longueur aux circonférences A6, A&';
partageons ensuite césares, Ie prcmierenunnoinbreenlier, m,
deparlieségales, lê second, enm' parties
égales, de manière qu'il y ail égalité entre
cês parties : puis faisons lê trace d'un en-
grenage cylindrique, entre lesporíions de
circonférences M'AN', MAN. Une fois cc
trace fait, il sufíira d'enrouler lês figures
planes ainsi dessinécs sur lês cones S et
S'. Elles serviront de base aux dents coni-
ques de 1'engrenage dejnandé.

Dans 1'engrenage conique comme dans
l'engrenagecylindrique, lês vitesses angu-
laires sont inversement proportionnelles aux nombres do
dents dês roues.

TOAKSJHSSSION AUTOUR D*AXES KOIÍ CONCOURANTS ET NON PAEALLÈLES.

240.

01236. Double enyrenage conique.
— On se proposé de transformer un
mouvement de rolalion u autour
d'un axé 00 en un mouvement de
rolation w' autour de 1'axe 0'0'.
Coupons cês deux axes par un
troisième axé auxiliaire AB autour
•duquel nous imaginerons une rotation égale à w".
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On pourra Iransformer d'abordia rotation co en Ia rotation
j» au moyen d'une roue d'angle ayant son sommet en A; puis
ia rotation w" en Ia rotation w' au moyen d'une seconde roue
d angle ayant son sommet en B. Soient m, m" lês nombres de
dents dês remes d'angle en A; et m", m' lês nombres de dents
dês roues d angles en B; on aura lês relations

- = — et - =a m" " u" m'

11 en resulte

m' m"'

G'est Ia relation à laquelle doit satisfairele double engrenage;
on devra, lout en restant dans lês limites pratiques conve-
nables, trouver dês nombres entiers qui vérifient ceüe équa-
tion.

ENGRENAGE HYPERBOL01DE.

237. Proposons-nous de trouver une transíbrmaüon directe
de Ia rotation w en Ia rotation w'.

Soit 00' Ia perpendiculaire commune aux deux axes; pre-
nons sur cette droite un point A quelconque que nous suppo-

serons d'abord entraíné par Ia rola-
tion w, puis par Ia rotation w'.

Lê premier mouvement amène,dans
un temps infiniment peiit dt, lê point
A en un point B, à une distance
AB = uxOAxíZí ; 1'élément AB esí
perpendiculaire à Ia fois à 00' et à 004.

Lê second mouvement amène lê
point A au point B', dans une direclion AB', normale à Ia fois
à 00' et à 0'0'j, et à une distance AB' = AO' x w' X dt;
l'angle B'AB est égal à 1'angle de 1'axe OOj avec 1'axe 0'0'4.

II est donc impossible de trouver sur Ia droite 00' un point
A tel, que, entrainé successivernent par cbaque rotalion, il ait

Fig. 2S1.
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dans lês deux cas Ia même vitesse linéaire en grandeur et en
direction ; quelles que soient lês surfaces en contact, il y aura
toujours entre elles un certain glissement relatifáont Ia mesure
est donnéepar 1'arc BB', distance acquise, au bout d'un temps
dt três court, par lês deux points qui étaient en comcidcnceau
point A au commencement de cet intervalle de temps (g 182).

On peut du moins choisir lê point A sur Ia droite 00', de
telle sorte que lê glissement BB' soit lê plus pelit possible.

Soit

00' = a, quantité donnée, '
OA = x, quantité inconnue, qu'il s'agit de détermincr ;

Ia distance AO' será égale à a — x.
Nous aurons

AB = Kxdt,
AB' = u'(a — x}dt.

Désignons par O 1'angle dês deux axes 00n 0'0', qui
est égal à 1'angle B'AB ; lê triangle BAB' nous donne

BB's=w2:c2cftà+«'2 (a—xfdf— 2WM'a;(a— x)dt'icos 6.

Lê minimum de BB' s'obtiendra en égalant à zero Ia dérivée
du second membre par rapport à x. II vient ainsi Péquation

ofx — u'- (a — x] — o)o/ (a. — .rjcosí + wc./.rcosí! = 0.

On en déduit

x c./a + sjiy coso_
a — x w'2 + au' cos 9 '

a donc pour déterminer lê point A Ia proportion

O A _ w' u'-\-a COS 9
0'A oi a + a' cos 8'

Si 0 = 0, 1'engrenage devient cylindrique, et onretrouve Ia
condilion connue

OA _. «'
(j'A "" w"
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ü>'^'
Si 0 — 90°, S,Í= f-Y- Enfin si w =w', on a ̂  =l,etle

O A \ü)/ U A
point A est lê milieu de 00', quel que soit Pangle 0.

Lê point A étant determine par cette condilion, on connailra
Ia dircclion BB' de 1'arc de glissement en construisant un
triangle scmblable au triangle ABB', dans lequel on connait
Pangle O et lê rapport dês deux coles qui lê comprennent.
Si par lê point. A nous menons une droite AA' paral-
lèle à BB', celte droite, enfraínée par lê mouvement autour
de 00^ décrira un hyperboloide de révoluíion, et, enirainée
par lê mouvement autour de 0'0'f, décrira un second hyper-
boloide. Cês deux surfaces se toucheront suivant Ia droile AA',
et quand on lês fera lourner toules deux avec lês vilesscs w, w'
autour dês axes 0015 0'0't, elles glisseront 1'une sur 1'auire lê
long de Ia généralrice de contacl. En d'autres lermes, Ia gé-
néralrice de contacl será à chaque instant Faxe de rotation et
de glissement du mouvement relatif d'une dês surfaces par rap-
port à Paulre (g 162); on peut donc conslruire cetle géné-
ratrice en cornposant Ia rotation w' autour de 0'0'4, avcc une
rotalion égale et contraire à w, aulour de 001 (g 170)

On pourra prendre sur lês surfaces dês deux hyperboloides
deux zones conjuguées, c'esl-à-dire deux zones comprises en-
tre lês parallèles menés sur chaque surface par deux points de
Ia génératrice de conlact AA'; puis on tracera sur cês deux
zones une série de génératriccs rectiügnes équidis tanfes ; cê
seront lês bases dês dents dont on devra garnir chaque surface ;
cês dents seront de petilcs portions de surfaces saillantes, dês
strics obliques sur lês courohnes dês roues, et qui glisseront
lês unes sur lês autres dans lê passage commun par Ia généra-
irice de conlact dês deux surfaces primitives.

VIS SAKS FIN ET EKGUEHAGE HÉLICOIDE.

258. Soit O une roue infiniment mince; cot (e roue,
munie de dents UP profilées suivant une développanle

VIS.SAtiS TIN. 507

Fig. 25-2.

du cercle OA, pourra engrenei1 avec lês flanes droils PQ
d'une crémaillère BC (§250). Supposons qu'àla crémaillèreBG
on substituo Ia surface d'une vis à íilet carré, et que PQ soit
une généralrice de Pliclicoide à plan
direcleur donl 1'axe esl Ia droite BC.
Un déplacement longitudinal de 1'hóli-
coide, tel que celui que l'on donne à
une crémaillère, équivaut à un dépla-
cement angulaire de Ia surface autour
de son axé BC; car cê déplacement
angulaire a pour effet d'amcner dans lê
plan de Ia figure une généralrice P'Q',
plus basse, par exemple, que Ia généralrice PQ; cê qui cn-
traine Ia rotation de Ia roue O, comme si Ia crémaillère s'était
déplacce longitudinãlemcnt de Ia quanlilé PF'. On voit donc
que cet engrenage hélicoidal fournit un moyen de Iransformer
un mouvement de rotation autour d'un axé CB en un mou-
vement de rotation autour d'un axé O, perpendiculaire à CB.

Nousavonssupposé Ia roue O sans épaisseur, cequieslinad-
missible en pratique; Ia dent à profil de développante, BP, a
nécessairement une certaine épaisseur, et elle doit recevoir,
par suite, dans lê sens de 1'épaisseur, 1'obliqulté demandée
par Ia forme de Ia surface hélicoldale avcc laquelle elle doit
être en conlact aux environs du point P. Or lê contact dês
deux surfaces a loujours lieu dtfns un même plan AP, paral-
lèle à 1'axe CB de l'hélicoide et perpendiculaire au plan de Ia
figure. Tous lês points de conlacl succcssifs deFliélicoideavec
Ia dent de Ia roue OA sont à une moine distance de 1'axe
CB, et, par suite, 1'inclinaison sur lê plan de Ia figure du plan
langent àl'liólicolde en cês poinls P, P' cst toujours Ia mème.
Lês profils RI>, B'P' doivent être toucbés par cê plan langent;
il en resulte que Ia vérilable forme de Ia dent R.P cst l'enve-
loppe d'un plan mobile, dont Ia trace sur lê plan de Ia figure
est tangente à Ia développante BP, et qui íait avec cê plan un
angle constant. La surface enveloppe de cê plan mobile est un
hélicoüde développable, dont l'arête de rebroussement est
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une hélice tracce sur lê cylindre OA. On ne doit doriner du
reste à Ia dent qu'une faible épaisseur.

La vis sans íln peut et ré construite de telle sorle, que Ia vis
mène Ia roue sans que Ia roue mène Ia vis; c'est cê qui
arrive si lê pás de 1'hélice est sufíisamment petit.

Si, au contraire, lê pás de 1'hélice est três allongé, Ia roue
peut mener Ia vis sans que Ia vis puisse mener Ia roue ; on
emploie un engrenage de cetle nature dans lê régulateur à ai-
lettes.

Enfin, pour dês valeurs moyennes du pás, 1'engrenage est
reciproque.

La recherche dês conditions de Ia transmission apparlientà
Ia théorie du frottement dans lês machines.

On peut transformer 1'engrenage de Ia vis sans fin en un en-
grenage de deux rouesà axesreclangulaires non concourants.
Imaginons pour cela qu'on augmente lê rayon de Ia vis, en en
réduisant Ia longueur, et en multipliant lê nombre dês filets
hélicoldaux; on obtiendra par cetle transformation deux roues
engrenant l'une avec 1'autre, par dês dents hélicoidales tracées
obliquement aux couronnes.

RENSEIGHEMENTS PRATIQUES SUR LÊS ENGRENAGES.

239. Lê pás S d'un engrenage se calcule par Ia formule

s = —
m '

m étant lê nombre de dents d'une roue, et R lê rayon de sã
circonférence primitive.

La roue conjuguée devra donnerla même valeur de S:

S=:
m'

Sur chaque roue, lê pás S est Ia somme du pkin et du
creux; lê creux est égal au plein de Ia roue conjuguée, plus
un jeu. • L -~

Lês pleins dês deux roues conjuguées peuvent nêtre pás
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éfaux; cela orrive si lês denls dês deux roues ne sont pás
formées de Ia même matière, lês denls en fer deniandant

' moins de largeur, par exemple, que lês dents en bois.
. Lê j eu doit varier avec Ia nalure dês malières employées
pour lês denls, et aussi avec lê soin apporté à 1'engrenage; on

l l
lê fait du jrr au JTTJ du plein pour lês engreriagcs à denls mé-1 u* 20

l l
talliques, et du -^ au jyr pour lês engrenages à dents en bois.

M. Willis indique lês proportionssuivantes comme adoptces
dans Ia meuncrie.

Saillie de Ia dent, en dehors de Ia circonférence
Çf

primitive. . • . „ . . . ^ S .

Profondeur du creux, en dedans de Ia môme cir-

conférence -A-S_

Jeu au fond du creux „ . .

Largeur du plein de Ia dent sur Ia circonférence

primitive • . . . . . . , . . Ã"
Largeur du vide sur Ia même circonférence.

Jeu sur Ia circonférence primiíive. . . . l
12

S.

Dimensions dês dents. — On calcule lês dimensions dês
dents par lês formules suivanles:

Soit Pia pression muluelle qui s'exerce entre deux dents en
prise;

K un coefficient constant;
L Ia saillie totale de Ia dent, mesurée à partir du fond du

creux ;

b 1'épaisseur de Ia dent, mesurée dans lê sens dcs géné-
ratrices du cylindre, ou perpendiculairement au plaíi de Ia
ioue ; . -

HÉC.. COLUtiXOX. 2-4
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h, Ia largeur ou lê plein, mesuré sur Ia circonférence pri-
mitive.

P est exprime en kilogrammes; L, b, h sont exprimes en
mètres.

l" Lês quantiíés L et h sont liées entre elles par lês for
mules ;

L ==; l , 2 h, si 1'engrenage est soumis à de grandes charges ;
L = 1,5 h, si 1'engrenage est soumis à dês charges mé-

diocres.
2° On a de plus 1'équation

Dans cetteéquation, on peut faire K= 230,000 si Icsdents
sont en fer, et K— 145,000 si elles sont en bois.

5° La valeurde b doit êlre comprise eníre 5/i et6/í, suivant
que P est plus ou moins grand.

On a dressé dês tables qui donnent cês dimensions pour lês
cas lês plus usuels.

Dimensionsde Ia jante. — La janíe dês roues d'engrenage en
fer reçoit une largeur égale à 1'épaisseur b dês dents ; et une
épaisseur (dans lê sens du rayon) égale à Ia largeur dês dents,
A, ou bien auxf de cette largeur si l'on ajoute une nervure
intérieure. Si Ia roue est exposée à dês chocs, on fai t saillir Ia
janíe laléralement aux dents, de maniòre à leur fournir un
appui à leurs deux extrémilés.

Pour lês roues en bois, Ics dents sont dês alluchons rappor-
tés qui traversent Ia jante et débordent à 1'inléricur ; on lês
fixe solidemenlau moyen de coins en bois.

Dimensions dês bras. — Lê nombre dês bras de Ia roue dépend
de son diamètre ; pour lês petites roues au-dessous de lm,50
de diamètre, on met quatre bras.

On en met 6 pour un diamètre variable de lm,50 à 2m,50;
8 — de 2m,50 à 5m,00;
10 — de 5m,00 à 7m,00.

La section du bras est en general une croix, dont lês dimen-
sions vonl en diminuant du moycu à Ia jante. Lcs saillies la-

PRATIQUES. . 571

• lérales de Ia croix se fondent avec Ia nervure intcríeure de Ia
jante, s'il existe une telle nervure.

Lê calcul de Ia section de cês pièces est un problème de Ia
résistance dês matériaux.

Lês frolternents sont plus durs quand lê contact dês proíils
enprise a lieu en arrièrede laligne dês centres, que lorsqu'il
a lieu au dela' de cette ligne; si donc une dês roues est toujours
Ia roue menante, etTautrela roue menée,il est bonde faire en
sorte que laprisesoit moins longue avantla ligne dcs centres
qu'après, en d'aulres termes, que Vare d'approche soit moins
long que l'are ds retraite; on donne par exemple au premier
une longueur égale à Ia moitié du pás, et au second une lon-
gueur égale aux f du pás. Cela suffit pour assurer Ia conti-
nuité de Ia íransmission.

TRAINS DE ROUES DEKTÉES,

240. Soit proposé de transformer, par une série de roues
dentées exlérieures lês unes aux autrcs, une roíafion uni-
forme w autour d'un axé A en une rotation uniforme w' au-
tour d'un axé parallèle B. Lês vitesses angulaires w et w' sont
données, et leurs sens sont determines.

Si w et o>' sont de même sens, il faudra au moins une roue
intermédiaire entre lês deux arbres A et B pour assurer
Ia transmission sans qu'on ait recours aux cngrenages inté-
rieurs.

Attribuons aux rolations u et o/ lês signes -f- ou —suivant
lê sens dans lequel cês rotations s'effecluent. Jmaginons dês
axes intermédiaires,

PI. P,,-.. P»,
autour dcsquels nous supposerons lês vitesses

wll "21... &)„.

Sür chaque axé Pt nous plaçons deux roues dentées, in-
variablement liées ensemble; Ia première, raunie de m,, dents,
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engrene avec une roue de 1'arbre IVi; Faulrc, munie de
Ht dents, engrene avec une roue de 1'arbre P^; en resume,
nous pouvons représcnter Ia transmission par lê diagramme
suivant:

EKL

???0 est lê nombre de dents de Ia roue fixée sur 1'arbre A, et
i+1 celui de Ia roue fixée sur 1'arbre B.
Nous aurons Ia suite d'équations :

/'-t

"« /*»+!

Multipliant cês équalions membro à membre, il vient

Pl,"-3--PB+1

Lc rapporí - éfantdonné avec son signe, on verra d'abord
" " W '

s' i lfautprendrepour n un nombre pair ou impair. On pourra

DE RODES DEHTJÈES. 575

íouiours chnnger lê signe du rapport en introduisant entre
deuxarbres consécutifs, P,£ etPt+1, un arbre portant une roue
parasite qui engrene à Ia fois avec Ia roue mk et Ia roue [>.k+l

(g 216); lê nombre de dents de celte roue n'inílue pás sur lê
rapport dês vitesses angulaires.

Laissons donc de cote lê signe, auquel on pourra toujours
satisfaire, etproposons-nousde trouver lês nombres dedenls
m0,...,mn, i*!,.., p^+iqui vérifient lê mieux possible en valeur
absolue Féquaüon

Lapremièrechose à faire, c'est dedéterminerdeuxnombres
entiers N et N', proportionnels à u' et w; ensuitc on décompo-
sera N et N' en un même nombre de facteurs enliers ; on doit
chercher à rendre cês facteurs au moins égaux à 8 et au plus
égaux à 120; alors on pourra lês adopter comme nombres
dês dents à attribuer à chaque roue.

Lê problòme à résoudre consiste donc d'abord à trouver

l'expression approximative du rapporí — par une fraction
w

N' ' . '
1̂ - dpnt lês termes puissent être décomposés en facteurs

compris enlre lês limites convenables.

241. On peut réduire lê rapport --en fraction continue, et

N
prendre pour ^ l'une dês réduites de celte fraction continue,

ou bienPune dês fraclions intermédiaires que l'on peut inter-
caler entre deux réduites conséculives. Onessayera parmi cês
diverses fractions celle qui se prête lê mieux à Ia décomposi-
tion demandée. On peut d'ailleurs introduireaux deux termes
de Ia fraction que l'on adopte un ou plusieurs facleurs com-
muns, pour compléter lê nombre égal de facteurs qui doit
se'trouver définitivement dans lês deux termes, chacun de cês
facteurs indiquant lê nombre de dents d'une roue.
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Soit proposé par exemple de réaliser un rapport de vitesses
823

angulaires égal à-r^- On essayera d'abord de décomposer lês

(ermes en facteurs; mais Ia fraction s'y refuse, parce que 825
est un nombre premier.

Elle s'exprime par Ia fraction continue suivante:

i823
407 :

45
l

"'I!

lês réduitcs successives sont :

2 91 300 823
l 45 181 407'

Si l'on prenait Ia troisième réduite, qui diífèrede lavaleur

de Ia fraction d'une quantité moindre que

rait pour Ia raison du train

.5CO__ 2x5x01

j~, on au-

_
Isl m

Mais 181 est un nombre premier plus grand que Ia limite
admissible. On essayera ensuite Ia íraction inlermédiaire en-

tre ÕT et j^» obtenue en ajoutant cês deux fraclions terme

à terme ; il vient

566 + 91 _ 457
181+45 ~2*0'

fraction irréductible, car457 est premier.
, , ,. 366 457 823 t . , ,.

Aucune dês tractions -r-^r, -y^j j^= ne se prete a Ia décom-

91position. Aussi on s'en tiendra à Ia fraction -^ et cê rapport
45

pourra se rcaliser de plusieurs manières ; par exemple :
1° Avec un engrenage direct; une roue de 91 dents engre-

nant avcc une roue de 45;

DE ROUES DENTÉES. 575

2° Avec un train de deux arbres tournants.
On a en cfíct

91=7x13

et
45 = 9X5.

Lês nombres 7 et 5 étant au-dessous de Ia limite inférieure 8,
on lês muUipliera tous lês deux par 2, cê qui n'allère pás Ia
raison de 1'équipage; et on obliendra lê train

m» = 14 /J-i=.Q
m1 = 13. //2 = 10,

dont Ia raison est
_ 14 x 15 _ 91
' ~ ü X 10 ~45'

91La fraction -r= diffòrc de Ia véritable valeur du rapport
4o

l l
donné d'une quantité moindre que-r-r T5T = BTT=-H 4 45x181 814o

L'erreur aurait été plus grande si l'on avait altere
d'une unité lês termes dês fraclions précédemment essayées
pour lesrendre décomposables en facteurs.

Nous ferons connailre bientôt une mélhode qui conduit à
dês solutions plus rigoureuses; elle resulte de 1'emploi dês
trains épicycloíclaux.

242. Lê problème qui suit se presente souvent quand il s'a-
git de choisir lês nombres de denls pour un train de roues
denlées.

' n f1

Etant données deux fractions irréductibles y, -^i dont Ia pre-

mier e est plus petite que Ia seconde, trouver Ia fraction - com-

prise entre cês deux fractions, qui soit exprimée par lês moindres
nombres x et y.

, Nous avons par hypothèse Ia double inégalité
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raultiplions par bdy pour chasser lês dénominateurs, il \ien-
dra

aãy < bdx < cby.

Nous pouvons poser

bdx— ady = p,
bdx — cby =— q,

en appelant p et ç dês entiers positifs indetermines.
Divisons Ia première équation par d, Ia seconde par b ; nous

aurons

Par conséquentp est un multiple de d, et q un mulliple de
b. Cês équalions résolues par rapport à «et y nous donnent

-, c 4- a_ d _ b
bc—ad

— Ji±l_
6c — ad'

Doncp + g est un multiple du déíerminant h = bc —

du groupe
d c

,,. , T., a cl megalite j- < -,

lequcl déterminant est posiüf, à cause de

Lê môme déterminant doit de plus diviser - c + ? a.
d b

Un nombre limilé d'essais conduira à Ia solution chcr-
chée.

Lês moindres valeursdeo; et y correspondent aux moindres
valeursdep et g; or p est un dês termcs de Ia suite d, 1d,
3í/..., et g est un desterroes de Ia suite b, 26, 3fc. . .

En vertu de Ia troisième conclition p + q doit être compris
dans Ia suite A, 2A, ÕA....

. " DÊS K031BRES DE DENTS. 377

On satisíait aux qualre conditions à Ia fois en posant

p = àd,

Car alors p+• q — A (d + b) est múltiplo de A, et

Pc+.1a=b(c+-a) est aussi multiple de A. II est donc
d b
inutile de pousser lês séries dês multiples de d et de b au dela
de leurs AíáMS termes, et l'on aura par suite à essayer auplus
A2 combinaisons.

243. Deux cas particuliers sont à remarquer :
1° Si A —l, Ia solution consiste à poser p = d, q—b, et par

suite a+'c est ia fraction Ia plus simple qui soit comprise en-

n c
tre lês fractions données, T > y Lorsque bc—ad=l, lê déter-

minant du système
b b + d,
a a + c,

est égal à b (a + c] — a(b+-d)—bc— ad = A=l.
De même lê déíerminant

b + d d
a + c c

est égal à 1'unité; de sorte que Ia fraction intercalaire pos-
sède, par rapport à chacune dês fractions données, Ia pro-
priélé exprimée pour celles-ci par 1'équation A=l l.

2° Si b et d sont premiers entre eux, Ia quatrième condilion

est eomprise dans Ia troisième. En effet -,C + T« élant divi-
d b

sible par A, pbe+qda est divisible par bd\. Or je dis qu'il
suífit que p+-q soit multiple de A pour que pbc + qdasoit
multiple de MA.

1 M. Brocot a fondé sur cette remarque une méthode pour Ia recherche du
nombre de dents d'un équipage de roues dentées.
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Soit^ = mA~í-s,métant lê quotient et s lereste de ladivi-
sion ãep par A. Nous aurons aussi g=m'A — s, en appelant
m' lê quotient pris par excòs de Ia division de q par A. Lês
nombres m et m' sont tous deux entiers.

Donc

pbc-\-qda~mb.bc-\-sbc-\-m'\da — sela

= A (mbc + m' da] + s (bc — ad )

= A (mbc + m'da + s),

et par conséquent pbc + qda est mulliple de A dês que, p + q
est lui-même multiple de A.

H en resulte que pbc-+-qda est divisible par bdà.. Car, puis-
qu'on a bc — ad = \ et que b ef d sont par h ypothòse premiers
entre eux, b et A sontaussi premiersenlrecux, sans quoi tout
facteur premier commun à 6 et à A, diviserait ad, cê qui est
impossible, ni a ni d n'ayant de facteur commun avec b. De
môme d et A sont premiers entre eux.

Lês trois nombres 6, d, A sont donc premiers entre eux
deux à deux, et Ia somme pbc + qda, divisible à Ia fois par
cbacun de cês nombres, est divisible par leur produit.

244. Application. — Soit proposé de trouver Ia fraclion Ia plus
. , . - 16 ,17simple comprise entre ̂  et ̂ .

Nous aurons

a = 16,

6 = 25,

c— n,
d= 20,

A=25xl7 — 16x20 = 425 — 410 = 0.

Essayons successivement pour p lês mulüples de 26, et
pour q lês multiples de 25; puis formons lês sommesp-í-^.
On oblient ainsi lês résulfats inscrits dans lê tableau suivant
(lês nombres soulignés sont, parmi lês sommesp -+- q, Ics mul-
tiples du déterminant A) :

DÊS NOMBRES DE DENTS. 379'

p —
25

50

75

100

26

51

76

101

126

52

77

102

127

78

103

128

153

104

129

154

130

155

180

Lamoindre solulionalieu pour p = 26, 4 =100; Ia somme
p + q est égale à 126, qui est multiple de 9. D'ailleurs lês dé-
nominateurs 25 et 26 éíant premiers entre eux, Ia quatrième
condition est satisfaile dês que lês trois premières lê sont.

Donc enfm
l X17 +4X 16

y
126 , ,

y =_•=!*.

1 = 9,

9
La fraction cherchée est j^.

On aurait d'autres Solutions en prenant p = 78 et q = 75 r

ou bien p=130 et</=;50; Ia première hypothèse donne Ia
11 13fraction 5-=, et Ia secondela fraction jr^, toutes deux com-

prises entre KE et ̂ , mais doní lês termes sont plus grands
ÍÜ Ã\)

9
que ceux de Ia fraction 7-7 .i 14

9
Y est donc Ia solution défmitive.

TKAINS ÉPICYCLOIDAÜX.

' , 240. On appelle train épiajdoídal un appareil de roues den-
tées dont Ia premiòre est montée sur un axé fixe O, tandis que
lês suivantes sont montées sur dês axes mobiles, entraínés par
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un Iras ou chassis OA, Icquel tourno autour de 1'axc 0. Si, en

A mêrae temps que Ia premièrc roue O
-^^ tourne, on communique au bras OA

^^^^ un mouvement de rotation autour du
°-- "̂  point O, lê mouvement cffectif dês

1'lg'2ü4' roues du train será un mouvement
composé, résultant de leur liaison avec Ia roue O et du mou-
vement du bras OA.

Appelons w Ia vitessc angulaire de Ia première roue O, et
w' Ia vitesse angulaire d'une roue déterminée du írairi, ayant
son centre quelque part enAsur lebras OA, ceüe vilesse angu-
laire étant prise par rapport à dês axes de direction constante
menos dans son plan par lê centre A de cetle roue ; soit enfln
u Ia vitesse angulaire du chassis autour du point 0. La vitesse
angulaire de Ia roue A par rapport au chassis será égale à
w'—u• (g 104 et 94); et Ia vitesse angulaire de Ia roue O par
rapport aumente chassis será w — «; donc lê rapport dês vi-
tesses angulaires simultâneos dês roues A et O, par rapport à
un môme syslème OA, est égal à

Ge rapport est êgal à Ia raison e de 1'équipage de roues
dentées forme par Ia roue O et lês roues qu'elle met cn mou-
vement jusqu'à Ia roue A inclusivement (§ 219); or le nom-
bre e ne dépend que dês nombres de dents dês roues qui
constituent Ia transmission. On a donc

&/ — u

Cette formule est générale, pourvu qu'on attribue lês si>nes
convenables aux vitesses angulaires <o, o/, «, et à Ia raison s
Elle est due à M. Willis.

246. Exemple. Eúgrenage planétaire de Watt.— La première
roue O et Ia dernière roue A ont lê même nombre de dents et
engrènent 1'une avec 1'autre: on fera donc e=—1.

La scconde roue A est fixée invariablement à l'extrémité
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d' ne bielle AB, qui se mcut parallèlement. à ellc-mème : donc
tó' = 0 Lê mouvement de Ia bielle trans-
met au lien OA, autour du point O, un
mouvement de rotation dont Ia vitesse
angulaire est u. 11 en resulte pour Ia
roue O une vitesse angulaire, w, donnée
par Ia formule (i) en y faisantV = 0
ete=—1; onen déduit ü> = 2w.

La roue O fuit donc deux tours quand
lê rayon OA en fait un.

247. Autre exemple de train épicycMdalplan. - Dcux roues
dentées a, a', indèpendantes l'une del'autre, sont montões sur
un même arbre AA. Cês roues engrènent 1'une avec Ia roue g,
Taulre avec Ia roue p', qui sont
liées invariablemehl 1'une à
l'autre par Taxe CG, lequel est
lui-même entrainé par lê bras
BB, aulour de l'arbre AA. On
imprime à l'arbre AA, et par
suite au bras BB, une vitesse
angulaire u; on imprime en
même temps une vitesse angu-
laire u à Ia roue « autour du môme arbre. On demande quelie
será Ia vitesse angulaire o/ de Ia roue a'.

Appliquons Ia formule générale (1) au train épicycloidal
forme par lês roues a, £ et lê bras BB; w" étant Ia vitesse an-
gulaire du système rigide p, £', par rapport à dês axcs mobiles
de direction constante, et e Ia raison de 1'cngrenage («, P), on
aura

La même formule peut s'appliquer au train forme par lês
roues a', (i' et lê bras BB, et si nous appelons e' Ia raison de
1'cngrenage (a' (V), nous aurons de même

u'— U
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Divisons cês deux équations l'une par 1'autre; nous élimU
nons w", et il vicnt

•ou bien

tu' U

a — u '

ew — eV=(e — s'} u,

équation qui donnew' en fonction de w et de M. Supposonspar
exemple que Ia roue a ait 10 dents, et Ia roue (3, 15 dents;
que Ia roue «'ait 25 dents, et Ia roue (3', 12 denls; il cn rcsul-
tera

Supposons en outro que Ia roue a reste immobile, cê qu'on
exprimera en faisant w— 0. Ilviendra, entre lês viíesses angu-
laires w' et u, Ia relalion

donc

2o ,_ /IO 25\ ___ 255
12 w ~~~ \13 ~ IV " ~ 15X12 "'

25x15

La roue «' et lê bras BB tournent donc dansle môme seus.

PROBLÈME.

'248. Sur 1'arbre AA est montée une roue M, qui engrene
avec une roue N, montée sur un axé BB. En un point donné

de l'un dês rayons de cette roue N, est fixe un axé CG, lequel
cst entrainó dans Ic mouvement de Ia roue N, et porte deux
roues solidaires, P et Q. La roue Q engrene avec une roue
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fixe S, montée sur 1'axe BB. La roue P engrene avec Ia roue
mobile R, montée également sur 1'axe BB.

On demande de détermirier lê rapport dês vitesses angu-
laires dês roues M et R, connaissantles nombrcs

m, n, p, q, r, s,

dês dents que portent respectivement lês roucs
M, N, P, Q, R, S.

On observera que lês trois roues N, R, S, bien que montões
sur lê même axé géométrique, sont indépendantes lês unes
<les autres.

Appelons:
w Ia vitesse angulaire de Ia roue M;
w' Ia vitesse angulaire de Ia roue N, qui será aussi Ia vi-

tesse angulaire du bras porte-train de 1'arbre CG;
w" Ia vitesse angulaire, par rapport à dês axes de direction

constante, de Farbre CG, et dês deux roues solidaires qu'il
porte;

ü>'"la vitesse angulaire de Ia roue R.
La viíesse angulaire de Ia roue S estnulle.
Soit n Ia raison deFengrenage (M, N);
e' Ia raison de Fengrenage (P, R);
e" Ia raison de Fengrenage (Q, S).
Nous aurons lês relations suivantes:

E = ^ = — — (engrenage extérieur M, K),

e' = "„ ~ ", = — jj (train épicycloidal P, R),

- (train épicycloidal Q, S).
s '

On a donc



384 TRAINS

Celte derniòre équation résout Ia quesliòn.
Supposons en second lieu qu'on introduise une nouvelle

roue faisant corps avec Ia roue M, engrenant avec Ia roue S,
et poríant m' dents. La vitesse angulaire de Ia roue S ne será
plusnulle; appelons-law iv; etsoite'"la raison de 1'engrenage
forme par la roue S et Ia nouvelle roue. Nous aurons Ia série
d'équalions:

dl W J' '

Cijlf f

M líi'

On en dóduit

et erifni

n gr \m> n

PARADOXE DE FERCUSSON.

249. Une roue d'engrenage A est íhe; autour de son axé
tourne lê bras poríe-train BB. Ce bras porte deux axes a et p
parallcles au premier.

Sur Taxe a est moniée une roue C, qui engrene d'un cote
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Fig. 258.

avec Ia roue fixe A, et de 1'autre avec trois roues folies P, Q, R,
monlées sur lê même
axé (3.

La roue A porte n dents;
La roue P en porle

n -+-1;
La roue Q, n;
Et Ia roue R, n — 1.
Lê nombre dês dents de Ia roue C est inclifíérent.
On propose de déterminer lês vitesses angulaires w^, w'2, to'3,

dês trois roues P, Q et R, íorsqü'on donne au bras porte-
train une vilesse angulaire w autour de l'axé fixe A.

La formule e = s'applique successivement aux trains
w — u l

épicycloidaux (A, P), (A, Q), (A, R), et donne, pour lê premier,

donc

w . = u

pour lê second,

donc

pour lê troisième,

donc

n + l — u

n l . .
r u = u X r , valeur positive;

n +1 n + l *

n o/o — u
n —u

2=0;

n o/< — «

— l—r u = u x - r , valeur négative.— i ti — i

La roue P tournera donc (par rapport au bras porte-train)
dans lê même sens que lê bras portc-trainlui-même; Ia

1IÉC. COUIGXON, 25
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roue Q restera immobile, et Ia roue R tournera en sens con-
traire.

Ce résultat semble paradoxal, parce que, lês trois roues
P, Q, R ayant à três peu prós lê même nombre de dents, on
s'attend à lês voir prendre dês mouvements identiques.

EXEMPLE DE TBAIN ÉPICYCLOlDAL SPHÉIUQÜE.

250. On appelle ainsi lês trains épicycloidaux qui renfer-
ment dês roues d'angles.

Un arbre AA' tourne autour de son axé avec une vitesse
angulaire w, en entraínant dans son mouvement lês deux roues

dentées B et C. La roue B en-
grene avcc Ia roue D, qui fait
corps avec une roue K.

La roue G engrene avec Ia
roue E, qui fait corps avec
une roue F.

La roue F engrene avec
une roue G , et Ia roue K
avec Ia roue H; lês roues G
et II sont solidaires, et mon-
tões toutes deux sur un ar-

bre mobile, II', autour duquel clles tournent librement.
L'arbre II' est lie invariablement à un autrc arbrc LL', qui

traverse lês roues D, E, F, K en leurs centres.
On demande lavilesse angulaire Q de cet arbre LL'.
Tous lês mpuvements consideres s'accomplissent aulour

d'a.xes concourants au point I, intersecüon dês axes II' etLL'.
Soient b, c, d, e, f, g, h, /c, lês nombres de dents dês roues

de 1'équipage.
La vitesse angulaire du système D K autour de 1'axe LL'

. , , b
será egale a w x -,.

De même Ia vitesse angulaire du système EF autour du

Vig. 253.
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même axé será égale à wX- . Lês deux vitesses angulaires
C

sont dirigées en sens contraire 1'une de 1'autre. Si nous re-
gardons Ia première comrne positive , nous devons regar-
der Ia seconde comme négative. Nous pouvons de même atlri-
buer un signe à Q, en lui appliquant Ia même convenlion.

Imprimons par Ia pensée aux trois systèmes DK, EF et II'
une vitesse angulaire, autour de Taxe LL', égale et contraire à
Q; alors lês roues H et G seront ramenées à tourner autour d'un
axé fixe, et lês systèmes DK et EF seront anirnés respeclive-
ment de vitesses angulaires égales, en grandeur eten signe, à

et

— «x — n,e

autour de 1'axe commun LL'. La vitesse angulaire apparente

de Ia roue F será égale^en valeur absolue à ü> x - 4- Q.
G

Soit donc w' Ia vitesse angulaire du syslòme HG autour de
sonaxelTsupposéfixe; nousaurons pour lês deux engrenages
coniques (K, II) et (F, G) , en prenant lês rapports dês vi-
tesses angulaires absolues, lês relations

. (a X -j — QJ £=«'&,

c,) X - + Q /-= U'g.

Éliminons w' par Ia division, et nous aurons, pour délenni' '0 „
ner- , l equation

» x - — n

» x + o.

. ,
x -

f (J
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gle K, qui maintenant est supposée mobile aütour d'un axé
fixe. La vitesse angulaire qu'clle reçoit du systèmc eG est donc

Q

égale à (w" — u) Xrr-, et celle qu'elle reçoit dusystème /li est

dirigéeen sensconlraire, et égale par conséquent,engrandeur

et en signe, à (u — w"i) x*,- Cês deux vitesses doivent être

égales: donc

équation d'oú lês nombres G, H et K disparaissent comme
facíeurs communs, car nous savons que 11=; G.

Donc

Supposons que lê rapport de M à w soit exprime par une
P •

fraction , ^, dans laquelle lê numérateur P soit un nombre

premier três grand, lê dénominateur Q étant un nombre
décomposable en facleurs compris entre lês limites conve-
nables. Posons, par exemple,

Q = qq'f,

en n'admet(ant que trois facleurs, Nous aurons à satisfaire à
1'égalité

« _ P _ P .
w ~" Q ~ q q' q" '

et nous pouvons décomposer cette fraction en deux fractions
plus simples. Soit en effet

- = _ , _
q q'q" q'q"'*'q f

On en déduira

équation résoluble en nombres entiers, pourvu que cf et q
soient premiers entre eux.

SPIIÉRIQUE. 591

Ouand on aura trouvô Ia solution Ia plus simple de cette
équation, on pourra poser

J /__1 /CE , DF\
92" 1\ce'df)

II suffira de prendre

«t de faire en sorte que

•et

c = q',

• =/=«",
*=q,

CE-='2a;

DF = lij.

252. Voici un exemple de décomposiüon donné par Ed-
mond Bour1; il s'agit d'établir un train reliant Paiguille dês
heures d'une horloge à uneaiguille faisant untour enüer dans
une lunaison moyenrte, c'est-à-dire dans 29 jours 12 heures
44 minutes 3 secondes, ou enfin dans

2551443 secondes.

Lê temps du tour entier de 1'aiguille dês heures est 12 heu-
res, ou 45200 secondes.
' Lê rapport dês vitesses est donc

2551445 850481
45200 14400 '

Lê numérateur est un nombre premier; lês trains de roues
dentées ne permettraient donc pás l'établissement exact du
rapport donné.

On peut décomposer 14400 en quatre facteurs

3x3x04x25.

Partageons-les en deux groupes, de manière que lês pro-
duits partiels dans chaque groupe soient premiers entre eux;
par exemple

3x3 et 64x25.

1 Cinématique, p. 259.
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Puis faisons

850481_ a; y
1-íiOO ~3X 3 6ÍX25

II en resulte 1'équation indéterminée

1600a: +ry = 850481,

qu'il s'agit de résoudre en nombres entiers posilifs.
On satisfait à l'équation en prenant x =• 500 = 20 x '25;

d'oü

y==85M81--800000 = 5MgÍ3ES609==7ix79j

Gel te solution a 1'avantage d'admettre dês facteurs compris
dans lês limites convenables.

On a donc identiquement

850Í81 20x25 , 71x70
14400 ~~ 3x3

et l'on devra déterminer lês nombres de den)sC,E,ü,F,c,e,rf,/',
dês roues deTéquipage de manière à satisfaire à 1'égulité

1 /5? o, ?J\ _ 2o •2 5 71.79
2 ( Te + 'df) ~ ~3T3~ + ÜÍT25'

On fera par exemple : -

c = 6 •
e=0
C = 80
E = 50
d = 52

; /• = 25
D = 71

' ' F = 70,

CHAPITRE III

DÊS G A M E S ET DÊS C O U R B E S R O U L A N T E S .

253. La carne est une partie saillante, b, adaptéeà un arbre
tournant,et destinée à soulever lê mentonnet, a, d'un pilon ou
d'un martcau, qui retombe quand Ia carne cesse de lê soute-
nir. Lê mouvement de 1'arbre, 1'espace-
ment dês carnes, et Ia levée du pilon ou du
marteau, doivent être réglés de telle sorte,
que Ia chute soit terminée avant que Ia
carne suivante soit en prise avec lê men-
tonnet.

On diminue lês résistances en faisant
passer Ia carne à tra-
vers une fente prati- III
quée dans Ia tige du
pilon (f ig. 262); elle
agit alors sur un rou-
leau r mobile autour
de son axé; ou bien on
fait passer Ia tige du
pilon entre deux carnes
jumelles, qui agissent
sur une traverse pas-
sée dans 1'axe de Ia
pièce. Cês diversos dispositions ont 1'avantage d'éviter Ia

Fíg. 261.
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pousséc lalérale exercée par Ia carne sur lê pilon et lê fro !-
tement du pilon contre sés guides.

TIIÉORIE DÊS CAMES ET MAETEAUX.

254. Une carne G est flxée au pourtour de Ia circonférence
d'un arbve tournant T, mobile autour de 1'axe projete en A
(fig. 265). Lê contour EF de cette carne soulève un mar-

Fig. 203.

teau II, mobile autour de 1'axe projete au point O, et lê laisse
retomber lorsque 1'arbre tournant continue sã marche. 11 re-
sulte de lá que lê mouvement circulaire continu de l'arbre T
produit pour lê marteau H un mouvement circulaire alterna-
tif, dans lequel Ia carne agit seulement pour soulever lê mar-
teau, etPabandonne à son proprepoids quandil doitrctomber.

On demande lês rapports dês vitesses angulaires du mar-
teau et de Ia carne, à un instant quelconque de Ia période du
soulèvement du marteau.

Soit M, à cefinstant, lê point de contact dês deux pièces.
Appelons wla vitesseangulaire de Ia carne autour du point A,

et w' lavitesse angulaire correspondante du marícau.
Dans un temps dt infiniment court, lê point M, considere

comme appartenant à Ia carne, décrit un are élémentaire
MP=MA Xwdí, perpendiculaire au rayon AM.

Lê même point M, considere comme apparlenant au mar-
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teau, décrit dans lê môme temps un are élémentaire MN, égal
à OMXw'dí et perpendiculaire au rayon OM.

Lês deux points qui, au commencement du temps dt, étaient
en coincidence au point M, s'écartent donc l'un de 1'autre à Ia
distance NP au bout de cê temps. L'arc NP est l'ar c de glisse-
ment du marteau sur Ia carne (§ 182), et comme cês deux
corps setouchentau point M, on doit admettre (en ncgiigcant
lês infiniment pctils d'ordre supérieur au premier) que lê
glissement mutuei a lieu suivant Ia tangente commune, cê qui
revient à dire que Ia direction de 1'élémènt NP est parallèle à
Ia tangente aux profils en prise au point de M, ou qu'elle est
perpendiculaire à Ia normale commune MI à cês deux profils.

II est facile de construire un triangle semblable au triangle
infinitésimal MNP. Prolongeons OM, et du point A menonsAR
parallèle à MI. Lê triangle MAR será semblable au triangle MNP,
comme ayant sés cotes respectivement perpendiculair.es aux
cotes de cê triangle. En effet, MA est perpendiculaire à MP, MR
à MN, et AR à NP ; donc on a Ia suite de rapports égaux

JfP NP
: Ã R '

ou bien

- M A . x « r f t _ N P
MA ~~ AR'

La première égalité nous donne lê rapport dês vitesses an-
gulaires

oi '_MR.
ã ~ OM '

mais lês droites IM et AR élantparallèles, nous avons aussi Ia
proportion

M R _ I A
GM~~ÕV

et par suite
w'_IA
u ~ 01'

Lê rapport dês vitesses angulaires dês deux corps en contact
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est donc à chaque instant éfjal au rapport inverse cies seyments
determines sur Ia ligne dês centres par lanormalecommune aux
deux profils euprise.

NP
Lê troisième rapport,-TJ= , nous fait connaítre Ia valeur de

.A. ií

l'are de glissement; nous avons en eífet

NP = AR x udt.

Lês triangles semblables OIM, OAR nous donnent

mais de Ia proportion

ori déduit

01 oi'
Donc

et par suite

AR = MI x—

NP = MI x (M'

NP1M'
La vitesse de glissement -j- est donc éyale au produit de Iad t .

somme, u -+- w', dês vitesses ancjulaires par Ia longtieur MI de Ia
normalecommune, prise entre lê point de contacl M dês deuxpro-
fils et Ia ligne 00' dês centres.

Nous retrouvons ainsi, par une arialyse directe, Ics résul-
tats obtenus dans Ia théorie générale dês engrenages comme
application dês principesdu inouvement relalif (g215et 216).

Si, au lieu de mettre en mouveraent un marleau, Ia carne
soulevait un pilon, lês résultats que nous venons d'oblenir
seraient encore applicables; il suffirait de supposer que lê
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point O s'éloigne à 1'infini, dans une dircction AO, perpendi-
culaire à Ia course du pilon.

Pour que lê rapport dês vitesses angulaires dês deux corps
en prise soit constant, il fautque lê point I soit fixe sur lalignc
OA: c'est cê qui a lieu dans lês engrenages.

Si l'on veut que lê glissement soit constamment riul, il
faut que lê point de contact M dês deux profils ne sorte pás
de Ia ligne dês centres; alors lê rapport dês vitesses angulai-.
rés est nécessairement variable.

COUliDES ROULANTES.

255. SoientMN, PQ, deux courbes solides, mobiles dans
leur plan, Fune MN, autour du point 0,1'aulre PQ, autour du
point O'. Nous supposerons
que cês deux courbes agis-
sent 1'une et l'aulre par con-
tact direct, coi»meune carne
sur un marleau, et nous
nous proposerons de déter-
miner Ia condilion néces-
saire et suffisante pour qu'elles roulent l'une sur 1'autrc dans
leur mouvement relatif.

II faut et il suffit pour cela que lê point de contact A ne
sorte pás de Ia ligne dês centres 00', car alors 1'arc de glis-
sement será conslamment nul. Lê rapport dês vitesses angu-
laires será égal à chaque instant au rapport dês segments
OA, AO, de sorte que cê rapport será variable, lê point A
n'étant pás fixe sur Ia ligne 00'.

Lês courbes roulantes apparticnncnt, en general, à Ia classe
B du premier genre de Ia classificalion de Willis.

Soit A lê point de conlact dês deux courbes à un instai t
donné.

Prenons sur lês deux courbes deux points B et C tels, que
1'arc AB soit égal à 1'arc AC. Rapportons !a courbe AB au pôle
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O et à 1'axe polaire OA, et faisons d'une manière générale
r= OB, O = BOA. De même rapportons Ia courbe AG au pôle
O' et à 1'axe polaire 0'A, en posant 0'C = r' et CO'A = Ô.

Nous regarderons ô' comme une fonction de O telle, que
1'arc AB soit égal en longueur à 1'arc AC. Quand on fait
tourner Ia courbe MNd'un angle O autour du point O dans lê
sens de Ia flèche Q, et Ia courbn PQ d'un angle O' autour du
point O', dans lê sens de Ia ílòche f, il faut que lês deux
points B et C vienncnt se confondre en un point A' de Ia
ligne dês centres, et de plus, que lês deux courbes soiení
encore tangentes en cê point. Cês deux condiüons s'expriraent
par lês égalités

r-t-í" = 2a.

en appelant 2a Ia distance constante 00', et

En effet r -j-, est ^a tangente trigonométrique de 1'angleCl T

OBN que fait Ia courbe MN avec lê rayon vecteur OB ; /•' —,

est de même Ia tangente de Tangle QCO', et 1'égalité prece-
dente exprime que cês deux angles sont supplémentaires, cê
qui assure lê contactdes deux courbes lorsque lês points B et C
viennent se reunir au point A'.

Lerapport dês vitesses angulaires dês deux courbes à l'ins-
tant ou elles ont lê point A' pour point de conlact, est donné
par lê rapport in-verse dês segments OA', 0'A', ou par lê rap-
port desrayons vecteurs r, r'. Lês équations precedentes lê dé-
monírent;.en effet, de Ia première équalion on tire en diffé-
rentiant

Donc

ROÜ1ANTES.

et par suite

On voit aussi que lês deux équations, supposées vériíiécs
pourtous lês poinls conjugues, B et C, dês deux courbes, as-
surent l'égalité dês ares AB, AC. En effet, 1'arc AB a pour dif-
férentielle

et 1'arc AC

V/d)-'8 + / W*.

Cês deux différentielles sont égales; par suite lês deux ares
ne difíèrent que d'une constante, et cette conslante est nulle,
puisque lês deux ares s'annulent cnscmble pour 0=0.

Étant donnée l'équat'ion r=F(0) de Ia courbe MN, on ob-
tiendra réquationr' = jf(6') do Ia courbe roulantc conjuguée,
au moyen dês deux équations :

d(j'= -dO=: -de.

256. Applications. — Ellipses roulantes.— Considérons deux
ellipses égales, MN, PQ, tangentes 1'ime à 1'autre au point A,
sommet commun de leurs grands axes.

Faisons tourner Fellipse MN autour de son foyer O, et l'el-
lipse PQ autour de son
foyer O'; lês deux cour-
bes MN et PQ auront
Ia propriété d'ê(re dês
courbes roulanles. II est
facile de lê reconnailre
par Ia simple géomé-
trie. Soient F et F' lês
seconds foyers dês deux courbes. Prenons sur Ia première u n
point B quelconque, et déterminons sur Ia secondeun point C

Fig. 263.
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fel, qucTarcACsoit égal àTarcAB. Lês points C ei B scront sy-
raétriques par rapport à Ia tangente AI menéeaux deux. ellipses
au point A. Joignons OB, FB, 0'C, PC. Nous aurons 0'C = FB;
donc 0'C + OB=FB -f- OB, quanüíé constante, égale augrand
axé AH de 1'ellipse, ou à Ia distance, 00' = 2a, dês centres de
rotation.La condition r -f- r'= 2a est donc remplic. Lês deux
courbes scront d'ailleurs tangentes lorsque lês points B et C se
seront réunis en un seul. Eneffc t , menons Ia tangente BT;
elle fait dês angles égaux avec lês droites FB, BO menées aux
foyers de Ia courbe; donc 1'angle FBT est lê supplément de
1'angle OBT. Mais FBT est, en \erlu de Ia symétrie, égal à 1'an-
gle 0'CT'. Donc lês angles OBT, 0'CT' sont supplémentaires,
cê qui vérifie Ia seconde condition.

Soi tc la demi-excentricité dês ellipses. Lê rapport dês vi-
tesses angulaires dês deux courbes autour dês points O et O'

variera entre lês limites ^--.- = , lorsoru'ellcs sont dans
0'A a -+- c

Cl ~ l~* C
Ia position représentée parla figure, et , lorsque lê cori-

tact a lieu entre lês points II et II'. Chaquc courbe a fait alors
une demi-révolution autour de son point íixe.

Onremarquera que, tant que lês rayons successifsOB, OB', OB"
sont croissants, Ia courbe MN peut pousser Ia courbe PQ cn
tournant dans lê sens de Ia flèche/; lorsque au contraire lê point
de conlact a dépassé lê sommet II, lês rayons OB't,OB"t sont
décroissants, et par suite Ia courbe MN serait sans action sur Ia
courbe PQ, et cê serait celle-ci qui devrait pousser Ia première.
Pour assurer ncanmoins Ia transmission de l'ellipse MN à 1'el-
lipse PQ, il suffit de garnir de dents d'engrenage Ia demi-
ellipse ABt H, et Ia derni-ellipse AQII'.

Quand 1'une dês ellipses fait un tour entier, 1'autre fait
également un lour entier; lê rapport moyen dês vitesses an-
gulaires pour un nombre entier de.tours est donc égal à
1'unité.

ROULAKTES.

SPIIíALE LOGAUITII.VIQUB.
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257. SoitMNune spirale logarilhraique ayant pour pôlelo
point O, et représentée par 1'équa-
tion

. O / A

La courbe roulante coujuguee est ^
Ia même spirale PQ, inversement
placée, et représentée par 1'équation

o'

r' = ae
—m!'

La condition r + r' = 2a será remplie si l'on prend pour O
et ô' dês valeurs satisfaisant à 1'équation

mo —m9'
e +e =2.

On a d'aillcurs, cn diffórentiant lês "qualions dês deux
courbes,

mo dr -
dr±=mae dO, donc d6= —e

—mV
— mãe dO',

Multiplions Ia première par

Ia seconde par

r' =

il vicndra

dr' m8r dr mu'
dü':= 'e =—-e •ma ma

mi

dr

Donc nZO=rW, et lês conditions d u roulement sont toutes
deux remplies.

26
IIÈC. C01.1.ICSOX.
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On a utilisé cette propriélé de Ia logaritbmique dans lê dis-
positif suivant.

O et O', centres de rotation, sont lês centres dês deux carrés
égaux BCDE, Áfgh, partagés chacun en quatre carrés plus pe-

tits par dês droites menées pa-
rallèlement aux cotes par lê
centre de Ia figure. On trace un
are de spirale logarithmique
du point A, milieu de cote BE,
au point B; un autre are, du
point A au point E, et de même
sur Ics trois autres cotes. On

en fait a u f a n t sur lês quatre cotes du carré O'. Enfin, on fait
en sorte que lê sommet A du carré O' coincide à 1'origine du
mouvemcnt avec lê milieu A du cote BE. Lês deux courbes
égales AB, A& auront, comme on vientde ledémontrer, ia pro-
priélé de rouler l'une sur 1'autre, et lês points b et B viendront
se reunir cn un seul point de Ia ligne 00'.

Lê rapport dês vilesses angulaires qui était, au départ, égalà
O A , l
j=rrr, ou a -7=-, será devenu, lorsque lês deux figures auront dé-

crit un angle de 45°, égal à -^j = y/2.

Ce sont lês deux limites du rapport, qui est égal, enmoycnnc,
à 1'unité par chãque huiticme de tonr.

COUIÍCES DÉRIVÉES..

238. Lcscourbes

élant une soluíion dês équal ions

>• + »•' = 2a,
rde=r'dv,

on obliendra d'aulrcs solulions en substituant à O et à ô' dês
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e o'-, r> alteres dans un même rapport consfant, sans rieri

«hanger aux rayons r et r' ; de sorte que lês courbes

safisfont encore aux conditions.
On pourra, par exemple, transformei1 lês ellipses roulantes

<3n d'autres courbes qui aient lês mêmes rayons vecteurs,
avec lês angles polaires réduits au liers ou au quart; cês nou-
velles courbes feront passer lê rapport dês vitesses angulaires
trois fois ou quatre íbis par lê maximum et par lê minimum
de sã valeur pour un íour entier de chãque courbe.

COUKDE EN CCEim.

259. La courbe en coaur est un excenlrique destine à írans-
former un mouvement de rotation uniforme en un mouve-
ment rectiligne alternatif. On peut, par une disposition con-
venable de 1'appareil, lui faire produire un mouvement recli-
ligne alternatif quelconque, uniforme, uniformément varie,
uniforme avec intermittences. Supposons, par exemple, qu'on
veuille obtenir un mouvement uniforme dans chãque partie de
Ia course.

Par lê centre O de Ia rotation (fig. 268) menons dês droites
OC, OD, OE, OF, OG, OH, OI faisant entre elles et avec lês
droites OA, OB dês angles égaux à une fraction quelconque,

õ par exemple, de deux angles droits. Lê mouvement d;: Ia

courbe en coeur se faisant dans lê sens de Ia fièche, au bout

^de ̂  de tour, lê point C será parvenu cn c, et par suite l'ex-

trémité d'une pièce mobile assujetlie à suivre Ia droite fixe MN
2

aura été poussée de Ia quantité Ac. Au bout de de tour, elle
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5
aura ele poussée de mème en d; au bout de ^j, en e, et ainsi

de suite. Pour que lê mouvement soit uniforme pendant tou L
lê demi-tour,il faut que lês inlervalles Ac, cd, de... ib, soiehl
égaux, Á.b représentant Ia course totale de Ia pièce mobile.

On devra donc partager A& en 8 parties égales; lês divi-
sions feront connaitre lês longueurs dês rayons OC, OD, OE,
OI, OB, et permctlront de tracer Ia courbe AB.

M o i li tj f e d c/A O

Fie. 268.

(Jette courbe cst une spirale d'Archimède. Si Fon appelle
r0 Ia distance OA , r et Ô lê rayon vecteur ei 1'angle polaire
d'unpoint de Ia courbe. rapporléc au pòle O et à 1'axe OM, on
aura entre r et 0 Ia rclation linéaire

r= r,+at>.

Donnoris à O deux valeurs supplémentaires ô' et - — O', lês
valeurs corréspondanles de r étant r' et r" ; nous aurons

r' = ?•„+« O',

donc

quantité constante.
Par conséquent, si l'on repele symélriqucment Ia courbe
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ACFB au-dessous de Ia droite MN, on complétera Ia courbe
en cceur par un are lei, que tous !es diamètres menés par
lê point O seront égaux entre eux et égaux à Ia distance AB.
On pourra donc placer sur Ia lige mobile que doit conduire Ia
courbe deux galeis laissant entre eux Ia distance AB ; l'un
será poussé de A cn b par lê contact de Taxe AGB; et dans
Já seconde moitió du lour, lê se-
cond galet será ramené au point B
par Ia pression de 1'arc symé-
Irique. On obtiendra ainsi lê mou-
vement alternatif.

La figure 269 represente Ia dis"-
posilion employée en pratique.

Lês galets sur lesquels agit Ia
courbe en cosur ont un certain
diamètre,etil faut par conséquent
substituer au trace géométrique
que nous venons d'indiqucr une
courbe parallèle à une distance
égale au rayon dês galets.

Lês points anguleux A et B du
trace géométrique AMBM' donnent
lieu à une petile difficulté pour lê trace altere ambm', qui doit
en êlre écarté d'une quanlité constante A« = B6. Au point A
lês deux ares de Ia courbe obtenue ne se rejoignurit pás; il
faut lês raccorder par un are de cercle
ÍKZ', décrit du point A comme centre
avec Aa pour rayon. Cet are représenle
lê logement du galet quand son centre
passe en A ; il appartient en réalilé à
1'enveloppe dês positions successives
du galet.

Au point B, lês deux ares obtenus se
croisent, et chacun retranche à 1'autre
«ne pelite longueur cb'=cb. En réalifé,
Ia courbe en coeur se termine à Ia poinle c; il en resulte que

Fie. 26U.
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quand lê galet passe en B, il ne touche pás lê contour de Ia
courbe. Lê mouvement n'est donc pás strictement guidé au
passage du galet à Ia pointe de l'appareil.

EXCENTRIQUE DE II. MORIN.

260. L'excentrique de M. Morin assure Ia continuité du
mouvement transmis, et fait passer par tous Ics états de gran-
deur Ia vitesse de Ia tige menée par lês galets.

Soit O 1'arbre tournant; décrivons de cê point comrae
centre, avec un rayon arbitraire Oa, une circonférence «£(3o.
Soit L Ia course qu'on veut donner à Ia tige menée par Pex-
centrique. Nous allons construire Ia courbe dês espaces dé-
crits par cette lige.

Pour cela prenons sur une droite une longueur AG égale
au développement de Ia circonférence Oa.

Partageons Ia droite AC en quatre parties égales aux points
E, B et F. Portons en cês points dês ordonnées EG=iL.

" ' '
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Par lês trois points G, D, II faisons pas?er une parabole
GDH, ayant pour axé Ia droite DB. Répétons ensuile de A en E
1'arc de parabole GD, en lê traçant symétriquemcnt par rap-
port ou point G. De mêrne répétons de H en G 1'arc de para-
bole DII, en lê traçant symétriquement par ropport au point H.

Nous obtenons ainsi une ligne continue AGDHG, tangente à
1'horizontale ãux points A, D ei G ; nous prendrons celte ligne
pour courbe dês espaces décrits par Ia tige de Pexcentrique,
quand 1'excentrique lui-même fait une révolution entière au-
tour de son centre de rotation 0.

Si nous prenons sur Ia première moitié de Ia courbe deux
points n et n' symétriques par rapport au point G , nous
aurons à lafois mn=m'n', Am—Dm'= Br, np = n'p',et enfin
mn-t-rrí.= Í>Q. Et comme 1'arc DH est symétrique de 1'arc
DG par rapport à Ia droite DB, nous aurons aussi pour lê
point n'15 syméírique de n' par rapport à cette droite,
mn -l- r\n\ = DB, avec Br4 = Am, ou bien mi\ — AB = -K x Oa.

La courbe dês espaces vá nous servir à tracer lê contour de
Pexcentrique.

A chaque point m de Ia droite AC correspond un point [j.
de Ia circonférence asps. II suffit pour 1'oblenir de prendre
are a[*='Am. Lês deux points m et ?\, qui sont distantsd'une
quonlité égale à AB ou à wxOa, correspondent sur Ia cir-
conférence à deux points [X et pt diamétralement opposés.

Sur lê prolongement de cbaque rayon 0;j,, porlons, à partir
de Ia circonférence, une quantilé jj.v égale à Pordonnée mn.
Nous avons ainsi sy:=EG, ç»' —r n', £3 = BD, p1v1' = J'1n'ir
çvj = FII, et nous obtiendrons Ia courbe cherchée cn joignant
lês points «, v, y, 5, vj, par une ligne continue.

La disfance w', de deux points diamétralement opposés sur
Pexcentrique est égale au diamètre du cercle primitif, aug-
menté de [M -+• ptv't ou de L. Cette distance est donc constante,
de sorte qu'onpourra embrasser Pexcentrique par deux galets
poses d'une maniòre íixe sur Ia tige, et qui, dans Ia rotalion
de 1'appareil, resteront toujours tangents à son contour.

II est facile de voir que Ia ligne AGDHG est Ia courbe cies
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espaces de Ia tige conduite par l'excentrique ; comme el!e lie
presente aucun point anguleux, lês variations de Ia vitesse de
Ia tige seront continues; aux points A, B, G, ou lê mouvement
de Ia tige change de sens, Ia vitesse devient nulle par degrés
insensibles. La courbe en coeur au contraire maintient con-
stante Ia vitesse de Ia tige dans toute 1'étendue de chaque
course, et tend à Ia faire changer brusquement de sens à
chaque extrémilé, cê qui développe un surcroit de résis-
tance, et cê qui nuit à Ia conservation dês picces. Tout are
de courbe passant par lês trois points A, G, D, ayant pour
centre lê point G, et tangentà 1'horizontale à A eten D, pour-
rait servir à conslruire un excentrique possédant lês moraes
propriétés *.

EXCENTRIQUE TRIANGULAIIiE.

261. L'excentrique triangulaire (fig. 272) a pour objet de
transformcr un mouvement derotat ion continu en un mou-

vement rectiligne alternalif inter-
rompu par dês repôs.

Cet appareil est represente en
OAB. Lês trois distarices OA, OB, AB
sontégales, de sorte que lê Iriarigle
OAB est un triangle équilaléral. Dês
points O, A, B, comme centres, on
décrit, avec lê cote du triangle pour
rayon, lês ares de cerc'e AIB, BKO,

OLÁ. L'excentrique est lê solide prismatique droit qui a pour
base Ie contour curviligne OLAIBKO. II est mobile autour du
point O, et il -est entouré d'un cadre CDEF, assujelti par sés
guides, aux points G et II, à se mouvoir dans Ia direction GII
ou dans Ia direction IIG.

1 Comme exemples, on peut prendre une sinusoide AGDIIC, ou encore un are
de Ia courbe y = Aa: (a2 —£2), rapportée à dês axes menés par lê point G, cet
are étant repete symélriquement en DIIC. La portion utile de Ia courbe est com-

. , , . a . apri-se entre lês abscisses- pet+ — (§30).
V/5 V 3
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La hauteur du cadre CF est égale à Ia corde OA dês ares
nui composcnt 1'excentrique, ou au rayon de cês ares. Fai
sons tourner lê triangle autour du c i

oint O dans lê sens de Ia flèche.
Dans cê mouvcmenl, 1'arc OKB
/f jo - . 275) vient appuyer sur lê
cote FE du cadre, et lê fait des-
cendre dans lê sens GII. Pendant
lê même temps, lê cote opposè
du cadre, CD, passe constamment
par lê sommet A , car il est écarté
du cote FE d'une quantité CF=:OA = AK, distance du point
de contact K au centre A de 1'arc OB. Lê mouvement continue
ainsi jusqu'à cê que lê contact
entre FE et OB ail lieu en B.
Alors commence une nouvelle pé-
riode, danslaquelle (fig. 274) c'est
lê sommet B qui pousse lê coto FE
du cadre, pendant que 1'arc AO
glisse tangentiellement au cole
opposè CD. Cette scconde período
se termine quand lê point de con-
tact de OA et de CD est ariivé en 0.
Lê sommet B cesse à cê moment de faire dcscendre lê cote FE,
et Ia rotalion de 1'excentrique aU-
tour du point O n'agit plus sur lê
cadre lant que lê contact reste éta-
bli entre lê cole FE et 1'arc de
cercleAB (fig. 275). Car Ia distance
d'un point quelconque de cet are
au point O est toujours Ia mème.
II y aura donc immobilité du cadre
pendant tout lê temps que 1'exccn- >s'
trique met à passer de Ia position OBA à Ia position OB'B.
Au dela 1'excenlrique pousse lê cote CD du cadre dans Ia di-
rection IIG, ct.le ramcne dans sã posilion primitive, ou il lê
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laisse imrnobile pendant tout lê temps que l'arc CA güsse
e cote CD. En resume, lê tour entier de 1'excentrigu

r
l -

í"péríode.
2" período.
3* per iode.
4° période.
5* période.
O' période.

L'arc OE pousse FE.
Lê sommel B pousse FE
L'arc AB tangent à FE.
L'arc BO pousse CD.
Lê sominet B pousse CD. .
L'arc AB tangent à CD.

Course dans lê
sons GII.

Repôs.
Course dons lê

scns 1IG.
Repôs.

Chacune de cês périodcs correspond pour 1'excenfrique à un
déplaceraent angulaire de 60 degrés.

262. Cherclions 1'équaüon du mouvement du cadre.
SoitOA=r, lê cole du triangle équilatéral.
Appelons 0 1'angle dont tourne i'excentrique auíour du

point O, à partir dela posilion OAB (fig. 272).
Pendant Ia première période, 1'espace x décrit par lê cadre

est égal à 1'espace décrit par lê point A en projeciion sur Ia
direction G1I; on aura donc

x = r(í — cose).

Celte équation s'applique au mouvement entre lês limites
0=0 et 6 = 60°.

Pendant Ia seconde période, lê chemin décrit par lê cadre
est égal a Ia projection du cliemin décrit par lê sommet B
(fig. 274). Or lê rayon OB est de 60° en avance sur lê rayon
OA, et quand Ia première période se termine, lê cadre a déjà
décrit un chemin égal àx=r(í — cos 60°) = |r.

Lê mouvement dans Ia seconde période est donc defini par
1'équation

x=r (l— cos (60°+ 0 ) ) — r = —r cos (00° + e).

Elle donne en effet x=-s r pour 0 = 60°. Elle donne x = r
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pour 0 = 120°, et s'applique à toute valeur de ô comprise
entre 60» et 120°.

Enlin l'équation du mouvement est x = r pour toute va-
leur de 6 de 120° à 180°. . - .

La courbe dês espaces presente Ia forme aefglik, pour un
tour entier. Elle ne presente aucun point anguleux.

263. L'excentrique triangulaire est un cas particulier de
V.excentrique à cadre. Soit ABCD un cadre rectangulaire altaché
à une tige mobile parallèlement aux coles AD, BC.

Soit de plus un contour fermé MN, inscrit entre lês coles
AB, DC du rectangle, et tel, que, si on /

lui mène deux tangentes parallèles
quelconques T, T', Ia distance TI'
de cês tangentes soit constante et
égale à Ia hauteur AD du cadre. En
faisant tourner 1'excentrique MN au-
teur d'un point quelconque O de
son plan, lês cotes AB, DC du cadre
toucheront constamment lê bord de l'excentrique, et par
suite recevront dês déplacements réglés sur Ia distance.
variable du point O aux tangentes à Ia
courbe MN. On peut rapporier Ia courbeMN
à dês coordonnées particulières, savoir Ia
distance Op =p du point O à une tangente,
et 1'angle 0=|)OY, de Ia droile Op avec un
axé fixe, OY, angle égal à 1'angle de Ia tan-
gente pm avec 1'axe perpendiculaire OX. • Flg '2 '8 '
L'équation p = f(fj) défmissant Ia courbe, Ia mème équation,.
dans laquelle on aura remplacé O par une fonction du temps tt

/r
Fig. 217.



412 EXCENTRIQUE A CADRE.

definira lê mouvement recliligne du cadre. La condition rela-
tive à Ia distance dês tangentes oppo.sées s'exprimera par
1'équation

f ( 0 ) + f (O + TC) = constanle=AD.

Eníin pour passer dês coordonnées reclanglcs x et y, de Ia
courbe AJN, aux coordonnées p et O, on aura lês cquations

X(hj — ydx
taii" 6:

dy
- —;—~—- - , ) mn'J. u= -p-«
\jtix*+ dy* dx

La transformation inverse s'opérerait au moyen dês formules

dp
x = ~ COS 6 — t -

Cês équations s'obliennent immédialement en obscrvant
df)que Ia distance mp est égale à •—.
Ci\)

C I I À P I T R E IV

T R A N S M I S S I O N P A R C O U R R O I E

264. Lcs courroies servcnt à transformer un mouvemenl
circulaire autour d'un axé en un mouvement circulaire au-
lour d'un axé généralemerit pa-
rallòle au premier.

Soient O et O' Ia projection dês
axes parallèles; soient w et w' lês
•vitesscs de rotation qui doivent
avoir lieu respectivement aulour
de cês axes. Supposons-les cTabord de même sens.

Pour lier cês axes entre eux par une courroie et réaliser

lê rapport — dês vitesses angulaires, on montera sur lês deux
w w

axes O et O' dês tambours cylindriques, ayant dês rayonsOA,
O'A' qui salisfassent à Ia proportion

Fig. 2-9.

Tuis on fera passer Ia courroie sur lês dcux tambours, de
manière à embrasser lês ares ACB, A'C'B' et à suivre d'un
tambour à 1'autre lês tangentes A A ' , BB'. La courroie doit
êlre assez tendue pour qu'elle ne puisse pás glisser sur Ia
surface dês tambours; cela étant, Ia transmission satisfait
aux conditioris imposées. En effct, si ofl donne un petit
déplacemcnt au tambour OA autour de son axé O, lê point A
sVvancera d'une quantité infmiment petite AA/, lê long
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de Ia tangente AA/ ; Ia longueur de Ia courroie restant inva-
riable, lê point B' se transportera lê long de B' B d'une
quantité B'B't égale à AA t ; Ia vitcsse angulaire de 1'arbre OA

AA
est mesurée par lê rapport ^rr1, et celle de 1'arbre O' A' par

. B'8'j AA,lê rapport j
ou

0'A'Lê rapport dês vitesses angulaires est donc égal à -^- ou

à — ; si lê premier arbre reçoit une vitesse angulaire w, lê se-io

•cond prendra une vitesse angulaire w'. Dans cctle transmis-
sion, lês vitesses linéaires sont égales à Ia surface dês deux
tambours.

Si lês vitesses angulaires w et w' étaient en sens contraire
1'une de 1'autre, Ia courroie pourrait encore servir à lier lês
deux axes, mais il faudrait Ia mener suivant lês tangentes in-

téricures aux deux cercles. Dans cê
cas, on a soin de rctourner Ia cour-

o'\ l y l \. \ roie dans lê passage du point A au
point A' et du point B' au point B; de
cette manière, Ia courroie peut êírc
mise en contact avec lês deux tam-

bours par sã facerugueuse, et nonpar sã facelisse; et de plus,
au point D d'intersection dês deux tangentes, lês deux brins

AA', BB' sont à moitié retournés, et passent
de champ l'un à cote de l'autre, sans se gêner
mutuellement, comme cela aurait lieu si en
eet endroit ils avaient conserve Ia posilion à
plat qu'ils ont sur lês cylindres.

Pour assurer Ia stabilité de Ia courroie sur
lês tambours, et 1'empêcher de se jeter de
•cote, on a soin de donner à Ia surface dês
tambours un léger bombement (íig. 281); Ia
courroie s'applique sur Ia parlie du cylindre

qui a lê plus grand diamètre; elle a, en general, une ten-

Fig. 281.
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dance à gagner lês diâmetros lês plus grands, et par suite, elle

reste dans lê plan moyen du tambour, de chaque cote duquel
lês rayons vont en décroissant.

265. Lorsque Ia tension de Ia courroie devient trop faible
pour développer sur lês tambours l'adhérence nécessaire à Ia
transmission, on peut accroitre cette tension en faisant peser
sur Ia courroie, en un point quelconque?n de Ia portion libre
AB, un rouleau N, mobile autour de son axé, et attaché à un

Devier coudé, qui peut tourner autour du point fixe l, et qui
porte à son extrémité
un contre-poids Q.
La poignée M sert à
déplacer lê système
autour de son axé.
L'addition du contre-
poids ne change rien
au rapport dês vi-
tesses angulaires dês
deux arbres tour-
nants; mais elle ac-
croit Padhérence, et cela de deux manières : 1° en augmen-
tant Ia tension T de Ia courroie, par suite de Ia pression exercée
par lê rouleau N; 2° en augmentantlégèrement lês longueurs
dês ares embrassés.

Lorsque Ia courroie est três longue, son poids seul sufíit à
développer l'adhérence nécessaire, sans mêmequ'elle soit len-
due en ligne droile. On a utilisé celte
propriólé pour transmeüre à grande
distance lê mouvement de rotation
d'un axé à un autre ; Ia distance dês
deux arbres O et O' peut être portée
à une centaine de mòtres et au dela.
Ce genre de transmission à grande distance a été appliqué par
M. llirn à 1'usine du Logelbach. II est maintenant fort em-
ployé dans 1'industrie. Lê fil métallique qu'on substituo alors

courroies plales dessine deux courbes AA', BB', entre lês

tis. 282.

FiR.
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'Vig. 284.

deux poulies. Lês tambours à surface légèrement bombée sont
remplacés dans cê cas par dês gorges de poulie ou lê fi]
trouve à s'cngager.

266. La transmission par courroie est l'une dês plus em-
ployées dans lês usines pour communiquer aux divcrs outils
dês aleliers lê mouvement emprunté à un arbre tournantqui

reçoit 1'action du raoteur. II
faut qu'on puisse à volonté
interrompre lê mouvement
de 1'oulil, et lê faire naítre de
nouveau;pour cela (fig. 284)
on monte à cote du tam-
bour P', sur lequel passe Ia

poulie et qui transmet lê mouvement à l'oufil, un tam-
bour P de diamètre égal, mais qui n'est pás cale sur Farbre AA',
de telle sorte qu'il puisse tourner autour de cet arbre sans

1'entraíner dans son mouvement. Ce second
tambour est cê qu'on appelle une poulie folie.
Quand l'ouvrier veut faire ccsser lê mouve-
ment de l'outil, il n'a qu'à pousser latérale-
ment un levier (fig. 285), termine par une
fourche embrassant ia courroie du coto du
brin qui arrive à Ia poulie, et non du cote
du brin qui Ia quilte ; entrainée par cette
fourebe, Ia courroie se déplace latérale-
ment d'une certaine quantité, et quitle lê
tambour P', pour entourer Ia poulie folie.
L'outil est alors désembraye. Pour lê re-

racltre cn mouvement, il suffit de déplacer lê levier en sens
contrairá, cê qui ramènc Ia courroie sur lê
tambour P'.

On se serí aussi du déplacement lateral
de Ia courroie pour changer lê sens du mou-
vement de certaines machines-outils.Pour
cela, on monte sur un même axé géométriqiie

Irois tambours égaux A, B, C (fig. 286); l'un de cês tambours

Fij. 235.

A C

Fig. 286.
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est monte sur l'axé matériel 0; lê second, B, est monte sur un
autre axé matériel O'; lê tambour intermédiaire C est une
poulie folie. L'axe O communique à 1'outil un mouvement dans
un certain sens, et 1'axe O', lê mouvement en sons contraire.
Supposons qu'il s'agisse du mouvement rectiligne alternatif de
Sá machine à raboter ; on reliera lê levier de Ia courroie à Ia
macliine, de manière que, quand lê rabotarrive-àrexfrémité de
sã course, Ia courroie soit déplacée latéralement dans lê sens
convenable de Ia quantité AB. A cê déplacement correspondra
lechangement de sens dans lê mouvement de Ia machine. La
poulie folie C, interposée entre lês deux tambours A et B, a
pour objct d'éviter lês chocs brusques dans lê passage de Ia
courroie d'un tambour à 1'autre, et de donner lieu à un petit
temps perda, pcridant lequel l'oulil, ccssant d'êlre sollicitépar
lê tambour, A, que Ia courroie vient de quitter, perd graduel-
lement sã vitesse, pour en prendre une contraire au moment
ou Ia courroie atleint Fautre tambour, B.

Lorsque 1'outil mis en mouvement par Ia courroie doit. tra-
vailler, suivant lês circonstances, à dês vitesses três différen-
tes lês unes dês autres, on remplace lês deux tambours sur
lesquels passe Ia courroie, par une série de
tambours de diíférents diamètres, juxtapo-
sés et montes ensemble sur lê mème arbre.
De cette manière, on a par exemple lê choix
entre 4 tambours moteurs, A, B, C, D, qui
còrrespondent respectivement aux tambours
«, b, c, d de Ia machine-outil. On a soin que
Ia somme dês rayons dês tambours corres-
pondants soit sensiblement constante. De
cette rnanière, Ia même courroie pourra r—j| j—,
servir, sans variation de longueur, à trans-
mettre lê mouvement de Fun dês arbres à
Fautre; en effet, Ia longueur d'une courroie
est à peu près égale au double de Ia distance
dês centres dês'(ambours, augmenté de Ia somme dês deux'
demi-circonterences embrassées; si R et r sont lês rayons

Fig. 2S7.
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dês deux tambours, et D Ia distance dês centres, supposée
três grande par rapport à cês rayons, Ia longueur L de Ia cour-
roie est à peu près égale à

L = W + K(R + ry,

et comme D esl constant pour deux tambours conjugues, i)
faut queR -+- r soit aussi constant pourunemômelongueurL.

Lê rapport dês •vilesses angulaires dês deux tambours esl
<tgal à 1'inverse du rapport dês rayons; si par exemple lês
rayons dês lambours A, B, C, D, sont representes par lês
nombres 4, 3, 2, l,
et ceux dês tambours a; b, c, d, par lês nombres

l , 2 , 3 , 4 ,

qui donnent chacun avec son conjugue une même somme 5,
lê rapport de Ia vitesse angulaire de 1'arbre inférieur à Ia
vilesse angulaire de 1'arbre supérieur est égal aux nombres

3 2 1
4' g' 5' 4'

suivantque Ia courroie passe sur lês tambours

A ei a, B et i, C et c, D et d.

La transmission par courroie transforme un mouvement
circulaire continu en un mouvement circulaire continu.

* Voici Ia formule exacte qui donne Ia longueur dela courroie tendue:
Soit a. 1'angle aigu (évalué en parties du rayon) que íait Ia courroie avee

^_ Ia ligne cies centres dês tamljours; nous aurons, en
/^"\i >\ supposant l\^> r, ou au moins égal à r,

II faut prendre lê signe supérieur —, si Ia cour-
roie est extérieure aux deux cylindres, et lê signo
inférieur+, si elle passe entre lês deux. L'angle «
est donné par l'équation

tanga=

Lorsque « est três petit, que R est peu différentde r, et qu'enfmla cpurj-oie est
extérieure, on peut prendre approxiraativcment
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Remarquons l'analogie qui existe entre cette transmission
ei l'engrenage par adhérence. Lá encore lês vilesses liriéai-
res dês deux circoníérenccs primitives sont égales. Pour fã ire
varier 1'adliérence, au lieu d'avoir à clianger Ia distance dês ar-
bres lournants, on abaisse sur Ia courroie un rouleau muni
d'un conlre-poids, cê qui esl infiiiimcnl plus simple. L'adhé-
rence de ia courroie sur lê tambour est d'ailleurs bien micux
assurée que l'adhérencc de deux roues langenlcs l'une à l'au-
tre, et elle croit rapidement avec lês ares embrassês.

IKFLUENCE DE I/EXTENSION DÊS . COUI1R01ES.

267. Soient O et O' (fig. 289) deux arbres lournants, sur
lésquels on a monte deux tambours AB, CD, réunis,l'un à
l'aulre par une courroie ABC!).

Nous supposerons que lê tambour AB mène lê tambour CD ,
c'est-à-dire que 1'efforl molcnr P soit appliqué au premier
tambour, et que l'eflbrt résis-
tant Q soit appliqUé au se-
coml; lês deux tambours tour-

p1 /

ncnt dans lê sens dês flèches f *
et/V

Dans cês condiüons, il est fa-
cile de voir que Ic brin DA doit

. êtreplus lendu que Ic brin CB;
lê premier esl pour lê tambour O' íe brin conducleur, lê se-
cond est pour lê même tambour lê brin résistant. Soit T Ia ten-
sion du brin AD, et T' Ia tension du brin CB.

La tension de Ia courroie varie du poinl A au point B, en-
tre lês limites T et T'; elle varie du point C au point D, entre lês
limites T' et T.

Nous allons exprimer que dans un même temps lês lonyueurs
de courroie qui senroulent sur lês deux cylindres correspondent
à dês quantites égales de matière. Celte égalilé est nécessaire
pour assurcr lê regime permcment de Ia courroie.

Suivons 1'appareil pendaiit un temps dt infiniment pelit;

Fig. 28:.'.
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soient w et w' Ics vitesses angulaires dês deux fambours, r et r'
leurs rayons; soit enfin ds Ia longueur infiniment petile de
courroie, prise dans Velai naturel, qui s'enroule pcndant lê
tomps dt, au poirit A sur lê cylindre O, et au point C sur lê
cylindre O'.

On sai t que l' imite de longueur d'un fil, dans 1'état naturel
prend sons Ia tension T Ia longueur l -+- <xT, a élant un coef-
ficient constant pour une même nature de fil. II en est de
même dês courroies. La longueur ds qui s'enroule sur lê cy-
lindre O élant soumise à Ia tension T, comme tout lê brin DA,
occupe sur lê cylindre un are égal à f/s(l+«T); cc qui cor-
respond à un angle au centre

La même longueur ds qui s'enroule sur lê cylindre O' au
point C, sous Ia lension T', correspond à un angle au centre

Donc
«r l + K T

On voit qu'on n'a pás exactement wr = wV, à cause de l'é-
lasticité du lien qui réunit lês deux tambours.

M. Kretz, qui lê premier a donné cette théorie, a reconnu

qu'en pratique, pour assurer un rapport donné -^ entre lês
to

vitesses angulaires, il suffit de déterminer r' en fonction de r

par réqualion-=:—, puis de réduire r' du cinquantième

environ de sã valeur.

TRANSMISSION PAR COURROIE ENTRE DEUX ARBRES KON PARALLÈLES.

268. Soient O et O' lês deux axes quinesont ni concourants
ni parallèles.
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Nous commenceròns par monter sur cês deux axes deux
tambours cylindriques, M et N, que nous supposerons réduiti
àleursplans moyeris. Soit AB Ia droile suivanl laquelle cê i
deux plans se coupent. Prenons sur
cette droite deux points arbitraires C
et D , et de chacun de cês points
menons aux cercles M et N dês tan-
gentes CE, CF, et DG, D1I. Puis pla-
çons en K et L, près dês points C et D,
dês poulies de renvoi donl lês axes
soient perpendiculaires aux plan;
ECF, GDH. Une courroie sans fm EFI1G,
pourra passer sur lês surfaces dês
quatre poulies, en Ics touchant cha-
cune suivant leurs sections droites. La transmissionscra donc
réalisée, et elle pourra se faire dans lês deux sens.

On supprime quelquefois lês deux poulies de renvoi K et L,
en profitant de cette circonstance, que lê brin qui aboulit à une
poulie doit seulêtrc dans lê plan de Ia seclion droite, et qu'il
n'y a pás d'inconvénient à devier 1'autre brin, Mais cetle solu-
tion simplifiée ne se prête pás à Ia transmission dans lês deux
seus1.

1 Y. Cours de mécanique d'Edmond Bour, CIXÉJIATIQUE, p. 236.



CHAPITRE V

T R A N S M I S S I O N PAR UN L l E N R I G 1 D E

269. Cês (ransmissions conslituent lê troisième gcnre de Ia
classifícafion de Willis. Nous examinerons successiveraent lês
transmissions par bielle et manivelle, par excentrique à collier,
par bielle et manivelles inégales, par bielle tf accouplement;
cnfin nous éludierons Ia transmission connue sous lê noin de
joint universel.

TDAKSFORMATION ü'ü]N MOUVEMEM' P.ECTILIGNE ALTEIÍNATIF EN UN JIOÜ-
VEMENT CIRCULAI;.E CONTINU. — BIELLE ET MANIVELI.E.

270. La íige T d'un pislon mobile dans un cylindre est
animóe d'un mouvement de va-et-vient lê long d'une droiíe
OX; elle est guidée dans cê mouvement par deux glissières

"

l
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Pour transmettre lê mouvement à un arbre tournant, dont
1'axe est projete en un point O de Ia droite OX, on se sert
d'une bielle AB, dont Pextrémité A est
articulée à Ia coquille, et dont Pauíre
extrémité B s'articule en un point du
rayon OB fixe à Parbre. Lê rayon OB
prend lê nom de manivelle. II porle
en B un bouton cylindrique dont Paxe
est parallèle à Parbre O, et qui passe
dans un ceil ménagé àPexirémité de Ia
bielle.

Nous avons déjà éludié (§ 155) cotte
transformation de mouvement et re-

, connu que Ia vitesse V du point A était
liée à Ia vitesse angulaire w de Parbre
par Ia relation

V = OIX«,

Oi ctant Ia longueur comprise, sur une
perpendiculaire à OX, entre lê point O
et Ia rencontre de Ia direclion AB de Ia
feielle.

Si du pOÍnt A COmme Centre avec AB ••(, tête à fourche, «nbrassan
i , , 1'extrémité du balancier oupour rayon nous décrivons un are de

cercle pour rabattre AB de A en E sur
Ia droite AD, lê point E aura un mou-
vement identique à celui du point A,
puisque cês deux points sont constam-
ment à Ia même distance Pun de Pautre
sur Ia droite qu'ils parcourent tous deux. Or abaissons du
poiut B une perpendiculaire Be sur OA. La distance bE
«erait infiniment petite du second ordre si Pangle BAO, qui
wiesure Pobliquité de Ia bielle, était infiniment pelií. Si donc
Ia bielle est suffisamment longue, on pourra sans grande
erreur négliger bE devont Ia longueur AB et conlbndre lê
mouvement du point A avcc lê mouvement du point b, pró-

Ia eoquille du piston. A', tête
articulée ou bouton de Ia
manivelle. B, B',ases passam
dans lês paliers. C', C', cla-
véttes de serrage, appuyant
d'un cote sur lês coussinets,
de 1'aulre cote sur dês con-
tre-clavettes fixes.
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jcction du bouton de Ia manivelle sur lê diâmetro OX. L'er-
'•our cornmise est ntille aux points morts-, elle est maximum

quand Ia manivelle fa i tun
angle tiroit avec Ia droite
OX ( fig. 295 ) ; car c'est
alors que 1'angle BAO est

Fiiy ç lê plus grand possible. En
general , on donne à Ia

bielle BA une longueur égale à 5 fois Ia manivelle BO. Dans
cês conditions, lê maximum OE de 1'erreur que 1'ori commet
en confondant lê mouvement du point A avec lê mouvement de
Ia projeclion du point B, estdonné rigoureusement par 1'équa-
tion

OEx(2AB — OE) = ÕTÍ-,

et approximativemcnt par 1'équation

On a donc à pcu prós

Si donc

OB
cm

O B _ _ 1
AIi~õ '

t OE . , , , , l . OE , l
lê rappo.rt — será a pcu pres egal a -^, et ̂  a ̂ .

La longueur de Ia manivelle OB est rigoureusement égale à Ia
moitiò de Ia course du piston, ou de Fintervalle qui separe lês

deuxpositions extremes
du point mobile A. Lors-
que lê bouton de Ia ma--

^ 294. nivelle passe au point
mort B,, Ia bielle et Ia

manivelle sont en prolongement l'une de 1'autre, et par suite
Ia distance OAj du point mobile A au point fixe O est égale à
OB 4- BA ; lorsque Ia manivelle a accompli une derni-révolu-

ET MANIVELLE. 425

tion et que leboulon passe au second point mort B,, Ia bielle
revient en relour de Ia manivelle, et lê point A se Irouve alors
en'A , à une distance du point O égale à BA — OB ; Ia course

du piston A tAa est donc égale à Ia différcncc

(BA-t-OB) — (BA — OB), ou á 20B.

Cette relation est rigourcuse, et ne dópend pás de Ia lon-

gueur de Ia bielle.
271. Cherchons Ia relation qui existe entre lês positions

simultanéesdu point A, têledc Ia t igedu piston, et du point B,

bouton de Ia manivelle.
Comptons à partir de Ia droite OX (fig. 291), et de droile à

gaúche, lês angles o décrits par lê rayoh OB autour du point 0.
Rapportons au point O Ia position du point A, donnée par
Pabscisse OA =x. Soit OB=r et. BA = l, quantités con-
stantes. Soit enfin a 1'angle variable BAO, Nous aurons pour

definir cet angle 1'équalion
i sin a=)"

et pour definira;, Ia relation

x = lcosx+ í-ccsy.

Si l'on suppose l plus grand que r, 1'angle a será nècessaire-
ment aigu dans lê triangle OBA, et sori cosinus será positif.
Quant au terme r cos ç, il change périodiquement de signe,
lorsque 1'arc cíoítau dela de toutes limites.

De Ia premiòre équation on tire

sin x = j sin y,

ce qui montre que a ne croit pás indéfiniment, mais qu'il os-

cille entre deux limites donnécs en faisant

endéduit

COSK= I / l — 7-, si



BIELLE

Ct

/ rz
x = / W l — -p sin sj) +r COS y J

lê radical doil toujours être pris posilivement dans cette
équation. Jamais x ne devicnt imaginaire ni négatif, car
r étant <C /, r2 sin2 9 est a fortiori •< P, et Ia quanl i ló sous lê
radical reste positive. De plus, lês limites de x correspondent
à ç = 0, cê qui donne

.x=l+r,

et à 9 = K, cê qui donne

quantités toutes deux positives.
Si / cst três grand par rapport à r, on peut supprimer lê

tcrme
s i n*

devant 1'unité, et 1'équation se rcduit c

^=l + r cos

égalité à laquelle onparvientaussi ensupposant 1'arcanul. La
plus grande erreur commise en adoptant cette formule réduite
correr-pond à Ia plus grande valeur de sin ?, c'esl-à-clire à

<f = ̂ . On a alors, par Ia formule exacte,

et, par Ia formule approchée,
x—l.

272. Aux points morts, lê pislon, parvenu à l'une dês ex-
trémitésde sã course, n'agit plus surla bielle, etrie contribue
plus à imprimer un mouvement de rotation continu à 1'arbre 0.
Lê mouvemenl une fois commencé peut se prolonger, comme
nous lê verrons plus tard, en vertu de Ia propriété connue
sous lê nom tfinertie de Ia matière; Ia manivelle et Ia bielle
cessent bientôt d'avoir (outes deux une inôme direction, et
latransmission du mouvement redevient possible. II n'en est

ET MAMVEI.LE. 427

pás moins vrai que si Ia machine était à l'un dês points morts
à 1'instant ou l'on veut Ia meltre en Irain, l'effort du pis-
ton sur Ia bielle resterait sans effet; pour déterminer Ic
niouvement de l'arbre dans un sens plutòt que dans lê sens
opposé, il faul que lê mécanicien agisse sur Ia manivelle dans
lê sens voulu, et lui donne un déplacement qui permetle à Ia
transmission de s'opérer. G'est cette opération qu'on nppelle
abatacje dans lês machines à vapcur à cylindre unique. La ne-
cessite de 1'abalage est évitée dans lês machines à deux cy-

Fig. 295.

lindres (fig. 295). Chaque cylindre a son piston, sã bielle et
sã manivelle. L'arbre tournant porte à Ia fois deux mani-
•velles OB, OB', que l'on place à angle droit l'une sur 1'autre ;
lorsque l'une passe à un point mort, l'autre, qui a sur Ia pre-
mière une avance ou un retard de 90°, produit tout son effet,
de sorte que Ia transmission est toujours assurée, soit par lês
deux manivelles, soit par l'une dês deux.

Lês vitesses simultanées dês deux pistons ne sont pás égales.
Si w represente Ia vitesse de rotalion de l'arbre O, Ia vitesse
linéaire v du piston correspondanl à Ia bieüe AB est égale à
OG x w, landis que Ia vitesse v' du piston correspondant à Ia
Welle A'B' est OC' x w.

La transmission par bielle et manivelle peut s'opérer dans
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lês deux sens. Lorsque Ia transmission est donble, et que lês
deux manivelles sont calées à angle droit , on renverse lê
mouvement de rolation de 1'arbrc en changeant à Ia fois lê
sens de Ia marche dês deux pistons.

La transmission par bielle et manivelle est reciproque, c'est-
à-dire que si l'on fait tourner l'arbre de rolalion, lê mouve-
ment alternalif du piston en résulle. Dans cê cas, lês poinls
morls de Ia manivelle sont sans inconvénient.

Celte transmission fournit donc un rnoyen de transformer
un mouvement circulaire continu en un mouvement rectiligne
alternatif.

275. L'excentrique à collier (fig. 296) est une transformalion
du mêmegenre, dontla théorie géométrique se ramòne à cclle
de Ia bielle et de Ia manivelle. Sur un arbre O est cale un
cercle dont lê centre C est silué en dehors de 1'axe O, et donl

Ia circoníerence enveloppe l'arbre entièrement; c'est cctte
circoníerence massive D qu'on appelle excentrique. An pour-
tour du cercle esl placé un collier ou bague Aà, qui enveloppe
tout 1'excentrique et à 1'intéricur duquel cette pièce peut glis-
scr à froitement doux. Lê collier est atlaché à dês barres
droites A'B, entre-toisées l'unc à 1'autre et qui se réunisscnt
en un même point, mobile sur une droilc OY (ou sur un are
de cercle de iàible longueur, qu'on peut cnriíbndre sans erreur
avec une droite), dont lê prolongement passe par lê point Or

centre de rolation de l'arbre.
Joignons lê point O au point C cl lê point C au point Y; ccs
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lon^ueurs restcnt constantes dans lê mouvement, car Ia
droite OG appartient au système invariable de 1'arbrc et CY
est Ia distance constante du point Y, qui íait partie du système
dês barres d'excentrique, au point G, centre du cercle forme
par lê collier AA. Tout se passe donc comme si une manivelle
OC, égalo à 1'excentricité, menait Ia bielle CY; lê mouvement
circulaire continu de 1'excenlrique imprime donc au point Y
lê long de sã trajectoire un mouvement alternatif dont l'am-
plitude est égale à 20G.

Cette transforrnation de mouvement n'est généralement
pás reciproque, parce que Ia poussée qu'on exercerait dans
lê sens YB produirait une augmentation de frottement de
Ia bague contre l'excentrique et ne pourrait faire tourner
cette pièce. L'excenlrique a, comme nous lê verrons plus
tard, 1'inconvénient d'accroitre beaucoup lê travail du frot-
tement développé par 1'emploí d'une bielle et d'une mani-
velle; malgré cette infériorité, l'excentrique est três employé
dans lês machines, parce que lê calage de cetle pièce sur
l'arbre tournant evite lês coudes qu'il serait nécessaire d'y m.é-
nager pour íe passage dês bielles. On peut regarder 1'excen-
trique cornme un système particulier de manivelle dans lequel
lê bouton, sans changer de centre, aurait augmenté de dia-
mètre jusqu'à envelopper l'arbre tournant lui-môme.

TRANSMISSIOS PAR BIELLE ET MANIVELLES IKÉGALES.

274. Nous avons déjà donné (§ 159) Ia théorie géométrique
•de cê mécanisme. II nous reste à chercher lês conditions pour
que lê mouvement puisse èlre indéfmiment prolongo dans lê
même sens autour de chaque arbre tournant.

Nous allons déterminer lês conditions nécessaires et suffi-
santes pour que lês deux manivelles Af>, Ba (fig. 155) puissent
faire chacune un tour enlier autour dês centres A et B. Pour
cela, commençons par chercher s'il y a dês limites à 1'excur-
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sion dês poinls b ei a sur lês circohférences que cês points
décrivent dans leurs mouvements simullanés.

Du point B comme cenlre (fig. 297), avcc un rayon égal en
valeur absolue à Ia différenee áb — Ba,
décrivons un are de cercle; si cet are ren-
contre Ia circonférence liou du point b
en deux poinís b' et 6'15 lê Lonton b de
Ia manivellc A& ne pourra pás pénéfrer
dans 1'arc W^ compris entre cês deux
poirits; car, pour tout point m de cet
are, on aurait Bm <CBí>', c'est-à-dire que
dans lê triangle Bmo, forme parle cen-
tre B, 1'exh'émité m de Ia bielle et lê
point mobile a, lê côíé Bm scrait moindre
que Ia différenee ab — Ba dês deux
auírcs cotes, cê qui est impossiblc.

Du poinl B comme centre, avec un rayon égal à ab + Ba, dé-
crivons u n second are de cercle; si cet are coupe lê cercle dé-
crit par lê point b en deux poinls 6", 6"t, cês points rcpréscn-
teront de même lês limites de 1'cxcursion possibledu point b.
Antrement on obtiendraitun triangleBa» dans lequel lê colo BH,
plus grand que B6", scrait plus grand que Ia somme, ab H- Ba,
dês deux autres coles.

S'il en est ainsi, lê point b esl assnjetli à parcourir soít 1'arc
b"b', soit 1'arc b\b"^ et à osciller entre lês deux extrémités de
l'un de cês ares. G'est cê qui a lieu dans Ia transmission du
balancier à 1'arbre tournant d'une mncl i ine à vapeur.

On saura de même si 1'excursion du point a esl l imiféc sur Ia
circonférence Ba, en (raçanl du point A comme cenfr.e, d'aborá
avec un rayon égal à Ia somme ab -+- A&, puis avec un rayon
égal en valeur absolue à Ia différenee ab— Áb, dês ares de
cercle qui pourront couper en deux points, ou toucher en un
seul point, ou enfin no pás rencoritrer du tout, Ia circonfé-
rence décrite par 1'extrémité a de Ia manivelle Ba.

Pour que lê mouvement de rotalion autour du centre A du
plus grand cercle ne soit arrete nulle part, il íaut et il suffit
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que quand lê point b passe au poinl E do Ia ligne dês centres,
labiellc soit au plus égale à Eu, et que quand lê point b passe
au point F, à 1'aulre extrémilé du diamòtre, Ia bielle soit au
moins égale à GF. Car GF esl Ia plus courte droile qu'on puisse
mener du poinl F à Ia circonférence B, de même que Eu est Ia
plus longue droitc qu'on puisse mener à cetle circonférence
à partir du point E. Appelons ala distance ÂB dês centres, R
lê rayon Ao, r lê rayon Ba, et enfin l Ia longucur de Ia bielle;
supposons R> r, ou au moins R = r, et admeltons d'abord
que lê centre du petit cercle soit extérieur au grand. II faudra
qu'on ait à Ia fois, pour assurer Ia confinuité de Ia rolation,

r— R).

et
í=pu>(a+U— )'

Cês conditions sont incompatibles avec Ia condition R
mais on y satisfait en supposant R = r et / = a

II peut en être autrement lorsque lê
petit cercle est intérieur au grand
(fig. 298). En effet, au moment ou lê
point b passe au point E, Ia longueur /
de Ia bielle doit être comprise entre ED
et EG, puisqu'elle aboutit en un point
de Ia circonférence GD; et quand lê
point b passe enF, elle doit être comprise
entre FG et FD; c'est-à-dire que 3a lon-
gueur / doil satisfaire à Ia fois aux quatre inégalilés

R— a— j - < Z < R — o+r

et

>r;

Pour que cês conditions soit compaübles, il faut et il suffit que
>'>•«; car alors Ia seconde limite inférieure, R 4- a — r, est
au-dessous de Ia premiére limite supérieure, R — a -+- r, ei on
peut trouver entre cês deux limites dês valeurs de l satisfai-
sant à Ia fois aux quatre inégalités.
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En definitivo, il y a deux cas seulement dans lesquels Io
mouvement dês deux arbres tournants peut êtrc indcíiniment
prolongé dans lê même sens:

2° R > r > « , et a< R — r ; cetle dernière condition
monlre que lepelit cercle esl à 1'inlérieur du grand; l'inéga-
lité r > a indique de plus que lê centre du grand cercle est à
1'inlérieur du petit. Alors Ia longueur / de Ia bielle doit ètre
comprise entre lês deux limites R + (r — a) et R — (r — a).

SiR = r, et l = a, et qu'on lasse íourner lês deux mani-
velles dans lê même sens, Ia droite ab (fig. 155) reste con-
stamment parallèle à Ia ligue AB dês centres, et par suite lê
point c est iníiniment éloigné. La formule du rapport dês
vitesses donne alors

égalité qu'il est facile d'établir directement. On a ainsi Ia trans-
mission par bielle d'accouplement, que l'on emploie pour re-
lier 1'une à l'autre lês roues motrices d'une locomotive.

On pourrait aussi avec cetíe liaison faire tourner 1'une dês
roues cn sens conlraire de 1'autre; mais lê rapport dês vitesses
serait alors variable.

TBANSJIISSKWS DU BALAKCIER,

275. On appelle balancier, dans lês machines à vapeur à
cylindre vertical, une piêce AD (fig. 299), oscillante, ou ani-
mée d'un mouvement drculaire alternatif; cê mouvement lui
esl communiqué à une exlrémité par lê piston de Ia ma-'
chine, et elle lê transmet par 1'autre extrémité à un arbre
tournant, auquel on doit commuriiquer un mouvement drcu-
laire conlinu. '

Lês transmissions du balancier comprennent donc une
transformalion du mouvement rectiligne alternatif en circu-
laire alternatif, et une transformalion du mouvement cireu-

Fi

C, cc, axé de rotation di; balancier. B, bb, et A, aa,
axes auxqueis s'articúlent lês lielles et lês tiges
mises en mouvenient par lê Lalunciei1.
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alternatif cn circulaire continu. Elles s'opèrent toutes
au rnoyen d'un lien rigide.

La prcmière est réalisée . par 1'appareil appelé parallélo-
qrainme articule; Ia se-
conde, au moyen de Ia
Mello et de Ia mani-
velle. Occupons - nous
d'abord de cê sccond
disposilif.

276. Soit O (fig. 500)
Ia prqjeclion de 1'arbrc
(ournant, OP Ia mani-
velle qui lê m et cn
mouvement, C 1'axe du
balancier; A, 1'arlicula-
tion de Ia bielle, AP, qui réunít lê balancier au bouíon P de Ia
manivelle.

Du point O comme centre, avec un rayon OA', égal à Ia
somme OP + PA, décrivons un are de cercle qui coupe
en A' 1'arc de cercle décrit par lê
point A autour du point C. Lê point A'
será une dês limites de Pexcursion du
balancier. Du point O comme centre,
avec un rayon OA", égal à Ia diffé-
rence PA — OP, coupons 1'arc A'A"
par un second are de cercle ; nous
déterminerons ainsi lê point A", se-
conde limite de 1'excursion du balan-
cier ; de sorte que, pendant que Ia
manivelle tourne indéfiniment autour
du point O, lê balancier CA oscillc en-
tre lês posHioiis extremes CA' et CA".

A un inslarit quelconque, lê rapport dês \ilesses angu-
Jaires dês droiíes CA, OP aulour dês points fixes, C et O, est
égal au rapport dês segmenls OI, Cl, interceptes par Ia bielle
s«r Ia ligne cies centres ; cê rapport change de signe en pás-

"ÉC. COLLIGNOH. 28
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sanl par zero, à chaque fois que lês trois points A, R, O, se
trouvent silués sur une môme droite (§ 139).

PARA1LÉLOGRA5IME DE WATT.

277. Süient ÜA, O'A' (fig. 501) deux droites égalcs, mobiles
dans lê plan de Ia figuro, Ia pre-
mière aulour du point O, Ia
seconde autour du point O'; cês
deux droites sontparallèles dans
leur position moyenne ; Ia pre-
mière peut s'cn écarter, dans
un sens et dans 1'autre, d'un
angle BOA = COA, et elle est
animéed'im mouvement circu-
laire alternatíf qui Ia fait pas-
ser de Ia position extreme OB

à 1'autre position extreme OC.
Lê point A de Ia droite OA est lie au point A' de Ia droite

0'A', par une droite AA' de longueur constanlc ; lê mouvement
de Ia droite OAdéf ini t donc complétement lê mouvement de Ia
droite 0'A'. On trouvera, par exemple, lês positions extremes
0'B' et 0'G' de Ia droite 0'A', en cherchant lês intersections B'
et C' de Pare de cerclc C'A'B', décrit par lê point A' aulour du
centre Ò', et dês ares décrits dês points B et C comme centres,
avec un rayon égal à AA'.

Lê lieu géométfique décrit par lê milieu de Ia droite de
jonclion dês points mobiles A et A' est une courbe I' I" qui a
un centre à 1'intersection de Ia droite AA' et de Ia droite 00',
et qui diffère três peu d'une ligne droite si lês proportions de
Ia figure sont convenablemcnt choisies. On appelle cê lieu Ia
courbe à lonyue inflexion.

La courbc passant par son centre a en effet une inflexion au
point I. De plus, on peut prévoir qu'elle a une courbure três
peu prononcée ; car lês lignes décrites par lês extrémités de
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Ia droite fmie AA' élant dês ares de cerclcs ógaux, mais orien
tés en sens contraire l'un de 1'autre, Ia courbe décritc par lê
point milieu de Ia droite AA' a pour ainsi dire une courbure
moyenne entre cês deux courbures égales et opposées ; sã
courbure est donc voisine de zero, et elle est tout à fait nulle
au point ou clle coupe Ia droite 00'. En resume, lê mouvemerit
du milieu de Ia droite AA' est à peu près recliligne.

Watt s'est servi de cette propriété pour établir Ia liaison
entre Ia têíe du piston de Ia machine à vapeur et lê balancier
et éviter lês poussées latérales D A „
íiu'entraíne Ia connexion directe \ \ „--•""""
i , \ '••--'de cês deux pieces.

II a remarque que si l'on pro-
longe OA (fig. 302, 303 et 304)
d'une quantité AD égale à OA, et
que 1'on complete lê parallélo-
gramme ADKA', lê point K se trouve en ligne droite avec
lês points O et I dans toutes lês positions du parallélo-
gramme, et à une distance OK du point O, double de Ia dis-
tance OI.

A

Fig.. 302.

Fig. 305. Fig. 304.

La lignedécrite par lê somraetK de cê parallélogramme est
donc homothélique à Ia ligne décritc par lê point I ; si cellc-ci
se confond sensiblement avec une droite, 1'autre se confon-
dfa de même avec une droite parallèle à Ia première. Watt
a Pris lê point K , sommet du parallélogramme articule,
pour y attacher Ia tête du piston P; dans Ia position moyenne,



436 COURBE

lepointO', centre du contre-balancier 0'A', qui assure lê mou-
vement du point A', coincide en projection avec lê sommetK
pointd'attache de Ia tige du piston. Lepoint I, situe au milieu
de Ia bride AA' et anime comme lê point K d'un mouvenient
alternatif sensiblement rectiligne, mais de course deux foi§
moindre, sert à attacher Ia tige de 1'une dês pompes de Ia ma-
chine.

EQUAT10N DE LA COURBE A LONGUE JKFLEXION.

278. Soit OAA'0' lê systòme articule dans sã position
moyenne, c'est-à-dire dans Ia position ou lês deux balan-

ciersOA, O'A' sont parallèles,
et ou. lê point milieu du lien
AA' occupe lê centre du lieu
géornétrique qu'il décrit.

_ Nous prendrons pour axes
coordonnés lês droites IX, IY,
Ia première parallèle, Ia se-
conde perpendiculaire aux di-
rections OA, 0'A'.

Soient m, n lês coordonnées du point O ; — m, — n seront
lês coordonnées du point O'.

SoitOA = o, e tAA'==2í> .
Amenons Ia figure articulée dans une position quelconque,

Oa a'0'. Appelons x^y^ lês coordonnées du point a; #2,j/a, lês
coordonnées du point o'; lês coordonnées x, y du milieu de
Ia droite AA' seront

Fig. 505.

(2)

Prenons pour inconnues auxiliaires lês angles d'écart,
O — aOA, 6' = fl'0'A', dês balanciers par rapport à leurs posi-
tions moyennes.

A LONGUE INFLEXION.

xí r=z m— a cos O,

!/, = n +asinO,

;r2=— m+flcos6 ' ,

!/2 = — n + asin '/.
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II viendra

(4)

(5)

(6)

On a d'ailleurs

C)
Entre cês sept équations, éliminonsles variables x^y^x^

H 6 et 6'; 1'équalion finale, qui ne contiendra plus que x, y
et dês constanles, será Péquation du lieu.

Ajoutons membre à membre lês équations (5) et (5), puis
lês équations (4) et (6); il viendra, en remplaçant xt -+- x, et

par-leurs \aleursprisesdansles équations (1) et (2) ,

a (cos V — cos 6) = 2z,

a (sin V + sin 0) = 1y.

On en déduit

cos 6' = (-cose,

sin 6'= ——sino.a

Élevant au carré cês équations et ajouíanl, il vient

cê qui se réduit à
l

(8) y sino — x cos 6 = -l

Dês équations (3) (4) (5) et (6) on tire successivement:

a ; 2 —ic 1 = —m+ncosO'—m + acos8=á (cos O'+ cos 6) — 1m

— „ /?£ +2cosfl ) — 2 m = 2 x — m + a cos B
\ a J L J

y.2—y, = — 7 i+as in f l '—n— a sin 6 = a (sin 9' — sin 6 j—2»

= n f — — 2sin O ) — 2n =2 w — n —as inõ .
V « / L J • '
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Substituons cês valeurs dans 1'équation (7) ; nous obtenons
1'équation suivante, en divisant par 4 :

r
ou bien

>[X —

(*—m + <z cos 0)3-f-(,,_„_ a sin &)s=6sf

>r- + ̂ (^0-ysinO)-2a(mcos0_nsínfj] + aS__y^

(8MS4™l-'™0|"P<'wta"'w«d°1^
= Í£z^Ü±Í£—>'

en représentantparP, pourabréger, Ia foncíion entiére du se-
cond degré qui figure dans Ic second membre.

Nous resoudrons lês équations (8) ei (9) par rapport à sin O
et cos O ; puis, élevant au carro et ajoutant, 1'angle O será
elimine :

(9)

nx — my

Donc 1'équation finale esí

(10)

P étant un polynome du second degré ena;et y, Pyet P# sont
du íroisième, et lê polynome que l'on obtient en développant

. lês carrés est du sixième. La courbe est du sixième degré.
Elle passe à 1'origine, puisque x = O, y = O salisfont à
1'équation. On sait d'ailleurs que cê point est un centre pour
Ia courbe.

A LONGUE 1KKLEXIOJÍ.

La courbe lieu dês points i à Ia forme d'un 8 allong
ooint double est au point I; Pune dês branches
louchc en cê point 1'axe 1Y, et a une inflexion.
La même branche a deux autre§ points d'ínflexion,
syrnétriques par rapport au centre I, et peu éloignés
de cê point. Do lá une certaine étendue sur laquelle
Ia courbure est três peu prononcée, et que Watt a pu
sans grande erreur confondre avcc une ligne droite.
L'axe IY rencontre Ia courbe en six points, savoir,
mL, ws» lê point I de Ia branche pq, et lê point d'in-
flexion I de 1'autre branche, qui compte pour trois,
puisque Ia droite IY a avec cetle branche un conlacl
du second ordre.
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Fig. SOB

TRACE GÉOMÉTIUQUE DU PARALLÉLOGEAMME DE WATT.

279. SoitO(fig.507)l 'axederotation dubalancier; OD,OF?

sés positions extremes, qui font dês angles égaux avec Ia
droite OE, sã position moyenne.

Menons Ia corde DF, puis par lê point F, rhilieu de Ia ílè-
che EPi, menons une droite PQ parallèle à DF. Ce será ceüe
droite que nous ferons décrire à Ia tête du piston.

Dês points A, E et F.menons à Ia droite PQ trois droites DG,
EK, FM, égales entre elles et égales au petit cote du parallé-
íogramme articule. Cês írois droites fero ri t dês angles égaux
avec PQ.

Soient A, B, C, lês milieux du balancier dans cês trois posi-
tions. Achevons lês parallélogrammes ADGII, BEKL, CFMN.

11 sufíira de chercher lê centre de Ia circonférence qui passe
par lês trois points II, L, N; en assujetlissant lê sommct H du
parallélogramme articule à se mouvoir sur celte circonférenec,
°n forcera lê sommet G à se trouvcr sur Ia droite PQ aux

G, K et M, et par suite il s'écartera peu de cette droite
lês poinls inlermédiaires de sã course.
il esl facile de \"oir que lê centre de Ia circonférence pás-



440 . PARAUÉLOGRAMME

sant par lês points H, L et N, est au point K. Joignons en effet
KH, KR et RÃ. La droile PQ étant perpendiculaire au milieu
de ER, on a KB = KE = GD = AH. Lês droites KR, Ali sont
d'ailleurs parallèles; donc Ia figure KRAII cst un parallélo-
gramme dans lequel KH=:RA. Mais lê point A élant lê mi-

lieu de 1'hypoténuse OD
du triangle reclangleDRO,
on a AR = AD, et par con-
séquentKII=AD = GII =
KL. On prouverail de mème
queKN = KL.

Lê point K est donc à
égale disíance dês (róis
points H, L et N.

La corde DF represente
Ia course du pislon. AValt
déterminaitlalongueurOD
par Ia condilion que Ia dis-
tance OI fút triplo de Ia
demi-course DR. Appe-

lons lia longueur OD, a 1'angle d'écarl DOE, et p Ia course DF;
nous aurons entre cês (róis quantilcs lês équations

et
p=: 2/sina.

On déterminera donc a par 1'équation

1+COS2
-~

„ .
= o sina,

ou bicn

ou enfin

.Õ'

Donc

DE WATT.

K = 18° 56'.

4H

; cet angle d'écart, lês quantités OD, DF et RI sont entre
elles comme lês nombres entiers

57, 24, 1.

Enfin Watt donnait à Ia bride DG une longueur comprise
, 6

entre p et ^ p.

La dévialion est três petife. DeProny, opérant sur dês lon-
gueurs í = 2m,515et DG = Om ,762, l'a trouvée seulement de
2 millimètres; M. Tchébichef a indique, dans lês Mémoires
de 1'Académie de Pétersbourg (1854 et 1861), ccrlaines mo-
difications de trace, qui permettraient de Ia réduire encore
beaucoup. Mais cette amélioralion n'a pás penetre dans Ia
pratique.

rAIULLÉLOGRAMME POUR BATEAUX.

280. Dans lês bateaux à vapcur à palettes, on evite or-
dinairement de pla-
ccr lê balancier au-
dessus dcs cyündres,
parce que cette pièce
a un poids três lourd,
quicompromeltrait Ia
stabililé du bâtírnent.

La tige du pislon
(fig. 508) fait mouvoir
une potence aux exlré-
mités de laquelle sont
altachées deux bielles
descendanles A B (Ia
seconde est cachée der-
rière Ia première).

Lê point A est donc anim:; d'uri mouvemenl rectiligne alter-
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natif suivant Ia verticale, et lê point B, d'un mouvement circu-
laire alternalif autour du centre C. Une tigerigideDE,articu|
leu en D avec lê balancier GB, et en E avec lê coulre-balancier
EF, porte, en un point G de son prolongement, unebride GA
qui Ia rattache invariablement à Ia tête du pislon; on dispose
dos proportions de Ia figure de manière que lê point G décrive
à (rés peu prós une droiíe verlicale. La bricle GA, loujours
égale et parallèle à DB, maintient donc Ia tige du pislon sur
Ia verticale, malgró lês actions exercées obliquement par Ia
bielle AB, lorsque Ia tigure n'est pás dans sã position moyenne.

AITAREIL ARTICULE POUR OPlífiER SUR UN PLAN LA TRAKSFORMATION

PAR RAYONS VECTEUHS RECIPROQUES.

281. Deux droites égales, OA, OB, sont assujetties à tourner
autour d'un centre fixe 0. Un losango articule, ACBD, a deux

sommels opposés, A et B,
situes aux extrémités dês
droites OA, OB. II resulte de
celtedisposition que lês deux
autres sommcts, C et D, sont
toujourssurunemcmedroiíe
passant par lê point O, et
perpendiculaire au milieu
de Ia diagonale AB. Je dis de
plus que lê produit OG x OD
est conslant.

En effe t , du point B,
comme ceníre, et avec un rayon BC, décrivons un cercle qui
passera par lê point D : du point O, menons à cê cercle une
tangente OE. Nous aurons

ocx OD =õl2=ÕB2—1í;2=õií2—Tic2,

quantité constante, quelle que soit Ia déformation de Ia fi-
gure.

Si donc on fait suivre au poiní C une ligne quelconque LL',

DE M. PEAUCELLIKR. 44»

un crayon placo au sommet D íracera Ia ligne MM', transfor-
jjjée de LL' par rayons vecteurs reciproques. Lê produit
constant dês rayons vecteurs conjugues será Ia différence dês
carrésdes longucurs OB, OG.

M. Peaucellier a fait observer que l'on pouvait, en assujet-
tissant lê sommet C à se mouvoir lê long d'nnc circonfé-
rence passant par lê point O, faire décrire une droite au
sommet D. II sufíit pour cela de r-elier lê point G à un centre
fixe, I, par une bride invariable IC, dont Ia longueur soit égale
à Ia distance OI dês deux centres fixes ; Ia transformée par
rayons vecteurs reciproques du cercle décrit par lê point G será
Ia droite DF, perpendiculaire à Ia direction OL (§ 112).

Cctle remarque renferme Ia solulion rigoureuse du pro-
blème que Watt a approximativcment résolu par son paraltélo-
yramme articule. II suffit, en effet, desoutcnirla tige du piston,
mobile lê long de Ia droite DF, par lê systòme 01CBDA, pour
que Ia transmission du mouvement au balancier, au moyen
d'une bielle faisant suite à Ia tige FD, n'eiitraine aucune dévia-
tion latérale de cette tige.

La transformée par rayons vecteurs reciproques d'une cir-
conférence étant une autre circonférence , on peut se servir
du même dispositif pour tracer un cercle de rayon três grand,
en faisant suivre au point G un cercle de rayon plus petil. Lê
trace dês cartes stéréographiques, par exemple, pourrait ètre
notablement simplifié au moyen du parallélogramme articule
de M. Peaucellier.

MOUVEMENT DU TIROIR POUR UNE DISTRIBUTION SIMPLE.

282. Lê tiroir d'une machine à vapeur est conduit par un
excentrique à collier, qui équivaut à une manivelle dont Ia
longueuv serait égale à 1'excentricité (§ 272). Nous allons
exposer Ia íhéorie générale du mouvement du tiroir, d'après
M. Zeuner, deZurich1 .

* Traité cies distributions par tiroirs , traduction de MM. DeMze et Mérijot,
|869,Dunod.
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Soit B lê point milieu du tiroir; OB, Ia direction de Ia glace
du tiroir, c'est-à-dire du plan sur lequel il glisse dans un sens
et dans 1'autre, en découvrant alternativement lês lumières
d'admission. Ce plan prolongo passe par 1'axc O de 1'arbre
tournant. La direction suivie par lê piston de Ia machine passe
aussi par lê point 0; nous Ia rcprésenterons par Ia droite OZ.

Fig. 510.

Soit OR Ia manivelle motrice, et OD Ia manivelle equiva-
lente à 1'excentrique; 1'anglc ROD dês deux raanivelles est
constant.

La manivelle ODmènelabielleDB, qui conduit lê üroirB^.
SoitOD=r, DB1==/) 6^ = ̂ , quantilés constantes.
Póur definir Ia position du pislon et celle du tiroir, nous

donnerons 1'angle oj = R0OR de Ia manivelle molrice avec Ia
direction ZO prolongée ; si OD0 est Ia position de 1'excenlrique
quand Ia manivelle molrice passe au point morl R0 , l'an-
gle D0OD será égalà w. La direction OD0 faitun angle YOD0 = S,
avec Ia perpendiculaire OY élevée sur Ia glace du tiroir, et
c'est cet angle que nous appellerons angle d' avance du tiroir,
ou avance angulaire.

Cherchons Ia distanceOB. Pour cela projetons lê point D cn
E sur Ia droite OB ; nous aurons

= rsin(w-f S],

EB, = V/BFj2 — Í)12= \/P— r"- cos2 (w + ê) = / V l — (^
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Développons en serie lê radical par Ia formule du binòme, et

arrêtons-nous ou second terme :

v/i - (7 Y cos* (M+s) = i - £l cos2(M + á).
v \ */ -i

r2

Dans cette formule, on néglige lês puissances de^-.Nousi*

nous contenterons de celte approximation, et nous aurons par

conséquent

Dans cette équation , donnons successivement à u lês va-
leurs O et w, qui correspondent aux deux points morts de Ia
manivelle motrice : il viendra

pour

j — ̂  cos-S.

Gherchons lê milieu, X, de 1'intervalle dês deux points défi-
nis sur Ia droite OB par cês valeurs x{ et #s. Si l'on repre-
sente par x' 1'abscisse de cê point, qu'on appelle centre ffoscll-

lation. du tiroir, on aura

x' _

Comptons maintenaní lês abscisses du point B à partir du
et soit § Ia dislance XB, ouPmzrf du tiroir; il vientpoint X, et soit

?-3 r i
=a; — a' = >'sin^w + 5) — <;-. \ cos2(w+ê) — cos2S \

r°-
=}-sin S cos w + r cos S sin w + 078111 (2 5+ w)sinw

expression de Ia forme
= ACOSW+ Bsinw
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dans cette équalion, A et B sont dês constantes; F est une

fonction de w, mais cette fonclion n'acquiert jamais cie
bicn grandes valeurs, parce qu'elle conlienl en facteur Ia

r2

quantíté -j, laquelle est toujours Ires petite. C'est un terme

corrcclif qu'on peut supprimer dans Ia plupart dês appli-
cations.

DIAGHAM.ME DE 51. ZEUKER.

285. Laissant de cole lê terme correctif F, M. Zeuner a
donné une interprélation géoméírique de Ia formule

g = A eos M +B sin w,

qui dóíinitrécart duliroir à part i r de son centre d'oscillation,
cn fonction de l'anglc u, décrit à partir du point mort par Ia

manivellc moírice. Cette équation,
considérée comme unerelaíion enlre
1'angle polaire w et lê rayon vecteur g,
represente une circonférence passant
par lê pule.

Soit OP Taxe polaire, O lê pôle.
Prenons sur OP une longueur

OA = A, et sur une perpendiculaire
à OP une longueur OB = B. Puis fai-

sons passer une circonférence par lês trois points A, O, B. Ce
será Ia circonférence cherchèe.

En eífet, menons par lê point O une droite quelconque OR,
faisant avec OP un angle ROP=rw. Projetons lês poinís B et
A en b et a sur Ia droite OR. Nous aurons Oa = A. cos t»,
Oò—B sin w. Menons lê diamèfre OC. Lês quatre poinís O, B,
C, A, sont lês sommets d'un rectangle inscrit, et par suite
Ia corde AC est égale et parallèle à OB. D'ail!eurs si l'on joint
CR, 1'angle CRO est droit; «R est Ia projection sur OR de
Ia droite CA, égale et parallèle à OB. Donc flR = Oò, etparcon-
séquent A cos w 4- B sin w = OR. Donc eníin OR=£.

3H.
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L'écart du tiroir est ainsi represente, pour un angle « donné,
par Ia longueur OR correspondante à cet angle.

Si Fon attribue à w dês valeurs supérieures à 1'angle TOP, qui
correspond à Ia tangente au cercle au point O, mais inférieures
aumême angle augmenté de ^,1'écart i- devicnt négatif, et con-
sidere comme rayon vecteur, il doit être porte sur lê prolonge-
ment de Ia droite qui fait avec OP 1'angle oj; cette construction
reproduit Ia circonférence OAGB dejà décrite. Comme lês valeurs
negativos de £ correspondent
à dês écarts du tiroir ditíe-
rents de ceux qui sont repre-
sentes par lês valeurs posi-
tives, il est bon de dislinguer
sur Ia figure lês deux circon-
férences qui correspondent à
cbacune de cês valeurs; on
y parvient en convenant de
prendre toujours positivc-
ment Ia valeur de ? considérée
comme un rayon vecteur, cê
qui conduit à adopter (fig. 512) Ia circonférence OAGB pour lês
valeurs qui sont naturéllement positives, et une circonférence
égale, OA'C'B', tangente au point O à Ia première, pour lês
valeurs négatives prises positivement. Ainsi, pour 1'angle
w = ROA décrit par Ia. manivelle motrice, 1'écartdu tiroir será
positif et égal à OR; pour 1'angle R'OA, il será négatif et égal
à —01V. Lês limites de 1'écart dans un sensetdansi/autre sont
-t-OC, et — OC', pour dês anglesw égauxàCOA et àCOA-+-?;.
Lê diamèire OC dês circonférences est égal à \/A2 -t- B% etl'an-

T)

gle COA a pour tangente j.
A.

Dans lê cas de Ia distribution simple on a

. 512.

= ?' sin S,

= )'cos 5.

Donc



448

Ct

DIAGRAMME
T

B cos 3 , „
- — ——= c o t o = tanp
A siii S

Lê diâmetro dês circonférences qui constituent lê diagramme
est égal au rayon d'excentricité, et 1'angle COA est lê complé-
ment de 1'avancc angulaire.

Lê môme procede s'applique au trace d'un diagramme dês
vitesses du tiroir. L'angle u croít proportionnellement au
temps, quand on suppose constante Ia vitesse angulaire de
1'arbre tournant; négligcant lê terme corrcclif F, on a, en
appelant Q cette vitesse angulaire,

-ft= j — A sin w-f- B cos c

La vitesse linéaire du tiroir est donc proporlionnellc à Ia
fonctionBcos w — A sin w, laquelle peut se représenter par
lês rayons vecteurs d'une circonférence, ou mieux d'une dou-
ble circonférence, si l'on exclut encore lês valeurs négatives
du rayon vecteur. Lês circonférences dês espaces pourront
être employées pour représenter lês vitesses, moyennant
qu'on choisisse convenablemerit 1'échelle, et qu'on fasse lour-
ner lês deux cercles d'un angle droit dans leur plan auíour
du point 0.

Enfin on obíiendrait Ia courbe dês accélérations en chan-
geant encore 1'échelle et en faisant tourner d'un nouvel angle
droit Ia courbe dês vitesses, cê qui ramerie à Ia courbe dês
espaces. On a en effet

~ft — — (Acosu+B s inw)Q 2 =—Q 2 £ .

Nous verroas plus tard, dans 1'étude de Ia machine à va-
peur, l'ulilité de cês diverses considérations.

Si l'on conservait lê íerme correctif, F=^- sin (25 +u) sin w

dans Ia formule qui donne £, on obíiendrait une courbe diffé-
renie du cercle; mais lê terme F est toujours três petit en
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valeur absolue, et s'annule pour quatre positions de Ia ma-
F jjivelle molrice, définies par lês quaíre équations

H = 0, 2Ô+ W = 0,

CO=7T, 20-j-W^Tr,

c'est-à-dire pour lês angles — 2o, O, r. — 23 et TC.
Lê maximum de sã valeur absolue correspond au maxi-

mum ou au minimum de sin (23 -+- w) sin w ; égalant à zero Ia
. dérivce de cê produit par rapport à w, il vient

cos (2?-f- a] sin«+sin(2í+ «)cos« = sin(2á-|-2&)) = .0

Lê maximum cherché correspond aux quaíre valeurs

oubien à w =— 5, ti) = -jr- — o, w= T. — 5, w = ^n — S,
2t 2

angles qui défmissent deux directions rectangulaires.
Lês valeurs correspondantes de Ia fonction sont :

r2

F= — ^-sin2â pour une dês directions,

j.S

et B' = -4- ̂ ? cos 2â pour 1'autre.

On pourra, s'il en est besoin, corriger à 1'aide de cês valeurs
lês cercles du diagramme.

COULISSE DE STEPHENSOíf.

284. La coulisse de Stephenson est 1'appareil lê plus généra-
lement employé sur lês locomotives pour changer lê sens de
k marche, et pour faire varier Ia détente de Ia vapeur.

Deux excentriques circulaires égaux, A et A', sont cales sur
«n mème arbre tournant O (fig. 513). Lês barres AB, A'B' de
^es deux excentriques sont arliculées aux points B et B' avec
-une coulisse en are de cercle, dans laquelle est engagé lê coulis-

1ÉC. COLUCNON. ' -29



448

Ct

DIAGRAMME
T

B cos 3 , „
- — ——= c o t o = tanp
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r2

F= — ^-sin2â pour une dês directions,

j.S

et B' = -4- ̂ ? cos 2â pour 1'autre.
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Deux excentriques circulaires égaux, A et A', sont cales sur
«n mème arbre tournant O (fig. 513). Lês barres AB, A'B' de
^es deux excentriques sont arliculées aux points B et B' avec
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seau C. Un point particulier de Ia coulisse, lê poinl B
exemple, est en oulre assujetti à rester à une dislance i
riable, LB', d'un point fixe L. Lê coulisseau C fait corps

r i

une pièce CDE suspendue au point íixe E et mobile autour de
cê point. Elle commande par son exfrémité D une lige DNP,
articulée aux points D et N, et destinée à Iransmettre au tiroir
un mouvement reetiligne alternalif. On peut modifier 1'ampli-
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de de cê mouvement en relevant plus ou moins Ia cou-
,. e RR/; pour cela, on n'a qu'à agir sur lê levier FG, appelé
/ vier de changement de marche, en faisant décrire à 1'arlicula-
ijojiH, autour du centre G, une portion plus ou moins grande
ig j'arc de cercle HIF. La tringle IIK transmet cê déplacement
au levier coudé KIL, mobile autour de \'arbre de relevage l.
Une double bielle de relevage, LB', rattache 1'extrémité L de cê
levier à l'articulation B' de Ia coulisse. Lê contre-poids M, qui
equilibre lês piòces mobiles dans toutes leurs positions, est
destine à faciliter cês manoeirvres.

La théorie de Ia coulisse de Stephcnson a été faite par
M. Phillips1.

Réduisons lês excentriques aux manivelles equivalentes
OA, OA'; soient(fig.314)AB,
A'B', lês bielles qui com- ^,V
mandent Ia coulisse BB'; soit
Pun point de Ia coulisse atla-
ché à distance invariable du c

point L, lequel reste fixe tant
qu'on n'altère pás Ia posüion
du levier de changement de
marche. Cherchons lê centre
inslanfanéde rotation du système solide.BB'.

Soit II lê centre cherché.
Lê point P, dans lê mouvement instanlané de Ia coulisse,

est assujetli à rester à une dislance invariable du point L.
Doncla droiteLP estnormale au déplacement du point P, et
par suite lê point II se trouve sur Ia droite LP prolongée. Joi-
gnons HB, HB'. La coulisse tournanl autour du point H, par
hypothèse, on peutregarderla transmission comme s'opérant
du centre O au centre H par une bielle AB, et par deux mani-
v'elles inégales OA, BII, ou bien par .a bielle A'B' et par deux
manivelles inégales OA', IIB'.

Lê point D, point de concours dês droiíes OA, HB3 est lê cen-
s

' Ânnales det mines, 185 i.

Fig. 514.

J
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Ire instanlané de Ia bielle AB, et lê point D', point de conl
cours dês droites OA', HB', est Ic centre instantané de ]a
biel!eA'B'.

Joignons HO, et prolongeons lês droites BA, HO jusqu'à leur

rencontre en C. Lê rapport dês vitesses angulaires siinulta-
nées autour dês centres II et O, résultant de Ia liaison OABH '

será égal au rapport dês segments, (-^- De mcme si l'on pro-

longo B'A' jusqu'à Ia rencontre de HO en un point C', lê rap- '
port dcs vitesses angulaires autour dês mêmes centres, résul-

C'Otanl de Ia liaison OA'B'II, será égal à j^-
L* Ji

Cês deux rapports devant êlrc égaux, lê point C' et lê point
Ccoincident. Donc lê point II est situe à 1'intersection de Ia
droite LP avec Ia droite CO, qu i jo in t lê point O au point de
concours C dês direclions BA, B'A' desbielles.

285. PendantIc relevagc de Ia coulisse, Farbre tournant O
restant immobiie, lê point B tourne autour de 1'articulation A ;
Ia droite BA est donc norraale à Ia trajecloire du point B,
de mème Ia droite B'A' est normale à Ia trajectoire décrile
par lê point B'; donc enfin l'intersection C de cês deux droites
est lê centre instaníané de rolation de Ia coulisse pcndant
l'opération du relê vage.

286. Lqrsque lê coulisseau est três prós du point B, 1'excen-
trique A commande seul Ia marche du tiroir. Si oa lê fait passer
au point B', en relevant Ia coulisse, c'est 1'excentrique A' qui
commande Ia marche, et Ia distribution est renversée; Ia ma- -í
chino prend alors Ia marche retrograde. Si enfin lê coulisseau
est amené au milieu I de Ia coulisse, on dit que Ia coulisse est'
au point mort; lê tiroir conserve un pelit mouvement oscilla-
toire, généralement insufíisant pour. démasquer lês lumières ••
d'admission, et Ia distribulion de Ia vapeur est interrompue.
La course du tiroir varie quand on change Ia position du cou-
lisseau, soit entre lês poínts I et B, soit entre lês points I et B';
en même temps Ia longueur de Ia détente de Ia vapeur dans
lê cylindre est modifiée.
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i e mouvement du tiroir est cncore defini approximalive-
ent par une équation de Ia forme

ç = A cos w-(-B siu tj-(- F.

F élant un terme de correction qui reste três petit lorsque
leravon d'excentricité est suffisamment petit par rapport à Ia
lono-ueur dês bielles. Mais cette équation suppose que Ia cou-
lisse BB' est un are de cercle de rayon égal à Ia longueur AB
dês bielles. Quand il en est autrement, lê centre d'oscillation
du tiroir n'est pás immobiie et se déplace suivant lês posi-
tions du coulisseau sur Ia coulisse.

JOIKT UNIVEKSEL.

287. La transmission connue sous lê nom de joint univer-
sel ou dejoiní hollandais, a pour objet de transformer un mou-
vement de rotation autour d'un axé en uri mouvement de rola-
tion autour d'un autre axé rencontrant lê premier, de telle
sorícque, lorsque lê premier arbrefait un lour entier, lê se-
cond fasse aussi un tour entier.

Soit AB lê premier axé, et EF lê sccond ; lês deux di-
rections de cês axes se eoupent en un poinl 0.

La transmission s'établit en ajoutant. aux deux arbres dês
fourchettes demi-circulaires CBD, GFI1; Ia figure suppose que

.l'une, GBD, est tracée dans lê plan du papier, tandis que l au-
tre, GFII, est tracée
dans un plan perpen-
diculaire au plan de
Ia première ; olles -
ont chacune Ia forme
d une demi-circonfé-
rence décrile du point
Ocomme centre. Aux
Poinis G, D, G, II, lês fourchettes sont percées pour recevoir Ics
exlrémilés dês branchcs d'un croisillon solide CGDII, dont Ic?
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deux branches CD, HG se coupent au point O à angle droitef
en parlies égales.

Si Pon fait tourner Ia fourchette CBD autour 'de 1'axe AB ]a

branche CD du croisillon est cntrainée dans cê mouvement'
lês points C et D décrivenl une circonférence dans un p]aij
perpendiculaire à 1'axe OA. L'angle COH resle toujours droit
et lês points II et G de 1'autre branche restent à dês distances
constantes dês points C et D, tout en parcourant une circonfé-
rence dont lê plan est normal à 1'axe OE.

Lorsque 1'extrémiíé C revient à son point de départ, lepre-
mier arbre a fait un tour entier, mais 1'cxtrémité H est reve-
nue à son point de départ, et 1'arbre EF a aussi fait un íour
entier.

288. Proposons-nous d'étudier lê mouvemenl du croisillon
pendant Ia durée d'unc révolution eníière accornplie à Ia fois
par lês deux arbrcs.

Considérons (fig. 316) Ia sphôre qui a lê poinl O pour cen-
ire et Ia distanceOCpourrayon. L'extrémi(é C de Ia fourchetíe
CBD décrit sur celte sphère lê grand cercle CMD, dont lê plan
est normal à 1'axe AO; 1'extrémité II de l'autre fourchetíe,
que noas pouvons cohcevoír comme située sur Ia mème sur--
face sphérique, décrit sur cette surface une circonférence de
grand cercle PNR, dont lê plan est normal à 1'axe OE. Par hy-
polhèse, Ia distance sphérique dês deux points mobiles est
constante et égale à un quadrant. Si donc lê premier point
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s'avance en M sur Ia premièrc circonférence, on trouvera Ia
position correspondanle du second cn décrivant du point
jl comme centre, avec un rayon sphérique MN égal à un qua-
drant , un are qui coupera lê cercle PR au point N cher-
ché.

Soit a Fangle B'OE que fait lê prolongemcnt de 1'axe AB
avec 1'autrc axé FE. Appelons x 1'arc CM qui défmit Ia posi-
tion du point M, et y 1'arc IIN qui défmit Ia position correspon-
dante du point N. Lê triangle sphérique MIIN a pour cotes

Mil, IIN, MN

Ics ares '-—x, y, et jj-

i-r

1'angleMHN, opposéaucôíé^r-, est égalau supplémentdeTan-
2í

gle B'OE, ou à T: — «.
Lê trianglc polaire du triangleMIIN aura pour angles

II será donc rcclangle, et 1'hypoténuse será égale à a. Or lê
cosinus de 1'hypolénuse est lê produil dês cotangenles dês
angles coníigus : on aura donc

COSa == cot í| +x j cot(?!—!/) = tanga;cot!/,

«u cnfin

relation à laquclle on serait parvenu direcfemcnt en appli-
tjuant Ia formule fondamentale au tr iangle sphérique MNII.
<lans lequel lê cote MN est cgal à un quadrant.

Différentiant, il vient
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lê rapport^- est lê rapport dês vitesscs angulaires, u et c/

autour dês arbres AO et OE, et l'on a

w _ dx _ cos2 «cosa
«' dy coi'- y

Or de Pcquation

on lire

Donc

COS K_ __ _

«' cos2 i/(l + tang2 y cos"2 x) cos2í/-f-sm'-i/cos2a l — sili2 tj + àir- j/cõs5"^

_ cos K
\ — sin-V. sinsi/'

Lê minimum du rapport — correspond au minimum de
(j)

sin2 1/, c'est-à-dire à í / = 0 e t í / = ^ ; l e point N passe alors au

point II ou au point G, et lê rapport — a pour valeur cos a.
' w

T SELê maximum a lieu pour y= x ou —•, c'est-à-direpourle
Ã £

passage du point N en P ou en R, et du point M en II ou en G;
, , . . w COS y.
Ia valeur minimum est —; = l

l — sin°a COSa

Lê rapport —7 est donc toujours compris entre lês deux

limites cos a et
l

Sá valeur moycnne pour un tour entier
COS a J

est 1 'unilé; lorsque y augmente de 2-, x augmente aussi de
2-. La période Ia plus petite est égale à un quart de tour.

La valeur moyenne du rapport est ainsi Ia moyenne propor-
lionnelle entre sés valeurs extremes.

289. En general, soitf (y) unefoncí ion de lavariable y, dont
on demande Ia valeur moyewtf (lans 1'intervalle compris en-
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tre lês valeurs y = m, y = n. Cette valeur moyenne est don-

néc par 1'équaüon

rJ f (y] dy

Cherchons, d'apròs cette règle, Ia valeur moyenne du rap-

port -7 pour un tour entier, c'est-à-dire entre lês limites y = $
* (£>

et y = fi + 2ir, p èlant un are quelconque.
Nous aurons pour Ia valeur cherchée

r
Mais -, dij = dx, et comme x augmente de 2ir quand y aug-

ü)

mente lui-même de 2w, nous trouverons, cn déíinilivc,

—
ÜIC

On cn déduit 1'ideníité

i — sin-«sin2y

queis que soient lês ares conslants p et a.

290. Reprenons Ia recherche du rapport —• par Ia géomélrie.w
Par lê point M et 1'axe OA faisons passer un, plan; il coupera

Ia surface de Ia sphère suivant lê grand cercle BMB', et 1'arc
BM de cê cercle será Ia posilion prise par Ia demi-fourchelte
de 1'arbre AB quand elle aboutit au pointM. De même, faisons
passer un plan par lê point N et 1'axe OE; il coupera Ia sphère
suivant lê grand cercle FMF', et 1'arc FN représentera Ia posi-
tion correspondente de Ia demi-fourchette de l'arbre OF. Lê
plan BMB' esl normal au grand cercle CM, trajectoiredeTextré-
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mité M du quadrant MN; de mème lê plan F'NF cst normal
en N à Ia trajecloire PNB de 1'autre extrcmité du même qua.
drant.

Cês deux plans se coupent suivant une droite qui passe par
lê centre O de Ia sphère et par lê point S, interseclion dês
deux grands cercles traces à sã surface. La droite OS est donc
1'axe instantané de rotation du quadrant mobile MN, c'est-à-
dire du croisillon. En d'au(res termes, à chaque instant lê
croisillon a pour axé instantané de rotation l'inlersection dês
plans dês deux fourcheltes.

Lê point S, intersection dês deux grands cercles determines
par cês plans, est mobile à Ia surface de Ia sphère; il coincide
avec lê point F' quandla figure est dans Ia position que nous
lui avons attribuée en prernier lieu; il coincide avec lê point
B quand Ia fourchcüe CBD s'est avancée d'un angle droit.
Eníin, lê point S décrit à Ia surface de Ia sphère une courbe
fermée comprise entre lês points F' et B ; cette courbe
peut servir de directrice à un cone dont lê somrnet est au
point O, et qui contient Ia suite dês axes instanlanés du croi-
sillon.

Pour avoir lê rapport dês vitesses angulaires dês deux arbres
à un mémc instant, il sufíit cTobserver que Ia viíesse angulãire
du premier arbre AB cst égale à Ia viíessu linéaire du point
M, divisée par Ia distance MO, du point M à cet arbre, laquelle
distance est consíante; que de même Ia vitesse angulãire du
second arbre est égale à Ia vitesse linéaire du point N divisée
par Ia disíance NO, qui est aussi constante et égale à MO. Lês
vitesses angulaires dês deux arbres sonl dono entre elles
comme lês vitesses linéaires dês points M et N; mais lês points
M et N, consideres comme apparlenant au croisillon , oní dês
vitesses proportionnelles à leurs distances respectivos à 1'axe

instantané OS. Lê rapport dês vitesses angulaires — varie donc
w ,

avec cês distances. Dans Ia première position que nous avons
supposée pour lê joint, il est égal au rapport dês distances dês
uoints C et II à 1'axe O F' (fig. 517), et si nous abaissons CG'
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perpendiculaire sur OF', il sera exprime par Ia fraction
/i/v

ÍÍÕ = C°Sa' qui est plus petite

Dans Ia position à 90° en avant de Ia première (fig. 318),
1'axe AO est devenu 1'axe
instantané de rolation, et
par suite lê rapport dês
deux vitesses angulaires
est exprime par Ia frac-

iion frrr-,, rapport égal à
• Fig. 518.

1'inverse du précédent.
Lê rapport dês vitesses angulaires, qui est en moyenne égal

à Funité, varie enlre cês deux limites.
On voit que lês variations du rapporl dês vitesses sont d'au-

tant moindres que 1'angle AOE cies deux arbres est plus voisin
de deux droits. La transmission est possible tant que cet
angle est supérieur à un droit: de lá lê nom á'universel donné
à cê système de joint. Mais lorsque 1'angle dês deux arbres est
droit, Ia transmission cesse d'être admissible, car alors lês
distances CG' et RB' sont nulles; de sorte que, si Ia vitesse
angulãire de l'un dês arbres est constante, Ia vitesse angulãire
de 1'autre devrait varier à chaque tour de zero à 1'infini, cê
qui denote une impossibilite.

291. Lê joint universcl est employé dans lês ateliers ou l'on
u installer un arbre tournant d'une três grande longueur.

1
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L'ajustage d'un leiarbre sur un grand nombre de paliers serait
extrêmement difficile,et demanderaituneprécision àpeu près
impossible à réaiiser dans Ia pratique : un léger tassument
une petite dévialion dans Ia pose, fausseraient Ia direction de
1'arbre et donneraienl naissance à dês résistances presquo
insurmonlables. On evite cet inconvénienl en fractionnant
1'arbre en tronçons et en réunissant cês tronçons lês uns aux
aulres par Io syslème de fourchettes et croisillons. Lês angles
de deux tronçons successifs élant três voisins de 180°, lês
rapports dês vitesses angulaires sont à três peu près égaux à
1'unité, comme si 1'arbre était conlinu.

Lês Hollandais se sont longtemps servis du joint universel
pour rattacher Ia vis fArciámède, dcstinée aux épuisementsde
leurs polders, à un arbre borizontal qu'un moulin à vcnt met
en mouvement. Lês varialions du rapport dês vitesses angu-
laires sont sans inconvénient pour cê genre de travai!. Elles
empôchcraient, au contraire, d'employer lê joint universel
pour lês transmissions à grande vitesse, lorsque 1'angle dês
deux axes n'est pás três ouvert.

DOUBLE JOINT DE IIOOKE.

292. Lorsqu'on veut transmettre un mouvement de rotatioa
d'un arbre à un autre arbre qui rencontre lê premier sons uri
anglc droit, lê joinl universel ne s'applique plus; mais ou
peul couper lês deux axes dormes par un axé auxiliaire faisant
avec ch-acun d'eux dês angles plusouverts, et appliquer un
joint universel du premier axé à 1'axe auxiliaire, et un aulre
joint universel de 1'axe auxiliaire au second axé donné.

Si 1'angie dês deux axes donnés, sans être rigoureusement
droit, était voisin de l'angle droit, Ia transmission directe par
joint universel serait défectueuse, parce qu'elle donnerait lieu
à de três fortes variations du rapport dês vitesses. En employant
un axé auxiliaire, on pourra ouvrir lês angles davantage et
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réduire de bóaucoup cês inégalités, et même, si l'on fait en
sorte que 1'axe auxiliaire coupe lês deux axes donnés sous dês
angles égaux, lês variations de vitesse produiles par lê pre-
mier joint pourront être exactement corrigées par celles que
produit lê second, de telle manière que Ia transmission de-
vienne rigoureusement uniforme. On obtient alors lê double
joint de Ilooke.

Fig. 319.

Soient (fig. 519) AB, PN, lês deux axes donnés, qui se cou-
en R sous un angle quelconque ARP. Prenons à par-

tir du point R deux longueurs égales, R0= RO'; menons
Ia droite 00', qui noas servira d'axe auxiliaire; elle coupe lês
deux autres axes sous dês angles AOO', 00'P égaux chacun à
Ia moitié de l'angle ARP augmentée d'un angle droit. Établis-
sons un premier joint universel en O , à Ia rencontre dês
axes A0,00';" un second joint en O' à Ia rencontre dês
axes 00', 0'P. Nous rendrons parallèles lês branches EF, Kl
dês deux croisillons qui sont lies à 1'arbre intermédiaire 00',
cê qui revient à placer dans un seul et même plan lês deux
fourchetles de cet arbre.

Par lê point R, conduisons un plan XY perpendiculaire à
1'axe 00'. II est facilede voir que dans toutes lês positionsdu
système, lês deux joints OetO'serontsymétriquespar rapport
à cê plan; lê joint O' peut être considere comme Timage du
joint O, vue dans un miroir plan qui serait placé en XY pcrpen-
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diculairement à Ia droite 00'. Lorsquele point*C deTarbre AB
parcourt un cerlain are, lê point M de 1'arbre PN parcourt un
are symétrique et par suite égal, de sorte qu'en définitive lês
vitesses angulaires autour dês arbres AB,PiNT sont constamment
lês mèmes, bien que Ia íransmission s'opère de l'un à
1'autre au moyen d'un arbre 00' dont Ia vilesse angulaire est
variable.

293. Ce résultat est indépendant de Ia longueurOO', et sub-
siste encore à Ia limite lorsque lês deux poinís O et O' vien-
nent se confondre avec lê point R. Pour rendre possible Ia

transmission ainsi concen-
trée sur un même point, il
faut supprimer lês bran-
ches CD, LM dês croisillons,
qui se gêneraient dans
leur mouvement com-
mun, et lês remplacer par
dês circonférences mas-
sives décrites sur cês bran-
ches comme diamèlres. Lê
mouvement dês deux cir-

conférences ne será arrete nulle part si leurs diamèfres sont
assez différents pour permetlre à Ia plus petite de passer dans
Ia plus grande.

La transmission prend alors Ia forme représentée par Ia
figure 520:

AB, premier axé,
CBD, première fourchetfe;
PIV, second axé ;

LNM, seconde fourchette, de rayon pluspet i t ;
O, inlerseclion dês deux axes :
CEDF,circonférencfimassive, réunie à Ia première fourchette

aux points C et D, mobile autour du diamètre CD, et tenant ,
lieu de Ia branche CD du croisillon;

LFME, circonférence massive de diamètre un peu plus petit
que Ia precedente; elle est rattachée à Ia seconde fourchetfe

Big. 320.
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par Ics points L et M, autour desquels elle peut tourner, et à Ia
première circonférence par lês points E et F, situes à un qua-
drant dês points C et M. Elle tient lieu de Ia branche LM du
second croisillon. L'axe EF, qui represente à Ia fois lês bran-
ches EF et Kí dês deux croisillons de 1'axe 00', peut êlre à vc~
lonté conserve en entier, ou réduit à scsportions utiles, E et F.

La circonférence LFME doit êlre d'un diamètre assez petit pour
passer dans lê creuxLNM de Ia seconde fourchette ; Ia seconde
fourchette doit de même passer dans Ia circonférence CEDF,
qui doit passer dans lê creux CBD de Ia première fourchette.

II ne reste rien de 1'axe intermédiaire O'O". Lê mouvement
desdeux arbres est symétrique parrapportau planXY,quiest
normal à cet axé intermédiaire, et qui partage en deux parlies
égales Fangledes deux axes donnés.

L'ensemble dês deux circonférences concentriques massives
CEDF, LFME, dont Fune est mobile autour d'une droite, CD,
passant par son centre, et dont 1'autre est mobile autour d'un
diamètre, EF, de Ia première, à angle droit sur Ia droite CDr

consütue Vassemblage à Ia Cardan.

Fig. 521.
P, P' pinnules pour viser dans lê plan vertical ab.

On 1'emploie dans Ia marine pour Ia suspension de Ia bous-
sole (fig. 321), dês baromètres, etc.; 1'inStrument ainsi sus»

l
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pendu , libre d'osciller dans tons lês sens, peul rester
dans Ia position verticale sans participei' aux oscillations du
bâtiment.

•
APPLICATION Dü JOINT AÜX PRESSES TYPOGIUPHIQUES

294. Lê joint universel est employé dans lês presses typo-
graphiques pour transmettre lê mouvement dês rouleaux qui
portent Ia composition, à Ia table de marbre sur laquelle est
placé lê papier. L'arbre dévié, auquel lê joint communique lê
mouvement, porte un pignon qui engrene avec une crémail-
lère attachée à Ia table de marbre; 1'engrcnage a lieu tantôt
par-dessous, tantôt par-dessus, de manière que Ia table accom-
plisse toute sã course alternativement dans un sens et dans
1'autre.

Ce mode de transmission a Finconvénient de rendre varia-
ble lê rapport dês vitesses de Ia (able et dês rouleaux; il en
resulte pour 1'impression lê défaut connu sous lê nom de
papillotage.

M. Normanda entièrement corrige cê défaut en substituant
au pignon circulaire engrenant avec une crémaillère droite
un pignon ovale engrenant avec une crémaillère ondulée. Lê
trace de cet engrenage, à vitesse variable, est fait sous Ia con-
dition de rendre uniforme lê mouvement dela table; 1'irrégu-
larité de Ia transmission par lê joint universel est compensée
dans chaque position dês pièces par l'irrégularité due au pi-
gnon ovale,

Depuis, M. Heuze a imagine une seconde solution dérivéí
dês mômes príncipes, et qui, tout en conservant lê pignon cir-
culaire et Ia crémaillère droite dês anciennes macbines, altere
au moyen d'un engrenage à roues ovales Ia vitesse de rotation
dês rouleaux. Dans cette solution, Ia table de marbre conserve
son mouvement irrégulier, mais lês rouleaux reçoivent au&si
un mouvement irrégulier tel, que lê rapport dês vitesses
reste constant, cê qui suffit pour éviter lê papillolage.

'li

CHAPITRE VI

T R A N S M I S S I O N S DIVERSES

MOUVEMENTS D1FFERENTIELS.

295. On appelle mouvement différentiel un mouvement lent
obtenu par Ia composition de deux mouvements en sens con-
traires.

Lês trains épicydóidaux, par exemple, permetlent de réa-
liser de véritables mouvements différentiels (g 250). En voici
d'autres exemples.

Fig. 322.

Lê tremi différentiel, ou tremi chinois (fig. 322^, consiste en
«ÉC. COLLIGXON,

30
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un arbre tournant horizontal, AB, sur lequel sont montes bout
à bout deux cylindres, C et D, derayonsdifférents. La cordeE
attachée par sés deux extrémités à Ia surface de cês cylindres'
s'enroule sur lê cylindre D, et se déroule du cylindre C, à mesurè
qu'on tourne Ia manivelle M. E!le soutient un poids P par l'in.
termédiaire d'une poulie. Soit r lê rayon du cylindre C, et R
lê rayon du cylindre D ; pour un tour de manivelle opere dans
lê sens convenable, lê cylindre D enroulera une longueur de
corde sensiblement égale à 27cR ; en même temps, lê cylindre
C déroulera une longueur de corde égale à 2wr; lepoidsPmon-
tera de Ia demi-difírrence de cês deux longueurs, ou dês (R— r)-
lê mouvement du poids P será donc idenlique à celui qu'il

pt _ r
prendrait si l'on employait un treuil de rayon — ̂ —. On verra
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plustard rutiüló de celte disposition.
296. La vis différentielle de Prony (fig. 325) repose sur un

príncipe analogue.

Fig. 323.

La vis Vtraversedeiixécrous,È, F; 1'écrouE estfixe; 1'écrou
F est mobile lê long d'une rainure, I.

La surface de Ia vis est garnie en AB d'un íilet dont nous
désignerons lê pás par h, de telle sorte que, quandon fait faire
un tour entier à Ia vis dans lê sens convenable, Ia vis avance
dans son écrou, vers Ia gaúche, d'une quantité égale à h.

La région CD de Ia vis esl garnie d'un filei dont lê pás, /*', esl
moindre que h; 1'écrou F est creusé suivant lê trace de cê filet.
Si donc Ia vis n'avait aucun mouvement longitudinal, un tour
entier de Ia visferail reculer vers Ia droite 1'écrou mobile F de
Ia quantité h'. Mais Ia vis s'avançant vers Ia gaúche de Ia
quantilé/i, et entrainanl 1'écrou dans cê mouvement, 1'écrou

. n'avance en définitive vers Ia gaúche que de Ia différence h—h',
c'est-à-dire qu'il se déplace comme 1'écrou mobile d'une vús
fixe qui aurait un pás égal à cetle différence.

297. Lê mouvement est donné à Ia machineà aléser (fig. 324)
parla roue G, montée sur 1'arbre creux cccc. L'outil B est
monte sur cet arbre, à Pintérieur duquel passe une vis IlII,j
prise à sés extrémiíés dans dês collets fixes à l'arbre et entrai-'
nés dans son mouvement de rolation.

Fig. 321.

Lê cylindre creux porte une roue d'engrenage L, qui engrene
avec Ia roue R ; celle-ci fait corps par Fintermédíaire de 1'axe
I, avec une roue R' qui engrene avec Ia roue K, donnant lê
mouvemenl à Ia vis. II resulte de cês disposítions que, quand
on fait tourner Ia roue G, 1'outil B tourne au dedans du
cylindre, et avance en même lemps d'une certaine quanlité.

Soit h lê pás de Ia vis, n lê nombre dês dents de Ia roue K,
n' et n" lês nombres dês dents dês roues R et R', cníin m lê
nombre dês dents de Ia roue L.

Pour un tour de Ia roue G, Ia roue L fait aussiun tour; Ia
1TI

roueRetlaroucR'fonídoncunefraclion de tour égale à — , et
li

Ia roue K une fraction de tour égale à —. X — ; c'est aussi lê dé-n n
placement angulaire absolu de Ia vis HH. Lê déplacement an-
gulaire de Ia vis par rapport à Ia roue L esí donc égal à Ia

différence l-^x--n n
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L'oulil E, pendant qu'il fait un tour entier avec 1'arbré
s'avance le long de cet arbre, en vertu du mouvement relatif

/ y-ft -,//N

imprime à Ia vis, d'une quantité égale à h 11 >X —\ .

En general, n'=n"etm=n — l, et le déplacement

tudinal de 1'outil est égal à h (l — n ~
n J n

On obtient ainsi un mouvement três lent de l'outil, cê qui
est essentiel pour le succès de 1'opération qu'on vcut exc-
cuter.

BANC A BROCHES.

298. On appelle bane à broches 1'appareil employé dans lês
filatures de coton pour faire subir au fil une première torsion,

et le renvider en même temps sur une bobine,
que Pon placera ensuite sur Ia mull-Jenny, ou
s'achève le iílage.

Le fil provenant dês cylindres étireurs entre
dans Ia broche, ou sés fibres, d'abord paral- j
lèlcs, reçoivent une torsion hélicoidale. La brõ-~
che se compose de deux ailettes équilibrées ab,
a'b', dont l'une seulement est creuse. Le íiltra-
verse Ia partie supérieure de Ia broche, entre
au point a dans 1'ailette, et en sort au point b,
pour s'enrouler sur une bobine B, montée sur
1'axe AA de Ia broche. On donne à l'ailette, au-
tour de 1'axe AA, un mouvement de rotation qui
produit à Ia fois Ia lorsion dês fibres élémen-
taires du fil, et 1'enroulement du fil autour de Ia
bobine. Si celle-ci resíait immobile, l'enroule-=

ment du fil serait três rapide, et il en résulterait dês tensions
qui netarderaient pás à rompre dês fibres encore trop peu
résistantes. Pour empêcher cês ruptures, tout en donnant à
1'ailelte une grande vitesss angulaire, on communique à Ia

Fig. 525.
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bobine une vitesse angulaire un peu moindre et dansle même
sens, de sorte que l'enroulement du fil autour de Ia bobine
s'opère comme si, Ia bobine étant fixe, l'ailelle tournait aulour
d'elle avec Ia différence dês deux vitesses angulaires absolues.

299. Outre cê mouvementde rolation autour de son axé, Ia
bobine doit recevoir un mouvement de translation le long du
même axé, de manière que lês spires successivcs du fil enrouló

Fig. 526.

se placcnt joinlivement Ics unes à colo dês autrcs; Ia bobine
doit donc alternalivement monter et desccndre, de manière à
présenter successivementtoutes sessectionsdroites en regard
du point b qui fournit le fil. Ce mouvement rectiligne altcr-
nalifest obtenu(fig. 326) aumoyen d'une roue dentée, engre-
nant alternativementavec deuxcrêmaillères, cã, c'cí', solidaires
Tune de Pautre, etcommandant une même tige AB. Le clian-
gement de sens entraine le déplacement de 1'axe de rolation de
Ia roue autour de 1'arête ab, à chaque fois que Ia crémaillère
atteint Ia fin de sã course.

L'engrenage se Iransportant de 1'une dês crémaillères à Ia
crémaillère opposée, le mouvement de Iranslation se renverse.
Ce mouvemenl est communique à un chariot, qui porte une
série de broches semblables à celle que nous verions de
décrire.

300. Mais à cbaque fois que le mouvement recliligne de Ia bo-
bine vient à changer de sens, le rayon de Ia suríace convexc sur
laquelle 1'enroulement doit se fuire a augnícnté de 1'épaisseur
du fil. La quanlité de fil fournie dans 1'unité de ternpspar lês
cylindres étireurs reslant Ia même, il faut, pour que lês con-
ditions de 1'enroulement soicnt conservées, que Ia vitesse
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angulaire de Ia bobine se modifie. Elle doit tourner plus

lentementà mcsure que son rayon effectif augmente.Enrnôme
tcmps sã vitesse de translation doit varier enraison inversede
cê mème rayon, car chaque spire du fil enroulé represente
une longueur de fil proportionnelle à cê rayon, sans occuper
sur Ia bobine un plus grand espace en hauteur.

Soit r lê rayon de Ia bobine quand elle est vide , s. l'é-
paisseurdu iil, [j, lê nombre de courses simples de Ia bobine
depuis lê commencement du renvidement ; appelons n lê
nombre constant de tours que fait 1'ailelte en une minute,
et n' lê nombre de tours que doit faire Ia bobine pendant lê
rnême temps, pour tonto Ia durée de Ia (i>. + \)me course; soit
enfin L Ia longueur constante de fil à renvider par unité de
lemps, et H Ia hauíeur de Ia bobine à garnir, hauteur que,
pourplus de simplicifé, nous regarderons comme constante.

Au bout de \j. courses simples, lê rayon du renvidement será
égal àr-f- [.i.s. Enune minute, 1'ailetíe fait n tours, etla bobinen';
Ia vitesse relative de 1'ailette par rapport à Ia bobine est donc
de n — n' lours par minute, et comme chaque tour correspond
à une longueur sensiblement égale à %•£ (r -H^e), on a Ia pre-
mière équalion

La longueur de fil renvidée sur Ia bobine pendant Ia (jjH-1)1**

course est égale à 2z (r -+- tj.s) x - ; car - represente lê nora-
£ £

b ré dês spires jointives qui garnissent Ia surface extérieurede
Ia bobine. Si donc on divise celte quantité par L, on aura Ia
durée, í, dela (j* -f- 1)1"' course. Par conséquent

27t (r i x 5
= t.

On en déduit
H _ _
í ~2n

ee qui moníre quela vilesse, --, dela translation de Ia bobine,
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varie enraison inverse du rayon effectif de l'enroulement.
On pcut aussi diviser membre à membre lês deux équations

ce qui donne

équation evidente, puisqu'elle exprime que Ia hauteur totalc
à renvider, II, est lê produit de Ia durée du renvidemenl par Ia
hauleur, s (n—n'), enroulée dans chaque unilé de temps.

On voit ainsi que lê mouvement de Ia bobine comprend une
rotation et une translation, et que lês vilesses de cês deux
mouvements simples varient pour chaque course longitu-

dinale du chariot.
501. Lê mouvement est transmis à Ia bobine au moyend'un

train épicycloidal imagine par Houldsworth, et qu'il est bon
d'étudier àpar t (fig. 327).

L'arbre D, anime d'un mouvement uniforme, fait tourner
Ia roue d'angle Q; une seconde roue N, à engrenage cylindri-
que, esl montée sur un axé géométrique en
prolongcment de celui de Ia roue Q ; elle re-
çoit son mouvement d'un pignon M, qui
lui-même emprunte son mouvement à l'ar-
breD, mais par 1'intermédiaire d'une cour-
roic et d'un cone : transmission qui permet
de faire varier entre ceriaines limites lê r; p-
port cies vitesses angulaires. Un rayon dela
roue N porte une roue d'angle P, qui en-
grene, d'une part avec Ia roue Q, de 1'autre Fio. 527

avec une roue égale R, montée aussi sur lê •
prolongemenl du môme axé géométrique. C'cst cette dernicrc
roue R qui transrnet Ia rotation à Ia bobine, par un dispositif
que nous décrirons toul à 1'heure.

Si on appelle Q Ia vitesse de rotation de Ia roue N autour
de son axé, et w Ia vitesse de rotation de Ia roue Q, Ia vi-
tesse relativo de Q par rapport à N 'será w — Q ; soit n lê
"ombre de dents dês roues égales Q et R, et n' lê nombre
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de dents de Ia roue P; Ia vitesse angulaire de P, autour de son
axé supposé fixe, será

(—alxjf,;

et Ia vitesse angulaire de R, dansson mouvement relalif
par rapport à Ia roue N, será

—(w—c)x ^x-=—(«—n) = n—M.

Par suite, Ia vitesse absolue de Ia roue R será é^ale à
(Q — w)+0—2Q — o,.

Lavilesse westconstante; maislavilesseQ varie aumomenl
opportun par lê déplacement de Ia courroie à Ia surface du
cone; et par suite Ia vitesse 20 — w varie, et communique à Ia
bobine lê mouvement variable demande.

502. Venonsenfin à Ia description sornmaired'un bane abro-
ches, represente dans sés traits principaux par Ia figure 328.

• AAA, chariot portant lês broches, mobile dans un sens et
dans Paulre suivant Ia verticale.

BB, arbre qui donne aux bobines lê mouvement de rola-'
tion, au moyen d'engrenages hyperbololdes. Cet arbre est en-
trainé dans !e mouvement de translalion du chariot.

CG, arbre fixe, qui donne lê mouvement de rolalion con-
stant aux aileltes, par dês engrenages analogues, representes
sur Ia figure en a, a, a-(une seule broche est figurée en entier).

DDD, arbres fixes en prolongement lês uns dês autres ; l'un
d'eux fait lourncr Ia roue Q et lui communique Ia vitesse <o;
il commande, par 1'intermédiaire dês roues E,F,G, 1'arbre H
sur lequel passe Ia courroie.

II, cone ou fusée, qui reç.oit son mouvement de Ia courroie,
et Ie transmet par 1'engrenage (K, L) au pignon M; cê der--
nier pignon engrene avec ia roue N, et lui communique Ia
vitesse angulaire O.

Q,P,R,N,train épicycloidal de Houldsworth, commuriiquant
à Ia roue R une vitesse angulaire égale à 20 — w.

(S,T), engreriage conique qui transmet lê mouvement au long
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pignon TJU. Lê long pignon engrene avec un train de roues
dentées V,X,Y,Z,W, mobile avec lê chariot AA, et fait tour-
ner 1'axc BB, dans toutes lês positions qu'il occupe succes-
sivement.

Lê mouvement dctranslation altcrnalif est donne au chariot
par une roue à double crémaillère (g 2%), non représenlée
sur Ia figure.
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A mesure quela courroie se déplace vers Ia gaúche, lê pignon
M íourne plus lenteinent, et Ia vitesseQ diminue. La vitesse^
restanl constante, Ia roue R éprouve une diminution de -vj.
tesse, quise transmet à Ia bobine b. La variation de vitesse est
réglée par lê trace de Ia fusée II.

Pour faire appuyer Ia courroie vers Ia gaúche à chaque fois
que lê chariot a accompli une course entière, soit ascendante
soit descendante,on se sert d'un poids p, qui (ire vers Ia gaúche
parl 'intermédiaired'un fil passant sur une poulie, unefourche
embrassant lê (ambour H. La tige ddd, lerminée par un double
rochet, relient lê poids pendanl Ia durée d'une course du cha-
riot; c'est àquoiservent lês cliquetseel/1. Ce dernier estmuni
d'un contre-poids, qui !end à lê maintenir fermé ; 1'autre tend
à seferraer delui-même. Une lige /i/i/i, traversantdesanneaux
fixes </, cj, porle deux taquels n, n', entre lesquels se meutTan-
neau m, qui fait corps avec lê chariot. Quand celui-ci atteint
1'exlrémilé de sã course, 1'anneau m presse sur lê taquet n ou
sur lê laquet n', et déplace Ia lige hh soit vers lê haut , soit vers
lebas. Dans lê premier cas, elle soulève lê cliquet e; dans lê
second, elle abaisse lê cliquet f. La tige dd glisse alors dela
longueur d'une demi-dent du rochet, et s'arrête sur celui dês
deux cuqueis qui reslc en prise. La courroie subit uri déplace-
menl vers Ia gaúche, ei Ia vilesse Q diminue en conscquence.
Uri contre-poids q sert à équilibrer Ia tige hh.

Celte description sommaire sufíit pour faire comprendre Ia
marche de 1'appareil. II y aurait encore à décrire Ia transmis-
sion qui rend variable Ia vitesse de translation du chariot, et
lês mecanismos accessoires au moyen desquels on peut alté-
rer légèrement à chaque course Ia longueur à renvider sur Ia
bobine, pour suivreIa conicitédesesrebords. Nous renverrons
pour cet objet aux traités spéciaux dês machines employées .1
dans Ia filature.

TRANSMISSIOiSS DIVERSES.
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505. La transmissionimaginéc parrastronomeRõmerestun
engrenage cylindrique dans lequcl on fait varier, suivant une
loi donnée, lê rapport dês vilesses angulaires.
. Soient ST et ST lês deux axes parallòles; joignons deux
points S et S' pris sur cês axes, et décrivons deux surfaces
coniques de révolution, en faisant
lourner successivement Ia droile SS'
autour de ST, puis autour de S'T'.
Cês deux surfaces se toucheront sui-
vant 1'arête SS'.

Sur Ia surfacc du cone S'T', pla-
çons dês dents coniques équidis-
tantes, représentées sur Ia figure
par lês droiles ab, ab',... conver-
gentes vers lê sommet S'.

Lês dents conjuguées du cone S
présenteront au contraire de sim-
ples saillies, occupant peu de lon-
gueur sur lês génératives de cê cone;
elles sontíigurées par lês points A, A', A",... répartis suivant
une cerlaine ligne AB, qu'il s'agil de determinei'. Pour y par-
venir plus facilernent, nous lês supposerons infiniment rap-
prochées de manière à dessiner une ligne continue.

Quand lê contact dos deux systòmes tournants a lieu sur
l une dent A, Ia transmission s'opère comme si 1'cngrenagc

était réduit aux deux circonférences primitives que l'on ob-
tient en coupant lês cones par un plan 00', conduit par lê
Point Anormalement aux deux axes.

/
Lê rapport dês vitcsses angulaires, — , est.donc égal au rap-

- w

Portinverse, — , dês rayons de cês deux •circonférences.
u A " f

Soit (f 1'angle total , mesure à partir d'un plan méridien arbi-

529.
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tiaire, qui déíinit Ia génératrice SÁ à Ia surface du premier
cone. Ce môme angle est Ia quantitc dont lê cone S aura tourné
autour de son axé pendant un certain temps í. Nous supp0,

serons lá loi de variation du rapport — donnce par une

lion de Ia forme

OA
L'équation ~=F(<f) est donc, dans un système particu-\) A.

lier dês coordonnées, 1'équation de Ia courbe cherchée, AB.
Dans un temps infiriiment pelit, lê cone S tourné autour de

son axé de 1'angle dy; en môme temps, lê conlact dês deux
cones se transporte de Ia dent A à Ia dent A'; soit c/01'angle
A'SA. Appelons r lê rayon vecteur, SÁ, d'un dês points de Ia
courbe AB. L'angle ô será 1'angle dês généraírices du cone S
développé sur un plan, et Ia courbe AB será définie en coor-
données polaires par une relation enlre lês quantités r et 9.

Or, pour un déplacemenl angulaire iníiniment petit <fy>, lê
point A décrit, normalement au plan dês deux axes, un che-j
min égal à doxOA.- cê chemin, considere comme décrit paij
1'extrémité de Ia génératrice SÁ, a aussi pour mesure rdO.

Donc

et par suite
rde

.
OA

OA
Lê rapport —- est lê sinus de 1'angle constanf, ASO, dês gé-

nératrices du cone avec 1'axe. Représentant cet angle par a, il
vient Ia relation três simple

,da = _— :
sm K

d'oú l'on déduit en intégrant
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La constante <p0 peut être réduite à O, en comptant l'anglc
L sur Ia surface du cone à partir de Ia génératrice pour
j'laquelle? = 0.
! On a d'ailleurs

OA = »• sin a ,

0'A = a — r sin a,

a désignarit Ia distance dês deux axes ; donc

w' _ r sin cc _ ' / 6 • \
6j a — r sin y. \ sin a /

L'équation polaire cherchée est en definitivo

(1) T =

Lês plans MM', QQ', limitant latéralement lês deux surfaces
coniques, lê rapport dês vitesses angulaires peut varier entre

lês fractions jjg)et^.

La courbe une fois tracée sur un plan au moyen de 1'équa-
tion (l), il n'y a plus qu'à 1'enrouler sur lê cone S pour obte-
nir Ia courbe AB. Lês dents sont ensuite espacées lê long de
cette cõurbe, de telle manière qu'elles puissent engrener avec
lês cannelures du cone S'.

504. II resterait encore à décrire un grand nombre de dis-
positifs. Nous nous conlenterons de donner, pour quelques-
uns, une indication sommaire et un croquis.

Joint dOldham (íig. 330). — X, Y, axes parallèles, peu éloi-
: gnés l'un de 1'autre.

ABCD, croisillon, dont lês branches, faisant tourillons, peu-
[ vent glisser dans lês orifices pratiques aux extrémités dês deux

fourches M et N.
Lês vitesses angulaires autour dês deux axes sont égales, et

lelieu décrit par lê centre. O, du croisillon, est une circonfé-
rence.
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Roue de champ* d'Huygens avec lougpignon (fig. 331). __Bn
long pignon mobile autour de son axé. Uri autre axé perpend''
culaire au premier porte Ia roue excenlrique AA, garnie d
dents engrenant avec lê pignon.

Lê rapport dês vi t esses est variable.
i*

Manivelle à coulisse (fig. 332)
peu éloignés l'un de l'autre.

. 531.

— 00', AA', axes parallèles

0'B, manivelle du premier arbre ,-
BC, tige fixée au bouton de ceife manivelle;
AD, manivelle íixéeau second arbre;
EF, rainure dans laquelle glisse Ia tige BC.
Roues tronquées avec pignon mobile. — O, axé de ro.íation

de Ia roue;

P, pignon mobile dont 1'axe suit Ia rainure AB. II tourne
autour dês chevilles extremes pour passer d'un cote à 1'autre
de leur rangée, cê qui renverse lê sens de Ia transmission. >

1 On appelle roue de champ, dans 1'Jiorlogerie, une roue dentée dont lês derils
sont dirigées paraüclement à son axé, ou perpendiculairement à son plan moyen.

GHÁPITRE VII

APPAREILS PROPRES A L'OBSERVATION DÊS IWOUVEMENTS.

305. La recherclie de Ia loi du mouvement d'.u ri point mobile
comprend en general deux questions : recherclie de Ia tra-
jectoire du point, recherche du mouvement sur Ia trajec-
toire. Lês deux questions peuvent être traitées à Ia fois : par
exemple, on observe cbaque jour Ia position d'une planète par
rapport aux étoiles, c'est-à-dire on forme en fonction du
temps lê tableau dês coordonnées astronomiques de sés posi-
tions successives. Ce tableau déflnit Ia suite dês points occu-
pés par Ia planète sur Ia sphère celeste, et 1'heure de son pas-
sage en chacun de cês points; il définit donc à Ia fois Ia trajec-
toire et lê mouvement sur Ia trajectoire. Remarquons toutefois
que cês mesures d'angles ne conduisent qu'à Ia projection de Ia
trajectoire sur Ia sphère celeste, et que cette projection n'est
pás Ia rnême, suivant qu'on prend pour centre de Ia sphère
lê centre delaterre (sphère géocentrique), ou lê centre du so-
leil (sphère héliocentrique); Ia détermination de Ia trajectoire
complete exige en outre Ia mesúre dês rayons vecteurs.

Nous supposerons dans cê qui suit que lês mouvements
qu'il s'agit d'observer s'effectuent lê long de trajectoires dcter-
minées d'avance, et qu'on cherche seulement Ia loi dês mou-
vements, c'est-à-dire Ia rclalion

"=/"(«).,

entre lês ares décrits, s, et lê temps t employé à lesdécrire.
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En d'aulres termes, il s'agit de construire empiriquement la

courbe dês espaces pour un mouvement donné. Lê procede
direct consiste à observer 1'heure du passage du mobile en
dês points également espaces sur la trajecfoire, ou bien à
lenir note dês espaces décrils par lê mobile au bout d'inter-
valles de temps égaux entre eux. Par l'un ou par 1'autre de cês
deux procedes, on pourra construire un tableau qui donne
un cerlain nombre de valeurs de í pour dês valeurs corres-
pondarites de s, ou réciproquement, etsiPon multiplie suffi-
samment lês observations, on pourra trouver la forme de la
fonction f. Cette méthode demande la mesure de 1'espace s et
du lemps t.

306. Lê temps se mesure à 1'aide d'un chronomètre, c'est-
à-dire en définitive au moyen d'un mouvement dont la loi est
connue. Pour rendre 1'observation plus commode, on peutse
servir du chronomètre àpointage; cet appareil porte un méca-
nisme qui permet à 1'observateur de laisser sur lê cadranune
trace de 1'instant ou s'est accompli lê phénomône observe,
par exemple lê passage du mobile en un point de repòre.
11 suffit pour cela de presser rapidement un bouton. On
arrive ainsi à évaluer lê temps avec une approximatíon d'nne
fraction de seconde. Mais cette approximation ne peut étre
poussée bien loin, car lê mouvement de 1'aiguille d'un chro-
nomètre consiste dans la répétition de petits mouvemenls
saccadés, égaux entre eux. Pris dans leur ensemble, cette sé-
rie de mouvements équivaut sensiblement à un mouvement
uniforme. Mais si l'on voulait évaluer avec un chronomètre
de três peíites fraclions du temps, on ne lê pourrait plus,
parce que la vitesse de 1'aiguille cesse d'être constante pen-.
dant 1'intervalle à mesurer.

507. Lês vibrations três rapides et isochrones du diapason
permettent d'évaluer lê temps avec une bien plus grande exac-,
titude.

Imaginons qu'on fasse vibrer lês branches d'un diapason
fixe à demeure sur un support; Pune dês branches porte une
pointe qui rase une surface plane sur laquelle est déposée

•

rf, < •
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une légère couche de noir de fumée ; donnons à cette surface
plane un mouvement lent de translation, sensiblement uni-
forme. La pointe du diapason qui ne cesse de la toucher
y iracera dans lê noir de fumée une courbe sinueuse, c!

Fig. 534.

chaque dent de la courbe, entre deux creux successifs a, b,
correspondra à la durée d'une vibration complete du dia-
pason, durée connue par lê nombre de vibrations que lê
diapason effectue en une seconde. La durée de la seconde
será représenlée par un certain nombre de dents, ou par
un intcrvalle AB, et chaque dent représentera une frac-
lion de la seconde égale à 1'inverse de cê nombre. Si donc
sur la même figure on marque dês points qui correspondent à

Tinstant même de la production de phénomènes, il suffira
de comparcrces points au trace dela courbe du diapason pour
avoir, avec une extreme précision, 1'heure exacte de cês phé-
nomènes.

Lepointageáes phénomènes observes peut se faire à la main
par 1'observaleur lui-môme; lorsqu'une grande rigueur est
nécessaire, on emploie de préférence lês courants électriques.
L'appareil est monte de telle sorte, que lê phériomène à obser-
ver ne puisse s'accomplir sans fermer un circuit; lê courant
qui parcourt instantariément cê circuit opere lê pointage sur
lê papier.

508. Certains appareils donnént directement lê trace de la
courbe dês espaces.

Suppo«ons, pour plus de simplicité, que la trajecloire d'un
point mobile soit rectiligne. Attachons un crayon au point
mobile, et, en contact avec la pointe du crayon, faisons glisser
«ne feuille de papier à laquelle nous imprimerons un mouve-
roent uniforme perpendiculairement à la trajectoire du mo-
bile. Lê crayon dessinera sur celte feuille une courbe, dont

MEC, COLLIONOS. . ' . 51
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lês abscisses représenteront lês valeurs du temps, et dont lês
ordonnées soront lês espaces décriis par lê mobile sur sã
trajectoire. Cclte courbe est donc Ia courbe dês espaces.

La premiòre applicaüon de celle rnélhode a été faite par
Eytelvvein à 1'étude du mouvement de Ia soupape principale
dans lê bclier hydraulique. Lê mouvement de Ia soupape esl
recliligne allernatif, avec discontirmité. Un crayon, attaché à
Ia soupape, dessinait une ligne sur une feuille de papier ani-
rnée d'un mouvement uniforme; cette ligne reslait droite pen-
dant tout lê temps de firnmobilité de Ia soupape, puis sés
ordonnées croissaient tout à coup pendant Ia período de sou-
lòvement, restaient constantes pendanl lê repôs dela soupape
ouverte, et revenaient ensuite à leur valeur prernière, quand
Ia soupape se refermait en relombant sur son sicge.

La feuille de papier mobile rcçoit lê mouvement d'un
cylindre sur lequel elle s'enroule, et qui est en communication
avec lê rnéjanisme d'une horloge. La vitesse angulaire du cylin-
dre doit et ré telle, que Ia vitesse linéaire de Ia feuille de papier
soil toujours Ia même. 11 faut pour cela que Ia vitesse du cylindre
varie à cbaque inslant, en raison inverso du rayon de Ia sur-
face sur laquelle se fait 1'enroulement du papier; car lê rayon de
cettesurface augmenleà chaque tour d'une nouvelleépaisseur
de papier. Si v est Ia vitesse constante de Ia feuille de papier,
r lê rayon primitif du cylindre, e 1'épaisseur do Ia feuille, Ia

V 'vitesse angulaire du cylindre doit êtrc - au commencement

v • •
de 1'observation,-et doit s'abaisser à ̂ —^ après n lours en-

tiers du cylindre, qui ont produit 1'enroulement de n épais-
seurs successives. On obtierit cê résultat en faisant com-
muniquer 1'horloge avec lê cylindre, au moyen d'un fil qui
s'enroulü sur un tambour de rayon constant, et se déroule
d'une fusée conique rnontée sur lê même axé que lê cylindre.
C'estla dispositioa représentée figure 355.

A, cylindre sur lequel s'enroule Ia feuille F, en se dérou-
larit du cylindre B;

ENREGISTIiEURS.
4oC'

00', axé du cylindre A;
C, fusée conique rnontée sur 1'axe 00';
D, tambour, sur lequel s'enroule lê íil, et qui est mis en mou-

vetnenl par 1'horloge ;
MN, courbe dês espaces tracée par lê crayon sur Ia feuille

mobile F.
rs, droite tracée en même temps sur Ia feuille par un crayon

fixe.

o»
JL

crPn«

rf

u

^— t-^

F 1
(

p q

r

)

Fig. 333.

Lê mouvement de rotation du tambour D étant uniforme, lê
l mouvement de rotation de Ia fusée C será varie, et sã vitesse

j angulaire será proporlionnelle à , s'il v a à chaoue
* ' V —l— 7ic

inslant égalité entre son rayon pq, à 1'endroit ou lê fil s'en
separe, et lê rayon rs du cylindre, y compris lê papier qui y est
déjà déposé. Or rs=r -H?u. On fera donc en sorte que pq soit
aussi égal à r-H-ws, n représentant ici lê nombre de spires de
fil comprises à Ia suríace de Ia fusée entre lê planpçet lê plan
Z>Y; cês spires sont équidistantes, et par suite Ia différence
pq-~p'q' est proporlionnelle à Ia distance pp'. La génératrice
Í9 de Ia fusée est donc une ligne droite.



T
APPAREIL

APPAREIL DU GENERAL MORIN.

509. L'appareil du general Morin, represente figure 336 est
desliné à étudier expérimentalement lês lois de Ia chute dos
corps pcsanls.

Lê corps pesant d, represente à pait en D, reçoit une forme
cylindro-coriique, pour réduire Ia résistance à l'air. II es
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muni latéralement d'une double paire d'oreillcs, à traversles-
quelles passent deux tringles verticales destinées à lê guider
dans son mouvement.

A 1'élat de repôs, il est retenu en E par une pince, qu'on
peut ouvrir en t i rant lê cordon F. Lê corps pesant porte uh
pinceau cliargé de matiòre colorante, de telle sorte qu'en
tombant, il laisse une trace bien visible sur une feuille de
papier enroulée sur lê cylindre vertical AA.

Lê cylindre est mobile autour de son axé, et rcçoit d'une
horloge une vitesse de rotalion uniforme. II resulte du mouve-
ment vertical du poids et du mouvement propre du cylindre,
que lê pinceau trace sur lê papier, non pás une droite paral-
lèle à sã trajectoire, mais une certaine courbe donton pourra
facilement étudier Ia forme après avoir déroulé lê papier pour
1'appliquer sur une lable plane. Cette courbe est représcntée
sur 1'épure GG'II de Ia figure ; c'est une parabole, tangente à
f horizontale au point G. Chaque point M de Ia courbe corres-
pond à un espace parcouru égal à GP, et à un intervalle de
lemps proportionnel a PM, quanlité dont s'est déplacée en tour-

Hant Ia surface du cylindre. Soient donc w Ia vitesse angulaire
du cylindre, 1'espace parcouru GP, et í Ia durée du parcours :
on aura, en appelarit r lê rayon du cylindre,

' ' J.

íl será par suite facile de démontrer Ia relation s = õ^!; ü

suffira de former pour un grand nombre de pqints lê rapport
c

-p et de vérifier qu'il est constant. Sá valeur será Ia moitiédu

nombre y. On peut aussi reçonnaítre que Ia courbe est une
parabole, en remarquant que lês perpendiculaires íF, TF...,
•ílevées sur dês tangentes à Ia courbe mt, MT..., aux points ou
cês tangentes rencontrent 1'horizonlale GT, vont concourir en
"n môme point F, situe sur Ia verlicale GG'; cê point est Ic
%er de Ia parabole.
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PLATEAU TODRNANT DE PONCELET.

510. L'appareil à plateau tournant, imagine par Poncelet
et appliqué par M. Morin dans sés recherches sur lê tirao-e

dês voilures, sert à éludier lê mouvement de rotation autour
d'un axé.

Soit O 1'arbre lournant, auquel on fixe invariablement lê
plateau, Un crayon A, disposé de manière à toucher constam-
ment lê plaleau, est porte par une tige 0'A, mobile autour
d'un axé O', parallèle à 1'axe O et animée d'une vitesse angu-
laireunilbrme.

Si lê plateau était fixe, lê crayon y tracerait Ia circonférence
ABC ; mais comme il est mobile, Ia ligne tracée par lê crayon
est une certaine courbe AA'A", trajectoire relalive du crayon
par rapport au plateau.

Pourtrouver Já position vraie du crayon au moment ou il
occupait Ia position A' sur sã trajectoire relative, il suffit de
décrire da point O comme centre avec OA' pour rayon, un are

de cercle AY; 1'intersection a' de
cet are avec lê cercle ABC será Ia
position demandée. Joignons OA et
OV. L'angle AOV est Ia mesure du
temps qu'a mis lê crayon à décrire
1'arc de trajectoire relative, AA',
et pendant cê temps 1'arbre O a
tourné de 1'angle a'OA'.

On pourra donc, au moyen dela
trajectoire relaíive A A'A", retrouver

l'heure du passage du crayon aux différents points de cette
trajectoire, et lês valeurs dês angles au centre décrits par lê
plateau; cê qui revient à definir Ia loi du mouvement angu-
laire.

Fig. 537.

m
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DÉTEiaiINATIOH DE LA VITESSE DÊS HIOJECTILES. —TAMBOVR DE

MA.TTEI ET GIÍOSBERT.

511. Cet appareil consiste en un cylindre creux, AB, mobile
autour d'un axé fixe 0'0", et fermé en A et en B par deux
feuilles de papier, tendues suivant sés scctions droites.
L'axé 0'0" est parallòle à Ia trajectoire MN du projectile, et à
une petite distance de cette trajectoire; quand Ia baile Ira-
\erse lê cylindre, elle perce successivement lês deux feuilles
A et B. Si lê tambour était fixe, lês deux trous o. et (3, formes
dans cês deux sections, scraient situes sur une parallèle à
l'axe 0'0".
. Mais coinme lê cylindre tourné autour de son axé, il décrit
un cerlain angle pendant lê temps que lê mobile met à aller de
Ia section A à Ia seclion B ; de sorte que lês points (3 et a ne
sont pás dons lê même méridicn du íambour. En projection
sur uri plan normal à 1'axe, on trouve un point a par lequel
Ia baile esl entrée enperçant Ia section A, et un point & par le-
quel elle est sortie en perçant Ia seclion B; 1'angle 60a est
1'angle dont a tourné lê cylindre pendant que Ia baile a par-
couru 1'espace «(3, égal à sã longueur.

Soit n lê nombre de lours du tambour par minute; Ia
2rtt

vitesse angulaire será -7777 ; soit L i a longueur du íambour, et

* 1'angle &0a, mesure directement après rexpérierice.
2-21

Lê tambour, tournant d'un angle -7^-par secondc, met
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MOUVEMENT ELLIPTIQUE DÊS PLANÈTES.

31o. On peut abréger lês démonstrations données dans lês
§§ 105 et 106 en procédant comme il suit.

Appelons r et r' lês rayons vccleurs M'F, M'F' menés d'un
point deFellipse aux deux foyers (fig. 96); soient a et b lês
demi-axcs de Ia courbe, 2a étant celui qui contient lês foyers
F et F'. II estfacile de voir, en observant que Ia normale M'R'
est Ia bissectrice de Fangle F'M'F, que l'on a

M' R'= - \írr',
a

et que 1'angle a=R'M'F est donné par 1'équation

On eri déduit sur-le-champ
ifl

M'R'cosa= — ,
a

quantité constante, cc qui démontre Ia proposilion du § 106.
En outre, on a Ia relation
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On cn dcduit
MOUVEMENT EI.LIPTIQUE

Celte équation va nous donner plus simpleraent
tais rdalifs au mouvement elliptique dês píanètes (

Soit e Ia vilesse de Ia planèle au point A (%

y eos a=l,

et par suile

p COS a

Or v est donné par 1'équalion dês aires

en désignant par T Ia durée d'une révolution.

Donc
_ 'JTtab _^?7rr t

substituant les valeurs de p cos a — —• et de v = —
CL . J.

il vient

conformément au résultat indique § 115. On peut y parvenir
cncore plus simplement sans connaílre lê rayon de courbure p.
Pour cela observons que 1'autre composante de 1'accéléralion
tolulc est

dv___vda
~dt~~~d7'

DÊS PLANÈTES.

ás
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en remplaçant dt par sã valeur —•

Donc
vdv = — j ds sin y. = — j dr.

Mais 1'équation

différentiée nous donne, en chassant dr' = — dr,

?7ta2 dr

vdv = — •

Donc

et cníin

514. On peut se proposer de
conslruirel'ellipsequedécrira lê
mobile A, connaissant Ia vitesse
initiale v en grandeur et en di-
rcction, et sachant que 1'accé-
léralion j, constamment dirigée
vers Ic point fixe S, est inverse-
ment proporlionnelle au carré de Ia dislance AS.

Fig. 359.

On posêra ; = -̂ - -^ et, puisque r et / sont donnés

4'""^ íi*
quand lê mobile est cn A, on connaitra lê coefficient -^r-

Soit M Ia valeur de cê coefficient.
La vitesse iniliale V est donnée; elle a pour direction Ia

droite donnée AT, qui est à une distanoe connue, SN=j>, du
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point S; et l'on a par conséquent, d'apròs lê théorème dês
aires,

Divisons lê carro de cette équalion par M = — £Jl; j j

viendra
£2 V2»2

~ = —j[- = "no quanti té donnée.

Nous prendrons sur AS à parl ir du point A une longucur
b"2

AB égale à -> et nous éléverons en B une perpendiculaireCl

sur AS, jusqu'à Ia rencontre en R avec Ia normale AR a la
courbe.

Lê point R appartiendra au grand axé, dont Ia direction
será SR; et lê second íbyer F será à 1'inlersection de SR pro-
longée avec une droite AF faisant avec AB un angle
FAR = RÃS. Lê grand axé. de 1'ellipse a pour longueur ia
somme FÃ -f- AS, et 1'ellipse peut être tracée, puisqu'on
connaít sés foyers et son grand axé.

315. II est aisé de voir que lê grand axé, 2a, de 1'ellipse ne
dépend pás de Ia direction AT dans laquellcle mobile est lance
avec Ia vitcsse V à 1'instant inilial.

En effet, abaissons du second foyer F Ia perpendiculaire
Fí=p' sur Ia tangenieAT. On sait que, dans 1'eÍlipse, lê pro-
duit pp' dês distances dês foyers à une tangenle est constant
etégal.à è2. Donc on peut remplaccr è2 par.pp' dans 1'équa-
tion

cê qui donne

Or, remarquons quep = r cosa, etp'=r'cosa,en appelant
r' lê second rayon vccteur AF.

Uonc

et l'on a

MOUVEMENT D 'UN SOLIDE DANS L'ESPACE.

L—L
p r
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M 2a —

équation qui dcfinil lê demi grand axé a en fonction dês don-
nées M, v et r, indcpendamment de Ia quantité p, qui íixe Ia
direction de Ia vitesse initiale.

PROBLÈME (g 145).

316. Êtant donné un système de diamètres conjugues de 1'el-
lipse, IrouverlayranâeuretladirecliondesdeuxaxesfiigAíSí).

Notrc démoristraüon invoque lê Ihéorème d'Apollonius
a'b' sin 6 = ab. 11 est facile de l'en affranchir, en observanl,
avec M..Marinheira, que, tous lês points de Ia circonférence
OALG décrivanl dês diamèlres de Ia grande circonférence dans
lê mouvement épicycloidal, lê point O parcourt Ia droite OC
pendant que lê point L, extrémité de Ia droite OM prolongéo,
parcourt Ia droile CL, perpendiculaire à OM. Donc il y a une
position de Ia circonférence mobile dans laquelle Ia droite OM
est couchée lê long de Ia droite CL, lê point O coíncidant avec
lê point C. Lê point M est alors à 1'extrémité du diâmetro de
Ia courbe perpendiculaire à OM, ou parallèle à Ia tangente MT,
ou enfin conjugue de CM ; en d'autres termes, CM et CL sont
lês directions, et CM et OM lês grandeursdcs diamètres conju-
gues a' et b'. Lê théorème d'Apollonius est alors démontrésur
Ia figure, par l'égalité OM x ML = MRxMA.

EUR LÊ MOUVEMEKT D'UN SOLIDE DANS I/ESPACE.

317. Lc mouvement élémentaire lê plus general d'un solide
est un mouvement hélicoidal (g 159). Cette proposition peut
être regardée comme un corollaii^e d'un théorème que nous
allons démontrcr.

Élant données dans V espace deux positions d'un même só-
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lide, on peut toujours amener lê corps de 1'une de cês
íions à Vautre par un déplacement hélicoldal.

Soient M et M' lês deux positions du corps. Considérons
dans lê corps M un point quelconque A, qui aura son homo-
logue en A' dans lê corps M'. Imaginons pour lê corps une
troisième position, que nous obtiendrons en donnant à toug
lês points de M' une translation égale à A'A. Ge mouvement
amènera Ic corps dans une position M", qui a avec M lê point
commun A.

Pour amener lê corps M dans Ia position M', on peut donc
1'amener d'abord dans Ia position interraédiaire M", puis lê
faire passer de M" en M' au moyen d'une translation unique
AA'. Lê preraier de cês deux déplacements est un déplacement
conique, qui peut être opere par une rotation unique autour
d'une droite AL raenée par lê point A.

Coupons lê corps M par un plan P normal à AL, et soit F Ia
figure obtenue par cette section. Lê mouvement du corps est
entièremcnt defini par lê mouvement de Ia figure F, qui passe
en F" dans Ia position M", puis qui vient prendre Ia posiíion
F' quand lê corps vient en M'. Dans cês deux mouvementsle
plan P conserve son parallélisme. En effet, Ia rotation au-
tour de AL ne produit qu'un glisseraent du plan P sur lui-
môme, puisqu'il est normal à 1'axe, et Ia translation AA' n'al-
tère lê parallélisme d'aucun plan atíaché au corps M". Donc
lês deux figures F et F' sont dans dês plans parallèles. Proje-
tons Ia seconde figure sur lê plan de Ia première; elle y for-
mera une riouvelle figure F'", qui peut être regardée comme
une nutre position de Ia figure F dans lê plan P. On peut -
faire coincider Ia figure F avec F'" par une rotalion unique
autour d'un point O du plan P; puis on amènera Ia figure
mobile en F' par une translalion lê long de Ia normale 00'
au plan P menée par cê point 0. En déíinitive, on fait passer
lê corps de M en M' par une rotation autour de Ia droite 00',
et une translation lê long de cette même droife, et, si l'on
imagine que cês deux mouvements sont simultanés et tous
deux uniformes, ils donneront par leur coexistence un mou-

i
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jr vement héíücoidal ayant pour axé 00', et servant à faire
K passer lê corps de Ia prernière à sã seconde position.

518. On voit que Ia démonstraüon reposc sur cê fait que,
í deux posilions, M et M', d'un même corps étant données dans
1l'espace, ori peut toujours írouver un plan P'lie au corps M
: qui, transporte en P' avec lê corps M', reste parallèle à sã po-

sition primitive: cette proposition étant três importante, nous
f cn donncrons ici une démonstration analylique.

Rapportons lês divers points du corps M à (róis axes coor-
donnés OX, OY, OZ, que nous pouvons supposer reetangu-
laires, bien que cette condition nc soit pás cssentiellc à Ia
démonstration. Piapportons aux moines axes lês points du
corps M' et cherchons quelles relations lient entre clles lês
coordonnées x', y', z' dês points de M' aux coordonnées x, y, z

• dês poinfs homologues de M. Si nous imaginons que lê
corps M, en passant en M', entraíne avec lui lês axes coor-
donnés, tou! point A du corps conservera sés coordonnées
'ar, y, z par rapport aux axes mobiles; ainsi on peut regarder
.x, y, z comme lês coordonnées du point A par rapport aux

l axes 0'X', 0'Y', 0'Z' lies à Ia position M', et x', y', z' comme lês
coordonnées du même point par rapport aux axes primitifs
OX, OY, OZ. On passe donc de (x, y, z) à (x1, y', z') parles
formules de Ia transíbrmation dês coordonnées, et l'on peut
poser, par suite, lês trois équations

(l)
x = a + ax' + by' + Cí',

y = ,3 + fx' + g,f + hz',

'• — •/ + l x' + nnf -f nz'.

dans lesquelles «, (3, y, a, b, c,... l, m, n sont cies quantiíés
connucs.

Cela pose, cherchons à determinei' un plan P lei, que, lie
3U corps M et entraíne avec lui dans Ia posiíion M', cê plan
reste parallèle à lui-même. Soit

z = D

léquaíion de cê plan, A, B, G étant dês coefficients inconnus
MEC. COLMGSON. 52
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Deux plans imaginaires conjugues se coupent suivant un
droileréelle, laquelle doit conserver sonparallélisme, conimp
lês plans clont elle íui t partie. Or il n'en est airisi que pour
lês droites normales a u p l a n P ; donc lês plans imaginaires
conjugues qui reslent parallòles à eux-mêmes se coupent
suivant dês normales au plan réel.

520. L 'iritroduclion dês imaginaires encinémalique a éléfaite
par M. Mannheim1 . Étantdonnées deux positions d'une même
figure plane dans son plan, 011 reconnaíl aisément qu'il existe
un point récl O commun à cês deux positions: c'est lê point
autour duquel on doit faire tourner l'une dês figures pour
1'amener par une rotation unique à coincider avec 1'autre.
Outre cê point réel, il y a deux points imaginaires qui restent
fixes quand on déplace Ia figure dans son plan : cê sont lês
poinls I et J, íntersections comrnunes de tous lês cercles du
plan avec Ia droite de 1'infini. En effet, si l'on joint à Ia figure
F un cercle G quelconque, cê cercle prendra dans Ia seconde
figure Ia posilion C', et lês deux cercles G et C' passent tons
deux par lês points I et J. Cês deux points restent donc fixes
dans lê déplacement de Ia figure. Dans l 'espace, lê déplacement
d'un solide peut ètre considere comme enlraínant une sphère
arbifraire, ettoutes lês sphères ayant une circonférence coiíi-
raune dans lê plan de 1'infini, lê mouvement du corps doit
éíre regardé comme entrainant un glissement de ceíte circon-
fércnce imaginaire sur elle-mème.

Ce sont lá descoasidérationsde géométrie paradoxale, dont
il corivient d'êlre três sobre en mécanique. L'imaginaire a dês
lois spéciales, qui ne s'étendent pás au monde réel, ei qui,
généralisées à tort, entraineraient dês conséquences inadmis-
sibles. Nous nous contenterons de signaler lê résu'itat suivant.
Considérons lê mouvement d'un point imaginaire defini dans
un plan par lês équations
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Ia vitesse totale v du point será constainmenl nulle, bicn
que lê point ne sou pás immobile. On a en cffet

''• Congrès de l' Associalion [rançaise de 1875, à Lyon, page 82.

et

II devait en être_ainsi, en effet, pour un point qui parcourt
Ia droite y = x\/—l, droite lê long de laquelle lês dislanccs
de deux points sont conslamment nulles, droite perpcndicu-
laire à elle-méme, asymptote d'un cercle quelconque ayant
1'origine pour centre, etc.

521. La méthode analytique que nous avons employéepour
éludier lê déplacement d'un solide dans 1'espace, peut êlre
appliquée aussi au problòmc du déplacement d'une figure
plane dans son plan. Proposons-nous de démontrer que
quand une figure plane occupe successivement deux positions
-dans son plan, cês deux positions ont un point commun, à
distance finie ou infinie.

Rapportons lês points M de Ia figure à dês axes rcclan-
gles OX, OY, entraínés dans son
mouvement; et rapportons lês po-
sitions successives de Ia figure,
ou de cês axes, à deux axes fixes
0'X.', O'Y', qui coüncident à un
certain instant avec lês axes mo-
biles OX, OY.

Lê point M de Ia figure mobile
a par rapport aux axes OX, OY lês
coordonnées x,y; par rapport aux axes fixes, il a lês coor-
données x', y'; enfin, lê point M se trouvait en (M) lorsque lês
""es YOX coincidaient avec lês axes Y'0'X'.

Appelons a et 3 lês coordonnées du pbint O par rapport

Fig. 3ÍO.
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aux axes Y'0'X', et soil ç 1'angle dont il faut faire tourner IP
syslòme d'axes autour d u point O, nouvelle origine, p0ur

1'ainener à Ia posilion YOX qu'il .doií occuper.
On aura lês formules de íransformalion

x' = a. + x cos ^ — y sin 9,

Cherchons lês coordonnées du point commun aux deu x
positioas de Ia figure. II suffi t de poser x' = x et y'=y) et
de résoudre lês deux équations

On en déduit

— y(\ — cosç) = — p.

g(l — cosa) — psirnp _ a J3 o
~~ ~~

(-1 — cos ç)2

a a 8

o
'

pour lês coordonnées du point G cherché.
Pour conslruire cê point, mettons lês équations prece-

dentes sous Ia formec

Élirninant ç,, il vient

v-$—-2(x-2y 2~ p r 2
FiS. 5-11.

équation d'une droile qui
contient lê point C; cette droite est Ia perpendiculaire élevée
au point I, milieu de Ia droile qui joirit lês deux positions"0

DANS SON PI,AN. 5(13

,ct O' de l'origine. On nchèvc de déterminer lê point C
cherchant Ia longucur Cl. Or on a

Donc

CI = 0'Icol.

et, par conséquent, 1'angle 0'CI est égal à Ia moitié de 1'angle
<f, et 1'angle 0'CO est égal à 1'angle 9 lui-même. On peut donc
amener lês axes Y'0'X.' dans Ia position YOX cn lês faisant
tourner autour du point C d'un angle 9, cê qui démontre lê
théorème.

On pourrait objecler que Ia dislance Cl, comme on l'a
calculée, convient à Ia fois au point C et au point syrnélrique
de C par rapport à 0'0. Mais 1'indécision n'est pás possible si
l'on se reporte aux équations qui donnent x et y en grandeur
et en signe. Lê point C doit toujours être situe d'un cote de
Ia droite 00' tel, que Ia rotation qui amène 0'C à coiincider
avec OG s'effccluc dans lê même sens que Ia rolation du
système d'axes autour de Ia nouvelle origine 0.

Si lê dcplacement est irifinimerit petit, et qu'on designe
par u et v lês composantes parallèles aux axes de Ia \itesse
du point O', et par w
du même point, on aura

Ia vitesse angulaire de Ia figure aulour

Donc
Ç (.údt

cot g —cot -õ- — •
L 2.

cc et y deViendront alors lês coordonnéds du centre inslan-
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tané de rolation, et l'on aura

« 8 9 udt vdt 2 v
f ' . p(^^ Sí̂  —-X~ 2 2COt ' ]- 2 ~TXa>rfí~ to '

a , o , 3 wrfí 2 , i'f/f , u
y = 2 c o t 2 + f=-sr X^ + T=+»>

en négligeant lês termos infiniment pelits par rapport à ccux
que l'on conserve.

Lê rapport •-= moníre que lê point C est sur Ia droiteOC V

normale à 00'; on a de plus ÕC,'= íc2+ if = --± !̂ — I*.
w2 w 2 'V

donc 0'C = -> V étant Ia vitesse toíale du point O'. La figure

tourne autour du point C, de 1'angIeuíZí.
322. Proposons-nous de chcrcher si une droile y = ax+b

ile Ia figure mobile conserve son parallélisme dans lê passage
de Ia position Y'0'X' u Ia posilion YOX.

On passe dês coordonnées (x',y') aux coordonnées (x,y) par
lês équations

s; = (x'— a) cos 9-p (.'/—3) sin ?, •

y = (y1 — (3) cos 9— (x1 — a)£Ínç ; . , •

de sorte que 1'équation de Ia droite dans sã seconde position,
rapporlée aux axcs fixes Y'0'X', est .

(y' — 0) cos ç — (x'—a}sm.<f = a[(x'—a.)C:OS<f + (y'— 0) sin 9]-f i.

Lê coefficiení angulaire de Ia droite dans sã première
position éfait a; dans sã seconde position, rapportée aux
«lemes axes, il est égal à c

sino -f- «coso • . .
cos9 — nsinç ' ;

On devra donc avoir pour Ic parallélisme dês deux positions

sin 9 + a cos ç
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ou bien sin 9 = —a2 sin 9.
On en déduit soit sin ç = O, avec a indetermine,

soit a2 =— l, avec 9 indetermine.
Donc, ou bien 1'angle 9 est nul ou égal à i;; ou bien a est

imaginaire et égal à ±v/—1. Dans lê second cas, qui est lê
cas general, lês droites imaginaires y = ±x\f—i-i-b sont
lês seules qui conscrvent leur parallélisme. Parmi cês droites,
celles qui passent au centre G restenl immobiles. Dans lê
premier, toutes lês droites restent parallèles à elles-mêmes
de Ia première à Ia seconde position de Ia figure, 1° lorsque
Ia figure a subi un mouvement de translation (9=0);
2° lorsque Ia figure a subi une rotation de 180° (<f=it).

523. M. Cyparissos Stephanos a rattaché Ia théorie dês
centres de rotation dês figures planes à celle dês images,
ou dês figures symétriqucs par rapport à une droile.

Soient une première position AB d'une figure plane, A'B' une
seconde position dans son plan. On
peut ioujours, d'une infinito de
manières, trouver une figure ab
telle, que lês figures AB ei A'B'
soient lês symétriques de Ia figure
ab par rapport à deux droites OP,
OP', convenablement choisies.

Soit O, en effct, lê centre aulour '.K/-' R
n e_'lj4 *_

duquel on doit faire tourner Ia
figure AB pour 1'amener à colnci-
der avec Ia figure A'B'. Ce point
est à 1'intersection dês perpendi-
culaires 10,1'0, élevées sur lê mi-
üeu dês droites AA', BB', et Ia
íigure tourne autour du poirit O de """^^y'
1'angle AOA'=:BOB'. * „,.° Fig. 342.

Par lê point O menons une droite
arbilraire OP, et construisons Ia figure ab, symélrique de AB
par rapport à OP. Lês droites Aa, B6 seront perpendiculaires
a OP, et divisées aux points a et p en deux parties égalcs.
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tanc de rolation, et l'on aura

•T = + 5.

Lê rapport •-= l moníre que lê1 r x v l

normalc à 00'; on a de plus O C 2 — ,
w2

y

donc 0'C = -> V étant Ia vitesse totale du point O'. La figuro

tourne autour du poinl C, de Yangleudt.
322. Proposons-nous de chcrchcr si une droile y = ax+b

ile Ia figure mobile conserve son parallélisme dans lê passage
fie Ia position Y'0'X' à Ia posilion YOX.

On passe dês coordonnées (x1,y') aux coordonnées (x,y) par
lês équations

de sorte que 1'équation de Ia droiíe dans sã seconde position,
rapporlée aux axcs fixes Y'0'X', est

(tf — p) cos ç — (x' — a.} sin <p = a[{z' — a) cos ç + (y' — PJsinç] + b.

Lê coefficient angulaire do Ia droiíe dans sã premiòre
posiíion éfait a; dans sã seconde position, rapportée aux
"lemes axes, il est égal à 'V

sino -f- íz

On dcvra donc avoir pour lê parallélisme dês deux posiíions

sin <p + a cos

DANS SON PUN. 505
n r

ou bien sin9 = —a2 sin?.
On en déduit soit sin o = O, avec a indetermine,

soit a2 =— l, avec <p indetermine.
Donc, ou bien Fangle ® est nul ou égal à T,; ou bien a est

imaginaire et égal à ±y/—1. Dans lê second cas, qui est lê
cas general, lês droites imaginaires y = ±x\/—1 + 6 sont
lês seules qui conscrvent leur parallélisme. Parmi cês droites,
celles qui passent au centre G restenl immobiles. Dans lê
premier, toutes lês droites restent parallèles à elles-mêmes
de Ia première à Ia seconde position de Ia figure, 1° lorsque
Ia figure a subi un mouvement de translation ( < p = 0 ) ;
2° lorsque Ia figure a subi une rotation de 180° (<p = 7-).

523. M. Cyparissos Stephanos a rattaché Ia théorie dês
centres de rotation dês figures planes à celle dês images,
ou dês figures symétriques par rapport à une droile.

Soient une première position AB d'une figure plane, A'B' une
seconde position dans son plan. On
peut íoujours, d'une infinité de
manières, trouver une figure ab
télle, que lês figures AB et A'B'
soient lês symétriques de Ia figure
ab par rapport à deux droites OP,
OP', convenablement choisies.

Soit O, en efíct, lê centre autour ií/í/-' R
A Í£fÀ~í L_

duquel on doit faire tourner Ia
figure AB pour 1'amener à coinci-
der avec Ia figure A'B'. Ce point
est à 1'intersection dês perpendi-
culaires 10,1'0, élevées sur lê mi-
üeu dês .droites AA', BB', et Ia
figure tourne autour du point O de
1'angle AOA' = BOB'.

Par lê point O menons une droite
arbitraire OP, et construisons Ia figure ab, symétrique de AB
par rapport à OP. Lês droites Aa, B6 seront perpendiculaires
à OP, et divisées aux points a et p en deux parties égalcs.

. S42.
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Joignons a.V, MT; cês droites seront parallèles, et si du
point O on abaisse une perpendiculaire sur leurs directions
olle lês coupera aux points a' et fí' en deux par tios égales

Considerais en effet Ia circonférence qui aurait lê point O
commc centre, et qui passerait par lês points A et A'. Celte
circonférence passe aussi par lê point a, puisque OA = Oa
et elle est par conséquent circonscrite au triangle AaA'. Lê
point O étant lê centre du cercle circonscrit, si l'on joint cê
point au poinl milieu a' du cote A'a, Ia droite Oa' est perpen-
diculaire à cê cote; elle coincide donc avcc Ia droite OP'
abaissée du point O perpendiculairement à aA'. On reconnaít
•en même temps que ««' est parallèle à AA' et égal à Ia raoitié
de cette droite. De plus, 1'angle a'0a est égal à 1'angle inscrit
AaA', lequel est Ia moitié de 1'angle au centre AOA', dont on
fait tourner Ia figure quand on passe de Ia première position à
Ia seconde. II en resulte que lês milieux a', $', ... dês droiles
A'a, E'b, ... sont tons situes sur une même droite OP', qu'on
obtient en faisant 1'angle POP' égal à Ia moitié du déplace-
ment angulaire de Ia figure quand elle .passe de AB en A'B'..

Lês deux positions AB, A'B' sont donc lês symétriques d'une
même figure ab, dont Ia position est arbitraire, puisqu'el.le
dépend de Ia position assignce au miroir OP, lequel n'est
assujetti qu'à Ia condition de passer par lê point 0.

Si l'on fait tourner lê miroir OP' autour du point O, en
laissant fixe Ia figure ab, Ia figure A'B' se déplace autour du
point O, en subissant un déplacement angulaire doüble du |
déplacement. angulaire. du miroir. A Ia limite, quand lê
miroir P' se confond avec lê miroir P, Ia figure A'B' se con-
fond avec Ia figure AB; cê qui fournit. une vérification, et
même, à Ia rigueur, une démonstration du théorème.

524. Cela pose, considéronstrois positionssuccessivcsd'une (

même figure dans son plan, et déterminons lês trois centres
O, O' O", autour desquels doivent s'opérer lês rotations qui
amènent Ia figure mobile de Ia première position à Ia seconde,
de Ia seconde à Ia troisièrne, de Ia troisième à Ia première.

Soit a un point de Ia première position, et soit O lê centre

/t"

Fig. 543.
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autour duquel il faut fuire tourner Ia figure dont lê point a
faií partie, pour 1'amencr dans Ia seconde position. Lê point
a décrit dans cette rotation
un are de cercle qui l'a- ,;-—-^ ,''""""" ~~X
mènecnèetronaOa=0&. / \// \a \
L'angle aOb est Fangle / ,--'''íd--^??" l
dont Ia figure a tourné. !

Soit O' lê second centre
de rotation, celui autour
duquel il faut faire tour-
ner lê point b pour 1'ame-
ncr dans sã troisième po-
sition en c. Si Fon se
donne lês trois positions
a, b, c d'un même point,
et lês deux centres O et O' qui rattachent a h b, ei b h c, on
peut en déduire lê troisième centre O", qui raltachc c à a.

En effet, projetons b sur 00' au point I, et prenons lê point P
symétrique de b par rapport à 00'. On aura OP = 06=Oa;
si donc on joint aP, et qu'on prcnne lê milieu K de cette
droite, OK será perpendiculaire à Ia base aP du Iriangle
isoscèle aOP. De même joignons Pc, et prenons lê milieu L
de celte droite; Ia droite 0'L será perpendiculaire sur Pc.
Lês deux droites OK, 0'L .se coupent en un point O", qui será
lê troisième centre cherché. Car il resulte de Ia construction
qu'on a 0"a= 0"P = 0"c; on voit de plus que 1'angle aO"c est
doüble de 1'angle 00"0', de sorte que, dans lê passage de
Ia figure (c) à Ia figure (a), lês distances dês points au cen-
tre O" restent lês mômes, et lês angles décrits par lês divers
rayons 0"c sont lous égaux entre eux; lê point O" est donc
lê centre autour duquel Ia Iroisième rotation doit s'effecluer.

Lê point P est à Ia fois lê point symétrique dês trois poinls
«, b, c, par rapport aux trois cotes du triangle 00'O"; or
lês points a, b, c sont lês trois positions successiyes d'un
même point quelconque de Ia figure rrç.obile, et 1'ensemble
dês points P qui correspondent à chaque point de cette figure,

i



508 SUP. I,E MOUVE5IENT D'UN SOLIDE DANS I/ESPACE.

constituo Ia figure symétrique dês trois positions (a), (6), (cy
On arrive donc à cê beau tlióorèine do M. Stephanos :

Etant données trois positions successivcs d'une mêrne
figure plane dam son plan, cês trois positions pcuvent élre
considérées coinrne lês i mar/es d 'une même figure (P), i)ue

dans lês trois miroirs representes par lês droiles 00', 0'0"
0"0, qui joignent deux à deux lês centres de rotalion ser-
vant à passer d'une position à une aiilre.

Si l'on donne aux trois positions de Ia figure mobile Ics
números

'l, 2, 3,

lês centres de rotation pourront reccvoir lês números
1.2, 2.3, 3.1,

et lês droites de jonction 00' 0'0", 0"0 lês números
12.23, 23.31, 51.12.

On voi íqu 'à Ia figure l correspond lê cote 31.-12 clu trianglc,
à Ia figure 2 lê cole 12.23, à Ia figure 3 Ic coto 23.31.

La mème théorie a óté éíendue par 1'auteur aux déplacé-
mcnts d'un solide dans ]'cspacc.

3'25. M. Chasles a démontré, dans lê mémoire qui fait suite
à son Aperçu historique sur l'origine et lê développement dês
méthodes en géométrie, que, lorsqu'une figure de forme quel-
conque éprouve un déplacement infiniment petit, lês plans
normaux aux trajecíoires dês points de cette figure cnvelop- j
pent une seconde figure qui est corrélative de Ia première.
Ce théorèrne resulte de cê que Féquation dir plan normal à
1'élément rectiligne décrit par un point ne contient qu'au prè-
mier degré lês coordonnées de cê point, condiíion nécessaire
et sufíisante pour que lês deux figures soient corrélatives,
c'est-à-dire pour que tout plan de l'une corresponde à,un point
de 1'autre, toute droite à une droite, tout point à un plan. Ce
théorème se trouve géhéralisé dans lê môme mémoire, et
s'applique à un déplacement íini quelconq.ue, pourvu qu'ori
substituo aux plans normaux aux trajectoires dês divers points,
lês plans eleves perpendiculairement au milieu .dês droites
qui joignent lês deux positions extremes d'un môme point.
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MOUVEMENT ÉPICYCI.OIDAL PLAN (§ 194).

326. Considérons un point quelconque M d'une circonférence
AMB, de diâmetro arbitraire AB —«, tangente en A aux courhcs
PQetRS; soitMAB=a. La distanceMA = pseraégale à a cosa,
et lê rayon de courbure p de 1'ópicycloldc engendrée p;ir lê
point M, quand Ia courbe PQ roule sur RS en entrainant Ia
circonférence, est donné par Ia formule

>- - «acos2a o2

9 =p—K cos a «cosa — K cosa

II est facile de voir, d'apròs cette équation, que lê lieu dês
centres de courbure C dês cpicycloldes décrites par lês points M
de Ia circonférence AB est une circonférence ACD.

En effet,
AC = MC — A3I

= p — a cos a
/ «2 \

= r, — « cos a\a — K j

cosa,

et Ic point G est Ia projection, sur Ia droite MA prolongée, d'un

point fixe D pris sur AN à Ia distance AD= ~-

Cês deux circonférences AB,
AD sont reciproques, c'est-à-
dire que, si l'on considere lês épi-
cycloides cngendrées par lês di-
vers points de Ia circonférence
AD roulunt sur PQ avec Ia courbe
RS, lês centres de courbure de
cês courbes scront situes sur Ia
circonférence AMB. En effet, MC
est aussi bieri lê rayon de cour-
bure de 1'épicycloide décrite par
M quand AB est mobile, que lê
rayon de courbure de 1'épicy-
clolde décrite par C quand AB reste fixe et que AD subit
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Ic mouvemenl. On peut d'ailleurs vériíier cette réciprociló
par lês formules. Soit

' , „ Tia
r = AC = ;T cos a.

Lê rayon de courbure p' de 1'épicycloüde décrite par lc
point C será égal à

r — K cos y. f Ka

a-li; — K cosa

l Ka V
- i? ) cos «V a ~ K/ aa

et 1'équation da liou dês centres de courbure será par canse-
quent

G — K cos «= e cos a,

cê qui ramône au cercle AMB.

527. Chérchonsencorequelest. h nnins(antdonné,lelíeudcs
centres de courbure G dês épi-
cycloldes décrites à cet instarit
par lês divers points M d'une
droite LL' liée à Ia figure mo-
bile.

Soicnt MAB = a,£> = AM lês ^
coordonnées polaires du point
M. LTéquation de Ia droite será

p cos ((3 — o) = a ,

a étant Ia distance AP de Ia
droite au pôle, et (3 1'angle PAB
de Ia perpendieulaire à Ia droite avec 1'axe polaire AB.

Lê point C aura pour coordonnées polaires

AG = c, CAS = et;

d'ailleurs,

Donc,

HOUVEMEST EPICYCLOlDAL PLAM.

MC = s =
p — K eus x

r—P—P =.p — K cos y. '

Éliminaril p, il vient pour Féquaíion polaire du licu

K cos a X :

Revenons aux coordonnées rectangles, en prenant pour axé
dês x Ia tangente AX, et pour axé dês y Ia normale AN. On aura

II SC i
cos«=-> sina = — • cos(p-cí) = -

Ct

Y a: cos p -f- !/sin[J

ou bien, en chassant lê dénominateur,

• «)-2 — K?/ (x cos (3 + y sin [3) = «Ky;

ou enfin
a(x°- + y2} —.Ky (xcos (3 + )/sin p) = aKj/,

équation d'unc coürbe du second ordre qui passe au point A,
et qui touche 1'axe AX en cê point.

528. La démonsfration donnée § 196 peut être simplifico par
1'emploi de 1'analyse. Prenons pour axes coordonnes (fig. 195)
lês droites AK, AN; soient a et p lês coordonnées du point M;
celles du point C, qui cst silué avec lê point M sur une droite
passant par 1'originc A,pourront être représenlécs par —7.a,
— Ap, X élant.le coefficient angulaire <fe Ia droite MG, et ie
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signe — indiquant que, sur Ia figure, lês points M et G sont
situes de divers cotes de 1'origine. Si l'on fait AK = /t, abscisse
d u point K.ou se coupent lês deux droitesMK,CK,leséqualions
de cês deux droiles seront

y — -——(x — h) pour MK,

XP
" h -j- X«

(x — h) pour Clí.

Los longueurs AF, AG représentent, au signe près, lês or-
données à 1'origine de cês droites, et sont données en faisant
x=^0 dans lês équalions. On a ainsi

y" = — AG =

h — a '

— Xp/i

Donc
j_ ,JL_i_I_ ̂  — «
AF + A(i~i/' J/""" p/i

A + Xa

Xq _ X/t — Xá + h + Xá _ X+ l'
í ~~ XpA ~ X p !

quantité constante, indépcndante de h.

COOTOSANTES DE LA VITESSE D ÜN POINT D ON HOíiPS SOLIDE.

529. La démonstration dug 202 peutencoreêtre donnée sous
Ia forme employéc dans lê § 185, La vitesse du point M (fig. 203)
est égale à wXMP, et elle est dirigée perpendiculairement au
plan qui passe par lê point M et 1'axe OA. Prenons sur l'axc
une longueur OA = w, et joignons OM, MA. Lê triangle OMA
aura pour aire Ia moitié du produit OAxMP, ou|uXMP,i
et Ia projection de Ia vitesse sur un axé, 1'axe OZ, par exemple,
será par conséquent. égale au double de Ia projection d u
triangle OMA sur lê plan XOY. Or lês coordonnées du poinl.
A sont

p, q, r;

celles de M soní
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La surface du triangle projete sur lê plan XOY a pour me-
gure, au signe prós,

Donc, en doublant lê rcsultat, et faisant absíraction pro-
visoiranent du signe,

S=»-**•
Lês atilres cquations se déduiscní de celle-là par permuta-

tions tournanles. On determine cnsuite lê signe par une hypo-
thèse simplc, en faisanl colncider, par exemple, 1'axe de rota-
lion avec 1'axe OX, et en cherchant lê sens du déplacement
d'un point du corps situe sur 1'axe OY.

Au fond lê proLlème qu'on vient de traiter ne fait qu'un
avcc celui du § 185, et il n'est pás surprenant que Ia moine
démonstration fasse connaitrc Ia solution pour tous deus.

,0n a démontré (g 184) que laccélération complémenlaire.
dans lê mouvement relatif, esl lê double de Ia vitessc de
lexlrémité de Ia droiíe qui represente Ia vitesse relative,
quand elle subil Ia rotation u autour de l'axé instantané du
système de comparaison.

La recherchc dês composantes de 1'accélération complé-
mentaire revient donc à Ia recherche dês composantes de Ia
vitesse d'un point qui fait paríie d'un système solide assujelti
à tourner autour d'on certain axé, c'est-à-uire au proLlème
írailé dans lê paragraphe précédent.

DÊS ACCÉLERATIONS D 01ÍDRE SUPÉKIEUR AU PREMIER.

330. La notion de vitesse dans lê mouvement d'un point se
péduit de Ia comparaison du mouvement dorme avec lê mou-
vement rectiligne et uniforme qui, à un cerlain instant, en
diffère lê moins possible. De même, Ia notion cPaccélération
resulte de Ia comparaison entre lê mouvement du point et Ic

MEC. COLUGXOS.

I
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mouvement parabolique, uniformément varie en proiection
qui serre de plus prós le mouvement considere. On peut aller
plus loin.et généraliser cês définitions : imaginons qu'à partir
d'un certain instant,prispour origine, lês fonctions du temns
qui expriment lês coordonnées du point mobile par rapport à
(róis axes fixes, soient développables en séries convergentes
ordonnées suivant lês exposants croissanis du temps t. On
pourra imaginer le mouvement d'un point qui serait ré-
glé par ccs mômes séries, rcduites aux termes d'un ordre
determine et dês ordres inférieurs; lês divers coefficients
dês puissances de t conservées, ou, cê qui revient au même,
lês diverses dérivées dês coordonnées par rapport au temps,.
fcront connaitro lês accélérations dês divers ordres. L'accé-
léralion, tellc qu'elle a été définie, peut êlre regardée comm&
une vüessc du sccond ordre; clle a pour eomposantes suivant
lês axcs

dfx
dt-'

On dirá de même que lês dérivées du nme ordre,

dl»'

considérées comme dirigées respectivement suivant lês trois
axcs, sont lês eomposantes de l'accélération de V ordre n -— l r

ou de Ia vitesse de l'ordre n. , .
Lês théorèmes démontrés pour 1'accélération simple s'éten-

dent, moyennant certaines modifications, aux accélératíons-
d'ordre supérieur. Nous en donnerons un exemple.

Considérons le mouvement d'un point, que nous rapporte-
rons, à partir de .1'époque f=0, à trois axes rectangulaires
particuliers, savoir Ia tangente à Ia trajectoire, prise daris -lê
sens du mouvement, Ia normale principale dirigée vers 1&
centre de courbure de Ia trajectoire, et Ia binormale, ou Ia
perpendiculaire au plan osculateur. Si l'on développe lês va-
leurs de x, y, z suivant lês puissances de t, on aura
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équations de Já forme

• x = all + (Lf + a-f+ + «,/' + ,
• y = b J- -4- b-f + + bnl" + ,
3 = <:/,-'+ +cnt»+

«j est Ia vitesse, 2«2 et 2£2 sont Ia composante tangentielle
et Ia composante normale de 1'accélération, et 2- est du
5"'e ordre au moins, puisque, suivant Ia binormale, il n'y a
pás de eomposantes d'accélération ni de vitesse. Lês accéléra-
tions de l'ordren—'l auront respectivement pour eomposantes
suivant lês axes

dl

~
_ = «(», —1) 5.2.1x%,

de sorte que cês eomposantes s'obtiendront cn multipliant lês
coefficients an, bn, cn par le produit l x 2 x 5 X ... X n.

Or cês coefficients peuvent être determines, par Ia consldé-
ration du mouvcmenl lui-même, en fonction de 1'écart entre
Ia position éxacte du point au bout du temps í, et Ia position
q u c l u i assigneraierit lês termes d'ordrcn— l,pris seuls,c'est-
à-dire Ia position qu'aurait le point soumis à Ia vitesse et aux
accélérations d'ordrc n — 2 auplus, quepossède le point dorme.
Lês composanles de. cet écart projete sur lês 5 axes sonl, en
•cffct.

Divisanfpar t", et faisant cnsuite tendre í vers zero, il vient,
à Ia limite,



516

et enfiu
THÉORIE DÊS ENGRENAGES

^

pour í=0. Quand, dans cês équations, on fait n = c2, on re-
Irouvc Ia méthodc qui nous a servi (g 92) à déterminer
l'accéléralion du prcmicr ordrc.

Lcs accólérations d'ordrc supérieur ont été 1'objet dês re-
cherches de plusieurs géomètres rnodcrncs, qui ont été con-
duits à géncraliscr lês thóories o^nnues de 1'accélération dans
lê mouvement relatif et dans lê mouvement épicycloldal.
Cês résultats ont un intérôt théorique incontcstable, mais ils
paraissent appartenir plutôt à Ia gcométrie ou à 1'analyse qu'à
Ia mécanique, laquelle reclame seulemcnl, en general, l'em-
ploi dês accclérations du premier ordrc, lês scules que nous
ayons considérées.

BELATION ENTRE LÊS RAYONS DE COURBURE DÊS DE0X PROFILS.;.

EN PRISE (g 220).

351. L'équation dite de Savary est due à Enler.
II est facile de reconnaitre que lês deux points qui, sur lês

deux profils en prise, viennenl à se confondre cn un seul,
quand lês deux points B et D (íig. 232) traversent ensem-
ble ía ligne dês centres, sont situes à dês distances du

. , „ , , .. . , dscósa c ,. ,pomt P egales respectivement a p x pour l u n , et

p'X— pour 1'autreproíii. L'arc de glissement ds est b

différence de cês deux ares, et Fon a 1'équation

P — P

TIIEORiE DÊS E N G R E N A G E S .

formule idenliquc à cclle du § 21G. En effet, on a

_
p— P ?'+p (?—p)(?'+p]

Or, 1'équation de Savary donne

cosa , cosa l

Donc,

E K G R E X A G E S A DÉVELOPPASTES DE CERCLE (g 231).

552. Aux avanlagcs de Tengrcnage à développantes signalés
dans lê lexte, il Ia u t ajouter celui de permettre dês variations
dans Ia distance dês deux axes. Deux roucs à développantes,
construites pour cngrcner cnsemble dans une certaine posilion
relativo, pourront encore engrener eriscmble si i'on altere
cctle position relativo. La circonférence primitive d'une rouc
à développantes de cercle est une circonférence arbitraire,
concentrique à Ia circonférence qui sert au trace. Lês deux
roues étant placées cornme on voudra, on trouvcra lês cir-
confércnces primitives particulier.es qui correspondent à Ia
dislunce de leurs centres, cn mcnant une tangente commune
intérieure aux deux cercles OP, OT'; lê point A, ou cetle tan-
genle coupe Ia ligne dês centres, est Ic point de contact dês
deux circonfércnces primitives, et lês conditions de 1'engre-
nage sont encore saíisfailes, quclle que soit Ia distance 00'.

TRACE DÊS ENGRENAGES 252).

555. M. Lcauté a fai t connai t re , dans lês Comples rendus
de l 'Académie dês sciences (1878-79) et dons lê Journal de
VEcole Pohjlechnique (1879), dês règles três simples pour Ia
substitution d'arcs de cercle aux diversos courbes qu'on peut
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employer pour lê trace dês dents d'cngrcnage. Cês rògles sont
une application dês méthodes de M. Tchebicheff pour Ia sub-
stitution d'une fonclion de forme déterminée à une fonction
donnée quelconque, qu'elle doit representei- avec Ia plus

grande approximation possible entre dês limites définies.

PliOBLÈME DTI 3 212.

//•
554. Tronver Ia fraction-comprise entre deux fractions don-

nées ri -> qui sou exprimée par lês moindres nombres x ei v.
O (l ' J *

La méthode indiquée peut ôlre transforméc commc il suif.
íT* ^/ ^*

Si - est> T et < -. lê numératcur x est un entier coni-y b d

pris entre -~ et—-; si donc on forme lês dcux suites
b d

a Ia 5a

on Irouvera Ia solulion cn prenant lê plus petit muHiplicateur
cy , ai/ , , . ' . . . . ' .

y qui ameno -j ei -j- a comprendre un nombre entier um-

quc, lequel será Ic nombre x. La condition à remplir s'ex-
prime par 1'équation

E ( ) désignant. Ia valeur entière de Ia quantité placcc
entre parcnthèses, et 1'on aura

é tant moindre nombre qui satisfasse à 1'équation (1).

Exemple :

TIIÉORIE DÊS EKGRENAGES.

a_10 c_17_

oifl

Formons lês deux suites, en indiquant lês valeurs en-
tières :

80

!='+•-. S=*+- 85_ 102
2G~d + "' 2(5 "

Lês valeurs entiòres rcstent égales tant que lê mulliplicateur
n'est pás 14. On a

1C

Difíerence dês valeurs entièrcs = 1.

La solution cherchée est donc

*(£*"). o
li 14

535. L'ertiploi dês fractions continues permet d'éviler cês tà-
tonriemenls. Développons cn fractions continues lês deux frac-

f / f ' -

tions données T et 7; lês deux fraclions continues qui lês

représentent auront, en general, un certain nombre de déno-
minateurs communs, et ne commenceront à différcr qu'à
partir d'un dénominateur d'un certain rang. On aura, par
exemple,

et
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lês deux fractions nc commcnçant à différer qu'aux denomi-
na leurs de même rang o et o'. Cela pose, Ia fraction continue

r i u i a pour.dénominateurs lês dénominateurs communs aux
tieux precedentes, sauf Ic dernier S", qui doit être compris entre

Cl C
S et 3', será comprise entre j et -,, et será Ia plus simple pos-

sible, si S" est lê plus pctit entier compris entre S et o'.

Appliquons celte mélhode aux fractions priscs pour exemple

10 _ i
25 l + r , 'l

et

on reconnaít sur-le-champ que Ia solution Ia plus simple est

o
TI'

On trouvcrait d'autres solulions, un peu moins simples, cn
metlant à Ia place du dernier denominateur 4, lês nombrés
5, 6 et l, intermédiaircj, comme 4, entre 5 et 8; cela con-
duirait aux fraclions iníercalaircs

11 11 et 15.Fv' üü <:3

556. On pcut aussi résoudre lê problòrae par une conslruction
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graphiquc; il suffit de former un quadrillage eu tracant deul
séries de parallèles rectangulaires et équidislanles. A loute
intersection M du quadrillage
correspond une fracüon, dont
lê numérateur est égal à l'or-
donnéeMa, et lê dénominateur
à 1'abscisse Oa; Ia fraction me-
sure 1'incliriaison de Ia droite
OM. Soit M' un second point,
correspondant à une autre

fraction ^-7-Lês fractions in-
Oa

tercaloires seront représen-
lées par lês intersections
compriscs dans 1'angle MOM' indéílniment prolongo, et Ia
plus simple fraclion correspond à rinlerscclion P, Ia plus
voisine de 1'origine 0. On reconnait ainsi immédiatemcnt

que Ia fraction = est Ia plus simple fraction qu'cn puisse

. , , l . - 2 v. . ., i . 2 l .inserer entre 7 et -^ Viennent ensuitc y puis -., ou ^. irac-

2
tion dcjà trouvée, 'puis ^> etc.

D

CALCUL APrROXIMATIF DE 1,'ÉGAUT DE LA. COURBE A LONGUE 1NKLEXION.

557. Reprenons Ia question Iraitée au § 278, et appelons :
a Ia longueur commune dês deux balanciers Oa, O'a';
26 Ia longueur de Ia bride aa', dont lê milieu i décrit Ia

courbe alongue inflexion;
O l'angle d'ccart aOA du balancier supcileur par .rapport à

sã position moyenne;
O' l'angle d'écart correspondant, a' O'A' du contre-balancicr

par rapport à sã posilion moyenne;
a 1'écart angulaire maximum du balancier Oa, ou du
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balancicr OV,. lês deux angles O et ô' atlcignant à

J L U O j-uiH ;•

x et y lês coordonnées du point i qui décrit lê lieu, x
et «2,?/2les coordonnées dês

T| P°ints « et a', extrémiíés de
Ia bride aa ; enfin metn les

coordonnées du centre O, et
m, —n cclles du centre O".

On aura

\1

F\g. Zll.

•tlonriée du même point étant n, on a

La bride AA'étant égaleà
2Í>, et 1'abscisse du poiní A
par rapport aux axcs IX, IY,
, , 'i — COS a. ,, .
elant — a - - - , i or-

- = n- -f- a"3 l — co? t = K2-f «-sin4-5..

\ — COS
-cri obscrvant que- ^'"'J"" = sin2 ̂  On voit que b diffère

três peu de n lorsquc 1'angle « est suffisamment petit, et que
•a n'a pás une trop grande valeur.

On aura ensuite, en substituant les valeurs de m et de tf
dans les équations (5), (5) et (7) de Ia pagc 457 :

(3) scl^=.m.— a cos O = a cos2 —^ — ncosO;

a-, = — m + c cos O' = — a cos2 — + a cos O'» '•

2a cos'2 ^ — a(cos O + cos O') + 2» H

— 4n-+ 4a2sin4^-

• f 7
sin8')|
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L'équalion (7) lie entre clles lês variables O et O'. Eile se
preto ú de riombreuscs réductions ; si nous développons lês
calculs indiques dans lepremier nombrc, il v icn t cn cffet :

4n2cos/'~ — 4«-cos2
tj(cos() + cos 6') -f fl2(cos20 -f cos2 O' + 2 cos O cos O') -j- /nt-

+ 4<«i(sinO — sinO')H-e2fs iu28 + sin2 O' — 2 sin O sin O') =ín- + 4fi2sin4 - .

équation qui se rcd-uit d'abord à

s"| — sin4! j —í»9 cos2 | (cos O + cosO') + 2«2[1 +cos(

-f ian (sin O — sin O') = 0.

On peut observei1 ensuite que l'on a identiqueraent

cos" l - siii4 ~ = (^cos2 1 - sin2 1

= cos2 — — sin2 — = cos et.

Divisant par 4a2, il vient en définitive 1'équation

„ a , , . , n . . . , . , ] + cos (0 + 0') „
cosa — cos2 ^ (cos O + cos 0 ) + - (sin 8 — sin 8 ) H -- ! - ̂  — ! — = 0.

On peut vériíier sur ceíte équation que l'on a

O' = O pour O = O,

Cl
0' = O pour O = ± s,

de sorte que O' est égal à O pour trois valeurs particulières de
.cet angle.

Lês coordonnées x et y du point décrivant sont donnécs
par lês équations (1) et (2) de Ia page 456; elles deviennent,
.en inlrodjjiisant lês angles O et O',

a ' " X-

y _ y i + y-2 _ ^

Si l'o'n veut étudier Técart du point i par rapporl à Ia droitc
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IY qu'on se propose de lui faire décrire approximaüvement
on n'a qu'à étudier Ia valeur de 1'abscisse x, lorsque O varie
de — « à H- a.

Cette variable x serait constamment nullo si l'on avait
constamment 6' = 0. Posons d'une manière généralc

O'=õ + e;

s será un are (rés petit, dont nous pourrons néglíger lê carré
et lês puissances supérieures. Nous aurons donc

sin O' -•= sin (6 + B) = sin O + e coso,
cos O' — cos (O -f- e) = coso — e sin O,

ae .
x = smfl.

Subsliluons aussi lês valeurs approximatives de cos O' et sin ô'
cn fonclion de s. dans 1'équation de condition qui lie .Ics
aneies O et O'. II vienclra

COS

en observant que

cos (O + 0') = cos (20 + £) = cos 20 — e sin 20

ct que
•i + cos (O + O') l + cos 20 l i

r; • = y 5 esin20 = cos20 — = esiii20.

L'équaüon transíbrméc, résolue par rapport à s, donric

COS et — 2COS2 - jrCOS8 +.COSaõ
L

- cos-0+ = sin 26 — cos2-| sin O •*"'

L'écart linéaire x cst lê produit, cliangé de signo, de s.

par - - sin 0.

L'anglc a. a pour valeur, dans lê trace de Watt, 18° 50'.et

DE LA COURBE A LONGUE 1NFLEXION. 525

6 resto en valeur absolue au-dessous de cctte limite. Si nous
regardons O et y. comme dês inimiment pcliís du preraicr
ordre, e será un infiniment petit du quatriòme ordre et x
du cinquième.

Posons en effet, en nous arrêlant à Ia quatrième puis-
sance de O,

o4 o4 n4

cos2 O = l - O2 + j + l; + .. . = l - 0a +1 ,
•i i -i O

cosa — cos2 -Jj cos O + cos20 = cosa — 2cos-^ + J

+ (cos» |-l) O»

12

Lê premier terme entre crochets est identiquemerit nul
quant aux suivants, on a, au même degré d'approximation,

5X16"
r±.

' 48'

12 5 12 12.4~t"l2. lü. 5 '

et lê numérateur de e se réduit à

i_£"4_^l
'li 4S + 57(i'

en négligearit tout cê qui dôpasse lê quatrième ordre.
Lê dénominateur se réduit approximalivementà une quan-

"' n
lité firiie, -> et l'on a par conséquent, pour lês petites valeurs

CL

de ô,
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On a sensiblemenl par 1'ordonnée y du point décrivant

y — aO;

de sorte que 1'équation de Ia courbe à longue inflexion aux
environs du poinl l ost

Sons ccltc forme il esl aisé de reconnaitre qu'elle a trois points
d'inílexion à 1'origine et aux environs.

On a, cn effel,
d.c i
-r- =: „ _ (3a.-ct.-t/- — • 5)/4j,
r/y 8a-'n

— = -i- (ba-ofy — 20«3).
dyí &a*n ^ " J '

La scconde dérivce de x par rapport à y esl donc nulle
pour y = O, cê qui donne x= O, c'est-à-dire à 1'origine ; puis
pour

cê qui correspond à
__ _

' soo ir
La tangente cst verticalc aux poinls pour lesquels on a

3a V?/2 — %4 = O,

cc qui donne d'abord y = Q, pour 1'inflexion à í'origine; et

ordonnées qui correspondent à la-plus grande valeur de
1'écart x . . ' • ; . .

RECTIFICATION DE PrxIORITÉ (§ 308).

538. La premiòre application d'un appareil enregislreur à
1'observation d'un phénoraène n'est pás celle qu'Eytelwein a
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faite au mouvcmcnt de Ia soupape du bélier liydraulique.
Dês 1754, D'0ns en Bray avait employé lê môme procede pour
1'cnregislremcnt dês indications de son anémomòtre (Voir lês
Mémoires de l'ancicnne Académie dês sciences).

SUfi DIVE1ÍS APPAREILS PROPRES A GUIDER BK JIOUVEMEST RECT1LIGKE

(§ 281).

559. Nous avons faitdéjà connailre lê parallélogramme de
Watt (% 279) et lê réciprocateur Pcaucellier (§ 281), qui tous
deux donrientune solulion du problème qui consiste à guider
nn poinl en lignc droite. Lê premier appareil ne fournil qu'une
solulion approximative, mais il n'exige que trois tiges OA15,
0'A',, AjA^ (íig. 503, page 455), pour mener uri point I,, ou
cinq tiges pour mener lês deux poinís I4 et K í ; lê seconcl, qui
donne une solution rigoureuse, exige sopt tiges, OA, OB, AC,
GB, BD, AD, IC (fig. 309, page 442), pour mener un seul
point D.

II existe un certain nombre d'autres appareils qui résolvcnt
Ia question. Nous en ferons connaitre quelqucs-uns.

M. Perrolaz, de Thonon, a transforme lê réciprocateur Peau-
cellier de Ia manière suivante :

Deux diamètres AB, CD d'un cercle sont mobiles autour du
centre O; aux points
A et C sont articu-
lées deux tiges ega-
les AE, CE ; et aux
points D et B deux
autres liges égalcs
aux premières DF,
BF.. Lês tíois points íig. zis.
O, E, F sont surune
ligne droite, perpendiculairc à Ia fois au milieu dês cordes
AC, DB, et Pon a lês égalités Ef = FK et OI = OK. On en déduit

OE = EI —or,

/

l
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Donc,

OE X OF = Kl3 - OI2 = (Al2 _ AT) - (Ãü2 - AT2) = lã2 _ Ãõ2,

quanlité constante. Donc 1'apparcil est réciprocatcur, ei sil'on
assujettit lê point E à décrire une circonféretice passant par
lê point fixe O, lê point F décrira une droite. Cct appareil
exige sept bridcs comme 1'appareil de M. Peauccllier.

340. Lê réciprocateur de Hart est fondé sur une propriété
dês trapèzes inscriptibles dans lê cercle.

Soif ABCD un polygone articule comprenant dcux cotes
AB et Cl), égaux entre eux, donl lês
exlrérnités sont réunies par deux
brides égalcs entre-croisées, BC, AD.
Ce quadrilalère, qui devient un tra-
pèze isoscèle quand on joint AC, BD,
est inscriptible dans lê cercle á cause
de 1'égalité dês angles BAD, BCD, et
l'on a 1'égalíté

Fig. 3
AD X CB = AC X BD + BA x CD,

d'oú resulte que lê produit AC X BD dês cotes variables est
conslant, et égal à Ia difíérence

K2 = AD X CB — BA x CD.

Par un point M pris sur AB, menons Ia droile MNP, parallè-
lement aux cotes AG, BD; lês points N et P, ou elle renconlre
lês deux diagonales, seront fixes sur celles-ci, car elle lês
partage dans lê rapport dês segments AM, MB. On a de plus, à
cause dês parallèles MN, AC, et MP, BD,

Donc,

AB2
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quantité constante. Si Fori fixe lê point M, lê point P décriru
une transformée par rayons vecfeurs reciproques du lieu décrit
par lê point N ; il décrira une droite, si N décrit une circonfé-
rence passant par lê point M.

L'appareil de Hart ne demande que cinq tiges, savoir : lês
quatre cotes AB, BC, CD, DA du polygone articule, et Ia bride
qui oblige lê point N à décrire un cercle passant par Ic
point M.

541. Un ingénieur espagnol, M. Horace Bentabol, a proposé
un guide rectiligne fondó sur un autre príncipe. Soit AC Ia
droite que doit décrire lê poirit. Prenons de chaque coto de cette
droite deux centres symétriques O
et O', et installons quatre tiges,
OB, BA, 0'B', B'A, égales et symé-
triques deux à deux, articulées aux
points O, B, A, B', O'. II est clair
que, si í'on oblige lês points B et B'
à rester constamment symétriques
Tun de 1'autre par rapport à Ia
droite AC, lê point A ne pourra se
mouvoir que suivant Ia droite AG.
Pour y arriver, M. Bentabol réunit
lês deux points B, B' par deux bri-
des égales BD,B'D',,à deux secteurs
égaux et symctriques F, F', qui oscillent autour dês points
O et O' en restant tangents l'un à 1'aufre au point I. Pour
obliger lês dcux secteurs à se mouvoir symétriquement, il
faut et il suffit qu'ils roulent l'un sur 1'autre au point I,
ou, cê qui revient au même, qu'ils engrènent l'un avec 1'autre ;
lê mouvemcat angulaire de l'un étant égal au mouvement
angulairc de 1'autre, puisque lês rayons dês circonférences
primitives sont égaux, lês dcux secleurs resteront symé-
triques s'il ont été symétriquement montes lo.rs de Ia pose
de 1'appareil. M. Bentabol cmploie pour cet cngrenage, qui
n'est soumis à aucun effort, lê système sans froltement de
Whilc, ou au moiris, un systòme à denture échelonnéc, qui

Fig. S50.

f^. fo:.ucsos. 34
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réduit lê glissement à une três faible limito. Lê j eu laisséà
cet engrenagc doit être lê pias pelit possible.

En general, 1'appareil est double, et Ia tige CA du piston
est articulée en A à un goujon, dont lês deux extrémilés
s'assemblent dans lês dcux guides placés parallèlement, l'un
devant Ia tige, 1'autre derriòre.

M. Bentabol propose comme types lês proportions suivanles •
08^0^ = 5, OI = 0'I = 6,BA = BA' = 7. La plus grande
obliquité de AB avec Ia droite AG ne dépasse pás 45°; 1'oscil-
lation dês secteurs est limitée à 25° au maximum. Lê rayon
OB doit faire un angle droit avec Ia bissectrice du secteur F
auquel il est altaché.

MACHIKE A MARCHER, DE M. TCHEBICHEFF '„

542. M. Tchebicheff a réalisé récemment un dispositif dans
loquei un point d'une tige de longueur invariable décrit sen.-,
siblement une ligne droite pendant une partie de son parcours,
puis se trouve soulevé et effèctue Ia seconde partie de son
trajei suivant une trajectoire courbe, qui lê ramène à Ia
première exlrémité de sã course rectiligne. La lige mobile
est guidée, comme dans lê parallélográmme de Watt, par
deux de sés points assujettis à décrire dês cireonférences. La
détermination Ia plus convenable dês rayons de cês circonfé-
rences et dês segments de Ia droite constitue un problème
d'approximation que lês méthodes de M. Tchebicheff donnent
lê moyen de résoudre. Nous nous bornerons ici à en faire
connaítre lês résultats. . '«.

O et O' soní lês deux centres de rotation, établis sur uno
ligne horizontale, par exemple; OA, 0'B sontles deux rayons
qui rattachent aux centres O et O' lês poinls A et B de Ia tige

i. Sullelin da Ia Sociéití mathématigue de f rance, t.. XII, n° d séance du
21 novemln-e 1884.
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rectiligne ABC; lê point décrivant est lê point C, sur lê prolon-
'gement du segment AB. On fait 0'B = AB = BC, et 1'on deter-
mine lês dimensions de l'appareil
cnprenant . ~~—,

AB = OA x 3 + V/7.

00' = OA X
4 + v/7.

Cela pose, si l'on fait décrire au /
point A Ia moitié de Ia circonfé- \
rence OA située à droite de Ia
verticale XX', lê point C décrit
sensiblement Ia portion rectiligne
m'm de sã trajectoire; quand en- Fig. ssi.
suite lê point A décrit Ia dcmi-
circonférence de gaúche, lê point C est soulevé et parcourt 1'arc
de courbe mpm'. On peut attacher au point C une tige CD,
qui tombe librement suivant Ia verticale, et qui figure, par
exemple, Ia patte d^m éléphant; elle pose à terre quand lê
point G et CD parcourt m'm, elle se soulevé et quitte lê sol
quand lê point G parcourt 1'arc mpm'. On peut, en groupant
convenablement quatre appareils semblables, conjugues
entre eux, obtenir dês. mouvements alternatifs dês pattes,
qui imitent Ia marche de 1'éléphant1.

M. Tchebicheff avait précéderament consíruit un tabouret
soutenu par un systòme ,de tiges articulées, qui pouvait se
déplacer latéralement sans changer de hauteur, entre certai-
nes limites, par lê simple jeu dês arliculations.

DISPOSITIFS PARTICULlEIiS.

343. Nous empruntons au rapport de M. Hirsch sur lês ina*
chinês et lês appareils de Ia mécanique générale à VExposi-

1. Voir lê Journal Science et Nature, vol. III, 11° CO, 17 janviei1 1885, articlo
Üe M. Édcuard Lucas. i-
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tion de 1878, 1'indication de quelques dispositifs qui pré-
sentent un cerlain intérêt au point de vue de Ia cinématique.

TRANSMISSION DE LA MACHINE A VAPEUR MALESCHEPF. ,

544. La tige PA du piston de Ia machine est articulée en A à
une bride AB, au milieu I de laquelle est atlachée Ia bielle OI

qui meten mouvement 1'arbretour-
nant projete en 0. On a rigoureu-
sement OI=IA = IB. Si donc on
fait en sorte que lê point B décrive
rigoureusement ou approximative-
ment une droite OX, perpendicu-
laire à OA, Ia bielle OI tournera
autour du point O, et lê mouve-
ment rectiligne alternatif du piston
será transforme en mouvement cir-
culaire continu de Ia bielle OI. Cette
bielle est lê quart de Ia course du
piston, au lieu d'en êíre Ia moitié,

comme dans Ia transmission ordinaire. Pour assujettír lê
point B à décrire sensiblement Ia droite OX, on articule l'ex-
trémité B de Ia tige AB au milieu d'une autre bride CD,
dont lês extrémités C et D sont assujetties à tourner autour
de points fixes O' et O". Dans cês conditions, si lês para-
mètres de Ia construction ont été convenablement deter-
mines, lê point B décrit une courbe à longue inflexion de
Watt, qui diffère peu de Ia ligne droite OX. La condition à
remplir consiste à assurer approximativement lê parallélisme
de Ia droite BE qui joint lê point B au centre kstantané E
de Ia droite mobile CD.

TBANSMISSION BOURDON.

545. M. Charles Bourdon a donné plusieurs moyens de
transmeltre à 1'aide debielles un mouvement de rotaüon con-
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tinu d'un arbre à un arbre parallèle, sous Ia condition que lês
vitesses de rotation soient égales et de senscontraires. L'appli-
cation principale de cê dispositif se fait aux bâtiments qui
sont mis en mouvement par deux hélices; il est essentiel de
lês faire tourner en sens contraires, pour maintenir Ia posi-
tion verticale du bátiment.

Soient O, O' lês deux axes de rotation. Si l'on prend deus
points A et B sur lês deux roues O et O', Ia connexion directe

Fifj. 553.

de cês deux points assurerait dês vifesses angulaires égales
et contraires aux deux roues quand Ia droite AB couperait au
milieu Ia droite 00' qui joint lês centres. Mais lê rapport
dês vitesses serait altere dês que Ia rencontre dês deux droites
serait en dehors de cê point milieu. Au lieu de celte con-
nexion directe, M. Bourdon brise Ia bielle au point C, en
assujeltissant lê point D, milieu de Ia droite AC, à parcourir
lá droite 00'. A cet effet, 1'arliculation D est mainlenue dans
une glissiôre dont 00' est Ia ligne moyenne; et Ia bielle AC
est en outre arliculée à une petite bielle CB, qui s'articule
au point A de Ia seconde roue.

Lê lieu décrit par lê point C est une courbe fermée du
4rae ordre, qui diffère peu du cercle, lorsqu'on choisit conve-
nablement lês paramètres de 1'appareil. Si l'on fait faire un
tour à-l'arbre O, 1'arbre O' fera un tour en sens contraire.
Mais lê rapport dês vitesses n'est pás rigoureusement con-
stant dans 1'inlervalle du tour.

ARBRE FLEXIBLE DE STOW.

546. Lê joint universel permet de courber un arbre, en
conservant sensiblement Ia même vitesse angulaire', lorsque •
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1'angle cies dcux ólémcnts consécutifs est voisin de dcux angles
droils. Cela pose, si l'on imagine un arbre forme d'élémenls
três courts, réunis dcux à deux par dês joints universels, on1'
aura un arbre qu'on pourra infléchir comme on voudra, à Ia
façon d'une corde, sans qu'il cesse de transmettre Ia rotation
autour de sés divers éléments rectilignes. Cette solution a été
imaginée et róalisée par M. Kurtz, mécanicien à Paris.

M. Síowcompose son arbre flexible d'une première couche,
formée de íils métalliques enroulés jointivement en hélicc
dans un sens, autour d'un noyau de três petit diamètre; au-
tour de cette couche il entourc, en sens contraire, une seconde
couche de fils; puis une troisième aulour de Ia seconde, une
quatrième autour de Ia troisième, et ainsi de suile, enfrcn-
versant à chaque fois lê sens de 1'enroulement. On forme de
celte manière six à sept couches alternées, et on lês renferme
dans une dernière enveloppe flexible. Lê tout forme une
corde qu'on peut courber comme on veut; et si l'on commu-
nique à son premier élément un mouvement de rotation au-
tour de sã Jigne d'axe, tous lês éléments suivants participent
bientôt à cc mouvement, sans qu'il y aitaucune tendance au
déplacemcnt de Ia ligne moyenne.

TAMBOURS A VITESSES VARIABLES DE MU. BATAILLE ET BLOOM, DE LILtE.

O ,

347. Lês tambours de MM. Bataille et Bloom ont Ia forme
d'un double cone, dont Ia surface latérále est partagée égale-
ment et alternativement en secteurs pleins et en secteurs
vides. Deux doubles cones pareils sont montes sur lê même
arbre, de manière que lês pleins de 1'un passent à travers lês
vides de 1'autre. L'un est fixe, 1'autre est mobilsJe long de
1'axe. Dans cês conditions, on conçoit qu'on peut librement
rapprocher lês deux cones ou lês écarter entre certaines li-
mites, etqu'on pourra faire varier parconséquentlediamòtre
de Ia circonférence suivant laquellc se coupent mutuellement
leurs deux surfaces, et qui forme pour ainsi dire Ia gorge de
Ia poulie constituée par leur ensemble.

DISPOSITIFS PARTICUUERS. 5'5

Qu'on place dcux systèmcs sernblables cn rcgard l'un de
1'aulre, sur deux axes parallèles, et qu'on fasse passer une
courroie ou une corde au fond dês deux gorges íbrmées par
Ics intersections; on pourra régler à volonté lê rapport dês
rayons dês cerclcs entre lesquels Ia communication est éta-
blie, rapport qui est l'inverse du rapport dês vitesses angu-
laires. ;

Une crémaiüère, mise en mouvement par une vis sans fin,
pcrmet d'agir à Ia fois sur lês deux cones mobiles de chaque
système, et de conserver constante Ia somme dês rayons qui
sont en prise, condition nécessaire pour que Ia corde reste
toujcurs tendue.

FIA".
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l

A.
Abatage, 427.
Aberration de Ia lumière, 101.
Accélératlon tangentielle, 33; — to-

tale, 121 etsuiv.; — dans lê mouve-
ment circulaire uniforme, 129; —
dans lê mouvement curviligne, 124;
— dans lê mouvement projete, 139 ;
— en coordounées polaires, 154; —.
de glissement, — tangentielle, —
centripètc, — complémentaire, 155 ;
— centrale, 175; • — tolale, lorsque
Ia vitesse aréolaire est constante,
164; — complémentaire, 273; —
centrifugo composée, 285; — dans
lê mouvement relatif et dans lê mou-
vement épicycloidal, 273, 290, 296;
— dans lê mouvement épicycloidal
sphérique, 312; — d'ordre supérieur
au premier, 513.

Adiou di^ent sui' lês girouettcs mo-
biles, 99.

•Aüeltes, 468.
Aires (théorème dês), 156.
Alluchons, 348.
AHPÈRE, 3.
Áncjle de contingence, 131; — de deux

directions dans 1'espace, 189; —
d'avance, 444.

Anneattx, 325.

Appareil réciprocateur de M. Peaucel-
lier, 442; — de M. Hart, — de
M. Perrolaz, 527, 528 ; — pour l'ob-
servation dês mouvements, 479; —
enregistreurs, 483; — du general
Morin, 484; — de M. Bentabol, 529.

Application du tliéorème de Coriolis,
283; — du joint universel aux prcs-
ses typographiques, 464.

Árbre tournant, 321; — de tour, 322;
— vertical, 322; — de Kurtz, 534;
— de Stow, 532.

Arc-bouíeinent, 351.
Are d'approche, de retraite, 371; —

de glissement, 269, 336, 516.
Areie de rebroussement, 228.
Assemblage à Ia Cardan, 483.
Asymplotes de l'iiypcrbole, 116.
Avance angulaire, 444.
Axé d'une rotation, 239; — instan-

tané, 221; — instantané glissaut,
233 ; — instantané du croisillon
dans lê joint universel, 458.

Axiome au sujet du mouvement rela-
tif, 92.

B
Rague, 428.
Balünçier, 432.
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Dane à broches, 408.
BATAIU.E, 534.
IS l iNTABOL, 529.

S H H T B A K D , 158.

BiíTiiAjicounT, 527.
Bielle et manivelle, 422; — e t mani-

velles inégales, 205, 429; — d'ac-
couplement, 452.

BLOOJI, 534.
Bombenient dês poulies, 414.
Boulons, 321.
BOÜII (Edmond), 110, 557, 301, 421.
BOURDON, 552.
BRADLEY, 263.
Brás d'une roue dentée, 570; — poríc-

train, 580.
Brin d'une courroie, 414; — conduc-

teur, — résistant, 419.
Broche, 468.
BKOCOT, 577,

C
Câblc do M. Ilirn, ou télodynamique,

415.
Carnes, 593, 594.
Caractérislique, 228.
CAKDAN, 463.
Centre instanlané de rotation, 194 ; —

dês accélérations dans lê mouvcmcnt
épicycloidal, 299 ;— d'oscillation du
tiroir, 445 ; — de courbure dês épi-
cycloldes, 509.

Centrípète (accélération), 129,
Cercle osculateur, 131 ; — de roule-

ment, 295.
Chatnette, 218.
Changement du sens d'une transmis-

sion par courroie, 216; — du rap-
port dês vitesscs angulaires, 417,
554; — de voie, 526.

Chapeau, 521.
CHASLES, 228, 508.
Chassis, 380.
Chronographe de M. Martin de Brettes,

488 ; — de Schultz, 489.
Chronomèíre, 2, 480; — à poinlage,

480.
Chute dês corps pesants, 47.
Circonférence dês inflexions, 293; —s

primitives, 532.
Circulalion (vitesse de), 82, 85.
Classes dês transmissions de mouve-

ment, 327,
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Classification dês mecanismos, 319;
dês transmissions, 527.

Colatilude, 84.
Collel, 521.
Collier à galeis, 324; collicr, 428.
Composante géométrique, 60; —s de

Ia vitesse d'un point d'un solide qui
tourne autour d'un point lixe, 253,
508, 512; — d e 1'accélération com-
plémentaire, 276; —s de 1'accéléra-
tion totale, 132.

Composition de droites flnies, 60; —
dês motivements élémentaires, 238
et suiv.

Conchoide, 109,199.
Conjonction dês planètes, 104.
Construction de Savary, 344, 511,516.
Coordonnées d'un mobile, 55 ; — po-

laires, 84.
Coquüle, 521, 422.
Cosinus d'unangle infiniment petit, 82.
Coulisse de Stephenson, 449.
Coulisseau, 449.
Couranís électriques (emploi dês), 481.
Courbe dês espaces, 18; — dês vi-

tesses, 23 ; — dês accélérations
langentielles, 34, 448; — d'évide-
raent, 347 ; —s roulantes, 597 ; —s
dérivées, 402; — en toeur, 403; —
à longue inflexion, 434, 436, 521.

Courbure, 131.
Coussinef, 521. ..
Crapaudine, 323 ; — à arcade, 324.
Crémaillère, 354.
Creux dês roues /Tengrenage, 368.
Croisillon, 453.
Culot, 323.
CycloUe, 208, 285.
Cylindre de soulèvement, 324.

D

DEBIZE, 443.
Décomposilion de l'accélération totale

suivant Ia tangente et Ia normale
principale, 152; — analytique de
1'accélération totale, 141; — du
mouvement élémentaire d'un solide,
231; — de '1'accélération complé-
mentaire suivant lês trois axes, 276.

Démonstration analylique dês lois du
déplacement d'un solide, 497 ; — de

Ia loi du déplacement d'une figure
plane dans sou plan, 501.

Denls d'engrenage, 552.
DeplacemcntíCunR droitc, 190; — d ' u n

plan, 227; — d'un solide, 229, 257.
DEPBEZ (Mareei), 489.
Derivée d'une foncl ion, 16.
Descriplion de 1'ellipse d'un mouve-

ment continu, 199.
Dèsembrayage d'nn outil, 416.
Détente, 449.
Déíermination de Ia vitesse, 20 ; — de

1'accélération totale, 125, 164; —
analytique de l'axe instanlané glis-
sant, 253 ; — analylique dês axes de
rotation conjugues, 259; — dês
axes d'une ellipse dont on connaitun
sjstème de diâmetro conjugues, 2141,
495. '

Diagramme de Zeuner, 446 ; — dês
vitesses du tiroir, 448.

Diapãson (emploi du), 480.
Dimensiona à donner aux différentes

parties d'uneroue d'engrenage, 569.
Dircclion d'une force,2; — do Ia vi-

tesse, 16; — de 1'accéléraliou to-
tale, 128; — à donner à un para-
pluie pour s'abriter lê mieux possi-
ble quand on marclie, 101.

Divisions de Ia mécanique, 3.
D'oss EN BKA-Y, 527.
üouble engrenage conique, 362; —

joint de Ilooke, 460.
Droite projelante, 52; — considérée

comme épicyçloíde,, 217 ; —s conju-
guées; 250 ; —s qui conservont leur
parallélisme daus- lê déplacement
d'une figure, plane dans son plan, 504.

Di/namique, 3.

E

Écart du ^iroir, 445.
Echanfrinement dês denls d'cngre-

nage, 351.
Échelle dês temps, —dês espaces par-

courus, 18.
£//<£>se(propriétésde l'), 147; —s rou-

lantes, 399.
Engrcnages, 529; — cylindriques, 329

et suiv.; — coniques, 529, 560; •—
liyperboloides, 529, 504; — héli-
coides, 368 ; — extérieurs, 340; —

530

inlérkurs, 349, 552; — à lanterne,
346; — à (lanes rcctiligncs, 530,
552; — à développanles de cercle,
555, 517 ; — accolés et échelonnés
de Hooke, 558; — sans frottement
de While, 557 ; — planótaires de
Watt, 380.

Eníratnement (vitesse d'—, mouve-
mcnt d'—), 88.

Enveloppe d'une ligne mobile, 111,
207.

Eguation du mouvement d'un point
sur sã trajectoire, 9; — de Savary,
543.

Equilibre, 3.
Equipa ye de roues dente's, 340.
Espace parcouru, 11.
Elude du mouvement uniforme, 37;

— du mouvement à 1'aide de sés
projections sur lês axes, 56.

EUI.ER, 340, 516.
Êvaluation dês vitesses, 12; -*- dês

aires, 27.
Excentricité de 1'ellipse, 167.
Excenlrique Morin, 406; — triangu-

laire, 408 ; — à cadre, 411 ; — à
collier, 428.

Extcnsion de Ia définition du mot vi-
tesse, 30 ; —dês courroies, 419.

EYTELWEIS, 482, 526.

F

FHRGUSSON, 584.
Figures corrélatives, 508.
Force, 2.
Formule de \Yillis,580; — de Savary,

543.
FOUCAELT, 264.
Foyer d'un plan mobile, 228; — de

1'ellipse trajeetoired'uneplanète, 167.
Fraction continue, 539; — intenné-

diaire, 373; — Ia plus simple à in-
sérer entre deux fractions données,
575, 518.

Frottement, 351.
Fusce conique, 482.

G

Genres dês tronsmissions de mouve-
ment, 527. .
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Geometria à quatre dimensions, 5; —
dês masses, 5.

Glacc du tiroir,. 444.
Glissement (vitesse de), 82, 85; — sim-

ple, — mixle, — mixte angulaire,
268;—total , 557.

] Glissière, 525.
Godet de graissage, 521.
Grain d'acier, 525.
Graphique dês trains, 42.
GnosiiEnT, 487.
Guides du mouvement, 319, 321, 325.

H
HART, 528.
Ilélice (rayon de courbure de l'), 143.
Hélicoülal (mouvement), 252, 252.
Ilélicoide (engrenage), 568.
HEUZE, 464.
HIPPAHQUE, 2C5.
IIlRH, 415.

Hinscn, 551.
HOOKE, 558, 460.
Horloge á lunaison-, 59'!..
HOULDSWORTH, 471.
HBYCESS, 559, 478.
llydrodynamiquc, 4.
Hydrostatique, 5.
Ilyperbole, 115.

I

Imaginaires (introduction dês — dans
Ia cinématique), 500.

Imlicalrice dês accélcrations lotales,
157 ;.— sphérique, 158.

Iiicrlie de Ia matière, .426.
Inslant, 1.
Intensité d'une force, 2.
Inícrsecíions successives d'une ligne

mobile, 207.

J

Jante d'une roue d'ongrenage, 370.
Jeu dans lês engrenages, 369.
Joint universo!, ou — hollandais, 453;

— de Hooke, 460; — de Cardan,
462; — d'01dham, 477.
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Jour sideral, 202 ; — solairc, 202 ;
moyen ou civil, 262.

K

KEPI.EB, 105, 107.
KRETZ, 420.
KURTZ, 534.

LAGRAKGE, 3, 559. . '•"
Languettes, 325.
Lanterne, 548.
LANZ, 327.
LÉAUTÉ, 517.
Levier de changement de marche, 451.
Liaisons completes, 320.
Lieu dês centres de courbure dês èpi-

cycloldes décrites par lês divers
points d'une droite, 510.

Limites du nombre de dents dês roues
d'engrenage, 340.

LISSAJOUS, 489.
Loch, 12.
Locomotive, 552.
Lois de Kepler, 103, 167..
Longitude, 84. •
Long pignon, 478. ' • ' . . .
LUCAS (Edouard), 551. • . ' ' . :

Litmière, 101.

'M/' • . ' .

Machine à aléser, 467 ; — à denx cy-
liiidres, 427; — à marcher, de
M. Tchebicheff, 530.

MALESCHEFF, 552.

Manivelle, 425; — à coulisse, 478.
JlANsiiEui, 216, 495, 500.
MAREY, 489:
Marteaux, 594.
MARTIN BE BBEITES, 488.
Masse, 5.
MATTEI, 487.
Maximiun du quadrilatère plan con-

slruit sur qualre cotes donnés, 202 ;
— du quadrilatère sphérique, 221,

Mécanique, 5; — rationnelle, — appli--
quée, 4.

Mécanismes, 319.

Ketttonnet, 393.
MÉHIJOT, 445.
Mélfwde géométrique, — analyt ique,

4 ; — de Thomas Simpwn, 27 ; —
de Roberval, 105 et suiv.; — dês
roulettes (engrehages), 545; — de
Tredgold (engrenagesconiques),502.

Midi vrai, 261.
MOSGE, 527.
MoRra, 406, 484, 486.
Mouvement, l; — d'un point, 7 ; —

rectiligne, — curviligne, — circu-
iaire, — elliptique, — parabolique,
7; —4jniforme, — varie, 14; —•
rectiligne uniformément varie, 45;
— projete, 51, 159; — relatif, 86;
— apparent, 86; — relatif de
deux points, 93; — relatif de dcux
planètes, 105; — annuel apparent
du soleil, 102; — elliptique, 147,
176; — dês planètes, 167, 491; —
d'une figure plane dans sou. plan,
192, 210, 501 ; — épicycloidal, 210;
— d'un solide parallèlement à un
plan fixe, 195; -^ d'une figure sur
une surface, 186; —d 'une figure
sphériquesur Ia sphère, 221; — épi-
cycloidal sphérique, 221; — d'un
solide qui a un point fixe, 226 ; —
clémentaire d'un solide invariablc,
190, 229; — d'un solide dans l'es-
pace, 495; — d'une figure plane
dans 1'espace, 227; — hêlicoidal,
229, 252; — continu d'un solide
dans l'espace, 257 ;— de Ia torre,
261 ; — relatif de-deux solides, 267;
— relatif de deux roues qui s'en-
trainont par adhérence, 270 ; —s
observes à Ia surface de Ia terre,
289 ; — rectiligne, — circulaire, -r-
oonlinu, — alternatif, 520; — uni-
forme, — varie, périodiquemenluni-
formc, 520; —s difíorentiels, 588,
465; — du tiroir, 443.

Moycn mj^iveinent, 107.
Mull-Jenmj, 468.

N

Kagcur (problèmc du), 94.
NHWTON, 168, 177.
Ncvuds (vitesse exprimée en —), 12.
Nombre dês équations qui délinissent

Io mouvemont d'un système inva-
riable, 185.

KoniiAND, 464.
Nulation, 263.

CÉU dune- bielle, 423.
OLDHAII, 477.
Opposilion dês planètes, 105.
Ordre dcsparties de Ia mécanique, 5, 4.
Origine dês ares, — dês temps, 8, 9.
Orlhogonale (projccüon), 51.
Oulils, 319.
Ovale (roue), 464.

Paliers, 321.
Papillolage, 464.
Parabole, 170, 220, 484.
Paradone de Fergusson, 384.
Parallélogramme dês vitesses, 89; —

articule do Watt, 455, 527 ; — pour
bateaux, 441. •

Paraphiie (directionà donner à un —),
101.

Pás d'un engrenage, 556.
PEAUCELLIER, 445.
Pendule Foucault, 264.
Permutation tournante, 509.
PERÜOLAZ, 527.
PHILLIPS, 451.
Pignon, 352; long —, 472, 477; —

mobilo, 469, 478.
Pilon. 593.
Pivot, 522.
Pivotement, 268.
Planétaire (automate — d'IItiygens),

559 ; Engrenage — do Walt, 580.
Planètes (mouvement dcs —),• 105.
Plan osculatcur, 127, 150 ; —s qui

conscrvent leur parallélisme dans lê
déplacement d'un solide, 490.

Plaque tournante, 525.
Plateau tournant do Poncelet, 480:
Plein (engrenagcs), 568.
Poinlage, 481.
Poiní d'application d'unc force, 2.
Poinls morts, 198, 424, 452.
Polaircs (coordonnúcs), 78.
fole instantané, 221. *'
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PONCELET, 28, 486.
Postulais de Ia dynamique, 4.
Poulie folie, 410.
Précession dês équinoxes, 205.
Presse typographique, 464.
Prisonnier, 525.
Prol leme sur Ia vitesse moyenne, 59;

— sur Ia détermination de Ia liau-
tcur d'une tour, 48; —s sur lê
mouvement rclatif, 87, 94; — in-
verse dês épicycloides, 210.

Projeclion, 51 ; — sur une droite, 52;
— sur nu plan, 68; — du mouve-
ment rectiligiie et uniforme, 62 ; —
sur un diâmetro ou sur un plan d'un
mouvement circulaire uniforme, 71,
145; —d'une droite finie sur une'
direction qui fait avec cette droite
un angle inf inimcnt petit , 79.

Projelante (droile), 52.
PIIÔKY (de), 441,446.
Propriélcs de Ia courbe dês espaces, 22.

Q
Quadralitrc dês courbes, 25, 27.
Quadrílalère inscriplible, 202, 221.
Quantilés de diverses natures que l'on

considere dans Ia mécanique, 5.

R

Itails, 525.
Rainures de graissage, 521, 522 ; —

et languettes, 525.
Itaison d'un engrenage ou d'un équi-

page de roues dentces, 340.
Rapport dês vitesses d'un point mobile

cn deux pornts de sã trajectoire,
134 ; -i- dês vitesses -angulaires de
deux corps tournanls qui reslenten
contaet, 595.

Rayon de courbure. 151, 168; — de
Ia parabole, 170; — de 1'ellipse,
147 ; — de Uiúlicc, 143 ; — dês épi-
cyeloldes, 290,504 ; — de Ia eydoíde,
285.

Piécepteur, 519.
Réciprocaieur Peaucellier, 442, 527 ;

— de Hart, 528; — de Perrolaz,
527.

Reciproque (engrenage), 582.

Réduites de fraction continue, 573.
Relalion entre lês rayons de courbure

dês profils en prise, 541.
Rcnseiffncments pratiques sur lês cngre-

nages, 568.
Repôs, 1.
Représenlation d'un mouvement qui

s'accomplit dans l'espace, 53.
HESAL, 117.
Résistance accessoire, passive, 351.
Resultante géométrique, 59.
Rélrogradalion dês planètes, 106.
liOIiliRVAL, 105.

ROMEU, 475.
Roíaíion, 188.
Roue menée, — menanle, 532; — folie,

pour éviter lês engreuages inté-
rieurs, 555; — d'angle, 560; —s
de líomer, 475; — de cliamp d'lluy-
gcns avec long pignon, 478; —
(ronquée avec pignon mobile, 478.

Itonet, 548.
Roíilement, 268.

'Roulelles, 325; — (méthode dês), 545.
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SAVABY, 545, 516.
SCHULTZ, 489. V .
SÉBEKT, 489.
Semelle, 521.
Signes-i- et —, 8, 55, 60,..
Sinusoide, 76.
SÍMPSOK (Thomas), 27.
Soleil (mouvemaiit apparent du), 102.
Solide naturel, — géoméírique, 183.
Sphère géocentrique, — liéliocen-

trique, 479. ' .
Son (vitesse du) , 49.
Spirale logariüimique, 218, 401 ; —.

d'Archimédé, 404.
Slalique, 3.
STEPHAKOS (Cyparissos), 50o.
STEPIIEXEOX, 449. ^»
STOW, 535.
Surface développable, 228.
Suspensíon de Ia boussole, 463.
Système invariable, 183.

Tambour de Blatlei et Grosbcrt, 487 j

^s coniques de MM. Bata i l lo et
ÍHoom, 554.

Tangente aux courbes, 108,117, 196;
— à Ia conclioide, 109 ; — au ccrcle,
112; — aux sections coniqnos, 114,
115; — aux épicyclokles, 209.

TCHEBICHEFP, 441, 518,550.
Temps, l, 480; — perdu, 538.
léte à fourche, 423.
Théorème desaires, 156 ; —s gcncraux

sur 1'accélération totale, 170 ; — sur
1'ellipse, 150; — de Coriolis, 274;
— de Bobillicr, 506; — sur Ia per-
pendiculaire commune à deux
profils sn prise (engrcnages cylin-
driques), 535; — de 51. Steplianos,
505.

Tirage dês voitures, 486.
Tourülons, 521.
Tourteanx, 348.
Trace de 1'ellipse, 199; — géométrique

du parallélogramme de Watt, . 439;
— dês circonférences dans lês cartes
stéréograpbiques, 443; — de Ia
courbe dês espaces, 481; — dês en-
grenages, 517.

Train de roues dentces, 571; — s épi-
cycloidaux, 575, 579, 381, 586, 465 ;
— épicycloídal de HouldsworÜi, 471.

Trajecloire, 7 ; déterrninalion de Ia
—, 179.

Transformation par rayons vecteurs
reciproques, 160, 442, 527.

Translation, 186.
Transmission par adhérence, 530 ; —

par engrenage, 5,52; par courroie,
415, 420; — par lien rigide, 422 ; —
par bielle et manivelle, 197; — par
bielle et manivellcs inégalcs, 429;
— du balancier, 452; — Bourdon,
552. — Jlalescbeff, 552.

Travail du frottement, 351.
TREDGOLD, 562.
Treuil diííérenliel, ou -- cliinois,

463.
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U

uniforme (mouvemenf), U.
Vnité d'angle, 55; — do leinps, 2, 12,

261.

V

Valem moyenne d'une fonction, 456.
VABIATIOKS brusques de vitesse, 174.
VAEIGKON, 250.
Vent, 99.
Vis butantes, 523 ; — sons íin, 529,

566 ; — d'Arcbimède, 460 ; — dif-
lerentielle de Pròny, 466.

Vitesse, 11, 15; — moyenne, 14, 59;
— angulaire, aérolaire, linéaire, 33,
— de Ia vitesse, ou accélération tan-
genlielle, 53; — dês projectiles,
487 ; — dans lê mouvement projete,
57 ; — aréolaire, 68, 69; — dans Io
mouvement relalif, — absolue, —
relativo, — d'entra5nement, 89; —
de Ia lumière, 100; — du son dans
1'air, 49; —r de Ia terre dans son or-
bite, 100; —s simuUanées, 90; —
acquise élémentaire, 122; —aréo-
laire constante, 146; — angulaire
d'un solide, 189; —s simultâneos dês
divers points d'un solide, 235; — de
glissement de deux corps tournants
en contaet, 596.

.WATT, -580, 4;4.
WHITE, 357.
WILLIS, 527: 557, 569, 580, 422.

Z
Z K I Í N E R , 443, 44G.
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