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AVERTISSEMENT.

y«

N On ne trouvera point de changeinens dans
cette sixième édition de la Statique : mais il y
a quelques additions que nous allons incli-fai * quer.

La première ne consiste que clans une petite
extension donnée à l’article de la chainette;

TW • La seconde., dans une note relative au Mé-
. moire sur X équateur du système du monde :

Mais la troisième, sous le titre de Thé orie
générale de Véquilibre et du mouvement des
Systèmes, est une addition considérable. C’est
un Mémoire entier qui a été inséré dans le
Recueil de l’École polytechnique, peu de temps
après la première édition de nos Élémens, et
que plusieurs personnes nous ont invité à
joindre à cet Ouvrage comme le complément. à naturel de la science des forces. On y a , eu
pour objet principal d’établir d’une manière
directe , je veux dire, sans le secours du prin-cipe des vitesses virtuelles, les équations de
l’équilibre et du mouvement d’un système va-riable de figure suivant des conditions quel -. A conques données. C’est donc au fond toute laMécanique affranchie de la considération duprincipe des vitesses virtuelles. Cependant,

principe peut être utile dans les ap-
cru devoir en donner ( Note II ),
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ÉLÉMENSdémonstration approfondie et qui met le
Théorème dans un nouveau jour.

Cet écrit demande une lecture attentive : il

une

DE STATIQUE.est un peu serré; mais aucune des idées essen-
tielles n’y manque , et le lecteur n’aura pas de J
peine à les développer. Je n’ajouterai qu’un .
mot relatif à l’article III , où l’on démontre que
les forces capables de l’équilibre, sur un sys-
tème défini par plusieurséquations, nesont que
les composées de celles qui se feraient sépa-
rément équilibre en vertu de chacune de ces
équations. Je . ferai remarquer que la chose
pourrait se voir encore d’une autre manière ,

considérant d’abord que le cas de deux
équations pour la liaison des points du sys- 1
tème ; puis celui de trois équations , etc.
bien encore, qu’on pourrait tout d’un coupré-
duire le cas général à celui où les ."points ne

t liés que par une seule équation,mais avec

PRÉLIMINAIRE.

I.en ne

: ou t . L’idée que nous avons des corps est telle ,
que nous ne supposons pas qu’ils aient besoin
de mouvement pour exister. Ainsi , quoiqu’il
n’y ait peut-être pas dans l’univers une seule
molécule qui jouisse d’un repos absolu , même
dans un temps limité très court , nous n’en con-
cevons pas moins clairement qu’un corps peut
exister en

Mais si ce
demeurera

son
des indéterminées A , jx , v , etc. , comme on l’a
fait dans la note II relative à la démonstration •

du principe des vitesses virtuelles.

repos.
corps est une fois en repos , il y

toujours , à moins qu’une cause
étrangère ne vienne l’en tirer : car, comme le
mouvement ne peut avoir lieu que dans
certaine direction , il n’y aura pas de raison
pour que le corps se meuve d’un côté plutôtque de tout autre ; et par conséquent il

une

i

ne se
i

f \
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ËLËMENS
mouvra point.Donc,si un corps en reposvient
à se mouvoir, on peut être assuré que ce n’est
qu’en vertu d’une cause étrangère qui agit sur
lui. Cette cause , quelle quelle soit, qui ne
nous est connue que par ses effets, nous l’ap-
pelons force ou puissance .

La force est donc une cause quelconque de
mouvement.

3DE STATIQUE.2

III.
3. Maintenant , si nous représentons les di-

rections des forces par des lignes droites , et

leurs intensités par des longueurs proportion-
nelles prises sur ces lignes, ou par des nombres ,
il est clair que les forces pourront être soumises

calcul comme toutes les autres grandeurs ;au
IL et de là résulte ce problème général dont la

solution est l’objet de la Mécanique :
2 . Sansconnaître la force en elle-même, nous

concevons encore très clairement qu’elle agit
suivant une certaine direction , et avec une
certaine intensité.

Nous acquérons presque en naissant l’idée
de la direction de la force et de son intensité.
Le sentiment de la pesanteur qui nous sollicite
toujours du même côté , la vue d’un corps qui
tombe ou qui reste suspendu au bout d’un fil,
la différence des poids que la main éprouve, et
une foule d’autres phénomènes aussi simples ,
nous donnent une idée de la direction et de
l’intensité de la force , aussi incontestable que
celle de notre existence.

Ainsi , nous regarderons comme évident que
toute force agit au point où elle est appliquée
suivant une certaine direction et avec une cer-
taine intensité.

système quelconque de corpsUn corps ou
étant sollicité par de certaines forces données>
trouver le mouvement que ce corps prendra dans
Vespace .

Et réciproquement : Quelles doivent être les
relations desforces qui agissent sur un système ,
pour que ce système prenne dans Vespace
mouvement donné; ce qui est au fond la même

un

question que la précédente.
4- Pour résoudre ce problème général , on

commence par résoudre ce cas particulier où
I on demanderait quelles doivent être les rela-
tions des forces, pour que le système auquelelles sont appliquées prenne un mouvement
égal a zéro, c’est-à-dire demeure en équilibre.
„ une fois résolu, il est très facile« y ramener l’autre; et voilà

problème! pourquoi l’on

!
1'

\v



ÉLÉMENS
commence ordinairement l’étude de la Mécani-
que par celle de la Statique , qu’on définit la
science de ïéquilibre des jorces.

L’autre partie de la Mécanique traite ensuite
de toutes les questions qui se rapportent au
mouvement des corps; elle s’appelle Dynami-
que , ou science du mouvement. Mais nous ne
nous occuperons ici que de la science de l’équi-
libre.

4
5DE STATIQUE,

deux fois moindre; etc. Mais ici ,une vitesse
quelle que soit l’action des forces sur les corps ,

les forces soient proportionnelles ou nonque
à leurs effets sensibles , les vérités que nous
allons exposer n’en subsisteront pas moins ,

vérités résultent de la seule pré-parée que ces
actuelle de plusieurs forces qui n’obtienssence

nent aucun effet , mais qui se détruisent avec
évidence : de sorte que l étal d’équilibre des
corps reste comme un moment singulier de
l’état de mouvement, où la mesure des forces

IV.
5. Remarquez d’abord que dans la Statique

proprement dite , il n’est pas nécessaire de
connaître l’effet actuel des forces sur la matière,
c’est-à-dire les divers mouvemens qu’elles sont
capables de lui imprimer, eu égard à leurs in-
tensités et à leurs directions ; mais qu’il suffit
de considérer les forces comme de simples
grandeurs homogènes, et par conséquent com-
parables, et d’assigner les rapports qui doivent
exister entre elles pour qu’elles se détruisent
mutuellement. Lorsque l'on passe de la théorie
de l’équilibre à celle du mouvement , il faut de
nouveaux principes sur l’évaluation des forces ;
car, ne calculant plus alors que leurs effets , il
faut savoir les y rapporter : estimer, par exem-
ple , si une force double produit sur le même
corps une vitesse double, ou si la même force ,
appliquée à un corps de masse double , produit

par leurs effets, et leurs effets mêmes ont dis-
paru.

6. Rigoureusement parlant , un corps en
équilibre est dans le même état que s’il était en
repos; car l’effet des forces étant anéanti pour
toujours, ou s’anéantissant à chaque instant ,
si les forces sont sans cesse renaissantes , tout
corps en équilibre est actuellement capable de
se mouvoir en vertu d’une certaine force don-
née, absolument comme il se serait mu en
vertu de la même force , s’il eût été en repos.
Cependant on peut distinguer l’équilibre d’avec
le repos, en ce que, dans le second cas, le corps
n est sollicité par aucune force , au lieu que ,dans 1 autre , il est sollicité
s entre-détruisent.

par des forces qui



ÉLÉMENS
Cette distinction, qui est nulle dans l’état ri-

goureux des choses , devient sensible dans les
équilibres que la nature nous offre : presque
aucun corps n’est exactement en équilibre ; et
lorsqu’il nous paraît dans cette situation , il
existe néanmoins entre les forces qui le sollici-
tent une hutte perpétuelle qui le fait osciller in-
finiment peu , et le ramène continuellement à
une position unique qu’il abandonne toujours.
Mais , dans la solution mathématique des pro-
blèmes, on doit regarder un corps en équilibre
comme s'il était en repos ; et réciproquement }

si un corps est en repos , ou sollicité par des
forces quelconques > on peut lui supposer appli-
quées telles nouvelles forces qu'on voudra qui
soient en équilibre d'elles-mêmes, et l'état du
corps ne, sera point changé.

On verra bientôt de nombreuses applications
de cette remarque.

6 DE STATIQUE.

On supposera d’abord que tous les corps sont

sans pesanteur, c’est-à-dire tels qu’ils seraient

s’ils existaient seuls dans l’espace ; de sorte qu il

n’y aura plus à considérer que les efforts des

seules forces appliquées P, Q, R * S , etc., qui
devront se contre-balancer mutuellement dans

le cas de l’équilibre.
Ensuite il est facile de voir qu’il suffira de

trouver les conditions de l’équilibre pour le
simple système des points d application a , b,
c , d , etc. , regardés
de points liés entre eux d’une manière inva-
riable.

En effet, si l'on désigne par a', b' , c' , d!9 etc.,
les mêmes points a , b, c , d, etc., du système,
mais considérés seulement comme des points
unis par des lignes droites , rigides et inexten^

sibles, et si l’on suppose que les forces P, Q,
R, S, etc., les maintiennent en équilibre , il
estévident queles mêmes forces P, Q, R,S,etc.,
maintiendront aussi le système en équilibre ;
car on pourrait imaginer que le système a été
placé sur les points a!, b' , c', d!> etc. , de ma-
nière que les points a , b , c, d 9 etc., coïncident
actuellement avec eux. Le système étant laissé
en repos dans cette situation , l’équilibre des
points a’ , b', c’, d\etc., ne sera point troublé.
Mais il est clair que l’équilibre subsisterait en-

7

assemblagecomme un

Y.

* 7. Ces notions préliminaires étant posées ,
voyons comment on peut procédera la recher-
che des conditions de l’équilibre pour un sys-
tème quelconque de corps , de figure invaria-
ble , sollicité par des forces quelconques P, Q,
R, S , etc., appliquées en des points donnés a ,
b7 ç, dy etc., du système.

vr



* «••
! *

ÉLÉMENS
core, si , au lieu de supposer les points a et ar,
b et b' f c et c'> etc., coïncidens, on les suppo-
sait unis d’une manière invincible, de sorte que
a ne pût se séparer de a', b de b' , c de c', et
ainsi des autres: d’où il résulte que les condi-
tions de l’équilibre entre des forces P, Q, R,
S , etc., appliquées à un système quelconque
de corps, sont les mêmes conditions qui
raient lieu entre les mêmes forces P, Q, R,
S, etc. , appliquées au simple système des
points d’application a , b, c > d > etc., liés entre
eux d’une manière invariable.

Ainsi, lorsque l’on cherchera les relations de
certaines forces qui se font équilibre autour
d’un système quelconque solide ,
faire abstraction de tous les corps du système,
et supposer qu’il ne reste plus que les points
d’application a9 b,c,d 9 etc., qu’on imaginera
liés entre eux de manière à ne pouvoir changer
leurs distances mutuelles.

8 DE STATIQUE,

nière , appliquer les résultats de la Statique
à l’équilibre des corps naturels qui sont tous

pesans.

9

VI.
ne reste plus a con-

sidérer dans l’équilibre des forces que trois
choses, savoir : leurs intensités , leurs direc-
tions et leurs points d’application, il est visible

les conditions de l’équilibre ne sont autre

8. Maintenant, puisqu’il

au-
que
chose que les relations mutuelles qui doivent
exister entre ces trois choses, pour que l’équi-
libre ait lieu dans le système. Or, on peut déjà
comprendre, et l’on verra bientôt que ces re-
lations peuvent être exprimées par des équa-
tions où l’on ferait entrer immédiatement les

on pourra

intensités des forces, leursdirections, au moyen
des angles quelles forment avec des droites
fixes dans l’espace, et leurs points d’application,
au moyen des coordonnées qui en déterminent
les positions respectives.

C’est ainsi qu’on peut se faire une idée du
problème de la Statique, et se mettre au fait de
l’état de la question.

Mais on pourra observer que, dans tout ce
que nous venons de dire, il ne s’agit que d’un
corps libre dans l’espace, tandis que l’on con-
çoit bien qu’un corps pourrait être assujetti à

D’après ces considérations , l’on dégage du
problème et le poids et le volume des corps,
et la question devient plus simple.

Par la suite , nous rendrons aux corps leur
pesanteur, et nous aurons égard à leurs poids
respectifs, comme à de nouvelles forces qu’il
faudrait combiner avec les autres,
l’équilibre. Nous

pour avoir

pourrons , de cette ma-
f r i

i|- il
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ÉLÉMENS
de certaines conditions, comme, par exemple ,
de tourner autour d un point ou d’un axe fixe ,
de s’appuyer constamment sur une surface im-
pénétrable, etc. Mais on verra par la suite que
les résistances qu’un corps éprouve à cause des
conditions étrangères qui l’assujettissent , peu-
vent toujours être remplacées par des forces
convenables, et quaprès cette substitution de
forces a la place des résistances , le corps peut
être regardé comme libre dans l’espace; ainsi
il était inutile de compliquer
ment la question.

I O DE STATIQUE. I i

C’est en effet ce qui a lieu , et ce qu’on peut

porter à la dernière évidence au moyen de

la remarque précédente (6), et de cet axiome,
deux forces égales et opposées se font né-que

cessairement équilibre (y 2).
Car, supposons que l’on applique au système

force P' parfaitement égale et contraire à

frïV! 1 <

V * t'K
H\
* 0 . une

la force P. Les forces P et P' étant en équi-
libre, leur effet est nul de lui-même, et l’on

comme n’étant plus

fiK .Kte
V

peut regarder le corps
soumis qu’à l’action des forces Q, R , S , etc.
Mais , d’un autre côté, la force P faisant équi-
libre aux forces Q, R, S , etc., leur effet est
aussi nul de lui-même, et l’on peut regarder le

au commence-mïm *

K' .v VH.r corps comme n’étant plus soumis qu’a l’action
de la simple force P'. L’état du corps est donc
identiquement le même, soit qu’on le sup-
pose sollicité par les forces Q, R, S, etc. , soit
qu’on le suppose sollicité par la seule force P'
égale et contraire a celle qui leur ferait équi-
libre.1

9. Pour découvrir actuellement la route qui
peut nous conduire aux conditions de l’équili-
bre , représentons-nous un corps ou système
tenu en équilibre par des forces quelconques
P, Q , R , S , etc., dirigées comme on voudra
dans l’espace.

Puisque toutes ces forces se font équilibre ,
on voit que l’une quelconque d’entre elles , la
force P, par exemple , s’oppose seule a l’action
de toutes les autres Q, R, S, etc.; d’où il paraî t
que l’effet de ces dernières est de solliciter le
système absolument comme une
égale et contraire a la force P.

H S

O;

( \
Jt K

Donc, puisqu’il peut arriver qu’une seule
force soit capable de produire sur un corps le
même effet que plusieurs, et en tienne parfai-
tement lieu , notre premier soin doit être de
chercher
plus petit nombre possible , et d’observer
tout la loi de cette réduction. Alors les condi-

i
•< '

>
E Y

\ à réduire les forces appliquées au/|

simple forcet
! sur-

V

ç
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i 3DE STATIQUE.

I I . Souvent , pour abréger le discours, nous

appellerons forces parallèles, des forces dont

les directions sont parallèles; forces concou-
rantes, des forces dont les directions
rent , etc.

Nous désignerons ordinairement
par les lettres P, Q , R, S, etc., placées sur les

lignes qui représentent leurs directions; et si
une lettre, telle que A, indique le point d’appli-
cation dune force , telle que P, par exemple ,

supposerons toujours que l’action de cette
force a lieu de A vers la lettre P, ou que la force
tire de A eu P.

Si , pour représenter la quantité de cette
force , on prend , sur sa direction , et à partir du
point A , une
supposera de meme que cette ligne est por-
tée du côté où le point d’application A tend
à se mouvoir. Ainsi , quand
plement d’une force , qu’elle est représentée
en grandeur et en direction par une certaine
ligne terminée qui part du point d’application ,
il faudra sous-entendre que la force tire ce
point vers l’extrémité de la ligne qui la repré-
sente.

On pourrait adopter 1 hypothèse contraire,
cest-à-dire supposer que la force représentée
||w|la ligne AB pousse le point d’application A

ÉLÉMENS
tions de l’équilibre entre toutes les forces se ra-
mèneront aux conditions de l’équilibre entre
ces forces finales équivalentes aux premières,
et deviendront plus faciles à exprimer.

17.

concou-

\ />C
les forces

so. Cette force , qui est capable de produire
sur un corps le même effet que plusieurs autres
forces combinées, et qui peut à elle seule en
tenir parfaitement lieu , se nomme leur résul-
tante. D’où l’on voit , en rappelant ce qui a
été dit plus haut , que si plusieurs forces se
font actuellement équilibre sur un corps, l'une
quelconque d'entre elles est égale et directe-
ment opposée à la résultante de toutes les au-
tres.

nous

certaine ligne terminée AB, on
Les autres forces, à l’égard de la résultante,

se nomment les composantes. La loi d’après
laquelle on trouve la résultante de plusieurs
forces se nomme la composition des forces. La
même loi ( mais prise dans l’ordre inverse),
d’après laquelle on substitue à une seule plu-
sieurs forces capables du même effet, ou dont
la première serait la résultante , se nomme la
décomposition des forces.

Nous allons donc commencer par ces deux
recherches, qui, au fond, n’en forment qu’une
seule , celle de la loi qui lie la résultante à ses
composantes.

on dira sim-

J

(
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pour l’éloigner de l’extrémité B de la ligne qui
la représente : car il ne s’agit ici que d’une
simple convention dont on est le maître , et
l’on peut faire indifféremment l’une ou l’autre.
Mais, une fois qu’elle est faite, il faut avoir
soin de s’y conformer dans la figure , pour
toutes les forces que l’on considère , afin de
donner à chacune d’elles le sens qu elle doit
avoir , et à l’énoncé du théorème toute son
exactitude.

* 4 DE STATIQUE.
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CHAPITRE PREMIER.

a DES PRINCIPES.

SECTION PREMIÈRE.

COMPOSITION ET DÉCOMPOSITION DES FORCES.

Axiomes, lemmes préliminaires,etc.

12. Il est évident que deux forces égales et
contraires appliquées à un meme point sont en
équilibre.

Il est encore évident que deux forces égales
et contraires appliquées aux extrémités d’une
droite considérée comme une verge invariable
de longueur,et agissantes dans la direction de
cette droite ,sont en équilibre; car il n’y a pas
de raison pour que le mouvement naisse d’un
côté plutôt que de l’autre , comme dans le pre-
mier axiome.

.0
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On peut donc appliquer une force en un point
quelconque de sa direction, pouivu que ce point
soit lié au premier point d'application par une
ligne droite rigide et inextensible.

Remarque.
Lorsque nous changerons ainsi les points

d’application des forces , nous ne répéterons
pas toujours que l’on doit supposer les nou-
veaux points invariablement attaches aux pre-
miers, mais il faudra toujoursle sous-entendre,

Lemme.
14. Lorsque deux forces P et Q (fig. 2) sont Fig. o.

appliquées à un même point A sous un angle
quelconque, on conçoit bien qu’une troisième
force R, appliquée convenablement au point A,
pourrait faire équilibre aux deux forces P et Q;
car, en vertu des efforts combinés des deux
forces P et Q, le point A tend à quitter le lieu
où il est : or , il ne peut s’échapper que d’
seul côté , et par conséquent , si l’on applique
une force convenable en sens contraire , ce
point demeurera en équilibre.

Les trois forces P, Q, R, étant en équilibre
autour du point A , la force R est égale et di-
rectement opposée h la résultante des deux
autres (10) : donc deux forces P et Q qui con-
courent ont une résultante.

17

Corollaire.

i 13. Il est facile de conclure de là que l’effet
d’une force qui sollicite un corps ne peut être
changé en quelque point de sa direction qu’on
la suppose appliquée , pourvu que ce point soit
un des points du corps lui-même , ou , s’il est
au dehors, qu’il lui soit invariablement at-
taché.

Car, soit une force quelconque P (fig. 1 } ap-
pliquée au point A d’un corps ou système quel-
conque : si l’on prend, sur la direction de cette
force, un autre point B invariablement lié au
système, de manière que la longueur AB reste
toujours constante, et si l’on applique au point
B deux forces P', — P" égales entre elles et à la
force P, et agissantes dans la direction de AB ,
le point A sera encore sollicité de la même
manière qu’auparavant ; car l’effet des deux
forces P' et — P' est nul de lui-même. Mais en
considérant la force P et son égale et contraire— P'appliquée en B, il est manifeste que leur
effet est aussi nul. On peut donc les supprimer,
et il ne reste plus que la force P', qui n’est au-
tre chose que la force P, mais appliquée au
point B de sa direction ; et le point A n’a pas
cessé d’être sollicité de la même manière.

&

Fig. 1.
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En second lieu , il est visible que cette résul-

tante doit être dans le plan de leurs directions
AP, AQ (fig. 3); car il n’y a pas de raison pour
qu’elle ait au-dessus du plan une certaine
position , plutôt que la position parfaitement
symétrique au-dessous.

De plus , elle doit être dirigée dans l’angle
PAQ des deux forces; car il est clair que le
point A ne peut se mouvoir dans la partie du
plan qui est au-dessus de la ligne AQ, vers D;
de même il ne peut se mouvoir au-dessus de
la ligne AP, vers B; et par conséquent il ne
pourra se mouvoir que dans l’angle PAQ, et la
résultante R devra être dirigée dans l’intérieur
de cet angle.

18 D E S T A T I Q U E.

il est visible , et Von doit accorder comme un
axiome , que ces forces s’ajoutent et donnent

résultante égale à leur somme P -f- Q.

l9

iI

Fig. 3. une

! Remarque.
Cet axiome est le fondement de toute lai de Tequilibre. On peut le regarder, siscience

l’on veut, comme une espèce de définition , ou
de demande , qu’il ne faut pas essayer de dé-
montrer, car elle est comprise dans l’idée même
de la force , considérée comme grandeur, c’est-
à-dire comme susceptible d’être augmentée ou
diminuée. Et en effet, quelle idée pourrait-on
se faire, par exemple, d’une force double ou
triple d’une autre , si l’on ne regardait cette
force comme la réunion actuelle de deux ouRemarque.

15. Il n’y a qu’un seul cas où l’on puisse voir
à priori quelle sera la direction de la résultante;
c’est celui où les deux forces Pet Q sont égales :
alors il est clair que la résultante divise en deux
également l’angle qu’elles forment entre elles;
car il n’y a pas de raison pour que cette résul-
tante fasse , avec l’une des composantes , un
angle plus petit qu’avec l’autre.

Axiome fondamental.
' 16. Lorsque les deux forces P et Q agissent

dans la même direction et dans le même sens,

« *

de trois forces égales qui tirent à la fois le
même point dans le même sens ? C’est
a été naturellement sous-entendu dans tout ce
qui précède. Au reste, cepostulatum est le seul
que la science exige; après quoi tous les théo-
rèmes de la Statique rationnelle ne sont pl
fond que des théorèmes de Géométrie.

ce qui

us au

Corollaire.
17. De l’axiome qui précède on peut con-clure ( en combinant successivement les forcesdeux à deux) que ]a résultante de tant de forces

a..

(i
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que Von voudra , qui agissent dans une même
direction et dans le même sens, est égale à leur
somme totale , et agit dans la même direction;

Que lorsque deux forces inégales P et Q
agissent en sens contraires dans une même di-
rection , leur résultante est égale à la différence
P— Q des forces , et qu'elle agit dans le sens de
la plus grande ; car on peut concevoir dans la
plus grande , que je suppose P, par exemple,
une force égale et contraire à Q, et qui la dé-
truit. On peut supprimer ces deux forces-là, et
le point est actuellement tiré par la différence
P— Q des deux forces P et Q.

D’où l’on voit qu’en général la résultante de
tant de forces que Von voudra, agissantes dans
la meme direction, est égale à Vexcès de la
somme de celles qui tirent dans un sens , sur
la somme de celles qui tirent dans le sens con-
traire , et quelle agit dans le sens de la plus
grande somme.

20 DE STATIQUE. 21

demment le cas des forces qui agissent dans
une même direction. Nous allons donc com-

'ri

la composition des forces par celles qui
s’y ramènent immédiatement.
niencer

Ai l Composition des forces qui agissent sui-
vant des directions parallèles .

ii

11! il» 1

Théorème /.
% Si deux forces quelconques P et Q

( fig.4) , parallèles et de meme sens , sont ap-* >g* 4 »

pliquées aux extrémités A et B dune droite
rigide AB, je dis :

i °. Que ces deux forces ont une résultante ,
et que cette résultante doit être appliquée à la
ligne AB entre les deux points A et B ;

2°. Que cette force est parallèle aux com-
posantes P et Q, et égale à leur somme.

i °. Appliquez à volonté aux deux points A
et B deux forces M et N , égales et contraires ,
et qui agissent dans la direction AB. L’effet de
ces deux forces sera nul , et par conséquent
1effet des deux forces P et Q ne sera pas changé:
mais les deux forces M et P appliquées en A
ont une résultante S appliquée

* 9 *

m

|

•J

f !

Remarque.
18. Telles sont quelques-unes des proposi-

tions les plus élémentaires, dont on découvre
la vérité à priori , et presqu’à la première ins-
pection. Le cas le plus simple de la composi-
tiondes forces, et en même temps celui où l’on
connaît tout d’un coup la résultante , est évi-

t

• \

au point A, et
dirigée dans 1 angle MAP (i 4)« De même les
deux forces N et Q ont une résultante T, appli-
quée en B et dirigée dans l’angle NBQ. Conce*-

•'S

•fl '

a *(

i
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yez qu’on ait pris ces deux résultantes, et qu’on
les ait appliquées toutes deux au point D où
leurs directions vont nécessairement se couper;
la résultante des deux forces S et T sera abso-
lument la même que celle des deux forces P
et Q : or, étant appliquée en D , et devant être
dùigée dans l’angle ADB , elle ira passer entre
A et B, en un certain point C , où l’on pourra
la supposer appliquée.

2°. Maintenant , pour démontrer que cette
résultante est parallèle aux forces P et Q, et
égale à leur somme, imaginons qu’au point D
on redécompose la force S en deux compo-
santes M'etP', parfaitement égales et parallèles
aux premières M et P; de même, qu’on redé-
compose la force T en deux composantes N'
et Q', parfaitement égales et parallèles aux pre-
mières N et Q. Les deux forces M', N' seront
égales : de plus , elles seront directement op-
posées, puisque,appliquées à un même point D,
elles sont parallèles à une même droite MN, et
par conséquent leur effet sera absolument nul.
Il ne restera donc que les deux forces P' et Q',
respectivement égales et parallèles aux forces
P et Q. Or, ces deux forces étant évidemment
dans une même direction , se composeront en
une seule R , égale à leur somme P' + Q' ou
P+ Q; ce quil fallait démontrer.

22 23DE STATIQUE.

Corollaire I.
ü

2o. Si les deux forces P et Q ( fig. 5 ) sont Fis. 5.

elles , le point C d’application de
milieu de la ligne AB. Pre-égales entre

la résultante seFa au

nons , en effet , les deux forces M et N dont on

est maître , égales aux forces P et Q. La résul-
tante S des deux forces égales M et P divisera

deux également l’angle MAP (i 5); et à cause

de DC parallèle à la ligne AP, le triangle ACD
isocèle. Par une raison toute semblable ,

en

sera
le triangle BCD sera isocèle ; et l’on aura d’une

part , AC= CD , et de l’autre , CD=CB ; d’où
AC= CB.

Corollaire II.
21 . 11 résulte de là que la résultante de tant

de forces parallèles qu’on voudra , égales deux
à deux , et appliquées symétriquement à des
distances égales du milieu d’une même droite ,
est égale à la somme de toutes ces forces , leur
est parallèle , et passé par le milieu de la droite
d’application . Car, en combinant successive-
ment deux à deux les forces égales placées de
part et d autre à des distances égales du milieu
de la ligne droite , leurs résultantes successives
passeront toutes par ce même point , et s’ajou-
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teront ensuite , comme étant de même sens et
de même direction »

22. Et réciproquement on pourra décom-
poser toute force P appliquée à une ligne, en
tant d’autres forces parallèles qu’on voudra ,
appliquées à differens points de cette ligne ,
pourvu que ces forces , deux à deux , soient
égales , à égales distances du point d’applica-
tion de la force P, et que leur somme totale
soit égale a cette même force.

Théorème II.

24 25D E S T A T I Q U E.

Cela posé , puisque les forces P et Q sont

entre elles comme les lignes Ail et BH , elles
seront aussi entre elles comme lesmêmes lignes
doublées , c’est -à-dire comme les lignes GH
et HK. Et comme il J a , par hypothèse , dans
la ligne AH m mesures telles que BH
tient n , il y aura 2m mesures dans GII , et 2n
mesures égales dans HK. Or, on peut décom-
poser la force P en 2m
lèles , appliquées aux 2m
communes mesures de la ligne GH (22) ; et la
force Q en 2n forces parallèles , égales entre
elles et aux premières, appliquées aux 211 points
milieux des communes mesures de la ligne 1IK.
Maintenant toutes ces forces égales , étant équi-
distantes , se trouveront placées deux à deux
à égales distances du milieu C de la ligne en-
tière GK , et par conséquent leur résultante
générale , qui est celle des deux forces P et Q,
passera nécessairement par le milieu de la
ligne GK.

Mais a cause de GC zz AB , il vient , en re-
tranchant la partie commune AC, BC= AG
=AH ; et en ajoutant de part et d’autre CH ,
AC=BII. Donc puisque l’on a P:Q :: AI1:BH,
on a aussi :

en con-

forces égales et paral-
points milieux des

Fie. 6. 23. Le point C ( fïg. 6) dapplication de la
résultante de deux forces parallèles P et Q qui
agissent aux extrémités A ci B d’une droite
inflexible AB , partage cette droite dans la
raison réciproque de P à Q:de sorte que Von a,

BC : AC.P ; Q •»
••

Supposons d’abord que les forces P etQ soient
commensurables, c’est-à-dire soiententre elles
comme deux nombres entiers m et n.

Divisons AB au point H en deux parties di-
rectement proportionnelles aux deux forces P
et Q; de manière qu’on ait : AH : BH
et par conséquent , :: m : n. Sur le prolonge-
ment de la ligne inflexible AB, prenons AG
= AH , et BK = BH. Le point A sera le milieu
de GH , et le point B le milieu de HK .

i P : Q,••••

no

P : Q B C : A C.••••
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Supposons en second lieu, que les deux forces

P et Q ne soient pas commensurables.
Je remarque d’abord que si la résultante de

F,g- 7* deux forces quelconques P et Q (fig. 7 ) appli-
quées aux points A et B, tombe en C, la résul-
tantede la force P et d’une force Q+I> Q tom-
bera entre le point C et le point B ; c’est-à-dire
que le point d’application de la résultante s’ap-
prochera du point d’application de la compo-
sante qui aura augmenté. En effet, pour trouver
la résultante des deux composantes P et Q-f- I,
on peut prendre d’abord la résultante R de P
et Q, qui passe au point C, par hypothèse, et
ensuite celle de R et de I , dont le point d’ap-
plication sera entre C et B (19).

Maintenant, si la résultante des deux forces
Fig. 8. incommensurables P et Q (fig. 8) ne passe pas

au point C , qui est tel qu’on a P : Q::BC : AC,
elle passera en un autre point situé entre A et
C, ou entre C et B. Supposons que ce soit en G
entre A et C. Partagez la ligne AB en parties
égales toutes plus petites que GC, il y aura au
tnoins un point de division entre C et G. Soit I
ce point ; les deux lignes AI et B1 seront com-
mensurables, et le point I pourra être consi-
déré comme le point d’application de la résul-
tante de deux forces P et Q' qui seraient telles
qu’on aurait P : Q' :: BI : AI , ce qui donne

26 DE STATIQUE.

Q' < Q ( puisqu’on a , par hypothèse , P . Q

BC:AC ). Mais la résultante des deux forces
I , celle des deux forces P et

••••
P et Q' passant en
Q> Q', passera entre I et B, et ne pourra tom-
ber en G contre l’hypothèse.

O11 ferait voir absolument de la même ma-
qu’elle ne peut tomber entre C et B; et

nécessairement en C.niere

par conséquent elle passe

Corollaire I.
Lorsque trois forces parallèles P, Q , R

(fig. g) sont en équilibresur une ligne AB, l’une 1 *s- 9-
d’entre elles est égale et directement opposée à
la résultante des deux autres. Ainsi la force Q,
par exemple, prise en sens contraire, est la ré-
sultante des deux forces P et R. Comme les
deux forces P et Q tirent dans le même sens, la
force R est égale à P-f - Q ., et par conséquent
Q=R — P ; d’où il suit que la résultante de
deux forces parallèles qui agissent en sens con-
traires est égale à leur différence , et tire du
même côté que la plus grande.

i I ' » 1

a5. Les deux forces P et R étant données,
ainsi que la distance AC qui sépare leurs points
d application , si l’on demande le point d’ap-
plication de la résultante Q, on fera cette pro-portion, P:Q::BC:AC; d’où l’on tire P+Q:
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Q::BC +• AC:AC, c’est-à-dire R:Q:: AB:AC,
proportion qui fera connaître AB, et par con-
séquent le point B.

28

27. Mais , pour ne laisser aucun nuage
cette dernière conséquence, imaginons, s’il est

possible , qu’une force unique R fasse équilibre
deux forces P et — P, parfaitement égales,

sur

J

aux
parallèles et contraires.

D’abord , quelle que soit la position de cette
force unique à l’égard des deux proposées , on
lui trouvera sur-le-champ , dans un sens con-

autre position toute semblable à

Corollaire II .

26. Supposons que les deux forces P et R
soient égales, la résultante Qsera zéro, et la dis-
tance AB de son point d’application sera , par la
proportion ci-dessus, —

Si les deux forces P et R, au lieu d’être éga-
les différaient d’une quantité très petite , la
résultante Q, qui est égale à cette différence se-
rait très petite, et la distance AB se-
rait très grande , à cause du dénominateur Q
très petit : ainsi , plus les deux forces s’appro-
chent de l’égalité , plus la résultante diminue,
et plus la distance du point où elle est appli-
quée augmente. De sorte que , lorsque les deux
forces deviennent parfaitement égales , la ré-
sultante est nulle , et la distance du point d’ap-
plication , infinie ; ce qui paraît annoncer qu’il
n’y a plus alors de résultante , ou , en termes
plus clairs , qu’on ne peut pas trouver actuel-
lement une force unique qui fasse équilibre à
deux forces égales , parallèles et de sens op-
posés.

traire , une
l’égard des mêmes forces ; car tout est égal de
part et d’autre. Si donc
libre aux deux forces P et— P, il y a une autre

,c’est-à-dire infinie. force R fait équi-une

force — R égale , parallèle et de sens opposé ,
qui leur ferait aussi équilibre. Ajoutez cette
seconde force — R, et pour ne rien changer,
détruisez-la immédiatement par une force R'
égale el contraire. Il y aura donc équilibre
entre les cinq forces R , P,— P, — R et R'. Mais
il y a équilibre entre les trois forces P, — P et— R : donc il y aurait équilibre entre les deux
forces restantes R et R'; ce qui est impossible,
puisque ces deux forces égales et parallèles
agissent dans le même sens (19).

Ainsi les deux forces P e t — P ne peuvent
être tenues en équilibre par aucune simple
force , et par conséquent elles n’ont point de
résultante unique.

Nous reviendrons bientôt sur ces sortes de
I
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forces , dont la considération, qui n’avait paru
jusqu’ici que comme un cas singulier, fera la
seconde partie essentielle de nos Élémens.

Corollaire III .

3iDE STATIQUE.

Corollaire IV .

sait déterminer la résultante1 Quand on
de deux forces parallèles, ou peut facilement

celle de tant de forces parallèles qu’on
différens points d’un

29.

trouver
voudra , appliquées
système quelconque de figure invariable.

Soient, par exemple, les quatre forces pa-
rallèles P, P', P", P'" (%. 1 x ), appliquées res- Fig . . ..

quatre points A, B, C, D, si-

aux28. De même que l’on compose en une seule
deux forces parallèles qui agissent à des points
donnés d’une ligne ,

!( )

on peut aussi décomposer
une force quelconque R ( fîg. 6), appliquée à
un point C d’une droite inflexible, en deux
autres P et Q qui lui soient parallèles , et qui
agissent en des points donnés A et B de cette

pectivement aux
tués d’une manière quelconque dans l’espace,
et liés entre eux d’une manière invariable. En
considérant ces forces deux a deux , elles sont
situées dans un même plan. Ainsi l’on peut
prendre d’abord la résultante X des deux forces
P et P' ; elle sera égale à leur somme P + P',
et passera en un point I de la ligne AB, qu’on
trouvera en divisant AB dans la raison inverse
de P à P', La résultante X étant ainsi détermi-

droite. Il ne s’agit pour cela que de partager la
force R en deux autres qui soient entre elles
dans le rapport des distances BC et AC; et pour
trouver la force Q, par exemple , on se servira
de la proportion R:Q::AB:AC, dans laquelle
il ny a que Q d’inconnue. La force P sera égale
à R — Q. 3 V i f

Si le point C d’application de la force R
( fig. 10) qu’on veut décomposer ne tombait
pas entre A et B, points d’application donnés
des composantes P et Q que l’on cherche, on
aurait de même la proportion R:Q::AB:AC,
qui ferait connaître la force Q; mais la force P
serait égale à R + Q.

née^ on joindra le point I où elle agit , au point
C de la troisième force P". Les deux forces X
et P* étant parallèles , on en prendra la résul-
tante X',comme nous avons fait tout à l’heure:
cette résultante sera égale à leur somme X+P",
et le point *F où elle devra être appliquée se
trouvera en divisant la droite CI, dans la rai-

réciproque de X à PL Joignant enfin le
point F au point D d’application de la
son

qua-
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trième force Pw, et divisant la droite FD en
deux parties réciproquement proportionnelles
aux forces X' et P'", on aura le point G d’appli-
cation de la résultante générale R , qui sera
parallèle aux deux forces X' et Pw, et par con-
séquent à toutes les composantes; égale à leur
somme Xy+Pw, et par conséquent à la somme
de toutes les composantes.

Le raisonnement que nous venons de faire
s’étend manifestement h un nombre quelconque
de forces parallèles.

Si parmi les forces P, P', P", etc., les unes
agissaient dans un sens, et les autres , dans le
sens contraire , on commencerait par prendre
la résultante de toutes celles qui agissent dans le
même sens ; on chercherait ensuite la résultante
de celles qui agissent dans le sens contraire; et
toutes lesforces étant alorsréduites à deux forces
parallèles et de sens contraires , on en trouverait
la résultante par ce que nousavons dit plus haut.
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J’ai dit en général , parce qu’il peut arriver
la résultante des forces qui tirent dans unque
soit parfaitement égale à la résultante desens

celles qui tirent dans le sens contraire, sans lui
être directement opposée; et alors il n’ y a pas
de résultante unique , comme nous l’avons vu
plus haut.

Corollaire V .

3i . Supposons que les quatre forces P, P',
P", P'", sans changer de grandeurs , sans cesser
d’être parallèles et de passer aux mêmes points
respectifs A , B, C , D , viennent à prendre les
positions p, p\ p\ pm9 dans l’espace.

Si l’on en cherche la résultante , en suivant
le même ordre que plus haut , on trouvera
d’abord que la résultante x de p et p , passe au
même point I que la résultante X de P et P', et
qu’elle lui est égale. Elle passera parle même
point , parce que son point d’application doit
diviser la même droite AB dans la raison réci-
proque de p à p , qui est la même que celle de

sera égale , parce q u o n
^+P — p+p‘* On trouvera de même que la ré-sultante x1 de x et pr, passera au même pointF que la résultante X' de X et P", et quelle luisera égale, et ainsi de suite : de sorte que larésultante générale des quatre forces

3o. On peut donc , en général , déterminer
la position et la quantité de la résultante de
tant de forces parallèles qu’on voudra ; cette
résultante sera parallèle aux forces j et égale
à rexcès de la somme de celles qui tirent dans
un sens sur la somme de celles qui tirent dans
le sens contraire.

P à P'. Elle lui aura

P> P ,
3
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//, ppassera au même point que la résultante
des quatre forces P, P', P", P'"; et cela est gé-
néral , quel que soit le nombre des forces; doù
Ion peut conclure ce théorème remarquable :

34 DE STATIQUE. 35

Composition des forces dont les direc-
tions concourent en unmême point.

Théorème 111.
52. Si Von considère un système quelconque

de forces parallèles, appliquées ci un assem-
blage de points A , B, C, D, etc.,et quon in-
cline successivement tout le système de ces j
forces dans diverses situations, de manière que
les memes forces passent toujours par les memes
points et conservent leurs grandeurs et leur
parallélisme , les résultantes générales qu’on
trouvera successivement dans chacune de ces

55. La résultante de deux forces quelcon-
ques P et Q ( fîg. 12 ) appliquées à un même Fig. ia.

point A sous un angle quelconque , est dirigée
suivant ladiagonale du parallélogramme À BCD
construit sur les deux lignes AB , AC qui re-
présentent les forces P et Q en grandeur et
direction.

en

D’abord , nous avons vu ( i £ ) que cette ré-
an des deux forcessultante doit être dans le pl

P et Q; en second lieu , qu'elle doit être appli-
quée au point A , puisque cette résultante , par
hypothèse , doit solliciter le point A absolu-
ment de la même manière que les deux forces
P et Q.

positions se croiseront toutes au même point.
Ce point d’intersection des résultantes suc-

cessives se nomme le centre des forces paral-
lèles. Nous aurons occasion d’en parler plus

question des centres deloin , quand il sera
gravité.

On peut remarquer, au reste , que
démonstration précédente , il n’est pas néces-
saire de supposer que les forces conservent
toujours les mêmes grandeurs : il suffit que ,
dans les positions successives du groupe , elles
demeurent proportionnelles.

Je dis :
B , extrémité

maintenant qu’elle doit passerau point
de la diagonale AD.

dans la
Prenons , en effet , le prolongement dela ligne BD la partie DG = DC, et achevonsle losange CDGH. Appliquons aux points G etH , et dans la direction de GH, deux forces Q' etQ" contraires , égales entre elles et à la force Q .11 est facile de voir que la résultante des quatreforces P, Q, Q' et Q" doit passer

sur

au point D.
5 . .

t
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Car, i °. à cause de Q'=Q, les deux forces
parallèles P et Q'sont entre elles comme les cô-
tes AB, AC, ou comme DC et DB, ou bien , a
cause deDC=DG, comme les lignes DG et DB,
et par conséquent (23) leur résultante S passe
en D ; 20. les deux forces Q et Q" étant égales,
leur résultante T, prolongée , divise en deux
également l’angle CHG du losange CDGII , et
va passer aussi par le point D , où l’on peut la
supposer appliquée. Donc la résultante géné-
rale , qui est celle des deux forces S et T, passe
au point D.

Mais les deux forces Q' et Qf / appliquées sur
GH étant parfaitement égales et contraires , leur
effet est absolument nul , et la résultante des
quatre forces P, Q, (V et Q" est identiquement
la même que celle des deux forces P et Q.Donc,
puisque la première passe en D , celle des deux
forces P et Q passe aussi au même point.

Puisque la résultante passe à la fois par les
deux points A et D , elle est donc nécessaire-
ment dirigée suivant la diagonale AD.

Corollaire.
34- Concluons de là que si l’on connaissait

seulement les directions des deux forces P et
Q (fig. i3) , et celle de leur résultante R , on ,

pourrait déterminer le rapport de la force P à

36
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la force Q. Car, en prenant sur la direction de
la résultante un point quelconque D , et me-
nant de ce point deux parallèles DC et DB aux
directions des composantes P et Q , et qui
rencontrent ces directions en C et B , on aurait
nécessairement P:Q:: AB: AC. Sans quoi l’on
aurait P est à Q comme AB est à une ligne AO
plus petite ou plus grande que AC ; et alors la
résultante des deux forces P et Q serait dirigée
suivant la diagonale AI d’un parallélogramme
AOIB différent du parallélogramme ABDC, ce
qui est contre l’hypothèse.

Théorème IV~
<

37

35. La résultante de deux forces quelcon-
ques P et Q ( fig. 14) appliquées à un même T /J.
point A , est représentée en grandeur et en di-
rection par la diagonale du parallélogramme
ABDC,, construit sur les deux lignes AB ^ AC
qui représentent ces forces en grandeur et
direction.

Nous

en

avons déjà vu que cette résultante est
diiigée suivant la diagonale; reste à faire voir
qu elle est représentée en quantité par la diago-nale elle-même.

Soit R cette résultante :
appliquée
la diagonale DA ,

supposez quelle soit
le prolongement de

en sens contraire de son ac-
au point A sur

s
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tion. Les trois forces P, Q, R seront en équili-
bré sur le point A. Donc l’une d’elles , la force
Q, par exemple, sera égale et directement op-
posée à la résultante des deux autres P et R. \
Donc la direction de la force Q, prolongée ,
sera celle de la résultante des deux forces P
et R. Donc si , du point B, vous menez à la
direction AR , la parallèle BG qui rencontre en
G le prolongement de QA, et du point G, à la
diretion AP, la parallèle GH qui rencontre j
en H la direction de la force R , les deux forces
P et R seront entre elles comme les côtés AB,
AH du parallélogramme ABGH (34). Mais la
ligne AB représente actuellement la force P;
donc la ligne AH représente la force R. Or, par
les parallèles , on a AH=BG=AD j donc, etc.

Corollaire.
36. Puisque les trois forces P, Q, R sont

entre elles corn me les trois lignes AB, AC , AD,
et que dans le parallélogramme ABDC, on a
AB=CD, on peut dire que ces trois forces sont
entre elles comme les trois côtés CD, CA et AD
du triangle ACD. Mais ces trois côtés sont
entre eux comme les sinus des angles opposés
CAD , CDA , ACD , et à cause des parallèles , .

l’angle CDA=l’angle BAD , l’angle ACD est 1
supplément de langle BAC, et par conséquent

DE STATIQUE.38

a le même sinus; on a donc
sin CAD:sin BAD:sin BAC.P:Q:R

D’où l’on peut conclure que la résultante de

deux forces Pet Q étant représentée par le sinus
de l’angle formé par leurs directions, les deux

forces P et Q sont représentées réciproquement
les sinus des deux angles adjacens à la di-

••» •

par
rection de la résultante; ou , si l’on veut , cha-

des forces P, Q , R est comme le sinus de
l’angle formépar les directions desdeux autres.curie

Remarque.

37. On peut voir par là ,
par la considération immédiate du parallélo-
gramme des forces , que lorsque deux forces
agissent sur un même point sous
n’est pas égal à deux droits, elles ne peuvent
jamais donner une résultante nulle , à moins
qu’elles 11e soient milles elles-mêmes chacune
en particulier.

Car, si aucune des deux forces n’était nulle ,
pourrait construire un parallélogramme sur

les deux lignes qui les représentent en grandeur
et en direction , et la diagonale de ce parallélo-
gramme serait la résultante.

Si 1 une d’elles seulement était nulle , la se-
conde serait la résultante , et par conséquent la
résultante ne peut être nulle , à moins que les

et mieux encore

angle quiun

on

1

s
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composantes ne soient toutes deux nulles en
même temps.

Lorsque les deux composantes agissent sous
un angle égal à deux angles droits, elles sont
alors contraires , et la résultante n’est pas nulle
dans le seul cas où ces deux composantes sont
nulles toutes deux, mais encore dans celui où
elles sont égales.

4 *4° DE STATIQUE.

Remarque.
3g. Si l’angle BAC était droit , on aurait , en

supposant le rayon =i, sin BAC=i; sin CAD
BAD , et réciproquement , sin BAD
CAD ; et les deux proportions ci-dessus

S= cos

= cos
deviendraient

!

T : cos BAD ,
i : cos CAD .

Doù P=R .cos BAD, et Q= R.cos CAD.
Il résulte de là que lorsqu’on décompose une

force en deux autres qui agissent suivant des
directions rectangulaires entre elles, on trouve
chaque composante en multipliant la force pro-
posée par le cosinus de l’angle qu’elle fait avec
la direction de cette composante.

Chaque composante est représentée par la
projection de la résultante sur sa direction, et
cest ce qu’on appelle souvent la force estimée
suivant cette direction. Ainsi R .cos BAD ^la composante P, est la force R estimée suivant
la direction AP.

R : P ••••Corollaire II. R:Q ••••

38. On peut toujours décomposer une force
donnée R en deux autres P et Q dirigées sui -

Fig. i 5. vant des lignes données AP.AQ(fîg. i5), pourvu
que ces directions et celles de la force R soient
comprises dans un même plan et concourent au
même point A ; car, prenant sur la direction
de la force R une partie AD qui représente sa
quantité , et par le point D menant les droites
DC, DB parallèles aux directions données AP,
AQ, on formera un parallélogramme ABDC,
dont les côtés AB, AC représenteront les forces
demandées P et Q.

Si l’on veut calculer immédiatement leurs
grandeurs, on pourra faire ces deux propor-
tions :

ou

Corollaire III.
sin BAC: sin CAD ,
sin BAC:sin BAD,

dans lesquelles il n’y a que P et Q d’inconnues.

R :P •• 4°* Quand on sait déterminer la résultante
de de

••
R:Q •••• forces appliquées à un point , on peutdéterminer celle de tant de forces P,Q,R,S, etc.,

ux

[
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qu’on voudra , appliquées à un même point A ,
et dirigées d’une manière arbitraire dans l’es-
pace; car, en considérant d’abord deux quel-
conques de ces forces, comme les forces P et Q,
par exemple, ces deux forces seront dans un
même plan , et Ton en déterminera la résul-
tante comme nous l’avons fait tout à l’heure.
Soit X cette résultante ; on prendra semblable-
ment la résultante de la force X et d’une autre
telle que R. Combinant ensuite cette résultante,
que je désigne par Y, avec un nouvelle force S,
on aura leur résultante Z qui sera celle des
quatre forces P, Q, R, S; et continuant ainsi ,
on arrivera nécessairement a la résultante gé-
nérale.

Si toutes les forces P, Q, R , S, etc., sont
dans un même plan , les résultantes
X, Y, Z , etc., seront dans ce même plan, et

par conséquent la résultante générale y
aussi.

Si toutes les forces sont en équilibre la ré-
sultante générale sera nulle.

Par cette composition successive de plusieurs
forces autour d’un même point, on voit encore
que, si l’on décrit dans l’espace un contour
polygonal dont les côtés successifs soient paral-
lèles et proportionnels à ces forces, la droite
qui ferme ce contour et achève ainsi le poly-

DE STATIQUE. 434a

gone, est parallèle et proportionnelle à la ré-
sultante générale de toutes les forces ; de sorte
que si le polygone se trouve fermé de lui-
même, la résultante est nulle , et toutes les
forces sont en équilibre autour du point qu’elles
sollicitent.

Le théorème suivant n’est au fond qu’un cas
particulier de cette élégante proposition ; mais,
comme il est d’un fréquent usage en Mécani-

nous allons l’énoncer et le démontrer ex-que,
pressément.

Théorème V.

4r* Si trois forces X, Y, Z appliquées à un
meme point A (fig. 16) dans Vespace sont re- Fig. iG-
présentées par les trois lignes AB, AC, AD, et
qu'on achevé le parallélépipède K . . .F,la résul-
tante R de ces trois forces sera, représentée par
la diagonale ÀF de ce parallélépipède.

En effet , les deux forces X et Y, qui sont re-
présentées par les deux côtés du parallélo-
gramme AiiGC, donneront pour résultante
une force P représentée par la diagonale AG
Ce parallélogramme.

Ensuite , a cause de AD égal et parallèle à
GF> la figure AGFD

successives

sera

de

parallélogramme,
et par conséquent les deux forces P et Z donne-
ront une résultante R représentée par la dia^

sera un

s
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tivement parallèles à trois lignes données dans
l’espace, pourvu que deux de celles-ci ne soient
pas parallèles.

Car, en prenant la partie AF pour repré-
senter la quantité de la force R, et menant par
le point A d'application trois lignes parallèles
aux droites données chacune à chacune , on
conduira par le point A trois plans indéfinis
XY, XZ , YZ , et par le point F trois autres
plans respectivement parallèles aux premiers ;
et ces six plans détermineront le parallélépi-
pède dont les trois arêtes contiguës AB, AC ,
AD, représenteront les trois composantes X,
Y, Z.

ÉLÉMENS

gonale AF, laquelle est en meme temps la dia-
gonale du parallélépipède proposé.

Remarque.

44

42. Observons sur- le-champ, comme au

n° 5 y , que tant que les trois forces X, Y, Z
ne seront pas dans un même plan , elles ne

pourront jamais donner une résultante nulle,
à moins qu’elles ne soient nulles elles-mêmes
en particulier.

Car, si aucune d’elles n'était nulle , on pour-
rait construire le parallélépipède sur les lignes
qui les représentent en grandeuret en direction,
et la diagonale serait la résultante.

Si l’une d’elles seulement était nulle, les deux
autres qui, par hypothèse, ne sont pas en ligne
droite, auraient une résultante.

Enfin , si deux d’entre elles seulement étaient
nulles , la troisième serait la résultante , et par
conséquent les composantes X, Y, Z doivent
être nulles toutes trois, pour donner une ré-
sultante nulle.

Corollaire II.
44* Si le parallélépipède est rectangulaire ,

on aura , dans le rectangle ADFG, AF = AD
-+- AG ; mais, dans le rectangle ABGC, on a

3 2 2

A G = A C -f- AB; donc en substituant cette
valeur de AG* on aura

AF = AD + AC + AB;
Corollaire I.

45. On voit par le théorème précédent (qu'on
pourrait nommer le parallélépipède des forces)
qu’une force quelconque donnée R est toujours
décomposable en trois autres X, Y, Z respec-

par conséquent ,
Ra — X*-f- Y*-{-Z*.

Ce qui donne R r= \/ ( Xa+Yr+~Z2) pour

(



. DE STATIQUE.

d’où , cosa CL -f- cos* S+cosa y=\ ,
relation connue qui a toujours lieu entre les
angles que fait une droite avec trois axes rec-
tangulaires dans l’espace.

47ÉLÉMENS
la valeur de la résultante en fonction des trois
composantes.

45. Si l’on veut avoir les trois composantes
en fonction de la résultante et des angles
quelles font avec elle, en nommant d’abord et

l’angle que la résultante R fait avec la compo-
sante X , on aura visiblement AF:AB ::1

:cos et , et par conséquent ,
R :X ::1: cos et ;

d’où l’on tire X =R cos a. j
En nommant de même fi et y les angles que

la résultante fait respectivement avec les com-
posantes Y et Z , 011 trouvera Y=R cos fi,
Z = R cos y ; d’où il suit qu’on trouvera les
valeurs des trois composantes respectives, en
multipliant la résultante par les cosinus respec-
tifs des trois angles que sa direction forme avec
les directions de ces composantes.

Remarque.

46

SECTION IL

COMPOSITION ET DÉCOMPOSITION DFS COUPLES.
%

47. Pour abréger le discours, nous appelle-
rons couple l’ensemble de deux forces, telles
que P et — P (fig. 17), égales , parallèles et Fig. 17.
contraires , mais non appliquées au même
point. La perpendiculaire commune AB,
née entre les directions des deux forces , sera le
bras de levier du couple , et le produit Px AB
de l’une des forces par le bras du levier, en sera
nommé le moment.

Quelle que soit l’action de deux forces telles
que P et — P, sur le corps auquel elles sont
appliquées , nous avons vu (27) que cette action
ne peut être contre-balancée par celle d’aucune
simple force appliquée comme on voudra
même corps , et que par conséquent l’effortdun couple ne peut être comparé d’aucune
manière à une simple force. Pour disting
cette nouvelle cause de mouvement , qui esten quelque sorte d’une nature particulière , on

me-

46. Puisqu’on a trouvé Ra=Xa-f-Ya-f- Z%
substituant pour X,Y,Z leurs valeurs res-

pectives R cos et , R cos £, R cos y } on aura

R*=s= Ra cosa a -f- Ra cosa £+Ra cosa y ;

auen

uer
ou bien

Ra=Ra (cosa et +cosa £-f-cosa y ) ,

t



ÉLÉMENS48 f'pourrait lui donner un nom particulier: mais
celui de couple nous suffit , et peut très bien
désigner a la fois l’ensemble des deux forces
contraires dont il s’agit , et le genre d’effort

quel ce couple donne naissance.
Au reste , comme on verra tout à l’heure

l’effort d’un couple est mesuré par son
souvent substituer ce second

les prendre quelquefois

D E S T A T I Q U E.

tour du milieu de son bras de levier, et l’on
distinguera facilement le sens des couples , en
distinguant les couples qui tendent à faire tour-
ner dans un sens , d’avec ceux qui tendent à
faire tourner dans le sens contraire. Mais ne
perdons pas de vue qu’il n’y aura réellement
aucun point fixe (à moins que nous n’en aver-
tissions expressément ) , et que l’idée de rota-
tion , qui jusqu’ici est purement accessoire ,
servira qu a faire image au besoin.

49

au

mo-que
ment^ on pourra

oumot au premier,
l'un pour l’autre.

La composition des couples formera la se-
conde partie essentielle des principes de
Statique, et se reproduira dans le cours de cet
Ouvrage presque aussi souvent que la composi-
tion des forces. On en verra bientôt dériver les

ne

notre
Translation des couples.

48. Nous avons vu plus haut qu’une force
point quelconque

de sa direction , pourvu que ce point soit lié au
premier d une manière invariable : voici une
proposition analogue pour lescouples, qui n’est
pas moins remarquable que la première,et dont
nous

peut être transportée en un

lois de l’équilibre d’une manière si naturelle et

si simple, que l’on nous pardonnera d’avoir
nous arrêter ici a l’examen d’un cas singu-o

tendions peut-être le plus
directement possible vers le but principal.

Ce que nous allons dire sur les couples est

tout-a-fait indépendant de l’effet qu ils produi-
sent sur les corps ; mais lorsqu’on voudra se

faire une idée des sens respectifs de différens
couples situés dans le même plan , on pourra
se représenter que les milieux de leurs bras de
levier sont fixes : alors l’effet de chaque couple
sera visiblement de faire tourner le corps

paru
lier, lorsque nous

ferons le plus grand usage par la suite.
Lemme.

49* Un couple quelconque peut être trans-porté partout où Von voudra dans son plan ,ou dans tout autre plan parallèle, et tournécomme on voudra dans ce plan,
effet sur le

sans que son
corps auquel il est appliqué en soitchange ,pourvu quon suppose le nouveau brasde levier invariablement attaché

au-
au premier.

4
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D E S T A T I Q U E. 5iPour démontrer plus facilement Cette pro-

la décomposerons en deux donc supprimer les deux couples ( P, — P ) ,
(P", — P"), et il ne reste plus que le couple
(P', — P') appliqué sur CD, lequel n’est autre
chose que le couple primitif qu’on aurait, pour
ainsi dire, transporté parallèlement à lui-même,
de manière que son bras de levier AB fût venu
dans la position parallèle CD.

position , nous
autres.

Soit dabord le couple ( P,— P) ( fig. 18)
appliqué perpendiculairement sur AB; pre-
nons où l’on voudra , dans le plan de ce couple

dans tout autre plan parallèle , la droite
CD, égale et parallèle à AB : joignons AD et
BC,qui seront dans un même plan et se cou-
peront visiblement au
gueurs respectives ; et supposons
droites AB et CD liées entre elles d’une ma-

Fig. 18.

ou

Soit , en second lieu , le couple (P, — P )
(••g - I ()) appliqué perpendiculairement sur AB. Fig. 19.
Tirons dans le plan de ce couple, sous un angle
quelconque avec AC, la droite CD=AB , et
supposons que ces deux droites se coupent au
milieu I de leurs longueurs respectives , et
soient invariablement fixées entre elles.

Si l’on applique à angle droit sur CD deuxpies contraires (P , — P') , (P",— P") égauxentre eux et au couple proposé (P, — P ) , cesdeux couples se détruiront d’eux-mêmes, etpar conséquent 1effet du couple ( P, — P) nesera pas changé. Mais, d’un autre côté , lesdeux couples(P, — P), (P'^sent aussi d’eux-mê
tention ,
et — P"

milieu I de leurs lon-
enfin les

nière invariable.
Si I on applique sur la ligne CD , parallèle-

ment aux forces P et — P, deux couples con-
traires (P', — P'), (Pf /, — P*), égaux entre eux
et au couple proposé ( P,— P) , il est évident

deux couples se détruiront d’eux-
cou

que ces
mêmes , et que par conséquent l’effet du cou-
ple (P, — P ) ne sera pas changé. Mais , d’un I
autre côté , il est facile de voir que les deux
couples ( P, — P ) et ( P", — P*) se détruisent J
aussi d’eux-mêmes; car le point I étant a la
fois le milieu des deux lignes AD et BC, les
deux forces égales et parallèles P et P", appli-
quées sur AD , donnent une résultante parfai- j
tement égale et opposée a la résultante des deux
forces— P et — P", appliquéessur BC. On peut

— P" ) ,se détrui-___-memes:car, avec un peu dat-on voit que les deux forces égalés 1qui se rencontrent en G, donnentrésultante égale et directementrésultante des deux forcesrencontrent en H.

une
opposée à la— P et P" qui seOn peut donc supprimer lesix couples ( P, — P ), ( P", — P"), et il

<lei
ne

4 •
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changé en un autre ( Q , — Q) de même sens,
appliqué sur un bras de levier BC different du
premier, pourvu qu'on ait P: Q :: BC : AB,

P X AB=Q X BC, c'est-à-dire pourvu que
les momens de ces couples soient égaux.

Prenons, en effet , sur le prolongement de
AB une partie quelconque BC, et appliquons

BC parallèlement aux forces P et — P,
deux couples ( Q, — Q ) , ( Q', — Q' ) égaux et
contraires : leur effet sera absolument nul, et
par conséquent celui du couple (P,— P) ne sera
pas changé. Mais, d’un autre coté , si l’on sup-
pose que les forces P et Q, et par conséquent
P et Q', sont en raison inverse des lignes AB
et BC , leur résultante , qui est égale à P-f- Q',
passe en B, et détruit évidemment les forces
contraires— P,— Q' qui s’y trouvent. On peut
donc supprimer les quatre forces P, Q', — P,— Q', et il ne reste plus que le couple ( Q, •— Q)
appliqué sur
proposé ( P, — P ) appliqué sur AB.
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reste plus que le couple ( P', — P' ) appliqué
sur CD, lequel n’est , pour ainsi dire, que le
couple primitif qu’on aurait tourné dans sou
plan , de manière que son bras de levier AB
fût venu dans la position oblique CD.

De ces deux propositions réunies , on peut
conclure qu’un couple quelconque , sans que
son effet soit changé , peut être transporté dans
son plan , ou dans tout autre plan parallèle, en
telle position qu’on voudra : car on peut d’a-
bord le transporter parallèlement à ses forces
dans le plan donné , de manière que le milieu
de son bras de levier tombe au point donné
qu’on voudra , et l’on peut ensuite le tourner
autour de ce point, de manière à l’amener dans
la position donnée ; ou , réciproquement , on
peut le tourner d’abord dans son plan , de ma-
nière que ses forces deviennent parallèles aux
nouvelles directions qu’on veut leur donner, et
ensuite le transporter immédiatement dans la
position donnée.
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ou

sur

BC , lequel remplace le couple

Corollaire.
Transformation des couples; leur mesure.

51. Un est pas difficile de conclure de là que
les efforts des couples sont proportionnels à
leurs

Lemme.
momens.

n e^Gl > l peut voir d’abord que deux5o. Un couple quelconque ( P,— P) (fig 20)
appliqué sur un bras de levier AB, peut être

F i g 2 0.

1
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Fig, ai . couples ( P,— P ) , ( Q, — Q) ( fig. 21) , qui agis-

sent sur les bras de leviers égaux AB, CD , sont
entre eux comme les forces P et Q de ces
couples : car si Ton suppose les forces P et Q
entre elles comme deux nombres entiers ,
comme 5 et 3 par exemple , en partageant
chaque force P et — P en 5 forces égales , et
chaque force Q et — Q en 5 forces égales entre
elles et aux premières, on pourra considérer
le couple ( P, — P) comme la somme de 5 cou-
ples égaux et de même sens, appliqués parfai-
tement l’un sur l’autre, et le couple (Q, — Q)
comme la somme de 3 couples égaux entre
eux et aux premiers, aussi appliqués l’un sur
l’autre. Les intensités des couples ( P, — P ),
( Q ? — Q) ? seront donc entre elles comme 5
à 5 , ou comme Pà Q. Si les forces P et Qsont
incommensurables , on fera le raisonnement
connu , etc.

Maintenant soient deux couples quelconques
( P, — P) , ( Q, — Q ); soient p le bras de levier
du premier, et q le bras de levier du second :
le couple ( Q, — Q ) agissant sur la ligne q , est

équivalent au cou

rait sur la ligne p; car les momens sont égaux
de part et d’autre , le premier étant Qq , et le

au lieu des deux
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couples proposés, on a ces deux-ci ( P, — P) ,
f î.Q} |Q)quiont un même brasde leviery;.
Mais les intensités M et N de ces deux couples
sont entre elles comme leurs forces , et par

Q, ou bien

55 /

conséquent l’on a M : N
M : N :: Yp : Qq-

P :••••

52. Puisque deux couples sont entre eux
dans le rapport de leurs momens , il s’ensuit
que le moment d’un couple est la mesure de
son effort ou de son intensité : car si l’on prend
pour unité de couple, celui qui est composé
de deux forces égales a l’unité de force , ap-
pliquées sur un bras de levier égal à l’unité
de ligne , le couple ( P, — P ) au bras de le-
vier p, contiendra autant de fois l’unité de
couple , que le moment P x p contiendra le
moment 1 X 1, c’est-à-dire contiendra l’unité.

Remarque.
53. Pour comparer entre elles les grandeurs

ou les intensités des couples , on pourrait
prendre aussi ,pfe au lieu des produits Pp, Qrj des
forces par leurs bras de levier rectangulaires ,
les produits de ces mêmes forces par des brasde levier obliques sur leurs directions. Maisd faudraitsecond , ^ Q , p ~ Qq. Ainsi pour tous les couples que les bras

(
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de levier fissent le même angle avec les forces**
Il est clair qu’alors les bras de levier obliques
seraient tous proportionnels au bras de levier
rectangulaires, et que par conséquent les nou-
veaux momens seraient proportionnels aux
premiers.

Nous emploierons quelquefois ces nouveaux
momens dans la mesure relative de différons
couples; mais nous regarderons toujours les
autres comme la mesure absolue de leurs in-
tensités.
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bras de levier, et alors les appliquermême
l’un sur l'autre.

Soient P et Q les forces composantes des
deux couples; p et q , leurs bras de levier res-
pectifs ; et soit D la longueur du bras de levier
commun aux deux couples transformés. Au

moment P p , onlieu du couple ( P, — P)
substituera le couple équivalent ( F, — P' ) ,
dont le moment P'D serait égal à Y p. On subs-
tituera de même, à la place du couple (Q, — Q)

au

au moment Q^, le couple ( Q', — Q')aumoment
Q'DmQ^; et ces deux couples transformés étant
appliqués l’un sur l’autre , sur le même bras de
levier D, on aura un couple unique résultant ,
[( P'+Q'),— (P'-f -Q')], dont le moment sera

Composition des couples situés dans un
meme plan , ou dans des plans pa-
rallèles.

(F+ Q') D, P'D+ QD=P^+ Q?.ou
Théorème /.

Ainsi , le moment résultant sera égal à la
somme des momens composans, ou bien à leur
différence , selon que les forces P'et Q', qui
agiront à la même extrémité du bras de le-
vier D , seront de

54* Deux couples situés> commeon voudra,
dans le même plan ou dans des plans paral-
lèles, se composent toujours en un seul,qui est
égal à leur somme ,s'ils tendent a faire tourner
dans le meme sens, ou égal à leur différence
s'ils tendent à faire tourner en sens contraires.

En effet , on peut d’abord ramener ces deux
couples dans un même plan , ensuite ramener
leurs forces au parallélisme , enfin les changer
en deux autres équivalens qui auraient un

meme sens, ou de sens
contraires.

Corollaire.
On voit donc, en combinant ainsi les cou-P es deux a deux, que tant de couples qu’on

ra , situés d une manière quelconque dans

(
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représenté par la diagonale de ce parallélo-
gramme , et le plan de ce couple partagera
l'angle que font entre eux les plans des cou-
ples composans , comme la diagonale du pa-
rallélogramme partage l'angle que font les
deux côtés adjacetis.

Soient en effet les deux couples proposés,
situés dans les deux plans AGM, AGN (fig. 22), Fig. 22.
qui se rencontrent suivant AG; et supposons
qu’on ait d’abord changé ces deux couples en
deux autres respectivement équivalens , qui
auraient un même bras de levier.

En quelque lieu que soit situé le couple
( P? — P) dans le plan AGM, on pourra le ra-
mener dans ce plan à angle droit sur l’inter-
section AG, de manière que son bras de levier
AB tombe sur l’intersection AG (49).De même,
en quelque lieu que soit situé lecouple (Q,— Q)
dans le plan AGN, on pourra le ramener aussi
a angle droit sur la même intersection ; et de
manière que son bras de levier, égal au pre-mier, coïncide avec lui en AB.
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un même plan ou dans des plans parallèles , se
réduiront toujours a un seul, égal à la somme
de ceux qui tendent à faire tourner dans un
sens, moins la somme de ceux qui tendent h
faire tourner dans le sens contraire.

Et réciproquement , on pourra décomposer
un couple donné en autant d’autres qu’on vou-
dra , situés dans le même plan ou dans des
plans parallèles. On pourra même prendre à
volonté tous ces couples , hors un seul ; car il
suffira que la somme de ceux qui agissent
dans le même sens , moins la somme de ceux
qu agissent en sens contraire , soit égale au
couple proposé.

58

Composition des couples situés dans des
plans quelconques .

Théorème II.
55. Deux couples situés , comme on voudra,

dans deux plans qui se coupent sous un angle
quelconque , se composent toujours en un seul.

Et si Von représente les momens de ces cou-
ples par les longueurs respectives de deux
droites tirées sous un angle égal à celui des
deux plans , et qu'on achève le parallélo-
gramme y le moment du couple résultant sera

Alors les deux forces P et Q appliquées enA , se composeront en une seule R appliquéeau même point A, et représentée par la dia-gonale AR du parallélogramme construit sures deux lignes AP, AQ, qui représentent lesorces P et Q. Les deux forces — P, — Q ap-v

(
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pliquées en B , se composeront aussi en une
seule — Pt appliquée en B, parfaitement égale ,
parallèle et contraire à la première ; et l’on
aura , au lieu des deux couples (P, — P) ,
( Q, — Q) le couple unique (R, — R ) appliqué
sur le même bras de levier AB.

Puisque ces trois couples ont un même bras
de levier , leurs momens respectifs sont pro-
portionnels aux valeurs des trois forces P,Q, R.
Donc, si l’on représente les momens des deux
couples composans par les deux lignes AP,
AQ qui leur sont proportionnelles, le moment
du couple résultant sera représenté par la dia-
gonale AR du parallélogramme APRQ cons-
truit sur ces lignes. Or , il est visible que les
angles formés par les trois lignes AP, AQ, AR ,
mesurent les angles que font les trois plans ;
donc le plan du couple résultant partage l’angle
des deux autres plans , comme la diagonale AR
partage l’angle PAQ des deux cotés adjacens
AP, AQ. Donc , etc.

D E S T A T I Q U E.

arrivera nécessairement à un couple unique
dont on connaîtra le plan et la grandeur, et qui
sera équivalent à tous les autres.

Réciproquement , on peut toujours décom-
poser un couple en deux autres situés dans deux
plans donnés , pourvu que ces plans et celui du
couple proposé se rencontrent suivant une
même droite ( ou suivant des droites parallè-
les; car, en transportant le plan de l’un de ces
couples parallèlement a lui-même , ce qui est
permis (49) ? on rassemblerait leurs trois in-
tersections parallèles en une seule).

6 J 61

on

Remarque I.
57. Pour opérer cette décomposition , ou

n’aura qu’à suivre dans l’ordre inverse le pro-
cédé que nous venons de donner pour la com-

position de deux couples ; ou bien l’on em-
ploiera la méthode suivante, qui est très simple,
et dont nous nous servirons quelquefois.

Soit AZ ( fig. 23 ) la commune intersection
des trois plans: menons à volonté un plan YAX
qui les coupe suivant les trois lignes respec-
tives AY, AY, AX ; et soit ZAV le plan du
couple proposé. 4

En quelque lieu que ce couple (P, — P) soit
situé dans le plan ZAV, on peut le placer

Fig. 23.Corollaire.
56. On pourra donc toujours réduire à un

seul tant de couples que Ton voudra , appli-
qués à un corps d’une manière quelconque dans
l'espace : car, en les composant successivement
deux à deux , comme nous venons de faire, J

(
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de manière que ses forces soient parallèles à
l’intersection AZ , et que la direction de l’une
d’elles, comme de la force — P, coï ncide avec
cette même intersection. Alors la direction de
l’autre force P rencontrera quelque part en B
la droite AV, et l’on aura le couple ( P, — P)
appliqué d’une manière quelconque sur AB,
comme on le voit dans la figure. Maintenant
formons , suivant les directions AY, AX , avec
AB comme diagonale , le parallélogramme
BCAD ; et à l’un des angles C ou D, en D par
exemple , appliquons deux forces contraires
P', — P', égales et parallèles aux forces P et— P
du couple proposé. L’effet de ce couple ne sera
pas changé. Mais actuellement , au lieu du
couple ( P, — P ) appliqué sur la diagonale
AB, on peut en considérer deux autres : l’un
( P', — P ) appliqué sur le côté AD dans l’un
des plans donnés ZA Y ; 1 autre (P, — P') ap-
pliqué sur BD parallèlement à l’autre plan
ZAX. Or, ce couple peut ê tre transporté pa-
rallèlemeni à lui - même dans ce plan ZAX,
sur le côté AC = BD; et l’on aura alors , au
lieu du couple ( P, — P ) appliqué sur la diago-
nale AB , deux couples (P', — P) , (P. — P') ,
composés de forces égales et parallèles aux pre-
mières , appliqués dans les deux plans donnés
sur les côtés AD , AC.
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Remarque II.
58. Si l’on supposait que le plan YAX fût

mené perpendiculairement a la commune in-
tersection AZ des plans des trois couples , les
forces de ces couples seraient perpendiculaires

lignes AY, AY, AX, et comme ces forcesaux
sont égales , les momens des couples seraient
proportionnels a leurs bras de levier AD, AB,
AC ; et d’après ce que nous venons de dire , on
retomberait sur le théorème précédent (55) ;
ce qui fournit , comme on voit , une nouvelle
démonstration de ce théorème.

Remarque III .
5g. Cette doubl? démonstration vient de la

double manière dont on peut transformer les
deux couples avant de les composer. Dans la
première , on commence par leur donner
même bras de levier avec des forces différentes ;
dans la seconde, on leur donne les mêmes forces
avec des bras différons.

un

Il y aurait une troisième démonstration qui
sans rien changer aux deux couples

proposés. Car soient (P, — P) et ( Q, — Q ),( fig. 25 bis ) , deux couples appliqués perpen- Fis-. ^diculairement au plan du triangle ABC,

se ferait

sur



65DE STATIQUE

Qr x AB=BC x AZ , et Bg- x AC=BC x Ara.

Substituant ces deux nouveaux produits à !a

place des deux premiers, et supprimant partout

le facteur commun BC , on a les trois momens

dont il s’agit dans la proportion des simples
lignes M , Am , Ag ; ce qu’il fallait démon-
trer.

ÉL É M E N S
les bras respectifs AB , AC; et supposons que
les deux forces P et Q qui tirent en B et C
soient de même sens. Il est clair que ces deux
forces se composent en une seule P + Q de
même sens, et appliquée au point g qui divise
la base BC dans la raison réciproque de P à Q.
Les deux forces — P et — Q qui tirent en A
se composent de même en une seule — (P-j-Q)
appliquée au point A ; et si l’on fait , pour
abréger, P+Q=R, on a le couple résultant
( R , — R ) appliqué sur Ag dans un plan per-
pendiculaire au triangle ABC.

Maintenant , que du point g , on mène deux
parallèles aux côtés AB et AC, et qu’on achève
ainsi le parallélogramme AIgm - il s’agirait de
prouver que les momens de nos trois couples ,
savoir ;

64

On peut varier encore ces démonstrations ;
mais il y a une manière bien plus simple de

présenter la composition des couples , comme
allons le voir dans l’article suivant.nous

Expression plus simple des théorèmes
qui concernent la composition des
couples. *

60. Au lieu de déterminer la position d’un

couple par celle de son plan , on peut la déter-
miner par la direction d’une droite quelconque
perpendiculaire à ce plan , et que l’on pourra
nommer Xaxe du couple. Puisqu’un couple
peut être supposé appliqué où l’on voudra
dans son plan ou dans tout autre plan paral-
lèle ( 49 ) , il est visible que l’on connaî tra la
position d’un couple dans l’espace , lorsque
1 on connaî tra la direction de
élevant où l’on voudra sur cet axe un plan

Px AB , O x AC , R x Ag ,
sont entre eux comme les côtés A/ , Am et la
diagonale kg de ce parallélogramme. Or, c’est
ce qui est facile ; car en mettant , au lieu des
forces P, Q, R , les trois lignes Cg , Bg, BC, qui
leur sont proportionnelles, on voit que ces mo-
mens sont entre eux comme les trois produits

Cg x AB , Bg x AC , BC x Ag.
Mais les triangles semblables donnent :

son axe : car, en

5
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perpendiculaire , on pourra prendre ce plan
pour celui du couple proposé.

Ainsi la position de différens couples paral-
lèles peut être donnée par une seule droite
perpendiculaire à tous ces couples , et qui en
sera , pour ainsi dire , l’axe commun.

Si les couples sont situés dans des plans
quelconques , ou supposera d’abord , pour plus
de clarté , qu’ils soient transportés dans des
plans respectivement parallèles , tous conduits
par un seul et même point A, pris à volonté
dans l’espace , et qui deviendra le
centre de tous ces couples : et si l’on prend ce
point pour l’origine des perpendiculaires qu’
élève à ces plans respectifs , la position des dif-
férens couples se trouvera donnée par celle
d’autant de droites partant d’un seul point , et
faisant entre elles les mêmes angles que les
plans des couples proposés.

De plus , si , a partir de ce point A , on porte
sur ces droites des longueurs AL, AM, AN
proportionnelles aux momens respectifs de
couples , que je désigne ici parles simples let-
tres L, M, N , etc. , chacune de ces lignes ter-
minées , telle que AL, suffira pour représenter
à la fois l’axe et la grandeur du couple L qui
lui correspond

Enfin , si I on veut que la même ligne AL |
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puisse encore indiquer le sens dans lequel ce
couple agit ( ce qui est nécessaire pour achever

la détermination complète du couple) , il n’y
aura qu'a faire une convention toute sem-
blable à celle qui regarde les simples forces.
Or , pour une simple force P appliquée en A
et qu’on représente par une certaine ligne AP,
cette convention consiste , comme on l’a dit
( 11 ) , en ce que l’action de celte force a

toujours lieu de A ve,rs P, ou que la force tire
de A en P. Ici , pour un couple L appliqué
autour du centre A , et dont je représente
l’axe et la grandeur par la ligne terminée AL,
je supposerai toujours que le sens du couple
ou de la rotation qu’il tend a produire est tel
que , si l’on se plaçait au point L , considéré *

comme le nord , pour regarder devant soi le
point A , considéré comme le midi , on verrait
la rotation se faire de l’orient, à l’occident , ou
de la gauche a la droite, comme se fait à nos
yeux le mouvement du soleil. C’est d’ailleurs le
sens ordinaire dont la main fait tourner la plu-
part des instrumens de rotation ; et c’est dans
ce sens convenu qu’agira pour nous le couple
représenté par la ligne AL.

On peut adopter , si l’on veut , la convention
contraire , pourvu qu’ou s’v conforme avec le
meme soin pour tous les couples dont il s’agit

commun

on

, etc.,
ces

5 . .
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dans une même figure , ou dans l’énoncé d’une
même proposition.

Au reste , on voit qu’une des deux conven -
tions , comme la première, nous suffit ; car,
s’il fallait indiquer dans la figure un couple 1/
contraire a L , on le représenterait de même
par une ligne Al/ , mais portée de l’autre côté
du point A sur le prolongement de la pre-
mière. Il est clair , en effet , que ce second
couple qui , vu du point 1/ , ferait tourner
dans le sens convenu , c’est-à-dire de gauche
à droite, étant vu du point L , ferait tourner de
droite à gauche , et serait réellement contraire
au premier.

08
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Théorème.
61. Si deux couples L et M sont représentés,

leurs axes et pour leurs grandeurs, parpour
les deux côtés AL et AM d'un parallélogramme
ALGM ^ ces deux couples se composent en un
seul G représenté, pour son axe et pour
grandeur,par la diagonale AG de ce parallé-
logramme.

En effet , que du point A et dans le plan du
parallélogramme ALGM (fig. 24) , on mène
deux lig nes IV, min! perpendiculaires et propor-
tionnelles aux deux côtés respectifs AL et AM ,
et qui soient toutes deux coupées par leur mi-
lieu au point A. Si Fou achève les parallélo-
grammes Algm , AZ'gW, il est clair que ces
parallélogrammes seront égaux entre eux , et
semblables au premier ALGM , et que par con-
séquent la ligne gg' sera aussi perpendiculaire
et proportionnelle à la diagonale AG, et coupée
en son milieu au point A.

Maintenant , que sur ces lignes IV , mm! ,

sa

Fi' 0 2 4.

Par cette manière de déterminer les couples
et d’en indiquer les sens simultanés , on voit
donc que la représentation géométrique de
tant de couples qu’on voudra , appliqués sur
un corps dans des plans quelconques, devient
parfaitement la même que celle d’autant de
simples forces appliquées sur un point ; et l’on
va prouver tout à l’heure que leur composi-
tion peut s’exprimer par des lois toutes sem-
blables. Tout se réduit en effet à la démons- comme bras de levier , et dans des plans per-

pendiculaires à la figure , on applique deux
couples composés de forces égales, le premier

"— P) sur la ligne IV , et le second (P, — P)
sur mm' ; et supposons , pour nous conformer
à la

tration du théorème suivant , qui remplace le
théorème II , et qu’on peut nommer le paral-
lélogramme des couples.

convention ci-dessus (60), que ces couples
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tendent tous deux à faire tourner de gauche à
droite quand on les regarde 1’un après l’autre
des points L et M. Il est évident que ces deux
couples peuvent être pris pour ceux que les
côtés AL et AM représentent : car i °. ils sont
situés dans des plans perpendiculaires à ces
côtés; 2°» ils ont des moiuens proportionnels
aux mêmes côtés; et 3°. leurs sens simulta-
nés sont conformes à la convention établie.
Or , il est aisé de voir que ces deux couples
se composent en un seul , représenté de même
parla diagonale AG. En effet , les deux forces P
et P appliquées en l et m se composent en une
seule 2P parallèle et de même sens^ appliquée
au point c, qui est le milieu de hn 9 et par
conséquent, le milieu de A g. De même les deux
forces — P et — P en Z' et ni , se composent
en une seule — 2P appliquée en c' , milieu de
Ag' ; et l’on a le couple résultant ( 2P, — 2P )
appliqué sur la ligne ce' , ou simplement , le
couple (P , — P) appliqué sur la ligne double
gg' . Or ce couple est évidemment perpendi-
culaire et proportionnel à la diagonale AG, et
fait aussi tourner de gauche à droite quand on
le regarde du point G. Donc , etc.

Nous aurions pu tirer ce théorème de l’une
des démonstrations qui précèdent , mais nous
avons préféré d en faire ici la démonstration

7° où l’onimmédiate, et sur une nouvelle ligure
vî t très clairement les sens relatifs que doivent
avoir ensemble les trois couples que l’on y
considère.

Remarque L

62. On voit ici , par un raisonnement toul-
à-fait semblable a celui du n° 37 , que si deux
couples agissent dans des plans qui se coupent,
ou qui ne sont point parallèles , ils ne peu-
vent jamais donner un couple résultant nul ,
a moins qu’ils ne
la fois.

soient nuis tous les deux a

Remarque IL

63. Lorsque les plans des couples compo-
sanssont rectangulaires entre eux, lesdeux axes
AL et AM sont aussi rectangulaires , et dans

le rectangle ALGM, on a AG =AL+AM;
de plus , si l’on nomme et et /3 les angles que
fait la diagonale AG
cens AL , AM,

AL = AG. cos a , AM = AG. cos /3.
Donc en désignant simplement les trois mo-

mens respectifs parles lettres L, M, G, on a,
Pour le moment G, G* = L*-+• M% d’où

(J — V Ï/ +
~M%

les deux côtés adja-avec
on a

• 4 >‘c*.
• / J



ÉLÉMENS
et, pour les angles a et /3 que son axe fait
avec les axes des deux autres , L= G cos a,
M = G cos /3 , d’où
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cos <p = — 1 , et il vient G = L — M ; ce qui
doit ê tre; car les deux couples sont alors de

sens contraires , et ils se composent en un seul

égal à leur différence.
Lorsque p est un angle droit , cos p = o,

et Ton a G v/La +Mft , comme ci-dessus.

L M/) -LU.
COS /3 = TTcos a =-G G*

Remarque III.
Remarque IV\

De la composition de deux couples , il est.

bien facile des’élever à la composition ; de tant

de couples qu’011 voudra, et il est évident

qu’on aura des théorèmes tout semblables à

ceux qui regardent les simples forces autour

d’un point : cependant je crois devoir énoncer
et démontrer comme théorème , le corollaire
suivant , à cause du grand usage qu’on en peut:
faire en Mécanique.

En général , si Ton
font entre eux les deux couples composans,
ou leurs axes AL et AM, on aura dans le
rallélogramme ALGM,

<p l’angle quenomme

pa-

AG — AL + AM -f- 2AL x AM. cos <p,

et par conséquent
G* ~ La -f- M* + 2LM cos p;

ce qui donne le couple résultant G par les
couples composans L et M, et leur inclinaison
mutuelle p. 1

Si l’angle (p est nul, on a cos <p = 1, et il
7héoreme.

64. Troiscouples représentés,pour leurs axes
et pour leurs grandeurs, par les trois arêtes
contiguës dun parallélépipède , se composent
toujours en un seul représenté, pour son axe
et pour sa grandeur , par la diagonale de ce
parallélépipède.

Soit

vient
G= L +M; M

ce qui s’accorde avec ce qu’on a déjà vu : car
les deux couples sont alors dans le même plan
et de même sens, et ils se composent en un seul
égal à leur somme.

Si l’angle <p est égal à deux droits
en effet A...G (fig. a5) le parailélépi-Fig. *5.

pède; AL , AM , AN, les côtés qui représen-, on a
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tent a la lois les axes et les momens des trois
couples. I

Les deux couples représentes par les deux
côtés AL, AM du parallélogramme ALOM,
se composeront en un seul , représenté, pour
son axe et pour sa grandeur, par la diagonale
AO de ce parallélogramme. Maintenant ce
couple, et le troisième représenté par AN, se
composeront en un seul représenté par la dia-
gonale AG du parallélogramme ANGO. Or ,
cette diagonale est en même temps celle du
parallélépipède; donc , etc. |

65. On voit encore ici , par le même raison-
nement que celui du n° 42, que si trois cou-
ples agissent dans trois plans qui forment
angle solide ou qui se coupent en un point
unique, ils ne peuvent jamais avoir un couple
résultant nul , à moins qu’ils ne soient nuis
même temps tous les trois.

Remarque.
66. Lorsque le parallélépipède est rectan-

gulaire , en nommant L , M , N les
composans, et G le moment résultant ,
manifestement G* = L* M* -f- Na.

En désignantpar A, <u, v, les trois angles que
la diagonale, ou plutôt que l’axe du couple ré-

7*DE STATIQUE,

sultant fait avec les trois axes des couples com-
posans , on a

L= G cos À , M=G cos u , N =Gcos v ;

d’où
INML cos V = 77 -UCOS À — TT COSjG 9

Donc, s’il s’agit de calculer le moment ré-
sultant G de trois momens L , M, N, dont les

axes
leur, G = \/ La -f- Ma+N# , et pour les angles

axe fait avec les troisaxes des

sont rectangulaires, on aura pour sa va-
A , , v , que son
momens composans ,

L
cos A — t/ L2 + Ma + Na *

Mun
cos fJL = { / La + Ma + Na 9

N— i/ La+Ma+ Na '

S’il s’agit , au contraire , de décomposer
couple G en trois autres , situés dans trois plans
rectangulaires entre eux , ou dont les trois axes

soient rectangulaires, on aura, pour
leurs respectives des momens composans,
L = G cos A , M = G cos , N = G cos v ;

^ 9 f t yV étant les trois angles que l’axe du couple
donné fait
cherchés

cos ven
un

les va-
momens

on a

des couples composansavec ceux
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changé à l’état du système. Mais je puis consi-
dérer maintenant , au lieu de la force P ap-

en B , la force P' appliquée en A , et

ÉLÉMENS

67. Au reste, nous ne nous arrêterons pas
sur ces détails : nous remarquerons seulement
qu’entre les sept quantités L , M, K, G, cos À,
cos /u , cos v , on a quatre équations qui sont :
G*=L*+M*+Na , L=G cos A , M— G cos JJL ,
N =G cos v , au moyen desquelles, connaissant
d’ailleurs trois de ces quantités , on pourra dé-
terminer les quatre autres.

1! faut pourtant excepter le cas où l’on ne
connaîtrait que les trois angles A , /4 , v ; alors
on ne pourrait obtenir que les rapports des
momens L , M, N , G.

CONCLUSION GÉ N ÉRALE DE CE CHAPITRE.

76

pliquée
le couple (P , — P ) agissant sur la droite AB.
Si, pour plus de clarté, on transporte ce couple
ailleurs, dans un plan quelconque parallèle au

sien , il ne restera au point A que la force P'
égale et parallèle à la force P, et qui n’est en

quelque sorte que cette même force P qu’on

aurait transportée parallèlement à elle-même
de B en À.

Si l’on fait la même transformation pour
toutes les forces du système à l’égard du même
point A , il est manifeste que toutes ces forces
viendront sy réunir parallèlement a elles-
mêmes, mais qu’il y aura dé plus dans le sys-
tème autant de couples appliqués provenant
de chaque transformation.Or , toutes les forces
appliquées au point A se composeront en une
seule R. et tous les couples en un seul couple
(S , — S) ( fig. 27 ) appliqué sur une certaine Fig. 37.
droite BC.

Ce qui nous apprend que tant de forces que
l'on voudra appliquées d’une manière quel-
conque à un corps^ peuvent toujours se réduire
a une seule force et à un couple unique les-
quels seront en général situés dans des plans
différens.

Composition des forces dirigées comme
on voudra dans Tespace.

68. Soient tant de forces que l’on voudra.
P, P

/ ? P/;, etc., appliquées d’une manière quel-
conque dans l’espace , à un corps ou système
libre.

Je considère d’abord l’une d’elles, la force P
Fig. 26.(fig. 26), par exemple, qui est appliquée au

point B. Ensuite , au point A , arbitrairement
pris dansce corps, ou au dehors (pourvu qu’on
l’y suppose invariablement fixé) , s ’applique
deux forces contraires?', — P', égales et paral-
lèles à la force P. Il est clair que je n ai rien



ELÉMENS
Observons , en passant , que la quantité , la

direction et le sens de la résultante R seront
toujours les mêmes, en quelque lieu qu’on ait
pris le point A. En variant la position de ce
point , la résultante R ne fera que se trans-
porter parallèlement à elle-même en différent
lieux de l ’ espace ; mais le plan et la grandeur
du couple résultant (S , — S) changeront né-
cessairement.

7« DE STATIQUE.

se transportant en ce point doivent aussi se
faire équilibre entre eux.

Remarque.
70. Telles sont, pour un système libre quel-

conque, de forme invariable , les deux con-
ditions d’équilibre nécessaires et suffisantes ,
c’est-à-diresans lesquelles l’équilibre ne pourra
subsister , et telles qu’il aura manifestement
lieu , si elles sont remplies.

Pour développer ces deux conditions, il
faudra remonter à la valeur de la résultante R ,
et à la valeur du couple résultant (S , — S) , en
conservant les lois qui lient la résultante à ses
composantes , et le couple résultant aux cou-
ples composans , faire ensuite la force R et le
couple (S, — S) tous deux nuis, et voir quelles
relations cela établit entre les forces primitives
appliquées au système. On obtiendra de cette
manière les conditions de l’équilibre, expri-
mées au moyen des seules forces données im-
médiatement par l’état de la question; ce qui
est ia solution du problème que nous avions
en vue.

Mais tous ces
les principes posés ci-dessus,
qu une affairede Géométrie et de calcul , feront
1 objet du chapitre suivant.

79

Corollaire I ,

Qui contient les lois de Véquilibre de tout
système libre.

69. Un couple ne pouvant jamais être tenu
en équilibre par aucune simple force dirigée
comme on voudra dans l’espace, il résulte de
ce que nous venons de dire qu’il 11e pourra
jamais y avoir équilibre dans le système , à

la résultante R des forces ne soitmoins que
nulle d’elle-même, etque le moment du couple
résultant (S, — S) ne soit aussi nul de lui —
meme.

Ainsi , toutes les forces appliquées au sys-
tème étant transportées parallèlement à elles-
mêmes en un point quelconque du système ou
de éespace y doivent s'y faire équilibre entre
elles ; et tous les couples quelles produisent en

en

développemens qui , d’après
sont plusne

iL
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réduiront à un seul couple, et c’est le seul cas
arriver.

Si

Corollaire II , S

Qui contient les conditions nécessaires pour
que toutes les forces appliquées au système
aient une résultante unique , lorsqu elles ne se
font pas équilibre.

Toutes les forces appliquées au système
étant ramenées, ainsi que nous venons de le
voir ? à une seule force et à un couple, suppo-

que cette force R et le couple (S, — .S)
puissent se réduire à une seule force , ou , si
l’on veut , qu’une force unique R' fasse équi-
libre au couple (S, — S; et à la force R.

Puisqu’il y a équilibre entre les deux forces
R , R' et le couple (S, — S) , je dis que les deux
forces R et R doivent former un couple con-
traire et équivalent au couple (S, — S), et si-
tué dans le même pian, ou dans un plan paral-
lèle ce qui est ici la même chose.

Car il ne peut arriver que trois cas : ou les
deux forces R et R' seront susceptibles de se
réduire à une seule , et alors cette force ne
pourra faire équilibre
elles se réduiront a une seule avec un couple,
et alors ce couple et le proposé (S, — S)
duiront à un seul , qui ne pourra pas être en
équilibre avec

qui puisse
Il faut donc au moins que les deux forces R

et R' forment ensemble un couple. Mais pour
que ce couple fasse équilibre au couple (S,— S),
il est nécessaire qu’il soit situé dans le même
plan ou dans un plan parallèle , sans quoi ces
deux couples se composeraient toujours en un
seul qui ne pourrait jamais être nul (62), et il
ify aurait pas équilibre. Donc la direction de
la résultante R doit être parallèle au plan du
couple résultant (S, — S); et par conséquent ,
toutes les forces appliquées au système ne
pourront jamais se réduire à une seule,à moins
que la résultante de cesforces transportées pa-
rallèlement à elles-mêmes en un meme point ,
nait une. direction parallèle au plan du couple
résultant ; et cela ,en quelque lieu de Vespace
qu’on ait pris d’abord le point où l’on a trans-
porté toutes les forces.

Cette condition est nécessaire , et il est clair
qu’elle suffî t en général ; car , à moins que la
résultante R ne soit nulle ,

i> 4 » -
ïnaitre d’appliquer au système une force R'
qui soit égale , parallèle et opposée à la force
R , et qui forme avec elle un couple (R, — R )
de sens contraire à l’égard du couple (S, — S),
et d un moment équivalent. Cette force es-

7 I #

sons

on sera toujours
couple (S, — S) ; ouau

se re-
la force; ou bien enfin elles s*

6
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Remarque 1.

^5. Lorsque le couple résultant (S , — S )

(fig. 28) et la force R ne sont pas dans des plans Uig. 28.

parallèles, il ny a jamais de résultante unique.
Seulement en transportant le couple (S, — S)
parallèlement à son plan , on peut amener l’ex-
trémité B ou C de son bras de levier sur le point
A , et alors les deux forces R et S appliquées

en A se composent en une seule T; et toutes les
forces du système sont réduites à deux autres T

et ,— S non situées dans le même plan.
Ce qui nous fait voir d’abord que tant de

forces que Von voudra, dirigées arbitrairement
dans l’espace j peuvent toujours se réduire à
deux au plus , non situées dans le même plan.

Mais il est clairquecelte réduction peut avoir
lieu d u n e infinité de manières, même sans dé-
placer le point A où l’on rassemble toutes les

forces; car
changé
de plus tourné sur son axe dans une position
quelconque , et l’on arriverait ainsi à une infi-
nité de systèmes différens de deux réduites non
situées dans le même plan.

A la vérité, on pourrait choisir, entre ces
systèmes, celui où l’une des forces serait per-
pendiculaire au plan du couple, et l’autre

ÉLÉMENTS

timée en sens contraire sera la résultante gé-
nérale.

Au reste , on pourra prendre immédiatement
cette résultante; car si la force R appliquée en
A est parallèle au plan du couple (S, — S), on
pourra amener ce couple dans un même plan
avec la force R , et alors les trois forces R , S
et — S étant dans le même plan , se compose-
ront toujours en une seule, égale et parallèle
à R , et quisera la résultante unique de toutes
les forces.

89.

72. Dans le cas où la force R est égale à zéro
il n’y a point de résultante unique. Car toutes
les forces du système sont réduites au seul
couple (S, — S) qui ne peut jamais se réduire à
une seule force. Ainsi, à la condition précé-
dente qui exige que la forée R soit parallèle au
plan du couple (S, -t— S), il faut joindre encore
celle-ci , comme condition particulière : que la
force R ne soit pas égale à zéro. (A moins qu’il
n’y ait équilibre , auquel cas la force résultante
et le couple résultant étant tous deux nuis, on
pourrait dire qu’il y a une résultante unique
qui est zéro , et qui a d’ailleurs telle direction
et telle position qu’on veut dans l’espace : mais
nous avons exclu le cas de l’équilibre.)

le couple (S, — S) pourrait être

en une infinité d’autres équivalens, et

6 . .
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dirigée dans ce même pian ; car , imaginez la
résultante R décomposée en deux forces , l’une
V perpendiculaire , l’autre U parallèle au pian
du couple (S , — S) : la force U et le couple pa-
rallèle (S , — S) se réduiront toujours à une .

seule U' égale et parallèle à U ; et toutes les
forces appliquées seront réduites à deux autres
V et U' de directions rectangulaires dans l’es-
pace. Ainsi , des forces quelconques peuvent se
réduire à deux forces de directions perpendi-
culaires entre elles , et dont Tune passe en un
point A donné à volonté. Mais cette réduction
elle-même , qui souffre d’ailleurs une excep-
tion , n’a guère plus d’utilité que la précédente,
et nous ne nous y arrêterons pas davantage.

Remarque II .

74* La seule conséquence qu’ il soit bon de
remarquer est cette autre proposition réci-
proque : que deux forces non situées dans le
même plan ne peuvent jamais avoir de résul-
tante unique.

Et en effet , on peut toujours supposer que
ces deux forces proviennent d’une autre force,
et d’un couple qui ne lui était pas parallèle.

Mais si l’on veut voir la chose directement ,
Fig. 29. soit AB (fig. 29) la commune perpendiculaire

aux directions des deux forces P et Q non si-

8/f
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tuées dans le même plan , et dont aucune n’est
supposée nulle. Je transporte P parallèlement
à elle-même de B en A , et j’ai deux forces P'
et Q appliquées au même point A, et un couple
(P , — P') appliqué sur AB. Or , au point A ,
les forces P' et Q qui , par hypothèse , font
entre elles un certain angle QAP', se compo-
sent en une seule R dirigée dans l’intérieur de
cet angle. Mais cette force R ne peut être paral-
lèle au plan du couple (P, — P') , puisqu’elle
fait avec ce plan un angle RAP'qui ne peut ja-
mais être nul , à moins que Q ne soit nulle , ce
qui est contre la supposition : donc (71) lesdeux
forces Pet Q non situées dans le même plan ne
peuvent jamais avoir de résultante unique; pro-
position qu’on regarde ordinairement comme
évidente , mais qui avait besoin d’être démon-
trée.

Remarque III.
75. C’est , au reste , le. seul cas général ou

l’on puisse assurer que des forces ne sont pas
réductibles a une seule; car, dèsque l’on consi-
dère seulement trois forces , il résulte de notre
théorie qu’elles peuvent avoir une résultante
unique , quand bien même il n’y aurait aucune
rencontre entre les directions de ces trois forces
dans 1’espace

Soient , effet , trois forces P , R que jeen
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en général rendre ces trois forces réductibles à

une seule.
Je dis en général, parce qu’il y a un cas par-

ticulier où la chose ne pourrait avoir lieu en

supposant qu’il y eût un certain rapport donné

entre P et Q, et qu’on s’astreignit à ne faire

varier que la quantité de la troisième force R :

car, si , par ce rapport de P à Q, il arrivait que
l’intersection du plan VÀR avec le plan du

couple fû t la direction même AR de cette troi-
sième force, on ne pourrait faire prendre a la

résultante de V et R la direction AR, sans faire
la composante R infinie , ce qui est impossible.

Mais, dans ce cas particulier, que l’on com-
mence par changer le rapport des deux forces
P et Q, ou simplement le sens de l’une d’elles,
et le couple (S, — S) qui résultera de leur
translation au point A, ne passera plus par la
direction de la troisième force R;car , si le plan
de ce couple passait encore par la même droite
AU , il s’ensuivrait que AR est la commune
section des deux plans où sont situés lescouples
qui composent (S, — S) , et qu’ainsi la force R
est a la fois dans un même plan avec P,et dans
un même plan avec Q: ce qui est contre l’hy-
pothèse.

Ainsi , quand de trois forces P, Q , R , on
n en peut trouver tout au plus que deux qui

ÉLÉMENS

suppose , deux à deux , non situées dans le
même plan, ou même telles que , s’il y en avait
deux dansle même plan , l’autre ne fû t en même
plan ni avec la première, ni avec la seconde.

Je choisis deux de ces forces P et Q qui ne
soient pas situées dans un même plan ; et je les

imagine transportées en un même point A pris
sur la direction de la troisième force R. Ces
deux forces P et Q viennent s’y composer en

une seule V, et donnent deux couples qui se

composent en un seul (S, — S) ; et le plan de
ce couple ne passe point par la direction AV de
la force V (74)- 1 :

Cela posé, si la résultante des deux forces
V et R , appliquées en A, se trouvait dans le
plan du couple (S, — S) qui passe au même

point , les trois forces proposées P , Q, R se-
raient réductibles à une seule ( 71). Or , sans

changer la direction de la force R , on peut
disposer du sens et de la grandeur de cette force
de manière que la résultante de V et R tourne

autour du point A dansle plan de cesdeux forces,
et se dirige suivant l’intersection de ce plan
avec celui du couple (S, — S) , et tombe ainsi
dans le plan même de ce couple. Donc , en

prenant convenablement la grandeur et le sens
de l’une des trois forces P , Q , R , sans rien

changer à leurs positions mutuelles, on peut

86
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que les couples appliqués au corps donnent uu

couple résultant nul de lui-même, comme s’il
n’y avait pas de point fixe dans le corps; car,
si ce couple n’est pas nul de lui -même, en le
transportant , pour plus de clarté , de

le milieu de son bras de levier vienne

soient situées en même plan ,il est toujours pos-sible de rendre ces trois forces réductibles à
une seule , sans rien changer à leurs directions
dans Vespace.

Le seul cas où l'on puisse dire de trois forces
que leur position seule les rend toujours irré-
ductibles, est celui où, en regardant ces forces
deux à deux , on ne trouve qu 'une combinaison
qui présente deux forces non situées en même

maniéré

que
tomber au point fixe , il est évident que
deux forces ne pourront être en équilibre

ses
au-

tour de ce point.
Et il est encore évident qu’elles ne seraient

pas en équilibre, quand bien îijême il y aurait
dans le corps un axe fixe , pourvu que le plan
du couple ne passât point par cet axe , ou ne
fût point parallèle à sa direction , ce qui revien-
drait au même (4gy'.

Ainsi, lorsquedifféronscouples, situéscomme
on voudra dans Vespace , sollicitent un corps
ou système assujetti à tournerautourdun point
fixe , les conditions de Véquilibre sont absolu-
ment les memes que si le corps était parfai-
tement libre.

Et la même chose a lieu dans le cas d’un axe
fixe , si les couples appliqués sont tellement
disposés qu’ils ne puissent jamais donner un
couple résultant parallèle à cet axe ; ce qu'on
ne peut assurer d’une manière générale que
lorsque tous les couplessont dans des plans pa-
rallèles qui rencontrent l’axe fixe en le coupant.

plan. Dans une telle position, quels que soient
les rapports de grandeur qu’on veuille donnera
ces forces, on ne les rendra jamais capables de
se réduire h une seule.

Remarque IV.
76. Comme il paraî t incontestable qu’un

couple ne peut être en équilibre autour d’un
point fixe , par exemple , autour du milieu de

bras de levier, remarquons cette différence
entre l’équilibre de plusieurs forces appliquées
à un corps assujetti à tourner autour d’un
point fixe, et l’équilibre de plusieurs couples
qui seraient appliqués au même corps.

Dans le premier cas , il n’est pas nécessaire
que les forces aient une résultante nulle d’elle-
jnême; il suffit qu’elles aient une résultante
qui passe par le point fixe où elle sera détruite.

Mais, dans le second , il faut nécessairement

son
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conditions dans le cas’ général d’un corps

ou système sollicité par tant de forces que l’on

voudra dans l’espace , et déduire de là les con-
de l’équilibre dans tous les cas particu-

: mais ,comme

W'MHMvvn̂ deuxw, v»v»v« >v.w,„v„

CHAPITRE II.

OES CONDITIONS DE I/É Q U IL IBRE.
ditions
liers qui peuvent se présenter

marche doit toujours être uniforme dans
notre
le courant de ce chapitre, ou plutôt comme

même et continuelle ap-
elle n’offrira qu’une
plication d’un même principe, nous aimons

mieux passer en revue plusieursquestionssim-
de traiter la question*générale.

77. Nous venons de voir (68) qu’on peut
transformer chaque force P (fig. 26) qui agit
sur un système en un certain point B, r
autre force P'égale , parallèle et de même
appliquée en un autre
dans l’espace, et
quésur AB, et dont 1

Fig. 3Ô’.

en une pies, avant que
Cela nous fournira d’ailleurs l’occasion de ré-
pandre plusieurs propositions
dont on fait beaucoup d usage dans la Statique.

théorème général de

sens,
point A pris à volonté

couple (P , — P) appli-
energie est mesurée par le

moment P X AI, AI étant une perpendicu-
laire abaissée du point A sur la direction de la
force P; que , de cette
peut être considéré

sur les momens,
en un

9 /

Une fois parvenu
l’équilibre, on pourra s’y arrêter, et l’on y trou-

comprises toutes les propositions qui au-
été précédemment expliquées.

au

vera
manière, le système

sollicité par la ré-sultante de toutes les forces qui se seraient
quelque sorte transportées parallèlement à

elles-mêmes au

ront
comme

I.
en

De l'équilibre des forces parallèles qui sont

situées dans un même plan.point A , et par le couple ré
sultant de tous les couples qui naissent de
transformations. Nous

ces
vu que pour l’é-

J moment du
avons

quilibre, cette résultante et le
couple résultantdoivent être nuis tous les de
à la fois.

78.Soient P, P', P", P/7, (fig.3o),etc.,lesdiffé- Fig. 3o.
un point A pris oùrentes forces parallèles. D

l’on voudra dans leur plan , abaissons une per-
pendiculaire commune sur leurs directions et

ux

Nous pourrionsdéveloppersur-le-champ qui les coupe points respectifs B, C, D, etc.ces aux
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2°. [1 faut que le moment résultant de tous
- des couples soit aussi nul de lui-

même; mais ce moment résultant est égal à la

ÉLÉMENS
Considérant d’abord la force P , j’applique au

point A deux forces contraires P, — P, égales
et parallèles a la première; ainsi , j ’ai, au lieu
de la simple force P appliquée en B, une force
égale et parallèle appliquée en Â , et un couple
(P, — P)agissant sur AB et dont le moment est
P x AB.Je substitue de même, au lieu de la
force P' appliquée en C , une force égale et pa-
rallèle et de même sens appliquée en A , et un
couple (P', — P') appliqué sur AC et dont le
moment est P x AC : de même pour la force
P*, etc.

Si, pour plus de clarté, on transporte tous
les couples ailleurs dans le même plan, il ne
restera au point A que les forces P, P', P", etc.,
égales et parallèlesaux forces primitives appli-
quées en B, C , D , etc. , et de même sens.

Or, pour qu’il y ait équilibre, il faut, T °. que
la résultante des forces appliquées en À soit
nulle d’elle-même. Mais toutes ces forces agis-
sant dans une même direction , leur résultante
est égale à leur somme (*) , et par conséquent,
l’on aura

î)2
les momens

des momens composans , puisque tous
même plan. Donc , ensomme

les couples sont dans
nommant, pour abréger, p,p' ,p" }etc. , les bras
de levier respectifs AB, AC, AD , etc.

un

, on aura

Vp -f.P'p'4-PY'+etc.=o,

seconde équation de l’équilibre.

Remarque.

U est clair que dans la première équa-
tion , si l’on regarde les forces qui tirent dans

même sens comme positives , il faut re-
garder celles qui tirent dans le sens contraire

négatives. Nous regarderons désor-
positives les forces telles que P'

qui tirent au-dessus de la droite AD , et par con-
séquent comme négatives les forces telles que
P, P",., qui tirent au-dessous ; et de cette ma-

pourra dire que la somme des forces
doit être nulle pour l’équilibre.

Pour les signes des momens Pp, P r .,d e
la seconde équation , il faut faire attention à
deux choses ; i °. au signe de la force; 20. au
signe du bras de levier.

Supposons , en

79 -
un

comme
mais comme

niere on

P + P' + P"+ etc. = o,
première équation de l’équilibre.

effet , que la force P, sans
(*) Il faut prendre ce mot ici et ailleurs dans le sens

de la remarque suivante (79).
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cesser d’agir du même cote du point A , vienne
a changer de signe ; il est clair que le couple
nouveau qu elle produira à l’égard du point A
sera d’un sens contraire à celui du premier:
ainsi, le moment Pp change, de signe lorsque
la force P en change.

Concevons maintenant que la force P, sans
changer de signe, vienne à agir au point B' de
l’autre côté du point A. Il est visible que le
couple nouveau qu elle produira à l’égard du
point A sera d’un sens contraire à celui du pre-
mier, et par conséquent le moment Pp change
de signe lorsque le seul bras de levier p en

change.
Donc, en prenant les bras de levier tels

que AB qui sont à droite du point À comme

positifs , par exempleil faudra prendre les
bras de levier tels que AB' qui tomberaient à

gauche comme négatifs; et l’on pourra tou-
jours dire que la somme des moraens doit être

nulle en donnant des signes convenables aux
forces et aux bras de levier.

Corollaire.

94 DE STATIQUE.

Les deux équations précédentesdevront a voir
lieu si l’on y fait entrer la force — R. On
donc dabord

95

aura

P + P'+ P"+ etc. — R = o ,

ou bien

R=P+ P'+ P" + etc.;
ce qui nousapprend que la résultante est égale
a la somme des composantes ; ce que nous sa-
vions déjà.

En second lieu, si l’on nomme r la distance
de la résultante au point A, on aura

Y p+py+py+ etc. — Rr= o,
ou bien

Rr=Pp+ P'p1 -f- P"p" -J- etc.
Ce qui nous fait voir que le produit de la ré-

sultante , par sa distance r à un point quel-
conque A pris dans le plan des forces , est égal
à la somme de tous les produits semblables des
composantes par leurs distances respectives à
ce même point.

En divisant cette équation par R , et mettant
a la place de cette quantité sa valeur P P'
+ + etc. ,

80.Supposons que lesforces P,P', P",etc., ne

soient pas en équilibre, mais qu’elles aient une
' résultante unique R, et que par conséquent— R

soit une force capable de leur faire équilibre.
on aura
Pp + py + py+ etc.

PTP' + P" +e t c . •

L
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Ce qui donnera la distance de la résultante

au point A , et par conséquent fera connaître
sa position , puisque l’on sait d’ailleurs qu’elle
doit être parallèle aux composa!) tes.

Remarque.

81. Les produitsVp _, P p > etc., sont ce que
l’on nomme ordinairement les momens des
forces; mais on n’attache pas au mot de moment
d’autre idée que celle d’un simple produit , qui
résulte de deux nombres, dont l’un exprime la
force et l’autre sa distance a un point : au lieu
que le moment est pour nous la mesure d’une
force particulière, c’est-à-dire de l’énergie du
couple qui provient de la force , lorsqu’on la
transporte parallèlement à elle-même au point
que l’on considère. Mais comme ici , et dans la
plupart des Ouvrages de Statique , le moment
exprime une même quantité numérique , à la
différence près de l’idée que nous y joignons,
nous avons cru devoir conserver ce mot , qui est
consacré par l’usage, et qui rend d’ailleurs assez
bien notre idée, puisque le mot latin momentum
d’ou vient. moment ,veut dire aussi poids> force;
ou plus exactement , ce que vaut une force à
raison de sa grandeur et du bras de levier par
lequel elle agit.

Au reste, lorsque nous ne voudrons parler

9e DE STATIQUE,

que du simple produit numérique d’une force
par sa distance à un point , à un axe perpendi-
culaire , ou à un plan parallèle à sa direction,
nous dirons aussi le moment de la force par
rapport au point , ou à l’axe, ou au plan paral-
lèle : et cela n’introduira aucune équivoque
dans le discours, puisque l’on pourra entendre
si l’on veut, par ce produit, le moment du
couple qui naîtrait de la force transportée pa-
rallèlement à elle-même au point, ou sur l’axe,
ou dans le plan que l’on considère.

De cette manière, l’équation précédente

Rr=Yp + Yp9 + PY 4- etc.,
peut s’exprimer ainsi :

La somme des momens de tant de forces pa-
rallèles quon voudra, par rapport à un point
quelconque de leur plan, est égale au moment
de leur résultante par rapport au meme point ;
ce qui est le théorème connu des momens,
pour les forces parallèles qui sont situées dans
un même plan.

97

IL

^ De l'équilibre des forces parallèles qui agissent
différenspoints d’un corps dans l'espace.

82. Soient P, P', P", etc. (fig. 3i), les diffé- Fig- 3i.
rentes forces parallèles. Je mène à volonté deux

sur

L 7
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plans ZAY, ZAX parallèles aux directions des
forces , et qui se coupent suivant AZ à angle
droit l’un sur l’autre , pour plus de simplicité.
Cela posé , considérant d’abord la force P ap-
pliquée en B , j’abaisse une perpendiculaire BH

la commune intersection AZ, et appliquant
H deux forces contraires P, — P égales et

parallèles à la première , je considère au lieu
de la force P appliquée en B, une force égale
et parallèle et de même sens appliquée en H,
et un couple (P, — P) agissant sur BH. Si Fôn
fait la même transformation pour les autres
forces P', P", etc., et que, pour plus de clarté,
on conçoive tous les couples transportés ail-
leurs, chacun dans son plan, il ne restera dans
l’axe AZ que les forces P , P', P", etc. , respec-
tivement égales et parallèles aux forces primi-
tives, et de même sens.

Or , la première condition de l’équilibre est

que la résultante de toutes ces forces soit nulle
d’elle-même; et comme elles agissent dans une
même droite , leur résultante est égale a leur
somme; et par conséquent , il faut qu’on ait

P + P' 4- F" + etc. = o.
La seconde condition de l’équilibre est que le

moment résultant de tous les momens des cou-
ples soit aussi nul de lui-même. Mais ce mo-

98 DE STATIQUE,

ment résultant ne se trouve pas, comme tout
à l’heure , en ajoutant les momens composans,
car les couples ne sont pas dans un même plan
ni dans des plans parallèles.

Pour l’obtenir, considérant d’abord le couple
(P,— P), que je suppose ramené dans sa pre-
mière position sur BH , j’abaisse du point B
deux perpendiculaires BG, BIsur les deux plans
ZAY, ZAX; et achevant le parallélogramme
BGHI , je décompose le couple (P , — P) ap-
pliqué sur la diagonale BH, en deux autres,
composés de forces égales , mais appliqués res-
pectivement sur les deux côtes HI et GH (08) ;
ainsi , en nommante et y ces lignes, ou leurs
égales BG et Bl, le moment proposé P X BH,
sera décomposé en deux autres Px, Vj situés
dans les plans respectifs ZAX, ZAY.

Si l’on nomme de même xl et y les deux
perpendiculaires abaissées du point d’applica-
tion de la force P' sur les deux plans, le mo-
ment du couple (P', — P') pourra se décom-
poser dans ces deux plans en deux momens
P^> Prÿ> etainsi de suite pour tous les couples.

Mais les momens qui sont dans le plan ZAX
se réduiront a un seul L , égal à leur somme
P^+P'x'-f-P'^r '-f-etc.; tous ceux qui seront
dans le plan ZAY se réduiront de même à un
seul M égal àleursoin me P/-f-P jr ''-f-P1VW-ete.,

99
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et ces deux momens résultans L et M se com-
poseront enfin en un seul G qui sera le moment
total : donc il faudra , pour l’équilibre , qu’on
ait G=o. Mais les deux momens L et M, étant
situés dans des plans qui se coupent , ne peu-
vent jamais donner un moment résultant nul,
à moins qu’ils ne soient nuis , chacun en parti-
culier (62); et , partant , la seconde condition
générale de l’équilibre G =o exige ces deux
«quations : L=o, M =zo, c’est-à-dire,

100
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ceux des forces.changent en même temps que
Mais , d’un autre côté, si une force telle que P,

changer de signe, vient à agir en B' desans
‘l’autre côté du plan ZAX, elle produira
couple d’un sens contraire à celui du premier ;

et par conséquent , le moment change encore

designelorsque leseul bras de levieren change.
Donc si, par rapport à un plan , on regarde les

bras de levier qui tombent d’un côté comme

positifs, il faudra regarder ceux qui tombent

de l’autre côté comme négatifs; et l’on pourra

un

n
f 2 5

Px 4-Yx' +PV'H- etc. = o
Pj+py +py'+ etc. =

co î

o.
toujours dire que la somme des momens est

I ~ üCe qui nous fait voir que pour Véquilibre
d’un groupe de forces parallèles , il faut ces
trois conditions particulières : que la somme de
toutes les forces soit nulle et que la somme
de leurs momens par rapport à deux plans
parallèles à leurs directions soit nulle d’elle-
même pour chacun de ces plans.

nulle , en donnant des signes convenables aux

forces et aux bras de levier.
i k-i o 3

U ) J
* O

î luCorollaire /. I
i 2

84- Supposons que les forces P, P', P", etc.,
ne soient pas en équilibre , mais qu’elles aient 2 *
une résultante unique R , et que par consé-
quent — R soit une force capable de leur faire
équilibre. Les trois équations précédentes de-
vront avoir lieu en y introduisant la force — R.
On aura donc d’abord

Remarque, l'i

83. Dans les équations précédentes, nous re-
garderons comme positives les forces qui tirent
de bas en haut , et par conséquent comme né-
gatives celles qui tirent dans le sens contraire.

, Pour les signes des momens, il est clair qu’ils
R = P + P'+ P" + etc. ,

ce qui donne la valeur de la résultante.
Si l’on nomme ensuite p et q les distances
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respectives de cette résultante aux deux plans
ZAY, ZAX , on aura |

Rp=PJ? + POc'+ P"x"+etc.,
% = Pj + Py + PY + etc.; 9

d’où , en mettant pour R sa valeur , on tire
Par + PV + PV 4- etc. ]

P~ p + P' + P" + etc. »

v j -h yy + py + etc. Il
* P + P' + P' f etc. »

ce qui donnera les distances de la résultante à
deux plans , et fera connaî tre sa position dans
l’espace; car , si l’on mène au deux distances
trouvées, deux plans respectivement parallèles
aux premiers, la direction de la résultante, qui
doit se trouver à la fois dans ces deux plans , ne
sera autre chose que leur intersection même.

85. On voit que les équations précédentes
nous fournissent ces deux conséquences , qu'on
peut énoncer ainsi, conformément à l’usage :

La somme des momens de tant de forces pa-
rallèlesqueVon voudra; par rapport à un plan
quelconque parallèle à leurs directions , est
égale au moment de leur résultante.

Et la distance de la résultante à ce plan est
égale à la somme des momens des forcesdivi-
sée par la somme de toutes les forces.

ioa

Corollaire JJ -
Du centre des forces parallèles.

le centre des forces parallèles86. Puisque
est situé sur la direction de la résultante, il est

la distance de ce centre à un planclair que
quelconque parallèle

la distance de la résultante a ce plan ,
forces se trouveraaux

comme
c’est-à-dire en divisant la somme des momens,
par rapport au plan , par la somme de toutes
les forces.

Si l’on veut avoir ensuite la distance de ce
centre à un plan quelconque , on concevra que
les forces, sans changer de grandeur, sanscesser
d’ètre parallèleset dé passer aux memes points,
soient tournées toutes parallèlement à ce nou-
veau plan ; et l’on aura pour cette seconde dis*

tance la somme des nouveaux momens divisée
par la somme de toutes les forces.

On fera la meme opération pour un troisième
plan , et si l’on mène alors aux trois distances
trouvées, trois plans respectivement parallèles
aux trois premiers , le centre des forces devant
se trouver à la fois dans ces trois plans , sera
déterminé par leur intersection.

87 . Si toutes les forces étaient égales et de
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AD,etc., qui les rencontrent en B , C, D, etc.,
et nommons p\ p", pm9 etc., ces perpendicu-
laires.

Il est clair que la force P' pourra se décom-
poser en une autre égale, parallèle et de même
sens appliquée en A , et en un couple dont le
moment sera P' X AB, ou P' p . De même la
force P"se décomposera en une autre égale et
parallèle et de même sens appliquée en A , et
en un couple dont le moment sera P" x AC,
ou P"pn; et ainsi de suite pour toutes les autres
forces P"7, etc.

Or, pour qu’il y ait équilibre, il faut que la
résultante de toutes les forces appliquées en A
soit nulle d’elle-même, et que le moment résul-
tant de tous les momensPy,Py,P'7y7, etc.,
soit aussi nul de lui-même.

Cette dernière condition est très facile à ex-
primer, car tous les couples étant dans un
même plan, le couple résultant est égal a la
somme des couples composans, et l’on a sur-
le-champ

io5ÉLÉMENS
même sens, l’expression

Rr + PV +PV' + etc.
P + F + P" -h etc. '

qui donne la distance du centre a un plan quel-conque, deviendrait
Voc 4- Vx 4- Vx" + etc. x + x' -4- x" -f etc.P -f- P -f- P -f- etc. n 9

ro4

n étant le nombre des forces parallèles.
Ainsi la distance du centre au plan serait

égale à la somme des distancesde tous lespoints
d’application , divisée par leur nombre, ou , si
l’on veut, égale à la moyenne distance de tous
les points d’application ; d’où l’on voit que,
dans le cas où les forces sont égales, le centre
des forces est un point dont la position ne dé-pend plus que de la figure formée parles points
d’application.

III.
De Véquilibre des forces qui agissent dans

un même plan suivant des directions quel-
conques.
88. Soient P7, Pr/, P0*, etc. (fig. 32) les diffé-

rentes forcessituées d’une manière quelconque
dans un même plan. D’un point quelconque A
pris dans ce plan , abaissons sur leurs direc-
tions respectives des perpendiculaires AB, AC,

py + py+ p'y" + etc. =
Pour exprimer l’autre condition , imaginons

qu’on décompose les forces P7, P*, P'77, etc.,ap-pliquées en A, chacune en deux autres suivant
deux lignes quelconques AX , AY qui se cou-

o.Fig. 3a.
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petit en A dans le plan des forces. Nommons
X' et Y' les deux composantes de P' suivant les
axes respectifs AX, AY ; de même , X", Y",
X'", Y'", etc. , les composantes analogues des
autres forces P", P7//, etc. , suivant les mêmes
axes. Toutes les forces X', X", X/7/, etc. , étant
dans une même droite AX , se composeront en
une seule X = X/ -J- X'7 + X/ 7/ -f- etc.; de
même les forces Y', Y", Y'", etc., se compose-
ront en une seule Y = Y'+ Y'7 -f- Y"' -f-etc. ,
et ces deux résultantes partielles se compose-
ront en une seule R qui sera la résultante gé-
nérale. Il faudra donc pour l’équilibre qu’on
ait R=o. Mais les deux forces X et Y agissant
suivant deux lignes qui se coupent , ne peuvent
donner une résultante nulle, à moins quelles
ne soient nulles elles-mêmes, chacune en par-
ticulier (37). Et par conséquent la condition
R=o exige ces deux équations: X=o, Y=o,
c’est-à-dire
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tement les mêmes que si l’on avait décomposé
les forces primitives P', P'7, P'", etc., chacune

lieu. Et par conséquent les conditions
de l’équilibre entre tant de forces quel’011

dra , situées dans un même plan , sont :
des forces décomposées

parallèlement h deux axes qui se coupent dans
le plan, soit nu

101

en son
vou-

i °. Que la somme

lie par rapport à chacun de ces
axes ;

20. Que la somme des momens des forces par
point quelconque du plan soitrapport à un

nulle d’elle-même»

89. Si l’on trouvait que la dernière condi-
tion a lieu par rapport à un certain point
connu, et que les deux autres ont aussi lieu
par rapport auxdirectionsde deux axes connus,
qu’on peut toujours supposer menés par ce
point , il y aurait équilibre dans le système;
et, puisqu’il y aurait équilibre, les mêmes con-
ditions auraient lieu par rapporl à tous les
points et à tous les axes possibles, pris dans le
plan des forces.

X'+ X" + X* -{- etc. = o,
Y'+ Y" + Y'" + etc.=

Les forces P', P", P'", etc., app'liquées au
point A étant parfaitement égales et parallèles
aux forces primitives appliquées dans le plan ,
il est clair que les composantes X', Y', X", Y",
X777, Y'", etc., sont , pour la quantité, parfair

o.

Corollaire.

9°* les forces P', P'7, P77/, ne sont pas en
équilibré entre elles, mais qu elles soient
eeptibles de se réduire à mie seule R, de sorte

sus-
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que — R soit une force capable de les tenir en
équilibre , l’équation des momens aura lieu en
y introduisant la force — R. Donc , en dési-
gnant par r la distance de cette force au point A,
on aura l’équation

108 Remarque .

Dans lequation
py+py+p'y'4-ete.=o,

qui exprime la seconde condition générale de
l’équilibre, il faudra distinguer les momens des
couples qui agissent dans un sens, d’avec les
momens de ceux qui agissent dans le sens con-
traire, et leur donner des signes diffèrens.
Mais pour plus de clarté et de précision , nous
allons reproduire cette équation sous une autre
forme.
Maniéré plus simple de présenter les conditions

précédentes.
92. Soient B', Bf /, B"', etc. (fig. 33), les points Fig. 33.

où les forces P', Pf /, P'", etc. , sont immédia-
tement appliquées dans le plan. Soient x' et y
les deux coordonnées AG' et G'B' du point B',
par rapport aux deux axes quelconques AX,
AY; x" et y1 les deux coordonnées analogues
du point B", et ainsi de suite. Supposons que
l’on décompose d’abord toutes les forces P',

P*, etc., parallèlement aux deux axes AX,
AY; et nommant, comme plus haut , X' et Y'
les deux composantes de P'; X" et Y" les deux
composantes de P", etc. , neconsidérons plus ,

9 I #

— Rr+py +py + P y+ etc. = o ,
ou

Rr=py + py + Pmpm + etc. ;
c’est- à-dire que le moment de la résultante,
par rapport à un point quelconque du plan des
forces , est égal à la somme des momens des
composantes par rapport au même point . Ce
qui donne le théorème connu des momens.

Si le point par rapport auquel on prend les
momens, et qu’on nomme ordinairement le
centre des momens , tombait sur la direction
même de la résultante R, la perpendiculaire r
serait nulle; par conséquent le moment Rr
serait nul aussi , et l’on aurait

o = py + py+ py"+ etc.
Ce qui nous fait voir que , par rapport à un

point quelconque de la direction de la résul
' tante, la somme des momens de tant de forces
que Von voudra situées dans un meme plan est
toujours égale à zéro .

k
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au lieu des forces données P', Pf, P ", etc.,
que les deux groupes X', X", X ', etc. , Y', Y*,
Y'", etc.

D’abord, les forces parallèles,X^X'^X'", etc. ,
étant transportées parallèlement à elles-mêmes
dans l’axe AX, s’y composeront en une seule
égale à leur somme. Les forces parallèles Y',
Y", Y ", etc. , étant transportées de même dans
l’axe AY , s’y composeront aussi en une seule
égale à leur somme.

Ces deux résultantes partielles se compose-
ront en une seule appliquée en A , et par la
première condition générale de l’équilibre , qui
veut que cette résultante soit nulle , on aura ,
comme ci-dessus , les deux équations

X, +X',+X'',+etc. =o,
Y'+Y" -j-Y m+etc. =o. J

Il faut exprimer ensuite que la somme des
momens des couples formés par toutes ces forces
à l’égard du point A est nulle d’elle-même.
Mais en observant que l’axe AX fait avec les di-
rections des forces Y', Y", etc., des angles égaux
entre eux et a ceux que l’axe AY forme avec
les directions des forces X', X % etc. , on voit
sur-le-champ qu’on peut prendre les produits

' X'jr', Xfy', etc. , Y'x , Yr/x", e t c p o u r mo-
mens, dans la mesure relative des différons

DE STATIQUE,

couples. Donc, puisque leur somme doit être
nulle, on aura l’équation

X'/+Xy'+etc.+Y'æ' + YV+etc.= o.

Cette équation remplace la précédente (91)

P'// -f- P*pu + Pmpm -f * etc. =o;

mais au lieu des perpendiculaires //, //, //", etc.,
qu’il faut abaisser du point A sur les directions
respectives des forces, elle contient les coor-
données des points où les forces sont immé-
diatement appliquées dans le plan. Elle a de
plus cet avantage, que les termes Xy, Xy",
Y'a/, etc. , prendront d’eux-mêmes les signes
qui conviennent aux sens respectifs des couples
dont ils représentent les momens, si l’on a soin
de donner aux forces et aux coordonnées des
signes convenables.

On pourra prendre , comme en Géométrie ,
les abscisses x , x'\ etc. , positives à la droite
de l’origine , et par conséquent négatives à la
gauche , les ordonnées y,y, etc. , positives
au-dessus de l’axe des abscisses, et par consé-
quent négatives au-dessous.

Quant aux forces, il est clair que , dans chaque
groupe, il faudra donner des signes contraires
à celles qui agissent en sens contraires.

Mais en considérant dans le premier groupe

110 1 1 1
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des momens relatifs à ce groupe. Et ] équation
précédente se mettrait sous cette forme:

I 12

une force telle que X" qui tire à droite de Taxe
AY, et dans le second , une force telle que Y',
qui tire au-dessous de l’axe AX , il est facile de
voir que ces deux forces donnent à l’égard du
point A des couples de même sens, lorsque
leurs coordonnées AIT' et AG' ou y* et x' sont
de même signe. Donc, il faudra que les forces
du premier groupe qui tirent à droite de l’axe
des ordonnées, aient le même signe que les
forces du second qui tirent au-dessous de l’axe
des abscisses; donc, si l’on regarde les pre-
mières comme positives , on regardera aussi les
secondes comme positives; et de cette ma-
nière , tous les momens écrits sous le même
signe dans l’équation précédent éprendront des
signes relatifs aux sens des couples.

113

xy+xy'+etc. — YV — Y'x* — etc.
Nous retiendronsdésormais cette

=o.
expression,

de préférence à la première , parce que dans
les deux groupes , les forces positives seront
celles qui tendent à augmenter les coordonnées
de leurs points d’application , et les forces né-
gatives , celles qui tendent à diminuer les
mêmes coordonnées.

Corollaire /.

g4- Si les deux axes AX, AY (fig. 34) étaient Fis* 34*

à angle droit , les abscisses et les ordonnées
elles-mêmes deviendraient les bras de levier
descouples, et les momens X/',etc., X'x' ,etc.,
donneraient la mesure absolue de leurs efforts.
De plus, en nommant et' l’angle que fait la di-
rection de la force P' avec l’axe des abscisses,

aurait, pour la composante X' parallèle à
cet axe, P' cos et' .On aurait pour l’autre
posante Y', P' sin et' .

En nommant de même et!' l’angle de la di-
rection de la force P" avec l’axe des abscisses,
on aurait X'==P*cos a", Y"==P* sin et , et ainsi
de suite; et les équations précédentes devien-draient

93. Mais si dans le premier groupe X', X*,
X'/;, etc., regardant toujours comme positives
les forces qui tirent à droite de l’axe des ordon-
nées, ou qui tendent à augmenter les abscisses
de leurs points d’application, on voulait , pour
la symétrie, regarder aussi comme positives
dans le second groupe YT /, Yr/, Y'", etc. , les
forces qui tirent au-dessus de l’axe des abs-

qui tendent à augmenter les ordon-

on
corn-

asses, ou
nées de leurs points d’application, il faudrait
alors donner un signe contraire à toute la partie

8
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tangles. Nous aurions donc pu les présenter les
premières , et même nous abstenir de
dérer les autres par rapport à desaxes obliques;
mais comme on les démontre quelquefois par
cette considération, que les deux groupes de
forces sont rectangulaires entre eux,
avons été bien aise de faire voir qu’elles ne
sont qu’un cas particulier de celles qu’on trouve
par rapport a des axes obliques quelconques,
et que la rectangularité des forces n’y entre
pour rien. Nous reviendrons encore sur cette
remarque.

ÉLÉMENS
P' cos a' 4-P'7cos CL' -f - P"7 cos et"14- etc.= o ,
P'sin a'4-P*sin et" 4- Pr/' sin a"' 4- etc.=0 ,
P #( y cosa!— x' sin a/)4-î)/7(Tf / cos S*Q d' )
4-Vn( ÿncosa!* — «r"7sin a777)-}-etc, =0.

Dans ces équations 011 n’aurait pas besoin de
faire attention aux signes des forces, mais seu-
lement à ceux des abscisses et des ordonnées.
On regarderait toutes les forces P', P", P'", etc.
comme essentiellement positives: les signes des
sinus et des cosinus donneraient les signes rela-
tifsdescomposantes P' cos a!, etc.,P7sina', etc.;
comme cela est facile à observer, si l’on veut
se donner la peine de faire parcourir une cir-
conférence entière a la direction d’une force
telle que P7, autour de son point d’applica-
tion B'.

1i51 1 4

consi-

nous

Corollaire II.

Q5. Supposons qu’il n’y ait point équilibre
entre les forces P', P*, P77/, etc., et que ces
forces soient susceptibles de se réduire à une
seule R, qui sera leur résultante.

Alors les trois équations de l’équilibre
ronl lieu en y introduisant la force — R.

Soit donc CL l’angle que fait la direction de
cette force avec l’axe des abscisses : x et y les
deux coordonnées d’un point quelconque de
cette direction.

En faisant, pour abréger,
P7 cos a7 4-P* cosaff 4-P/// costf 7774-etc.=X ,
P7 sin a' 4- P"sin a' -j- P77/sina77/ 4-etc.=Y,

Remarque.
C’est de cette manière que l’on donne ordi-

nairement les équations de l’équilibre pour des
forces quelconques situées dans un même plan
Ces équations renferment , sous l’expression la
plus simple, les premières données de la ques-
tion , savoir : les quantités des forces, leurs
directions, par les angles quelles font avec une .
droite fixe de position , et leurs points immé-
diats d’application, parleurs coordonnées rec-

au-

8. .
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etP'C/'cosa'— «^ sin et' )-|-P"(yf /cosa"— x*si n a")+P///(^"/ cosa'/;— x^sina^+etc.=G ,
on aura d’abord

DE STATIQUE.

Sî l’on supposejr=o, auquel cas on cherche
la distance x du point où la direction de la ré-
sultante coupe Taxe des abscisses, on aura

l l l

G
X — R cos et = o }

d’où Ion tirera ,à cause de sina et -j- cosa /3= i ,
Y — R sin a = o, r

On aura donc tout ce qu’il faudra pour déter-
miner la quantité et la position de la résultante
de tant de forces que l’on voudra , situées dans
un même plan.

Si l’on n’a trouvé qu’une seule équation pour
les deux coordonnées x et y du point d’appli-
cation de la résultante, c’est que , cette résul-
tante pouvant être appliquée à l’un quelconque
des points de sa direction , il est impossible
que le calcul donne l’un de ces points plutôt
que l’autre. Il ne peut donc donner que leur
lieu géométrique; et l’équation précédente

R = \/Xa+Y%

X Y
cos *= vÆpr Sm *=7XM-~Ya >

ce qui fera connaître la quantité de la résul-
tante , et l’angle et que sa direction fait avec
l’axe des abscisses.

On aura ensuite

G — R ( y cos et — x sin et ) = o;

ou bien, en mettant pour R cos et et R sin et 9

leurs valeurs X et Y,
G — Xjr -f- Yx = o,

G — Xj+ Yx=o.
est, à proprement parler , l’équation de la di-
rection de la résultante.Comme on n’a qu’une équation pour déter-

miner les deux coordonnées x e t / , on sera
maître de prendre l’une ou l’autre à volonté.
Supposant, par exemple, x=o, auquel cas on
demande le point où la résultante coupe l’axe
des j , on aura

Remarque.

96. Dans les trois questions I , H, III , que
nous venons de traiter ci-dessus, toutes les
forces étant ramenées à une seule R et à un
seul couple (S, — S), il y aura toujours une

Gr= x
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AX, AY, AZ qui ne soient pas dans un même
plan , et décomposons chaque force en trois
autres respectivement parallèles à ces axes.

Nommons X', Y', rL' les trois composantes
de P'; X", Xny Z7 les trois composantes de P7;
et ainsi de suite. Nous aurons alors, au lieu des
forces P', P7, P7/, etc. appliquées au système,
trois groupes de forces parallèles : le premier,
composé des forcesX', X7, X//;, etc., parallèles
à Faxe AX ; le second , composé des forces Y',
X\ Y'", etc., parallèles a l’axe AY ; et le troi-

composé des forces Z', Z", Z'", etc.,

résultante unique, si la force R n’est pas nulle.
Car , la force R et le couple (S, — S) seront
toujours dans un même plan ou dansdes plans
parallèles, et par conséquent (71) se compo-
seront toujours en une seule force. Ainsi , la
seule condition nécessaire pour que des forces
parallèles ou des forces situées dans un même
plan aient une résultante unique, est que la
résultante de ces forces transportées parallèle-
ment à elles-mêmes point quelconqueen un
ne soit pas nulle.

Si cette résultante est nulle, alors toutes les
forces du système seront ramenées à un couple
dont on connaî tra le plan et la grandeur, et
l’on ne pourra leur faire équilibre qu’au moyen
d’un couple équivalent et de sens inverse, si-
tué dans le même plan ou dans tout autre pi
parallèle.

sieme,
parallèles à l’axe AZ.

Cela posé : si l’on transporte toutes ces forces
parallèlement à elles-mêmes au point A , celles
du premier groupe iront se
AX, et s’y composeront en une seule X égale a
leur somme; celle du second iront de même

réunir dans l’axe

an

se réunir dans l’axe AY , et s’y composeront en
seule Y égale à leur somme; enfin , celles

du troisième se réuniront dans l’axe AZ, et s’y
composeront en uneseule Zégale à leursomme.
Maintenant ces trois résultantes partielles X ,
Y, Z se composeront en une seule R appliquée
en A, et représentée par la diagonale du paral-
lélépipède construit sur les trois lignes qui re-
présenteraient ces forces en grandeur et en
direction.

Passons maintenant au cas le plus général.
une

• IV.
Des conditions de l’équilibre entre tant de forces

que l’on voudra,dirigées d’une manière quel-
conque dans l’espace.

Fig. 35. , 97. Soient 1J /, P7, P"', etc. (fig. 55), les diffé-
rentes forces. D’un point A pris arbitrairement
dans l’espace , menons trois axes quelconques

L
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Or, par la première condition générale del’équilibre , il faut que cette résultante soit

nulle d’elle-même. Mais les trois forces X, Y, Z,
agissant suivant des lignes qui nesont pas dans
un même plan , ne peuvent jamais donner une
résultante nulle , à moins qu’elles ne soient
nulles chacune en particulier (42); et par
séquent la condition R=o exige ces trois équa-
tions particulières, X= o
c’est-à-dire

120
DE STATIQUE. 121

et par conséquent le point d’application des
troiscomposantesX', Y', Z'; nommons x' ,ÿ z' ,
ses trois coordonnées AC, CH, HB', par rap-
port aux trois axes AX, AY , AZ. Nommons
de même xn, j\ zn, les trois coordonnées du
point d’application B" des trois composantes
X", Y", Z"; et ainsi de suite.

Considérant d’abord le groupe des forces Z',
Z",Z"',etc., je remarque que la force Z' appli-
quée en B', a produit un couple (Z', — Z' ) appli-
qué sur AB', ou bien (en concevant la force Z'

point H où sa direction rencontre
couple (Z', — Z')

con-
Y — o, Z = o,

X'+ X"+ X'"+ etc. = o,
Y' + Y"+ Y"'+etc. = o,
Z' + Z" + Z'"+ etc. =

Ce qui nous apprend que pour l’équilibre
de tant de forces que l’on voudra , appliquées
d’uue manière quelconque à un corps ou sys-tème de ligure invariable , il faut d’abord
trois conditions particulières : que la
dès forces décomposées parallèlemejit à trois
axes quelconques soit nulle par rapport à
chacun de ces axes.

Par la seconde condition générale de l’équi-libre , il faut que le couple résultant de tous
les couples formés par les forces.à l’égard du
point A , soit aussi nul de lui-même. Dévelop-pons maintenant cette seconde condition.

Soit B' le point d’application de la force P' f

appliquée au
le plan Y"AX) a produit un
appliqué sur la diagonale AH d’un parallélo-
gramme ACHD, dont les deux côtés AC , AD
sont égaux aux coordonnées x' et f . Or , ce
couple peut sedécomposer en deux autres com-
posés de forces égales et parallèles aux pre-
mières, mais appliqués sur les deux côtés AC,
AD ou x' ,y, dans les plans respectifs XAZ,

o.

ces
somme

YAZ (57>
Si l’on fait la même décomposition de tous

lescouples provenant du groupeZ', Z” , Z",etc.,
dans les deux plans parallèles à ce groupe, et
les décompositions semblablesde tous ceux qui
proviennent des deux autres groupes, par rap-
port aux deux plans analogues, il est manifeste
que tous les couples du système seront réduits



123ÉLÉMENS
a d autrès, situés dans les trois plans
donnés.

122 DE STATÏQUE.

directionsdes forces Y', Y", Y"', etc. , on pourra
rendre les produits Zy, etc. , YV, etc., pour

, dans la mesure relative des couples
leur

coor-
POr, dans chaque plan , les couples se rédui-

un seul , égal a leur somme. Ces trois
couples résultans partiels se composeront
seul

momens
situés dans le plan YAZ. Donc, puisque

doit être nulle, on aura (g3)
ront à

en un somme
YV+YVq-etc.— Z'/— Zy7— etc.=o.

On trouvera de même, pour les deux autres
plans,
ZV+ Z"x” -f-etc, — X'z'— XV— etc.=o,
xy+xy+etc. — YV — YV' — etc.
ce qui nous fait voir que pour l’équilibre du
système, outre les trois équations trouvées ci-
dessus, il nous en faut encore trois autres qui
expriment que La somme des produits des com-
posantes parallèles au plan de deux axes , par
leurs coordonnées relatives au troisième axe ,
doit être nulle d’elle-même pour chacun des
trois plans .

qui sera le couple résultant général , et
qui devra être nul pour l’équilibre. Mais
trois couples étant situés dans trois plans qui
forment un

ces

angle solide, ne peuvent jamais
donner un couple résultant nul , à moins qu’ils
ne soient nuischacun en particulier (65); donc,
pour chacun des trois plans, la somme des mo-
mens des couples doit être nulle d’elle-même.

=o ;

Mais dans le plan Y AZ , on trouvera d’abord
les couples

(Z'
_
-Z'), (Z-,-Z'), Z'",-Z'"), etc,,

appliquéssur les ligues respectives
V

,n
J 9 etc.;

ensuite les couples
(Y'-Y'),' (Y", — Y'), (Y"', — Y'"), etc. ,

appliqués sur les lignes respectives

Et comme l’axe AY fait , avec les directions
des forces Z', Z” , Z 11' , etc., des angles égaux
entre eux et à ceux que forme Taxe AZ avec les

98. Dans les équations précédentes, on pren-
dra les signes des coordonnées, comme en Géo-
métrie , positives dans un même coin XAYZ
et négatives dans le coin opposé.

Parmi les forces, on regardera , dans chaque
groupe, comme positives celles qui tendent a
augmenter les coordonnées de leur points d’ap-

z" etc.n
y
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avec les mêmes axes, on aurait

X"=P'W", Y"=P'cos /3", Z'=P"cos>",etc.,
et les équations précédentes deviendraient

P'cos a' -{-P"cos/7 +P77/ cosV7/ +etc.=o,
P'cos/3'+P"cos /3"+Pcos /377,+etc.= o ,
P'cosÿ+P"cosy7+P'"cosy"+ etc.=o,

P7(/ cos /3'— y1cos P" (/cos/3"— yucosryu)
+P7"(/"cos/3'"— y,ncos } 7")+etc.=o,

P'^'cosj/'— /cos CL' )-f-P"(,r"cos3,"— /cos/)
-f- P'"(x777 cos y 777 — /"cosa'")+etc.=o,

P'(y* cos et — x'eos /37)-|-P"(/7 cos et” — x"cos/3")
+P"'( y" cos cL

,n — x777 cos /37A,)+etc.=o.

Remarque.

. C’est sous cette forme que Ton présente
ordinairement les six équations de l'équilibre.
Elles renferment d’urre manière très simple les
quantitésdes forcesP7, P", P77/, etc., leurs points
d’application, au moyen de leur coordonnées
rectangles par rapport à trois axes, et leurs di-
rections, par les cosinusdes angles qu’elles font
avec ces axes.

Comme on a coutume d’attribuer aux forces
rectangulaires une certaine indépendance d’ef-
fets, qui ne leur appartient pas plus qu a celles

125
124 ÉLÉMENS 1
plication , comme négatives, celles qui tendent
à les diminuer (g3).

Remarque.

99. Si l’on trouvait que les six équations
précédentes ont lieu par rapport à trois axes
particuliers non situés dans le même plan, il
y aurait équilibre dans le système, et par con-
séquent les mêmes équations auraient lieu par
rapport a tous les axes possibles.

Corollaire /.
î oo. Si les trois axes AX, AY , AZ étaient

rectangulaires entre eux , les coordonnées de-
viendraient leÿ bras de levier des couples, et
les produits Z'jr', Y'/, XV, etc., etc., les ex-
pressions absolues de leurs momens.

De plus, en nommant a7 , jS 7, y 7 les trois
angles que la direction de la force l37 fait avec
les trois axes respectifs AX, AY, AZ , ou plu-
tôt avec trois parallèles à ces axes, on aurait
pour les trois composantes de P7 (45),

101

X7 z=P' cos V, Y'=P 7 cos /3', Z =P7 cos y\

En nommant de même/, /3*, y",etc., les an-
gles analoguesdes directions des forces P", etc.,

/
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forces peuvent donner au système; ou bien il
faudra avoir soin de ne l’appliquer qu’au
de deux groupes , l’un composé de forces per-
pendiculaires à un même plan , et l’autre de
forces quelconques situées dans ce plan, auquel
cas l’indépendance des effets a lieu d’une ma-
nière absolue. Mais comme cette indépen-
dance aurait lieu tout de même, si le premier
groupe tombait sur le plan du second sous un
autre angle quelconque , pourvu qu’il ne fût
pas nul, il s’ensuit qu’elle n’a pas lieu , parce
que les groupes font un angle droit , mais seu-
lement parce qu’ils font un angle. Ainsi , dans
tous les cas, le raisonnement qui prouve le
principe en question étant fondé sur ce que les
forces font un angle droit, tombe de lui-même,
parce qu’il n’est fondé sur rien.

Corollaire II.

ÉLÉMENS
qui agissent sous un angle quelconque, pourvu
qu’il ne soit pas nul, il est bon de remarquer
que les équations d’équilibre par rapport à des
axes rectangulaires, ne sont qu’une simple con-
séquence de celles qu’on trouve par rapport à
des axes obliques quelconques, et que par con-
séquent le principe de l’indépendance entre
les effets des forces rectangulaires ne doit en-
trer pour rien dans leur démonstration-

Observons d’ailleurs que d’après ce principe
un peu vague, on pourrait être conduit par
un raisonnement très simple h une erreur très
grossière : car en considérant , par exemple,
deux groupes de forces rectangulaires , situés
dans un même plan , si l’on suppose qu’il y a
indépendance entre les effets de ces deux grou-
pes, on en conclura que lorsque leur système
est en équilibre, chaque groupe doit être en
équilibre de lui-même, ce qui n’est pas vrai.

Et il en est de même dans le cas de trois
groupes de forces, rectangulaires dans l’espace,
dont le système peut être en équilibre, sans
qu’il y ait équilibre en particulier dans chaque
groupe; et même dans aucun d’eux.

Il faudrait donc, dans ces deux cas, ne faire
de ce principe qu’un usage restreint,et ne con-
sidérer l’indépendance des effets que relati-
vement aux mouyemens de translation que les

126 127

cas

T 02. On peut donner aux trois dernières
équations de l’équilibre une forme plus simple,
en y introduisant , à la place des coordonnées
des points d’application, les plus courtes dis-
tances des directions des forces aux trois axes
rectangulaires.

En effet , dans la première équation , à la
place du terme P' ( z' cos/3'— y'cosy 1 ) , qui ex-
prime la somme des moniens des deux forces
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P' cos a!9 perpendiculaire au même plan , de-
vrait donner pour résultante la force P' qui est
dans l’espace/La force P' sin a', n’est donc autre
chose que la projection de la force P' sur un
plan perpendiculaire à Yaxe des x, et par con-
séquent la plus courte distance p' de cette pro-
jection à Taxe des x n’est autre chose que la
plus courte distance de la force P' au même axe.

Si l’on désigne par q 1, (f 9 q,n, etc. , et par
vr 9 r" , rm 9 etc., les plus courtes distances des
forces P', P",P'", etc., aux axes respectifs desj-
et des z, on trouvera de même pour les deux
autres équations ,
Py sin /3'+Pysin /3'4-Py'sin/3"'4-etc.==o ,
PVsi n y -f-PV'sin 3/'4-P'V"sin y"'-{-etc.=o.

io3. La projection d’une force sur un plan,
multipliée par sa distance à un axe perpendi-
culaire au plan , est ce que l’on nomme ordi-
nairement le moment de la force par rapport à
l’axe; et de cette manière on énonce ainsi les
trois équations précédentes de l'équilibre

La somme des momens des forces doit être
nulle par rapport à chacun destrois axeSy dans
le cas de Véquilibre.

129P' cos /3', P' cos y' y par rapport au point où
leur plan irait couper l’axe des «r , on peut en
substituer un autre qui exprime le moment de
leur résultante par rapport au même point (90).

Les deux forces P' cos /3', P' cos3/, étant rec-
tangulaires entre elles, on a pour le carré de
leur résultante, P'a cos ajS'4 P/acos % y' , ou.
P'a (cos* /3' + cosay) ;

•.
ou bien ( a cause decosaar 4 cosa/34-cosa;/=1), P'a{1 — cos*#'),

c’est-à-dire P'a sina a' .
La résultante est donc P' sin La distance

decette résultante àTaxedes,r étant nommée p' ,
on aura pour son moment , P' pr sin a', qui
remplace le terme P'( z'cosj3' — y cos y' ) ; on
aura de même Ypn sin et", etc., à la place des
termes suivans de la première équation , en dé-
signant par p" y etc., les distances respectives
des résultantes analogues à la première, par
rapport à l’axe des x. •

La première équation sera donc mise sous
cette forme :

Vp’ sin CL 4-Pysin a*4-P'y'sina"'4-etc.=0.
Or *. il est visible que //, //', p'"7 etc., ne sont

autre chose que les plus courtes distances des
forcesY y P*, P"', etc., à l’axe des x ; car la force
P'sin a' y qui est située dans un plan perpendi-
culaire à cet axe, étant composée avec la force

Corollaire III.

104. Si , dans les six équations de l’équilibre
9
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veut supposer que les forces P', P", P'", etc;

sont toutes parallèles, ou toutes situées dans
même plan, etc., etc., et qu’on mette à la

place des coordonnées x', y , z , etc. , et des
angles a', /3', y\etc., les valeurs qui convien-
nent aces suppositions, on retombera sur les
équations d’équilibre précédemment trouvées
pour ces différens cas , et l’on en tirera les
mêmes conséquences.

i 3oW. DE STATIQUE. 131
Pion la somme des forces décomposées suivant trois

soit égale à zéro par rapport à chacunaxes
de ces axes;et c’est ce que l’on savait d’ailleursun

immédiatement.
Si l’on suppose que les forcesP',P", P'", etc.,

ne forment ensemble que des couples; comme
alors chaque force P', inclinée sur l’axe des x
d’un certain angle a', aura dans le système son
égale, mais inclinée au même axe de l’angle
200° -f- #', il n’y aura pas de terme P' cos #'
qui ne trouve son égal et contraire dans la
première équation de l’équilibre : et la même
chose aura lieu dans les deux autres. Ainsi les
trois premières équations disparaîtront d’elles-
mêmes, et l’on n’aura plus que les trois der-
nières, d’où il résulte que, pour Véquilibre de
tant de couples qu’on voudra appliqués sur un
corps, il est nécessaire et il suffit que la somme
de ces couples décomposés perpendiculairement
à trois axes^ soit égale à zéro par rapport à
chacun de cesaxes : ce quiétait d’ailleurs aussi
clair que la proposition précédente.

io5. Si l’on suppose, par exemple, que les
directions des forces P', Pf /, P';/, etc.,
rent toutes au même point, et qu’on ait pris ce
point pour l’origine des coordonnées , les cosi-
nusdes angles #', /3', y , etc., seront proportion-
nels aux coordonnées respectivesx' ,y' , z' ,etc.,
des points d’application ; de sorle que 1’

x': f

concou-

on aura:

cos#':cos/3',x' :z

y cos#'— x' cos /3'=o,
x' cos y — z cos #'=o,
etc.

:: cos #':cos3/, etc.,••••

ou

Les trois dernières équations de l’équilibre dis-
paraîtront donc d'elles-mêmes, et l’on n’aura
plus que les trois premières, qui nous font voir
que pour Véquilibre d’un système de forces
dont les directions concourent toutes

Corollaire IV .

Recherche de la résultante de toutes les
forces P', P", P*, etc. , lorsque ces forces ne
sont pas en équilibre , et quelles sont suscep-
tibles de se réduire h une seule.

vers un
meme point , il est nécessaire et il suffit que

9
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106. Supposons qu’il n’y ait point équilibré

entre les forces P', P", P'", etc. ; et soit , s’il est
possible , la force — R capable de leur faire
équilibre, et par conséquent R leur résultante.

Les six équations précédentes devront avoir
lieu en y faisant entrer la force — R.

Soient donc a, /3, y les trois angles que
forme la direction de la résultante avec les trois

coordonnés. En faisant pour abréger,
P' cos et' -f- P" cos et!' -f- P"7 cos ct° -f-etc.1= X,
P' cos /3'-f- P* cos /3"+ P* cos /3"+ etc.= Y,
P' cos y -f- P" cas y" +P'"cos y -f- etc.=Z,
on aura d’abord ces trois équations :

X:— Rcosa=o, Y— Rcos/3=o, Z— Rcos^=o;
d’où l’on tire ( en observant qu’on a cos* a
-f- cos* /3+cos* y — 1)

132 I33DE STATIQUE.

En second lieu, nommant xf j, z les trois
coordonnées de l’un quelconque des points de
cette direction , et faisant , pour abréger ,

P'( zr cos /3'— y cos y )+Pr/ ( .z" cos jS"— yfcosyn)

-f- P"7 ( z777 cos /37"— //,cos3/
f")+etc.=L,

Py ( x’ cos y' — z'cosa'J+P'7 ( x*cos y"— z'7cos et" )
yP"7( x'" cos yw— zfncosa'77)-f-etc.=M,

P\ycos et'— x' ( y"COZCL"— x"cosP" )

+P"7 ( j
,n cos CL1"— x̂ cosfi'" )+etc.= N ,

on aura

axes

L — R (z cos /3 — y cos y) = o,
M — R (xcos y — z cos et ) = o,
N — R { ycos et — xcos /3)=o ,

ou bien,
L — Yy -+- Zz =* o,
M — Zx+Xz= o,
N — Xjr+Yx=o.

Or, si l’on élimine, entre ces trois équations,
deux des inconnues Xjy ,z , on arrivera à cette
équation

R = yx» + Y* + z*

pour la quantité de la résultante. On aura en-
suite , pour les anglesct, /3, yy que sa direction
fait avec les trois axes,

cos et — X
l/Xa+p+ Z» > XL+ YM -f- ZN = o ,

qui ne contient plus d’inconnue, et qui exprime
la relation qui doit avoir lieu entre les résul-
tantes partielles X, Y , Z, et les trois inomens

y
cos /3= l/ X 2 + Y* +Z"

Z
cos l/ X*+ Y*-f- Za‘
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les Jeux coordonnées de ce point ,ÉLÉMENS
résultans partiels L, M, N , pour que les trois
équations précédentes puissent subsister à la
fois,et parconséquent pourque toutes les forces
du système puissent avoir une résultante.

107. Si cette équation de condition a lieu ,
les valeurs des trois coordonnées x , y y z se
présenteront sous la forme de parce que la
résultante pouvant être appliquée à tel point
de sa direction qu’on voudra, il est impos-
sible que le calcul détermine l’un de ces points
plutôt que tout autre. Il ne peut donc donner
que leur lieu géométrique, et les trois équations
précédentes ne sont autre chose que les équa-
tions des trois projections de la résultante sur
les plans coordonnés. Par conséquent, l’une
de ces équations est une suite nécessaire des
deux autres, et l’on n’a, à proprement parler ,
que deux équations entre les trois indétermi-
nées x y y y z ; d’où il suit qu’elles doivent se
présenter sous la forme de

108. On se donnera donc à volonté l’une de
ces trois quantités, et l’on déterminera alors
les deux autres au moyen des équations pré-
cédentes.

Si l’on suppose, par exemple, x— o , auquel
cas on demande le point où la direction de la
résultante traverse le plan vertical YAZ, on

* 34

— AJN
.r= x ’ x ‘

Si l’on suppose ? =°, on aura

— H
y- > * — y

\ j

x —
Si l’on suppose z=o, on aura

— I ,M z~ -x= Z ’

C’est-à-dire qu’en considérant le point ou

la direction de la résultante coupe le plan de

deux axes, les distances respectives de ce point
divisant les

des raomens des forces
la somme des forces

deux axes se trouvent ena ces
sommes respectives
par rapport à ces axes, par
estimées suivant le troisième.

On aura donc , d après ce que
de dire, tout ce qu il faudra pour déterminer
la quantité de la résultante et sa position dans

l’espace, si toutes les forces appliquées au sys-
réduire à une

nous venons

tème sont susceptibles de se
seule ; et cela aura toujours lieu , si l’équation
de condition, XL -+- YM -f- ZJN = O, est sa-

les trois résultantes X,tisfaite, pourvu que
Y , Z , ne soient pas
ces trois forces sont milles, il est clair que les

milles à la fois ; car , si

1
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forces P', P", P"', etc. , seront réduites aux trois
couples représentés en grandeur par L , M, N,
lesquels ne peuvent jamais se réduire qu’à un
autre couple.

C’est ce que le calcul précédent aurait pu
aussi nous indiquer, quoique d’une manière un
peu obscure : et en effet, dans le cas de X, Y, Z
nulles à la fois, on trouverait, par les équations
ci-dessus, que les points de rencontre de la ré-
sultante avec les plans coordonnés sont tous
trois à une distance infinie de l’origine. Or c’est
ce qui ne peut plus s’expliquer en Géométrie ;
car, pour imaginer une droite qui rencontre à
l’infini les trois plans coordonnés, il faudrait
imaginer une droite qui fût à la fois parallèle à
trois plans qui ne se coupent qu’en un point , ce
qui est absurde: d’où l’on voit que l’hypothèse
d’une résultante unique est alors impossible.

Corollaire V.

137DE STATIQUE.

En effet, on aura pour
forces transportées à l’origine

R =v/ X*+Y*+ Z
'

%

i 36 la résultante R des

sa direc-
our les trois angles et , /3, ^, que

et p
tion forme avec les trois axes,

ZX n Y
COS &= ^ > COS P cos g-

En second lieu , L, M, N représentant res-
pectivement les trois couples résultans, situés

dans les trois plans perpendiculaires aux axes

des x y y y zy si l’on nomme G le moment du

couple résultant , on aura pour sa quantité,

G = VV4- M*+N*,

et pour les angles A, ft, v , qu’une perpendi-
culaire au plan de ce couple, ou que laxe du

pie forme avec les trois axes respectifs des
cou
x > ï >

INGL COS V — Q-COS Iu> — jyj >COS A = £ J

Réduction générale des forces.
iog. Mais dans tous les cas, on peut ré-

duire toutes les forces appliquées au système à
une seule passant par l’origine, et à un couple
dont il est facile de déterminer le plan et la
quantité : réduction qui ne laisse de nuage
dans aucun cas.

Corollaire CI.
. Si l’on voulait exprimer directement

les forces Pr, P", P,/y, etc., ont uneI 80

que toutes
résultante unique ; d’après ce que nous avons

vu dans le premier chapitre (n° 7 1), il faudrait
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générale , n'est autre chose que l’expression de

celle que nous avions trouvée directement dans
le premier chapitre , pour que des forces qui

font pas équilibre puissent toujours se
une seule.

ÉLÉMENS
exprimer que la résultante R et le couple ré-sultant sont dans des pl
qui est la môme chose, que l’axe du couple est
perpendiculaire à la direction de la résultante.

Or , CL , /3, y étant les trois angles de la di-
rection de la force R , avec les trois axes des
x , y , z , et A , f x , v , les angles analogues que
l’axe du couple fait avec les mêmes lignes
sait par la Géométrie (*) que ces deux droites
seront rectangulaires dans l’espace, si I on a

cos e t cos A+ cos /3cosfju + cos y cos v =o.
Donc, en mettanta la place des cosinus leurs

valeurs trouvées ci-dessus,et multipliant toute
l’équation par RG, on aura

138

parallèles , ou , ceans

ne se
composer eu

Remarque.

Pour exprimer que des forces quelcon -
quessont susceptibles de se réduire à une seule,

avait donné ces trois équations déterminées,

, on
i n.

on

X(YV + ) — Y (XV+ )=o
Y(Z'x'+ ) — Z ( X'z'+ )=o
z(xy+ j — x( zv+ )=o

(A)

qui ne sont pas , comme on voit , celles de la
direction de la résultante (xo6), mais où X, Y, Z
ont les mêmes valeurs, et où je désigne , pour
abréger, la somme des produits YV, Y'V', etc.
par ( YV + ) ; et ainsi des autres.

Mais ces trois équations sont à la fois insuf-
fisantes et trop nombreuses; elles peuvent avoir
lieu toutes trois, sans qu’il y ait une
tante unique, et il peut y avoir une résultante

qu’elles aient lieu toutes trois, ni

XL+ YM+ZN=o,
nous l’avons trouvé plus haut.

Il faut toujours sous-entendre que la force l\
n’est pas nulle, ou qu’on a

comme

l/ ( X‘+ Y‘+ Z‘) > o, résul-
inégalité qui exige simplement que les trois
forces X, Y , Z ne soient pas nulles à la fois.

Ainsi , cette condition, que le calcul
avait offerte dans la recherche de la résultante

unique, sans
même aucune d’elles.

Cela parait assez clairement h l’inspection
même de ces équations comparées à l’équation

venons de donner ; mais on

nous

O Voyez ci-après , n° n3. unique que nous
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peut encore s’en rendre compte en suivant le
raisonnement d’après lequel on les trouve , et
en examinant ce qu elles signifient.

En effet , après avoir réduit toutes les forces
appliquées au système à trois groupes de forces
parallèles aux trois axes coordonnés,
trois groupes a trois résultantes partielles X,
Y, Z, parallèles aux mêmes axes, on suppose
que ces trois forces doivent se rencontrer en
un même point, pour qu’elles puissent se com-
poser en une seule ; et pour cela, on exprime
que les résultantes partielles prises deux a deux
sont a égales distances du plan qui leur est pa- .
rallèle; ce qui donne les trois équations (A),

moyen desquelles les trois forces doivent
en effet concourir au même point, et par con-
séquent se composer en une seule.

Mais, d’abord , on omet le cas où les trois
groupes ne pourraient pas se réduire respecti-
vement à de simples forces, mais se rédui-
raient à des couples : alors les trois résultantes
partielles étant nulles, les trois équations de
condition seraient satisfaites , et pourtant il
n’y aurait pas de résultante unique, mais bien
un couple résultant. Ainsi
sont insuffisantes.

D’un autre coté, elles exigent trop; car, en
supposant que les trois groupes se réduisent a

trois simples forces , on voit qu'il n’est pas né-
cessaire, pour qu’elles puissent se composer en

seule, quelles se rencontrent toutes troisune
en un même point : il suffirait simplement que
deux d’entre elles se rencontrassent, et que la

allât rencontrer quelque part la di-
rection de leur résultante. Mais, ce qui est plus
remarquable, cela même n’est pas nécessaire;

les trois forces X, Y , Z peuvent se réduire

troisièmeet ces

car
à une seule, sans qu’il y ait aucune rencontre
entre leurs directions dans l’espace : c’est ce

qu’on a vu directement au n° j5.
Si l’on veut voir la même chose par notre

analyse , soit a la plus courte distance de Y
à Z , b celle de Z à X, et c celle de X à Y;

et pour simplifier, prenons1’
la droite a, et celui des z, suivant la force Z;

dans cette hypothèse, L = o,

au
des x suivantaxe

on trouvera
M=— Xc, et N=X/> — Y a ; et l’équation de

condition XL+YM+ZN=o deviendra

XYc — X Z b+Y Z a=o.

Or , il est évident qu’on peut trouver trois
forces X, Y, Z dans une infinité de proportions
différentes, qui satisfassent à cette équation ,
et qui, par conséquent aient une résultante
unique , quelles que soient les distances mu-
tuelles a , h ,c de leurs directions dans l’espace.

trois équationsces
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le cas de nos trois forces , donnerait
XYc — XZ&-f-YZa=o; d’où l’on

ÉLÉMENS142
Et comme on n’a qu’une seule équation, on

voit même qu’on peut se donner à volonté deux
de ces forces, et déterminer ensuite la troi-sième en conséquence de cette équation.

Qu’on suppose , par exemple , les deux forces
X et Z représentées par les lignes a et c;
trouvera que la troisième force Y doit être re-présentée par la moitié de b. Ainsi , voila trois
forces, entre autres, qui sont situées en trois
arêtes, deux à deux non parallèles et non con-tiguës, d’un même rhomboïde rectangle, et
qui pourtant ont une résultante unique: et il
est même aisé de voir que cette résultante passe

milieu de la plus courte distance b qui sé-pare les forces X et Z proportionnelles
lignes a et c.

On peut faire une

qui, pour
également
tirerait les mêmes conséquences, en observant

, dans cette équation , a, b 9 c ne représen-que
tent plus les distances mutuelles des trois forces
obliques X, Y, Z, mais trois lignes dont cha-

de l’une à l’autre force parallèlement à
on

cune va
la troisième.

avait deuxSi des trois lignes a> b , c, il y
nulles , sans que la troisième le fû t , l’équation
précédente serait réduite à un seul terme, qu’on

pourrait rendre nul , sans faire quelqu’une
: d’où il résulte

en

ne
des trois forces égale à zéro

si trois forces finies sont situées de ma-queau
la direction de l’une d’elles mi-nière que

contre les directions des deux autres qui ne
aux

sont point en même plan , ces trois forces ne
sont jamais réductibles à une seule; résultat qui
s’acorde avec ce qu’on a dit à la fin du n° ^5.

On voit donc, pour revenir à notre objet ,
que des trois équations (A) qu’on avait données
avant notre théorie , il n’y en a aucune qui soit
nécessaire pour la condition qu’on avait en vue,
et qu’elles sonttout-à-fait étrangères à la ques-
tion dont il s’agit. Mais il y a encore une autre
remarque assez curieuse à faire sur ces équa-
tions.

foule d’autres exemples ;
il suffit de ne pas se donner deux forces dans le
rapport particulier qui , d’après l’équation pré-
cédente, rendrait la troisième force infinie.

Au reste , ce qu’on vient de dire pour trois
forces rectangulaires dans l’espace, s’applique-
rait de même à trois forces parallèles à trois
axes obliques quelconques; car , relativement à
ces axes obliques, si l’en cherchait par la même
analyse qu’au n° 106, la condition générale
d’une résultante unique, on trouverait une
équation toute semblable à la précédente, et Si on les ajoute ensemble , ce qui est assez
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naturel a cause de leur symétrie, et ce r
l’auteur même avait fait, il arrivequelasomme
de ces trois équations revient précisément a la
notre XL+ YM -}- ZN= o. Ainsi, l’on avait
rencontré par hasard la véritable équation du
problème ,et il est clairqu’on nes’en était point
aperçu; car on aurait vu sans doute que, la
somme de trois quantités pouvant être nulle
d’une infinité de manières, sans qu’aucune
d’elles le soit en particulier , il pouvait y avoir
une résultante unique, sans qu’aucune des trois
équations regardées comme nécessaires , fut
satisfaite; d’où l’on aurait conclu qu’elles no-
taient pas nécessaires, et qu’il fallait les sup-primer avec l’analyse défectueuse qui y avait
conduit. Mais, avant notre théorie , on ne sa-
vait pas précisément en quoi consistait la con-
dition générale d’une résultante unique.

Quoiqu’on ait depuis rectifié celte analyse
par colle que j’ai donnée au n° 106, je n’ai pas
cru cette petite discussion inutile, non-seule-
ment parce qu’elle éclaire un point important
de la composition des forces, et qu’elle fait
voir la fausse supposition sur laquelle on s’ap-
puyait , mais parce que ce paralogisme subsiste
encore, et s’est reproduit jusqu’ici dans un ou-
vrage célèbre où l’auteur des équations (A )
paraî t l’avoir emprunté.
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que
Corollaire VII.

Lorsqu’on a les trois équations L=o,
M=o, N=o, le moment G du couple résul-
tant est nul , et les forces appliquées au système
se réduisent à une seule R dont la direction
passe par l’origine.

Et comme le moment G ne peut être nul , à
moins que les trois momens résultans partiels
L , M, N ne soient nuis à la fois, il s’ensuit que
si l’on voulait exprimer que des forces quel-
conques se réduisent à une seule qui passe en
un point donné, il faudrait, en supposant qu’on
ait pris ce point pour origine , poser les trois
équations L =r= o, M=o, N=o.

I 1 2.

5 /

Remarque*

ii 3. Nous terminerons cet article général
par un théorème important sur la manière d’es-
timer les forces suivant une direction donnée,
et leurs momens, par rapport à un axe donné,
lorsque l’on connaî t déjà ces forces et leurs
momens estimés par rapport à trois axes rec-
tangulaires.

Mais démontrons d’abord la proposition sur
I O
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d*=x* -\-y% +z*;
D*:= xa — j— Y* — l- Z%

H^CX x )*+ ( j— Y ) +(Z z)';

substituant dans la première équation , rédui-
sant , et dégageant cos 0, il vient

cos8^“ +fI+°,
d .D

ÉLÉMENS
laquelle on s’appuie au n° no, et dont nous
nous servirons encore ici.

Soient deux droites situées d’une manière
quelconque dans l’espace. Nommons et, fiy y
les trois angles que fait la première avec les
trois axes coordonnés; A , /A , v , les angles ana-
logues de la seconde avec les mêmes axes : je
dis qu’on aura pour l’angle 0 que ces deux
droites forment entre elles,

cos 0 = cos et cos A + cos fi cos ft cos y cos v.
En effet , transportons, pour plus de simpli-

cité , nos deux droites parallèlement à elles-
mêmes jusqu’à l’origine : les angles et , /3, y, A,
f t , v et l’angle 0 ne changei'ont pas. Prenons sur
la première, à partir de l’origine, une longueur
arbitraire d, dont l’extrémité aura pour coor-
données oc ^ j j z. Prenons de même sur la se-
conde une autre longueur quelconque D, dont
l’extrémité aura pour coordonnées x, Y , z. Si
l’on joint ces deux extrémités par une droite
H, on aura un triangle dont les trois côtés se-
ront d, D et H; et puisque 0 est l’angle compris
entre les deux premiers, on aura, comme on
le sait ,

i 46

et

ou bien
X J- Y , z z .

d' »+d'l+ d'l'
f\ XXcos ü =

mais on a évidemment

-=cosa, ^=cos /3, 2=cosy ,X

et de même

-=cosA, - = cos f t ; -=cosv ;
D D D

y %

donc
cos 0= cos et cos A -f- cos /3cos f t -j- cos y cos v.

Si l’on veut exprimer que les deux droites d
etD sont rectangulairesentre elles, il faut poser
cos 0=o; et par conséquent

cos et cos A+cos fi cos f t +cos ycos v=o,
ce que nous avions supposé au n 1 1 o.

i i 4* Actuellement changeons les lettres A ,
\t , v en et' , fi' , y }, et considérons une force R

H*=d% ~f- D9 cos 0 ;

mais on a
io..
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dirigée suivant la première droite. Cette force
estiméesuivantlaseconde, ou projetée sur elle ,
donnera pour sa projection, que je nomme R',
R'= R cos 0, et par conséquent

R — R cos OL cos a'4-Rcos/3cos/3'+Rcos y cos y'.
Mais R cos <x, R cos /3, R cos} expriment les

trois composantes de la force R suivant les
trois axes ; donc si l’on nomme X, Y , Z
composantes, on aura plus simplement

R' = X cos et' -t- Y cos /3' + Z cos y' .
Ce qui nous fait voir que , pour estimer sui-

vant une direction différente de la sienne,
force dont on connaît déjà les composantes
suivant trois axes rectangulaires, on na qu à
prendre la somme de ces composantes multi-
pliées respectivement par les cosinus des angles
quelles forment avec la direction nouvelle.

C’est ainsi qu’en Géométrie, pour projeter
une ligne sur un axe quelconque, on peut d’a-
bord projeter cette ligne sur trois axes rectan-
gulaires; projeter ensuite ces trois projections
sur l’axe donné, et ajouter ensemble ces pro-
jections de projections.

r i5. Pareillement,si l’on considère un couple
dont le moment soit représenté par une partie

* 49DE STATIQUE.

G prise sur son axe, et que ce moment décom-
posé par rapport à trois axes rectangulaires
donne les momens respectifs L , M , N , on
voit , comme ci-dessus , que pour estimer le
moment G par rapport à un axe nouveau qui
forme, avec les trois premiers, des angles A',

qu’a prendre la somme des
composans L , M, N multipliés par

ces angles, de sorte

u!, /, il n y aura
momens
les cosinus respectifs de
qu’en nommant G' la valeur relative du mo-

ces

ment G , on aura

G'=L cos À7 +M cos f +Ncos /,
d’où il résulte que la somme des momens de
tant de forces que Von voudra , par rapport à

quelconque, est égale aux sommes de
leurs momens, par rapport à trois axes rectan-

multipliées respectivement par les

une

un axe

gulaires ,
cosinus des angles que ces trois axes font avec
le nouvel axe donné; ce qui est un théorème
tout semblable au précédent.

DES CONDITIONS DE L’ÉQUILIBRE

Lorsque le corps ou système sur lequel
les forces agissent nest pas entière-
ment libre dans lespace ,
trouve gêné par des obstacles.
Nous allons examiner trois cas principaux

mais se
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quent, on peut toujours les y concevoir comme
composées en une seule, et imaginer ainsi , à

la place du point fixe, une force unique rqui
remplace sa résistance, et considérer alors le

parfaitement libre dans les-

Les six équations précédentes devront donc

avoir lieu si l’on y introduit la nouvelle force r.
Or, cette force étant immédiatement appli-

quée a l’origine, fournira trois nouvelles com-
posantes, x, Y , z, dans les trois axes, et ne

fournira aucun couple nouveau dans les trois

plans. Les six équations de l’équilibre seront
donc
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auxquels il est facile de ramener touslesautres;
comme on pourra le voir par la suite.

1

système commeDe L'équilibre d'un corps qui na que la liberté
de tourner en tous sens autour d'un point
fixe.

pace.

Les six équations de l’équilibre d’un corps
système libre sont , comme nous lavonsou

trouvé ci-dessus ,

X = o, Y = o, Z=o
L =o, M=o, N=o.

ii6. Supposons maintenant qu’il y ait un
point fixe dans le système , et qu’on l’ait pris
pour l’origine des coordonnées. Il est clair
qu’il pourrait alors y avoir équilibre
ces six équations fussent satisfaites;

X ~(— x =o, Y+ Y=O, Z+ Z=O ,
L=O, M=o, N=o. O !

! Les trois résultantes partielles X,Y, Z pour-
ront donc avoir telles valeurs qu’on voudra.
Car , en supposant la résistance du point fixe
indéfinie dans tous les sens, les trois forces x ,

sans que
car, quoi- ^que le point fixe soit par lui-même incapable

de produire le moindre effort, il peut néan-
moins anéantir ceux des puissances dont la
résultante irait y aboutir, et par la tenir lieu
de nouvelles forces dans le système.

Mais, quelles que soient les forces dont
point fixe puisse tenir lieu par sa résistance ,
il est bien manifeste quelles doivent toutes
passer par ce même point ; que ,

Y , z prendront telles valeurs et telssignes qu’

voudra, et, s égalant toujours, en quelque
sorte , aux trois forces contraires X, Y, Z,

au même point, rendront tou-

on

appliquées
jours les trois premières équations satisfaites.

momens résul-
un

Mais il faudra que les trois
tans partiels L , M, N soient toujours nuis

par couse-
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passe par le point fixe. Donc, si l’on avait voulu
partir de cette conséquence comme principe,
c’est-à-dire regarder d’abord comme évident
que les forces appliquées
équilibre autour du point fixe,à moins qu’elles
n’aient une résultante unique dirigée

point , on en aurait conclu réciproquement que
l’on doit avoir pour l’équilibre les trois équa-
tions L=o, M=o , N=o; ce qui nous au-
rait conduits au même résultat.

102

d’eux-mèmes
l'équilibre d'un corps qui n'a que la liberté de
tourner autour d'un point fixe, il est nécessaire
et il suffit que la somme des momens desforces
par rapport à trois axes rectangulaires menés
par ce point> soit nulle d'elle-même relative-
ment à chacun de ces trois

ce qui nous fait voir que, pour

peuvent se fairene

vers ce
axes.

117. Lorsque toutes les forces appliquées au
corps sont parallèles , on peut mener par le
point fixe deux plans parallèles à leurs direc-
tions , et décomposer tous les couples dans
deux plans. Il suffit donc alors pour l’équilibre
du système, que la somme des momens soit
nulle par rapport à deux axes perpendiculaires
à ces plans.

Lorsque toutes les forces sont dans un même
plan avec le point fixe, tous les couples à l’é-gard de ce point sont aussi dans ce plan ; et
il suffit alors que la somme des momens soit
nulle par rapport à un seul axe perpendiculaire
à ce plan.

Corollaire.
De la pression exercée par les forces sur le

point fixe.
119. Quoique nous ayons supposé le point

fixe susceptible d’une résistance indéfinie en
tous sens, cependant, lorsque des forces don-
nées se font actuellement équilibre sur cet ap-
pui , il n’a besoin que d’une certaine résistance
déterminée. Cette résistance actuelle , prise en

contraire, est ce que l’on nomme la pres-
sion qu’il éprouve de la part des forces du
système.

Ainsi, pourcalculer cette pression , on n’aura
qu’à déterminer la force — r. Mais l’on a , par
les équations ci-dessus , pour ses trois compo-
santes— x , — Y , — z dans les trois axes ,

ces

sensRemarque.
118. Nous savons que les trois équations

L=o, M=o, N=o, qui assurent, dans le
général , l’équilibre du système , expriment

d’une autre manière (112

quées doivent avoir une résultante unique qui

!

cas
) que les forces appli-
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peut toujours les concevoir comme réduites
à deux forces r et r immédiatement appliquées

à ces points , et substituant ainsi , à la place des

deux points A et B, lesdeux forces respectives r

et d qui remplacent leurs résistances actuelles,
considérer le système comme parfaitement
libre dans l’espace.

Les six équationsde l’équilibre doivent donc

avoir lieu en y introduisant les deux nouvelles
forces r et r .

Or, la force r immédiatement appliquée à

l’origine A , donnera trois composantes x
dans lesaxes, et ne donnera aucun couple dans

— x = X, Y — Y, — z=Z. on
D’où il suit que la pression est égale à la ré-sultante de toutes les forces du système, trans-portées parallèlement à elle-mëmes au point

fixe.
• uEt c’est ce qu’il était facile de reconnaître

d’abord; car le point fixe ne peut être pressé
que par les forces qui s’y sont transportées pa-
rallèlement a elles-mêmes, et par les couples
qu’elles ont formés à l’égard de ce point; mais
puisque ces couples doivent être
d’eux-mêmes, c’est-à

en équilibre
-dire seraient en équilibre

quand bien même le corps serait entièrement
libre , il s’ensuit qu’ils ne peuvent nullement
charger le point fixe, et que par conséquent
ce point n’est pressé que par la résultante des
premières forces.

,v , z ,

les plans.
La force r'appliquéeen B donnera troiscom-

posantes x', Y' , Z', la première dans l’axe des

abscisses, les deux autres dans les plans respec-
tifs XY, XZ. La force x' qui tombe dans l’axe

des abscisses, étant transportée à l’origine ,
donnera un couple nul ; mais les deux forces

Y' et z' transportées à l’origine donneront deux

couples, dans lesplans respectifs XY, XZ ad-
jacens à l’axe de rotation; et les momens de

ces couples seront (en faisant AB=a) x af a.
Les équations de l’équilibre seront donc

IL
De Véquilibre d un corps qui na que la liberté

de tourner autour de la ligne qui joint deux
point fixes.

. Soient A et B (fîg. 36) les deux points
fixes. Prenons AB pour l’un des trois
pour celui des abscisses, par exemple; et le
point fixe A pour l’origine.

Quelles quesoient les forces dont chacun des
points fixes puisse tenir lieu par sa résistance ,

Fig. 36. I 20

axes ,

X+x+x'= o, Y-f-Y+Y/ =o, Z+z+z'==o,
L=o, M+z'flrso , N — Y'a=o.
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des forces décomposées parallèlement
soit nulle d’elle-mème.

Corollaire.

Des pressions exercées par les forces sur les

deux points fixes.

i56 ÉLÉMENS somme
à cet axeLes cinq quantités X, Y , Z , M, N

donc avoir telles valeui s qu’on voudra ;
supposant la résistance des deux points fixes
indéfinieentoussens, lesquantitésx, Y, Z,X',
auront telles valeurs et tels signes qu’on vou-
dra , et les trois

pourront
car, en

Y', Z'

premières équations, ainsi que
les deux dernières, seront toujours satisfaites.

Mais il faudra qu’on ait toujours pour les Ces pressions n’étant autre chose que
des deux1 2 2.

les deux résistances actuelles r et r
estimées en sens contraires , onseules forces appliquées au système , l’équation

L=o; ce qui nous apprend que les conditions points fixes ,
aura pour

Y, z; — X' — Y' ,
les cinq équations

déterminer leurs composantes — x ,

— z'parallèles aux troisde Véquilibre d'un corps assujetti à tourner au-
tour d'un axe fixe se réduisent a ce que la
somme des momens des forces estimés par rap-
port à cet axe soit nulle d elle-même.

axes ,

X-f-x+x'=o , Y+Y+Y'=O , Z-J-Z+Z o ,

M -\- za=Oj N — \'a=o.Remarque.
Mais comme il y a six inconnues , il para î t

d’abord que les deux pressions — r et

seront indéterminées , ou du moins que l’on

pourra disposer à volonté de l’une de leurs six
composantes. Cependant , si l’on observe que
les deux inconnues — x , — x' n’entrent que
dans la première équation , on voit que les
quatre autres seront déterminées par les équa-
tions restantes. En effet, l’on aura sur-le-champ
par les deux dernières équations ,

i 21 • Si les deux points A et B n’étaient pas
arrêtés en tous sens, mais pouvaient couler en-
semble dans la direction AB , comme si on les
supposait unis entre eux , et renfermés dans
canal infiniment étroit AB , leurs résistances x
et x' dans le sens de l’axe des abscisses seraient
nulles d’elles-mêmes, et l’on aurait encore l’é-
quation X=o; de

un

que , lorsque le
corps a la liberté de se mouvoir dans le
de Taxe de rotation , outre la première condi-
tion énoncée ci -dessus , il faut encore que la

manière
sens
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Ainsi les deux pressions normales à l’axe, aux
points respectifs A et B, seront nécessairement
déterminées de grandeur et de direction; et
par conséquent les pressions absolues — r et

— r' n’auront que cette indétermination parti-
culière , savoir , qu’il faudra les choisir de telle
sorte qu’étant décomposées chacune en deux
autres ., l’une dans l’axe , et l’autre perpendicu-
laire à cet axe , les deux forces normales aient
les valeurs et les directions que nous venons
de donner, et les deux forces situées dans l’axe
fassent une somme constante égale à X.

— N M
t— Y

et substituant dans les deux précédentes , on
aura

Ya+N Za — M— Z=r

Ainsi l’indétermination ne portera que sur
les deux composantes— x,— x', dont la somme
seulement sera déterminée par la première
équation X-f-x-j-x'=o.

Les deux forces — Y,— z perpendiculaires à
l’axe de rotation au point A, secomposeront en i 25. Pour voir à quoi tient cette indétermi-

nation , qui dépend de celle des deux résistances
actuellesx,x' que les points fixes A et B doivent
opposer dans le sens de la ligne qui les joint ,
on peut remarquer que ces deux points, qu’on
peut supposer unis par une verge inflexible ,
se prêtent un appui réciproque; de manière
que chacun d’eux a toujours, ou par lui-même,
ou par le secours de l’autre , la résistance ac-
tuelle dont il a besoin pour l’équilibre, pourvu
que la somme de ces résistances soit suffisante.
On ne peut donc pas demander, et il est im-
possible que le calcul détermine des valeurs
particulières, pour deux résistances q u i , pas-
sant tacitement, en tout ou en partie, de l’un

une seule vAa -|-za perpendiculaire au même
axe, et qui fera avec les axes desjr , z des angles
dont les cosinus respectifs seront

—Y — z
y/Yaq-za’

Les deux forces — Y', — z perpendiculaires
à l’axe de rotation au point B, se composeront
de même en une seule \/Y

,a+z/a perpendicu-
laire au même axe, et qui fera avec les
d e s e t z des angles dont les cosinus respectifs
seront

yV za ‘

axes

— z/—Y

V/V2+z'a ’ \/Ÿ *+z'*'
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a l'autre point , se confondent en une seule et
même résistance.

DE STATIQUE.
Soit donc z la résistance actuelle du point

d’appui dans l’axe des s. Les équations del’équi-
libre deviendront :

i6 t

IIL

De Véquilibre (Tun corps qui s appuie contre un
plan inébranlable.

124. Prenons ce plan pour celui des x , jr ,
que l’on nomme le plan horizontal ; et suppo-
sant d’abord que le corps ne s’appuie contre ce
plan que par un seul point À , regardons ce
point d’appuicomme l’origine des coordonnées.

Il est facile de voir que lorsqu’une force
presse un point contre un plan , cette force peut
toujours se concevoir comme décomposée en
deux autres, l’une perpendiculaire au plan , et
l’autre située dans ce plan. La première est né-
cessairement détruite par la résistance du plan ;
car il n’y a pas de raison pour qu’elle meuve
le point d’un côté plutôt que d’un autre dans le
plan , et d’ailleurs elle ne peut le mouvoir à
travers; mais la seconde obtient tout son ef-
fet, parce que son action ne peut être altérée
par la présence d’un plan le long duquel elle
s’exerce. Le plan résistant ne peut donc dé-
truire que des forcesdont les directionslui sont
normales, et par conséquent sa résistance ne
peut faire naî tre que de telles forces dans le
système.

X=o, Y=o, Z+ z =o,
L=o, M=o, N = o.

Les trois dernières nous font voir (n° 112)
que les forces appliquées au corps doivent se ré-
duire à une seule qui passe par l’origine, c’est-
à-dire par le point d’appui;

liesdeux premières, quecette résultante doit
être verticale , c’est-à-dire perpendiculaire
plan fixe ;

Et la troisième , Z-f- z:= o, que cette résul-
valeur quelconque ,

pourvu qu’elle soit designe contraire à la résis-
tance z du plan ; c’est-à-dire qu’en supposant ,
comme nous le ferons désormais, que le corps
soit placé au-dessus du plan des xy j } il faut
que la force z ne soit pas positive : sans quoi ,
tendant à soulever le corps au-dessus du plan ,
elle n’y ferait naître aucune résistance , et le
plan ne servirait à rien pour l’équilibre; de
manière qu’il faudrait les mêmes conditions
que si le système était parfaitement libre.

120. Supposons actuellement que le corps
s’appuie par un second point B. Prenons AB

au

tanie Z peut avoir une

11
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l’axe desx , et le point A pour l’origine.
Le point A fait naître une résistance z dans

l’axe même des Le point B fera naître une
résistance z' dans le plan xz , et donnera dans
ce plan un couple dont le moment
en faisant AB=a'.

Les équations de l’équilibre seront donc

X=o, Y=o, Z-f- z+z'=o,
L=o, M+z'a'=o, N=o.

Ces équations nous font voir que l’équation
de condition XL+YM+ZN=o est satis-
faite, ainsi que l’inégalité \/Xa-}-Ya-f-Za > o
( puisque les deux résistances z et z' ne pouvant
être supposées toutes deux nulles, et étant de
même signe, la force Z ne peutêtre nulle). Les
forces appliquées
avoir une résultante unique.

Les deux premières équations montrent que
cette résultante doit être verticale, c’est-à-dire
perpendiculaire au
Z+z+z'=o, qu’elle peut avoir telle valeur
qu’on voudra, pourvu quelle ne soit pas po-
sitive.

Enfin , si l’on cherche les valeurs des deux
coordonnées p et qdu point0oùsa direction doit
rencontrer le plan horizontal, comme on a ( 108)
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pour M — J
P = z > <i = z

en mettant à la place des quantités L, M, Z ,
leurs valeurs tirées des équations précédentes ,
on aura

sera z a ,

z'p = a' — r-r z+z <7=0.' >

Donc, puisque Ion a q — o, il faut que le point
où elle rencontre le plan horizontal tombe
la ligne des abscisses, c’est-à-dire sur la ligne
qui joint les deux points d’appui; et puisque
l’on a p= ai—r z-f-z

< 1, on a p toujours < a! , et par conséquent
la direction delà résultante doit toujours tom-
ber entre les deux points d’appui A et B.

126. Supposons enfin que le corps s’appuie
contre le plan par tant de nouveaux points
qu’on voudra, C , D, etc., qui soient tous pla-
cés d’un même côté à l’égard de la droite AB,
qui est toujours regardée comme l’axe des abs-
cisses x. Conservant pour les deux points A
et B les dénominations précédentes, nommons
a' et b' 1 les deux coordonnées du point C ;
a’" et b,n celles du point D, et ainsi de suite. La
résistance z" du point C, étant transportée à

11..

sur

r à cause de — toujoursz+z/

système doivent doncau

plan fixe; et la troisième,
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l’origine , donnera deux couples dans les plans
verticaux XZ, YZ, dont les momens seront
z" a", T?b" ; la résistance z"' du point D donnera
de même deux couples dans les mêmes plans,
et dont les momens seront zm a1,1, zm b' fl ,et ainsi
de suite. Les équations de l’équilibre seront
donc

X=o, Y=o,Z+z+z'+v,/ -fz'//-f-etc.=0,
L
_

z” b* — zm bm— etc. = o,
M -}- z' a1 -f - z"an+z'"a"1 etc.= 0 , N = o.

165i d4
Or , les résistances z , z', zf / , z'", etc., étant

toutes positives , et les ordonnées //, //", etc. ,
toutes de même signe , puisque les pointsC ,
D, etc., sont, par hypothèse , tous placés du
même côté de Taxe des abscisses, il s’ensuit
que l’ordonnée q sera de même signe que
ordonnées, et que par conséquent le point 0
sera , h l’égard de la ligne AB qui joint les deux
points d’appui A et B, du même côté que les
autres C, D, etc. Donc, puisqu’on aurait pu
prendre pour l’axe des abscisses toute

ces

autre
droite AC, BD , etc., qui, joignant deux points
d’appui, laisse tous les autres d'Ceséquations nous font voir d’abord, comme

dans l’article précédent, que toutes les forces
système doivent se réduire a une

un même côté ,
peut conclureque le point 0 doit se trouver,

à l’égard de chacune de ces lignes, du même
côté crue les autres points d’appui , et par
séquent doit tomber nécessairement dans l’in-térieur du polygone formé par tous les pointsd’appui.

on
appliquées au
seule, perpendiculaire au plan fixe , et dont la
valeur ne soit pas positive.

En second lieu , je dis que sa direction doit
rencontrer ce plan dans l’intérieur du polygone
formé par les points d’appui A , B, C , D, etc.

En effet , si l’on nomme, comme ci-dessus,
où cette résultante

con-

Corollaire.
q l’ordonnée du point 0,
rencontre le plan horizontal ; comme on a

Des pressions exercées par la résultante des
forces du système
d'appui.

127. Ces pressions, estimées
traire , ne sont autre chose que les résistances
z, z', z", z'", etc., dont les points d’appui A *

les differens pointssur— — , en mettant pour LetZ leurs valeurs
TJ

tirées deséquations précédentes, on aura
en sens con-_ z° bu + z 0 U* 4- etc.

I z -f - z' -f- z" -f“ Zw -f- etc.

1
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B, C, D , etc. , ont actuellement besoin pour
l’équilibre. On aura donc , pour les détermi-
ner , les trois équations :

Z — {— z-}-z/ —|— zf / -f- T!11 — j— etc.=o,
L — b" z"— bmzf" — etc.=o,

M-f-a'z ' -j-^V'+a'V'+etc.=0.

Mais comme on n’a que ces trois équations ,
avec cette seule condition que les inconnues z ,
7! , 7? y zm,etc., doivent être toutes positives , il
s’ensuit que les diverses pressions exercées sur
le plan demeurent indéterminées lorsqu’il y a

plus de trois appuis , et même lorsqu’il n’y
en a que trois, s’ils tombent en ligne droite.
Car, en supposant que le troisième point C
tombe avec les deux autres A et B sur Taxe des
abscisses , l’ordonnée b" devient nulle , et l’in-
connue zrf disparaissant d’elle-même dans l’é-
quation L — bn7n=o, il ne reste plusque deux
équations pour calculer les trois inconnues z ,
z', z", qui sont encore indéterminées.

On pourra donc, dans ce cas, se donner à
volonté l’une des pressions, et , dans le cas gé-
néral , se donner les pressions de tous les points
d’appui , hors trois. On calculera ensuite ces
dernières pressions par les équations précé-
dentes; et pourvu que, dans les différentes
hypothèses que l’on fera , le calcul ne mène a

DE STATIQUE.

aucune pression positive , le problème sera
toujours bien résolu.

166

Remarque.
128. Mais si nous trouvons , d’après les prin-

cipes établis ci-dessus, que les pressions sont
indéterminées lorsqu’il y a plus de trois points
d’appui , d’un autre côté , en considérant à
priori un corps appuyé contre un plan , par un
nombre quelconque de points , et tenu en équi-
libre par une force normale à ce plan, il nous
paraî t évident que chaque point de contact doit
être actuellement pressé, et que, s’il est pressé,
c’est avec une certaine force tout-à-fait déter-
minée , ce qui serait absurde autrement: et de
là résulte une espèce de paradoxe qui ne paraî t
pas facile à expliquer.

Gardons-nous d’abord d’en conclure , avec
d’Alembert, que la théorie connue jusqu’ici est
insuffisante pour résoudre le problèmeen ques-
tion ; car nous allons voir que ce problème est
indéterminé par l’hypothèse même que l’on a
faite, et que la théorie donne tout ce qu’on peut
demander sans se contredire soi-même.

En effet , si l’on fait attention qu’il s’agit , par
hypothèse, d’un corps dont: la figure est: parfai- '

tement invariable , on peut concevoir les points
de contact de ce corps, comme unis entre eux

J
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par un plan parfaitement inflexible, lequel re-
pose sur les points fixes A , B, C, D, etc. Or ,
lorsqu’il y a plusde trois points d appui, ou seu-
lement trois quand ils tombent en ligne droite,
il n’est pas difficile de voir que certaines par-
ties despressions qu’on supposerait exercées par
le plan sur ces points, peuvent être imaginées
comme se reportant indifféremment des uns
aux autres , de manière qu’on ne puisse de-
mander, ni ce qu’elles sont en elles-mêmes, ni
sur quels points d’appui elless’exercent de pré-
férence, à moinsdedétmirel’hypothèse de l’in-
flexibilité parfaite du plan qui unit les points
du corps.

Ainsi (fig. 37) , pour nous faire mieux corn-
prendre par un exemple , supposons qu’il s’a-
gisse d’un corps appuyé par trois points en
ligne droite , et considérons ces points comme
liés entre eux par une verge inflexible qui re-
pose sur les trois points fixes A , B, C. Quand
bien même 011 saurait que cette verge est ac-
tuellement poussée aux trois points respectifs
A , B , C, par trois forces normales P, Q, R,
parallèles entre elles , on ne serait pas en droit
d’en conclure que les pressions exercées sur les
points d’appui sont respectivement égales aux
forces P, Q, R: car il serait toujours permis
de concevoir dans les deux forces extrêmes P

DE STATIQUE,

et R , deux parties u et u qui ne pressent point
du tout sur les appuis A et C. Si l’on prend en
effet ces deux parties dans la raison inverse de
leurs distances AB et CB au point B , à cause
de la raideur parfaite de la verge , on peut
concevoir que ces deux forces vont presser, ac-
tuellement le point d’appui B . conjointement
avec la force Q; de sorte qu’il y a ici une pres-
sion indéterminée w -f-u! , qu’on peut supposer
exister indifféremment , ou , tout entière en B,
ou , en deux parties u et u!, sur les points A
et C, sans qn’on puisse dire ni ce quelle est ,
ni où elle se trouve de préférence, à moins
de détruire l’hypothèse de l’inflexibilité
faite de la verge qui joint les points de
tact du corps.

129. Au reste , cette indétermination singu-
lière est du même genre que celle que
avons observée et expliquée au n° 125. Les
pressions ou résistances actuelles dont les diffé-
rens points d’appui ont besoin pour l’équilibre ,
ne sont indéterminées, dans le cas où ilyaplus
de trois points d’appui, ou seulement trois ,
quand ils tombent en ligne droite, que parce
qu’il y a alors des appuis intermédiaires qui
peuvent prêter aux appuis placés de part et
d’autre certaines parties de leurs résistances ;
de manière que, par la liaison parfaite de

T 68 169

par-
con-Fig. 3;.

nous

ces
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appuis , on ne peut plus distinguer leurs résis-
tances individuelles d’avec celles qu’ils pour-
raient emprunter mutuellement les uns des
autres.

Et la théorie nous fait voir que , pourvu que
ces points aient des résistances individuelles qui
satisfassent ensemble aux trois équations don-
nées ci-dessus, de quelque autre manière per-
mise par les mêmes équations, que Ton veuille
répartir les forces de pression sur ces différens
points, chacun d’eux trouvera toujours
dans sa résistance propre , ou dans cette ré-
sistance unie avec celle qu’il empruntera des
autres points d’appui, la résistance actuelle
dont il aura besoin pour détruire la pression
qu’on lui suppose.

Il n’en est pas de même dans le cas de deux
points d’appui , et dans celui de trois non en
ligne droite : les résistances actuelles sont dé-
terminées, et doivent l’être; car chaque point
d’appui se trouvant seul à côté de l’autre, ou ,
dans le second cas, à côté de la ligne qui joint
les deux autres, il est visible qu’il ne peut avoir
que sa résistance propre, et ne pourrait pas en
emprunter des appuis voisins , si elle n’était pas
suffisante.

i 5o. Le paradoxe que nous venons de ré~
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soudre est d’autant plus frappant , que dans la
nature, les pressions exercées par les corps aux
différens points de contact sont nécessaire-
ment déterminées dans tous les cas, ce qui
serait absurde autrement.

Mais tous les corps sont plus ou moins flexi-
bles et élastiques; et lorsqu'ils sont pressés les
uns contre les autres par différens points situés
dans le même plan, la pression totale se dis -
tribue d’une manière particulière en vertu de
ces propriétés physiques, et des trois équa-
tions données ci-dessus (i 27), auxquelles les
pressions individuelles doivent toujours satis-
faire : or , il faudrait savoir tenir compte de
ces propriétés, pour trouver en tout autant
d’équations qu’il y a de points de contact, et
connaître par là les diverses pressions ; et c’est
une question très délicate de Physique , que
nous ne chercherons pas à discuter ici.

i 3i . Ce que nous avons dit sur l’équilibre
d’un corps qui s’appuie contre un seul plan
peut aisément s’appliquer à un corps qui s’ap-
puierait contre plusieurs plans a la fois. Chacun
de ces plans fera naître aux différens points
de contact des résistances normales à sa sur-
face; et en introduisant dans les six équations
de l’équilibre ces nouvelles forces indétermi-

1 7 0 * 7 *

ou
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nées, on parviendra facilement aux conditions
que doivent remplir les forces immédiatement
appliquées.

I 3 2. Si le corps s’appuie en différens points
contre une ou plusieurs surfaces courbes quel-
conques, on pourra supposer qu’il s’appuie sur
les plans tangens menés aux surfaces
points. Ainsi , connaissant les équations de
surfaces, on cherchera celle des plans tangens
ou des normales aux divers points de contact:
on introduira dans les équations de l’équilibre
autant de forces indéterminées, dirigées sui-
vant ces normales , et le problème reviendra
au précédent.

172.
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CHAPITRE III.
DES CENTRES DE GRAVITÉ .

en ces
ces

Jusqu’à présent nous avons fait abstraction
de la pesanteur des corps; nous allons voir ici
comment on peut avoir égard à cette propriété
générale de la matière, afin d’appliquer les
principes établis ci-dessus , à l’équilibre des
corps, tels qu’ils sont dans la nature.

I

133. On nomme pesanteur ou gravité cette
cause inconnue qui fait descendre les corps
vers la terre, lorsqu’ils sont abandonnés à eux-
mêmes.

La pesanteur étant une cause de mouvement,
on peut la considérer comme une force.

Cette force pénètre les parties les plus in-
times des corps , et agit également sur toutes
leurs molécules; car l’expérience prouve que,
dans le vide , des corps quelconques de masses
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La direction de la pesanteur est fort bien re-inégales, une

et le duvet le plus léger, tombent de la même
hauteur avec la même vitesse; d où l’on doit
conclure que les molécules d’un
tombe descendent toutes de la même manière
que si elles étaient simplement contiguës, sans
être liées les unes aux autres. Ainsi l’action de
la pesanteur s’exerce sur toutes les molécules
d’un corps, et se fait sentir également à cha -
cune d’elles.

Cependant l’intensité de la pesanteur n’est
pas rigoureusement la même pour une même
molécule placée dans des lieux différons par
rapport au globe terrestre : elle varie à la
face de la terre, depuis l’équateur où elle est
la plus petite, jusqu’au pôle où elle est la plus
grande: dé plus, elle diminue à la même dis-
tance de l’équateur, à mesure que la molécule
s’éloigne davantage du centre de la terre ; et
l’on sait qu’elle décroît toujours dans le même

rapport que le carré de cet éloignement aug-
mente. Mais pour les molécules des corps que
l’on considère ordinairement en Statique, il
n y a pas assez de différence entre leurs dis-
tances a l’équateur , ou au centre de la terre,
pour que les variationsde la pesanteur y soient
sensibles. Ainsi l’on est autorisé à regarder la
pesanteur comme une force constante.

balle de plomb , par exemple '

présentée par celle d’un lil-à-plomb en équi-
par la perpendiculaire à la surfacelibre, ou

corps qui des eaux tranquilles.
Cette direction dans le lieu que l’on considère

se nomme la verticale, et tout plan perpendicu-
laire à la verticale se nomme le plan horizontal.

La surface de la terre, ou plutôt celle des
mers, étant à peu près sphérique, les direc-
tions de la pesanteur vont à peu près concourir

centre du globe. Ainsi, à mesure que l’on
chemine sur la terre, la verticale change aussi
bien que le plan horizontal: mais comme les
distances dont il s’agit ordinairement dans la
Statique sont très petites àlegard du rayon de
la terre, qui a près de i5oo lieues, les direc-
tions de deux verticales

au

sur-

peu éloignées, qui
peu près concourir à cette distance,

peuvent être regardées comme parallèles
erreur sensible.

vont à
, sans

Nous considérons donc toutes les molécules
égales d’un corps pesant, comme sollicitées par
de petites forces égales, parallèles et de même
sens, et nous pourrons appliquer aux forces
qui proviennent de la gravité, tout ce que nous
avons dit des forces parallèles appliquées à un
assemblage de points liés entre eux d’une
nière invariable.

ma-
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existe toujours, pour un corps pesant, un point
unique par lequel passe continuellement la di-
rection du poids, lorsque Ton tourne succes-
sivement le corps dans diverses positions à
l’égard du plan horizontal. En effet, dans les
diverses situations qu’on lui donne, les forces
de la pesanteur qui animent toutes les molé-
cules ne cessent pas d’être les mêmes, d’agir

mêmes points, et d’être parallèles , et par

i 34- Et d’abord , nous en conclurons que la
résultante de toutes les forces parallèles de la
pesanteur leur est parallèle , c’est-à-dire est
verticale ;

En second lieu , an elle est égale à leur
somme.

La quantité de cette résultante est ce que
ion nomme le poids du corps; d'où l’on voit
que Je poids d’un corps est proportionnel
nombre des molécules qui le composent
la quantité de matière qu'il renferme , et que
l’on nomme sa masse. Ainsi, l’on distinguera
le mot de pesanteur on gravité , d’avec celui de
poids. La pesanteur désigne , comme nous l’a-
vons dit, la cause qui attire les corps vers la
terre ; mais le poids désigne la force particu-
lière qui en résulte pour chacun deux; force

aux
conséquent , leurs résultantes successives ne
cessent pas de se couper en un meme point.

Ce point unique par lequel passe toujours
la direction du poids , quelle que soit la posi-
tion du corps à l’égard du plan horizontal, se
nomme le centre de gravité.

au
, ou a

136. Si le centre de gravité d’un corps est
fixe, il est clair que ce corps sera en équilibre
autour de lui dans toutes les situations; c’est-
à-dire que si , le faisant tourner autour de ce
point , on l’amène dans une situation quel-
conque, et qu’on l’y laisse , le corps y demeu-
rera: car , dans toutes ces positions , la résul
tante des forces de la pesanteur passera tou-
jours par le même point fixe, et son effet sera
détruit. C’est pour cela que plusieurs auteurs
ont défini le centre de gravité un point tel ,
que , s’il était fixé , le corps demeurerait en

qui est proportionnelle à leur masse , et égale
à l’effort qu’il faudrait employer pour les sou-
tenir.

i 35. En troisième lieu , comme nous avons
vu que pour les forces parallèles, appliquées à
diffèrens points, il y a un centre, c’est-à-dire
un point unique par lequel passent continuelle-
ment leurs résultantessuccessives , lorsque l’on
inpline successivement tout le groupe de ces
forces dans diverses positions, il s’ensuit qu’il

1 2
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qu’à toutes les forces de la pesanteur qui ani-
ment les molécules d’un corps, on ait subs-
titue' leur résultante générale, qui produit ab-
solument le meme effet, on peut considérer
le centre de gravité d’un corps comme un point
où toute la masse de ce corps est réunie et
concentrée. Ainsi , dans la solution des pro-
blèmes, si l’on veut avoir égard à la pesanteur ,
on pourra regarder chaque corps comme ré-
duit à son centre de gravité ^ qu’on supposera
sollicité par une force égale et parallèle à son
poids; et combinant ensuite ces nouvelles
forces avec celles qui sont immédiatement ap-
pliquées au système, on trouvera les condi-
tions de l’équilibre d’après les principes donnés
dans les chapitres précédens, comme si tous
les corps du système étaient dépourvus de pe-
santeur.

Il ne s’agit donc plus actuellement que de
savoir déterminer les centres de gravité des
différens corps ou assemblages de corps qui
peuvent se présenter.

" i ' . r t • ' . ''' n f;1 . »

i 3g. Lorsqu’on peut considérer le corps ou
le système comme composé dé parties dont
connaît en particulier lescentresde gravitéetles
poids respectifs, il est très facile de déterminer
le centre de gravité de ce corps ou système.

* 79
équilibre dans toutes les positions possibles au-
tour de ce point; mais il est plus convenable de
faire voir à priori qu’il y a toujours pour chaque
corps un tel point , et par conséquent de mon-
trer qu’il y a un centre de gravité , avant de
définir le centre de gravité lui-même.

137. Puisque le centre de gravité d’un corps
n’est autre chose que le centre des forces pa-
rallèles de la pesanteur , appliquées à toutes les
molécules de ce corps; comme toutes ces forces
sont supposées égales , il suit de l’article 87 que
la distance du centre de gravitéà un plan quel-
conque est égale à la moyenne distance de
toutes les molécules du corps au même plan.
Par conséquent la position de ce centre dans
les corps ne dépend nullement de la gravité,
mais seulement de la manière dont toutes les
molécules sont disposées les unes à l’égard des
autres.

Aussi quelques géomètres ont-ils cru plus
convenable de nommer le centre de gravité,
le centre de masse, ou le centre defigure : mais
nous conserverons ici l’autre dénomination ,

étant plus usitée , et comme rappelantcomme
mieux l’usage que l’on fait de ce point dans la on
Statique.

138. Comme on peut toujours concevoir
12
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système quelconque de c o r p s à un plan , est
égale à la somme des momens de leurs poids ,
par rapport au plan,divisée par la somme de
tous les poids : ou (comme les masses sont pro-
portionnelles aux poids) , égale à la somme des
momens des masses, divisée par la somme de
toutes les masses ; en entendant par le moment
d’une masse, le produit de cette masse par la
distance de son centre de gravité au plan que
l’on considère.

En calculant ainsi les distances du centre de
À.gravité à trois plans quelconques,qu’on pourra

supposer rectangulaires entre eux pour plus
de simplicité, on trouvera facilement la posi-
tion de ce point dans l’espace.

i 4o. Dans le cas où toutes les masses du
système sont égales, on trouve sur-le-champ
la distance du centre de gravité à un plan quel-
conque, en prenant la moyenne distance des
centres de gravité de tous les corps à ce plan.

14.1. Lorsque le plan par rapport auquel on
estime les momens passe par le centre de gra-
vité du système , la distance de ce centre au
plan est nulle ; et par conséquent la somme
des momens des masses , pris par rapport à un
plan qui passe parle centre de gravité du sys-
tème ,est toujours égale à zéro.

181ÉLÉMENS
Car ce centre n’étant autre chose que le point

d’application de la résultante générale des forces
de la pesanteur appliquées à toutes les molé-
cules, on peut concevoir qxre , pour le déter-
miner , on a d’abord cherché les points respec-
tifs où sont appliquées les résultantes partielles
des forces qui agissent sur chaque corps , et
qu’ensuite on a cherché le point d’application
de la résultante générale de ces diverses résul-
tantes.

Donc, si l’on connaît déjà les centres degra-
vité respectifs des différens corps , on n’aura
qu’à supposer appliquées à ces points des forces
parallèles et respectivement égales aux poids
de ces corps , et l’on trouvera le centre de
gravité du système absolument de 4a même
manière que l’on trouverait le centre de ces
forces parallèles.

On pourra donc employer dans cette re-
cherche , ou la composition successive des
forces , comme au n° 29 , ou la théorie des mo-
mens, comme au n° 86.

Et , puisque la distance du centre des forces
parallèles à un plan se trouve en divisant la
somme des momens des forces, pris par rap-
port au plan, par la somme de toutes les forces,
il s’ensuit :

Que la distance du centre de gravité d'un

180
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C’est-à-dire que la somme des raomens des

masses qui sont d’un même côte du plan est
égale à la somme des momens des masses qui
sont de l’autre côté.

Et réciproquement , lorsque la somme des
momens des masses, par rapport à un plan ,
est égale a zéro,le centre de gravité du système
est dans ce plan.

Car la distance de ce centre au plan est
nulle.

182 183DE STATIQUE.

centres de gravité des différera corps seront à
la fois dans ces deux plans. Le centre de gra-
vité du système y sera donc aussi , et par con-
séquent ne pourra se trouver que dans leur in-
tersection , qui est la droite proposée.

Au reste , les deux dernières conséquences
d’énoncer paraîtront évi-nous venonsque

dentes d’elles-mêmes , en se représentant que
l’on cherche le centre de gravité du système

par la composition successive des forces ou

poids appliqués aux centres de gravité respec-
tifs des différera corps.142. 11 résulte de là que si les centres de

gravité de tous les corps que l’on considère
sont dans un même plan , le centre de gravité
du système sera aussi dans ce plan; et que si
les centres de gravité des corps sont sur une
même ligne droite , le centre de gravité sera
aussi sur cette droite.

Car dans le premier cas, tous les corpsayant
leurs centres de gravité dans un même plan ,
les momens de leurs masses par rapport à ce
plan sont tous nuis; la distance du centre de
gravité du système à ce plan est donc nulle
aussi , et par conséquent ce centre est dans le
plan même.

Dans le second cas, tous les centres de gra-
vité étant en ligne droite , si l’on fait passer
deux plans quelconques par cette droite, les

I 43. Lorsque tous les centres de gravité des
corps sont dans un même plan , comme le
centre de gravité du système se trouve déjà
dans un plan connu, il suffit , pour déterminer
sa position , de chercher ses distances à deux
autres plans. Or , si on les prend, pour plus de
simplicité, tous deux perpendiculaires sur le
premier , les distances des différera centres de
gravité à ces deux plans seront les mêmes que
leurs distances aux traces de ces plans sur le
premier.

Donc , si dans le plan qui contient les centres
de gravité de differens corps , on tire deux
droites ou axes quelconques non parallèles , on
aura les distances respectives du centre de gra-

i
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la distance du centre de gravité du système , à
point quelconque pris sur cette droite , est

égale à la somme des momens des masses , par
rapport à ce point , divisée par la somme de
toutes les masses.

(Eu prenant avec un même signe tous les
momens des masses qui sont d’un même côté
à 1 egard du point , et avec le signe contraire,
les momens de celles qui se trouvent de l’autre

184
vité du système à ces deux droites , en prenant
les sommes respectives des momens de toutes
les masses , par rapport a ces droites , et divi-
sant par la somme de toutes les masses.

(Ayant soin de regarder pour chaque droite,
comme positifs , tous les momens des
qui sont d’un même côté de cette ligne, et
comme négatifs les momens de celles qui sont
de l’autre côté.)

On trouvera de cette manière à quelle dis-
tance , et de quel côté, le centre de gravité du
système est placé à l’égard de ces deux axes; et
menant alors, aux deux distances trouvées ,
deux parallèles à ces axes, le centre de gravité
sera a leur intersection même.

un

masses

côté.)
On saura alors à quelle distance et de quel

côté le centre de gravité du système est placé
à l’égard du point que l’on a choisi ; et si l’on

porte ensuite de ce côté, et à partir du point,
longueur égale à la distance trouvée, l’ex-une

trémité de cette longueur marquera sur la ligne
le centre de gravité lui-même.144* Lorsque les centres de gravité de tous

les corps sont en ligne droite, comme le centre
de gravité du système se trouve dé jà sur une
ligne connue, il suffit , pour le déterminer , de
chercher sa distance à un seul plan. Or , si on
le prend , pour plus de simplicité, perpendi-
culaire sur la ligne des centres, les distances
des centres de gravité respectifs à ce plan se-
ront les mêmes que leurs distances au point où
le plan coupe la ligne.

Donc , lorsque plusieurs corps ont leurs cen-
tres de gravité respectifs sur une même droite ,

i45. On voit donc combien il est facile de
trouver le centre de gravité d’un corps ou sys-
tème , lorsqu’on connaît
corps qui le composent ; il nous reste à voir
comment on obtiendrait les centres de gravité
des corps qui ne seraient pas susceptibles d’une

pareille décomposition.
A la vérité, comme on peut toujours regar-

der un corps comme un assemblage de points
matériels qui sont eux-mêmes leurs propres

ceux des différons
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centres de gravite, il s’ensuit quon peut leur
appliquer la me'thode precedente, et qu’on aura
généralement la distance du centre de gravité
d’un corps quelconque :
la somme des

de l’espace qu’il occupe; 2°. de la densité re-
lative de ses différentes parties. On voit bien,

effet, que si la figure et le volume restant
les mêmes, les molécules viennent à s’écarter
les unes des autres dans une certaine partie du

en
plan , en prenant

momens de toutes les particules
de ce corps, par rapport au plan , et divisant
par la somme de ces particules, ou, ce qui est
la même chose, en divisant par la masse totale
du corps. Mais la solution générale de cette
question dépend du calcul intégral; et l’on en
peut voir , dans presque tous les traités de Mé-
canique, des applications très simples, et qui
n’ont d’autres difficultés que celles du calcul
intégral lui-même.

Cependant , comme il existe des considéra-
tions élémentaires très élégantes qui conduisent
à la détermination des centres de gravité pour
la plupart des corps dont il est question dans la
Géométrie, nous nous bornerons a cette re-
cherche, qui remplit l ’objet que
vue, et qui ne nous écarte point des élémens.

a un

corps, de manière qu’elles se rapprochent da-
vantage dans une autre , les forces qui agissent

elles n’étant plus réparties de la même ma-
, la position de la résultante généralechan-

sur
mère
géra, et par conséquent celle du centre de gra-
vité du corps. Ainsi , dans la détermination de
ce point, il faudrait avoir égard, non-seulement
à la figure du corps, mais encore à la loi suivant
laquelle la densité varie dans toute son étendue.

Mais si , pour résoudre plus simplement la
question , on suppose d’abord les corps parfai-
tement homogènes, ou uniformément denses

tous leurs points , la position du centre de
gravité ne dépendra plus que de la figure , et
la recherche des centres de gravité deviendra

en

nous avons en
un simple problème de Géométrie.

C’est dans cette hypothèse de corps parfaite-
ment homogènes, que l’on détermine ordinai-
rement les centres de gravité des lignes, des
surfaces et des solides qui sont soumis à une
description rigoureuse , et que l’on regarde

doués d’une pesanteur uniforme en tous
leurs points; et quoique ce problème puisse

146. D’après ce que nous avons dit
la position du centre de gravité dans un corps

dépend que de la manière dont toutes les
molécules de ce corps sont disposées les
à l’égard des autres. Elle dépend donc de deux
choses : i °. de la figure du corps ou de celle

ne

unes
comme
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paraî tre, au premier coup d’œ il\ de pure spe^
culation , il est facile devoir qu’il est, en Sta-
tique , ce que la quadrature des aires, ou la
cubature des solides est en Géométrie. Comme
les résultats que la Géométrie nous donne sont
d’autant plus exacts dans l’application , que les
figures sont plus semblables a celles que la
Géométrie suppose , ainsi dans la détermina-
tion des centres de gravité , on trouvera ces
points d’autant plus près des lieux que la théo-
rie leur assigne, que les corps seront d’une
substance plus homogène, plus uniformément
répandue , et terminés par des surfaces plus
parfaites.

188 189DE STATIQUE,

métriques, il n’y a pas de raison pour que le
centre de gravité, qui est un point unique , et

dont la position ne dépend que de la figure , se

trouve d’un côté de ce plan plutôt que de
l’autre; donc il sera dans ce plan : le centre de

gravité devant donc se trouver à la fois dans
tous les plans que l’on pourrait conduire par
le centre de figure , sera en ce point même,
qui est la commune intersection de tous ces

plans.

148. Il résulte de là, i °. que le centre de

gravité d’une ligne droite est au milieu de sa

longueur ;
20. Que le centre de gravité de l’aire d’un pa-

rallélogramme quelconque est à l’intersection
de ses deux diagonales, ou au milieu de l’une

d’elles ;
3°. Que le centre de gravité de la solidité

d’un parallélépipède est à l’intersection de ses

quatre diagonales, ou au milieu de l’une d’elles.
On pourrait encore en conclure que le centre

de gravité du contour ou
est au centre de ce cercle ; que le centredegra-
vité de la surface on de la solidité d’une sphère

est au centre de cette sphère ; que celui de la

surface ou de la solidité d’un cylindre à bases

parallèles est au milieu de son axe; etc.

II.

DES CENTRES DE GRAVITÉ DES FIGURES.
Lemme.

t 47. TouteJigure dans laquelle il se trouve
un point tel , quun plan quelconque mené par
ce point coupe la figure en deux parties par-
faitement symétriques ^ a son centre de gravité
en ce point y que Von nomme ordinairement le
centre de la ligure.

En effet , si l’on fait passer un plan quel-
conque par le centre de la figure, comme ce
plan la coupe en deux parties parfaitement sy-

de l’aire d’un cercle
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S’il s’agit , par exemple, de trouver le centre
de gravité du contour d’un triangle, on n’aura
qu a joindre les milieux des trois cotés par trois
lignes , ce qui formera un triangle semblable
au triangle proposé; et partageant les angles
de ce triangle en deux parties égales par des
droites , ces droites se couperont au centre de
gravité cherché.

C’est-à-dire que le centre de gravité du con-
tour d’un triangle n’est autre chose que le centre
du cercle inscrit au triangle formé parles lignes
qui joignent les milieux des trois côtés.

ÉLÉMENS
Mais on remarquera surtout les trois pre-

miers corollaires sur les centres de gravité de
la ligne droite , du parallélogramme et du pa-
rallélépipède, parce que l’on peut regarder ces
figures comme les élémens de toutes les autres.

19 I« 9°
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Problème I.

14,9• Prouver le centre de gravité du contour
d'un polygone quelconque > et en général d’un
assemblage de droites disposées comme on vou-
dra dans l’espace.

On regardera chaque droite comme concen-
trée en son centre de gravité, lequel est au
milieu de sa longueur ; et l’on n’aura plus à
considérer qu’un assemblage de points repré-
sentés, pour leurs poids respectifs, par les lon-
gueurs des lignes dont ils sont les centres de
gravité.

On trouvera donc le centre de gravité du
système par la composition successive de
poids , ou par la théorie des momens, comme
il a été dit plus haut.

Problème II.
ï 5 I . Trouver le centre de gravité de l’aire

d’un polygone quelconque , et en général d’un
assemblage de figures planes et rectilignes dis-
posées comme on voudra dans l’espace.

Tous les polygones pouvant se décomposer
en triangles, nous allons voir d’abord comment
on trouve le centre de gravité d’un triangle
quelconque. Après quoi, prenant les centres
de gravité de tous les triangles qui composent
le système proposé , nous n’aurons plus à con-
sidérer qu’un assemblage de points donnés de
position , et dont les poids respectifs seront re-
présentés par les aires des triangles dont ils

ces

i 5o. On pourra souvent , par des considéra-
tions particulières , déterminer les centres de
gravité plus facilement que par la méthode gé-
nérale.
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sont les centres de gravité; et le problème se
résoudra comme le précédent.

Du centre de gravité du triangle.
i5s. Soit ABC (fig. 38) le triangle proposé :

considérons sa surface comme composée d’une
infinité de tranches parallèles à la base BC. Il
est visible que la ligne droite AD menée du
sommet A au milieu D de la base , divisera
toutes ces tranches en deux parties égales.
Leurs centres de gravité respectifs seront donc
tous sur la droite AD, et par conséquent celui
de leur système, c’est-à-dire celui du triangle,
y sera aussi.

Par un raisonnement tout-à-fait semblable ,
on ferait voir quele centredegravité du triangle
doit aussi se trouver sur la ligne BE qui serait
menée du sommet de l’angle B au milieu E du
côté opposé AC.

Le centre de gravité devant donc se trouver
à la fois sur les deux lignes AD, BE, sera né-
cessairement à leur intersection G.

Mais si l’on joint DE, puisque les points D
et E sont les milieux respectifs des côtés CB,
CA, la droite DE sera parallèle à AB et en sera
la moitié. Or , si DE est moitié de AB, à cause
des triangles semblables DGE, AGB, le côté
DG sera aussi moitié de son homologue AG.

DE STATIQUE.

Donc, DG sera le tiers de AD, et AG en sera
les deux tiers.

Donc, le centre de gravité de Vaire d'un
triangle quelconque est situé sur une ligne
menée de l’un quelconque des trois angles au
milieu de la base opposée,et se trouve au tiers
de cette ligne à partir de la base ou aux deux
tiers à partir du sommet de l'angle.

La démonstration précédente est si naturelle
et si simple, que nous n’avons pas cru devoir
l’omettre ici. On pourrait lui donner toute la
rigueur possible, au moyen de cette méthode
connue , dont les exemples sont si multipliés
dans les élémens de Géométrie; mais le lec-
teur peut y suppléer.

Au reste , voici une démonstration nouvelle
laisse rien à désirer du côté de l’exac-

I93192

Fig. 38.

qui ne
tilude.

i 53. Par le milieu D de la base BC du triangle
ABC (fig. 3g), menez aux deux au Ires côtés les Fig. 39,
parallèles DE, DF, qui les rencontrent en E
et F : le triangle proposé sera décomposé en
un parallélogramme AEDF, et deux triangles #

DEC, DFB, parfaitement égaux entre eux, et
semblables au premier.

Le moment du triangle ABC, par rapport à
une ligne quelconque menée dans son plan ,

1 3
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tion précédente, on trouverait sur-le-champ
ig5•94

donc égal à la somme des momens du pa-sera
rallélogramme et des deux triangles.

Soit a l’aire d'un de ces triangles, 4«sera celle
du triangle proposé. Donc, si l’on nomme x
la distance du centre de gravité de ce triangle

hæ~ 3'

Ce qui ferait voir que le centre de gravité
d’un triangle se trouve placé au-dessus de
chaque côté, à une distance égale au tiers de
la hauteur de l’angle opposé , et que par con-
séquent il est au point déterminé ci-dessus.

Mais on peut parvenir à cette conclusion
sans aucune hypothèse : car , puisque l’on a
trouvé pour le triangle ABC.

à la base BC, on aura 4ax pour son moment
par rapport à cette ligne.

Soit h la hauteur du triangle ; - sera la dis-2

tance du centre de gravité du parallélogramme
à la base; et comme son aire est 2a , son mo-
ment sera 2a X -, c’est-à-dire ah.

2

Ensuite, les deux triangles BFD, DEC ont
visiblement leurs centres de gravité à même
distance de la base BC; donc, si l’on nommexr
cette distance, la somme de leurs momens

1 7 , x'x — -,
4 2

x étant la distance de son centre de gravité à la
base BC, et x la distance du centre de gravité
du triangle BFD à sa base BD; en imaginant
que l’on fasse, dans le triangle BFD la même
construction que l’on a faite dans le triangle
ABC, si l’on nomme x" la distance analogue à
celle qu’on a nommée x' , et si l’on observe que
la hauteur du nouveau triangle, est deux fois
plus petite que celle du premier , on aura

sera 2ax .
On aura donc /^axz=: ah -\- 2ax', ou bien, en

divisant par 4a ,
J 1 \ ocx — -7 . n-\ .4 2

Si l’on supposait, avec Archimède, que, dans
les triangles semblables, les centres de gravité
sont des points semblablement placés; alors,
comme les dimensions du triangle BFD ou
DEC sont moitiés de celles du triangle ABC,
on aurait x'= - ; et substituant dans l equa-

1 h , Ix — 7.— (-7.4 2 * 4
Et continuant la même construction , on

i 5
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Car , pour trouver celui des trois corps, il
n’y a qu’à prendre d abord le centre de gravite»

de deux quelconques d’entre eux , celui des
deux corps B et C, par exemple, lequel est

point D, milieu de BC; ensuite joignant DA ,
on n’a qu’à diviser cette droite au point G dans
la raison réciproque de 2 à 1 .

Or, cette construction donne aussi le centre
de gravité du triangle ABC.

Il résulte de là et du n° izjo , que la distance
du centre de gravité d’un triangle à un plan
situé d’une manière quelconque dans l’espace,
est égale à la moyenne distance de ses trois
angles au meme plan.

Centre de gravitédu trapèze.
. Si l’on prolonge jusqu’à leur rencontre

les deux côtés du trapèze , on forme deux
triangles semblables de meme sommet, et qui
ont pour bases les deux bases du trapèze : et
comme la ligne qui va du sommet commun au
milieu de la base inférieure passe au milieu de
la base supérieure , il s’ensuit que cette ligne
passe à la fois par les centres de gravité des deux
triangles, et par conséquent par celui du tra-
pèze qui en est la différence. Le centre de gra-
vité du trapèze est donc sur la ligne qui joint
les milieux de ses deux bases parallèles : ainsi

*97ÉLÉMENS^96
trouvera

2 »oc" — .4'4
au1 h .r,T

XW —“ 4’ 8
etc., etc. ,

x'", x'\etc., désignant les distances descentres
de gravité à la base dans les triangles
sifs , distancesqui diminuent sans cesse, et dont
la dernière peut être rendue moindreque toute
grandeur donnée, puisqu’elle est toujours plus
petite que la hauteur du triangle dans lequel
on la considère.

On aura donc, en substituant successivement
première équation , à la place de xf,xn, x',f, etc. , leurs valeurs ,

succes-

dans la

155
x=7+^7 + 7-77 + etc- > a ;4 4-4 4- 44

T, y ce qu’il fallait démontrer.O
d’où x —

Remarque.

154- Soient trois masses égales ayant leurs
centres de gravité situés
pectifs du triangle ABC (fig. 38b Le centre de
gravité de ces trois corps sera le même que
celui du triangle.

trois angles res-aux
Fig. 38.

i
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trouvera , pour le rapportil ne reste qu’à trouver sa distance à l’une ouà l'autre de ces bases, ou, si Ion veut, le rap-port de ces deux distances.

Nommons x la distance inconnue de cepoint à la base inférieure, et H et h les hau-teurs des deux triangles semblables. Si l’onreprésente par Ha l’aire, ou le poids du grandtriangle, h%

celui du trapèze. Le moment du premier deces poids , par rapport à la base inférieure ,
Hsera donc H\ -j; le moment du second

Aa^-f-H — Ji^9 et le moment du troisième,
(Ha — h% )x. Ainsi,
ces momens à la somme des deux autres, on
aura , pour déterminer x , l’équation :

(H-h)% onniun
cherché,

H+ 2T1 l h-\- 2II ;••x\ y

bien , mettant à la place des hauteurs II et h
des deux triangles , leurs bases B et b qui sont
dans le même rapport , on aura la proportion

••

ou

le poids du petit , et Ha— hasera
B -j- 2b : £+ 2B,•»x \ y ••

d’où résulte ce théorème :
Le centre de gravité d’un trapèze est sur la

du milleu de Tune de ses bases ausera
ligne qui va
milieu de l’autre , et il coupe cette ligne dans
le rapport des deux sommes quon trouve, en
ajoutant d’un côté, à la première base deux
j'ois la seconde ,et d’un autre côté,à la seconde
base ,deux fois la première.

On peut tirer de là cette construction très
simple : prolongez , vers la droite , l’une des
deux bases, d’une longueur égale à l’autre; et
celle-ci, vers la gauche, d une longueur égale
à la première; et menez la ligne qui joint les
extrémités de ces deux proiongemens; elle

celle qui joint les milieux des deux

égalant le premier deen

3(Ha — h' )x=H3 — 3ÆaH+2A3.
Si l’on cherche de même la distancey du centre
de gravité à la base supérieure, ou si l’on ob-
serve simplement que cette distance y est for-*
niée de (H— h) diminuée de x , on trouvera

coupera
bases au centre de gravité du trapèze.

On peut remarquer que la proportion pré-
cédente ne dépend point de la hauteur du tra-
pèze , mais uniquement du rapport des deux

3( Ha — h*)y=h3 — 3HaA + 2H3.
Comparant ces deux équations , membre à

membre , et ôtant, d’une part, le facteur com-
mun 3(Ha — h% )9 et , de l’autre le facteur com-
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Du centre de gravité de la pyramide.

157. Soit ABCD (fig. 4°) une pyramideFl® ^
triangulaire quelconque. Si nous considérons
cette pyramide comme composée
nité de tranches parallèles à la base BCD , il est
visible qu une droite menée de l’angle A

point quelconque de la base , couperait
toutes ces tranches et la base elle-même, en des
points semblablement placés : donc, si celte
droite est menée au centre de gravité!de la
base, elle passera par tous les centres de gra-
vité des tranches parallèles. Le centre de gra-
vité du système de ces tranches, et par consé-
quent celui de la pyramide, devra donc se
trouver sur la droite AI.

Mais, par un raisonnement tout-à-fait sem-
blable, on voit que le centre de gravité de la
pyramide doit aussi se trouver sur la ligne CH
qui serait menée de l’angle G au centre de gra-
vité H de la face opposée : donc il sera néces-
sairement à l’intersection G de ces deux droites.

Ainsi les deux lignes AI et CH doivent né-
cessairement se rencontrer : et c’est ce que l’on
voit d’ailleurs indépendamment de la considé-
ration du centre de gravité; car si l’on tire CI,
cette droite ira couper le côté BD en son milieu
E , puisque le point l est le centre de gravité

200 201

bases : desorte qu elle est la meme pour tous les
trapèzes possibles de bases proportionnelles.

Si les bases sont égales, on a x — y} ce qui
doit être; car le trapèze est alors un parallélo-
gramme dont le centre est également éloigné
de ces deux bases opposées.

Si l ’une des bases b devient nulle, i d’une infi-
enon a

y=2Jc ; et eu effet le trapèze devient
triangle dont la base est B, et dont le centre est
deux fois plus près de la base que du sommet.

u n un

Problème III.
i56. Trouver le centre de gravité de la so-

lidité d’un polyèdre quelconque ,et en général,
d’un assemblage de polyèdres disposés
on voudra dans l’espace.

Tous les polyèdres pouvant se décomposer
en pyramides triangulaires, nous allons voir
d’abord comment on trouve le centre de
vité d’une pyramide triangulaire. Après quoi,
prenant les centres de gravité de toutes les py-
ramides qui composent le système proposé, l’on
11’aura plus qu’à chercher le centre de gravité
d’un assemblage de points, représentés pour
leurs poids par les volumes des pyramides res-
pectives dont ils sont les centres de gravité; et
le problème se résoudra comme il a été dit
ci-dessus.

comme

gra-
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du triangle BCD; par la même raison , si l’on
tire AH, cette droite ira rencontrer BD
même point et par conséquent les deux
droites AI, CH seront dans
est celui du triangle AEC, et elles se couperont
nécessairement.

202 203DE STATIQUE.

Bar le milieu E du côté AB de sa base ABC,
conduisons deux plans EF/’, EDd parallèles aux
faces respectives BCcb,ACra. Nous décompo-

prisme en deux autres, et un paral-
au

même plan, quiun serons ce
léle'pipède.

Si l’on nomme a la solidité de l’un de ces
deuxprismes, lesquelssontparfaitement égaux,

4a pour celle du prisme proposé , et
pour celle du parallélépipède.

Cela posé, soit x la distance du centre de
gravité du prisme total a la face BAab ; on
aura 4aoc pour son moment par rapport a cette
face. Soit de même, pour les deux prismes par-
tiels, x' les distances de leurs centres de gra-
vité au même plan, distances qui sont parfai-
tement égales entre elles; on aura 2axf pour
la somme de leurs momens. Enfin , nommant

Actuellement , si l’on remarque que le point
I est au tiers de EC, et le point H au tiers de
EA (162), il est clair qu’en joignant III , cette
droite sera parallèle a AC, et en sera le tiers.
Mais si la droite III est le tiers de AC, a cause
des triangles semblables IGII , AGC, le côté IG
sera le tiers de son

. on aura
2a

homologue GA, ou bien
sera le quart de IA, et AG en sera les trois
quarts.

Donc , le centre de gravité dune pyramide
triangulaire est situé sur une ligne menée de
Vun quelconque des trois angles au centre de
gravité de la base opposée; il est au quart de
cette ligne,à partir de la base, ou aux trois
quarts > à partir du sommet de Vangle.

h la hauteur de Barète Cc au-dessus du plan
parallèle BAab , le moment du parallélépipède
sera évidemment2a -, ou simplement ah. On
aura donc 4aoc — ah 2ax' y et par consé-

h xl; et si Ion applique mot à
4 2

mot tout ce qu’on a dit (153) , on trouvera

Remarque.
quent x =

158. On peut aussi appliquer à la pyramide
triangulaire une démonstration analogue à
celle que l’on a donnée pour le triangle.

Mais pour cela considérons d’abord le prisme
Fig. 4 T. triangulaire : soit ABCafo (fig. 40 le prisme.

h
X y

Ce qui fait voir que le centre de gravité d’un
prisme triangulaire est , à l’égard de chaque
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2o4
face, au tiers de la hauteur de l’arète parallèle
à cette face 5 d’où il est facile de conclure qu’il

la ligne Gg qui joint les centres de gra-vité des deux bases. Et d’ailleurs il est aisé de
voir que ce point tombe au milieu I de cette
droite Gg, que je nommerai pour un moment
Taxe du prisme. En effet, imaginez le prisme
parlagé en un nombre quelconque de prismes
égaux par des plans parallèles à la base , et soit
cT la distance du centre de gravité de l’un de ces
petits prismes au milieu de son axe. Il est clair
que le centre de gravité 0 de leur système, et
par conséquent celui du prisme total , se trou-
vera aussi à la même distance cT du milieu I de
son axe Gg. Or , quelque petite que soit la lon-
gueur d’un prisme, il est évident que le centre
de gravité est toujours dans l’intérieur du so-
lide : donc, puisque la longueur de chaque
prisme partiel peut être rendue moindre que
toute grandeur donnée, la distance 01= o est
moindre que tout ce qu’on voudra, et par con-
séquent nulle.

DE STATÏQUE.
sera décomposée enLa pyramide proposée

deux prismes équivalens, l’un dont la base est
EDH, l’autre dont la base est LEF , et en deux
pyramides triangulaires ALMK, LCEF parfai-
tement égales .entre elles, et semblables à la
pyramide proposée.

Cela posé, égalons le moment de la pyra-
mide totale , par rapport a la base BCD, à la
somme des momens des deux prismes et des

est sur

deux pyramides partielles, par rapport
même plan.

Soit a la solidité de l’une de ces deux pyra-
au

mides, 8a sera celle de la pyramide entière,
et si l’on nomme æ la distance de son centre
de gravité à la base, on aura 8ax pour son
moment.

Soit h la hauteur de la pyramide entière ; le
dont la base est EDH aura son centre

-dessus de la base, de -
2 2 >

prisme

de gravité élevé , au

et comme sa solidité est 5a, son moment sera

3a^. Le second prisme , dont la base est LEF,
aura son
plan BCD de^.- ( i58); et

ô 2

est 3a y son moment sera 3a g.
Enfin, si l’on nomme je' la hauteur du centre

centre de gravité élevé au-dessus du

comme sa solidité
i5g. Actuellement , soit une pyramide trian-

Fig. 42 . gulaire ABCD (fig. /±2 ) . Par le point L, milieu
de AC, faites passer la section LMKparallèle a
la base BCD , et la section LEF parallèle a la face
ABD. Menez KH parallèle à LE, et joign'zEHL
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de gravité de la pyramide LCEF au-dessus de
la base BCD, la hauteur du centre de gravité
de la seconde pyramide ALMK sera évidem-
ment xl et l’on aura, pour la somme des
momens de ces pyramides,

, ou

On aura donc en réunissant,
0 3ah , 3ah , ah ,8 — + 2ax ;

réduisant, et divisant par Sa ,
&- h+v

Si l’on supposait que,dans les pyramidessem-blables, les centres de gravité sont des points
semblablement placés, comme les dimensionsdelà pyramide LCEF sont deux fois plus petitesque celles de la pyramide proposée ABCD, on
aurait

206
DE STATIQUE. 207

au-dessus de chaque face au quart de la hau-
teur de l’angle opposé; d’où il est facile de con-
clure qu’il est
Mais on peut parvenir à l’équation précédente
sans aucune hypothèse.

En effet , si l’on imagine que l’on ait fait dans
la petite pyramide LCEF la même construction

l’on a faite dans la pyramide ABCD, en

point déterminé ci-dessus.au

+a(x'-î) ah ,
\r2ax .

2
ax

que
nommant xn la distance analogue à celle qu’011
a nommée x' , et observant que la hauteur de
la nouvelle pyramide n’est que la moitié de la
hauteur h de la première, on aura , comme ci-
dessus ,x~

IA, •' r» *32 2

et continuant la même construction dans les
pyramides successives, on trouvera

3C"=± h xu
fT’32 *

2^

32 2J

etc., etc.,
x,n, x", etc., désignant les distances succes-
sives des centres de gravité des pyramides à la
base. Or, ces distances diminuent sans cesse, et
deviennent plus petites que toute grandeur
donnée, puisqu’elles sont toujours moindres

x' y

OC'"X

4 ’X

et substituant dans l’équation précédente,
trouverait

on

1x— 7.h.4
Ce qui nous ferait voirque, dans toute pyra-mide triangulaire, le centredegravitéest élevé
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Il résulte de là que la distance du centre de

ÉLÉMENS208
que les hauteurs des pyramides dans lesquelles
011 les considère. On aura donc en substituant
successivement dans la première équation, à la
place de x , cc\ x'n, etc., leurs valeurs,

gravitéd’une pyramide triangulaire à un plan
situé d’une manière quelconque dans l’espace,
est égale à la moyenne distance de ses quatre
angles au même plan.

Lamêmepropriété appartientaussi au prisme
triangulaire.

** v
J 1

1 /3"J"elc.) ,as4*
ut . .. r)d’où l’on tire

Remarque générale. J

il lao
160. Pour déterminer le centre de gravité

d’un polyèdre , il n’est pas toujours nécessaire
de le décomposer en pyramides triangulaires;
il se présente souvent des simplifications dont
il faut profiter.

Par exemple, on trouvera le centre de gra-
vité d’un prisme quelconque à bases parallèles,
en prenant le centre de gravité de la section
parallèle aux bases, menée entre elles à égales
distances; ou bien , en prenant le milieu de la
ligne qui joint les centres de gravité de ces
deux bases.

vmrx — y h -4
ce qu’il fallait démontrer.

Remarque.

Soient quatre masses égales dont les centres
de gravitésoient placés aux quatre anglesd’une
pyramide triangulaire : le centre de gravité de
ces quatre corps est le même que celui de la
pyramide.

Car, pour trouver celui des quatre corps , il
n’y aurait qu’à prendre d’abord le centre de
gravité de trois quelconques d’entre eux, lequel
est au centre de gravité de la face même aux
angles de laquelle ils sont placés ( i54)> et joi-
gnant ensuite le centre de gravité du quatrième
corps à ce point, il faudrait diviser cette droite
à partir de la face, en raison réciproque de
3 à' 1 : or, cette construction donne aussi le
centre de gravité de la pyramide.

f -.oltiiiogimî Ji r>n

ni 'ioq < nqCette proposition est si facile à démontrer
directement , ou à déduire de ce que nous
avons dit sur le prisme triangulaire, qu’il est
inutile de s’y arrêter. 1 '11. ' Î O ; >11

161. Si l’on considère un cylindre quel-conque à bases parallèles comme un prisme
l 4
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sont proportionnels à ces sections, il s’ensuit
que le centre de gravité du système de
pyramides est le même que celui de tous les
triangles, ou du polygone qui résulte de leur
assemblage.

Mais, si l’on tire une ligne droite du sommet
au centre de gravi té de ce polygone, cettedroite
ira passer au centre de gravité de la base, et

coupée par le plan du polygone aux trois
quarts de sa longueur en parlant du sommet,
ou au quart , en partant de la base.

i65. Donc, le centre de gravité dune pjra-
mide à basequelcojuiue , est sur la ligne menée
du sommet au centre de gravité de la base
quart de cette ligne en partant de la base
aux trois quarts en partant du sommet.

164. En considérant le cône
ramide dont la base est un polygone d’une in-

voit que le centre de gravité
d’un cône a base quelconque est
qui joint le sommet au centre de gravité de la
base , au quart de cette ligne à partir de la base,

trois quarts à partir du sommet du

2112 f o

dont la base est un polygone d’une infinité de
côtés , il résulte de ce que nous venons de dire
que le centre de gravité de ce cylindre est au
milieu de la droite qui joint les centres de gra-
vité de ses deux bases.

ces

162. On a pu voir précédemment que le
centre de gravité d’une pyramide triangulaire,
est le même que le centre de gravité de la sec-
tion parallèle à la base , menée au quart de la
hauteur du somnlet.

sera

Cette propriété s’étend à une pyramide quel-
conque; car si l’on partage la base en triangles
par des diagonales, et que l’on conduise des
planspar ces lignes et par le somme! , on décom-
posera la pyramide proposée en autant de py-
ramides triangulaires qu’ilyra de triangles dans
labase.Toutes ces pyramides auront une même
hauteur , qui est celle de la proposée , et par
conséquent leurs solidités respectives
proportionnelles à leurs bases ou h des sections
parallèles faites à même hauteur. Donc, si l’on

ces pyramides par un plan paral-

^ au
, ou

comme une py-
finité de côtés, onseront

la lignesur

coupe toutes
lèle au plan de leurs bases , mené au quart de
la hauteur du sommet commun , puisque leurs 1

centres de gravité respectifs sont les mêmes
que ceux des sections triangulaires correspon-

dantes, et que leurs solidités (ou leurs poids )

ou au
cône.

Centre de gravitédu tronc de pyramide.
i65. On voit d’abord que le centre de gra-

1 /1
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vite d un tronc de pyramide est sur la lignequi
joint les centres de gravité de ses deux bases :
car supposez rétablie la pyramide entière dont
on a retranché une pyramide semblable , par
une section parallèle à la base, pour former le
tronc dont il s'agit. Comme la ligne qui va du
sommet au centre de gravité de l’une des bases
passe au centre de gravité de l’autre , il s’en-
suit que cette ligne passe à la fois par les
centres de gravité des deux pyramides sem-
blables, et par conséquent par celui du tronc
qui en est la différence. Ainsi il ne reste qu’à
trouver la distance de ce point à hune ou à
l’autre base , ou , si l’on veut , le rapport de
ces deux distances.

Or , soit x la distance de ce centre à la base
inférieure , et nommons H et h les hauteurs
des deux pyramides semblables. Si l’on repré-
sente par H3 le volume ou le poidsde la grande
pyramide, h3 sera le poids de la petite , et
H3— h3 celui du tronc : et les trois momens
de ces poids par rapport à la base inférieure
seront Hs . H3(|+ H — à) et ( H3 — h3 ) x .

Donc, en égalant le premier de ces momens à
la somme des deux autres, on aura, pour dé-
termi ner x , l'équation

DE STATIQUE,

dont le premier membre est divisible une fois,
et le second deux fois , par (H— h ) , qui est la
hauteur du tronc.

Si l’on cherche de même la distance y du
centre de gravité à la base supérieure, ou si
Ion observe simplement que y est composée
de H — h diminuée de x ,
quation :

2 l S

on trouvera l’é-
i / i4(H3 — h3 ) y =h 4H3h+ SH*,

dont le premier membre est divisible de même
par H — h, et le second par (II — h)“ .

Comparant donc ces deux équations , et sup-
primant les facteurs communs, on aura , pour
le rapportcherché,x : jr :: Ha -(- 2HÂ+3À*: h*

+ sÂH -f- 5H*: ou bien , comme dans les
pyramides ou les cônes semblables , les bases
sont proportionnelles aux carrés des hauteurs;
si I on met pour Ha et Aa les deux bases B et b
du tronc, et par conséquent pour H/z une base
V/ Bb moyenne géométrique . entre les deux ,
on aura la proportion :
* — ar' iO3 1- ïQ . . ' i n . / ) • i *, * > i î ( » . . t ) I I - .* I

x : jy :: B+ 2|/ B£+36 : £ «f 2 i/ B6-j-3B;
d’où résulte ce théorème :

Le centre de gravité d’un tronc de cône
de pyramide est sur la ligne <jui va du, centre
de gravité de l’une des bases au centir de gra-

ou
4(H3 — h3 )x=H*— 4h3 H +3A*,

u
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Si lune des bases b est nulle , on a pour la
distance x du centre à l’autre base B, 3x— y:
et en effet le tronc dont il s agit devient alors
une pyramide ou un cône, dont le centre est
trois fois plus près de la base que du sommet.

On pourrait multiplier les exemples, mais
ce que nous avons dit suffit pour l’objet que
nous nous sommes proposé. Nous terminerons
ce chapitre par quelques propriétés remarqua-
bles des centres de gravité.

ÉLÉMENS2l4
vité de Vautre; et il coupe cette ligne dans le
rapport des deux sommes qu'on trouve , en pre-
nant d'un coté:une fois la première base > deux
fois la moyenne géométrique entre celle-ci et la
seconde, et trois fois la seconde ; et d'un autre
côté y dans l'ordre inverse y une fois la seconde
base y deux foisla moyenney et trois fois la pre-
miere.

Au reste, on voit qu’il n’est pas nécessaire ici
de mesurer ces bases ( dont la quadrature pour-
rait être longue, ou même assez difficile dansle
cas d’une base courbe ) , mais qu’il suffit d’avoir
trois quantités qui leur soient proportionnelles,
et par conséquent de prendre dans les deux
bases semblables du tronc proposé , deux lignes
homologues A et a, de faire les carrés Aft et a%

7

elle rectangle A a qui sera moyen géométrique
entre eux.

On peut remarquer que , dans la proportion
précédente , le rapport de x à y ne dépend
point de la hauteur du tronc , mais unique-
ment du rapport des bases , et que , par consé-
quent , il est le même pour tous les troncs pos-
sibles de bases proportionnelles.

Si les deux bases du tronc sont égales, la
proportion donne x— y ; et en effet le solide
devient alors un prisme ou un cylindre dont le
centre est1 également éloigné des deux bases.

Propriétés générales du centre de

gravité.
1.

166. Lorsque des forces P , Q , R, S, etc.
( fig. 43), dirigées comme on voudra dans Fes- Fig. 43.
pace, se font équilibre autour d’un même point
A , on sait que ces forces, estimées suivant une
droite quelconque AX passant par ce point ,
doivent aussi se faire équilibre.

Donc, si ces forces sont représentées par les
parties AP , AQ, AR, AS, etc., de leurs direc-
tions, la somme de leurs projections Ap, Aq,Ar}

As y etc., sur l’axe AX, doit être égale à zéro,
en comptant comme positives les projections
qui tombent d’un même côte du point A , et
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comme négatives celles qui tombent de l’autre
côté. Mais, si l’on menait par le point A
plan MN perpendiculaire a AX, les projec-
tions Apy Aq , Ar , etc., exprimeraient les dis-
tances des extrémités des forces au plan MN;
donc, puisque leursomme est nulle, la moyenne
distance de ces points
nulle. 1 “

Donc, lorsque tant de forcés que Von voudra
sont en équilibre sur un point, ce point est
le centre de gravité de corps ou points massijs
égaux qui seraient placés aux extrémités des
lignes qui représentent les forces en grandeurs
et en directions.

Et réciproquement , si Von considère un as-
semblagequelconque de masseségales , et quon
mene de leurs différens centres , des lignes au
centre de gravité du système > il est visible que
des forces représentées en grandeurs et en di-
rections par ces lignes ^ se feraient équilibre
entre elles.

DE STATIQUE,

libre sur un point , ce point est le centre de
gravité du triangle formé par les droites qui
joindraient les extrémités des lignes qui repré-
sentent ces forces en grandeurs et en direc-
tions ; car le centre de gravité du triangle est
le même que celui de trois corps égaux dont
les centres seraient placés aux

Et de même , si quatre forces sont en équi-
libre autour d’un point , ce point est le centre
de gravité de la pyramide triangulaire formée
par les six droites qui joignent les extrémités
des lignes qui représentent les quatre forces en
grandeurs et en directions.

Et réciproquement, il y a équilibre entre
trois forcesexprimées par les distances des trois
angles d’un triangle quelconque , au centre de
gravité de ce triangle; et de même , entre
quatre forces représentées par les distances des
quatre coins d’une pyramide triangulaire quel-
conque, au centre de gravité de cette pyra-
mide.

Mais voici une conséquence plus générale :
si l’on suppose que toutes les molécules égales
d’un corps de figure quelconque soient atti-
rées vers un même point par des forces pro-
portionnelles à leurs distances à ce point , et
qu’il y ait équilibre, ce point sera nécessaire-
ment le centre de gravité du corps.

217

un

trois angles.plan MN est aussiau
ire

Car la moyenne distance des extrémités de
ces forces a un plan quelconque passant par le
centre de gravité , serait nulle; la somme de
ces forces estimées suivant un axe quelconque
passant par ce point serait donc nulle aussi , et
par conséquent il y aurait équilibre.

On voit par la que si trois forces sont en équi-
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Et réciproquement , si le point vers lequel
toutes les molécules sont attirées proportion-
nellement à leurs distances , est le centre de
gravité du corps, il y aura équilibre , et le
corps ne pourra prendre aucun mouvement en
vertu de ces attractions.

C’est le cas de la terre supposée sphérique
et homogène : car , dans la loi de Newton , si
une molécule située au dehors du globe est
attirée en raison inverse du carrée de sa dis-
tance au centre, on trouve que , dans l’inté-
rieur , chaque molécule pèse vers le centre en
raison de la simple distance. Ainsi toutes les
forces de la gravité se font équilibre autour
du centre de la terre.

Au reste , je ne donne ce corollaire que
comme le résultat mathématique d’une simple
hypothèse , et non pas comme une preuve de
l’équilibre de la terre en vertu des différons
poids de toutes ses parties; car il est manifeste
que cel équilibre a lieu dans la nature, mais par
une autre raison générale qui ne dépend ni de
la proportion ni de la direction des forces de la
gravité. Et en effet, si le poids de chaque parti-
cule de la terre vient de l’attraction que toutes
les autres exercent sur elle; comme, entre deux
particules égales, l’action est nécessairement
égale et réciproque, il s’ensuit que le poids de
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chaque particule est la résultante d’une infi-
nité de forces dont chacune a son égale et con-
traire dans le système, et que par conséquent
toutes ces résultantes ou tous ces poids doivent
se faire équilibre entre eux, quelles que soient
d’ailleurs et la forme et la constitution de notre
globe, et même la loi d’attraction qui pourrait
exister entre les parties de la matière.

II.
Désignons par M+ i le nombre des forces

P, Q, R, S, etc., qui se font équilibre autour
du point A, et considérons toujours lesM-f-1

cofps ou points massifs égaux placés aux ex-
trémités des lignes qui représentent ces forces.

Le point A étant le centre de gravité de tous
ces corps, il est clair que si la ligne PA, qui
va de l’un d’eux au point A est prolongée d’une
quantité AG égale à la Mc partie de sa lon-
gueur, le point G sera le centre de gravité des
M autres corps. Mais toutes lesforces P, Q, R,
S, etc., étant en équilibre, l’une d’elles P est
égale et directement opposéeà la résultante des
M autres Q, R, S, etc. Donc on aces théorèmes:

i °. La résultante de M forces représentées
par autant de lignes qui partent d'un même
point A est dirigée de ce point vers le centre de
gravité G de M corps égaux quon supposerait
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2°. Si Von considère M corps égaux disposés
entre eux comme on voudra, leur centre de
gravité G peut se trouver en menant de ces
corps autant de lignes à un point quelconque A
de Vespace , composant entre elles toutes ces
lignes à la manière des forces, et prenant à
partir du point A ^ la Me partie de la ligne ré-
sultante.

Si l’on suppose que le point A change de
position dans l’espace , les forces représentées
par les lignes qui vont des corps à ce point
changeront de grandeurs et de directions; niais
les résultantes de ces divers groupes de forces
concourantes ne cesseront pas de passer par le
même point G : et il est évident que la même
chose , aurait lieu si , le point A restant fixe ,
on faisait varier d une manière quelconque la
position du système.

Donc ce point G, qui dans les corps pesans
est le centre des forces égales et parallèles que
l’on suppose venir de la gravité, est aussi le
centre de forces qui seraient convergentes vers
un point quelconque A de l'espace, et propor-
tionnelles aux distances des molécules à ce
point. , j , ...

Si donc le centre de gravité d’un corps est
fixe , le corps soumis à de telles forces conver-
gentes sera en équilibre dans toutes les situa-

221
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placés aux extrémités de ces lignes; et la
grandeur de cette résultante est représentée par
M fois la distance AG du point dapplication
de ces forces à ce commun centre de gravité.

On peut conclure de là que , si les molécules
égales d’un corps ou système de figure quel-
conque s'attirent en raison de leurs distances
mutuelles, chaque molécule du corps pèse vers
le centre de gravité en raison de sa distance à
ce centre. Car, en représentant les forces d’at-
traction par les distances mêmes qui séparent
les M points égaux du système , il en résulte
pour chacun d’eux une attraction totale , re-
présentée par M— 1 fois sa distance au centre
de gravité des M — i autres , ou, ce qui est la
même chose, par M fois sa distance au centre
de gravité des M points qui composent le sys-
tème entier.

On voit encore que , dans cette loi d attrac-
tion , des corps de figure quelconque agiraient
exactement les uns sur les autres comme si
leurs masses étaient réduites à des points , et se
trouvaient, pour ainsi dire, concentrées dans
leurs propres centres de gravité; ce qui, dans
la loi de Newton, ne peut avoir lieu que pour
de9 sphères homogènes, ou pour des corps com-
posés , de dilférentes couches sphériques dont
chacune serait d’une densité uniforme.
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lionsqu’on voudra lui donner autour de ce point
fixe. Ainsi, comme au dedans de la terre sup-
posée sphérique et homogène, les molécules
pèsent vers le centre en raison des simples dis-
tances, ils’ensuit que. dans l’intérieur du globe,
si un corps estsoutenu par son centrede gravité,
il restera en équilibre autour de ce point dans
toutes les situations. Mais il n’en sera plus de
même au-dessus du globe, où l’attraction de-
vient réciproque au carré de la distance; et si
le corps, par exemple, est un cylindre droit
soutenu par le milieu de son axe, il ne pourra
être en équilibre que dans la position où
cet axe est horizontal , ou perpendiculaire à
l’horizon.

Comme, dans la nature , les forces de la gra-
vité ne sont, ni exactement parallèles, ni exac-
tement convergentes, ni dans les rapports précis
qu’ori vient de dire , on voit qu’à la rigueur il
n’y a point dans un corps pesant de vrai centre
degravité, je veux dire, de point unique autour
duquel les forces de la gravité se contrc-ba-
lancent pour toutes les situations possibles du
corps. Mais dans les corpsde peu d’étendue que
nous considérons sur la terre, le point que
nous avons déterminé jouit à très peu près de
cette propriété, et l’erreur est insensible.
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III.

Tout ce qu’on vient de dire de plusieurs
points massifs égaux et des forces représentées
par leurs distances à un même point de l’es-
pace, s’applique naturellement à un système de
points ou corps inégaux , dont les masses se-
raient 772, m' y m9

y etc.; car il suffî t de considérer
chacun de ces corps , tel que 772, comme un
groupe de m points égaux , et de prendre pour
la force appliquée à ce corps, m fois la dis-
tance de son centre au point dont il s’agit.

Ainsi, en nommant r, r7, r7, etc., les dis-
tances des centres des corps m , m!, 772", etc. ,
à ce point ou foyer commun A, et faisant
772+ 722' + m!' + etc. =M, on peut dire que
le centre de gravité G de tous ces corps se
trouve sur la direction de la résultante des
forces rar9 mV, 772V', etc. , et à la Me partie de
la ligne qui la représente.

Nommons R cette distance du centre G au
point A : x, Y, z les trois coordonnées rectangles
de G par rapport au même point; et soient de
même x, jr9 z; xr, ÿu z'; etc., les coordonnées
de 772, m' y etc. Les forces mx } mjy mzy m'xf y

m'ÿ y m' z' ; etc. , seront les composantes des
forces 772/’, ni r' } etc.; et Mx, MY , Mz celles de
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la résultante MR. On aura donc DE STATIQUE. 225

?jnm' [xx -j-j- j'-j-zz' ) d’uneautre manière.Car
si l’on désigne par et la distance de m à ni ,Mx=mx+m!x'-j-m!'x" ,

MY=:mj + mlf + ,
Mz — mz -̂ r tn' z' + in" z" +etc.

Faisant les carrés , ajoutant , et observant
i x*+Y a4- z a= R a ,
^a+Ja+2a= / *a ,

etc.,

on a
et»={x — x j — (r — / )* + ( z — 2')*,

et par conséquent,
i ( xx' +rf + zz' ) = + r' a

1— ;
on a de même, en nommant /3 la distance de

\ Um a m ,

qu’on a

i( xxe -j- zz" ) = /’ -f- r"% — /3* f

et ainsi des autres. En substituant ces valeurs,
on aura cette nouvelle expression de la résul-
tante MR ,

* 1 I f 0 * ' • * t m , • f • »

MaRa = m*r* -f- m'ar 2 -f- 77z"V/a + etc.
4- r,a — ct% ) -f - etc.
-f- mm" y-\-r"* — /3a) -f- etc.
+ etc.

» . (

on trouvera
M*R ®=m%r%+ +etc.

+2min ( xx'+jf +zz' )-f-etc.
-f-2mx\xx"-\-yy"~\-zz" )+etc.

+etc.
: •,! i J K l\ fin :llOJ 1 . (Of JO IltJOq • > • 1.

Au lieu du terme 2mm'(xx1-\-yy'-̂ -zz' ), on
pourrait mettre , comme on l’a vu n° n3, le
terme 2inr.mr' .cosq>; (p étant l’inclinaison mu-
tuelle des deux lignes ret r' : et ainsi des autres;
d’où l’on tire en passant ce théorème connu:

Le carré de la résultante de tant de forces
qu’on voudra appliquées sur un point est égale
à la somme des carrés de ces forces , et des
doubles produits quon peut faire en les multi-
pliant ,deux à deux , l’une par Vautre et par
le cosinus de leur inclinaison mutuelle.

On peut encore transformer chaque terme

. i ;T.nr

Or, dans le second membre de cette équation,
r* est multiplié par ni1 -f- mm -f- mm" -f- etc.— -f-m" etc.)=mM; le carré r'*
est multiplié de même par m'M, etc. ; donc
enfin , en réduisant,
remarquable :

,M R

on aura cette équation

— M f (mra) — f (etmm'* ),
où le signe f (mra) indique la somme des- . - Pro-duitsdes masses par les carrés des distances deleurscentres point A ; et le signe f (inm! u%)au

15
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Quant à cette valeur minimum de / ( m/a ),
voit , par l’équation ci-dessus où l’on fait

R=O , qu elle est égale à la somme des pro-
duits qu’on peut faire en prenant les niasses

deux à deux , les multipliant l’une par l’autre
et par le carré de leur distance mutuelle , et
divisant le tout par la masse entière du sys-
tème; ce qui donne un second théorème qui
peut être utile dans plusieurs occasions.

Si le point A , en variant de position , reste
toujours sur une sphère décrite autour du
centre de gravité du système , R est constante ,
et par conséquent f ( mr* ) ne change point ,
quoiqueles distances individuelles r,r', r", etc.,
varient par ce déplacement du point A ; et il
en serait de même si le point A restant fixe , le
système tournait d’une manière quelconque
autour de son centre G.

Le centre de gravité d'un système jouit donc
encore de cette, propriété , que si VonJait tour-
ner comme on voudra le système autour de ce
centre y la somme des produits des masses par
les carrés de leurs distances a un point fixe
quelconque reste toujours la même.

Si l’on suppose, comme nous l’avions fait
d’abord, que toutes les masses m , mr , m* , etc.,
soient égales entre elles et à l’unité, M en
marque le nombre, et l’équation précédente

i 5. .
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la somme de leurs produits deux a deux par
lescarrés des distances mutuelles de ces centres.

Par cette formule, qui ne contient plus que
les distances mutuelles des corps , et leurs dis-
tances à un point quelconque A de l’espace ,
on peut trouver à quelledistance R de ce point
A est situé le centre de gravité G du système;
de sorte qu’en cherchant ainsi cette distance
par rapport a trois points donnés ? on aurait
la position du point G dans l’espace.

Si le point A change de position , les dis-
tances R et r, r , r", etc., varient; mais les dis-
tances mutuelles a , /2 , y , etc. , des différens
corps ne changent point par hypothèse, et le
terme f Çmm' ct*') est constant : donc , puisque
l’équation précédente nous donne

on

G

M f ( mrft) == f ( mm'ct 1l )'-\- M*R 2 ,

il s’ensuit que le point A de l’espace pour lequel
/(mr2) a la plus petite valeur, est celui pour
lequel on a R = o , et que par conséquent ce
point est le centre de gravité G du système.

Ainsi le centre de gravité d'un système de
corps jouit de cette propriété, que La somme des
produits des masses par les carrés des dis-
tances de leurs centres respectifs à ce point ,
èst un minimum, c'est-à-dire est plus petite
que pour tout autre point de l'espace.

I
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des carrés de leurs distances au centresomme
de gravité demeurerait aussi constante , et ré-M/(r*)=/(<**) +MaR%

formule plus simple , et qu’on appliquerait
également à tous les systèmes possibles, en
imaginant que les différens corps y soient tous
divisés en parties égales.

Dans le cas de R =0 , on a Mf (fi )= f aa) ,
d’où Ton tire ce théorème de Géométrie :

La somme des carrés des distances mutuelles
de M points égaux y est égale à M fois la somme
des carrés de leurs distances à leur commun
centre de gravité.

On voit par là que la somme des carrés des
six arêtes d’une pyramide triangulaire est égale
à quatre fois la somme des carrés des dis-
tances des sommets au centre de gravité de la
pyramide; car ce centre est le même que ce-
lui de quatre corps égaux placés à ces som-
mets; etc., etc.

Dansce qui précède , on n’a considéré qu’ün
système invariable dé figuré, c’est-à-dire dont
les points sont liés de manière qu’aucune de
leurs distances mutuelles ne puisse changer.
Mais on voit encore ici que , si la figure du
système était variable suivant cette condi-
tion que la somme des carrés des distances mu-
tuelles des différens points fût constante , la

ciproquement.
Mais je passe à d'autres propriétés descentres

de gravité.
IV.

167. Soit une courbe plane quelconque ABC
(fig. 44) 9 tourne autour d’un axe PZ situé Fig. 44.
dans son plan, de manière que tous les points
de la courbe demeurent toujours aux mêmes
distances de cet axe ; cette courbe engendre une
surface que l’on nomme surface de révolution.

Pour en déterminer l’aire , on peut remar-
quer que chaque élément ds de la courbe gé-
nératrice produit une surface de cône tronqué
dont l’aire est égale au côté ds multiplié par
la circonférence du cercle que décrit
lieu ,
l’axe PZ. : .

Donc, si l’on suppose tous cesélémenségaux,
la surface entière sera égale à leur somme mul-
tipliée par la circonférence moyenne entre
celles que décrivent tous leurs centres de gra-
vité.

Mais cette moyenne circonférence a pour
rayon la moyenne distance de tous ces points
à l’axe de révolution, ou bien (140) la distance

\

son mi-
ou son centre de gravité / , autour de

1
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Eu effet , si l’on considère un rectangle bcde
(fig. 45) qui tourne autour de l’axe PZ parai- Fig. 45.
lèle à l’un de ses côtés be , il est clair que leso-
lide engendré par ce rectangle est égal à la dif-
férence de deux cylindres de même hauteur cd,
et dont l’un a pour rayon la distance ca du
côté cd, à l’axe fixe ; et l’autre, la distance ba
du côté be , au même axe. Ce solide est donc

— a a

exprimé par (<ZERAC — Grab )cd , en nommant
le rapport de la circonférence au diamètre. Si
l’on met ca — cb , à la place de ab , l’expression

a

précédente devient <zzr ( 2ac x bc — bc ) cd , ou
bc X cd X 2'ZirÇac — c’e s t-à-d i r e égaleau

^3i
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du centre de gravité de la courbe au même axe;
donc on peut dire:

Que L'aire d’une surface de révolution est
égale à la longueur de la génératrice, multi-
pliée par la circonférence que décrit son centre
de gravitéautour de l’axe de révolution.

On voit de la même manière que si plusieurs
courbes situées dans le même plan tournent
autour d’un axe situé dans ce plan , la somme
des surfaces engendrées est égale à la somme
des génératrices , multipliée par la circonfé-
rence que décrit le centre de gravité de leur
système.

Mais il faut observer que, lorsque la géné-
ratrice ou les génératrices ne sont pas situées
en entier d’un même côté de l’axe, l’expression
précédente ne donne plus que la somme des
aires engendrées par les parties qui sont d’un
côté de cet axe, moins la somme des aires
engendrées par les parties qui sont de l’autre
côté.

s3o

V

rectangle bcde , multiplié par la circonférence
décrite d’un rayon moyen entre les rayons ca
et ba ,ou bien égale à la distance du centre de
gravité du parallélogramme à l’axe de révo-
lution.

Donc, si l’on conçoit la section génératrice
ZMN comme partagée en une infinité de petits
regtancles égaux , on pourra dire que le solide
total engendré est égal à la somme de tous ces
rectangles, ou à l’aire de la section ZMN , mul-
tipliée par la circonférence moyenne entre
toutes cellesque décrivent leurs centresde gra-
vité autour de l’axe. Mais cette moyenne cir-
conférence a pour rayon la moyenne distance

}

A 1 Il£ j US I/O

On peut appliquer aussi la théorie des centres
de gravité à la cubature des solides de révolu-
tion. Et il n’est pas difficile de voir que le vo-
lume d’un solide de révolution est égal à l’aille
de la section génératrice ,multipliée par la cir-
conf érence que décrit son centre de gravité au-
tour de l’axe fixe.

r

i iu i iDur.
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de tous ces points au même axe, ou la distance
du centre de gravite à cet axe; donc, etc.

On pourrait voir encore , par un raisonne-
ment à peu près semblable au precedent , que,
si une surface plane terminée par une courbe
quelconque, se meut dans l’espace, de manière
que son plan soit toujours ( au même point )
perpendiculaire à une courbe quelconque à
double courbure, le solide engendré est égal
a l’aire de la surface génératrice multipliée par
la longueur de la courbe que parcourt son
centre de gravité.

Mais nous ne nous arrêterons pas à démon-
trer cette proposition , que Ton pourrait déduire
aussi bien que les précédentes des formules
connues pour les centres de gravité. Nous ne
ferons même aucune application particulière
de cette théorieaux surfaces et aux solides dont
on a immédiatement la mesure en Géométrie.,
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r CHAPITRE IV.

DES MACHINES.

168. On définit ordinairement les machines,
des inslrumens destinés à transmettre l’action
des forces.

Sous ce point de vue général , tous les corps
de la nature sont des machines, parce qu’ils
sont propres à transmettre l’action des forces
quileursont appliquées. Mais lorsque des forces
réagissent les unes sur les autres par l’intermède
d’un corps ou système parfaitement libre , il
est impossible qu’elles se fassent équilibre , à
moins qu'elles ne remplissent les conditions
que nous avons établies précédemment : or ,
au moyen des machines proprement dites , on
peut mettre en équilibredes forces quelconques
qui ne satisfont pas a ces conditions; et par
conséquent, pour mieux caractériser les ma-
chines , et les distinguer des autres corps , on
pourrait les définir des instrumens propres à
mettre en équilibre des forces de grandeurs et
de directions quelconques.

Mais, en suivant cette idée , si des forces inca-

\

Notre seul but était de montrer ce rapproche-
ment remarquable de considérations qui pa-
raissent d’abord étrangères entre elles, mais qui
s’enchaînent comme toutes les questions sou-
mises aux Mathématiques, et se fondent, pour
ainsi dire, les unes dans les autres, lorsqu’on
écarte un instant et les idées et les noms que
l’objet particulier de chaque question nous rap-
pelle.
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pables de se faireéquilibresur un
ment libre

235DE STATIQUE,

qu elle 11esert , en quelquesorte ,qu’à détourner

reffort de la plus grande, et à le faire passer
avec le sien propre combiné, vers un obstacle

corps entière-
peuvent néanmoins se faire équi-libre sur une machine, il faut donc en conclureque les corps qui forment les machines ne sontpas entièrement libres, mais sont gênés par desobstaclesqui les empêchent d’obéir

ment que les forces tendent à leur imprimer ,
et leur imprimeraient réellement , s'ils étaient
libres. Ainsi l’on est conduit naturellement à
cette définition générale des machines, savoir,
que les machines ne sont autre chose que des
corps ousystèmes gênés dans leurs mouvernens
par des obstacles quelconques.

pas difficile de comprendre, d’après
cela, comment des forces de grandeurs quel-
conques peuvent se faire équilibre sur de tels
corps; car il n’est plus nécessaire que les forces
résultantes soient nulles d’elles-mêmes, mais il
suffit qu elles se dirigent vers les obstacles qui
les détruisent par leurs résistances. Ainsi , à
l’aide d’un

invincible.
Au fond, lorsqu’on fait équilibre à une puis-

, onsance quelconque, à l’aide d’une machine
ploie réellement plus de force qu’en appli-

quant directement
à celle qu’on veut détruire, si l’on compte la

une force. Mais

au mouve-
em

force égale et contraireune

résistance de l’obstacle pour
ces résistances qui proviennentdes obs-comme

tacles sont par elles-mêmes incapables de pro-
duire du mouvement , et ne peuventservir qu’à

11 n’est
ledétruire, nous n’en tenons pas compte, parce
que nous ne dépensons réellement que la force
appliquée.Au reste, dans la théorie de 1équili-
bre des machines, rien n’empêche de considé-

les obstacles comme tenant lieu de forces„rer
égales et contraires à celles qu'ils détruisent
actuellement ; et si l’on conçoit qu’on ait ainsi
substitué à la place de ces obstacles des forces
qui représentent leurs résistances actuelles,
ce n’est plus entre les seules forces appliquées

qu’il y a équilibre, mais entre les forces appli-
quées et les résistances; de manière que les lois
de l’équilibre des machines deviennent les
mêmes que celles de l’équilibre des corps par-
faitement libres.

corps solide qui s’appuierait , par
exemple, contre un point fixe , une force mé-
diocre ferait équilibre à une très grande force,
si elle était disposée à l’égard de celle-ci de
manière que leur résultante commune fût di-
rigée vers le point fixe : d’où l’on voit que la
plus petite force seule
la plus grande , ce qui serait impossible, mais

fait pas équilibre àne

1
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Comme on n’a d’abord considéré cette der-
nière

236 ÉLÉMENS
Cest d’après cette considération machine que par rapport aux corps pesans

qu’on retient en équilibre sur des plans inclinés
à l’horizon , on lui a donné et elle a gardé le

que nousavons trouvé à la fin du second chapitre leslois de l’équilibre de corps assujettis à diversesconditions particulières. Ceux qui auront lucet article verront
nom de plan incliné.

Nous parlerons successivement de ces trois
machines , et de quelques-unes qui s’y rap-
portent , dont l’usage est le plus fréquent. Nous
ferons abstraction des diverses circonstances

sur 1équilibré,

que nous aurions peu dechose à y ajouter ici , et qu’il renferme de lamanière la plus générale la théorie de l’équi-libre des trois machines simples auxquelles on
peut aisément ramener toutes lesautres; mais,
en faveur de ceux qui veulent étudier les
chines d’une manière plus élémentaire,
allons entrer dans les détails convenables.

physiques qui peuvent influer
telles que le frottement des corps les
les autres, et la raideur des cordes au moyen
desquelles les forces transmettent leur action
auxdivers points de la machine. Ainsi l’on sup-
posera que l’action de chaque force se transmet— suivant l’axe de la corde à laquelle elle est ap-
pliquée , de manièreque l’on pourra considérer
les cordes comme des fils parfaitement flexibles
et inextensibles. On verra facilement dansquels

uns surma-
nous

169. Nous réduirons les machines simples à
trois principales, que l’on peut considérer , si
l’on veut , dans l’ordre suivant, eu égard à la
nature de l’obstacle qui gêne le mouvement du
corps: le levier ,le tour> et le plan incliné.

Dans la première machine, l’obstacle est
point fixe autour duquel le corps a la liberté
de tourner en tous sens.

Dans la seconde, l’obstacle est une droitefixe
autourde laquelle tous les pointsdu corps n’ont
que la liberté de tourner dans des plans paral-lèles entre eux.

Dans la troisième , l’obstacle est un plan iné-branlable contre lequel le corps s’appuie , e*sur lequel il a la liberté de glisser.

/. cas et comment on doit avoir égard aux dia-
mètres des cordes. Au reste , nous parlerons

sortes d’instrumens qu’on a

un

plus loin de ces
mis au
machines funiculaires. Ce que nous en avons
dit ici suffit pour notre objet.

rang des machines , et qu’on nomme
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maisappliquéesen F; 2°. deux couples (P,— P),
(Q,— Q), dont les bras de levier sont FH et FI.

Or , la résultante des deux forces P' et Q' est
toujours détruite par la résistance du point
d’appui , si Ion suppose le levier invariable-
ment lié à ce point , de manière qu’il ne puisse
prendre qu’un mouvement de rotation autour
de lui. Mais le couple résultant des deux cou-
ples (P, — P ) et (Q, — Q ) ne peut jamais être
détruit par ce point fixe (76), et par consé-
quent il faut , pour l’équilibre , que ce couple
résultant soit nul de lui-même, ou que les
deux couples composans (P, — P) et (Q, — Q )
soient équivalons et contraires. Ces deux cou-
ples doivent donc se trouver dans des plans
parallèles , et par conséquent dans le même
plan , puisque leurs plans se rencontrent déjà
au point F. En second lieu , leurs momens
P X FH, Q X FI doivent être égaux , et ils
doivent tendre à faire tourner en sens con-
traires.

Donc pour Véquilibre du lev ier i l est né-
cessaire et il suffit : i °. que les deux forces
P et Q qui le sollicitent soient dans un même
plan avec Vappui ; 20. que leurs momens par
rapport à ce point soient égaux; 3°. quelles
tendent a faire tourner en sens contraires.

A l’égalité des momens P X FH= Q x Fl ,

2.39
DU LEVIER.

170. Soient deux forces quelconques P et Q
Fig- 46- (fig. 46) , appliquées immédiatement ou sui-

vant des cordons, aux deux points A et B d’un
levier AFB de figure quelconque; soit F le point
fixe , autour duquel le levier a la liberté de
tourner , et qu’on nomme ordinairement le
point d'appui : on demande les conditions de
l’équilibre , en faisant d’abord abstraction de la
pesanteur du levier.

Du point F j’abaisse sur les directions des
deux forces P et Q deux perpendiculaires FH,
FI, qui rencontrent ces directions , prolongées
s’il est nécessaire , en H et I; et regardant ces
deux points comme invariablement liés aux
points A et B, je suppose que les deux forces
P et Q y agissent immédiatement.

Cela posé , j’applique au point F deux forces %

contraires, P' et — P, égales et parallèles a P;
et , au même point F, deux autres forces con-
traires Q'et — Q, égales et parallèles à Q. Il est
clair que le levier reste toujours dans le même
état. Mais on peut considérer actuellement,
au lieu des deux forces primitives P et Q,
i °. deux forces P' et Q' respectivement égales
et parallèles à ces forces, et de même sens,

JL
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on peut substituer la proportion P:Q::FI:FH,
qui exprime que les forces P et Q doivent être
en raison réciproque de leurs distances au point

DE STATIQUE.

Comme les forces P' et Q' sont parfaitement
égales et parallèles aux forces respectives P et
Q, et de même sens, les trois côtés et les
trois angles du triangle FRQ', ou du triangle
FRP\ représentent les six choses que Ion
peut considérer dans le levier, savoir : les deux
forces P et Q, la charge R de l’appui , et les in-
clinaisons mutuelles des directions de ces trois
forces.

Donc , si Ion connaî t trois quelconques de
ces six choses, pourvu qu’il y entre la gran-
deur de l’une des forces P, Q , R ,
trouver les trois autres , de la même manière
que l’on résoudrait le triangle FRQ'.

24 »

d’appui.

De la charge du point d'appui.

171. Dans le cas de l’équilibre, l’appui n’est
pressé que par les deux forces P' et Q' qui y
sont immédiatement appliquées; car les deux
couples ( P, — P), ( Q — Q ) étant en équilibre
d’eux-mêmes , c’est-à-dire même en suppo-
sant que le levier 11e soit pas soutenu , il est
clair qu’ils ne peuvent nullement charger le
point fixe.

Ainsi , la pression qu’éprouve le point d’ap-
pui est absolument la même que si les deux
forces P et Q s’ j transportaient parallèlement
à elles -mêmes> sans changer de grandeur ni
de sens.

172. Si l’on achève sur les côtés FP% FQ'
qui représentent les forces P' et Q', le paral-
lélogramme FQ'RP', la diagonale FR repré-
sentera donc la charge R de l’appui ; et par
conséquent , si la résistance de cet appui n’est
pas indéfinie , on pourra juger de quelle résis-
tance il doit être capable, pour n’être . pas
entraîné par l’action des forces P et Q qui sol-
licitent le levier.

1 '

on pourra

_
17^. Observons que tout ce que nous avons

dit a lieu , quelles que soient ta figure du le-
vier et les dispositions mutuelles des forces P
et Q , et du point d’appui.

Si les forces P et Q (fig. 47) «ont parallèles,
on peut mener du point fixe une perpendicu-
laire commune III sur leurs directions, et ces
deux forces devrout être en raison réciproque
des parties FII et FI , comprises entre leurs di-
rections et l’appui.

Fa charge de ce point sera égale à la somme
des forces P+Q, ou à leur différence P— Q,
selon qu’elles seront toutes deux de même

16
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sens ( fig. 46 ), ou de sens contraires ( fig. 47 ).

Lorsque le levier est droit , les parties HP
et FI sont proportionnelles aux parties AF et
BF, qui sont les distances des points d’appli-
cation des forces au point d’appui , distances
comptées sur le levier lui-même, et que l’on
nomme proprement les bras de levier; et
par conséquent , dans l’équilibre du levier
droit , les forces sont réciproques a leurs bras
de levier.

DE STATIQUE.
Enfin, si la puissance tombe entre le point

d’appui et la résistance, on aura le levier de
la troisième espèce (fig. 49); où la puissance Fig. 49*

a toujours du désavantage.
Mais ces différens leviers reviennent tous

au même sous le rapport de l’équilibre. De
quelque manière que la puissance et la résis-
tance soient disposées entre elles et à l’égard
du point d’appui , si on les transporte toutes
deux parallèlement à elles-mêmes en ce point ,
il faut toujours que les deux couples qui en
naissent soient équivalons et contraires: ainsi
les distinctions précédentes sont inutiles dans
la théorie, et ne peuvent servir que dans le
discours.

243

174. Si l’on veut considérer l’une des deux
forces P et Q, la force P, par exemple , comme
celle qui tend à donner le mouvement à la
machine , et que l’on nommera la puissance,
et l’autre force Q, comme l’effort qu’il faut
vaincre , et que l’on nommera la résistance ,

pourra distinguer plusieurs espèces de le-
viers , suivant la place qu’occupe le point d’ap-
pui F, relativement à ces deux forces.

Si l’appui tombe entre la puissance et la ré-
sistance, on aura le levier de la première espèce

Fig. 4*. (fig. 47) > où la puissance a d’autant plus d’avan-
tage, que son bras de levier AF est plus long.

Si l’appui laisse la résistance Q entre lui et
la puissance P, on aura le levier de la seconde

Fip. 48.'espèce (fig. 48), où la puissance a toujours de
l’avantage.

175. Supposons actuellement que le levier
soit sollicité par un nombre quelconque de
puissances P, Q,R, etc. (fig. 5o), toutessituées Fig.
dans un même plan avec le point d’appui F. En
abaissant de ce point des perpendiculaires FH,
FI, FK , etc., sur leurs directions , et consi-
dérant chaque force P comme transformée
une autre égale , parallèle et de même sens,
appliquée en F, et en un couple (P, — P) qui
a pour bras de levier la distance FH de cette
force au point fixe , 011 verra ,comme ci-dessus
que la résultante de toutes les forces transpor

16..

on

en
'
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tées sur le point fixe est toujours détruite par
sa résistance; mais que le couple résultant
doit être nul de lui-même pour l'équilibre,
comme si la verge était parfaitement libre :
d’où l’on conclura que la somme des momens
PxFH, QxFI, PixFK, etc., doit être égale
à zéro , en comptant comme positifs tous les
momens des forces qui tendent à faire tour-
ner dans un sens, et comme négatifs, les mo-
mens qui tendent a faire tourner dans le sens
contraire.

On trouvera aussi que la charge du point
d’appui est absolument la même que si toutes
les forces s’étaient transportées parallèlement à
elles-mêmes en ce point , sans changer degran-
deur ni de sens.

DE STATIQUE,

d’appui , soit nulle d’elle-même à legard de
chacun de ces axes (65).

Sur quoi l’on peut observer que les trois
axes peuvent être menés d’une manière quel-
conque par le point fixe , pourvu qu’ils 11e
soient pas dans un même plan; car les trois
équations précédentes n’assureraient pas alors
l’équilibre du corps.

Puisque les couples qui naissent des forces
transportées au point fixe doivent être en équi-
libre d’eux-mêmes, il s’ensuit que les forces
appliquées aux divers points du levier doivent
se réduire aux mêmes forces, mais réunies
parallèlement à elles-mêmes au point d’ap-
pui ; et par conséquent on peut exprimer la
loi générale de l’équilibre du levier , en di-
sant que les forces appliquées doivent avoir
une résultante unique qui passe par le point
fixe : pro:position qui paraî t assez évidente
d’elle-même, et dont on part ordinairement
comme d’un axiome, pour arriver aux condi-
tions précédentes ( i 16— 118).

2459.44

176. Si les forces P, Q , R , etc., agissaient
dans des plans différens, on verrait de la
même manière qu’en transportant toutes ces
forces parallèlement à elles-mêmes au point
fixe, tous les couples qui en proviennent doi-
vent donner un couple résultant nul de lui-
même , ou doivent être en équilibre entre eux.

Mais pour exprimer cette condition, il faut
ici trois équations qui expriment que la somme
des momens des forces , estimés par rapport à
Dois axes qui se croisent dans l’espace au point

177. Jusqu’ici nous avons fait abstraction
de la pesanteur du levier. Si l’on veut y avoir
égard , il faudra considérer le poids de la verge
comme une nouvelle force appliquée en son
centre de gravité , suivant une direction verti-
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fixe; et tous les points d’une même section
plane qui est faite perpendiculairement à Taxe,
et dont il résulte un cercle dans le cylindre ,
soit dans le même cas que s’ils tournaient au-
tour du centre de ce cercle.

A la vérité, dans la disposition précédente,
le levier n’a point la liberté de pirouetter en
tous sens autour du point fixe; mais lorsque les
forces qu’on y suppose appliquées sont toutes
dans un plan perpendiculaire à l’axe autour du-

* quel il peut tourner , les lois de l’équilibre y
sont parfaitement les mêmes. Au reste on pour-
rait pénétrer la verge par une sphère fixe qui
la touchât au moins en quatre points, de ma-
nière que ces quatre points fussent comme les
points de contact d’une pyramide circonscrite
à sa surface: le levier alors en tournant autour
de cette sphère pourrait être considéré comme
s’il tournait autour de son centre.

Mais le plus souvent , le levier ne fait que
poser sur l’appui fixe, comme on le voit fig. 46,
47, 48- Alors les conditions données plus haut
ne suffisent plus pour l’équilibre , abstraction
faitedu frottement. Il faut, non-seulement que
les forces appliquées aient une résultante uni-
que qui passe au point d’appui , mais encore
que la direction de cette résultantesoit normale
â la surface de contact du levier avec l’appui :

ÉLÉMENS
cale; et l’on combinera cette force avec les
autres, d’après ce que nous avons dit ci-des-
sus, comme si le levier était sans pesanteur.
Ainsi l’on voit que, daus le cas, par exemple ,
où toutes les forces et la direction du poids
du levier se trouvent dans un même plan avec
l’appui , c’est la somme de tous les momens ,
en y comprenant celui du poids, qui doit être
égale à zéro pour l’équilibre.

Donc, si l’on veut employer un levier dont
le poids n’entre pour rien dans l’équilibre des
forces , ou n’aura qu’à le placer de telle sorte,
que la verticale abaissée de son centre de gra-
vité tombe au point d’appui: alors le moment
du poids étant nul de lui-même, on n’aura
plus à considérer que les momens des forces
appliquées.

a46 247
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178. On a supposé que le point F du levier
était arrêté dans tous les sens, de manière que
le levier ne pût avoir aucun mouvement de
rotation autour de lui: pour se procurer un
tel point au-dedans d’un corps, on le traverse
ordinairement par un essieu ou cylindre in-
flexible, d’un diamètre quelconque; et lorsque
le corps tourne autour de ce cylindre, il est
absolument dans le même cas que s’il tournait
autour de son axe considéré comme une ligue
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car si elle tombe obliquement sur le plan tan-
gent à cette surface, on pourra la décomposer
en deux autres, l’une perpendiculaire, et l’autre
parallèle à ce plan. La première sera détruite;
mais la seconde obtiendra son effet , et fera *

glisser le levier sur l’appui , comme on le verra
à l’article du plan incliné.

248 ^49DE STATIQUE,

tombe dans la verticale menée par le point
d’appui.

C’est ce que l’on vérifie sur-le-champ, en
examinant si la balance est en équilibre d’elle-
même, c’est-à-dire lorsque les bassins sont
vides; et si cela n’a pas lieu , on rectifie aisé-
ment la balance à cet égard , en attachant à
Lun des bassins ou des bras de levier un poids
convenable qui rétablisse l’équilibre.

Il faut , en second lieu , que le point d’appui
divise le levier ou le fléau en deux parties par-
faitement égales; et cette seconde condition est
la plus importante.

Pour voir si elle a lieu , on n’a qu’à mettre
deux corps en équilibre dans les bassins, et les
changer ensuite de place. Si les bras de levier
sont égaux, l’équilibre doit subsister encore;
car , les poids qui se sont fait équilibre sont
égaux aussi , et il doit être indifférent de les
changer de bassins.

Mais si les bras de levier sont inégaux, l’équi-
libre sera détruit; car les poids qui se sont fait
équilibre sont en raison inverse de ces bras de
levier:or , en les changeant de place, le plus
grand poids agira à l’extrémité du brasde levier
le plus long, et par cette double raison entraî-
nera nécessairement l’autre.

La balance alors sera fausse , et l’on ne pourra

De la Balance.

17g. La balance ordinaire est un levier du
premier genre , aux extrémités duquel sont sus-
pendus par des cordons deux bassins destinés
à recevoir les corps dont 011 veut comparer les
poids. On dispose ordinairement cette machine
de manière que son centre de gravité passe par

Fig 5i . la verticale menée par le point d’appui F (fig.5 i )
et que les bras du levier FA et FB soient par-
faitement égaux : alors on est sûr que deux
corps graves qui se font équilibre dans les bas-
sins ont des poids parfaitement égaux , et par
conséquent renferment des quantités égales de
matière. Ainsi , en prenant le poids d’un corps
pour unité, on évaluera les masses respectives
des différens corps en cherchant à combien
d’unités de poids ils font équilibre.

Pour qu’une balance soit juste, il faut donc,
en premier lieu , que son centre de gravité
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la rectifier qu’en changeant le point d’appui ou
le point de suspension de l’un des bassins.

On pourra néanmoins s’en servir, et con-
naître par deux épreuves le poids véritable du
corps.

Car , soient P le poids inconnu du corps, x
et j r les deux bras de la balance; et supposons
que le poids P, placé dans le bassin qui ré-
pond au premier bras de levier «r, fasse équi-
libre à un poids connu A placé dans l’autre
bassin , on aura

251DE STATIQUE.

De la Romaine.
180. La balance romaine est aussi un levier

droit du premier genre, mais dont les bras FA,
FB ( fîg. 52 ) sont inégaux.

A l’extrémité A du bras le plus court , on
suspend le corps dont on veut trouver le poids
Q • on l’attache par un crochet, ou bien on le
pose dans un bassin qui est suspendu librement

point A, comme dans la balance ordinaire.
Sur l’autre bras FB de la romaine est un poids
connup , mobile au moyen d'un anneau le

^long de ce bras; de sorte qu’en le faisant glisser
à une distance convenable FI de l’appui F, il
fait équilibre au poids du corps qui agit de
l’autre côté.

Si donc, à chaque pointI du bras FB, on
marquait en nombres le rapport des deux
forces Q et p qui se font équilibre, on aurait
un instrument fort commode pour peser les
différens corps, à l’aide d’un même poids p qui
servirait d’unité. Il suffirait, dans chaque cas ,
de chercher le point I où il faut amener le
poids mobile p pour contre-balancer le poids
Q, et l’on trouverait marqué en ce point le
rapport de Q à p , ce qui est précisément le
poids cherché du corps.

Fig. 5a.

* au

Væ — Ay.
Mettons actuellement le poids P dans le bas-

sin qui répond au bras de levier y y et suppo-
sons qu’il fasse équilibre à un poids connu B
placé dans l’autre, on aura

Pj-=Bx.
Multipliant ces deux équations membre à

membre, il vient

Pa= AB, d’où P — \/ AB ;

c’est-h-dire que le poids du corps est moyen
proportionnel géométrique entre les deux poids
auxquels il fait alternativement équilibre dans
les deux bassins de la balance.
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Lorsque la romaine est tellement construite,

que le centre de gravite de toute la machine ,
c’est-à-dire du fléau et du bassin , tombe pré-
cisément sur le point d’appui F', la loi de l’é-
quilibre entre les deux forces appliquées est la *

même que si le levier AC était sans pesanteur ;
ainsi le rapport de Q à p est égal à celui des
deux bras FI et FA , et dans ce cas il est bien
facile de construire une romaine , c’est-à-dire
d’en marquer les différentes divisions.

Mais si le centre de gravité de la machine
tombe à droite ou à gauche de l’appui, le rap-
port de Q à p n est plus celui des bras de levier
IF et AF; il doit être augmenté ou diminué
d’une certaine quantité qui dépend du poids
V de la machine, et de la distance de ce poids
V à l’appui : ainsi les divisions de la romaine
doivent être changées. Mais on sent , par ce
que je viens de dire, que ces divisions seront
encore distribuées de la même manière;seule-
ment le point de départ , c’est-à-dire le point
où l’on doit compter zéro pour le poids Q, ne
sera plus en F sur l’appui , mais il devra être

Fig. 53. avancé ou reculé en 0 ( fig. 55 ), d’une cer-
taine quantité FO, qu’il est bien facile de dé^

terminer.

2.52

centre de gravité de la romaine, on peut en
exactement les divisions de la nia-marquer

suivante , que la théorie des couples rendniere

la plus naturelle et la plus facile à retenir.
d’abord le bassin vide, ou leJe suppose

poids Q nul , et je fais avancer le poids mobile
p jusqu’en
gauche ou à droite de l’appui, mais qui est
tel , que le fléau AB devienne horizontal. Dans
cet état , le centre de gravité de tout le sys-

y comprenant le poids mobile p ,
point F, et le poids de toute la ma-

point 0, qui se peut trouver àun

terne , en
passe au
chine est détruit. C’est donc au point 0 qu’il
faudra marquer zéro, puisque alors le poids Q
est tout-à-fait nul.\

Actuellement , je suppose que, dans le bassin
vide on mçtte un poids p — p ; il est clair que

si l ’on éloi—l’équilibre sera rompu , mais que
gne le poids mobile d’une quantité convenable
l’équilibre sera
on ajoute au
cher ce qu’on doit ajouter
pour maintenir l’équilibre. Or, qu’on imagine
la force p' transportée parallèlement à elle-
même du point A au

détruite, et il ne restera qu’un couple
sur FA = r, et dont le

rétabli. Ainsi , quand d’un côté
poids, de l’autre côté il faut cher-

au bras de levier

point d’appui F , elle y
sera

appliqué
moment est p'r. Ainsi le poids // qu’on met1 8 1. Mais sans connaître ni le poids ni le
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dans le bassin vide ajoute de ce côté de la ro-maine un couple ou moment pr : il faut donc
ajouter de l’autre côté un couple égal et con-
traire (— />> +/?) qui ait un même bras* de
levier r. Or, qu’on place ce couple, ce qui est
permis, sur la ligne OH=r: alors la force— p détruit son égale et contraire y? , et il ne
reste que+y?, qui n’est en quelque sorte que
le poids mobile p qu’on aurait éloigné de la
quantité OH=r. On voit donc que pour chaq
poids p qu’on ajouterait dans le bassin , il fau-
drait éloigner le poids mobile de la longueur
constante r du petit bras de la romaine; et si
l’on ajoutait une fraction quelconque de p, il
est évident, par la même démonstration , qu’il
faudrait éloigner le poids mobile d’une même
fraction de r.

Donc , à partir du point 0 déterminé ci»

dessus , il faudra porter des parties égales à r ,
et marquer en ces points de division , o,
2, 3, 4 ? 5, etc. Et si l’on veut marquer des
fractions intermédiaires, desdixièmes, des cen-
tièmes , par exemple, on aura un instrument
qui pourra servir pour évaluer le poids des
corps à ces décimales près du poids connu p.

On voit que la balance romaine peut être
utile an beaucoup de rencontres où la balance
ordinaire ne serait d’aucun usage, puisque

DE STATIQUE.a54
celle-ci exige différons poids pour peser les dif-
férens corps , tandis que la romaine n’en exige
qu’un seul.

Elle a encore cet avantage , que le point
d’appui ou de suspension y est moins fatigué
par la charge
pèse; car , dansla balance ordinaire, cette pres-
sion est double du poids du corps, ou 2Q; au
lieu que dans la romaine elle est simplement
Q-j-p, ou seulement Q, c’est-à-dire la moi-
tié de la précédente , si l’on veut regarder le
poids p comme faisant lui-même partie du
poids total de la machine.

On peut varier cette balance de différentes.

rendant mobile , au lieu du poids

la pression des corps que l’onou

ue

\
maniérés, en

le poids Q du corps qu’il s’agit de peser ,
bien le point de suspension du fléau AB,

ce qui donnerait lieu à différentes construc-
tions; mais le principe en est toujours le même,
et il est inutile de s’y arrêter.

P >
ou

i ,

Du Peson.
182.On peut encore , pour évaluer les poids,

employer un levier coudé ACB (fig. 54), mo- Fig. 54-
bile autour du point fixe C, et dont les bras CA,
CB font entre eux un angle droit ACB; et c’est
cette espèee de balance qu’on appelle le peson.
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Je suppose, pour plus de simplicité , que le

bras CB, au bout duquel le corps est suspendu,
soit continué de l'autre côté de l’appui d’une
longueur égale CB' ; de manière que le centre
de gravité de cette branche BB' tombe préci-
sément au point C qui en est le milieu. Alors le
poids du bras CB se trouve détruit dans toutes
les positions du levier coudé autour du point
fixe , et l’on peut se dispenser d’y avoir égard.
Mais pour l’autre bras CA, son propre poids
contribuera , avec celui qu’on pourrait y atta-
cher d’ailleurs , à contre-balancer le poids du
corps. Le plus souvent même, ce bras ou cette
aiguille est d’une matière assez pesante pour
que la force p qui en résulte en son centre de
gravité G fasse toute seule l’office du contre-
poids. Au reste, je supposerai que p représente
le poids total de l’aiguille et des corps qui
pourraient y être attachés , et que le commun
centre de gravité soit en G , à la distance CG
de l’appui.

Cela posé , le peson étant libre, l’aiguille
CA tombant dans la verticale CO , et le bras
CB étant horizontal , je suspends en B un
corps dont le poids est Q : le bras CB s’a-
baisse vers la verticale , et l’autre CA s’élève;
ainsi la distance BH de la force Q à l’appui
diminue, et la distance GI de l’autre force p

DE STATIQUE,

au même point , augmente; de sorte que le
levier coudé, pour se mettre en équilibre ,
doit prendre une position où les momens
Q x BH et p X GI soient égaux de part et
d’autre.

Or, soient <p l’angle ACO que fait l’aiguille
avec la verticale, R la distance CG de son
centre de gravité à l’appui , et r la longueur
du bras CB où le corps est suspendu. Comme
on a GI=R sin (p, et BH= r cos (p, l’équation
de l’équilibre devient p. R sin cp=Q. r cos (p ;
ce qui donne

256

d’où il résulte (puisque les trois quantités p, R
et r demeurent invariables) que la tangente de
l’inclinaison (p de l’aiguille croît précisément
en proportion du poids Q du corps.

Si donc on adapte au peson un quart de
cercle COAM, qui représente le secteur que
l’aiguille peut parcourir depuis la verticale
CO jusqu’à l’horizontale CM, il est bien fa-
cile de marquer aux différens points de cet
arc les nombres qui répondent aux différens
poids.

En effet , qu’on mène la tangente indéfinie
OT, et qu’on suspende d’abord en B le poids
que l’on veut prendre pour 1’unité, ce poids

tang (p =
\

'7
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fera monter l’aiguille d’un certain arc OA ; et
la direction de cette aiguille étant prolongée
jusqu’à sa rencontre en a , avec la ligne OT,
la partie 0a représentera la tangente de cet
arc qui répond à l’unité de poids. Ainsi , il n’y
aura qu’à porter sur la ligne OT , à partir du
point O, des parties égales à Oa , et par les
points de division, tirant désalignés au centre C,
on aura sur le quart de cercle les points cor-
respondans où il faudra marquer les nombres
o, T , 2 , 5 , 4 , etc. Et si l’on veut subdiviser
chaque partie de OT en fractions , on aura par
la même construction les points de l’arc où il
faut marquer les mêmes fractions du poids que
l’on a pris pour l'imité.

DE STATIQUE.

lui-même n’augmente que par degrés inégaux
qui diminuent sans cesse ; et les divisions su-
périeures du peson deviennent de moins en
moins sensibles pour les mêmes accroissemens
de poids. Par conséquent , si l’on veut que la
machine marque plus nettement ces diffé-
r jaces , il ne faut pas que le poids de l’aiguille
soit trop petit. Aussi , pour peser de lourds
fardeaux, on charge l’aiguille d’un certain
poids, ce qui lui permet de rester dans la par-
tie moyenne du quart de cercle, où les inéga-
lités de poids sont marquées d’une manière

* plus sensible.

269258

De la Poulie.

184. L’équilibre de la poulie se rapporte
naturellement à celui du levier.

i85. Quelque petit que soit le poids p de
l’aiguille ; on voit par la proportion Q: p
R tang <P *. r , que ce poids p suffit toujours
pour contre-balancer un poids Q aussi grand
qu’on le voudra : car la tangente de p peut
devenir plus grande que toute quantité donnée.
Ainsi , le peson est d’un usage bien plus étendu
que la romaine, et sous un petit appareil, celte
machine peut servir à peser les corps les plus
considérables.

Mais si la tangente de l’arc p augmente par
degrés égaux avec le poids Q du corps, l’arc

••••
La poulie est une roue circulaire ABK

(fig. 55), mobile dans
d’un axe

une chape CN, autour Fig. 55,

C. Une partie AB de sa circonfé-
enveloppée par une corde PABQrence est

dont les deux extrémités sont tirées par deux
forces P et Q. Si l’on mène les deux r
CA et CB aux deux points extrêmes de contact,

peut regarder les deux forces P et Q
appliquées aux extrémités d’un levier coudé
ACB, dont les deux bras sont parfaitement

rayons

on comme

l 7 •a
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égaux ; et par conséquent il faut, pourl’équi-
libre , que les deux forces P et Q soient parfai-
tement égales.

Pour la charge du centre C de la poulie,
elle est la même (171) que si les deux forces
P et Q s’y transportaient parallèlement à leurs
directions , en P' et Q'. Ainsi, en achevant
sur les deux lignes CP' et CQ', qui représen-
tent leurs grandeurs , le losange P'CQ'R, la
diagonale CR représentera la charge R du
point C.

Mais si l’on joint AB, on formera un trian-
gle isoscèle ACB, semblable au triangle P'CR ,
et par conséquent l’on aura

261DE STATIQUE.

poulie ne sera point troublé , et le cordon de-
meurera toujours tendu de la même manière.

La puissance Q sera donc à la force qui
retient le centre de la poulie, dans le même
rapport que ci-dessus.

Ainsi , en considérant un poids P attaché
a la chape CN par un cordon dirigé vers le
centre de la poulie, on aurait : la puissance
Q, qui tend à faire monter le poids, est à ce
poids comme le rayon de la poulie est à la

, sous-tendante de Tare embrassé par la corde.
Lorsque l’arc est égal au tiers de la demi-

circonférence , la sous-tendante AB est égale
au rayon , et la puissance est égale à la résis-
tance. >

Lorsque les deux parties de la corde sont
parallèles , da sous-tendante AB (fig. 57) est Fig- $7*

double du rayon , et la puissance n’est que
la moitié de la résistance. C’est le cas le plus
favorable à la puissance , puisque le diamètre
est la plus grande corde du cercle.

P' ou P : R AC: AB.••••

C’est-à-dire que Vune des deux forces P et
Q appliquées à la corde , est à la charge que
supporte Vaxe de la poulie comme le rayon
de la poulie est à la sous-tendante de Varc
embrassé par la corde.

180. Supposons que l’axe , au lieu d’être
fixe, soit retenu par une force égale et con-
traire à la pression qu’il éprouve , et que l’ex-
trémité du cordon AF (fig. 56) , au lieu d’être
tirée par la force P, soit invariablement at~

' tachée à un point fixe F; l’équilibre de la

DU TOUR.'

186. Le tour en général est , comme nous
l’avons dit , un corps solide de figure quelcon-
que, qui n’a que la liberté de tourner autour
d’un axe fixe.

Fig. 56.

;
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lui communique le mouvement, les condi-
tions de l’équilibre y sont toujours les memes.
Ainsi nous la considérerons , pour plus de
simplicité , sous le premier aspect. Nous sup-
poserons que l’axe AB du cylindre soit hori-
zontal , et par conséquent , le plan de la roue
vertical ; que la puissance P agisse suivant une
direction tangente en un point donné C à la
circonférence de la roue , et que la résistance
Q agisse dans un plan parallèle à celui de la
roue , suivant une direction verticale tangente
à la surface du cylindre, ou plutôt a la circon-
férence de la section circulaire DIÜ faite dans
ce cylindre au point D de contact.

Il s’agit de déterminer d’abord le rapport
de la puissance à la résistance dans le cas de
l’équilibre, et en second lieu les pressions
qu’éprouvent les appuis F et II qui soutiennent
les tourillons.

Soit B le centre de la roue, A celui de la
section DIO. Menez les rayons CB et DA qui
seront perpendiculaires aux forces respectives
P et Q.

Je transporte la force Q parallèlement à
elle-même du point D au point A. Il en naît
une force Q' égale , parallèle à Q et de même
sens , appliquée en A, et un couple (Q, — Q)
qui a pour bras de levier le rayon 1)A du cy-

263ÉLÉMENS
Mais ce que l’on nomme tour ou treuil dans

les arts est un cylindre aux bases duquel on
adapte ordinairement deux autres cylindres de
même axe , mais d’un diamètre plus petit , et
que Ton nomme tourillons.

%
Ces tourillons re-

Fig, 58. posent sur deux appuis fixes F et Iî (fig. 58) ,
et le cylindre , en tournant sur ces tourillons ,
est absolument dans le même cas que s’il tour-
nait autour de son axe considéré comme une
ligne fixe.

La résistance que l’on se propose de vaincre,
ou le poids Q que l’on veut élever , est ap-
pliquée à une corde qui s’enroule autour du
cylindre, tandis qu’une puissance P le fait
tourner , soit en agissant par une corde CP
tangentiellement à une roue (CB) perpendi-
culaire à l’axe de ce cylindre et solidement
liée avec lui , soit en agissant à l’extrémité
d’une barre qui traverse le cylindre a angle
droit , soit au moyen d’une manivelle , etc. , etc.

Les dénominations du tour varient suivant
l’objet auquel on le destine et suivant sa po-
sition. On le nomme ordinairement tour ou
treuil lorsque l’axe du cylindre est horizonlal,
et cabestan lorsque l’axe est vertical et qu’on
se sert de barres pour y appliquer la puissance.

' Mais quels que soient l’objet et la position de
cette machine , et de quelque manière qu ’on

262
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lindre. Je transporte de même la puissance
P de C en B; il en naît une force P' égale, pa-
rallèle et de même sens, appliquée en B, et
un couple (P, — P) qui a pour bras de levier
le rayon CB de la roue.

Les deux forces P' et Q', étant appliquées
aux deux points A et B qui appartiennent à
l’axe fixe du cylindre , sont évidemment dé-
truites par sa résistance.

Mais les deux couples (P, — P) et (Q, — Q)
doivent se faire équilibre d’eux-mêmes; car,
si l’on transporte , pour plus de clarté, le cou-
ple (Q, — Q) dans le plan du couple (P, — P),
ce qui est permis, on voit que ces deux cou-
ples se composent en un seul qui ne peut ja-
mais être en équilibre autour du centre B de
la roue. Le couple résultant doit donc être
nul de lui-même, et par conséquent les deux

• couples contraires ( P, — P ) et ( Q , — Q )
doivent être équivalens. Ainsi, leurs momens
PxCB et QxDA doivent être égaux , et l’on a
P:Q::DA:CB.

C’est-à-dire

Des pressions exercées sur les appuis.

187. Les deux couples (P, — P) et (Q — Q)
étant en équilibre d’eux-mêmes, il n’y a que
les deux forces P' et Q' qui puissent charger
l’axe fixe, et par conséquent les appuis: d’où
l’on voit d’abord que la pression exercée par les
forces P et Q appliquées au treuil est absolu-
ment la meme que si ces forces étaient trans-
portées sur l’axe, parallèlement à elles-mêmes ,
dans leurs plans perpendiculaires à cet axe.

Pour obtenir les pressions individuelles des
appuis F et H, on décomposera la force Q' en
deux autres parallèles q et q' ,appliquées aux
points respectifs F et H ; et de même la force
P' en deux autres parallèles p et p1 , appliquées
aux mêmes points. La résultante des deux
forces p et q exprimera en grandeur et en di-
rection la pression de l’appui F, et la résul-
tante des deux forces p' et q' celle de l’appui H.

Nous avons fait abstraction de la pesanteur
du treuil. Ordinairement le corps de cette ma-
chine est symétrique par rapporta l’axe fixe, et
son centre de gravité tombe sur l’un des points
de l’axe lui-même. Alors le poids du treuil ne
trouble point la proportion établie ci-dessus
entre la puissanceet la résistance, mais il change

f
que, pour l’équilibre du tour,

il faut que la puissance soit à la résistance
comme le rajon du cylindre est
lu roue. rayon deau
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les pressions exercées sur les appuis. Pour con-
naî tre les valeurs réelles de ces pressions, on
considérera tout le poids du treuil comme une
force verticale V appliquée en son centre de
gravité G; et si l’on décompose cette force
deux autres parallèles g et g' , appliquées
points F et H, la résultante des trois forces p >
q et g exprimera la charge réelle de l’appui F,
et la résultante des trois forces p' , q' et g7 , celle
de l’appui H; de sorte que l’on saura de quelles
résistances les deux points d’appui doivent être
au moins capables, pour n’être pas entraînés
par les efforts combinés des deux forces P
et Q, et du poids V de la machine.
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de la corde DQ, est au rayon de la roue aug-
menté du rayon de la corde CP.

Si les rayons des cordes DQ et CP sont pro-
portionnels aux rayons du cylindre et de la
roue , cette proportion revient à la première ,
comme si les cordes étaient des fils infiniment
petits , appliqués tangentiellement à la roue et
au cylindre.

en
aux

189. Si l’on veut considérer actuellement
un tour sollicité par tant de forces que Ion vou-
dra. situées dans des plans perpendiculaires à
l’axe , on verra , comme ci-dessus, qu’en trans-
formant chaque force en une autre égale , pa-
rallèle et de même sens, appliquée sur l’axe,
et en un couple qui aura pour bras de levier la
distance de la force à l’axe , toutes les forces

188. On a supposé que les cordes DQ, CP
étaient infiniment déliées; mais les cordes sont
ordinairementd’undiamètre fini, ce qui change
sensiblement le rapport que nous avons établi
entre la puissance et la résistance. En effet , les
forces P et Q, que l’on peut regarder
agissant suivant les axes des cordons, ont leurs
bras de levier respectifs augmentés des demi-
diamètres de ces cordons. On n’a donc pas
alors: la puissance est à la résistance comme
le rayon du cylindre est au rayon de la roue ;
mais bien , la puissance P est à la résistance Q
comme le rayon du cylindreaugmentédu rayon

transportées sur l’axe seront toujours détruites
par sa résistance , mais que tous les couples
devront se réduire à un couple nul de lui-même
pour l’équilibre. Or , tous ces couples étant
dans des plans parallèles , le couple résultant
sera égal à leur somme, et par conséquent il
faudra, pour l’équilibre, que la somme des

des forces par rapport à l’axe soit

comme

mornens
égale à zéro, en prenant avec des signes con-
traires les momens des forces qui tendent à
faire tourner en sens contraires.
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Pour les pressions exercées sur Yaxe fixe ,
elles serontévidemment les mêmes quesi toutes
les forces appliquées s y étaient transportées
parallèlement à elles-mêmes, sans sortir de
leurs plans perpendiculaires a cette ligne.

Lorsque les forces appliquées au treuil sont
dirigées dans des plans quelconques , on peut
décomposer chacune d’elles en deux autres,
l’une parallèle , l’autre perpendiculaire à la di-
rection de l’axe fixe. Mais les forces parallèles
étant transportées dans l’axe, leur résultante
est détruite par la résistance longitudinale de
cet axe , et leur couple résultant , qui passe par
le même axe, est détruit parsa résistance trans-
versale. Il ne reste donc a considérer, pour
l’équilibre du treuil , que le groupe des forces
qui sont situées dans des plans perpendiculaires
a l’axe fixe ; ce qui revient au cas précédent.

Ainsi , en nommant P, P', P", etc., les forces
appliquées; Cù, <2/ , u> ’, etc., leurs inclinaisons
sur Taxe, etp , p\ p" 9 etc., leurs plus courtes
distances à cette droite, on aura , pour 1équi-
libré, l’équation
Ppsin ct) -\-Y'pf sin a/+P"//'sin a/'+etc.=0,
ce qui est la condition exprimée au n° 120.

Quant à l’axe du treuil , il sera pressé , i °. par
lescomposantesPsin 00 , P'sin 00 y P"sin co"y etc.,

268
20. par la résul-transportées sur cet axe;

tante des forces parallèles P cos œ , P' cos œ ' ,
P" cos Où ', etc. , qui tend a entraîner le treuil
dans le sens de sa longueur; et 5°. enfin , par
le couple résultant de ces dernières compo-
santes, ce qui revient a deux forces égales per-
pendiculaires a l’axe, et qui le poussent
sens contraires.

en

DU PLAN INCLINE.
igo. Lorsqu’un point est pressé contre un

plan inébranlable et inflexible, par une force
normale à ce plan , il est clair que ce point doit
rester en équilibre; car il n’y a pas de raison
pour qu’il se meuve dans le plan , d’un côté
plutôt que de l’autre, puisque toutes les di-
rections qu’il pourrait prendre font un même
angle droit avec la direction de la force; et
d’ailleurs il ne peut se mouvoir a travers le plan
qui est supposé parfaitement inflexible.

Réciproquement , le point dont il s’agit ne
pourra être en équilibre, à moins que la force
qui le presse ne soit normale au plan d’appui ;
car, si elle y était inclinée , cette force pour-
rait se décomposer en deux autres, l’une per-
pendiculaire au plan et l’autre située dans ce
plan. La première serait détruite ; mais la se-
conde obtiendrait son effet , car il est visible

t
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équilibré , à moins que toutes les forces P,
Q, R , etc., qui lui sont appliquées, ne soient
en équilibre avec une force unique N, qui se-
rait normale à ce plan au
présenterait sa résistance actuelle. Donc, pour
l'équilibre d'un corps qui s'appuie par ,

point contre un plan,il faut , i°. que toutes les
jorces appliquées aient
2°. que
normale au plan; 5°. quelle passe au point de
contact.

ÉLÉMENS 2 0 1270
qu elle ne pourrait être altérée par la présence
du plan le long duquel elle tend a s’exercer.
Ainsi il n’y aurait pas équilibre.

On peut dire la même chose d’un point qui
s’appuie sur une surface courbe, et le consi-

point 0, et qui re-
un seuldérer comme s’il reposait sur le plan tangent

mené à la surface par ce point même. 11 faut
donc, pour l’équilibre, que la direction de la
force qui le presse soit normale à ce plan , au
point de contact; et voilà pourquoi dans l’équi-
libre du levier qui ne fait que poser sur l’ap-
pui , il faut non-seulement que la résultante
des forces y passe, mais encore qu’elle soit per-
pendiculaire à l’élément de contact du levier
et de cet appui.

résultante unique ;une
la direction de cette résultante soit

On voit que ces trois conditions reviennent
à celles qu’on a données plus haut pour l’équi-
libredu levier qui ne fait que poser sur l’appui.
Nous aurions pu les trouver par le même rai-
sonnement et les exprimer de la même ma-

disant que toutes les forces appli-191. On voit donc , d’après ce que l’on vient
de dire, que lorsqu’un corps est tenu en équi-
libre contre un plan inébranlable , ce plan ne
peut détruire que des forces dont les directions
lui sont normales aux différons points de con-
tact, et que par conséquent sa résistance ne
peut faire naître que de telles forces en sens
contraires.

Donc, si un corps de figurequelconque , sol-
licité pardes forces quelconques P, Q, R , etc.,

Fig. 5(>. (fig* 59), ne s’appuie contre un plan que par
seul point 0, il ne pourra demeurer en

niere , en
quées, étant transportées parallèlement à elles-
mêmes au point de contact , doivent y donner
une résultante normale au plan , et que tous les
couples engendrés doivent donner un couple
résultant nul de lui-même.

192. .Lorsque le corps touche le plan par
plusieurs points A , B, C, D, etc. (fig. 60), cha- Fig. 60.

cun des points de contact fait naî tre une résis-
tance normale au plan en ce point; mais toutes
ces résistances , étant parallèles et de mêmeun
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se composent toujours en une seule ,

dont la direction tombe nécessairement dans
l’intérieur du polygone formé par tous les ap-
puis A, B, C, D, etc. Les forces appliquées doi-
vent donc être en équilibre avec cette force
unique, et par conséquent, lorsqu’un corps
s’appuie contre un plan par plusieurs points,il
faut ,pour Véquilibre ,que lesforces appliquées
puissent se réduire à uneseule ,normaleau plan,
et dont la direction tombe dans l’intérieur du
polygone formé par tous les points de contact.

On voit par là que si le corps repose par
une surface finie, la résultante doit rencontrer
le plan en l’un quelconque des points de cette
surface.

272 DE STATIQUE. 273
ontrer la ligne AB; on aura pour la pression p

AB : BO; et pour la pres-
AB:AO; d’où l’on

sens,
du point A, N: p
sion q du point B, N’.q
voit que la résultante ou la pression totale N
étant représentée par la distance AB des deux
appuis, les deux pressions individuelles de
points sont représentées réciproquement par
leurs distances à la pression totale.

Si le corps repose par trois points A , B, C
(fig. 62) , la résultante N des forces appliquées Fig. 62.

. doit passer en quelque point 0 dans l’intérieur
du triangle ABC (192). Si de l’un des angles, de
l’angle A, par exemple , on mène la ligne AO,
et qu’on la prolonge jusqu a sa rencontre en I
avec le côté opposé BC , la force N se décom-
posera en deux autres parallèles p et n appli-
quées aux points A et I. Ensuite, la force n se
décomposera en deux autres parallèles q et r
appliquées en B et C; de sorte que les trois
forces p , q ,r exprimeront les pressions respec-
tives des trois appuis , A, B, C.

Formons autour du point 0, comme som-
met, et sur les trois côtés respectifs BC,AC, AB
comme bases, les trois triangles BOC, AOC,
AOB. Si l’on représente la pression totale
exercée en 0 par l’aire du triangle ABC, les
pressions exercées aux trois angles A , B, C
seront représentées par les aires respectives des

••••
•••9

ces

De la pression exercée sur le plan.
ig3. Lorsque le corps ne repose que par un

seul point , il est clair , d’après ce que nous
venons de dire, que la pression exercée par les
forces est égale à leur résultante.

Si le corps repose par deux points A et B
Fig. 61. (fig. 61) , la résultante N dont la direction

tombe nécessairement entre A et B, sur la
droite qui joint ces deux points d’appui , se dé-
compose en deux forces parallèles p et q , qui
expriment leurs pressions respectives.

Soit 0 le point où la résultante N va ren-
i8
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nvomens des pressions individuelles, par rap-
port à deux axesquelconques tirés dans le plan
des appuis, est égale au moment de la pres-
sion totale , par rapport aux mêmes axes
(84-127).

275ELEMEJNS
triangles BOC , AOC, AOB formés sur les côtés

2 7 4

opposes.
Car la force N , appliquée en 0, est à la force

p , appliquée en A , comme AI est à 01: mais
les triangles BAC, BOC , ayant même base
BC, sont entre eux comme leurs hauteurs , ou
comme les lignes AI et 01 également inclinées
sur la base ; on a donc N : p
Mais un même raisonnement prouverait qu’on

ABC : AOC; et N : r :: ABC : AOB;

ig5. Si l’on veut considérer actuellement
l’équilibre d’un corps qui s’appuie à la fois
contre plusieurs plans , on observera que cha-
cun de ces plans fait naître, aux divers points
de contact , des résistances de même sens , per-
pendiculaires à ce plan , et qui par conséquent
se composent toujours en une seule, perpen-
diculaire au même plan. Il faut donc que toutes
les forces appliquées soient en équilibre avec
ces diverses résistances, qui seront en même
nombre queles plans d’appui ; et parconséquent
les forces qui tiennent en équilibre un corps
appuyé sur plusieurs plans doivent toujours
se réduire à autant de forces, dirigées perpen-
diculairement vers ces plans respectifs , et qui
tombent, pour chacun d’eux, dans l’intérieur
du polygone formé par les points de contact.

ABC : BOC.••••

a N ; q
donc, etc.

••

jg4- Lorsque le corps s’appuie sur le plan
par plus de trois points ( ou seulement par
Irois s’ils tombent en ligne droite) , les pres-
sions individuelles des appuis sont indéter-
minées, parce qu’il y a une infinité de ma-
nières de décomposer la force N en d’autres
forces parallèles appliquées en ces points.

Il suffit que ces pressions individuelles satis-
fassent a ces conditions : i °. qu’elles soient
toutes de même sens que la pression totale;
2°. qu’elles puissent se composer en une seule,
égale à cette pression totale et appliquée au
même point 0. Cette dernière condition exige
trois équations, dont la première exprime que
la somme des pressions est égale à la pression
totale , et les deux autres , que la somme des

ig6. On voit par là que si le corps ne s’ap-
puie que sur deux plans, en deux points par
exemple, et n’est sollicité que par une seule
force , ou par des forces qui aient une résul-

i8

i
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poser suivant trois directions qui ne rencon-
trent pas la sienne, et qui ne se rencontrent
pas entre elles (75).

•r r r

Application de la théorie à quek[ ues exemples.
198. Ce que nous venons de dire contient

toute la théorie de l’équilibre des corps qui
s’appuient sur des plans. Nous allons en faire
quelques applications très simples.

Soit un corps de figure quelconque, appuyé
par un nombre quelconque de points, ou par
une base finie, contre un plan inébranlable
LDK (fig. 63), et sollicité par deux forces P Fig. 65.
et Q qui le tiennent en équilibre sur ce plan.

D’après ce qu’on a trouvé (192) , les deux
forces P et Q doivent donner une résultante
unique N normale au plan ; par conséquent
leurs directions doivent concourir eu quelque
point , comme en F, et se trouver dans un plan
perpendiculaire au plan LDK. De plus , la di-
rection de cette résultante doit aller rencon-
trer le plan LDK en l’un des points de con-
tact du corps , ou dans l’intérieur du polygone
formé par les points de contact.

Supposons que toutes ces conditions soient
remplies, et voyons simplement quels sont les
rapports des forces P , Q , et de la pression N
exercée sur le plan.

ÉLÉMENS
tante unique, cette force ou cette résultante
unique doit pouvoir se décomposer en deux
autres dirigées suivant les normales menées
aux deux plans par les points de contact. Ainsi,
il faut que les deux normales aillent concourir
en un même point situé sur la direction de la
force qui presse le corps , et se trouvent dans
un même plan avec elle. D’ailleurs, cette force
doit être dirigée dans l’angle des deux normales,
qui est opposé à celui des deux plans , et son
action doit avoir lieu vers cet angle , afin que
ses deux composantes suivant les deux nor-
males tendent à pousser le corps contre les
plans, c’est-à-dire en sens contraires des résis-
tances qu’ils font naître.
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197. Si le corps s’appuie par trois points sur
trois plans différens, la force qui le presse doit
être réductible à trois autres, dirigées suivant
les trois normales menées aux plans par les
points de contact.

Mais il ne faut pas conclure de là que les
trois normales doivent concourir en un même
point sur la direction de la force , ni même
qu’il doive y avoir une seule rencontre entre
deux de ces quatre lignes; car trois forces qui
ne se rencontrent pas peuvent se composer en
une seule , et une seule force peut se décom-

n;
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Puisque les forces P et ( ) ont une résultante

normale au plan , il faut que ces deux forces
soient réciproquement proportionnelles aux
sinus des angles PFN, QFN, que leurs direc-
tions forment avec la normale abaissée du point
F sur ce plan : car on a vu (56) que deux
composantes sont toujours en raison récipro-
que des sinus des angles que leurs directions
forment avec celle de leur résultante ; on a
donc

. 3)E STATIQUE,

verticale et passera au centre de gravité de ce
corps.

Menons le plan horizontal LDH qui coupe le
premier suivant LD, et nommons le planLDK,

lequel le corps s’appuie , le plan incliné.
Le plan des deux forces P et Q , qui sera , d’une
part , perpendiculaire au plan incliné , comme
passant par la normale FN , et de l’autre per-
pendiculaire au plan horizontal , comme pas-
sant par la verticale FP , coupera ces deux
plans suivant deux droites AB , AC , perpen-

• diculaires à leur commune intersection LD ,
et qui comprendront entre elles l’angle formé
par le plan incliné avec l’horizon.

Représentons simplement le plan horizon-
tal par l’horizontale AC (fig. 64) > et le plan 64-
incliné , par la ligne AB oblique à la première.
D’un point quelconque B , pris sur AB, abais-
sons une perpendiculaire BC sur AC, et dans
le triangle rectangle ABC nommons, suivant
l’usage , l’ hypoténuse AB, la longueur du plan
incliné ; le côté BC , sa hauteur, et le côté AC,
sa base.

La ligne FP étant perpendiculaire à AC,
l’angle PFN sera égal à l’angle BAC , et la
proportion Q : P :: sin PFN : sin QFN , de-
viendra

278 279

sur

Q : P sin PFN : sin QFN.
On a d’ailleurs , pour la résultante N ,

••••

P : N sin QFN : sin FFQ.••••

Desorte que chacune des forcesP ,Q, N, peut
être représentée par le sinus de l’angle formé
par les directions des deux autres.

Ainsi , toutes les questions que l’on pourrait
proposer sur les rapports des trois forces P,
Q, N, et sur leurs directions, se réduisent à
la résolution d’un triangle dont les trois côtés
représenteraient les grandeurs des forces P,
Q, N, et les trois angles, leurs inclinaisons
mutuelles.

19g. Supposons que la force P représente le
.poids du corps lui-même , sa direction FP sera Q : P :: sin BAC : sin QFN.
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Si la puissance Q est donnée en grandeur

seulement , on trouvera par cette proportion ,
où il ny aura que sin QFN d’inconnu , sous
quel angle QFN cette puissance Q doit agir
pour faire équilibre au poids P. Or , comme à
un même sinus répondent deux angles sup-
plémens l’un de l’autre, on voit que la même
puissance Q pourra être employée de deux ma-
nières différentes pour faire équilibre à la ré-
sistance : soit en faisant avec la normale FN
au plan incliné , un angle QFN trouvé par la
proportion ci-dessus; soit en faisant avec la
même ligne l’angle Q'FN supplément du pre-
mier. . - •

Ou trouvera , par la même proportion ,; la
grandeur de la puissance Q, lorsque l’on con-
naî tra sa direction, ou
forme avec la normale.
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Dans ce cas , l’angle QFN est égal à l’angle

droit ACB (fig. 65), et la proportion précé- Fig.65.
dente devient Q: P :: sin BAG : sin ACB; mais
dans le triangle ABC, les sinus des angles A
et C sont proportionnels aux côtés opposés
BC, AB, et par conséquent on a

Q : P :: BC : AB ,
c’est-à-dire que, lorsque la puissance est pa-
rallèle au plan incliné, elle est au poids du
corps quelle y retient en équilibre, comme la
hauteur du plan est à sa longueur.

280

201. Un corps pesant , abandonné à lui-
même sur un plan incliné , ne tend donc à
glisser le long de ce plan qu’en vertu de la
pesanteur diminuée dans le rapport de la hau-
teur du plan à sa longueur , et c’est cette pe-
santeur le long du plan que l’on nomme la
pesanteur relative, par rapport à la pesanteur
le long de la verticale,que l’on nomme pesan-
teur absolue. On voit que la pesanteur absolue
étant représentée par la longueur du plan in-
cliné, la pesanteur relative est représentée par
sa hauteur; ou bien , la pesanteur absolue étant
représentée par le sinus de l’angle droit
par l’unité, la pesanteur relative est représentée
par le sinus de l’inclinaison du plan. Lorsque

l’angle QFN qu’elle

! Oc

un
200. Le cas où la puissance Q est la plus

petite à l’égard de la résistance P, est celui
où l’angle QFN a le plus grand sinus, puisque
la puissance est toujours en raison inverse de
ce sinus ; mais le plus grand sinus répond à
l’angle droit ; donc la puissance est alors per-r

pendiculaire sur la normale FN, ou parallèle
au plan incliné.

ou
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cette inclinaison est nulle , ou lorsque le plan
est horizontal , la pesanteur relative est nulle ,
et le corps reste en repos sur le plan , comme
cela doit être; lorsque l’inclinaison du plan
est égale au tiers d’un angle droit , la pesan-
teur relative est la moitié de la pesanteur ab-
solue ; elle se confond enfin avec la pesanteur
absolue, lorsque l’inclinaison du plan est égale
à l’angle droit, et que, par conséquent , le plan
incliné est devenu vertical.

En général, pour comparer les pesanteurs
relatives sur des plans différemment inclinés ,
on n’aura qu’à comparer les sinus de leurs in-
clinaisons.
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à ces plans respectifs , ces deux corps ne pour-
ront se faire équilibre , à moins que leurs
masses ne soient proportionnelles aux lon-
gueurs ABet BD des deux plans sur lesquels ils
reposent.

202. Lorsque la puissance Q ( fig. 67 ) est Fig. 67.
horizontale , et par conséquent parallèle à la
base AC du plan incliné , l’angle QFN devient
égal à l’angle ABC, et l’on a

sin BAC : sin ABC,Q : P •*••

ou bien

BC : AC ,Q : P ••••

c’est-à-dire que , si la puissance est horizon-
tale ^ elle est au poids du corps quelle tient en
équilibre sur le plan incliné, comme la hauteur
du plan est à sa base,

Donnons la même hauteur BC à deux plans
Fig. G6\ différemment inclinés , et adossons-les comme

on le voit dans la figure 66: les pesanteurs le
long de ces plans seront réciproques à leurs
longueurs AB, BD ; car elles sont directement
proportionnelles aux sinus des angles A et D
qui mesurent les inclinaisons des plans , et ,
dans le triangle ABD , ces sinus sont propor-
tionnels aux côtés opposés BD et AB.

Donc, si l’on a deux corps pesans M et N
appuyés sur ces plans adossés , et qu’on les lie
entre eux par un fil qui passe sur une poulie
de renvoi placée en B , de manière que les
deux parties rectilignes du fil soient parallèles

ao3. Le cas où la puissance est la plus grande
à l’égard du poids, est le cas où l’angle QFN
devient nul. lia puissance Q est alors perpen-
diculaire au plan incliné, et la proportion

• Q : P :: sin BAC : sin QFN donne pour sava-
P X sin BACleur, Q=

Il n’y a donc pas, à proprement parler , de
maximum pour la puissance ; mais ce résultat
nous apprend qu’aucune force, quelque grande

— co .
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du corps , et qui représente la direction de son
poids. De plus, comme le poids P de ce corps
doit pouvoir se décomposer suivant ces nor-
males, il faudra qu’elles soient toutes deux
dans un même plan avec la direction GP, et
par conséquent, dans un plan vertical.

Ces conditions suffisent pour l’équilibre, et
si l’on prend , sur la direction du poids, une
partie quelconque A D , qui représente sa quan-
tité, et qu’on achève sur AD comme diago-
nale , et suivant les directions AI et AO, le
parallélogramme ABCD, la force P se dé-
composera en deux autres, représentées par
les côtés AB et AC de ce parallélogramme.
Ces deux forces seront respectivement détruites
par les deux plans inclinés , et donneront en
même temps les valeurs de leurs pressions in-
dividuelles.

Observons que le plan des deux normales
IA , OA, étant à la fois perpendiculaire aux
deux plans inclinés, est perpendiculaire à leur
commune intersection ; mais ce plan est en
même temps vertical , puisqu’il passe par la
verticale GP; donc la commune intersection
des deux plans inclinés doit être perpendicu-
laire à un plan vertical ,- donc elle est hori-
zontale. Ainsi un corps pesant ne peut res-
ter en équilibre entre deux plans inclinés,

285ÉLÉMENS
quelle soit , ne peut empêcher un
sant de glisser le long d’un plan incliné, en
le pressant perpendiculairement contre ce plan.
Si nous voyons tous les jours arriver le con-
traire , c’est que les surfaces des corps , même
les mieux polis , sont hérissées d’une infinité
d’espérite's qui s’engagent entre elles dans le
contact de ces surfaces, et les empêchent de
glisser librement les unes sur les autres. Or,
nous avons fait abstraction de cette propriété
des corps, et de la résistance particulière qui
en résulte, et que l’on nomme la force du
frottement.

28.4
corps pe-

2O4- Lorsqu’un corps pesant s’appuie à la
fois sur plusieurs plans inclinés, en considérant
son poids comme une force verticale qui passe
par son centre de gravité, on trouvera les
conditions de l’équilibre d’après ce qui a été
dit (1g5) , et les pressions respectives que souf-
frent les points de contact, lorsque ces pres-
sions seront déterminées.

Si nous considérons simplement le cas où le
Fig. 68. corps est soutenu aux deux points IetO (fig.68)

pardeux plans inclinés HI, 110, il faudra ( ig6)
que les deux normales IA , OA, à ces plans ,
aillent concourir en un même point A de la
verticale GP qui passe au centre de gravité G

1

1
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à moins que leur intersection ne soit hori-zontale , ce qui paraissait d’ailleurs assez évi-
dent.

286 DE STATIQUE,

l’on nomme hélice , la première droite BG,
formant une portion de l’hélice, qui com-
mencera en B, et aboutira en R , où elle sera
continuée par la seconde droite RH, et ainsi
de suite. Chacune de ces portions de l’hélice,
dont les deux extrémités viennent aboutir sur
la même génératrice , et qui fait ainsi le tour
entier du cylindre , se nomme spire ; et l’in-
tervalle compris entre deux spires consécu-
tives, mesuré le long de la génératrice , et qui
est partout le même , se nomme le pas de
l’hélice.

Puisque, dans le développement du cylindre,
l’hélice est une suite de lignes droites parai-'
lèles, il est clair que la propriété caractéris -
tique de l’hélice est d’être partout également
inclinée aux diverses génératrices qu’elle va
rencontrer sur la surface cylindrique. Lorsque
le cylindre est vertical , elle est donc partout
également inclinée à l’horizon , et un point a ,
qui repose sur cette hélice, et qui peut être
regardé comme situé sur la tangente en ce
point, est dans le même cas que s’il reposait
en a' sur un plan incliné QHK, dont la base
est QH = i<urr, et dont la hauteur HK est
égale au pas de l’hélice , et sera désignée sim -
plement par h.

2.87

De la vis.
ao5. La vis est une machine qui se rap-

porte à la fois au levier et au plan incliné.
On y considère en général l’équilibre d’un
corps qui se trouve en même temps assujetti
à tourner autour d’un axe fixe , et à descendre
uniformément le long de cet axe , en s’ap-
puyant sur une surface inclinée.

Mais pour expliquer clairement la construc-
tion de cette machine, considérons d’abord

F»g* 69* cylindre droit ABCD (fig. 6g ) que l’on déve-
loppe sur un plan. Le développement est un
rectangle BEMC dont la base BE est égale eu
longueur à la circonférence du cylindre , et
peut s’exprimer par 2<z«rr, en nommant r le
rayon du cylindre , et 'sr le rapport de la cir-
conférence au diamètre.

Divisons le côté BC en parties égales BA ,
RQ, QP , etc.; et, après avoir pris sur EM la
partie EG=BR, menons BG, et les parallèles
RII , QK , etc.

Si l’on replie le rectangle BEMC sur le cy-
lindre , la suite des droites BG , RH , etc., tra-
cera sur sa surface une courbe continue que

un

L
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206. Si l’on suppose donc que le point a

soit pressésur l’hélice par une force verticale p y
et soit retenu en même temps par une force
horizontaley, qui, appliquée tangenticllement
au cylindre, empêche ce point de glisser sur
l’hélice , on aura (2 0 2)

DE STATIQUE.

Donc, en multipliant par ordre , on aura
h : 2'srR;

c’est-à-dire que la puissance horizontale q
sera à la force verticale p qui presse le point a
sur l’hélice, comme le pas de l’hélice est à la
circonférence qui tend à décrire la puissance q
autour de l’axe du cylindre.

Observons que le rayon /’ du cylindre, ou
la distance de l’hélice à l’axe, n’entre plus dans
cette proportion. Ainsi , l’on aura toujours le
même rapport entre la puissance q et la force p,
quel que soit le cylindre sur lequel l’hélice est
tracée , pourvu que le pas de cette hélice soit
le même*

On ne doit pas perdre de vue d’ailleurs que
l’on n’a supposé le cylindre vertical que pour
mieux fixer les idées et simplifier le discours ;
mais que tout ce qu’on a dit de la force verti-
cale p et de la puissance horizontale q 9 doit
s’entendre en général d’une force parallèle à
l’axe du cylindre, et d’une puissance qui agi-
rait dans un plan perpendiculaire au même
axe, à la distance R de celte ligne.

207. Actuellement il n’est pas difficile de
définir la vis et de trouver les conditions de
son équilibre.

La vis est un cylindre droit revêtu d’un

289288

q : p ••••

f : p :: HK : QH ,
h : 2Grr .

Menons par le points l’horizontale a o , qui
rencontre en o l’axe FI du cylindre, que je
suppose fixe. Prolongeons indéfiniment cette
droite, et considérons-la comme un levier in-
flexible, mobile autour du point fixe o.

Au lieu d’appliquer immédiatement au point
a une force horizontale pour retenir ce point
sur l’hélice, on pourrait appliquer une autre
force parallèle q en un point quelconque du
levier b o ; et cette force q ferait sentir au point a
la même impression que la f o r e e f } si elle était
à celle-ci dans la raison réciproque des deux
bras de levier b o et a o > c’est-à-dire (en fai-
sant b o= R, et observant que a o est le rayon r
du cylindre), si l’on avait

f : P ••ou ••

d : f r : R ;••••

mais on a trouvé ci-dessus

J • P 11 h : 2Gn\

19
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les forces qui se feraient équilibré sur la pièce
mobile, des relations particulières qui dépen-
dent de son assujettissement à la seconde ; et
ce sont ces relations qui constituent les con-
ditions de l’équilibre dans la vis.

On ne considère ordinairement que deux
forces appliquées à la pièce mobile : l’une P
parallèle a Taxe, et qui tend a la faire descendre
en tournant autour de cet axe; l’autre Q située
dans un plan perpendiculaire a l’axe , et qui ,
au moyen d'un levier, tend à la faire remon-
ter en sens contraire. Pour fixer les idées, nous
supposerons ici que l’écrou soit mobile (fig. 70) Fig. 70.
et que la vis soit fixe : le rapport des deux
forces P et Q serait absolument le même dans
le cas où , l’écrou étant fixe, la vis serait
mobile.

D’abord, si l’écrou 11e posait que par un seul
point sur le filet de la vis, en nommant h le
pas de la vis, et R le bras de levier de la puis-
sance ou la distance à l’axe, on aurait, d’après
ce qu’on a vu,

29°
filet saillant engendré par le plan d’un triangle,
ou d’un parallélogramme, ou d’une figure
quelconque qui , s’appuyant par sa base sur
une génératrice, tourne autour de l’axe du cy-
lindre, en descendant le long d’une hélice tra-
cée sur sa surface. Tous les points qui com-
posent le filet de la vis peuvent donc être
regardés comme appartenant a des hélices dé-
crites sur des cylindres de même axe, mais
de rayons différens. Or , toutes ces hélices ont
évidemment le même pas, et c’est ce que l’on
nomme le pas de la vis.

La génération de Yécrou est la même. Con-
cevons une pièce M, de figure quelconque,
pénétrée par le cylindre : le triangle ou le pa-
rallélogramme qui produit sur le cylindre le
filet de la vis, produira dans l’intérieur de
cette pièce un sillon ou creux parfaitement
égal au filet , et que celui-ci remplira exacte-
ment; et cette seconde pièce , qui peut être re-
gardée comme le moule de la première , forme
Yécrou de la vis.

[ • < r, ; j n i /f n^î T > ' \H 1 *
•. : : ;!1>

V§
Maintenant , si l une de ces deux pièces est

fixe , il est clair que l’autre lui est tellement
assujettie, qu’elle n’a plus que la liberté de
tourner autour de l’axe du cylindre, et de des-
cendre en même temps sur la seconde , comme
sur une surface inclinée. Il y a donc, entre

291

Q:P ::h: 2 <3rR.
Mais , en quelque nombre de points que

l’écrou s’appuie sur le filet , on peut imaginer
que la résistance P est décomposée en autant
de forces parallèles /?, p' , p", etc., qui pres-

19..
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arêtes EF entre deux obstacles, pour exercer
latéralement deux efforts qui tendent à les

ÉLÉMENS292
sent en ces différens points, et que la puis-
sance Q est partagée en autant de forces q , q',
q", etc., dont chacune fait équilibre en par-
ticulier à la force qui lui répond parmi les
f o rcesp , p', p", etc.; et, comme on a cons-
tamment

écarter.
L’arête EF, par laquelle le coin tend à

s’enfoncer, se nomme le tranchant du coin;

les deux faces adjacentes ADFE, BCFE, se

nomment les côtés;et la face opposée ABCD,
la tête.h : 2<®-R,

h: 2<ærR,
h : 2<ro-R ,

q : p ••••
q' : Pf
q" : p"

•••• C’est sur cette face qu’on applique le coup,
d’un marteau ou d’un corps quel-•••• au moyen

conque. Quelle que soit la direction du choc,
peut toujours concevoir son action comme

décomposée en deux autres, l’une perpendi-
culaire à la tête du coin, et qui obtient tout

son effet sur lui; l’autre parallèle , et qui ne

lui imprime aucun mouvement , parce qu’elle
peut tendre qu’à faire glisser le marteau

etc.,
on aura
q+q'+q"...ouQ:p-\-pf-\-p"...ou P::h:2&rT{ ;
c’est-à-dire que, dans Véquilibre de la vis, la
puissance qui tend à faire tourner Vécrou, est
à la résistance qui le presse dans le sens de
Vaxe, comme le pas de la vis est à la circon-
férence que tend à décrire la puissance.

Ainsi la puissance a d’autant plus davan-
tage pour contre-balancer la résistance,
pour comprimer dans le sens de l’axe de la vis,
que cette puissance agit à une plus grande
distance de l’axe, et que le pas de la vis est
moindre.

on

ne
sur ce coin.

Nous supposerons donc sur-le-champ que
la puissance soit appliquée perpendiculaire-
ment à la tête du coin, et nous chercherons
simplement les efforts qui en résultent contre

les deux obstacles perpendiculairement
deux côtés.

Par la direction de la puissance P, et per-
pendiculairement aux arêtes du coin, faisons
passer une section MNO (fig. 73); la ligne MN Fig. 73,

pourra représenter la tête du coin, et les deux

ou

aux

Du Coin.
3108. Le coin est un prisme triangulaire AF

Fig. 72. (fig. 72) , que l’on introduit par l’une de ses
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lignes MO et NO les deux côtés. D’un point A
pris sur la direction de la puissance, abaissons
deux perpendiculaires AB, AC sur les côtésMO, NO; prenons la partie AD qui représente
la quantité et la direction de la puissance P,
et achevons le parallélogramme ABCD.

La puissance P, représentée par AD, se dé-composera en deux autres Q et R, représentées
par AB et AC, et qui exprimeront les effortsexercésperpendiculairementauxcôtés MO, NO.

Ori aura donc, P:Q:R, comme AD:AB:AC;
ou , en mettant BD au lieu de AC ,
AD : AB: BD, c’est-à-dire, comme les trois
côtés du triangle ABD.

Mais ce triangle est semblable
MNO, parce que les côtés AD, AB, BD
respectivement perpendiculaires aux troiscôtés
MN, MO, NO.

On aura donc •

294 DE STATIQUE,

des côtés, qu’on peut nommer dans ce cas la

longueur du coin.
On voit , par c,e que nous venons de dire,

qu’à puissances égales , l’effort exercé par le
coin est d autant plus grand , que la tète
est plus petite par rapport à la longueur.

De quelques Machines composées.

en

209. Jusqu’à présent nous n’avons considéré
qu’un seul corps solide, gêné dans ses mou-

n différens obstacles; et c’est ce qui
les diverses machines simples. Nous al-

comme vemens par
forme
Ions considérer actuellement un assemblage de
machines simples qui réagissent les unes sur

vertu de leur liaison mutuelle;
l’on nomme une machine

au triangle
sont les autres en

et c’est ce que
composée.

Si l’on ne suppose que deux forces appli-
à la machine composée, on voit que

oao ri

quées
la machine simple, qui reçoit immédiatement
l’action de l’une d’elles , transmet cette action
d’après les lois de son équilibre , à la machine
simple avec laquelle elle est liée ; que celle-
ci la transmet de même à la machine suivante;

et ainsi de suite , jusqu’à la dernière qui com-
l’actîon à la seconde force , ou à la

P: Q : R :: MN : MO: NO;J (J i î - -' r : 1 > j

c’est-à-dire que, la puissance étant représentée
par la tête du coin, les deux fortes qui en ré-sultent perpendiculairement aux côtés serontreprésentées par ces côtés eux-mêmes.

Si le triangle MNO est isocèle , les deuxforces Q et R sont égales, et la puissance Pà l’une d’elles
mumque
résistance qu’il faut vaincre. Ainsi il est tou-est

comme la tête du coin est à l’un



2Ç)6 ÉLÉMENS DE STATIQUE. 297jours facile de déterminer le rapport de lapuissance à la résistance, par une suite de p
portions données par les lois de l’équilibre des
machines intermédiaires;
vérifier tout à l’heure

d’un système quelconque de corps, pourvu
qu’on sache évaluer les résistances qui naissent
de leur liaison mutuelle: car ces résistances

fois évaluées, il ne s’agit plus que

ro-
et c’est ce qu’on va
quelques exemples

étant une
de les combiner avec les forces données im-
médiatement par la question , et d’exprimer
les conditions de l’équilibre de chaque corps,

s’il était parfaitement libre dans l’es-

sur
très simples.

Mais nous devons faire observer que les
questionssuivantes se rapportent naturellement
au problème le plus général de la Slatique,
c’est-à-dire font partie de cette théorie étendue
où l’on recherche les lois de l’équilibre dans les
systèmes dont la figure est variable suivant
des conditions quelconques données. Les deux
axiomes qui servent de base à cette théorie

comme
pace.

passer lessansQuoique nous ne puissions,
bornes de cet Ouvrage, traiter ici ce sujet
avec toute la généralité dont il est susceptible ,
nous donnerons néanmoins les conditions de

variablesl’équilibre de quelques systèmes
qu’on emploie souvent dans les arts, et que
l’on a coutume de considérer dans les élémens

les réactions des dif-

sont:
i °. Que si un

est en
système quelconque de points

équilibre, chaque point doit être
équilibre de lui-même, tant en vertu des fc
qui lui sont immédiatement appliquées, quen
vertu des résistances

de Statique, parce que
férens corps les uns sur les autres y sont très
faciles à évaluer , et ne supposent guère que
la composition des forces et les deux axiomes

en
orces

réactions quil éprouve
de la part des autres points du système ;

20. Que deux points ne peuvent agir Tun
Vautre que dans la direction de la droite

ou

précédens.
Des Cordes.sur

qui les joint, et que Vaction est toujours égale
et contraire à la réaction.

poly-210. Considérons premièrement
funiculaire, c’est-à-dire un assemblage

un
gone
de points liés entre eux par des cordons par-
faitement flexibles et inextensibles.

Au moyen de ces deux axiomes et des
ditions

con-
connues de l’équilibre d’un corps libre,

peut trouver les conditions de l’équilibre On sait d’abord que si trois forces P, Q, Ron
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Fis- 74- (fig. 74) dirigées suivant les axes de trois cor-dons AP, AQ, AR , sont

d’un même point A , chacune de ces forcesdoit être égale et directement opposée à la
résultante des deux autres.

Il faut donc, i °. que les axes des trois cor-dons soient dans un même plan; 2°. que les
rapports des forces soient tels, que chacune
d’elles puisse être représentée par le sinus de
l’angle formé par les directions des deux autres.
Ainsi Ton a , pour l’équilibre, cette suite de
rapports :

298 DE STAT1QDE. 299
transversalement, si cette corde, n’étant pas
susceptible de s’étendre, n’a pas d’ailleurs une
résistance longitudinale infinie.

Les conditions précédentes pour l’équi-
équilibre autouren

2 1 2.
libre des trois forces P, Q , R, supposent que
le point A soit invariablement attaché a chacun
des cordons, ou que le nœ ud qui les rassemble
soit fixe : mais si le point A pouvait couler le
long du cordon RAQ (fig. 75), comme ferait Fig. 75.

infiniment petit , enfilé dans ce
cordon , alors il ne suffirait plus que les forces
P, Q, R eussent les relations données ci-dessus,
il faudrait encore que la direction de la force
P divisât en deux également l’angle formé par
les deux parties de la corde QAR.

En effet, si l’on suppose que l’équilibre ait
lieu, et qu’on fixe invariablement deux points
F et F' pris où l’on voudra sur ces cordons ,
il est clair que le point A est dans le même
cas que s’il avait la liberté de se mouvoir dans
une ellipse dont F et F' sont les deux foyers,
et AF, AF' , les rayons vecteurs. Or , pour
qu’il soit en équilibre sur cette courbe en
vertu de la force P, il faut que^cette force soit
perpendiculaire a la tangente à l’ellipse en ce
point (190) , et par conséquent divise en deux
parties égales l’angle FAF' formé par les rayons
vecteurs.

un anneau

P : Q : R sin QAR : sin PAR : sin PAQ.••

2 t 1 . Si l’on suppose que les extrémités des
cordons AQ, AR, soient fixes , les valeurs de
Q et R , données par les rapports ci-dessus ,
exprimeront les efforts que supportent
points fixes en vertu delà force P, ou les ten-
sions des deux cordons AQ, AR.

On voit que ces tensions seront d’autant plus
grandes que l’angle QAR sera plus obtus, et
qu elles deviendront infinies, si cet angle de-
vient égal à deux angles droits.

Une corde tendue en ligne droite à deux
points fixes sera donc nécessairement rompue
par la plus petite force qui lui serait appliquée

ces
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Ainsi, dans le cas d’un nœ ud coulant , lesdeux parties de la corde le long de laquelle lenœ ud peut glisser doivent être egalement ten-dues.

3oiDE STATIQUE

nœ uds A , B , C, D n’en assemble pas plus de
trois en même temps.

Si tout le système est en équilibre, chaque
point, doit être en équilibre de lui-même, en
vertu des forces qui lui sont appliquées et des
tensions des cordons adjacens. Le point A,
par exemple , n’étant lié immédiatement qu’au
seul point B, doit être en équilibre en vertu
des deux forces N et P, et de la tension du cor-

213. On voit en même temps que, si l’on
suppose le point ou l’anneau A fixe, les deux
forces Q et R, appliquées au cordon QAR qui
passe sur cet anneau , doivent être égales entre
elles pour l’équilibre, et que la pression
cée par les deux forces
dirigée suivant la ligne qui divise en deux ~
ties égales l’angle formé par les deux parties
du cordon.

don AB; car les autres points C et D ne peu-
vent réagir sur lui que par le cordon AB.

Il faut donc que les trois cordons AN , AP ,
AB soient dans un même plan; et , si l’on

X la tension du cordon AB, il faut

exer-
le point fixe A estsur

par-
nommeQuant au rapport de cette pression P à la

tension Q du cordon , on aura , en nommant CL
la moitié de l’angle QAR , P : Q :: sin 2a
:sin CL ; ou bien , P:Q

D’où l’on voit que la pression exercée sur le
point A est égale à la tension de la corde mul-tipliée par le double cosinus de la moitié de

qu’on ait les rapports suivans:

N : P :: sin PAB : sin NAB,
P : X :: sin NAB : sin NAP.

De même, le point B doit être en équilibre
en vertu de la force Q et des tensions suivant
BA et BC. Or, la tension du cordon AB est la
même que tout à l’heure; car l’action du point
A sur le point B est parfaitement égale et
traire à l’action du point B sur le point A. Nous
avons nommé X cette tension, nommons Y
celle du cordon BC; on aura

X : Q :: sin QBC : sin ABC,

Q : Y :: sin ABC : sin QBA.

•. 2 COS CL : f .••

l’angle QAR.
con-

214* Actuellement soient plusieurs points
rig. :6 . A, B, C , D (fîg. 76) , liés entre eux par des

cordons AB, BC, CD, et tirés par des forces
N , P , Q, R , S, T, suivant d’autres cordons,
mais de manière que chacun des points ou
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c’est-à-dire que les forces appliquées aux
divers angles du polygone seront proportion-
nelles aux cosinus des moitiés de ces angles.

Donc, si , au lieu des forces P , Q , R , S , on
substitue des points fixes A, B, C , D par-des-
sus lesquels passe la corde NABCDT; d’abord ,
les deux forces N et T qui tirent les extrémi-
tés de cette corde seront égales entre elles, et
la corde sera partout également tendue; et en
second lieu, la corde pressera sur chaque point

du cosinus de la moitié de l’angle
formé en ce point; car chacun des points fixes
A , B, C , D , tient lieu d’une force qui divise
en deux également l’angle formé par les deux
parties de la cordequi y passe (215).

ÉLÉMENS
L’équilibre du point C donnera de même

sin RCD : sin BCD.
sin BCD : sin BCR.

On aura de même pour le point D deux pro-portions, etc. ; et ainsi de suite, s’il y avait
plus grand nombre de points.

En multipliant par ordre un nombre conve^nable de ces proportions, on trouvera le rap-port de l’une quelconque des forces , à telle
autre force ou tension que l’on voudra. Si l’on
multiplie les trois premières, par exemple, on
aura le rapport de N à Q. Si l’on multiplie les
quatre premières, on aura celui de N à la ten-sion Y ; etc.

302

Y : R
R : Z

••••
••••

un

en raison

215. Si les directions prolongées des forces
P, Q, R, S divisent en deux parties égales les
angles respectifs, NAB, ABC, BCD, CDT du
polygone funiculaire, les cordons AN , AB,
BC, CD, DT seront tous également tendus ;
car on aura , par les rapports précédons,

N=X, X = Y , Y = Z, Z = T.

2 i 6. Supposons que les deux côtés contigus
AB, BC soient égaux : le cosinus de la moitié
de l’angle compris est marqué par le rapport
de l’un des côtés au diamètre du cercle qui
passerait par les trois points A , B, C. Donc,
si tous les côtés du polygone funiculaire sont
égaux entre eux , on peut dire que les forces
P, Q, R , S sont réciproques aux diamètres
de ces différens cercles dont chacun passe par
trois angles consécutifs du polygone.

Or , en considérant une courbe comme un
polygone d’une infinité de côtés égaux , chacun

De plus, en nommant 2a, 2/3, 2 y , 2cf les
angles du polygone, on aura , par les mêmes
proportions,
P : Q : R : S cosa\* cos/3 : cos^ : cosJ';

® •p •
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des cercles dont il s’agit devient , en chaque
point de la courbe, ce qu’on nomme le cercle
oscillateur, c’est-à-dire le cercle qui a la même
courbure.

Donc , lorsqu’une courbe funiculaire , ren-
trante sur elle-même, ou dont les deux bouts
sont fixes, est tirée en tousses points équidis-
tans par une infinité de forces normales qui se
font équilibre, la corde est partout également
tendue, et chaque force normale à la courbe
est réciproque au rayon de la courbure dans le
point où cette force est appliquée.

On a un exemple très simple de cet équi-
libre dans une corde tendue par deux forces
sur le contour d’une courbe fixe quelconque ;
car chaque point de la courbe fixe tient lieu
d’une force qui serait dirigée suivant la nor-
male à cette courbe. Ainsi dans l’équilibre de
la corde, la tension est partout la même , et
chaque point de la courbe fixe est pressé sui-
vant la normale en raison inverse du rayon de
courbure.

3o4 3o5DE STATIQUE.

distances mutuelles; il est clair que l’équilibre
subsistera toujours. Mais alors les forces N , P,
Q , R , S, T étant en équilibre sur un système
invariable, l’une d’elles est égaleet directement
opposée à la résultante de toutes les autres ;
ainsi ces autres forces ont une résultante. Or,
comme cette résultante est exactement la même
que si toutes les composantes s’étaient réunies
parallèlement à elles-mêmes en un point quel-
conque de sa direction , il s’ensuit que chaque
cordon est tendu par La force qui le sollicite ,
comme il le serait par la résultante de toutes
les autres forces qu’on y transporterait paral-
lèlement à elles-mêmes.

218. Lorsque les cordons extrêmes AN, DT
sont dans un même plan , les deux forces N et
Tout une résultante; et, d’après ce qu’on vient
de dire, cette force doit être égale et directe-
ment opposée à la résultante V des autres forces
P, Q, R , S , comme si le polygone était inva-
riable de figure. La résultante des forces P ,
Q , R , S appliquées aux angles du polygone ,
doit donc passer par le point 0 où vont con-
courir les deux cordons extrêmes; et par con-
séquent si les deux extrémités N et T de ces
cordons sont fixes , on aura sur-le-champ les
deux efforts que supportent ces points fixes,

217. Le polygone funiculaire NABCDT étant
en équilibre en vertu des forces N , P, Q, R,
S, T , concevons que sa figure devienne par-faitement invariable , de manière que les points
A , R , C , D ne puissent plus changer leurs

20
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ou les tensions des cordons AN, DT , eu dé-
composant, au point 0, la résultante V en deux
forces N et T dirigées suivant ces cordons.

On trouverait de même les tensions de deux
cordons quelconques situés dans un même
plan , en prenant la résultante des forces ap-
pliquées sur les nœ uds intermédiaires, et la
décomposant suivant ces deux cordons au
point où ils concourent : car si un polygone
funiculaire est en équilibre , une partie quel-
conque de ce polygone est aussi en équilibre
d’elle-même, en vertu des forces appliquées
sur cette partie, et des tensions des deux der-
niers cordons que l’on y considère.

3o6 DE STATIQUE.

Dans cette hypothèse de puissances paral-
lèles, comme on a

sin PAB=sin QBA , sin QBC=sin RCB, etc.,

307

on trouvera par les proportions (214) que les
tensions successives N, X , Y, Z, T, sont ré-

aux sinus des inclinaisons des côtésciproques
la direction des puissances parallèles P, Q,sur

R, S, et qu’ainsi chacune des tensions est re-
présentée par la sécante de son inclinaison sur

perpendiculaire à ces puissances.
Cela pourrait se voir aussi,comme au n° 218,

en comparant immédiatement les tensions de
deux côtés quelconques, qui seront toujours
ici situés dans un même plan.

Mais, pour avoir des expressions plus simples
et plus commodes, regardons toutes les forces
appliquées au polygone comme étant verti-
cales, et supposons qu’un des côtés de ce poly-
gone soit horizontal.

Si l’on voulait comparer la tension t d’un
côté quelconque à la tension a du côté hori-
zontal d’où l’on part , on imaginerait ces deux
côtés prolongés jusqu’à leur rencontre, et
l’on supposerait en ce point une force verti-
cale V égale à la somme des puissances appli-
quées sur les nœ uds intermédiaires, et qui
ferait équilibre aux deux tensions a et t.

une

219. Lorsque les directions des forces P, Q,
Fig . 77. R, S, sont toutes parallèles ( fig. 7 7 ) , on a

toujours pour les forces et les tensions les
mêmes proportions que ci-dessus (214); mais
il faut une condition de plus pour l’équilibre :
c’est que toutes les forces P, Q, R , S et les
côtés du polygone soient dans un
Car, autour de chaque nœ ud , les cordons doi-
vent être dans un même plan (210) : mais, si
le cordon BQ est parallèle au cordon AP, le
plan PAB des trois premiers cordons est le
même que le plan ABQ des trois suivans , et
ainsi de suite.

même plan.

20
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On aurait donc, en nommant <p l’inclinaison

de la tension t sur la tension horizontale a ,

i : cos <p y

ou t=a séc <p : d’où l’on voit que, dans l’é-
quilibre d'un polygone funiculaire tiré par des
puissances verticales ^ la tension de chaque
côté est proportionnelle à la sécante de l angle
que fait ce côté avec Vhorizon.

On aurait ensuite

3o8 3°gDE STATIQUE.

De la Chaînette.
320. On peut considérer une corde pesante

comme un fil chargé d’une infinité , de petits
poids distribués sur toute sa longueur, ou

comme un fil sollicité en tous ses points par
de petites forces verticales , et par conséquent
parallèles. On voit donc que si cette corde est

attachée a deux points fixes S et T (fig. 78), Fig. ;8 -
elle ne peut demeurer en équilibre, à moins
qu’elle ne soit tout entière dans un plan ver- .

tical. Elle forme alors un polygone funiculaire
d’une infinité de cotés , ou plutôt une ligne
courbe que l’on nomme la chaînette.

Pour trouver les efforts que la corde exerce
les deux points S et T qui la soutiennent ,

on mènera a la courbe en ces points deux tan-
gentes SO , TO , qui seront comme les pro-
longemens des derniers côtés du polygone
funiculaire; appliquant ensuite
une force égale à la résultante de toutes les
forces qui la sollicitent , c’est-à -dire égale
au poids total de la corde , on décomposera
cette force en deux autres dirigées suivant
les tangentes OS, OT , et qui exprimeront les
charges respectives des deux points de suspen-
sion (218).

On trouverait de même la tension de la

t : a ••••

t : V :: 1 : sî n <p ;

ce qui donne la tension d’un côté quelconque
exprimée par son inclinaison sur le côté hori-
zontal , et par la somme des puissances paral-
lèles qui agissent entre ces deux côtés.

On aurait enfin (ce qui, d’ailleurs , est une
suite des deux proportions précédentes)

V:a :: sin <p : cos <p ,

ou V = a tang <p ; d’où l’on tire ce théorème
relatif à la figure que prend le polygone en
vertu des forces appliquées : la tangente de
l’inclinaison de chaque côté sur l’horizon est
proportionnelle à la somme des puissances ver-
ticales appliquées sur le contour, depuis le côté
le plus bas jusqu’à celui que l’on considère.

sur

point 0au
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corde en un point quelconque, en imaginant
que ce point est fixe , et en cherchant, comme
ci-dessus, la charge qu’il éprouve par le poids
du reste de la corde qui demeure en
au-dessous.

Au reste, si l’on nomme t la tension
point quelconque M de la chaînette , a celle
qui a lieu au point B le plus bas, V le poids de
l’arc .$ compris entre ces deux points, et tp l’angle
forméavec la ligne horizontale par la tangente
à l’extrémité de l’arc s,on aura entre ces quatre
quantités les mêmes équations qu’au n° 219.On voit donc , par la première équation
t — a séc <p , que, dans une corde pesante en
équilibre , la tension
comme la sécante de Vinclinaison de la courbe
sur la ligne horizontale.

Par la seconde équation V = t sin <p , on
voit que la tension àVextrémitéd’un arc quel-
conque de la corde est égale au poids de cet
arc divisé par le sinus de l’inclinaison de la
corde en ce point.

Et l’on doit remarquer que ces équations
ont lieu, quelle que soit l’inégalité de la corde
ou chaîne pesante que l’on considère.

Si la chaîne est uniforme, on peut repré-
senter le poids Y de l’arc s par la longueur

- de cet arc lui-même, et la troisième équation

3 i rDE STATIQUE.

devient s=a tang <p : équation très simple
de la chaînette entre les coordonnées s et <p.

Ainsi la chaînette est une courbe telle ,que
la tangente de son inclinaison sur un axe
horizontal augmente comme la longueur de
l'arc à partir du point le plus bas.

Cette courbe est donc la même à gauche
et à droite de l’axe vertical qui passe par le
sommet B; et , comme la parabole , elle a deux
branches égales qui s’étendent à l’infini.

Il est même aisé de voir que le rayon R
de la courbure y est exprimé parR=a: cos *<p,
et qu’ainsi il est réciproque au carré du
cosinus de l’inclinaison de la courbe sur son
axe horizontal.

Car , en considérant une courbe comme un
polygone d’une infinité de côtés égaux c , on a
pour le rayon R du cercle décrit sur deux cô-
tés consécutifs comme cordes, R =c: 2 sin g ,
en nommant 2« l’angle extérieur du poly-
gone (216).

Or <p étant l’inclinaison du premier côté , et
par conséquent <p -j- 2ê celle du second , on a
ici par les équations

s= a tang <p et s+ c =a tang ( <p + 2g ) ,
c=za (tang (<p -f- 2é) — tang <p) ,

expression qu’on peut ramener à celle-ci:

3i o

*

équilibre

en un

chaque point varieen
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versée : donc il a actuellement cette figure.
C'est encore la figure que prendrait une

voile verticale enflée par le vent. Car , consi-
dérez dans cette voile une section quelconque
horizontale ^ que nous regarderons comme un
polygone d’une infinité de côtés égaux. Il est
visible que le nombre des molécules d’air qui
viennent rencontrer un de ces côtés , est pro-
portionnel, non pas à la longueur *? de ce côté,
mais à sa projection c. cos <p sur une perpendi-
culaire à la direction du vent. Ainsi , la force
qui vient sur chaque élément de la courbe s est
proportionnelle au cosinus de son inclinaison
(P a la perpendiculaire dont il s’agit. Mais cette
force n’agit pas tout entière sur la voile: car ,
à la rencontre du côté *? , la vitesse v de chaque
molécule d’air se décompose en deux: l’une v
sin c p parallèle à c , et qui ne tend qu’à faire
glisser cette molécule sur la voile sans y pro-
duire aucun effet ; l’autre v cos c p perpendicu-
laire au côté c , et qui seule agit pour tendre
cette voile. La force normale qui presse cha-
que élément de la courbe s est donc propor-
tionnelle à cosa<p.

Mais une courbe étant tenue en équilibre
par des forces normales appliquées en tous
ses points équidistans, chacune d’elles (216)
est réciproque au rayon de la courbure

313
o. sin t . cos g

COS Ç. COS (p-f- 2ê)
C ~ a.

On a donc

Rzzz-4 COS t— a.•?. sin e COS (p. COS 21) ’

d ’où l’on tire , en faisant l’angle extérieur 26
égal à zéro (afin de passer du polygone à la
courbe même ) ,

R = —COS 2<?r

ce qu’il fallait démontrer.
221. Ce qu’on vient de dire d’une corde

pesante , ou d’un assemblage de petits corps
pesans unis ensemble par un fil inextensible,
pourrait s’appliquer à plusieurs globules
puyés les uns contre les autres , et qui se sou-tiendraient mutuellement en voûte. Ils doivent
affecter alors la forme d’une chaî nette
versée. Car , si tous ces globules, à cause de
leur impénétrabilité mutuelle,
libre en

ap-

ren-
sont en équi-

vertu de leur poids, ou des forces
verticales qui les sollicitent, il est clair qu’ils
demeureraient encore en
forces venaient toutes à agir en sens contraire,
pourvu qu’alors on supposât tous ces glo-bules liés deux à deux par un fil inextensible;
mais alors ce fil formerait une chnînett

équilibre si ces

e ren-
I
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dans le point où cette force est appliquée:
et vice versa ce rayon est réciproque a la
force. Or ici la force est proportionnelle à
cos*<p.

Donc, une section quelconque horizontale
faite dansune voile verticale enflée par lè vent,
est de telle nature,que le rayon osculateur y est
réciproqueau carré du cosinus de l’inclinaison
de la courbe sur une perpendiculaire à la di-
rection du vent : ce qui est précisément une
chaî nette dont Taxe serait dans cette direc-
tion (220).

DE STATIQUE,

poulie est en équilibre d elle-même, en vertu
des forces ou des tensions qui agissent sur
elle.

3 i 4

Ainsi, nommant r, r , rf / les rayons respec-
tifs des poulies; c, c' , c", les sous-tendantes
des arcs embrassés par les cordons; X la ten-
sion du premier cordon; Y celle du suivant;
on aura pour l’équilibre de la poulie A( i85),

X : P r : c.••••

On aura de même pour l’équilibre de la pou-
lie A',

Y : X :: r' : c';
et pour la troisième A",

Q : Y :: r": c" ;
et multipliant par ordre , il viendra

Q : P :: rrV': cc'c" ,
c’est-à-dire, la puissance est à la résistance
comme le produit des rayons des poulies est au
produit des sous-tendantes des arcs embrassés
par les cordons.

Des Poulieset des moufles.
222. Considérons maintenant un système

F,’g- 79- de poulies mobiles A , A', A" (fig. 79). La
première A, qui soutient un poids P attaché
à sa chape, se trouve embrassée par une
corde dont l’une des extrémités F est fixe,
tandis que l’autre est attachée à la chape de
la poulie suivante A'; cette seconde poulie
est de même embrassée par une corde dont
l’une des extrémités F' est fixe , tandis que
l’autre est attachée à la chape de la troisième
poulie A", et ainsi de suite jusqu’à la dernière,
dont le cordon , arrêté d’une part à un point
fixe F", est tiré de l’autre par une puissance Q.
' Si tout le système est en équilibre , chaque

223. Si tous les cordons deviennent paral-
lèles (fig. 80), les sous-tendantes c,V, c", de- Fis- 8o*

viennent égales aux diamètres 2r, 2z7, 2rr/, et
l’on a, en divisant les deux termes du der-
nier rapport par le produit 77V',
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parties de la corde soient parallèles, il est vi-
sible qu’on aura, la puissance Q est à la ré-
sistance P, comme Vunité est au nombre des
cordons qui soutiennent la moufle mobile; car
toutes les poulies étant embrassées par la
même
chacune en particulier , les cordons sont égale-
ment tendus. On peut donc considérer le poids
P comme soutenu par autant de forces égales
et parallèles qu’il y a de cordons qui vont di-
rectement d’une moufle à l’autre, et par con-
séquent la tension de l’un de ces cordons , ou
la puissance Q est au poids P , comme l’unité
est au nombre de ces cordons.

Ainsi dans le cas de la figure 81 , la puis-
est le sixième de la résistance; et dans le

3 * 7
3i6 ÉLÉMENS

Q i P :: i : 2 .2 .2 ,
c’est-à-dire
au poids comme Vunité est au nombre 2 élevé

puissance marquée par le nombre des

qu’en général la puissance est

a une
poulies.

C’est le cas le plus favorable à la puissance;
car le produit des sous-tendantes c , c' , cw est
le plus grand possible, lorsqu’elles sont égales
aux diamètres.

corde, et devant être en équilibre ,

Si , dans chaque poulie , l’arc embrassé par
la corde était le tiers de la demi-circonférence,
les sous-tendantes de ces arcs seraient égales

rayons respectifs des poulies, et la puis-sance serait égale au poids.
aux

224. Une moufle est un système de poulies
assemblées dans une même chape , ou sur des

Fig. 81, axesparticuliers ( fig. 81 et 82) ou sur le même8a, 83.

sance
delà figure 82 , elle n’en est que le cin-

a un cordon de moins
cas

’il yquième, parce qu
pour soutenir la moufle mobile.axe (fig. 83y,

Considérons deux moufles, l’une fixe et
l’autre mobile , et supposons que toutes les
poulies soient embrassées par une même corde
attachée par une extrémité à la chape de l’une
des moufles , et tirée à l’autre extrémité par

puissance Q, qui fait équilibre à un poids
P suspendu à la moufle mobile.

Si l’on

2 25.Considérons enfin un système de tours ,
A, A', A"qui réagissent les uns sur les autres,
comme on le voit dans la figure 84* Soient Fig- 84*

r, r', r ' les rayons respectifs de leurs cylindres ;
R , R', R" ceux de leurs roues. La corde ap-
pliquée tangentiellement au premier cylindre
porte un poids P, et la corde appliquée à Ja
roue , au lieu d’être tirée immédiatement par

une

suppose, ce qui a presque toujours
' lieu d’une manière sensible, que les diverses
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Des Roues dentées.
319ÉLÉMENS

une puissance, est attachée au cylindre du
second tour A'. La roue de celui-ci est de
même tirée par une corde qui passe sur le
cylindre du troisième tour A" et ainsi de suite
jusqu’au dernier, dont la roue est tirée par la
puissance Q.

Si le système est en équilibre , chaque tour
est en équilibre de lui-même en vertu des
tensions des cordons qui sollicitent le cylindre
et la roue. Ainsi , en nommant X la tension
du cordon qui va du premier tour au second ,
ou aura (186)

3i 8

226. Si l’on rapproche tous ces tours, de
manière que la roue du premier devienne tan-
gente au cylindre du second, et que la roue
de celui-ci soit tangente au cylindre du troi-
sième, et ainsi de suite; et si l’on suppose
que chaque roue s’engage au cylindre contigu,
de telle sorte qu’elle ne puisse tourner sans
faire tourner ce cylindre, et réciproquement ,
on pourra supprimer les cordes qui lient tous
ces tours, et l’on aura toujours le même rap-
port que ci-dessus entre la puissance et la ré-
sistance.

Pour engager solidement chaque roue avec
le cylindre du tour suivant (fig. 85), on pra- Fig. 85.
tique à leurs circonférences des dents égale-
ment espacées, qui engrènent les unes dans
les autres, de manière que chaque roue, qu’on
nomme alors roue dentée , ne peut tourner sur
son axe, sans que le cylindre , qu’on nomme
alors pignon,ne tourne en même temps sur
le sien.

On a donc, pour l’équilibre de deux forces
qui réagissent l’une sur l’autre au moyen des
roues dentées: la puissance est à la résistance
comme le produit des rayons des pignons
au produit des rayons des roues.

X : P :: r : R ;

en nommant Y celle du cordon suivant, on
aura

r' : R',
et de même pour le dernier tour ,

Y:X ••••

Q : Y :: r" : R';

et multipliant par ordre,
§rrr : RR'R%Q : P ••••

c’est-à-dire, la puissance est à la résistance
comme le produit des rayons des cylindres est
au produit des rayons des roues. est

I
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pignon de cette roue qui engrène avec la barre.
Alors on a pour l’équilibre: la puissance ap-
pliquée à
dans le sens de la barre, comme le produit
des rayons des deux pignons est au produit
du rayon de la roue par le rayon de la mani-
velle.

ËLÉMENS320

Du Cric.
la manivelle est à la résistance,

227. On considère, clans le cric simple,
pignon que l’on fait tourner sur son axe au

*'ig. 8G. moyen d’une manivelle ( fig. 86 ) : ce pignon
engrène avec une barre inflexible dentée, de
manière quen tournant sur son axe, il oblige
la barre à se mouvoir dans le sens de sa lon-
gueur. En supposant donc une résistance qui
s’oppose directement au mouvement de cette
barre, résistance que l’on peut considérer
comme une force perpendiculaire à l'extré-
mité du rayon du pignon , il est visible que
l’on aura: la puissance appliquée à la mani-
velle est à la résistance y dans le sens de la
barre, comme le rayon du pignon est au rayon
de la manivelle.

D’où Ton voit que l’effort exercé par le cric
sera d’autant plus considérable que le rayon
du pignon sera plus petit par rapport a celui
de la manivelle.

Lorsqu’on veut augmenter encore la force
du cric, sans augmenter le bras du levier de
la manivelle et sans diminuer le rayon du
pignon , au lieu de faire agir immédiatement
ce pignon sur la barre dentée, on le fait agir
sur une roue dentée intermédiaire , et c’est le

un

De la Vis sans fin.

228. On peut encore considérer une vis mo-
bile autour de son axe, et dont le filet mène les
dents successives d’une roue à laquelle il se
présente toujours d’une manière uniforme; et
c’est ce qui compose la vis sans fin.

Par l’équilibre de la vis, on voit ( fig. 87 )
que la puissance Q, appliquée à la manivelle
dont le rayon est R , esta l’effort /, avec le-
quel le filet presse la dent de la rcue,
le pas h de la vis est à îa circonférence 2<ærR ,
que tend à décrire la puissance ; et l’on a

comme

Q : f :: h : 2^rR.
Actuellement si cette roue dentée , d’un

rayon À , fait tourner un cylindre de même
axe , et monter un poids P, suspendu au bout
d’une corde qui s’enroule sur ce cylindre , on
aura par l’équilibre du treuil , en nommant
a le rayon du cylindre ,

2 1
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faire tourner la branche OA autour du point
A , et rapprocher ainsi le point O de Taxe fixe
AC, l’angle 0 du genou tend à s’ouvrir , et le
point B tend a s’éloigner de A en glissant
dans la rainure AC. Donc, si l’on applique
en B une force convenable en sens contraire,
elle fera équilibre à la puissance; et c’est dans
le rapport de ces deux forces que consiste la
loi de cette machine , qui dépend, comme on
voit , de la théorie du levier et du plan incliné.

Au lieu d’appliquer immédiatement la puis-
sance P à la branche OA, on l’applique ordi-
nairement à une barre mn solidement liée
avec elle; et c’est à l’aide de cette barre mn,
qu’on agit sur le genou , pour exercer en B,
le long de la rainure, l’effort Q ou la pression
qu’on veut produire.

Supposons donc que la puissance P agisse
points, perpendiculairement a la distance

An , ce qui est la position la plus favorable à
l’action de cette puissance; et réduisons toute
la figure aux lignes droites OA , OB, AC, An,
qui sont toutes dans un même plan avec les
directions des forces appliquées,

Si l’on considère d abord cette puissance P
qui tend à faire tourner le levier AO autour
du point A , et qu’on cherche avec quelle force
X elle pousse le point 0 , et par conséquent

2 î . .

3*3
/: P ••

» •

et , multipliant par ordre ,

ah : ivrRA,
c’est-à-dire, la puissance est au poids comme
le produit du pas de la vis par le rayon du
treuil , est au produit du rayon de la
dentée par la circonférence que tend à décrire
la puissance.
D’une machine nouvelle qu’on a nommée le

Genou.

Q : P ••••

roue

22g. Cette machine est composée de deux
Fig. 88. barres ou verges raides AO, B0(fig. 88 et 89),
et 8g. jointes en 0 par une charnière

elle peuvent tourner comme les deux branches
laquellesur

d un compas. L extrémité A de la première
est liée par une autre charnière à une barre
inébranlable AC, de sorte que cette branche
AO est comme un levier dont l’appui fixe est
au point A ; mais l’extrémité B de la seconde
branche ne fait que poser sur la barre iné-
branlable, ou plutôt elle est contenue dans la
rainure fixe AC, le long de laquelle elle peut
glisser librement.

Par la nature même de cet assemblage, il
est évident que, si une puissance agit pour

au

,
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le point B, dans le sens OB, on verra , par la
loi du levier , que ces deux forces P et X sont
entre elles comme leurs bras de levier Ah et
An , de sorte qu’on aura P:X
si l’on fait , pour abréger , le bras An=r 9 le
côté AO=ci , et par conséquent AA =a sin O;
en désignant par O l’angle du genou , on aura
plus simplement

3^4
3*5DE STATIQUE,

forces appliquées et de la réaction quelle
éprouve de la part des autres parties. Ainsi le
levier OA doit être en équilibre en vertu de la
puissance P et de l’action X du point B sur le
point O de ce levier , action qui ne peut avoir
lieu que dans le sens BO; et Ion a

a sin O : r.
Maintenant le point B doit être en équilibre de *
lui-même , en vertu de la force Q qui le tire
le long du plan BA, et de la réaction du point -
O qui le pousse suivant OB contre ce même
plan ; et comme cette réaction est encore égale
à X, on a , par la théorie du plan incliné,

: cos B,
ce qui redonne, en multipliant par ordre, la
même proportion trouvée ci-dessus, d’où Pou
tire

Ah:An ; ou••••

P :X ••••
P : X a sin 0 : r.

Actuellement , cette force X qui pousse B
le plan incline AC, est à la force Q , qui retient
ce point le long du même plan , comme le
rayon est au cosinus de l’inclinaison OBA; de
sorte qu’en nommant B cet angle , on a

cos B;
et, multipliant par ordre, il vient

P:Q::asin 0 : r cos B,
proportion qui contient la loi cherchée de 1
quilibre du genou.

••••

vers

X : QX : Q •••• ••» •

> re- Pr-cosB
a sin O ’

pour l’expression de l’effort Q exercé par là
puissance.

Q —
a3o. On pourrait encore présenter la dé-monstration précédente d’une

simple et plus conforme à la méthode générale
indiquée à la fin du nc 209, car le système
étant supposé en équilibre, chaque partie doit

, être en équilibre d’elle-même , en vertu des

maniéré aussi

Remarque<

251. A mesureque l’angle B diminue, l’angle
O du genou augmente; le facteur cos B croî t
donc sans cesse vers l’unité , et le facteur sin 0

i
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diminue vers zéro, de manière qu’ils peuvent
approcher de ces limites d’aussi près qu’on
voudra. Or , la résistance Q étant proportion-nelle à cos B et réciproque à sinO, on voit
par cette double raison , que la force Q aug-
mente à mesure que les deux côtés du genou
s’approchent d’être en ligne droite, et qu’à cette
limite , elle serait infinie : ce qui veut dire
qu’elle augmente sans bornes, et qu’ainsi la
pression exercée par le genou, dans le sens de
la rainure, peut devenir plus grande que toute
pression donnée.

On voit encore que la puissance a d’autant
plus davantage, que le côté AO= a est plus
court, et que le bras de levier An=r est plus
considérable. Par cette dernière raison, il y
aura de l’avantage, pour une même longueur de
la barre mn , à implanter cette barre sur le côté
le plus près qu’on pourra de l’angle du genou.

Si la puissance P, au lieu d’agir perpendi-
culairement sur la ligne An, agissait
autre angle quelconque dans le même plan , il
faudrait prendre, pour le bras de levierr, la
distance de cette force au point fixe.

S’il y avait plusieurs forces pour faire tourner
le levier AO, il faudrait mettre dans l’équation

' précédente, au lieu du moment Pr, la somme
des momens de toutes ces forces.

326
DE STATIQUE.

Du Genou isocèle.
827

232. Supposons que le triangle AOB soit
isocèle , et qu’ainsi les angles A et B soient
égaux ; l’angle 0 devient le supplément de 2B,
et l’on a sin 0= 2 sin B cos B. La proportion
donnée plus haut pour l'équilibre devient donc

P :Q :: 2«sinB: r ,
bien, si l’on aime mieux introduire dans la

proportion l’angle 0 des deux côtés du genou,
comme l’angle B est complément de ^ , on aura

sin B = cos - , ou simplement sin B=cos <p,2

en faisant, pour simplifier , -= <p, et la pro-2

portion sera

ou

P:Q 2a cos <p : r,
ce qui donne une expression très simple de la
loi de l’équilibre.

Mais on peut encore , au lieu des sinus ou
cosinus, n’employer que des lignes tirées de la
construction de la machine ; car il est évident
que le terme 2a sin B, ou 2a cos <p, vaut deux
fois la flèche 01— fd’un arc de cercle qui serait
conduit par AOB ; donc, si l’on voulait nom-
mer simplement cette ligne 01 la flèche du
genou, la loi de l’équilibre pourrait s’énoncer
de la manière suivante :

••

sous un
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Dans l’équilibre du genou dont les côtés

sont égaux ,la puissance qui tend ci faire tour-
ner le premier côté autour de son extrémité
fixe,est à la résistance que l’extrémité mobile
du second côté éprouve dans le sens de la rai-
nure ,comme le double de la flèche du genouest

bras du levier par lequel agit la puissance.
233. J ai fait abstraction du poids des par-

ties de la machine, mais il est bien aisé d’y avoir
égard. Et d’abord , l’axe ou la rainure AC étant
supposée fixe, son poids G 11e change en rien la
proportion trouvée pour l’équilibre; il ne fait
qu’ajouter à la pression de cette barre surses ap-
puis. Mais le poids de la première branche AO,
que je représente par 2p , favorise l’action de la
puissance; et si l’on suppose , par exemple,
que l’axe AC soit vertical, et la branche AO
d’une grosseur uniforme, de manière que son
centre de gravité tombe au milieu de AO,
il est évident que le poids 2p ajoute
ment Pr de la puissance , le moment pf Enfin
le poids 2/7 de la seconde branche BO, que je
suppose égal et appliqué de même au milieu
de BO , peut se décomposer en deux forces
égales, l’une p appliquée en
pliquée en B en sens opposé de Q. Or la pre-

* mière force p à la distance J du point fixe ,
ajoute encore au moment de la puissance le

3*28 DE STATIQUE,

moment pf , et la seconde appliquée en B, di-
minue la force Q de p.

Ainsi l’équation .de l’équilibre, qui était
P.r=Q. 2/,

égard au poids de la ma-devient, quand on a
chine ,au

P - r+pf+Pf=(Q — p) 2/,
ce qui donne

P. r= (Q — ap ) afi
d’où l’on voit que le poids de la machine, dans
la situation que je lui ai donnée , augmente
l’effort Q d’une quantité 2p égale à la moitié
du poids des deux branches mobiles du genou.

Des pressions exercées sur les appuis.
souffre l’axe234- Quant aux pressions que

fixe AC, tant en vertu des forces appliquées

que du poids de la machine, voici comment
peut les calculer.

Premièrement, cet axe est pressé au point B
par une force perpendiculaire V, résultante de
X et de Q— p , et dont la valeur est exprimée

on

au mo-

par (Q— p) cot <p.
En second lieu, le point fixe A est pressé par

le poids G de la barre AC et par la résultante
de toutes les forces qui agissent sur la branche
AO, et quon transporterait parallèlement à

0, l’autre p ap-
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exercer, à l’aide d’uneelles-mêmes au point A.Or, qu’on décompose

d’abord chacune de ces pressions en deux
très, l’une dirigée dans 1’axe AC, l’autre
pendiculaire au même axe , on aura, pour les
deux composantes de P, P cos co et P sin Où ,
Où étant l’inclinaison de P sur AC; pour les deux
composantes de X, on aura (Q— p) etV; enfin
pour les deux poids 2p et p transportés en A,
on aura la force 3p dirigée suivant l’axe AC.
Donc , en réduisant , le point A souffrira, dans
le sens de l’axe AC, une pression et égale à
G-f - P cos Où — Q + 4P > et dans une direc-tion perpendiculaire ,

même manière , pour
puissance médiocre , des pressions très consi-
dérables, ou pour former , sur certains corps,
de fortes et vives empreintes.

K
au-

per-

Sur un ancien paradoxe de Statique relatif
à la théorie des momens.

256.La loi du levier, comme on l’a vu plus
haut, et comme on le sait depuis long-temps,
est que les deux forces appliquées
proques a leurs distances au point d’appui , et
qu’ainsi les momens de ces forces soient égaux
entre eux pour l’équilibre.

Or il y a une machine singulière
est due à Roberval ,et qui présente une espèce
de levier où deux poids égaux se font toujours
équilibre, quoiqu’on les suspende à des bras de
levier quelconques inégaux; et de là résulte,
dans la théorie des momens , une espèce de pa-
radoxe, qu’on a tâché de résoudre par une cer-
taine décomposition de forces , mais dont il me
semble qu’on n’a point encore donné la véri-
table explication. (Voyez l’article de à' Alem-
bert, aumotZewer, dans l’Encyclopédie.)

Cependant on pouvait reconnaître d’abord
que ce cas d’équilibre n’a rien de contraire à la
loi générale du levier; caria machine de Rober-
val n’est point un véritable levier, c’est-à-dire

soient réci*
I

pression /3 égale à
P sin ^+(Q — p ) cot <p. De sorte que la pres-sion totale du point fixe sera exprimée en
grandeur par V/ jSft , et sera inclinée

une
dont l’idée

sur
l'axe AC d’un angle dont la tangente sera -.

avec quelle force l’axe du
genou doit être retenu et en A et en B,
notre pas entraîné par l’action combinée des
forces appliquées et du poids de la machine.

Ainsi l’on saura
pour

235. J’ai cru devoir expliquer cette machine
nouvelle avec assez de détail, parce qu’elle m’a
paru ingénieuse, et qu’elle n’est encore démon-
trée nulle part. Elle est à peu près du même
genre que la vis, mais d 'une construction beau-
coup plus simple : on peut s’en servir de la
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monstration la plus claire, et peut-être la seule

exacte qu’on en ait encore présentée jusqu’ici.
ÉLÉMENS

un corps ou une verge raide mobile autour d’un
seul point fixe : c’est un assemblage ou système
de figure variable , dans lequel il y a deux
points fixes , et où il n’est pas du tout surpre-
nant que la condition de l’équilibre soit tout
autre que dans le levier simple.Ainsi, par cette
seule distinction que nous avons établie entre
une machine simple et une machine composée,
le paradoxe s’évanouit. Mais on n’avait point
encore une définition bien précise des ma-
chines, ni surtout une idée nette des momens >
efforts d'un certain genre que les couples seuls
ont mis en évidence, et pour ainsi dire rendus
sensibles dans toute la Mécanique. Et en effet ,
par cette théorie des couples, la machine de
Roberval n’offre pas même de difficulté : car, à
l’aide des deux points fixes qui existent dans le
système, il peut très bien arriver que chacun
des couples qui viennent des deux forces appli-
quées se trouve séparément détruit par la ré-
sistance de ces points , et que, dans une pa-
reille machine, le rapport des momens soit
tout-a-fait arbitraire. C’est en effet ce qui a
lieu , comme on va le voir tout à l’heure : et ce
cas singulier d’équilibre , loin d’offrir un para-
doxe, n’est qu’une nouvelle confirmation de
nos principes; et je ne m’y arrête un instant
que pour en donner , par les couples , la dé-
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De la Balance de Roberval

237. Imaginez quatre règles deux à deux

égales et parallèles , et formant un parallélo-
gramme ABab (fîg. 90 et 91), dont les côtés Fig. 90

soient mobiles autour des angles A, B, ay b y
ct 9I*

des charnières. Supposez que lescomme sur
milieux F et y des deux côtés AB, ab , soient
fixes, et, pour plus de clarté, que
pointstombent dans la même verticale Ff; vous

machine formée par la réunion de

ces deux

aurez une
deux balances égales et parallèles , qui se répon-
dent dans un même plan vertical , et dont tous

les mouvemens autour de leurs appuis se sui -
vent sans se nuire en aucune manière. Car si
l’une d’elles, AB par exemple, tourneautour de
son appui fixe F, l’autre ab tourne en même

le sien dans le même sens et d’unetemps sur
même quantité an
gramme ABab prend toutes les fig
peut affecter, en
changer la longueur de ses côtés.

Si donc, à l’un de ces leviers tel que AB, et
ues de ce levier , ou

gulaire ; et le parallélo-
ures qu’il

changeant ses angles, sans

en des points quelconq
même de son prolongement, étaientappliquées
deux forces qui se fissent équilibre, il faudrait
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à la distance mn des deux balances AB et ab,
ensuite, comme le bras Kl est invariablement
attaché au côté Bb } par l’hypothèse même, ce
couple transformé.(P', — P'), peut être tourné
dans son plan, et appliqué exactement sur le
côté Bb. Dans cette position , l’une des forces
P' se dirige vers le point F qui est fixe, l’autre— P' se dirige vers l’autre point fixef , et le
couple est détruit , quel que soit son moment
P' X nui ou P x 1K. Ainsi il ne reste, de ce
côté de la machine , que la force P transportée
au point K.

Pareillement, la force Q peut être trans-
portée parallèlement à elle-même de G en H ,
et le couple (Q, — Q) qu’elle produit , pouvant
être changé en un autre (P',— Q') appliqué sur
lecôté Aa9 se trouve détruit, comme le précé-
dent , parla résistance des deux points fixes.

Il ne reste donc que les deux forces P et Q,
mais appliquées maintenant aux points K et H,
ou si l’on veut en B et A , et qui, par l’équi-
libre de la balance AB, doivent être parfai-
tement égales entre elles. Ainsi , dans la ba-
lance de Roberval, la condition unique pour
l’équilibre est l’égalité des deux poids, quelles
que soient leurs distances aux points d’appui.

Cette machine est en quelque sorte, pour les
simples forces, ce que le levier ordinaire est

ÉLÉMENS
nécessairement que ces deux forces fussent ré-
ciproques a leurs distances au point d’appui F,
comme si le levier AB était seul et parfaite-
ment libre; car ce levier est libre en effet, puis-
que l’autre ab ne fait quesuivre, et , pour ainsi
dire, répéter ses mouvemens , sans y porter
la moindre altération. Ainsi les momens de-
vraient être égaux de part et d’autre autour du
point fixe F , et il n’y aurait là rien qui ne fût
entièrement d’accord avec la théorie.

Mais si au lieu d’appliquer les forces ou les
deux poids P et Q à l’un de ces leviers, on les
applique, le premier P , à une barre Kl inva-
riablement fixée à angle droit sur le côté B&
qui unàt les deux balances, le second Q à une
barre GH, fixée de même sur le côté Aa , on
trouve que cesdeux poids, pourvu qu’ils soient
égaux, se font toujours équilibre, quelles que
soient les longueurs des bras IK et GII où ils
sont suspendus; et c’est ce qu’il faut montrer
ici comme une conséquence toute naturelle de
notre théorie des momens.

Pour cela , qu’on transporte la force P paral-
lèlement à elle-même de I en K dans la droite
Bb y et l’on a un couple (P, — P) dont le bras
de levier est 1K. Mais ce couple est détruit par
les deux points fixes ; car il peut d’abord être
changé en un autre équivalent d’un bras égal
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pour les couples ou momens. Dans 1 équilibre
du levier, les deux forces peuvent être dans
rapport quelconque , il suffit que les momens
soient égaux: mais, dans la balance de Rober-
val , il faut que les forces soient égales , et c’est
le rapport des momens qui est arbitraire.

258. Au reste, ceci n’est qu’un cas particu-
lier d’une proposition plus générale , car , au
lieu de deux balances AB et ab , on pourrait
considérer deux leviers égaux et parallèles ,
dont les appuis F et jne soient plus au milieu
de leurs longueurs , mais divisent ces
dans un même rapport quelconque. Dé plus ,
on pourrait supposer que les forces P et Q ,
qui agissent sur les barres IK, GH, ne soient
point parallèles , mais dirigées comme on vou-
dra dans le même plan. On démontrerait exac-
tement de la même manière que les deux
forces P et Q étant transportées parallèlement
à elles-mêmes aux deux bouts B et A de l’un
des deux leviers AB de la machine, les deux
couples qui naissent de cette translation sont sé-
parément détruits par les points fixes; que, par
conséquent , la condition unique pour l’équi-
libre, est que les deux forces appliquées soient
entre elles dans un rapport constant , qui ne
dépend point de leurs distances au point F,
mais uniquement des distances de ce point
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deux parallèles à ces forces, menées par les
deux bouts du levier. Ainsi , quand deux fo
sont une fois en équilibre sur cette machine,
on peut les transporter où Ion veut parallèle-
ment à elles-mêmes, sans que l’équilibre soit
troublé. Elles réagissent toujours l’une
l’autre de la même manière.

un
rces

sur
La seule chose qui

change est la grandeur des couples détruits, et
par conséquent , la pression que souffrent
sens contraires les deux points fixes dans la di-
rection desdeux leviers.

en

lignes Par exemple, dans le cas de P et Q paral-
lèles, le point F, outre la pression verticale
P+Q qu’il supporte, comme dans le levier or-
dinaire, éprouve encore, dans lesensdu levier,

QxGH, P X K Ipression P'— Q', égale à
et l’autre point fixeyéprouve une pression égale
et parallèle, et de sens contraire : de sorte qu’il
y a, sur l’axe Ff qui joindrait les points fixes,
couple dont le moment est P x Kl — Q x GH,
c’est-à-dire égal à la différence des momens des
forces appliquées, et qui tend à renverser la
machine.

une
mn mn

\

un

23Q. Il faut remarquer que, dans la démons-
tration précédente, il n’est pas nécessaire de
supposer les barres Kl et GH implantées à angleaux

22
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droit , et sur le milieu des côtés Bb , Aa ; elles
peuvent y être fixées où Ion voudra et sous des
angles quelconques; il suffit que la liaison avec
ces côtés soit invariable .
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242 . Nous poumons étudier encore d’autres

machines; mais comme elles n’offriraient rien
de nouveau qui méritât de trouver place dans
les Élémens, nous n’étendrons pas plus loin
ces applications. Notre objet principal , dans
ces deux derniers chapitres, était de fixer , par
quelques exemples très simples , les principes
que nous avions établis et développés dans les
deux chapitres précédens. Nous
devoir indiquer en même temps la marche q
l’on peut suivre pour trouver les conditions de
l’équilibre dans quelque machine que ce soit ,
et c’est ce qui ne présentera aucune difficulté ,
d’après ce qu’on a dit aux nos 209 et suivans,
surtout lorsque l’on ne considérera que deux
forces appliquées à la machine.

240. On pourrait encore , au lieu de deux
leviers AB et ab , imaginer deux tours égaux et
parallèles , dont je suppose les deux axes pro-
jetés en F et f Si les rayons correspondans des
deux roues et des deux cylindres sont unis de
même par des côtés parallèles Bb , Aa mobiles
sur des charnières B , h , A , a , on aura encore
une machine du même genre que la balance
de Roberval , et où deux poids P et Q étant
une fois en équilibre , y resteront toujours , à
quelque distance qu’on les suspende sur les bras
Kl et GH.

avons cru
ue

241 . Si l’on imagine enfin que les axes fixes
de ces tours soient les axes de deux vis égales,
qu’une puissance P tende à faire avancer dans
leurs écrous , on verra de même que l’effort de
cette puissance , pour faire avancer la vis , ne
change point , quelle que soit la longueur du
bras Kl par lequel elle agit , et qu’il est toujours
le même que si la force agissait simplement au
point B, dans une direction parallèle.

FIN.

2 2 . .
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MÉ M O I R E
SUR

LA COMPOSITION DES MOMENS

ET DES AIRES

DANS LA MÉCANIQUE.

Des Couples.

Dans ma Statique , j’ai nommé couple l’ensemble de
deux forces parfaitement égales , parallèles et de sens
opposés. On sait que ces deux forces n’ont pas de ré-
sultante , c’est-à-dire ne peuvent être tenues en équi-
libre par aucune simple force dirigée comme on vou-
dra dans l’espace. A la vérité , le calcul , qui donne ,
pour cette résultante , une force nulle appliquée à une
distance infinie des composantes, ne nous apprend plus
rien alors, puisqu’il donne la même expression pour
deux autres forces quelconques égales , parallèles et de
sens opposés , dont l’effet pourtant n’est pas le même
que celui des deux premières ; mais il est évident à
priori que de telles forces ne peuvent avoir de résul-
tante unique : car si l’on pouvait assigner la position
de cette résultante à l’égard de Tune des forces du
couple , on lui en trouverait sur-le-champ une autre
parfaitement symétrique cl de sens contraire à l’égard



34^ MÉMOIRE. 343MÉMOIRE.de la seconde ; et elle aurait à la fois deux positionsdifférentes; ce qui est absurde.
L’effort d’un coupl

i°. Deux couples situés d’ une manière quelconque
dans deux plans parallèles , se

seul égal à leur somme , ou à leur
dans le meme plan ou

peut être contre-balancé quepar celui d’un autre couple. J’ai fait voir que cet efforta pour mesure le produit de l’une des forces par la dis-tance qui les sépare ; de sorte qu’en nommant ce pro-duit le moment du couple , deux couples contraires sefont équilibre, quand leurs momens sont égaux.

e ne en uncomposent
différence , selon que ces deux couples sont de même

sens ou de sens contraires.
20. Deux couples situés d' une manière quelconque

dans deux plans perpendiculaires aux deux côtés d’un
parallélogramme, et représentés en grandeur par ces

côtés , se composent en un seul situé dans un plan per-
pendiculaire à la diagonale , et représenté en grandeur
par cette diagonale.

D’où l’on peut conclure que trois couples perpendi-
culaires aux trois arêtes contiguës d’un parallélépipède

quelconque , et représentés , pour leurs momens, parles
longueurs de ces arêtes , se composent en un seul , per-
pendiculaire à la diagonale, et représenté pour
moment par la longueur de cette diagonale.

Composition des couples , analogue à la composition
des forces.

J ai d’ailleurs établi les couples tous les théo-rèmes qui correspondent à la composition des forces ;et même cette proposition ( dont on fait si souventusage ) , qu’une force peut être transportée en un pointquelconque de sa direction , trouve ici son analogue,qui consiste en ce qu’wrc couple peut être transporté• '» •

i fpartout ou Von voudra dans son plan, ou dans tout
autre plan parallèle, et tourné comme on voudra dans

sur

son

le verrons tout àCes théorèmes , comme nous
l’heure , renferment la théoriedes momens, considérée

de la manière la plus générale, et la théorie des aires ,
qui ne sont autre chose , dans le mouvement des corps

les momens des forces qui les animent ; mais ils

ce plan, sans que son effet en soit changé.
Ainsi des couples situés arbitrairement dans le mêmeplan ou dans des plans parallèles sont des couples de

même direction ; d’où l’on voit combien est illusoire
» . r l 'Il’expression que donne le calcul pour la résultante d’un

couple , puisque, d’après cette propriété , il 11’y aurait
pas de lieu de l’espace où l’on
pliquée ; ce qui n’a plus aucun sens.

Mais la proposition précédente est principalement
utile dans la composition des couples

jue
se démontrent avec autant de simplicité que le paral-

des forces , et font descendre ainsi dansiélograinme
Élémens les propositions les plus élevées de lales

Mécanique.
Qu’on me permette ici d’en rappeler en peu de mots

cesser de tendre vers
dans l’ordre naturel

pû t la supposer ap-ne

l’usage dans la Statique , et , sans
l’objet de ce Mémoire, d’y arriver
de nos idées.

où elle permetde les rapprocher et de les disposer entre eux de la
manière la plus favorable à la démonstration , et nous
conduit par une voie très simple aux théorèmes suivans.t

I
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seule que je nommerai la résultante ,et tous lesen une

couples qu’elles ont produits dans leur translation se
composeront en un seul, que je nommerai le couple

J .

bsage des couples dans la Statique. résultant.
Composition générale des forces.

Ainsi , des forces dirigées d'une manière quelconque
dans l'espace, peuvent toujours se réduire à une seule ,
et à un couple unique , lesquels sont , en général , situés
dans des plans différens. Sur quoi l’on peut observer
que la direction , la quantité et le sens de la résultante
seront toujours les mêmes en quelque lieu qu’on ait
pris Y origine ,c’est-à-dire le point où l’on a transporté
toutes les forces. En variant la position de ce point ,
la résultante ne fera que se transporter parallèlement
à elle-m ême en divers lieux de l’espace , mais le plan
et la valeur du couple changeront nécessairement.

Une force étant appliquée
ou système quelconque solide

en un point d’un corps
si l’on prend

autre point quelconque dans ce corps, ou au dehors,
pourvu qu’on l’y suppose invariablement attaché , et
qu’on applique à ce nouveau point deux forces con-
traires égales et parallèles à la première , il est clair
que l’état du corps ne sera pas changé ; mais on pourra
considérer actuellement , au lieu de la simple force
proposée , i°. une

un

force parfaitement égale , parallèle
et de même sens , appliquée au nouveau point ; 20.
couple formé par les deux forces parallèles restantes.
Si , pour plus de clarté , on transporte ce couple ail-leurs, dans un plan quelconque parallèle
qui est permis , il ne restera

un

au sien , ce
au point dont il s’agit

qu’une force parfaitement égale et parallèle à la force
primitive , et qui ne serait en quelque sorte que cette
même force qu’on y aurait transportée parallèlement
à elle-même.

Lois de l'équilibre.
Mais quelle que soit la position de l’origine , un

couple ne pouvant jamais être tenu en équilibre par
on voudra dans

nous venons de dire
aucune, simple force dirigée comme
l’espace , il résulte de ce que
qu’il ne pourra jamais y avoir équilibre entre les
forces , à moins que la résultante et le couple résultant

On peut donc dire qu’une force peut être trans-
portée parallèlement à elle-même en un point quel-
conque, pourvu que l’on considère le couple qu’elle
engendre dans cette translation , et qui a pour mesure
le produit de la force par le chemin qu’elle a parcouru.

Cela posé , tant de forces que l’on voudra étant ap-pliquées d’une manière quelconque à un corps , si on-les transporte toutesparallèlement à elles-mêmes en un
même point quelconque , elles viendront s’y composer

ne soient tous les deux nuis à la fois.
Ainsi toutes les forces appliquées au corps , étant

transportées parallèlement à elles-mêmes en un point
quelconque, doivent s’jr faire équilibre entre elles , et
tous les couples qu elles produisent en se transportant
en ce point doivent aussi se faire équilibre entre eux.

i
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voit ici qu’elles peuvent encore s’approcher ou s’é-

loigner toutes d’un même point quelconque , pro-
portionnellement à leurs distances à ce point

cet équilibre soit troublé : car si chaque force se

Telles sont les propriétés générales de l’équilibre ,
c’est-à-dire les conditions qui existent nécessairement
dans l’équilibre de tout système libre. Elles fournissent
les six

on

sans
équations connues , entre les forces décompo-

sées suivant trois axes quelconques dans l’espace , et
entre les couples décomposés suivant trois plans dif-
fe'rens qu’on peut supposer conduits par

que
meut ainsi parallèlement à elle-même , dans le plan
formé par sa direction et le point dont il s’agit , elle
augmente ou diminue le couple qu’elle donne à
égard, dans le même rapport que sa distance à ce point ,

souces axes.

et par conséquent tous les couples du système

servent leurs positions , et demeurent proportionnels.
Ainsi la résultante et le couple résultant étant une fois
nuis, le seront toujours, et l’équilibre subsistera .

con-A quoi se réduisent les conditions précédentes , quand
il j a un point fixe dans le système.

Ces trois dernières équations suffisent, lorsqu’il y a
un point fixe dans le système , en supposant qu’on ait
pris ce point pour l’origine : car la résultante, se trou-vant détruite par sa résistance , peut avoir telle valeur
qu’on voudra , et il suffit que le couple résultant soit
nul . O11 voit bien nettement par là que la pression

le point fixe est identiquement la même
que si toutes les forces du système y étaient trans-
portées parallèlement à leurs directions :
sont actuellement transportées ; et pour les couples
qu’elles ont produits , comme ils doivent être en équi-
libre d’eux-mêmes, c’est-à-dire quand bien même le
corps 11e serait pas soutenu, il est évident qu’ils
peuvent nullement charger le point fixe.

> r
Condition nécessaire pour quun système quelconque

de forces ait une résultante unique.

Les forces appliquées au système étant ramenées ,
venons de le voir , à une seule force etcomme nous

à un seul couple , si la force se trouve parallèle au
plan du couple , on pourra amener ce couple dans un
même plan avec elle , et les réduire tous deux à une
force unique : et réciproquement, comme on a dé-
montré qu’une force et un couple ne peuvent se ré-
duire à une force unique sans être dans le même plan
ou dans des plans parallèles , ce qui est ici la même
chose , il s’ensuit que des forces dirigées d'une manière
quelconque dans l'espace ne peuvent jamais se ré-
duire à une seule , à moins que la résultante de toutes

forces transportées parallèlement à elles-memes en
point quelconque , n ait une direction parallèle au

plan du couple résultant .
C’est par là qu’on peut voir comment trois forces

exercee sur

elles ycar

ne

Propriété nouvelle de l'équilibre d'un corps solide.
Lorsque des forces sont en équilibre autour d’un

système quelconque invariable de forme, on sait
' qu'elles peuvent toutes varier proportionnellement à

leurs grandeurs sans cesser de se faire équilibre. Mais.

ces
un
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dirigées dans des plans différens , peuvent se composer
en une seule , sans qu’il y ait aucune rencontre entre
leurs directions; et comment une force peut se décom-
poser suivant trois directions qui ne rencontrent pas
la sienne et qui ne se rencontrent pas entre elles.

MÉMOIRE.
Soit G le moment du couple résultant ; L , M , N les

inomens respectifs des trois couples dans lesquels il

se décompose perpendiculairement aux trois axes des

x , y7 z ; soient A , v les trois angles que forme avec

ces axes la perpendiculaire au

que nous avons nommée Yaxe du couple.
On aura , par le parallélépipède des couples ,

G2 ==:L2-|-M2 -f N2 ,
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plan de ce couple , et

Expression analytique des propriétés précédentes.
Pour soumettre les propositions précédentes au cal-

cul , concevons à l’origine où l’on transporte toutes
les forces , trois axes quelconques, que nous prendrons
rectangulaires entre eux , pour plus de simplicité dans
les expressions.

Soit R la résultante générale; X , Y, Z ses trois
posantes suivant les axes des x , y , z \ soient a. £ , y
les trois angles respectifs que sa direction forme
avec eux.

On aura , par le parallélépipède des forces,

NML
cos A =— , cos^ ^ jj, cos V=G[ -et

Or , on voit (n05 102 et io3 de la Stat. ) que les cou-
ples L , M , N sont respectivement égaux

des momens pris dans l’acception ordinaire par rap-
port aux trois axes x , y, z 7 c’est-à-dire aux sommes

des produits qui résultent des forces projetées

chacun des plans coordonnés , multipliées par leurs

distances à l’axe qui lui est perpendiculaire : on trou-
donc facilement par les équations ci-dessus la

valeur et la position du couple résultant.
La seconde condition générale de l’équilibre, qui

com-
aux sommes

sur

R2=X2-J-Y2+Z2

X Y Z vera
et C°S *= £ > cos /3 — — cos y = —R ‘

Or, X, Y, Z sont respectivement égales
des forces décomposées parallèlement aux trois axes
des x , jr, z. On trouvera donc facilement par ces équa-
tions la valeur et la direction de la résultante géné-
rale. La première condition de l’équilibre , qui veut
que cette résultante soit nulle , donnera ce qu’on

les trois équations de l’équilibre de transla-
tion,qui reviennent à ce que la somme des forces es-
timées

veut que ce couple soit nul, donnera ce qu’on appelle
les équations de l’équilibra de rotation, qui consistent

que la somme des momens de toutes les forces,

aux sommes

en ce
par rapport aux trois axescoordonnés , soit nulle d’elle-
même relativement à chacun de ces axes.

sortes de produits quon appelle momens,
n'étaient au fond que la mesure de certaines forces

cachées que les couples ont mises en évidence.

On voit ici , par l’identité des couples avec les mo-

nomine Que ces

suivant trois axes quelconques soit nulle d’elle-
mème par rapport à chacun de ces axes.
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qu’on y avait jointes. Mais , en Géométrie •comme en
Algèbre, la plupart des idées différentes ne sont que
des transformations ; les plus lumineuses et les plus
fécondes sont pour nous celles qui font le mieux
image , et que l’esprit combine avec le plus de facilité
dans le discours et dans le calcul : or , les couples ont
éminemment cet avantage sur les momens ; et , si Ton
considère que la théorie des momens se présente d’elle-
même dans la réduction générale des forces et dans
les conditions de leur équilibre ; que , d’un autre côté,
dans la Dynamique , la composition des iiiouvemens
de rotation est aussi nécessaire que celle des mouve-

de translation , pour l’analyse complète du mou-
vement d’un corps de grandeur sensible , on verra que
la composition des couples exposée ci-dessus , tant

par la symétrie des théorèmes que par la simplicité
des démonstrations , vient se ranger naturellement à
coté de la composition des forces , et forme ainsi la

de partie essentielle des Élémens.
Équation de condition pour qu’ un système de forces

ail une résultante unique.
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mens tels qu’on les considère ordinairement en Sta-
tique , quel rôle jouent ces sortes de produits dans la
composition générale des forces et dans les lois de leur
équilibre. A la vérité, dans l’équilibre d’un corps as-
sujetti à tourner autour d’un axe fixe , les lois connues
du levier nous montraient bien ces produits
les efforts des puissances pour faire tourner le corps
autour de cet axe , puisque l’on trouvait que la somme
des momens des forces qui tendent à faire tourner dans
un sens doit ê tre égale à la somme des momens de
celles qui tendent à faire tourner dans le
traire. Mais , lorsqu’il n’y avait aucun point d’appui ,
et que le système était parfaitement libre dans l’es-
pace , les momens ne restaient plus dans les conditions
de l’équilibre que comme de simples expressions de
calcul , et perdaient cette espèce de signification que
leur donne !a présence d’un axe fixe , et qui les avait
fait nommer momens par les anciens géomètres. Or ,
par la théorie des couples , ils reparaissent dans l’équi-
libre des corps libres , comme dans l’équilibre des
corps gênés par des obstacles. Estimés par rapport à
un point quelconque du corps , ils mesurent certains
efforts particuliers que l’on peut concevoir comme en-
gendrés par les puissances qui se transportent paral-
lèlement à elles-mêmes en ce point , et qui , tandis
que ces puissances s’y composent et s’y font équilibre
à leur manière , doivent aussi se composer et se faire
équilibre à la leur. Ce n’est pas qu’au fond les valeurs
des momens et des couples ne soient parfaitement les
mêmes. L’analyse n’a pour objet que de simples rap-

ports, et les diverses grandeurs , sous ses formules ,
conservent plus aucune trace des premières idées

comme

sens con-
mens

secon

Nous avons vu tout à l’heure que si des forces quel-
sont réductibles à une seule , la résultanteconques

générale sera parallèle au plan du couple résultant.
Pour exprimer cette condition dans le calcul , il n’y a
donc qu’à exprimer que l’axe du couple est perpendi-
culaire à la direction de la résultante , ou que le co-

de leur inclinaison mutuelle est nul. Mais ,sinus

d’après les dénominations précédentes, le cosinus de
cet angle est

COS COS X -f- COS /3. COS^+COS y COS v ;ne
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expression qui étant égalée à zéro , après y avoir subs-titué à la place des cosinus leurs valeurs , donne
le-champ l’équation

35?. 353
II.

sur- Pes Couples ou momens rapportés à diffèrens

Le couple résultant G décomposé perpendiculaire-
ment à un axe qui forme avec le sien un angle 6 , étant
égal à G cos 0 ; si l'on nomme A', U\ /, les trois angles
que cet axe forme avec ceux des coordonnées ,
on a par la Géométrie

cos ô=cos A cos A' ~|~ cosp cosp -f- cos v cos /,

axes.
XL + YM+ ZN = o ,

qui établit la relation cherchée entre les forces et leurs
momens estimés par rapport aux trois axes.
Équations de condition pour quily ait une résultante

unique qui passe en un point donné.
comme

Mais si l’on voulait exprimer que les forces sont ré-ductibles à une seule qui passe en un point donné
transporterait l’origine en ce point , et Fon exprime-
rait que le couple résultant y est nul. Ainsi a , b , c
étant les coordonnées de la. nouvelle origine , il suffi-
rait , dans les expressions L , M , N , de mettre a:— ay
y — by z — c , à la place de x , y, z ; ce qui donnerait
les nouveaux mouvemens L', M', N', et l’on aurait les
trois équations

on trouvera, ou

G cos ô — L cos A' -f- M cos p!+ N cos / ,

formule trèssimple qu Euler & donnéedans le tom. YIÏ
des Nouveaux Actes de Pétersbourg, mais à laquelle
il n’était parvenu que par de longs circuits d’analyse.
Cette équation nous apprend que si Von connaît les
sommes L, M, N, des momens par rapport à trois axes
rectangulaires, on trouvera sur-le-champ la somme des
momens par rapport à un axe quelconque ,en multi-
pliant ces trois sommes respectives par les cosinus des
angles que les trois axes font avec le nouvel axe donné.

C’est ainsi qu’en Géométrie , pour projeter une ligne
sur un axe quelconque , on peut d’abord projeter cette
ligne sur trois axes rectangulaires ; projeter ensuite
trois projections sur l’axe donné , et ajouter ensemble
ces projections de projections.
Du moment maximum entre les momens rapportes aux

diffèrens axes qui passent par un meme point.
Puisque la somme des momens, par rapport à un

L'= o , M = o, JS'=o ,
qui nous font voir que la somme des momens doit être
nulle par rapport à trois axes qui se croisent au point
donné.

Si le point n’est pas donné , et qu’on cherche au con-
traire s’il y a dans l’espace quelque point où les forces
peuvent donner un couple nul , on aura les trois mêmes
équations, mais où ay by c seront alors les inconnues.Or,
en les éliminant , on trouvera d’abord , entre les forces
proposées, l’équation de condition XL+YM-f-ZN=o,
sans laquelle les trois premières ne peuvent subsister ,
'et qui nous redonne ainsi la condition d’une résultante
unique, comme cela doit être.

ces

rr
20
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axe qui Tait , avec celui du couple résultant , un angle ly
est G cos 0 , il s’ensuit :

i°. Que de tous les axes qui passent par Vorigine
f

l'axe du couple résultant est celui par rapport auquel
la somme des momens est la plus grande;

2°. Que la somme des momens est la meme par rap-
port à tous les axes qui font un même angle avec celui
du plus grand moment , ou qui forment une surface
conique décrite autour de lui sous cet angle;

3°. Que la somme des momens est nulle par rapport
à tous ceux qui font cet angle droit , ou qui forment un
plan perpendiculaire à sa direction.

L’axe et la valeur du moment maximum ne sont
autre chose que l’axe et la valeur du couple résultant ,

•et se déterminent par les memes équations. D’où l’on
voit que le carré du moment maximum est égal à la
somme des carrés des momens par rapport à trois axes
rectangulaires , et que son axe est la diagonale du
parallélépipède construit sur les trois lignes qui re-
présenteraient sur ces axes les grandeurs respectives
des trois momens précédens.

Ce sont les résultats que Laplace avait déjà tirés
de l’Analyse ; ils formaient de beaux théorèmes de
Mécanique, et ils ne sont plus ici que des corollaires
évidens de la composition des couples.

Mais voici de nouvelles conséquences, entièrement
dues à nos principes, et qui achèvent toute la théorie
des momens.

MÉMOIRE. 355

Ou Moment minimum entre Vinfinité des
maxima relatifs à tous les points de l’espace.

momens
un;

Observons que tout ce que nous venons de dire est
relatif à l’origine que l’on a choisie pour y transporter
toutes les forces. En prenant cette origine ailleurs, la
quantité , le sens de la résultante générale , ne chan-
gent pas , et sa direction demeure toujours parallèle à
elle-même; mais le moment maximum varie de
deur , et son axe s’incline sur sa première position.
Pour chacun des points de l’espace , considérés succes-
sivement comme origines , il y a donc un axe autour
duquel la somme des momens est un maximum rela-
tivement à tous les axes qui se croisent au même point»

O11 pourrait donc demander en quel lieu il faudrait
prendre l’origine ou le centre des momens , pour que
le moment maximum y fût plus petit que partout ail-
leurs , et par conséquent f ût le minimum des momens
maxima relativement à tous les points de l’espace.

Pour trouver facilement la position de ce point , re-
gardons toutes les forces comme réduites à une seule
et à un couple , par rapport à un point quelconque
connu , et suivons les variations qu’éprouve ce couple
par le déplacement de l’origine.

D’abord il est visible qu’en déplaçant l’origine dans
la direction même de la résultante générale , le couple
résultant ne change pas ; car le couple que fournit la
résultante en se transportant en un autre point de sa
propre direction est nul de lui-même , et le couple pri-mitif n’est pas altéré. Nous voyons donc que les
mens maxima sont constans pour toutes les origines

25. .

gran-

mo-
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elle-même, de telle sorte et d'une telle quantité' /?,
que le couple R/? qu'elle produira , étant composé avec
le couple primitif G , forme un couple résultant dont
l’axe soit R.

L'axe du couple Rp doit donc être dans le plan des
deux lignes R et G qui font un angle ç ; d’ailleurs il
est nécessairement perpendiculaire à la direction R ;

donc on aura , par le parallélogramme des couples,
R/?= G sin <p ,

et , pour la valeur K du couple minimum ,
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prises le long d'une même droite parallèle à la direc
don de la résultante générale , et que leurs axes sont
parallèles entre eux. Ainsi , tout ce que nous avons
dit plus haut des niomens par rapport aux axes qui se
croisent en un même point subsiste de la même ma-
nière et avec les mêmes valeurs , pour tous les points
de la résultante qui y passe.

Supposons donc que l’origine s’écarte de cette direc-
tion , et soit tellement placée dans l’espace , que le
couple résultant soit perpendiculaire à la direction de
la résultante ; je dis qu’alors ce couple est dans la posi-
tion du minimum; car si l’on déplace actuellement
l’origine d’une manière quelconque
qu’augmenter. En effet , la résultante , en changeant
de position , produira un couple perpendiculaire sur le
premier ; et puisque ces deux couples sont rectangu-
laires , ils donneront par leur composition le nouveau
couple résultant plus grand que l’un ou l’autre d’entre

donc le premier couple résultant aura augmenté ;

K =G cos ç.
il ne pourra Ainsi, en élevant au sommet de l’angle <p , et sur le plan

, i j- 1 • Gsin <pde cet angle , une perpendiculaire p ==— — —
nant par l’extrémité de cette perpendiculaire une pa-
rallèle à la direction de la résultante générale , on aura
l’axe du minimum des momens maxima , et l’origine
pourra être prise partout où l’on voudra sur cet axe.

Si l’on veut tout rapporter aux troix axes coordon-
nés, soient u , /3, y les inclinaisons de R sur ces axes

?

et A , /« , » celles de G sur les mêmes lignes ; on aura ,
pour l’inclinaison mutuelle (p de R et G ,

cos <p =cos CL cos A -f- cos /3 cos g.+ cos y cos v ;

ou bien , en mettant , au lieu des cosinus , leurs valeurs
données précédemment ,

, et me-

eux :
donc il se trouvait dans la position du minimum lors-
qu’il était perpendiculaire à la direction de la résul-
tante générale , ou lorsque son axe coïncidait avec elle.

Comment on détermine l'axe du couple minimum.

Soit donc G une ligne qui représente à la fois l’axe

et la valeur du couple résultant par rapport à un point
connu; R une autre ligne qui représente la valeur et

la direction de la résultante en ce point ; (p l’angle que
forment ces deux droites.

Pour avoir l’origine du couple résultant minimum , ..
il faudra transporter la résultante R parallèlement a

XL 4- YM-j- ZNcos (p = RG
d’où l’on tire

XL -4- YM + ZN
R
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ser toutà l’heure du couple résultant Gau couple mini-
mum K , nous ramène , dans l’ordre inverse, de celui-ci -
au premier , et par les memes équations,

R/? = Gsin <p, et K=G cos <p.
, t 'SW.CAitw

Mais ici , de quelque côté qu'on transporte la résul-
tante R , pourvu que ce soit à une même distance p
de sa position actuelle ou de l’axe central,on trouvera
toujours un couple résultant G de même valeur , et
une même inclinaison entre son axe et la résultante ;
et , de plus , le plan de ces deux droites sera toujours
perpendiculaire à la ligne p : puisque , si tout cela n’a-
vait pas lieu comme ci-dessus , en ramenant la résul-
tante dans l'axe central , on ne retrouverait plus le
même couple minimum K , ce qui ne peut pas être.

Les momens maxima sont donc constans , non-seule-
ment pour toutes les origines prises le long d'une pa-
rallèle à la résultante , comme nous l'avions déjà re-
marqué , mais encore pour toutes les origines prises
sur le cylindre que décrirait cette droite autour de
Vaxe central qui lui est parallèle.

Pour les axes de ces momens , tant que Vorigine ne
sort pas d'une meme génératrice de ce cylindre , ils de-
meurent parallèles entre eux et forment un plan;mais
si rorigine passe d'une génératrice à Vautre parla cir-
conférence d'un cercle, ils forment un hyperboloide de
révolution autour de l'axe central.

Les momens maxima G ne varient donc qu’avec les
distances p de leurs origines à l’axe central , et les deux
équations précédentes nous donnent
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expression très simple de la valeur du couple mi*nimum K.

Actuellement , soient a } b, c les trois coordonnées
de l’extrémité de la perpendiculaire p; on aura d’a-bord aa+ b* 4- c2=p* , qui donne , en mettant pour p
sa valeur,

358

Ga — Ka+ £a + ca = Ra

Ensuite , comine p est à la fois perpendiculaire à R
et à G , il est clair qu’on aura

aX + bY + cZ = o , .

aL -f- ÆM -f- clN =o ;

ce qui fait trois équations au moyen desquelles on
pourra déterminer a , b , c, et par conséquent la posi-
tion de l’axe du couple minimum dans l’espace.

De Vaxe central des momens.
Cet axe remarquable , où la somme des momens est

à la fois un maximum relativement aux axes qui se
croisent au même point que lui , et un minimum rela-
tivement à ceux qui donnent les momens maxima aux
divers points de l’espace , pourrait se nommer l’axe
central des momens ; et cette dénomination , déjà mo-
tivée en ce qu’il jouit d’une propriété exclusive par
rapport à tous les autres , se trouve pleinement justi-
fiée , si l’on observe qu’aux mêmes distances autour de
lui , les momens maxima sont les mêmes , et que leurs
axes ont , à son égard , des positions semblables.

En effet , le même raisonnement qui nous a fait pas- Ga = R2/>’ + K* ,
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équation qui nous lait voir porter les momens d’un système quelconque de forces,

peuvent être distingués et classés entre eux de la ma-
nière suivante :

que ces momens croissent Jpour les origines prises à différentes distances de l’axecentral , comme les ordonnées d’une hyperbole dontces distances seraient les abscisses ; ainsi leurs valeursaugmentent sans bornes , et il n’y a pas de momentmaximum maximorum; ce qui étaif d’ailleursévident de soi-même.

D’abord, si , pour simplifier les choses, nous ne con-
diverssidérons que les axes qui se croiseraient aux

points qu’on peut prendre sur un même plan perpendi-
culaire à la direction de la résultante ; nous observons :

i °. Que , parmi tous les axes qui se croisent en un
seul distingué de tous les

assez

i
T) _ tOn a de plus , tang ç> = ce qui donne les incli- même point , il y en a un

la somme des momens y est unnaisons des axes des momens maxima sur l’axe central,
et nous montre que leurs tangentes varient dans le rap-port des distances de leurs origines à cet axe.

Remarquons encore que , dans le cas où la résultante
générale est nulle , on a, par la première équation ,G = K, quelle que soit la valeur dep.

Lors donc que les forces appliquées sont telles ,
qu’étant transportées en un même point , elles se font
équilibre entre elles , les momens maxima sont les
mêmes

autres, en ce que
maximum.

Les autres se classent autour de lui en diverses sur-
faces coniques circulaires dont il serait l’axe
Pour tous ceux qui forment la même surface , les
momens sont égaux, et ils varient d’un cône à l’autre
en raison des cosinus des angles sous lesquels ces cônes

commun.

sont décrits.
2°. Parmi tous les axes qui donnent les momens

maxima relativement aux divers points du plan , il y
seul distingué de tous les autres, en ce qu’il

donne le plus petit de ces maxima , ou le minimum
maximorum des momens.

Les autres axes des maxima se classent autour de
lui en diverses surfaces d’hyperboloïdes de révolution
dont il serait l’axe commun. Pour tous ceux qui for-
ment la surface d’un même hyperboloïde , les momens
maxima ont la même valeur , et ils varient d’un hyper-
boloïde à l’autre , suivant les lois que nous avons don-
nées ci-dessus.

Actuellement, tout ce que nous
lativement aux diverses origines prises dans un même
plan perpendiculaire à la résultante , subsiste de la

pour tous les lieux de l’espace
sont tous parallèles.

Si les forces appliquées ont une résultante unique ,
a pour cette condition cos <p=o, l’équa-tion Krr:G cos 9 donne K = o ; c’est-à-dire que le

moment minimum maximorum est nul, comme il est
clair que cela doit être , puisque l’origine tombe alors
sur la direction même de la seule force à laquelle se
réduisent toutes celles du système.

et leurs axes
en a un

comme on

Classification de tous les axes de Vespace auxquels on
voudrait rapporter les momens d'unsystème deforces.

Telle est donc la théorie générale exposée ci-dessus
que tous les axes de l’espace auxquels on peut rap-

venons de dire re-

j
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lativement auxquels les inomens maxima sont égaux
et représentés par H , l’équation suivante :

(L— Yz+Zyy+(WL— Zx+Xz)u

+(N-X^+Y*)a=H%
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même manière, et avec les mêmesvaleurs, pour tous les .
lieux qu’occuperaient successivement tous ces points

transportant le plan parallèlement à lui-même. Les
momens maxima restent les mêmes autour des mêmes

qui deviennent parallèles ; et comme il n’y a ,
parmi eux , que l’axe du moment minimum maximo-

qui soit perpendiculaire au plan mobile , on voit
qu’il est le seul qui n’ait absolument qu’une même po-
sition dans l’espace ; que , de plus , tous les axes qui
ont à son égard des positions semblables, donnent les
mêmes momens ; et c’est ce qui nous a fait nommer
cet axe unique , Y axe central des inomens.

Au reste , les résultats précédens, tirés des raison-
nemens les plus simples, pourraient aussi se déduire
du calcul par la méthode ordinaire de maximis et mi-
nimis; et l’on trouve aisément , pour l’axe du moment
minimum maximorum , les équations suivantes:

: jt » ien

axes
qui appartient à une surface cylindrique à base circu-
laire décrite autour de la première droite , ce qui est

conforme à ce que nous avons vu précédemment.
arrêterons pas à ces détails , et

pplications de la

rum

Mais nous ne nous
passerons sur-le-champ

théorie des momens à la Dynamique.
aux anous

111.

Application de la théorie précédente à la Dynamique.
Soient tant de corps libres qu’on voudra qui se meu-

dépendance mutuelle, avec des vi-
uniformes suivant des droites quelconques , dans

vent , sans aucune
tesses
l’espace.

Puisque chaque corps se meut uniformément en ligne
droite , la force qui l’anime demeure constante et de

(N +Yx -Xjr) Y — (M+Xz — Zx) Zz
(L + Zjr-Yz) Z — (N+ Y.r — Xy) X
(M+ Xz — Zx) X — (L +- Zy — Yz) Y=o,

même direction.
* f " j ' •*f * J

Donc la résultante générale de toutes les forces qui
* • T ' • • / • » * • * ' » I f ' 1

animent les corps du système , et leur moment résul-
demeu-

où x, y, z sont les coordonnées de cette ligne par rap-
port à trois axes autour desquels les sommes respec-
tives des momens sont L , M , N , tandis que X, Y, Z ,
sont les sommes des forces décomposées parallèlement
aux mêmes axes.

L’une quelconque de ces équations est une suite né-
cessaire des deux autres , et par conséquent elles ne
représentent qu’une seule et même ligne droite , la-
quelle est manifestement parallèle à la direction de la
résultante générale des forces.

On trouve encore , pour le lieu de tous les points re«*

point fixe quelconquetant par rapport à un
rent constamment les mêmes dans tout le cours du
mouvement.
Conservation des forces et conservation des momens.

Actuellement , si l’on suppose que tous ces corps qui
étaient libres viennent tout-à-coup à se lier ensemble

et à réagir encore les uns.d’une manière quelconque
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nouvelles forces et leur moment résultant
365MÉMOIRE.

sur les autres en vertu de nouvelles forces quelconques,
mais réciproques, c’est-à-dire telles, qu’entre deux corps
l’action soit toujours parfaitement égale et contraire à
la réaction , ce qui comprend toutes les forces de la
nature ; les mouvemens individuels des différens corps
seront changés , et les forces qui les animent varieront
de grandeurs et de directions, et continueront de va-
rier à chaque instant du mouvement. Mais ce qui
bien remarquable , et forme un
cipes de la Dynamique, c’est que la résultante générale
de toutes ces forces , et leur moment résultant par rap-
port au point fixe , demeureront toujours les mêmes
qu’auparavant , et seraient encore conservés , si tous

les corps redevenaient libres , et que chacun d’eux s’é-
chappât en ligne droite avec la nouvelle vitesse dont il
est actuellement animé.

Démonstration très simple de ces deux lois générales.
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toutes ces
sont toujours les mêmes qu’avant cette substitution.
Mais les composantes, qui se font équilibre entre elles,
donnent leur résultante et leur moment résultant nuis,

nous l’avons vu dans les lois générales de l’é-comrae
quilibre : donc la première résultante et le premier
moment résultant sont conservés , et n’ont souffert
aucune altération par l’action mutuelle des différens
corps du système. Quant aux autres forces qui pour-
raient exister entre ces corps , comme elles sont réci—c’est-à-dire deux à deux égales et contraires,

est
des plus beaux prin-

proques,
elles ne changent rien non plus aux valeurs précé-
dentes, car leur résultante et leur moment résultant
sont évidemment nuis d’eux-mêmes.

On voit donc que, dans un système de corps qui ont
reçu des impulsions primitives,et qui réagissent d'une
maniéré quelconque les uns sur les autres , la somme
de toutes les forces qui les animent , estimées suivant
une même droite, et la somme de leurs momens estimés
autour d'un même axe fixe quelconque , demeurent
constamment les mêmes , malgré les variations qu’é-
prouvent les mouvemens individuels des corps , et soit
que ces mouvemens changent par des nuances insen-
sibles , soit quil survienne entre eux des changemens
brusques par l’action réciproque des corps , ou par
toute autre liaison nouvelle quon voudrait établir su-

Ce principe , qui se déduit des équations différen-
tielles du mouvement , peut aussi se démontrer par un

raisonnement si simple , que je ne crois pas
l’omettre ici.

devoir

Il est clair , en effet , que si chaque corps, à cause
de sa liaison avec les autres, ne peut plus obéir pleine-

force se décom-ment à l’impulsion qu’il a reçue , sa
pose en deux autres , l’une qui est détruite, et l’autre

qui subsiste actuellement. Tout se passe comme à la
rencontre d’un obstacle invincible ; excepté que la

bitement entre ces corps.
Ces deux proprié tés générales du mouvement cor-

respondent , en quelque sorte , aux deux propriétés
générales de l’cquilibre; les mêmes sommes qui doivent
être nulles dans l’état d’équilibre demeurent constantes
dansl’état de mouvement ; et la conservation des forces

composante , qui serait anéantie par l’obstacle , va se
reporter sur les autres corps qui la détruisent par leur
action. La force de chaque corps étant ainsi remplacée

par deux semblables composantes, la résultante de
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sente la moyenne vitesse de toutes les molécules , elle
s’exprime parla somme de toutes les vitesses , divisée
par leur nombre, ou par la somme de toutes les forces
divisée par la masse entière du système.

Si Ton prend , pour cette droite à laquelle on rap-
porte les forces, la direction même de la résultante
générale , on voit que le centre de gravité se meut
précisément dans cette direction ; car si l'on cherchait
actuellement la vitesse de ce centre , pour s’éloigner
d’un plan quelconque mené suivant cette droite , on
trouverait cette vitesse nulle, puisque la somme des
forces, estimées dans un sens quelconque perpendicu-
laire à la résultante générale , est toujours nulle.

Ainsi le centre de gravité du système se meut uni-
formément , en ligne droite , dans la direction même de
la résultante générale, et sa vitesse est exprimée par
cette résultante divisée par la masse entière du système.

Si cette résultante générale est nulle, et qu’ainsi
toutes les forces appliquées soient réductibles à un
couple , le centre de gravité du système reste donc en
repos dans l’espace , quels que soient les mouvemens
particuliers des différens corps qui le composent.

Si tous ces corps sont liés entre eux de manière à
former un système invariable de figure , le système ne
peut donc avoir qu’un mouvement de rotation autour
du centre de gravité ; d’où l’on voit que l’effet d’un
couple sur un corps ou système solide , est de le faire
tourner auiour d’un point déterminé , qui ne dépend
ni de la grandeur ni de la direction du couple appli-
qué , mais uniquement de la figure du corps , ou plutôt
de la disposition mutuelle des différentes particules
qui le composent. Ainsi le centre de gravité des corps
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et des momens , présentée de cette manière, subsiste
également pour toutes les lois possibles entre la force
et la vitesse du corps en mouvement.

A quoi répondent les lois précédentes dans la nature.— Conservation du mouvement du centre de gravité;
conservation des aires.

Dans la nature, la force d’un corps en mouvement
se mesure par le produit de la masse et de la vitesse ;
et le premier principe répond à la conservation du
mouvement du centre de gravité , qui consiste
que ce centre se meut toujours uniformément en ligne
droite , et de la même manière que si tous les corps du
système y étaient réunis , et que les forces qui les
animent s’y fussent transportées parallèlement à elles-
mêmes.

En effet , puisque la somme des forces estimées sui-
vant une même droite est constante, on peut dire que
la somme des vitesses de toutes les molécules égales du
système, et par conséquent , leur moyenne vitesse ,
pour s’éloignerd’un planperpendiculaire à cettedroite ,
est aussi une quantité constante. Or, à chaque instant ,
les vitesses des molécules sont mesurées par les petits
accroissemens, positifs ou négatifs , de leurs distances

plan que je considère : ainsi la moyenne vitesse n’est
autre chose que le moyen accroissement , ou l’accrois-
sement de la moyenne de toutes ces distances , et par
conséquent , c’est la vitesse même du point qui est le
centre de gravité de tout le système. Donc la vitesse de
ce point, estimée suivant une droite quelconque dans
l’espace , est toujours la même ; et , comme elle repré-

en ce

au
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se présente d’une manière aussi naturelle dans la théo-
rie du mouvement que dans celle de l’équilibre: et

il ne faut pas, avec quelques géomètres , le regarder
seulement comme un point qu’il est préférable de
choisir , parce que certaines expressions analytiques
qu’on y rapporte se simplifient , ou que certaines in-
tégrales s’y évanouissent , mais bien comme un point
dont la considération s’offre d’elle-même dans la na-
ture , et vient , pour nous , de cette loi qui fait simple-
ment la force proportionnelle à la vitesse. On doit dire
la même chose deces trois axes principaux de rotation,
autour desquels un corps peut tourner librement ,
parce que les forces centrifuges s’y contre-balancent.
C’est en vertu de cette même loi dont je viens de par-
ler , qu’il y a de tels axes dans tous les corps , qu’il y
en a trois, qu’ils passent au centre de gravité et qu’ils
sont rectangulaires entre eux.

Mais je passe au second principe de la conservation
des inomens. Si l’on prend un point fixe quelconque et

que, de ce point fixe ou foyer , on mène à tous les
corps du système des rayons vecteurs , en projetant
toutes ces droites sur un plan quelconque , on verra
facilement que le moment de chaque force par rapport

axe perpendiculaire au plan de projection , et
passant par le foyer , est proportionnel au produit de
la masse du corps par l’aire que trace sur ce plan la
projection de son rayon vecteur.

Ainsi , dans la loi de la nature , la conservation des
rnomens revient à la conservation des aires, qui consiste
en ce que la somme des produits des corps par les aires
respectives que tracent les projections de leurs rayons
vecteurs sur un plan fixe quelconque mené, par le foyer,
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est proportionnelle au temps , c'est-à-dire est toujours
la même , en temps égal , pendant tout le mouvement
du système.

Si toutes les masses du système étaient égales entre
elles, on n’aurait pas besoin de considérer leurs produits
respectifs par les aires précédentes , mais simplement
ces aires elles-mêmes ; et le théorème reviendrait à ce
que la somme des aires décrites par les rayons vecteurs
autour du foyer est toujours égale en temps donné.
C’est ainsi qu’on peut toujours énoncer le principe des
aires ; mais en supposant que les masses du système
soient divisées en parties égales , et qu’on ait tiré du
foyer des rayons vecteurs à toutes ces parties.

Plan du maximum des aires.
Cela posé, puisque les aires tracées parles rayons

vecteurs ne sont autre chose que les inomens des forces,
il s’ensuit qu’on, peut appliquer à la composition des
aires tout ce que nous avons dit de la composition des
inomens.

Et d’abord , on voit que , parmi tous les plans menés
par le même foyer , et qui reçoivent de la part des
rayons vecteurs des aires différentes , il y en a un seul
qui reçoit la plus grande ; et si l’on nomme L , M, N
les sommes respectives des aires tracées sur trois plans
rectangulaires quelconques , menés par le foyer , on
aura pour la valeur G de l’aire qui est un maximum ,

.v.

a un

Ga~Lr-f- Ma -f- N 2.:r 1

Et , à l’égard du plan qui la reçoit , si l’on nomme
A , v , les trois angles respectifs qu’il forme avec les

24
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voudra sur cette ligne. Pour tous les loyers qui
raient aux mêmes distances dans un plan perpendicu-
laire , les aires maxima auront les mêmes valeurs ,
et leurs plans seront perpendiculaires aux diverses gé-
nératrices d’un hyperboloïde de révolution décrit au-
tour de cet axe central. D’ailleurs, ces aires maxima et
les inclinaisons de leurs plans varieront , en vertu des
distances précédentes , d’après les mêmes lois que nous
avons données plus haut ; et l’on trouvera sur les aires
tous les théorèmes analogues à ceux qui ont été rap-
portés sur les momens.
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trois premiers , on aura pour les cosinus de ces angles

371
en se-

L , M Ncos A = 77 cos , COS v = 77>h ( b ( j

ce qui détermine sur-le-champ la position de ce plan
remarquable.

Lorsque l’on connaî t l’aire maximum G , et le plan
sur lequel elle tombe , on trouve facilement les aires
que reçoivent les divers plans menés par le foyer ; car ô
étant l’angle que forme un plan quelconque avec celui
du maximum des aires , on a pour l’aire décrite sur
ce nouveau plan , G cos Ô ; d’où l’on voit que les aires
sont égales sur tous les plans qui font le même angle
avec celui du maximum, ou qui touchent un cône
décrit sous le complément de cet angle autour de l’axe
perpendiculaire à ce dernier plan ; que , de plus, elles
sont nulles quand l’angle 6 est droit , c’est-à-dire
tous les plans perpendiculaires à celui du maximum.

Plan du minimum des aires maxima.

Usage de ces plans ; de ceux qu'il faut choisir pour y
rapporter les corps du système.

Cette constance des aires décrites sur des plans qui
restent immobiles au foyer nous donne d’abord l’idée
de les observer sur les plans auxquels nous rapportons
les différens corps , afin qu’à toutes les époques du mou-
vement nous puissions retrouver le position de ces
plans, et reconnaître les changemens survenus dans le
système. Mais, d’après ce que nous venons de dire, on
voit qu’il y a un choix à faire entre ces plans coordon-
nés ; car si un plan qui reste immobile au foyer, reçoit
constamment la même aire de la part des rayons vec-
teurs , un plan qui recevrait constamment une même
aire donnée ne serait pas pour cela immobile , et
pourrait se mouvoir d’une manière quelconque tan-
gentiellement à un certain cône décrit autour du
foyer. Donc si l’on avait rapporté primitivement tous
les corps (lu système à un certain plan, et qu’on ne sut
rien autre chose de ce plan , siriofi qu’il recevait une

24-
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Actuellement, parmi tous les plans qui donnent les
aires maxima , relativement aux divers points de l’es-
pace considérés comme foyers, il y en a un seul qui
donnele minimum de ces maxima , ou l’aire minimum
maximorum.

Ce plan est perpendiculaire à la direction de la ré-
sultante générale , ou du mouvement commun qui
emporte le système. Son axe, c’est-à-dire la perpen-
diculaire qui y serait élevée au foyer , se trouvera ab-
solument de la même manière que l’axe central des
momens, et le foyer pourra être pris partout où l’on
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aire donnée , on ne pourrait plus reconnaî tre actuelle-
ment sa position dans l’espace , parce qu’il a pu
changer , ou , plus exactement , parce qu’il y en a une
infinité d’autres qui jouissent de la même propriété
que lui.

Mais si l’on savait que le plan cherché était , entre
tous ceux qui passent au même foyer , celui qui rece-
vait l’aire la plus grande, on le retrouverait sur-le-
champ, parce qu’il est unique et jouit d’ une propriété
exclusive par rapport à tous les autres.

C’est donc ce plan qu’il faut choisir , de préférence à
tous ceux qui passent en un même point , pour y rap-
porter les différens corps du système ; et , sans con-
naî tre la grandeur de l’aire qui y est décrite , on pourra
retrouver sa position dans tous les temps , pourvu
qu’on connaisse le point fixe d’où partaient les rayons
vecteurs , ou du moins quelque autre point fixe qui
soit , avec le premier , dans la direction du mouve-
ment général ; car nous avons vu que, pour ce nou-
veau foyer , le plan de l’aire maximum serait parallèle
au premier.

Si l’on ne connaissait point la position de ce foyer ,
quand bien même on saurait que l’aire maximum dé-
crite sur le plan cherché avait une valeur donnée ,
on ne pourrait pas encore distinguer ce plan d’une in-
finité d’autres perpendiculaires aux génératrices d’un
certain hyperboloïde de révolution , parce que chacun
de ces plans jouirait de la même propriété de recevoir
une aire égale , et maximum entre celles des plans qui
se croiseraient avec lui au même point.

Mais si l’on ajoutait que l’aire maximum dont il
s’agit était le minimum des aires maxima relativesaux
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divers foyers de l’espace , on retrouve]ait sur-le-champ
la position du plan cherché , parce qu’il jouit , non-
seulement d’une propriété exclusive par rapport A
ceux qui passeraient au même foyer , maisencore d’une
autre propriété exclusive par rapport à tous ceux qui
auraient la première commune avec lui.

C’est donc ce nouveau plan qu’il faut choisir de pré-
férence à tous ceux de l’espace; et l’on en pourra re-
trouver la position à toutes les époques , sans connaî tre
ni la grandeur de l’aire qui y est décrite, ni le point
qu’on a pris pour centre des rayons vecteurs. Mais ,
pour le déterminer , il faudra toujours avoir quelque
point fixe d’où l’on puisse partir actuellement , et con-
naître en outre la grandeur et la direction de la résul-
tante générale qui emporte le système dans l’espace.
Dans le cas des aires relatives , que Vaire minimum

maximorum est la même que Vaire maximum autour
d'un foyer quelconque.
Lorsqu’on ne connaî t aucun point fixe auquel on

puisse rapporter les rayons vecteurs , et qu’on partage
les mouvemens des corps eux-mêmes que l’on consi-
dère , on ne peut plus observer que des aires décrites
autour de foyers mobiles dans la directiondu mouve-
ment général. Or, ces aires sont alors les mêmes que
si le mouvement général était nul , ou que le centre de
gravité du système fût en repos.

On a pu voir , en effet , par l’équation G2:=rKa-f R2//',
qu’un moment maximum G , relatif à une certaine ori-
gine , se compose du moment minimum maximorum
K , et du moment Rp de la résultante générale par la
distance de l’axe central à cette origine ; de même

373
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céleste , qui , le premier , a considéré ce plan dans notre
système planétaire , et qui lui a donné le nom de plan
invariable.

Au reste, on peut encore prendre le foyer au centre
de l’un quelconque des corps considéré comme fixe à
chaque instant , c’est-à-dire comme actuellement privé
de sa vitesse relative: ce point , n’ayant plus alors que
la vitesse commune , sera dans le même cas que le
centre de gravité ; ainsi le plan de l’aire maximum re-
lative à ce point sera parallèle au premier , et recevra
la même aire.

Si donc, pour considérer également tous les corps
du système, on prend successivement les aires élémen-
taires décrites autour de chaque corps par tous les
autres , en multipliant ces diverses sommes par les
masses respectives des corps qui ont servi successive-
ment de foyers, on trouvera , en les ajoutant , tous les
produits des masses prises deux à deux , multipliées
par les aires qu’elles tracent dans le même temps ,
l’une autour de l’autre considérée comme immobile.

Le plan dont nous avons parlé jouit donc encore de
cette propriété remarquable , que la somme des pro-
duits précédens y est un maximum , aussi bien que sur
tous ceux qui lui sont parallèles ; et l’on voit que cette
somme n’est autre chose que l’aire maximum relative
au centre de gravité , multipliée par la masse entière
du système. C’est ainsi que Laplace présente encore
la théorie de ce plan invariable , en ramenant le prin-
cipe des aires à des relations entre les distances mu-
tuelles des différens corps du système.

Ce plan forme en quelque sorte l’immuable équateur
du système du monde. Quels que soient les change- -
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l’aire maximum , par rapport à un foyer fixe , est la ré-
sultante de l’aire minimum maximorum et de l’aire
qui serait décrite par le rayon vecteur de la masse en-
tière du système , considérée comme réunie dans l’axe
central , et animée , suivant cet axe , de la vitesse com-
mune. Si donc le foyer que l’on considère , au lieu
d’être fixe dans l’espace , se meut avec la vitesse com-
mune parallèlement à l’axe central , cette partie des
aires qui sont décrites en vertu du mouvement général
disparaî t d’elle-même; et les aires observées sont par-
faitement les mêmes que si la résultante général était
nulle , ou que le centre de gravité du système fût
repos dans l’espace.

Mais quand la résultante générale est nulle , les aires
rnaxima sont égales pour tous les foyers de l’espace , et
leurs plans sont tous parallèles ; donc alors le foyer de
l’aire minimum maximorum, peut être pris partout où
l’on voudra.

«

en

Application au système du monde.
Ainsi , dans le système du monde, comme on ne con-

naî t aucun point fixe auquel on puisse rapporter les
différens corps célestes , et qu’on ignore d’ailleurs dans
quel sens et avec quelle force ce système est entraî né
dans l’espace , on ne peut déterminer ni le plan ni la
valeur de l’aire minimum maximorum , et l’on peut
choisir simplement le plan du maximum des aires ,
relativement à un point quelconque, qui se meuve en
ligne droite avec la vitesse commune du système. On
peut donc prendre le foyer au centre de gravité , qui
jouit de cette propriété dans tout le cours du mouve-
ment; et c’est ce qu’a fait l’auteur de la Mécanique
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les plans ne sont pas les seules surfaces sur lesquelles
elles se conservent sans altération pendant le mouve-
ment du système. La même propriété appartient aussi
à toute surface conique circulaire dont le sommet est
placé au foyer des rayons vecteurs ; mais il faut proje-
ter ces rayons sur le cône par des lignes parallèles à
son axe.

Les aires décrites sur les surfaces de diffèrens cônes
de même axe et de même sommet seront réciproque-
ment proportionnelles aux sinus des angles sous les-
quels ces cônes sont décrits ; d'où l'on voit que le cône
qui recevra l'aire la plus petite sera le cône décrit sous
l’angle droit autour de l'axe commun , c'est-à-dire le
plan perpendiculaire à cet axe.

Entre tous les cônes semblables de même sommet,
mais d’axes différens, il y en aura un seul sur la sur-
face duquel l'aire tracée par les rayons vecteurs sera un
maximum.

Parmi tous ceux qui (tonneraient de même les aires
maxima relativement aux divers foyers de l'espace , il
y en aura un seul qui donnera le minimum de ces aires

376 377mens que la suite des siècles amène entre les corps cé-lestes, il demeurera toujours parallèle à lui-même;et , puisqu'on en peut retrouver la position dans tousles temps , comme
vité, en

retrouve celle du centre de gra-y rapportant tous les corps du système , onaura toujours le moyen de comparer , d'une manièreprécise , les observations de l'Astronomie faites

on

aux
époques les plus éloignées.

Nous rappellerons encore ce corollaiie remarquable
un système dede la théorie précédente, que, dans

molécules solides et fluides animées primitivement
par des forces quelconques et soumises à leur action
mutuelle , s’il arrive qu'après un grand nombre d'os-cillations , ces molécules se fixent à état permanentun
de rotation , autour d'un axe invariable passant par
leur commun centre de gravité ( et l'on conjecture
avec assez de vraisemblance que c'est le cas des
celestes) , alors leur équateur , ou le p!
laire à cet axe , sera parallèle à celui qui recevait , à
l'origine du temps , le maximum des aires relativement

corps
perpendicu-an

au centre de gravité.
Mais nous n'étendrons pas plus loin ces dernières

considérations , qui ont été assez approfondies par le
géomètre que nous avons cité. Notre objet principal
était de fonder une nouvelle théorie des momens et

maxima.
Pour les axes de ces cônes remarquables, ils ne sont

autre chose que les axes des momens ou des aires qui
jouissent des proprié tés analogues, et ils se détermi-
neront absolument de la même manière. Enfin l'on

considérant les aires tracées sur des cônes

des aires , d'étendre et de simplifier à la fois toutecette
partie de la Mécanique , et de faire passer ainsi dans
les élémens les plus beaux théorèmes qu'on y eut
trouvés jusqu’ici. . >

trouvera , en
quelconques semblables , tous les théorèmes que nous
avons donnés par rapport aux aires qui sont tracées sur
de simples plans..URemarque nouvelle sur les aires.

Nous finirons par observer , sur la loi des aires , que
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NOTE

Sur le double mouvement de la Terre et des
corps célestes .

Pour montrer encore , par un nouvel exemple , la
simplicité et l’avantage de notre théorie des couples ,
je dirai deux mots sur la manière dont on explique
ordinairement le double mouvement de rotation et de
translation qui anime la Terre et les autres corps cé-
lestes.

Jean Bernoulli est , je crois , le premier qui ait eu
Pidée de cette explication ; mais la voici telle qu’elle
est présentée par Laplace , dans son Exposition du
Système du Monde , liv. III , chap. v.

« Lorsqu’un corps , dit l’auteur , reçoit une inipul-
» sion suivant une direction qui ne passe point par le
» centre de gravité , les diverses parties du corps ont
» des vitesses inégales, et de cette inégalité résulte un

» mouvement de rotation du corps autour de son centre

» de gravité , en même temps que ce centre est trans-
>» porté avec la vitesse qu’il aurait prise, si la direction
» de l’impulsion eût passé par ce point. Ce cas est celui
» de la Terre et des planètes. Ainsi , pour expliquer le
» double mouvement de rotation et de translation de
» la Terre , il suffit de supposer qu’elle a reçu primiti-
» vement une impulsion dont la direction a passé à une
» petite distance de son centre de gravité , distance
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vertu de forces ou impulsions quelconques.» qui, dans l’hypothèse de l’homogénéité de celte pla->» nète , est à peu près la cent-soixantième partie de
» son rayon. Il est infiniment peu probable que la pro-tection primitive des planètes , des satellites et des
>» comètes a passé exactement par leurs centres de gra-
» vite ; tous ces corps doivent donc tourner

vent en
Ainsi toutes les planètes doivent naturellement tour-

elles-mêmes , en même temps qu’elles sontner sur
emportées dans l’espace : et , si elles ne tournaient,

ce serait , au contraire, un phénomène très sin-poinl
gulier , et qui demanderait une explication toute par-
ticulière ; car il faudrait supposer ,
impulsions primitives se sont précisément réduites à
une seule force , et 2°. que la direction de cette force
passait par le centre de gravité de la planète que l’on
considère. Et de même , si la planète ne faisait que

sur eux-
°. que toutes les» uiêmes. Par une raison semblable , le Soleil , qui

»> tourne sur lui-même , doit avoir reçu une impulsion
>» qui , n’ayant point passé par le centre de gravité , le
» transporte dans l’espace , avec le système planétaire ,
» à moins qu’une impulsion dans un sens contraire
» n’ait anéanti ce mouvement tourner sur son axe , sans éprouver aucun déplacement

toutes les im-
ce qui n’est pas vrai-

dans l’espace , il faudrait supposer que» semblable. »»

centre de gravité s’y sontMais j’observe d’abord que cette hypothèse d’une
impulsion unique , imprimée à chaque planète , est
elle-même trop particulière , et par conséquent très
peu vraisemblable ; et , ce qui est plus digne de ré-

pulsions transportées
exactement fait équilibre , et que , de toutes les forces
appliquées , il n’est ainsi résulté qu’un seul couple ; ce

second cas particulier tout aussi

au

qui présenterait un
invraisemblable que le précédent. Mais celui de la
nature n’a rien qui doive surprendre, puisque ce double
mouvement des corps célestes est le résultat général
de forces ou impulsions primitives quelconques qui
ont pu être imprimées à ces différens corps. On peut
même dire que, dans un corps libre, l’observation
d’un seul de ces deux mouvemens fournirait , au be-

marque, on peut voir qu’elle est entièrement inutile
à l’explication du phénomène naturel dont il s’agit.

Et en effet , quel que soit le nombre des impulsions
différentes qu’un corpsait pu recevoir en tant de points,

qu’on voudra dans l’espace,
on a démontré que ces forces sont toujours réductibles
a une seule appliquée

et suivant telles directions

centre de gravité de ce corps,
et qui en transporte également toutes les parties sui-vant des directions parallèles, et à un seul couple
moment

au
naturelle de l’autre ; et qu’aiusi lasoin , une preuve

rotation connue du Soleil indique , avec une extrêmeou
vraisemblance, son mouvement de translation dans
l’espace ; mouvement insensible pour nous, mais peut-
être très rapide , et qui ne nous échappe que par

. l’énorme distance où nous sommes des étoiles , seuls
corps de l’espace auxquels nous pourrions le rapporter
comme à autant de points fixes.

qui fait tourner le corps autour de ce centre
mobile. Le double mouvement qu’on observe dans la
Terre et dans les corps célestes est donc un phéno-mène naturel qui n’a besoin d’aucune explication , ni
d’aucune hypothèse particulière , puisque c’est le mou-vement le plus général de tous les corps qui se meu-
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Quoi qu'il en soit , et pour revenir à nos principes,

je remarquerai encore un autre défaut , dans l'expli-
cation qu’on a donnée du double mouvement de la
Terre , par l’hypothèse d’une impulsion unique; car ,
pour la rigueur du raisonnement , il aurait fallu ajou-ter encore une condition particulière qu’on a omise :
c’est que cette impulsion primitive aurait eu lieu pré-
cisément au périhélie ou à l’aphélie de cette pla-
nète. Et, en effet , l’équateur étant le plan même
du couple primitif imprimé à la Terre , si ce couple
provenait , comme on le suppose , d’une seule force
transportée parallèlement à elle-même au centre de
gravité , il faudrait d’abord que cette force se fût
trouvée dans le plan de l’équateur. Mais, d’un autre
côté, cette même force devait être parallèle à la tan-
gente de l’orbite sur laquelle elle emportait la Terre:
donc il faudrait que l’impulsion unique eût été appli-
quée à la Terre , au moment où celle-ci se trouvait à
l’une ou à l’autre des deux extrémités du grand axe
de son orbite , c’est-à-dire au périhélie ou à l’aphélie ;
car ce n’est qu’en ces deux points qu’une ligne située
dans l’équateur peut être en même temps parallèle à
la tangente de l’orbite de la Terre. En tout autre lieu,
cette tangente est inclinée à l’équateur , et par consé-
quent la direction de la force est inclinée au plan du
couple : or la force et le couple , étant inclinés l’un à
l’autre, ne peuvent jamais se réduire à une seule force,
et par conséquent ne peuvent être regardés comme
provenant d’une impulsion unique. D’ou l’on voit
que, même pour l’exactitude de cette explication ,

^ que notre théorie des couples rend d’ailleurs inutile,
il fallait encore supposer que la Terre a été frappée

NOTE. 383
dans une direction perpendiculaire à la droite qui joi-
gnait à cette époque le centre de la Terre et celui
du Soleil ; et il faudrait ajouter la même condition
pour les autres planètes , ce qui augmente encore , s’il
est possible , l’extrême invraisemblance de l’hypo-
thèse d’une impulsion unique, ou, ce qui est la même
chose , de plusieurs impulsions différentes qui eussent
été exactement réductibles à une seule.

J
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THÉORIE ET DÉTERMINATION
DE

L’ÉQUATEUR DU SYSTÈME SOLAIRE.

Je vais développer dans ce Mémoire les recherches
nouvelles que j’ai présentées à l’Académie le 2.4 mars
1828 , et qui ont pour objet l’une des questions
les plus élevées du système du monde. Il s’agit de
la détermination exacte du seul plan des aires qui
soit vraiment invariable dans notre système plané-
taire , et qui en forme en quelque sorte l’immuable
équateur ; car le plan que M. Laplace a
invariable et déterminé comme tel dans sa Mécaniq
céleste , n’est point le véritable ; et nous allons voir
qu’à cet égard l’analyse de l’auteur avait besoin d’être
rectifiée. Mais , auparavant , je crois devoir rappeler
les premières idées qui ont donné naissance à la théorie
des aires , afin de jeter un nouveau jour sur l’origine
et la suite naturelle de ces considérations.

nomme
ue

THEORIE.

I .

On a vu que , dans le mouvement de plusieurs corps
qui réagissent d’une manière quelconque les uns sur
les autres , mais dont le systèmq est supposé parfaiie-
jinent libre de toute action étrangère , si l’on projette

25
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sur un plan les aires que tracent , autour d'un point
fixe ou foyer y les rayons vecteurs menés de ce foyer àtoutes les particules égales du système , la somme deces aires projetées demeure constante , c’est-à-dire esttoujours la même en temps égal , malgré les variations
qu’éprouve chacune d’elles par l’action réciproque desdifférens corps: et c’est dans cette propriété généraledu mouvement des systèmes que consiste le principe
si connu de la conservation des aires.

386

choses qui varient. Que si , avec le temps et par un
nouvel examen , nous venons à reconnaître que des
rapports qui nous avaient paru constans sont eux-
mêmes variables, il nousfaut faire un nouveau pas : mais
notre marche est toujours la même; car alorsce n’est plus
dans ces rapports , mais dans quelque autre formé de
leur combinaison , que notre esprit va rechercher cette
loide constance qui avait, pour ainsi dire, échappé à ses
premières conclusions. Tel est , je crois, le mouvement
naturel de l’esprit humain, mouvement qu’011 pourrait
même remarquer dans la Géométrie et dans l’Analyse,
mais dont l’Astronomie nous offre ici l’image la plus
sensible.

Ainsi les anciens astronomes , d’après les premières
apparences des mouveinenscélestes , avaient cru natu-
rellement que les planètes décrivaient dans leur cours
des cercles parfaits , et qu’elles les décrivaient d’un
mouvement uniforme: de sorte que le rayon mené du

I

II.
Les géomè tres ne se sont pas élevés tout d’un coup

à cette loi générale de la Dynamique. L’origine de
idées remonte à Képler , qui le premier imagina de
considérer l’aire du secteur que décrit le rayon
teur d’une planète dans son mouvement autour du
soleil. Et si l’on cherche ce qui a pu lui donner cette
idée , on trouvera , ce me semble , qu’il y parvint
point par hasard comme on pourrait le croire d’a-
bord , mais par une certaine marche naturelle , que je
veux indiquer en passant , parce qu’elle se retrouve
dans toutes nos recherches , et qu’elle résulte , pour
ainsi dire , de la nature même de l’esprit humain.

Et en effet , nous ne connaissons en toute lumière
qu’une seule loi: c’est celle de la constance et de l’uni-
formité. C’est à cette idée simple que nous cherchons
à réduire toutes les autres, et c’est uniquement dans
cette réduction que consiste pour nous la science.
Ainsi , quand nous étudions les choses qui changent
pour découvrir ce qu’on appelle la loi de leurs varia-
tions , notre unique objet est de trouver ce qu’il peut
y avoir d’uniforme et de constant au milieu de ces

ces

vec-

, non
centre à la planète et sa vitesse angulaire étaient regar-
déscomme constantes. Malgré quelques inégalités que
l’observation avait rendues sensibles, cette première loi
du mouvement des planètes subsista très long- temps ,
parce qu’on faisait dispara î tre à très peu près ces inéga-
lités en essayant de mieux placer le centre de ce cercle
parfait qu’on avait imaginé. Mais Képler ayant re-
connu , par la comparaison attentive de nombreuses
observations , que le mouvement d’une planète se fait ,
non dans un cercle, mais dans une ellipse dontle soleil
occupe un des foyers, de sorte que le rayon vecteur
et l’angle qu’il décrit étaient tous deux variables ; et
ne trouvant plus ainsi , ni dans ce rayon ni dans cet
angle, cette constance qu’on y avait d’abord supposée,

25 . .
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imagina de la retrouver dans une quantité nouvelle
composée de ces deux-là: et considérant dans cette
vue la plus simple qu’on en puisse former
Taire du secteur elliptique que trace le rayon
teur de la planète autour du soleil , il trouva enfin que
cette aire é tait constante , c’est-à-dire toujours la
même en temps égal, ou , en d’autres termes encore ,
que l’aire décrite était proportionnelle au temps écoulé.

Cette loi de Kepler , qui n’était prouvée que par
l’observation , Newton la démontra ensuite comme un
théorème mathématique qui doit avoir lieu dans le
mouvement de tout corps attiré par une force quel-
conque vers un centre fixe: et réciproquement , il fit
voir que si cette description uniforme des aires est ob-
servée dans le mouvement d’un corps , elle est une
preuve de l’attraction ou de la tendance de ce corps au
centre des rayons vecteurs; ce qui conduit naturelle-
ment au principe de la pesanteur universelle.

Enfin , vers le milieu du siècle dernier , le cheva-
lier d’Arcy , Daniel Bernouilli et Euler découvrirent
presque en même temps , mais sous des formes dif-
férentes, un théorème plus général , et qui n’est en
quelque sorte que celui de Newton étendu à plusieurs
corps qui seraient soumis à la fois à leurs actions réci-
proques , et à des forces quelconques dirigées vers un
même point fixe. Dans le mouvement du système au-
tour de ce point comme foyer , Taire que décrit chaque
corps en particulier n’est plus constante ; elle varie à
chaque instant de grandeur et de position par l’action
perturbatrice des autres corps. Mais en projetant toutes
ces aires variables sur un même plan fixe , et les multi-
pliant par les masses respectives des corps , on trouve

388
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que la somme de ces projections est constante, et se
conserve sans altération , comme dans le cas d'un seul
mobile.

On voit comment les géomètres qui démontrent et
qui généralisent , ont su s’élever rapidement au prin-
cipe général des aires dans un système quelconque, et
par conséquent dans le système du monde ; mais
observez en passant que si ce principe n’eût pas été
ainsi démontré et découvert à l’avance, le temps seul,
et par cette même marche de l’esprit que j’ai indi-
quée plus haut , aurait encore pu nous y conduire.
Car , à la longue, et par des observations plus précises,
on aurait reconnu que Taire décrite par chaque planète
n’est pas rigoureusement uniforme: et considérant
alors les difiérentes aires relatives aux différentes pla-
nètes, pour en faire , ce qui était naturel , la combi-
naison la plus simple , comme celle de la somme de
leurs projections sur un seul et même plan , on aurait
retrouvé dans l’ensemble de ces aires cette constance
rigoureuse qui n’était plus dans chacune d’elles.

, savoir :
vec-

I I I .

Quoi qu’il en soit, le principe a lieu , comme 011 Ta
dit , dans le mouvement d’un système de corps qui
réagissent d’une manière quelconque les uns sur les
autres ; mais , pour la ligueur du théorème , il faut
l’énoncer comme je l’ai fait au commencement , c’est-
à-dire en considérant , non pas le produit de chaque
masse par Taire que décrit le rayon vecteur mené au
centre de ce corps, mais la somme des aires décrites par
les rayons menés à toutes les particules égales du sys-
tème ; cc qui donne la vraie quantité , qui est rigoureux
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maximum des aires que M. Laplace a nommé le plan
invariable.

391ÉQUATEUR
sement constante dans tout le cours du mouvement »

corps ne sont point attirés vers un point ex-térieur , et n’éprouvent que leur action ou attraction
mutuelle , le foyer des rayons vecteurs peut être pri.:
partout où Von voudra dans l’espace. Si , comme dans
le système du monde , on fait abstraction du mouve-ment général qui emporte le système , pour
dérer que les mouvemens relatifs des corps, on doit
placer naturellement le foyer dans leur commun centre
de gravité , parce que ce point déterminé est en repos,
et comme fixe , dans l’espace relatif où s’exécutent les
mouvemens observés des différens corps.

39°

Si les
V.

La considération de ce plan remarquable s’était
déjà présentée aux géomètres dans la recherche analy-
tique du mouvement de quelques systèmes: et elle
avait même été employée dans le problème de la ro-
tation d’un corps solide qui tourne librement autour
de son centre de gravité. En cherchant à simplifier le
calcul , on était arrivé naturellement à ce plan de pro-
jection , comme à l’un des trois plans coordonnés
qu’on devait choisir de préférence , afin de rendre
nulle la somme des aires sur les deux autres , et de
faire ainsi disparaî tre deux intégrales ou constantes ar-
bitraires. Or , il faut faire ici une remarque essentielle :

c’est que ce seul cas particulier de la détermination du
plan invariable dans le mouvement d’un corps ou sys-
tèmesolide , en contient au fond toute la théorie ; car,
comme l’expression des aires décrites par les différens
points d’un système ne dépend ni de la liaison ni de
l’attraction mutuelle de ces points , il est évident que
le même calcul , ou la même transformation de coor-
données , qui détermine ce plan dans un système de
points invariablement liés entre eux , le donne égale-
ment dans un système de points liés entre eux d’une
manière quelconque. Ainsi l’on voit que la théorie du
plan invariable se trouvait connue , parce que cette
théorie étant indépendante de la nature du système ,
un seulexemple qu’on en donne suffit pour la démon-
trer tout entière. Mais on doit dire que M. Laplace
est le premier qui ait considéré et déterminé ce plan

ne consi-

ÏV.
Maintenant , si l’on considère les divers plans de

projection qu’on pourrait mener par le même foyer ,
et sur lesquels la somme des aires projetées aurait
général des valeurs différentes , il est aise de voir que ,
parmi ces plans , il y en a une infinité où cette somme
est nulle ; que tous ces plans de projection nulle se
coupent suivant une seule et même droite déterminée;
que tous les plans possibles qui passent par cette droite
jouissent de la même propriété, et sont les seuls qui
en jouissent. Le plan perpendiculaire à cette droite
est donc un plan distingué de tous les plans de l’espace
par cette propriété , que la somme des aires se trouve
nulle sur tous les plans qui lui sont perpendiculaires.
Quant aux plans qui lui sont également inclinés , la
somme des aires y a une même valeur , et cette valeur
est proportionnelle au cosinus de rinclinaison ; d’où
il résulte que , sur le plan unique et distinct dont il
s’agit, cette somme est la plus grande possible , ou
ce qu’on appelle un maximum. Or, c’est ce plan du

en

1
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dans notre système planétaire, et qui lui ait donnéun nom.
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tion , j’ai reconnu que la position du plan invariable
dans le système du monde ne de'pendait pas seule-
ment des aires que décrivent les planètes
leurs révolutions autour du soleil , mais qu’elle dépen-
dait encore d’autres aires , auxquelles on n’avait point
songé , savoir , de celles qui sont dues aux révolutions
particulières des satellites autour de leurs planètes
principales, et de celles qui naissent de la rotation de

planètes et du soleil lui-même sur leurs propres
. Il résulte en effet , de notre théorie des couples ,

que le plan dont il s’agit n’est au fond que celui de
l’aire qui proviendrait de la combinaison de toutes
ces aires simultanées , si on les composait entre elles à
la manière des simples forces appliquées sur un point ;
que le plan de cette aire résultante est le seul dont on
puisse affirmer qu’il demeure immobile dans le ciel ,
ou qu’il reste toujours parallèle à lui-même, quels
que soient les changemens que la suite des siècles
puisse amener dans les mouvemens , dans la figure et
la position mutuelle des différens corps célestes. Que si
l’on ne composait entre elles qu’une partie de cesaires
simultanées , on ne pourrait plus dire que Taire par-

%

tielle qui en résulte est invariable de grandeur et de
position dans l’espace f d’où il faut conclure que le
plan invariable déterminé par M. Laplace peut chan-
ger, et qu’ainsi il n’est pas propre à faire reconnaître,
dans la suite des temps, les changemens réels qui peu-
vent survenir dans la position des orbes et des équa-
teurs planétaires.

392

en vertu deVI.

Ce grand géomètre a donc cherché la position
ce plan devait avoir , par rapport à l’écliptique , au
commencement de Tannée 17^0 , et même celle qu’il
aura en I95O , d’après les variations calculées qu’au-ront subies à cette époque les excentricités, les incli-naisons et les nœ uds des différentes orbites des corps
célestes. Et, par le3 formules qu’il a données à ce
sujet , ou la règle qu’il énonce au chapitre II dulivre IV
de son Exposition du Système du Monde , il a trouvé
quel’inclinaison du plan à l’écliptique était de i° , 7689au commencement de l' jSo ; et la longitude de
nœ ud ascendant , de II4°,3979: valeurs qu’il trouve
devoir être à très peu près les mêmes en I 95O , la lon-gitude du nœ ud ayant seule varié de ^5". C’est ce
qu’on peut voir dans le chapitre XVII du livre VI de
la Mécanique céleste.

Mais, ayant eu l’occasion d’examiner cette analyse,
j’ai remarqué qu’elle ne pouvait être exacte que dans
l’hypothèse où les planètes seraient regardées
autant de points massifs , dont chacun serait chargé
de la masse entière de la planète et de ses satellites ; et
qu’ainsi, pour déterminer le plan invariable du
mum des aires, M. Laplace n’avait considéré que les
aires dues aux seuls mouvemens de révolution des
planètes autour du soleil.

que

ces
axes

son

comme

maxi-

VIII.VII.
O.r , en appliquant nos principes à cette détermina- Pour remplir ce grand objet , et donner Aux astro-

l
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moyen de comparer avec précision

les observations séparées par de longs intervalles de
temps, il faut donc recourir à ce nouveau plan que je
propose , et qui forme en quelque sorte l’immuable
équateur du système du inonde. Or voici , d’après no-tre théorie des couples, l’expression la plus simple de
la règle qui le détermine.

« Considérez dabord , pour chacun des corps céles-
» tes , l’aire résultante de celles que décrivent toutes

particulesautour de son propre centrede gravité,
»» aire qui tombe sur le plan de l’équateur du corps ,
» et qui a pour mesure le produit de son moment
» d’inertie par sa vitesse angulaire de rotation ; et
u regardez maintenant les centres de ces corps comme
» autant de points où leurs masses respectives seraient
»» concentrées.

»> Considérez ensuite , pour chaque groupe formé
» d’une planète et de ses satellites, l’aire que chacun
> » des corps y décrit dans son orbite autour du centre
» de gravité de ce groupe , laquelle se trouvera en
» multipliant la masse du corps par le carré du rayon
» vecteur et la vitesse angulaire de révolution ; et ré-
» duisez maintenant ce groupe à son centre de gra-
» vité comme à un seul point où toute la masse serait
» concentrée.

» Considérez enfin les aires que les centres de
» groupes et ceux des corps qui n’ont point de satelli-
» tes , décrivent dans leurs orbites autour du commun
» centre de gravitéde tout le système, et dont chacune
» se mesurera de même en multipliant la niasse par
» le carré du rayon vecteur et la vitesse angulaire de
» révolution.
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» Si , par ce même centre de tout le système , vous
des lignes perpendiculaires aux plans respectifs

» de toutes les aires que je viens de considérer , et pro-
» portionnelles à leurs grandeurs , et que vous compo-
» siez entre elles toutes ces lignes à la manière des
» forces, la ligne résultante sera perpendiculaire au
» plan de l’équateur cherché, et sa longueur représen-
* terala quantité de l’aire totale qui s’y décrit.

>» Sur quoi il fau t observer que les lignes composantes
» dont il s’agit doivent être tirées d’un même eôté de
» l’écliptique , parce que , dans notre système, les dif-
» férentes aires que ces lignes représentent , étant vues
» de ce même côté, se décrivent toutes dans le même

Ainsi en supposant toutes ces lignes menées
» du côté boréal de l’écliptique , la ligne résultante
» prolongée de ce cô té ira marquer
» pôle boréal de L’équateur du système du inonde. »

Par cette règle générale ( ou les formules qu’on en
peut facilement déduire), si l’on suppose connus les
masses et les momens d’inertie des corps célestes], il

» menez

» ses

» sens.

dans le ciel le

est évident qu’à une époque quelconque , et par les
distances et les mouvemens mêmes des corps célestes,
observés à cette époque, on pourra déterminer la posi-

au plan mobile detion de cet équateur par rapport
quelque orbite planétaire, tel, par exemple, que le plan
de notre écliptique. Si donc on imagine que la recher-ces

che en soit faite à des époques différentes, et qu’on le
trouve situé dans des positions différentes , comme on
est sur que ce plan 11’aura pas changé , on conclura le
changement réel survenu dans la position de l’éclip-
tique et des différentes orbites qu’on y aurait rappor-
tées. C’est ainsi que les observations des mouvemens
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encore la moitié de celle qui a lieu dans le cas de l'ho-
mogénéité. De sorte que, dans cette hypothèse qui pa-
raî t extrême , le plan invariable de M.Laplace , déter
miné sans tenir compte de cette quantité, diffèreautant
du véritable, que si Ton eû t oublié dans le calcul
moins 25 globes tels que le notre , qui auraient circulé
comme lui , à la même distance du soleil , et dans un
plan incliné d’environ 70 au plan de notre écliptique.
Cette omission altère donc d’une manière très sensible
la position du plan invariable : car il est aisé de voir
qu’elle change de plusieurs minutes son inclinaison à
l’écliptique , et de plusieurs degrés , la longitude de son
nœ ud ascendant. Ainsi il paraî t aussi nécessaire pour
l’application que pour la théorie , d’avoir au moins
égard , dans le système du monde , à cette partie des
aires qui vient de la rotation connue du soleil.

%7
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célestes peuvent être ramenées à des termes fixes , et
dégagées de l’incertitude et de l’erreur que les varia-tions de l’écliptique et le mouvement propre des étoiles
auraient pu à la longue y introduire.
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IX.
Quant à ces aires nouvelles qui doivent entrer dans

la détermination de notre plan invariable , on pourrait
dire que celles qui viennent des mouvemens particuliers
des satellites , et même de la rotation de quelques pla-
nètes , sont des quantités assez petites, et que le plan
invariable déterminé, en ne négligeant que ces petites
quantités, différerait peu du véritable. Mais il faut re-
marquer que l’aire due à la rotation du soleil est
quantité considérable , et qui ne peut être omise dans
aucun cas; car,en supposant d’abord le soleil homogène,
je trouve que cette aire vaut plus de 5o fois celle que la
terre décrit en vertu de son mouvement dans son orbite
annuelle. Si , comme il est vraisemblable , la densité
du soleil n’est pas uniforme, mais qu’elle augmente
de la surface au centre en raison de la profond
bien encore suivant cette loi de densité que M. Lapl
emploie pour la figure de la terre, dans le tome V de
sa Mécanique célestey et qui fait la densité propor-tionnelle à la racine carrée de la pression , je trouve
que l’aire décrite a encore les deux tiers de la valeur
précédente. Et dans l’hypothèse même où la densité
irait en croissant , depuis la surface, où elle serait nulle,
jusqu’aucentre, où elle deviendrait infinie, commeferait
l’ordonnee d’une hyperbole équilatère qui s’avancerait
parallèlement à elle-même pour se confondre avec l’a-
symptote je trouve que l’aire dont il s’agit vaudrait

une X .

Il peut paraître surprenant que M. Laplace, qui le
premier a eu l’idée de chercher , dans le système du
monde , la position d’un plan invariable déterminé
par la condition que la somme des aires projetées y
soit un maximum, n'ait considéré dans son analyse
que les aires décrites par les planètes en vertu de leurs
mouvemens de révolution autour du soleil , et qu’il
ait oublié , non-seulement les aires dues aux révolu-
tions particulières des satellites , mais encore celles qui
naissent de la rotation de ces planètes et du soleil
lui-même sur leurs propres axes. Et , si l’on est sur-
pris que cette omission singulière ait pu avoir lieu ,
on ne l’est pas moins qu’elle ait échappé jusqu’ici à

qui ont pu étudier ce point important de la Me—

eur , ou
ace

ceux
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Kepler , qui n’est relative qu’aux secteurs décrits par
les rayons vecteurs des planètes dans leur mouvement
elliplique autour du soleil , il est assez naturel que
M. Laplace ne songe qu’à ces mêmes aires dues aux
révolutions des planètes, et que, dans la théorie de

plan invariable , il oublie toutes les autres. Il
semble d’ailleurs que ces autres aires, produites par
les mouvemens particuliers des satellites, et par la ro-
tation des planètes sur elles-mêmes , n’étant point tra-
cées, comme les premières, autour d’un même centre ,

décrivant à part autour de divers centres
particuliers , elles sont en quelque sorte des aires in-
dépendantes, et qu’elles ne doivent point entrer dans
la combinaison dont il s’agit. Ainsi , en supposant
même que la considération de ces quantités se fû t pré-
sentée un moment à l’esprit , on voit qu’elle aurait pu
être aussitôt écartée comme une idée étrangère , et
sans qu’on en fî t aucune mention. C’est ce qui explique
naturellement l’omission ou l’erreur dont je parle et

qui a pu si facilement échapper dans l’ancienne théorie.
Mais dans nos principes , cette omission est impossible ;
car , pour nous , les aires ne sont point des surfaces
qu’on projette sur tel ou tel plan , mais de véritables
forces de rotation ou des couples qui s’exercent dans
le système : et il ne s’agit pas ici de simplifier un calcul

de chercher un plan sur lequel la projection des
aires soit un maximum ,mais bien de composer entre

eux
deur et la position du couple unique qui en résulte ;

couple remarquable , dont on démontre que le plan et
la grandeur se conservent les mêmesdans tout le cours
du mouvement , malgré les changemens qui arrivent
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canique céleste. Par lfe peu qu’on a dit , on voit bien
ce qui doit manquer aux formules de M. Laplace ; le
défaut est sensible ; mais ce qu’on cherche ici est la
cause naturelle qui y a fait tomber.

Or , avec un peu de réflexion , il n’est pas difficile de
remonter à la source de cette erreur , et de la trouver

dans cette théorie même qu’on avait autrefois des aires

des momens : théorie imparfaite où l’on ne savait

398

son

ou
pas d’une manière précise ce que ces quantités repré-

je 11e dis pas dans le calcul , mais dans lasentent ,
science des forces considérée en elle-même. Et en effet,
pour M. Laplace , comme pour les anciens auteurs, les

momens ou les aires ne sont que de simples quantités
géométriques , de pures expressions

mais se

numériques
d’analyse , qui se présentent dans les équations de

du mouvement des systèmes , et aux-
ou

l’équilibre ou
quelles on aurait simplement donné un nom pour abré-
ger le discours. Sous ce point de vue géométrique , le

plan invariable que l’auteur considère n’est donc qu’un

certain plan choisi entre les autres par la condition que
la projection des aires y soit la plus grande ; ou plutôt,
c’est l’un des trois pians coordonnés , choisi de manière

que la projection
très; ce qui est une pure
données , qui paraît propre à simplifier le calcul ,
faisant disparaître , comme on l’a dit , deux constantes

arbitraires. Or , 011 ne voit là que des quantités abs-

des aires soit nulle sur les deux au-
transformation de coor-

en
ou

ces couples qui agissent , et de déterminer la gran-traites, de simples formules d’analyse
idée de la nature propre des grandeurs dont il s’agit
dans la science de l’équilibre ou
systèmes. Et , comme l’idée de considérer les aires dans

du monde vient de cette fameuse loi de

sans aucune

du mouvement des

le système

I
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aux inclinaisons mutuelles des difle-4<>e
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que sorte par le calcul de fausses ou de vagues concep-— ; , n’est propre qu’à rendre l’erreur plus durable
en lui donnant , pour ainsi dire , une sorte de consis-
tance.

aux grandeurs et

rens couples qui le composent. Par cette notion dyna-
mique des aires , il suffit donc de jeter les yeux sur le

système du monde pour voir que l’aire maximum,

pour mieux dire , que l’aire résultante , doit être com-
posée , non-seulement de celles qui viennent du mou-
vement des planètes dans leurs orbites , mais encore

de celles qui naissent des mouvemens particuliers des

satellites et de la rotation de tous ces corps sur leurs

/fOI

tions
ou

XI.

Au reste , si l’on veut voir , par le calcul même , le
défaut des formules de M. Laplace , il n’y a qu’à consi-
dérer les trois équations qu’il emploie , et d’où il part,
comme d’une expression exacte de la conservation des
aires sur

bien que ces aires soient décritesau-: carpropres axes:
de différons centres , comme elles ne sont qu’une

tour
expression géométrique des couples qui les produisent,

il est évident qu’elles doivent être toutes rapportées à

seul et même foyer , et se composer ensemble comme

si leurs plans y étaient tous transportés parallèlement

les trois plans rectangles des axes coordonnés.
En plaçant l’origine ou le foyer defc rayons vecteurs

au commun centre de gravité de tous les corps m ,m' ,
m",etc., qui composent le système proposé, et nommant
x y y , z y les trois coordonnées du centre du

un

à eux-mêmes.
Ainsi la composition des couples, qui a étendu et

la doctrine des aires

corps m y
x' y y, z y celles du centre de m ; etc., et employant,
pour abréger , le signe 2 pour indiquer la somme de
tous les termes semblables à celui qu’on écrit à la suite
de ce signe , les trois équations dont il s’agit sont
représentées simplement par

aura encoresimplifié toute
servi à nous faire découvrir une erreur qui pouvait

une application delong-temps cachée dans

la Mécanique à l’un des plus grands objets du sys-
du monde. Cet exemple nous fait sentir toute

rester

tèine
l’importance qu’on doit attacher aux notions primi-

des choses ; car le calcul

/ ciY dx\x -y y — } — c
\ ch J dt J
/ dx dz\1m[ z — x — )=c
\ dt dtj

=constante ,

tives et aux vrais principes

n’est qu’un instrument, qui ne produit rien par lui-
même, et qui ne rend en quelque sorte que les idées

qu’on lui confie. Si nous n’avons que des notions im-
parfaites, ou si l’esprit ne regarde la question que

d’un point de vue borné, ni l’analyse ni le calcul ne

lui apporteront plus de lumière , et ne donneront à

nos résultats plus de justesse
contraire , on peut dire que cet art de réaliser en quel-

— constante ,

=constante.
Or, je dis que ces formules ne sont vraies qu’autant

que les corps du système y sont réellement des points
dont les masses respectives seraient m ,m , m" , etc.

Que si m, par exemple , est un corps de dimensionplus d’étendue : auou

m( Xd-Z
\ dt

dx\ . ,
qui S y rapportefinie, le terme — J

26
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dans la première équation , n’exprime pas la projec-
tion , sur le plan des xy , de l’aire décrite autour de
l’origine par le mouvement de ce corps m. Et en effet,
il est évident que cette aire est la somme de toutes
celles qui sont dues au mouvement de toutes les parti-
cules du même corps. Or , en nommant X et Y les
coordonnées de la particule dm par rapport aux mêmes

, il est clair que la somme dont il s’agit est Tinté-

4o3
/ dy

de sorte que la vraie valeur de Taire décrite diffère pré-
cisément de la valeur qu’on emploie , de l’intégrale

à la ro-

D +A'î-'S) dm;

1 — 7r'0ï ) drn > flui exprime Taire due

tation deaxes m sur son propre centre: quantité qui doit

, si la rotation
/ dy dx\
\ dt J dt )

dm étendue à la masse entière

du corps m; et Ton va voir que cette intégrale n’est
pas exprimée , comme on le suppose , par le terme

/ d r dx\mKx ft -*â>
Soient en effet , g et n les deux coordonnées de la

particule dm, parallèles aux a: etj*, mais rapportées
au centre de gravité du corps m,de sorte que l’on ait

X — x + % , Y = y + TT ,
dx=dx di
dt dl

"

dt’ dt dt ' dt

Si Ton substitue ces valeurs dans l’intégrale précédente
dfX\Y ~
j

~tjdm, et si Ton observe que, l’ori-
gine des|et % étant au centre de gravité de m , on a

être ajoutée à Taire

du corps a lieu dans le même sens que
ment de révolution , et qui doit en être retranchée
clans le cas contraire.

Les véritables équations qui expriment la
tion des aires dans le système sont donc, en nommant £
la troisième coordonnée de dm relative au centre de m,

dy dx
dt ^ dt

son mouve-

conserva-

) +/0s-wi)dm}=a

2 {m(s zrxtd +m~ fS ,lm]= b

1{m0' TrzJ£)+f^ ~? jddn hc

2 { m(* = constante ,

= constante yet

= constante.

/K D’où l’on voit que dans cette théorie des aires, ap-
pliquée au système du monde , lorsqu’on réduisait les
planètes et le soleil lui-même à des points massifs
placés dans leurs centres de gravité , on supprimait
sans s’en apercevoir toute cette partie des aires qui
naissent de leurs mouvemens de rotation sur eux-
mêmes. L’erreur est toute semblable A celle qui nous
ferait prendre, pour le moment d’inertie d’un corps
relatif à un certain axe extérieur, le produit de la
masse de ce corps par le quarré de la distance de son

26. .

*

rdi .
o , / — dm —J dl •‘• ftn Jm =

s„„/(xg _
Y§)

fidm= o , fxdm= o ;

dm aon trouvera que Tinté

pour valeur la somme des deux termes
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centre de gravité à l’axe que Ton considère ; tandis
que la vraie valeur de ce moment d’inertie est égale
au produit précédent augmenté du moment d’inertie
du corps par rapport à l’axe parallèle qui passe en
centre de gravité.

Mais , indépendamment de ces aires dues aux rota-
tions du soleil et des planètes , on avait encore oublié
celles qui naissent des mouvemens particuliers des
satellites : car , pour en tenir compte , il ne suffit pas,
comme on peut le croire , de prendre pour la valeur
de m la masse de la planè te réunie à celle de ses satel-
lites ; il faut encore ajouter les termes qui expriment
les aires dues aux révolutions particulières de cette
planète et de ses satellites autour de leur commun
centre de gravité. Et il faudrait même ajouter les
petites aires qui sont dues aux rotations des satellites
sur eux-mêmes , si l’on voulait être dans toute la ri-
gueur des choses.

4°4 DU SYSTÈME SOLAIRE,

et iis tournent actuellement sur leurs axes : et quand
bien même il arriverait , par quelque cause que ce
fût , que chacun d’eux se condensâ t , et se réduisî t en
quelque sorte à son centre de gravité , les aires
tuelles dues à leurs mouvemens de rotation ne s’éva-
nouiraient point. Par le principe même des aires, à
mesure que chaque corps se condenserait , il serait ,
pour ainsi dire , forcé de tourner plus vite , et de ma-
nière que l’aire due à sa rotation fû t toujours con-
servée : d’où l’on voit que les expressions qui forment
les premiers membres des équations de M. Laplace
n’en seraient pas moins incomplètes qu’auparavant , et
qu’ainsi ces équations ne peuvent jamais donner le
plan du maximum des aires , le seul qui soit rigou-
reusement invariable.

4o5

son
ao

Xlli.
À la vérité , si chaque corps était infiniment petit ,

et que par conséquent les distances de ses différentes
molécules à un centre extérieur d’attraction pussent
être regardées comme égales entre elles , on pourrait
dire que la rotation de ce corps sur lui-même ne serait
point altérée par l’attraction des autres. Et il en serait
de même , si chaque corps , au lieu d’être un point
massif , était un globe parfait de dimension finie ,
formé de couches concentriques dont chacune serait
d’une densité uniforme dans toute son étendue; car ,
pour chacun de ces globes, les attractions des autres se
réduisant toujours à une force simple qui passerait par
le centre de ce globe , il est évident que son mouve-
ment de rotation n’en serait pas plus troublé que dans
le cas précédent. Dans l’une ou l’autre de ces deux
suppositions , on pourrait donc dire que la projection

XII.
Les formules employées par M. Laplace ne peuvent

donc (même en faisant abstraction des satellites) ex-
primer exactement les aires décrites que dans le cas où
les corps m, m , m" , etc. , seraient dépourvus de toute
rotation sur eux-mêmes, ou bien encore seraient des
points massifs (et dont il faudrait même supposer que
la rotation n’est pas infinie ) ; car il n’y a que l’une ou
l’autre de ces hypothèses qui puisse faire disparaî tre
les termes qu’il a oubliés dans son analyse. Ces Ior-
mules ne donnent donc point , et ne donneront jamais
les valeurs des aires décrites dans le système des corps
célestes ; car tous ces corps sont de dimension finie ,
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des aires dues aux rotations des corps serait à part une
quantité' constante sur chacun des plans coordonnés ;
que par conséquent les projections des aires dues aux
seuls mouvemens de révolution seraient aussi à
des quantités constantes sur les mêmes plans
qu’ainsi le plan déterminé par les équations de M. La-
place , s’il n’est plus , comme je l’ai fait voir , le plan
du maximum des aires , est du moins un certain
plan qui demeure invariable de position , malgré l’ac-
tion mutuelle des différens corps du système.

ÉQUATEUR
le seul aplatissement très petit de notre globe vers

deux pôles suffit déjà pour déranger à chaque ins-
tant notre équateur , comme on le reconnaît dans le

ciel par le phénomène sensible de la précession des

ses

part
équinoxes.

Mais , pour en venir à cette hypothèse imagi-
naire où les planètes seraient des globes parfaits , je
dis que

et N

même dans ce cas , il ne serait pas permis de
plan qui doit rester invariableproposer , comme un

dans toute la suite des siècles , ni l’un des équateurs
de ces globes, ni le plan déterminé par les formules de

M. Laplace , où l’on 11e tient pas compte des aires dues
aux rotations des corps du système. Et en effet , pour
affirmer qu’un tel plan demeurera invariable, il fau-
drait être assuré que la figure des corps ne sera point
changée , soit par quelque rencontre ou choc mutuel

qui pourrait survenir entre eux , soit par quelque force
intérieure qui viendrait à s’y développer , ou même
par quelque explosion subite qui ferait éclater le corps

plusieurs fragmens , comme M. Olbers, et après lui

quelques géomètres , conjecturent que cela est déjà ar-
rivé à l’une des anciennes planètes de notre système ,
laquelle , en se brisant , aurait produit les quatre pla-
nètes nouvelles qu'on a nommées Pallas, Cérhs, Ju-
non et Vesta. Or la figure du corps étant ainsi changée,
soit par une de ces causes , soit par toute autre qui

nous est inconnue , l’aire duc à la rotation de ce corps
sur lui-même commencerait d’être altérée par l'action

des autres , et cesserait d’être à part une quantité cons-
tante. Les aires dues aux mouvemens de révolution
cesseraient donc aussi d’être constantes , et ni l’équa-
teur du corps ni le plan dont j’ai parlé ne seraient plus

XIV.

Quoique les deux hypothèses précédentes n’aient
point lieu dans la nature , et qu’on puisse se dispenser
de les examiner , il n’est peut-être pas inutile de mon-
trer ici tout ce qu’elles ont de faux en elles-mêmes et
de contraire à la question de philosophie naturelle
dont il s’agit.

Et d’abord on pourrait remarquer que si chacun des
corps célestes était un globe parfait , tel que je viens
de le dire , il serait fort inutile de faire un long calcul
(et dépendant même de données assez mai connues) ,
pour trouver un plan qui fût invariable dans le système
du monde : car il suffirait de prendre comme tel le
plan de l’équateur de l’un de ces globes , et, par exem-
ple, celui du soleil , ou , ce qui serait encore plus
simple et plus facile, celui de la terre que nous habi-
tons. Il est clair que cet équateur resterait toujours
parallèle à lui-même dans l’espace, et qu’on y pour-
rait rapporter avec précision les plans des différentes

. orbites des corps célestes. Cette supposition, comme
on voit , ne convient guère à notre système, puisque

en
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miné sans tenir compte de toutes les aires actuellement
décrites dans le système.

ÉQUATEUR
invariables de position dans l’espace. Ainsi l’on voit

que
le nôtre resterait le même , et que la grandeur de
l’aire qui y tombe n’aurait pu éprouver la moindre
altération , par aucune de ces causes qui auraient trou-
blé toutes les aires individuelles qui la composent.

4o8

que tous ces plans viendraient à changer , tandis
XVI .

On trouvera peut-être que j’ insiste sur des vérités
claires ; mais la question mérite d’être développée: et

d’ailleurs , par quelques difficultés qui ont été faites
à ce sujet , j’ai pu croire que notre théorie n’avait pas
été bien comprise. J’ai donc voulu montrer avec évi-
dence que , dans notre système, il n’y a qu’un

plan invariable , comme il n’y a qu’un seul point qui
soit le centre de gravité , et une seule droite qui en

que la routedans l’espace : que la formedesmobiles,
au carré

XY.

Tel est donc, pour un système libre de toute action
étrangère , le plan unique dont l’invariabilité puisse
être assurée dans toute la suite des siècles. Ce grand
équateur seul , et l’aire qui s’y projette , ne dépendent
ni de la liaison mutuelle des corps ni de la loi de leur
attraction, qui pourraient même changer arbitraire-ment , soit par degrés insensibles, soit d’une manière
brusque , comme on voudra le supposer. Ainsi , dans
notre système planétaire , on pourrait imaginer que la
loi d’attraction devî nt tout

seul

mar
la loi particulière de l’attraction réciproque
desdistances, n’entrent absolument pour rien dans cette
théorie, et que, par conséquent, elle ne peut être mo-
difiée par aucune raison qu’on voudrait tirer de ces
circonstances étrangères: que d’ailleurs ce plan inva-
riable ne saurait être déterminé avec trop de précision,

autre; ou que la gravité
que la figure des corps fû t al-térée par des forces quelconques, ou même par les

mouvemens volontaires des êtres animés qui les liabi—pourrait supposer que les planètes, qui
jourd’hui nagent librement dans l’esp
tout à coup à se lier ensemble d’une manière quel-
conque , et, par exemple, de manière à former un
système entièrement solide, etc. : et malgré tous
cliangemens, le plan invariable des aires se retrouve-rait exactement dans la même position qu’il occupe
aujourd’hui , et qu’il a toujours occupée depuis
l’origine des choses. Propriété remarquable qui carac-térise ce plan , et qui n’appartient à nul autre déter-

même vî nt à cesser ; ou
et qu’il doit l’être , autant que possible , indépen-
damment de toute autre théorie, puisque , par l’hy-
pothèse même , il est destiné à faire reconnaî tre les

qui peuvent survenir dans le
confirmer nos autres calculs

tent ; on au-
plus petits changemens
système, et à rectifier ou

les variations des mouvemens célestes.

ace , vinssent

sur
ces XVII.

DéTERMINATION de V équateur dont il s’agit .

Quant à la détermination effective de ce plan , elle
suppose à la vérité que l’on connaisse , outre la pro-
portion des masses des différons corps célestes , les va-

i
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pouvant être attribués aux mouvemens propres de
quelquesétoiles, les autres nepourraient pass’expliquer
par le seul déplacement du plan que l’on considère ; et
alors on essaiera de rectifier de la manière la plus pro-
bable les valeurs employées dans la première déter-
mination.

4io ÉQUATEUR
leurs de leurs momens d’inertie
axes de rotation. Les

P^r rapport à leurs
nous sont déjà à peu prèsconnues; mais les momens d’inertie ne le sont point ,parce qu’ils dépendent de la loi de densité de

masses

ces corps,c’est-à-dire de la loi suivant laquelle la matière , dela surface au centre , est répandue dans chacun d’eux.Or , c’est ce que nous ignorons entièrement , et c’est ceque le temps seul peut nous apprendre , comme je le
montrerai tout à l’heure , par la comparaison mêmeque l’on pourra faire de la théorieavec lesobservations.
Mais quand bien même on n’aurait pu s’élever jamais
à la connaissance précise de ces élémens nécessaires du
calcul , j’observe qu’il n’en convenait pas moins aux
géomètres de présenter d’abord une théorie exacte ,
et de lui donner

XVIII.
cette méthode soit conforme à celle des

nous
Quoique

astronomes, et paraisse ici la seule qui puisse
conduire , il faut avouer pourtant que , dans cet ap-
plication de la théorie, l’esprit ne se trouve pas
plètement satisfait. On voudrait , s’il est possible , une
approximation directe et sûre , qui fut exempte d’incer-
titude et de tâtonnement. La difficulté paraî t grande :

, ne connaissant autour de nous rien de fixe dans
l’espace, et ne pouvant ainsi nous assurer des mouve-

réels des corps, il ne nous reste qu’à essayer de
les démêler dans les apparences, afin de rectifier

coin-

toute cette rigueur qui fait le
caractère propre des vérités mathématiques. C’était

premier objet qu’il fallait remplir pour l’exacti-tude et la perfection de la science. Mais je dis plus :
c’est qu’il convient aussi aux astronomes d’en coin-

car
un

inens

suc-
dès aujourd’hui l’application au système du

monde, en employant les meilleures données
cessivement nos premières suppositions.

Mais , en y réfléchissant davantage, j’ai trouvé que
la théorie même nous offrait une voie directe pour
aller au but; et voici une conséquence nouvelle qui
prouve qu’avec des observations très précises, on peut

à la connaissance des masses et des

mencer

que nousayons sur les masses des corps célestes , et les valeursles plus vraisemblables que nous puissions attribueraux aires qui naissent de leur rotation sur eux-mêmes.Et en effet ce premier résultat du calcul et parvenir un jour
momens

ceux que
trouveront dans leur temps pardes calculs semblables étant comparés les uns

autres, pourront servir à corriger de siècle en siècle
les valeurs approchées de ces élémens , qu’on n’avait pu
d’abord

les astronomes à d’inertie des corps célestes, et par conséquent
à la détermination du plan invariable , sans rien em-

venir

aux
prunter d’ailleurs, je veux dire sans supposer aucune
autre théorie ni aucune notion préalable des valeurs
approchées de ces élémens qui nous sont inconnus.

Imaginez, en effet , que l’on forme , à une époque
quelconque , l’expression

mesurer avec précision. En observant la po-
sition du plan invariable par rapport aux étoiles , on
cherchera si , parmi les change mens survenus , les uns- al y tique de la grandeuran

1
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que des lignes et des angles , etmesurerde l’aire résultante, en y mettant les valeurs des
lignes, des angles et des vitesses que peut donner l'ob-
servation à cette époque, et en y laissant,
tant d’indéterminées ou d’inconnues , les masses et les
momens d’inertie des diffeïens corps du système. Si

supposez qu’on répète cette opération à autant
d’époques différentes qu’il y a d’inconnues à décou-
vrir ,

pouvons
compter le temps qui s’écoule ; mais il paraît comme
impossible de mesurer
nertie de différens corps dont nous ne pouvons appro-

quantités ne dépendent pas des
mais de la ma-

les masses et les momens d’i-
comme au-

cher , parce que ces
seules dimensions visibles de la figurevous
tière dont les corps sont formés , ou de la loi de leur
densité , qui nous est entièrement inconnue. Cepen-
dant s’il arrive que ces corps s’attirent suivant une loi

quelconque, connue ou Inconnue , qui soit constante
même variable avec le temps , nous voyons ici qu’il

suffira d’observer les distances et les mouvemens de
corps pour découvrir la proportion qui règne entre

leurs masses, et même entre leurs momens d’inertie ;

les observations étant faites à autant d’époques
différentes qu’il y a d’inconnues, fourniront toutes les
équations nécessaires pour

aurez autant d’expressions différentes de
cettejaire, qui se compose de toutes les aires décrites
dans le système ; et comme cette résultante est tou-
jours la même,

vous

oupourrez égaler vos expressions
deux à deux , et former ainsi autant d’équations qu’il
y a d’inconnues dans la question que l’on considère.
Vous pourrez donc alors déterminer

vous

ces

ces inconnues ,
et de là conclure la position du plan invariable, car

non-
seulement à cette époque , mais encore à toutes les
époques anterieures où les observations

les déterminer.
auront été

laites. Ainsi la théorie se suffit , pour ainsi dire, à elle-
même, et elle n’a besoin , pour être appliquée, que des
données immédiates de l’observation. On peut donc,
parles seuls mouvemens des corps célestes, observés
à différentes époques éloignées
sance de leurs masses et de leurs momens d’inertie , et
cela indépendamment de toute notion sur ces valeurs
approchées, sur la nature des orbites que les corps
décrivent , et même sur la loi d’attraction qui existe
entre eux.

XX.

regardant une pla-Dans le système du monde
nète comme très petite par rapport au soleil , et un sa-
tellite comme très petit par rapport à sa planète , et

supposant d’ailleurs que chaque corps n’obéisse qu’à
la force principale qui l’attire , on a reconnu de bonne

heure , par les vitesses des corps comparées à leurs dis-
centre de leurs révolutions , que l’attraction

en

s’élever à la connais-

tances au
est en raison inverse du carré de la distance; et de là on

du soleil et des planètesa tiré la proportion des
principales qui ont des satellites. Mais cette détermi-
nation , quelque ingénieuse et admirable qu’elle nous

paraisse, et qu’elle le soit en effet , ne me semble pas
tirée des vrais principes de la science , je veux dire ici ,

masses
XIX.

Voilà sans doute un des résultats les plus remar-
quables des principes généraux de la Mécanique. De
ce 'lieu de l’espace où nous sommes placés , nous ne
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des corps célestes , il me semble que la loi connue de
l’attraction ne peut rien nous apprendre , et je ne vois
pas qu’on les puisse découvrir autrement que par
principes et des observations très exactes faites à de très
longs intervalles. Ces quantités , et la position précise
de l’équateur de notre système ne peuvent donc être
déterminées de bien longtemps. Que si pourtant
voulait se borner à la considération du soleil , dont la
rotation influe beaucoup plus que celle des autres pla-
nètes sur la grandeur de l’aire résultante , il faudrait
un temps moins considérable , car il suffirait de former
les expressions de cette aire à deux époques diffé-
rentes, et les égaler , ce qui pourrait donner le
moment d’inertie de ce grand corps par rapport à son
axe de rotation , en supposant toutefois des observa-
tions aussi précises et aussi répétées que l’exige une
recherche aussi délicate.

ÉQUATEUR
des seuls principes généraux qui pourraient également
la donner dans toute autre loi d’attraction. Elle
fondée sur la supposition que la masse de chaque
corps peut être négligée par rapport à celle du corps
principal qui l’attire et sur la connaissance d’une loi
suivant laquelle l’attraction de ce corps s’exerce à dif-
férentes distances. Or , je trouve ici que la proportion
des masses peut se déterminer parla seule observation
des distances et des vitesses des corps, sans aucune
idée de leurs grandeurs approchées , ni de la loi sui-
vant laquelle ils s’attirent. Il suffit qu’ils s’attirent , et
que , par cette action égale et contraire , ils troublent
mutuellement les aires qu’ils décrivent autour de leur
commun centre de gravité. Par cette perturbation
même,les aires individuelles et les plans de
sont changés avec le temps; et comme il y a une quan-
tité qui ne change point, quand bien même la liaison
et l’attraction des corps varieraient d’une manière
quelconque, il s’ensuit qu’on peut former avec le
temps assez d’équations pour déterminer les
respectives de tous ces corps , sans rien emprunter à la
théorie de la gravitation universelle.

Ce n’est pas qu’on ne doive à Kepler et à Newton la
même admiration et la même reconnaissance pour la
découverte d’un rapport ou d’une loi qui nous apprend
dès aujoud’hui la proportion de certaines quantités
que le seul principe général des aires n’aurait pu
donner que dans un avenir très éloigné. Mais je ne
m’occupe ici que de la science considérée en elle-même,
dans ce qu’elle a de plus général et de plus parfait. Et
d’ailleurs, ces principes générauxnousseraient toujours
nécessaires: car , pour les valeurs des momens d’inertie

4*4

est
ces

on

ces aires

XXI.

Mais pour achever le développement de cette grande
théorie , imaginons qu’avec le temps , la grandeur et
le plan de l’aire résultante aient été déterminés dans
notre système planétaire, etvoyons ce qu’au-delà de cet
avenir les observations et le calcul pourraient encore
nous apprendre. Il est évident que si l’on continuait
de former des équations semblables aux précédentes ,
pour de nouvelles époques ultérieures, ces équations
devraient s’accorder à donner la même valeur pour la
grandeur de l’aire résultante. Si cet accord a lieu , on
conclura qu’on a le véritable équateur du système so-
laire, au moyen duquel on reconnaî tra leschangemens

masses

nous
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réels survenus dans la position mutuelle des orbites
des corps célestes. Mais si les équations viennent à pré-
senter des valeurs différentes , il faudra conclure qu'il
y a dans le système quelque action étrangère qui vient,
ou des comètes, ou des étoiles, ou de quelque corps
invisible et ignoré dont on n’a pas tenu compte , et
qu’ainsi le couple qu’on a calculé n’est pas le couple
résultant de tous ceux qui animent l’ensemble des
corps que l’on considère.

Ainsi la théorie et l’observation continueront d’a-
jouter à nos connaissances. On verra si cette action des
corps étrangers , sur le système des planètes et du
soleil , peut ê tre ou non regardée comme insensible ;
si le grand équateur de ce système demeure toujours
parallèle à lui-même dans l’espace , ou bien si cet
équateur change aussi à la longue , comme celui de
notre globe ; et si ses nœ uds, par un mouvement
bien plus insensible encore , rétrogradent de même sur
le grand orbe que le soleil peut d écrire autour de
quelque centre éloigné. C’est probablement ce qui
arrive; car il serait bien hors de toute vraisemblance

416 DU SYSTÈME SOLAIRE,

du centre de gravité , et celle deo aires, ont lieu sans
la moindre altération , parce qu’on y suppose un sys-
tème parfaitement libre , c’est-à-dire, tel qu’il serait
s’il existait seul dans l’espace. Mais, dans la nature,
ne peut plus faire cette supposition , puisque au-delà

^ de notre système solaire, nous découvrons tant d’au-
très corps qui peuvent agir sur lui. Ne perdons jamais

* de vue que ces idées de constance et d’uniformité ,
qui plaisent tant à l’esprit dans l’étude de la nature ,
n’ont au fond rien d’absolu: elles

4'7

k on

ne conviennent
qu’à ce peu d’étendue et de durée qui nous est accordé
dans le temps et dans l’espace. lien est du développe-
ment de ces grands phénomènes comme d’une courbe
immense, dont nous ne verrions qu’ un arc d’une petite
longueur, et que nous prendrions pour une ligne droite
dans tout le reste de son cours. Pour arriver à la
tance absolue , il faudrait remonter à tout l’ensemble
des corps de cet univers , de manière qu’il ne restâ t
plus rien d’extérieur à considérer. C’est alors qu’on
pourrait dire de cet ensemble , que le mouvement du
centre de gravité est rigoureusement uniforme et
tiligne, et que la résultante générale de toutes les aires
décrites est inaltérable de grandeur et de position dans
l’espace absolu. Mais alors , comme il n’ y aurait
plus aucune raison pour que ce centre fû t porté
d’un côté plutôt que de tout autre , ni que l’ensemble
des corps tournâ t dans un certain sens plutôt que
dans le sens contraire, il faudrait conclure que le
commun centre de gravité est parfaitement
pos , et que la résultante générale des aires est en-
tièrement nulle. Ainsi, l’on trouverait
les forces et' tous les momens de l’univers se halan-

cons-

rec-que les étoiles n’eussent aucune action sur le soleil
et les planètes qui l’accompagnent ; et de cette action
inégale sur les differens points du système, doit
résulter un couple infiniment petit qui altère insensi-
blement la position du couple actuel qui anime ce
système.

XXII.

Ainsi notre plan invariable lui-même avec le temps
pourra changer. Dans nos théorèmes mathématiques,
tout est rigoureux. La conservation du mouvement

en re-
que toutes

27
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nouvelle sur la constitution de

4 i 8
cent: je veux dire que si tous les corps qui
existent venaient à se lier entre eux de manière
à former un système invariable de figure , ce grand
tout deviendrait parfaitement immobile dans l’es-
pace absolu.

4 * 9
notre système , et sur

les changemens qu’il peut éprouver par l’action des
comètes et des étoiles , ou d’autres corps inconnus de
cet univers.

XXIII.

ADDITION au mémoire qui précède.
En regardant le soleil , les planètes et leurs satellites

un système libre de toute action étrangère ,
que le nouveau plan des aires que je

propose sous le nom d'équateur du système du monde
est le seul qui soit rigoureusement invariable , c’est-à-
dire qui reste toujours parallèle à lui-même dans l’es-
pace.

Il est certain que cet équateur n’est pas le même que
le plan nommé invariable par M. Laplace ; qu’il y a
une différence de plusieurs minutes entre leurs inclinai-
sons au plan de l’écliptique, et une différence de plu-
sieurs degrés entre les longitudes de leurs nœ uds
ascendans : ce qui est ici une différence de position très
considérable.

Il est encore évident que le plan de M. Laplace
peut plus être nommé le plan du maximum des aires ,
puisque dans sa détermination M. Laplace n’a pas tenu
compte de ces aires décrites qui viennent des rotations
des corps célestes , et des révolutions particulières de
chaque planète principale et de ses satellites autour de
leur commun centre de gravité.

Ces trois points de doctrine sont incontestables, et je
crois même, incontestés: mais voici ce qu’on a pu dire.

Mais ces dernières considérations , qui sont si loin
de notre portée , ne pourraient même , comme on le
voit , nous conduire à rien qui fût à notre usage. Car ,
de ce dernier centre , où l’on se placerait un moment
par la pensée , on ne verrait plus d’aires décrites
dans un sens , qui ne fussent détruites , et pour ainsi
dire , effacées par d’autres aires décrites en sens
contraire : de sorte que la considération de toutes
les aires du système ne pourrait plus donner lieu à
la détermination d’aucun plan. Ainsi les vérités
qu’on veut rendre absolues , à force d’abstraire ,

de généraliser , s’évanouissent en quelque sorte,
deviennent comme des axiomes qui n’appren-

nent plus rien. Dans toutes nos lois les plus géné-
rales , il n’ y a que celles qui conservent
quelque chose de relatif qui puissent
et partant nous intéresser. Pour nous ,
des étoiles, même les plus voisines , jusqu’ici parait
insensible , et l’altération qu’elle pourrait
dans la position de l’équateur de notre système ne

je crois , de long-temps aperçue. U faut donc
tenir à la considération de cet équateur,

comme
il est démontré

ou
ou

encore
nous instruire ,

ne
l’attraction

causer

sera ,
nous en
essayer de le déterminer , reconnaî tre , s’il est pos-
sible , ses variations , afin d’acquérir quelque idée

27••



Dü SYSTÈME SOLAIRE 4 '-ilÉQUATEUR/( 20 ùtué un plan rigoureusement invariable à la pl
d’un autre qui n’est point démontré tel

ace
Si l'on considère la petitesse des corps célestes par rap-

port à leurs distances mutuelles , la presque sphéricité
de ces corps, et le peu d’influence que leur attraction
réciproque doit avoir pour troubler leurs rotations sur
eux-mêmes, il semble que tous ces corps pourraient être
ici regardés comme autant de points massifs, et que si

le plan de M. Laplace n’est, pas le plan du maximum
des aires , et par cela même n’est pas rigoureusement
invariable, il est du moins un certain plan qui doit

nous pour-
rions nous dispenser d’examiner la question peu géo-
métrique dont il s’agit : car il est clair que ce ne serait
pas à nous , mais à ceux qui essaient de conserver
au plan de M. Laplace la propriété d’être invariable ,
de faire voir qu’en effet ce plan varie si peu qu’il
vient à cet usage délicat pour lequel il est proposé.
Mais afin de leur épargner cette fausse et vaine recher-
che , je vais montrer que ce plan supposé invariable ,
varieque sa variation n’est pas extrêmement petite ,
comme 011 pourrait le croire, mais qu’elle est du même
ordre que la précession des équinoxes
sensible dans le ciel , et remarqué, il y a deux mille
ans, par Hypparque, un des plus grands astronomesde
l’antiquité.

Or, pour voir sans calcul , et de la manière la plus
évidente, ce défaut des formules deM. Laplace , il n’y
a qu’à les appliquer au cas le plus simple de tous, à celui
où le système ne serait composé que de deux corps.

Ne considérons donc que la terre et le soleil, et sup-
posons même afin de rendre la chose plus manifeste ,
que le soleil soit parfaitement sphérique, qu’il
tourne point sur son axe , et que son centre agisse exacte-
ment comme un point où toute la masse serait concen-
trée.

con-

varier extrêmement peu ; et que , par rapport aux plans
des orbites célestes , il est pour ainsi dire assez inva-
riable pour nous faire reconnaî tre les plus petits chan-

qui pourraient survenir dans la position de ces mouvement
gemens
orbites. De sorte que , pour le système du monde tel

qu’il est constitué , le plan dont il s’agit peut conserver
encore le nom de plan invariable ; ce qui paraî t d’a-
bord assez plausible.

Mais il faut bien remarquer qu’une proposition de ce

genre, pour être admissible , je 11edispas en géométrie ,
mais seulement en astronomie pratique , aurait besoin
d’être fondée sur des raison* plus précises. Car il ne

suffirait pas de montrer que les variations du plan de

M. Laplace sont extrêmement petites , ce qui n’est pas
douteux ; mais il faudrait prouver qu’elles sont beau-
coup pluspetites quecelles desautres plans qu’on y veut

rapporter dans la vue de reconnaî tre les petits mouve-
. Voilà nette-

lle

Par les formules de M. Laplace il est évident que le
plan invariable serait le plan même de l’orbite de la
terre , ou ce qu’on appelle le plan de Vécliptique : de
sorte que ce plan serait immobile, ou toujours paral-
lèle à lui-même dans l’espace. Or , je dis que dans ce
cas (le plus favorable qu’on puisse imaginer pour la théo-

qu'ils pourraient avoir dans l’espace
qu’il faudrait prouver, si la chose est possible;

mens
ment ce
mais c’est ce que personne n’a encore fait ,.fit nepourra
faire , comme on va le voir tout à l’heure.

On conviendra que , pour nous, contensd’avoir subs-

1
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donné comme invariable par les formulesde M. Laplace
change d’une manière bien sensible, puisque ses nœ uds
sur notre plan fixe s’y mouvraient exactement comme
les deux points de l’équinoxe. A la vérité l’aire a due
à la rotation de la terre étant très petite par rapport
à l’aire A due à sa révolution autour du soleil , Taxe
de l’écliptique ne ferait qu’un angle très petit avec
l’axe fixe de notre plan invariable (G) et par consé-
quent s’en écarterait peu ; mais il est certain qu’il
tournerait autour de cet axe fixe exactement avec la
même vitesse que l’axe de l’équateur.

On pourrait rendre encore bien plus sensible cette
variation des nœ uds du plan donné par les formules de
M. Laplace. Supposons, par exemple , que le système
soit formé de ces trois corps: le soleil , la terre et la
lune ; et regardons même ces corps comme trois points
massifs qui ne sont soumis qu’à leur action mutuelle.
Par la théorie de M. Laplace , on trouverait que le
plan invariable est le plan de l’orbite que le centre
de gravité de la terre et de la lune décrit autour du
soleil ; ce qui serait encore à très peu près le plan de
l’écliptique. Mais par notre théorie , où l’on tient
compte non-seulement de l’aire T due au commun
mouvement de révolution de la terre et de la lune au-

42a
rie de M. Laplace ) , les nœ uds de l’écliptique
plan fixe varieraient d’une manière très sensible.

Et en effet, soit a la grandeur de l’aire qui vient de
la rotation de la terre sur elle-même , et dont le plan
est l’équateur; soit A l’aire qui vient de la révolution
de la terre autour du soleil , et dont le plan est Y éclip-
tique. Il est certain par notre théorie que le vrai plan
invariable serait celui de l’aire G qui serait composée
des deux aires a et A. Or , le plan (G) de cette aire ré-
sultante passe nécessairement par la commune inter-
section des plans des deux aires composantes ; et par
conséquent , il passe toujours par la commune inter-
section de l’équateur et de l’écliptique , ou ce qu’on
appelle la ligne des nœ uds. Il est donc certain qu’à une
époque quelconque du mouvement , la ligne des nœ uds
serait située dans le plan (G) de l’aire résultante. Or ,
comme ce plan (G) est réellement invariable , il est
évident que si le plan de l’écliptique l’était aussi , la
ligne des nœ uds serait immobile dans l’espace. Mais
on sait que , par la seule action du soleil sur le sphé-
roïde terrestre , la ligne des nœ uds aurait un mouve-
ment de précession , qui , pour fixer les idées, se-
rait d’environ i5" , si l’on évalue l’action du soleil
aux j de celle de la lune dans la précession totale qui
est de 5o" par année. Donc il est impossible que le plan
de l’écliptique soit invariable ; et l’on voit même qu’il
se mouvrait avec l’équateur de telle manière que leur
commune intersection décrirait notre plan fixe (G) par
un mouvement angulaire de i5" par année, ou de i5'
en soixante ans.

Ainsi , dans ce cas si simple que j’examine, le plan

sur un

tour du soleil , mais encore de l’aire O qui vient de la
deux corps dans le planrévolution particulière de ces

de l’orbe lunaire, il est certain que le vrai plan inva-
riable serait celui de l’aire K qui résulte de la com-
position des deux aires T et O ; plan qui passe nécessai-
rement par la commune intersection des plans de ces
deux aires composantes , et par conséquent , par les
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plus grandes que celles qu’il néglige , mais encore sur-
passent de beaucoup plusieurs de celles qu’il conserve,
telles que les aires décrites par Mercure, Vénus, Mars

et laTerre autour du soleil. J’ai donc d û supposer que
ce grand géomètre avait oublié les aires qui viennent

de la rotation des corps célestes sur eux-mêmes, et

révolutions particulières de leurs satellites: car

qui prétendent qu’il y a songé , mais qu’*7 les
étant d'aucune

faute ,
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nœ uds de l’orbe lunaire sur le piau de M. Laplace. Si
donc ce dernier plan était invariable , il faudrait con-
clure ( puisque le nôtre (K) l’est aussi ) que la ligne des
nœ uds est immobile dans l’espace. Or on sait que , par
l’action moyenne du soleil, les nœ uds de l’orbe lunaire
rétrogradent d’environ 20 degrés par an. Donc le plan
de M. Laplace doit se mouvoir avec celui de l’orbe lu-
naire , et de telle manière que leur commune intersec-
tion décrive notre plan fixe (K) par un mouvement
angulaire d’environ 20 degrés par an , ou d’ une circon-
férence entière en dix-huit ans.

O11 pourrait donner beaucoup d’autres exemples:
mais ce qu’on vient de dire suffit pour montrer de quel
ordre peuvent ê tre dans notre système planétaire les
variations que le plan de M. Laplace doit éprouver à
raison de ces aires qu’il a oublié de faire entrer dans
son analyse. Le mouvement de ses nœ uds , sur le vrai
plan invariable , est précisément le même que celui
des nœ uds du plan de l’aire composée de toutes celles
qu’il a oubliées dans son calcul. J ’ai dit oubliées, et non
pas négligées; parce que M. Laplace, qui , dans sa Mé-
canique céleste, néglige tant de quantités , n’oublie ja-
mais d’en faire mention , et de dire pourquoi il les né-
glige. Dans la théorie même dont il s’agit , il néglige ,
parmi les ternies qui contiennent les produits deux
à deux des masses des corps célestes, tous ceux où
11’entre point la masse du soleil ; et il 11e manque pas
d’en donner une raison ( que je n’examine point ici ).
Mais quant à ces aires nouvelles que j’ai le premier
considérées, il 11’en dit pas un seul mot : et pourtant
il arrive que ces quantités , non-seulement sont bien

des
ceux
a volontairement omises , comme 11

injluence dans cette théorie, lui prêtent

lorsque moi-même je n’ai parlé que d’un
une

oubli.
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THÉORIE G É N ÉRALE

DE L5ÉQUIL1BRE ET DE MOUVEMENT DES SYSTEMES.

Le principe des vitesses virtuelles est connu depuis
long-temps, aussi bien que la plupart des principes gé-
néraux de la mécanique. Galilée observa le premier,
dans les machines , cette fameuse propriété des vitesses

virtuelles , c’est-à-dire , cette relation si connue qui
existe entre les forces appliquées et les vitesses que
prendraient leurs points d’application si l’on venait
à troubler infiniment peu l’équilibre de la machine.
Jean Bernouilli vit toute l’étendue de ce principe ,
et l’énonça avec cette grande généralité qu’on lui

donne aujourd’hui. Varignon et la plupart des géo-
mètres prirent soin de le vérifier dans presque toutes

les questions de la statique ; et quoiqu’on n’en eût

point de démonstration générale, il fut universellement
regardé comme une loi fondamentale de l’équilibre des
systèmes.

Mais jusqu’à M. Lagrange, les géomètres s’étalent
plus appliqués à démontrer ou, à étendre les principe8

généraux delà science , qu’à en tirer une règle géné-
rale pour la solution des problèmes ; ou plutô t ils ne

s’étaient pas encore proposé ce grand problème qui
est à lui seul toute la mécanique.

Ce fut alors une heureuse idée de partir sur-le-champ



I * *
* . >

ET MOUVEMENT DES SYSTÈMES.
aussi générale, mais évidente , ou du moins plus sim-
ple que la première, et qui partant la rende inutile.

cela même que le principe des vitesses vit-

429 „ ' à'ÉQUILIBRE
du principe des vitesses virtuelles comme d’un axiome,
et sans s’arrêter davantage à le considérer en lui-même,
de ne songer qu’à en tirer une méthode uniforme de
calcul pour former les équations de l’équilibre et du
mouvement dans tous les systèmes possibles. On fran-
chit par là toutes les difficultés de la mécanique : évi-
tant pour ainsi dire, de faire la science elle-même, on
la transforma en une question de calcul :et cette trans-
formation , l’objet et le résultat de la Mécanique ana-
lytique ^ parut comme un exemple frappant de la puis-
sance de Y Analyse.

Cependant , comme dans cet Ouvrage , on ne fut d’a-
bord attentif qu’à considérer ce beau développement
de la Mécanique qui semblait sortir tout entière d’une
seule et même formule , on crut naturellement que la
science était faite , et qu’il ne restait plus qu’à chercher
la démonstration du principe des vitesses virtuelles.
Mais cette recherche ramena toutes les difficultés
qu’on avait franchies par le principe même. Cette loi
si générale, où se mêlent des idées vagues et étrangères
de mouvemens infiniment petits et de perturbation
d’équilibre , ne fit en quelque sorte que s’obscurcir à
l’examen: et le livre de M. Lagrange n’offrant plusalors
rien de clair que la marche des calculs , on vit bien
que les nuages n’avaient paru levés sur le cours de la
Mécanique , que parce qu’ils étaient pour ainsi dire
rassemblés à l’origine même de cette science.

Une démonstration générale du principe des vitesses
virtuelles devait au fond revenir à établir la mécanique
entière sur une autre base . Car la démonstration d’une
loi qui embrasse tout une science ne peut être autre
chose que la réduction de cette science à une autre loi
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Ainsi , par
tuelles renferme toute la mécanique, comme il a be-
soin d’une démonstration approfondie , il ne peut lui

servir de base première. Chercher à le démontrer pour
fait , c’est chercher à s’enl’heureux usage qu’on en a

même ; soit en trouvant quelquepasser pour cet usage
autre loi aussi féconde mais plus claire, soit en fondant

ordinaires uue théorie générale desur les principes
quilibre, dont la propriété des vitesses virtuelles ne

devient plus alors qu’un simple corollaire.
Ainsi , dans cet état où M. Lagrange avait porté la

science , ce n’était point la démonstration du principe
des vitesses virtuelles qu’il fallait chercher immédiate-
ment. La Mécanique analytique , telle que l’auteur l’a
conçue,est au fond cequ’elledoit être : et la démonstra-
tiondu principedesvitessesvirtuelles n’y manquepoint,

si l’on essayait de la mettre à la tête de ce

l’é

puisque ,
livre d’une manière générale et bien développée , l’ou-

trouverait fait deux fois ; je veux dire quevrage se
cette démonstration comprendrait déjà toute la méca-
nique. Il faut considérer que M. Lagrange s’est placé

des points élevés de la science,tout d’un coup sur
afin de découvrir quelque règle générale pour ré-
soudre, ou du moins pour mettre en équations, tous

les problèmes de la mécanique ; et cet objet est parfai-
tementrempli. Mais pour former la science elle-même,
il faut élever une théorie qui domine également tous

d’où l’on peut l’envisager. 11 faut al-

un

les points de
1er directement , non pas au principe obscur des vitesses

mais à cette règle claire qu’on en a su tirer

vue

virtuelles ,
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pour la solution des problèmes
directe , la seule propre à satisfaire notre esprit , fait
l'objet principal du Mémoire qu’on va lire.
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droites , il faut nécessairement que ces forces soient
décomposables en d’autres deux à deux égales et con-
traires dans ces trois lignes.

Actuellement , si l’on a un nombre quelconque de
forces, que l’on prenne trois quelconques de leurs
points d’application , les trois lignes qui les joignent ,
et toutes celles qui partant des autres points, vien-
draient aboutir à ceux-là: on pourra se représenter ces
trois premiers points comme les angles de la commune
base de plusieurs pyramides triangulaires dont les

: et cette recherche

ï .

Propriétés de Véquilibre communes à tous les
sjsternes libres.

L’un des premiers élémens de la théorie générale de
l’équilibre est cet axiome ; que si des forces se font ac-
tuellement équilibre sur un système quelconque de li-
gure variable, l’équilibre ne cessera point en suppo-
sant que le système soit rendu tout-à-coup invariable,
ou vienne, pour ainsi dire , à se solidifier lui-
même.

Les conditions de l’équilibre des corps solides doi-
vent donc se retrouver dans l’équilibre de tous les sys-
tèmes possibles , et c’est pour cela qu’on peut les nom-
mer les propriétés générales de l’équilibre.

On a présenté ces conditions de plusieurs manières ;
maison peut remarquerqu' elles se réduisent à cette con-
dition uniquey que les forces appliquées aux divers
points du système soient décomposables , suivant les
droites qui les joignent,en forces deux à deux égales et
contraires. C’est la possibilité de cette décomposition
qui exige les six équations ordinaires de l’équilibre ,
comme on le verra tout à l’heure.

D’abord le théorème est évident pour l’équilibre de
deux forces ; il faut que ces deux forces soient parfaite-
ment égales et contraires.

Il est bien aisé à1en conclure que, pour trois forces ,
si l’on joint leurs points d’application par trois lignes

au-
tres points seraient les sommets.

Cela posé, on peut toujours commencer par
sommets, chacune en

décom-
poser les forces appliquées à ces
trois autres suivant les troisarêtes qui y aboutissent.

est le maî tre de décomposer les troisEnsuite , on
forces qui sont aux coins de la commune base ,
forces qui soient égales et contraires aux premières ,
et en d’autres. Si l’on supprime les forces égales et con-
traires dans les arêtes, il ne reste plus que trois forces
appliquées aux trois angles de la base. Mais puisqu’il y
a équilibre, ces forces restantes doivent être décompo-
sables suivant les trois côtés de cette base , en forces

en

deux à deux égales et contraires.
Donc toutes les forces étaient décomposables suivant

les droites qui joignent leurs points d’application en
forces deux à deux égales et contraires dans chacune
d’elles ; et cette décomposition est déterminée lors-
qu’elle ne se fait , comme on le suppose ici, que par
3 h — 6 distances mutuelles , h étant le nombre
total des points du système.

Lorsqu’on veut faire entrer dans le calcul, non-seu-
lement lesquantités des forces appliquées, mais encore

!
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P à part, c'est simplement une fonction de leurs lon-gueurs qui doit demeurer constante, alors la décompo-sition précédente (qui est toujours nécessaire) ne suffit

plus pour assurer l’équilibre du système ; il faut en-core qu’il règne d’une droite à l’autre , entre les va-leurs des forces égales et contraires, une certaine pro-portion qui dépend de la nature de là fonction propo-sée. Or c’est précisément cette proportion qu’il s’agit
de découvrir ici ; et c’est dans la manière générale de
la déduire de la fonction

leurs inclinaisons mutuelles , on sc donne. au lieu dechaque force , ses trois composantes parallèles à troisaxes connus. Alors , pour exprimer qu’en chaque
point chaque force est décomposée en d’autres suivant
les arêtes qui y aboutissent , il faut trois équations
où ces dernières composantes sont les inconnues. Il
faudrait donc en tout 3h équations pour les h points
du système. Mais si l’on veut que les composantes soient
deux à deux égales et contraires dans les 3h— 6 arêtes,
elles ne formeront que 3A — 6 inconnues. Donc , en les
éliminant, il restera entre les forces données six équa-tions de condition

proposée , que consiste
la loi fondamentale de l’equilibre des systèmes.pour que leur décomposition

forceségalesetcontrairessoit possible,et parconséq
pour qu’il y ait équilibre. Cesont lessixéquations con-
nues: nous les avons données ailleurs

en
II.uent

D’un système où les points ne sont liés*que par
seule équation entre leurs distances mutuelles.

par une autre
métaphysique qui a de grandsavantages; mais j’ai été
bien aise d’en indiquer, enpassant, cette démonstration
nouvelle, parce qu’on y découvre
et qu’ici ces équations ne sont pas obtenues séparé-
ment et par des considérations particulières , mais
s’offrent à la fois toutes six comme l’expression d’
seule et unique condition , qui est LA POSSIBILITé
les forces appliquées se décomposent en dautres égales
et contraires suivant les distances mutuelles des diffé-
rent points.

Cette décomposition est donc nécessaire dans l’équi-
libre de tous les systèmes possibles ; et , quand les dis-
tances mutuelles des points du système sont toutes in-
variables , elle suffit , de quelque façon qu’elle s’opère
d’ailleurs ; je veux dire , quelle que soit la proportion
descomposantesdanslesdistances mutuellessuccessives.

Mais lorsqu’aucune de ces lignes n’étant invariable

une

Ne considérons d’abord
distances m ,

un nouveau sens , que quatre points, et leurs
n, p , q , r , s qui sont comme les arêtes

d’une pyramide triangulaire dont ces points seraient. o * - •

_
• #le§ sommets.. Représentons parf ( m, n,p , q, r, s ) =zL— const :

la fonction quelconque de ces distances qui doit de-meurer constante, en sorte qu’on ait toujours cette
équation , dans quelques positions respectives que
puissent passer les divers points du système.

Cela posé, soient , s’il est possible, quatre forces
qui tiennent ces quatre points en équilibre. Si
conçoit décomposées , chacune en troisautres suivantles -trois arêtes contiguës , il résulte de ce qu'on vientde dire , que les deux composantes qu’dh trouvera
dans chaquç arête seront nécessairement égales etV V '" •

une
que

011 les' .

con-
28
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traires; sans quoi il n’y aurait point équilibré , même ^en supposant toutes ces arêtes devenues raides.

Il ne reste donc qu’à trouver la proportion
composantes autour de chaque sommet de la pyramide. . ; .

Pour cela , je suppose que trois quelconques des
points deviennent parfaitement fixes dans l’espace. L’é-
quilibre n’est pas troublé. Mais, à cause de l’équation •
proposée , le quatrième n’a plus que la liberté de sê
mouvoir sur une certaine surface courbe , et il a entier
renient cette liberté : donc il est nécessaire que la
force unique qui le presse soit actuellement perpendi-
culaire à cette surface (*). . ..

Or, m, ri, p y étant les trois arêtes qui se terminent
au point que l’on considère , la surface qu’il a la li-
berté de décrire quand les trois autres deviennent
fixes , est donnée par l’équation ,
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Donc , puisque la force appliquée au point que l’on

considère doit agir suivant cette direction , ses trois
composantes suivant les arêtes m- , 22,p, sont nercessai-

»

des
* .

• renient proportionnelle^ aux trois fonctions primes
K * ' M,/' ( p) - ;

On verrait <Te même qu’au point où se terminent les
trois arêtes m , <7, r, les trois composantes de la force
qui le sollicite , sont proportionnelles aux trois fonc-

#
tihnsprimes f' (m), f\q ) , J (/}, et ainsi de suite.

Donc les forces égales et contraires dans les six arè-« » •

. tes ra, n, p, q, r, sy sont toutes proportionnelles aux
• . six fonctions' primes f ' {m) y f. { p) , f\f ) >

f {r)> f\s)' * . v* 0 é

Donc il est démontré, en toute rigueur, que si quatre
corps ou points sont. lié$ entre eux - par* la condition
qu’une fonction quelconque de leurs distances 11m-

ï tuelles demeure constante, ces corps ne peuvent êtreé f ( m, n, py q,r, s ) = const.
lorsqu’on y regarde m, nf p comme èeules variables.

La normale à cette surface se; trouve donc
en équilibre, à «moins qu’ils ne soient sollicités les
vers les autres , suivant leurs distances mutuelles ,

uns
par

aux fonctions primes de la
en pre-

nant les trois fonctions primes f {m), f ( n), f (p), de la
fonction proposée relativement aux trois lignes ôu * , «
rayons m , n, p ; portant sur eux trois longueurs res- ^ 1

pectives proportionnelles à ces fonctions primes, avec
cette attention de les porter , sur les rayons mêmes ,
pour les fonctions primes qui auront le même signe;
et sur leurs prolongemens, pour les fonctions qui au-
ront le signe contraire: si l’on achève le rhomboïde ,

des forces proportionnelles
fonction donnée relativement à ces distances:
qui éSt la même chose, à moins qu’ils’ ne soient solli-, cités par quatre forces P, ^composer en celles-là ^ ç fc , comme cette condition dé-termine entièrement les forces, il s’ensuit que de telles
forces se feront réellement équilibré sur le système.

,0n a considéré sous la fonction les six distances
* tueiles m> ny p, <7, r, s, des quatre corps ; mais le rai-

' • sonnement serait le même si cette fonction ne renfer-

ou , ce

II , S, qui puissent se dé-

mu-
la diagonale donne la direction de la normale , comme *

cela se voit par la géométrie (**).
niait qu’une partie quelconque de ces distances. Seule-. ment on trouverait que les forces sont milles le long

•
' • des distances qui n’entrent pas dans la fonction..

(* ) Voyez sur ce principe, la notëj'I.
.{ f f ) On trouvera plus loin la démonstration ^de ce théorème.

' 2 8 . .

é ,
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Par exemple , que , des trois distances m, n, p, du
premier point aux trois autres , il n’entre que 1es.deux
premières m et n dans la fonction proposée ; alors la
surface que ce point peut décrire , quand les autres
sont fixement arrêtés , est donnée
f { m, n, qt etc . )=const . en y regardant tn et
seules variables. C’est une surface de révolution autour
de la ligne qui joint les deux corps d’où parlent les
deux rayons vecteurs m et n. La normale à cette sur-
face est donc simplement la diagonale d’ un parallélo-
gramme construiusur deux droites proportionnelles a #

V
aurait prolongé ces rayons vec-

teurs. La force qui dôit agir suivant cette normale.'se
décompose donc entièrement, suivant les distance* m
et /*,
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une;équationquelconqueentreleurs distancesmutuelles

: et ,‘s’il y a dans cette équation plus
dé 3 h— 6 distançes mutuelles , h étant le nombre des
points , q-u’on élimine ces lignes superflues , ou qu’on
les suppose éliminées au moyen des équations de con*#

dition qui put lieu entre les lignes qui joignent des
à , point# deux à deux dans l’espace : on pôurra se repré-

senter comme ci-dessus , toutes ces distances mutuelles
ÜE9 f cofhme les arêtes de pyramides triangulaires successi-

ves qui s’appuieraient toutes sur unirmême base ,

Cela posé , soit le système tenu en équijibre par
. respectivement appliquées a

m, n,- p, q, r,

par l ’équation • 1

n comme

4

• w
1

fXm)> f (") > dont on

des forigs P, Q , R , S , . .
différens points.

D’abord toutes ces forces doivent être decomposables
sesen deux , autres proportionnelles à ff (m), /7 (*0 »

et 11e donne point de composante suivant la distancepy '

%
qui n’entre point dans la fonction.

Si , des trois distances m, n, p du premier point aux
autres , il n’ y en avait qu’une seule m sous la fonction,
la surface qu’il pourrait décrire quand les autres sont

• fixes , serait donnée par l’équation/^ m , qf r, . . /. )>
consl . y en y regardant m comme seule variable ,
équivaut à m— cônsl . C’est alors une sphère dont la 4 . .
ligne tri est le rayon , et pdl conséquent la normale.. *

fa force qui doit agir suivant cette ligné y reste donc
tout entière , et ses deux composantes sont nulles,
y suivant les distances netp: d’où l’on voit qu'il ne peut
avoir aucune action directe entre les corps, suivant leurs
distances mutuelles que la fonction ne renferme pas.

Soient actuellement tant de points que l’on vou-
dra , et

. .. tkv:

mnï
. en forces deux à. suivant les lignes m, n, p, q, r,. . .

deux égales et contraires , sans qufPil ne pourrait pas
• y avoir équilibré , comme on l’a démontré plus haut .

* * Cette décomposition supposée faite ( «et elle aura
lieu ici d’une marîière déterminée ) , il ne s’agit plus ,
pour connaî tre les forces , que de trouver la propor- m
lion nécessaire de leurs composantes. Or , je dis qu’elles
sont entre elles connue les fonctions primes de la fone-

• tidn proposée relativement aux lignes 777, n, p, q, r, . . . .
où eljes sênt dirigées.

4

ce qui .

»

En effet , considérons à part quatre points qui for-
mentles angles de l’une de nos pyramides , et suppo-

moment que , leurs distances mutuelles
I ,

sons pour un
restant seules variables dans l’équation , toutes les
autres y deviennent constantes ; il est clair que le jeu
de ces quatre corps devient le même* que s’ils étaient
restés seuls dans l’espace , mais liés entre eux par l’é-
quation proposée , où l’on regarderait leurs seules

U

f ( m> ny p, q, r, = îu =* const. * •
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distances mutuelles comme variables, et toutes les
autres lignes comme de simples nombres donnes. Celarésulte de la

système partiel le long des arètes.ou distances mu-
tuelles restées variables, doivent donc suivre nécessai-
rement la loi de l’équilibre de ce système.

Dbnc, au moment de l’équilibré général, cm est sur

que les composantes contraires qu’on trouverait dans

les arêtes de l’une quelconque de nos pyramides 5 isont
la fonction

au

supposition même , et se voit 'aussi très
bien dans la figure , en se représentant les six arêtes
de notre pyramide restées seules variables.D’aboVd , le
point* qui lait le sommet de cette pyramide
point aux autres arêtes devenues invariables; et* pour
les trois points à la base , ils

.* *

ne tiefSt
fonctions primes de^ proportionnelles

donnée relativement à ces lignes. Donc, à cause des

arêtes communesaux pyramides successives f cettepro-
I . * portion s’étend d’une arête à .l’autredays toute la figure

du système ; et tous les points sont nécessairement

sollicités les uns vers les autres, suivant leurs distances
qui entrent dans lafonc-

des forces proportionnelles aux fonctions
, de*cette

aux

pas plus gênés
j>ar ces arêtes, qui viennent sur eux trois à .trôis des
autres points du système ., que si elles n’y étaient réel-lement

ne sont

pas. Car , bien que ces lignes soient devenues g
isolément raides, comme

* *
on les suppose restées mo-biles autour de leurs points d'intersection J qui eux-,

mêmes sont mobilesdans l’espace , il est visible qu’elles
se prêtent d’elles-mêmes aux inouvemens des trois
points où elles aboutissent, et ne font que les suivre f

sans les gêner, dans toutes les positions où ils peuvent
passer quand on fait varier leurs seules distances
tuelles dans l'équation proposée. «

Donc en vertu de ce qui îi étédémontré, il faudrait
pour l’équilibre particulier du système de
points , qu'ils fussent sollicités les uns vers les autres
par des fo/ces proportionnelles aux fonctions
de la fonction donnée ,
tances mutuelles.

mutuelles m, n, p, q, r . ® •? •

tioo, par
primes f {rn ) yf f {n) y f ,{ p) y f ,{q )^ f > (r) jelc*

fonction , relativement à cesdistantes m,n, p> q, r,.,..
Ce quilfallait démontrer. *

Si donc , aux diflférens points du système, on prend .

sur les lignes m* n ,p ,q , r,. . . % des longueurs quel-
conques toutes proportionnelles aux fonctions primes

f\n), f'{p) , f’ {q) ,/'(Q , .etc., qui se rap-
portent à ces lignes, ces longueurs représenterontdes

• composantes des forces qui doivent être appliquées

points respectifs ; de sorte qu’en les réduisant en

chaque point à une seule P , on aura la force unique .

qui doit y être appliquée pour l’équilibre du système.
La manière la plus simple de trouver l’expression

de ces forces P, Q, R...,est!de chercher, pour chacune *

d’elles P, ses trois composantes X , Y , Z parallèles à
trois axes rectangulaires dans l’espace.

z les trois coordonnées du premier
m , n , p , etc., ses dis-

i n u - '

••

nos quatre

prunes
prises relativement à*leurs dis-’

•1 • :
à *ces

Mais il est clair que cette proportion’ doit se retrou-
ver absolument la même dans l’équilibre général du
système; car si l’équilibre est supposé y exister, il y
subsiste toujours supposant telles arêtes que l’on *

voudra devenues, raides , et supprimant alors toutes v,
les iorceségaleset.contraires qui se détrui raientd’elles-1
mêmes dans

en

Soient x > z
%

point par rapport à ces axesarêtes. T/es forces restantes appliquées-ces
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44«. . t ÉQUILIBRE ET MOUVEMENT DES SYSTÈMES. 44'*tances aux autres points dont les coordonnées soientx“ ,S ,z"ix" , j" ,z
tion donnée *L, relativement à la coordonnée du point
le long ^ie cet axe.

On aura de même pour les deux autres compo-
santes Y, Z suivant lès axes des j*, z, les Expressions

; de sorte que la force elle-même Psera

. 1w; etc., on aura : «
m = [/ [(x — x ) 3 $- ( j — yy + (z — z').*],« = V [{x-x"Y +'

{J — J"Y + (z-ol,p — ÿ^x-x")* + { jr — yy + (z — dL\ /dL
djJ ’

représentée par
etc., • •

et les fonctions primes de * *ces expressions, prises par
dm a dnPar Tx' Tx > j• . 4 *seront les cosinus des angles que les droites

««
1*1 *rapportas,et que nous représenterons p« 4

v/[©‘+0+ (S)’]- '
• *

t
4dp

Tx' elc>

Si Ton considère la surface courbe’ représentée par
l'équation L =z'consl., quand on y regarde x , y , z
comme seules variables , on sait que ( ~̂j~ ji

font avec Taxe des x.
Les forces f\m) f fr(n), /'(/?), etc., appliquées aupoint que Ton considère, suivant ces droites , don-neront donc* parallèlement à Taxe des xy les compo- * Âsantés respectives

5

dL dL
djJ ’

sont proportionnelles aux cosinus des trois
angles que fait , avec les axes * la normale à cette
surface (*).

(

etc- .
*lesquelles se réduiront à une seule X , égale à leur «l

\/[(S‘+Q‘+(a)']somme, La force P =*f

*

f {m)% |+ etc. ;
est donc dirigée perpendiculairement à la surface
courbe que le point où .elle agit pourrait décrire si
tous les autres devenaient fixes ; ce qui doit être ,

mais cette expression n’est autre chose que la fonction
prime de 1-a fonction proposée, /(771, 71,^ ,^ , r, . . . ) ,
ou L, prise relativement à a:, et

terons simplement par
Ainsi la force appliquée

composante suivant l’axe X, des x,
G/jr)’ c’est-à-dire, par la fonction prime de la fonç-

- % *

*que nous represen- / i t *

J L* ) Çette Analyse contient la démonstration générale du théorème
de géométrie dont ou a parlé plus haut ( p.4^4)- b en résulte que
les lignes f'(/7/), /*(«),/'(/;), etc., composées à la manière des forces,
donnent pour résultante la normale à la* surface courbe décrite par
le point où m, n, p, q, etc., aboutissent comme rayons vecteurs.
C’est ce rapprochement curieux , entre la composition des forces et

au premier point aura sa
représentée par • »

* 1

«
*
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doivent être appliquées aux points respectifs du sys-
tème , nous sommes bien maî tres d’imaginer chacune
d’elles comme décomposée en d’autres suivant telles
lignes que nous voulons choisir, et qui, pour chaque
point, sont au nombre de troisau moins; et puisque nous

. avons trouvé la proportion nécessaire de toutes ces com-
posantes, ïl s’ensuit que nous avôns trouvé les vraies
forces de l’équilibre , et que cet équilibre est unique.

Cependant , voici une difficulté apparente.qu’il n’est
peut-èÿ e pas inutile de proposer et de résoudre , parce
que sa solution très simple met le théorème dans un
nouveau jour.

Quand le système n’est composé que de quatre
points , il faut nécessairement leurs six distances mu-
tuelles pour déterminer la pyramide dont ils sont .
les angles ; et par conséquent il n’y a aucune équation

\ de condition, c’est-à-dire qui existe d’elle-même entre
ces distances.
\ Mais lorsque le nombre des points est supérieur
à quatre , il y a plus de distances mutuelles qu’il
n’en faut pour assurer la figure du système ; et l’on
a , entre toutes les distances, autant d’équations de
condition que. de lignes superflues. On peut donc alors
éliminer CUï la fonction proposée f (m } n ,p .. . .),
ou y introduire telles de ces lignes qu’on voudra ,• »et que toutefois la combinaison de ces équations
pourra permettre. Ainsi l’on pourra varier les dis-

* tances qui entrent sous cette, fonction , e.t la forme
de cette fonction de plusieurs manières.

. Or, suivant qu’on voudra présenter cette fonction
entre telles ou telles distances mutuelles , on trou-
vera telles ou telles forces suivant ces distances ;

et ce qu’on pouvait supposer à priori ,#comme dans 1

le cas du système de quatre points, *où l’on%st parti
de cette vérité comme principe.
. Donc en*appliquant ce qu’on vient de dire aux dif-fèrens ppints du système , les forces P, Q, etc., qui lès

solicitent sont toutes proportionnelles aux fonctions ,

• . v/[(0+(f )• +©“].
s/m

•.
. • •

%

etc.

et chacune d’elles est normale à la surface courbe
que son point d’application pourrait décrire , en
vertu de l’équation L = const., si l’on supposait tous
les autres fixement arrêtés. ' •

Cette démonstration nous paraî t nette et rigou-
reuse ; elle est même dégagée de cette espèce d’axiomê
que, dans les systèmes , les points ne peuvent agir les
uns sur les autres que suivant les droites qui les
joignent. En effet , pour obtenir les forces totales qui

•* *

la détermination des normales, qiii amène en M écanique ces fonc-tions primes de la fonction donnée , comme l’expression naturelle
des forces capables de se faire équilibre. Car il faut , en chaque
point , cpie les forces appliquées soient proportionnelles à ces fonc-
tions primes , afin de douner leur résultante dirigée suivant la nor-male h la surface que ce point peut décrire quand on arrê te tous les •
autres : et c’est ensuite la nécessité de l’équilibre dans chaque partie
du système, qui étend ccttc proportion d’un point à J’aaitre dans
toute Pétend ne de la fig

• •
• I .

urc.

•«
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posée f ( m, n , p , q , r, . . .)= L, est présentée entte
•plus de lignes m,n ,p ,q ,r, .. . . qu’il n’en faut pour la
figure, il sera inutile d’éliminer les autres , comme on
l’a supposé fait , au commencement , pour la clarté de

dL\ fdL\
dx,J'\dy )'\dz ) ’

ÉQUILIBRE •444 •

d’où il paraî t que les forces totales P, Q, etc., quien ré- *

sulteraient à chaque point, pourraient bien n’ètre pas les
mêmes dans ces différens cas, quoiqù’au fond la liai- . *

son dLdes points n’ait pas é té changée, et que le cas
de l’équilibre soit unique.

Pour détruire sur-le-champ cette difficulté, j’observe
que , si une fonction des distances mutuelles de plu-

points peut quelquefois être écrite de plusieurs
façons, selon les distances que l’on y. veut choisir ,

la démonstration. Les fonctions*

( dL\ / d_L\ /dL\
\dxf )’ U/V" \dz' J , etc. , qu’on en tirerait

* *sieurs

K ’ pour l’expression des forces de l’équilibre , seraient
identiquement les mêmes que si l’on n’avait pas fait
l’élimination ; et par conséquent on les obtiendra tout
de suite , sans rien changer à la forme sous laquelle •

la fonction est donnée. .*

A l’égard des actions réciproques des différens
points,*si l’on sait que, dans le système dont on s’oc-
cupe, il ne peut y avoir de communication directe
entre les h points que par leurs 3h — 6 distances
mutuelles qui entrent sous la fonction , 011 conclura
de ce qui a été démontré , que tes points agiront
réellement les uns sur les autres , suivant ces distances

. en raison des fonctions primes

cette fonction néanmoins reste toujours identique* , si ,

on la regarde comme une fonction des coordonnées •

x , j , z de tous- les points. En effet * les équations- .
de condition qui ont* lieu entre les distances
tuelles m^ n-^ p ,q yr ,. . . . ne sont autre chose que des

. identités , lorsqu’on vient à y substituer, au lieu de
ces. droites , leurs expressions par les coordonnées .r ,
J ,z ; x ,y ,z' , etc. , des différens points qu’elles unis-

Ainsi, ( juoiqu’au moyen de ces équations, la .
fonction proposée L puisse être changée en m ,n ,py

elle demeure toujours la même en x , y i

•• \

inu- 1

sent.

<7 , r > - •

z ; x y' 9 z' j etc., •etc. : les expressions
• •

m , n , p , q , r
f {rn) , f' (n) , f' ( p) , fiq) , f (r) , etc.

(g- (£)•(£> (|M£> ( Mais de même que la fonction proposée peut être
présentée indifféremment tmtre telles ou tellfs dis-
tances mutuelles , de même la communication des

sont donc aussi toujours les mêmes. Or, conimé on
sera toujours condiîit à ces expressions pour les com-
posantes de P, Q, etc.., de quelque manière permise que
la même fonction L ait été écri’te en ?n ,n ,p ,q ,r , .. .
il . s’ensuit qu’on parviendra “ toujours aux
forces P, Q , R , etc. , pour l’équilibre du système ,
comme cela doit être.

Ceci nous fait voir encore que

points peut être établie suivant -t.elles ou telles de ces
lignes
changée. Si donc on ignore de quelle manière le sys-
tème est exécuté, on ne pourra*pas dire , d’après la
seule fonction f ( m ,n y p ,q . . . . ) , quelles sont les réac-
tions véritables des différens points, parce qu’on ne

que la liaison générale de ces points soitsans

• >
inêmes

si la fonction pro-

.



ET MOUVEMENT DES SYSTÈMES. 447ÉQUILIBRE446
Tel est l'esprit de cette loi fondamentale, qui con-

tient toute la science des forces. Avant d’aller plus
' loin, il nie paraî t à propos d’en faire quelques appli-
cations simples , où Ton voie à la fois la rapidité des
solutions et l'identité de lp. théorie avec les premiers
principes de l’équilibre.’

saura pas si les liens qui pourraient donner lieu à ces
action^ directes sont établis précisément le long des**distances mutuelles
dans la fonction.

m,n,p ,q ,r,.... qui paraissent
Ainsi cette fonction , ;qui , sous

quelque-forme qu’elle soit donnée , Caractérise le sys-
tème, et suffit pour faire connaître sur-le-champ les
forces uniques ,* P; Q, R, etc. , ' ou •Considérons d.’abord trois points liés entre eux par

la .condition que la somme de leurs distances mutuelles
doive demeurer constante.

. . * •

ÆWfy-Ki»
v/[(£)'+ ($ +(©']

• m1*1,pi
La fonction f ( m ,n ,p) sera donc ici m -\- n +p; en

« •

4 *
prenant les fonctions primes , on aura, etc. , • «

/'(«) = > . f ( p) ~qui doivent être appliquées aux
ne suffit pas pour apprendrê comment ces forces se
distribuent réellement des uns aux autres : il faut
encore regarder la construction du système lui-même,
et voir suivant quelles distances mutuelles la
munication est réellement établie. S’il arrive qu’elle
se fasse précisément par les mêmes distances que celles
qui sont dans la fonction donnée , on prendra sur-le-champ les fonctions primes relatives à ces distances,
etl’on aura les réactions véritables des différenspoints.
Mais si la communication s’opère par d’autres lignes,
il faudra commencer par éliminer de la fonction
toutcstles distances mutuelles le long desquelles il
n’y a pas de lien immédiat dans la construction du
système (ce qui pourra toujours . se faire au moyen
des équations de condition entre ces droites), et des
fonctions primes de cette fonction nouvelle par rap-
port aux distances mutuelles qui y restent , seront les
expressions des actions réciproques qui auront'véri-tablement lieu entre les corps.

J X ) =différens. points, i .ï >

« • Ce qui nous apprend que chacun des trois points
doit être sollicité vers les deux autres par des forces
égalée ; que par conséquent les trois forces P, Q, R,
qu’il faut appliquer à ces points , sont représentées en
grandeurs et en directions par les diagonales de trois
losanges construits avec les mêmes côtés Sous les trois
angles du triangle.

C’est la loi de l’équilibre de trois points ou passe-
raient , comme dans des anneaux, un même fil inex-
tensible le long duquel ils pourraient couler libre-
ment. Quand ces points se meuvent de manière que
le fil reste tendu , la somme de leurs distances mu-
tuelles demeure constante , conformément à l’équa-
tion 7?2 -f — ri — J— /7 = const., et chacun d’eux lorsqu’on
le suppose seul mobile , n’a plus que la liberté de se
mouvoirsur un ellipsoïde de révolution dont les deux
autres sont les foyers. C’est pour cela que chacune des
forces appliquées divise en deux parties égales l’angle

com-.
. *

t -
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fariné par les distances de son point d’application aux
deux autres ; car cette force doit être normale à l’el-lipsoïde. dont il s’agit , et dans cette surface la
male divise en deux parties égales l’angle formé par

* les rayons vecteurs.
On peut remarquer que le fil inextensible ne repré- •

sente pas complètement la liaison que l’équation sup- #

pose; car ce fil fait simplement que la somme des
distances des points ne peut pas devenir plus grande ,
mais il ne l’empêche pas de devenir moindre. Ainsi ,
pour l’équilibre des trois corps unis par le fil , il faut
encore ajouter que les fôrcü doivent agir de
à ce que le fil soit tendu ; au lieu que dans l’équilibre
du système défini par l’équation m-f- n+ p — consi.
elles peuvent agir indifféremment , ou pour tendre le
fil , ou pour le comprimer ; de sorte que l’espèce de fil
flexible que le calcul suppose , est tout-à-la-fois inex-
tensible et incompressible. *

Si c’était simplement la somme des distances m et
n des deux premiers corps au troisième , qui dut de-
meurer constante , on aurait

448
ET MOUVEMENT DES SYSTÈMES. 449que les deux aûtrès seraient fixement attachés à ses"deux bouts. Quand les deux corps extrêmes sont sup-

posés fixes , celui du milieu n’a plus que la liberté
de décrire un ellipsoïde de révolution autour d’
comme foyers; mais ceux-ci décrivent simplement des
sphères autour de lui

nor-

eux
* j

, comme centre , qüand ils sont
* ‘regardés , l’un après l’autre, comme seuls mobiles.

Voilà pourquoi la force appliquée* au corps qui peut
glisser le long du fil , diviseven deux également l’an-gle formé par les deux portions de ce fil , tandis que
chacune des deux autres forces agit vers le corps du
milieu , dans la direction du fil.lui-même.

S’il y avait plus de trois corps unis entre eux par
un même fil", le long duquel ils pussent couler libre-
ment , en nommant m > n, p ,q7 r, . . . . les portions
cesswes de ce fil , on aurait

manière

l
suc-

f (m,n ,p ,q ,r , )=m+n+p+q+r+ ,...— eonst . ,
I et par conséquent

’ t .
^

*/'(m) =/'(«)- f {p )= f {q) = f\r) = etc. — b

comme ci-dessus : d’où l’on voit que le fil doit être
• • également tendu dans toute sa longueur ; que chacune

des forces divise en deux parties égales l’angle du po-
lygone funiculaire où elle est appliquée , et qu’elles
sont toutes proportionnelles aux cosinus des moitiés
de ces angles ; etc.

Supposons actuellement que nos trois corps soient
tellement liés , que la somme dès carrés de leurs
distances mutuelles reste constante .t
. La fonction f[ m ,n , p) sera ici v i'1 -j- r i1 -J- p9 • et l’on

j\m, n) rn -j- n -~ çtftist.,
d’où f ' ( m) — f' ( r i) — i. Ainsi, il faudrait applique-

deux premiers corps deux forces égales, suivant
leurs distances m et n } au troisième, et à celui-ci une
force égale et contraire à leur résultante; et il n’y .
aurait point de force suivant la distance/?, qui n’entre
pas sous la fonction. -

C’est en effet le cas de trois corps , dont l’un pour- •

rait couler comme un anneau le long du fil , tandis

* <•aux

• I
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cuté , qu’il soit même possible ou non , peu importe à
mais de

trouver les forces d’équilibre qui résultent nécessaire-
ment de sa définition , et le problème est résolu dans
toute sa pureté. *

Que si l’on avait un plus grand nombre de corps
liés de manière que *la somme des carrés de toutes

. la théorie ; notre objet n’est pas de* le- faire
j ‘ ( m) = 2m , /(*) = 271 , f ( p) = s-p .

Il faudra donc , pour l’équilibre , que chaque corps .

soit sollicité vers les deux autres par des forces propor-
tionnelles à ses distances à ces deux corps ; d’où il est'

facile de voir que les trois forces uniques P ,Q ,R , qui
agiraient sur ces points .respectifs , sont dirigées vers #

leur centre de gravité , en les supposant de masses *
#

égales , et sont proportionnelles à leurs distances à ce
centre. à \

leurs distances mutuelles dût demeurer constante ,

verrait de même que , pour l’équilibre , tous ces corps
doivent être sollicités les uns vers les autres

011

propor-
tionnellement à leurs distances ; de sorteque les forces
totales qui les animent respectivement sont dirigées

C’est en effet ce qui résulterait du plus simple rai-
sonnement ; car en v e r t u. d e l’éq u a t i o n . . . . . ... .

. mr* q_ n1 -f- p* — const . , si l ’on suppose deux d̂ s

points devenus f i x e s , le troisième n’a plus que
#
ia li-

berté de décrire une sphère dont le centre est au mi-
lieu de la droite qui joint les deux autres : or la force
qui le sollicite , dans le cas de l’équilibre , doit être
normale à cette surface , et par conséquent les trois
forces doivent être dirigées des trois angles du trian-
gle vers les milieux des côtés opposés , ' et se croiser
ainsi au centre de gravité4de ce triaagle , il est clair
ensuite qu’elles sont entre elles êoinme les distances . •
des angles à ce point.

Mais ici 011 ne peut plus construire . le système ,

l’a fait dans l’exemple précédent ; il fau-

vers le centre de gravité de tous ces points , considé-
rés comme égaux en masse , et sont proportionnelles*

aux distances de ces pmnts à ce centre commun.
Si la fonction des distances mutuelles était

- + - -f-m n
i
- -f - -f - . • . , en prenant les fonctions

primes , on aurait

/(m) = — ij., /'(n) = —
V/&) =-

1

n*•

1f\p) = -% -, etc .
P

et tous les corps;dans le cas de l’équilibre , devraient
être sollicités les Uns vers les autrescomme on en raison inverse

des carrés de leurs distances mutuelles , etc.
On pourrait . multiplier les exemples ; mais ceux-ci

suffisent , et je reviens a la question générale.

drait un fil d’une espèce particulière , où les corps
des carrés depussent rouler de manière que la somme

leurs distances fût toujours la même , et nous ne cou-
pas de fil. qui ait cette propriété. Mais de

^- quelque . façon qu’un pareil système puisse être exé-
naissons

*9-
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En second lieu , parce que les points sont lies entre

eux par la seconde équation M=const\,
appliquer, encore les forces respectives

. ÉQUILIBRE/(5*2

D’ un système .ou les points sont liés par plusieurs
équations quelconques entre leurs distances
tuelies.

0

peut leuron

mu- • »
* 4

#

- vT(")‘+ ffi + (f )‘3
+ ($)' +mi

1
«

Supposons actuellement que les points du système
soient tellement liés , qu’on ait toujours entre leurs . J j
distances mutuelles les équations suivantes :

f ( m ,n ,p ,q , r, . . . . ) = L — âonst .

cp ( m ,n ,p ,q , r ; . . . . ) = M = const .
•vJ/ ( m , n , p y q , r y . . . ) zz= N — const .
etc.

#
#

•
» . etc.

p. étant un nouveau coefficient indéterminé; et chacune
de ces forces étant normale à la surface représentée
par lréquation L = const . , lorsqu’on y regarde les
coordonnées du point d’application comme seules va-
riables .

De même, en désignant par v ùn coefficient indé-
terminé comme les précédens , on peut encore appli-
quer aux points du système les forces respectives

. *• •
è

*N'

de sorte que le système puisse affecter toutes les figu-
res où ces équations subsistent , et n’en puisse affecter
aucune où elles cesseraient d’ayoir lieu. *

Premièrement , par cela seul .que les points du sys-
tème sont liés entre eux par ta première équation
L = const .

0

9 peut leur appliquer les forces respec- •on5

tives i 1 « »

* y/m + (f y + 01wm- ($y + m
v/E-iy +o+Cl!
y/mmcm
y/m+m + m

$ .
• •

v

* ;

*•*

etc.

A désignant un coefficient quelconque indéterminé ,
et chaque force étant normale à la surface représentée
par l’équation L — const . , lorsqu’on y regarde les
trois coordonnées du point d’application comme seules
variables ; et l’on est sûr que ces forces se font équi-
libre sur le système . * .

•etc.*

dirigées suivant les normales aux surfaces respectives
représentées par l’équatioit N = const . , lorsqu’on y
~egarde successivement , etc.

Et ainsi de suite pour les autres équations qui lient
les points du système. *

s
9 9

I *

§
9*

•*

è

t

% «
*
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D’où TQH voit que cette équation , dans l’équilibre

du système, ne peut tenir lieu que des memes forces
dont elle pourrait tenir lieu si elle était seule. Ainsi ,
les forces qui peuvent se faire équilibre sur un système
défini par plusieurs équations, ne sont autre chose que
les forces composées de celles, qui s’y feraient équilibre
séparément en vertu de chaque équation.

Lorsque les points du système ne sont liés que par
une seule équation , le cas de l’équilibre est unique; je
veux dire qu’il n'y a , pour chaque figure où peut passer
le système, que des forces P, Q, R, etc., de directions et
de proportions déterminées, qui puissent s'y faire équi-
libre. Mais lorsqu’il y a deux équations L=const . ,
M^const ., l’équilibre n’est plus unique , et il y a pour
une même figure une infinité de groupes de forces qui
peuvent se .faire équilibre sur le système. En effet ,
au moyen des deux indéterminées A et p qui affectent
les deux composantes

'4$4 ÉQUILIBRE
Il est bien manifeste qu’il y aura équilibre en vertu

de toutes ces forces , puisqu’il y aurait.équilibre en *

particulier danschaque grouperelatifà chaqueéquation.
Mais on pourrait demander si ces forces , ou leurs

résultantes aux différens points , sont les seules q u i ’

puissent se’ fairp équilibre sur le système: si , par la
simultanéité des équations L = const., M = const. ,
A7 = cons / ., etc., les points ne pourraient.pas deve-
nir capables d’autres résistances que des

#
résistances

composées «de celles qui naî traient successivement de • •

ces équations , si elles avaient lieu l’une après l’autre.
Pour répondre à cette question , j’observe qu’au

moment de l’équilibre du système , chaque équation *

peut être regardée .comme tenant lieu de certaines • •

forces; car si l’on venait à supprimer tout*-à-fcoup
cette équation , l’équilibre serait rompu ; mais il est
clair qu’il y aurait de certaines forces propres à em-
pêcher cette rupture , et qui remplaceraient parfaite-
ment l’équation absente. Si donc on imagine que toutes
les équations , hors la première , soient actuellement
remplacées par des forces convenables , les points ne
se trouvant plus liés entré eux que par la seule éqüa-
tion L = const., il est nécessaire que toutes les
forces appliquées soient réductibles à des forces pro-
portionnelles aux fonctions : -

•• •

*-*

* vT(fy. +o+ (f )]
* v/[(f )" + (fy + (f

de chaque force , on peut varier les directions et la
de ces forces d’une infinité de manière^.

ne sor-
proportion
Seulement il faut observer que chacune d’elles
tira pas d’un plan déterminé : car

santé est normale à la surface représentée par l’équa-
tion L— consi. , lorsqu’on y regarde, les coordonnées

• du point comme seulA variables ; la seconde est nor-
male à la surface représentée par l’équation M=zconst ,

v/c(£-y + m+ (îO
v/[(0. +o‘ + m
Am-m-« '

la première compo-

rte.
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lorsqu'on y regarde les mêmes coordonnées comme
seules variables. La résultante est donc située dans le •

plan perpendiculaire à l'intersection de ces deux Sur-
faces. C'est en effet ce qui doit avoir lieu ; car si Ton
vient à fixer tous les points du système, hors celui
dont il s’agit, il n’aura plus que la liberté de se mou-

• * . * *ivoirie long de cette intersection , comme dans*un ca-
nal infiniment étroit : or , l’équilibre n’étant point
troublé par l’hypothese, il faut nécessairement que la

* • * TJforce appliquée soit actuellement perpendiculaire à la •
direction de ce canal.

Quand il y a plus de deux équations qui lient les
points du système, l’indétermination du cas de l’équi-.
libre est encore plus étendue ; et pour les points dont
les coordonnées se trouvent à la fois dans trois équa-
tions , les forces appliquées peuvent avoir des direc-
tions quelconques. Les trois indéterminées v , qui
affectent alors les trois composantes de chaque force ,
peuvent donner à cette force une cPirectioii arbitraire
dans l’espace. C’est ce qui s’accorde encore avec notre
principe ; car si l’on suppose devenus fixes tous les
points liors-celui que je considère, comme ses coor-
données entrent à la fois dans trois des équations, ce •

point ne conserve plus aucune liberté dans l’espace' ,
ainsi la force qui le sollicite n’est obligée à aucune di-
rection déterminée.(*).

\ /,56

« IV. .

D' un système ou les points sont liés par des équations
quelconques entre leurs coordonnées.

Jusqu’ici nous n’avons considéré qu’un système en-
tièrement librey c’est-à-dire , dont les points ne se
trouvent liés que par des équations entre leurs dis-
tances mutuelles; mais il est bien facile d’étendre la
loi que nous avons trouvée, à un système où les points

nt liés par des équations entre leurs coordonnées
relatives à trois axes fixes dans Vespace. Ce n’est pas
que les fonctions My N, etc., des distances mutuelles
m, n9 p, q,etc., ne puissent être regardées comme fonc-
tions des coordonnées x, y, z; x\ÿ, z\ etc., au

. • seraie

*

moyen des expressions [ / [ ( x — xf )* -f- ( y — y' j2

+ ( z-r-z' y etc.] qu’on y substituerait à la place des
lignes m, etc. ; mais elles necontiennent alorsces coor-
données x, y, z\ x , y y z , etc., que d’une certaine
manière , et nous voulons passer au cas où elles en se-

% •

raient des fonctions quelconques.
Pour cela, reprenons notre système libre de l’article

précédent , et , choisissant à volonté trois points de ce
de chacun des autres trois lignessystème, menons

à ces points ; et supposons , ce dont on est toujours le
maî tre, que , dans les équations L zrz const. , M=

il n’entre que cçs distances etconst., N=const . , etc.
celles qui joignent nos trois points deux à deux.

trois points deviennent
In

v ) Au reste , il faut bien entendre ceci: les directions des forces
ne sont pas tontes mde'termine'es; s’il n’y avait , par exemple , que #

trois équations., une fois que l’on aurait dispose' de ?, pour
donner h l’une des forcés une direction arbitraire , les directions et

la proportion des autres serait nécessairement déterminées-.
Si l’on suppose alors que

fixes , les forges de l’équilibre n’en seront pas moins
.exprimées par les mêmes fonctions qu’auparavant ;

ces

JMÊ-. . *
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dos objets fixes extérieurs, auxquels les points se trou-
vent liés , et souvent par lesquels seul* ils peuvent
se communiquer leur action réciproque. Mais si
Ton imagine alors qu’on ait ‘pris, trois points quel-
conques dans l’e$pace ‘ et qu’on ait changé les Coor-
données primitives en d’autresqui soient , pour chaque

• point , ses distances à ces trois foyers , en ajoutant ces
trois points au système , et considérant le tout comme

• •. libre , on trouvera pour les forces la même expres-
sion que nous avons donnée plus haut; et si Ton ne
veut plus compter ensuite les trois forces appliquées
aux trois foyers , parce qu’en les supposant fixes , ils
n’ont pas besoin d’être retenus par des forces actuelles,
et qu’ils trouvent en eux-mêmes les résistances néces-
saires pour l’équilibre, on n’aura égard , comme on

le fait ordinairement , qu’à celles des points du système

proposé , lesquelles auront entre elles les mêmes re-
lationsqu’aup^ravaut
des équations données , sans leur faire subir aucune

transformation . • '.
* Et de là résulte enfin ce théorème , qui est l’objet

* 4 .principal du 'Mémoire :

Quelles que soient les équations L — o , etc., qui fa-
gnent entre les coordonnées des différons points d'un

système, chacune d'elles, pour l'équilibre , demande

quon applique à ces points , le long de leurs coor-
données , dés forces quelconques proportionnelles aux
fonctions primes de cette fonction L , relativement à ces

coordonnées respectives.
* ' Ainsi , en représentant par L =x= o , M ~ o, etc , des

%

équations quelconques entre les coordonnées x , y ,z ,

x' , f ,z , etc., des différens points , et par x , etc ,
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seulement les trois points devenus fixes supporteront
des pressions égales et contrairesaux forces qu’il aurait
lai lu y appliquer s’ils étaient restés libresaveclesautres.
Actuellement , faisons abstraction de ces trois points ,
c’est-à-dire , regardons les autres comme formant à.
eux seuls un système qui est celui que nous avons en
vue. Les équationsentre leurs distances aux trois points ’

fixes deviendront des équations quelconques entre les
coordonnées qui déterminent leurs lieux dans l’espace:
cependant les forces de l’équilibre seront exprimées
comme auparavant. Ces forces, il est vrai , ne se ferctnl
plus équilibre entre elles seules, comme d^ns le cas du

système libre, où nous les’avons vues se décomposer
en forces, deux à deux égales, et contraires, suivant les
droites qui joignent les points ; et même il pourra sou-
vent arriver qu’il n’y ait aucune action directe entre ces '

mêmes points. Mais pour concevoir alors comment l’é- •

quilibre s’opère , il faudra supposer qu’on restitue ces

trois points fixes avec lesquels les premiers sont en liai-
son tacite ; et c’est parces points, comme par desespèces

de poulies de renvoi,que ceux du système réagiront les
• *

uns sur les autres , et entretiendront la loi de leurs ré- *

^ J
sistances respectives de la même manière que si tout

était libre dans l’espace.
Voilà précisément ce qui arrive quand cm considère

système dotit les points sont liés par des équa- .
lions quelconques entre leurs coordonnées. On ne voit

* ,

1

et se déduiront immédiatement

*
un

actuellement que les points dont les coordonnées pa-
. laissent dans ces équations , et l’on ne peut plus ex-

s seuls corps : c’est qit’en , **

se donnant une équation quelconque éntre les coor- . J
introduit tacitement'

n

pliquer l’équilibre entre ces

données de plusieurs points , on

> •

y• . y.
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des coefficiens quelconques indéterminés , on aura ,
pour les forces totales , X,Y,Z ; X',Y' , Z', etc. ,
doivent être appliquées à ces points suivant leurs coor-
données : •

46o'
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mentent. Mais comme , pou* un système entièrement

. libre et dont le nombre de points est A , il ne pourrait
pas y avoir plus de 3h — 6 équations de condition ,
auquel cas la figure serait entièrement déterminée,

. • il s’ensuit que, pour l’équilibre d’un tel système, il
reste toujours six conditions nécessaires , comme nous
le savions d’ailleurs.

En général on voit que les équations de l’équilibre,
réunies aux équations de condition, suffiront pour ré-
soudre toüs les problèmes qu’on pourra se proposer

» sur l’équilibre du système. Par exemple , on peut se
. donner les forces appliquées X,Y,Z ; X',Y',Z\ etc.,

et demander la figure que doit prendre le système
pour se mettre en équilibre en vertu de ces forces.
Dans ce cas , les équations réunies dont je viens de
parler, et dont le nombre est égal à celui de toutes
les coordonnées , serviront à les faire connaî tre, et

qui

• .•
*

*-*O* * (f)
ï-CD +'Q
*-‘ (f)

*:= *$) + - (g)

fd.L\ fdM\ . .- A wJ + *\M ) + e t c- .

4- etc.

4 etc.
* •*

+ etc. • * . ;

. m
. . * . J P

( A)

4- etc.
» > . •

• Y' 4- etc. . .
* .

Z'
etc. j.Si; l’on élimine de ces équations les indéterminées

f*, etc., il restera les conditions de l’équilibre
proprement dites , c’esJL-à-dire , les relations qui doi-
vent avoir lieu entre les seules forces appliquées et
les coordonnées de leurs points d’application pour l’é-
quilibre du système»

Les équations (A) sont en même nombre que les %

coordonnées de tous les points , et les indéterminées
même nombre que les équations de

condition .L .= o, M = o , etc. Le nombre des
conditions de l’équilibre est donc égal à celuide toutes

moins le nombre des*c'quations qui
les lient ; par conséquent les conditions de l’équili-
J > r < ‘ diminuent à mesure que celles de la liaison aug-* • *

par conséquent les lieux des différens corps dan» l’es-
pace. Mais si l’on se donnait la figure du système ,
c’est-à-dire les coordonnées de tous les points, et qu’on
demandâ t les forces capables de faire prendre au sys-
tèmé cette figure , comme les farces X,Y ,Z; X', Y',

t

Z' , etc., qui seraient alors les inconnues, ne se trou-
vent que dans les équations de l’équilibre , et . n’en-
trent point dans les équations de condition , on aurait
moins d’équations que d’inconnues , et le problème
demeurerait indéterminé : d’ôù l’on voit que, pour
une même figure du système , il y a une infinité de
groupes de forces capables de s’y faire équilibre ; ce

« ,

qui s’accorde encore avec ce que nous avons trouvé
précédemment ; etc. etc.

• * •
Mais je passe à la conclusion générale,

w
P

A , etc., en .>

o

les coordonnées y

où l’on

v.t*
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rappelle sous un
l’équilibre et celui du mouvement.

différais points d' iln système , en vertu des conditions
' qui les lient.

meme point de vue le problème de

Mais pour donner là-dessus une règles générale , il >

' faut nécessairement concevoirces conditions
« *v. exprimées

sous une forme générale.Il faut commencer par établir
t

une définition générale des systèmes; sans quoi la mé-
canique 11e serait plus que rénumération des cas par-
ticuliers d’équilibre et de mouvement que l’on saurait
résoudre , et il n’ y aurait pas plus lieu de s’en propo-
ser le problème général , que dans la géométrie , de

*

Conclusion de ce Mémoire. . • . '1

Les lois de l’équilibre et du mouvement d’un poiqt
libre sont connues et parfaitement démontrées ; mais •

« *

s’il y a plusieurs points liés entre eux par des condi-
tions quelconques , quelles seront les lois de l'équili-
bre et du mouvement de tout le système ? Voilà le
problème général de la mécanique.

Or, l’idée la .plus naturelle dans cette recherche-.est
de considérer que si tout le système est actuellement
en équilibre , chaque point doit être en équilibre de
lui-même , en vertu des forces qui lui sont immédia-
tement appliquées , et des résistances qu’il éprouve de
la part des autres , à cause de sa liaison avec eux. Et
de même, quand le système entre en mouvement , *

chaque point doit se mouvoir comme s’il était libre,
et qu’il obéit à la fois aux forces qui le sollicitent et
aux forces de résistance dont nous venons de parler.
Si donc on savait évaluer ces résistances^mutuelles ,
on n’aurait qu’à les combiner avec les forces immé-
diatement données par l’état de la question , et po-
sant les équations de l’équilibre ou du mouvement
pour chaque point , comme s’il était parfaitement li-
bre , on aurait tout ce qui serait , nécessaire pour dé- •

terminer l’état du système dans l’espace , et le .pro -
blème serait résolu..

Toute la mécanique se réduit donc à savoir estimer
les résistances réciproques que peuvent se prêter les

chercher une règle générale. des tangentes , si l’on ne
supposait avant tout les courbes définies par leurs équa-
tions.
. Or, en supposant que les conditions qui lient entre
eux plusieurs corps et qui*en font un système, con-
sistent en ce que , dans toutes les positions où peuvent
passer ces corps , il y ait des fonctions quelconques de
leurs coordonnées qui doivent toujours demeurer nulles
ou constantes, nous avons démontré qu’en vertu de
chacune d’elles , les corps sont rendus capables , sui-
vant leurscoordonnées, de résistances simultanées pro-
portionnelles aux fonctions primes de cette fonction ,
relativement à ces coordonnées respectives.

On 11’aura donc, pour résoudre les prqjrièmes , qu’à
prendre les résistances mutuelles des corps , d’après
cette règle générale ; à combiner cesTorces avec celles
qui leui^ sont immédiatement appliquées , et à traiter
séparément*chacun d’eux , comme s’il était libre.

Ainsi, des équations précédentes (A), les trois pre-
mières peuvent être regardées comme les équations de
l’équilibre du premier point, qui serait libre , mais
sollicité à la fois par les forces appliquées X , Y, Z ,

.K» oh’nvoif)'

S\
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et ainsi de suite pour les autres points du système.

Telles sont les équations générales du-mouvement,
d’où il s’agira de tirer, par le calcul intégral , la solu-
tion des problèmes qu’on pourra se proposer sur le
mouvement du système.

Delà loi de l’équilibre établie ci-dessus ,
rions bien pu conclure que si l’on trouble infiniment
peu l’équilibre d’un système quelconque de corps , de
manière que les conditions de la liaison ne soient pas
violées, la somme des momens de toutes les forces

ÉQUILIBRE
et par les forces contraires
464 .

C*O +' (f )
DQ + '- O ]4* etc.

]• . nous au-+ etc.

[*© + *© .]•+ etc.

qui naissent des équations L =o, M — o , etc.
De meme les trois équations suivantes peuvent être

considérées comme , etc. , et ainsi des autres.
Quant aux équa ions du mouvement , on les for-

d*x
niera en égalant l’expression générale — de la force

• •
accélératrice suivant chaque coordonnée x ,.à la force
appliquée X, combinée avec la résistance suivant cette
même coordonnée , etl’oïi aura pour le premier point, • •

^ X 4* A
de • .

appliquées, c’est-rà-dire , suivant l’acception de Gali-
lée , la somme de leurs produits par les chemins
respectifs que parcourent leurs points d’application
dans le sens de ces forces , doit toujours ê tre égale à
zéro ; ce qui constitue leprincipe des vitesses virtuelles:
mais ce principe n’est plus alors qu’un simple corol-*-
laire de la théorie précédente , lequel, pour la solu-
tion des problèmes, nous ramènerait à la règle géné-

; raie d’*où nous l’aurions tiré lui même, et ne se ferait
même bien entendre que par cette règle.

_ On voit encore qu’il a été inutile de rappeler le fa-
meux principe de D’ Alembert y qui réduit la Dynami-*
que a la Statique. En .vertu de ce principe

• •

/dL\ , /dM\idi)+ “ {-&)+ M

3 -' +'® +' Q
(S) + -© 4 etc.

si l’on
décompose chaque mouvement imprimé en deux au-
tres, dont le premier soit celui que le corps prendra
réellement , tous les seconds doivent se faire équilibre
entre eux ; c’est-à-dire, que si l’on décompose cha-
que mouvement imprimé en deux , dont l’un soit
celui que le corps perd , l’autre sera celui qu’il pren-
dra. Mais cela revient immédiatement à ce qu’on vient
de dire, savoir, que le mouvement réel de chaque
point est le résultat de son mouvement imprimé , et

dz- = Z 4* A + etc..d e

et de même pour le second point,
d*x' ®=• X' + A .+ 4* etc. Àd e

= r + A
1O+'©+

® + « ©
etc.

d e
'"= Z' + »d e + etc. . J3o

cfV



ÉQUILIBREi{66 ET MOUVEMENT DES SYSTÈMES. 467de la résistance qu’il éprouve par sa liaison avec les
autres ; ce qui est évident de soi-même. Ainsi le prin-
cipe de D’ Alembert n’est au fond que cette idée sim- ’

pie, qu’on remarque à peine dans la suite du raison-
nement , et qui ne revêt la forme d’un principe que
par un certain tour d’expression qu’on lui donne.

Cependant , comme on a vu que , pour avoir le
mouvement de chaque point , il faut connaî tre la ré-

NOTE I.

Sur ce principe , que dans V équilibre des systèmes ,
chaque force doit être perpendiculaire à la surface
ou à la courbe sur laquelle le point d’application
n3aurait plus que la liberté de se mouvoir, si tous
les autres points devenaient fixes. *

sistance qu'il peut éprouver de la part des autres, et
d’un autre côté , ces résistances mutuelles neque ,

sont autre chose que des forces qui se font équilibre
à chaque instant sur le système , dans les figures suc-
cessives où il passe , il en résulte non-seulement que
les lois du mouvement peuvent être ramenées à celles

Ce principe peut être regardé comme un élément
de la théorie générale de l’équilibre ; il est clair, par-
faitement exact , et la vérité en est hors d^itteinte. En
effet , on démontre que , si un point n’a d’autre liberté
dans l’espace , que celle de se mouvoir sur une sur-
face ou sur une ligne courbe fixement arrêtée , il n’y
peut être en équilibre , à moins que la résultante des
forces qui le sollicitent 11e soit perpendiculaire à cette
surface ou à cette ligne courbe. •

Or, soit un système quelconque de points en équilibre
en vertu d’autant de forces appliquées , de sorte qu’il
n’y ait qu’un seule force pour chaque point. L’équi -
libre ne sera pas troublé si l’on fixe tous les points ,
hors un seul, et qu’onsupprime ensuite toutes les' forces
appliquées aux points devenus fixes. Il ne restera
donc à considérer qu’uuseul point , et la force unique
qui le sollicite. Mais si , par la nature du système ,
quand on fixe tous les points hors un seul , celui-ci
ne conserve plus que la liberté de se mouvoir sur une
certaine surface ou sur une courbe , il est précisément
dans le même cas que s’il y eût été placé d’abord ,

. commesur un objet fixement arrê té ; et puisqu’il y est
3o..

• •

de l’équilibre , comme on lè savait déjà par le prin-*
cipe de D’Alembert , mais encore qu’elles doivent y
revenir , nécessairement d’elles-mêmes; que dans l’é-
tude ordonnée des diverses parties de la Mécanique,
on ne peut pas traiter l’équilibre comme un cas par- •

ticulier du mouvement , et qu’il est dans la nature
des choses que la Dynamique $oit fondée sur la Sta-
tique.

K
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en équilibre, il faut que la force unique qui agit sur
lui soit perpendiculaire à cette surfate ou à cette li-
gne courbe.

Mais on voit que, pour la rigueur de la démons-
tration , il faut entendre simplement la surface ou la
courbe que le point pourrait décrire dans le seul cas où
l’on fixerait tous les autres points du système sans ex-
ception: car si Ton ne fixait qu’une partie des autres
points , il ne serait plus permis de supprimer, comme
on l’a fait , toutes les autres forces du système, et de
ramener ainsi la question au cas où il n'y a plus qu’un
seul point ^t une seule force à considérer. Je vais
éclaircir ceci par uii exemple.

Dans le système formé de trois points A , B,C, liés
entre eux de manière à ne pouvoir changer leurs dis-
tances mutuelles ; en considérant le point A , par
exemple, si l’on ne supposait devenu fixe qu’un seul
des deux autres , comme le point C , on verrait que
le point A n’â plus que la liberté de décrire
sphère autour du point C comme centre ; d’où il pa-
raî trait s’ensuivre que, pour l’équilibre , la force ap-
pliquée en A doit être normale à cette sphère , et par
conséquent dirigée vers le point C ; ce qui n’est pas
nécessaire

^ t V F * i , • '. .

‘Mais si l’on suppose rendus fixes à la fois les deux
points B et C, le point A n’a plus que la liberté de dé-
crire un arc de cercle autour de la droite BC, comme
axe de révolution ; et l’on peut ici rigoureusement
conclure que la force appliquée doit être perpendicu-
laire à la direction de cet arc de ceïçle ; condition qui
n’oblige la force qu’à se trouver, d’une manière quel-

468
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conque, dans le plan des trois points A ,B,C ,
on sait que cela doit être.

comme

Quand on ne fixe qu’un seul point C, il est bien vrai
que le point A ne peut plus se mouvoir que
sphère déterminée; mais observez qu’il ne peut le faire

entra îner l’autre point B, lequel , étant sollicité
par une force (qu’on n’a pas pu supprhner puisqu'il
est resté mobile), réagit nécessairement sur le point A.
Dans cette hypothèse donc, la force que l’on voit ap-
pliquée en A n’est pas la seulq, qui sollicite
et il n’est

*.
sur une

sans

ce point ;
pas nécessaire qu’elle soit perpendiculaire à

la surface qu’il pourrait décrire, puisque , d’après le
principe même, cela ne convient qu’à la résultante de
toutes les forces qui pourraient.agir sur le point que
l’on considère. 11 n’ei\ estpas de même quand
pose rendus fixes à la fois les delix points B et C; la
force appliquée au point A est alors la seule qui le
presse , puisqu’on peut regarder les deux autres forces
du système comme supprimées; et par conséquent il
est nécessaire ici que la force appliquée soit perpendi-
culaire à la direction de la courbe

on sup-

une

où le point con-
serve encore la liberté de se mouvoir.

Au reste, on pourrait encore appliquer le principe
dans la première hypothèse ; mais, pour ê tre exact,
il faudrait commencer par prendre l’action du point
B sur le point A , combiner ensuite cette force avec
celle qui y est immédiatement appliquée, et l’on trou-
verait que la résultante de ces deux forces doit être
normale à la sphère dont il s’agit , comme cela a réel-
lement lieu.

Mais il est bien plus clair et plus simple de n’em-
ployer ce principe que selon l’énoncé qu’on en a fait
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décrire autour du point d’appui C, mais bien qu’elles
doivent ê tre perpendiculaires aux arcs de cercles
respectifs que ces points pourraient décrire autour
des droites CB et CA , comme axes de révolution ; d’où
il suit qtfe les deux forces appliquées doivent être dans
un même plan avec l’appui ; ce qui est en effet la
première condition connue de l’équilibre du levier.

Quant à la seconde condition , elle résulte de ce
qu’on a dit sur les systèmes invariables : chacune des
deux forces étant décomposée en dçux autres , la pre-
mière vers le point d’appui , la seconde vers l’autre
bout du levier, les deux premièresse trouvent toujours
détruites par la résistance de l’appui ; mais les deux
secondes doivent êtreparfaitement égales et contraires:
d’où l’on tire aisément que. les deux forces appliquées
sont réciproques à leurs distances au point d’appui.

Tout - cela subsiste , quel que soit l’angle C du
triangle ACB, et par conséquent a lieu encore dans
le cas où cet angle devient égal à deux droits :
les trois points A,C,B tombent alors en ligne droite ;
et c’est ainsi qu’on passe au levier droite qui n’est
qu’un cas particulier de celui que nous venons de
considérer. Mais on n’y pourrait plus immédiatement
appliquer les raisonnemens qui précèdent ; 'car les trois
points A ,C,B étant en ligne droite , si l’on en suppose
deux fixes , le troisième se trouve tout-à-fait arrêté -, ce
qui n’apprend plus rien pour les directions des forces,
ou ce qui semblerait dire qu’elles peuvent être diri-
gées d’une manière quelconque. D’un autre côté, on
ne peut plus décomposer chacune d’elles en deux
autres, suivant les mêmes lignes que ci-dessus , puis-
que ces lignes n’en font plus qu’une seule. Aussi,

ÉQUILIBRE
commencement de cette Note. On ne s’en est même

servi dans le Mémoire , que pour les systèmes où les
points ne sont liés que par une seule équation : il .n’y .
a pas là deux manières de l’entendre ; car, s’il n’y a
qu’une seuleéquation entre les coordonnées despoinfs,
il faut nécessairement les supposer fixes tous , hors un
seul , pour que celui-ci devienne assujetti à ne pouvoir
plus que décrire une surface. Si l’on en laissait seule-
ment un autre mobile , celui que l’on considère ne se-
rait gêné d’aucun côté dans l’espace; il pourrait en-
core s’y mouvoir en tous sens , et il n’y aurait plus lieu
de rien tirer de cette hypothèse pour la direction que
doit avoir la force appliquée danslecas de l’équilibre.

Puisque dans la théorie générale de l’équilibre il a
suffi de considérer ce principe dans un cas où il n’offre
pas la plus légère difficulté , et que tout le reste s’en
trouve déduit avec rigueur, on aurait pu se dispenser
d’y revenir dans cette Note , et de lever des'difficultés
qui ne peuvent pas naître. Mais nous avons voulu .
faire voir que ce principe est général , qu’il a lieu
dans toutes les machines, et nous l’avons remar-
qué particulièrement dans le levier. p o u r
former au désir que M. Lagrange nous a fait l’hon-
neur de nous témoigner à cet égard. Le levier n’est ,
en effet , que le système de l’exemple précédent, où
l’un C des trois points A , B, C est véritablement fixe.
On ne considère plus alors que l’équilibre des deux
forces appliquées * aux deux bouts A et B du levier,
et le point d’appui C tient lieu de la troisième force.
On voit donc que notre principe ne dit pas que les

«deux forces appliquées doivent être normales aux *

sphères que les deux bouts A et B du levier pourraient

47147°
au

nous con-
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petite force transversale. La destruction des forces ne
peut s’y opérer que par sa résistancelongitudinale, et par
conséquent , il faut toujours que ces forces puissent
se décomposer en d'autres qui se détruisent dans Vin-
lérieur du leviçr lui-mème.

4?* • ÉQUILIBRE
pour comprendre et pour bien expliquer l'équilibre du
levier droit , faut-il le supposer d’abord courbe
peu rompu au point d’appui, comme l’a fait Newton,et
après lui, D’ Alembert dans son Traité de Dynamique.

On voit reparaî tre alors les vraies conditions de l’é-
quilibre du levier, èt même la manière dont les forces

ou un

NOTE II.y réagissent l’une sur l’autre. Que si la marché paraît
indirecte , et la démonstration peu naturelle , en ce
qu’on paraî t déduire une chose simple d’une chosô
composée , c’est qu’on ne fait pas assez d’attention à• •l’idée de raideur, qui paraît simple et qui est réellement
complexe. Pour écrire, en effet , que trois points A ,
C,B font partie d’un corps raide, il faut nécessairement
écrire que leurs trois distances mutuelles sont sépa-rément invariables , et cela , que les trois points soient
en ligne droite ou non. Il n’y a donc, pour l’objet que
l’on

Démonstration. du principe des vitesses virtuelles ;
identité de ce principe avec le théorème général qui
fait Vobjet du Mémoire précédent.

. On s’est contenté d’observer, dans le Mémoire , que
du théorème où l’on est parvenu sur l’expression gé-
nérale des forces de l’équilibre , on pouvait passer
aisément au principe des vitesses virtuelles. Mais ce
principe est si çélèbre dans l’histoire de la Mécanique,
que je ne puis m’empêcher de marquer en peu de
mots ce passage ; et j’y reviens d’autant plus volon-
tiers , que non-seulement le principe des virtuelles est

corollaire de la proposition générale établie ci-
dessus , mais qu’il me paraî t encore identique avec elle
lorsqu’on le regarde sous son vrai point de vue , et
qu’on l’énonce d’une manière complète.

Soit le système défini par les éqqaâons suivantes
entré les coordonnées des corps,

x'*j' ,z ; etc. ) =
ç ( x ,r ,z ; etc. ) =
etc.

Supposonsqu’on iinprimeà tous ces corpsdes vitesses
quelconques qu’ilspuissent avoiractuellementsans vio-
ler les conditions de la liaison, les coordonnées x y y ,

a en vue , rien de plus simple dans un cas que
dans l’autre. Mais si , dans le cas où les points sont en-
ligne droite , la loi de leur équilibre

• . »

plus aussi bien , ou même nous échappe, il sera très
naturel de supposer d’abord que les troistpoinls
sont paà en ligne droite, d’y voir alors la loi de l’é-
quilibre, et de la suivre jusqu’au cas où les points
redeviennentgen ligne droite. C’est ainsi que dans l’a-
nalyse , pour trouver les vraies valeurs de certains
symboles algébriques , il ne faut plus les considérer en
eux-mêmes, mais remonter aux fonctions qui les ont
pu produire par l’hypothèse de quelques valeurs par-
ticulières attribuées aux variables.

4
ne se montre

11e un

: } «*)

Ce qu’on vient de dire donne la vraie cause de l’é-
quilibre du levier. Dans la nature un levier droit , sans
épaisseur,[eut impossible : il serait rompu par la plus

<•vj <
Uh
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ÉQUILIBRE
z > x > y > z' î etc* varieront avec le temps t, dont ilfaudra les regarder comme fonctions ; et , pour que les

dx dr dz doc'vitesses imprimées — , etc., soient per-
mises par la liaison , comme on le
qu’elles satisfassent aux équations

474 ET MOUVEMENT DES SYSTÈMES. 475
ce qui a été démontré) que les expressions générales
des forces, capables.d’être en équilibre sur le système.
Supposant donc des forces X,Y , Z ; X' ,Y',Z', etc.,
qui s’y feraient actuellement équilibre , on aurait :

-.dx dr „dz , dx _
T ,dr' _

X5r+Y
*+Z^+X ~dr+Y -dF + etc- = °- (D)

Àulieudes troiscomposantesX,Y,Z,multipliéespar les
dx dr • dz ,

vitesses respectives — , , on peut mettre la

résultante P , multipliée par la vitesse résultante ,
projetée sur la direction de P , et que je nommerai
ds— ; et de même pour les autres ; et l’on aura :
Ci L

suppose , il faudra .

-J,+ ? + 9' (s) +.V)^- -betc.=ç,

- -f-.etc.~o,
dx *

etc.
(B)

tirées des précédentes ( A) ; et il suffira qu’elles y satis-fassent pour que les conditions de la liaison soient
observées. + P’ y + P" T+ etc.dt dt dt

#•

si des forces se font équilibre sur
— o ;Ou bien , si l’on multiplie ces équations par des. coefficiens quelconques indéterminés A , etc., et

qu’on les ajoute , il suffira qu’elles satisfassent à laseule équation suivante, indépendamment de

* 4
’

c’est-à-dire que
système quelconque , la somme de leurs produits par
les vitesses, quelles qu elles soient , quJon voudra im-
primer aux corps , mais que leur liaison permet, sera

. un

etc.
dxl> /'(*)! + y- + etc.] —

4- 0 f i j ) + ,« <p'(.r ) + etc.] ^+ [* f ( z ) + p + etc.] ~
dod

f c <p'(x') -1- etcJ

toujours égale à zéro , en estimant ces viiesses suivant
les directions des forces.dt

On voit par là qu’on peut prendre des vitesses quel-
conques finies , que l’on mesurerait par des droites
quelconques qui seraient simultanément décrites par
les corps , s’ils venaient tout-à-coup à rompre leur
liaison et à s’échapper librement , chacun de son côté.

Quand on veut mesurer ces vitesses par les espaces
mêmes que les corps décrivent réellement , comme
elles varient' à chaque instant par la liaison des corps,
il faut prendre ces espaces infiniment petits , sans quoi
ils ne mesureraient plus les vitesses imprimées ; et c’est

+ C* /'(*') +
-f- etc. = o. (C) .

Or, les fonctions qui multiplient les

df » ~di > ~dj > ~df ’ etc. , ne sont autre chose ( d’après

vitesses
dx dy de dx'
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(en réunissant , comme on Ta fait ci-dessus , toutes ces
équations en une seule (G) , au moyen des indétermi-
nées x , fi , etc.) , il suffit * de dire que l’équation (D)
des momens doit se vérifier pour autant de systèmes
, , ... , . dx dy dz dxrde vitesses qu il y a de vitesses — , ~dt '

etc. ]\tais comme chacun de ces systèmes de vi-

« 9

ÉQUILIBRE
ainsi qu’on tombe dans les vitesses virtuelles propre-ment dites, où le principe vient perdre une partie
de sa clarté. •

Il résulte , en effet , de ce que nous venons de dire,
que cette belle propriété de l’équilibre peut s’énoncer
de la manière suivante :

Lorsqu'on voit suivre aux différens corps d'un
système des mouvemens quelconques qui ne violent
point la liaison établie entre eux , c’est-à-dire , qui
nous présentent continuellement le système dans des
figures ouïes équations de condition subsistent ,
être sûr que les forces qui seraient capables de
équilibre sur une.de ces figures, dans le montent ou
le système y passe , sont telles que , multipliées par
les vitesses actuelles des corps projetées sur leurs di-
rections, la somme de tous ces produits est nécessai-
rement égale à zéro.

Le principe, de cette manière , n’offre plus aucune’

trace de ces id ées de mouvemens infiniment petits, et de
pertijpbation d’équilibre , qui paraissent étrangères à
la question , et qui laissent dans l’esprit quelque chose
d’obscur.

Lorsqu’il y a équilibre , il est clair que le principe
a lieu pour tous les systèmes de vitesses que les points
pourraient avoir en passant par la figure que l’on con-
sidère.

Maisquand on veut partir du principe , et l’énoncer
de manière qu’il assure l’équilibre, faut-il dire qu’il a
lieu pour ce nombre infini de systèmes de vitesses ?
Il y aurait surabondance de conditions, et l’on voit
qu’il suffit de dire que l’équation (D) doit se vérifier
pour autant de systèmes de vitesses que les équations
de condition (B) en laissent d’indépendantes ; ou bien

47e

df
dt ’

tesses jioit satisfaire à l’équation (C)*, par hypothèse ,
cela revient à dire que toutes les forces appliquées
X , Y, Z ; X' , Y', etc., qui multiplient les vitesses
dx dy dz dx' dy'
dt * dt * dt * dt ’ dt

I

, etc. , dans l’équation (D),
•. doivent être toutes proportionhelles aux fonctions

on peut
se faire

[AF\x) + ft. </>'(*) + etc.], [>/'(/) + H- <p'Cr)+etc.],
[A/'( z) + /* <p’ ( z ) + etc.] ,[A/'(*') + (< ?>V)+etc.], .

!>/'(/)+/“ ?'(/) + etc.], etc.,
M

qui multiplient les mêmes vitessesdans l’équation géné-
rale (C) , qui fait régner entre elles les seules conditions
que la liaison exige. Doncle principedesvitesses virtuel-
les , bien énoncé , c’est-à-dire avec toutes les idées qui
peuvent lefaire comprendre, est parfaitemen t identique
avec le théorème général qui fait l’objet du Mémoire. Il
dit exactement la même chose ; savoir, que, pour l’équi-
libre, les forces.appliquées suivant lescoordonnées des
corps , en vertu de

^
chaque équation , doivent être

proportionnelles aux fonctions primes de cette équa-
tion , relativement à ces coordonnées respectives :mais
c’était là précisément ce qu’il fallait démontrer.

Au reste, on serait encore conduit à reconnaî tre
cette identité en partant de l’énoncé ordinaire du prin-

*4
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les forces de l'équilibre
bord.

C'est pourquoi la plupart des démonstrations par
lesquelles on a ramené le principe des vitesses virtuelles,
ou à d’autres principes, ou à la loi connue de quelque
machine simple, telle que le levier, etc., nous paraissent

fc bien plutôt des preuves que de véritables démons-
trations. Toutes, en effet , meme la plus heureuse ,
qui est de M. Carnot , se font .sans rien emprunter de
la définition générale du système > comme si la machine
était , pour ainsi dire , voilée , et qu’on n’en vî t sortir
quelescordons oùsont appliquéesles puissances.On peut
bien prouver ou rendre sensible, par quelque construc-
tion plus ou moins simple , que si l’on trouble un peu
l’équilibre , ces puissances doivent cire dans un certain
rapport avec les allongemens permis de ces cordons ;
mais cela ne peut offrir que les rapports actuels des
forces considérées comme nombres,
point du tout la forme d’expression qui leur est pro-pre. Cette perturbation de l’équilibre n’apprendrait ,
dans aucun cas, à quelle machine on aurait affaire .,
et les memes rapports pourraient s’offrir entre les forces
appliquées, quoique les machines fussent de constitu-
tion tout-à-fait différente , et que chacune d’elles im-

. primât pourtant à l’expression des forces qui lui con-
viennent , une forme différente qu’on y devrait voir
et retrouver sans cesse , sf la difficulté du théorème
était entièrement consommée. Ainsi , la propriété des
vitesses virtuelles n’en restait pas moins mystérieuse,
et l’on*n’avait point de véritable démonstration, je veux
dire une explication ouverte et claire , où l’on vit

seulement que la chose se passe ainsi, mais qu’elle

ÉQUILIBRE
cipe des vitesses virtuelles , et*se rendant bien compte,
avant tout , du vrai sens qu’on y doit attacher. En
effet , le problème général de la Statique n’est pas
seulement de chercher les rapports des forces qui se
font actuellement équilibre sur le système , mais bien
l’expression générale des forces qui peuvent s’y faire
continuellement équilibre, dans toutes les figures où
il peut passer en vertu des équations de condition.
L’équation générale donnée par le principe des vitesses
virtuelles n’est donc pas , s’il est permis de parler ainsi,
la relation d’un moment j elle ne doit pas simplement
considérer l’équilibre du système dans la figure où il
est, mais encore dans toute la suite des figures où il
peut ê tre , puisque c’est cette suite de figures qui le
caractérise et en constitue la définition. Ainsi cette
équation ne dit pas qu’il faut prendre pour les forces
de . tels nombres qu’elle en soit satisfaite , mais
( puisque ces forces doivent varier avec la figure) qu’il
faut choisir, pour les représenter, de telles fonctions
des coordonnées , qu’elle demeure continuellement sa-
tisfaite, ou soit ideiitique. Or, en vertu des conditions
memes, on sait qu’il doit régner entre les vitesses si-
multanées que pourraient avoir les corps , une équa-
tion linéaire identique (C) , dont les coefliciens sont
les fonctions primes des fonctions données par rapport
aux coordonnées suivant lesquelles on estime ces vi-
tesses. L’équation des mômens dit donc que les forces
de l’équibre doivent çtre représentéespar ces fonctions,
pt par conséquent, pour la démontrer, il faut faire
voir comment de telles forces se font effectivement
équilibre ; ou bien il fallait chercher directement
quelles fonctions des coordonnées peuvent représenter

4,8 4?‘>
comme nous l’avons fait d’a~

et ne montre
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ÉQUILIBRE , ETC.
est encore une suite de la définition générale que soi-même on a donnée au système que l’on considère. U

C’est peut-être par quelque vue semblable , et pour
arriver à l’équation des momens comme à une équation
identique , que M. Laplace (Mécan. Cèlesttom. I,
p. 4o) ne considère que les équations qui représentent ‘

la liaison des parties du système , et n’emploie d’au-
tres principes que celui de la composition des forces ,
et de légalité entre l’action et la réaction ; ce qu’on
peut regarder comme les élémens de la théorie de l’é-
quilibre. Mais, comme dans son analyse , l’auteur ne
fait rien entrer qui vienne de la définition du système QA
dont il s’occupe, cette démonstration n’a aucune force,
et la difficulté reste en son entier.

Quoi qu’il en soit, au reste, soit qu’on veuille partir
du principedes vitesses virtuelles poureusuivre jusqu’au
bout la signification intime , soit qu’on attaque direc-
tement le problème de la mécanique, ce qui est plus
simple , on se trouve amené sur-le-champ à chercher
quelles sont les fonctions des coordonnées qui don-
nent les forcés de l’équilibre dans toutes les figures
que peut affecter le système, en obéissant aux équa-
tions qui régnent entre les coordonnées des différens
corps. Tel est exactement le problème que nous nous
sommes proposé; et notre objet bien net et bien dis-
tinct a été de le résoudre par les premiers principes de
la Statique et de la Géométrie.
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