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AVERTISSEMENT.

. On ne trouvera point de changemens dans
" cette sixieme édition de la Statigue:'mais il y
d,_,d huélque,e additions que nous allons indi-
*quer. | . . . :
~* La premiére ne consiste que dans une petite
.;Jpr{'enSioh’ donnée & l'article de la chainette ;
+ La seconde, dans unesnoéte relative au Mé-
joire sur 'éguateur du systeme du monde:
" Mais la troisiéme, sotts le titre de Zhéorie
générale de Péquilibre.et du mouvement des
"Systemes, est une addition considérable. Cest
9 Mémoire envxiui a été inséré dans le
Recueil de I'Ecole lytechnique, peu de temps
_pré's‘ la premié@édition ‘de nos Elémens, et
que plusiecrs épersonnes nous ont invité A
. joindre & cet Ouvrage comme le complément
Daturel’ dega’ science des forces. On y a,eu
- pour objét pringipal d’établir d’une maniére
' veux dire, sans le secours du prin-
CIRE des wvitesses wirtuelles, les équations de
“éq ibre et du mouvement d’un systéme va-
,;riab.l? de ffgure suivant des conditions quel-
',Wsi ées. Clest donc au fond toute la
. %nchw% la, considération ‘du
principe des vitesses virtuelles. Cependant,
ormime ce principe peut étre utile dans les ap-
on a cru devoir en donner (Note IT)

?




une démonstration approfondie et qui met le
Théoréme dans un nouveau jour. '
Cet écrit demande une lecture attentive : il
est un peu serré; mais aucune des idées essen-
tielles n’y manque, et le lecteur n’aura pas de
peine  les développer. Je n’ajouterai qu’un

mot relatif & Particle IIT, ou 'on démontre que

les forces capables de I'équilibre, sur un sys-

teme défini par plusieurs équations, ne sont que’

les composées de celles qui se feraient sépa-
rément équilibre en vertu de chacune de ces

équations. Je ferai remarquer que la chose .
pourrait se voir encore d'une’autré maniére,

en ne considérant d’abord que le cas de deux
équations pour la liaison des points du sys=

teme ; puis celui de troi"s;@uations, etc. : ouw
bien encore, qu’on pdurrait.ibut d’un coupré~
duire le cas général & celui ou les ipoints ne
sont liés que par une seule éguation, mais avec

des indéterminées A, ., v, etc., comme on I'a
fait dans la note II relative a la démonstration- ¥

du principe des vitesses virtuelles. =

ELEMENS

DE STATIQUE.

PRELIMINAIRE.
I.

1. L'idée que nous avons des corps est telle,
‘que nous ne supposons pas qu'ils aient besoin
de mouvement pour exister. Ainsi, quoiqu’il
n'y ait peut-étre pas dans I'univers une seule
molécule qui jouisse d’un repos absolu , méme
«dans un temps limité trés court , nous n’en con-
cevons pas moins clairement qu’un corps peut
exister en repos.

- Mais si ce corps est une fois en repos, il y

demeur ; : i
uréra toujours, a moins qu'une cause

‘€trangere ne vienne I'en tiver : car, comme le

mouYeme{xt ne peut avoir lieu que dans une

certaine direction, il n’y aura pas de raison

P.Ourdque le corps se meuve d’un coté plutot
ue de 3 i

que de tout autre ; et par conséquent il ne se

\

I




2 ELEMENS

mouvra point. Donc, si un corps en repos vient
4 se mouvoir, on peut étre assuré que ce n’est

qu’en vertu d’une cause étrangére qui agit sur | ’

lui. Cette cause, quelle qu’elle soit, qui ne
nous est connue que par ses effets, nous I'ap-
pelons force ou puissance.

La force est donc une cause quelconque de

mouyvement.

IL.

2. Sans connaitre la force en elle-méme, nous
concevons encore trés clairement qu’elle agit
suivant une certaine direction , et avec une
certaine intensite.

Nous acquérons presque en naissant l'idée
de la direction de la force et de son intensité.
Le sentiment de la pesanteur qui nous sollicite
toujours du méme coté, la vue d’un corps qui
tombe ou qui reste suspendu au bout d’un fil,
la différence des poids que la main éprouve, et
une foule d’autres phénomeénes aussi simples,
nous donnent une idée de la direction et de
I'intensité de la force , aussi incontestable que
celle de notre existence.

Ainsi, nous regarderons comme évident que
toute force agit au point ou elle est appliquce ,
sutvant une certaine direction et avec une cer-
taine intensite.

3

s

DE STATIQUE.
HI.

%. Maintenant , si nous representons les di-
rections des forces par des lignes droites, et
leurs intensités par des longueurs proportion-
:ﬁelles prises sur ces lignes, ou par des nombres,
1l est clair que les forces pourront étre soumises
au caicul comme toutes les autres grandeurs;
et de 12 résulte ce probleme géneral dont la
solution est I'objet de la Mécanique :

" Un corps' ou systéme quelconque de corps
‘Gtant sollicité par de certaines forces données,
grouver le mousgement que ce corps prendra dans
Lespace.

- Et réciproquement : Quelles doivent étre les
‘relations des forces qui agissent surun systéme
pour que ce systeme prenne dans Uespace un
Wbment donné ; ce qui est au fond la méme
estion que la précédente.

2.y T
Jilse

4. Pour résoudre ce probléme geéneéral , on
“lc_’ommence Ppar résoudre ce cas particulier di:
: ...O,l,_l: df:_m‘and_eraltnque’lles doiyent étre les rela-
‘tions ¢

_,_lius des forces, pour que le systeme auquel
e'hes‘,so,nt appliquées . prenne un mouvement
2 2 Y 1 el W

jé‘;al_ 2 2€ro,; c'est-a~dire demeure en équilibre.
Le probléeme uy is 1é i % i
,@’Jim ! u’ne fois resohf, il est trés facile
QY ramener lautre ; et voila pourquoi T'on

I..




4 ELEMENS
commence ordinairement I'étude de la Mécani-
que par celle de la Statique, qu’on définit la
science de U'équilibre des forces.

L’autre partie de la Mécanique traite ensuite
de toutes les questions qui se rapportent au
mouvement des corps; elle s'appelle Dynami-
que, ou science du mouvement. Mais nous ne
nous occuperons ici que de la science de I'équi-
libre.

IV.

5. Remarquez d’abord que dans la Statique ’

proprement dite, il n’est pas nécessaire de
connaitre P'effet actuel des forces sur la matiere,
C’est-a-dire les divers mouvemens qu’elles sont
capables de lui imprimer, eu égard a leurs in-
tensités et a leurs directions ; mais qu'il suffit
de considérer les forces comme de simples
grandeurs homogenes, et par conséquent com-
parables, et dassigner les rapports qui doivent
exister entre elles pour qu'elles se détruisent
mutuellement. Lorsque I'on passe de la théorie
de I'équilibre a celle du mouvement, il faut de
nouveaux principes sur I'évaluation des forces ;
car, ne calculant plus alors que leurs effets, il
faut savoir les y rapporter : estimer, par exem-
ple, si une force double produit sur le méme
corps une vitesse double, ou si la méme force,
appliquée a un corps de masse double , produit

DE STATIQUE. 5
une vitesse deux fois moindre; etc. Mais ici,
quelle que soit I'action des forces sur les corps,
que les forces soient proportionnelles ou non
3 leurs effets sensibles , les vérités que nous
allons exposer n'en subsisteront pas moins,
parce que ces vérités résultent de la seule pre-
sence actuelle de plusieurs forces qui n’obtien~
nent aucun effet, mais qui se détruisent avee
évidence : de sorte que I'état d’équilibre des
corps reste comme un moment singulier de
JPétat de mouvement, ou la mesure des forces
par leurs effets, et leurs effets mémes ont dis-
paru.

6. Rigoureusement parlant , un corps en
€quilibre est dans le méme état que s'il était en
repos ; car leffet des forces étant andanti pour
toujours, ou s'andantissant 4 chaque instant,
si les forces sont sans cesse renaissantes , tout
corps en ¢quilibre est actuellement capable de
$e mouvoir en vertu d’une certaine force don-
née, absolument comme il se serait mu en
vertu de la méme force, s'il ettt été en repos.
Cependant on peut distinguer I'équilibre d’avee
le repos, en ce que, dans le second cas , le corps
west sollicité par aucune force s au lieu que,

dans Vautre, il est sollicité par des forces qui
i ’ =
sentre-détruisent.




6 ELEMENS

Cette distinction, qui est nulle dans 'état ri-
goureux des choses, devient sensible dans les
équilibres que la nature nous offre : presque
aucun corps n’est exactement en équilibre ; et
lorsqu’il nous parait dans cette situation, il
existe néanmoins entre les forces qui le sollici-
tent une lutte perpétuelle qui le fait osciller in-
finiment peu, et le ramene continuellement a
une position unique qu’il abandonne toujours.
Mais , dans la solution mathématique des pro-
blemes, on doit regarder un corps en équilibre
comme §’il était en repos; et réciproquement ,
si un corps est en repos, ou sollicité par des
Jorces quelconques , on peut lui supposer appli-
quées telles nouvelles forces quon voudra , qui
soient en équilibre delles-mémes, et Uétat du
corps ne sera point change.

On verra bientOt de nombreuses applications
de cette remarque.

¥,

7. Ces notions préliminaires étant posées,
voyons comment on peut procéder a la recher-
che des conditions de I'équilibre pour un sys-
téeme quelconque de corps, de figure invaria-
ble, sollicité par des forces quelconques P, Q,
R, S, etc., appliquées en des points'donnés a ,
b, ¢, d, etc., du systeme.

DE STATIQUE. 7
era d’abord que tous les corps sont
Cest-a-dire tels qu'ils seraient

~ On suppos
sans pesanteur, : .
s'ils existaient seuls dans V'espace ; de sorte qu il
" considérer que les efforts des

w'y aura plus & '
seules forces appliquées P, Q, R, S, ete., qui
devront se contre-balancer mutuellement dans
ig cas de I'équilibre.

_ Ensuite il est facile de voir qu'il suffira de
trouver les conditions de I'équilibre pour le

simple systéme des points d’application a, b,

Saitlasic. » regardés comme un assemblage
de points liés entre eux d’une maniére inva-
riable.

En effet, sil'on désigne par @', ¥/, ¢, &', etc.,
les mémes points ¢, b, ¢, d, etc., du systeme,
mais considérés seulement comme des points
unis par des lignes droites, rigides et inexten-
sibles, et si Yon suppose que les forces P, Q,
R, S, etc., les maintiennent en équilibre, il
estévident queles mémes forces P, Q, R, §, etc.,
maintiendront aussi le systeme en équilibre ;
car on pourrait imaginer que le systeme a été
placé sur les points a/, ¥, ¢, d', etc. , de ma-
niere que les points @, b, ¢, d, etc. , coincident
actuellement avec eux. Le systeme étant laissé
en repos dans cette situation , 'équilibre des
points @', &', ¢/, d, etc. , ne sera point troublé.
Mais il est clair que I'équilibre subsisterait en-

*
€



8 ELEMENS
core, si, au lieu de supposer les points @ et o/,
betd,cetc,ete., coincidens, on les suppo-
sait unis d’une maniére invincible, de sorte que
a ne put se séparer de @/, b de &', ¢ de ¢, et
ainsi des autres: d’ou il résulte que les condi-
tions de I'équilibre entre des forces P, Q, R,
S, etc., appliquées 2 un systéme quelconque
de corps, sont les mémes conditions qui au-
raient lieu entre les mémes forces PO, R;
8, etc., appliquées au simple systtme des
points d’application a, b, ¢, d, etc., liés entre
eux d’une maniére invariable.

Ainsi, lorsque 'on cherchera les relations de
certaines forces qui se font équilibre autour
d’un systéme quelconque solide, on pourra
faire abstraction de tous les corps du systeme,
et supposer qu’il ne reste plus que les points
d’application a, b, c, d, etc., qu’on imaginera
liés entre eux de maniére i ne pouvoir changer
leurs distances mutuelles.

D’aprés ces considérations , 'on dégage du
probléme et le poids et le volume des corps,
et la question devient plus simple.

Par la suite, nous rendrons aux corps leur
pesanteur, et nous aurons égard 4 leurs poids
respectifs, comme 4 de nouvelles forces qu’il
faudrait combiner avec les autres, pour avoir
V'équilibre. Nous pourrons, de cette ma-

pesans.

DE STATIQUE. 9
appliquer les résultats de la Statique

niere , :
a I'équilibre des corps naturels qui sont tous

VI.

8. Maintenant, puisqu’il ne reste plus a con-
sidérer - dans I'équilibre des forces que .t1'01s
choses , savoir : leurs intensités, leurs d.u-.ec-
tions et leurs points d’application, il est visible
que les conditions de I'équilibre ne s?nt :jlutre
chose que les relations mutuelles qui dOlVCI.lt
exister entre ces trois choses, pour que I'équi-
libre ait lieu dans le systeme. Or, on peut déja
comprendre, et I'on verra bientot que ces re-
lations peuvent étre exprimées par des équa—
tions ou l'on ferait entrer immédiatement les
intensités des forces, leurs directions, au moyen
des angles qu'elles forment avec des droites
fixes dans I'espace, et leurs points d’application,
au moyen des coordonnées qui en déterminent
les positions respectives.

Clest ainsi qu’on peut se faire une idée du
probléme de la Statique, et se mettre au fait de
Pétat de la question.

Mais on pourra observer que, dans tout ce
‘que nous venons de dire, il ne s'agit que d’'un
corps libre dans I'espace, tandis que I'on con-
coit bien qu’un corps pourrait étre assujetti &
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de certaines conditions , comme, par exemple,
de tourner autour d’'un point ou d’'un axe fixe,
de sappuyer constamment sur une surface im-
pénétrable, etc. Mais onverra parla suite que
les résistances qu'un corps éprouve  cause des
conditions étrangéres qui I'assujettissent, peu-
vent toujours étre remplacées par des forces
convenables, et quaprés cette substitution de
forces a la place des résistances , le corps peut
étre regardé comme libre dans l'espace; ainsi
il était inutile de compliquer au eommence-
ment la question.

VII.

9- Pour découvrir actuellement la route qui
peut nous conduire aux conditions de I'équili-
bre , représentons-nous un corps ou systeme
tenu en équilibre par des forces quelconques
P,Q,R.S, etc., dirigées comme on voudra
dans D'espace.

Puisque toutes ces forces se font équilibre ,
on voit que 'une quelconque d’entre elles, la
force P, par exemple, s’oppose seule i I'action
de toutes les autres Q, R, S, ete. ; d'otv il parait
que leffet de ces derniéres est de solliciter le
systeme absolument comme une simple force
égale et contraire a la force P,

DE STATIQUE. 18
Clest en effet ce qui a lieu, et ce qu’on peut
éqrtqr a la derniére évidence au moyfzn de
la remarque précédente (6), et de cet axiome,

4 ’
que deux forces égales el opposées se font né-

cessairement équilibre (12). ;
Qar; supposons que 'on applique au syst.emfa
une force P’ parfaitement égale et contrau'e.a
la force P. Les forces P et P’ étant en équi-
libre, leur effet est nul de lui-méme, et I'on
peut regarder le corps comme n’étant plus

‘soumis qu’a Paction des forces Q, R, 8, etc.

Mais, d’un autre coté, la force P faisant équi-
libre aux forces Q, R, S, etc., leur effet est
aussi nul de lui-méme, et 'on peut regarder le
corps comme n’étant plus soumis qu’a I'action
de la simple force P'. L’état du corps est donc
identiquement le méme, soit qu'on le sup-
pose sollicité par les forces Q, R, S, etc., soit
gu’on le suppose sollicité par la seule force P’
égale et contraire a celle qui leur ferait équi-
libre.

““Done, puisqu’il peut arriver qu'une seule
force soit capable de produire sur un corps le
méme effet que plusieurs, et en tienne parfai-
tement lieu, notre premier soin doit étre de
chercher 4 réduire les forces appliquées au
plus petit nombre possible, et d’observer sur-
tout la loi de cette réduction. Alors les condi-
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tions de I'équilibre entre toutes les forces se ra-
meneront aux conditions de I'équilibre entre
ces forces finales équivalentes aux premieres ,
et deviendront plus faciles & exprimer.

10. Cette force, qui est capable de produire
sur un corps le méme eflet que plusieurs autres
forces combinées, et qui peut a elle seule en
tenir parfaitement lieu, se nomme lewr résul-
tante. D'ou l'on voit, en rappelant ce qui a
été dit plus haut, que si plusieurs forces se
Jont actuellement équilibre surun corps, lune
quelconque dentre elles est égale et directe-
ment opposée a la résultante de toutes les au-
tres.

Les autres forces, a I'égard de la résultante,
se nomment les composantes. La loi d’apreés
laquelle on trouve la résultante de plusieurs
forces se nomme la composition des forces. La
méme loi (mais prise dans l'ordre inverse),
d’apres laquelle on substitue 4 une seule plu-
sieurs forces capables du méme effet, ou dont
la premiére serait la résultante, se nomme la
décomposition des forces.

Nous allons'donc commencer par ces deux
recherches, qui, au fond, n’en forment qu’une
seule, celle de la loi qui lie la résultante & ses
composantes.

DE STATIQUE. 13
1 1. Souvent , pour abréger le discours, nous
appellerons forces paralléles, des forces dont

irecti eles; ncou-
les directions sont paralleles; forces co

rantes, des forces dont les directions concou-
2

rent, etc. i
Nous désignerons ordinairement les forces

par les lettres P, Q, RS, etc., .p]acte'es sur les.
lignes qui representent leurs dlrec?lons’ ; et 5.;1
une lettre, telle que A, indique le point d’appli-
cation d’une force, telle que P, par exemple,
nous supposerons toujours que I'action de cette
force a lieu de A vers la lettre P, ou que la force
tire de A en P.

Si, pour représenter la quantité de cette
force, on prend, sursa direction, et a partir du
point A, une certaine ligne terminée AB, on
supposera de méme que cette ligne est por-
tée du coté ou le point d’application A tend
a se mouvoir. Ainsi, quand on dira sim-
piement d’une force, qu'elle est représentée
en grandeur et en direction par une certaine
ligne terminée qui part du point d’application,
il faudra sous-entendre que la force tire ce
point vers 'extrémité de la ligne qui la repré-
sente.

On pourrait adopter I’hypothése contraire,
c'est-a-dire supposer que la force représentée
parla ligne AB pousse le point d’application A
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pour I'éloigner de T'extrémité B de la ligne qui
la représente : car il ne gagit ici que d’une
simple convention dont on est le maitre, et
Pon peut faire indifféremment I'une ou l'autre.
Mais, une fois qu’elle est faite , 1 faut avoir
soin de s’y conformer dans la figure, pour
toutes les forces que l'on considére, afin de
donner a chacune d’elles le sens qu’elle doit
avoir, et a I'énoncé du théoreme toute son
exactitude.

DE STATIQUE. 15

AN WA

CHAPITRE PREMIER.

DES PRINCIPES.

SECTION PREMIERE.

COMPOSITION ET DECOMPOSITION DES FORCES.

Azxiomes, lemmes préliminaires, etc.

“12. 1l est évident que deux forces égales et
contraires appliquées a un méme point sont en
équilibre.

Il est encore évident que dewx forces égales
et contraires appliquées aux extrémités dune
droite considérée comme une verge invariable
de longueur, et agissantes dans la direction de
cette droite , sont en équilibre; car il v’y a pas
d¢ raison pour que le mouvement naisse d’un
coté plutét que de Pautre, comme dans le pre-

mier axiome.




Fig. 1.
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Corollaire.

13. Il est facile de conclure de la que V'effet
d'une force qui sollicite un corps ne peut étre
changé en quelque point de sa direction qu’on
la suppose appliquée , pourvu que ce point soit
un des points du corps lui-méme, ou, s'il est
au dehors, qu’il lui soit invariablement at-
taché.

Car, soit une force quelconque P (fig. 1) ap-
pliquée au point A d’un corps ou systéme quel-
conque : si 'on prend, sur la direction de cette
force, un autre point B invariablement lié au
systeme, de maniére que la longueur AB reste
toujours constante, et si I'on applique au point
B deux forces P’,— P’ égales entre elles et 4 la
force P, et agissantes dans la direction de AB,
le point A sera encore sollicité de la méme
maniere quauparavant; car leffet des deux
forces P’ et — P’ est nul de lui-méme. Mais en
considérant la force P et son égale et contraire
— P’ appliquée en B, il est manifeste que leur
effet est aussi nul. On peut donc les supprimer,
et il ne reste plus que la force P/, qui n’est au-
tre chose que la force P, mais appliquée au
point B de sa direction ; et le point A n’a pas
cesseé d’étre sollicité de la méme maniere.

DE STATIQUE. 17
On peut donc appliquer une force en un point
quelconque de sa direction, pourvu que ce point
soit lié ar premier point d’application par une
ligne droite rigide et inextensible.

Remarque.

Lorsque nous changerons ainsi les points
dapphcatlon des forces, nous ne répéterons
pas toujours que l'on doit supposer les nou-
veaux poinis invariablement attachés aux pre-
miers, mais il faudra toujoursle sous-entendre.

Lemme,

14. Lorsque deux forces P et Q (fig. 2) sont Fig. a.

appliquées a un méme point A sous un angle
quelconque, on concoit bien qu’une troisiéme
force R, appliquée convenablement au pointA,
pourraxt faire équilibre aux deux forces P et Q;
car, en vertn des efforis combinés des deux
forqes P et Q, le point A tend & quitter le lien
ou i] est: or, il ne peut sechapper que d'un
seul cOté, et par conséquent, si 'on applique
une force convenable en sens contraire , ce
pom’t demeurera en équilibre.

Les trois forces P, Q, R, étant en équilibre
autour du point A, la force R est égale et di-
rectement opposée a la résultante des deux

autres (10) : donc deux forces P et Q qui con-
courent ont une résultante.




Fig. 3.
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En second lieu, il est visible que cette résul-
tante doit étre dans le plan de leurs directions
AP, AQ (fig. 3); caril n’y a pas de raison pour
quelle ait au-dessus du’ plan une certaine
position , plutot que la position parfaitement
symétrique au-dessous.

De plus, elle doit étre dirigée dans l'angle
PAQ des deux forces; car il est clair que le
point A ne peut se mouvoir dans la partie du
plan qui est au-dessus de la ligne AQ, versD;
de méme il ne peut se mouvoir au-dessus de
la ligne AP, vers B; et par conséquent il ne
pourra se mouvoir que dans I'angle PAQ, et la
résultante R devra étre dirigée dans l'intérieur
de cet angle.

Remarque.

15. Il n’y a qu’un seul cas ou I'on puisse voir
a priori quelle sera la direction de la résultante ;
c’est celui ou les deux forces Pet Q sont égales :
alors il est clair que la résultante divise en deux
également l'angle qu’elles forment entre elles;
car il n’y a pas de raison pour que cette résul-
tante fasse, avec I'une des composantes, un
angle plus petit qu'avec Pautre. B
Axiome fondamental.

+ 16. Lorsque les deux forces P et Q agissent
dans la méme direction et dans le méme sens ,

DE STATIQUE. 19
il est wisible , et Lon doit accorder comme un
axiome , que ces Jorces' s’ajoutent et donnent
une résultante égale a leur somme P Q.

(". Remarque.

. Cet axiome est le fondement de toute la
science de 1’équilibre. On peut le regarder, si
Fon veut,; comme une espece de définition , ou
de demande ; qu’il ne faut pas essayer de dé-
montrer, car elle est comprise dans I'idée méme
de la force ; considérée comme grandeur, c’est-
a-dire comme susceptible' d’étre augmentée ou
diminuée. Et en effet, quelle idée pourrait-on
se faire, par exemple, d'une force double ou
triple d'une autre, si I'on ne regardait cette
force comme la réunion actuelle de deux ou
de. zrois forces égales qui tirent 4 la fois le
méme point dans le méme sens ? Cest ce qui
a été naturellement sous-entendu dans tout ce
qui précede. Au reste, ce postulatum est le seul
que la science exige ; aprés quoi tous les théo-
rémes de la Statique rationnelle ne sont plus au

fond que des théorémes de Géométrie.

EVLO S

Corollaire.

3 ’7 De Faxiome qui précéde on peut con-

:5!1:1‘;6 (en combinant successivenient les forces

ux 2 deux) que la résultante de tant de forces
3.
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que l'on voudra, qui agissent dans une méme
direction et dans le méme sens, est égale 4 leur
somme totale, et agit dans la méme direction ;

Que lorsque deux forces inégales P et Q
agissent en sens contraires dans une méme di-
rection, leur résultante est égale a la différence
P—Q des forces, et qu’elle agit dans le sens de
la plus grande; car on peut concevoir dans la
plus grande , que je suppose P, par exemple,
une force €gale et contraire a Q, et qui la dé-
truit. On peut supprimer ces deux forces-1a, et
le point est actuellement tiré par la différence
P—Q des deux forces P et Q.

D’oul'on voit qu'en général la résultante de
tant de jforces que l'on voudra, agissantes dans
la méme direction , est égale a Uexcés de la
somme de celles qui tirent dans un sens , sur
la somme de celles qui tirent dans le sens con-
traire , et quelle agit dans le sens de la plus
grande somme.

Remarque.

18. Telles sont quelques-unes des proposi-
tions les plus élémentaires, dont on découvre
la vérité a priori, et presqu’a la premiére ins-
pection. Le cas le plus simple de la composi-
tiondes forces, et en méme temps celui ou I'on
connait tout d’un coup la résultante, est évi-

k&

DE STATIQUE. 21

demment le cas des forces qui agissent dans
une méme direction. Nous allons donc com-

‘mencer la composition des forces par celles qui
g’y raménent immédiatement.

Composition des forces qui agissent sui-
pant des directions paralleles.

T

Théoréme 1.

“""ig. Si deux: forces quelconques P et Q

: (ﬁg.‘4') , paralléles et de méme sens , sont ap-VYis §-

))lique’es aux extrémites A et B d'une droite
rigide AB, je dis :

" 1°. Que ces deux forces ont une résultante,

et que cette résultante doit étre appliquée a la

ﬁgne AB entre les dewx points A et B;

 2°. Que cette force est paralléle aux com-
posantes P et Q, et égale & leur somme.

‘f‘i° Appliquez a volonté aux deux points A
et B deux forces M et N, égales et contraires,
ie:t'qui agissent dans la direction AB. I effet de
qéié'_deux forces sera nul, et par conséquent
Teffet des deux forces P et Q ne sera pas changé:
mais les deux forces M et P appliquées en A
ont une résultante S appliquée au point A, et
ﬁ?r-fgée dans Tangle MAP (14). De méme les
deux forces N et Q ont une résultante T, appli-
quée en B et dirigée dans I'angle NBQ. Conce-

U
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vez qu’on ait pris ces deux résultantes, et qu'on
les ait appliquées toutes deux au point D ou
leurs directions vont nécessairement se couper;
la résultante des deux forces S et T sera abso-
lument la méme que celle des deux forces P
et Q : or, étant appliquée en D, et devant étre
dirigée dans I'angle ADB, elle ira passer entre
A et B, en un certain point C, ou 'on pourra
la supposer appliquée.

2°. Maintenant, pour démontrer que ceftte
résultante est parallele aux forces P et Q, et
égale a leur somme, imaginons qu'au point D
on redécompose la force S en deux compo-
santes M’ et P’, parfaitement égales et paralléles
aux premieres M et P; de méme, quon redé-
compose la force T en deux composantes N’
et Q', parfaitement égales et paralléles aux pre-
mieres N et Q. Les deux forces M', N’ seront
égales : de plus, elles seront directement op-
posées, puisque, appliquées 2 un méme pointD,
elles sont paralleles a une méme droite MN, et
par conséquent leur effet sera absolument nul,
Il ne restera donc que les deux forces P’ et (',
respectiyement égales et paralléles aux forces
P et/Q. Or, ces deux forces étant évidemment
dans une méme direction , se composeront en
une seule R, égale a leur somme P’ 4 Q' ou
P+ Q; ce quil fallait démontrer.

DE STATIQUE. 23

Corollaire 1.

20. Siles deux forces P et Q (fig. 5) sont Fiz.

égales entre elles, le point G d’application de

+ 1a résultante sera au milieu de la ligne AB. Pre-

nons, en effet, les deux forces M et N don’t on
st maitre , égales aux forces P’ et Q. La résul-
tante S des deux forces égalesMet P divisera
en deux également 'angle MAP (x 5).; eta cause
de DC paralléle a Ja ligne AP, le triangle ACD

sera isoctle. Par une raison toute semblable,

le triangle BCD sera isoctle ; et 'on aura d’une
part, AC=CD, et de I'autre, CD=CB; d'oi
AC=CB.

Corollaire 11.

; 21. 1l résulte de la que la résultarte de tant
de forces paralleles qu’on voudra , égales deux
a deux, et appliquées symétriquement a des
distances égales du milieu.d’'une ménie droite,
est égale a la somme: de toutes ces forces , leur
est paralléle, et pass¢ par le milieu de la droite
d'application. Car, en combinant successive-
ment, deux a,deux les forces égales placées de
patt et d'autre @ des distances égales du milieu
de la ligne droite, leurs fésultantes successives
passeront toutes par ce méfne point, et s'ajour

5.




Fig. 6.
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leronl ensuite, comme étant de méme sens et 1

de méme direction.

2%.. 5t réciproquement on pourra décom-
poser toute force P appliquée a une ligne, en

tant d’autres forces paralléles qu'on voudra,

appllquees a différens points de cette ligne,
pourvu que ces forces, deux i deux, soient

égales, 2 égales distances du point d’applica-
tion de la force P, et que leur somme totale
soit égale 4 cette méme force.

Théoréme I1T.

23. Le point C (fig. 6) dapplication de la
résultante de deux forces paralliles P et Q qui
agissent aux extrémités A et B d'une droite
inflexible AB, partage cette droite dans Ia
raison réciproque de P a Q:de sorte que lona,
Py Qe BG-AC:

Supposens d’abord que les forces P et @ soient
commensurables, c’est-a-dire soient entre elles
comme deux nombres entiers m et n.

Divisons AB au point H en deux parties di-
rectement proportionnelles ‘aux'deux forces P
et Q; de maniére quon ait: AH: BH :: P : Q,
et par conséquent, ' m : n. Sur le prolonge-
ment de la ligne inflexible' AB, prenons AG
==AH, et BK == BH. Le point A sera le miliew
de GH, et le point B le milieu de HK.

L DE STATIQUE. 35
wa pose puisque les forces P et Q sont

ire elles comme les lignes AH et BH, elles
] ﬁhsm entre elles comme les mémes llgnes
] bl Cest—a~dire comme les lignes GH
3 'mlﬂt comme il y a, par hypothese, dans
b , m mesures telles que BH en con-
#;ii .y ‘aura 2m mesures dans GH, ’et an
 égales dans HK. Or, on peut décom~
a force P en 2m forces égales et paral-
es fﬂppliquéés a_tix am points milieux des
unes mesures de la ligne GH (22); et la
Q ’«‘en an forces paralleles, égales entre
premleres appllquees aux a7 points
i ﬂ@s communes mesures de la ligne HK.
enant toutes ces forces égales , €tant équi-
s, se trouveront placées deux a deux
s distances du milieu C de la ligne en-
, et par conséquent leur résultante
e, qui est celle des deux forces P et Q,
*‘uécemalrement par le milieu de la

: Qéause de GC AB, 1l vient, en re-
\f»ial partie commune AC, BC=AG
mn ‘ajoutant de part et d’autre CH,

: Donc pulsque r ona P Q AH.BH,

b P Q -BC: AC.

L e o e
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Fig. 8.

26 ELEMENS

Supposons en second lieu, que les deux forces
P et Q ne soient pas commensurables.

Jé remarque d’abord que si la résultante de
deux forces quelconques P et Q (fig. 7) appli-
quées aux points A et B, tombe en C, la résul-
tantede la force P et d'une force Q1> Q tom-
bera entre le point C et le point B ; c'est-a-dire
que le point d’application de la résultante s’ap-
prochera du point d’application de la compo-
sante qui aura augmenté. En effet, pour trouver
la résultante des deux composantes P et Q +-1,
on peut prendre d’abord la résultante R de P
et Q, qui passe au point G, par hypothese, et
ensuite celle de R et de I, dont le point d’ap-
plication sera entre C et B (19).

Maintenant, si la résultante des deux forces
incommensurables P et Q (fig. 8) ne passe pas
au point G, qui est tel quona P:Q::BC:AC,
elle passera én un autre point situé entre A et
€, ou enire C et B. Supposons que ce soit en G
entre A et C. Partagez la ligne AB en parties
égales toutes plus petites que GC, il y aura au
fnoins un point de division entre C et G. Soit I
ce point,: les deux lignes Al et Bl seront com-
mensurables, ‘et le point I pourra étré’ consi-
déré comme le point d’application de la résul-
taite de deux forces P et Q" qui seraient telles
qu'on aurait P Q' :: BI : AL, ce qui donne

DE STATIQUE. 27

Q< Q puisqu'on a; par hypothese, P @ Q
22 BC ;: AC). Mais la résultante des deux forces

~ Pet (' passant en I, celle des deux forces P et

Q> Q', passera entrel et B, et ne pourra tom-
ber en G contre 'hypothese.

On ferait voir absolument de la méme ma-
niere qu'elle ne peut tomber entre C et B; et
par conséquent elle passe nécessairement en C.
BETIBL] o 5102

‘ Corollaire 1.

AL BT -5 Le

_ 24. Lorsque trois forces paralleles P, Q, R
(?g g).soflt en équilibre sur une ligne AB, I'une
d) gt!tre f:lles est égale et directement opposée a
Ja résultante des deux autres. Ainsi la force Q,
p&t‘ 'exgniPE , prise en sens contraire, est la ré-
sultante des deux forces P et R. Comme les
deux forces P et Q tirent dans le méme sens, la
force R est égale 2 P Q, et par conséquent
Q=R -—P; dou il suit que la résultante de
deux fort;es-}paralléles qui agissent en sens con-
traires est égale a leur différence, et tire du
méme,,cétévque la plus grande.

BID $90 601 )

.25, Les deux forces P et R étant données,
Il,l;ﬁl;quela distance AC qui sépare leurs points
@ﬂpkﬁuon,,si Ton demande le point d’ap-
E‘f&'}mn de la résultante Q, on fera cette pro-
portion, P: Q::BC: AC; d’ou I'on ireP-4-Q:
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Q::BC+AC: AC, Cest-a-dire R:Q:: AB:AC,
proportion qui fera connaitre AB, et par con-
séquent. le point B.

Corollaire 11.

26. Supposons que les deux forces P et R
soient égales, la résultante Qsera zéro, etla dis-
tance AB de son point d’application sera, parla

. : R>< AC T .
proportion ci-dessus,———, c’est-a-dire infinie.

Si les deux forces P et R, au lieu d’étre éga-
les, différaient d’une quantité trés petite , la
résultante Q, qui est égale a cette différence se-

oy ) g C
rait tres petite, et la distance AB =§-Z<Q«i se-

rait trés grande, a cause du dénominateur Q
trés petit : ainsi, plus les deux forces s’appro-
chent de I’égalité , plus la résultante diminue,
et plus la distance du point ot elle est appli-
quée augmente. De sorte que, lorsque les deux
forces deviennent parfaitement Egales , la ré-
sultante est nulle , et la distance du point d’ap-
plication, infinie ; ce qui parait annoncer qu'il
n’y a plus alors de résultante , ou, en termes
plus clairs , qu’on ne peut pas trouver actuel-
lement une force unique qui fasse équilibre 2
deux forces égales, paralléles et de sens op-
posés.

, Mais , pour ne laisser aucun nuage sur

erniére conséquence , imaginons, gl est
ble, qu'une force unique R fasse equ%e

lleles et contraires.
ord , quelle que soit la position de cette

nique a 'égard des deux proposées, on
avera sur-le-champ , dans un sens con-
l}:pe autre position toute semblable a
es mémes forces ; car tout est eégal de
‘autre. Si donc une force R fait é équi-
; -gleux forces P et—P, il y a une autre
.ﬁqegnle , parallele et de sens opposé,
feralt aussi équilibre. Ajoutez cette
> fopce — R, et pour ne rien changer,
ez-la 1mmed1atement par une force R’
contraire. Il y aura donc équilibre
inq forces R, P,—P,— R et R'. Mais
ailibre entre les trois forces P, — P et
nc il y aurait équilibre entre les deux
restantes R et R’; ce qui est impossible,
ces deux forces égales et paralléles
dans le méme sens (19).

]es deax forces P et — P ne peuvent
mues en €quilibre par aucune simple
et par consequent elles n'ont point de
ﬁnte unique.

ous reviendrons bientdt sur ces sortes de

L]

-ux forces P et — P, parfaitement égales,

BT ¥ eIt

PE STATIQUE. T
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forces, dont laconsidération, qui navait paru
: Jusqwm que comme un cas singulier, fera la
nde partne essentielle de nos Elémens.

Corollazre 17 I

28. De méme que 'on compose en une seule
deux forces paralleles qui agissent & des points
donnés d'une ligne,, on peut aussi décomposer
une force quelconque R (fig. 6), appliquée a
un point C d’une droite inflexible, en deux
autres P et Q qui lui soient paralléles, et qui
agissent en des points donnés A et B de cette
droite. Il ne s’agit pour cela que de partager la
force R en deux autres qui soient entre elles
dans le rapport des distances BCet AC; et pour
trouver la force Q, par exemple, on'se servira
de la proportlonR Q:: AB:AC, dans laquelle
11 n y a que Qdi inconnue. La force P sera egale

Sl le pomt Cd ‘application de la f'orce R
(fig. 10) qu'on veut decomposer ne tombait
pas entre A et B, points d’application donnés
des composantes P et Q que I'on cherche, on
aurait de méme la proportion R : Q :: AB: AC,

qui ferait connaitre la force Q; mais la force P

serait égale 4 R 4 Q.

-~

DE’S"TAT'IQUE. 31
Corollazre I7.

Qu;and or sait déterminer la résultante
x forces parall;qles, -ou peut facilement
celle de ‘tant de forces paralléles qu’on
1, appliquées aux 'différens points d’'un
e quelconque de figure invariable.
nt, par exemplé; les quatre forces pa-

ement aux quatre points A, B; G, D, Si.—
‘d’'une maniere quelconque dans Iespace,
tre eux d’'utie maniére invariable. En
. ramtmes forces deux a deux ; elles sont
es.dans un méme plan. Ainsi I'on peut
e d’abord la résultante X des deux forces
‘5 elle sera égale a leur somme P - P/,
era en un point I dela ligne AB, qu’on
‘en'divisant AB dans la raison inverse
' La résnitante X étant ainsi détermi=
1 joindra le point I ou elle agit,, au point
la troisitme force P". Les deux forces X
mt paralléles ; on en prendra la résul-
eomme nous avons fait tout a 'heure:
résultante sera égale & leur somme X~-P",
point-F oir elle devra étre ‘appliquée se
vera en divisant la droite CI, dans la rai-
proque de X 'a ‘P’. Joignant enfin le
' F au point D d'application de la qua-

s P, P/, P, P (fig. 11); appliquéesres- pig. 1.
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trieme force P”, et divisant la droite FD en
deux parties réciproquenient proportionnelles
aux forces X’ et P, on aura le point G d’appli-
cation de la résultante générale R, qui sera
parallele aux deux forces X' et P”, et par con-
séquent a toutes les composantes ; égale a leur
somme X'+-P”, et par conséquent i la somme
de toutes les composantes.

Le raisonnement que nous venons de faire
s'étend manifestement & un nombre quelconque
de forces paralléles.

Si parmi les forces P, P’, P”, etc., les unes
agissaient dans un seus, et les autres, dans le
sens contraire, on commencerait par prendre
la résultante de toutes celles qui agissent dans le
méme sens ; on chercherait ensuite la résultante
de celles qui agissent dans le sens contraire ; et
toutes les forces étantalorsréduites i deux forces
paralléles et de sens contraires, on en trouverait
larésultante par ce que nousavons dit plus haut.

30. On peut donc, en général , déterminer
la position et la quantité de la résultante de
tant de forces paralleles qu'on voudra; cette
résultante sera paralléle aux forces , et égale
a Uexces de la somme de celles qui tirent dans
un sens , sur la somme de celles qui tirent dans
le sens contraire.

DE STATIQUE. 33

_ Jai dit en général, parce qu'il peut arriver

-que la résultante des forces qui tirent dans un

sens soit parfaitement égale a la résultante de
celles qui tirent dans le sens contraire, sans lui
étre directement opposée ; et alors il n’y a pas
de résultante unique , comme nous I'avons vu

plus haut.
Corollaire V.

31. Supposons que les quatre forces P, P/,
P", P, sans changer de grandeurs, sans cesser

détre paralleles et de passer aux mémes points

respectifs A, B, C, D, viennent & prendre les
positions p, p', p", p"”

Si 'on en cherche la résultante, en suivant

dans l'espace.
’ P

le méme ordre que plus haut, on trouvera
d'abord que la résultante x de p et p’, passe au
meéme point I que la résultante X de P et P/, et
quelle lui est égale. Elle passera par le méme

- point, parce que son point d’application doit

diviser la méme droite AB dans la raison réci-
proque de p a p/, qui est la méme que celle de
P a P. Elle lui sera égale, parce qu’on aura
P+P'=p-1p'. On trouvera de méme que la ré-
sultante x' de x et p", passera au méme point
F que la résultante X’ de X et P’, et quelle lui
Sera égale, et ainsi de suite : de sorte que la
résultante générale des quatre forces p, p/,

3
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p", p", passera au méme point que la résultante
des quatre forces P, P, P, P"”; et cela est gé= |

’ . I
néral , quel que soit le nombre des forces; d'our |
Pon peut conclure ce théoreme remarquable jj;

32. 8i l'on considére un systéme quelconque
de forces paralléles, appliquées a un assem- |
blage de points A, B, C,D, etc., et qu'on in-
cline successivement tout le systéme de ces |
forces dans diverses situations, de maniére que
les mémes forces passent toujours par les mémes
points et conservent leurs grandeurs et leur |
parallélisme , les résultantes géncrales qu'on "
trouvera successivement dans chacune de ces |

positions se croiseront toutes au méme point.

Ce point d'intersection des résultantes suc~ |
cessives se nomme le centre des forces paral-
léles. Nous aurons occasion d’en parler plus |
loin,, quand il sera question des centres de |

gravité.

On peut remarquer, au reste, que dans la ‘
démonstration précédente, il n’est pas néces-
saive de supposer que les forces conservent |
toujours les mémes grandeurs : il suffit que,
dans les positions successives du groupe, elles:

demeurent proportionnelles.
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Qomposition des forces dont les direc-
-~ tions concourent en un méme point.
. Théoréme I11.

35%. La résultante de deux jbrces quelcon-

ques P et Q (fig. 12) appliquées a un méme ¥ig. 1a.

point A sous un angle quelconque , est dirigée
suivant la diagonale du parallélogramme ABCD
construit sur les deux lignes AB, AC, qui re-
présentent les forces P et Q en grandeuret en
direction.

- Dabord, nous avons vu (14 ) que cette ré-

- sultante doit étre dans le plan des deux forces

PetQ; en second lieu, qu’elle doit étre appli-
lquee;m point A, puisque cette résultante , par
hypothese, doit solliciter le point A absolu-

- ment de la méme maniere que les deux forces

PetQ.
- Jedis maintenant qulelle doit passer au point
D, ‘ext'rémi'té de la diagonale AD.

Ifrenons, en effet, sur le prolongement de
la ligne BD 1, partie DG = DC, et achevons

- le losange CDGH. Appliquons aux points G et

H, et dansla direct; '
Q': Mo ;.n? la du:ectlon de GH, deux forces Q' et
b aires , égales entre elles et & 1a force Q.
& :::sfa:de de v/oir que la résultante des quatre
» Q, Q" et Q" doit passer au point D.
5..
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Car, 1°. a cause de Q'=0Q, les deux forces }
paralléles P et Q' sont entre elles comme les co=
tés AB, AC, ou comme DC et DB, ou bien, a ;
cause de DC=DG, comme les lignes DG et DB, 4
et par conséquent (23) leur résultante S passe

en D; 2°. les deux forces Q et Q" étant égales,
leur résultante T, prolongée., divise en deux :
également l'angle CHG du losange CDGH , et =

va passer aussi par le point D, ot 'on peut Ja =

v
i

supposer appliquée. Donc la résultante géné-
rale, qui est celle des deux forces S et T, passe
au point D.

Mais les deux forces Q' et Q" appliquées sur
GH étant parfaitement égales et contraires, leur 5
effet est absolument nul, et la résultante des
quatre forces P, Q, Q' et Q" est identiquement |
la méme que celle des deux forces P et Q. Done, -
puisque la premiere passe en D, celle des deux
forces P et Q passe aussi au méme point.

Puisque la résultante passe a la fois par les |
deux points A et D, elle est donc nécessaire= |
ment dirigée suivant la diagonale AD. |

Corollaire.

34. Concluons de la que si 'on connaissait
seulement les directions des deux forces P et
Q (fig. 13), et celle de leur résultante R, on¥
pourrait déterminer le rapport de la force P h;

DE STATIQUE. 3
la force Q. Car, en prenant sur la direction de

1a résultante un point quelconque D, et me-

nant de ce point deux paralléles DC et DB aux

directions des composantes P et Q, et qui

rencontrent ces directions en C et B, on aurait
nécessairement P: Q :: AB : AC. Sans quoi l'on
aurait P est 2 Q comme AB est & une ligne AO
plus petite ou plus grande que AC; et alors la
résultante des deux forces P et Q serait dirigée
suivant la diagonale AT d’un parallélogramme
AOIB différent du parallélogramme ABDC, ce
qui est contre 'hypothese.

Théoreme 1V .

35. La résultante de deux forces quelcon—
ques P et Q (fig. 14) appliquées ¢ un méme Fig. 14
point A, est représentce en grandeur et en di-
rection par la diagonale du parallélogramme
ABDC, construit sur les deua lignes AB, AC
qui représentent ces forces en grandeur et en
direction.

. Nous avons déja vu que cette résultante est
dirigée suivant la diagonale ; reste a faire voir
qu’elle est représentéc en quantité par la diago-
nale elle-méme. F

: SO.it R cette résultante : supposez qu’elle soit
;:I:Sl'lquée au point A sur le pro].ongement de

1agonale DA, en sens contraire de son ac-
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tion. Les trois forces P, Q, R seront en équili-
bre sur le point A. Donc I'une d’elles , la force
Q, par exemple, sera égale et directement op~
posée a la résultante des deux autres P et R.
Donc la direction de la force Q, prolongée, |
sera celle de la résultante des deux forces P |
et R. Donc si, du point B, vous menez a la ‘
direction AR, la parallele BG qui rencontre en ""
G le prolongement de QA, et du point G, 4 la |
diretion AP, la parallele GH qui rencontre |
en H la direction de la force R , les deux forces
P et R seront entre elles comme les cotés AB,
AH du parallélogramme ABGH (34). Mais la
ligne AB représente actuellement la force P; |
donc la ligne AH représente la force R. Or, par
les paralleles , on a AH=BG =AD; donc, etc.

Corollaire.
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kaﬁéme sinus; on a donc

BP0 :R::sin CAD :sin BAD : sin BAC.

. B"D’d\‘: l'on peut conclure que la résultante de
| M forces P et Q étant représentée par le sinus
m‘angle formé par leurs directions, les deux
' ﬁt‘fes P et Q sont représentées réciproquement
. les sinus des deux angles adlacens a la di-
: rectnon de la résultante ; ou, si 'on veut, cha-
" cune des forces P, Q, R est comme le sinus de

‘i’angle forme parles directions des deux autres.
X ol a1

T Remarque.

' 37. On peut voir par la, et mieux encore
- iﬂi‘.la considération immédiate du parallélo-
~ gramme des forces, que lorsque deux force?
agissent sur un méme point sous un angle qui
n'est pas égal & deux droits, elles ne peuvent
- jﬁfl‘iais donner une résultante nulle, & moins
q#elles ne soient nulles elles-mémes chacune
en particulier.

~ Car, si aucune des deux forces n’était nulle,
on pourrait construire un parallélogramme sur
les deux lignes qui les représentent en grandeur
~ eten direction, et la diagonale de ce parallélo-
- gramme serait la résultante.

Si I'une d’elles seulement était nulle, la se-
conde serait la résultante, et par consequent la
résultante ne peut ¢tre nulle, 2 moins que les

56. Puisque les trois forces P, Q, R sont
entre elles comme les trois lignes AB, AC, AD,
et que dans le parallélogramme ABDC, on a ":
AB=CD, on peut dire que ces trois forces sont
entre elles comme les trois cotés CD, CA et AD ]
du triangle ACD. Mais ces trois colés sont
entre eux comme les sinus des angles opposés
CAD, €DA, ACD, et a cause des paralléles, .|
langle CDA==l'angle BAD, I'angle ACD est |
supplément de 'angle BAC, et par conséquent



Fig. 15.
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composantes ne soient toutes deux nulles en

méme temps.
Lorsque les deux composantes agissent sous

un angle égal a deux angles droits, elles sont
alors contraires, et la résultante n’est pas nulle
dans le seul cas ou ces deux composantes sont
nulles toutes deux, mais encore dans celui ou
elles sont égales.

Corollaire 11.

38. On peut toujours décomposer une force
donnée R en deux autres P et Q dirigées sui-
vant des lignes données AP, AQ (fig. 15), pourvu
que ces directions et celles de la force R soient
comprises dans un méme plan et concourent au
meéme point A ; car, prenant sur la direction
de la force R une partie AD qui représente sa
quantité, et par le point D menant les droites
DC, DB paralléles aux directions données AP,
AQ, on formera un parallélogramme ABDC,
dont les cotés AB, AC représenteront les forces
demandées P et Q.

Si l'on veut calculer immédiatement leurs
grandeurs, on pourra faire ces deux propor-
tions :

R:P ::sin BAC:sin CAD,
R:Q ::sin BAC:sin BAD,

dans lesquelles il n’y a que P et Q d'inconnues.
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Remarque.

3g. Si I'angle BAC était droit, on aurait, en
supposant le rayon=r, sin BAC=1; sin CAD
— cos BAD, et réciproquement, sin BAD
= cos CAD; et les deux proportions ci-dessus
deviendraient

R:P::1:cos BAD,
R:Q::1:cos CAD.

D'ou P=R .cos BAD, et Q=R.cos CAD.

Il résulte de la que lorsqu’on décompose une
force en deux auires qui agissent suivant des
directions rectangulaires entre elles, on trouve
chaque composante en multipliant la force pro-
posée par le cosinus de I'angle qu’elle fait avec
la direction de cette composante.

Chaque composante est représentée par la
projection de la résultante sur sa direction , et
C'est ce qu'on appelle souvent la force estimée
suivant cette direction. Ainsi R.cos BAD, ou
la composante P, est la force R estimée suivant
la direction AP.

Corollaire 111.

40. Quand on sait déterminer la résultante
d? dem.c forces appliquées 4 un point, on pent
déterminer celle de tant de forces P,Q,R,S, etc.,
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qu’on voudra, appliquées & un méme point A,
et dirigées d’une maniére arbitraire dans l'es-
pace ; car, en considérant d’abord deux quel-
conques de ces forces, comme les forces P et Q,
par exemple, ces deux forces seront dans un
méme plan, et 'on en déterminera la résul-
tante comme nous l'avons fait tout a 'heure.
Soit X cette résultante ; on prendra semblable-
ment la résultante de la force X et d’'une autre
telle que R. Combinant ensuile cette résultante,
que je désigne par Y, avec un nouvelle force S,
on aura leur résultante Z qui sera celle des
quatre forces P, Q, R, S;et continuant ainsi,
on arrivera nécessairement & la résultante gé-
nérale.

Si toutes les forces P, Q, R, S, etc., sont
dans un méme plan , les résultantes successives
X,Y, Z, etc., seront dans ce mémc plan, et
par conséquent la résultante générale y sera
aussl.

Si toutes les forces sont en équilibre . la ré-
sultante générale sera nulle.

Par cette composition successive de plusieurs
forces autour d'un méme point, on voit encore
que, si I'on décrit dans Iespace un contour
polygonal dont les cotés successifs soient paral~
leles et proportionnels a ces forces, la droite
qui ferme ce contour et achéve ainsi le poly-
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gone , est parallele et proportionnelle & la ré-
sultante générale de toutes les forces ; de sorte
que si le polygone se trouve fermé de lui-
méme, la résultante est nulle, et toutes les
forces sont en équilibre autour du point qu’elles
sollicitent.

Le théoreme suivant n’est au fond qu'un cas
particulier de cette élégante proposition ; mais,
comme il est d'un fréquent usage en Mécani-
que, nous allons I'énoucer et le démontrer ex-
pressément.

Théoréme V.

4r. Si trois forces X, Y, Z appliquées & un
méme point A (fig. 16) dans Uespace sont re-
présentées par les trois lignes AB, AC, AD, et
qu'on achéye le parallélépipédeA . . .¥,la résul-

tante R de ces trois forces sera représentée par

la diagonale AF de ce parallélépipéde.

En effet, les deux forces X et Y, qui sont re-
présentées par les deux cotés du parallélo-
gramme ABGC, donneront pour résultante
une force P représentée par la diagonale AG de
ce parallélogramme.

GFl*fr;zuf:;;u,r: Z;;}u;(;) de ,AD égal ct parallele &
e sera un parallélogramme,

seéquent les deux forces P et Z donne-
Font une résuitante R représentée par la dia-

Fig. 16.
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gonale AF, laquelle est en meme temps la dia-
gonale du parallélépipéde proposé.

Remarque.

42. Observons sur-le-champ, comme au
n° 37, que tant que les trois forces X, Y, Z
ne seront pas dans un méme plan, elles ne
pourront jamais donner une résultante nulle,
4 moins qu’elles ne soient nulles elles-mémes
en particulier.

Car, si aucune d’elles n’était nulle, on pour-
rait construire le parallélépipede sur les lignes
qui les représentent en grandeuret en direction,
et la diagonale serait la résultante.

Sil'une d’elles seulement était nulle, les deux
autves qui, par hypothese, ne sont pas en ligne
droite, auraient une résultante.

Enfin, si deux d’entre elles seulement étaient
nulles, la troisieme serait la résultante, et par
conséquent les composantes X, Y, Z doivent
étre nulles toutes trois, pour donner une ré-
sultante nulle.

Corollaire 1.

45. On voit par le théoreme précédent (quon
pourrait nommer le parallélépipéde des forces)
qulune force quelconque donnée It est toujours
décomposable en trois autres X, Y, Z respec-
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tivement paralléles a trois lignes données dans
Iespace, pourvu que deux de celles-ci ne soient
pas paralléles.

Car, en prenant la partie AF pour repré-
senter la quantité de la force R, et menant par
le point A d’application trois lignes paralléles
aux droites données chacune a chacune, on
conduira par le point A trois plans indéfinis
XY, XZ, YZ, et par le point F trois autres
plans respectivement paralléles aux premiers ;
et ces six plans détermineront le parallélépi-
pede dont les trois aretes contigués AB, AG,
AD, représenteront les trois composantes X,
Y, Z.

Corollaire 11.

44. St le parallélépipéde est rectangulaire,
on aura, dans le rectangle ADFG,hA—I‘2 = AD
+A-_G2, mais, dans le rectangle ABGC, on a
E==KE2+ Kﬁi donc en substituant cette
valeur de Ei on aura

AF = AD + AC + AB;
par conséquent,

R =X"4-Y*4- 72,

Ce qui donne R =/ (X* Y"1 7% pour
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la valeur de la résultante en fonction des trois
composantes.

45. Si l'on veut avoir les trois composantes
en fonction de la résultante et des angles
qu’elles font avec elle, en nommant d’abord &
I'angle que la résultante R fait avec la compo-
sante X, on aura visiblement AF:AB i1
1 cos @, et par conséquent,

R:X::1:cose;
d’ot1 V'on tire X =R cos «.

En nommant de méme B et les angles que
la résultante fait respectivement avec les com-
posantes Y et Z, on trouvera Y=R cos £,
Z =R cos 7 ; dou il suit qu'on trouvera les
valeurs des trois composantes respectives, en
multipliant la résultante par les cosinus respec-
tifs des trois angles que sa direction forme avec
les directions de ces composantes.

Remarque.

46. Puisqu’on a trouvé R*=X*+4-Y*-Z2,
en substituant pour X, Y, Z leurs valeurs res-
pectives R cos «, R cos €, R cos 7, on aura

R*==R* cos* a +R* cos* €4 R* cos® y ;
ou-bien

R*=R* (cos* & —-cos* 6 ~-cos* y),
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dour, cos* o —cos® €~ cos® 5 =1,

gelation connue qui a toujours lieu entre les
angles que fait une droite avec trois axes rec-

tangulaires dans l'espace.
SECTION II.

GOMPOSITICN ET DECOMPOSITION DES COUPLES.

. ’, .
47. Pour abréger le discours, nous appelle-
rons couple I'ensemble de deux forces, telles

que P et—P (fig. 17), égales, paralléles et Fig. 1.

contraires , mais non appliquées au méme
point. La perpendiculaire commune AB, me-
née entre les directions des deux forces , sera le
bras de levier du couple, et le produit P x AB
de l'une des (orces par le bras du levier, en sera
nomme le moment.

~ Quelle que soit I'action de deux forces telles
que P et —P, sur le corps auquel elles sont
appliquées, nous avons vu (27) que cette action
ne peut étre contre-balancée par celle d’aucune
simple force appliquée comme on voudra au
“n?'ét'ne corps, et que par conséquent Veffort
d’un couple ne peut étre comparé d’aucune
Maniére 4 une simple force. Pour distinguer
cette nouvelle cause de mouvement , qui est
€N quelque sorte d’une nature particulicre , on
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pourrait lui donner un nom particulier : mais
celui de couple nous suffit,, et peut tres bien
désigner a la fois Iensemble des deux forces
contraires dont il sagit, et le genre d’effort
auquel ce couple donne naissance.

Au reste, comme on verra tout a lheure
que Veffort d'un couple est mesuré par son 7mo-
ment, on pourra souvent substituer ce second
mot au premier, ou les prendre quelquef(.)is
Pun pour Pautre.

La composition des couples formera la se~
conde partie essentielle des principes de notre
Statique, et se reproduira dans le cours de cet
Ouvrage presque aussi souvent que la composi-
tion des forces. On en verra bientot dériver les
Jois de I'équilibre d’une maniére si naturelle et
si simple, que l'on nous pardonnera d’avoir

paru nous arréter ici 2 'examen d’un cas singu~

lier, lorsque nous tendions peut-étre le plus
directement possible vers le but principal.

Ce que nous allons dire sur les couples est
tout-afait indépendant de l'effet qu’ils produi-
sent sur les corps ; mais lorsqu’on voudra se
faire une idée des sens respectifs de différens
couples situés dans le méme plan, on pourra
se représenter que les milieux de leurs bras de

levier sont fixes : alors V'effet de chaque couple :

sera visiblement de faire tourner le corps au-
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¢ du milieu de son bras de levier, et I'on
guera facilement le sens des couples, en
nguant les couples qui tendent & faire tour-
' dans un sens, davec ceux qui tendent %
ire tourner dans le sens contraire. Mais ne
Mns pas de vue quil n’y aura réellement
icun point fixe (2 moins que nous n’en aver-
ssions expressément ) , et que I'idée de rota-
on, qui jusqu’ici est purement accessoire » ne
ryira qu’a faire image au besoin.
Translation des couples.

- 48. Nous avons vu plus haut qu'une force
t étre transportée en un point quelconque
a direction , pourvu que ce point soit lié au
ier d'une maniére invariable : voici une
s-i.tion analogue pourles couples, qui n’est
moins remarquable que la premiére, et dont
, ferons le plus grand usage par la suite.
é:n’ .

Lemme.

rLﬂﬂg Un couple quelconque peut étre trans-
I:!e.-»partout o lon voudra dans son plan ,
Wl dans tout autre plan paralléle , et tourné
_comme on voudra dans ce plan, sans que son
h 'szfr le corps auquel il est appliqué en soit
8¢, pourvu qu'on suppose le nouveau bras
Levier invariablement attaché au premier.

4

-
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" tement égale et opposée a la résultante des d

Pour démontrer plus facilement cette pr DE STATIQUE. 51

position , nous la décomposerons en deux.
£",)’;, el il ne reste plus que le couple

P ") appliqué sur CD, lequel n’est autre
ue le couple primitif qu’on aurait, pour
transporté parallelement a lui-méme,
niere que son bras de levier AB fat venu
la position parallele CD.
second lieu, le couplf, (P, —P)
‘appliqué perpendiculairement sur AB,
s le plan de ce couple, sous un angle
aque avec AC, la droite CD==AB, et
posons que ces deux droites se coupent au
B I de leurs longueurs respectives , et
variablement fixées entre elles,
mppl?q‘ue a angle droit sur CD deux
ontraires (P, —P/) (P, —P") égaux
vei au couple proposé (P,—P), ces
ples se détruiront dleux - -mémes, et
quent leffet du couple (P, —P ) ne
pas cbange. Mais, d'un autre coté , les
uples(P =P ), (P, —=P"); se detrm—

‘eux-mé
mes : car, avec un peu d’at-

autres. )

Soit d’abord le couple (P,—P) (fig. 18)
appliqué perpendlculalrement sur AB; pre~
nons ot 'on voudra , daus le plan de ce couple
ou dans tout autre plan parallele, la droite
CD, égale et parallele a AB : joignons AD et
BC, qui seront dans un méme plan et se cou=
peront visiblement au milieu I de leurs lo
gueurs respectives; et supposons enfin les
droites AB et CD liées entre elles d'une ma-
niére invariable. ]

Si I'on applique sur la ligne CD, paralléle=
ment aux forces P et— P, deux couples con-
traires (P, —P"), (P", —P"), égaux entre eu :
et au couple proposé (P,—P), il est évide nt
que ces deux couples se détruiront d'eu
mémes , et que par conséquent leffet du cou
ple (P, —P) ne sera pas changé. Mais, d’u
autre coté, il est facile de voir que les deu
couples (P,—P) et (P",—P") se détruisent
aussi d’eux-mémes; car le point I étant a la A
fois le milieu des deux lignes AD et BC, les D Voit que les deux forces égales P

i g o ] i
deux forces égales et paralleles P et P, appli- g‘eszlrencontrem en G, donnent une
quées sur AD, donnent une résultante parfa i B dg e et directement opposée i la
7. € des deux forces — P ¢ pv qui se
*enten H. On peut don
ples (P, ¢ supprimer les
: a-P) (P!/ P'/), rg | o
..

forces— P et— P, appliquées sur BC. On pe |

primer les deux couples (P, —P),

Fig. 19.
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gé en un autre (Q,— Q) de méme sens,
wé sur un bras de levier BC différent du
premier, pourvi quon ait P:Q :: BC: AB,
ou P > AB= Q x BC, c’est-a~dire pourvu que
momens de ces couples soient égaux.
renons, en effet, sur le prolongement de
_‘g‘,qefpartie quelconque BC, et appliquons
. BC parallelement aux forces P et—P,
couples (Q,—Q), (Q,— Q') égaux et

raires : leur effet sera absolument nul, et
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resle plus que le couple (P/, — P') appliquy‘h
sur CD, lequel n’est, pour ainsi dire, que le
couple primitif quon aurait tourné dans son
plan, de manitre que son bras de levier
fat venu dans la position oblique CD. .

De ces deux propositions réunies, on peu t
conclure qu'un couple quelconque, sans qu
son effet soit changé, peut étre transporté dan
son plan, ou dans tout autre plan parallele,
telle position qu'on voudra : car on peut d 2
bord le transporter parallelement a ses for
dans le plan donné, de maniére que le mili
de son bras de levier tombe au point donné
quon voudra, ¢t Uon peut ensuite le tourn

équent celui du couple (P,—P) ne sera
angé. Mais, d’'un auntre coté, si 'on sup-
que les forces P et Q, et par conséquent
t Q, sont en raison inverse des lignes AB
C, leur résultante, qui est égale aP+4-Q’,
en B, et détruit évidemment les forees
ires—P,— Q' qui s’y trouvent. On peut
~supprimer les quatre forces P, Q', —P,
', etil ne reste plus que le couple (Q,—Q)
oliqué sur BC, lequel remplace le couple
sé (P,— P) appliqué sur AB.
, S
4 388 op o Corollaire.

Transformation des couples; leur mesuren‘

autour de ce point, de maniére a 'amener dans
la position donnée; ou, réciproquement, o 1
peut le tourner d’abord dans son plan, de maﬂ:
niere que ses forces deviennent paralleles am
nouvelles directions qu’on veut leur donner, ‘
ensuite le transporter immédiatement dans:
position donnée. i

1 n'est pas difficile de conclure de la que
&‘fsj des couples sont proportionnels &
'IH meuns.

e effet, Yon peut voir d’abord que deux

Lemme.

R
i,
O,

50. Un couple quelconque (P,—P) (fig 2
appliqué sur un bras de levier AB, peut ét i.;,




Fig. a1.
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couples (P,—P), (Q,— Q) (fig. 21), qui agise |
sent sur les bras de leviers égaux AB, CD, sont
entre eux comme les forces P et Q de ces
couples : car si 'on suppose les forces P et Q ‘
entre elles comme deux nombres entiers,
comme 5 et 3 par exemple, en partageant
chaque force P et—P en 5 forces égales, et
chaque force Q et— Q en 3 forces égales entre
elles et aux premiéres, on pourra considérer
le couple (P,—P)comme la somme de 5 cou-
ples égaux et de méme sens, appliqués parfai-
tement I'un sur l'autre, et le couple (Q, — Q)
comme la somme de 3 couples égaux entre
eux et aux premiers, aussi appliqués 'un sur
Pautre. Les intensités des couples (P, —P),
(Q,—Q), seront donc entre elles comme 5
23, ou comme Pi Q. Siles forces P et Qsont
incommensurables, on fera le raisonnement
connu, etc. '

Maintenant soient deux couples quelconquesifﬂf
(P,—P),(Q,—Q); soient p le bras de leviér
du premier, et ¢ le bras de levier du second =
le couple (Q,—Q) agissant sur la ligne ¢, est

équivalent au couple (lg’ Q, --%Q), qui agi- .

rait sur la ligne p; car les momens sont égaux
de part et d'autre, le premier étant Qq, etle

second , I%Q .p=0Qq. Ainsi, au lieu des deux

0

. il
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couples proposés, ona ces deux-ci (P, —P),

@ (g 0Q, __g Q) quiontun méme brasde levier p.
RY

Mais les intensites M et N de ces deux couples
§gnt entre elles comme leurs forces, et par

conséquent 'onaM:N: P: }g) Q, ou bien
M:N: Pp:Qq.

1§ R

52, Puisque deux couples sont entre eux
dans le rapport de leurs momens, il s’ensuit
que le moment d’un couple est la mesure de
son effort ou de son intensité : car si 'on prend
pour unité de couple, celui qui est composé
de deux forces égales 2 l'unité de force, ap-
pliquées sur un bras de levier égal a l'unité
de ligne, le couple (P, —P) au bras de le-
vier p, contiendra autant de fois I'unité de
couple, que le moment P x p contiendra le
x’o‘mem 1X 1, c’est-a-dire contiendra I'unité.

-
iy

o Remarque.

~ 53. Pour comparer entre elles les grandeurs
ou jes intensités des couples , on pourrait
prendre aussi, au lieu des produits Pp, Qg des
forces par leurs bras de levier rectangulaires,,
les Produits de ces mémes forees par des bras
d?»;&l?’ﬁer obliques sur leurs directions. Mais
’fandrail pour tous les couples que les bras
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de levier fissent le méme angle avec les forces;!
Il est clair qu’alors les bras de levier obliques
seraient tous proportionnels au bras de levier -
rectangulaires, et que par conséquent les nou'—‘fz
veaux momens seraient proportionnels aux

DE STATIQUE. - 59
sme bras de levier, et alors les appliquer
5 sur Vautre.
 Soient P et Q les forces composantes des
:ﬂémxcouples ; p etq, leurs bras de levier res-
: 'v“ﬁé'tifs; et soit D la longueur du bras de levier
~ commun aux deux couples transformés. Au
u du couple (P, — P) au moment Pp, on
tituera le couple équivalent (P, —P’),
- t le moment P'D serait €gal a Pp. On subs-
) " tituera de méme, 4 la place du couple (Q, — Q)
tarisites. g - asoment Qg le couple (Q’, —Q'")aumoment
¥D=0Qg; etces deux couples transformés étant
8s 'un sur autre , sur le méme bras de

premiers. '

Nous emploierons quelquefois ces nouveaux
momens dans la mesure relative de différens
¢ouples; mais nous regarderons toujours les
autres comme la mesure absolue de leurs in-

Composition des couples situés dans un
A 1 o K - . ’
méme plan , ou dans des plans pa- er D, on aura un couple unique résultant,

=+Q),—(P'+Q")], dont le moment sera
(P'+Q)D, ou PD4QD=Pp+Qq.

iAinsi » le moment résultant sera égal  la
mme des momens composans, ou hien 4 leur
iFﬂ’é-r{mce » selon que les forces P’ et (', qui
nt a la méme extrémité du bras de le-

ralléles.
Théoréme I.

54. Deusx couples situés, comme onvoudra,
dans le méme plan ou dans des plans, paral .
léles, se composent toujours en un seul, qui est
égal & leur somme., s’ils tendent & faire tourner
dans le méme sens, ou égal a leur différence C ires.
s'ils tendent a faire tourner en sens contraires.’

En effet, on peut d’abord ramener ces deux
couples dans un méme plan , ensuite ramener
fux a deux , que 'tant de couples qu'on

en deux autres equlva]ens qui auraient u ra, situés d'une AR quelconqﬁe T



58 ELEMENS

un méme plan ou dans des plans paralleles, se
réduiront toujours a un seul, égal 2 la somme
de ceux qui tendent a faire tourner dans un
sens , moins la somme de ceux qui tendent a
faire tourner dans le sens contraire.

Et réciproquement, on pourra décomposer
un couple donné en autant d’autres qu’'on vou-
dra, situés dans le méme plan ou dans des
plans paralléles. On pourra méme prendre a
volonté tous ces couples, hors un seul; car il

suffira que la somme de ceux qui agissent

dans le méme sens, moins la somme de ceux
qu agissent en sens contraire, soit égale au
couple proposé.

Composition des couples situés dans des
plans quelconques.

‘Théoréme I1.

55. Deux couples situés , comme on voudra,
dans deux plans qui se coupent sous un angle
quelconque , §e composent toujours en un seul.

Et silon représente les momens de ces cou- k

ples par les longueurs respectives de deux
droites tirées sous un angle égal a celui des
deux plans, et quion achéve le parallélo-

gramme , le moment du couple resultant sera

DE STATIQUE. 59
' mpr,e’senté par la diagonale. de ce parallélo-
‘gramme ; et le plan de ce couple partagera
Langle que font entre eux les plans des cou-
ples composans , comme la diagonale du pa-
rallélogramme partage Uangle que font les
dewx cétés adjacens.
éasSi)_ient en effet les deux couples proposés,
situés dans les deux plans AGM, AGN (fig. 22),
qui se rencontrent suivant AG; et supposons
qu'on ait d’abord changé ces deux couples en
deux autres respectivement équivalens, qui
auraient un méme bras de levier.
~ En quelque lieu que soit situé le couple
- (P,—P) dansle plan AGM, on pourra le ra-
mener dans ce plan 4 angle droit sur I'inter—
-~ section AG, de maniére que son bras de levier
AB tombe sur I'intersection AG (49). Deméme,
@;.q!ﬁglque lieu que soit situé le couple (Q,—Q)
dans le plan AGN, on pourra le ramener aussi
a angle droit sur la méme intersection ; et de
‘fg?niére que son bras de levier, égal au pre-
- muer, coincide avec lui en AB.
3 ~Alors les deux forces P et Q appliquées en
Qﬂ gﬁ,qomposeront en une seule R appliquée
- AU méme point A, et représentée par la dia-
;.EJAI? du.Parallélogramme construit sur
(deux lignes AP, AQ, qui représentent les
% P et Q. Les deux forces — P, —Q ap-

Fig. 22.
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pliquées en B, se composeront aussi en une

seule — R appliquée en B, parfaitement égale,

paralléle et contraire & la premiére; et 'on

aura, au lieu des deux couples(P,—P),
Q,— Q) le couple unique (R, — R) appliqué

sur le méme bras de levier AB.

Puisque ces trois couples ont un méme bras

de levier, leurs momens respectifs sont pro-
portionnels aux valeurs des trois forces P,Q, R.
Donc, si I'on représente les momens des deux
couples composans par les deux lignes AP,
AQ qui leur sont proportionnelles, le moment
du couple résultant sera représenté par la dia-
gonale AR du parallélogramme APRQ cons-
truit sur ces lignes. Or, il est visible que les
angles formés par les trois lignes AP, AQ, AR,
mesurent les angles que font les trois plans ;
donc le plan du couple résultant partage I'angle

des deux autres plans, comme la diagonale AR :

partage I'angle PAQ des deux cotés adjacens
AP, AQ. Donc, etc.

Corollaire.

56. On pourra donc toujours reduire 4 un
seul tant de couples que 'on voudra, appli-

qués a un corps d’'une maniére quelconque dans

V'espace : car, en les composant successivement
deux 2 deux , comme nous venons de faire,

DE STATIQUE. 61
on arrivera nécessairement a un couple unique
dont on connailra le plan et la grandeur, et qui
sera équivalent a tous les autres.
Réciproquement, on peut toujours décom-
poser un couple en deux autres situés dans deux
plans donnés, pourvu que ces plans et celui du
couple propose se rencontrent suivant une
méme droite (ou suivant des droites paralle-
les; car, en transportant le plan de I'un de ces
couples parallelement a lui-méme , ce qui est
permis (49), on rassemblerait leurs trois in-
tersections paralleles en une seule).

Remarque 1.

57. Pour opérer cette décomposition, on
naura qu’a suivre dans ordre inverse le pro-
¥eedé que nous venons de donner pour la com-
position de deux couples; ou bien I'on em-
ploiera la méthode suivante, qui est tres simple,
et dont nous nous servirons quelquefois.

Soit AZ (fig. 23) la commune intersection
des trois plans : menons a volonté un plan YAX
qui les coupe suivant les trois lignes respec-
lives AY, AV, AX; et soit ZAV le plan du
rcouple proposé.

~ En quelque lieu que ce couple (P, —P) soit
mtue dans le plan ZAV, on peut le placer

Fig. 23.
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de manicre que ses forces soient paralleles i
Iintersection AZ , et que la direction de l'une
d’elles, comme de la force — P, coincide avec
cette méme intersection. Alors la direction de
'autre force P rencontrera quelque part en B
la droite AV, et l'on aura le couple (P,—P)
appliqué d’une maniere quelconque sur AB,
comme on le voit dans la figure. Maintenant
formons , suivant les directions AY, AX, avec
AB commie diagonale, le parallélogramme
BCAD; et a 'un des angles Cou D, en D par
exemple , appliquons deux forces contraires
P/, —P, égales et paralléles aux forces P et—P
du couple proposé. L'effet de ce couple ne sera
pas changé. Mais actuellement, au lieu du
couple (P, —P) appliqué sur la diagonale
AB, on peut en considérer deux autres: l'un

(P’, — P) appliqué sur le c6té AD dans I'un

des plans donnés ZAY ; lautre (P, —P') ap-

pliqué sur BD parallélement a2 lautre plan
ZAX. Or, ce couple peut étre transporté pa-
rallelement a lui- méme dans ce plan ZAX,
sur le coté AC = BD; et I'on aura alors, au
licu du couple (P, — P ) appliqué sur la diago-
nale AB, deux couples (P, —P), (P, —P),

composés de forces égales et paralléles aux pre- .

micres , appliqués dans les deux plans donnés
sur les cOtés AD, AC.

DE STATIQUE. 63

Remarque 11.

58. Si 'on supposait que le plan YAX fut
mené perpendiculairement a la commune in-
tersection AZ des plans des trois couples, les
forces de ces couples seraient perpendiculaires

';g;qx lignes AY, AV, AX, et comme ces forces

sont égales, les momens des couples seraient
proportionnels a leurs bras de levier AD, AB,

. AC; et d’apres ce que nous venons de dire , On

retomberait sur le théoréme précédent (55);
ce qui fournit, comme on voit, une nouvelle
démonstration de ce théoreme.

Remarque I11.

59. Cette doubl@ démonstration vient de la
double maniére dont on peut transformer les
deux couples avant de les composer. Dans la
premiére, on commence par leur donner un
méme bras de levier avec des forces différentes ;
.d!ms laseconde, on leur donne les mémes forces
avec des bras différens.

- Uy aurait une troisieme démonstration qui
se ferait sans rien changer aux deux couples

Proposés. Car soient (P, —P) et (Q, — Q),

(fig. 23 bis), deux couples appliqués perpen- Fig. 1.

bis.

diculairement au plan du triangle ABC, sur
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les bras respectifs AB, AC; et supposons que
les deux forces P et Q qui‘tirent en B et C
soient de méme sens. Il est clair que ces deux |
forces se composent en une seule P 4 Q de
méme sens, et appliquée au point g qui divise
la base BC dans la raison réciproque de Pa Q.
Les deux forces —P et —Q qui lirent en A
se composent de méme en une seule — (P-1-Q)

G X AB=BC < Al, et Bg X AC=BC'>< Am.
~ gubstituant ces deux nouveaux produits a la
3 place des deux premiers, etsupprimant partout
e facteur commun BC, on a les trois momens
~ dont il agit dans la proportion des simples
. lignes AL, Am , Ag ; ce quil fallait démon-
trer. \
arl .
- . On peut varier encore ces démonstrations ;

" mais il y a une maniére bien plus simple de
présenter la composition des couples, comme
~ nous allons le voir dans Particle suivant.

appliquée au point A ; et si l'on fait, pour
abréger, P4 Q =R, on a le couple résultant
(R, — R) appliqué sur Ag dans un plan per-
pendiculaire au triangle ABC. 1

Maintenant, que du point g, on méne deux
paralleles aux cotés AB et AC, et qu’on achéve
ainsi le parallélogramme Algm ; il s'agirait de

' 59 an‘ 4

. Expression plus simple des théoremes
. qui ‘concernent la composition des
; | . _ .
prouver que les momens de nos trois couples, . gibuples. »

g ] 4 S i ' . "
savoir : : .‘ 4 .%§69e‘A‘3 lieu de déterminer la position d’un

- couple par celle de son plan, on peut la déter-
- miner par la direction d’une droite quelconque
wggypf;p(;liculaire a ce plan, et que I'on pourra
- nommer 'axe du couple. Puisquun couple

sont entre eux comme les cotés A, Am et la 5‘
diagonale Ag de ce parallélogramme. Or, clest
ce qui est facile ; car en mettant, au lieu des
forces P, Q, R, les trois lignes Cg, Bg, BC, qui

) . , - dans son plan ou dans tout autre plan paral-
leur sont proportionnelles, on voit que ces mo- 11

(49, 1l est visible que I'on connaitra la
ition d’'un couple dans l'espace , lorsque
on connaitra la direction de son axe : car, en

mens sont enire eux comme les trois produits

Cg x AB, Bg > AC, BC x Ag.
' vant ot 'on voudra sur cet axe un plan

Mais les triangles semblables donnent : 5
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perpendiculaire , on pourra prendre ce p]au:;F

pour celai du couple proposé.
A1n51 la posmon de différens couples para

sera , pour ainsi dire, I'axe commun.

Si les couples sont situés dans des plaq;‘,
quelconques , on supposera d’abord , pour plus
de clarté, qu'ils soient transportés dans des 1

plans respectivement paralléles , tous conduits
par un seul et méme point A, pris i volonté

dans Pespace, et qui deviendra le commun
centre de tous ces couples : et si I'on prend ce 4
point pour l'origine des perpendiculaires qu’on
éleve a ces plans respectifs, la position des dif-
férens couples se trouvera donnéde par celle |
d’autant de droites partant d’un seul point, et 1

faisant cntre elles les mémes angles que Ies
plans des couples proposés.

De plus, si, 4 partir de ce point A, on porte

sur ces droites des longueurs AL, AM, AN, etc., -
proportionnelles aux momens respectifs de ces |
couples , que je désigne ici par les simples let-
tres L, M, N, etc., chacune de ces lignes ter-

ala f015 laxe et la grandeur du couple L qui |
lui correspond.
Enfin, si Ton veut que Ia méme ligne AL |

DE STATIQUE 61
puisse encore indiquer le sens dans lequel ce
couple agit (ce qui est nécessaire pour achever
la détermination complete du couple), il n 'y
aura qua faire une convention toute sem-
blable & celle qui regarde les simples forces.
Or, pour une simple force P appliquée en A
el qu'on représente par une certaine ligne AP,
celte convention consiste , comme on I'a dit
( 11 ), en ce que Paction de cette force a
toujours lieu de A veys P, ou que la force tire
de A en P. Ici, pour un couple L appliqué
autour du centre A, et dont je représente
l'axe et la grandeur par la ligne terminée AL,
je supposerai toujours que le sens du couple
ou de la rotation qu’il tend & produire est tel

que, si Uon se placait au point Li, considéré

comme le nord, pour regarder devant soi le
point A, considéré comme le midi, on verrait
la rotation se faive de l'orient & I'occident, ou
de la gauche a la droite, comme se fait & nos
yeux le mouvement du soleil. C'est d’ailleurs le
sens ordinaire dont la main fait tourner la plu-
part des instrumens de rotation ; et cest dans
ce sens convenu qu'agira pour nous le couple
représenté par la ligne AL.

On peut adopter, si I'on veut, la convention
contraire , pourvu qu'on s’y conforme avec le
méme soin pour tous les couples dont il 'agit

B
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niéme proposttion.

Au reste, on voit qu'une des deux conven+ |
tions , comme la premiere, nous suffit; caw,
s'il fallait indiquer dans la figure un couple L/
contraire a L, on le représenterait de méme

par une ligne AL, mais portée de I'autre coté
du point A sur le prolongement de la prex
miere. Ii est claiv, en effet , que ce second
couple qui, vu do point L', ferait tournep
dans le sens convenu , cest-a-dire de gauche
a droite, étant vu du point L, ferait tourner de
droite a gauche, et serait réellement contraire

au premier.

Par cette maniere de déterminer les couples
et d’en indiquer les sens simualtanés , on voit

donc que la représeniation geométrique de
tant de couples qu'on voudra, appliqués sur
un corps dans des plans quelconques, devient

parfaitement la méme que celle d’autant de

simples forces appliquées sur un point; et l'on
va prouver tout a 'heure que leur composi-

tion peut sexprimer par des lois toutes sem~ 1
blables. Tout se réduit en effet 4 la démons-
tration du théoreme suivant, qui remplace le {
théoréeme 1II, et qu'on peut nommer le paral-

lélogramme des couples.

DE STATIQUE. bg
Théoréme.

61. Si deux couples L et M sont représentés,
pour leurs axes et pour leurs grandeurs, par
les deux cotés AL et AM d'un parallélogramme
ALGM, ces deux couples se composent en un
seul G représenté, pour son axe et pour sa
grandeur, par la diagonale AG de ce paralle-
logramme.

En effet, que du point A et dans le plan du
parallélogramme ALGM (fig. 24), on meuc
deux lignes Il', mm' perpendiculaires et propor-
tionnelles aux deux cotes respectifs AL et AM,
et qui soient toutes deux coupées par lear mi-
lieu au point A, Sil'on acheve les parallélo-
grammes Algm, Al'g'm’, il est clair que ces
parallélogrammes seront égaux entre eux, et
semblables au premier ALGM, et que par con-
séquent la ligne gg’ sera aussi perpendiculaire
¢t proportionnellc a la diagonale AG, et coupee
eén son milieu au point A.

Maintenant, que sur ces lignes /', mm/,
tomme bras de levier, et dans des plaus per-
pendiculaires 4 la figure, on applique deux
Couples composés de forces égales, le premier
(@ —P)surlaligne I, etle second (P, —P)
‘snr mm'; et supposons, pour nous conformer
ala convention ci-dessus (60), que ces couples

Fig

24.
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tendent tous deux a faire tourner de gauche & | ‘7.
droite quand on les regarde I'un aprés l'autre
des points Let M. Tl est évident que ces deux
couples peuvent étre pris pour ceux que les
cOtés AL et AM représentent : car 1°. ils sont
situés dans des plans perpendiculaires a ces
cotés; 2°. ils ont des momens proportionnels
aux mémes cotés; et 3°. leurs sens simulta=

nés sont conformes 4 la convention établie

Or, il est aisé de voir que ces deux couples
se composent en un seul, représenté de méme
parla diagonale AG. En effet, les deux forces P
et P appliquées en [ et m se composent en une
seule 2P parallele et de méme sens, appliquée
au point ¢, qui est le milieu de Im, et par
conséquent, le milieu de Ag. Demémeles deux 7

forces — P et—P en !’ et m’, se composen

en une seule — 2P appliquée en ¢/, milien de
Ag’; et 'on a le couple résultant ( 2P, — 2P)
appliqué sur la ligne cc’, ou simplement, le
couple (P, — P) appliqué sur la ligne double $
gg'. Or ce couple est évidemment perpendi- -
culaire et proportionnel a la diagonale AG, et
fait aussi tourner de gauche a droite quand oq;{'
le regarde du point G. Donc, etc. 0

Nous aurions pu tirer ce théoreme de I'une .
des démonstrations qui précedent, mais nous
avons préféré d’en faire ici la démonstration

DE STATIQUE. 71
immédiate, et sur une nouvelle tigure, ou I'on
vit trés clairement les sens relatifs que doivent
avoir ensemble les trois couples que l'on y
considere.

Remarque 1.

62. On voitici, par un raisonnement tout-
3-fait semblable & celuidun n° 37, que si deux
couples agissent dans des plans qui se coupent,
ou qui ne sont point paralleles, ils ne peu-
vent jamais donner un couple résultant nul,
2 moins qu’ils ne soient nuls tous les deux a
la fois.

Remarque 11.

63. Lorsque les plans des couples compo-
sanssontrectangulaires entre eux, lesdeux axes

AL et AM sont aussi rectangulaires, et dans

B e rectangle ALGM, on a AG ;—_XL—:I-AM:

de plus, si 'on nomme @ et B les angles que
fait la diagonale AG avec les deux cotés adja-
cens AlL, AM, on a

AL = AG. cosa, AM = AG. cos 3.

] “+"Donc en désignant simplement les trois mo-
~ mens respectifs par les lettresL, M, G, on 4,

pourle moment G, G* = L*4M?*, d'oit
Ga= v 'Ijé":‘:"'M's’ i

- 11
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et, pour lesangles = et B que son axe faj
avec les axes des deux autres, L= G cos &«

M = Gcos 8, dout
cos @ =1 BN
- COS — —G_
Remarque I11.
En général, si l'on nomme ¢ langle que
- font entre eux les deux couples composans

ou leurs axes AL et AM, on aura dans le pa
rallélogramme ALGM , a

AG2= Ea—}- AM e 2AL x AM. cos @
et par conséquent
G* = L* 4+ M* 4 2L.M cos ¢;

ce qui donne le couple résultant G par l‘es‘.‘

couples composans L et M, et leur inclinaison.

mutuelle . "

Si I'angle @ est nul, on a cos @ =1, et

vient ‘
G=L-+M;

ce qui s'accorde avec ce qu'on a déja vu : car.
les deux couples sont alors dansle méme plan
et de méme sens, et ils se composent en un seul’
égal a leur somme. ‘ A

Si Pangle ¢ est égal & deux droits, ona
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cos p=—1, et il vient G =L —M; ce qui
doit étre; car les deux couples sont alors de
sens contraires , et ils se composent en un seul
égal a leur différence. '

Lorsque ¢ est un angle droit, cos ¢ = o,
etl'ona G = V/L*+M?*, comme ci-dessus.

Remarque 1V,

De la composition de deux couples, il est
bien facile de s'élever & la composition;de tant
de couples qu'on voudra, et il est évident
qu'on aura des théorémes tout semblables a
ceux qui regardent les simples forces autour
d’un point : cependant je crois devoir énoncer
et démontrer comme théoreme , le corollaire
suivant, a cause du grand usage qu'on en peut
faire en Mécanique.

T héoréme.

64. Troiscouples représentcs, pour leurs axes
et pour leurs grandeurs, par les trois aretes
contigués d'un parallélépipede , se composent
toujours en un seul représenté, pour son axe
et pour sa grandeur, par la diagonale de ce
parallélépipéde.
‘ Soit en effet A...G (fig. 25) le parallélépi-Fig. 15.
pede; AL, AM, AN, les cotés qui représen-
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tent a Iu fois les axes et les momens des trois -

couples.

Les deux couples représentés par les deux
cotés AL, AM du parallélogramme ALOM,
S¢ composeront en un seul, représenté, pour
son axe et pour sa grandeur, par la diagonale
AO de ce parallélogramme. Maintenant ce
couple, et le troisieme représenté par AN, se
composeront en un seul représenté par la dia-
gonale AG du parallélogramme ANGO. Or,
cette diagonale est en méme temps celle du
parallélépipede ; donc, ete.

65. On voit encore ici, par le méme raison-
nement que celui du n° 42, que si trois cou-
ples agissent dans trois plans qui forment un
angle solide ou qui se coupent en un point
unique, ils ne peuvent jamais avoir un couple
resultant nul, & moins qu'ils ne soient nuls en
méme temps tous les trois.

Remarque.

66. Lorsque le parallélépipede est rectan-
gulaire, en nommant L, M, N les momens
composans, et G le moment résultant, on a
manifestement G* = L* - M* 4 N2,

"En désignantpar 2, y, 5, les trois angles que
la diagonale, ou plutot queI'axe du couple ré-

r
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suliant fait avec les trois axes des couples com-

posans , on a .
L= G cosAx, M=G cos x , N =Gcos v;

dou
cosA:%, cosp,:%, Cosy =7+
Donc, s'il s'agit de calculer le moment ré-
sultant G de trois momens L, M, N, dont les
axes sont rectangulaires, on aura pour sa va-=
leur, G = \/m , et pour .les angles
A, i, v, que son axe faitavec les troisaxes des
pmomens cOMposans,
L
COos A= V—fj——_:—ﬁ—:;—:ﬁ ,
v
cos p = VarE e
N <
COS ¥ = I TNe N

8il s'agit, au contraire, de ,déc0n1pqser un
couple G en trois autres , situcs dans trm? plans
rectangulaires entre cux, ou dont les trois axes
soient rectangulaires, on aura, pour les va-
leurs respectives des momens COmMposans,
L= Gcos A, M =G cos ¢, N= G cos »;
Ay w4, v étant les trois angles que I'axe du couple
douné fait avec ceux des couples composans
cherchés.
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G7. Au reste, nous ne nous arréterons pas

sur ces détails : nous remarquerons seulemem;
qu’entre les sept quantités i, M, N, G, cos )\
Cos (4, €os v, on a quatre équations qui sont :

G*=L*+M4+N*, L=G cos 2, M:=G cos 1,

N = G cos 7, au moyen desquelles, connaissant
d’ailleurs trois de ces quantités, on pourra dé-

terminer les quatre autres.
Il faut pourtant excepter le cas ou I'on ne
connaitrait que les trois angles A , u, »; alors

on ne pourrait obtenir que les rapports des

momens L, M, N, G.

CONCLUSION GENERALE DE CE CHAPITRE.

Composition des forces dirigées comme
on voudra dans Uespace.

68. Soient tant de forces que I'on voudra,
P, P, P , etc., appliquées d'une maniére quel-
conque dans I'espace, a un corps ou systeme
libre.

Je considere d’abord 'une d’elles, la force P

¥ig. 26. (fig. 26),v par exemple, qui est appliquée au

point B. Ensuite, au point A, arbitrairement

pris dans ce corps, ou au dehors (pourvu qu'on |
L’y suppose invariablement fixé), {'applique
deux forces contraires P, — P/, égales ct paral- j

leles a la force P. Il est clair que je nai rien
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changé & Vétat du systeme. Mais je puis consi-
dérer maintenant, au lieu de la force P ap-
pliquée en B, la force P’ appliquée en A, et
le couple (P, — P') agissaut sur la droite AB.
Si, pour plus de clarté, on transporte ce couple
ailleurs, dans un plan quelconque paralléle au
sien, il ne restera au point A que la force B!
égale et paraliele a la force P, et qui n'est en
quelque sorte que cette méme force P qu'on
aurait transportée. parallelemient a elle-méme
de B en A.

Si Ton fait la méme transformation pour
toutes les forces du'systeme a 'égard du méme
point A, il est manifesle que toutes ces forces
viendront s’y réunir parallelement i elles-
mémes, maisquil y aura de plus dans le sys-
teme autant de coupies appliqués provenant
de chaque transformation. Or, toutes les forces
appliquées au point A se composeront en une
seule R, et tous les couples en un seal couple

(S, —8)(fig. 27) appliqué sur unc certaine Fig. a7.

droite BC.

Ce qui nous apprend que fant deforces que
Lon voudra appliquées d’une maniére quel-
conque ¢ un corps , peuvent toujours se réduire
@ une seule force et & un couple unique, les-
quels seront en général situcs dans des plans
différens.



ELEMENS
Observons, en passant, que la quantité,
direction et le sens de la résultante R seront
toujours les mémes, en quelque lieu qu’on ait’
pris le point A. En variant la position de cg
point, la résultante R ne fera que se trans-
porter parallélement a elle-méme en différens
lieux de I'espace ; mais le plan et la grandeup
du couple résultant (8§, — S) changeront né=
cessairemcnt. '

78

2 2

Corollaire I,

Qui contient les lois de Uéquilibre de tout
systéme libre.

=i

69. Un couple ne pouvant jamais étre tenu
en équilibre par aucune simple force dirigée
comme on voudra dans l'espace, il résulte de l
ce que nous venons de dire quil ne pourra
jamais y avoir équilibre dans le systeme, & -
moins que la résultante R des forces me soit f
nulle d’elle-méme, etque lemoment du couple
résultant (S, — S) ne soit aussi nul de lui-
méme. E

Ainsi, toutes les forces appliquées aw sys-
téme étant transportées parallélement a elles- !
mémes en un point quelconque du systéme ou*
de Uespace, doivent sy faire équilibre entre
elles ; et tous les couples qivelles procuisent en
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se transportant en ce point doivent aussi se
faire équilibre entre eux.

Remarque.

70. Telles sont, pour un systeme libre quel-
conque, de forme invariable, les deux con-
ditions d’équilibre nécessaires et suffisantes,
c’est-a-diresans lesquelles 'équilibre ne pourra
subsister, et telles qu’il aura manifestement
lieu, si elles sont remplies.

Pour développer ces deux conditions, il
faudra remonter ala valeur de la résultante R,
et a la valeur du couple résultant (S, —§), en
conservant les lois qui lient la résultante a ses
composantes , et le couple résultant aux cou-
ples composans, faire ensuite la force R et le
couple (S, — S) tous deux nuls, et voir quelles
relations cela établit entre les forces primitives
appliquées au systeme. On obtiendra de cette
maniere les conditions de l'équilibre, expri-
mées au moyen des seules forces données im-
médiatement par I'état de la question; ce qui
est la solution du probléeme que nous avions en
en vue.

‘Mais tous ces dcveloppemens qui, d’apres
Jes principes posés ci-dessus, ne sont plus
qu'une affairede Géométrie et de calcul , feront
Yobjet du chapitre sunivant.
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2 tduiront & un seul couple, et cles
Corollaire 11, ' rédu ple, est le seul cas

qui puisse arriver. ,
Qui contient les conditions nécessaires pour 1l faut donc au moins que les deux forces R
que toutes les forces appliquées au systéme

aient une résultante unique, lorsqu’elles ne se
i

et R’ forment ensemble un couple. Mais pour
que ce couple fasse équilibre au couple (S,—S),
font pas équilibre. il est nécessaire qu’il soit situé dans le méme
plan ou dans un plan parallele, sans quoi ces
deux couples se composeraient toujours en un
~ seul qui ne pourrait jamais étre nul (62, et il
-1’y aurait pas équilibre. Donc la direction de
la résultante R doit étre-parallele au plan du
- couple résultant (S, — 8); et par conséquent,
toutes les forces appliquées au systéme ne
pourront jamais se réduire ¢ une seule, moins
que la résultante de ces forces transportées pa~
rallélement a elles~mémes en un méme point ,

71. Toutes les forces appliquées au sysieme:
étant ramendes, ainsi que nous venons de le
voir, i une seule force et 4 un couple, suppo=
sons que cette force R et le couple (S, —.8)
puissent se réduire a une seule force, ou, si
Pon veut, qu'une force unique R’ fasse équi= :
libre au couple (S, —'S)eta la force R. 2

Puisqu’il y a équilibre entre les deux forces |

R, R'etlecouple (S, —8), je dis que les deux
forces R et R’ doivent former un couple con=

} - Wait une direction paralléle au plan du couple
- 7résultant; et cela , en quelque lieu de Uespace
~ quon ait pris d'abord le point ot lon a trans-
- porté toutes les forces.

~ Cette condition est nécessaire, et il est clair

’ s 7 i .
quelle suffit en général ; car, & moins que la

traire et équivalent au couple (8, — S), et si=
tué dans le méme plan, ou dans un plan paral-
lele ce qui estici la méme chose. :

Car il ne peut arriver que trois cas : ou les
deux forces R et R’ seront susceptibles de se

réduire 2 une seule, et alors cette force ne résultante R ne soit nulle. on sera TR
1 ne s , g

‘:'maitre d’app-‘liquer au systeme une force R’
- qui soit égale, parallele et opposée a la force
~ R, et qui forme avecelle un couple (R, —R)
: de s contraire & 'égard du couple (S,‘—- S),

et d'un moment équivalent. Cette force es-

6

pourra faire équilibre au couple (S, — §); ou

et alors ce couple et le proposé (S, —8) se ré d
duiront 4 un seul, qui ne pourra pas étre en
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timée en sens contralre sera la résultante ge..g
nérale. i
.. Aureste, on pourra prendre immédiatement
cette résultante ; car si la force R appliquéeeu,l
A est paralléle au plan du couple (S, — S), on

avec la force R, et alors les trois forces Ry §
et — S étant dans le méme plan, se compose=
ront toujours en une seule, éga]e et parallele

a R, et quisera la résultante unique de toutes*:
les forces.

72. Dans le casoula force R est égale a zéro
iln’y a point de résultante unique. Car toutes
les forces du systeme sont redultes au %cul

dente qui exige que la force R soit parallele axi
plan du couple (S, — 8), il faut joindre encore
celle-ci, comme condition partxcullere quela
force R ne soit pas égale @ zéro. (A moins qu il b
n’y ait équilibre, auquel cas laforce résultante

etle couple resultant étant tous deux nuls on ;

et telle position qu'on veut dans'espace : mai
nous avons exclu le cas de I'équilibre.)
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Remarque 1.

75. Lorsque le couple résultant (S, —S)
(fig. 28) et la force R ne sont pas dans des plans Fig. 28.
paralleles il n’y a jamais de résultante unique.
Seulement en transportant le couple (S, —S)

arallelement a son plan, on peut amener Pex-
trémité B ou C de son bras de leviersur le point
A, et alors les deux forces R et S appliquées
en A se composent en une seule T ; et toutes les
forces du systeme sont réduites i deux autres T
et — S non situédes dans le méme plan.

Ce qui nous fait voir d’abord que tant de
Jorces que Uon voudra , dirigées arbitrairement

dans Uespace, peuvent toujours se reduire a
deux au plus non situédes dans le méme plan.

Mais il est clair que cette réduction peut avoir
lieu d’une infinité de maniéres, méme sans dé-
placer le point A ou F'on rassemble toutes les
forces; car le couple (S, —8S) pourrait étre
changé en une infinité d’autres equlvalens et
de plus tourné sur son axe dans une posmon
quelconque, et I'on arriverait ainsi a une infi-
nité de;systémes différens de deux réduites non
situées dans le méme plan.

A la vérité, on pourrait choisir, entre ces
systémes, celui ou l'une des forces serait per-
pendiculaire au plan du couple, et Tautre

6..




Fig. 29,
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dirigée dans ce méme pian; car, imaginez la

résultante R décomposée en deux forces, I'une
V perpendiculaire, Pautre U paralléle au plan
du couple (S, — 8) : la force U et le couple pa-

rallele (S, —S) se réduiront toujours a une.
seule U’ égale et paralléle a U; et ioutes les

forces appliquées seront réduites a deux autres
V et U’ de directions rectangulaires dans Ues-
pace. Ainsi, des _forces quelconques peuvent se
réduire a deux forces de directions perpendi-
culaires entre elles, et dont l'une passe en un
point A donné a volonté. Mais cette réduction
elle-méme, qui souffre d’ailleurs une excep-
tion, n’a guere plus d'utilité que la précédente,
et nous nenous y arréterons pas davantage.

Remarque 11.

74. La seule conséquence qu’il soit bon de
remarquer est cette autre proposition réci-
proque : que deux forces non situées dans le
méme plan ne peuvent jamais avoir de résul-
tante unique.

Et en ‘effet, on peut toujours supposer que
ces deux forces proviennent: 'd’une autre force,
et’d’un couple qui ne lui était pas paralléle.

Maie si on veut voir la chose directement ,
soit AB (fig. 2g) la commune perpendiculaire
aux directions des deux forces P et Q non si-
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uées dans le méme plan, et dont aucune n’est
supposée nulle. Je transporte P parallelement
i elleeméme de B en A, et jai deux forces P’
et Q appliquées au méme point A, et un couple
(P, — P’) appliqué sur AB. Or, au point A,
les forces P’ et Q qui, par hypothése, font
entre elles un certain angle QAP’, se compo-
sent en une seule R di'rige'e dans l'intérieur de
cet angle. Mais cette force R ne peut étre paral-
lele au plan du couple (P, — P’), puisqu’elle
fait avec ce plan un angle RAP’ qui ne peut ja-
mais étre nul, & moins que Q ne soit nulle, ce
qui est contre lasupposition : donc (71)lesdeux
forces Pet Q nonssituées dans le méme plan ne
peuvent jamais avoir de résultante unique; pro-
position qu’on regarde ordinairement comme
évidente , mais qui avait besoin d’étre démon-
trée.
Remarque 111,
=5. Clest, au reste, le seul cas général oy
Pon puisse assurer que des forces ne sont pas
réductibles & une seule; car, désque I'on consi-
dére seulement trois forces, il résulte de notre
théorie qu'elles peuvent avoir une résultante
unique, quand hien méme il n’y aurait aucune
rencontre entre les directions de ces trois forces
dans Pespace.

Soient , en effet, trois forces P, Q, R que je
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suppose, deux & deux, non situées dans le

méme plan, ou méme telles que, s'ily enavait
deux dansle méme plan, autre ne firt en méme
plan ni avec la premiére, ni avec la seconde.

Je choisis deux de ces forces P et Q qui ne

soient pas situées dans un méme plan; etje les

imagine transportées en un méme point A pris
sur la direction de la troisieme force R. Ces

deux forces P et Q viennent s’y composer en

une seule V, et donnent deux couples qui se

composent en un seul (S, — S); et le plan de
ce couple ne passe pointpar la direction AV de

la force V (74).

Cela posé, si la résultante des deux forces

V et R, appliquées en A, se trouvait dans le

plan du couple (S, — 8) qui passe au méme

point, les trois forces proposées P, Q, R se-

raient réductibles & une seule (71). Or, sans
changer la direction de la force R, on peut
disposer du sens et de la grandeur de cette force
de maniére que la résultante de V etR tourne
autour du point A dansle plandecesdeux forces, 1
et se dirige suivant l'intersection de ce plan
avec celui du couple (S, —S), et tombe ainsi |

dans le plan méme de ce couple. Donc, en
prenant convenablementla grandeur et le sens

de Tune des trois forces P, Q, R, sans rien |
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en général rendre ces trois forces réductiblesa
une seule. : '
.. Je dis en général , parce qu’il y aun cas par-
ticulier ou la chose ne pourrait avoir lieuen
supposant quil y etit un certain rapport donné
entre P et Q, et quon sastreignit a ne faire
varier que la quantité de la troisieme force R :
car, si, par ce rapport de P aQ, il arrivait que
Pintersection du plan VAR avec le plan du
couple fitla direction méme AR de cette troi-
sitme force, on ne pourrait faire prendre a la
résultante de V et R la direction AR, sans faire
la composante R infinie , ce qui est impossible.

Mais, dans ce cas particulier, que I'on com-
mence par changer le rapport des deux forces
P et Q, ou simplement lesens de I'une d’elles,
et le couple (S, — S) qui résultera de leur

~ translation au point A, ne passera plus par la

direction de la troisieme force R ; car, si le plan
de ce couple passait encore par la méme droite
AR, il sensuivrait que AR est la commune
section des deux plans ou sont situés les couples
qui composent (S, — S), et qu’ainsi la force R
est 2 la fois dans un méme plan avecP, et dans
un méme plan avec Q: ce qui est contre 'hy

pothese. :

- Ainsi, quand de trois forces P, Q, R, on
wen peut trouver tout au plus que deux qui
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soient situées en méme plan , il est toujours po
sible de rendre ces trois Jorces réductibles ¢

une seule , sans rien changer & leurs dzrectzom-,
dans Uespace. il

Le seul cas ot 'on puisse dire de trois forces
que leur position seule les rend toujours 1rre-‘
ductibles, estcelui o1, en regardant ces forcesi'
deux & deux, on ne trouve qu’une combinaison
qui présente deux forces non situées en mém
plan. Dans une telle position, quels que soient
les rapports de grandeur qu’on veuille donnera |
ces forces, on ne les rendra jamais capables de
se réduire & une seule.

Remarque 1V .

76. Comme il parait incontestable quun
couple ne peut étre en équilibre autour d’u
point fixe, par exemple, autour du milieu

qui seraient appliqués au méme corps.
Dans le premier cas, il n’est pas nécessaire
que les forces aicnt une résultante nulle d’elle~
méme; il suffit qu'elles aient une résultant
qui passe par le point fixe ou elle sera detrmte
Mais, dans le second, il fant nécessaireme
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que les couples appliqués au corps donuent un
couple résultant nulde lui-méme, comme s'il
n'y avait pas de point fixe dansle corps; car,
si ce couple n'est pas nul de lui-méme, en le
transportant, pour plus de clarté, de maniere
que le milieu de son bras de ievier vienne
tomber au point fixe, il est évident que ses
deux forces ne pourront éire en équilibre au-
tour de ce point,

Et il est encore évident qu'elles ne seraient
pas en équilibre, quand bien méme il y aurait
dans le corps un axe fixe, pourvu que le plan
du couple ne passat point par cet axe , ou ne
fat point parallele & sa direction, ce qui revien-
drait au méme (49).

Ainsi, lorsque différens couples , situés comme
on voudra dans Uespace, sollicitent un corps
ousystéme assujetti atourner autourdun point
fixe, les conditions de Uéquilibre sont absolu-
ment les mémes que si le corps était parfai-
tement libre.

Et la méme chose a lieu dans le cas d’'un axe
fixe, siles couples appliqués sont tellement
disposés qu’ils ne puissent jamais donner un
couple résultant parallele a cet axe; ce qu'on
ne peut assurer d'une maniere générale que
lorsque tous les couples sont dans des plans pa-
ralleles qui rencontrent laxe fixe en le coupant.
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CHAPITRE IL

DES CONDITIONS DE I’EQUILIBRE.

77. Nous venons de voir (68) qu'on peut  .§‘

Fig. 6. transformer chaque force P (fig. 26) qui agit
sur un systeme en un certain point B, en une
autre force P’ égale, paralléle et de méme sens,
appliquée en un autre point A pris a volonté
dans l'espace, et en un couple (P, — P) appli-
quésur AB, et dont I'énergie est mesurée par le
moment P > AI, AI étant une perpendicu-
laire abaissée du point A sur la direction de la
force P; que, de cette maniére, le systeme
peut étre considéré comme sollicité par la ré-
sultante de toutes les forces qui se seraient
en quelque sorte transportées parallelement a
elles-mémes au point A, et par le couple ré-
sultant de tous les couples qui naissent de ces
transformations. Nous avons vu que pour I'é-
quilibre, cette résultante et le moment du

couple résultant doivent étre nuls tous les deux
a la fois.
Nous pourrions développer sur-le-champ ces

1
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De UPéquilibre des forces paralléles q
situées dans un méme plan.

78.Soient?, P/, P, P (tig. 50)3 etc.,les fiiﬁ'e::- Fig. 30,
rentes forces paralleles. D'un p?mt A pris ou
Yon voudra dans leur plan, abaissons e
pendiculaire commune sur leurs‘ directions et
qui les coupe aux points respectifs B, G, D, etc.
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. Tl faut que le moment résu!tant de tous
Jes momens des couples soit aussi nul, de 1‘u1—
. méme ; mais ce moment résultant est égal a la
~ gomme des momens COMPOsans, pmsi;{ue tous
es couples sont dan\? un menlxe Blan. <1)nc 1; 1en
- ouimant, pour abréger,p,p, p,etc., les bras
de levier respectifs AB, AC,AD, etc., on aura
Zi
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Considérant d’abord la force P, "applique ay
point A deux forces contraires P, — P, égales
et paralléles a la premicre; ainsi, j’ai, au lie
de la simple force P appliquée en B, une force
égale et parallele appliquéeen A, et un coup' ‘
(P, —P)agissant sur AB et dont le moment est
P x AB. Je substitue de méme, au lieu de 'ﬁ%
force P" appliquée en C, une force égale et p
ralléle et de méme sens appliquée en A, et u
couple (P';, — P’) appliqué sur AC et dont'] ]
moment est P > AC : de méme pour la force
P’, etc.

Si, pour plus de clarté, on transporte tous
les couples ailleurs dans le méme plan, il ne |
restera au point A que les forces P, P, P", etc.,

Pp-{-—P'p’—[—P"p"—]—etC‘:O,

~ seconde équation de I'équilibre.
Remarque.

79. Il est clair que dans la pre.mi.ére équa-
tion, si I'on regarde les forces qui tirent dans
_un méme sens comme positives, il faut re-
- garder celles qui tirent dans le sens con‘t}‘aire
- comme négatives. Nous regarderons désor-
~ mais comme positives les forces telles que P’
qui tirent au-dessus de la droite AD, et par con-
- séquent comme négatives les forces telles que
B, P, .. qui tirent au-dessous; et de cette ma-
_ niere on pourra dire que la somme des forces
doit étre nulle pour I'équilibre.

Pour les signes des momens Pp, P'p’,....,de
la seconde équation, il faut faire attention a
-ﬂeux.choses; 1°. au signe de la force; 2°. au

Signe du bras de levier.
- Supposons, en effet, que la force P, sans

égales et parallélesaux forces primitives appli-
quéesen B, C, D, etc., et de méme sens.

Or, pour qu'il y ait équilibre, il faut, 1°. que
la résultante des forces appliquées en A soi
nulle d’elle-méme. Mais toutes ces forces agis-
sant dans une méme direction, leur résultante
est égale a leur somme (*), et par conséquent,
'on aura "

P+P 4 P"+etc. =o0,

premiére équation de I'équilibre.

(*) Il faut prendre ce mot ici ct ailleurs dans le sens
de la vemarque suivante (79).
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cesser d’agir du méme coté du point A, vienng
a changer de signe; il est clair que le couple
nouveau qu'elle produira & égard du point A
sera d’un sens contraire a celui du premiep
ainsi, le moment Pp change, de signe lors
la force P en change.

‘Concevons maintenant que la force P, san:
changer de signe, vienne a agir au point B’
Pautre coté du point A. Il est visible que
couple nouveau qu'elle produira a I'égard du
point A sera d’un sens contraire a celui du pre-
mier, ct par conséquent le moment Pp chan‘
de signe lorsque le scul bras de levier p er
change.

que AB qui sont a droite du point A comn
positifs, par exemple, il faudra prendre le
bras de levier tels que AB' qui tomberaienta
gauche comme négatifs; et I'on pourra to\
jours dire que la somme des momens doit étre
nulle en donnant des signes convenables aul
forces et aux bras de levier.

Corollaire.

80. Supposons que les forces P, ¥, P”, etc.,
soient pas en équilibre, mais qu’elles aient un
résultante unique R, et que par concequent -
soit une ferce capable de leur faire equlhbre. ‘_

.

DE STATIQUE. 95
Les deux équations précédentesdevront avoir

lieu si 'on y fait entrer la force — R. On aura

donc d’abord
P4 P 4P’ etc. —R = o,

ou bien
R=P 4 P 4 P" 4 etc.;

ce qui nous apprend que la résultante est égale
ala somme des composantes ; ce que nous sa-
vions déja.

En second lieu, si 'on nomme r la distance
de la résultante au point A, on aura

Pp+Pp +P'p" 4 etc. —Rr=o,
ou bien
Rr=Pp+ P'p' + P"p" +etc.

Ce qui nous fait voir que le produit de laré-
sultante , par sa distance 7 4 un point quel-
conque A pris dans le plan des forces, est égal
i"\]a somme de tous les produits semblables des
composantes par leurs distances respectives a
Ce méme point.

En divisant cette équation par R, et mettant
5‘ la place de cette quantité sa valeur P - P/
+ P’ 4 etc., on aura
Pp -+ Pp + P'p’ + ete.

re=
PP 4 P 4ete.
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Ce qui donnera la distance de la résultanté ;V
au point A, et par conséquent fera connaitre
sa position, puiS()’ue Pon sait d’ailleurs qu ellé
doit étre parallele aux composantes.

DE STATIQUE. 97
'\ que du simple produit numeérique d’une force
par sa distance & un point, & un axe perpendi-
~ culaire, ou a un plan parallele a sa direction,
~ pous dirons aussi le moment de la force par
R rapport au point, ou a I'axe, ou au plan paral-
ermarque. lele : et cela n’introduira aucune équivoque
dans le discours, puisque I'on pourra entendre
si 'on veut, par ce produit, le moment du
couple qui naitrait de la force transportée pa-
rallelement a elle-méme au point, ou sur I'axe,
ou dans le plan que l'on considére.
~  De cette maniere, I'équation précédente

81. Les produits Pp, P'p’, ete., sont ce que
Pon nomms ordinairimetﬁ les momens C({les'§
forces; mais on n'attache pas au mot de momemf'
d’autre idée que celle d’un simple produit, qt
résulte de deux nombres, dont I'un exprime la
force et 'autre sa distance & un point : au lieu
que le moment est pour nous la mesure d’une Rr="Pp + Pp'++ P"p" + etc.,
force particuliere, cest-a-dire de I'énergie du G
peut s’exprimer ainsi :

La somme des momens de tant de forces pa-
- ralléles qu’on voudra, par rapport a un point
 quelconque de leur plan, est égale au moment
~ de leur résultante par rapport aw méme point ;
ce qui est le théoréme connu des momens,
- pour les forces paralleles qui sont situées dans
un méme plan.

couple qui provient de la force, lorsqu’on la"
transporte parallelement a elle-méme an poin't’?‘
que l'on considere. Mais comme ici, et dans la *
plupart des Ouvrages de Statique, le moment
cxprime une méme quantité numeérique, a la
différence pres de I'idée que nous y ngnom 1
nous avons cru devoir conserver ce mot, qui est 'i
consacré parl'usage, et qui rend d’ailleurs assez
II.

hien notre idée, puisque le mot latin momentum :

d’ou vient moment ,veut dire aussi poids , force; ' B e, L
0 poids , foree; P De Uéguilibre des Jorces paralléles qui agissent

ou p]m exactement, ce que vaut une jorce a(‘,, k sur dlﬁfér STE poin 75 P corps danis Les pace.

raison de sa grandeur et du bras de levier pa
lequel elle agit. - 82. Soient P, P/, P, etc. (fig. 31), les diffé- Fig. 31

rentes forces paralleles. Je méne i volonté deux

7

Au reste, lnreque nous ne voudrons parler
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plans ZAY, ZAX paralleles aux directions de
forces, et qui se coupent suivant AZ a a
droit Yun sur lautre, pour plus de simplicité,
Cela posé, considérant d’abord la force P ap-
pliquée en B, jabaisse une perpendiculaire B
sur la commune intersection AZ, et appliquaf'
en H deux forces contraires P, — P égales e
paralleles & la premiere, je considere au liey
de la force P appliquée en B, une force ég
et paralléle et de méme sens appliquée en |
et un couple (P, — P)agissant sar BH. Si I’
fait la méme transformation pour les aut
forces P', P", etc., et que, pour plus de clart
on concoive tous les couples transportés ail-
leurs, chacun dans son plan, il ne restera dan
Paxe AZ que les forces P, P, P", etc., respe
tivement égales et paralleles aux forces primi-
tives, et de méme sens. g

Or, la premiere condition de V'équilibre osi
que la résultante de toutes ces forces soit nullé
d’elle-méme ; et comme elles agissent dans w

PP 4+ P’ +etc. =o.
La seconde condition de 'équilibre est que J
1 moment résultant de tous les momens des cou-

W

DE ‘STATIQUE. %
ment résultant ne se trouve pas, comme tout

aheure, en ajoutant les momens composans,

car les couples ne sont pas dans un méme plan
ni dans des plans paralleles.

Pour l'obtenir, considérant d’abord le couple
(P,—P), que je suppose ramené dans sa pre-
‘miére position sur BH, j'abaisse du point B
deux perpendiculaires BG, Blsurles deux plans
ZAY, ZAX; et achevant le parallélogramme
BGHI, je décompose le couple (P, — P) ap-
pliqué sur la diagonale BH, en deux autres,
composés de forces égales , mais appliqués res-
pectivement sur les deux cotés HI et GH (58) ;
ainsi, en nommant x et » ces lignes, ou leurs
égales BG et BI, le moment proposé P X BH,
sera décomposé en deux autres Px, Py situés
daps les plans respectifs ZAX, ZAY.
~ Si 'on nomme de méme x' et y les deux
pérpendiculaires abaissées du point d’applica-
tion de la force P’ sur les deux plans, le mo-
ment du couple (P', —P') pourra se décom-
poser dans ces deux plans en deux momens
P'2' P'y’; etainsi de suite pour tous les couples.

~~ Mais les momens qui sont dans le plan ZAX

se réduiront & un seul L, égal a leur somme

- PP o' P -etc. ; tous ceux qui seront

dansle plan ZAY se réduiront de méme & un

seulMégalaleur somme Py—-P'y'+-P"y"t-etc.,
7 .o
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et ces deux momens résultans LetM se com=

(N

poseront enfin en un seul G qui sera le moment -
total : donc il faudra, pour I'équilibre, qu'on

ait G=o0. Mais les deux momensL et M, étant

culier (62); et, partant, la seconde condition
générale de 'équilibre G=o exige ces deux
6quations : L=o0, M=o, cest-a-dire, ¢ '

Px 4P’ + P’ - etc. = o,
Py 4P’y +P")" 4~ etc. = o.

~€e qui nous fait voir que pour Véquilibre
d'un groupe de jforces paralléles, il Jaut ces

toutes les forces soit nulle, et que la somme
de leurs momens par rapport a deux plc‘ms‘w
paralléles a leurs directions soit nulle d’ellej-*f
méme pour chacun de ces plans.

Remarque.

85. Dans les équations précédentes, nous re-
garderons comme positives les forces qui tirent
de bas en haut, et par conséquent comme néu'fE
gatives celles qui tirent dans le sens contraire.

" Pourles signes des momens, il estclair qu'ils:

chan
* Mais , d’'un autre coté , siune force telle que P,

sans .
Tautre coté du plan ZAX, elle produira un

A
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genten méme temps que ceux des forces.

. . oy s ,
changer de signe, vienta agir en B’ de

couple d'un sens contraire 4 celui du premier ;
et par conséquent, le moment change encore
de signe lorsque le seul bras de levier en change.
Doncsi, par rapport  un plan, on regarde les
bras de levier qui tombent d'un coté comme
positifs, il faudra regarder ceux qui tombent
de lautre coté comme négatifs ; et 'on pourra
toujours dire que la somme des momens est
nulle, en donnant des signes convenables aux
forces et aux bras de levier.

Corollaire 1.

&4. Supposons que les forces P, P, PY ete.,
ne soient pas en équilibre , mais qu'elles aient
une résultante unique R, et que par consé-
quent — R soit une force capable de leur faire
équilibre. Les trois équations précédentes de-
vroni avoir licu en y introduisant la force — R.

Qu aura donc d’abord

: R="P - P 4 P"}etc.,

e qui donne la valeur de la résultante.
SiPon nomme ensuite p et ¢ les distances

i
1
%
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respectives de cette résultante aux deux pla gl ;
ZAY, AR, ek dhirs | io faeoiigire /-

Rp=Px + P'x' 4-P'x" - etc.,
Rg =Py 4+ Py’ 4+ P"y" + etc.;

d’ou, en mettant pour R sa valeur, on tire

Du c:entre des forces paralléles.
*»

86. l}ullsque le centre des forces paralleles
<t situé surla direction de la résultante, il est
que la distance de ce centre a un plan
lconque paralléle aux forces se trouvera
yme la distance de la résultante a ce plau,
~dire en divisant la somme des momens,

i : ; . par ra lan, par la somme de toutes
ce qui donnera les distances de la résultante a ar rapport au plan, p _

b y es forces.
deux plans, et fera connaitre sa position dans_ ‘ JP. 4 i da dist B
) X 31 l'on nsuite la distance -
P'espace; car, si 'on méne au deux distance e - avou'le abevid qoe
; : ntre an quelconque , on co
trouvées, deux plans respectivement parallele R - a.nupl 1 gy 1
3 AR ) . i yforces, sans changer de grandeur, sanscesser
aux premiers, la direction de la résultante, qui
A 3 i
doit se trouver a la fois dans ces deux plans , n

___Px 4 P2’ - P'2" + etc.

TP PP e ™

_ Py - Py’ P 4 ete.
o PP P Lete 7

h

re paralleleset de passer aux mémes points,
tournées toutes parallélement a ce nou-
u plan; et Yon aura pour cette seconde dis-
la somme des nouveaux momens divisée
somme de toutes les forces.
a la méme opération pour un troisicme

sera autre chose que leur intersection méme.

85. On voit que les équations précédent
nous fournissent ces deux conséquences , qu'o
peut énoncer ainsi, conformément a I'usage

La somme des momens de tant de forces pa-
ralléles que Uon voudra , par rapport a un pla
quelconque paralléle a leurs directions, -est.
égale au moment de leur résultante. |
* Et ladistance de la résultante & ce plan es
égale a la somme des momens des forces , dis
sée par la somme de toutes les forces. '

?b“)‘. N 3 1

si 'on mene alors aux trois distances
s, trois plans respectivement paralléles
0is premiers , le centre des forces devant
ver a la fois dans ces trois plans, sera
tminé par leur intersection.

RSlian. 2o b i ) @]

L toutes les forces étaient égales et de
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méme sens, Pexpression

Pr 4+ Pz’ - P'z" 4 ete. ‘
P+ P+ P" 4 etc.

qui donne la distance du centre a un plan quel-
eonque, deviendrait :

Px + Pz’ 4 Pz" 4 etc. T4z 2"+ et {
P+P+P+etc. — n » |

n €tant le nombre des forces paralleles.

Ainsi la distance du centre au plan serait
égale alasomme des distances de tous les points
d’application, divisée par leur nombre ,ou,si

Ion veut, égale i la moyenne distance de tous
les points dapplication ; d'ou T'on voit que,
dans le cas ot les forces sont égales, le centre ’
des forces est un point dont la position ne dé- *
pend plus que de la figure formée parles points
d’application.

III.

De Uéquilibre des forces qui agissent dans"‘;.
un méme plan suivant des directions quel=
conques. 8

88. Soient P/, P", P”, etc. (fig. 32)les diffé=
rentes forces situées d’une maniére quelconque I
dans un méme plan. D’un point quelconque A
pris dans ce plan, abaissons sur leurs direc~ :

tions respectives des perpendiculaires AB, AC, l{
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AD, etc., qui les rencontrent en B, C, D, etc.,
et nommons p’, p", p"”, etc., ces perpendicu-
laires.

I est clair que la force P’ pourra se décom-
poser en une autre égale, paralléle et de méme
sens appliquéeen A , eten un couple dont le
moment sera P’ > AB, ou P/p’. De méme la
force P"se décomposera en une autre égale et
parallele et de méme sens appliquéeen A, et
en un couple dont le moment sera P” < AC,
ou P’p"; et ainsi de suite pour toutes les autres
forces P, etec.

Or, pour qu’il y ait équilibre, il faut que la
résultante de toutes les forces appliquées en A
soit nulle d’elle-méme, et quele momentrésul-
tant de tous les momens P'p’, P'p", P"p" | etc.,
soit aussi nul de lui-méme.

Cette derniere condition est trés facile 4 ex—
primer, car tous les couples étant dans un
méme plan, le couple résultant est egal a la
somme des couples composans, et I'on a sur-

le—champ
Pp 4 Pp' - P"p" 4 etc. = o.

Pour exprimer l'autre condition , imaginons
qu’on décompose les forces P/, P", P”, etc.,ap-
Pllquées en A, chacune en deux autres suivant
deux lignes quelconques AX, AY qui se cou-
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pent en A dans le plan des forces. Nommons
X' et Y’ les deux composantes de P’ suivant les

axes respectifs AX, AY ; de méme, X', Y/,

X", Y", etc., les composantes analogues des

autres forces P”, P, etc., suivant les mémes

axes. Toutes les forces X/, X", X" etc., étant
dans une méme droite AX , se composeront en
b

une seule X = X' 4 X" 4= X" - elc.; de

méme les forces Y', Y, Y, etc., se compose-
ront en uneseule Y =Y +Y" 4 Y" +-etc.,
et ces deux résullantes partielles se compose-
ront en une seule R qui sera la résultante gé-

nérale. Il faudra donc pour I'équilibre quon

ait R=o0. Mais les deux forces X et Y agissant
suivant deuxlignes qui se coupent, ne peuvent
donner une résultante nulle, 3 moins qu’elles

ne soient nulles elles-mémes, chacune en par-

ticulier (37). Et par conséquent la condition

R=o0 exige ces deux équations: X=o, Y=o0,

c’est-a-dire

X 4 X" 4 X" 4~ etc. = o,
Y Y'Y 4 cte. = o.

Les forces P/, P", P”, etc., appliquées au k
point A étant parfaitement égales et paralléles

aux forces primitives appliquées dans le plan,

il est clair que les composantes X', Y/, X", Y",

X7, Y", etc., sont, pour la quantité, parfai-
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tement les mémes que si 'on avait décomposé

les forces primitives P/, P", P”, etc., chacune

en son lieu. Et par conséquent les conditions
de I’équilibre entre tant de forces quel’on vou-
dra, situées dans un méme plan, sont :

1°. Que la somme des forces décomposées
parallélement a deux axes qui se coupent dans
le plan, soit nulle par rapport a chacun de ces
axes;

2°. Que la somme des momens des forces par
rapport & un point quelconque du plan soit
nulle d’elle-méme.

89. Si l'on trouvait que la derniére condi-
tion a lieu par rapport & un certain point
connu, et que les deux autres ont aussi lien
par rapport aux directionsde deux axes connus,
qu'on peut toujours supposer menés par ce
point, il y aurait équilibre dans le systeme;
et, puisqu’il y aurait équilibre, les mémes con-
ditions auraient lieu par rapport a tous les
points et 2 tous les axes possibles, pris dans le
plan des forces.

Corollaire.
'90. Si les forces P/, P, P, ne sont pas en

’ L .
equilibre entre elles, mais qu’elles soient sus-
ceptibles de se réduire & une seule R, de sorte
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que — R soit une force capable de les tenir en.
équilibre , P'équation des momens aura lieu en
y introduisant la force — R. Donc, en dé
gnant par r ladistance de cette force au point A [
on aura I'équation

— Rr+4-Pp' +P'p" 4+ P"p" etc. = o, .);

ou

Rr="P'p' 4 P'p’ - P"p" 4 etc. ;

c'est-a-dire que le moment de la résultant
par rapport a un point quelconque du plan de
Jorces , est égal a la somme des momens dé1
composantes par rapport aw méme point. ("‘
qui donne Je théoréme connu des momens.

Si le point par rapport auquel on prend le
momens, et quon nemme ordinairement:
centre des momens , tombait sur la directio
méme de la résultante R, la perpendiculair p
serait nulle; par conséquent le moment
serait nul aussi, et 'on aurait

o=DPp' + P'p"+ P"p" + etc.

Ce qui nous fait voir que, par rapport & un.
point quelconque de la direction de la résu
“tante, la somme des momens de tant de force

que Lon voudra situdes dans un méme plan edL
toujours égale a zcro. ‘
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Remarque.

~ gr. Dans Péquation

P+ P'p"P"p"etc.=o,
qui exprime la seconde condition générale de
I'équilibre, il faudra distinguer les momens des
couples qui agissent dans un sens, d'avec les
momens de ceux qui agissent dans le sens con-
traire, et leur donner des signes différens.

. Mais pour plus de clarté et de précision, nous

allons reproduire cette équation sous une autre
forme.

Maniére plus simple de présenter les conditions
précedentes.

92. Soient B, B", B”, etc. (fig. 33), les points Fig. 23.
ou les forces P, P, P", etc., sont immédia-
tement appliquées dans le plan. Soient 2/ et '
les deux coordonnées AG’ et G'B’ du point B/,
par rapport aux deux axes quelconques AX,
AY; & et 9" les deux coordonndes analogues
du point B’, et ainsi de suite. Supposons que
Pon décompose d’abord toutes les forces P,
P, P?, etc., parallélement aux deux axes AX,
AY; et nommant, comme plus haut, X’ et YV’
les deux composantes de P’; X" et Y les deux
¢omposantes de P, etc., ne considérons plus ,
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au lieu des forces données P’, P", P ete
que les deux groupes X', X, X", etc., Y/, ¥
Y, etc. i

D’abord, les forces paralléles, X', X", X", ete. ,
étant transportées parallelement a elles-mémes
dans 'axe AX, s’y composeront en une ser
égale a leur somme. Les forces paralleles ’
Y, Y, etc., etant transportées de méme da
Iaxe AY, s’y composeront aussi en une seu
égale a leur somme.

Ces deux résultantes partielles se compos
ront en une seule appliqude en A, et par
premiére condition générale de I'équilibre, q
veut que cette résultante soit nulle, on au
comme ci-dessus, les deux équations

X + X' X"4etc. =o0,

Y+ YY" J-ete. =o.

1l faut exprimer ensuite que la somme d
momens des couples formés partoutes ces fore

i

a l'égard du point A est nulle d’elle-mém
Mais en observant que I'axe AX faitavec les di=
rections des forces Y/, Y', ete. , des angles éga

entre eux et 2 ceux que l'axe AY forme av‘
les directions des forces X/, X”, etc., on voit
sur-le-champ qu’on peut prendre les produi
X, X% ete.; Ya', Yl elgi, pour :
mens, dans la mesure relative des différe

e
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couples. Donc, puisque leur somme doit étre

nulle, on aura 'équation
X'y’ X"y "+ etc. + Yo' 4 Y 4-etc. = o.
Cette équation remplace la précédente (91)
P'p' 4+ P'p" 4+ P"p" 4-ete. =o;

mais au lieudes perpendiculaires p', p’, p", etc.,
qu'il faut abaisser du point A sur les directions
respectives des forces, elle contient les coor-
données des points ou les forces sont immeé-
diatement appliquées dans le plan. Elle a de
plus cet avantage, que les termes X'y’, X"y,
Y'x', etc., prendront d’eux-mémes les signes
qui conviennent aux sens respectifs des couples
dont ils représentent les momens, si 'on a soin
de donner aux forces et aux coordonnées des
signes convenables. ’

On pourra prendre, comme en Géométrie ,
les abscisses a’, x", etc., positives a la droite
de lorigine, et par conséquent négatives a la
gauche, les ordonnées ', 7", etc., positives
au-dessus de I'axe des abscisses, et par consé-
quent négatives au-dessous.

Quant aux forces, il est clair que , dans chaque
groupe, il faudra donner des signes contraires
a celles qui agissent en sens contraires.

Mais en considérant dans le premier groupe
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une force telle que X" qui tire 4 droite de Iaxe
AY, et dans le second , une force telle que Y/,
qui tire au-dessous de Vaxe AX, il est facile de
voir que ces deux forces donnent a I'égard du
point A des couples de méme sens, lorsque
leurs coordonnées AH” et AG” ou »” et x' sont
de méme signe. Donc, il faudra que les forces
du premier groupe qui tirent a droite de I'axe

des ordonnées, aient le méme signe que les: =

forces du second qui tirent au-dessous de 'axe
des abscisses; donc, si Von regarde les pre-
mieéres comme positives , on regardera aussi les
secondes comme positives; et de cette ma-
niere, tous les momens écrits sous le méme
signe dans I'équation précédent eprendront des
signes relatifs aux sens des couples.

03. Mais si dans le premier groupe X', X',
X" etc., regardant toujours comme positives
les forces qui tirent a droite de 'axe des ordon-
nées, ou qui tendent a augmenter les abscisses
de leurs points d’application, on voulait,, pour
la symétrie, regarder aussi comme positives

dansle second c¢roupe Y, Y', Y" etc., les =
group > 1 ’ ’

forces qui tirent au-dessus de I'axe des abs—
cisses, ou qui tendent & augmenter les ordon-

nées de leurs points d’application, il faudrait
alors donner un signe contraire a toute la partie
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des momens relatifs a ce groupe. Et V'équation
p:‘écédente se mettrait sous cette forme:

X'y 4 X" +etc. —Y'a' — Y'x" —etc. =o.

Nous retiendrons désormais cetie expression,
de préférence a la premiére, parce que dans
les deux groupes, les forces positives seront
celles qui tendent & augmenter les coordonnées
de leurs points d’application , et les forces né-

gatives , celles qui tendent 4 diminuer les
mémes coordonnées.

Corollaire 1.

94- Siles deux axes AX, AY (fig. 34) étaient Fis- 34

a angle droit, les abscisses et les ordonndes
elles-mémes deviendraient les bras de levier
des couples, et les momens X'y, ete., Y2/, etc.,
donneraient la mesure absolue de leurs efforts.
De plus, en nommant &' l'angle que fait la di-
rection de la force P’ avec laxe des abscisses,
on aurait, pour la composante X' parallele a
cet axe, P’ cos &', On aurait pour l'autre com-
posante Y', P’ sin /.

En nommant de méme «” I'angle de la di-
rection de la force P’ avec I'axe des abscisses,
on aurait X'=P"cos 2", Y'==P" sin «’, et ainsi
de suite; et les équations précédentes devien-
draient

8
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P’ cosa’ -P"cos o’ - P" cos & + etc. =0,
P’sin &' P’ sin & <}~ P" sin a”" - etc. =0,

P'(y’ cosa'—x'sin &/ )4-P'(y" cos o"—a ‘}ma‘y y
4
~+P"(y"cosa™ — x"sin &™) 4etc. =o.

Dans ces équations on n’aurait pas besoin de
faire attention aux signes des forces, mais seu
lement & ceux des abscisses et des ordonnées
On regarderait toutes les forces P/, P’, P", et
comme essentiellement positives : les signes de
sinus et des cosinus donneraient les signes rela
tifsdescomposantes P’ cos ¢, etc., P'sine’, etc.
comme cela est facile & observer, si 'on veu
se donner la peine de faire parcourir une cir-
conférence entiere a la direction d’'une force
telle que P', autour de son point d’applica~
tion B'. :

Remarque.

Clest de cette maniére que Pon donne ordi=
nairement les équations de I'équilibre pour
forces quelconques situées dansun méme plan’
Ces équations renferment, sous 'expression
plus simple, les premiéres données de la ques
tion , savoir : les quantités des forces, leu
directions, par les angles qu'elles font avec une
‘droite fixe de position, et leurs pomts immié=
diats d’application, par leurs coordonnées récs
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tangles. Nous aurions donc pu les présenter les
premieres, et méme nous abstenir de consi-
dérerles autres par rapport 4 des axes obliques;
mais comme on les démontre quelquefois par
cette considération, que les deux groupes de
forces sont rectangulaires entre eux, nous
avons été bien aise de faire voir qu’elles ne
sont qu’un cas particulier de celles qu’on trouve
par rapport a des axes obliques que]conques,
et que la rectangularité des forces n 'y entre

pour rien. Nous reviendrons encore sur cette
remarque.

Corollaire I1.

05. Supposons qu’il n’y ait point €quilibre
entre les forces P, P’, P” etc., et que ces
forces soient susceptibles de se réduire 4 une
seule R, qui sera leur résuliante.

Alors les trois équations de lequlhbre au-
ront lieu en y introduisant la force — R.

Soit donc « l'angle que fait la direction de
cette force avec P'axe des abscisses : « et 7 les
deux coordonuées d’un point quelconque de
cette direction.

En faisant, pour abréger,

!
P’ cos o’ 4 P" coset” 4P cos o - etc, — s

g . .
P'sina’ 4 P"sin a” 4 P"sin o +ete.=Y,
8
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etP’(ycosa'—ax'sin &) 4-P"( y"cos a'—a"sin a'y
+P"(y" cos @ — x"sina")+4etc. =G,

on aura d’abord
X;—R cose=o0, Y—Rsina=o,
d’ot1 Y'on tirera ,  cause de sin® « +cos*B=1,
R = VXY,

X B Y
COS o — I/_ﬁ’ Sin o == VXT:F—Y—,‘;,

ce qui fera connaitre la quantité de la résul-
tante, et langle # que sa direction fait avec
I’'axe des abscisses.

On aura ensuite

G—R(ycose —axsina)=o;
ou bien, en mettant pour R cosa el R sin &,

leurs valeurs X et Y,

G—Xy—+ Yr=o.

Comme on n’a qu'une équation pour déter-

oy

miner les deux coordonnées x et y, on sera

demande le point ou la résultante coupe l'axe

des 7, on aura
G
r=x

maitre de prendre I'une ou lautre i volonté.,
; |}
Supposant, par exemple, x==0, auquel cason
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Si I’on suppose y=o0, auquel cas on cherche

la distance x du point ou ladirection de la ré-

sultante coupe I'axe des abscisses, on aura

=9
e

Or aura donc tout ce qu'il faudra pour déter-
miner la quantité et la position de la résultante
de tant de forces que I'on voudra, situées dans
un méme plan.

Sil'on n’a trouvé quune seule équation pour
les deux coordonnées x et y du point d'appli-
cation de la résultante, c'est que, cette résul-
tante pouvant étre appliquée a I'un quelconque
des points de sa direction, il est impossible
que le calcul donne I'un de ces points plutdt
que l'autre. Il ne peut donc douner que leur
lieu géométrique ; et I'équation précédente

G—Xy+4Yr=o,

est, a proprement parler, 'équation de la di-
rection de la résultante.

Remarque.

96. Dans les trois questions I, II, III, que
nous venons de traiter ci-dessus, toutes les
forces étant ramenées 3 une seule R et i un
seul couple (S, — S), il y aura toujours une
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résultante unique, si la force R n’est pas nulle,
Car, la force R et le couple (S, — S) seront 4
toujours dans un méme plan ou dans des plans
paralleles, et par conséquent (71) se compo=
seront toujours en une seule force. Ainsi, la
seule condition nécessaire pour que des forces
paralleles ou des forces situées dans un méme
p’lan_aient une résultante unique, est que la
résultante de ces forces transportées parallele~
ment a elles-mémes en un point quelconque
ne soit pas nulle.

81 cette résultante est nulle, alors toutes les
forces du systéme seront ramenées 2 un couple
dont on connaitra le plan et la grandeur, et
Yonne pourra leur faire équilibre qu'au moyen
d’un couple équivalent et de sens inverse 5 Si=
tué dans le méme plan ou dans tout autre plan
parallele. ‘

Passons maintenant au cas le plus général.
« IV.

Des conditions de Uéquilibre entre tant de forces
que Lon voudra, dirigées d'une maniére quel-
conque dans Uespace.

..197- Soient P', P, P, etc. (fig. 35), les diffé-"
rentes forces. D’un point A pris arbilrairement
dans V'espace , menons trois axes quelconques
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AX, AY, AZ qui ne soient pas dans un méme
plan, et décomposons chaque force en trois
autres respectivement paralleles a ces axes.

Nommons X/, Y/, Z' les trois composantes
de P’; X, Y", Z" les trois composantes de P";
et ainsi de suite. Nous aurons alors, au lieu des
forces P, P", P", etc. appliquées au systeme ,:
trois groupes de forces paralleles : le premier,
composé des forces X/, X", X", etc., paralleles
alaxe AX; le second, composé des forces Y',
Y’, Y, etc., paralleles a Taxe AY; et le troi-
sieme, composé des forces Z', Z", 2", etc.,
paralleles a laxe AZ. .

Cela posé : si Uon transporte toutes ces forces
parallelement a elles-mémes au point A, celles
du premier groupe iront se¢ réunir dans I'axe
AX, et s’y composeront en nue seule X égale a
leur sommes; celle du second iront de méme
se réunir dans Paxe AY, et s’y composeront en
une seule Y égale 4 leur somme; enfin, celles
du troisieme se réunirout dans 'axe AZ, et s’y
composeront en uneseule Z égale aleur somme.
Maintenant ces trois résultantes partielles X,
Y, Z se composeront en une seule R appliquée
en A, et représeniée par la diagonale du paral-
lélépipede construit sur les trois lignes qui re-
présenteraient ces forces en grandeur et en
direction.
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Or, par la premiére condition générale de
T'équilibre, il faut que cette résultante sojt i
nulle d’elle-méme. Mais les trois forces X,Y,Z 8
agissant suivant des lignes qui ne sont pas dans
un méme plan, ne peuvent jamais donner une
résultante nulle, % moins qu'elles ne soient
nulles chacune en particulier (42); et par con=
séquent la condition R==o0 exige ces trois équa-
tions particuliéres, X=o0, Y=o, Z = o,

c’est-a-dire
X/ X e X - ete. = o,

Y Y Y ete. = 0,
Z 47"+ 7" 4 etc. —o.

Ce qui nous apprend que pour l'équilibre
de tant de forces que Ion voudra, appliquées
d’une maniere quelconque i un corps ou sys-
teme de figure invariable, il faut d’abord ces
trois conditions particuliéres : que la somme
dys forces décomposées parallélement ¢ trois :
axes quelconques soit nulle par rapport &

chacun de ces axes.

Par la seconde condition générale de Péqui~
libre, il faut que le couple résultant de tous. A
les couples formés par les forces 4 Iégard du =

point A, soit aussi nul de lui-méme. Dévelop-
pons maintenant cette seconde condition.
Soit B' le point d’application de la force Pl
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et par conséquent le point d’applicati(:n ’de,s
troiscomposantes X', Y', Z'; nommons &', )" =,
ses trois coordonnées AC, CH, HB’, par rap-
port aux trois axes AX, AY, AZ. Norr’xmons
de méme x", ", 2, les irois coordonnées du
point d’application B” des trois composantes
X", Y", Z"; et ainsi de suite.

Considérant d’abord le groupe des forces Z’,
Z',1" etc., je remarque que la force Z/ appl?—
quée en B', aproduit un couple (Z', —Z') appli-
qué sur AB’, ou bien (en concevant la force Z/'
appligiiée au point H ou sa direction rencontre
le plan YAX) a produit un couple (Z', — Z’)
appliqué sur la diagonale AH d’un parallélo-
gramme ACHD, dont les deux cotés AC, AD
sont égaux aux coordonnées x’ et 7. Or, ce
couple peut sedécomposer en deux autres com-
posés de forces égales et paralléles aux pre-
mieres, mais appliqués sur les deux cotés AC,
AD ou &/, y', dans les plans respectifs XAZ,
YAZ (57).

Si T'on fait Ja méme décomposition de tous
lescouples provenant du groupeZ’, Z', Z”, etc.,
davs les deux plans paralléles & ce groupe, et
les décompositions semblables de tous ceux qui
proviennent des deux autres groupes, par rap-
port aux deux plans analogues, il est manifeste
que tous les couples du systéme seront réduits
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a d’autres, situés dans les trois plans coor-
donnés. .
Or, dans chaque plan, les couples se rédui-
ront a un seul, égal 4 leur somme. Ces trois
couples résultans partiels se composeront en un
seul qui sera le couple résultant général , et
qui devra étre nul pour 'équilibre. Mais ces
trois couples étant situés dans trois plans qui

forment un angle solide, ne peuvent jamais
donner un couple résultant nul, 2 moins quiils
ne soient nuls chacun en particulier (65); donc,

pour chacun des trois plans, la somme des mo-
mens des couples doit étre nulle d’elle-méme.
Mais dans le plan YAZ, on trouvera d’abord
les couples 3
&Z,—-7), 2, — 7", 2", — 1), etc. , !

s AR T . "
appliqués sur les lignes respectives

X ,’ Y ”’ v m’ etc.;
ensuite les couples
Y—=Y); (X', — X", (X", —=Y'""), etc. ,
appliqués sur les lignes respectives
’ " "7

Z, 2 z", etc.

Et comme Vaxe AY fait, avec les directions
des forces Z', 2, 2", etc., des angles égaux
entre cux et a ceux que forme 1'axe AZ avec les
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directions des forces Y/, Y", Y, etc. , on pourra
prendre les produits Z'y’, etc., Y'Z, ete., pour
momens, dans la mesure relative des couples
situés dans le plan YAZ. Donc, puisque leur
somme doit étre nulle, on aura (g3)

Y'Y ete. —Zy'—L'y"—ete.=o.

On trouvera de méme, pour les deux autres

plans,

2 x' 42" +etc, — X'z — X"z" —etc. =0,
X'y’ 4= X"y"4etc. —Y'x' —Y'x" —etc. =03

ce qui nous fait voir que pour I'équilibre du
systtme, outre les trois équations trouvées ci-
dessus, il nous en faut encore trois autres qui
expriment que la somme des produits des com-
posantes paralléles au plan de deux axes , par
leurs coordonnées relatives au troisiéme axe,
doit étre nulle delle-méme pour chacun des
trois plans.

08. Dans les équations précédentes, on pren-
dra les signes des coordonnées, comme en (xéo-
métrie, positives dans un méme coin XAYZ ,
et négatives dans le coin opposé.

Parmi les forces, on regardera, dans chaque
groupe, comme positives celles qui tendent a
augmenter les coordonnées de leur points d’ap-
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avec les mémes axes, on aurait
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lication, ¢
P omme négatives, celles qui tendent X'"=P"cosa", Y'=P"cos 3", Z'=P" cosy", etc.,
a les dlmlnuer (93).

et les équations précédentes deviendraient

Remarque. B
P’ cos &' +P"cosa’ +P" cosa” +etc. =o,

P’cos B -4P"cos 3"+P" cos 3" 4-etc. =0,
P’cosy’ +P"cosy’"+P" cos 9" + etc.=o,
P'(2' cos B'—y'cosy' )+ P" (2"cosB" —y""cosy"”)
+P"(z" cos ﬁm__),m cos? ”’)+ etc.==o,
P/(x'cosy’— 7z cos oc’ )4-P"(x" cosy" —2z"cosa”)
+P"(x" cos 5" —z" cos ) 4-etc.=o,

99- Si Pon trouvait que les six équations
précédentes ont lieu par rapport a trois axes
particuliers non situés dans le méme plan, il
Y aurait équilibre dans le systéme, et par con~
séquent les mémes équations auraient lieu par A
rapport a tous les axes possibles.

Corollaire 1. P/(y' cos &'—x' cos B)+P"(y" cos &’"—ux" cos ")

. . 4 Py cosa" — x" cos f"")4-etc. = o.
100. Siles trois axes AX, AY, AZ étaient

rectangulaires entre eux, les coordonnées de- ':
viendraient leg'bras de levier des couples, et
les produits Z'y’, Y'x', X'z, etc., etc. 5 les ex-
pressions absolues de leurs momens.

De plus, en nommant ', @', 5/ les trois
angles que la direction de la force P’ fait avec
les trois axes respectifs AX, AY, AZ, ou plu-
10t avec trois paralléles a ces axes, on aurait
pour les trois composantes de P’ (45),

Remarque.

1o1. Clestsous cette forme que I'on présente
ordinairement les six équations de I'équilibre.
Elles renferment d’ure maniére tres simple les
quantitésdes forces P, P", P", etc., leurs points
d’application, au moyen de leur coordonnées
rectangles par rapport a trois axes, et leurs di-
rections, par les cosinusdes angles qu’elles font
avec ces axes.

Comme on a coutume d’attribuer aux forces
rectangulaires une certaine indépendance d’ef-
fets, qui ne leur appartient pas plus qu’a celles

X' =P cose!, Y==P cos B, Z' =P cos 93

Ennommantde mémea’, @, 4", etc. , les an-
2PLY ’
gles analogues des directions des forces P”, etc.,
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qui agissent sous un angle quelconque, pourvy
qu’il ne soit pas nul, il est bon de remarqu
que les équations d’équilibre par rapport a des
axes rectangulaires, ne sont qu'une simple con=
séquence de celles qu'on trouve par rapport a

des axes obliques quelconques, et que par con-

séquent le principe de lindépendance entre

les effets des forces rectangulaires ne doit en-
trer pour rien dans leur démonstration. Ll

Observons- d’ailleurs que d’apreés ce principe
un peu vague, on pourrait étre conduit par

un raisonnement trés simple &4 une erreur trés

grossiere : car en considérant, par exemple,
deux groupes de forces rectangulaires, situés
dans un méme plan, si T'on suppose quil y a
indépendance entre les effets de ces deux grou-
pes, on en conclura que lorsque leur systeme
est en équilibre, chaque gréupe doit étre en
équilibre de lui-méme, ce qui n’est pas vrai.

Et 1l en est de méme dans le cas de trois

groupes de forces, rectangulaires dans Vespace,
dont le systeme peut étre en équilibre, sans

quil y ait équilibre en particulier dans chaque

groupe ; et méme dans aucun d’eux.

Il faudrait donc, dans ces deux cas, ne faire
de ce principe qu'un usage restreint, et ne con- .
sidérer I'indépendance des cffets que relati-
vement aux mouvemens de translation que les
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forces peuvent donner au systtme; ou bien il
faudra avoir soin de ne I'appliquer qu’au cas
de deux groupes, I'un composé de forces per-
pendiculaives & un méme plan, et Iautre de
forces quelconques situées dans ce plan, auquel
cas I'indépendance des effets a lieu d’'une ma-
niere absolue. Mais comme cette indépen-
dance aurait lieu tout de méme, si le premier
groupe tombait sur le plan du second sous un
autre angle quelconque, pourva qu'il ne ft
pas nul, il sensuit qu’elle n’a pas lieu, parce
que les groupes font un angle droit, mais seu-
lement parce qu’ils font un angle. Ainsi, dans
tous les cas, le raisonnement qui prouve le
principe en question étant fondé sur ce que les
forces font un angle droit, tombe de lui-méme,
parce qu’il n’est fondé sur rien.

Corollaire I1.

102. On peut donner aux trois dernicres
équations de I'équilibre une forme plus simple,
en y introduisant, a la place descoordonnées
des points d’application, les plus courtes dis-
tauces des directions des forces aux trois axes
rectangulaires.

En effet, dans la premiére équation, a la
place du terme P'(z’ cosff'—y'cos)’), qui ex-
prime la somme des momens des deux forces
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P’ cos (', P'cos 5/, par rapport au pointois
leur plan irait couper I'axe des x, on peut en
substituer un autre qui exprime le moment de

leur résultante par rapport au méme point (goy.. A
Les deux forces P’ cos 8/, P’ cosy/, étant rec-

tangulaires entre elles, on a pour le carré de
leur résultante, P'* cos *4’ -4 P">cos *)’, ou...
P (cos* B' +-cos*y’); ou bien (i cause de
cos’e - cos’B—-cos®)'==1), P*(1—cos*s),
C’est-a~dire P’? sin* o',

La résultante est donc P’ sin @'. La distance
decetterésultante al'axedes x étantnommée P
on aura pour son moment, P’p’ sin o/, qui
remplace le terme P'( 2’ cos 8’ — y"cos 9’ ); on
aura de méme P"p" sin a’, etc., i la place des
termes suivans de la premiére équation , en dé-
signant par p”, etc., les distances respectives
des résultantes analogues 4 la premiére, par
rapport a I'axe des . .

La premiére équation sera donc mise sous
cette forme :

P'p'sina’ - P'p"sin a"-P"p"sin o -etc. =o.

Or, il est visible que p’, p", p”, etc., ne sont
autre chose que les plus courtes distances des
forces P’, P*, P”, etc., a I'axe des « ; car la force
P'sin o/, qui est située dans un plan perpendi-
culaire & cet axe, étant composée avecla force
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P’ cos ', perpendiculaire au méme plan, de-
vyrait donner pour résultante la force P/ quiest
dans Uespace.La force P’ sine’, n’est donc autfe
chose que la projection de la force P’ sur un
plan perpendiculaire 2 'axe des x, et par con-
séquent la plus courte distance p’ de cette pro-
jection a Paxe des x n’est autre chose que la
plus courte distance dela force P’ au mémie axe.
Si 'on désigne par ¢', ¢”, 4", ete., et par
P, ", r'", etc., les plus courtes distances des
forces P’, P", P, etc., aux axes respectifs des y
et des z, on trouvera de méme pour les deux
autres équations,

P'q' sin ' 4 P"q" sin B"4-P"¢"sin 3""~-etc.=o0,
P'r'siny’ 4P'r"singy/"4-P"r" sin 5" -ete. —o.
103. La projection d'une force sur un plan,

multipliée par sa distance a un axe perpendi-
culaire au plan, est ce que I'on nomme ordi-

" nairement le moment de la force par rapport a

Vaxe; et de ceite maniére on énonce ainsi les
trois équations précédentes de I'équilibre :.

La somme des momens des forces doit étre
nulle par rapport a chacun des trois axes, dans
le cas de Uéquilibre.

Corollaire 111,

104. Si, dans les six équations de 'équilibre
9
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Ton veut supposer que les forces P/, P, P gy
sont toutes paralleles, ou toutes situées dans
un méme plan, etc., etc., et qu'on mette 3
place des coordonnées «', 7', 2, ete., et d

angles o, 8, 9/, etc., les valeurs qui convien=
nent a ces suppositions, on retombera sur les
équations d’équilibre précédemment trouvées ‘
pour ces différens cas, et on en tirera - lés
mémes conséquences.

105. 8i 'on suppose, par exemple, que les
directions des forces P’, P", P, etc., concou-
rent toutes au méme point, et qu’on ait pris ce ,
point pour l'origine des coordonnées , les COSIN
nusdes anglesa’, £, 7/, etc., seront proportion-
nels aux coordonnées respectives ', ', 2/, etc.

des points d’application ; de sorte que Pon aura:

! /s . .o .
x'ty'ticosa’icosf a1 2’ i cosa’t cosy, eteuy

ou y'cose’ —a'cos Bl=o0,
x'cosy’ —z'cosa’=o,
etc.

Les trois dernieres équations de I'équilibre dis-
paraitront donc d’elles-mémes, et 'on n’aura .
plus que les trois premieres, quinous font voir

que pour Uéquilibre d'un systeme de forces 1
dont les directions concourent toutes vers un
méme point, il est nécessaire et il suffit que
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la somme des _forces décomposées suivant trois
axes soit égale a zéro par rapport a chacun
de ces axes ; et C’est ce que I'on savait d’ailleurs
immdédiatement.

Si Yon suppose que les forces P, P”, P", etc.,
ne forment ensemble que des couples; comme
alors chaque force P’, inclinée sur 'axe des x
d’un certain angle &', aura dans le systeme son
égale, mais inclinée au méme axe de I'angle
200° + @/, il n’y aura pas de terme P’ cos &'
qui ne trouve son égal et contraire dans la
premiére équation de I'équilibre : et la méme
chose aura lieu dans les deux autres. Ainsi les
trois premiéres équations disparaitront d’elles-
mémes, et I'on n’aura plus que les trois der-
ni¢res, d’ou il résulte que, pour Uéquilibre de
tant de couples qiwon voudra appliqués sur un
corps, il est nécessaire et il suffit que la somme
de ces couples décomposés pelyaendiculairement
a trois axes , soit e cale a zéro par rapport a
chacun de ces axes : ce quiétait d’ailleurs aussi
clair que la proposition précédente.

Cérollaire 7.

Recherche de la résultante de toutes les
Jorces P, P, P”, etc., lorsque ces forces ne
sont pas en équilibre , et qulelles sont suscep-
tibles de se réduire a une seule.

Q..
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106. Supposons qu'il n’y ait point équilibre J‘
entre les forces P/, P, P, etc. ; etsoit, sil e
possible, la force — R capable de leur faire
équilibre, et par conséquent R leur résultante
Les six équations précédentes devront avoir
lieu en y faisant entrer la force —R. .
Soient donc ., 8, 7 les trois angles qt'te‘t
forme la direction de la résultante avec les trois
axes coordonnés. En faisant pour abréger,

P'cos e’ 4P cos & 4 P" cos a” 4-etc. ==X
P’ cos B’ + P’ cos 8" 4 P” cos B" + etc. = Y,
P’ cos )"+ P"cos 3" 4= P" cos 3" + etc. =2,

on aura d’abord ces trois équations :
X—R cosa=o0, Y—Rcosf=o0, Z—Rcos) =0
d'ou lon tire (en observant qu'on a cos*az
-+ cos* B+ cos*y=1)

R= X FVFZ
pour la quantité de la résultante. On aura en-

: . &
suite, pour les anglese, 3, 9, que sa direction
fait avec les trois axes, 9
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En second lieu, nommant x, y, z les trois

coordonnées de P'un quelconque des points de

cette direction, et faisant, pour abréger,

P/(2 cos ' — g’ cosy’) +4-P" (2" cos B'—y"cosy")
+ P”I(Z’" oS ﬂl”___yfllcos,}/"/)_l__ etc. =L 5

P (o' cos ' —7' cosa’)+4-P" (" cos 9"'—z"cosa")
+PIII( xl/l CcoS 7/III___Z-III cos CL,”)+ etec. = M .

P'(y' cos a' — x'cosf’)+P"( y"cosa"—x"cosB")
+P"(y" cosa"—a"cosf") +-etc. = N,

on aura
L—R (zcos B—y cosy)==0,
M—R (xcosy— z cos &) =0,

N —R(ycos 2 — xcosf)=o0,

ou bien,
L—Yy—+ Zz=so0,
M—Zx-+Xz=o0,
N —Xy+Yx=o.
Or, si 'on élimine, entre ces trois équations,
deux des inconnues & , ¥ , %, On arrivera a cetle
équation

XL4+YM+4ZN=o,

qui ne contient plus d'inconnue, etqui exprime
la relation qui doit avoir lieu entre les résul-
tautes partielles X, Y, Z, et les trois momens
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résultans partiels L, M, N, pour que les trois

équations précédentes puisscnt subsister & la |

fois, et par conséquent pour que toutes les forces
du systéme puissent avoir une résultante.

107. Si cette équation de condition a lieu,
les valeurs des trois coordonnées x, y, z se
présenteront sous la forme de 2, parce que la
résultante pouvant étre appliquée & tel point

de sa direction qu'on voudra, il est impos-~

sible que le calcul détermine I'un de ces points

plutot que tout autre. Il ne peut donc donner

que leur lieu géométrique, et les trois équations
précédentes ne sont autre chose que les équa-
tions des trois projections de la résultante sur
les plans coordonnés. Par conséquent, I'une
de ces équations est une suite nécessaire des
deux autres, et 'on n’a, a proprement parler,
que deux équations entre les trois indétermi-
nées x, y, z; dou il suit qu'elles doivent se
présenter sous la forme de 3.

108. On se donnera donc a volonté 'une de
ces trois quantités, et I'on déterminera alors
les deux autres au moyen des équations pré-
cédentes. :

Si V'on suppose, par exemple, x=0, auquel
cas on demande le point ou la direction de la
résultante traverse le plan vertical YAZ, oa

aura pour les
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deux coordonnées de ce point,

__N
r=x

Si I'on suppose y =0, on aura

—N L
X = — Z=Y'

Y

Si I'on suppose z =0, On aura

M — T
AT A

by

(est-a-dire qu’en considérant le poinl ou
la direction de la résultante coupe le plan .de
deux axes, les distances respectives de ce point
4 ces deux axes se trouvent en divisant les
sommes respeclives des momens des forces
par rapport a ces axes, par la somme des forces
estimées suivant le troisieme.

On aura donc, d’apres ce que nous venous
de dire, tout ce quil faudra pour dét‘ermincr
la quantité de la reésultante et sa po§1tlon dans
Iespace, si toutes les forces appliquees a‘u sys-
teme sont susceptibles de se réduire a une
seule ; et cela aura toujours lieu, si I'équation
de condition, XL 4 YM+4-ZN=o0, est sa-
tisfaite, pourvu que les trois résultantes X,_
Y, Z, ne soient pas nulles a la fois; car, si
ces trois forces sont nulles, il est clair que les
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forces P/, P", P, etc. , seront réduites aux trois
couples représentés en grandeur par L, M, N i

lesquels ne peuvent jamais se réduire qu’a un
aulre couple. '

Cest ce que le calcul précédent aurait pu
aussi nous indiquer, quoique d’'une maniére un

peuobscure : et eneffet, dansle casde X, Y, Z
nulles  la fois, on trouverait, par les équations
ci-dessus, que les points de rencontre de laré-~
sultante avec les plans coordonnés sont tous
trois a une distance infinie de Porigine. Or c'est
ce qui ne peut plus s'expliguer en Géométrie;

car, pour imaginer une droite qui rencontre &

Pinfini les trois plans coordonnés, il faudrait
imaginer une droite qui fat a la fois parallele a
trois plans qui ne se coupent qu’en un point , ce
qui est absurde : d’oti Uon voit que Phypothese
d’une résultante unique est alors impossible.

Corollaire V.

Réduction générale des forces.

109. Mais dans tous les cas, on peut ré-
dnire toutes les forces appliquées au systeme a
une seule passant par l'origine, et 2 un couple
dont il est facile de déterminer le plan et la
quantité : réduction qui ne laisse de nuage
dans aucun cas.

i
o

4
b

o
by
IR
i

it

4
o
b

b
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En effet, on aura pour la résultante R des

¥ o P 63 ) . .
forces transpertees a Vorigine

R=VXE+YV+ 2,

1 2 sa
et pour les trois angles o, B,v, que
tion forme avec les trois axes,

direc-

Z
X __Y ==
o8 &= » cos B=7> COSY=R

1 ésentant res-
Fn second licu, L, M, N represen =
pectivement les trois couples résultans, situ€
i 5 1 ires aux axes
dans les trois plans per pendlculalrc% a

du
iy me G le moment
des x, 7, %> s1 Yon nom

couple résultant, on aura pour s quantite,
G= VI +M+N?,

et pour les angles A, ¢, 75 qu'une pe’rpend{—

culaire au plan de ce couple, ou que la.ace (; u

couple forme avec les trois axes respectifs des

XY 5%

G

{
e = cosv::}—t-
COsA= g, COSH=pp> G

Corollaire V1.

1i0. Si Von voulait exprimer directement

T Y/
que toutes les forces P, P, P”, etc., ont une
: ique ; d’apres ¢ nous avons
résultante unique ; d’apres ce que nous :
vu dans le premier chapitre (n°71), il faudrait
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exprimer que la résultante R et le couple ré~ l

sultant sont dans des plans paralléles, ou , ce.

. X t )
qui est laméme chose, que 'axe du couple est

perpendiculaire a la direction de la résultante.

Or, a, B, y étant les trois angles de la di=
rection de la force R, avec les trois axes deg

Xy )5 %; et A, p, v, les angles analogues que

Paxe d le fai : i
axe du couple fait avec les mémes lignes, on

sait par la Géométrie (*) que ces deux droites
seront rectangulaires dans Iespace, si 'on a

€08 & €OS A~ €08 3OS ~+ €0s 9 COs ¥ == 0.

Donc, en mettanta la place des cosinus leurs
valeurs trouvées ci-dessus, et multipliant toute
Iéquation par RG, on aura

XL+ YM--ZN=o,

comme nous I'avons trouvé plus haut.

Il faut toujours sous-entendre que la force R
n’est pas nulle, ou qu'on a

\/(X2+Y'+Z‘) >o,

négalité qui exige simplement que les trois

forces X, Y, Z ne soient pas nulles 4 la fois,
Ainsi, cette condition, que le calcul nous

av§tit offerte dans la recherche de la résultante

(*) Poyez ci-apros, n°® 113.
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générale, nest autre chose que V'expression de
celle que nous avions trouvée directement dans:
le premier chapitre, pour que des forces qui
ne se font pas équilibre puissent toujours se

composer en une seule.

Remarque.

111. Pour exprimer que des forces quelcon-
quessont susceptibles de se réduire a une seule,
on avait donné ces trois équations déterminces,

X(Yd ) — Y (X2 +)=o,
Y(Zx' +) —Z (X5 )=0,:(A)
Z(Xly'+) —X( Z7+)=o,

qui ne sont pas, comme on voit, celles de la
direction de la résultante (106), mais ou X, Y, Z
ont les mémes valeurs, et ou je désigne , pour
abréger, la somme des produits Y' 2, Yl ete,
par (Y'z' - ); et ainsi des autres.

Mais ces trois équations sont a la fois insuf-
fisantes et trop nombreuses; elles peuvent avoir
lieu toutes trois, sans quil y ait une résul-
tante unique, et il peuty avoir une résultante
unique, sans qu’elles aient lieu toutes trois, ni
méme aucune d’elles.

Cela parait assez clairement a linspection
méme de ces équations comparées a I'équation
unique que nous venons de donner ; mais on
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peut encore s'en rendre compte en suivant le
ra]sonne.ment d’apres lequel on les trouve ,”et”
en examinant ce qu’elles signifient. i

trois groupes a trois résultantes partielles X,
Y, Z, paralltles aux mémes axes, on suppose
que ces trois forces doivent se rencontrer en
un méme point, pour qu'elles puissent se com-
poser en une seule; et pour cela, on exprime
que les résultantes partielles prises deux 4 deux
sont a égales distances du plan qui leur est pa-

rallele; ce qui donne les trois équations (A),

au moyen desquelles les trois forces doivent
er}x effet concourir au méme point, et par con~- :
sequent se composer en une seule.

Mais, d’abord, on omet le cas ol les trois
groupes ne pourraient pas se réduire respecti-
vement a de simples forces, mais se rédui-
raient a des couples : alors les trois résultantes
partielles étant nulles, les trois équations de
condition seraient satisfaites, et pourtant il
n’y aurait pas de résultante unique, mais bien
un couple résultant. Ainsi ces trois équations
sont insuffisantes.

" D’un autre coté, elles exigent trop; car, en
supposant que les trois groupes se réduisent &

b

En effet, aprés avoir réduit toutes les forces

s
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irois simples forces, on voit qu'il n’est pas né-
cessaire,, pour qu’elles puissent se composer en
une seule, qu'elles se rencontrent toutes trois
en un méme point : il suffirait simplement que
deux d’entre elles se rencontrassent , et que la
iroisitme allat rencontrer quelque part la di-
rection de leur résultante. Mais, ce (;ui est plus
remarquable, cela méme n’est pas nécessaire ;
car les trois forces X, Y, Z peuvent se réduire
% une seule, sans qu’il y ait aucune rencontre
entre leurs directions dans Vespace : c'est ce
qu'on a vu directement au 1?75,

Si on veut voir la méme chose par notre
analyse, soit a la plus courte distance de Y
aZ,bcellede ZaX,etc celle de X a Y;
et pour simplifier, prenons I'axe des x suivant
la droite @, et celui des z, suivantla force Z;
on trouvera dans cette hypothese, L=o0,
M=—Xc, et N=Xb—Ya; et I'équation de
condition X L 4-YM+-Z N =o deviendra

XYe—XZb+YZa=o.

Or, il est évident qu'on peut trouver trois
forces X, Y, Z dans une infinité de proportions
différentes, qui satisfassent a cette équation,
et qui, par conséquent aient une résultante
unique, quelles que soient les distances mu-
tuelles @ , b, c de leurs directions dans I'espace.
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Et comme on n’a qu’une seule équation, on
voit méme qu’on peut se donner a volonté deux

de ces forces, et déterminer ensuite la troi
sieme en conséquence de cette équation.

Qu’on suppose , par exemple, les deux forces_‘ ‘

X el Z représentées par les lignes a et ¢; o)

trouvera que la troisi¢eme force Y doit étre res 8

présentée par la moitié de b. Ainsi , voila trois
forces, entre autres, qui sont situées en troig
arétes, deux i deux non paralléles et non con-
tigués, d'un méme rhomboide rectangle, et

qui pourlant ont une résultante unique: et il

est méme aisé de voir que cette résultante passe
au milieu de la plus courte distance & qui sé-
pare les forces X et Z proportionnelles aux
lignes a et c. :

On peut faire une foule d’autres exemples ;
il suffit de ne pas se donner deux forces dans le

rapport particulier qui, d’aprés Péquation pré-
cédente, rendraitla troisiéme force infinie. o

Au reste, ce qu'on vient de dire pour trois
forcesrectangulaires dans I'espace, sapplique-
rait de méme a trois forces paralleles 2 trois
axes obliques quelconques; car, relativement &
ces axes obliques, si Ven cherchait pz{r la méme
analyse qu'au n° 106, la condition générale

d’une résultante unique, on trouverait une .

€quation toute semblable i la précédente, et
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qui, pour le cas de nros trois forces, (;?n‘nell:ai;
également XYe—XZb+YZa=o0; dou l'o
tiverait les mémes conséquences, en obserjnmt
que, dans cette équation , @, b, c ne rt.apresen-
tent plus les distances mutue?les. des trois forces
obliques X, Y, Z, mais trois lignes (‘10nt cha-‘-
cune va de P'une aYautre force parallelement a
la troisieme.

Sides trois lignes @, b, ¢, il y en avait deux
nulles, sans que la troisieme le fit, l’équati’on
précédente seraitréduitea un seul terme, qx’l on
ne pourrait rendre nul, sans faire quelqu’une
des trois forces égale a zéro : d’ott il résulte
que, si trois forces finies sont situées de ma-
niere que la direction de I'une d’elles ren-
contre les directions des deux autres qui ne
sont. point en méme plan, ces trois forces ne
sont jamais réductibles & une seule; résultat qui
s'acorde avec ce qu'on a dit & la fin dun® ~5.

On voit donc, pour revenir a notre objet,
que des trois équations (A) qu'on avait données
avani notre théorie, il n’y en a aucune qui soit
nécessaire pour la condition qu’onavait en vue,
et qu'elles sont tout-a-fait étrangéres 4 la ques-
tion dont il s’agit. Mais il y a encore une autre
remarque assez curieuse a faire sur ces équa-
tions.

Si on les ajoute ensemble, ce qui est assez
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naturel & cause de leur symétrie, et ce que

lauteur méme avait fait, il arrive quelasomme

de ces trois équations revient précisément & la
notre XL+ YM +ZN= o. Ainsi, I'on avait
rencontré par hasard la véritable équation di

probléme, et il est clairqu’on nes’en était point

apercu; car on aurait vu sans doute que, la
somme de trois quantités pouvant étre nulle
d'une infinité de maniéres, sans qu’aucune

- dellesle soit en particulier , il pouvait y avoir
une résultante unique, sans qu’aucune des troig
équations regardées comme nécessaires, it

satisfaite; d'ott 'on aurait conclu qu'elles n’é=
talent pas nécessaires, et qu’il fallait les supH
primer avec lanalyse défectueuse qui y avait

conduit. Mais, avant notre théorie, on ne sa=

vait pas précisément en quoi consistait la con-
dition générale d’une résultante unique.

Quoiqu’on: ait depuis rectifié cette analyse

par cclle que j'ai donnée au n° 106, jen’di pas
cru cette petite discussion inutile, non-seule~
ment parce qu’elle éclaire un point important
de la composition des forces, et qu'elle fait

voir la fausse supposition sur laquelle on sap=

puyait , mais parce que ce paralogisme subsiste
encore, et s'est reproduit jusqu’ici dans un ous

vrage célebre ou l'auteur des équations (A)

parait Vavoir emprunté.

DE STATIQUE.

Corollaire V11.

112. Lorsqu'on a les trois équations L=o,
M=o, N=o0, le moment G du couple résul-
tant est nul, et les forces appliquées au systéeme
se réduisent 2 une seule R dont la direction
passe par lorigine.

Et comme le moment G ne peut étre nul, &
moins que les trois momens résultans partiels
L, M, N ne soientnuls a la fois, il s’ensuit que
st I'on voulait exprimer que des forces quel-
conques se réduisent a2 unec seule qui passe en
un point donné, il faudrait, en supposant qu’on
ait pris ce point pour origine, poser les trois
équations L=0, M=0, N=o.

Remarque.

115. Nous terminerons cet article général
par un théoréme important sur la maniére d’es-
timer les forces suivant une direction donnée,
et leurs momens, par rapport 4 un axe donné,
lorsque Fon connait déja ces forces et leurs
momens estimés par rapport a trois axes rec-
tangulaires.

Mais démontrons d’abord la proposition sur

10
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laquelle on s’appuie au n° 110, et dont nous
nous servirons encore ici.

Soient deux droites situées d'une maniére |
quelconque dans I'espace. Nommons «, 3, 7{
les trois angles que fait la premiere avec les
trois axes coordonnés; A, @, v, les angles ana-
logues de la seconde avec les mémes axes : je
dis qu'on aura pour langle § que ces deqi:
droites forment entre elles, 1

€08 = cos & cos A - cos 3 cos p - €os ) cos

En effet, transportons, pour plus de simpli-
cité, nos deux droites parallelement a elles=
mémes jusqu’a Porigine : les angles &, B, 9, 2 Al
w, » et angle § ne changeront pas. Prenons sur
la premiere, apartir de Uorigine, une longueur
arbitraire d, dont 'extrémité aura pour coor-
données x, ¥, z. Prenons de méme sur la se-
conde une autre longueur quelconque o, dont
I'extrémité aura pour coordonnées x, v, z. Si !
Pon joint ces deux extrémités par une droite

ront d, v et u; et puisque § est Pangle compris
entre les deux premiers, on aura, comme on
le sait, "

u*=d*+p*— 2dp cos b;

mais on a

DE STATIQUE. 14
A2 — x* +)"’+Z’;
p* =X}y 42*
et = (@—x) o (1P (r—a)
substituant dans la premiére équation, rédui-
sant, et dégageant cos 8, il vient

x4y 22
d.p ’

COSG:

ou bien
z z
cos = '—Zi D-l— + =t
mais on a évidemment

x 5 A
S=cosa, [—I_cosﬁ, S==C08y,

et de méme

| N

X X
I;.—.:cos)x,;)::cosp«; == COSV; ,

=}

donc
cos = cos & cos A = cos 3 cosu —= cos Y cos ».
Si Yon veut exprimer que les deux droites d
etp sont rectangulairesentre elles, il faut poser
cos f=o0; et par conséquent
€OS & €0S A= C0s 3¢0s s —-c0s Y cos y==0,

ce que nous avions supposé au n’ 110.

114. Actuellement changeons les lettres A,
p,vena (@, 9, et considérons une force R
10..
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dir-ige"e suivant la premiere droite. Cette force
estimée suivantlaseconde, ou projetée sur elle
donnera pour sa projection, que je nomme R',
R"=R cos §, et par conséquent 3

R'=R cosa cos o' -RcosBcos@'+Reos y cos 7’: b

Mais R cos a, R cos 3, R cos 5 expriment les
trois composantes de la force R suivant les
trois axes; donc si 'on nomme X, Y, Z ces
composantes, on aura plus simplement

R'=Xcosa' + Ycos B —+Zcos y/'.

Ce qui nous fait voir que, pour estimer sui-
vant une direction différente de la sienne , une
Jorce dont on connait déja les composantes
suivant trois axes rectangulaires, on Wa qu'a
prendre la somme de ces composantes multi-
pliées respectivement par les cosinus des angles
quelles forment avec la direction nouvelle.
Cest ainsi qu'en Géométrie, pour projeter
une ligne sur un axe quelconque, on peut d’a-
bord projeter cette ligne sur trois axes rectan—
gulaires; projeter ensuite ces trois projections
sur I'axe donné, et ajouter ensemble ces pro-
jections de projections.
15, Pareillement, sil'on considére un couple
dont le moment soit représenté par une partie
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G prise sur son axe, et que ce moment décom-
posé par rapport a trois axes rectangulaires
donne les momens respectifs L, M, N, on
voit, comme ci-dessus, que pour estimer le
moment G par rapport a un axe nouveau qui
forme, avec les trois premiers, des angles A,
il n’y aura qu’a prendre la somme des

/J" s ¥y
momens composans L, M, N multipliés par
les cosinus respectifs de ces angles, de sorte
qu’en nommant G’ la valeur relative du mo-
ment G, on aura
G'=LcosA\’ +Mcosy'4Ncosy',

dou il résulte que la somme des momens de
tant de forces que Lon voudra , par rapport a
un axe quelconque , est égale aux sommnes de
leurs momens , par rapport a trois axes rectan-
gulaires, multiplices 'respectivement par les
cosinus des angles que ces trois axes Jont avec
le nouvel axe donné; ce qui est un théoréme
tout semblable au précédent.

DES CONDITIONS DE L’EQUILIBRE

Lorsque le corps ou systeme sur lequel
les forces agissent n'est pas entiere-
ment libre dans [lespace, mais se
trouve géné par des obstacles.

Nous allons examiner trois cas principaux
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auxquels il est facile de ramener touslesautres;
comme on pourra le voir par la suite. |

L

> 2 7. A |

De lUéquilibre d'un corps qui w'a que la liberté
de tourner en tous sens autour d'un poin't
fixe. )

Les six équations de Péquilibre d'un corpé
ou systtme libre sont, comme nous I'avons
trouvé ci-dessus , ‘

X.=’0, Y=0, Z=0,
L =0, M=o, N=o.

116. Supposons maintenant qu'il y ait un
point fixe dans le systeme, et qu'on lait pris
pour lorigine des coordonnées. 1l est clair
qu’il pourrait alors y avoir équilibre sans que
ces six équations fussent satisfaites; car, quoi-
que le point fixe soit par lui-méme incapable
de Produire le moindre effort, il peut néan-
moins anéantir ceux des puissances dont la
résultante irait y aboutir, et par 1i tenir lien
de nouvelles forces dans le systéme.

Mais, quelles que soient les forces dont un
point fixe puisse tenir lieu par sa résistance
il est bien manifeste qu'elles doivent toute;
passer par ce méme point; que, par consé-
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quent, on peut toujours les y concevoir comme
composées en une seule, et imaginer ainsi, a
la place du point fixe, une force unique rqui
remplace sa résistance, et considérer alors le
systeme comme parfaitement libre dans Pes-
pace.

Les six équations précédentes devront donc
avoir lieu sil'on y introduit la nouvelle forcer.

Or, cette force étant immédiatement appli-
quée a lorigine, fournira trois nouvelles com-
posantes, X, Y, %, dans les trois axes, et ne
fournira aucun couple nouveau dans les trois
plans. Les six équations de I'équilibre seront

donc

X +x=o0, Y4 v=0, Z+4z2=0,
Li=o0, M=o, N=o. @

Les trois résultantes partielles X , Y, Z pour-
ront donc avoir telles valeurs qu'on: voudra.
Car, en supposant la résistance du point fixe
indéfinie dans tous les sens, les trois forces x ,
v, 2 prendront telles valeurs et telssignes qu’on
voudra, et, s‘égalant toujours, en quelque
sorte , aux trois forces contraires X,Y, Z,
appliquées  an méme point, rendrent tou-
jours les trois premicres équations satisfaites.

Mais il faudra que les trois momens résul=
tans partiels L, M, N soient toujours nuls
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d’eux-mémes, ce qui nous fait voir que, pour
lequilibre d'un corps qui r'a que la liberté de
tourner autour d'un point fize, il est nécessaire
et il suffit que la somme des momens des Jorces.
par rapport a trois azxes rectangulaires mends
par ce point, soit nulle d’elle-méme relative—
ment a chacun de ces trois axes.

117. Lorsque toutes les forces appliquées au
corps sont paralleles, on peut mener par le
point fixe deux plans paralléles & leurs direc-

tions , et décomposer tous les couples dans ces

deux plans. Il suffit donc alors pour I'équilibre
du systeme, que la somme des momens soit.
nulle par rapport 4 deux axes perpendiculaires
a ces plans.

Lorsque toutes les forces sont dans un méme
plan avec le point fixe, tous les couples a 1'é-
gard de ce point sont aussi dans ce plan; et
il suffit alors que la somme des momens soit
nulle parrapport 4 un seul axe perpendiculaire
a ce plan.

Remarque.

118. Nous savons que les trois équations
L=o0, M=o, N=o, qui assurent, dans le
P P ’r °1° \ .

(ciz’is général , leqfx‘xllbre du systeme , expriment
une autre maniere (112) que les forces appli-
quées doivent avoir une résultante unique qui
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passe par le point fixe. Donc, sil'on avait voulu
partir de cette conséquence comme principe,
Cest-a-dire regarder d’abord comme évident
que les forces appliquées ne peuvent se faire
équilibre autour du point fixe,a moins qu’elles
n’aient une résultante unique dirigée vers ce
point, on en aurait conclu réciproquement que
T’on doit avoir pour 1'équilibre les trois équa-
tions L==0, M=o, N=o0; ce qui nous au-
rait conduits au méme résultat.

Corollaire.

De la pression exercée par les forces sur le
point fixe.

119. Quoique nous ayons supposé le point
fixe susceptible d’'une résistance indéfinie en
tous ‘sens, cependant, lorsque des forces don-
nées se font actuellement équilibre sur cet ap-
pui, il n’a besoin que d’une certaine résistance
déterminée. Cette résistance actuelle, prise en
sens conlraire, est ce que 'on nomme la pres-
sion qu’il éprouve de la part des forces du
systeme.

Ains1, pour calculer cette pression, onn’aura
qu’a déterminer la force— r. Mais 'on a, par
les équations ci-dessus , pour ses trois compo-
santes—x , —v,—z dans les trois axes,




Fig. 36.
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—x=X, —vy=Y, —z=Z.
Dot il suit que la pression est égale ala re’i
sultante de toutes les Jorces du systéme, trans-

portées parallélement ¢ elle-mémes au point
Txce. il

Et C’est ce qu'il était facile de reconnaitre
d’abord ; car le point fixe ne peut éire pressé
que par les forces qui s’y sont transportées pa-

rallelement i elles-mémes, et par les couples

qu’elles ont formés A I'égard de ce point; mais |

puisque ces couples doivent étre en équilibre
d’eux-mémes, c’est-a-dire seraient en équilibre
quand bien méme le corps serait entierement
libre, il s'ensuit qu'ils ne peuvent nullement

charger le point fixe, et que par conséquent |

ce point n'est pressé que par la résultante des
premieres forces.

1I.
De Uéquilibre d'un corps qui n'a que la liberté
de tourner autour de la ligne qui joint deux
point fixes.

120. Soient A et B (fig. 36) les deux points
fixes. Prenons AB pour l'un des trois axes,
pour celui des abscisses, par exemple; et le
point fixe A pour l'origine.

Quelles quesoient les forces dont chacun des
points fixes puisse tenir lieu par sa résistance
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on peut toujours les concev.oir comme ré.duit’es
4 deux forcesret 1’ immédla.terfler‘xt appliquées
A ces points, et substituant al‘nsl , ala plac.e. des
deux points Aet B, les deux,i(.)rces respectu]rles r
et 7/ qui remplacent leurs resistances acfue es,
considérer le systeme comme parfaitement

ibre dans l'espace. ‘

hbiiee;i :ix équ:tions de I'équilibre doivent donc
avoir lieu en y introduisant les deux nouvelles
forces ret r'. T

Or, la force » immédiatement appliquée a
Porigine A , donnera trois composantes X, Y, Z,
dans les axes, et ne donnera aucun couple daus
les plans. _ .

La forcer appliquéeen B donnera tr(:xs com-
posantes x',Y',2', la premiére dans Paxe des
abscisses, les deux autres dans les plans resl’)ec-
tifs XY, XZ. La force x qui tombe é}an.s ?axe
des abscisses, étant transportée a Torigine,
donnera un couple nul ; mais les deux forces
v/ et 7' transportées a l'origine donneronF deux
couples, dans lesplans respectifs XY, XZ ad-
jacens a laxe de rotation; et les mom?ns ,de
ces couples seront (en faisant AB=a) Ya,za.

Les équations de I’équilibre seront donc

X f-x4x' =0, Y- v-+v' =0, Z 2417 =0,

F e
L=o, M+7a=0, N—v'a==o.
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Les cinq quantités X, Y, Z, M, N pourront

) 4 en

fugposant la résistance des deux points fixes
indéfinieen toussens, 1 ité '\
s ' i B
»lesquantitésx, v,z,x’, v/,2"

auront telles valeurs et tels signes qu'on vou-
dra, et les trois premicres équations, ainsi que
les deux derniéres, seront toujours satisfaites.
Mais il faudra qu'on ait toujours pour les
seules forces appliquées au systeme , I'équation
L=o; ce qui nous apprend que les conditions
de l'équilibre d'un corps assujetti a tourner au~
tour d’un axe fixe se réduisent a ce que la
somme des momens des forces estimés par rap-
port a cet axe soit nulle d’elle-méme. g

Remarque.

121. Si les deux points A et B n’étaient pas
arrétés en tous sens, mais pouvaient couler (f:l—
semble dans la direction AB, comme si on les
suppo:sait unis entre eux, et renfermés dans un
canal infiniment étroit AB, leurs résistances x
et x’' dans le sens de I'axe des abscisses seraient
nulles d’elles-mémes, et 'on aurait encore I'é~
quation X==0; de maniére que, lorsque le
corps a la liberlé de se mouvoir dans le sens
d'e Taxe de rotation , outre la premiére CO;ldi'
tion énoncée ci-dessus, il faut encore que la

somme d
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es forces décomposées parallelement
5 cet axe soit nulle d’elle-méme.

Corollaire.
r les forces sur les

Des pressions exercées pa
deux points fixes.

122. Ces pressions n’étant autre chose que

les deux résistances actuelles 7 et ¥ des deux

points fixes , estimées en sens contraires, on

aura pour déterminer leurs composantes — X,

! / ! > S
—_y,—2z; =X —Y ,—% paralleles aux trois

axes , les cing équations

Xf-xx'=0, Y4v-+v' :=6, Z4-2+472 =0,

M--z'a=o, N—vy/'a=o0.

Mais comme il y a six inconnues, il parait
d'abord que les deux pressions—r et — r
seront indéterminées, ou du moins que l'on
pourra disposer a volonté de I'une de leurs six
composantes. Cependant, si I'on observe que
les deux inconnues —x, —x' n'entrent que
dans la premiére équation, on voit que les
quatre autres seront déterminées par les équa-
tions restantes. En effet, Pon aurasur-le-champ

par les deux dernieres équations,
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et substituant dans les deux précédentes, on
aura

__YatN _Z_Za—M

a °’ a

Ainsi I'indétermination ne portera que sur

les deux composantes—x, —x’, dont la somme
seulement sera déterminée par la premlerd

équation X+x 4 x'=o.

Les deux forces— v, —z perpendiculaires &
I'axe de rotation au point A, se composeront en
une seule \/y*42z* perpendiculaire au méme

axe, et qui fera avecles axes des 7, z des angles
dont les cosinus respectifs seront

—_Y —
Vitz Vere

Les deux forces —x’, —z’ perpendiculaires
a l'axe de rotation au point B, se composeront
de méme en une seule \/v"*+-2" perpendicu-
laire au méme axe, et qui fera avec les axes

desy et z desangles dont les cosinus respectifs
seront

—Y sl

VY"+Z", V-Y’g+zln.
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Ainsi les deux pressionsnormales 4 I'axe , aux
- 3 ’ .
points respectifs A et B , seront nécessairement
déterminées de grandeur et de direction; et
par conséquent les pressions absolues — r et
s Yy S ;
— r n'auront que cette indétermination parti-
culiere, savoir, qu’il faudra les choisir de telle
sorte qu’étant décomposées chacune en deux
autres , I'une dans I'axe, et I'autre perpendicu-
laire 4 cet axe, les deux forces normales aient
les valeurs et les directions que nous venons
de donner, et les deux forces situées dans I'axe
fassent une somme constante égale a X.

123. Pour voir a quoi tient cette indétermi~
nation, qui dépend de celle des deux résistances
actuellesx,x’ que les points fixes A et B doivent
opposer dans le sens de la ligne qui les joint,
on peut remarquer que ces deux points, qu'on
peut supposer unis par une verge inflexible,
se prétent un appui réciproque; de maniére
que chacun d’eux a toujours, ou par lui-méme,
ou par le secours de l'autre, la résistance ac-
tuelle dont il a besoin pourI'équilibre, pourvu
que la somme de ces résistances soit suffisante.
On ne peut donc pas demander, et il est im-
possible que le calcul détermine des valeurs
particulieres, pour deux résistances qui, pas-
sant tacitement, en tout ou en partie, de I'un
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a l'autre point, se confondent en une seule e
méme résistance.

IIL.

De Uéquilibre d'un corps quis’appuie contre un
plan inébranlable.

124. Prenons ce plan pour celui des x, ¥,
que I'on nomme le plan horizontal ; et suppo-
sant d’abord que le corps ne s’appuic contre ce
plan que par un seul point A, regardons ce
point d’appuicomme l'origine des coordonnées.

Il est facile de voir que lorsqu’une force
presse un point contre un plan, cette force peut
toujours se concevoir comme décomposée en
deux autres, 'une perpendiculaire au plan, et
l'autre située dans ce plan. La premiére est né-
cessairement détruite par la résistance du plan;
car il n’y a pas de raison pour qu'elle meuve
le point d’un c6té plutdt que d’un autre dans le
plan, et d’ailleurs elle ne peut le mouvoir i
travers; mais la seconde obtient tout son ef-
fet, parce que son action ne peut étre altérée
par la présence d’un plan le long duquel elle
sexerce. Le plan résistant ne peut donc dé-

truire que des forces aont les directionslui sont

normales, et par conséquent sa résistance ne
peut faire naitre que de telles forces dans le
systeme.

DE STATIQUE.. 46

Soit donc z la résistance actuelle du point

d’appuidansl’axe des z. Les égnations deléqui-
libre deviendront :

X=o0, Y=0, Z-}z=0,
L=o0, M=o, N=o.

Les trois derniéres nous font voir (0° 112)
que les forces appliquées au corps doivent se ré-
duire a une seule qui passe par Porigine, c’est-
a-dire par le point d’appui;

Lesdeux premiéres, que cette résultante doit
¢tre verticale, c’est-a-dire perpendiculaire au
plan fixe;

Et la troisitme,, Z+7—0 » que cette résul-
tante Z peut avoir une valeur quelconque,
pourvu qu'elle soitde signe contraire i la résis-
tance z du plan; cest-a-dire quen supposant,
comme nous le ferons désormais, que le corps
soit placé au-dessus du plan des «, 7 il faut
que la force z ne soit pas positive : sans quot,
tendant a souleverle corps au-dessus du plan,
elle 0’y ferait naitre aucune résislance, et le
plan ne servirait 4 rien pour Péquilibre; de
maniére qu’il faudrait les mémes conditions
que si le systeme était parfaitement libre,

125. Supposons actuellement ‘que le corps
sappuie par un second point B. Prenons AB
1




~
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pour l'axe des xc, et le point A pour longme. 4

Le pomt A hut naitre une résistance z dans
Vaxe méme des z. Le point B fera naitre une |
résistance z' dans le plan xz, et donnera dans
ce plan uncouple dont lemoment sera z' a'y

en faisant AB=a'.
Les équations de V’équilibre seront donc

X=o0, Y=o0, Z+z-+42'==0,
L=o, M+47a =0, N=o.

(puxsque les deux résistances z et z’ ne pouvant
étre supposées toutes deux nulles, et étant de
méme signe, la force Z ne peutétre nulle). Les
forces appliquées au systéme doivent donc ;
avoir une résultante unique.

Les deux premieres équations ‘montrent qu
cette résultante doit étre verticale, c'est-a-dir
perpendlculalre au plan fixe; et la troisieme,
Z 477 =0, qu'elle peut avoir telle valeur 1_‘
quon v0udra, _pourvu qu ‘elle ne soit pas po—
sitive.

Enfin, si I'on cherche les valeurs des deux
coordonnées p etqdu pointO ousadirection doit
rencontrer le plan horizontal, comme on a ( 108
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en mettant a la place des quantités L, M, Z,
leurs valeurs tirées des équations précédentes,
on aura

p:a q=0.

;7
74z’
Donc, puisque I'on a ¢=o0, il faut que le point
ou elle rencontre le plan horizontal tombe sur
laligne des abscisses, c’est-a~dire sur la ligne
qui jointles deux points d’appui; et puisque

’ 4

z 1 z .
- acause de ——; toujours
742 7247

ona p= a

4

< 1, onap toujours < a', et par conséquent
la direction de la résultante doit toujours tom-
ber entre les deux points d’appui A et B.

126. Supposons enfin que le corps s’appuie
contre le plan par tant de nouveaux points
qu'on voudra, C, D, etc., qui soient tous pla-
cés d'un méme coté a I'égard de la droite AB,
qui est toujours regardée comme l'axe des abs-
cisses 2. Conservant pour les deux points A
et B les dénominations précédentes, nommons
a" et " les deux coordonnées du point C;
a' etb" celles du point D, et ainsi de suite. La
résistance z du point €, étant transportée &

g .
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Porigine , donnera deux couples dans les plans
verticaux XZ, YZ, dont les momens seront
z"a",2"b"; la résistance z"” du point D donnera
de méme deux couples dans les mémes plans,

m pm e
etdont les momens seront z” a”, 2" b"" et ainsi
de suite. Les équations de 1’équilibre seront

donc

X=0,Y=0,Z~4z+42 4" 42" 4 etc. =0,
L—z2"0"—2"b"— etc. =o, {
M 42 a +42"a"+2"a"+ etc. = 0, N=o.

¢
o |

Ces équations nous font voir d’abord, comme

dans Yarticle précédent, que toutes les forces
appliquées au systeme doivent se réduire a une
seule, perpendiculaire au plan fixe, et dont la
valeur ne soit pas positive.

Ensecond lieu, je dis que sa direction doit
rencontrer ce plandans 'intérieur du polygone
formé par les points d’appui A, B, C, D, ete. ;

En effet, si 'on nomme, comme ci-dessus )
q Vordonnée du point O, ou cette résultante

rencontre le plan horizontal; comme on a

— =L en mettant pour LetZ leurs valeurs
=" |

tirées des équations précédentes, on aura
i 20" + 27 b 4 etc.
k" I S L B T
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Or, les résistances z, 7', 2", 2", etc. , étant
toutes positives, et les ordonnées 4", b | eic, s
toutes de méme signe, puisque les points C,
D, etc., sont, par hypothese, tous placés du
méme cOté de I'axe des ahscisses , 1 s’ensuit
que Pordonnée ¢ sera de méme signe que ces
ordonnées, et que par conséquent le point O
sera, a l'égard de la ligne AB qui joint les deux
points d’appui A et B, du méme cbté que les
autres C, D, etc. Donc, puisqu’on aurait pu
prendre pour I'axe des abscisses toute autre
droite AC, BD, etc., qui, joignant deux points
@’appui, laisse tous les autres d'un méme coté
on peut conclure que le point 0 doit se trouver,
a I'égard de chacune de ces lignes, da méme
coté aue les autres points d’appui, et par con-
séquent doit tomber nécessairement dans Vin-
térieur du polygone formé par tous les points
d’appui.

Corollaire.

Des pressions exercées par la résultante des
Jorces du systéme sur les différens points
d’appui.

127. Ces pressions, estimées en sens con-
traire, ne sont autre chose que les résistances
z, 7, 2", 4", etc., dont les points d’appui A ,
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B, C, D, etc., ont actuellement besoin pour
Véquilibre. On aura donc, pour les détermi=
ner, les trois équations:
Z+4z+2 42"+ 2" 4-etc. =o0,
L—b"2"—b"z" —etc.—=o,

M--a'z' +a'2" +a""2" +-ete. =o.

Mais comme on n’a que ces trois équations ;
avec cette seule condition que les inconnuesz,
4, 7', 1", etc., doivent étre toutes positives ; il
s’ensuit que les diverses pressions exercées sur
le plan demeurent indéterminées lorsqu’il y a

plus de trois appuis, et méme lorsqu’il n'y :"5' ’

en a que trois, s'ils tombent en llg'le droite.
Car, en supposantque le troisieme point €

tombe avec les deux autres A et B sur 'axe des i

ahscisses , Pordonnée 5" devient nulle, et I'in~

connue z” disparaissant d’elle-méme dans I'¢- 3
quation L — 5"2"=o0, il ne reste plusque deux
équations pour calculer les trois inconnues z ,

7', 2", qui sont encore indéterminées.

On pourra donc, dans ce cas, se donner a
volonté 'une des pressmns et, dans le cas gé-

néral , se donner les pressions de tous les points
d’appui, hors trois. On calculera ensuite ces
derniéres pressions par les équations précé-
dentes, et pourvu que, dans les différentes
hypothéses que l'on fera, le calcul ne meéne &
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aucune pression positive, le probleme sera
toujours bien résolu.

Remarque.

128. Mais si nous trouvons , d’'apres les prin-
cipes établis ci~dessus, que les pressions sont
indéterminées lorsqu’il y a plus de trois points
d’appui, d’'un autre coté, en considérant a
priori un corps appuyé contre un plan, par un
nombre quelconque de points , et tenu en équi-
libre par une force normale a ce plan, il nous
parait évident que chaque point de contact doit
étre actuellement pressé, et que, s'il est pressé,
Cest avec une certaine force tout-a-fait déter-
minde , ce qui serait absurde antrement: et de
la résulte une espéce de paradoxe uine parait
pas facile a expliquer.

Gardons-nous d’abord d’en conclure, avec
d’Alembert , que la théorie connue jusqu’ici est
insuffisante pour résoudre le problemeen ques-
tion ; car nous allons voir que ce probléeme est
indéterminé par I'hypothése méme que Pon a
faite, etque la théorie donne tout ce qu’on peut
demander sans se coniredire soi-méme.

En effet, sil'on fait attention qu'il s'agit, par
hypothése, d'un corps dont la figure est parfai-
tement invariable , on peut concevoir les points
de contact de ce corps, comme unis entre eux
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par un plan parfaitement inflexible, lequel re~
pose sur les poiuts fixes A, B, C, D, etc. Ory

lorsqu’il y a plus de trois points d’appui, ou seu-
lement trois quand ils tombent en ligne droite,

il n'est pas difficile de voir que certaines par-

ties des pressions qu’on supposerait exercées par
le plan sur ces points,‘ peuvent étre imaginées

comme se reportant indifféremment des uns
aux autres, de maniére qu'on ne puisse de-

mander, ni ce qu’elles sont en elles-mémes, ni
sur quels points d’appui ellessexercent de pré-
férence, & moins dedétruirel’hypothese de Iin-

flexibilité parfaite du plan qui unit les points
du corps.

Ainsi (fig. 37), pour nous faire mieux com-
prendre par un exemple , supposons qu'il s'a=
gisse d’un corps appuyé par trois poinis en

ligne droite, et considérons ces points comme

liés entre eux par une verge inflexible qui re-
pose sur les trois points fixes A, B, C. Quand
bien méme oun saurait que cette verge est ac-
tuellement poussée aux trois points respectifs
A, B, C, par trois forces normales P, Q,R,
paralléles entre elles, on ne serait pas en droit
d’en conclure que les pressions exercées sur les
points d’appui sont respectivement égales aux
forces P, Q, R: car il serait toujours permis
de concevoir dans les deux forces extrémes P
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et R, deux parties « et 2’ qui ne pressent point
du tout sur les appuis A et C. Si I'on prend en
effet ces deux parties dans la raison inverse de
leurs distances AB et CB au point B, a cause
de la raideur parfaite de la verge, on peut
concevoir que ces deux forces vont presser. ac-
tuellement le point d’appui B, conjointement
avec la force Q; de sorte qu'il y a ici une pres-
sion indéterminée u-f-u' | qu’on peut supposer
exister indifféremment , ou, tout entitre en B,
ou, en deux parties « et «/, sur les points A
et G, sans qu'on puisse dire ni ce qu’elle est,
ni ol elle se trouve de préférence, a moins
de détruire 'hypothése de Dinflexibilité par-
faite de la verge qui joint les points de con-
tact du corps.

129. Au reste, cette indétermination singu-
liere est du méme genre que celle que nous
avons observée et expliquée au n° 123. Les
pressions ou résistances actuelles dont les diffé—
rens points d’appui ont besoin pour 'équilibre,
ne sont indétermindes, dans le cas ou il yaplus
de trois points d’appui, ou seulement trois,
quand ils tombent en ligne droite, que parce
qu’il y a alors des appuis intermédiaires qui
peuvent préter aux appuis placés de part et
d’autre certaines parties de leurs résistances ;
de maniére que, par la liaison parfaite de ces
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appuis, on ne peut plus distinguer leurs résis~

tances individuelles d’avec celles qu'ils pour=

raient emprunter mutuellement les uns des

auires.

Et la théorie nous fait voir que, pourvu que
ces points aient des résistances individuelles qui
satisfassent ensemble aux trois équations don-
nées ci-dessus, de quelque autre maniere per-

mise par les mémes équations , que l'on veuille
répartir les forces de pression sur ces différens

points, chacun d’eux trouvera toujours, ou

dans sa résistance propre, ou dans cette ré-

sistance unie avec celle quil empruntera des
autres points dappui, la résistance actuelle
dont il aura besoin pour détruire la pression
quon lui suppose.

Iln’en est pas de méme daus le cas de deux
points d’appui, et dans celui de trois non en
ligne droite: les résistances actuelles sont dé-
terminées, et doivent I'étre; car chaque point
d’appui se trouvant seul a coté de l'autre, ou,
dans le second cas, a coté de la ligne qui joint
les deux autres, il est visible qu’il ne peut avoir
que sa resistance propre, et ne pourrait pas en
emprunter des appuis voisins, si elle n’était pas
suflisante.

130. Le paradoxe que nous venons de ré=
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soudre est d’autant plus frappant, que dans la
nature, les pressions exercées par les corps aux
différens points de contact sont nécessaire-
ment déterminées dans tous les cas, ce qui
seraitabsurde autrement.

Mais tous les corps sont plus ou moins flexi-
bles et €lastiques; et lorsqu’ils sont pressés les
uns contre les autres par différens points situés
dans le méme plan, la pression totale se dis-
tribue d’une maniére‘particuliéré en vertu de
ces propriétés physiques, et des trois équa-
tions donndes ci-dessus (127), auxquelles les
pressions individuelles doivent toujours satis-
faire : or, il faudrait savoir tenir compte de
ces propriétés, pour trouver en tout autant
d’équations qu’il y a de points de contact, et
connaitre par la les diverses pressions ; et cest
une question tres délicate de Physique, que
nous ne chercherons pas i discuter ici.

131. Ce que nous avons dit sur I'équilibre
d’un corps qui s'appuie contre un seul plan
peut aisément s’appliquer & un corps qui s'ap-
puierait contre plusieurs plans & la fois. Chacun
de ces plans fera naitre aux différens points
de contact des résistances normales a sa sur-
face; et en introduisant dans les six équations
de I'équilibre ces nouvelles forces indétermi-
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nées, on parviendra facilement aux conditions
que doivent remplir les forces immédiatement
appliquées. -

132. Si le corps sappuie en différens points
contre une ou plusieurs surfaces courbes quel-
conques, on pourra supposer qu'il sS'appuie sur

les plans tangens menés aux surfaces en ces

points. Ainsi, connaissant les équations de ces

surfaces, on cherchera celle des plans tangens
ou des normales aux divers points de contact :

on introduira dans les équations de Iéquilibre

autant de forces indétermindes, dirigées sui-
vant ces normales, et le probléeme reviendra
au précedent. ;
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AN

CHAPITRE III.

DES CENTRES DE GRAVITE.

Jusqu’a présent nous avons fait ahstraction
de la pesanteur des corps; nous allons voir ici
comment on peut avoir égard a cette propriéte
générale de la matiere, afin d’appliquer les
principes établis ci-dessus, a I'équilibre des
corps, tels qu’ils sont dans la nature.

133. On nomme pesanteur ou gravite cette
cause inconnue qui fait descendre les corps
vers la terre, lorsqu'’ils sont abandonnés a eux-

mémes.

La pesanteur étant une cause de mouvement,
on peut la considérer comme une force.

Cette force pénétre les parties les plus in-
times des corps, et agit également sur toutes
ieurs molécules; car Pexpérience prouve que,
dans le vide, des corps quelconques de masses
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inégales, une balle de plomb, par exemple ,
et le duvet le plus léger, tombent de la méme
hauteur avec la méme vitesse; d'ou Von doit
conclure que les molécules d'un corps qui
tombe descendent toutes de la méme maniére
que si elles étaient simplement contigués, sans
étre lides les unes aux autres. Ainsi Paction de
la pesanteur s'exerce sur tontes les molécules

: C : %,
d’un corps, et se fait sentir également acha-

cune d’elles.

Cependant l'intensité de la pesanteur n’est
pas rigoureusement la méme pour une méme
molécule placée dans des lieux différens par
rapport au globe terrestre: elle varie a la sur-
face de la terre, depuis I'équateur ou elle est

la plus petite, jusqu’au pole ol elle est la plus

grande: de plus, elle diminue 2 la méme dis-
tance de 'équateur, 2 mesure que la molécule
s’éloigne davantage du centre de la terre; et
I'on sait qu’elle décroit toujours dans le meme
rapport que le carré de cet elongnement aug-
mente. Mais pour les molécules des corps que
on considére ordinairement en Statique, il

n’y a pas assez de différence entre leurs dis-

tances 3 I'équateur, ou au centre de la terre,
pour que les variations de la pesanteur y soient
sensibles. Ainsi Pon est autorisé a regarder la
pesanteur comme une force constante. ‘
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La direction de la pesanteur est fort bien re-
présentée par celle d'un fil-a-plomb en équi-
libre, ou par la perpendiculaire & la surface
des eaux tranquilles.

Cette direction dansle lieu quel'on considére
se nomme la verticale, et tout plan perpendicu-
laire a la verticale se nomme le plan forizontal.

La surface de la terre, ou plutét celle des
mers, étant a peu prés sphérique, les direc-
tions de la pesanteur vonta peu prés concourir
au centre du globe. Ainsi, & mesure que 'on
chemine sur la terre, la verticale change aussi
bien que le plan horizontal : mais comme les
distances dont il s’agit ordinairement dans la
Statique sont tres petites aI'égard du rayon de
la terre, qui a prés de 1500 lieues, les direc-
tions de deux verticales peu dloignées, qui
vont a peu pres concourir a cette distance,
peuvent étre regardées comme paralléles, sans
erreur sensible.

Nous considérons donc toutes les molécules
égales d’un corps pesant, comme sollicitées par
de petites forces égales, paralleles et de méme
sens, et nous pourrons appliquer aux forces
qui proviennent de la gravité, tout ce que nous
avons dit des forces paralléles appliquées 4 un
assemblage de points liés entre eux d'une ma-
niére invariable.
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134. Et d’abord’, nous en conclurons que lg
résultante de toutes les forces paralléles de la.
pesanteur leur est paralléle, c’est-a-dire estj
verticale ;

En second lieu, quelle est égale a leur
somme.

La quantité de cette résultante est ce quei
Fon nomme le poids du corps; d’oit 'on voit
que le poids d’un corps est proportionnel au'
nombre des molécules qui le composent, ou a
la quantité de matiere quil renferme, et q’ue
I'on nomme sa masse. Ainsi, l'on distinguera,_

le mot de pesanteur ou gravité, davec celui de

poids. La pesanteur désigne , comme nous la-
vons dit, la cause qui attire les corps versla
terre ; mais le poids désigne la force partlcu- i
liere qui en résulte pour chacun d’eux; force
qui est proportionnelle 4 leur masse, et egale
a Teffort qu'il faudrait employer pour les sou-
tenir.

135. En troisieme lieu ; comme nous avous’
vu que pour les forces paralleles, appliquéesa’ =
différens points, il y a un centre, cest-a-dire*

un point unique par lequel passent continuelles’

ment leurs résultantessuccessives , lorsque I'on’
ingline successivement tout le groupe de ces’ |
forces dans diverses positions, il s'ensuit qu’ il! 2
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existe toujours, pour un corps pesant, un point
unique par lequel passe continuellementla di-
rection du poids, lorsque l'on tourne succes-
sivement le corps dauns diverses positions a
I'égard du plan horizontal. En effet, dans les
diverses situations qu'on lui donne, les forces
de la pesanteur qui animent toutes les molé-
cules ne cessent pas d’étre les mémes, d’agir
aux mémes points, et d’étre paralleles, et par
conséquent, leurs résultantes successives ne
cessent pas de se couper en un méme point.

Ce point unique par lequel passe toujours
la direction du poids, quelle que soit la posi-
tion du corps a I'égard du plan horizontal, se
nomme le centre de gravité.

136. Si le centre de gravité d'un corps est
fixe, il est clair que ce corps sera en équilibre
autour de lul dans toutes les situations; c’est-
a-dire que si, le faisant tourner autour de ce
point, on 'amene dans une situation quel-
conque, et quon Iy laisse, le corps y demeu-
rera: car, dans toutes ces positions, la résul
tante des forces de la pesanteur passera tou-
jours par le méme point fixe, et son effet sera
détruit. C’est pour cela que plusieurs auteurs
ont défini le centre de gravité un point tel,
que, il était fixé, le corps demeurerait en

12




178 FLEMENS
équilibre dans toutes les positions possibles au=
tourde ce point; mais il est plus convenable de
faire voir a priori qu’il y atoujours pour chaque
corps un tel point, et par conséquent de mon~
trer quil y a un centre de gravité, avant de
définir le centre de gravité lui-méme. v
137. Puisque le centre de gravité d'un corps ¢
n’est autre chose que le centre des forces pa=

sont supposées égales , il suitde Varticle 87 que
la distance du centre de gravité a un plan quel-
conque est égale a la moyenne distance de. b
toutes les molécules du corps au méme plan.
Par conséquent la position de ce centre dans
les corps ne dépend nullement de la gravité,
mais seulement de la maniére dont toutes les
molécules sont disposées les unes a 'égard des
autres. gl
Aussi quelques géometres ont-ils cru plus
convenable de nommer le centre de gravité,
le centre de masse, ou le centre de figure : mais
nous conserverons ici l'autre dénomination,
comme étant plus usitée, et comme rappelant =
‘mieux 'usage que P'on fait de ce point dans la

g

‘Statique.

DE STATIQUE. 179
qu'a toutes les forces de la pesanteur qui ani-
ment les molécules d’un corps, on ait subs-
titué leur résultante générale, qui produit ab-
solument le méme effet, on peut considérer
le centre de gravité d'un corps comme un point
ou toute la masse de ce corps est réunie et
concentrée. Ainsi, dans la solution des pro-
blemes, sil’on veut aveir égard a la pesanteur,
on pourra regarder chaque corps comme ré-
duit a son centre de gravité, qu'on supposera
sollicité par une force égale et paralléle & son
poids; et combinant ensuite ces mnouvelles
forces avec celles qui sont immeédiatement ap-
pliquées au systéme, on trouvera les condi-
tions de I'équilibre d’aprés les principes donnés
dans les chapitres précédens, comme si tous
les corps du systéme €étaient dépourvus de pe-
santeur.

Il ne s’agit donc plus actuellement que de
savoir déterminer les centres de gravité des
différens corps ou assemblages de corps qui
peuvent se présenter.

139. Lorsc}u’on peut considérer le corps ou
le systéme comme composé de parties dont on
connait en particulier lescentresde gravitéetles
poids respecﬁfs , il est treés facile de déterminer
le centre de gravité de ce corps ou systeme.

s
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Car ce centre n’étantautre chose que le pmm
d’application dela résultante générale des forces
de la pesanteur appliquées i toutes les molés
cules, on peut concevoir que, pour le détem" .
miner, on a d’abord cherché les points respecs \
tifs ou sont apphquees les résultantes partle]let
des forces qui agissent sur chaque corps, et
qu’ensuite on a cherché le point d’applicatid&
de la résultante générale de ces diverses résu
tantes. : . ,
Donc, si 'on connait déja les centres de gra=
vité respectifs des différens corps, on n’aura
qu’a supposer appliquées i ces points des forces
paralleles et respectivement égales aux poid§
de ces corps, et on trouvera le centre de
gravité du systéme absolumnent de Ja méme
maniére que l'on trouverait le centre de ces
forces paralleles. nd

On pourra donc employer dans cette re-
cherche, ou la composition successive des A
forces , comme au n° 29, ou la théorie des mo- »
mens, comme au n° 86. "f‘,

09 ,~
port au plan, par la somme de toutes les forces,

s "i
1l S’ensuit :
i M

Que la distance du centre de gravité dun
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systéme quelconque de corps, a un plan , est
égale a la somme des momens de leurs poids
par rapport au plan, divisée par la somme de
tous les poids : ou (comme les masses sont pro-
portionnelles aux poids), égale a la somme des
momens des masses , divisée par la somme de
toutes les masses ; en entendant par le moment
d’une masse, le produit de cette masse par la
distance de son centre de gravité au plan que
'on consideére.

En calculant ainsi les distances du centre de
gravité a trois plans quelconques, qu'on pourra
supposer rectangulaires entre eux pour plus
de simplicité, on trouvera facilement la posi-
tion de ce point dans I'espace.

140. Dans le cas ou toutes les masses du
systéme sont égales, on trouve sur-le-champ
la distance du centre de gravité a un plan quel-
conque, en prenant la moyenne distance des
centres de gravité de tous les corps a ce plan.

141. Lorsque le plan par rapport auquel on
estime les momens passe par le centre de gra-
vité du systéme, la distance de ce centre au
plan est nulle; et par conséquent la somme
des momens des masses , pris par rapport a un
plan qui passe par le centre de grayité du sys-
téme , est toujours egale a zéro.
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C'est-a-dire que la somme des momens deg
masses qui sont d'un méme cOté du plan est
égale a la somme des momens des masses qui‘
sont de Pautre coté. oY

Et réciproquement, lorsque la somme des
momens des masses , par rapport a un plan, |
est égale azéro, le centre de gravité du systéme
est dans ce plan. '

Car la distance de ce centre au p]an e
nulle.

142. 1l résulte de la que si les centres. d@
gravité de tous les corps que T'on considere
sont dans un méme plan, le centre de gravit
du systéme sera aussi dans ce plan; et que si
les centres de gravité des corps sont sur une
méme ligne droite, le centre de gravite sera
aussi sur cette droite. '

Car dans le premier cas , tous les corps :lya'f}t.
leurs centres de gravité dans un méme plan,';
les momens de leurs masses par rapport & ce
plan sont tous nuls; la distance du centre de
gravité du systeme a ce plan est donc nulle
aussi, et par conséquent ce centre est dans le
plan méme. - iif

Dans le second cas, tous les centres de gra—'i'
vité étant en ligne droite, si I'on fail passer.

3

“deux plans quelconques par cette droite, les
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centres de gravité des différens corps seront a
la fois dans ces deux plans. Le centre de gra-
vité du systeme y sera donc aussi, et par con-
séquent ne pourra se trouver que dans leur in~
tersection, qui est la droite proposée.

Au reste, les deux derniéres conséquences
que nous venons d’énoncer paraitront evi-
dentes d’elles-mémes, en se représentant que
l'on cherche le centre de gravité du systeme
par la composition successive des forces ou
poids appliqués aux centres de gravité respec-
tifs des differens corps.

143. Lorsque tous les centres de gravité des
corps sont dans un méme plan, comme le
centre de gravité du systeme se trouve déja
dans un plan connu, il suffit, pour déterminer
sa position, de chercher ses distances a deux
autres plans. Or, si on les prend, pour plus de
simplicité, tous deux perpendiculaires sur le
premier , les distances des différens centres de
gravité a ces deux plans seront les mémes que
leurs distances aux traces de ces plans sur le
premier.

Donc, sidans le plan qui contient les centres
de gravité de différens corps, on tire deux
droites ou axes quelconques non paralleles , on
aura les distances respectives du centre de gra~
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vité du systéme a ces deux droites , en prenant
les sommes respectives des momens de toutes

les masses , par rapport a ces droites, et divi-
sant par la somme de toutes les masses.
(Ayant soin de regarder pour chaque droite,
comme positifs, tous les momens des masses
qui sont d’'un méme coté de cette ligne, et

comme négatifs les momens de celles qui sont

deT’autre coté.)
On trouvera de cette maniere a quelle dxs-
tance, et de quel coté, le centre de gravité du

systeme est placé a 'égard de ces deux axes; et

menant alors, aux deux distances trouvées,

deux paralléles i ces axes, le centre de gravité

sera a leur intersection méme.

o S

144. Lorsque les centres de gravité'de tous

les corps sont en ligne droite, commele centre
de gravité du systeme se trouve déja sur une
ligne connue, il suffit, pour le déterminer, de
chercher sa distance & un seul plan. Or, si on
le prend, pour plus de simplicité, perpendi=
culaire sur la ligne des centres, les distances
des centres de gravité respectifs a ce plan se=
rontles mémes que leurs distances au point ou
le plan coupe la ligne. "

* Donc, lorsque plusieurs corps ont leurs cen=
tres de gravité respectifs sur une méme droite ;.
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la distance du centre de gravité du systéme, a
un point quelconque pris sur cette droite , est
égale a la somme des momens des masses , par
rapport a ce point , divisée par la somme de
toutes les masses.

(En prenant avec un méme signe tous les
momens des masses qui sont d'un méme coté
a I'égard du point, et avec le signe contraire,
les momens de celles qui se trouvent de 'autre
cOle.)

On saura alors a quelle distance et de quel
¢oté le centre de gravité du systéme est placé
i Dégard du point quel'on a choisi ; et silon
porte ensuite de ce coté, et a partir du point,
une longueur égale 4 la distance trouvée, Pex-
trémité de cette longueur marquera sur la ligne
le centre de gravité lui-méme.

145. On voit donc combien il est facile de
trouver le centre de gravité d'un corps ou sys-
teme, lorsqu’on connait ceux des différens
corps qui le composent; il nous reste a voir
comment on obtiendrait les centres de gravité
des corps qui ne seraient pas susceptibles d’une
pareille décomposition.

A la vérité, comme on peut toujours regar-
der un corps comme un assemblage de points
matériels qui sont eux-mémes leurs propres
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centres de gravité, il s'ensnil qu'on peut leup
appliquer la méthode précédente, et qu'on aura
généralement la distance du centre de gravité
d’un corps quelconque a un plan, en prenant
la somme des momens de toutes les particules
de ce corps, par rapport au plan, et divisant
par la somme de ces particules, ou, ce qui est
la méme chose, en divisant par la masse totale
du corps. Mais la solution générale de cette
question dépend du calcul intégral; et 'on en
peut voir, dans presque tous les traités de Mé-
canique, des applications ires simples, et qui
n'ont dautres difficultés que celles du calcul
intégral lui-méme.
€ependant, comme il existe des considéra—
tions élémentaires trés élégantes qui conduisent
a la détermination des centres de gravité pour
la plupart des corps dont il est question dans la
Géométrie, nous nous bornerons i cette re-
cherche, qui remplit Pobjet que nous avons en
vue, et qui ne nous écarte point des élémens.

146. D'aprés ce que nous avons dit (137),
la position du centre de gravité dans un corps
ne dépend que de la maniére dont toutes les
molécules de ce corps sont disposées les unes
a I'égard des autres. Elle dépend donc de deux
choses : 1°. de la figure du corps ou de celle
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de Vespace quil occupe; 2°. de la densité re-
lative de ses différentes parties. On voit bien,
en effet, que si la figure et le volume restant
les mémes, les molécules viennent a s'écarter
les unes des autres dans une certaine partie du
corps, de maniére qu'elles se rapprochent da-
vantage dans une autre, les forces qui agissent
sur elles n’étant plus réparties de la méme ma-
niére, la position de larésultante générale chan-
gera, et par conséquent celle du centre de gra-
vité du corps. Ainsi, dans la détermination de
ce point, il faudrait avoirégard, non-seulement
4 la figure du corps, mais encore a laloi suivant
laquelle la densité varie dans toute son étendue.

Mais si, pour vésoudre plus simplement la
question, on suppose d’abord les corps parfai-
tement homogénes, ou uniformément denses
en lous leurs points, la position du centre de
gravité ne dépendra plus que de la figure, et
la recherche des centres de gravité deviendra
un simple probleme de Géométrie.

Clest dans cette hypothése de corps parfaite-
ment homogenes, que I'on détermine ordinai-
rement les centres de gravité des lignes, des
surfaces et des solides qui sont soumis a une
description rigoureuse, et que lon regarde
comme doués d'une pesanteur uniforme en tous
leurs points; et quoique ce probleme puisse
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paraitre, au premier coup d’ceily de pure spé«
culation, il est facile de voir qu’il est, en Sta-
tique, ce que la quadrature des aires, ou la
cubature des solides est en Géométrie. Comme
les résultats que la Géométrie nous donne sont
d’autant plus exacts dans I'application , que les
figures sont plus semblables a celles que la
Géométrie suppose , ainsi dans la détermina-
tion des centres de gravité, on trouvera ces
points d’autant plus prés des lieux que la théo-
rie leur assigne, que les corps seront d’une
substance plus homogéne, plus uniformément
répandue, et terminés par des surfaces plus
parfaites. )

IL

DES CENTRES DE GRAVITE DES FIGUKES.
Lemme.

147. Toute figure dans laquelle il se trouve
un point tel, qu'un plan quelconque mené par
ce point coupe la figure en deux parties par-
Jaitement symétriques , a son centre de gravité
en ce point , que Uon nomme ordinairement le
centre de la figure.

En effet, si Pon fait passer un plan quel-
conque par le centre de la figure, comme ce
plan la coupe en deux parties parfaitement sy-
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métriques, il n’y a pas de raison pour que le
centre de gravité, qui est un point unique, et
dontla position ne dépend que de la figure, se
trouve dun coté de ce plan plutdt que de
I'autre; donc il sera dans ce plan : le centre de
gravité devant donc se trouver a la fois dans
tous les plans que l'on pourrait conduire par
le centre de figure, sera en ce point méme,
qui est la commune intersection de tous ces

plans.

148. 11 vésulte de la, 1°. que le centre de
gravité d’'une ligne droite est au milieu de sa
longueur ;

2°. Que le centre de gravité de Laire d’un pa-
rallélogramme quelconque est a l'intersection
de ses deux diagonales, ou au milieu de 1'une
d’elles ;

3. Que le centre de gravité de la solidite
d’un parallélépipede est i l'intersection de ses
quatre diagonales, ouau milieu de 'une d’elles.

On pourrait encore en conclure que le centre
de gravité du contour ou de l'aire d’'un cercle
est au centre de ce cercle ; que le centre de gra-
vité de la surface on de la solidité d’une sphere
est au centre de cette sphére; que celui de la
surface ou de la solidité d’un cylindre a bases
paralléles est au milieu de son axe; etc.
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Mais on remarquera surtout les trois pre-
miers corollaires sur les centres de gravité de
la ligne droite, du parallélogramme et du pa-
rallélépipede, parce que 'on peut regarder ces
figures comme les élémens de toutes les auires.

Probléme 1.

149. Trouyer le centre de gravité du contour

d’un polygone quelconque , et en géne’fal dun

assemblage de droites disposées comme on vou-
dra dans Uespace.

On regardera chaque droite comme concen-
trée en son centre de gravité, lequel est au

milieu de sa longueur ; et Pon n’aura plus a

considérer qu'un assemblage de points repré-
sentés, pour leurs poids respectifs, par les lon-
gueurs des lignes dont ils sont les centres de
gravite.

On trouvera donc le centre de gravité du
systeme par la composition successive de ces
poids, ou par la théorie des momens, comme
il a été dit plus haut.

150. On pourra souvent, par des considéra-
tions particuliéres, déterminer les centres de
gravité plus facilement que par la méthode gé-
nérale. '
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Sil s'agit, par exemple, de trouverle centre
de gravité du contour d’un triangle, on n’aura
qu'a joindre les milieux des trois cotés par trois
lignes, ce qui formera un triangle semblable
au triangle proposé; et partageant les angles
de ce triangle en deux parties égales par des
droites, ces droites se couperont au centre de
gravité cherché.

Clest-a-dire que le centre de gravité du con-
tour d’un triangle n’est autre chose que le centre
du cercle inscrit au iriangle formé par les lignes
qui joignent les milieuxdes trois cotés.

Probléme 11.

151. Trouver le centre de gravité de Uaire
d'un polygone quelconque , et en géncral d'un
assemblage de figures planes et rectilignes dis-
posées comme on voudra dans Uespace.

Tous les polygones pouvant se décomposer
en triangles , nous allons voir d’abord comment
on trouve le centre de gravité d’un triangle
quelconque. Apres quoi, prenant les centres
de gravité de tous les triangles qui composent
le systéme proposé,, nous n’aurons plus a con-
sidérer qu'un assemblage de points donnés de
position, et dont les poids respectifs seront re-
présentés par les aires des triangles dont ils
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sont les centres de gravité; et le probleme se
résoudra comme le précédent.

Du centre de gravité du triangle.

152. Soit ABC (fig. 38) le triangle proposé

considérons sa surface comme composée d'une

infinité de tranches paralléles a la base BC. Il
est visible que la ligne droite AD menée du
sommet A au milieu D de la base, divisera

toutes ces tranches en deux parties égales.

Leurs centres de gravité respectifs seront done

tous sur la droite AD, et par conséquent celui

de leur systeme, c’est-a-dire celui du triangle,
y sera aussi.

Par un raisonnement tout-a—fait semblable,’
on ferait voir quele centre degravité dutriangle
doit aussi se irouver sur la ligne BE qui serait
menée du sommet de I'angle B au milieu E du
c6té oppose AC.

Le centre de gravité devant donc se trouver ‘

a la fois sur les deux lignes AD, BE, sera ne-
cessairement a leur intersection G.

Mais si 'on joint DE, puisque les points D \

et E sont les milieux respectifs des cotés CB,
CA, la droite DE sera parallele 2 AB et en sera
la moitié. Or, si DE est moitié de AB, a cause
des triangles semblables DGE, AGB, le coté
DG sera aussi moitié de son homologue AG.
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Donc, DG sera le tiers de AD, et AG ensera
les deux tiers.

Donc, le centre de gravité de laire dun
triangle quelconque est situé sur une ligne
menée de Uun quelcongue des trois angles au
milieu de la base opposée,, et se trouve au tiers
de cette ligne a partir de la base , ou aux deux
tiers a partir du sommet de Uangle.

La démonstration précédente est si naturelle
et si simple, que nous n’avons pas cru devoir
I'omettre ici. On pourrait lui donner toute la
rigueur possible, au moyen de cette méthode
connue, dont les exemples sont si multipliés
dans les élémens de Géométrie; mais le lec~
teur peut y suppléer.

Au reste , voici une démonstration nouvelle
qui ne laisse rien a désirer du coté de Vexac-
titude. ’ '

155. Par le milieu D de la base BC du triangle

ABC (fig. 39), menez aux deux aulres cotés les Fig, 3.

paralleles DE, DF, qui les rencontrent en E
et F : le triangle proposé sera décomposé en
un parallélogramme AEDF, et deux triangles ,
DEC, DFB, parfaitement égaux entre eux, et
semblables au premier.

Le moment du triangle ABC, par rapport a
une ligne quelconque menée dans son plan,

i3
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sera donc égal 4 la somme des momens du pa~
rallélogramme et des deux triangles.

SoitaYaire d'un de ces triangles, 4asera celle
du triangle proposé. Donc, si 'on nomme .:c\
la distance du centre de gravité de ce triangle =
i la base BC, on aura 4ax pour son moment
par rapport a cette ligne. a8

Soit % la hauteur du triangle; S sera la dis-

tance du centre de gravité du parallélogramm%
3 la base ; et comme son aire est 2¢, son mo- =

h . !
ment sera 22 X -, c'est-a-dire ak. e

Ensuite, les deux triangles BFD, DEC ont‘ o
visiblement leurs centres de gravité a méme
distance de la base BC ; donc, si 'on nomme 2’
cette distance, la somme de leurs momens
sera 2ax’. 4

On aura donc 4ax=ak-2ax', ou bien, en =
divisant par 4a,

I
4

Si I'on supposait, avec Archimede, que, dans
les triangles semblables, les centres de gravité "
sont des points semblablement placés; alors,

.h+§i.

Xie=

comme les dimensions du triangle BFD ou R I
DEC sont moitiés de celles du triangle ABG,

. % 5 . ’ :
on aurait x'=="; et substituant dans l'équa~

PRE
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tion précédente, on trouverait sur-le-champ

X ==

Wl 3

Ce qui ferait voir que le centre de gravité
d’un triangle se trouve placé au-dessus de
chaque coté, a une distance égale au tiers de
la hauteur de I'angle opposé, et que par con~-
séquent il est au point déterminé ci-dessus.

Mais on peut parvenir a cette conclusion
sans aucune hypothese : car, puisque l'on a
trouvé pour le triangle ABC.

I

4

S ] —l—% n

2 ¢€tant la distance de son centre de gravité a la
base BC, et x’la distance du centre de gravité
du triangle BFD a sa base BD; en imaginant
que l'on fasse, dans le triangle BFD la méme
construction que l'on a faite dans le triangle
ABC, si I'on nomme «” la distance analogue a
celle qu'on a nommée &', et si 'on observe que
la hauteur du nouveau triangle, est deux fois
plus petite que celle du premier, on aura

N U
X =5 X
iatg

Et continuant la méme construction, on

15




Fig. 38.

gravité de ces trois corps sera le méme que
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trouvera
noo 1R, 2
X' = 7 4—{- .
m__ 1 il, o
&X' == 4- 8 +';-)

etc., elc.,

7 N 1Q1 1
x", x", etc., désignant les distances des cent

de gravité a la base dans .les triangles succes-

sifs, distances qui diminuent sans cesse, et do
la derniére peut étre rendue moindre que tou
grandeur donnée, puisqu’elle est toujours pl
petite que la hauteur du triangle dans leque
on la consideére. “

On aura donc, en substituant successivement
d:—.:lns l'a: premiere équation, i la place de a,

!

x’y x", etc., leurs valeurs, ‘

“ b ho h
x=Z+ 7 + 07 - etc., a Vinfini;
13

d'ou o =

Remargue.

centres de gravité situés aux trois angles res-

pectifs du triangle ABC (fig. 38). Le centre de

celui du triangle.

3» ce quil fallait démontrer.
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Car, pour trouver celui des trois corps, il
'y a qu'a prendre d’abord le centre de gravité
de deux quelconques d'entre eux, celui des
deux corps B et C, par exemple, lequel est au
point D, milieu de BC; ensuite joignant DA,
onn’a qua diviser cette droile au point G dans
la raison réciproque de 2.a 1.

Or, cette construction donne aussi le centre
de gravité du triangle ABC.

1l résulte de 1a et du n° 140, que la distanee
du cenire de gravité d'un triangle a un plan
situé d’une maniére quelconque dans lespace,
est égale 4 la moyenne distance de ses trois
angles au méme plan.

Centre de gravité du trapeze.

155. Si lon prolonge jusqu’a leur rencontre
les deux cOtés du trapéze, on forme deux
triangles semblables de méme sommet, et qui
ont pour bases les deux bases du trapeze : et
comme la ligne qui va du sommet commun au
milieu de la base inférieure passe au milieu de
la base supérieure, il s’ensuit que cette ligne
passe a la fois par les centres de gravite des deux
triangles, et par conséquent par celui du tra-
peze qui en est la différence. Le centre de gra-
vité du trapeze est donc sur la ligne qui joint
les milieux de ses deux bases paralleles : ainst
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3’1 ne reste qu’a irouver sa distance I'une o
a lautre de ces bases, ou, si I'on veut, le rape.
port de ces deux distances, ’ P

%V‘ommons x la distance inconnue de
point & la base inférieure, et H et / les hau
teurs des deux triangles semblables. Si I
re.pre'sente par H2 Paire, ou le poids du grand
triangle, * sera le poids du petit, et Ha— 5
celui du trapézé. Le moment du premier
ces poids, par rapport 4 la base inférieure

3 H ‘
sera donc H’.§ ; le moment du second sera

2 h ‘
h (§+H——lz), et le moment du troisiém

a__ 2\ . . ’ . Y !
(H*—2*2. Ainsi, en égalant le premier de
ces momens a la somme des deux autres , on
aura, pour déterminer x, I'équation :

3 (H* — h*)x == H3— 3/*H - 2%,
. F) y
SiI'on cherche de méme la distance 7 du centre

de gravité & la base supérieure, ou si I'on ob= i
serve simplement que cette distance  est for-
mée de (H—%) diminuée de x » on trouvera

B(H*— 7% y =1 — 3H%h - oH5,

Comparant ces deux €quations , membre 2
membre, et 6tant, d’une part, le facteur com-
mun 3(H*—72), et, de I'autre le facteur com~

£ i AR e i ol T Tr, AR
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mun (H—PA)?, on trouvera, pour le rapport

cherché,
x:y i Heoh i h4-2H;

ou bien, mettant a la place des hauteurs H et 2
des deux triangles, leurs bases B et b qui sont
dans le méme rapport, on aura la proportion

x:y it B42b:b+4 2B,

d’otr résulie ce théoreme :

Le centre de gravité dun trapéze est sur la
ligne qui va dumilieu de Uune de ses bases au
milicu de Uautre , et il coupe celte ligne dans
le rapport des deux sommes qulon trouve, en
ajoutant d'un cété, a la premiére base deux
Jois la seconde., et d’'un autre coté , a la seconde
base , deux fois la premiére.

On peut tirer de la cette construction tres
simple : prolongez, vers la droite, l'une des
deux bases, d’'une longueur égale a Pautre; et
celle-ci, vers la gauche, d’une longueur égale
a la premiére; et menez la ligne qui joint les
extrémités de ces deux prolongemens; elle
coupera celle qui joint les milieux des deux
bases au centre de gravité du trapéze.

- On peut remarquer que la proportion pré--
cédente ne dépend point de la hauteur du tra-
peze , mais uniquement du rapport des deux
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bases : desorte qu'elle est la méme pour tous leg
trapezes possibles de bases proportionnelles,
Si les bases sont égales, ona x=y; ce qui
~doit étre; car le trapéze est alors un parallélo-
gramme dont le centre est également él.oigﬁéaé ;
de ces deux bases opposées. g
Si I'une des bases b devient nulle , onyais
y=2x; et en effet le trapéze devient un
triangle dont la base est B, et dont le centre est
deux fois plus pres de la base que du somme

Probléme I11.

156. Trouver le centre de gravité de la so=
lidité d'un polyédre quelconque , et en général,,
d'un assemblage de polyédres disposés comme
on voudra dans Uespace.

Tous les polyedres pouvant se décomposer
en pyramides triangulaires, nous allons voir
d’abord comment on trouve le centre de gra-
vité d’'une pyramide triangulaire. Aprés quoi,
prenant les centres de gravité de toutes les py-
ramides quicomposentle systéme proposé, l'on
waura plus qu'a chercher le centre de gravité
d’un assemblage de points, représentés pour
leurs poids par les volumes des pyramides res=
pectives dont ils sont les centres de gravité; et
le probleme se résoudra comme il a été dit

ci-dessus. '

DE STATIQUE. 201
Du centre de gravité de la pymmz'de.

157. Soit ABCD (fig. 40) une pyramide
triangulaire quelconque. Si nous considérons
cette pyramide comme composée d'une infi-
nité de tranches paralléles a la base BCD, il est
visible qu’une droite menée de l'angle A en
un point quelconque de la base, couperait
toutes ces tranches et la base elle-méme, en des
points semblablement placés : donc, si cette
droite est menée au centre de gravité I de la
base, elle passera par tous les centres de gra-
vité des tranches paralléles. Le centre de gra-
vité du systeme de ces tranches, et par conse-
quent celui de la pyramide, devra donc se
trouver sur la droite Al.

Mais, par un raisonnement tout-a-fait sem-
blable, on voit que le centre de gravité de la
pyramide doit aussi se trouver sur la ligne CH
qui serait menée de I'angle G au centre de gra-
vité H de la face opposée : donc il sera néces-
sairement a l'intersection G de ces deux droites.

~ Ainsi les deux lignes Al et CH doivent né-
cessairement se rencontrer : et c’est ce que I'on
voit d’ailleurs indépendamment de la considé-
ration du centre de gravité; car si I'on tire CI,
cette droite ira couper le coté BD en son milieu
E, puisque le point I est le centre de gravité

Fig. 4o.
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du triangle BCD; par la méme raison, si Yon
tire AH, cette droite ira rencontrer BD au
méme point E, et par conséquent les deux
droites AI, CH seront dans un méme plan, qui
est celui du triangle AEC, et elles se couperont
necessairement.

Actuellement, si 'on remarque que le point
Lest au tiers de EC, et le point H au tiers de
EA (152), il est clair qu'en joignant IH, cette
droite sera parallele & AC, et en sera le tiers.
Mais si la droite IH est le tiers de AC, & cause
des triangles semblables IGH, AGC, le coté IG
sera le tiers de son homologue GA, ou bien
sera le quart de IA, et AG en sera les trois
quarts.

Donc, le centre de gravité dune pyramide
triangulaire est situé sur une ligne mende de
lun quelconque des trois angles au centre dé
gravité de la base opposde; il est au quart de
cette ligne , a partir de la base, ou aux trois
quarts , & partir du sommet de Uangle.

Remarque.

158. On peut aussi appliquer 4 la pyramide
triangulaire une démonstration analogue &
celle que I'on a donnée pour le triangle.

Mais pour cela considérons d’abord le prisme

¥ig. 4. triangulaire : soit ABCabe (fig. 41) le prisme.
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Par le milieu E du coté AB de sa base ABC,
conduisons deux plans EFf’, EDd paralléles aux
faces respectives BCcb, ACca. Nous décompo-
serons ce prisme en deux autres, et un paral-
1élépipede.

Si I'on nomme a la solidité de I'un de ces
deux prismes , lesquelssont parfaitement égaux,
on aura 4a pour celle du prisme proposé, et
aa pour celle du parallélépipede.

Cela posé, soit x la distance du centre de
gravité du prisme total A la face BAab; on
aura 4ax pour sgn moment par rapport a cette
face. Soit de méme, pour les deux prismes par-
tiels, «' les distances de leurs centres de gra-
vité au méme plan, distances qui sont parfai-
tement égales entre elles; on aura 2ax’ pour
la somme de leurs momens. Enfin, nommant
k la hauteur de l'aréte Cc au-dessus du plan
paralléele BAab, le moment du parallélépipede

sera évidemment 2a ZL, ou simplement ak. On
2

aura donc 4ax = ah + 2ax’, et par consé-

h xz' o . 5

quent x = Z—l—--z—; et si 'on applique mot a

mot tout ce qu'on a dit (153), on trouvera
h
X =%.

3
Ce qui fait voir que le centre de gravité d'un

prisme triangulaire est, a I'égard de chaque
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" face, au tiers de la hauteur de larete parallele

a cette face; d'ou il est facile de conclure qu’il
est sur la ligne Gg qui joint les centres de gra-
vité des deux bases. Et d’ailleurs il est aisé de
voir que ce point tombe au milieu I de cette
droite Gg, que je nommerai pour un moment
axe du prisme. En effet, imaginez le prisme
parlagé en un nombre quelconque de prismes
égaux par des plans paraliéles 4 la base , et soit
d'la distance du centre de’gravité de'un de ces
petits prismes au milieu de son axe. Il est clair
que le centre de gravité O de leur systeme, et
par conséquent celui du prisme total, se trou-
vera aussi a la méme distance J' du milieuI de
son axe Gg. Or, quelque petite que soit Jalon-
gueur d'un prisme, il est évident que le centre
de gravité est toujours dans lintérieur du so-
lide : donc, puisque la longueur de chaque
prisme partiel peut étre rendue moindre que
toute grandeur donnée, la distance O = & est
moindre que tout ce qu’on voudra, et par con-

- séquent nulle.

159. Actuellement , soit une pyramide trian-

. gulaire ABCD (fig. 42). Par le point L, milieu

de AC, faites passer la section LMK paralléle &
la base BCD , et la section LEF paralléle a la face
ABD. Menez KH parallele 2 LE, et joigazz BH.
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La pyramide proposée sera décomposée en
deux prismes équivalens, P'un dont la base cst
EDH, l'autre dont la bhase est LEF, eten deux
pyramides triangulaires ALMK, LCEF parfai-
tement égales entre elles, et semblables a la
pyramide proposée.

Cela posé, égalons le moment de la pyra-
mide totale, par rapport a la base BCD, a la
somme des momens des deux prismes et des
deux pyramides partielles, par rapport au
méme plan. :

Soit a la solidité de 'une de ces deux pyra-
mides, 8a sera celle de la pyramide entiére,
et si 'on nomme x la distance de son centre
de gravité a la base, on aura 8ax pour son
moment.

Soit % la hauteur de la pyramide entiere ; le
prisme dont la base est EDH aura son centre

1 h
de gravité élevé, au-dessus de la base, de =
et comme sa solidité est 3a¢, son moment sera
Sa;—[:. Le second prisme, dontla base est LEF,

aura son centre de gravité €levé au-dessus du

plan BCD de’” (158); et comme sa solidité

h
est 3a, son moment sera 3a 5

Enfin, si 'onnomme ' la hauteur du centre
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de gravité de la pyramide LCEF au-dessus de
la base BCD, la hauteur du centre de gravité
de la seconde pyramide ALMK sera évidem-

h
ment x' - -, et 'on aura, pour la somme des
2

momens de ces pyramides,
h ah
P % o +a(x'—;>, ou —-aax’.

On aura donc en réunissant,

3ah | 3ah h
8ax=.~2— —!——%—-}— ‘12— + 2ax’;

réduisant , et divisant par 8a,

— 7 2
x_.32.7z+4

Sil'on supposait que, dans les pyramides sem-
blables, les centres de gravité sont des points
semblablement placés, comme les dimensions
dela pyramide LCEF sont deux fois plus petites
que celles de la pyramide proposée ABCD, on

aurait

, x
et substituant dans Péquation précédente, on

trouverait

I
r==-.h.

4
Ce quinous ferait voirque, dans toute pyra-
mide triangulaire, le centre de gravité est élevé
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au-dessus de chaque face au quart de la hau-
teur de I'angle opposé ; d’ot il est facile de con-
clure qu'il est au point déternTine' ci-dessus.
Mais on peut parvenir a I'équation précédente
sans aucune hypothese.

En effet, sil'on imagine que 'on ait fait dans
la petite pyramide LCEF la méme construction
que l'on a faite dans la pyramide ABCD, en

. \ ’
nommant x"” la distance analogue a celle qu’on
a nommeée %', et observant que la hauteur de

la nouvelle pyramide w'est que la moitié de la
hauteur % de la premiére, on aura, comme ci-

dessus,

et continuant la méme constiruction dans les
pyramides successives, on trouvera

etc., etc.,

29 2™ ete. désignant les distances succes—
sives des centres de gravité des pyramides a la
base. Or, ces distances diminuent sans cesse, et
deviennent plus petites que toute grandeur
donnée, puisqu’elles sont toujours moindres
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que les hauteurs des pyramides dans lesquelles.
on les considére. On aura donc en substituant'
successivement dans la premicre équation, i la,

place de &', 2", 2™, etc., leurs valeurs,
7 I i § X
x=§;k(1+2—4+§;?+23?+ etc.),
d’ou l'on tire
pXe= 71/2;
ce qu’il fallait démontrer.

Remarque.

Soient quatre masses égales dont les centres
de gravité soient placés aux quatre angles d’une

pyramide triangulaire : le centre de gravité de
ces quatre corps est le méme que celui de la

pyramide. _

Car, pour trouver celui des quatre corps, il
n’y aurait qu'a prendre d’abord le centre de
gravité de trois quelconques d’entre eux, lequel
est au centre de gravité de la face méme aux
angles de laquelle ils sont placés (154), et joi-

gnant ensuite le centre de gravité du quatrieme.
corps a ce point, il faudrait diviser cette droite

a partir de la face, en raison réciproque de
3 & 1:or, cette construction doune aussi le
centre de gravité de la pyramide.

DE STATIQUE. 209

1l résulte de la que la distance du centre de

gravité d’une pyramide triangulaire 2 un plan

_ situé d’une maniére quelconque dans I’ espace,

- est egale a la moyenne dlstance de ses quatre
angles au méme plan. I

Laméme propriété appartlent aussi au p!‘lsme

triangulaire.

Remarque genémle

160‘ Pour determmer le cemre de grav;‘te
d’'un polyedre, il n'est pas toujours nécessaire
de le. décomposer en pyramides tmangula;xses i
il se présente. souvent des mmphﬁcanons dont
il faut profiter. | 5 colsnoasil

Par exemple on trouvera le Qentrg dc gra—
vité d’un prisme quelconque: &, baees:pqra]lele,s,
en prenant le centre de gravité, de la sectign
paralléle aux bases, menée entre elles  égales
distances; ou bien, en prenant le mlhqu de la
ligne qui joint les centres de gravxte de ces
deux bases. -

Cette proposltlon est si, facﬂe a demontrpr
-directement, ou i déduire de ce ‘que  nous
avons dit sur le prisme triangulaire, qu’il est

. inutile de s’y arréter.

161. Si Ton considére un cyllndre quel-
conque a bases paralléles comme un prisme

14
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dont la base est un polygene d'une infinité de

¢Otés, il résulte de ce que nous venons de ’dii"
que le centre de gravité de ce cylindre est au
milieu de la droite qui joint les centres de gra-
vité de ses deux bases. o
162. On a pu voir précédemment que sﬁs)‘
centre de gravité d’'une pyramide triangulaire,
est le méme que le centre de gravité de la sec-
tion paralléle i la base , menée au quart d‘e}!a
hauteur du’'sommet. | , i
““Cette propriété s'étend a une pyramid.e quel-
conque; car si 'on‘partage la base en trfangl
par des diagonales, et que I'on conduise "d
‘plansparces lignes et par le sommet , on déco.r~n-
posera la pyramide proposée en autant de py

ramidestriang’dlaires qu'ilya de iriangles dans 4

labase. Toutes ces pyramides auront une mém
hauteur, ‘qui est celle de la proposée, et pﬁl’
"donséquéﬁt' leurs solidités respectives serotit

proportionnelles a leurs bases ou a des sécfix?ﬁs ’
paralléles faites & méme hauteur. Donc, 'sil on
coupe toutes ces pyramides par un plan panﬂ-v
lele au plande leurs bases; mené au quart de
la hauteur du sommet commun, puisque leuf-‘s{
centres de gravité respectifs sont les mémes

que ceux des sections triangulaires correspon=

-dantes , et que leurs solidités (ou leurs poids)
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sont proportionnels a ces sections, il s'ensuit
que le centre de gravité du systeme de ces
pyramides est le méme que celui de tous les
triangles, ou du polygone qui résulte de leur
assemblage.

Mais, si I'on tire une ligne droite du sommet
au centre de gravité de ce polygone, cettedroite
ira passer au centre de gravité de la base, et
sera coupée par le plan du polygone aux trois
quarts de sa longueur en parlant du sommet,
ou au quart, en partant de la base.

163. Donc, le centre de gravité d'une pyra-
mide a base quelconque, est sur la ligne menée
du sommet au centre de gravité de la base , au
quart de cette ligne en partant de la base, ou
awx trois quarts en partant du sommet.

164. En considérant le cone comme une py-
ramide dont la base est un polygone d’une in-
finité de cotés, on voit que le centre de gravité
d’un céne & base quelconque est sur la ligne:
qui joint le sommet au centre de gravité de la
base, au quart de cette ligne apartirde la hase,

ou au trois quarts i partir du sommet du
cOne. "

Centre de gravité du tronc de pyramide.

165. On voit d’abord que le centre de gra-
/4.
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vité d’un tronc de pyramide est sur la ligne qui

on a retranche une pyramide semblable, pz’ii‘" .
une section paralléle a la base, pour formerle
tronc dont il s’agit. Comme la ligne qui vadu
sommet au centre de gravité de 'une des bases |
passe au centre de gravité de Vautre, il sen- ’
suit que cette ligne passe a la fois par les
centres de gravité des deux pyramides sem+
blables, et par conséquent par celui du tron¢

qui en est la différence. Ainsi il ne reste qu'a
trouver la dlstance de ce point.a l'une ou &
l'autre base, ou,, si lon veut, le rapport d@,,
ces deux dlstance,s i
Or, soit xla dlstance de ce centre a la base
inférieure, et nommons H et / les hauteurs {
des'deux pyramides semblables. Sil'on repré
sente par H*le volume ou le poidsde la grande!
pyramide, %'sera'le poids de la petite, et
H3-=/3 celui du’ tronc : et les trois mome_n§
dé ces poids par rvapport ala base infér ieuré’
seront H’ IZ, H“Z—}-H -—-h) et (H?—A®) x
Donc, en égalant le premier de ces momens a,
la somme des deux auires, on aura, pour dé-

terminer o, I'équation

4H3 P30 2= Hb e 475 H =56,
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dont le premier membre est divisible une fois,
et le second deux fois, par (H—4% ), qul est la
hauteur du tronc. : 55

- Si T'on cherche de méme la dlstance Y4 th
centre de gravité a la base supérieure, ou s
l'on observe simplement que y est. composée
de H— % diminuée de x,
quation :

A — %) y =Rt % - 510,

on lrouvera 1'é-

dontle premier membre est divisible de meéme
par H—7, et le second par (H— B, ;
Compal ant donc ces deux équations, et sup-
primant les facteurs communs, on aura, pour
le rapportcherché,x : y :: H* 4~ 2HA 34 ;
-+ th —+ 3H*: ou bien, comme dans les
yramides ou les cones semblables, les bases
sont proportionnelles aux carrés des hauteurs
stlon met pour H* et /* les deux bases Bet b
du tronc, et par consequent pour H, une base
v Bb moyenne géométrique entre les deux;
on aura la proportlon

xiy i B2y Bb+43b: b+2va+5B

dou xesu]te ce theoreme

i

“Le centre de gravzte d'un tronc de ¢ cone ou
de prramide est sur la ligne qui va du; centre
de gravité de lune des bases, au centre (e gra-
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vité de Uauire; et il coupe cette ligne dans le
rapport des deux sommes qu’on trouve , en pre-
nant d'un cété: une fois la premiére base , deusx
Jois la moyenne géométrique entre celle~ci et la
seconde , et trois fois la seconde ; et d'un autre

cété , dans Uordre inverse , une jois la seconde

base, deux foisla moyenne, et trois fois la pre-
miére.

Au reste, on voit qu’il n’est pas nécessaire ici
de mesurer ces bases ( dont la quadrature pour-
rait étre longue , ou méme assez difficile dansle
cas d’une base courbe ), mais qu’il suffit d’avoir
trois quantités qui leur soient proportionnelles,
et par conséquent de prendre dans les deux
bases semblables du tronc proposé , deux lignes
homologues A et a, de faire les carrés A® et a®,
etle rectangle A a quisera moyen géométrique
entre eux. ‘

On peut remarquer que, dans la proportion
précédente, le rapport de x 4 y ne dépend
point de la hauteur du tronc, mais unique-
ment du rapport des bases, et que, par consé~
quent, il est le méme pour tousles troncs pos-
sibles de bases proportionnelles. 5

Si les deux bases du tronc sont égales, la
proportion donne x=y ; et en effet le solide
devient alors un prisme ou un cylindre dont le
centre' est' également éloigné des deux bases.

s e i e T
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. Si 'une des bases b est nulle, on a pour la
distance « du centre a lautre base B, 3x=y:
et en effet le tronc dontil s'agit devient alors
une pyramide ou un cone, dont le centre est
trois fois plus pres de la base que du sommet.
On pourrait multiplier les exemples, mais
ce que nous avons dit suffit pour I'objet que
nous nous sommes proposé. Nous terminerons
ce chapitre par quelques propriétés remarqua-
bles des centres de gravité.

Propriétés générales du centre de
gravite.

L

166. Lorsque des forces P, Q, R, S, etc.
(fig. 43), dirigées comme on voudra dans Fes-
pace, se font équilibre autour d’'un méme point
A , on sait que ces forces, estimées suivant une
droite quelconque AX passant par ce point,
doivent aussi se faire équilibre.

Donc, si ces forces sont représentées par les
parties AP, AQ, AR, AS, etc., de leurs direc-
tions, la somme deleurs projections Ap, Ag, Ar,
As, etc., sur I'axe AX, doit. étre égale a zéro,
en comptant comme positives les projections
qui tombent d’'un méme coté du point A, et

Fig. 43.
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comime négatives celles qui tombent de I'adiire
cOté. Mais, ‘si T'on menait par le point A
plan“MN' perpendiculaire 4 AX, les’ projec~
tions Ap,’'Aq, Ar, etc.; exprimeraient les'|dis~
tances ‘des extrémités des forces au plan MN;
donc, puisque leursomme estnulle, la moyenne b
dlshnce de’ ces pomts au’ plan’ MN est atissi’
nuile.’ ro
Donc, lorsque tant de forces que Uon voudra
sont en équilibre sur un point , ‘ce point est
le centre de gravité de corps ou points massifs
dgaux qui seraient placés ause extrémités des
lignes qui représentent les forces en grandeurs
et en directions. 1

Et réciproquement st Uon considére un as-
semblage quelconque de masses égales , et quon

méne de leurs différens centres , des lignes au
centre de gravité du systéme zl est visible que

de.s‘ forces representees en gmndeurs et en di~
rections par’ ces lzgnes ‘se feraient equzllbm
entre elles.

Car la moyenne distance des extrémités de §

ces forces & un plan’ quelconque passant parle

centre de gravrte serait nulle; la somme de
cés forces estimées suivant un axe quelconque’

j.
passant parce poxrit serait doné nulle aussi, et i

phr conséquent 1ly aurait équitiBre.’ " 11100 M
' On voit par'li que sitrois forces sont éxi equl-‘- o’
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libre sur un point, ce point est le centre de
gravité du triangle formé par les dro%tes qu’i
joindraient les extrémités des lignes qui repré-
sentent -ces forces en grandeurs eten direc-
tions ; car le centre de gravité du triangle est
le méme que celui de trois corps égaux dont
les centres seraient placés aux trois angles.

-Et de méme, si quatre forces sont en équi-
libre autour d’un point, ce point est le centre
de gravité de la pyramide triangulaire formée
par lés six droites qui joignent les extrémités
des lignes qui représentent les quatre forces en
grandeurs et en directions.

Et réciproquement, il y a équilibre entre
trois forces exprimées par les distances des trois
angles d’'un triangle quelconque, au centre de
grayvité de ‘ce triangle; et de méme, entre
quatre forces représentées par les distances des
quatre coins 'd’une pyramide triangulaire quel-
conque, au cenire de gravne de cette pyra-
mide.

»'Mais voici une conséquence plus générale :
si' lon suppose que toutes les molécules. égales
d’un corps de figure quelconque soient atti-
rées vers un méme point par, des forces pro-
portionnelles & leurs distances a ce point, et
qu'il'y ait équilibre, ce point. sera nécessaire-
ment le centre de gravité du corps.
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Et réciproquement, si le point vers lequel
toutes les molécules sont attirées proportion-
nellement a leurs distances, est le centre de
gravité du corps, il y aura équilibre, et le
corps ne pourra prendre aucun mouvement en
vertu de ces attractions.

Cest le cas de la terre supposée sphérique
et homogene : car, dans la loi de Newton, si
une molécule située au dehors du globe est
attirée en raisoun inverse du carrée de sa dis-
tance au centre, on trouve que, dans Pinté-
rieur, chaque molécule pése vers le centre en
raison de la simple distance. Ainsi toutes les
forces de la gravité se font équilibre autour
du centre de la terre.

Au reste, je ne donne ce corollaire que
comme le résultat mathématique d’une simple
hypothese, et non pas comme une preuve de
I'équilibre de la terre en vertu des différens
poids de toutes ses parties ; car il est manifeste
que cel équilibre a lieu dans la nature, mais par
une autre raison genérale qui ne dépend ni de
la proportion ni de la direction des forees de la
gravité. Et en effet, si le poids de chaque parti-
cule de la terre vient de l'attraction que toutes
les autres exercent sur elle ; comme, entre deux
particules égales, 'action est nécessairement
égale et réciproque, il s'ensuit que le poids de
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chaque particule est la résultante d’une infi-
nité de forces dont chacune a son égale et con-
traire dans le systéme, et que par conséquent
toutes ces résultantes ou tous ces poids doivent
se faire équilibre entre eux, quelles que soient
d’ailleurs et la forme et la constitution de notre
globe, et méme la loi d’attraction qui pourrait
exister entre les parties de la matiere.

II.

Désignons par M—+-1 le nombre des forces
P, Q, R, S, etc., qui se font équilibre autour
du point A, et considérons toujours les M1
cofps ou points massifs égaux placés aux ex-
trémités des lignes qui représentent ces forces.

Le point A étant le centre de gravité de tous
ces corps, il est clair que si la ligne PA, qui
va de'un d’eux au point A est prolongée d’une
quantité AG égale a la M* partie de sa lon-
gueur, le point G sera le centre de gravité des
M autres corps. Mais toutes lesforces P, Q, R,
S, etc., étant en équilibre, I'une d’elles P est
égale et directement opposée a la résultante des
M autres Q, R, S, etc. Donc on aces théorémes :

A& L;i résultante de M forces représentées
par autant de lignes qui partent d'un méme
point A est dirigée de ce point vers le centre de
gravité G de M corps égaux quon supposerait
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placés aux extrémités de ces lignes ; et la
grandeur de cette résultante est représentée par
M jfois la distance AG du point d’application
de cés forces d ce commun centre de gravité.»'
- On peut conclure de 1z que, si les molécules
égales d’'un corps ou systéme de figure quel-
conque s’attirent en raison de leurs distances
mutuelles, chaque molécule du corps pése vers
le centre de gravité en raison de sa distance &
ce cenire. Car, en représentant les forces d’at~
traction par les distances mémes qui séparent
les: M points égaux du systeme, il en résulte

pour. ‘chacun d’eux une attraction totale, re- i

présentée par M—1 fois sa distance au centre
de gravité des M—1 autres, ou, ce qui est la
méme chose, par M fois sa distance au centre
de gravité des M pomts qul composent le sys—
teme entier. :

~On voit encore que , dans cette loi d'attrac-
tion; des corps de figare quelconque aglralent
exactement les uns sur'les autres comme si
leurs masses étaient réduites  des pomts et se
trouvaient, pour ainsi dire, concentrées dans

leurs propres centres dé' gravité ; ce' qul, 'dans

la loi de Newton, ne'peut-avoir lieu que pour
des spheres homogenes, ou pour des corps com-
poséside. différentes couches sphériques dont
Chacane serait d’une densité uniforme.
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2% 8i Lon considére M corps égau disposés
entre ‘eux comme on voudra , leur centre de
g,.,rdvité_G peut_se trouver en menant de ces
corps autant de lignes a un point quelconque A
de Vespace, composant entre elles: toutes ces
lignes a la maniere des forces , et prenant., o
partir dy point A, la Me partze de la ligne ré-
sultante.

81 'on suppose que le pomt A change de
p,.osm_on,,dans Iespace, les. foreq&,;repvesentees
par, les lignes qui vont des corps:a ce point
changeront de grandeurs et de directions; mais
les résultantes de ces divers groupes de forces
concourantes ne cesseront pas de passer par le
méme point G : et il est évident que la, méme
chose, aurait lieu si, le point A restant fixe,
on faisait varier d’'une manieére quelconque Ja
position. du systeme. 19V 110D 900

Dom. ce point. G, qui dans les COrps pesans
est le centre des forces égales et paralléles que
Lon suppose venirde'la gravité, est aussi le
centre de forces qui seraient convergentes vers
un point quelconque A de Uespace, et propor-
tionnelles aux distances des' molécules & ceo
point. ) 21O

Si donc le centre de gravité d'un corps est
ﬁxe le corps soumis a de telles forces conver—
gentes sera en équilibre dans toutes les situa—
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tions qu'on voudralui donner autour de ce point
fixe. Ainsi, comme au dedans de la terre sup-
posée sphérique et homogene, les molécules
pesent vers le centre en raison des simples dis-
tances, ils’ensuit que. dansl'intérieur du globe,
si un corps estsoutenu parson centre de gravité,
il restera en équilibre autour de ce point dans
toutes les situations. Mais il n’en sera plus de
méme au-dessus du globe, ou l'attraction de-
vient réciproque au carré de la distance; et si
le corps, par exemple, est un cylindre droit
soutenu ‘par le milieu de son axe, il ne pourra
étre en équilibre que dans la position ou
cet axe est horizontal, ou perpendiculaire 3
I'horizon.

Comme, dans la nature, les forces de la gra-
vité ne sont, ni exactement paralleles, ni exac-
tement convergentes, nidans les rapports précis
qu'on vient de dire, on voit qu’ala rigueur il
n’y a point dans un corps pesant de vrai centre
degravité, je veux dire, de point unique autour
duquel les forces de la gravité se contre-ba-
lancent pour toutes les situations possibles du
corps. Mais dans les corps de peu d’étendue que
nous considérons sur la terre, le point que
nous avons déterminé jouit a trés peu preés de
cette propriété, et Perreur est insensible.
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IIL

Tout. ce qu'on vient de dire de plusieurs
points massifs égaux et des forces représentées
par leurs distances & un méme point de I'es-
pace, s'applique naturellement a un systeme de
points ou corps inégaux, dont les masses se~
raient m, m', m’, etc.; car il suffit de considérer
chacun de ces corps, tel que m, comme un
groupe de m points égaux, et de prendre pour
la force appliquée a ce corps, m fois la dis-
tance de son centre au point dont il s’agit.

Ainsi, en nommant r, r’, 1", etc., les dis—
tances des centres des corps m, m', m", etc.,
a ce point ou foyer commun A, et faisant
m—-m' 4 m" 4 etc. =M, on peut dire que
le centre de gravité G de tous ces corps se
trouve sur la direction de la résultante des
forces m'r, m'r', m'r", etc., et a la M partie de
la ligne qui la représente.

‘Nommons = cette distance du centre G au
point A : x,, z les trois coordonnées rectangles
de G par rapport au méme point; et soient de
mémex, ¥, z; x', ¥/, 2'; etc., les coordonnées
de m, m’, etc. Les forces mx, my, mz; m'a’,
mly’, m'z ; etc., seront les composantes des
forcesmr, m’ r', etc.; et Mx, My, Mz celles de
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la résultante Mr. On aura donc

Mx=mx + m’a’c’ii— m'x" 4=etc. ,

My =my + m'y' 4 m"y" + etc. ,

Mz = mz + m'z' 4 m"2" 4 etc.

Faisant les carrés, ajoutant, et observépi
qu'on a X'y z2=r",

Xyttt =,
by e,
ét,c. y

‘on trouvera

M2R* == m*r* 4 m/*r"s- .m"sr"s fete. ‘
e (2 -y - 2d) ete.
Aama(xx"-tyy"zz")tete.
Fete. T R
+ Au lieu du terme 2mm(xx'+yy'+2z'), on
pdux;nait mettre, comme onla vun® 113, le
terme;amir.an’r’ .cos@; @ étant I'inclinaison mu-
tuelle des deux lignes ret 7/ : etainsi des autres;
d’oti 'on tire en passant ce théoréme connu : |
Le carré de la résultante de tant de forces
quon woudra appliquées sur un point est égale
a la somme des carrés de ces forces, et des
doubles produits qu'on peut faire en les multi-
pliant , dewx a deux , lune par Uautre et par
le cosinus de leur inclinaison mutuelle.
' On peut encore transformer chaque terme

15}

e
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amm! (x5’ 4=y y'=zz") A uneautre maniére, Car
sil'on désigne par ela distance de mam’, on a

at =(xr —x)P —(r—y)r+(z—2),
et par conséquent,
2xx’ 4 yy +28) =r* - r'* — o
on a de méme, en nommant B la distance de
mam’,
2xx" =gy ) = o e )

et ainsi des autres. En substituant ces valeurs i

~ on aura cette nouvelle expression de la résul-

tante M, ’
Mer® = mr* - m/>r'> o= /"2y - etc.
= mml (= 't —a®) - etc.
+ min!(r* =" — 82) 4 ete.
-+ ete.
Or, dans le second membre de cette €quation,
r est multiplié par m2 ' mnd 4 -+ ete.
=m(m—-m' -m" |} etc.)==mM; le carré 7
est multiplié de méme par m'M, eic.; donc
enfin, ' en ré‘;d‘u"isaht , on auta cette ¢quation
remarquabie : .
MR =M () — [ (emm'),
oule signe (mr?) indique la somme des pro-
duitsdes masses par les carrés des distances de
leurscentres au point 4 ; et le signe ["(mm’ &)
15
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la somme de leurs produits deux a deux par
lescarrés des distances mutuelles de ces centres.

Par cette formule, qui ne contient plus que

les distances mutuelles des corps, et leurs dis-

tances 4 un point quelconque A de Pespace,
on peut trouver a quelledistance » de ce point

A est situé le centre de gravité G du systéme;
de sorte qu'en cherchant ainsi cette distance
par rapport a trois points donnés, on aurait

la position du point G dans I'espace.

Si le point A change de position , les dis—
tancesr et r, r', r", etc., varient; mais les dis}
tances mutuelles 2, 2, 9, etc., des différens
corps ne changent point par hypothese, et le
terme [ (mm'«*) esl constant: donc, puisque
I'équation précédente nous donne

M/ (mr*) = [(mm a*)-4-M*r*,

il s’ensuit quele point A de I'espace pour lequel
J(mr*) a la plus petite valeur, est celui pour
lequel on a R == o0, et que par conséquent ce
point est le centre de gravité G du systeme.

Ainsi le centre de gravité dun systéme de
corps jouit de cette propriété, que la somme des
produits des masses par les carrés des dis-
tances de leurs centres respectifs a ce point ,
2st un minimum , c’est-a-dire est plus petite
que pour tout autre point de Uespace.
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Quant & cette valeur minimum de [ (mr*),
on voit, par 'équation ci-dessus ou 'on fait
r=o0, quelle est égale 4 la somme des pro-
duits gu'on peut faire en prenant les masses
deux & deux, les multipliant I'une par Vautre
et par le carré de leur distance mutuelle, ‘et
divisant le tout par la masse entitre du sys-
teme; ce qui donne un second théoréme qui
peut étre utile dans plusieurs occasions.

Si le point A, en variant de position , reste
toujours sur une sphére décrite autour du
centre de gravité du systeme, ® est constante,
et par conséquent [ (mr*) ne change point,
quoiqueles distances individuelles r,7, 1, etc.,
varient par ce déplacement du point A ; et il

~ en serait de méme si le point A restant fixe, le

systeme tournait d’une maniére quelconque
autour de son centre G.

Le centrede gravité d'un systéme jouit donc
encore de cette. propriété , que si Uon fait - tour-
ner comme on voudra le systéme autour de ce
centre, la somme des produits des masses par
les carrés de leurs distances & un point fixe
quelconque reste toujours la méme.

8i l'on suppose, comme nous Iavions fait
d’abord, que toutes les masses m , m' , m”, ete.,
solent égales entre elles et & Punité, M en
marque le nombre, et I'équation précédente

15



228 ELEMENS

devient
>

M [ (r*)= [(a*) +M?r?, k 4

formule plus simple, et qu'on appliquerait
également a tous les systemes possibles, en

imaginant que les différens corps y soient tous .

divisés en parties égales.
Dans le cas de R =0, 0on a Mf(r*) = [a?),
d’ottl'on tire ce théoreme de Géométrie :
. La somme des carrés des distances mutuelles
de M points égaux , est égale a M fois la somme
des carrés de leurs distances a leur commun

centre de gravité.
On voit par la que la somme des carrés des

six arétes d’'une pyramide triangulaire est égale
a quatre fois la somme des carrés des dis-

tances des sommets au centre de gravité de la

pyramide; car ce centre est le méme que ce-

lui de /quatre corps égaux placés a ces som-
mets; etc., etc.

Dansce qui précede , on n’a con51dere qu'un
systéme invariable de figure, c’est-a-dire dont

les points sont liés de maniere qu’aucune de’

leurs distances mutuelles ne puisse changer.
Mais on voit encore ici que, si la figure du

systéme était variable suivant cette condi-

tion que la somme des carrés des distances mu=
tuelles des différens points fiit constante ,la
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somme des carrés de leurs distances aw céntre
de gravité demeurerait aussi constante ¥ éf«réig;'—
ciproguement. ‘

Mais je passe a d’autres propriélés descentres
de gravité.

V.

~167. Soit une courbe plane quelconque ABC
(fig. 44), qui tourne autour d’un axe PZ situé
daus son plan, de maniére que tous les points
de la courbe demeurent toujours aux mémes
distances de cet axe ; cette courbe engendreune
surface que I'on nomme surface de révolution.

Pour en déterminer l'aire, on peut remar-
quer que chaque élément ds de la courbe gé-
nératrice produit une surface de cone tronqué
dont laire est égale au coté ds multiplié par
la qirconfégepce du cercle que déerit son mi-
liew;, ou son centre de gravité i, autour de
Yaxe PZ; .. i ,

Donc, sil'on suppose tous ces élémens égaux,
la surface entiére sera égale a leur sommemul-
tipliée par la circonférence mbye‘nne' entre
celles que décrivent tous leurs centres de gt:a-
vité. y 329 sorianto :

- Mais cette moyenne c1rconferen<‘e a pour
rayon la moyenne distance de tous ces points
alaxe de révolution, ou hien(140) la distance

Fig. 44.

"J
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du cegtre de gravité de lacourbe au méme axe;
doné on peut dire:

" Que laire dune surface de révolution est
égale a la longueur de la génératrice , multi-

pliée par la circonférence que décrit son centre
de grayité autour de Uaxe de révolution.

On voit de la méme maniére que si plusieurs
courbes situées dans le méme plan tournent
autour d’un axe situé dans ce plan, la somme
des surfaces engendrées est égale a la somme
des génératrices, multipliée par la circonfe-

rence: que décrit le centre de gravité de leur

systeme.

- Mais il faut observer que, lorsque la géné-
ratrice ou les génératrices ne sont pas situées
enentier d'un méme‘coté de Vaxe, lexpression

précédente ne donne plus que la somme des

aires engendrées par les parties qui sont d’'un
coté de cet axe, moins la somme des aires
engendrées par les parties qui sont de lautre
cOHté. :

On peut appliquer aussi lathéovie des centres
de gravitéa la cubature des solides de révolu-~

tion. Et-il'n’est pas difficile de yoir que le vo-

lume d’un solide de révolution est e’gzzl a laire
de ta section génératrice , mudtipliée parla ¢cir-

conférence que décrit son centre de gravité'au~

tour de Uaxe fixe.
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Eu effet, si I'on considere un rectangle bede
(fig. 45) qui tourne autour de Vaxe PZ paral-
lele & Pun de ses cOtés be, il est clair que leso~
lide engendré par ce rectangle est égala la dif-
férence de deux cylindres de méme hauteured,
et dont I'un a pour rayon la distance ca du
coté cd, a Vaxe fixe; et Vautre, la distance ba
du coté be, au méme axe. Ce solide est donc

exprimé par (@acn-—@'aba)cd , €en nommant @
le rapport de la circonférence au diametre. Si
I'on met ca — cb, ala place de ab, Yexpression
précédente devient @ (2ac X be —?)—c’) cd, ou
e < cd % :m'(ac -—925>, c’est-a~dire égaleau
rectangle bede, multiplié par la circonférence
décrite d’'un rayon moyen entre les rayons ca
et ba, ou bien égale a la distance du centre de
gravité du parallélogramme a laxe de révo-
lution.

Donc, si I'on concoit la section geénératrice
ZMN comme partagée en une infinité de petits
regtancles égaux, on pourra dire que le solide
total engendré est égal a la somme de tous ces
rectangles, ou a V'aire de lasection ZMN, mul-
tipliée par la circonférence moyenne entre
toutes cellesque décrivent leurs centres de gra—
vité autour de I'axe. Mais cetle moyenne cir-
conférence a pour rayon la moyenne distance

Fig. 45.
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de tous ces points au méme axe, ou la distance
du centre de gravité i cet axe; donc, etc.

On pourrait voir encore , par un raisonne~
ment & peu prés semblable au précédent, que,
si une surface plane terminée par une courbe
quelconque, se meut dans I'espace, de maniére
que son plan soit toujours (au méme point )
perpendiculaire a une courbe quelconque a
double courbure, le solide engendré est égal
al'aire de la surface génératrice multipliée par
la longueur de la courbe que parcourt son
centre de gravité.

Mais nous ne nous arréterons pas a démon-
trer cette proposition , que I'on pourrait déduire
aussi bien que les précédentes des formules
connues pour les cenires de gravité. Nous ne
ferons méme aucune application particuliere
de cette théorie aux surfaces et aux solides dont
on a immcddiatement la mesure en Géométrie..
Notre seul but était de montrer ce rapproche-
ment remarquable de considérations qui pa-
raissent d’abord étrangeres entre elles, mais qui
s’enchainent comme toutes les questions sou-
mises aux Mathématiques, et se fondent, pour
ainsi dire, les unes dans les autres, lorsqu’on
écarte un instant et les idées et les noms que
Fobjet particulier de chaque question nous rap-
pelle.
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CHAPITRE 1V.

DES MACHINES.

168. On définit ordinairement les machines,
des instrumens destinés i transmettre l'action
des forces. ‘

_Sous ce point de vue général, tousles corps
de la nature sont des machines, parce qu'ils
sont propres A transmettre l'action des forces
quileursont appliqudes. Maislorsque des forces
réagissent les unes surles autres parl'intermede
d’un corps ou systeme parfaitement libre, il
est impossible qu'elles se fassent équilibre, a
mi:gins quelles ne remplissent les conditions
que nous avons établies précédemment : or,

P

~ au moyen des machines proprement dites, on

peut mettre en équilibredes forces quelconques
qui ne satisfont pas a ces conditions; et par
conséquent, pour mieux caractériser les ma-
chines, et les distinguer des autres corps, on
pourrait les définir des instrumens propres a
mettre en équilibre des forces de grandeurs et
de directions quelconques.

Mais, en suivant cette idée , st des forces inca-
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pables de se faire équilibre surun corps entiér

ment libre, peuvent néanmoins se faire équ?:
libre sur une machine, il faut donc en conclure
que les. corps qui forment les machines ne sont
pas entierement libres, mais sont génés par des
obstacles qui les empéchent d’obéir au mouve-
ment que les forces tendent & leur imprimer

et leur imprimeraient réellement, s’ils étaien;

I L .
ibres. Ainsi Pon est conduit naturellement 4

cette définition générale des machines, savoir,
que les machines ne sont autre chose que des
corps ou sy stemes génés dans leurs mouvemens
par des obstacles quelconques.

I n'est pas difficile de comprendre,, d’apres
cela, comment des forces de grandeurs quel-
couques peuvent se faire équilibre sur de tels
corps;;car il n'est plus nécessaire que les forces
résultantes soient nulles d’elles~-mémes , maisil
suflit qu’elles se dirigent vers les obstacles qui
les détruisent par leurs résistances. Ainsi, a
Paide d’un corps solide qui Sappuierait, par
exemple, contre un point fixe, une force mé-
diocre ferait équilibre & une trés grande force,
si elle etait disposée a I'égard de celle-ci de
maniére que leur résultante commune fat di-
rigée vers le point fixe : d'ot l'on voit que la
plus petite force seule ne fait pas équilibre &
la plus grande, ce qui serait impossible, mais
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elle ne sert, en quelquesorte , qu'a détourner

Veffort de la plus grande, et a le faire passer

avec le sien propre combiné, vers un obstacle
invincible.

Au fond, lorsqu’on fait équilibre a une puis-
sance quelconque, & I'aide d’une machine, on
emploie réellement plus de force qu’en appli-
quant directement une force égale et contraire
a celle qu'on veut détruire, si Von compte la
résistance de l'obstacle pour une force. Mais
comme ces résistances qui proviennentdes obs-
tacles sont par elles-mémes incapables de pro-

duire du mouvement , et ne peuventservir qua
le détruire, nousn’en tenons pas compte, parce
que nous ne dépensons réellement que la force
appliquée. Au reste, dansla théorie de I'équili-
bre des machines, rien n’empéche de considé-
rer les obstacles comme ienant lieu de forces
égales et contraires & celles qu’ils détruisent
actuellement ; et sil’on concoit qu'on ait ainsi
substitué 2 la place de ces obstacles des forces
qui’ représentent leurs résistances actuelles,
ce n'est plus entre les seules forces appliquées
quil y a équilibre, mais entre les forces appli-
quées et les résistances ; de maniére que les lois
de Véquilibre des machines deviennent les
mémes que celles de 1'équilibre des corps par-
faitement libres.
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Cest d’aprés cette considération que nous
avons trouvé a la fin du second chapitre les

. Sy
lois de Péquilibre de corps assujettis a diverses
conditions particuliéres. Ceux qui auront lu.
cet article verront que nous aurions peu de

chose 3 Y ajouter ici, et qu’ll renferme de la
xflaniére la plus générale la théorie de I'équi-
libre des trois machines simples auxquelles on
peut aisément ramener toutes les autres ; mais,
en faveur de ceux qui veulent étudier les ma-
chines d’'une maniére plus élémentaire, nous
allons entrer dans les détails convenables.

169. Nous réduirons les machines simples a
trois principales, que I'on peut considérer, si
Pon veut, dans lordre suivant, eu égard a la
nature de l'obstacle qui géne le mouvement du
corps : le levier , le tour, et le plan incliné.

Dans la premiére machine, I'obstacle est un
- point fixe autour duquel le corps a la liberté
de tourner en tous sens. ¥

Dans la seconde, I'obstacle est une droize  fixe
autourde laquelle tousles pointsdu corpsn’ont.
que la liberté de tourner dans des plans paral-
leles entre eux.

Dans la troisieme » V'obstacle est un plan iné-
branlable contre lequel le corps sappuie, et
sur lequel il a la liberté de glisser.

v
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Comme on n’a d’abord censidéré cette der—

niére machine que par rapport aux corps pesans
qu’on retient en équilibre sur des plans inclinés
4 I'horizon, on lui a donné et elle a gardé le
nom de plan incliné.

Nous parlerons successivement de ces trois
~ machines, et de quelques-unes qui s’y rap-
portent, dont 'usage est le plus fréquent. Nous

ferons abstraction des diverses circonstances
physiques qui peuvent influer sur Véquilibre,
telles que le frottement des corps les uns sur
les autres, et la raideur des cordes au moyen
desquelles les forces transmettent leur action
auxdivers points de la machine. Ainsi I'on sup-
posera que l'action de chaque force se transmet
suivant I'axe de la corde a laquelle elle est ap-
pliquée, de maniére que 'on pourra considérer
les cordes comme des fils parfaitement flexibles
etinextensibles. On verra facilement dans quels

/. cas et comment on doit avoir égard aux dia-

metres des cordes. Au reste, nous parlerons
plus loin de ces sortes d’instrumens quon a
mis au rang des machines, et qu'on nomme
machines funiculaires. Ce que nous en avons
dit ici suffit pour notre objet.
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DU LEVIER.

170. Soient deux forces quelconques P etQ

Fig. §6. (fig. 46), appliquées immédiatement ou sui-

vant des cordons, aux deux points A et B d’un

levier AFB de figure quelconque; soi tFle point
fixe, autour duquel le levier a la liberté de
tourner, et qu'on nomme ordinairement le
point d’'appui : on demande les conditions de
l’équil'ibre , en faisant d’abord abstraction de la

pesanteur du levier.

Du point F jabaisse sur les directions des
deux forces P et Q deux perpendiculaires FH,
FI, qui rencontrent ces directions, prolongées

sil est nécessaire, en H et I; et regardant ces

deux points comme invariablement liés aux

points A et B, je suppose que les deux forces

P et Q y agissent immédiatement.

Cela posé, j’applique au point F deux forces
contraires, P’ et —P, égales et paralléles a P;
ct, au méme point F, deux autres forces con~
traires Q et — Q, égales et paralléles & Q. Il est
clair que le levier reste toujours dans le méme
état. Mais on peut considérer actuellement,
au lieu des deux forces primitives P et Q,
1°. deux forces P’ et Q' respectivement egales
et paralléles a ces forces, et de méme sens,
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mais appliquées en F; 2°. deux couples (P ,—~P),
(Q,—Q), dont les bras de levier sont FH et FI.

Or, la résultante des deux forces P’ et Q' est

‘toujours détruite par la résistance du point

d’appui, si I'on suppose le levier invariable-
ment lié & ce point, de maniére qu’il ne puisse
prendre qu'un mouvement de rotation autour
de lui. Mais le couple résultant des deux cou-
ples (P,—P) et (Q,— Q) ne peat jamais étre
détruit par ce point fixe (76), et par consé-
quent il faut, pour 'équilibre, que ce couple
résultant soit nul de lui-méme, ou que les
deux couples composans (P, —P) et (Q ,»—Q)
solent équivalens et contraires. Ces deux cou-
ples doivent donc se trouver dans des plans
paralléles, et par conséquent dans le méme
plan, puisque leurs plans se rencontrent déja
au point F. En second lieu, leurs momens
P xTH, Q x FI doivent étre égaux, et ils
doivent tendre 4 faire tourner en sens con-
traires. _

Donc pour Uéquilibre du levier, il est né-
cessaire et il suffit : 1°. que les deux forces
P et Q qui le sollicitent soient dans un méme
plan avec Uappui; 2°. que leurs momens par
rapport a ce point soient égaux; 3°. gi’elles
tendent q faire tourner en sens contraires.

A Pégalité des momens P x FH — Q< FI,
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on peut substituer la proportion P:Q :: FI:FH
qui exprime que les forces P et Q doivent étre
en raison réciproque de leurs distances au point

d’appui. (5
De la charge du point d’appui.

171. Dans le cas de I'équilibre, I'appui n’est
pressé que par les deux forces P' et Q' qui y
sont immédiatement appliquées; car les deux
couples (P,—P), (Q—Q) étant en équilibre
d’eux-mémes, c’est-a-dire méme en suppo-
sant que le levier ne soit pas soutenu, il est
clair qu’ils ne peuvent nullement charger le
point fixe.

Ainsi, la pression qu'éprouve le point d’ap-
pui est absolument la méme que si les deux
Jorces P et Q s’y transportaient parallélement
a elles -mémes , sans changer de «fmndéwr ni
de sens. l il

172. Si I'on acheve sur les cotés FP”) FQ'
qui representent les forces P’ et Q', le paral-
lélogramme FQ'RP’, la diagonale FR 1’épré—
sentera donc la charge R de ]appul et pal
conséquent, si la résistance de cet appu1 n’est
pas indéfinie, on pourra juger de quelle re51s—
- tance il ‘doit étre capable, pour netre pas

entrainé par Paction des forces P et Q qui sol—
licitent le levier.
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Comme les forces P’ et Q' sont parfaitement
égales et paralleles aux forces respectives P et
Q, et de méme sens, les trois cOtés et les
trois angles du triangle FRQ', ou dua triangle
FRP', rveprésentent les six choses que l'on
peut considérer daus le levier, savoir : les deux
forces P et Q, la charge R de l'appui, et les in-,
clinaisons mutuelles des directions de ces trois
forces. - :
Donc, si T'on connait trois quelconques de
ces Six choses, pourvu quil y entre la gran-
"deur.de P'une des forces P, Q; R, on pourra
trouver les trois autres, de la méme maniére
que T'on résoudrait le triangle FRQ'.

173 Observons que tout ce que nous avons
dita lieu, quelles que soient ka figure du le-
vier et les dispositions mutuelles des forces P
et Q, et du point d’appui.

Si les forces P et Q (fig. 47) sont paralléles,
on peut mener du point fixe une perpendicu-
laire commune IH sur leurs directions, et ces
deux forces devrout étre en raison réciproque
des parties FH et FI, comprises entre leurs di-
rections et 'appui.

La charge de ce point sera égale i la somme
des forces P4-Q, ou a leur différence P—qQ,
selon qu’elles seront toutes deux de méme

16



Fig. 4y.

242 ELEMENS
sens ( fig. 46 ), ou de sens contraires (fig. 47 ).
Lorsque le levier est droit, les parties HF
et FI sont proportionnelles aux parties AF et
BF, qui sont les distances des points d'appli-
cation des forces au point d’appui, distances
comptées sur le levier lui-méme, et que l'on
nomme proprement les bras de levier; et
par conséquent, dans Péquilibre du levier
droit, les forces sont réciproques a leurs bras
de levier. '

174. Si I'on veut considérer I'une des deux
forces P et Q, la force P, par exemple,, comme
celle qui tend 2 donner le mouvement a la
machine, et que 'on nommera la puissance,
et Pautre force Q, comme leffort qu’il faut
vaincre, et que Pon mommera la résistance ,
on pourra distinguer plusieurs especes de le-
viers, suivant la place qu’occupe le point d’ap-
pui F, relativement a ces deux forces.

Si Yappui tombe entre la puissance et la ré-
sistance,, on aura le levier de la premiére espéce
(fig. 47) ,oulapuissance a d’autant plus d’avan-
tage, que son bras de levier AF est plus long.

Si I'appui laisse la résistance Q entre lui et
la puissance P, on aura le levier de la seconde

Fig. 48-espece (fig. 48), o la puissance a toujours de

Pavantage.
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Enfin, si la puissance tombe entre le point
d’appui et la résistance, on aura le levier de
la troisitme espece (fig. 49), ou la puissance
a toujours du désavantage.

Mais ces différens leviers reviennent tous
au méme sous le rapport de I'équilibre. De
quelque maniére que la puissance et la résis-
tance soient disposées entre elles et & I’égard
du point d’appui, si on les transporte toutes
deux parallelement a elles-mémes en ce point,
il faut toujours que les deux couples qui en
naissent soient équivalens et contrairves: ainsi
les distinctions précédentes sont inutiles dans
la théorie, et ne peuvent servir que dans le
discours.

175. Supposons actuellement que le levier
soit sollicité par un nombre quelconque de
puissances P, Q, R, etc. (fig. 50), toutessitudes
dans un méme plan avec le point d’appui F. En
abaissant de ce point des perpendiculaires FH,
FI, FK, etc., sur leurs directions, et consi-
dérant chaque force P comme transformée en
une autre égale, parallele et de méme sens,
appliquée en F, et en un couple (P, — P) qui
a pour bras de levier la distance FH de cette
force au point fixe, on verra , comme ci-dessus
que la résultante de toutes les forces transpor-

16..

Fig. 49:
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tées sur le point fixe est toujours détruite par
sa resistance; mais que le couple résultant
doit étre nul de lui-méme pour I'équilibre,
comme si la verge était parfaitement libre :
d’ou I'on conclura que la somme des momens
PxFH, QxFI, Rx<FK, elc., doit étre égale
a zéro, en comptant comme positifs tous les
momens des forces qui tendent a faire tour-
ner dans un sens, et comme négatifs, les mo-
mens qui tendent a faire tourner dans le sens
contraire.

On trouvera aussi que la charge du point
d’appui est absolument la méme que si toutes

les forces s’étaient transportées parallelement &'

elles-mémes en ce point, sans changer de gran-
deur ni de sens.

176. Si les forces P, Q, R, etc., agissaient
dans des plans différens, on verrait de la
méme maniere qu’en transportant toutles ces
forces parallelement a elles-mémes au point
fixe, tous les couples qui en proviennent doi-
vent donner un couple résultant nul de lui-
méme, ou doivent étre en équilibre entre eux.

Mais pour exprimer cette condition, il faut
ici trois équations qui expriment que la somme

.des momens des forces, estimés par rapport a
trois axes qui se croisent dans 'espace au point
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d’appui, soit nulle d’elle-méme a I'égard de
chacun de ces axes {65).

Sur quoi I'on peut observer que les trois
axes peuvent étre menés d'une maniére quel-
conque par le point fixe, pourvu qu’ils ne
soient pas dans un méme plan; car les trois
équations précédentes n’assureraient pas alors
I'équilibre du corps.

Puisque les couples qui naissent des forces
transportées au point fixe doivent étre en équi-
libre d’eux-mémes, il sensuit que les forces
appliquées aux divers points du levier doivent
se réduire aux mémes forces, mais réunies
parallelement a elles-mémes au point d’ap-
pui; et par conséquent on peut exprimer la
loi générale de I'équilibre du levier, en di-
sant que les forces appliquées doivent avoir
une résultante unique qui passe par le point
fixe : proposition qui parait assez évidente
d’elle-maéme, et dont on part ordinairement

~ comme d'un axiome, pour arriver aux condi-

tious précédentes (116—118).

177. Jusqu'ici nous avons fait abstraction
de la pesanteur du levier. Si 'on veut y avoir
égard, il faudra considérer le poids de la verge
comme une nouvelle force appliquée en son
centre de gravité, suivant une direction verti-
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cale; et 'on combinera cette force avec les
autres, d’aprés ce que nous avons dit ci-des-
sus, comme si le levier élait sans pesanteur.
Ainsi Yon voit que, dans le cas, par exemple ,
ou toutes les forces et la direction du poids
du levier se trouvent dans un méme plan avec
Vappui, c’est la somme de tous les momens ,
en y comprenant celui du poids, qui doit étre
égale & zéro pour I'équilibre.

Donc, siI'on veut employer un levier dont
le poids n’entre pour rien dans l'équilibre des
forces, on n’aura qu’a le placer de telle sorte,
que la verticale abaissée de son centre de gra-
vité tombe au point d’appui: alors le moment
du poids étant nul de lui-méme, on n’aura
plus a considérer que les momens des forces
appliquées.

178. On a supposé que le point I du levier
était arrété dans tous lessens, de maniere que
le levier ne pit avoir aucun mouvement de
rotation autour de lui: pour se procurer un
tel point au-dedans d’un corps, on le traverse
ordinairement par un essieu ou cylindre in-
flexible, d’'un diametre quelconque; et lorsque
le corps tourne autcur de ce cylindre, il est
absolument dans le méme cas que il tournait
autour de son axe considéré comme unc ligne

«
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fixe; et tous les points d'une méme section
plane qui est faite perpendiculairement i 'axe,
et dont il résulte un cercle dans le cylindre,
soit dans le méme cas que s'ils tournaient au~
tour du centre de ce cercle. :

A la vérité, dans la disposition précédente,
le levier n’a point la liberté de pirouetter en
tous sens autour du point fixe ; mais lorsque les
forces qu’on y suppose appliquées sont toutes
dans un plan perpendiculaire a 'axe autour du-
quel il peut tourner, les lois de I'équilibre y
sont parfaitement les mémes. Au reste on pour-
rait pénétrer la verge par une sphere fixe qui
la touchat au moins en quatre points, de ma-
niere que ces quatre points fussent comme les
points de contact d'une pyramide circonscrite
a sasurface: le levier alors en tournant autour
de cette spheére pourrait étre considéré comme
s'1l tournait autour de son centre.

Mais le plus souvent, le levier ne fait que
poser surl’appui fixe, comme on le voit fig. 46,
475 43. Alors les conditions données plus haut
ne suffisent plus pour I'équilibre, abstraction
faite du frottement. Il faut, non-seulement que
les forces appliquées aient une résultante uni-
que qui passe au point d’appai, mais encore
que la direction de cette résultantesoit normale
a la surface de contact du levier avec I'appui :
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car si elle tombe obliquement sur le plan tan=
gent a cette sarface, on pourra la décomposer
en deux autres, I'une perpendiculaire, et Vautre
parall¢le a ce plan. La premiere sera détruite;
mais la seconde obtiendra son effet, et fera

glisser le levier sur 'appui, comme on le verra
a l'article du plan incliné.

De la Balance.

179. La balance ordinaire est un levier du
premier genre , aux extrémités duquel sont sus-
pendus par des cordons deux bassins destinés
a recevoir les corps dont on veut comparer les
poids. On dispose ordinairement cette machine
de maniére que son centre de gravité passe par
la verticale menée par le point d’appui F (fig. 51)
et que les bras du levier FA et FB soient par-
faitement égaux : alors on est sr que deux
corps graves qui se font équilibre dans les bas-
sins ont des poids parfaitement égaux, et par
conséquent renferment des quantités égales de
matiere. Ainsi, en prenant le poids d’un corps
pour unité, on évaluera les masses respectives
des différens corps en cherchant & combien
d’unités de poids ils font équilibre. ;

Pour qu’une balance soit juste, il faut donc;
en premier. lieu, que son centre de gravité
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tombe dans la verticale menée par le point
d’appul.

Cest ce que I'on vérifie sur-le-champ, en
examinant si la balance est en équilibre d’elle-
méme, cest-a-dire lorsque les bassins sont
vides; et si cela n'a pas lieu, on rectifie aisé-
ment la balance & cet égard, en altachant a
I'un des bassins ou des bras de levier un poids
convenable qui rétablisse I'équilibre.

Il faut, en second lieu, que le point d’appui
divise le levier ou le fldau en deux parties par-
faitement égales; et cette seconde condition est
la plus importante. N

Pour voir si elle a lieu, on n’a qu'a mettre
deux corps en équilibre dans les bassius, et les
changer ensuite de place. Si les bras de levier
sont égaux, I'équilibre doit subsister encore ;
car,les poids qui se sont fait équilibre sont
égaux aussi, et il doit étre indifférent de les
changer de bassins.

Mais si les bras de levier sont inégaux, I'équi-
libre sera détruit; car les poids qui se sont fait
équilibre sont en raison inverse de ces bras de
levier: or, en les changeant de place, le plus
grand poids agira a 'extrémité dubrasde levier
le plus long, et par cette double raison entrai-

nera nécessairement l'autre.

La balance alors sera fausse, et 'on ne pourra
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la rectifier qu’en changeant le point d’appui ou
le point de suspension de I'un des bassins.

On pourra néanmoins s’en servir, et con-
naitre par deux épreuves le poids véritable du
corps.

Car, soient P le poids inconnu du corps, x
et y les deux bras de la balance ; et supposons
que le poids P, placé dans le bassin qui ré-
pond au premier bras de levier &, fasse équi-
libre & un poids connu A placé dans Vautre
bassin, on aura

Yore=Ay.

Mettons actuellement le poids P dans le bas-
sin qui répond au bras de levier y, et suppo-
sons qu’il fasse équilibre & un poids connu B
placé danslautre, on aura

Pyp==Bx.
Multipliant ces deux équations membre a
membre, il vient
P*=AB, d'ou P==\/AB;
c’est-a-dire que le poids du corps est moyen
proportionnel géométrique entre les deux poids

auxquels il fait alternativement équilibre dans
les deux bassins de la balance.
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De la Romaine.

180. La balance romaine est aussi un levier
droit du premier genre, mais dont les brasFA,
FB (fig. 52) sont inégaux.

A lextrémité A du bras le plus court,
suspend le corps dont on veut trouver le p01ds
Q; on lattache par un crochet, ou bien on le
pose dans un bassin qui est suspendu librement
au point A, comme dans la balance ordinaire.
Sur I'autre bras FB de la romaine est un poids
connu p, mobile au moyen dun anneau le
long de ce bras; de sorte qu'en le faisant glisser
a une distance convenable FI de I'appui F, il
fait équilibre au poids du corps qui agit de
Pautre coté.

Si dounc, & chaque pointI du bras FB, on
marquait en nombres le rapport des deux
forces Q et p qui se font équilibre, on aurait
un instrument fort commode pour peser les
différens corps, a 'aide d’'un méme poids p qui
servirait d’unité. Il suffirait, dans chaque cas,
de chercher le point I ou il faut amener le
poids mobile p pour contre-balancer le poids
Q, et l'on trouverait marqué en ce point le
rapport de Q a p, ce qui est précisément le
poids cherché du corps.

Fig. 5a.
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Lorsque la romaine est tellement construite,
que le centre de gravité de toute la machine i
C'est-a~dire du fléau et du bassin, tombe pré-
cisément sur le point d’appui F/, la loi de I'é-
quilibre entre les deux forces appliquées est la
méme que si le levier AC était sans pesanteur;
ainsi le rapport de Q & p est égal i celui des
deux bras FI et FA, et dans ce cas il est bien
facile de construire une romaine, cest-a-dire
d’en marquer les différentes divisions.

Mais si le centre de gravité de la machine
tombe a droite ou & gauche de I'appui, le rap-
port de Q a p n'est plus celui des bras de levier
IF et AF; il doit étre augmenté ou diminué
d’une certaine quantité qui dépend du poids
V de la machine, et dela distance de ce poids
V a Tappui: ainsi les divisions de la romaine
doivent étre changées. Mais on sent, par ce
que je viens de dire, que ces divisions seront
encore distribuées de la méme maniére ; seule-
ment le point de départ, cest-a-dire le point
ot I'on doit compter zéro pour le poids Q, ne
sera plus en F sur I'appui, mais il devra étre

-avanceé ou reculé en O(fig. 53 ), d’une cer-

laine quantité FO, qu'’il est bien facile de dé~
terminer.

181. Mais sans connaitre ni le poids ni le
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centre de gravité de la romaine, on peut en
marquer exactement les divisions de la ma-
niere suivante, que la théorie des couples rend
la plus naturelle et la plus facile a retenir.

Je suppose d’abord le bassin vide, ou le
poids Q nul, et je fais avancer le poids mobhile
p jusqu’en un point O, qui se peut trouver a
ganche ou & droite de 'appui, mais qui est
tel, que le fléau AB devienne horizontal. Dans
cet état, le centre de gravité de tout le sys-
teme, en y comprenant le poids mobile p,
passe au point F, et le poids de toute la ma-
chine est détruit. Cest donc au point O qu'il
faudra marquer zéro, puisque alors le poids Q
est {out-a-fait nul. :

Actuellement, je suppose que, dans le bassin
vide on mette un poids p’==p; il est clair que
Véquilibre sera rompu, mais que si I'on €loi-
gne le poids mobile d’'une quantité convenable
Véquilibre sera rétabli. Ainsi, quand d’un coté
on ajoute au poids, de 'autre coté il faut cher-
cher ce qu'on doit ajouter au bras de levier
pour maintenir I'équilibre. Or, qu'on imagine
la force p' transportée parallelement a elle-
méme du point A au point d’appui F, elle y
sera déiruite, et il ne restera qu'un couple

(p,—p") appliqué sur FA=r, et dont le
moment est p'r. Ainsi le poids p’ qu'on met
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dans le bassin vide ajoute de ce coté de la ro-
maine un couple ou moment pr: il faut done
ajouter de l'autre coté un couple égal et con-
traire (— p, --p) qui ait un méme bras de
levier r. Or, qu'on place ce couple, ce qui est
permis, sur la ligne OH=r: alors la force
—p détruit son égale et contraire p, et il ne
reste que -}-p, qui n'est en quelque sorte que
le poids mobile p qu'on aurait éloigné de la
quantité OH=r. On voit doncque pour chaque
poids p qu’on ajouterait dans le bassin, il fau-
drait €loigner le poids mobile de la longueur
constante r du petit bras de la romaine; et si
Pon ajoutait une fraction quelconque de p, il
est évident, par la méme démonstration, qu’il
faudrait €loigner le poids mobile d'une méme
fraction de r.

~Donc, a partir du point O déterminé ci-
dessus, il faudra porter des parties égales i r,
et marquer en ces points de division, o, 1,
2, 3, 4, 5, ete. Et si l'on veut marquer des
fractions intermédiaires, des dixiémes, des cen-
tiemes, par exemple, on aura un instrument
qui pourra servir pour évaluer le poids des
corps a ces décimales pres du poids connu p.

. On voit que la balance romaine peut étre
utile 2n beaucoup de rencontres ou la balance
ordinaire ne serait d’aucun usage, puisque
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celle-ci exige différens poids pour peser les dif-
férens corps , tandis que la romaine n’en exige
qu’un seul.

Elle a encore cet avantage, que le point
d’appui ou de suspension y est moins fatigué
par la charge ou la pression des corps que I'on
pese; car; dansla balance ordinaire, cette pres-
sion est double du poids du corps, ou 2Q; au
lieu que dans la romaine elle est simplement
Q- p, ou seulement Q, cest-a-dire la moi-
1ié de la précédente, si I'on veut regarder le
poids p comme faisant lui-méme partie du
poids total de la machine.

On peut varier cette balance de différentes.
maniéres, en rendant mobile ; au lieu du poids
p» le poids Q du corps qu'il s'agit de peser,
ou bien le_point de suspension du fléau AB,
ce qui donuerait lieu a différentes construc-
tions; mais le principe en est toujours le méme,
et il est inutile de s’y arréter.

Du Peson.

182. On peut encore,, pour évaluer les poids,

employer un levier coudé ACB (fig. 54), no- rig. 54

bile autour du point fixe C, et dont les bras CA,
CB font entre eux un angle droit ACB; et c’est
cette espeee de balance qu’on appelle le peson.
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Je suppose, pour plus de simplicité que le

bras CB , au bout duquel le corps est suspendu,

soit continué de lautre coté de Pappui d’une

longueur égaie CB'; de maniére que le centre

de gravité de ceite branche BB’ tombe préci-
sément au point G qui en est le milieu. Alors le
poids du bras CB se trouve détruit dans toutes

les positions du levier coudé autour du point

fixe, et I'on peut se dispenser d’y avoir égard.’
Mais pour l'autre bras CA, son propre poids
contribuera , avec celui qu'on pourrait y atta—
cher d’ailleurs, & contre-balancer le poids du;
corps. Le plus souvent méme, ce bras ou cette

aiguille est d’'une matiére assez pesante pour
que la force p qui en résulte en son centre de

gravité G fasse toute seule l'office du contre=,
poids. Au reste, je supposerai que p représcnte’

le poids total de Daiguille et des corps qui
pourraient y éire attachés, et que le commun
centre de gravité soit en G, i la distance CG
de lappui.

Cela posé, le peson étant libre, laiguille
CA tombant dans la verticale CO, et le bras
CB étant horizontal, je suspends en B un
corps dont le poids est Q : le bras CB sa-
baisse vers la verticale, et Pautre CA s'éleve;
ainsi la distance BH de la force Q & Pappui
diminue, et la distance GI de l'autre force 4
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au méme point, augmente; de sorte que le
levier coudé, pour se mettre en équilibre,
doit p'rendre une position ou les momens
Q < BH et p x GI soient égaux de part et
d’autre.

Or, soient ¢ 'angle ACO que fait l'aiguille
avec la verticale, R la distance CG- de son
centre de gravité a I'appui, et rla longueur
du bras CB ot le corps est suspendu. Comme
ona GI=Rsin@, et BH="r cos ¢, I'équation
.de I'équilibre devient p. R sin ¢=Q. r cos ¢;

ce qui donne
r
iang Q= ]:Tp. Q H

‘o il résulte {puisque les trois quantités p, R

et r demeurent invariables) que la tangente de
I'inclinaison ¢ de l'aiguille croit précisément
en proportion du poids Q du corps.

Si donc on adapte au peson un quart de
cercle COAM, qui représente le secteur que
laiguille peut parcourir depuis la verticale
CO jusqua I'horizontale CM, il est bien fa-
cile de marquer aux différens poinis de cet
arc les nombres qui répondent aux différens
poids.

En effet, qu'on mene la tangente indéfinie
OT, et qu'on suspende d’abord en B le poids
que l'on veut prendre pour V'unité, ce poids

7
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fera monter l'aiguille d’'un certain arc OA ; et
la_direction de cette aiguille étant prolongée
jusqu’a sa rencontre en a, avec la ligne OT,
la partie Oa représentera la tangente de cet

arc qui répond a I'unité de poids. Ainsi, il n’y.
aura qu’a porter sur la ligne OT, & partir' du

point O, des parties €gales 2 Oa, et par les
points de division, tirant desdignes au centre C,
on aura sur le quart de cercle les points cor=
respondans ou il faudra marquer les nombres
0,1,2,3,4, etc. Et si 'on veut subdiviser
chaque partie de OT en fractions, on aura par
la méme construction les points de I'arc ou il
faut marquer les mémes fractions du poids que
Pon a pris pour I'unité.

183. Quelque petit que soit le poids p de
l'aiguille; on voit par la proportion Q: p ::
R tang ¢:r, que ce poids p suffit toujours
pour contre-balancer un poids Q aussi grand
qu'on le voudra : car la tangente de ¢ peut
devenir plus grande que toute quantité donnée.
Ainsi, le peson est d’un usage bien plus étendu
que la romaine, et sous un petit appareil , cette
machine peut servir a peser les corps les plus
considérables.

Mais si la tangente de I'arc ¢ augmente par

degrés égaux avec le poids Q du corps, larc

=
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lui-méme n'augmente que par degrés inégaux
qui diminuent sans cesse ; et les divisions su-
périeures du peson deviennent de moins en
moins sensibles pour les mémes accroissemens
de poids. Par conséquent, si 'on veut que la
machine marque plus nettement ces diffé-
rances, il ne faut pas que le poids de laiguille
soit trop petit. Aussi, pour peser de lourds
fardeaux, on charge laiguille d’'un certain
poids, ce quilui permet de rester dans la par-
tie moyenne du quart de cercle, ou les inéga-

lités de poids sont marquées d’'une manicre
plus sensible.

De la Poulie.

~184. L'équilibre de la poulie se rapporte
naturellement & celui du levier.
La poulie est une roue circulaire ABK

(tig. 55), mobile dans une chape CN, autour Fig. 5.

d'un axe C. Une partie AB de sa circonfé-
rence est enveloppée par une corde PABQ
dont les deux extrémités sont tirées par deux
forces P et Q. Si I'on méne les deux rayons
CA et CB aux deux points extrémes de contact,
on peut regarder les deux forces P et Q comme
appliquées aux extrémités d’un levier coudé
ACB, dont les deux bras sont parfaitement

17..
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égaux ; et par conséquent il faut, pour 'équi~
libre, que les deux forces P et Q soient parfax-
tement égales.

Pour la charge du centre C de la poulie,
elle est la méme (171) que si les deux forces
P etQ s’y transportaient parailelement a leurs
directions, en P’ et (. Ainsi, en achevant

sur les deux lignes CP’ et CQ’, qui représen-

tent leurs grandeurs, le losange P'CQ'R, la
diagonale CR représentera la charge R du
point C.

Mais si I'on joint AB, on formera un trian-
gle isoscele ACB, semblable au triangle P'CR,

et par conséquent I'on aura
P’ ou P: R :: AC: AB.

Cest-a-dire que lune des deux forces P et
Q appliquées a la corde, est a la charge que
supporte Uaxe de la poulie comme le rayon
de la poulie est a la sous-tendante de larc
embrassé par la corde.

185. Supposons que l'axe, -au lieu d’étre
fixe, soit retenu par une force égale et con—
traire a la pression qu’il éprouve, et que I'ex-
trémité du cordon AF (fig. 56), au lieu d’étre
tirée par la force P, soit invariablement at-

* tachée 2 un point fixe F; l'équilibre de la
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poulie ne sera point troublé, et le cordon de-
meurera toujours tendu de la méme maniere.

La puissance Q sera donc a la force qui
retient le centre de la poulie, dansle méme
rapport que ci-dessus.

Ainsi, en considérant un poids P attaché
a la chape CN par un cordon dirigé vers le
centre de la paulie, on aurait: la puissance
Q, qui tend a faire monter le poids, est a ce
poids comme le rayon de la poulie est a la
sous-tendante de Uarc embrassé par la corde.

Lorsque Tarc est égal au tiers de la demi-
circonférence, la sous-tendante AB est égale
aurayon, et la puissance est égale a la résis-
tance. »

Lorsque les deux parties de la corde sont

paralleles, la sous-tendante AB (fig. 57) est Fig. 5.

double du rayon, et la puissance n’est que
la moiti¢ de la résistance. Cest le cas le plus
favorable a la puissance, puisque le diamétre
est la plus grande corde du cercle.

DU TOUR.

186. Le tour en général est, comme nous
Pavons dit, un corps solide de figure quelcon-

que, qui n’a que la liberté de tourner autour
d’un axe fixe.
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Mais ce que P'on nomme Zour on treuil dang
les arts est un cylindre aux bases duquel on
adapte ordinairement deux autres cylindres de
méme axe, mais d’'un diametre plus petit, et

que 'on nomme tourillons. Ces tourillons re-

posent sur deux appuis fixes F et H (fig. 58),
et le cylindre, en tournant sur ces tourillons
est absoclument dans le méme cas que s'il tour-
nait autour de son axe considéré comme une
ligue fixe.

La résistance que I'on se propose de vaincre,
ou le poids Q que l'on veut élever, est ap-
pliquée a une corde qui s'enroule autour du
cylindre, tandis qu’une puissance P le fait
tourner, soit en agissant par une corde CP
tangentiellement 4 une roue (CB) perpendi-
culaire & l'axe de ce cylindre et solidement
liée avec lui, soit en agissant & l'extrémité
d’une barre qui traverse le cylindre a angle
droit, soitau moyen d'une manivelle, etc. , ctc.

Les dénominations du tour varient suivant
I'objet auquel on le destine et suivant sa po-
sition. On le nomme ordinairement four ou
treuil lorsque P'axe du cylindre est horizonlal,
et cabestan lorsque I'axe est vertical et qu'on
se sert de barres pour y appliquer la puissance.
Mais quels que soient l'objet et la position de
cette machine, et de quelque mamere qu'on
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lui communique le mouvement, les condi-
tions de I'équilibre y sont toujours les mémes.
Ainsi nous la considérerons, pour plus de
simplicité,, sous le premier aspect. Nous sup-
poserons que l'axe AB du cylindre soit hori-
zontal, et par conséquent, le plan de la roue
vertical ; que la puissance P agisse suivant nne
direction tangente en un point donné C a la
circonférence de la roue, et que la résistance
Q agisse dans un plan parallele a celui de la
roue, suivant une direction verticale tangente
i la surface du cylindre, ou plutét a la circon-
férence de la section circulaire DIO faite dans
ce cylindre au point D de contact.

Il s’agit de déterminer d’abord le rapport
de la puissance a la résistance dans le cas de
I'équilibre, et en second lieu les pressions
qu’éprouvent les appuis F et H qui soutiennent
les tourillons. :

Soit B le centre de la roue, A celui de la
section DIO. Menez les rayons CB et DA qui
seront perpendiculaires aux forces respectives
PetQ.

Je transporte la force Q paralielement 3
elle-méme du point D au point A. Il en nait
une force Q' égale, parallele a Q et de méme
sens, appliquée en A, et un couple (Q,—Q)
qui a pour bras de levier le rayon DA du cy-

el
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lindre. Je transporte de méme la puissance
P de Cen B; il en nait une force P’ égale, pa-
rallele et de méme sens, appliquée en B, et

un couple (P,—P) qui a pour bras de levier

le rayon CB de la roue.

Les deux forces P’ et Q', étant appliquées
aux deux points A et B qui appartiennent i
I'axe fixe du cylindre, sont évidemment dé-
truites par sa résistance. .

Mais les deux couples (P, —P) et (Q, — Q)
doivent se faire équilibre d’eux-mémes; car,
si I'on transporte, pour plus de clarté, le cou-
ple (Q,—Q) dans le plan du couple (P, —P),
ce qui est permis, on voit que ces deux cou-
ples se composent en un seul qui ne peut ja-
mais étre en équilibre autour du centre B de
la roue. Le couple résultant doit donc étre
nul de lui-méme, et par conséquent les deux
couples contraires (P, —P) et (Q,—Q)
doivent étre équivalens. Ainsi, leurs momens
Px<CB et QDA doivent étre égaux, etl'on a
P:Q::DA:CB.

Cest-a-dire que, pour Uéquilibre du tour,
il faut que la puissance soit & la résistance

comme le rayon du cylindre est au rayon de
la roue.
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Des pressions exercées sur les appuis.

187. Les deux couples (P, — P) et (Q — Q)
étant en équilibre d'eux-mémes, il n’y a que
les. deux forces P’ et Q' qui puissent charger
I'axe fixe, et par conséquent les appuis: d’'ot
'on voit d’abord que la pression exercée par les
forces P et Q appliquées aw treuil est absolu-
ment la méme que si ces forces étaient trans— -
portées sur Laxe, parallélement a elles-mémes ,
dans leurs plans perpendiculaires a cet axe.

Pour obtenir les pressions individuelles des
appuis F et H, on décomposera la force Q' en
deux autres paralleles g et ¢', appliquées aux
points respectifs F et H; et de méme la force
P’ en deux autres paralléles p et p', appliquées
aux mémes points. La résultante des deux
forces p et ¢ exprimera en grandeur et en di-
rection la pression de I'appui F, et la résul-
tante des deux forces p' et ¢’ celle de I'appui H.

Nous avons fait abstraction de la pesanteur
du treuil. Ordinairement le corps de cette ma-
chine est symétrique par rapporta l'axe fixe, et
son centre de gravité tombe sur I'un des points
de Vaxe lui-méme. Alors le poids du treuil ne
trouble point la proportion établie ci-dessus
entre lapuissance et la résistance , mais il change
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les pressions exercées sur les appuis. Pour con-
naitre les valeurs réelles de ces pressions, on
considérera tout le poids du treuil comme une
force verticale V appliquée en son centre de
gravité G; et si I'on décompose cette force en
deux autres paralléles g et g/, appliquées aux
points F et H, la résultante des trois forces p,
g et g exprimera la charge réelle de 'appui F,
et la résultante des trois forces p/, ¢' et g’ , celle
~de I'appui H; de sorte que I'on saura de quelles
résistances les deux points d’appui doivent étre
au moins capables, pour n’étre pas entrainés
par les efforts combinés des deux forces P

et Q, et du poids V de la machine.

188. On a supposé que les cordes DQ, CP
€taient infiniment déliées ; maisles cordes sont
ordinairementd’undiamétre fini, ce qui change
sensiblement le rapport que nous avons établi
entre la puissance et la résistance. En effet, les
forces P et Q, que 'on peut regarder comme
agissant suivant les axes des cordons, ont leurs
bras de levier respectifs augmentés des demi-
diametres de ces cordons. On n’a donc pas
alors : la puissance est a la résistance comme
le rayon du cylindre est au rayon de la roue;

_mais bien, la puissance P est a la résistance Q
comme le rayon du cylindre augmenté du rayon
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de la corde DQ , est aurayon de la roue aug-
menté du rayon de la corde CP.

Si les rayons des cordes DQ et CP sont pro-
portionnels aux rayons du cylindre et de la
roue, cette proportion revient a la premiere ,
comme si les cordes étaient des fils infiniment
petits , appliqués tangentiellement a la roue et
au cylindre.

189. Si l'on veut considérer actuellement
un tour sollicité par tant de forces que I'on vou-
dra, situées dans des plans perpendiculaires a
Yaxe, on verra, comine ci-dessus, qu’en trans-
formant chaque force en une autre égale , pa-
ralléle et de méme sens, appliquée sur l'axe,
et en un couple quiaura pour bras de levier la
distance de la force & l'axe, toutes les forces
transporiées sur I'axe seront toujours détruites
par sa résistance, mais que tous les couples
devront se réduire a un couple nul de lui-méme
pour Véquilibre. Or, tous ces couples étant
dans des plans paralleles, le couple résultant
sera égal a leur somme, et par conséquent il
faudra, pour I’équilibre, que la somme des
momens des forces par rapporl a l'axe soit
égale 4 zéro, en prenant avec des signes con-
traires les momens des forces qui tendent &
faire tourner en sens contraires.
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Pour les pressions exercées sur l'axe fixe,
elles seront évidemment les mémes quesi toutes
les forces appliquées s’y étaient transportées
parallelement & elles-mémes, sans sortir de
leurs plans perpendiculaires & cette ligne.

Lorsque les forces appliquées au treuil sont
dirigées dans des plans quelconques, on peut
décomposer chacune d’elles en deux autres,
T'une paralléle, Yautre perpendiculaire & la di-
rection de Vaxe fixe. Mais les forces paralléles
¢tant transportées dans l'axe, leur résultante
est détruite par la résistance longitudinale de
cet axe, et leur couple résultant, qui passe par
le méme axe, est détruit parsa résistance trans-
versale. Il ne reste donc a considérer, pour
Iéquilibre du treuil, que le groupe des forces
qui sont situées dans des plans perpendiculaires
a laxe fixe ; ce qui revient au cas précédent.

Ainsi, en nommant P, P/, P’, ete., les forces
appliquées; o, o', ", etc., leurs inclinaisons
sur l'axe, et p, p/, p’, etc., leurs plus courtes
distances a cette droite, on aura , pour I'équi-
libre, I'équation

Ppsin o - P'p' sin &' +-P"p"sin "+ etc. = o,

ce qui est la condition exprimée au n° 120.
Quant & I'axe du treuil , il sera pressé, 1°. par
les composantes Psin w, P'sin »’, P sin @', etc.,
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transportées sur cet axe; 2° par la résul-
tante des forces paralleles P cos w, P’ cos o',
P" cos ", etc., qui tend a entrainer le treuil
dans le sens de sa longueur; et 3°. enfin, par

le couple résultant de ces derniéres compo-

santes, ce qui revient a deux forces égales per-
pendiculaires a l'axe, et qui le poussent en
sens contraires.

DU PLAN INCLINE.

1go. Lorsqu'un point est pressé contre un
plan inébranlable et inflexible, par une force
normale & ce plan, il est clair que ce point doit
rester en équilibre; car il n’y a pas de raison
pour quil se meuve dans le plan, d'un coté
plutdt que de l'autre, puisque toutes les di-
rections qu’il pourrait prendre font un méme
angle droit avec la direciion de la force; et
d’ailleurs il ne peut se mouvoir a travers le plan
qui est supposé parfaitement inflexible.

Réciproquement, le point dont il s’agit ne
pourra étre en équilibre, & moins que la force
qui le presse ne soit normale au plan d’appui;
car, si elle y était inclinde, cette force pour-
rait se décomposer en deux autres, 'une per-
pendiculaire au plan et Pautre située dans ce
plan. La premiére serait détruite ; mais la se-
conde obtiendrait son effet, car il est visible
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qu'elle ne pourrait étre altérée par la présence
du plan le long duquel elle tend 2 s'exercer.
Ainsi il 0’y aurait pas équilibre.

On peut dire la méme chose d’un point qui
s'appuie sur une surface courbe, et le consi-
dérer comme s'il reposait sur le plan tangent
mené a la surface par ce point méme. Il faut
donc, pour I'équilibre, que la direction de la
force qui le presse soit normale 4 ce plan , au
point de contact; et voila pourquoi dans I'équi-
libre du levier qui ne fait que poser sur Iap-
pui, il faut non-seulement que la résultante
des forces y passe, mais encore qu'elle soit per-
pendiculaire i 1'élément de contact du levier
et de cet appui.

191. On voitdonc, d’apres ce que l'on vient
de dire, que lorsqu’un corps est tenu en équi-
libre contre un plan inébranlable, ce plan ne
peut détruire que des forces dontles directions
lui sont normales aux différens points de con-
tact, et que par conséquent sa résistance ne
peut faire naitre que de telles forces en sens
contraires.

Donc, siuncorps de figure quelconque , sol-

licité par des forces quelconques P, Q, R, etc.,

(fig. 59), ne Sappuie contre un plan que par
un seul point 0, il ne pourra demeurer en
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équilibre, a moins que toutes les forces P,
Q, R, etc., qui lui sont appliquées, ne soient
en équilibre avec une force unique N, qui se-
rait normale 4 ce plan au point O, et qui re-
-présenterait sa résistance actuelle. Donc, pour
Iéquilibre d'un corps qui s’appuie par un seul
point contre un plan , il Jfaut , 1°. que toutes les
Jorces appliquées aient une résultante unique ;
2°. que la direction de cette résultante soit
normale au plan; 3°. qi'elle passe au point de
contact.
On voit que ces trois conditions reviennent
a celles qu'on a données plus haut pour I'équi-
libre du levier qui ne fait que poser sur Pappui.
Nous aurions pu les trouver par le méme rai=
sonnement et les exprimer de la méme ma-
niére, en disant que tontes les forces appli-
quées, étant transportées parallelement a elles-
mémes au point de contact, doivent y donner
une résultante normale au plan, et que tous les
couples engendrés doivent donner un couple
résultant nul de lui-méme.

192. Lorsque le corps touche le plan par
plusieurs points A, B, C, D, etc. (fig. 60), cha-
cun des points de contact fait naitre une résis-
tance normale au plan en ce point; mais toutes
ces résistances, €tant paralleles et de méme

Fig. 6o.
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sens, se composent toujours en une seule,
dont la direction tombe nécessairement dans
I'intérieur du polygone formé par tous les ap~
puis A, B, C, D, etc. Les forces appliquées doi-
vent donc étre en équilibre avec cette force
unique, et par counséquent, lorsqu’un corps
s’appuie contre un plan par plusieurs points, il
Jaut , pour Uéqilibre , que les forces appliquées
puissent se réduire a une seule, normale au plan,
et dont la direction tombe dans Uintérieur du
polygone formé par tous les points de contact.
On voit par la que si le corps repose par
une surface finie, la résultante doit rencontrer
le plan en I'un quelconque des pomts de cette
surface.

De la pression exercée sur le plan.

193. Lorsque le corps ne repose que par un
seul point, il est clair, d’aprés ce que nous
venons de dire, que la pression exercée par les
forces est égale a leur résultante.

Si le corps repose par deux points A el B
(fig. 61), la résultante N dont la direction
tombe nécessairement entre A et B, sur la
droite qui joint ces deux points d’appuii ; se dé-

compose en deux forces paralleles p et ¢, qui -

. expriment leurs pressions respectives.

Soit O le point ol la résultante N va ren-
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contrer la ligne AB; on aura pour la pression p
du point A, N:p :: AB: BO; et pour la pres-
sion ¢ du point B, N:¢::AB:AO; d'ou I'on
voit que la résultante ou la pression totale N
étant représentée par la distance AB des deux
appuis, les deux pressions individuelles de ces
points ‘sont représentées réciproquement par
Jeurs distances a la pression totale.

Si le corps repose par trois points A, B, €

(fig. 62), la résultante N des forces appliqudes Fig. G2
. doit passer en quelque point O dans l'intérieur

du triangle ABC (192). Sidel'un des angles, de
langle A, par exemple, on méne laligne AO,
et quon la prolonge jusqu’a sa rencontre en I
avec le coté opposé BC, la force N se décom-
posera en deux autres paralleles p et n appli-
quées aux points A et L. Ensuite, la force n se
décomposera en deux autres paralléles ¢ et r
appliquées en B et C; de sorle que les trois
forces p, ¢, rexprlmeront les pressions HEApec
tives des trois appuis, A, B, C.

- Formons autour du point O, comme som-
met, et sur les trois cotés respectifs BC, AC; AB
comme bases, les trois triangles BOC, AOC,

- AOB. Si 'Ton représente la pression totale

exercée en O par Taire du triangle ABC, les
pressions exercées aux trois angles A, B, C
seront représentées par les aires respectives des
18
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triangles BOC, AOC, AOB formés sur les ¢otés:

Opposes.
Car la force N, appliquée en 0, est 4 la force
P, appliquée en A, comme Al est & OI : mais

les triangles BAC, BOC, ayant méme base

BC, sont entre eux comme leurs hauteurs , ou
comme les lignes Al et OI également inclinées
sur la base; on a donc N:p :: ABC : BOC.
Mais un méme raisonnement prouverait qu’on
aNig:ABC:AOC; et N:r:: ABC: AOB;

donc, etc.

194. Lorsque le corps s'appuie sur le plan
par plus de trois points (ou seulement par
trois s'ils tombent en ligne droite), les pres-
sions individuelles des appuis sont indéter-

minées, parce qu’il y a une infinité de ma-

nicres de décomposer la force N en d’autres
forces paralléles appliquées en ces points.

11 suffit que ces pressions individuelles satis-
fassent & ces conditions : 1°. qu’elles soient
toutes de méme sens que la pression totale;
2°. qu'elles puissent se composer en une seule,
égale a cette pression totale et appliquée au
méme point 0. Cette derniére condition exige
trois équations, dont la premiére exprime que
la somme des pressions est égale i la pression:
totale, et les deux autres, que la somme des
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momens des pressions individuelles, par rap-
port a deux axes quelconques tirés dans le plan
des appuis, est égale au moment de la pres-
sion - totale, par rapport aux mémes axes

(84-127).

195. Si l'on veut considérer actuellement
Iéquilibre d'un corps qui s'appuie & la fois
contre plusieurs plans, on observera que cha-
cun de ces plans fait naitre, aux divers points
de contact , des résistances de méme sens, per-
pendiculaires a ce plan, et qui par conséquent
se composent toujours en une seule, perpen-
diculaire au méme plan. Il faut donc que toutes
les forces appliquées soient en équilibre avec
ces diverses résistances, qui seront en méme
nombre queles plans d’appui; et par conséquent
les forces qui tiennent en équilibre un corps
appuyé sur plusieurs plans doivent. toujours
se réduire a autant de forces, dirigées perpen-
diculairement vers ces plans respectifs, et qui
tombent, pour chacun d’eux, dans l'intérieur
du polygone formé par les points de contact.

196. On voit par la que si le corps ne s'ap-
puie que sur deux plans, en deux points par
exemple, et nest sollicité que par une seule
force,, ou par des forces qui aient une résul-

i8..
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tante unique, cette force ou cette résultante
unique doit pouvoir se décomposer en deux
autres dirigées suivant les normales menées
aux deux plans par les points de contact. Ainsi,
il faut que les deux normales aillent concourir
en un méme point situé sur la direction de la
force qui presse le corps, et se trouvent dans
un méme plan avec elle. D’ailleurs, cette force
doit étre dirigée dans I'angle des deux normales,
qui est opposé a celui des deux plans, et son
action doit avoir lieu vers cet angle, afin que
ses deux composantes suivant les deux nor-
males tendent & pousser le corps contre les
plans, cest-a-dire en sens contraires des résis-
tances qu’ils font naitre.

“197. Si le corps s'appuie par trois points sur
trois plans différens, la force “qui le presse doit
étre réductible i trois autres, dlrlgees suivant
les trois norma]es menées aux plans pat’ les
points de ¢ontact. :

Mais il ne faut pas conclure de la que les
trois normales doivent concourir en un méme
point sur la direction de la force, ni méme
qu’il doive y avoir une seule rencontre entre
deux de ces quatre lignes; car trois forces qui

. ne se rencontrent pas peuvent se composer en
une seule, et une seule force peut se décom-

 DE STATIQUE. 277
poser suivant trois directions qui ne rencon-
trent pas la sienne, et qui ne se rencontrent
pas entre elles (75).

App?z'cation de la théorie a quelques éxemples.

198. Ce que nous venons de dire contient
toute la théorie de I'équilibre des corps qui
s'appuient sur des plans. Nous allons en faire
quelques applications tres simples.

Soit un corps de figure quelconque, appuyé
par un nombre quelconque de points, ou par
une base finie, contre un plan inébranlable

LDK (fig. 63), et sollicité par deux forces P Fig, 63.

et Q qui le tiennent en équilibre sur ce plan.

D'apres' ce qu'on a trouvé (192), les deux
forces P et Q doivent donper une résultante
unique N normale au plan; par conséquent
leurs directions doivent concourir en quelque
point, comme en F, et se trouver dans un plan
perpendiculaire au plan LDK., De plus, la di-
rection, de cette résultante doit aller rencon-

‘trer le plan LDK en l'un des points de con-

tact du corps , ou dans l'intérieur du polygone
formé par les points de contact.

Supposons que toutes ces conditions soient
remplies, et voyons simplement quels sont les
rapports des forces P, Q, et.de la pressmon N
exercée:sur le plan.
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Puisque les forces P et () ont une résultante
normale au plan, il faut que ces deux forces
soient réciproquement proportionnelles aux
sinus des angles PFN, QFN, que leurs direc-
tions forment avec la normale abaissée du point
F sur ce plan: car on a vu (36) que deux
composantes sont toujoars en raison récipro—
que des sinus des angles que leurs directions
forment avec celle de leur résultante; on a
donc

Q : P :: sin PFN : sin QFN.
On a dailleurs, pour la résultante N,
P : N :: sin QFN : sin PFQ.

Desorte que chacune des forcesP , Q, N, peut
étre représentée par le sinus de I'angle formé
par les directions des deux autres.

Ainsi, toutes les questions que V'on pourrait
proposer sur les rapports des trois forces P,
Q, N, etsur leurs directions, se réduisent a
la résolution d’'un triangle dont les trois cotés
représenteraient les grandeurs des forces P,
Q, N, et les trois angles, leurs inclinaisons
mutuelles.

199. Supposons que la force P représente le
-poids du corps lui-méme , sa direction FP sera
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verticale et passera au centre de gravité de ce
corps.

Menons le plan horizontal LDH qui coupe le
premier suivant LD, etnommons le plan LDK,
sur lequel le corps s’appuie, le plan incliné.

Le plan des deux forces Pet Q, qui sera, d’'une

part, perpendiculaire au plan incliné , comme
passant par la normale FN, et de Pautre per~
pendiculaire au plan horizontal, comme pas-
sant par la verticale FP, coupera ces deux

plans suivant deux droites AB, AC, perpen-

diculaires 4 leur commune intersection LD,
et qui comprendront entre elles I'angle formé
par le plan incliné avec I'horizon.
Représentons simplement le plan horizon-
tal par I'horizontale AC (fig. 64), et le plan
incling, par laligne AB oblique & la premiére.
D’un point quelconque B, pris sur AB, abais-
sons une perpendiculaire BC sur AC, et dans
le triangle rectangle ABC nommons, suivant
'usage, Uhypoténuse AB, la longueur du plan

‘incliné ; le coté BC , sa hauteur , etle coté AC,

sa base.

La ligne FP étant perpendiculaire & AC,
langle PFN sera égal a langle BAC, et la
proportion Q :-P :: sin PEN : sin QFN, de-
viendra

Q : P :: sinBAC : sin QFN,

Iig. 64.
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Si la puissance Q est donnée en grandeur
seulement , on trouvera par cette proportion,
ou il n’y aura que sin QFN d’inconnu, sous
quel angle QFN cette puissance Q doit agir
pour faire équilibre au poids P. Or, comme 4
un méme sinus répondent deux angles sup-
plémens I'un de lautre, on voit que la méme
puissance Q pourra étre employée de deux ma-
nieres différentes pour faire équilibre a la ré-
sistance : soit en faisant avec la normale FN
au plan incliné, un angle QFN trouvé par la
proportion ci-dessus; soit en faisant avec la
méme llgnelangle QFN supplément du pre—-
mier. ‘
On trouvera, par ]a méme proportiony, la
grandeur de la puissance Q, lorsque I'on con=
najtra sa direction, ou l'angle QFN qu'elle
forme avec lanormale, - @

200. Le cas ou la puissance Q est la plﬁ§
petite a I'égard de la résistance P, est celii
ou l'angle QFN a le plus grand sinus, puisque
la puissance est toujours en raison inverse de
ce sinus; mais le plus grand sinus répond a
Pangle droit; donc la puissance est alors per+
pendiculaire sur la normale FIN, ou paralléle
" au plan incliné.
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Dans ce cas, l'angle QFN est égal a l'angle

droit ACB (fig. 65), et la proportion précé- rig. 6s.

dente devient Q : P :: sin BAC :sin ACB ; mais
dans le triangle ABC, les sinus des angles A

et G sont proportionnels aux cotés opposés

BC, AB, et par conséquent on a
Q:P: BC:AB,

Cest-a-dire que, lorsque la puissance est pa-
ralléle aw plan incliné, elle est au poids du
corps qwelle y retient en équilibre, comme la
hauteur du plan est & sa longueur.

201. Un corps pesant, abandonné, i lui-
méme sur un plan incliné, ne tend donc i
glisser le long de ce plan qu'en vertu de la
pesanteur diminuée dans le rapport de la hau-
teur du plan & sa longueur, et clest cette pe-
santeur le long du plan que l'on nomme la
pesanteur relative , par rapport a la pesanteur
le long de la verticale,, que I'on nomme pesan-—
teur absolue. On voit que la pesanteur absolue
étant représentée par la. longueur du plan in-
cliné, la pesanteur relative est représentée par
sa hauteur; ou bien, la pesanteur absolue étant
représentée par le sinus de l'angle droit ou
par I'unité, la pesanteur relative est représentde
par le sinus de Iinclinaison du plan. Lorsque
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cette inclinaison est nulle, ou lorsque le plan
est horizontal, la pesanteur relative est nulle,
et le corps reste en repos sur le plan, comme
cela doit étre; lorsque linclinaison’ du plan
est égale au tiers d'un angle droit, la pesan-
teur relative est la moitié de la pesanteur ab-
solue ; elle se confond enfin avec la pesanteur
absolue, lorsque P'inclinaison du plan est égale
a Pangle droit, et que, parconséquent, le plan
incliné est devenu vertical.

En général, pour comparer les pesanteurs
relatives sur des plans différemment inclinés ,
on n’aura qu’a comparer les sinus de leurs in-
clinaisons.

Donnons la méme hauteur BC 4 deux plans
différemment inclinés, et adossons-les comme
on le voit dans la figure 66 : les pesanteurs le
long de ces plans seront réciproques i leurs
longueurs AB, BD; car elles sont directement
proportionnelles aux sinus des angles A et D
qui mesurent les inclinaisons des plans, et,
dans le triangle ABD, ces sinus sont propor-
tionnels aux cotés opposés BD et AB.

Donc, si 'on a deux corps pesans M et N
appuyés sur ces plans adossés, et qu'on les lie
entre eux par un fil qui passe sur une poulie

de renvoi placée en B, de maniére que les
eux parties rectilignes du fil soient paralléles
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a ces plans respectifs, ces deux corps ne pour-
ront se faire équilibre, 4 moins que leurs

masses ne soient proportionnelles aux lon-
gueurs AB et BD des deux plans sur lesquels ils
reposent.

202. Lorsque la puissance Q (fig. 67) est Fig. 6;.

horizontale, et par conséquent paralléle 2 la
base AC du plan incliné, 'angle QFN devient
égal alangle ABC, et I'ona

Q : P :: sin BAC : sin ABC,
ou bien
Q:P: BC:AC,

cest-a-dire que, si la puissance est horizon-
tale , elle est au poids du corps qu’elle tient en
équilibre sur le plan incliné, comme la hauteur
du plan est a sa base,

203. Le cas ou la puissance est la plus grande
a I'égard du poids, est le cas ou I'angle QFN
devient nul. La puissance Q est alors perpen-
diculaire au plan incliné, et la proportion
Q : P :: sin BAC : sin QFN donne pour sa va-

P ><sin BAC
leur, Q= Aﬁ?——’—:oo .

Iln’y a donc pas, a proprement parler, de
maximum pour la puissance ; mais ce résultat
nous apprend qu’aucune force, quelque grande
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quelle soit, ne peut empécher un corps pe-
sant de glisser le long d’'un plan incliné, en
le pressant perpendiculairement contre ce plan.
Si nous voyons tous les jours arriver le cont
traire, c'est que les surfaces des corps, méme
les mieux polis, sont hérissées d’une infinité
d’espérités qui s'engagent entre elles dans le
contact de ces surfaces, et les empéchent de
glisser librement les unes sur les autres. Or,
nous avons fait abstraction de cette propriété
des corps, et de la résistance particuliére qui
en résulte, et que l'on nomme la force du
Jrottement.

204. Lorsqu’un corps pesant s'appuie i la
fois sur plusieurs plans inclinés, en considérant
son poids comme une force verticale qui passe
par son centre de gravité, on trouvera les
conditions de I'équilibre d’apreés ce qui a été
dit(195), et les pressions respectives que souf-
frent les points de contact, lorsque ces pres-
sions seront déterminées.

Si nous considérons simplement le cas ou le
corps estsoutenu aux deux points IetO (fig. 68)
pardeux plans inclinés HI, HO, il faudra(196)
que les deux normales TA, OA, & ces plans,
aillent concourir en un méme point A dela
verticale GP qui passe au ‘centre de gravité G
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du corps, et qui représente la direction de son
poids. De plus, comme le poids P de ce corps
doit pouvoir se décomposer suivant ces nor-
males, il faudra qu’elles soient toutes deux
dans un méme plan avec la direction GP, et
par conséquent, dans unplan vertical.

Ces conditions suffisent pour l'équilibre, et
silon prend, sur la direction du poids, une
partie quelconque AD, qui représente sa quan-
tité, et qu'on achéve sur AD comme diago-
nale, et suivant les directions Al et AO, le
parallélogramme ABCD, la force P se dé-
composera en deux autres, représentées par
les cotés AB et AC de ce parallélogramme.
Ces deux forces seront respectivement détruites
par les deux plans inclinés, et donneront en
méme temps les valeurs de leurs pressions in-
dividuelles.

Observons que le plan des deux normales
IA, OA, étant a la fois perpendiculaire aux
deux plans inclinés, est perpendiculaire a leur
commune intersection; mais ce plan est en
méme temps vertical, puisqu’il passe par la
verticale GP; donc la commune intersection
des deux plans inclinés doit étre perpendicu-
laire 3 un plan vertical; donc elle est hori-
zonlale. Ainsi un corps pesant ne peut res-
ter en équilibre entre deux plans inclinés,
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a moins que leur intersection ne soit hori
zontale, ce qui paraissait d’ailleurs assez. évi=
dent.

De la vis.

205. La wvis est une machine qui se rap=
porte a la fois au levier et au plan incliné.
On y considére en général I'équilibre d’un
corps qui se trouve en méme temps assujetti
a tourner autour d’un axe fixe, et & descendre
uniformément le long de cet axe, en sap~
puyant sur une surface inclinde.

Mais pour expliquer clairement la construc-

tion de cette machine, considérons d’abord un
cylindre droit ABCD (fig.. 69) que l'on déve=
loppe sur un plan. Le développement est un
rectangle BEMC dont la base BE est égale en
longueur a la circonférence du cylindre, et
peut sexprimer par 2@r, en nommant r le
rayon du cylindre, et @ le rapport de la cir~
conférence au diameétre.

Divisons le coté BC en parties égales BA,
RQ, QP, etc.; et, aprés avoir pris sur EM la
partie EG=BR, menons BG, et les paralleles
RH, QK, etc.

SiTon replie le rectangle BEMC sur le cy-
lindre, la suite des droites BG, RH, etc., tra~-
cera sur sa surface une courbe continue que
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Pon nomme #Aélice, la premiere droite BG,
formant une portion de I'hélice, qui com-
mencera en B, et aboutira en R, ou elle sera
continuée par la seconde droite RH, et  ainsi
de suite. Chacune de ces portions de I’hélice,
dont les deux extrémités viennent aboutir sur
la méme génératrice, et qui fait ainsi le tour
entier du cylindre, se nomme spire; et l'in-
tervalle compris entre deux spires consécu-
tives, mesuré le long de la génératrice, et qui
est partout le méme, se nomme le pas de
Phélice.

Puisque, dans le développementducylindre,
I'hélice est une suite de lignes droites paral-
leles, 1l est clair que la propriété caractéris-
tique de 'hélice est d’étre partout également
inclinée aux diverses génératrices qu’elle va
rencontrer sur la surface cylindrique. Lorsque
le cylindre est vertical, elle est donc partout
également inclinée & I'horizon, et un point a,
qui repose sur cette hélice, et qui peut étre
regardé comme situé sur la tangente en ce
point, est dans le méme cas que s’il reposait
en a' sur un plan incliné QHK, dont la bhase
est QH = 2ar, et dont la hauteur HK est
égale au pas de I'hélice , et sera désignée sim-
plement par A.
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206. Si 'on suppose donc que le point ¢
soit pressé surhélice par une force verticale p,
et soit retenu en méme temps par une force
horizontale f; qui, appliquée tangenticllement
au cylindre, empéche ce point de glisser sur
I'hélice, on aura (202)

Jip:HK:QH, o
ou Sipi ko owr.

Menons par le pointa I'horizontale ao, qui
rencontre en o I'axe FI du cylindre, que je
suppose fixe. Prolongeons indéfiniment cette
droite, et considérons-la comme un levier in-
flexible, mobile autour du point fixe 0.

Au lieu d’appliquer immédiatement au point
a une force horizontale f, pour retenir ce point
sur I'hélice, on- pourrait appliquer une autre
force parallele ¢ en un point quelconque du
levier bo; et cette force ¢ ferait sentir au point @
la méme impression que la force f, si elle était
a celle~ci dans la raison réciproque des deux
bras de levier bo et ao, c'est-a-dire (en fai-
santbo==R, et observant que ao est le rayonr
du cylindre), si Yon avait

d o2
mais on a trouvé ci-dessus

FEP% b 2 asrry
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Ponc,-en multipliant par ordre, on aura

g:p:hia2wR;

. Cest-a-dire que la puissance horizontale ¢

sera a la force verticale p qui presse le point a
sur I'hélice, comme le pas de I'hélice est 4 la
circonférence qui tend a décrire la puissance ¢
autour de Faxe du cylindre.

Observons que le rayon r du cylindre, ou
la distance de I'hélice & 'axe, n'entre plus dans
cette proportion. Ainsi, Uon aura toujours le
méme rapport entre la puissance ¢ et la force p,
quel que soit le cylindre sur lequel 'hélice est
tracée, pourvu que le pas de cette hélice soit
le méme.

On ne doit pas perdre de vue d’ailleurs que
Ton n’a supposé le cylindre vertical que pour
mieux fixer les idées et simplifier le discours ;
mais que tout ce qu ‘on a dit de la force verti-
cale’ p et de la puissance horizontale ¢, doit
sentendre en général d’une force paralléle a
Yaxe du cylindre, et d’une puissance qui agl—
rait dans un plan perpendiculaire au méme
axe, i la distance R de celte ligne.

207. Actuellement il n’est pas difficile de
définir la vis et de trouver les condltlons de
son équilibre. ,

La vis est un cylindre droit revétu d’un

19
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filet saillant engendré parle plan d’un triangle,

ou d'un parallélogramme, ou d'une figure
quelconque qui, s'appuyant par sa base sur
une génératrice,, tourne autour de 'axe du ¢y~

lindre, en descendant le long d’une hélice tra-
cée sur sa surface. Tous les points qui: com=
posent le filet de la vis peuvent donc étre

regardés comme appartenant 4 des hélices dé-
crites sur des cylindres de méme axe, mais
de rayons différens. Or, toutes ces helices ont
évidemment le méme pas, etc ‘est ce que l’on
nomme le pas de la vis.

La generatlon de Yécrou est la méme. Con-
cevons une piece M, de figure quelconque s
pénétrée par le cylmdre le triangle ou le pa-
ral]elogramme qui produit sur le cy]mdre le
filet de la vis, produira dans Vintérieur de
cette plece un sillon ou . creux parfaltement
égal au filet, et que celui-ci rempllra exac;e-—

ment; et cette seconde piece, qul peut Ctre re- -

gardée comme le moule de la premiere, forme
Vécrou de la vis.

Maintenant, si I'une de ces deux pleces est
fixe, il est clair que Pautre lui est tellement
assujettie, quelle n’a plus que la liberté de
tourner autour de P'axe du cylindre, et de des-
cendre en méme temps sur la seconde , comme
sur une surface inclinée. Il y a dong, entre
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les forces qui se feraient équilibre sur la piece
mobile, des relations particuliéres qui dépen-

- dent de son assujettissement 2 la seconde’; et

ce sont ces relations qui constituent les con-
ditions' de I'équilibre dans la vis.

On ne cousidére ordinairement” que deux
forces appliquées a la piece.mobile : 'une P

_parallele a I'axe, et qui tend a la faire descendre

en tournant autour de cet axe ; Pautre Q située
dans un plan perpendiculaire i I'axe, et qui,
au moyen d'un levier, tend & la faire remon-
ter en sens contraire. Pour fixer les idées, nous
supposerons ici que 'écrou soit mobile (fig. 70)
et que la vis soit fixe : le rapport des deux
forces P et Q serait absolument le méme dans
le cas ou, lécrou étant fixe, la vis serait
mobile. .

D’abord, si I'écrou ne posait que par un senl
point sur le filet de la vis, en nommant % le
pas de la vis, et R le bras de levier de la puis-
sance ou la distance a 'axe, on aurait, d’aprés

)
ce quon a vu,

Q:P::h:amR.

Mais, en quelque nombre de pomts que
Pécrou s'appuie sur le filet, on peut imaginer
que la résistance ‘P est decomposee en autant
de forces paralleles p, p'; p", etc., qui pres-

2o 08

Fig. 7o.
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sent en ces différens points, et que la puis-
sance Q est partagée en autant de forces ¢, ¢',
¢", etc., dont chacune fait équilibre en par-
ticulier a la force qui lui répond parmi les
forces p, p', p", etc.; et, comme on a cons-
tamment '

2 hiawR,

2t h:a2wR,

p' i khiawk,

on aura

g4+q'+q"... ou Q:p4-p'~4p"... cuP:: h:owmR ;.

cest-a-dire que, dans Uéquilibre de la vis , la
puissance qui tend a faire tourner Uécrou, est
a la résistance qui le presse dans le sens de
laxe, comme le pas de la vis est a la circon-
Jérence que tend a décrire la puissance.

Ainsi la puissance a d’autant plus d’avan-
tage pour contre-balancer la résistance, ou
pour comprimer dans le sens de 'axe de la vis,
que cette puissance agit a une plus grande
distance de I'axe, et que le pas de la vis est
moindre.

Du Coin.
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- aretes EF entre deux obstacles, pour exercer

Jatéralement deux efforts qui tendent a les
écarter.

L’arete EF, par laquelle le coin tend a
Jenfoncer, se nomme le tranchant du coin;
les deux faces adjacentes ADFE, BCFE, se
nomment les cdtés; et la face opposée ABCD,
la zéte.

Clest sur cette face qu’on applique le coup,
au moyen d’'un marteau ou d’un corps quel-
conque. Quelle que soit la direction du choc,
on peut toujours concevoir son action comme
décomposée en deux autres, I'une perpendi-
culaire & la téte du coin, et qui obtient tout
son effet sur lui; Pautre parallcle, et qui ne
lui imprime aucun mouvement, parce qu’elle
ne peut tendre qu'a faire glisser le marteau
sur ce coin.

Nous supposerons donc sur-le-champ que
la puissance soit appliquée'perpendiculaire—-
ment i la téte du coin, et nous chercherons
simplement les efforts qui en résultent contre
les deux obstacles perpendiculairement aux
deux cotés.

Par la direction de la puissance P, et per-
pendiculairement aux arétes du coin, faisons

passer une section MNO (fig. 73); la ligne MN rig. 73.

208. Le coin est un prisme triangulaire AF
pourra représenter la téte du coin, et les deux

Fig. 72. (fig. 72), que I'on introduit par I'une de ses
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lignes MO et NO les deux cotés. D'un point A

pris sur la direction de la puissance , abaissons
deux perpendiculaires AB, AC sur les cOtés
MO, NO; prenons la partie AD qui représente

la quantité et la direction de la puissance P,

et achevons le parallélogramme ABCD.

‘La puissance P, représentée par AD, se dé-
composera en deux autres Q et R, représentées.
par AB et AC, et qui exprimeront les efforts
exerceés perpendiculairementaux cdtds MO, NO.

Onaura donc, P: Q:R, comme AD:AB:AC;
ou, en mettant BD au licu de AC, comme
AD : AB: BD, cest-a-dire , comme les trois
cotés du triangle ABD. :

Mais ce triangle est semblable au triangle:
MNO, parce que les cotés AD; AB; BD sont.
respectivement perpendiculaires aix trois cotds
MN, MO, NO.

On aura don¢'

P:Q:R:: MN:MO:NO;
c’est-a-dire que, la pitissance étant représentée
parla'téte du coin'; les deuijf*t'és qui en ré-
sultent perpendiculairement aux cétés seront
représentées par ces’ cotés eug-mémes.

Si le triangle MNO est isocele »" les 'deux

forces Q et R sont‘égales, étla puissance P est
aTune d’elles comihie 1a téte du'¢oitiest & Pun
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' ; ? ommer dans ce cas la
des cotés, quon peut n |

longueur du coin. .
On voit, par ce que nous venons de dire,

qu'a paissanices égales, Veffort exercé par le
coin est d’autant plus grand, que la téte en
est plus petite par rapport  la longueur.

De guelques Machines composées.

’ ‘:avog. J usqu:& présent nows n,’avons. considéré
qu’un seul corps solide, géne -dans,ses mou-~
vemens par différens obstacle;.s; et C’est ce qlln
forme les diverses machines simples. Nous ::ti -
lons considérer a{}ctuellem,en-t un assemblage e

machines simples qui réaglssefn.t les unes sur

les autres en vertu de leur liaison mutuel?e;
et Cest ce que lon nomme une machine
cm;ip Cif:i ne suppose que deux - forces flpph-
quées a la machine composée, pn, Y01t que
la machine simple,. qui recoit immedlaten?ent
Paction de 'une d’elles, transmet‘ cette act}i?n’
d’apres les lois de son équilibre ) 'a la mac ll;]ee_
simple avec laquelle elle est hef.e_; qu.e ce .
ci la transmet de méme a la mac}.x‘lne su_llvant-e -
et ainsi de suite, jusqu’a la derniere qui cc:ml_
munique laction a Ja seconde .for'ce., ou ala
résistance qu’il faut vaincre. Ainsi il est tou-




296 ELEMENS

jou.rs facile de déterminer le rapport de la
puissance a la résistance, par une suite de pro-
portions données par les lois de Péquilibre des
matfhines intermédiaires; et cest ce qu’on va
vérifier tout i I'heure sur quelques exemples
tres simples. '

Mais nous devous faire observer que les
questions suivantes se rapportent naturellement
au probléme le plus général de la Statique
C'est-a-dire font partie de cette théorie étenduc,:
ou I'on recherche les lois de I'équilibre dans les
systemes dont la figure est variable suivant
de:% conditions quelconques données. Les deux
axiomes qui servent de base i cette théorie
sont : :

1°. Que si un systéme quelconque de points
est en équilibre, chaque point doit étre en
equilibre de lui-méme , tant en vertu des Jorces
qui lui sont immédiatement appliquées , qu’en
vertu des résistances ou réactions qu’il éprouve

de la part des autres points du systéme;
2°. Que deux points ne peuvent agir l'un
sur lautre que dans la direction de la droite
qui les joint , et que Laction est toujours égale
et contraire a la réaction, |
' {\u moyen de ces deux axiomes et des con-
ditions connues de I'équilibre d'un corps libre,
on peut trouver les conditions de I'équilibre
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&un systeme quelconque de corps, pourvu
qu’on sache évaluer les résistances qui naissent
de leur liaison mutuelle: car ces résistances
étant une fois évaluées, il ne s’agit plus que
de les combiner avec les forces données im-
médiatement par la question, et d’exprimer
les conditions de 1’équilibre de chaque corps,
comme sil était parfaitement libre dans Ves-
pace. 3

Quoique nous ne puissions, sans passer les
bornes de cet Quvrage, traiter ici ce sujet
avec toute la généralité dont il est susceptible,
nous donnerons néanmoins les conditions de
Iéquilibre de quelques systemes variables
quwon emploie souvent dans les arts, et que
I'on a coutume de considérer dans les élémens
de Statique, parce que les réactions des dif-
férens corps les uns sur les autres y sont tres
faciles  évaluer, et ne supposent guere que
la composition des forces et les deux axiomes
précédeuns.

Des Cordes.

210. Considérons premiérement un poly-
gone funiculaire , Cest-a-dire un assemblage
de points liés entre eux par des cordons par-
faitement flexibles et inextensibles.

On sait d’abord quesi trois forces P, Q, R
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Fig-94. (fig. 74) dirigées suivant les axes de trois cor-
dons AP, AQ, AR, sont en équilibre autour-

d'un méme point A, chacune de ces forces
doit étre égale et directement opposée a la
résultante des deux autres. .l

Il faut donc, 1°. que les axes des trois cor-
dons soient dans un méme plan; 2°. que les
rapports des forces soient tels, que chacune
d’elles puisse étre représentée par le sinus de
Iangle formé par les directions des deux autres.
Ainsilona, pour Péquilibre, cette suite de
rapports :

P:Q:R:: sin QAR : sin PAR : sin PAQ.

2t1. Sil'on suppose que les extrémités des
cordons AQ, AR, soient fixes , les valeurs de
Q et R, données par les rapports ci-dessus,
exprimeront les efforts que supportent . ces
points fixes en vertu de la force P, ou les teu-
sions des deux cordons AQ, AR. »

On voit que ces tensions seront d’autant plus
grandes que I'angle QAR scra plus obtus, et
qu'elles deviendront infinies, si cet angle de-
vient égal a deux angles droits.

Une corde tendue en ligne droite 2 deux
points fixes sera donc nécessairement rompue
par la plus petite force qui lui serait appliquée
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transversalement, si cette corde, n’étant pas
susceptible de s’étendre, n’a pas d’ailleurs une
résistance longitudinale infinie. :

212. Les conditions précédentes pour 'équi-
libre des trois forces P, Q, R, supposent que
le point A soit invariablement attaché 4 chacun
des cordons, ou que le nceud qui les rassemble
soit fixe : mais si le point A pouvait couler le

long du cordon RAQ (fig. 75), comme ferait Fig. 75
~un anneau infiniment petit, enfilé dans ce

cordon, alors il ne suffirait plus que les forces
P, Q, R eussent les relations données ci-dessus,
1l faudrait encore que la direction de la force
P divisat en deux également I'angle formé par
les deux parties de la corde QAR.

En effet, si I'on su’pposé que l'équilibre ait
lieu, et qu'on fixe invariablement deux points
F et F/ pris ot 'on voudra sur ces cordons,
il est clair que le point A est dans le méme
cas que s'il avait la liberté de se mouvoir dans
une ellipse dont F et F’ sont les deux foyers,
et AF, AF’, les rayons vecteurs. Or, pour
qu’il soit en équilibre sur cette courbe en
vertu de la force P, il faut que-cette force soit
perpendiculaire & la tangente a Vellipse en ce
point (19o), et par conséquent divise en deux
parties égales Pangle FAF' formé parles rayons

vecteurs.
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Ainsi, dans le cas d’un nceud coulant, les
deux parties de la corde le long de laquelle le

neeud peut glisser doivent étre également ten-
dues.

213, On voit en méme temps que, si l'on
suppose le point ou 'anneau A fixe, les deux
forces Q et R, appliquées au cordon QAR qui
Passe sur cet anneau, doivent étre égales entre
elles pour I'équilibre, et que la pression exer-
cée par les deux forces sur le point fixe A est
dirigée suivant la ligne qui divise en deux par-
ties €gales Yangle formé par les deux parties
du cordon.

Quant au rapport de cette pression P i la
tension Q du cordon, on aura, en nommant «
la moitié de l'angle QAR, P : Q :: sin 2
sina; ou bien, P:Q:2cosa: .

Dot T'on voit que la pression exercée sur le
point A est égale 4 la tension de la corde mul-
tipliée par le double cosinus de la moitié de

Fangle QAR.

214. Actuellement soient plusieurs points
A, B, C, D (fig. 76), liés entre eux par des
cordons AB, BC, D, et tirés par des forces

N,P,Q,R,S, T, suivant d’autres cordons,

mais de maniére que chacun des points ou
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neeuds A, B, C, D n’en assemble pas plus de
trois en méme temps.

Si tout le systeme est en équilibre, chaque
point doit étre en équilibre de lui-méme, en
vertu des forces qui lui sont appliquées.et des
tensions des cordons adjacens. Le point A,
par exemple, n’étant lié immédi'a.tement qu'au
seul point B, doit étre en équilibre en vertu
des deux forces N et P, et de la tension du cor-
don AB; car les autres points C et D ne peu-
vent réagir sur lui que par le cordon AB.

1l faut donc que les trois cordons AN, AP,
AB soient dans un méme plan; et, si I'on
nomme X la tension du cordon AB, il faut
qu'on ait les rapports suivans :

N: P :: sin PAB : sin NAB,
P : X :: sin NAB : sin NAP.

De méme, le point B doit étre en e’quil.ibre
en vertu de la force Q et des tensions suivant
BA et BC. Or, la tension du cordon AB est. la
méme que tout 2 'heure; car I'action du point
A sur le point B est parfaitement égale et con-
traire & l'action du point B sur le point A. Nous
avons nommé X cette tension, nommons Y
celle du cordon BC; on aura

X :Q :: sin QBC : sin ABC,
Q : Y :: sin ABC : sin QBA.
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L'équilibre du point C donnera de méme

Y:R :: sinRCD : sin BCD.
R:Z :: sinBCD : sin BCR.

On aura de méme pour le peint D deux pro-
portions, etc. ; et ainsi de suite, il Y avait un
plus grand nombre de points.

En multipliant par ordre un nombre conves
nable de ces proportions, on trouvera le rap-
port de I'une quelconque des forces, a telle
autre force ou tension que l'on voudra. Si I'on
multiplie les trois premiéres » par exemple, on
aura le rapport de N a Q. Si I'on multiplie les
quatre premiéres, on aura celui de N & la ten~
sion Y; etc.

215. Si les directions prolongées des forces
P, Q, R, S divisent en deux parties égales les
angles respectifs, NAB, ABC, BCD, CDT du
polygone funiculaire, les cordons AN, AB,
BC, CD, DT seront tous également tendus ;
car on aura, par les rapports précédens,

N=X, X=¥, Y=Z,Z=T.

De plus, en nommant 2, 28, 2y, 24" les

angles du polygone, on aura, par les mémes
proportions,

P:Q:R:S: cose: cosf3 : cosy : cosd;

DE STATIQUE. 303

‘Cest-a-dire que les forces appliquées aux

divers angles du polygone seront proportion-
nelles aux cosinus des moitiés de ces angles.

Donc, si, aulieu des forces P, Q, R, S, on
substitue des points fixes A, B, C, D par-des-
sus lesquels passe la corde NABCDT ; d’abord ,
les deux forces N et T qui tirent les extrémi-
1és de cette corde seront égales entre elles, et
la corde sera partout également tendue; et en
second lieu, la corde pressera sur chaque point
en raison du cosinus de la moitié de I'angle
formé en ce point; car chacun des points fixes
A, B, C, D, tient lieu d’'une force qui divise
en deux également 'angle formé par les deux
parties de la corde qui y passe (213).

216. Supposons que les deux coOtés C'ontigus
AB, BC soient égaux : le cosinus de la moitié
de 'angle compris est marqué par le rapport
de T'un des cotés au diametre du cercle qui
passerait par les trois points A, B, C. Donc,
si tous les cOtés du polygone funiculaire sont
égaux entre eux, on peut dire que les forces
P, Q, R, Ssont réciproques aux diameétres
de ces différens cercles dont chacun passe par
trois angles consécutifs du polygone.

Or, en considérant une courbe comme un
polygone d’une infinité de cotés égaux , chacun
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des cercles dont il s’agit devient, en chaque
point de la courbe, ce quon nomme le cercle
osculateur , c’est-a-dire le cercle qui ala méme
courbure.

Donc, lorsqu’une courbe funiculaire , ren<
trante sur elle-méme, cu dont les deux bouts
sont fixes, est tirée en tous ses points équidis-
tans par une infinité de forces normales qui se
font équilibre, la corde est partout également
tendue, et chaque force normale a la courbe
est réciproque au rayon de la courbure dans le
point ot cette force est appliquée.

On a un exemple trés simple de cet équi-
libre dans une corde tendue par deux forces
sur le contour d’'une courbe fixe quelconque ;
car chaque point de la courbe fixe tient lieu
d’une force qui serait dirigée suivant la nor-
male & cette courbe. Ainsi dans I'équilibre de
la corde, la tension est partout la méme , et
chaque point de la courbe fixe est pressé sui-
vant la normale en raison inverse du rayon de
courbure.

217. Le polygone funiculaire NABCDT étant
en équilibre en vertu des forces N, P, Q, R,
S, T, concevons que sa figure devienne par-
faitement invariable, de maniére que les points
A, B, C,D ne puissent plus changer leurs
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distances mutuelles; il est clair que I'équilibre
subsistera toujours. Mais alors les forces N, P,

Q, R, S, T étant en équilibre sur un systéme
invariable, I'une d’elles est égale et directement
opposée a la résultante de toutes les autres;
ainsi ces auntres forces ont une résultante. Or,
comme cette résultante est exactement la méme
que si toutes les composantes s'étaient réunies
parallelement i elles-mémes en un point quel-
conque de sa direction, il s'ensuit que chaque
cordon est tendw par la force qui le sollicite ,
comme il le serait par la résultante de toutes
les autres Sforces quon y transporterait paral-
lélement a elles-mémes.

218. Lorsque les cordons extrémes AN, DT
sont dans un méme plan, les deux forces N et
T ont une résultante; et,d’aprés ce qu'on vient
de dire, cette force doit étre égale et directe-
ment opposée a la résultante V des autres forces
P, Q, R, S, comme si le polygone était inva-
riable de figure. La résultante des forces P,
Q, R, S appliquées aux angles du polygone,
doit donc passer par le point O ou vont con-
courir les deux cordons extrémes ; et par con-
séquent si les deux extremités N et T de ces
cordons sont fixes, on aura sur-le-champ les
deux efforts que supportent ces points fixes,

20
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ou les tensions des cordons AN, DT, ¢n dé- 4
composant, au point O, larésultante Vendeux

forces Net T dirigées suivant ces cordons.

On trouverait de méme les tensions de deux 1
cordons quelconques situés dans un méme E

plan, en prenant la résultante des forces ap=-

pliquées sur les neeuds intermédiaires, et la

décomposant suivant ces deux cordons au
point ou ils concourent : car si un polygone

funiculaire est en équilibre, une partie quel=
conque de ce polygone est aussi en ¢quilibre

d’elle-méme, en vertu des forces appliquées

sur cette partie, et des tensions des deux der-

niers cordons que I'on y considére.

219. Lorsque les directions des forces P, Q,

Fig.77. R, S, sont toutes paralléles (tig. 77), on a

toujours pour les forces et les tensions les
mémes proportions que ci-dessus (214); mais
il faut une condition de plus pour I'équilibre :

c’est que toutes les forces P, Q, R, S et les

cotés du polygone soient dans un méme plan.
Car, autour de chaque nceud, les cordons doi-
vent étre dans un méme plan (210) : mais, si
le cordon ‘BQ est parallele au cordon AP, 1e
plan PAB des trois premiers cordons est le
méme que le plan ABQ des trois suivans, et
ainsi de suite. :
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Dans cette hypothese de puissances paral-

leles, comme on a
sin PAB=sin QBA, sin QBC==sin RCB, etc.,

on trouvera par les proportions (214) que les
tensions successives N, X, Y, Z, T, sont ré-
ciproques aux sinus des inclinaisons des ¢6tés
sur la direction des puissances paralleles P, Q,
R, S, et quainsi chacune des tensions est re-
présentée par la sécante de son inclinaison sur
une perpendiculaire a ces puissances.

Cela pourrait se voir aussi, comme au n® 218,
en comparant immédiatement les tensions de
deux cotés quelconques, qui seront toujours
ici situés dans un méme plan.

Mais, pour avoirdes expressions plus simples
et plus commodes, regardons toutes les forces
appliquées au polygone comme étant verti-
cales, et supposons quun des cotés de ce poly-
gone soit horizontal.

Si I'on voulait comparer la tension ¢ d’un
coté. quelconque a la tension @ du ¢dté hori-
zontal d’ou l'on part, on imaginerait ces deux
cOtés prolongés jusqu’a leur rencontre, et
I'on supposerait en ce point une force verti-
cale V ¢égale 2 la somme des puissances appli-
quées sur les neeuds intermédiaires, ct qai
ferait équilibre aux deux tensions a et ¢.

20..
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On aurait donc, en nommant @ I'inclinaison
de la tension £ sur la tension horizontale a,

tia:l1:cos¢,

out=aséc ¢ : d'ou Von voit que, dans lé-

quilibre d’'un polygone funiculaire tiré par des

puissances wverticales , la tension de chaque

cété est proportionnelle a la sécante de Uangle

que fait ce cété avec Uhorizon.
On aurait ensutte

t:V:ii1:sing;

ce qui donne la tension d’un coté quelconque
exprimée par son inclinaison sur le coté hori-

zontal , et par la somme des puissances paral-

leles qui agissent entre ces deux cotés.
On aurait enfin (ce qui, dailleurs, est une
suite des deux proportions précédentes)

V:a:sinp:coso,

ou V=a tang @; d'ou l'on tire ce théoreme
relatif 4 la figure que prend le polygone.' en
vertu des forces appliquées : la tangente de
Linclinaison de chaque cété sur Uhorizon est
proportionnelle a la somme des puissances ver-
ticales appliquées sur le contour , depuis le coté
le plus bas jusqu’a celui que Uon considére.

DE STATIQUE. 309

De la Chainette.

220. On peut considérer une corde pesante
comme un fil chargé d’une infinité [de petits
poids distribués sur toute sa longueur, ou
comme un fil sollicité en tous ses points par
de petites forces verticales, et par conséquent
paralleles. On voit donc que si cette corde est
attachée 4 deux points fixes S et T (fig. 78), Fie. 78
elle ne peut demeurer en équilibre,“a moins
quelle ne soit tout entiere dans un plan ver-
tical. Elle forme alors un polygone funiculaire
d'une infinité de cotés, ou plutét une ligne
courbe que I'on nonmme la chainette.

Pour trouver les efforts que la corde exerce
sur les deux points § et T qui la soutiennent,
on meénera i la courbe en ces points deux tan-
gentes SO, TO, qui seront comme les pro-
longemens des derniers’ cotés du polygone
funiculaire; appliquant ensuite au point O
une force égale 4 la résuliante de toutes les
forces qui la sollicitent, clest-a-dire égale
au poids total de la corde, on décomposera
cette force en deux autres dirigées suivant
les tangentes 0S, OT, et qui exprimeront les
charges respectives des deux points de suspen-
sion (218).

On trouverait de méme la tension de la
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corde en un point quelconque, en imaginant
que ce point est fixe, et en cherchant, comme
ci-dessus, la charge qu’il éprouve par le poids
du reste de la corde qui demeure en équilibre

au-dessous.

Au reste, si 'on nomme ¢ la tension en un
point quelconque M de la chainette, a celle
qui a lieu au point B le plus bas, V le poids de
Parc s compris entre ces deux points, et @ I'angle
formé avec la ligne horizontale par la tangente
al'extrémité delarc s, on aura entre ces quatre
quantités les mémes équations qu’au n° 219.

On voit donc, par la premiére équation
t=asécQ, que, dans une corde pesante en
équilibre , la tension en chaque point varie
comme la sécante de Uinclinaison de la courbe
sur la ligne horizontale.

Par la seconde équation V = #sin @, on

voit que la tension & Uextrémité dun arc quel-
conque de la corde est égale au poids de cet
arc divisé par le sinus de Uinclinaison de la
corde en ce point. _
Et I'on doit remarquer que ces équations
ont lieu, quelle que soit I'inégalité de la corde
ou chaine pesante que l'on consideére.
Si la chaine est uniforme, on peut repré-
senter le poids V de l'arc s par la longueur
“de cet arc lui-méme, et la troisieme équation

. DE STATIQUE. 3u
aevieut s==a tang @ : équation trés simple
de la chainette entre les coordonnées s et @.

Ainsi la chainette est une courbe telle , que
la tangente de son inclinaison sur un axe
horizontal augmente comme la longueur de
larc a partir du point le plus bas.

Cette courbe est done la mémea gauche
et a droite de I'axe vertical qui passe par le
sommet B; et, comme la parabole, elle a deux
branches égales qui s’étendent a l'infini.

Il est méme aisé de voir que le rayon R
de la courbure y est exprimé parR=a: cos *@,
et qu'ainsi il est réciproque au carré du
cosinus de linclinaison de la courbe sur son

axe horizontal.
Car, en considérant une courbe comme un

polygone d’une infinité de cotés égaux ¢, ona
pour le rayon R du cercle décrit sur deux co-
tés consécutifs comme cordes, R=c: 2sin ¢,
en nommant 2¢ l'angle extérieur du poly-
gone (216).

Or ¢ étant l'inclinaison du premier coté, et
par conséquent @—2¢ celle du second, ona
ici par les équations

s= atang @ et s-}-c=a tang ( ¢ - 2¢),
c=a (tang (¢ - 2¢) — tang @),

expression qu'on peut ramener a celle-ci:
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¢ g 2 sin £ COS ¢ )
COS @. €OS (- 2¢)

On a donc

B — ¢ B o COoS ¢
T asine " cosg. €08 (@ 2¢)

y \ = . - 2 B
d'ou Von tire, en faisant angle extérieur ne

€gal a zéro (afin de passer du polygone a la
courbe méme ) ,

a
Bee s .
cos 2¢’

ce qu'il fallait démontrer. i

221. Ce qu'on vient de dire d’une corde
pesante, ou d'un assemblage de petits corps
pesans unis ensemble par un fil inextensible,
pourrait sappliquer 2 plusieurs globules ap-
puyés les uns contre les autres, et qui se sou-
tiendraient mutuellement en votite. Ils dojvent b
affecter alors la forme d’une chainette ren-
versee. Car, si tous ces globules, & cause de
leur impénéirabilité mutuelle, sont en équi-
libre en vertu de leur poids, ou des forces
verticales qui les sollicitent, il est clair qu’ils
demeureraient encore en équilibre si ces
forces venaient toutes 4 agir en sens contraire ,
pourvu qualors on supposit tous ces glo-
bules liés deux a deux par un fil inextensible ;
mais alors ce fil formerait une chainette ren-
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versée : donc il a actuellement cette figure.
C'est encore la figure que prendrait une
voile verticale enflée par le vent. Car, consi-
dérez dans cette voile une section quelconque
horizontale s que nous regarderons comme un
polygone d’une infinité de cotés égaux.. Il esf
visible que le nombre des molécules d’air qui
viennent rencontrer un de ces cOtés, est pro-
portionnel, non pas a lalongueurc de ce c()t(?',
mais A sa projection ¢. cos @ sur une perpendi-
calaire 4 la direction du vent. Ainsi, la force
qui vient sur chaque élément de la courl.)e s est
proportionnelle au cosinus de son inch.nalson
@ i la perpendiculaire dont il s’agit. Mais cette
force n’agit pas tout entiere sur la voile: car,
i la rencontre du coté ¢, la vitesse v de chaque
molécule d’air se décompose en deux: 'une v
sin @ parallelea ¢, et qui ne tend qu’a faire
glisser cette molécule sur la voile sans y pro-
duire aucun effet ; 'autre v cos @ perpendicu-
laire au cOté ¢, et qui seule agit pour tendre
cette voile. La force normale qui presse cha-
que élément de la courbe s est donc propor-
tionneliz a cos*@.

Mais une courbe étant tenue en équilibre
par des forces normales appliquées en tous
ses points équidistans, chacune d’elles (216)

est réciproque au rayon de la courbure
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dans le point ou cette force est appliquée :
et vice versd ce rayon est réciproque a la
force. Or ici la force est proportionnelle &
COos*Q.

Donc, une section quelconque horizontale
faite dansune voile verticale enflée parlevent,
est de telle nature, que le rayon osculateur y est
réciproque au carré du cosinus de l'inclinaison
de la courbe sur une perpendiculaire 4 la di-
rection du vent: ce qui est précisément une
chainette dont l'axe serait dans cette direc-
tion (220).

Des Poulies et des moules.

222. Considérons maintenant un systeme
de poulies mobiles A, A’, A" (fig. 79). La
premi¢re A, qui soutient un poids P attaché
a sa chape, se trouve embrassée par une
corde dont 'une des extrémités F est fixe,
tandis que lautre est attachée 4 la chape de
la poulie suivante A’; cette seconde poulie
est de méme embrassée par une corde dont
I'une des extrémités F’ est fixe, tandis que
Pautre est attachée a la chape de la troisieme
poulie A", et ainsi de suite jusqu’a la derniere,
dont le cordon, arrété d’une part & un point
fixe ", est tiré de P'autre par une puissance Q.
" Sitout le systéme est en équilibre, chaque
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" poulie est en équilibre d’elle-méme, en vertu

des forces ou des tensions qui agissent sur

elle. ,
Ainsi, nommant r, r, r' les rayons respec-

tifs des poulies; ¢, ¢, ¢", les sous-tendantes
des arcs embrassés par les cordons; X laten-
sion du premier cordon; Y celle du suivant;
on aura pour I'équilibre de la poulie A (185),

Xl e o
On aura de méme pour l'équilibre de la pou-
lieA’,

Y: X 7
et pour la troisieme A",

@Y arid;
et multipliant par ordre, il viendra

QP mi:ecle”,

cest-a-dire, la puissance est a la résistance
comme le produit des rayons des poulies est au

produit des sous-tendantes des arcs embrassés
par les cordons.

223. Si tous les cordons deviennent paral-

leles (fig. 80), les sous-tendantes ¢, ¢, ¢", de- Fig.

viennent égales aux diametres ar, ar/, 21", et
Pon a, en divisant les deux termes du der-
nier rapport par le produit r'r”,
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Cest-a-dire qu’en général la puissance est

au poids comme lunité est au nombre 2 élevé
a une puissance marquée par le nombre des
poulies.

Clest le cas le plus favorable i la puissance;
car le produit des sous~tendantes ¢ , ¢y " est
le plus grand possible, lorsqu’elles sont égales
aux diametres.

Si, dans chaque poulie, I'arc embrassé par
la corde était le tiers de la demi-circonférence,
les sous-tendantes de ces arcs serajent égales
aux rayons respectifs des poulies, et la puis-
sance serait égale au poids.

224. Une moufle est un systeme de poulies
assemblées dans une méme chape, ou sur des

Tig. 81, axes particuliers (fig. 81 et 82) ou sur le méme

82, 83,

axe (fig. 83,

Considérons deux moufles, l'une fixe et
l'autre mobile, et supposons que toutes les
poulies soient embrassées par une méme corde
attachée par une extrémité i la chape de 'une
des moufles, et tirde & l'autre extrémité par
une puissance Q, qui fait équilibre 2 un poids
P suspendu i 1a moufle mobile.

Si T'on suppose, ce qui a presque toujours

-lieu d’'une maniére sensible, que les diverses
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“parties de la corde soient paralléles, il est vi-

sible qu'on aura, la puissance Q est ¢ la re-
sistance P, comme lUunité est au nombre des
cordons qui soutiennent la moufle mobile; car
toutes les poulies étant embrassées par la
méme corde, et devant étre en équilibre,
chacune en particulier, les cordons sont égale-
ment tendus. On peut donc considérer le poids
P comme soutenu par autant de forces égales
et paralleles qu’il y a de cordons qui vont di-
rectement d'une moufle a l'autre, et par con-
séquent la tension de I'un de ces cordons, on
la puissance Q estau poids P, comme l'unité
est au nombre de ces cordons.

Ainsi dans le cas de la figure 81, la puis-
sance est le sixieme de la résistance; et dans le
cas de la figure 82, elle n’en est que le cin-
quieme, parce qu’il y a un cordon de moins
pour soutenir la moufle mobile.

225. Considérons enfin un systeme de tours,
A, A’, A" qui réagissent les uns sur les autres,
comme on le voit: dans la figure 84. Soient
r, r', " les rayons respectifs de leurs cylindres ;
R, R’, R” ceux de leurs roues. La corde ap-
pliquée tangentiellement au premier cylindre
porte un poids P, et la corde appliquée a Ja
roue, au lieu d’étre tirée immediatement par

Fig. 84.
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une puissance, est attachée au cylindre du
second tour A’. La roue de celui-ci est de
méme tirée par une corde qui passe sur le
cylindre du troisieme tour A" et ainsi de suite
jusqu’au dernier, dont la roue est tirée par la
puissance Q.

Si le systeme est en équilibre,, chaque tour
est en équilibre de lui-méme en vertu des
tensions des cordons qui sollicitent le cylindre

et la roue. Ainsi, en nommant X la tension

du cordon qui va du premier tour au second,
on aura (186) :

X:P:ur:R;
en nommant Y celle du cordon suivant, on
aura

YiX PR,
et de méme pour le dernier tour,

0¥ 5 i RKY
et multipliant par ordre,

Q:P: rr":RR'R?,

Cest-a-dire, la puissance est a la résistance

cemme le produit des rayons des cylindres est
au produit des rayons des roues.
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Des Roues dentées.

226. Si l'on rapproche tous ces tours, de
maniére que la roue du premier devienne tan-
gente au cylindre du second, et que la roue
de celui-ci soit tangente au cylindre du troi-
sieme, et ainsi de suite; et si I'on suppose
que chaque roue s’engage au cylindre cantigu,
de telle sorte qu'elle ne puisse tourner sans
faire tourner ce cylindre, et réciproquement,
on pourra supprimer les cordes qui lient tous
ces tours, et I'on aura toujours le méme rap-
port que ci-dessus entre la puissance et la ré-
sistance.

Pour engager solidement chaque roue avec
le cylindre du tour suivant (fig. 85), on pra-
tique a leurs circonférences des dents égale-
ment espacées, qui engrénent les unes dans
les autres, de maniére que chaque roue, qu'on
nomme alors roue dentée, ne peut tourner sur
son axe, sans que le cylindre, qu’on nomme
alors pignon, ne tourne en méme temps sur
le sien. ‘

On a donc, pour I'équilibre de deux forces
qui réagissent I'une sur I'autre au moyen des
roues dentées: la puissance est a la résistance
comme le produit des rayons des pignons est
aw produit des rayons des roues.

Fig. 5.
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Du Cric.

227. On considére, dans le cric simple, un

pignon que l'on fail tourner sur son axe au
moyen d’une manivelle (fig. 86): ce pignon
engrene avec une barre inflexible dentée, de
maniére quen tournant sur son axe, il oblige
la barre a se mouvoir dans le sens de sa lon-
gueur. En supposant donc une résistance qui
s'oppose directement au mouvement de cette
barre, résistance que l'on peut considérer
comme une force perpendiculaire & Vextré-

mité du rayon du pignon, il est visible que a

Pon aura: la puissance appliquée a la mani-

velle est a la résistance, dans le sens de’la

barre , comme le rayon du pignon est au mjon
de la manivelle. ‘

D’ou l'on voit que Peffort exercé par le cric
sera d’autant plus considérable que le rayon
du pignon sera plus petlt par rapport & celul
de la manivelle.

Lorsqu’on veut augmenter encore la force
du cric, sans augmenter le bras du levier de
la manivelle et sans diminuer le rayon du
pignon, au lieu de faire agir immeédiatement
ce pignon sur la barre dentée, on l¢ fait agir
sur une roue dentée intermédiaire , et c'est le
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-pignon de cette roue qui engréne avec la barre.

Alors on a pour I'équilibre: la puissance ap-
pliquée a la manivelle est a la résistance,
dans le sens de la barre, comme le produit
des rayons des deux pignons est au produit
du rayon de la roue par le rayon de la mani-
velle.

De la Vis sans fin.

228. On peut encore considérer une vis mo-
bile autour de son axe, et dont le filet méneles
dents successives d'une roue a laquéllé il se
présente toujours d’'une maniere uniforme; et
cest ce qui compose la vis sans fin.

Par P'équilibre de la vis, on voit (fig. 87)
que la puissance Q, appliquée a la manivelle
dont le rayon est R, est a leffort f, avec le-
quel le filet presse la dent de la rcue, comme
le pas & de la vis est a la circonférence 2R,
que tend & décrire la puissance ; et 'ona

Q: f: h:amR.

Actuellement si cette roue dentée, d’un
rayon A, fait tourner un cylindre de méme
axe, et monter un poids P, suspendu au bout
d’une corde qui s'enroule sur ce cylindre, on
aura par I'équilibre du treunil, en nommant
ale rayon du cylindre,

21
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et, multipliant par ordre,
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Q:P :ah:awRA, )

\ L& |

cest-a-dire, la puissance est au poids comme t
le produit du pas de la vis par le rayon du ,?‘
treuil, est au produit du rayon de la roue
dentée par la circonférence que tend a decrire
la puissance.
D'une machine nouvelle qu'on a nommée Ie b
Genou. :

220. Cette machine est composée de deux
barres ou verges raides AO, BO (fig. 88 et 8qg),
jointes en O par une charmere sur laquelle
elle peuvent tourner comme les deux branches e
d'un compas. L'extrémité A de la premiére
est liée par une autre charniére i une barre
inébranlable AC, de sorte que cette branche
AO est comme un levier dont 'appui fixe est
au point A ; mais 'extrémité B de la seconde
branche ne fait que poser sur la barre iné-
branlable, ou plut6telle est contenue dans la
rainure fixe AC,-le long de laquelle elle peut
glisser librement. 1)

Par la nature méme de cet assemblage, ll
est évident que, si une puissance agit pour
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' faire tourner la branche OA autour:du point

A , et rapprocher ainsi le point O de laxe fixe
AC, I'angle O du genou tend a s'ouvrir, et le
point B tend 2 s'éloigner de A en glissant
dans la rainure AC. Donc, si I'on applique
en B une force convenable en sens contraire,
elle fera équilibre a la puissance; et c’est dans
le rapport de ces deux forces que consiste la
loi de cette machine, qui dépend, comme on
voit, de la théorie du levier et du plan incliné.

Au lieu d’appliquer immédiatement la puis-
sance P a la branche OA, on lapplique ordi-
nairement & une barre mn solidement lide
avec elle; et c’est a aide de cette barre mn;
qu’on agit sur le genou, pour exercer en B,
le long de la rainure, effort Q ou la pression
qu'on veut produire.

Supposons donc que la puissance P agisse
au point z, perpendiculairement a la distance
An, ce qui est la position la plus favorable a
Vaction de cette‘puissance; et réduisons toute
la figure aux lignes droites OA, OB, AC, Ar,
qui sont toutes dans un méme plan avec les
directions des forces appliquées.

Si l'on considere d’abord: cette puissance P
qui tend & faire tourner le levier AO autour
du point A , et qu'on cheérche avec quelle force
X elle pousse le point O, et par conséquent

i 21.,.
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le point B, dans le sens OB, on verra, par Ia
loi du levier, que ces deux forces P et X sont
entre elles comme leurs bras de levier A% et

An, de sorte qu'on aura P:X :: A% *An; ou

si I'on fait, pour abréger, le bras An=r, le
coté AO=a, et par couséquent Ak = gsin 0;
en désignant par O I'angle du genou, on aura
plus simplement

P:X:asinO:r.
Actuellement, cette force X qui pousse B vers
le plan incliné AC, est 4 la force Q, qui retient
ce point le long du méme plan, comme le

rayon est au cosinus de Vinclinaison OBA ; de
sorte qu'en nommant B cet angle, on a ¢

X:Q::::cosB;
et, multipliant par ordre, il vient
P:Q::asin0:rcosB,
proportion qui contient la loi cherchée de I'é-

quilibre du genou.

230. On pourrait encore présenter la dé—
monstration précédente d’'une maniére aussi
simple et plus conforme 2 la méthode générale

indiquée & la fin du n® 209; car le systtme

etant supposé en équilibre, chaque partie doit
dtre en équilibre d’elle-méme, en vertu des
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forces appliquées et de la réaction qulelle

éprouve de la part des autres parties. Ainsi le
Jevier OA doit ¢tre en équilibre en vertu 'de la
puissance P et de Paction X du point B sur le
point O de ce levier, action qui ne peut avoir
lieu que daus le sens BO; et I'on a

P:X:asinO:r.

Maintenant le point B doit étre en équilibre de
lui-méme, en vertu de la force Q qui le tire

lelong du plan BA, et de la réaction du point:

O qui le pousse suivant OB contre ce méme
plan ; et comme celte réaction est encore égale
aX, ona, par lathéorie du plan incliné,

X:Q: 1s¢cosB,

ce qui redonne, en multipliant par ordre, la

méme proportion trouvée ci-dessus, d'ou Uon .

tire

PricosB
Q—Ein 0!

pour Yexpression de Peffort Q exercé par la.

puissance.
Remarque.
231. A mesure que 'angle B diminue, I’ angle

O du genou angmente; le facteur cos B croit
donc sans cesse vers l'unité, et le facteur sin O

s
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diminue vers zéro, de maniére qu'ils peuvent
approcher de ces limites d'aussi prés qu'on
voudra. Or, la résistance Q étant proportion=

nelle & cosB et réciproque a sin 0, on voit

par cette double raison, que la force Q aug-
mente & mesure que les deux cotés du genou
s’approchent d’étre en ligne droite, et qu’a cette
limite, elle serait infinie : ce qui veut dire
qu’elle augmente sans bornes, et qu'ainsi la
pression exercée par le genou, dans le sens de
la rainure, peut devenir plus grande que toute
pression donnée. ‘

On voit encore que la puissance a d’autant
plus d’avantage, que le c6té AO =a est plus
court, et que le bras de levier An=r est plus
considérable. Par cette derniére raison , iy
aurade l’avantagé » pour uneméme longueur de
la barre mn , 4 implanter cette barre sur le cbté
le plus prés quion pourra de Fangle du genou.

Si la puissance P, au lieu d’agir perpendi-
culairement sur la ligne Az, agissait sous un
autre angle quelconque dans le méme plan, il
faudrait prendre, pour le bras de levier r, la
distance de cette force au point fixe.

§'il y avait plusieurs forces pour faire tourner
le levier AO, il faudrait mettre dans I'équation
précédente, au lien du moment Pr, la somme
‘des momens de toutes ces forces.
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Du Genou isocéle.

232. Supposons que le triangle AOB soit
isocele, et qu’ainsi les angles A et B soient
égaux ; I'angle O devient le supplément de 2B,
et 'on a sin O = 2 sin B cos B. La proportion
donnée plus haut pour I'équilibre devient donc

P:Q:: 2asinB:r,
ou bien, si I'on aime mieux introduire dans la
proportion 'angle O des deux cdtés du genou,

! (0)
comme I'angle B est complément de 5 »onaura
. 0 . ot sin Bee
sin B = cos 5 » ou simplemeént sin B=cos ¢,

en faisant, pour simplifier, (;)= @, et la pro-
portion sera

P:Q:2acosp:r,
ce qui donne une expression trés simple de la
loi de I'équilibre. ‘

Mais on peut encore, au lieu des sinus ou
cosinus, n’employer que des lignes tirées de la
construction de la machine; car il est évident
que le terme 24 sin B, ou 2a cos @, vaut deux
fois la fleche OI =/ d’un arc de cercle qui serait
conduit par AOB ; donc, si I'on voulait nom-
mer simplement cette ligne Ol la fléche du.
genou, la loi de I'équilibre pourrait s’énoncer
de la maniére suivante :
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Dans Uéquilibre du genou dont les cotés
sont égaux , la puissance qui tend a_faire tour-
ner le premier cété autour de son extrémité
Jixe, est & la résistance que Uextrémité mobile
du second cété éprouve dans le sens de la rai-
nure , comme le double de la fléche du genouest
aw bras du levier par lequel agit la puissance.

233. Jai fait abstraction du poids des par-

ties de la machine, mais il est bien aisé d’y avoir.

égard. Et d’abord , I'axe ou la rainure AC étant
supposée fixe, son poids G ne change en rien la
proportion trouvée pour Iéquilibre; il ne fait
qu’ajouter a la pression de cette barre surses ap-~
puis. Mais le poids de la premiére branche A0,
que je représente par 2p, favorise 'action de la
puissance ; et si 'on suppose, par exemple,
que l'axe AC soit vertical, et la branche AQ
d’une grosseur uniforme, de maniére que son
centre de gravité tombe au milieu de AO,
il est évident que le poids 2p ajoute au mo-
ment Pr de la puissance , le moment p/- Enfin
le poids 2p de la seconde branche BO, que je
suppose égal et appliqué de méme au milien
de BO, peut se décomposer en deux forces
€gales, 'une p appliquée en O, Pautre p ap-
pliquée en B en sens opposé de Q. Or la pre-
. miére force p a la distance f du point fixe,
ajoute encore au moment de la puissance le
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moment pf, et la seconde appliquée en B, di-
minue la force Q de p.
Ainsi Véquation de I'équilibre, qui était
- Pur==Q:af,
devient, quand on a égard au poids de la ma-
chine,
P.r+pf+p/=Q—p)2/,
ce qui donne
P.r=(Q—2p)2f;
d’ou I'on voit que le poids de la machine, dans
la situation que je lui ai donnée, augmeflfe:
Veffort Q d'une quantité 2p égale a la moitie
du poids des deux branches mobiles du genou.

Des pressions exercées sur les appuis.

234. Quant aux pressions que souffre. l’a,xe
fixe AC, tant en vertu des forces appliquées
que du poids de la machine, voici comment on
peut les calculer. ; .

Premicrement, cet axe est pressé au point B
par une force perpendiculaire V, résultan?e d,e
X et de Q—p, et dont la valeur est exprimee
par (Q—p) cot @. ’

En second lieu, le point fixe A est presse par
le poids G de la barre AC et par la résultante
de toutes les forces qui agissent sur la branch(?
A0, et qu'on transporterait parallelement a
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elles-mémes au point A. Or, qu'on décompose

d’abord chacune de ces pressions en deux au-~
tres, 'une dirigée dans l'axe AC, Yautre per-
pendiculaire au méme axe, on aura, pour les
deux composantes de P, P cos » et P sin o v
® étant l'inclinaison de P sur AC ; pour les deux
composantes de X, on aura (Q—p) etV ; enfin
pour les deux poids 2p et p transportés en A,
on aura la force 3p dirigée suivant I'axe AC.
Donc, en réduisant, le point A souffrira, dans
le sens de l'axe AC, une pression a ¢gale a
G+ P cosw— Q- 4p; et dans une direc—
tion perpendiculaire , une pression (3 égale a
Psin w4 (Q—p) cot @. De sorte que la pres=
sion totale du point fixe sera exprimée en
grandeur par \/a*--f*, et sera inclinde sur
I'axe AC d’un angle dont la tangente sera g

Ainsi Pon saura avec quelle force l'axe du
genou doit étre retenu et en A et en B, pour
n'étre pas entrainé par laction combinée des
forces appliquées et du poids de la machine.

235. Jai cru devoir expliquer cette machine
nouvelle avec assez de détail, parce qu'elle m’a
paru ingénieuse, et qu’elle n’est encore démon-
trée nulle part. Elle est 2 peu pres du méme
genre que la vis, mais d’une construction beau-
coup plus simple : on peut sen servir de la
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méme maniére, pour exercer, a laide d’u:}e
puissance médiocre , des pressions t.rés consi~
dérables , ou pour former , sur certains corps,
de fortes et vives empreintes.

Sur un ancien paradoxe de Statique relatif
a la théorie des momens.

236. La loi du levier, comme on I'a vu plus
haut, et comme on le sait depuis long—temPs.,
est que les deux forces appliqu(.a'es S(zlent réci-
proques a leurs distances au point d..applfl , et
qu'ainsi les momens de ces forces soient égaux
entre eux pour I'équilibre. -

Or il y a2 une machine singuliére, dontI'idée
est due 2 Roberval, et qui présente une espece
de levier ou deux poids égaux se font toujours
équilibre, quoiqu’on les suspende a des lfras de
levier quelconques inégaux; et de la résulte,
dans la théorie des momens, une espece de pa-
radoxe, qu’on a tiché de résoudre par une cer-
taine décomposition de forces , mais dont il me
semble qu’on n’a point encore donné la véri-
table explication. (Poyez l'article de d’A4lem-
bert, au mot Levier,, dans I'Encyclopédie.)

Cependant on pouvait reconnaitre d’abord
que ce cas d’équilibre n’a rien de contraire a la
loi générale du levier; carla machine de Rohc.er—
val n'est point un véritable levier, c’est-a-dire
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un corps ou une verge raide mobile autour d’un
seul point fixe : c'est un assemblage ou systéme
de figure variable, dans lequel il y a deux
points fixes, et ou il n'est pas du tout surpre-
nant que la condition de I'équilibre soit tout
auire que dans le levier simple. Ainsi, par cette
seule distinction que nous avons établie enire
une machine simple et une machine composée,
le paradoxe s’évanounit. Mais on n’avait point
encore une définition bien précise des ma-
chines, ni surtout une idée nette des momens,
efforts d'un certain genre que les couples seuls
ont mis en évidence, et pour ainsi dire rendus
sensibles dans toute la Mécanique. Et en effet,
par cette théorie des couples, la machine de
Roberval n’offre pas méme de difficalté : car, a
Paide des deux points fixes qui existent dans le
systeme, 1l peut trés bien arriver que chacun
des couples qui viennent des deux forces appli-
quées se trouve séparément détruit par la ré-
sistance de ces points, et que, dans une pa-
reille machine, le rapport des momens soit
tout-a-fait arbitraire. Cest en effet ce qui a
lieu, comme on va le voir tout 4 heure : et ce
cas singulier d’équilibre, loin d’offrir un para-
doxe, n'est qu'une nouvelle confirmation de
_nos principes; et je ne m’y arréle un instant
que pour en donner, par les couples, la de~
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monstration la plus claire, et peut-étre la seule
exacte qu'on en ait encore présentée jusquici.

De la Balance de Roberval.

257. Imaginez quatre régles deux a deux
égales et paralleles, et formant un parailélo-

gramme ABab (fig. go et g1), dont les cotés Fig. 90

soient mobiles autour des angles A, B, a, b,

comme sur des charniéres. Supposez que les

milieux F et f des deux ecotés AB, ab, soient
fixes, et, pour plus de clarté, que ces deux
pointstombent dans la méme verticale Ff; vous
aurez une machine formée par la réunion de
Jdeux balances égales et paralléles , qui se répon-
dent dans un méme plan vertical , et donttous
les mouvemens aulour de leurs appuis se sui-
vent sans se nuire en aucune maniere. Car si
Pune d’elles, AB par exemple, tourne autour de
son appui fixe F, Yautre ab tourne en méme
temps sur le sien dans le méme sens et d’'une
méme quantité angulaire; et le parallélo-
gramme ABab prend toutes les figures qu’il
peut affecter, en changeant ses angles, sans
changer la longueur de ses cotes.

Si donc, 2 Yun de cesleviers tel que AB, et
en des points quelconques de ce levier, ou
méme de son prolongement, étaientappliquées

deux forces qui se fissent équilibre, il faudrait
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nécessairement que ces deux forces fussent ré-
ciproques 2 leurs distances au point d’appuiF,
comme si le levier AB était seul et parfaite-
ment libre; car ce levier est libre en effet, puis-
que l'autre ab ne fait quesuivre, et, pour ainsi
dire, répéter ses mouvemens, sans y porter
la moindre altération. Ainsi les momens de-
vraient étre égaux de part et d’autre autour du
point fixe F, et il n’y auraitla rien qui ne fit
entierement d’accord avec la théorie.

Mais si au lieu d’appliquer les forces ou les
deux poids P et Q a 'un de ces leviers, on les
applique, le premier P, a une barre KI inva-
riablement fixée a angle droit sur le coté Bb
qui unit les deux balances, le second Q a une
barre GH, fixée de méme sur le coté Aa, on
trouve que cesdeux poids, pourvu qu'ils soient
égaux, se font toujours équilibre, quelles que
soient les longueurs des bras IK et GH o ils
sont suspendus; et c'est ce qu’il faut montrer
ici comme une conséquence toute naturelle de
notre théorie des momens.

Pour cela, qu'on transporte la force P paral-
lelement a elle-méme de I en K dans la droite
Bb, et 'on a un couple (P, — P) dont le bras
de levier est 1K. Mais ce couple est détruit par
les deux points fixes; car il peut d’abord étre
.changé en un autre équivalent d’un bras égal
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a la distance mn des deux balances AB et ab,
ensuite, comme le bras Kl est invariablement
attaché au c6té B, par I'hypothése méme, ce
couple transformé (P', —P’), peut étre tourné
dans son plan, et appliqué exactement sur le
coté Bb. Dans cette position, 'une des forces
P’ se dirige vers le point F qui est fixe, l'autre
—P’ se dirige vers lautre point fixe f, et le
couple est détruit, quel que soit son moment
P’ XX mn ouP x IK. Ainsi il ne reste, de ce
cOté de la machine, que la force P transportée
au point K.

Pareillement, la force Q. peut étre trans-
portée parallelement a elle-méme de Gen H,
et le couple (Q, — Q) qu'elle produit, pouvant
étre changé en un autre (P',—Q') appliqué sur
lecoté Aa, se trouve détruit, comme le préceé-
dent, parla résistance des deux points fixes.

Il ne reste donc que les deux forces P et Q,
mais appliquées maintenant aux points K et H,
ou si 'on veut en BetA, et qui, par I’équi-
libre de la balance AB, doivent étre parfai-
tement égales entre elles. Ainsi, dans la ba-
lance de Roberval, la condition unique pour
I'équilibre est 'égalité des deux poids, quelles
que solent leurs distances aux points d’appui.

Cette machine est en quelque sorte, pour les
simples forces , ce que le levier ordinaire est
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pour les couples ou momens. Dans Iéquilibre
du levier, les deux forces peuvent élre dans un
rapport quelconque , il suffit que les momens
soient égaux : mais, dans la balance de Rober-
val, il faut que les forces soient égales, et c’est
le rapport des momens qui est arbitraire.

238. Aureste, ceci n’est qu'un cas particu-
lier d’une proposition plus générale, car, au
lieu de deux balances AB et ab, on pourrait
considérer deux leviers égaux et paralleles,
dont les appuis F et fne soient plus au milieu
de leurs longueurs, mais divisent ces lignes
dans un méme rapport quelconque. De plus,
on pourrail supposer que les forces P et Q,
qui agissent sur les barres IK, GH, ne soient
point paralléles, mais dirigées comme on vou-
dradans le méme plan. On démontrerait exac-
tement de la méme maniere que les deux
forces P et Q étant transportées parallelement
3 elles-mémes aux deux bouts Bet A de 'un
des deux leviers AB de la machine, les deux
couples quinaissent de cette translation sont sé-
parément détruits par les points fixes; que, par
conséquent , la condition unique pour I'équi-
libre, est que les deux forces appliquées soient
entre elles dans un rapport constant, qui ne
dépend point de leurs distances au point F,
mais uniquement des distances de ce point aux
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deux paralleles a ces forces, menées par les
deux bouts du levier. Ainsi , quand deux forces
sont une fois en équilibre sur cette machine,
on peut les transporter ou l'on veut paralléle-
ment 2 elles-mémes, sans que I'équilibre soit
troublé. Elles réagissent toujours I'une sur
Pautre de la méme maniere. La seule chose qui
change est la grandeur des couples détruits, et

_par conséquent, la pression que souffrent en

sens contraires les deux points fixes dans la di-
rection desdeux leviers.

Par exemple, dans le cas de P et Q paral-
Icles, le point F, outre la pression verticale
P+Q qu’il supporte, comme dansle levier or-
dinaire, éprouve encore, dansle sens du levier,

2 - X P < I M
une pression P'—Q’, égale a i; :( __QX(’H;

mn
etautre point fixe f éprouve une pression égale
et parallele, et de sens contraire : de sorte qu'il
¥ a, sur I'axe F/f qui joindrait les points fixes, un
couple dont le moment est P < KI— Q x GH,
C'est-a-dire égal & la différence des momens des
forces appliquées, et qui tend & renverser la
machine.

23q. Il faut remarquer que, dans la démons-
tration précédente, il n’est pas nécessaire de
supposer les barres KI et GH implantées 4 angle

22
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droit, et sur le milieu des cotés Bb, Aa; elleg
peuvent y éire fixées ou I'on voudra et sous d
angles quelconques ; il suffit que la liaison avee
ces cOtés soit invariable.

240. On pourrait encore, au lieu de deux
leviers AB et ab , imaginer deux tours égaux et
paralleles, dont je suppose les deux axes pro~ |
jetés en F et f. Si les rayons correspondans dQTf
deux roues et des deux cylindres sont unis d
méme par des cotés paralleles B5, Aa mobiles
sur des charnieéres B, 5, A, a, on aura encore
une machine du méme genre que la balance
de Roberval, et ou deux poids P et Q étant
une fois en équilibre, y resteront toujours ,-'hf
quelque distance qu’on les suspende sur ies bras

KI et GH.

241. 8ilon imagine enfin que les axes fixes
de ces tours soient les axes de deux vis égales,
qu’une puissance P tende a faire avancer dans
leurs écrous, on verra de méme que l'effort de
cette puissance , pour faire avancer la vis, ne
change point, quelle que soit la longueur du
bras KI par lequel elle agit, et qu’il est toujours

i
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242. Nous pourrions étudier encore d’autres
machines ; mais comme elles n’offriraient rien
de nouveau qui méritat de trouver place dans
les Elémens, nous n’étendrons pas plus loin
ces applications. Notre objet principal, dans
ces deux derniers chapitres, était de fixer, par

‘quelques exemples tres simples, les principes

que nous avions établis et développés dans les
deux chapitres précédens. Nous avons cru
devoir indiquer en méme temps la marche que
P'on peut suivre pour trouver les conditions de
I'équilibre dans quelque machine‘qu.e ce soit,
et C'est ce qui ne présentera aucune difficulté,
d'aprés ce qu'on a dit aux n* 20q et suivans,
surtout lorsque l'on ne considérera que deux
forces appliquées 2 la machine.

FIN.

22..



MEMOIRE

SUR
LA COMPOSITION DES MOMENS

ET DES AIRES

DANS LA MECANIQUE.

Des Couples.

Dans ma Statique , j’ai nommé couple Vensemble de
deux forces parfaitement égales , paralleles et de sens
opposés. On sait que ces deux forces n'ont pas de ré-

sultante, c’est-a-dire ne peuvent étre tenues en €qui-
libre par aucune simple force dirigée comme on vou~
dra dans Uespace. A la vérité, le calcul, qui donne,
pour cette résultante , une force nulle appliquée & une
distance infinie des composantes, ne nous apprend plus
rien alors, puisqu’il donne la méme expression pour
deux autres forces quelconques égales , paraliéles et de
sens opposés,, dont leffet pourtant n’est pas le méme
que celui des deux premiéres; mais il est évident a
priori que de telles forces ne peuvent avoir de résul-
tante unique : car si 'on pouvait assigner la position
de cette résultante & 1’égard de V'une des forces du
couple, on lui en trouverait sur-le-champ une autre
parfaitement symétrique et de sens contraire a Pégard
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de la seconde; et elle aurait 4 la fois deux positi
différentes ; ce qui est absurde. i
L’effort d’un couple ne peut étre contre-balanceé
par celui d’un autre couple. Jai fait voir que cet eﬁ%u
a pour mesure le produit de I'une des forces par la di:-

tance qui $ ;
qui les s€pare ; de sorte qu’en nommant ce pro.g-f

duit le
ol n'z;;ment du couple, deux couples contraires se
nt équilibre, quand leurs momens sont égaux.

Compositi
posttion des couples , analogue & la composition
des forces.

() t I . . |

‘ Tai d’ailleurs établi sur les couples tous les théo-
rem i : "
t € qui correspondent & la composition des forces:
et mén iti .
€me celte proposition (dont on fait si souvent

usage w'u L étr ]

{1} ) qu’une force peut étre transportée en un point
uelconqu irecti ici :
qu. q e de sa direction, trouve ici son analogue

i . %
qul consiste en ce qu'un couple peut étre transpor

artout oir I’ o
p oit Pon voudra dans son plan, ou dans téu{? »
b gl e

autre plan paralléle, et tourné comme on voudra da
ce plan, sans que son effet en soit changé. &
Ainsi des couples situés arbitrairement dans le mél‘ﬁg"
plim ou dans des plans paralliles sont des coupl'es“m}
méme direction; d’ou Pon voit combien est illusoitfe)“

2 .
Pexpression que donne le calcul pour la résultante d;;n;.l j

. e i
couple, puisque, d apres cetie propriété, il n’y aurait
W N 9 . @ &
pa's de licu de Yespace ot 'on ne pit la supposer ap-
pliquée ; ce qui n’a plus aucun sens. ““
'I;Ia‘l‘ls la proposition précédente est principalemen.tk
aule dans la compositi e

on des co }

de les rapprocherpet de les di oo hie g
; e les disposer entre eux de la
m . . . .'.V A ah
ar:lle?e la plus favorable a la démonstration , et nous
conduit par une voie tres simple aux théoremes suivans :!
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1°. Deux couples situés d'une maniére quelconque

dans le méme plan ou dans deux plans paralleles, se

composent en un seul égal a leur somme , ou & leur

différence, selon que ces deux couples sont de méme
sens ou de sens contraires.

2°. Deux couples situés d’une maniere quelconque
dans deux plans perpendiculaires aux deux cotés d’un

parallélogramme , et représentés en grandeur par ces
c6tés , se composent en un seul situé dans un plan per-
pendiculatire & la diagonale , et représenté en grandeur
par cette diagonale.

D’ot on peut conclure que trois couples perpendi-
culaires auzx trois artes contigués d'un parallélépipede
quelconque, et représentés , pour leurs momens , parles
longueurs de ces arctes , se composent en un seul , per—
pendiculaire & la diagonale, et représenté pour son
moment par la longueur de celte diagonale.

Ces théorémes, comme nous le verrons tout a
'heure, renferment la théorie des momens, considérée
de la maniére la plus générale, et la théorie des aires,
(ui ne sont autre chose, dans le mouvement des corps
que les momens des forces qui les animent; mais ils
se démontrent avec autant de simplicité que le paral-
i¢logramme des forces, et font descendre ainsi dans
les Elémens les propositions les plus €levées de la
Mécanique.

Qu’on me permette ici d’en rappeler en peu de mots
Uusage dans la Statique, et, sans cesser de tendre vers
Uobjet de ce Mémoire, d’y arriver dans V'ordre naturel

Jde nos idées. -
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Usage des couples dans la Statique.

Une force étant appliquée en un point d’un corps

ou systeme quelconque solide, si l'on prend un
autre point quelconque dans ce corps, ou au dehors o
pourvu qu’on I’y suppose invariablement attaché; et

. < . i
qu’on applique & ce nouveau point deux forces con-

traires égales et paralléles A la premiere, il est clair
que Iétat du corps ne sera pas changé ; mais on pourra

considérer actuellement, au lieu de la simple force
proposée, 1°. une force parfaitement égale parallele
et de méme sens, appliquée au nouveau point; 2° un

couple formé par les deux forces paralléles restantes.
Si, pour plus de clarté, on transporte ce couple ail-
leurs, dans un plan quelconque paralléle au sien, ce
qui est permis, il ne restera au point dont il s’agit
qu'une force parfaitement égale et parallele a la force
primitive, et qui ne serait en quelque sorte que cette:
méme force qu'on y aurait transportée parallélement
a elle-méme.

On peut donc dire qu’une force peut étre trans-
portée parallélement a elle-méme en un point quel-
conque, pourvu que 'on considére le couple qu’elle
engendre dans cette translation , et qui a pour mesure
le produit de la force par le chemin qu’elle a parcouru.

Cela posé, tant de forces que 'on voudra étant ap-
pliquées d’une maniére quelconque a un corps, si ow
Ies transporte toutes parallélement a elles-mémes en un.
méme point quelconque , elles viendront s’y composer:
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en une seule que je nommerai la résultante , et tous les
couples qu’elles ont produits dans leur translation se
composeront en un seul, que je nommeraile couple
résultant.

Composition générale des forces.

Ainsi, des forces dirigées d'une maniére quelconque
dans U'espace, peuvent toujours se réduire a une seule,
et a un couple unique, lesquels sont, en général, situés
dans des plans différens. Sur quoi 'on peut observer
que la direction, la quantité et le sens de la 1'e'sultant.e
seront toujours les mémes en quelque lieu qu’on ait
pris Vorigine, c’est-a-dire le point out’on a transpf)rté
toutes les forces. En variant la position de ce point,
la résultante ne fera que se transporter parallelement
a elle-méme en divers lieux de I'espace, mais le plan
et la valeur du couple changeront nécessairement.

Lois de l'équilibre.

Mais quelle que soit la position de Porigine, un
couple ne pouvant jamais étre tenu en équilibre par
aucune simple force dirigée comme on voudra da.ns
Uespace, il résulte de ce que nous venons de dire
qu’il ne pourra jamais y avoir équilibre entre les
forces,, 4 moins que la résultante et le couple résultant
ne soient tous les deux nuls a la fois.

Ainsi toutes les forces appliquées au corps, étan:
transporiées parallelement a elles-mémes en un point
quelconque, doivent s’y faire équilibre entre elles, et
tous les couples qu’elles produisent en sc transportant
en ce point doivent aussi se faire équilibre entre eux.
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Telles sont les propriétés genérales de équilibre,

R . . o o . ’ .
¢’est-a-dire les conditions qui existent nécessairement

dans P’équilibre de tout systéme libre. Elles fournissent
les six équations connues, entre les forces décompo-
sées suivant trois axes quelconques dans V'espace , et
entre les couples décomposés suivant trois plans dif-
férens qu’on peut supposer conduits par ces axes.

A quoi se réduisent les conditions précédentes , quand.
il y aun point fixe dans le sysieme.

Ces trois dernitres équations suffisent, lorsqu’il y a,
un point fixe dans le systéme, en supposaut qu’on ait
pris ce point pour Uorigine : car la résultante, se trou-
vant détruite par sa vésistance , peut avoir telle valeur
qu’on youdra, et il suffit que le couple résultant soit
nul. On voit bien nettement par 1a que la pression
exercée sur le point fixe est identiquement Ja méme
que si toutes les forces du systéme y étaient trans-
portées parallelement i leurs dirvecticns : car elles Y
sont actuellement transportées; et pour les couples
qu’elles ont produits, comme ils doivent étre en équi=-
libre d’eux-mémes, ¢’est-a-dire quand bien méme le
corps ne serait pas soutenu, il est évident qu’ils ne
peuvent nuilement charger le point fixe.

Propriété nouvelle de I'équilibre d’un corps solide.

Lorsque des forces sont en équilibre autour d’un
systeme quelconque invariable de forme, on sait
qu’elles peuvent toutes varier proportionncilement &
leurs grandeurs sans cesser de se faire équilibre. Mais,
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on voit ici qu’elles peuvent encore s’approcher ou §’¢é-
loigner toutes d’'un méme point quelconque, pro-
portionnellement a leurs distances a ce point, sans
que cet équilibre soit troublé: car si chaque force se
meut ainsi parallelement a elle-méme, dans le plan
formé par sa direction et le point dont il s’agit, elle
angmente ou diminue le cbuple qu’elle donne a son
égard, dansle méme rapport que sa distance a ce point,
et par conséquent tous les coupleé du systeme con-
servent leurs positions , et demeurent proportionnels.
Ainsi la réisultante et le couple résultant étant"une fois
nuls, le seront toujours, ct l’équilibré subsistera.

Condition nécessaire pour gu’un sysiéme quelconque
de forces ait une résultante unique.

Les forces appliquées au systeme étant ramenées ,
comme nous venons de le voir, & une seule force et
4 un seul couple, si la force se trouve parallele au
plan du couple, on pourra amener ce couple dans un
méme plan avee elle, et les réduire tous deux a une
force unique : et réciproquement, comme on a dé-
montré qu'une force et un couple ne peuvent se ré—
duire a une force unique sans étre dans le méme plan
ou dans des plans paralléles, ce quiest ici la méme
chose , il s’ensuit que des forces dirigées d une maniéere
quelcongue dans Lespace ne peuvent jamais se ré-
duire & une seule, & moins que la résultante de toutes
ces forces transportées parallelement & elles-mémes en
un point quelconque, n’ait une direction paralléle au
plan du couple résultant.
~ Clest par la qu’on peut voir comment trois forces
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dirigées dans des plans différens, peuvent se composer
en une seule, sans qu’il y ait zucune rencontre entre
leurs directions ; et comment une force peut se décom-

poser suivant trois directions qui ne rencontrent pas

la sienne et qui ne se rencontrent pas entre elles.
Ezxpression analytique des propriétés précédentes.

Pour soumettre les propositions précédentes au cal-
cul, concevons a l'origine ot 'on transporte toutes
les forces, trois axes quelconques, que nous prendrons
rectangulaires entre eux , pour plus de simplicité dans
les expressions. '

Soit R la résultante générale; X, Y, Z ses trois com-
posantes suivant les axes des x, ¥, z; soienta, 5, ¢
les trois angles respectifs que sa direction forme
avec eux.

On aura, par le parallélépipede des forces,

Re=X24-Y21-7?,
et cos x=}—i cos,B:-Y: cos y:-?-
R’ R’ R’

Or, X, Y, Z sont respectivement égales aux sommes.
des forces décomposées parallelement aux trois axes
des =, y, z. On trouvera donc facilement par ces équa~.
tions la valeur et la direction de la résultante géné-
rale. La premiére condition de I’équilibre, qui veut
que cette résultante soit nulle, donnera ce qu’on.
nomme les trois équations de 1’équilibre de transla-
tion, qui reviennent a ce que la soinme des forces es—
timées suivant trois axes quelconques soit nulle d’elle-
méme par rapport & chacun de ces axes.
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Soit G le moment du couple résultant; L, M, Nles
momens respectifs des trois couples dans lesquels il
se décompose perpendiculairement aux trois axes des
x, Y, %; soient a, o,y les trois angles que forme avec
ces axes la perpendiculaire au plan de ce couple, et
que nous avons nommeée 'aze du couple.
On aura, par le parallélépipede des couples,

G*=124M* 4N,
—P‘ COS p ===, COS V===
et €0s A==z, COSR =, G

Or, on voit (n° 102 et 103 de la Stat.) que les cou-
ples L, M, N sont respectivement €gaux aux sommes
des momens pris dans V’acception ordinaire par rap-
port aux trois axes , Y, 2, cest-a~dire au'x sommes
des produits qui résultent des forces projetées sur
chacun des plans coordonnés , multipliées par leurs
distances a 'axe qui lui est perpendiculaire : on trou-
vera donc facilement par les équations ci-dessus la
valeur et la position du couple résultant.

La seconde condition générale de V'équilibre, qui
veut que ce couple soit nul, donnera ce qu’on appelle
les équations de équilibra de rotation , qui consistent
en ce que la somme des momens de toutes les forces,
par rapport aux trois axes coordonnés , soitnulle d’elle-
méme relativement a chacun de ces axes.

Que ces sortes de produits quon appelle momens,
n’étaient au ford que la mesure de certaines forces

cachées que les couples ont mises en évidence.

On voit ici, par lidentité des couples avec les mo-
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mens tels qu'on les considére ordinairement en Sta-
tique, quel réle jouent ces sortes de produits dans la
composition générale des forces et dans les lois de leur
équilibre. A la verité, dans Péquilibre d’un corps as-
sujetti & tourner autour d’un axe fixe, les lois connues
du levier nous montraient bien ces produits comme
les efforts des puissances pour faire tourner le corps
autour de cet axe, puisque l'on trouvait que la somme
des momens des forces qui tendent a faire tourner dans
un sens doit étre égale a la somme des momens de
celles qui tendent & faire tourner dans le sens con-
traire. Mais, lorsqu'il n’y avait ancun point d’appui,
et que le systéme était parfaitement libre dans 1’es—
pace, les momens ne restaient plus dans les conditions
de I’équilibre que comme de simples expressions de
calcul, et perdaient cette espece de signification que
leur donne la présence d’un axe fixe, et qui les avait
fait nommer momens par les anciens géométres. Or,
par la théorie des couples, ils reparaissent dans I’équi-
libre des corps libres, comme dans Péquilibre des
corps génés par des obstacles. Estimés par rapport a
un point quelconque du corps, ils mesurent certains
efforts particuliers que P'on peut concevoir comnme en-
gendrés par les puissances qui se transportent paral-
lelement a elles-mémes en ce point, et qui, tandis
ue ces puissances s’y composent et s’y font équilibre
a leur maniére , doivent aussi se composer et se faire
équilibre a la leur. Ce n’est pas qu’au fond les valeurs
des momens et des couples ne soient parfaitement les
mémes, L’analyse n’a pour objet que de simples rap-
“ports, et les diverses grandeurs, sous ses formules,
ne conservent plus aucune trace des premiéres idées
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qu’on y avait jointes. Mais , en Géométrie .comme en
Algebre, la plupart des idées différentes ne sont que
des transformations; les plus lumineuses et les plus
fécondes sont pour mnous celles qui font le mieux
image , et que V'esprit combine avee le plus de facilité
dans le discours et dans le caleul : or, les couples ont
éminemment cet avantage sur les momens ; et, si Pon
considére que la théorie des momens se présente d’elle~
méme dans la réduction générale des forces et dans
les conditions de leur équilibre ; que, d’un autre c6té,
dans la Dynamique, la composition des niouvemens
de rotation est aussi nécessaire que celle des mouve-
mens de translation, pour analyse compléte du mou-
vement d’un corps de grandeur sensible, on verra que
la composition des couples exposée ci-dessus, tant
par la symétrie des théorémes que par la simplicité
des démonstrations, vient se ranger naturellement &
c6té de la composition des forces, ct forme ainsi la
seconde partie essentielle des Elémens.

Equation de condition pour qu'un systeme de forces
ait une résultante unique.

Nous avons vu tout & ’heure que si des forces quel-
conques sont réductibles a une seule, la résultante
générale sera paraliéle au plan du couple résultant.
Pour exprimer ceite condition dans le caleul, il w’y a
donc qu’a exprimer que l'axe du couple est perpendi-
culaire 2 la direction de la vésultante, ou que le co-
sinus de leur inclinaison mutuelle est nul. Mais,
d’aprés les dénominations précédentes, le cosinus de

cet angle est

COS & COSA -~ COS B.CO8p - COSy . COSv ;
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expression qui étant égalée 4 zéro, apres y avoir subg-

titué a la place des cosinus leurs valeurs , donne sup—

le-champ I’équation
XL+ YM+ZN=o,

qui établit la relation cherchée entre les forces et leurs
momens estimés par rapport aux trois axes.

Equations de condition pour qu’il 3 ait une résultante
unique qui passe en un point donné.

Mais si ’on voulait exprimer que les forces sont ré-
ductibles & une seule qui passe en un point donné, on
transporterait l'origine en ce point, et 'on exprime=
rait que le couple résultant y est nul. Ainsia, (A
étant les coordonnées de la. nouvelle origine , il suffi-
rait, dans les expressiens L, M, N , de mettre x —a,
y—0b, z—c, ala place de z, y, z; ce qui donnerait

les nouveaux mouvemens L', M’, N’, et I’on aurait les

trois équations

L'=o0, M=o, N=o0 ;
qui nous font voir quela somme des momens doit étre
nulle par rapport a trois axes qui se croisent au point

donné.
Si le point n’est pas donné, et qu’on cherche au con-

traire s’il y a dans Pespace quelque point ou les forces

peuvent donner un couple nul, on aura les trois mémes
équations, mais o @, b, ¢ seront alors les inconnues. Or,
en les €liminant , on trouvera d’abord , entre les forces
proposées, 'équation de condition XL+YM+ZN=o,
sans laquelle les trois premiéres ne peuvent subsister,
-et qui nous redonne ainsi la condition d’une résultante
anique, comme cela doit étre.
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I1.

Des Couples ou momens. rapportés & différens axes.

Le couple résultant G décomposé perpendiculaire-
ment & un axe qui forme avec le sien un angle 8, étant
égal a G cos 0; si 'on nomme ¥, /. ¥/, les trois angles
que cet axe forme avec ceux des coordonnées, comme
on a par la Géomeétrie

€08 §== oS A €05 A’ - €OS 2 €08 ¢’ 4 o8y cos v,
on trouvera

G cos 4=L cos 2" + M cos ' + N cos v,

formale trés simple qu’Euler a donnéedans le tom. VII

‘des Nouveaux Actes de Pétersbourg, mais a laquelle

il n’était parvenu que par de longs circuits d’analyse.
Cette équation nous apprend que si L'on connaft les
sommes L, M, N, des momens par rapport i trois axes
rectangulaires, on trouvera sur-le-champ la somme des
momens par rapport & un axe quelconque , en mulii-
pliant ces trois sommes respectives par les cosinus des
angles que les trois axes font avec le nouvel axe donné.
Cest ainsi qu'en Géométrie, pour projeter une ligne
sur un axe quelconque, on peut d’abord projeter cette
ligne sur trois axes rectangulaires ; projeter ensuite ces
trois projections sur 'axe donné, et ajouter ensemble
ces projections de projections. :

Du moment maximum entre les momens rapportés aux
. 4 ;
différens axes qui passent par un méme point.

Puisque la somme des momens, par rapport a un
”
25
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axe qui fait, avec celui du couple résultant , un angle ¢,
est G cos 0, il s’ensuit :

- Que de tous les azxes qui passent par Uoriging

Paxe du couple résultant est celui par rapport augu 24
la somme des momens est la plus grande ;
2°. Que la somme des momens est la méme par re
port & tous les axes qui font un méme angle avec celui
‘du plus grand moment, ou qui forment une surfs ~x
conique décrite autour de Iui sous cet angle ;
3°. Que la somme des momens est nulle par rappo

& tous ceux qui font cet angle droit, ou qui forment
plan perpendiculaire & sa direction.
L’axe et la valeur du moment mazimum ne son
autre chose que I'axe et la valeur du couple resultant;
et se déterminent par les mémes équations. D’ott l‘ :
voit que le carré du moment maximum est égal ala
somme des carrés des momens par rapport a trois axe
rectangulaires , et que son axe est la diagonale
parallélépipede construit sur les trois lignes qui.r
présenteraient sur ces axes les grandeurs respecuv

des trois momens précédens. P

Ce sont les résultats que Laplace avait déja ti
de V’Analyse; ils formaient de beaux théoremes de

Mécanique, et ils ne sont plus ici que des corollaires

évidens de la composition des couples.

Mais voici de nouyeiles conséquences, entiérem
dues & nos principes, et qui achévent toute la théori
des momens.
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Du Moment minimum entre Uinfinité des momens
maxima relatifs & tous les points de l'e.rpacc_

Observons que tout ce que nous venons de dire est
relatif a Vorigine que l’on a choisie pour y transporter
toutes les forces. En prenant cette origine ailleurs; la
quantité, le sens de la résultante générale , ne chan-
gent pas, et sa direction demeure toujours paralléle a
elle-méme ; mais le moment maximum varie de gran-
deur, et son axe s’incline sur sa premiére position.
Pour chacun des points de 'espace , considérés succes-
sivement comme origines, il y a donc un axe autour
duquel la somme des, momens est un maximum rela—
tivement & tous les axes quise eroisent au méme point.
On pourrait donc demander en quel lieu il faudrait
prendre Vorigine ou le centre des momens , pour que
le moment mazimum y fit plus petit que partout ail-
leurs ; et par. conséquent fit le minimum des momens
maxima relativement a tous les points de Uespace.

- Pour trouver facilement la position de ce point, re-

gardons toutes les forces comme réduites 4 une seule
eta un couple, par rapport & un point quelconque
connu, et suivons les variations qu’éprouve ce couple
par le déplacement de Vorigine.

D’abord il est visible qu’en déplagant I’origine dans
la direction méme de la résultante générale, le couple
résultant ne change pas; car le couple que fournit la
résultante en :se'transportant en un autre point de sa
propre direction est nul de lui-méme, etle couple pri-

« mitif n’est pas altéré. Nous voyons donc que Zes mo—
mens 'maxima sont constans: pour toutes les origines

2345
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prises le long d’'une méme droite paralléle a la direc-
tion de la résultante générale , et que leurs axes sont
paralléles entre: euzx. Ainsi, tout ce que mnousavo o
dit plus haut des momens par rapport aux axes qui :
‘croisent en un méme point subsiste de la méme ma-
niére et avec les mémes valeurs » pour tous les po ‘
de la résultante qui y passe.
‘Supposons donc que Vorigine s’écarte de cette dire
tion, et soit tellement placée dans V’espace, que 1
couple résultant soit perpendiculaire & la direction’
la résultante ; je dis qu’alors ce couple est dans la posi:
tion du minimum ; car si I'on déplace actuellement
l'origine d’une maniére quelconque, il ne pou
qu'augmenter. En effet, la résultante, en change
de position, produira un couple perpendiculaire surl
premier ; et puisque ces deux couples sont rectang
laires , ils donneront par leur composition ‘le nouv
couple résultant plus grand que I'un ou Pautre d’ent
eux : donc le premier couple résultant auraaugment
donc il se trouvait dansla position du minimum lors=
qu’il était. perpendiculaire a la direction de la résul=
tante générale , ou lorsque son axe coincidait avec elle.

connu; R une autre ligne qui représente la valeur
la divection de la résultante en ce point; ¢ Uangle que
forment ces deux droites. i ol
-~ Pour avoir origine du couple résultant minimuni,
il faudra transporter la résultanteR parallélementd
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elle-méme, de telle sorte et d’une telle quantité p,
Que le couple Rp qu'elle produira,, étant composé avec
le couple primitif G, forme un couple résultant dont
Taxe soit R.. .
L’axe du couple Rp doit donc étre dans le plan des
deux lignes R et G qui font un angle ¢; d’ailleurs il
est nécessairement perpendiculaire a la direction R ;
donc on aura, par le parallélogramme des couples,

BRp=Gsing,
et, pouyr‘la valeur K du couple ‘minimum ,
K=G cos ¢.
Ainsi, enélevant au sommet <ie Iangle ¢, etsurle plan

de cet angle, une perpendiculaire p =_(_:1;;n L

, et me-

nant par Uextrémité de cette perpendiculaire une pa-
ralléle a la direction de larésultante ge"ne’rale , On aura
I'axe du minimum des momens maxima, et!origine
pourra étre prise partout o ’on voudra sur cet axe.

SiYon veut tout rapporter aux troix axes coordon—
nés, soient «, B, v les inclinaisons de R sur ces axes ,
et a, g, v celles de G surles mémes lignes; on aura ,
pour Vinclinaison mutuelle ¢ de R et G,

€OS @ ==COS c COS A = €OS [3 COS g 4~ €OS 7 cos ¥ ;

ou bien, en mettant, aulieu des cosinus , leurs valeurs
donnees precedemment

€os @ = XL +I¥g+ZN
d’ou on tire ; DIRCERNN
XL 4 YM ZN
K= bR
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expression trés smiple de la valeur du couple

nimum K. w
Actuellement, soient a, &, ¢ les trois coordonndes

de Vextrémité de la perpendiculaire p ; on aura'd

bord a* - 42 4 e = p*, qui donne, en mettant p‘oiir
sa'valeur, W

G* — K*

s DF eV L T
@ 4 rpo="0

Ensuite, comme pestala fois Perpendlculalre a
eta G, il est clair qu’on aura

X +5Y + Z—o
al + bM =4~ cN =o;
ce qui fait trois e‘tiﬁations au moyen desquelles

pourra déterminer a, b, c, et par conséquent la po
tion de ’axe du couple mzmmum dans l’espace.

(AT

1 De rl’.a.vecentml des momens, ST

Cet axe remarquable, ou la somme des momens es
a la fois un mazximum relativement aux,, axes qui 8
cronent au méme pomﬁ que. lui, et un minimum ve
11vement a ceux qlll domlent les momens maxzma

central des momens ; et cette dénomination, dé]a ‘
tivée en ce qu’il jouit d’une propriété exclusnfé' p
rapport a tous les autres, se trouve pleinement jus
fiée , sil’on observe qu’aux mémes distances autour
lui, les momens maxima sont les mémes ; et que le
axes ont, a son €gard , des positions semblables.

En effet , le méme raisonnement qui nous a fait pas=

MEMOIRE. 359
ser tout a Pheure du couple résultant G au couple mini-
mum K , nous ramene , dans ’ordre inverse, de celui-ci-

au premier , et par les mémes équations,
Rp = Gsin ¢, et K=G cos ¢.

Mais ici, de quelque c6té qu'on transporte la féé:ﬂy
tante R, pourvu que ce soit 4 uné¢ méme distance p’
de sa position actuelle ou de l’axe central, on trouvera
toujours un couple résultant G de méme valeur, et
une méme inclinaison ¢ entre son axe et la re‘sultante;
et, deplus, le plan de ces deux droites sera toujours
per pendlculalre ala ligne p : pulsque si tout cela n’a-
vait pas lieu comme ci-dessus, en ramenant la résul~
tante dans Faxe central, on ne retrouverait plus le
méme couple minimum K, ce qui ne peut pas étre.

Les momens maxima sont donc constans , non-seule-
ment pour loutes les origines prises le long d'une pa-
rallele o la résultante , comme nous Uavions déja re-

marqué, mais encore pour toutes les origines prises

sur le c¢ylindre que décrirait cette droite autour de
Paze central qui lui est paralléle. ! .

Pour les axes de ces momens, Ian!t que Porigine ne
sort pas d'une méme génératrice de ce cylmdre, ils de-
meurent paralléles entre eux et jbrment un plan ; mais
si Lorigine passe d’une génératrice & I autre parla cir—
conférence d'un cercle, ils forment un hjperbolmdc de
révolution autour de l'axe ceniral.

Les momens maxima G ne varient donc qu’avec les
distances p de leurs origines a I'axe central , et les deux
équations précédentes nous donnent

G*=R*p" + K=,
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quation qui nous fait voir que ces moimens croissent
pour les origines prises 4 différen tes distances de' Paxe
cent;‘.al » comme les ordonnées d’une hyperbole: dong:
ces distanc i i insi i
o es seraient les abscisses ; ainsi leurs valeurs
gmentent sans bornes, et il n’y a pas' de moment
m . - . ’ . {
: t.zxzmum mazximorum ; ce qui était d’ailleurs asse
€vident de soi-méme. ;
’ (R

On a de plus, tang ¢ — B2 ity ing
» lang ¢ = <=, ce qui donne les incli

naisons des axes des momens maxima sur axe centil';]z
et nous montre que leurs tangentes varient dans le rép‘. i
port des distgxr_xces de leurs origines 4 cet axe. "‘ '

‘Remarquons encore que , dans le cas ou la résultante
générale est nulle, on a, par la premiére équatié#? i
G =K, quelle que soit la valeur de p. .

Lors donc que les forces appliquées sont telles,
qu’étant transportées en un méme point, elles se font
€quilibre entre elles, les momens mazima sont, .lgf
meémes pour tous. les lieux de Pespace, et ieurs a};é&
sont tous paralleles. Pl

Siles forces appliquées ont une résultante uniqﬁé
comme on a pour cette condition cos p=o, l’équa;
tion K=:G cos ¢ donne K=o ; cest-a-dire que le
moment minimum mazximorum est nul , comme il es)tg
clair que cela doit étre, puisque Porigine tombe alo;;
sur la direction méme de la seule force a laqueué ‘s
réduisent toutes celles du systeme. p,

Classification de tous les axes de Pespace auxquels o
f
i .‘

Telle est donc la théorie générale exposée ci-dessus.
que tous les axes de Vespace auxquels on peut rap=

; o
voudrait rapporter les momens d’un systeme de. : forees!
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porter les momens d’un systeme quelconque de forces,
peuvent étre distingués et classés entre cux de la ma~
niére suivante : |

D’abord, si, pour simplifier les choses, nous ne con-
sidérons que les axes qui se croiseraient aux divers
points qu’on peut prendre sur un méme plan perpendi-
culaire 4 la direction de la résultante ; nous observons :

1°. Que, parmi tous les axes qui se croisent en un
méme point, il y en a un seul distingué de tous les
autres, en ce que la somme des momens y est un
maximum.. . )

Les autres se classent autour de lui en diverses sur-
faces coniques circulaires dont il serait 'axe commun.
Pour tous ceux qui forment la méme surface, les
momens sont égaux, et ils varient d’un céne 3 V’autre
en raison des cosinus des angles sous lesquels ces cones
sont décrits.

2°, Parmi tous les axes qui donnent les momens
maxima relativement aux divers points du plan, il y
en a un seul distingué de tous les autres, en ce qu’il
donne le plus petit de ces maxima, ou le minimum
maximorum des momens.

Les autres axes des maxima se classent autour de
lui en diverses surfaces d’hyperboloides de révolution
dont il serait Vaxe commun. Pour tous ceux qui for-
ment la surface d’un méme hyperbolo‘ide , les momens
mazxima ont la méme valeur, et ils varient d’un hyper-
boloide a 'autre, suivant les lois que nous avons don-
nées ci-dessus. _

Actuellement, tout ce que nous venons de dire re-
lativement aux diverses origines prises dans un méme
plan perpendiculaire 4 la résultante, subsiste de la
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méme maniére, et avec lesmémesvaleurs, pour tous les,
lieux qu’occuperaient successivement tous ces points)
en transportant le plan parallélement a lui-méme. Les
momens maxima restent les mémes autour des mémes
axes qui deviennent: parali¢les; et comme il'n’y ay
parmi eux , que V'axe du moment minimum maximo-
rum qui soit perpendiculaire aw plan mobile/, ‘on voit
qu’il est le seul qui n’ait absolument qu'une méme po-
sition dans 'espace; que, de plus, tous les axes qui
ont ason égard des positions semblables, donnent les
mémes momens; et c’est ce qui nous a fait nommer
cet axe unique, I'axe central des momens,

Au reste, les résultats précédens, tirés des raison—
nemens les plus simples, pourraient aussi se déduire
du calcul par la méthode ordinaire de maaimis et mi~
nimis ; et ’on trouve aisément, 'pour Paxe du moment
minimum mazximorum , les équations suivantes :

(N+ Yz —Xy) Y — (M+Xz — Zz) Z=0,
(L+2Zy—Yz) Z— (N4 Yz —Xy)X=o,
(M +Xz—Zz) X— (L + Zy — Yz) Y=o,

ou x, ¥, z sont les coordonnées de cette ligne par rap-
port & trois axes autour desquels les sommes respec-
tives des momens sont L, M, N, tandis que X, Y, Z,
sont les sommes des forces decomposees parallélement.
aux mémes axes.

L’une quelconque de ces équations est une suite né-
cessaire des deux autres, et par conséquent elles ne
représentent qu’une seule et méme ligne droite, la-
quelle est manifestement parallele 4 la direction de la
résultante géndrale des forces.

" On trouve encore , pour le lieu de tous les points re-
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lativement auxquels les momens maxima sont égaux
et représentés par H, 1'équation suivante : ‘

(L—Yz-i-Zy)“—}-(M—-Zz-i—Xz)’
+ (N—Xy+Ya)=H,

qui appartient & une surface cylindrique & base circu-
jaire décrite autour de la premitre droite, ce qui est
conforme a ee que nous avons vu précédemment.

Mais nous ne nous arréterons pas & ces détails, et
nous passerons sur-le-champ aux applications  de la
théorie des momens a la Dyramique.

1L
Applz'cation de la théorie précédente a la Dynamique.

Soient tant de corps libres qu'on youdra qui se meu-
vent, sans aucune dépendance mutuelle, avec des vi-
tesses uniformes suivant des droites quelconques , dans

Yespace.

Puisque chaque corps se meut uniformément en ligne
droite , la force qui Vanime demeure constante et de
méme direction.

Donc la résultante générale de toutes les forces qui
animent les corps du systeme, et leur moment résul—
tant par 1apport a un pomt fixe quelconque demeu~
rent constamment les mémes dans tout le cours du

mouvement.

Conservation des forces et conservation des momens.

Actuellement, si on suppose que tous ces corps qui
étaient libres viennent tout-a—coup a se lier ensemble

d’une maniére quelconque, et & réagir encore les uns
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sur lesautres en vertu de nouvelles forces quelconques,
mais réciproques, ¢’est-a-dire telles, qu’entre deux corps
Paction soit toujours parfaitement égale et contraire &
la réaction, ce qui comprend toutes les forces de la
nature ; les mouvemens individuels des différens corps
seront changés, et les forces qui les animent varieront
de grandeurs et de directions, et continueront de va-
rier & chaque instant du mouvement. Mais ce qui est
bien remarquable, et forme un des plus beaux prin-
cipes de la Dynamique, c’est que la résultante générale
de toutes ces forces, et leur moment résultant par rap-
port au point fixe, demeureront toujours les mémes
qu’auparavant, et seraient encore conserves, si tous
les corps redevenaient libres, et que chacun d’enx s'é-
chappat en ligne droite avec la nouvelle vitesse dont il
est actuellement animé.

Démonstration tres simple de ces deux lois générales.

Ce principe, quise déduit des équations différen-
tielles du mouvement, pent aussi se démontrer par un
raisonuement si simple, que je ne crois pas devoir
Vomettre ici. ,

Tl est clair, en effet, que si chaque corps, a cause
de sa liaison avec les autres, ne peut plus obéir pleine-
ment & I'impulsion qu’il a regue, sa force se décom -
pose en deux autres, I'une qui est détruite, et Uautre
qui subsiste actuellement. Tout se passe comme ala
rencontre d’un obstacle invincible; excepté que Ia
composante , qui serait anéantie par 1obstacle, va se
reporter sur les autres corps qui la détruisent par leur
action. La force de chaque corps étant ainsi remplacée
par deux semblables composantes, la résultante de
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toutes ces nouvelles forces et leur moment résultant
sont toujours les mémes quavant cette substitution.
Mais les composantes, qui se font équilibre entre elles,
donnent leur résultante et leur moment résultant nuls,
comme nous V’avons vu dans les lois générales de 1’é~

quilibre : donc la premiére résultante et le premier
moment résultant sont conseryés, et n’ont souffert
aucune altération par laction mutuelle des différens
corps du systeme. Quant aux autres forces qui pour-
raient exister entre ces corps, comme elles sont réci-
proques, c’est-a-dire deux a deux égales et contraires,
elles ne changent rien non plus aux valeurs précé-
dentes, car leur résultante et leur moment résultant
sont évidemment nuls d’eux-mémes.

On voit donc que, dans un systeme de corps qui ont
recu des impulsions primitives, et qui réagissent d’une
manitre quelcongue les uns sur les autres, la somme
de routes les forces qui les animent, estimées suivant
une méme droite, et la somme de leurs momens estimés
autour dun méme axe Jixe quelconque, demeurent
constamment les mémes , malgré les variations qu’é-
prouvent les mouvemens individuels des corps, et soit
que ces mouyemens changent par des nuances insen-
sibles, soit qu’il survienne enire eux des changemens
brusques par Laction réciproque des corps, ou par
toute autre liaison nouvelle qu’on voudrait établir su-
bitement entre ces corps.

Ces deux propri€tés générales du mouvement cor-
respondent, en quelque sorte, aux deux propriétés
générales del'équilibre; les 1némes sommes qui doivent
strenulles dans V'état d’équilibre demeurent constantes

* dans I’état demouvement; et la conservation des forces
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et des momens, présentée de cette maniére, subsiste

également pour toutes les lois possibles entre la force

et la vitesse du corps en mouvement.

A quoi répondent les lois précédentes dans la nature,

— Conservation du mouvement du centre de gravité;
-conservation des aires.

Dans la nature, la force d’un corps en mouvement
se mesure par le produit de la masse et de la vitesse f
et le premier principe répond i la conservation du
mouvement du centre de gravité, qui consiste en ce
ue ce centre se meut toujours uniformément en llgne
droite, et de la méme maniére que si tous les corps du
systeme y étaient réunis, et' que les forces qui les
animent s’y fussent transportees parallelement a elles-
mémes.

En effet, puisque Ta somme des forces estimées sui-
vant une mémée droite ést constante on peut dire que
la somme des vitesses de toutes les molécules égales du
systeme', et par conseque‘nt leur moyenne vitesse,
pours *éloignerd’un planperpendlculaue a cettedroite ,
est aussi une quantlté constante, Or a chaque mstanl,
les vitesses des molécules sont mesurdes par les petits
accroissemens , positifs ou negaufs de leurs distances
au p]an que Je considére': ainsi'la moyenne vitesse n’est
autre chose que le moyen accroissement , ou Paccroise
sement de la moyenne de toutes ces distances, et par
conséquent, c’est la vitesse méme du point qui ‘est'le
centre de gravité de tout le systéme. Donc la vitesse de
ce point, estimée suivant une droite quelwnqine dans
¥ espace est toujours la méme ; et, comme ellé repre-
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sente la moyenne vitesse de toutes les molécules, clle
sexprime parla somme de toutes les vitesses, divisée
par leur nombre, ou par la somme de toutes les forces
-divisée par la masse entiére du systéme.

Si Uon prend, pour cette droite & laquelle on rap-
porte les forces, la direction méme de la résultante
générale, on voit que le centre de gravité se meut
précisément dans cette direction; car si ’on cherchait
actuel]ement la vitesse de ce centre, pour s%éloigner

d'un plan quelconque ‘mené. suivant cette droite, on
trouverait cette vitesse nulle, puisque la somme des
forces, estimées dans un sens quelconque perpendicu-
laire 4 la résultante générale, est toujours nulle.

- Ainsi le centre de gravité du systtme se meut uni-
Sformément , en ligne droite , dans la direction méme de
la résultante générale, et sa vitesse est exprimée par
cette résultante divisée par la masse entitre du systéeme.

Si cette résultante générale est nulle, et qu’ainsi
toutes les forces appliquées soient réductibles 4 un
couple, le centre de gravité du systeme reste donc. en
repos dans Vespace, quels que soient les mouvemens
particuliers des différens corps qui le composent.

Si tous ces corps sont li€s entre eux de maniére. 3
former un systéme invariable de figure, le systéme ne
peut donc avoir qu’'un mouvement de rotation autour
du centre de gravité ; d’ou 'on voit que Veffet.d’un
couple sur un corps ou systetme solide, est de le faire
tourner autour d’un point déterminé, qui ne dépend
ni de la grandeur ni de la direction' du couple appli~
qué; mais uniquement de la figure du corps, ou plutét
de la disposition mutuelle des différentes particules
qui le composent. Ainsi le centre de gravité des corps
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se présente d’une maniére aassi naturelle dans la théo-
rie du mouvement que dans celle de Véquilibre: et
ilne faut pas,avec quelques géometres, le regarder
seulement comme un ‘point quil est préférable de

choisir, parce que certaines expressions analytiques

qu’on y rapporte se simplifient, ou que certaines in-
tégrales s’y évanouissent, mais bien comme un point
dont la considération s’offre d’elle-méme dans la ‘na-
ture, et vient , pour nous , de cette loi qui fait simple-
ment la force proportionnellé a la vitesse. On doit dire
la méme chose deces trois azes principauz de rotation,
autour desquels un corps peut tourner librement,
parce que les forces centrifuges s’y contre-balancent.
(Qest en vertu de cette méme loi dont je viens de par-~
ler, qu’il y a de tels axes dans tous les corps, qu’il'y
en a trois, qu’ils passent au centre de grawte et qu’ils
sont rectangulaires entre eux.

Mais je passe au second principe de la conservation
des momens. Si ’'on prend un point fixe quelconque et
que, de'ce point fixe ou forer, on méne & tous les
corps du systeme des rayons vectears, en projetant
toutes ces droites sur un plan quelconque, on 'verra
facilement que le moment de chaque force par rapport
4 un axe perpendiculaire au’ plan de projection, et
passant par le foyer, est proportionnel au produit de
la masse du corps par Vaire que trace sur ce plan la
projection de son rayon vecteur.

Ainsi, dans la loi de la nature, la conservation des
momens revient & la conservation des aires, qui consiste
‘en'ce que la somme des prodmts des corps par les aires
respectwes que ‘tracent les projections de ledr's rayons
“wecteurs surun plan fize quelconque mené par le foyer,
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est pmportiomzelle au temps, c'est-a-dire est toujours
la méme, en temps égal, pendant tout le mouvement
du systeme.:

Si toutes les masses du systéme étaient égales entre
elles, onn’aurait pas besoin de considérer leurs produits
respectifs par les aires précédentes, mais simplement
ces aires elles-mémes; et le théoréme reviendrait & ce
que la somme des aires décrites par les rayons vecteurs
autour du foyer est toujours égale en temps donné.
(C’est ainsi qu’on peut toujours énoncer le principe des
aires; mais en supposant que les masses du systeme
soient divisées en parties égales , 'ét‘qu’on ait tiré du
foyer des rayons vecteurs a toutes ces parties.

Plan du maximum des aires.

Cela posé, puisque les aires tracées par les rayons
vecteurs ne sont autre chose que les momens des forces,
il s’ensuit qu’on peut appliquer A la composition des
aires tout ce que nous avons dit de la composition des
momens. ’ ‘ '

Et d’abord , on voit que, parmi tous les plans menés
par le méme foyer, et qui regoivent de la part des
rayons vecteurs des aires différentes, il y en a un seul
qui regoit la plus grande; et sil’on nomme L, M, N
les sommes respectives des aires tracées sur trois plans
rectangulaires quelconques, menés par le foyer, on
aura pour la valeur G de V’aire qui est un maximum ,

Gr=L> = M? 4 No,

Et, a l’égard du plan qui la regoit:, i on nomme
Ay, 7, les trois angles respectifs qu’il forme avec les

24
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trois premiers, on aura pour les cosinus de ces angles

A = C © =4 COS —
f— 0S = 0S8y —
CcOs G i G b 4]

remarquable.
Lorsquel’on connait Vaire mazximum G, etle p]
sur lequel elle tombe, on trouve facxlement les aire

étant I'angle que forme un plan quelconque avec cehg@
du maximum des aires, on a pour l'aire décrite su,gu
ce nouveau plan, G cos §; d’ou l’on voit que les aires

avec celui du mazximum, ou qui touchent un c6nc ol
décrit sous le complément de cet angle autour de 'axe
perpendiculaire a ce'dernier plan; que, de plus, elles
sont nulles quand Pangle ¢ est droit, c’est-a~dire su
tous les plans perpendiculaires a celui du mazximum

Plan du minimum des aires maxima. o

Actuellement, parmi tous les plans qui donnent1
aires maxima, relativement aux divers points de 'e S

pace considérés comme foyers, il y en a un seul I

donne le minimum de ces mazxima, ou l'aire mmzmum :

maxzmorum .

sultante générale, ou du mouvement commun qlu
emporte le systéme. Son axe, c’est-a-dire la perpen—

diculaire qui y serait €élevée au foyer, se trouvera ab— b
solument de la méme manitre que V'axe central des

momens, et le foyer pourra étre pris partout ou Fon
b
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voudra sur cette ligne. Pour tous les foyers qui en se-
raient aux mémes distances dans un plan perpendicu—
laire, les aires maxima auront les mémes valeurs,
et leurs plans seront perpendiculaires aux diverses gé-
nératrices dun hyperboloide de révolution décrit au-
tour de cet axe central. D’ailleurs, ces aires maxima et
les inclinaisons de leurs plans varieront, en vertu des
distances précédentes, d’apres les mémes lois que nous
avons données plus haut ; et 'on trouvera sur les aires
tous les théoremes analogues a ceux qui ont été rap-
portés sur les momens.

Usage de ces plans ; de ceux qu'il faut choisir pour y
rapporter les corps du systeme.

Cette constance des aires décrites sur des plans qui
restent immobiles au foyer nous donne d’abord I’idée
de les observer sur les plans auxquels nous rapportons
les différens corps , afin qu’a toutes les époques du mou-
vement nous puissions retrouver le position de ces
plans, et reconnaitre les changemens survenus dans le
systeme. Mais, d’aprés ce que nous venons de dire, on
voitqu’il y a un choix 4 faire entre ces plans coordon—
nés; car si un plan qui reste immobile au foyer regoit
constamment la méme aire de la part des rayons vec-
teurs, un plan qui recevrait constamment une méme
aire donnée me serait pas pourcela immobile, et
pourrait se mouvoir d’une maniere quelconque tan-
gentiellement & un certain coéne  déerit autour du
foyer. Donc si I’on avait rapporté primitivement tous
les corps du systéme 4 un certain’ plan, et qu’on ne'sit
rien autre chose de ¢e plan, sitiofi' quil recevait une

2!

N
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aire donnée, on ne pourrait plus reconnaitre actuelle~

infinité d’autres qui jouissent de la méme propriéte
que lui. w8
Mais si I’on savait que le plan cherché était, entre
tous ceux qui passent au méme foyer, celui qui rece- "
vait I’aive la plus grande, on le retrouverait sur-le~
champ, parce qu’il est unique et jouit d’une propriéte
exclusive par rapport & tous les autres. '
C’est donc ce plan qu'il faut choisir, de préférence d‘.*
tous ceux qui passent en un méme point, poury rap-
porter les différens corps du systéme; et, sans con-
naitre la grandeur de 'aive qui y est décrite, on pourra
retrouver sa position dans tous les temps, pourvu

qu’on counnaisse le point fixe d’ott partaient les rayons

[’}

i

soit, avec le premier, dans la direction du mouve-
ment général; car nous avouns vu que, pour ce nou- /
veau foyer, le plan de Vaire maximum serait parallele
au premier. ;

Si Pon ne connaissait point la position de ce foyer,
quand bien méme on saurait que 'aire maximum dé-
crite sur le plan cherché avait une valeur donnée,
on ne pourrait pas encore distinguer ce plan d’une in-
finité d’autres perpendiculaires aux génératrices d'un
certain hyperboloide de révolution, parce que chacun
de ces plans jouirait de la méme propriété de recevoir 3
une aire égale, et maximum entre celles des plans qui
se croiseraient avec lui au méme point.

Mais si Von ajoutait que Vaire maximum dont il
Sagit était le minimum des aives maxima relativesaux

—— D s
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divers foyers de I'espace, on retrouveraitsur-le-champ
la position du plan cherché, parce qu’il jouit, non~
seulement d’une propriété exclusive par rapport &
ceux qui passeraient au méme foyev , mais encore d’une

autre propri€té exclusive par rapport a tous ceux qui
auraient la premiére commune avec lui.

(’est donc ce nouveau plan qu’il faut choisir de pré-
{érence a tous ceux de l'espace; et I'on en pourra re~
trouver la position a toutes les époques , sans connaitre
ni la grandeur de Vaire qui y est décrite, ni le point
qu’on a pris pour centre des rayons vecteurs. Mais,
pour le déterminer, il faudra toujours avoir quelque
point fixe d’ott Pon puisse partir actuellement, et con-
naitre en outre la grandeur et la direction de la résul-
tante générale qui emporte le systeme dans Pespace.

Dans le cas des aires relatives, que I’aire minimum
maximorum est la méme que I’aire maximwn autour
d'un foyer quelconque.

Lorsqu’on ne connait aucun point fixe auquel on
puisse rapporter les rayons vecteurs., et qu on partage
les mouvemens des corps eux-mémes que I'on consi-
deére, on ne peut plus observer que des aires décrites
autour de foyers mobiles dans la directiondu mouve-
ment général. Or, ces aires sont alors les mémes que
si le mouvement général était nul, ou que le centre de
gravité du systtme fiit en repos.

Onapu voir, en effet, par I'équation G*=K*+4Rp,
qu’un moment maximum G, relatif 4 une certaine ori-
oine, se compose du moment minimum maximorum
K, et du moment Rp de la résultante générale par la
distance de Vaxe central A cette origine; de méme
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Vaire maximum , par rapport a un foyer fixe, est la ré- 8
sultante de Yaire minimum mazimorum et de Vaive
qui serait décrite par le rayon vecteur de la masse ep-
titre du systéme, considérée comme réunie dans Iaxe ‘
central ; et animée, suivant cet axe, de la vitesse com-
mune. Si donc le foyer que V’on considére, au liey
d’étre fixe dans P’espace, se meut avec la vitesse com~ i
mune parallelement & T'axe central, cette partie des
aires qui sont décrites en vertu du mouvement général
disparait d’elle-méme; et les aires observées sont par-
faitement les mémes que sila résultante géneral etzup “'
nulle, ou que le centre de gravité du systéme fiit en
repos dans |’espace. '

Mais quand la résultante générale est nulle, les 8.1!’65
maxima sont égales pour tous les foyers de 1’espace 2 i
leurs plans sont tous paraliéles ; donc alors le foyer de
I'aire minimum ma.z‘zmorum , peut’ étre prls partout ou i
I’on voudra.

Application au systtme du monde.

Ainsi, dans le systeme du monde, comme onne con-
vait aucun point fixe auquel on puisse rapporter les i
différens corps célestes, et qu’on ignore d’ailleurs dans )
quel sens et avec quelle force ce systeme est entrainé
dans P’espace, on ne peut déterminer nile plan nila
valeur de Vaire minimum maximorum, et 1’on peut e
choisir simplement le plan du maximum des aires )
relativement & un point quelconque » qui se meuve en
ligne droite avec la vitesse commune du systeme. On
peut donc prendre le foyer au centre de gravité, qui
jouit de cette pmprlete dans tout le cours du mouve-
ment; et c’est ce qu’a fait Vauteur de la Mécanique
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céleste , qui, le premier , a considéré ce plan dans notre
systéme planétaire , et qui lui a donné le nom de plan
invariable.

Au reste, on peut encore prendre le foyer au centre
de I'un quelconque des corps considéré comme fixe a
chaque instant , c’est-a-dire comme actuellement privé
de sa vitesse relative : ce point , n’ayant plus alors que
la vitesse commune, sera dans le méme cas que ie
centre de gravit€ ; ainsi le plan de I'aire maximum re-
lative A ce point sera parallele au premier, et recevra
la méme aire.

Si donc, pour consxdeter également tous les corps
du systéme, on prend successivement les aires élémen-
taires décrites autour de chaque corps par tous les
autres, en multipliant ces diverses sommes par les
masses respectives des corps qui ont servi successive-
ment de foyers, on trouvera , en les ajoutant, tous les

A

produits. des masses prises deux a deux, multipliées
par les aires qu’elles tracent dans le méme temps,
V'une autour de 'autre considérée comme immobile.

Le plan dont nous avons parlé jouit donc encore de
cette propriété remarquable , que la somme des pro-
duits précédens y estun maximum , aussi bien que sur
tous ceux qui lui sont paralléles ; et U'on voit que cette
somme n’est autre chose que Vaire maximum relative
au centre de gravité, multipliée par la masse entiere
du systéme. C’est ainsi que Laplace présente encore
la théorie de ce planinvariable, en ramenant le prin—
cipe des aires a des relations entre les distances mu-
tuelles des différens corps du systeme.

Ce plan forme en quelque sorte 'immuable éguatenr
du systeme du monde. Quels que soient les change-
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mens que la suite des siécles amene entre les corps cé=
iestes, il demeurera toujours paralléle & Tui-méme :
et, puisqu’on en peut retrouver la position ‘dans ”t‘dus’
les temps ; comme on retrouve celle du centre de'gra-
Vité, en y rapportant tous les corps du systeme , on
aura: toujours le moyen de comparer’,. d'une maniere
précise, les observations de VAstrondmie faites aux
€poques les plus €loignées. : ! ‘ £l
Nous rappellerons encore ce corollaite remarquable
de la théorie précédente, que, dans un systeme de

molécules solides et fluides, animées primitivement

par des forces quelconques et soninises 4 leur action
mutuelle , $’il arrive qu’aprés un grand nombre” d’gs=
cillations, ces molécules se fixent 4 un état permanent
de rotation, autour d’un axe invariable passant par

leur commun centre de gravité (et ’on conjecture

avec assez de vraisemblance que c’est lecas des corps
celestes), alors leur équateur, oule plan perpéndicu-
laire a cet axe, seraparalléle a celui ‘qui recevait,'a
Voriginedu temps, le maximum des aires relativement
au centre de gravité. i

Mais nous n’étendrons pas plus loin ces ' derniéres
considérations , qui' ont' été assez approfondies par le
géometre que nous avons cité. Notre‘objet principal
était de fonder une nouvelle théorie des momens: et
des aires , d’étendre et de simplifier 4 la fois toute cette
partie de la Mécanique, et de faire passer ainsi dans
les €lémens les plus - beaux théorémes quon'y etit
trouvés jusqu’ici. '

Remargue nouvelle sur les aires.

Nous finirons par observer, sur la loi des aires, que
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les plans ne sont pas les seules surfaces sur lesquelles
elles se conservent sans altération pendant le mouve-
ment du systéme. La méme propriété appartient aussi
4 toute surface conique circulaire dont le sommet est
placé au foyer des rayons vecteurs ; mais il faut proje-
ter ces rayons sur le céne par des lignes paralléles a

son axe. )
Les aires décrites sur les surfaces de différens cdnes

de méme axe et de méme sommet seront réciproqae~
ment proportionnelles aux sinus des angles sous les—
quels ces cénes sont décrits; d’ott 'on voit que le cone
qui recevra l'aire la plus petite sera le céne décrit sous
Pangle droit autour de I’axe commun , c’est-a—dire le
plan perpendiculaire 4 cet axe.

Entre tous les cones semblables de méme sommet,
mais d’axes différens, il y en aura un seul sur la sur—
face duquel I’aire tracée par les rayons vectcurs sera un
maximum.

Parmi tous ceux qui donneraient de mnéme les aires
maxima relativement aux divers foyers de I’espace, il
y en aura un seul qui donnera le minimum de ces aires
maxima.

Pour les axes de ces coues remarquables, ils ne sont
autre chose que les axes des momens ou des aires qui
jouissent des propriétés analogues, et ils se détermi~
neront absolument de la méme maniére. Enfin I'on
trouvera, en considérant les aires tracées sur des cdnes
quelconques semblables , tous les théorémes que nous
avons donnés par rapport aux aires qui sont tracées sur

de simples plans.
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Sur le double mouvement de la Terre et des

corps célestes.

Pour montrer encore, par un nouvel exemple, la
simplicité et Iavantage de notre théorie des couples,
je dirai deux mots sur la maniére dont on explique
ordinairement le double mouvement de rotation et de
translation qui anime la Terre et les autres corps cé-~
lestes.

Jean Bernoulli est, je crois, le premier qui ait eu
lidée de cette explication ; mais la yoici telle qu’elle
est présentée par Laplace , dans son Ezposition du
Systéme du Monde, liv. 111, chap.v.

« Lorsqu’l:m corps , dit 'auteur, regoit une impul-
» sion suivant une direction qui ne passe point par le
» centre de gravité, les diverses parties du corps ont
» des vitesses inégales, et de cette inégalité résulte un
» mouvement de votation du corps autour de son centre
» de gravité, en meéme temps que ce centre est trans-
» porté avec la vitesse qu’il aurait prise, sila direction
» de Vimpulsion et passé par ce point. Ce cas est celui
» de la Terre et des planétes. Ainsi, pour expliquer le
» double mouvement de rotation et de translation de
» la Terre , il suffit de supposer qu’elle a regu primiti-
» vement une impulsion dont la direction a passé & une
» petite distance de son centre de gravité, distance
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» qui, dans ’hypothese de ’homogenéité de cette pla-
»néte, est 2 pen pres la cent-soixantidiue partie de
» sonrayon. Ilest infiniment peu probable que la pro-
» jection primitive des planctes, des satellites et des
» cometes a pass€ exactement par leurs centres de gra—
» Vité; tous ces corps doivent donc tourner sur eux—
» mémes. Par une raison semblable, le Soleil , qui
» tourne sur lui-méme, doit avoir regu une impulsion
» qui, n’ayant point passé par le centre de gravité | le

<

transporte dans I’espace, avec le systeme planétaire,

4 moins qu’une impulsion dans un sens contraire

n’ait anéanti ce mouvement, ce qui n’est pas vrai-
semblable. »
Mais j’observe d’abord que cette hypothése d’une

impulsion unique, imprimée & chaque planéte, est
elle-méme trop particulicre, et par conséquent trés
peu vraisemblable ; et, ce qui est plus digne de re~
marque, on peut voir qu’elle est entierement inutile
4 Pexplication du phénomeéne naturel dont il s’agit.
Et en effet, quel que soit le nombre des impulsions
différentgs qu’un corps ait pu recevoir en tant de points,
et suivant telles directions quon voudra dans J’espace,
on a démontré que ces forces sont toujours réductibles
4 une seule appliquée au centre de gravité de ce corps,
et qui en transporte également toutes les parties sui-
vant des directions paralleles, et 4 un seul couple ou
moment qui fait tourner le corps autour de ce centre
mobile. Le double mouvement quWon observe dans la
Terre et dans les corps célestes est donc un phéno-
méne naturel qui n’a besoin d’aucune explication , ni
d’aucune hypothése particuliére , puisque c’est le mou-
vement le plas général de tous les corps qui se meu-
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vent en vertu de forces ou impulsions quelconques.
Ainsi toutes les planétes doivent naturellement tour—
ner sur ellessmémes, en méme temps qu’elles sont
emportées dans U'espace : et, si elles ne tournai(.ent,
point, ce serait, au contraire, un plu?'nm‘néne tres sin-
gulier, et qui demanderait une explication toute par-
ticuliere ; car il faudrait supposer, 1°. que toutes les
unpulsions primitives se sont précisément réduites a
une seule force, et 2°. que la direction de cette force
passait par le centre de gravité de la planéte que I’on
considere. Et de méme, si la planete ne faisait que
tourner sur son axe, sans éprouver aucun déplacement
dans espace, il faudrait supposer que toutes les im-
pulsions transportées au centre de gravité s’y sont
exactement fait équilibre, et que, de toutes les forces
appliquées, il n’est ainsi résulté qu'u.n se.ul couple; o
qui pre’senterait un second cas partlculler tout ausst
invraisemblable que le précédent. Mais celui de la
nature n’a rien qui doive surprendre, puisque ce donble
mouvement des corps c€lestes est le résultat général
de forces ou impulsions primitives quelconques qui
ont pu étre imprimées a ces différens corFs. On peut
méme dire que, dans un corps libre, 'observation
d’un seul de ces deux mouvemens fournirait, au be-
soin, une preuve naturelle de lautre; et qu’ainsi la
rotation connue du Soleil indique, avec une extréme
vraisemblance, son mouvement de translation dans
I’espace ; mouvement insensible pour nous, mais peut-
étre tres rapide, et qui ne nous e’chapp(? que par
Vénorme distance ot nous sommes des €toiles, seuls
corps de I'espace auxquels nous pourrions le rapporter

comme & autant de points fixes.
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Quoi qu’il en soit, et pour revenir 4 nos principes,
Je remarquerai encore un autre défaut, dans Vexplis
cation qu’on a donnée du double mouvement de la
Terre, par I'hypothése d’une impulsion unique; car,
pour la rigueur du raisonnement, il aurait fallu ajous
ter encore une condition particuliére qu’on a omise ;
C’est que cette impulsion primitive aurait eu lieu pré-
cisément au périhélie ou & Paphélie de cette pla=
nete. Et, en effet, I'équateur étant le plan méme
du couple’ primitif imprimé a la Terre, si ce couple
provenait, comme on le suppose , d’une seule force
transportée parallelement & elle-méme au centre de
gravité , il faudrait d’abord que cette force se fiit
trouvée dans le plan de I'équateur. Mais, d’un autre
coté, cette méme force deévait étre paralléle a la tan—
gente de Porbite sur laquelle elle emportait la Terre :
donc il faudrait que Vimpulsion unique eiit été appli-
quée a la Terre, au moment ou celle—ci se trouvait a
'une ou 4 Vautre des deux extrémités du grand axe
de son orbite, ¢’est-a~dire au périhélie ou a aphélie;
car ce n’est qu’en ces deux points qu’une ligne située
dans ’équateur peut étre en méme temps paralléle-a
la tangente de P'orbite de la Terre. En tout autre lieu,
cette tangente est inclinée & I’équateur, et par consé-
quent la direction de la force est inclinée au plan du
couple : or la force et le couple, étant inclinés Pun a
Pautre, ne peuvent jamais se réduire 4 une seule force,
et par conséquent ne peuvent étre regardés comme
provenant d’une impulsion unique. D’out Von voit
que, méme pour l'exactitude de cette explication,
que notre théorie des couples rend d’ailléurs inutile,
il fallait encore supposer que la Terre a été frappée
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dans une direction perpendiculaire A la droite qui joi~
gnait a cette époque le centre de la Terre et celui
du Soleil; et il faudrait ajouter la méme condition
péur les autres planétes, ce qui augmente encore, §'il
est possible, Vextréme invraisemblance de Ihypo-
thése d’une impulsion unique, ou, ce qui est la méme
chose, de plusieurs impulsions différentes qui eussent
été exactement réductibles a une seule,



THEORIE ET DETERMINATION

DE

L’EQUATEUR DU SYSTEME SOLAIRE.

Je vais développer dans ce Mémoire les recherches
nouvelles que j’ai présentées A ’Académie le 24 mars
1828 , et qui ont pour objet I'une des questions
les plus €levées du systeme 'du monde. 11 sagit de
la détermination exacte du seul plan des aires qui
soit vraiment invariable dans notre systeme plané-
taire, et qui en forme en quelque sorte I'immuable
équateur ; car le plan que M. Laplace a nommé
invariable et déterminé comme tel dans sa Mécanique
céleste, n’est point le véritable; et nous allons voir
qu’a cet égard V'analyse de 'auteur avait besoin d’étre
rectifi¢e. Mais, auparavant, je crois devoir rappeler
les premiéres idées qui ont donné naissance 4 la théorie
des aires, afin de jeter un nouveau jour sur Porigine
et la suite naturelle de ces considérations.

‘THEORIE.
I.

On a vu que , dans le mouvement de plusieurs corps
qui réagissent d’une maniére quelconque les uns sur
les autres, mais dont le systemg est supposé parfaiie—
ment libre de toute action étrangére, si 'on projette

25
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sur un plan les aires que tracent, autour d’un poin
fixe ou fogyer, les rayons vecteurs menés de ce foyer 3
toutes les particules égales du systeme, la somme de
ces aires projetées demeure constante cest-a~dire egt
toujours la méme en temps €gal malgré les variations
qu’épreuve chacune d’elles par Vaction réciproque des
différens corps: et c’est dans cette propriété générale
du mouvement des systémes que consiste le principe {
si connu de la conservation des aires. ‘

1L

Les géometres ne se sont pas ¢levés tout d’un coup
a cette loi générale de la Dynamique. L’origine de ces --
idées remonte a Képler, qui e premier imagina de
considérer laire du secteur que déerit le rayon vec— “
teur d’une planéte dans son mouvement autour du "
soleil. Et si 'on cherche ce qui a pu lui donner cette
idée, on trouvera, ce me semble » qu’il y parvint, non
point par hasard comme on pourrait le croire d’a~

bord, mais par une certaine marche naturelle, que je

veux indiquer en passant, parce qu’elle se retrouve
dans toutes nos recherches, et qu’elle résulte, ppl#'
ainsi dire, de la nature méme de Pesprit humain.

Et en effet, nous ne connaissons en toute lumiére
qu’une seule loi: c’est celle de la constance et de I'uni-
formité. C’est A cette idée simple que nous cherchons
a réduire toutes les autres, et c’est uniquement dans
cette réduction que consiste pour nous la science.
Ainsi , quand nous étudions les ehoses qui changent
pour découvtir ce'qu’on appelle la loi de leurs varia=
tions , notre unique objet est de trouver ce qu’il peut
y avoir d'uniforme et de constant au milieu de ces
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choses qui varient. Que si, avec le temps et par un

nouvel examen, nous venons & reconnaitre que des

rapports qui nous avaient paru constans sont eux-

mémes variables, il nous faut faire un nouveau pas : mais

notremarche est toujours laméme; caralors ce n’est plus

dans ces rapports, mais dans quelque autre formé de

leur combinaison, que notre esprit va rechercher cette
loide constance quiavait, pour ainsi dire, échappé a ses

premieres conclusions. Tel est, je crois, le mouvement
naturel de Vesprithumain, mouvement qu’on pourrait
méme remarquer dans la Géométrie et dans I'Analyse,

mais dont ’Astronomie nous offre icil’image la plus
sensible.

Ainsi les anciens astronomes , d’aprés les premiéres
apparences des mouvemens célestes , avaient cru natu—
rellement que les planttes décrivaient dans leur cours
des cercles parfaits, et qu'elles les déerivaient d’un
wmouvement uniforme: de sorte que le rayon menédu
centre 4 la planéte et sa vitesse angulaire étaientregar-
dés comme constantes. Malgré quelques inégalités que
Vobservation avait rendues sensibles, cette premiere loi
du mouvement des planétes subsista trés long-temps ,
parce qu’on faisait disparaitre & trés peu prés ces inéga-
lités en essayant de mieux placer le centre de ce cercle
parfait qu'on avait imaginé. Mais Képler ayant re-
connu, par la comparaison attentive de nombreuses
observations, que le mouvement d’une planéte se fait .
non dans un cercle, mais dans une ellipse dontle soleil
occupe un des foyers, de sorte que le rayon vecteur
et angle qu’il décrit étaient tous deux variables : ot
ne trouvant plus ainsi, ni dans ce rayon ni dans cet
angle, cette constance qu’on y avait d’abord supposée,

25..
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imagina de la retrouver dans une quantité nouvelle
composée de ces deux-la: et considérant dans cette
vue la plus simple qu’on en puisse former , savoir ;
Vaire du secteur elliptique que trace le rayon vec-
teur de la planéte autour du soleil , il trouva enfin que
cette aire €tait constante, cest-a-dire toujours la
méme en temps €gal, ou, en d’autres termes encore,
que Vaire décrite était proportionnelle au temps écoulé,

Cette loi de Kepler, qui n’était prouvée que par
V’observation, Newton la démontra ensuite comme un
théoreme mathématique qui doit avoir lieu dansle
mouvement de tout corps attiré par une force quel-
conque vers un centre fixe: et réciproquement, il fit
voir que si cette description uniforme des aires est ob~
servée dans le mouvement d’un corps, elle est une
preuve de Vattraction ou de la tendance de ce corpsau
centre des rayons vecteurs; ce qui conduit naturelle-
ment au principe de la pesanteur universelle.

Enfin, vers le milieu du siécle dernier, le cheva-
lier d’Arcy, Daniel Bernouilli et Euler découvrirent
presque en méme temps, mais sous des formes dif-
férentes, un théoréme plus général, et qui n'est en
quelque sorte que celui de Newton étendu a plusicurs
corps qui seraient soumis a la fois a leurs actions réci-
proques, ct a des forces quelconques dirigées vers un
méme point fixe. Dans le mouvement du systéme au-
tour de ce point comme foyer, Paire que décrit chaque
corps en particulier n’est plus constante ; elle varie a
chaque instant de grandeur et de position par I’action
perturbatrice des autres corps. Mais en projetant toutes
ces aires variables sur un méme plan fixe, et les multi-
pliant par les masses respectives des corps, on trouve
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que la somme de ces projections est constante, et se
conserve sans altération, comme dans le cas d’un seul
mobile.

On voit comment les géometres qui démontrent et
qui généralisent, ont su s’élever rapidement au prin-
cipe général des aires dans un systéme quelconque, et
par conséquent dans le systtme du monde; mais
observez en passant que si ce principe n’elit pas €té
ainsi démontré et découvert a I'avance, le temps seul,
et par cette méme marche de Pesprit que j’ai indi-
quée plus haut, aurait encore pu nous y conduire.
Car, 4 la longue, et par des observations plus précises,
on aurait reconnu que laire décrite par chaque planéte
n’est pas rigoureusement uniforme: et considérant
alors les diftérentes aires relatives aux différentes pla-
nétes, pour en faire, ce qui était naturel, la combi-
naison la plus simple, comme celle de la somme de
leurs projections sur un seul et méme plan, on aurait
retrouvé dans I’ensemble de ces aires cette constance
rigoureuse qui n’était plus dans chacune d’elles.

1.

Quoi qu’il en soit, le principe a lieu, comme on V’a
dit, dans le mouvement d’un systtme de corps qui
réagissent d’une maniére quelconque les uns sur les
autres ; mais, pour la rigueur du théoréeme, il faut
Vénoncer comme je I’ai fait au commencement , c’est-
a-dire en considérant, non pas le produit de chaque
masse par laire que décrit le rayon vecteur mené au
centre de ce corps, mais la somme des aires décrites pax
les rayons menés a toutes les particules égales du sys—

teme ; ce quidonne la vraie quantité, qui estrigoureus
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sement constante dans tout le cours du mouvement,
Si les corps ne sont point attirés vers un point ex-

térieur, et n eprouvent que leur action ou attraction

mutuelle, le foyer des rayons vecteurs peut étre pris

partout ou I'on voudra dans Pespace. Si , comme dans

le systtme du monde, on fait abstraction du mouve=

ment général qui emporte le systéme , pour ne consi-

dérer que les mouvemens relatifs des corps, on doit

placer naturellement e foyer dans leur commun’centre
de gravité, parce que ce point déterminé est en repos,

et comme fixe , dans Pespace relatif ou s’exécutent les
mouvemens cbservés des différens corps.

by

Maintenant, si ’on considere les divers plans de
projection qu’on pourrait mener par le méme foyer,
(

et sur lesquels la somme des aires projetées aurait en
général des valeurs différentes, il est aisé de voir que,
parmi ces plans, il y en a une mﬁmte ou cette somine
est nulle; que tous ces plans de projection nulle se

coupent suivantune seule et méme droite déterminée;

que tousles plans possibles qui passent par cette droite
Jouissent de la méme propriété, ct sont les seuls qui
en jouissent. Le plan perpendiculaire i cette droite
est donc un plan distingué de tous les plans de I'espace
par cette propriété, que la somme des aires se trouve
nulle sur tous les plans qui lui sont perpendiculaires.
Quant aux plans qui lui sont également inclinés, la
somme des aires y a une méme valeur, et cette valeur
est proportionnelle au cosinus de Vinclinaison ; d’olt
il résulte que, sur le plan unique et distinct dont il
s’agit, cette somme est la plus grande possible, oun
ce qu'on appelle un maximum. Or, c’est ce plan du
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mazximum des aires que M. Laplace a nommé le plan
invariable.

V.

La considération de ce plan remarquable s’était
déja présentée aux géométres dans la recherche analy-
tique du mouvement de quelques systemes: et elle
avait méme été employée dans le probléme de la ro-
tation d’un corps solide qui tourne librement autour
de son centre de gravité. En cherchant a simplifier le
calcul , on était arrivé naturellement a ce plan de pro-
jection, comme a l'un des trois plans coordonnés
quon devait choisir de préférence, afin de rendre
nulle la somme des aires sur les deux autres, et de
faire ainsi disparaitre deux intégrales ou constantes ar-
bitraires, Or, il faut faire ici une remarque essentielle :
Cest que ce seul cas particulier de la détermination du
plan invariable dans le mouvement d’un corps ou sys-
temesolide, en contient au fond toute la théorie; car,
comme Vexpression des aires décrites par les différens
points d’un systéme ne dépend ni de la liaison ni de
Pattraction mutuelle de ces points, il est évident que
le méme calcul, ou la méme transformation de coor-
données , qui détermine ce plan dans un systéme de
points invariablement liés entre eux, le donne égale-
ment dans un systeme de points liés entre eux d’une
maniére quelconque. Ainsi I’on voit que la théorie du
plan invariable se trouvait connue, parce que cette
théorie étant indépendante de la nature du systeme,
un seul exemple qu’on en donne suffit ponr la démon-
trer tout enti¢re. Mais on doit dire que M. Laplace
cst le premier qui ait considéré et déterminé ce plan
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dans notre systeme planétaire, et qui lui ait donne.
un nom, /i

VI.

Ce grand géometre a donc cherché la position que
ce plan devait avoir, par rapport a Pécliptique, an
commencement de Pannée 1950, et méme celle qu’i’h’
aura en 1950 , d’aprés les variations calculées quau-
ront subies & cette époque les excentricités, les inclie
naisons et les nceuds des différentes orbites des corps
célestes. Et, par les formules qu’il a données a ce
sujet, ou larégle qu’il énonce au chapitre IT dulivre IV
de son Eaxposition du Systeme du Monde, il a trouveé
que l'inclinaison du plan alécliptique était de 1°, 768é ,
au commencement de 1750; et la longitude de son
neud ascendant, de 1 14°,3979 : valeurs qu’il trouve
devoir étre A trés pen pres les mémes en 1950, la lon-
gitude du neeud ayant seule varié de 45”. Clest ce
qu’on peut voir dans le chapitre XVII du livre VI d
la Mécanique céleste. e

o

Mais, ayant eu Poccasion d’examiner cette analyse,
j’ai remarqué qu’elle ne pouvait étre exacte que dans.
Phypothese o les planétes seraient regardées comme
autant de points massifs, dont chacun serait chargé
de la masse entitre de la planéte et de ses satellites; et
qu’ainsi, pour déterminer le plan invariable du mazi—
mum des aires, M. Laplace n’avait considéré que les
aires dues aux seuls mouvemens de révolution des
planétes antour du soleil.

VII.

Qr, en appliquant nos principes a cette détermina-
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tion, j’ai reconnu que la position du plan invariable
dans le systéme du monde ne dépendait pas seule-
ment des aires que décrivent les planétes en vertu de
leurs révolutions autour du soleil, mais qu’elle dépen-
dait encore d’autres aires, auxquelles on n’avait point
songé , savoir , de celles qui sont dues aux révolutions
particulieres des satellites autour de leurs planetes
principales, et de celles qui naissent de la rotation de
ces planétes et du soleil lui-méme sur leurs propres
axes. Il résulte en effet, de notre théorie des couples,
que le plan dont il s’agit n’cst au fond que celui de
Paire qui proviendrait de la combinaison de toutes
ces aires simultanées, si on les composait entre elles a
la maniére des simples forces appliquées sur un point ;
que le plan de cette aire résultante est le seul dont on
puisse affirmer qu’il demeure immobile dans le ciel,
ou quil reste toujours parallele a lui-méme, quels
que soient les changemens que la suite des siecles
puisse amener dans les mouvemens, dans la figure et
la position mutuelle des différens corps célestes. Que si
U'on ne composait entre elles qu’une partie de ces aires
simultanées , on ne pourrait plus dire que l'aire par—
tielle qui en résulte est invariable de grandeur et de
position dans V’espace: d’ou il faut conclure que le
plan invariable déterminé par M. Laplace peut chan-
ger, et qu’ainsi il n’est pas propre a faire reconnaitre,
dans la suite des temps, les changemens réels qui peu-
vent survenir dans la position des orbes et des équa~
teurs planétaires.

VIII.

Pour remplir ce grand objet , et donner/aux astro-
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nomes faturs le moyen de comparer avec précision
les observations séparées par de longs intervalles de
temps, il faut donc recourir & ce nouveau plan que je
propose, et qui forme en quelque sorte immuable
€quateur du systtme du monde. Or voici, d’aprés no-
tre théorie des couples, Vexpression la plus simple de
la régle qui le détermine.
« Considérez d’abord , pour chacun des corps céles-
» tes, l'aire résultante de celles que décrivent toutes
» ses particules autour de son propre centre de gravité,
» aire qui tombe sur le plan de I'équateur du corps,
» et quia pour mesure le produit de son moment
» d’inertie par sa vitesse angulaire de rotation; et
» regardez maintenant les centres de ces corps comme
» autant de points ou leurs masses respectives seraient
» concentrées.
» Considérez ensuite, pour chaque groupe formé
» d’une planéte et de ses satellites, laire que chacun
» des corps y décrit dans son orbite autour du centre
» de gravité de ce groupe, laquelle se trouvera en
» multipliant la masse du corps par le carré du rayon
» vecteur et la vitesse angulaire de révolution; et ré-
» duisez maintenant ce groupe & son centre de gra-
» Vité comme & un seul point ot toute la masse serait
» concentrée.
» Considérez enfin les aires que les centres de ees
» groupes et ceux des corps qui n’ont point de satelli-
» tes, décrivent dans leurs orbites autour du commun
» centre de gravité de tout le systéme , et dont chacune
» s¢ mesurera de méme en multipliant la masse par
» le carré du rayon vecteur et la vitesse angulaire de

» révolution.
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» Si, par ce méme centre de tout le systéme, vous
» menez des lignes perpendiculaires aux plans respectifs
» de toutes les aires que je viens de considérer, et pro-
» portionnelles a leurs grandeurs , et que vous compo-
» siez entre elles toutes ces lignes a la maniére des
» forces, la ligne résultante sera perpendiculaire au
» plan de ’équateur cherché, et sa longueur représen-
» terala quantité de aire totale quis’y décrit.
» Sur quoi il faut observer queles lignes composantes
» dont il s’agit doivent étre tirées d’un méme edté de
» écliptique , parce que, dans notre systéme, les dif-
» férentes aires que ces lignes représentent, étant vues
» de ce méme c6té, se décrivent toutes dans le méme
» sens. Ainsi en supposant toutes ces lignes menées
» du coté boréal de Vécliptique, la ligne résultante
» prolongée de ce cdté ira marquer dans le ciel le
» pole boréal de ’équateur du systéme du monde. »
Par cette régle générale (ou les formules qu’on en
peut facilement déduire), si 'on suppose connus les
masses et les momens d’inertic des corps célestes], il
est évident qu’d une époque quelconque, et par les
distances et les mouvemens mémes des corps célestes,
observés a cette épdque, on pourra déterminer la posi-
tion de cet équateur par rapport au plan mobile de
quelque orbite planétaire, tel, par exemple, quele plan
de notre écliptique. Si donc on imagine que la recher~
che en soit faite a des époques différentes, et qu’on le
trouve situé dans des positions différentes , comme on
est siir que ce plan n’aura pas changé, on conclura le
changement réel survenu dans la position de Véclip-
tique et des différentes orbites qu’on y aurait rappor-
tées. Cest ainsi que les observations des mouvemens
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célestes peuvent étre ramences 4 des termes fixes, et
dégagées de l'incertitude et de I'erreur que les varia-
tions de I'écliptique et le mouvement propre des étoiles
auraient pu a la longue y introduire.

1X.

Quant & ces aires nouvelles qui doivent entrer dans
la détermination de notre plan invariable, on pourrait
dire que celles qui viennent des mouvemens particuliers
des satellites , et méme de la rotation de quelques pla-
nétes, sont des quantités assez petites, et que le plan
invariable déterminé, en ne négligeant que ces petites
quantités, différerait peu du véritable. Mais il faut re-
marquer que 'aire due a la rotation du soleil est une
quantité considérable, et qui ne peut étre omise dans
aucun cas; car, en supposant d’abord le soleil homogene,
Je trouve que cette aire vaut plus de 50 fois celle que la
terre décriten vertu de sorn mouvement dans son orbite
annuelle. Si, comme il est vraisemblable, la densité
du soleil n’est pas uniforme, mais qu’elle angmente
de la surface au centre en raison de la profondeur, ou
bien encore suivant cette loi de densité que M. Laplace
emploie pour la figure de la terre, dans le tome V de
sa Mécanique céleste, et qui fait la densité propor-
tionnelle 4 la racine carrée de la pression, je trouve
que Daire décrite a encore les deux tiers de la valeur
précédente. Et dans ’hypothése méme ou la densité
irait en croissant, depuis la surface, ot elle serait nulle,
jusqu'aucentre, otelle deviendraitinfinie, commeferait
Pordonnée d’une hyperbole équilatére qui savancerait
parallelement & elle-méme pour se confondre avee 1’a-
symptote je trouve que l'aire dont il s’agit vaudrait
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~encore la moiti€ de celle quia lieu dans le cas de I’ko-

mogénéité. De sorte que, dans cette hypothése qui pa-
rait extréme, le plan invariable de M. Laplace, déter
miné saus tenir compte de cette quantité, differe autant
du véritable, que si 'en edt oublié dans le calcul au
moins 25 globes tels que le ndtre,, qui auraient circulé
comme lui, a la méme distance du soleil, et dans un
plan incliné d’environ 7° au plan de notre écliptique.
Cette omission altére donc d’une maniere trés sensible
la position du plan invariable : car il est aisé de voir
qu’elle change de plusieurs minutes son inclinaison a
I’écliptique, et de plusieurs degrés, la longitude de son
nceud ascendant. Ainsi il parait aussi nécessaire pour
Papplication que pour la théorie, d’avoir au moins
égard, dans le systteme du monde, a cette partie des
aires qui vient de la rotation connue du soleil.

X.

11 peut paraitre surprenant que M. Laplace, qui le
premier a eu lidée de chercher, dans le systtme du
monde, la position d’un plan invariable déterminé
par la condition que la somme des aires projetées y
soit un maximum, n'ait considéré dans son analyse
qque les aires décrites par les planétes en vertu de leurs
mouvemens de révolution autour du soleil, et qu’il
ait oubli€é, non-seulement les aires dues aux révolu-
tions particulieres des satellites , mais encore celles qui
naissent de la rotation de ces planétes et du soleil
lui-méme sur leurs propres axes. Et, si I'on est sur-
pris que cette omission singuli¢re ait pu avoir lieu,
on ne Vest pas moins qu’elle ait échappé jusqu’ici a
ceux qui ont pu étudier ce point important de la Mé-
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canique céleste. Par l& peu qu'on a dit, on voit bien
ce qui doit manquer aux formules de M. Laplace ; le
défaut est sensible ; mais ce qu'on cherche ici est la
cause naturelle qui y a fait tomber.

Or, avec un peu de réflexion, il n’est pas difficile de
remonter A la source de cette erveur, et de la trouver
dans cette théorie méme qu’on avait autrefois des airves
ou des momens : théorie imparfaite oit Von ne savait
pas d’une maniére précise ce que ces quantités repré=
sentent, je ne dis pas dans le calcul, mais dans Ja
science des forces considérée en elle-méme. Et en effet,
pour M. Laplace , comme pour les anciens auteurs, les
momens ou les aires ne sont que de simples quantités
numériques on géométrigues , de pures. expressions
d’analyse, qui se présentent dans les équations de
I’équilibre ou du mouvement des systemes, et aux=
quelles on aurait simplement doané un nom pour abré-
ger le discours. Sous ce point de vue géométrique, le
plan invariable que P’auteur considére n’est donc qu’un
certain plan choisi entre les autres par la condition que
la projection des airesy soit la plus grande ; ou plutét,
Cest V'un des trois plans coordonnés , choisi de maniére
que la projection des aires soit nulle sur les deux au-
tres; ce qui est une pure transformation de eoor=
données, qui parait propre & simplifier le calcul, en
faisant disparaitre, comme on I’a dit, deux constantes
arbitraires. Or, on ne voit la que des quantités abs-
traites, de simples formules d’analyse, sans aucune
idée de la nature propre des grandeurs dont il sagit
dans la science de Yéquilibre ou du mouvement des
systemes. Et, comme I'idée de considérer les aires dans
Je systtme du monde vient de cette fameuse loi de
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Képler, qui n’est relative qu’aux secteurs décrits par
les rayons vecteurs des planétes dans leur mouvement
elliptique autour du soleil, il est assez naturel que
M. Laplace ne songe qu’a ces mémes aires dues aux
révolutions des planétes, et que, dans la théorie de
son plan invariable, il oublie toutes les autres. 11
semble d’ailleurs que ces autres aires, produites par
les mouvemens particuliers des satellites, et par la ro-
tation des planétes sur elles-mémes, n’étant point tra-
cées, comme les premiéres, autour d’un méme centre,
mais se décrivant & part autour de divers centres
particuliers, elles sont en quelque sorte des aires in—
dépendantes, et qu’elles ne doivent peint entrer dans
la combinaison dont il sagit. Ainsi, en supposant
méme que la considération de ces quantités se fit pré-
sentée un moment a Desprit , on voit qu’elle aurait pu
étre aussitdt écartée comme une idée étrangére, et
sans qu’on en fit aucune mention. C’est ce qui explique
naturellement ’omission oa Perreur dont je parle et
qui a pusi facilement échapper dans 'ancienne théorie.
Mais dans nos principes , celte omission estimpossible;
car, pour nous, les aires ne sont point des surfaces
qu'on projette sur tel ou tel plan, mais de véritables
forces de rotation ou des couples qui s’exercent dans
le systéme : et il ne s’agit pas ici de simplifier un calcul
ou de chercher un plan sur lequel la projection des
aires soit un maximum , mais bien de composer entre
eux ces couples qui agissent, et de déterminer la gran-
deur et la position du couple unique qui en résulte;

couple remarquable, dont on démontre que le plan et
la grandeur se conservent les mémes dans tout le cours

du mouvement, malgré les changemens qui arrivent
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aux grandeurs et aux inclinaisons mutuelles 'des diffé.
vens couples qui le composent. Par cette notion dyna=
mique des aires, il suffit donf: de Jet.er les el suf lg
systéme du monde pour voir que l'aire ma.?czrfzum, ou
pour mieux dire, que Vaire résullant.e, doit étre com-
posée , non-seulement de celles qui v.lennent (.111 mou=
vement des planétes dans leurs orbites, n.aals_ encorle
de celles qui paissent des mouvemens particaliers de‘s
satellites et de Ja rotation de tous ces corps fur leurs
propres axes: car bien que ces aires soient decrltes,au-
tour de différens centres, comme elles ne sont q}x une
expression géométrique des couples qui les produls?nt,
il est évident qu’elles doivent étre toutes rapportees a
un seul et méme foyer , et se composer ensemble‘ comme
si leurs plans y étaient tous transportés parallelement

A eux—memes.
Ainsila composition des couples, quia étendu et
simplifié toute la doctrine des aires, aurt.a. eucox:e
servi A nous faire découvrir une erreur qui [?ouvalt
rester long-temps cachée’ dans une ap[.)lica.tlon de
la Mécanique ‘4 I'un des plus ‘grands ?bJets fiu Sys=
teme du monde. Cet exemple nous fait sentir tﬁu'te
Pimportance quon doit attacher aux notions primi-
tives et aux vrais principes des choses ; o le calc?l
n’est qu’un instrument, qui ne produit rien pal.';l‘u-
meéme, et qui ne rend en que‘lque sorte que'les 1'ees
qu’on lui confie. Si nous n’avons que des non.ons im-
parfaites, ou si Vesprit ne regarde la fluesuon que
d’un point de vue borné, ni Ianalyse ni le calf:ul n:
lui apporteront plus de lumiere, et ne ,(l’onne}ont
nos résultats plus de justesse ou plus d fetem‘iue T au
contraire , on peut dire que cet art de réaliser en quel-

-
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que sorte par le calcul de fausses ou de vagues concep-

tions , n’est propre qu’a rendre erreur plus durable
en lui donnant, pour ainsi dire, une sorte de consis—
tance.

XI.

Aureste , si on veut voir, par le calcul méme, le
défaut des formules de M. Laplace, iln’y a qu’a consi-
dérer les trois équations qu’il emploie , et d’ou il part,
comme d’une expression exacte de la conservation des
aires sur les trois plans rectangles des axes coordonnés.

En plagant Porigine oule foyer des rayons vecteurs
au commun centre de gravité de tous les corpsm , m’,
m',etc., qui composent le systtme proposé, et nommant
z, y, 2, les trois coordonnées du centre du corps m ;
z', gy, 7, celles du centre de m’; etc., et employant,
pour abréger, le signe = pour indiquer la somme de
tous les termes semblables 4 celui qu’on écrit 4 la snite
de ce signe, les trois équations dont il s’agit sont
représentées simplement par

- dy dz\ ;
m(x T 814 5 —=c==conslante ,

“m(z dr —-— ey ¢’ = constante

- di ) T v
3 dz dy’ e

2 —_——z = )=Cc = .
,‘m( Y7 2= ¢" =constante

Or, je dis que ces formules ne sont vraies qu'autant
que les corps du systéme y sont réellement des points
dont les masses respectives seraient m ,'m’, m", etc.

Que si m, par exemple, est un corps de dimension

finie, le terme m( i ‘—{'—7 — éf) ui s’y rapporte
> dt .7 dt 4 q Y PP
26
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dans la premiére €équation, n’exprime pas la projec= ;

tion, sur le plan des zy , de 'aire décrite autour de
Vorigine par le mouvement de ce corps m. Et en effet,
il est évident que cette aire est la somme de toutes
celles quisont dues au mouvement de toutes les parti-

cules du méme corps. Or, en nommant X et Y les ‘_5
coordonnées de la particule dm par rapport aux mémes
axes, il est clair que la somme dont il s’agit est U'inté~

grale f X T Y_dt—> dm étendue 4 la masse entiére

du corps m; et Von va voir que cette intégrale n’est '
pas exprimée, comme on le suppose, par le terme

dy dz
m( dt Jdt)

Soient eneffet, £ et = les deux coordonnées de la

particule dm, paralléles aux x et y, mais rapportées

au centre de gravité du corps m, de sorte que 'on ait

X==zx+%, Y=y+~,
dX _dx | di dY _dy  dr

L dr T + dt’ dr T dt FTRRPT dt’

Si ’on substitue ces valeurs dans Vintégrale précédente

o dY dX T ‘
f(XE—YTiz)dm, et si 'on observe que, lori |

gine des £ et = étant au centre de gravité de m, on a

d d
f£dm=o,ﬁrdm=o,f¢—i;dm=o,f-£ dm = o0;

dX

o dy
on trouvera (ue lintégrale f (XE f = dm a

pour valeur la somme des deux termes
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dj dx : dz dg
L (-"Tﬁ".?’:ﬂ) +f<£d—t-—7r32) dm;
de sorte que la vraie valeur de laire décrite differe pré-
cisément de la valeur qu'on emploie, de I’ intégrale

f(g;{_:_r——wzt—) dm , qui exprime laire due a la ro-

tation de m sur son propre centre; ‘quantité qui doit

étre ajoutée a I'aire m(a: =y ‘ff), si la rotation
[

du corps a lieu dans le méme sens que son mouve-
ment de révolution, et qui doit en é&tre retranchée
dans le cas contraire.

Les véritables équations qui expriment la conserva-~
tion des aires dans le systéme sont donc, en nommant ¢
la troisitme coordonnée de dm relative au centre de m,

d cl
{m (1__ P +/1(§ % E dm }:a:con:tanlc,
d d
b { d: ) f(( f dm }=b= constante,
3 {m<7:{7_’- e +f(7r3-t-— Zl’—z)dm }:c:constanle.

D’ot Von voit que dans cette théorie des aires, ap—
pliquée au systeme du monde , lorsqu’on réduisait les
planétes et le soleil lui-méme a des points massifs
placés dans leurs centres de gravité, on supprimait
sans s’en apercevoir toute cette partie des aires qui
naissent de leurs mouvemens de rotation sur eux—
mémes. L’erreur est toute semblable 4 celle qui nous
ferait prendre, pour le moment d’inertie d’un corps
relatif & un certain axe extérieur, le produit de la
masse de ce corps par le quarré de la distance de son

26..
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centre de gravité a I'axe que Von considére; tandis
que la vraie valeur de ce moment d’inertie est égale
au produit précédent augmenté du moment d’inertie
du corps par rapport a 'axe paralléle qui passc en son
centre de gravité. :

Mais, indépendamment de ces aires dues aux rota~
tions du soleil et des planétes, on avait encore oublig
celles qui naissent des mouvemens particuliers des
satellites : car, pour en tenir compte, il ne suflit pas\‘
comme on peut le croire, de prendre pour la valew
de m la masse de la planéte réunie a celle de ses satel
lites ; il faut encore ajouter les termes qui expriment
les aires dues aux révolutions particulieres de cettq,
planéte et de ses satellites autour de leur commun
centre de gravité., Et il faudrait méme ajouter le
petites aires qui sont dues aux rotations des satellite
sur eux-mémes, si ’on voulait étre dans toute la ri=
gueur des choses.

XII.

Les formules employées par M. Laplace ne peuven
donc (méme en faisant abstraction des satellites) ex
primer exactement les aires décrites que dansle cas o
les corps m, m’, m", etc. , seraient dépourvus de toute ;
rotation sur eux-mémes, ou bien encore seraient del‘ A
points massifs (et dont il faudrait méme supposer que
la rotation n’est pas infinie); car il n’y a que I'une ou
'autre de ces hypotheéses qui puisse faire disparaitre
les termes qu'il a oubliés dans son analyse. Ces for=
mules ne donnent donc point, et ne donneront jam:
les valeurs des aires décrites dans le systéme des corps
célestes ; car tous ces corps sont de dimension ﬁni&;ﬂ'
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ct ils tournent actuellement sur leurs axes : et quand
bien méme il arriverait, par quelque cause que ce
fit, que chacun d’eux se condensit, et se réduisit en
quelque sorte & son centre de gravité, les aires ac-
tuelles dues 4 leurs mouvemens de rotation ne s’éva-
nouiraient point. Par le principe méme des aires, a
mesure que chaque corps se condenserait, il serait,
pour ainsi dire, forcé de tourner plus vite, et de ma-
niére que l'aire due a sa rotation fit toujours con-
servée : d’ou 'on voit que les expressions qui forment
les premiers membres des équations de M. Laplace
n’en seraient pas moins incomplétes qu’auparavant , et
quainsi ces €équations ne peuvent jamais donner le
plan du mazimum des aires, le seul qui soit rigou-
reusement invariable.

XL

A la vérité, si chaque corps était infiniment petit,
et que par conséquent les distances de ses différentes
molécules & un centre extérieur d’attraction pussent
ctre regardées comme égales entre elles, on pourrait
dire que la rotation de ce corps sur lui-méme ne serait
point altérée par Pattraction des autres. Et il en serait
de méme, si chaque corps, au lieu d’étre un point
massif, était un globe parfait de dimension finie,
formé de couches concentriques dont chacune serait
d’une densité uniforme dans toute son étendue; car,
pour chacun de ces globes, les attractions des autres se
réduisant toujours & une force simple qui passerait par
le centre de ce globe, il est évident que son mouve-
ment de rotation n’en serait pas plus troublé que dans
le cas précédent. Dans I'une ou Vautre de ces deux
suppositions, or pourrait donc dire que la projection
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des aires dues aux rotations des corps serait & part une 3
quantité constante sur chacun des plans coordonnés;
que par conséquent les projections des aires dues aux
seuls mouvemens de révolution seraient aussi & p’zirt{ :

T

des quantités constantes sur les mémes plans, et \

qu’ainsi le plan déterminé par les équations de M. La-

du mazximum des aires, est du moins un certaﬁ@
plan qui demeure invariable de position, malgré Ia
tion mutuelle des différens corps du systéme.

XIV. "
Quoique les deux hypothéses précédentes n’aient X
point lieu dans la nature , et qu’on puisse se dispenser
de les examiner , il n’est peut-étre pas inutile de mon-
trer ici tout ce gu’elles ont de faux en elles-mémes e ‘
de contraire 4 la question de philosophie naturelle
dont il s’agit. i

Et d’abord on pourrait remarquer que si chacun des.
«corps célestes €tait un globe parfait, tel que je viens
de le dire, il serait fort inutile de faire un long caleul
(et dépendant méme de données assez mal connues),
pour trouver un plan qui fiit invariable dans le systeme
du monde : car il suffirait de prendre comme tel le
plan de Iéquateur de I'un de ces globes , et, par exem=
ple, celui du soleil, ou, ce qui serait encore plus
simple et plus facile, celui de la terre que nous habi=
tons. 11 est clair que cet équateur resterait toujours
paralléle & lui-méme dans P'espace, et qu’on y pour—
rait rapporter avec précision les plans des différentes
orbites des corps célestes. Cette supposition, comme:
on voit, ne convient guére i notre systéme, puisque:
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le seul aplatissement trés petit de notre globe vers
ses deux poles suffit déja pour déranger & chaque ins-
tant notre équateur , comme on le reconnait dans le
ciel par le phénoméne sensible de la précession des
équinoxes, '

Mais, pour en venir i cette hypothése imagi~
naire ot les planétes seraient des globes parfaits , je
dis que, méme dans ce cas, il ne serait pas permis de
proposer, comme un plan qui doit rester invariable
dans toute la suite des siecles, ni 'un des équateurs
de ces globes, ni le plan déterminé par les formules de
M. Laplace , ot Pon ne tient pas compte des aires dues
aux rotations des corps du systeme. Et en effet, pour
affirmer qu’un tel plan demeurera invariable, il fau-
drait étre assuré que la figure des corps ne sera point
changée, soit par quelque rencontre ou choc mutuel
qui pourrait survenir entre eux, soit par quelque force
intérieure qui viendrait i s’y développer, ou méme
par quelque explosion subite qui ferait éclater le corps
en plusieurs fragmens, comme M. Olbers, et aprés lui
quelques géometres , conjecturent que cela est déja ar-
rivé 4 Pune des anciennes planétes de notre systeme,
laquelle, en se brisant, aurait produit les quatre pla-
nétes nouvelles gu'on a nommeées Pallas, Céres, Ju-
non et Pesta. Or la figure du corps étant ainsi changee,
soit par une de ces causes, soit par toute autre qui
nous est inconnue, Vaire due a la rotation de ce corps
sur lui-méme commencerait d’étre altérée par Vaction
des autres , et cesserait d’étre & part une quantité cons—
tante. Les aires dues aux mouvemens de révolution
cesseraient donc aussi d’étre constantes, et ni équa~
teur du corps ni le plan dont j'ai parlé ne seraient plus
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invariables de position dans V’espace. Ainsi Yon voig
que Atous ces plans viendraient a changer, tandis qué-
l:e 'notre .resterait le méme, et que la grandeur de
aire qui y tombe n’aurait pu éprouver la moindre
altération , par aucune de ces causes qui auraient troﬁ-
blé€ toutes les aires individuelles qui la composent. l

XV.

’ Tel est donc, pour un systéme libre de toute action
(ftrangére, le plan unique dont Vinvariabilité puissé
e:tre assurée dans toute la suite des siccles. Ce grand ;
équateur seul, etl’aire qui s’y projette, ne dépendent‘:
ui de la liaison mutuelle des corps ni de la loi de leur ‘,
attraction, qui pourraient méme changer arbitraire- |
ment, soit par degrés insensibles, soit d’une maniére
e et Y
S : » On pourrait imaginer que la
raction devint tout autre; ou que la gravité

A A A
meme vint a cesser; ou que la figure des corps fiit al~

térée par des forces quelconques, ou méme par les
mouvemens volontaires des étres animés qui les habi~

tent; i & i auil
t; on pourrait supposer que les planétes, qui au-

jourd’hui nagent librement dans Pespace, vinssent
tout a coup & se lier ensemble d’une maniére quel-
conque, ct, par exemple, de maniérea former un
systéme entierement solide, ete. : et malgré tous ces
ch'angemens, le plan invariable des aires se retrouve-
rzu.t exactement dans la méme position qu’il occupe
;uj(')lfrd’hui, et quil a toujours occupée depuis
?l“lgme des choses. Propriété remarquable qui carac-
tenise ce plan, et qui n’appartient a nul autre déter~

v
'y
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miné sans tenir compte de toutes les aires actuellement
décrites dans le systeme.

- XVIL

On trouvera peut-étre que j'insiste sur des verités

claires; mais la question mérite d’étre développée : et
d’ailleurs , par quelques difficultés qui ont été faites
a ce sujet, j’ai pu croire que notre théorie n’avait pas
été bien comprise. J'ai donc voulu montrer avec €vi-
dence que, dans notre systeme, il v’y a quiun seul
plan invariable, comme il n’y a qu'un seul point qui
soit le centre de gravité, et une seule droite qui en
marquela route dans Iespace : quelaformedes mobiles,
la loi particulitre de attraction réciproque au carré
desdistances, n’entrent absolument pour rien dans cette
théorie, et que, par conséquent, elle ne peut étre mo-
difiée par aucune raison qu'on voudrait tirer de ces
circonstances étrangéres: que d’ailleurs ce plan inva-
riable ne saurait étre déterminé avec trop de précision,
et quil doit I’étre, autant que possible , indépen-
damment de toute autre théorie, puisque, par hy-
pothése méme, il est destiné a faire reconnaitre les
plus petits changemens qui peuvent survenir dans le
systeme, et & rectifier ou confirmer nos autres calculs
sur les variations des mouvemens célestes.

XVII.
DeterminaTion de I'équateur dont il s’agi.

Quant 4 la détermination effective de ce plan, elle
suppose a la vérité que Uon connaisse, outre la pro-
portion des masses des différens corps célestes . les va-
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leurs de leurs momens d’inertie par rapport a leurs

axes de rotation. Les masses nous sont déja a peu pres
connues; mais les momens d’inertie ne le sont point,
parce qu’ils dépendent de la loi de densite de ces corps,
cest-a-dire de la loi suivant laquelle la maticre , de
la surface au centre, est répandue dans chacun d’eux,
Or, c’est ce que nous ignorons entiérement , et c’est ce
que le temps seul peut nous apprendre , comme je le
montrerai tout & Pheure , par la comparaison méme
que I'on pourra faire dela théorieavec les observations.
Mais quand bien méme on n’aurait pu s'élever jamais
ala connaissance précise de ces €lémens nécessairves du
calcul, j’observe qu’il n’en convenait pas moins aux
géométres de présenter d’abord une theéorie exacte,
et de lui donner toute cette rigueur qui fait le
caractére propre des vérités mathématiques. C’était
un premier objet qu’il fallait remplir pour Pexacti-
tude et la perfection de la science. Mais je dis plus :
cest qu’il convient aussi aux astronomes d’en com-
mencer dés aujourd’hui Papplication au systeme du
monde, en cmployant les meilleures données que nous
ayons sur les masses des corps célestes , et les valeurs
les plus vraisemblables que nous puissions attribuer
aux aires qui naissent de leur rotation sur eux-mémes.
Eten effet, ce premier résultat du calcul et ceux que
les astronomes a venir trouveront dans leur temps par
des calculs semblables étant comparés les uns aux
autres, pourront servir a corriger de si¢cle en siecle
Ies valeurs approchées de ces élémens , quon n’avait pu
d’abord mesurer avec précision. En observant la po~
sition du plan invariable par rapport aux €toiles, on
cherchera si , parmi les change mens survenus, les uns
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pouvant étre attribués aux mouvemens propres de
quelques étoiles, les autresne pourraient pass’e'x;‘)hquer
par le seul déplacement du plan que 'on considere ; et
alors on essaiera de rectifier de la maniére la plus pro-
bable les valeurs employées dans la premiére déter-
mination.

XVIIIL.

Quoique cette méthode soit conforme a .celle des
astronomes, et paraisse ici la seule qui puisse nous
conduire, il faut avouer pourtant que, dans cet ap-
plication de la théorie, 'esprit ne se trouve Pas com-
pletement satisfait. On voudrait, s’il est possxble, ; une
approximation directe et siire , qui fiit exempAte d’incer-
titude et de titonnement. La difficulté parait grande :
car, ne connaissant autour de nous rien de fixe dans
Vespace, et ne pouvant ainsi nous assurer, des mouve-
mens réels des corps, il ne nous reste qu’a essayer de
les déméler dans les apparences, afin de rectifier suc—
cessivement nos premiéres suppositions. . '
Mais, en y réfléchissant davantage, jai ‘trouve que
la théorie méme nous offrait une voie directe pour
aller an but; et voici une conséquence x.louvelle qui
prouve qu’avec des observations trés précises, on peut
parvenir un jour i la connaissance des masses et des
momens d’inertie des corps célestes, et par conséquent
4 la détermination du plan invariable, sans rien em-
prunter d’ailleurs, je veux dire sans supposer aucune
autre théorie ni aucune notion préalable des valeurs.
approchées de ces élémens qui nous sont i‘nconnfls.
Imaginez, en effet, que Pon forme, & une epoqu?
quelconque, Vexpression analytique de la grandeur
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de l'aire résultante, en y mettant les valeurs des
lignes, des angles et des vitesses que peut donner Pob-
servation 4 cette époque, et en y laissant, comme au~
tant d’indéterminées ou d’inconnues , les masses et les
momens d’inertie des différens corps du systeme. Si
vous supposez qu’on répéte cette opération i autant
d’époques différentes qu’il y a d’inconnues a décou-
vrir, vous aurez aulant d’expressions différentes de
cette‘aire, qui se compose de toutes les aires décrites
dans le systeme; et comine cette résultante est tou~
jours la méme, vous pourrez égaler vos expressions
deux 4 deux, et former ainsi autant d’équations qu’il
y a d’inconnues dans la question que on considére.
Vous pourrez donc alors déterminer ces inconnues,
et de 1a conclure la position du plan invariable, non-
seulement a cette €poque, mais encore i toutes les
€poques antcrieures ol les observations auront été
faites. Ainsila théorie se suffit, pour ainsi dire, A elle-
méme, et elle n’a besoin, pour étre appliquée , que des
données immeédiates de 1’observation. On peut donc,
par les seuls mouvemens des corps célestes, observés
a différentes époques éloignées, s’élever & la connais—
sance de leurs masses et de leurs momens d’inertie, et
cela indépendamment de toute notion sur ces valeurs
approchées, sur la nature des orbites que les corps

décrivent, et méme sur la loi d’attraction qui existe
entre eux.

XIX.

Voila sans doute un des résultats les plus remar—
quables des principes généraux de la Mécanique. De
celieu de I'espace ou nous sommes placés, nous ne
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pouvons mesurer que des lignes et des angles, et
compter le temps qui g'écoule; mais il parait comrfx'e
impossible de mesurer les masses et les momens d’i-
nertie de différens corps dont nous ne pouvons appro-
cher, parce que ces quantités ne dépend'ent pas des
seules dimensions visibles de la figure , mais de la ma-
tiere dont les corps sont formés, ou de la loi de leur
densité, qui nous est entierement incorfnue. Cepen—.
dant s'il arrive que ces corps s’attirent SUI\Taht une loi
quelconque, connue ou inconnue, qui soit co'n‘stan’t.e
or méme variable avec le temps , nous voyons ici qu’il
suffira d’observer les distances et les m(Tuv‘emens de
ces corps pour découvrir la proportion qui reg’r.]e en.tre
leurs masses, et méme entre leurs momens d’inertie;
car les observations étant faites a autant d’époques
différentes qu’il y a d’inconnues, four'nlront toutes les
équations nécessaires pour les déterminer.

XX.

Dans le systtme du monde, en regardant une pla-
néte comme trés petite par rapport ausoleil, et un sa-
tellite comme trés petit par rapport a sa’ p]f:néte, e’:t
supposant d’ailleurs que c‘haque corps n obe:]sseb qu'a
la force principale qui Vattire, on a recor'mu‘ e ogfxe
heure, par les vitesses des corps comparees ?leurs dis-
tances an centre de leurs révolutions , que 1 attrac‘tlon
est en raison inverse du carré de la dist'ance; etde la‘ on
a tiréla proportion des masses du sole.z\l et des p‘lanet(.:s
principales qui ont des satellites. N{als cette’detemu—
nation , quelque ingénieuse et admirable qu'elle nous
paraisse, et qu'elle le soit en effet, fi'me SEInl?le pas
tirée des vrais principes de lascience , je veux direiei,

\
\
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des seuls principes généraux qui pourraient €galement
la donner dans toute antre loi d’attraction. Elle est
fondée sur la supposition que la masse de chaque
corps peut étre négligée par rapport & celle du corps
principal qui attire et sur la connaissance d’une loi
suivant laquelle Vattraction de ce corps s’exerce i dif=
férentes distances. Or, je trouve ici que la proportion
des masses peut se déterminer par la seule observation
des distances et des vitesses des corps, sans aucune
idée de leurs grandeurs approchées, ni de la loi sui-
vant laquelle ils s'attivent. Il suffit qu’ils s'attirent, et
que, par cette action égale et contraire, ils troublent
mutuellement les aires qu’ils décrivent autour de leur
commun centre de gravité. Par cette perturbation
méme, les aires individuelles et les plans de ces. airves
sont changés avec le temps ; et comme il y a une guan-
tité qui ne change point, quand bien méme la liaison
et Dattraction des corps varieraient d’une maniére
quelconque, il s’enswit qu’on peut former avec le
temps assez d’équations pour déterminer les masses
respectives de tous ces corps, sans rien emprunter a la
théorie de la gravitation universelle. 4]

Ce n’est pas gu’on ne doive 4 Képler eta Newton la

méme admiration et laméme reconnaissance pour la
découverte d’un rapport ou d’une loi quinous apprend
dés aujoud’hui la proportion de certaines quantités
que le seul principe général des aires n’aurait pu nous
donner que dans un avenir trés €loigné, Mais je; ne
m’occupe icique de la science considérée en elle-méme,
dans ce qu’elle a de plus général et de plas parfait. Et
d’ailleurs, ces principes généraux nous seraient toujours
nécessaires: car, pour les valeurs des momens d’inertie
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des corps célestes, il me semble que la loi connue de
Pattraction ne peut rien nous apprendre , et je ne vois
pas qu’on les puisse découvrir autrement que par ces
principes et des observations trés exactes faites a de tres
longs intervalles. Ces quantités, et la position précise
de Véquateur de notre systéme ne peuvent donc étre
déterminées de bien leng-temps. Que si pourtant on
voulait se borner i la considération du soleil, dont la
rotation influe beaucoup plus que celle des autres pla-
netes sur la grandeur de Vaire résultante, il faudrait
un temps moins considérable, caril suffirait de former,
les expressions de cette aire & deux époques diffé-
rentes, et les égaler, ce qui pourrait donner le
moment d’inertie de ce grand corps par rapport 4 son
axe de rotation, en supposant toutefois des observa-
tions aussi précises et aussi répétées que l'exige une
recherche aussi délicate.

XXI.

Mais pour achever le développement de cette grande
théorie,, imaginons qu’avec le temps, la grandeur et
le plan de Paire résultante aient €té déterminés dans
notre systéme planétaire, etvoyons ce qu’au-dela de cet
avenir les observations et le calcul pourraient encore
nous apprendre. Il est évident que si Von continuait
de former des équations semblables aux précédentes,
pour de nouvelles époques ultérieures, ces ¢quations
devraient s’accorder & donner la méme valeur pour la
grandeur de Vaire résultante. Si cet accord'a lieu, on
conclura qu’on a le véritable équateur du systéme so-
laire, au moyen duquel on reconnaitra les changemens
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réels survenus dans la position mutuelle des orbites
des corps célestes. Mais si les équations viennenta pré: ;
senter des valeurs différentes , il faudra conclure qu’il
y adansle systeme quelque action étrangere qui vient,
ou des cométes, ou des €toiles, ou de quelque corps 5
invisible et ignoré dont on w’a pas tenu compte, e’i i@
quainsi le couple qu'on a calsulé n’est pas le coup]d"l
résultant de tous ceux qui animent ’ensemble des
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du centre de gravité, et celle des aires, ont lieu sans
la moindre altération, parce qu'on y suppose un 5ys-
téme parfaitement libre, c’est-a-dire, tel qu’il serait
s'il'existait seul dans V'espace. Mais, dans la nature, on
ne peut plus faire cette supposition, puisque au-dela
de notre systéme solaire, nous découvrons tant d’au—
tres corps qui peuvent agir sur lui. Ne perdons jamais
de vue que ces idées de constance et d’uniformité ,
qui plaisent tant a Pesprit dans I’étude de la nature,
nw’ont au fond vien d’absolu: elles ne conviennent

corps que l'on considére.
Ainsi la théorie et V'observation continueront d’a-

jouter A nos connaissances. On verra si cette action des
20 b JK ’ -
qua ce peu d’étendue et de durée qui nous est accordé

dans le temps et dans V'espace. Ilen est du développe-
ment de ces grands phénomenes comme d’une courbe
immense, dont nous ne verrions qu’un arc d’une petite
longueur, et que nous prendrions pour une ligne droite
dans tout le reste de son cours. Pour arriver a la cons-

corps étrangers, sur le systeme des planetes et du
soleil, peut étre ou non regardée comme insensible ;
si le grand équateur de ce systeme demeure toujours
paralléle a lui-méme dans l'espace, ou bien si cet
équateur change aussi 4 la longue, comme celui de
notre globe; et si ses nceuds, par un mouvement
bien plus insensible encore, rétrogradent de méme sur
le grand orbe que le soleil peut décrire autour de
quelque centre €loigné. C’est probablement ce qui
arrive; car il serait bien hors de toute vraisemblance

tance absolue , il faudrait remonter a tout I’ensemble
des corps de cet univers, de maniére qu’il ne restit
plus rien d’extérieur a considérer. C’est alors qu’on
pourrait dire de cet ensemble, que le mouvement du
centre de gravité est rigoureusement uniforme et rec—
tiligne, et que Ja résultante générale de toutes les aires
décrites est inaltérable de grandeur et de position dans

que les étoiles n’eussent aucune action sur le soleil
et les planctes qui I'accompagnent; et de cette action
inégale sur les différens points du systeme, doit , ) 28 :
résulter un couple infiniment petit qui altére insensi- Pespace absolit: Mais alifs, -‘cbmé 11" 'y" aurait

blement la position du couple actuel qui anime ce plus aucune raison pour que ce centre fit porté

d’un c6té plutdt que de tout autre , ni que Uensemble

systeme.
" .
des corps tournat dans un certain sens plutét que

XXII.

dans le sens contraire, il faudrait concluré que le

Ainsi notre plan invariable lni-méme avec le temps commun centre de gravité est parfaitement en re-

pourra changer. Dans nos théorémes mathématiques,
tout est vigoureux. La conservation du mouvement

pos, et que la résultante générale des aires est en-
ticrement nulle. Ainsi, l'on trouverait que toutes
tes forces et tous les momens de I'univers se halan-~
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cent: je veux dire que si tous les corps qui

existent venaient a se lier entre eux de manitre
a former un systéme invariable de figure , ce grand
tout deviendrait parfaitement immobile dans Ves-
pace absolu. '

XXIIIL.

¥

Mais ces dernieres considérations, qui sont si loin -f'
de notre portée, ne pourraient méme, comme on le
voit , nous conduire a rien qui fiit & notre usage. Car,
de ce dernier centre, ou I’on se placerait un moment
par la pensée, on ne verrait plus d’aires décrit
dans un sens, qui ne fussent détruites, et pour ainsi
dire , effacées par d’autres aires décrites en sens
contraire : de sorte que la considération de toutes
les aires du systéeme ne pourrait plus donner lieu a
la détermination d’aucun plan. Ainsi les vérité
quon veut rendre absolues, i force d’abstraire , i
ou de généraliser , s’évanouissent en quelque sorte,
ou deviennent comme des axiomes qui n’appren=
nent plus rien. Dans toutes nos lois les plus géné-:
rales, il n’y a que celles qui conservent encorg
quelque chose de relatif qui puissent nous mstrulf’e,
et partant nous intéresser. Pour nous, Pattraction
des étoiles, méme les plus voisines, jusqu’ici patait
insensible, et laltération qu’elle pourrait causer
dans la position de Véquateur de notre systeme ne
sera, je crois, de long-temps apergue. Il faut donc.
nous en tenir & la considération de cet €quateur,
essayer de le déterminer, reconnaitre, s'il est pos .
sible, ses variations, afin d’acquérir quelque ldé'?( v
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nouvelle sur la constitution de notre systéme , et sur
les changemens qu’il peut éprouver par Paction des
cometes et des étoiles, ou d’autres corps inconnus de
cet univers,

¥

AbppitioN au mémoire qui précéde.

En regardant le soleil, les planétes et leurs satellites
comme un systeme libre de toute action étrangere,
il est démontré que le nouveau plan des aires que je
propose sous le nom d’¢guateur du systéme du monde
est le seul qui soit rigoureusement invariable , c’est-a-
dire qui reste toujours parallele a lui-méme dans V'es—
pace.

11 est certain que cet éguateur west pas le méme que

le plan nomm¢é invariable par M. Laplace; qu'il y a
une différence de plusieurs minutes entre leurs inclinai-
sons au plan de I’écliptique, et une différence de plu~
sieurs degrés entre les longitudes de leurs nceuds
ascendans : ce qui est ici une différence de position tres
considérable.

I1 est encore évident que le plan de M. Laplace ne
peut plus étre nommé le plan du maximum des aires,

‘puisque dans sa détermination M. Laplace n’a pas tenu

compte de ces aires décrites qui viennent des rotations
des corps célestes, et des révolutions particuliéres de
chaque planéte principale et de ses satellites autour de
leur commun centre de gravité.

Ces trois points dedoctrine sont mcontestables, etje
crois méme, incontestés: mais voici ce qu’on a pu dire.
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Si on considére la petitesse des corps célestes parrap-
port a leurs distances mutuelles, la presque sphéricité

réciproque doit avoir pour troubler leursrotationssur
cux-mémes, il semble que tous ces corps pourraient étre A
ici regardés comme autant de points massifs, et que si .
le plan de M. Laplace n’est pas le plan du maximum
des aires, et par cela méme n’est pas rigoureusement ;

invariable, il est du moins un certain plan qui doit

varier extrémement peu ; et que, parrapport aux plan
des orbites célestes, il est pour ainsi dire assez inva-
riable pour nous faire reconnaitre les plus petits chan=
gemens qui pourraient survenir dans la position de ces
orbites. De sorte que, pour le systeme du monde tel

encore Ie nom de plan invariable ; ce qui parait d’a= 1
bord assez plausible.

Mais il faut bier. remarquer qu’une proposition de ce
genre, pour étre admissible , je nedispas en géomeétrie ,
mais seulement en astronomic pratique , aurait besoin
Q’étre fondée sur des raisons plus précises. Car il ne
suffirait pas de montrer que les variations du plan de
M. Laplace sont extrémement petites, ce qui n’est pas -,““
douteux ; mais il faudrait prouver qu’elles sont beau=
coup pluspetites que celles desautres plans qu’on y veut |
rapporter dans la vue de reconnaitre les petits mouve= ’f
mens qu’ils pourraient avoir dans I'espace. Voila nette=
ment ce qu'il faudrait prouver, sila chose est possible;
mais c’est ce que personne n’a encore fait, gt nepourr
faire, comme on va le voir tout a I’heure. VAl

On conviendra que , pour nous, contens d’ayoir subs-; g
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titué un plan rigourcusement invariable A la place
d’un autre qui n’est point démontré tel, nous pour-
rions nous dispenser d’examiner la question peu géo-
métrique dont il s’agit : car il est clair que cene serait
pas a nous, mais a ceux qui essaient de conserver
au plan de M. Laplace la propriété d’étre invariable,
de faire voir qu’en effet ce plan varie si peu qu’il con-
vient & cet usage délicat pour lequel il est proposé.
Mais afin de lear épargner cette fausse et vaine recher-
che, je vais montrer que ce plan supposé invariable ,
varie; que sa variation n’est pas extrémement petite,
comme on pourrait le croire, mais qu’elle est du méme
ordre que la précession des équinoxes, mouvement
sensible dans le ciel, et remarqué, il y a deux mille
ans, par Hypparque, un des plus grands astronomes de
Pantiquité.

Or, pour voir sans calcul, et de la mani¢re la plus
évidente, ce défaut des formules de M. Laplace, il n’y
a qu’a les appliquer au cas le plus simple de tous, a celai
ou le systéme ne serait composé que de deux corps.

Ne considérons donc que la terre et le soleil, etsup-
posons méme afin de rendre la chose plus manifeste ,
que le soleil soit parfaitement sphérique, qu’il ne
tourne point surson axe, et (ue son centre agisse exacte-
ment comme un point ou toute la masse serait concen-
trée.

Par les formules de M. Laplace il est évident que le
plan invariable serait le plan méme de Vorbite de la
terre , ou ce qu’on appelle le plan de Véeliptique : de
sorte que ce plan serait immobile, ou toujours paral-
itle & lui-méme dans Vespace. Or, je dis que dans ce
cas (le plas favorable qu’on puisse imaginer pour la théo-
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rie de M. Laplace), les nceuds de V'écliptique sur un
_plan fixe varieraient d’une manicre trés sensible.

Et en effet, soit a la grandeur de 'aire qui vient de
la rotation de la terre sur elle-méme, et dont le plan
est Véquateur ; soit A Vaire qui vient de la révolution
de la terre autour du soleil, et dont le plan est I'éclip-
tique. 11 est certain par notre théorie que le vrai plan
invariable serait celui de I'aire G qui serait composée
des deux aires aet A. Or, le plan (G) de cette aire ré=
sultante passe nécessairement par la commune inter-
section des plans des deux aires composantes; et par
conséquent, il passe toujours par la commune inter-
section de I’équateur et de I'écliptique, on ce qu’on

appelle la Zigne des nceuds. 11 est donc certain qu'aune

époque quelconque du mouvement, la ligne des nceuds
serait situ€e dans le plan (G) de Vaire résultante. Or,
comme ce plan (G) est réellement invariable, il est
évident que si le plan de Pécliptique I’était aussi, la
ligne des uceuds serait immobile dans I’espace. Mais
on sait que, par la seule action du soleil sur le sphé-

roide terrestre, la ligne des nceuds aurait un mouve-

ment de précession, qui, pour fixer les idées, se~
rait d’environ 15", si l'on évalue Iaction du soleil
aux £ de celle de la lune dans la précession totale qui
est de 50" par année. Donc il est impossible que le plan
de I’éclipti que soit invariable; et ’on voit méme qu’il
se mouvrait avec I'équateur de telle manitre que leur
commune intersection décrirait notre plan fixe (G) par
un mouvement angulaire de 15" par année, ou de 15
‘en soixante ans.

Ainsi, dans ce cas si simple que j’examine, le plan
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donné comine invariable par les formules de M. Laplace
change d’une maniére bien sensible, puisque ses neeuds
sur notre plan fixe s’y mouvraient exactement comme
les deux points de I'équinoxe. A la vérité Vaire a due
a la rotation de la terre étant trés petite par rapport
a Vaire 4 due i sa révolution autour dusoleil, I'axe
de D'écliptique ne ferait qu’un angle trés petit avec
Vaxe fixe de notre plan invariable (G) et par consé-
quent s’en €carterait peu; mais il est certain qu’il
tournerait autour de cet axe fixe exactement avec la
méme vitesse (ue 'axe de Véquateur.

On pourrait rendre encore bien plus sensible cette
variation des nceuds du plan donné par les formules de
M. Laplace. Supposons, par exemple, que le systeme
soit formé de ces trois corps: le soleil, la terre et la
lune ; et regardons méme ces corps comue trois points
massifs qui ne sont soumis qu’a leur action mutuelle.
Par la théorie de M. Laplace, on trouverait que le
plan invariable est le plan de 'orbite que le centre
de gravité de la terre et de la lune décrit autour du
soleil; ce qui serait encorea trés peu prés le plan de
Vécliptique. Mais par notre théorie, ou Von tient
compte non-seulement de l'aire T due au commun
mouvement de révolution de la terre et de la lune au-
tour du soleil, mais encore de I'aire O qui vient de la
révolution particuliére de ces deux corps dans le plan
de Vorbe lunaire, il est certain que le vrai plan inva-
riable serait celui de I'aire K qui résulte de la com-
position des deux aires Tet'0; plan qui passe nécessai-
rement par la commune intersection des plans de ces
deux aires composantes, et par conséquent, par les
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nceuds de Porbe lunaire sur le plan de M. Laplace. Si
donc ce dernier plan était invariable, il faudrait con-
clure (puisque le nétre (K) Pest aussi) que la ligne des
nceuds est immobile dans V'espace. Or on sait que, par
Vaction moyenune du soleil, les neceuds de Iorbe lunaire
rétrogradent d’environ 20 degrés paran. Donc le plan
de M. Laplace doit se mouvoir avec celui de 'orbe lu~
naire, et de telle maniére que leur commune intersec-
tion décrive notre plan fixe (K) par un mouvement
angulaire d’environ 20 degréspar an, ou d’une circons
férence entiere en dix-huit ans.

On pourrait donner beaucoup d’autres exemples:
mais ce quon vient de dire suffit pour montrer de quel
ordre peuvent étre dans notre systéme planétaire les
variations que le plan de M. Laplace doit éprouver &
raison de ces aires qu’il a oubli¢ de faire entrer dans
son analyse. Le mouvement de ses nceuds, sur le vrai
plan invariable, est précisément le méme que celui
des neeuds du plan de Paire composée de toutes celles
qu’il a oubliées dans son calcul. J'ai ditoubliées, et non
pas négligées ; parce que M. Laplace, qui, dans sa Mé~
canique céleste, néglige tant de quantités, n’oublie ja-
mais d’en faire mention, et de dire pourquoi il les né-
glige. Dans la théorie méme dont il s’agit, il néglige,
parmi les termes qui contiennent les produits deux
A deux des masses des corps célestes, tous ceux ou
n’entre point la masse du soleil ; et il ne manque pas
d’en donner une raison ( que je n’examine point iei ).
Mais quant & ces aires nouvelles que j’ai le premier
considérées, il n’en dit pas un seul mot : et pourtant
il arrive que ces quantités, non-seulement sont bien
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plus grandes gue celles qu'il néglige, mais encore sur-
passent de beaucoup plusieurs de celles qu’il consexve,
telles que les aires déerites par Mercure, Vénus, Mars
et laTerre autour du soleil. J’ai donc di supposer que
ce grand géométre avait oublié les aires qui viennent
de la rotation des corps célestes sur eux—-meémes, et
des révolutions particulieres de leurs satellites: car
ceux qui prétendent qu’il y a songé , mais q’u’il les
a volontairement omises , comme n’étant d’ aucune
influence dans celte théorie, lui prétent une faute ,

lorsque moi-méme je n’ai parlé que d'un oubli
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THEORIE GENERALE

DE L’I:IQUILIBBE ET DU MOUVEMENT DES SYSTEMES.

Le principe des vitesses wvirtuelles est connu depuis
long-temps, aussi bien que la plupart des principes gé-
néraux de la mécanique. Galilée observa le premier,
dans les machines, cette fameuse propriété des vitesses
virtuelles, c’est-a-dire, cette relation si connue qui
existe entre les forces appliquées et les vitesses que
prendraient leurs points d’application si V'on venait
a troubler infiniment peu l’équilibre de la machine.
Jean Bernouilli vit toute 'étendue de ce principe,

et Vénonga avee cette grande généralité qu’on lui '

donne aujourd’hui. Zarignon et la plupart des géo-
métres prirent soin de le vérifier dans presque toutes
les questions de la statique; et quoiqu’on n’en ent
point de démonstration générale, il fut universellement
regardé comme une loi fondamentale de 'équilibre des
systemes.

Mais jusqu’a M. Lagrange, les géométres s’étaient
plus appliqués a démontrer ou, & étendre les principe$
généraux de la science, qu'a en tirer une regle géné-
rale pour la solution des problémes; ou plutét ils ne
s’étaient pas encore proposé ce grand probleme qui
est & lui seul toute la mécanique.

Ce fut alors une heureuse idée de partir sur-le-champ

3
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du principe des vitesses virtuelles comme d’un azxiome,
etsans s’arréter davantage 4 le considérer en lui-méme,
de ne songer qu’a en tirer une méthode uniforme de
calcul pour former les équations de Iéquilibre et du
mouvewment dans tous les systémes possibles. On fran-
chit parla toutes les difficultés de la mécanique : évi-
tant pour ainsi dire, de faire la science elle-méie, on
la transforma en une question de calcul : et cette trans-
formation, l'objet et le résultat de la Mécanique ana-
lytique, parut comme un exemple frappant de la puis-
sance de ' Analyse.
Cependant, comme dans cet Quvrage , on ne fut d’a-
bord attentif qu'a considérer ce beau développement
de la Mécanique qui semblait sortir tout entiére d’une
seule et méme formule , on erut naturellement que la
science €tait faite, et qu'il ne restait plus qu’a chercher
la'démonstration du principe des vitesses virtuelles.
Mais cette recherche ramena toutes les diflicultés
qu’on avait franchies par le principe méme. Cette loi
st générale, o1 se mélent des idées vagues et étrangeres
de mouvemens infiniment pertits et de perturbation
d’équilibre, ne fit en quelque sorte que s’obscurcir a
Vexamen: et lelivrede M. Lagrange n’offrant plus alors
rvien de clair que la marche des calculs, on vit bien
que les nuages n’avaient paru levés sur le cours de la
Mécanique, que parce qu’ils étaient pour ainsi dire
rassemblés & P'origine méme de cette science.

Une démonstration générale du principe des vitesses
virtuelles devait au fond revenir a établir la mécanique
entitre sur une antre base. Car la démonstration d’une
loi qui embrasse tout une science ne peut étre autre

chose quela réduction de cette science & une autre lod
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ausst générale, mais évidente, ou du moins Ph'ls si.ml-
ple que la premicére, et qui pzxrtan.t la renfie mutl-le.
Ainsi, par cela méme que le prineipe des v1tess.es vig-
tuelles renferme toute la mécanique, comme il abe-
soin d’une démonstration approfondie , il ne peut lui
servir de base premitre. Chercher a le démontrer pour
I’heureux usage qu'on en a fait, c’est chercher a s’en
passer pour cet usage méme; soit en trouvant quelque
autre loi aussi féconde mais plus claire, soit en fondant
sur les principes ordinaires uue théorie .g‘e'ne'ralc de
’équilibre, dont la propriété des vitess.es virtuelles ne
devient plus alors quun simple corollaire. )
Aiusi, dans cet état ou M. Lagrange avait po-rté-la
science, ce n’était point la démonstration du principe
des vitesses virtuelles qu’il fallait chercher immédiate-
ment. La Mécanique analytique, telle que auteur 'a
concue, estau fond ce qu’elledoitétre : et la démOns.tra-
tion du principe des vitesses virtuellesn’y manguepoint,
puisque, si Uon essayait de la mettre a la téte de ce
livre d’une maniére générale et bien développée , Pou-
vrage se trouverait fait deux fois; je veux dire que
cette démonstration comprendrait déja toute la méca-
nique. Il faut considérer que M. Lagrange s’est. placé
tout d’un coup sur un des points €levés de la science,
afin de découvrir quelque regle geénérale pour ré-
soudre, ou du moins pour mettre en e'q.uations, to‘fs
les problemes de la mdcanique ; et cet. objet est pa}'fal—
tement rempli. Mais pour former la science elle-méme,
il faut élever une théorie qui domine également tous
les points de vue d’ou lon peut Venvisager. 11 faut al-
ler directement , non pas au principe obscur des vitesses
virtuelles, mais a cette régle claire qu’on en a su tirer
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"y,’ur l:;,’%olution des probléemes : et cette recherche
'directg; la seule propre a satisfaire notre esprit, fait
Vobjét principal du Mémoire qu’on va lire.

>

I.

Propriéiés de Uéquilibre communes & tous les
systemes libres.

L’un des premiers élémens de la théorie générale de
Péquilibre est cet axiome ; que si des forces se font ac-
tuellement équilibre sur un systéme quelconque de fi-
gure variable, I'équilibre ne cessera point en suppo-
sant que le systéme soit rendu tout-a-coup invariable,
ou vienne, pour ainsi dire, a se solidifier lui-
méme.

Les conditions de I'équilibre des corps solides doi-
vent donc se retrouver dans I'équilibre de tous les sys—
temes possibles, et c’est pour cela quon peut les nom-
mer les propriéiés générales de I’équilibre.

On a présenté ces conditions de plusieurs manieéres ;
mais on peut remarquer qu’elles se réduisent a cette con-
dition unique, que les forces appliquées auz divers

points du systeme solent décomposables, suivant les
droites qui les joignent, en forces deur ¢ deuz égales et
contraires. Cest la possibilité de cette décomposition
qui exige les six équations ordinaires de Péquilibre ,
comme on le verra tout A Pheure.

D’abord le théoréme est évident pour équilibre de
deux forces ; il faut que ces deux forces soient parfaite~
ment égales et contraires.

il est bien aisé d’en conclure que, pour trois forces,
si Pon joint leurs points d’application par trois lignes
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droites, il faut nécessairement que ces forces soient
décomposables en d’autres deux a deux égales et con=
traires dans ces trois lignes.

Actuellement, si I'on a un nombre quelconque de
forces, que V'on prenné trois quelconques de leurs
points d’application, les trois lignes qui les joignent,
et toutes celles qui partant des autres points, vien-
draient aboutir a ceux-la : on pourra se représenter ces
trois premiers points comme les angles de la commune
base de plusieurs pyramides triangulaires dont les au—
tres points seraient les sommets.

Cela posé, on peut toujours commencer par décom-
poser les forces appliquées 4 ces sommets, chacune en
trois autres suivant les troisarétes quiy aboutissent.

Ensuite, on est le maitre de décomposer les trois
forces qui sont aux coins de la commune base, en
forces qui soient égales et contraires aux premieres,
et en d’autres. SiVon supprime les forces égales et con-
traires dans les arétes, il ne reste plus que trois forces
appliquées aux trois angles de la base. Mais puisqu’il y
a équilibre, ces forces restantes doivent étre décompo-

sables suivant les trois c6tés de cette base, en forces
deux a deux égales et contraires.

Donc toutes les forces étaient décomposables suivant
les droites qui joignent leurs points d’application en
forces deux a deux égales et contraires dans chacune
d’elles; et cette décomposition est déterminée lors-
qu’elle ne se fait, comme on le suppose ici, que par
3 b — 6 distances mutuelles, % étant le nombre
total des points du systéme.

Lorsqu’on veut faire entrer dans le calcul, non-seu-
lement les quantités des forces appliquées, mais encore
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leurs inclinaisons mutuelles, on se donne, au lieu de
chaque force, ses trois composantes paralléles A trois
axes connus. Alors, pour exprimer qu’en chaque
point chaque force est décomposée en d’autres suivant
les arétes qui y aboutissent, il faut trois €équations
ou ces dernitres composantes sont les inconnues. Il
faudrait donc en tout 3k équations pour les 4 points
du systeme. Maissil’on veut que les composantes soient
deux a deux égales etcontraires dans les 34—6 arétes,
elles ne formeront que 35A—6 inconnues. Donc , en les
€liminant, il restera entre les forces données six équa—
tions de condition, pour que leur décomposition en
forces égales et contraires soit possible, et parconséquent
pour quil y ait équilibre. Ge sont les six équations con-
nues : nous les avons données ailleurs par une autre
métaphysique qui a de grandsavantages; mais j’ai été
bien aise d’en indiquer, enpassant, cette démonstration
nouvelle, parce qu’on y découvre un nouveau sens,
et qu’ici ces équations ne sont pas obtenues séparé-
meut et par des considérations particulitres, mais
s’offrent a la fois toutes six comme Pexpression d’une
seule et unique condition, qui est LA POSSIBILITE que
les forces appliquées se décomposent en d autres égales
¢t contraires suivant les distances mutuelles des diffé-
rens points.

Cette décomposition est donc nécessaire dans Péqui-
libre de tous les systémes possibles ; et, quand les dis-
tances mutuelles des points du systeme sont toutes in—
variables , elle suffit, de quelque fagon qu’elle s’opére
dailleurs ; je veux dire, quelle que soit la proportion
descomposantes dansles distances mutuelles successives.

Mais lorsqu’aucune de ces lignes n’étant invariable

S 3

\
A
i

e Lo B RPN ‘:.&/‘.‘;;‘?vw oo

e ¥

a-part, -c’est simplement une fonction de leurs lon-
gueurs qui doit'dsmem"er constante, alors la décompo-

. sition précédente (qui est toujours nécessaire) ne suffit
# 2y 5

..

_ plus pour assurer I'équilibre du sysieme; il faut, en—
~core qu’il régne d’une droite & Vautre, entre les va-
: lefn's da.fgm&,e'ga_les' et contraires, une certaine pro-
portion qui dépend de la mature dela fonction Ppropo-
goe‘c%st_pﬁcisément cetteiprop’drtidh qu'il sagit
ﬂﬁdéci;!fvﬁr'ici ;7et C’est dans la maniere géncrale de

.
-

& &

~ la déduire de la *fonction proposée ,” que’ consiste

. Jaloi fondamentale de équilibre des systemes..

3, AT RS P T
M8 o0 oo It. Wt

d

L sysieme ou les pointsgze sont LiésWgue par une
« seule équation entre leurs distances muelles.

¥ . §0 7 e W

“distances m , n,P>9, s s qui sont comme les avétes
<O §0 24 5 ‘

L P ey 3 2 ? | R

- du ramide tri laire dont ces. points ‘serai

. € Une pysymide. ARgYaire ces . points seraient

4 g l'éwgmlileté.( ' %

v J&éprésentons parf (mnp, q,r, 3) =L==const:

.”‘k'foalqction (iuelconque dg: ces distauc?s qui doit de-

. Ieurer. constante, en sorte qu’on ait toujeuts cette

T 3iuatiq‘n, dans quelques positions. respectives, que

‘ g{t‘is‘éent passer les divers points du sysiéme..
" Cela posé, soient, il est possible, quatre forces

;* qui tiennent ces quatre points en €quilibre. Si on les
BT T

- congoit décomposeécs, chacune-en trois autres spivant

?"aé;a'dire, ‘que les deux composantes qudn_ trouvera

&

* -dansichaque aréte seront nécessaivement égales et con-
» 28,

Y v T : e 28
p 'g“ ,: e ; »
;. o ?

-y

o SRR e ; » ,-Y'
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e T i \ . A .l.' O A
2 “].?g,co‘,ns;de.rqﬁ ‘abord que quatre pomts, et leurs
* =3 "= 1

« les drois-arétes contigués, il résulte de ce qu'on vient
i . & 4 o
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sans quoiil n’y aurait point équilibre , Iné
en supposant toutes ces aretes (ievenues iaides_; « {10y

Il ne reste. donc qua trouver la proportion‘&
composantes autour de chaque sommet de la pyrami

Pour cela, je suppose que trois quelconques
points deviennent parfaitement fixes dams 1’ espace.
quilibre n’est pas troublé. Mais, & cause de Péquatio
proposée., le quafrieme n’a plus que la liberté de 8
mouvoir sur une. certaine surface courbe,’et il a entj

434

traires;

remem ‘cette liberté: donc il est nécessaire que.
force unique qui bpreSae soit actuellement perpendi
 culaire & cette surface (). .
Or, m, n, P> étafit les tr01s aletes qui se teum

*

’t

au point que Pon cons1dere » la sarface qu’il a. I
berté de déerire quand 'les trois autres devie
fixes , est donnée par ’équation,,

; N
».”
1!*

WY

2’ F i mﬁ@h,p, gnT, s ) == const.
lorsqu’on Y ' regarde 7, n, p comme Wales™ varlables
La normale a cette surface se, trouve donc en p@-

nant les trois fohctzons  primes f(m), f " (), 7 (), de

fonction ploposee 1e1at1vement aux uom llgn
pectives propox;tionnelles ges fonctlons przmes, avel
cette aitention de les porter, sur les rayons mem
pour les fonctions primes qui auront le méme 51g oy
et sur leurs proloﬁgemens, pour les fonctions qui au-
ront le signe contraire: si on achéve le thomboide,
la diagonale donne la direction de Ia. normale, co
cela se voit par la geometrle ™. "

?;

.
(*) Voyez sur ce principe, la note’l. .; ;
#
(**) On trouvera plus loin la demonstranon de ce theoréme, I_ 4

s

.
A
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*Donc, puisque la force apphquee aupoint que 1'on

wnsxaele doit agir suivant cette dlrecuon, ses trois
»

cpmposantes suivant les arétes m, n, P> sont nécessai-

rement pr oportlonnelles. aux trois foncuons primes
fo@f@ :

On verraxt d'e méme qu ‘au pomt ou se termment les
tl‘Olo arétes m, g, r, les trois composantes de la  force
qul lessollicite; sont proportionnélles aux trois fonc-
tﬁnsprzmes f (m), f (@), f ("), et ainsi d.e suite.

Donc les forces égales et contraires dans les six arg-
‘tes'm, n, p, q, 1, 8, sont toutes perrtlonnelles aux

'{"): f (5)- »

x ,}lﬁmcﬁ est demontre, en tq}ute ngucur que si quatle
cwps ou pou%ts Sont liég entre eux+parfa condifion
qu'une fonction quelconquc de leurs distances mu-

tuélles demeure constante, ces colips ne peuvent étre”

en ethbte, a#noins qu’ils ne soient solhcltes les uns
" vers les autres, suivant leurs distances mutuelles , par
~ des forces pr opm tionnelles aux fonctions primes de la

fox!ctmn donnée 1elat1vcmen-t a ces distances: ou, ce’

qm &t la méme chose, 4 moins qu ils” ne soient solh—

§1tes par quane forces P, Q, R, S, qui puissent se dé-

E composer en celles-14 ; et', comme cette condition dé-
termme entierement les fozces, il s’ensuit que de telles
forces se feront réellement €quilibre sur le systeme.

On a consﬁlere sous la fonction les six distances mu-

& tuglles m,n, p, q,r,s, des quatre corps ; mais le rai-

sonnement serait'le m«,'me si cette foncnon ne renfer-
mait gu’une partie quelconque de ces distances. Seule-
ment on tro@verait que les forces sontnilles le long
des dlstancaq qm néentrent pas dans la fonction.

928,

.

snx fonctlons “primes f'(m), f(n), f\ ); S @, .
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Par exemple, que, des trois distances m, n, s d
premier point aux trois autres, il n’entre que les; ’
premieres m et n dans la fonction px'oposée; alors
surface que ¢¢ point peut dégrire, quand les a..ut‘
sont fixement arrétés, est donnée par l’e‘qua

Sf(m, n, q, etc.)==const. en y regardant fn et n comm

seules variables. C’est une surface de révelution auto
de la ligne qui joint les deux corps d’ou partent
deux rayons vecteurs 2 et n. La normale 4 cette st
&;ce est donc simplement la diagonale d’un parallélg
gramme construitgsur deux droites proportionnelle
S (m), f (n), dont on aurait prolongé ces rayons ¥
-teurs. La force qui déit ag‘ir suivant cette normale
décompose donc entitrement, suivant les disthnces »
et n, en deux,autres proporti Saf e
; ux, autres p10p01t:on11elles a[ (m),f’ g

-
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.. une équatiohquel_conque entreleurs distam;es mtituelles
M, nyp, ¢, Ts.oo. 2 et,’s7il y a dans cette équation plus
de 3 B—6 distanges mutue'lles; I étant le nombre des
" & po.ints, qu’on élimine ces lignes superflues, ou qu’on

les sippose éliminées au moyen des équations de cony

dition qui ont lieu entre les lignes qui joignent des
o pgix}t’, deux A deux dans VeSpace : on pourra se repré—-

» genter comme ci-dessus , toutes ces distances mutuelles

¥ cofme les arites de pyramides triangulaires successil
- ves qui s"appuieraient toutes sur uné'méme base. '
; "' Cela posé , soit le éystéme tenu en équilibre par
. des fbx;"‘s, 308 0 ) RS e r.cspectivemen.t app]iqu'écs a
. sés Wi fferens points. b '

™ : . A »

; ‘ s N
etne don“? point de composante suivant la distance _ D abordAtoutes ces forces doxvenE étre décomposables
qui n’entre pointdans la fohction, j-."‘ suivant les lignes My 1, Py G5 Teeeo £ forcps deux A

: ANl A 4 B deux éoales et contraires, sans 1 ne pourrait vas
Si, des trois distances mz, n, p du pRemier point a . ga es, qu pou P

© Y avoir équilibﬁ , comme on Va démontré plus haut.
"“Cette décémposition supposce faite (*et elle aura
li¢t ici d’une maffiere déterminée ), il ne s’agit plus,’
pour connaitre les forces, 'q{le ‘de trouver la propor-

i

£

autres, il n’y en avait qu’une seule 7 sous la fonctiony ®
la surface qwil pourrait décrire quq,pd'les autres gon.‘ ‘
« fixes, serait don'ne'e par ].’équatior_x‘f(m, g My Bl
const., en y regardant »z comme seule variable, ce u,'.'
équivaut a m==const. C’est alors une sphere don.t’.'ud
ligne m" est le rayon, et pa’ conséquent la normal
La force qui doit agir suivani cétte Tigne 'y yeste
tout enticre, et ses deux composantes sont null
y suivant les distancg’s netp:d’ ol Pon voit qu’ilne o iy,
avoir aucune action directe entre les corps, suivant]éé;‘s
distances n.mtuclles que la fonction ne 1‘exﬁ'ert.ne,p;s‘,u
Sotent actuellement tant de points que l'on vou-
dra, et G o

L, ¥ Jets
tion nécessaire de leurs composantes. Or, je dis qu’elles
sant entre élles comme les fonctions primes de la fonc-

.

tion proposég ;‘elativement aux Hgnesm, n,p, ¢, r,...
‘otx eljes s8nt dirigées. )
; En effet, considérons a part quatre points qui for-
“méntles angles de 'une de nos pyramides, et suppo-
sons 'potir.u_n moment que, leurs distances mutuelles
restant seules variables dans Véquation, toutes les.

Ky

" autres y deviennent constantes; il est clair que le jeu
, . de ces-quatre corps devient le méme* que s’ils étaient
testés seuls dans Vespace , mais liés ‘entre eux par I’é- '
quation proposée, o V'on regarderait leurs seules

v

f(m, NP> Gs Tseven) == L;bonst. "

¢

-
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distancgs mutuelles comme .variablgs, et toutes Jes
autres lignes comme de simples nombres donnés, Cela
résilte de la supposition méme '
‘bien dans

» €t se voit ‘aussi tg’é’
la figure, en se représentant les six ardles -
gl‘e notre pyramide restées seules variables. D’abotd ,le
point-qui fait le sommet de cette pyramide ne ti
‘point aux autres arétes dewenues invari

ables ; et#poun
les trois points a.1a base :

» ils ne sont ‘pas plus géuw ‘
vr ces arétes, qui vientent SUr’ eux trois’ a ,trdis des |
autres points du systeme,, que si elles n’y étaient réel= b
len‘lexl; pas. Car, bien que ces lignes soient deyenueés
_isolément raides, comme on les su ;

ppose re_estégs mo-
biles autour de leurs points dinte

rsection; ‘qui éux‘-‘;
mémes sontmobiles dans Vespace,, il est visible quieHes
se prétent d’elles-mémes aux mouvemens des trois
points oﬁ‘elles af'vtissem, et ne font que les. suivre ,
sans les géner, dans toutes les positios o ils peuvent
passer quand on fait varier leurs seules distances mus
tuglles dans Iéquation proposée. @ . i

~ Donc en vertu de ce qui % été démontré, il faudrait
y pour l'équilibre particulier du systeme .de nos quatre:

points , qu’ils fussent sollicités les uns vers les aufres -
. par des forces proportionnelles aux fonctions primes

b B .. b .
de la fonction donnée, prises relativement e‘eur§ dis- J

tances mutuelles, . : ;i
Mais il est clair que cette proportion doitse vétrou-
ver absolument la méme dans Péquilibre général du ,
systéme; car si V'équilibre est supposé y efister, il y §
‘subsiste toujours en supposant telles arétes que Pon .
" voudra devenues. raides, et supprimanti alors toutes .,
les forces égales et.contraires qui se détruiraientd’elles= .
mémes dans ces arétes. Ires forces restantes appliquées

2
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\ systeme partiel le long des-arétesion d_istauct}as_mq—
::eﬁes r&‘ste{:s variables, doivent donc suivre nécessai-

" rement la loi de V'dguilibre de ce systeme,

.

3 ol gy T s P i ‘ﬁi‘
Ponc, au moment de V'équiitibre général, on est s

‘ caires qu’ uverait dans
que les composantes contraires qu on trouverai;

: : 3 ramides,“sont
les arétes de 'une quelconque de 1n0s py 7 SO

v‘propgrtionnelles aux fonctions primes de la fonction

donnée relativement & ces lignes.. Donf:,'.’a cause d’es
arétes c_(')lnml;ne.s-aux pyramides successives ,ceui fl :
portion s’étend.d’une aréte & JLautredags t'oute ]a figur t
du systeme ; et tous les points .sont neccssal.lemen‘
sollicités les uns vers les autres, smvant leurs fhstanc?s
mutuelles m, n, p, g, 5. ... qui entrent dans ‘la fo.m-' .
tion, par des forces proportlonnelles aux fonctions

- primes £ (m), £/, S/(P), S (@S > (")} ete., descétte

“fonction , relativement & ces dist*s TNy PGy Ty- oo

Ce qu'il fallait démontrer. ‘ 1

Si donc, aux différens points du systeme, (.m prend
sur les lignes m,n,p,q,7,...» des lon_gflefn's q}\gl—-
conques toutes proporiionnelles aux fonctions primes

Cfem), L@y, £, L@ S0, ete., quise rap-

portent & ces lignes, ces longueurs mprésbntero.ntgl.es
- composantes des forces. qui doxvc’n.t étre ’a})}.)lxquecfs
A 'ces points respectifs; de sorte qu’en les rcdulsau't en‘
chaque point & une seule P, on apra la fonice e
qui doit y étre appliquée pour Iéquilibre d:). sys lelfle..
La maniére la plus simple de trouver Uexpression
de ces forces P, Q, R..., estde chcrcher,ip('mr clmz\xcu11«?.
Q’elles P, ses trois composantes X, Y, Z paralleles a
, trois axes rectangulaires dans espace. .
- | Soient x, ¥, % les trois coordonnées du pl-em.lep
. point par rap{)m‘t a ces axes, m, n, p, etc., ses dis~
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tancey. aux a“t"eﬁ points dont les coordonnées Wlﬂt " tion donnéeL; relativement i la coordonnée du point
: 5,7 a2 2 I 5275 eteyy on'auﬂ Uit s 1ongﬁe cet axe.

On aura de méme: pour les deux autres compo-
| | santesY, Z suivant lesaxes des J» %, les Expressions
X

m = ‘/[(a:-—.z‘) ;{“ (r= .7"'3 ook (z—-z):
n o= Y[(x—=2") &+ =0’ + (z—2" n] !
P l/[(x—x”’)“ + (r— f”)“ + (6 —2" )’] '7'

» -—), — ); de sortc que la force elle-méme P sera
ete.; . - dz AR A

.

e ; représent€e par
et les fonctions przmes d_e ces expressxons, prlses pg' p . :

mPPOlta ¥,et que nous representerons pm' @ _ﬂ.‘i’.’w‘ . e "‘"dL
dz” g2 g »\/l_:z; ) +(a )]

g ol seronl lox cosinus des an01es que les d»ou.qg

. s B Wk o k gl * " SiTon considérela surface courbe réprésentée par
Les forces f'(m), S, f(p), ete., aPPhquées an Féquation Ly =eonst., quard b, y regarde Tk
point qute Von considére, suivant ces droites, don— “comme senles variables, on sait que ) ( )
neront doner parallelement & Vaxe des z, les compo~ - .
santes respectives ﬁ i §" - (——) 5 sont proportlonnelles aﬂ cosinus des trois
; B
f’(m)d-in ) fj_n’ f{(Pf)dﬁ Sy angles que fait, avee les axes ) la norma‘e a Cette
: 2 400 y
dx . surface 5 PN 3
lesquelles se redmront a une seule X, cgal(. 0 leu; " ‘ dar dr
; somme, : ! , % Py La forceP = \;//[<E ) ( J) +( >]
W S (m) dx’ +f (n) o +f ’('P) p + ete. : |

i est donc dirigée perpendiculairement d la surface
mais cette expression n’est autre ‘chose que la fonctlbn g
prime de la fonction proposée, Stm,n,pig,rioiilis

. ou L, prise relativement a Z, et que nous représen=

eourbe que le point ou elle’ agit pourrait décrire si
tous les autres devenaient fixes; ce qui doit étre,

teron sm 1 . = 3 . i
. i 2 SRarnE Lo (d:l.‘, 3 - : ; !l {*) Cette Analyse contient la démonstration géuérale du théoréme
Ainsi la force appliquée au premier pOlnt aura sa ; de féome;:e d):’)l;:l(on a pa;lc plus baat (p. 4:14) Il cbn rL]su](lo que
‘ ‘les lignes (m n), f"(p), etc., composées & lamaniére des orces,
compo ¢
posante  suivant l'axe X des x, représentee pan v " donnent pour résultante Ia normale & la* surfice conrbe déerite par

ie pomt ou m, 1, P, q, ete., aboatissent comme rayons vcctcurs
C’est ce rapprochement corieux, entre la composmon des forccs et

(d ), cest-a-dire, par la fonction przﬁtle de la’ fonc-.

»
.
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et ce qu’on pouvait supposer @ préori, "comme dang

le cas du sy steme de quatre pomts vou l’on st paru
de cette vérité comme pnnmpe ;

Douc: en'applxquant ce qu’on vient de dire aux drf-s il

ferens points du systeme les forces P, Q, etc., qui lcs

solljcitent sont toutes pr opm tmnnelles aux fonctlons ”'y

VLY )]
V&) —r>],'
VIR @@

_et chacune d’elles est normale a la surface courbé
'que son point d’application pourrait décrire, en
vertu de ’équation £, —= const., si 'on supposalt tous,
les autres fixement arrétes. 4
Cette démonstration nous parait nette et dcou-
reuse ; elle est méme dégagée de cette espéce d’axiomé ,

que, dans les systémes, les pomts ne peuvent agirles .

uns sur les autres ‘que suivant les droites qui les

joignent. En effet, pour obtenir les forces totales ‘i
- . ' e

- o

iy
1

.

la détermination des normales, qui améne en Mécanique ces foné- !

tions primes de la fonction donnée , comme Vexpression nagurelle
des forces capables de se fuire équailibre. Car il faut, en cha(‘ne

point, que les forces appliquées soient propornom)elks 4 ces fong-

tions primes, afin de douner lear résultante dirigée suivant la v uor-

male & la surface que ce point peut décrire quand on arréie tous los

autres : et ¢’est.ensuite la nécessité de Péquilibre dans chaque parde

- dw systéme, qui étehid certe proportion d’un point & Pautre dans.”
tome Pétendue de la fignre,

.
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.doivent étre appliquées aux points respectifs du sys-
teme, fious sommes bien maitres d’imaginer chacune

* d’elles, comme décomposée en d’autres suivant telles

lignes que nous voulons choisir, et qui, pour chaque
pomt sontaunombte detrmsaumolns etpuisque nous
wavons trouvo,la Pl oportlon nécessaire de toutes ces com-
'posantes, #l s’epsuit que nous avéns trouvé les vraies
forces de I'équilibre, et que cet €quilibre est unique.
Cep‘endant » voici une difficulté apparente,qu’il n’est
peut-égre pas inutile de proposer et de résoudre, parce
que sa solution trés sunple met le thememe dans un
nouveau jour. - o e ¥ :
.Quand ‘le systeme n’est composé que dc quatre
" points, il faut nécessairement leurs six distances mu-
tuelles pour déterminer la px,ramide dont ils sont
les angles; et par conséquent il 0’y a aucune équation
de condition, c’est-a-dire qul eXISte d’elle-meme entre
ces distances. : B
", Mais lorsque le nombre des poiats est supérieur
a dquatre, il y a plus de distances mutuelles qu'il
n’en faut pour assurer la figure du systgme; et I'on
a, entre toutes lés distances, autant d’équations de
condition que de lignes superflues. On peut donc alors
€liminer dg la fonction. praposée f(m, n,p,q,r,... )y
ou y Introduire telles de ces lignes qu’on voudra,
et que toutefois la combinaison, de ces équations
‘pomrra permettre. ‘Ainsi 'on pourra varier les dis-
- tances qui entrent sous cette. fonction, et la forme
de cette fonction de plusieurs maniéres.
Or, suivant qu’on voudra prcsenter cette fonction
entre telles ou telles distances mutuelles, on trou-
vera« telles ou telles forces suivant ces distances ;




- @’otr il parait que les forces totales P, Q, etc,, quien ré-#

fagons, selon les distances que l'on y. veut choisir,:

_ idantités, lorsqu’on vient & y substitutr, an-lieu de
) q We ¥ 29

jposantes de P, Q, etc., de que]que maniére  perinise Qué
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sulteraient i chaque point, pourraient bien n’étfé pasles |
mémes dans ces différens cas, quoiqt’an fond la laiz,
son des points n’ait pas été changée, et qhe le cas
de Uéquilibre soit unigue. . v A

Pour détruire sur-le~champ cette difficubté, j observe‘r
que, si une fonction des distances mutuelles de plu—j

sieurs points peut quelquefois étre éerite de plusietirs

»

cette fonction néanmoins reste toujours identigue, 8 -,
on la regarde comme une fonction des ¢coordonnées
Z, 7,z de tous les points. Bu cffet, les équations: p
de condition qui ontvlien ‘entre les distahces mu-
tuelles m,n,p,g,r,.... ne sont antre choge que des Ll
ces, droites , leurs expiessions par les coordonnées z, 3
%5 'y 5, etes, des différens points qu’elles nnis- : h e
sent. Ainsi, quoiquau. moyen dé ces equatums, la ‘ :
fonction proposée L puisse étre changée en m n,p,
qéir, «vay elle demeure tou;oms la méme en &, Ve
z; o,y .7, ete.detc. : les expxessmns

%), (&) )()()()e“-’.-"

sout donc aussi toujours les memes. 01, commé on

sera toujouls conddit & ces expressmns pour les com-—‘

la méme fonction L ait €té écrite en m,n,p;q,7, - -
il Sensuit qu’on parviendra *toujolirs aux ‘mémes
forces P Q, R, etc., pour Iéquilibre du systéme,
comme cela doit étre.

* Ceci nous: falt voir encore que si la fonctlon pro-

Slabay . e fo. i B 0 i Dyl e il C ARG Gl Ao, A
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posée f(m, n,p,q,r,...)==L, est présentée enthe
#plus de lignes m,n,p,q,r; .

. qu’il n’en faut pour la
figure, il sera inutile d’éliminer les autres, comme on
Va supposé fait, au commencement, pour la clarté de

la demonstlatlon Les fonctlons (d ) ( ) ( )

dL) ( ) ( ) ete qu’on en tirerait
d}" ’ 3 4 :

pour l’expressmn des forces de Véquilibre , seraient
identiquement les memes que si 'on ' n’avait pas fait
‘Pélimination ; et par consequent on les obtiendra tout
de suite , sans rien changerd la forme sous laquelle
"I fonetion est dbnnée. *  *

A 1egard des actions réciproques des différens

pomts il on sait que, dans lesystéme dont on s "oc~
cupe, il ‘ne peut y avoir de communication directe.

entre les % points que par leurs 3%k —6 distances
mutuelles qui entrent sous la fonction, on contlura
" de ce qui a été demontre, que tes points agiront
1eel!ement les uns sur les autres, suivant ces distances
m Ry, Pyq, Ts.+.. €n raison dee fonctions primes
F1om)s F10, £, (@), (1), ete.

Mais de méme que la fonction proposée peut étre
presenlee indifféremment %®ntre telles ou tell¥s dis-
tances mutuelles, de mémg la communication des
points peut étre établie suivant *telles ou telles de ces
lignes sans que la liaison générale de ces points soit
changée. Si done on‘ignore de quelle manitre le- sys—
ttme est exécuté, onsne pourra,pas dire; d’ aprés Ta
seule fom:ti’)nf(m,n,]),q.'. ..)y quellessont les réac-
tions véritables des différens paints, parce qu’on ne

-

PP RIRON = S A

|
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saura pas si les liens qui pourraient donner lieu & ces

aLth]lS dnectes sont établis précisément le, long de

distances mutuelles 2 n,p,q,r,.. o qm paralsseﬁt‘ d

dans la fenction. Ainsi ceitte fonction, qui," souﬁ
quelquefornie qu’elle soit donnée; aractérise le sy'—
ttme, et sufﬁt pour faire connaitre sur- le-champ Tes .

forces umques P; Q, R, etc., ou o

VLG + @ g
VLY Gy G

qui doivent étre appliquées aux différens points,

ne suffit pas pour apprendré commeéht ces forces se’

distribuent véellement des uns aux autres : il faut
encore regarder la constructjon du systeme lul-meme,
", et voir suivant quelles distances ‘mutuelles'la com=.
munication est réellement établie. il arrive qu’elle
se fagse précisément par-les mémes d.lstances que celles’

qui sont dans la fenction donnee on prendra sur-le= -

champ les fonctions primes 1elat1ves i ces dlstances,

ctl’ on aura lesréactions véritables des dlfferenspolnts"
Mais sila communication s’opére par d’autres lignes,

il faudra ‘commencer par ¢liminer de la foncuon‘
touteshles distances mutdelles le long desquelles il

n’y a pas de lien immédiat dans la canstruction du

systéme (ce qui pourra toujours se faire an moyen

des équations de condition entre ces droites), etdes ’
fonctions primes de cette fonction nouvelle: par rap-

port aux distances mutuelles qui y restent, seront les

cxpressions des actiofis rec1ploques qul auront "véri-

tablement lieu entre les corps,

R e e
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"Tel est Vesprit de cette loi fondamentale, qui con-
txent touite la science des forces. Avant d’aller plus
“loin, il me parait & propos d’en faire quelques appli-
gations smeles, o V'on voie & la fois la rapidité des
' sq}utlons et Videntité de la théoric avec les premiers.
- principes de r équilibre.’. : ,
o Considérons djabord trois points liés entre ¢ eux par
la condition que la somme de leurs distances mutuelles
myn,p, doive demeurer constante
La fonction Fm, n,p) sera donc ici m ~+n+p;en

prenant les fonctions primes, on aura
-

N N s xSl P ke

Ce qui nous apprend que chacup des trois points
doit étre sollicité vers les deux autres par des forces
égal®; que par conséquent les trois forces P, Q, R,
quil faut appliquer & ces points , sont représentées en
guandeurs et en directions par les diagonales de trois
1osanges construits avec les mémes cotes Sous les trois
“angles du triangle.

C’est la loi de l’equlhble de trois points ou passe-
raient, commedans des anneaux, un méme fil inex—
tensible le long duquel ils pourraient couler libre~

. ment. Quand ces points se meuvent de maniére que
le fil reste tendu, la somme de leurs distances mu-
- toelles demeure constante, conformément a I’équa~
' tion m 47+ p= const., et chacun d’eux lorsqu’on
le suppose seul mohile,; n’a plus- que la liberté de se
mouyoirsur un ellipsoide de révolution dont les deux
" autres sont les foyers. Cest pour cela que chacune des
forces appliquées divise en deux partiés €gales I'angle
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formé par les distances de son point d’ apphcat)on adx 4
deux autres; car cette force doit étre normale A l'el@p !
lipsoide dont il s’agit, et dans cette surface la. nom §

male diyise en deux parties égales l’angle formé pag
les 1ayons vecteurs. . e

On peut remarquer que le fil mextenmble ne’ repré= V. b
sente pas completemgnt la liaison que 1’ équauon suE-,
pose; car ce fil fait simplement que la somme des

distances des points ne peut pas devemr plus grande,
mais il ne "empéche pas de devenir moindre. Ainsi,

pour Iéquilibre des trois corps unis par le fil , il faut ;

encore ajouter que les forc® doivent agir de manicre
& ce que le fil soit tendu ; au lieu que dans I'équilibre

du systeme défini par équation m - n - p = const:

elles peuvent agir indifféremment , ou pour tendre Ig -
fil, ou pour le comprimer ; de sorte que Pespéce de fil,
flexible que le caleul suppose, est tout-aala-fms!qex'-
tensible et incompressible: . ¥y

Si ¢’était simplement-la somme des distances m ‘et
n des deux premiers corps au troisi¢me qui dit des
meurer constante , on aurait d

L

fm,n) = m 4 nr=—= _co‘h.st..

dou f/(m)=f'(n) = 1. Amm, il faudrait ap’phquq‘
aux deux premiers corps detix forces égales, suivant
teurs distances m et n; au troisitme, et a celui~ciune
force égale et contraire i leur résultante; et il (n’y.
. aurait point de foree suivant la dstance P> quin’entre
pas sous la fonction.- . el .

Cest en effet le ca# de trois corps, dont V'un pour- .’

rait couler comme un anneau le long du fil, tandis

B v

" cessives de ce fil, on ‘aurait

Smn,p,q,r, ...

L S(m) "‘f’(n) =J

comme ci-dessus : d’ou Pan voit que le fil doit étre
+ également tendu dans toute sa longucur; que chacune
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que Jes deux autres ‘seraient fixement attaches A ses
‘deux bouts. Quand les deux co:pe extréines sont sup-
posés ﬁ:ies, celui du milieu” n’a plus que 1a liberté
de décrire un ellipsoide de revolutlon autour d’eux

. comme foyers mrais ceux~ci décrivent simplement des

spheres autour ‘de lui, comme centre, quand ils sgm,

“*regardés, Pun aprés Vautre, comme seuls mobiles.

Voila paurqum la force appllquee- au corps qui pent
.ghsser le long du fil, divisé*en deux également an=-

" gle formé par les deux portions de ce ﬁl, tandis que

chacune des deux autres forces agit vers le corps du

mlheu “dans la direction du fil lux—meme

‘8l y avait plus de trois corps unis entre eux par
unt méme fil; le long duquel ils pussent couler libre—

ment, en nommantm n,p,g,r, Abea il V.1 pontlons suc-
i i

.
L

: )=m+n+p:+q+-r+ ....==const. ,

et paiﬂ conséquent

P)=fq) = f() = ete. = 1,

des forces divise en deux parties égales Pangledu po-
lygone funiculaire ou elle est appht]uee, et qu’elles
sont toutes proportionnelles aux cosmus des moitiés
de ces angles ; etc. ‘

Supposons actuellement que nos trois corps soient
tellement liés, que la somme des carrés de ]el'rs

: distances mutuelles reste constarite.

. La fonction f(m,n,p) sera ici 7% 4= n? - p*; etlon
: . 29
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aura ; . S e

J'(m) = om, f'(n) =2n, f (p) =@p.
g

Il faudra donc poux V'équilibre, que cbaque corps,
soitsollicité versles deux autres par de forces prow7
tionnelles a ses distances a ces deux corps; d’ot il esta
facile de voir que _les trois forces uniques P,Q,R, qui
agiraient sur ces points.respectifs sont dirigées 'y
leur centre de gravité, en les supposant de maswg
égales, et sont pr oportionnelles a leurs distances- A
centre. "

Cest en effet ce qu1 1eau1te1a1t du, plus sunpla rai-
sonnement ;
©m* +4.n* <4 p* = const., sLlon suppose deux d@
points devenus fixes, le tromgme n’a plus que la ll-
berté de décrire une sphére. dont le centre est au mi-
lieu de la droite_qui joint les deux autres : or-laforce
qui le sollicite, dans le cas de lethbre -doit étre

car en vertu de lequaelon....,,’,(. A

normale a cette surface, et par consequent les trois
~forces doivent étre dirigées des trois angles du trlgn—"
ole vers les milieux des cotés opposés ," ‘et se croiser
ainsi au centre de grav1te de ce triangle ; il est: ela:r-
ensuite qu'elles sont entre elles tomnie les-distances
des angles a ce point. virh s
Mais ici on ne peut plus construire :le, systeme,
comme on V’a fait dans l’exelnple précédent ;. il ﬁ*— 5
drait un'fil d’'une espéce particuliére, ol les corps
pussent rouler de maniére que la somme des €arrés de
leurs distances fiit toujours la méme, et nous ne cou-
naissons pas de fil, qui ait cette propri€té. Mais de
- quelque fagon qu’un pareil syst¢me puisse étre.exé-
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cuté‘ qu’il soit méme possible ou-non , Peu importe &
la théorie;; notre objet west pas de le'faue mais de
trouver Yes forces d’ethbre qui résultent nécessaire-

" ment de sa deﬁnmon, et le probleme est résolu dans

toute sa purete. *

Que si Pon"avait un plus grand nnm]»re de corps
liés de maniére que “la somriie des carrés de toutes
leurs distances mutuelles dit demeurer constante , on
ve;rmt de méme que, pour"l’equlllbre, tous ces corps
doivent étre sollicités les uns vers les autres propor—
tionnellement  leurs distances ; de sorteque les forces '
totales qui_les animent respectivement sont dirigées
vers le centre de ’g‘i"avité de tous c'és"points considé~
vés comme égaux en masse et sont proportlonnel]cq‘
aux distances de ces pdints a ce centre commun.

Si la fonction des dlétances mutuelle“, était

_ﬁ_ + +m+....,

Pl‘lmeS , on au_ralt

en prenant les fonctions

: f(m) T 7 ﬁ%-rf’(”) SRy ,%;

f’(p)': = *, f'(q) = %, ete.

et tous les corps; dans le cas de Péquilibre , devraient
étre sollicités les uns vers les autres en raison inverse
des carrés de ieurs distances mutuelles , ete.
On pourrait. multlpller les exemples; mais “ceux-ci
suffisent, et je' reviens a'la question générale.
g

85
¢

;Zf).,
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"D’un systeme_ o les points sont lies par pluszeurs
équations quelconques entre leurs dzstances mu—
R

tuelles. peagl

Supposons actuellement que les points du systéme %
soient tellement liés, qu’on ait toujours: entre leurs
distances mutuellés les équations suivantes ik

f(m,n,p,q,r,....) = L = toust. ,
¢ (m, P gyt5 i Y e MU="EPpl, kst
Y (m,n,p, g,r, :.). = N' = const. e
etc. A S o
. : i

de sorte que le.systeme puisse affeéter toutes les figu~
res ol ces equauons sub51stent et n’en pulsse,aﬂbctgr
aucune ou elles cesseraient d’ayoir lieu. g
Premiérement, par cela seul gque les points du sys-
teme sont liés entre eux par la premitre équation

= const., on peut leur appliquer les forces respc A,

\/E( S

tives

) -

V[( )+ () + (3,’2)]'

A dé’siguant un_ coefficient quelconque indétem'ﬁpj_é.,
et chaque force étant normale a la surface représentée
par Véquation L = const., lorsqu'on y regarde les ‘
trois coordonnées du point.d’application comme seules 7*

_ variables; et 'on est siir que ces forces se font equl- ¥
libre sur le systeme. .
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En second lieu , parce que les points sont liés entre

 eux par la seconde équation M =const., on peut leur
apphquer encore les forces respectives

) + (4 + ()
~¢[<ﬂ'f )
G @@

@ étant’ un nouveau coefﬁcnent mdetermmé et chacune

©de ces forces étant normalea la surface représentée
par lequatlon L = const., lorsqu’on Y regarde les

coofdonnées du pomt d’application comme seules va-
riables. .

De merhe',_ en désignant par » un coefficient indé-
terminé comme les recedens on peut encore appli-

qﬁl‘; aiix pomts du sy stéme les forces lespeu.lves

x/ B e (S (Y
VLG )2 ’f dN) ( SN
\/ (@) ')]

dirige’es suivant les normales aux sdrfaces respectives
1epré§entées par ‘l’e’quation N == const., lorsqu’on y

~egarde successwement etc.
Et ainsi de suite po\n les autres equatlons qui lient
les points du systée.’




les equatnons, hors la premiére, soient actu!llement i

U4 EQUILIBRL ' .

11 est bien mamfeste qu’il y-aura equlhbre ‘en vertu
de toutes ees forces, puisqu’il y aurait équilibre ‘en'*
particulier danschaque gro upérelatif achaqueéquation. i

Mais on pourrait demander si ces forces, ou leurs

résultantes anx différens points, sont les seules qhi b

puissent se” fairg équilibre sur le systejﬁ‘e s1, par lh
simultanéité ‘des equatmns L = const., M = cohst.,

N = const., etc., les points ne pourraient,pas déVe— |
nir capables d’autres résistances que des, résistances
composces «de celles qui naitraient succeSsivement ael

ces équations , si elles avaient lieu 'une aprés Vautre.
Pour répondre & cette question, j'observe quau

moment, de Véquilibre du systeme chaq}le équauoh
peut étre regardée .comme- tenant lieu de certaines

Y

forces; car si'l'on venait & supprimer tout=a-toup .

cette équation, 1equ1hbre serait” rompu ; mals 1l.est

clair qu'il, y aurait de certaines forces propres aem-
pécher cette rupture, et qui'remplaceraient parfalte- i

ment 1’équation absente: Si doncon imagine que toﬁes
remplacées par des forces convenables 5, les pomts ne
se trouvant plus liés entre eux que parJa seule eqda— il

tion L = const., il est nécessaire que toutes les -
forces appliquées soient reductlbles a des forces pro-

pmtlonnelles aux fonctions: - -
dL
) & (d )]

Mich ‘G N
\/[(dx” + ,)_ +<;‘11?’) :L

- W ete.

..
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~D’oulon voit que cette équation, dans V'équilibre
du systéme, ne peut tenir-lieu que des mémes forces
dp'nt elle pourrait tenir lien si elle était seule. Ainsi,
les forces qui peuyent se faire équilibre sur un systeme
défini par plusieurs équations, ne sont autre chose que
les forces composées de celles qui s 'y feraient équilibre
séparément en vertu de chaque équation.

Lorsque les points du systeme ne sont liés que par
une seule équation, 1e cas de V'équilibre est unique; je
‘veux dire quiil n’y a, pour chaque figure ou peut passer
le systeme, que des forces P, Q, R, ete., de directions et
de proportions déterminées, quipuissents’y faire équi-
libre. ‘Mais lorsqu’il y a deux équations L=const. ,
M_.const., ’équilibre n’est plus unique, etil ya pour
uneméme figure une infinité de groupes de forces qui
»péﬁvéni se . faire équilibre sur le systeme. En effet,
au moyen des.deux indéterminées A et b qui affectent
les deux composantes e

L) G+ 6]
VI () + ()

de chaque force, on peut varier les directions et la
_proportion de ces forces d’une infinité de maniéres.
Seulement il faut observer que chacune d’ elles ne sor-
tira pas d’un plan déterminé : car la pre; emiére compo-
_sanfe est normale 4 la surface représentée par l'équa-
‘ tion L= consk. , lorsqu'on y regarde. les coordonnées
- du point eomme seulds variables; la seconde est nor-
male a la surface représentée par Véquation M=const .,
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Jorsgu’on 'y regarde les mémes coordonnées comme
ju’ol

seules variables. La résultante est done situde dans le

plan perpendiculaire a l'intersection de ces deux sug-
faces. C’est en effet ce qui doit avoir lieu; car si Uon

vient A fixer tous les points du systéme, *hors celui

dont il s’agit, il n’aura plus que la liberté de se mou-
voir le long de cette intersection,, comine dans*un Fiaps
nal infiniment étroit : or, léquilibre n’étant point.
troublé par l’hypothe?e il faut nécessairement que la
force appliquée soit actu.ellement. perpendncularre a la
direction de ce canal.

Quand il y a plus de deux equatlons qm lient les
poirits du systéme, Uindétermination du cas de Y'équi-

.

libre est encore plus étendue; et pour les points dont -

les coordonnées se trouvent a la fois dans trois équa=
tions, les forces appliquéés peuvent avoir des direc-
tions quelconques. Les trois indéterminées , , », qui

affectent alors les tr'o.is composah.te de chaque force,

peuvent donner i.cette force une Qrectioi) arbitraire °
dans Vespace. C’est ce-qui s’accorde encore.ave¢ notre

principe; car si 'on suppose devenus ﬁxes tous les

points hors-celui que je considére, comrie ses coor=

données entrent a
point ne conserve plus aucune liberté dans Uespace,
ainsi la foree qui le sollicite n’est ohllgee
rection délerminée. &)

a aucune di-

(*) An reste, il fant bien entendre ceci: les directions des forces
ne sont pas toutes indéterminées; s'il n'y avait, par exemple, que
trois équations , une fois gue ’on aurait disposé de A, s, v, pour
donner & Y'une des forces une direction arbitraire; les directions ez
la proportion des autres serait nécessairement détcrmirlul‘esp,

la fois dans trois des equatmns, ce

.

+
»
.
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« IV.

D’un systeme ou les poz‘hts sont liés par des équations

quelconques entre leurs coordonnées.

Jusqu’ici nous n’avons considéré quun systéme en~

“terement libre, c’est-a-dire, dont les points ne se

trouvent liés que pav des e’quétions entre leurs dis-
tances mutuelles ; mais il est bien facile d’étendre la
loj que nous avons trouvée,  un systeme ou les points
seraient liés pav des équations entre leurs coordonnées
relatives & trois axes fizes dans Uespace. Cen ‘est pas
que.les fonctions L; M, N, etc., des distances mutuelles
m, n, p, g, €ete., ne. puissent étreregardées comme fone-

tions des coordonnées z, ), z; z', 9, 7, etc., au

moyen des expressmns Vite—=2)y+(r—) b

4 (z—2')* etc.] qu'on y substituerait a la place des
lighes m, etc. ; mais elles ne eontiennent alors ces coor-
dopnees z, yy 3; 2, ¥y 7, ete., que d’une certaine
maniére , et nous voulons passer au cas ou elks en se-
raient des fonctions guelconques.

Pour cela, reprenons notre systeme llhre de Yarticle
plecedent et, choisissant 4 volonté trois points de ce
systtme, menons de chacun des autves trois lignes
zl ces points; et supposons; ce dont on est tou_}ours le
M=

const., etc., iln ‘entre que ges dlstanccs et

“maitre, que, dans les équations L == const.,
const., N—=
celles qui joignent nos trois points deux & deux.

Si Fon suppose alors que ces trois points deviennent
fixes, les forees de Véquilibre n’en seront pas wmoins

¥y a <l X ‘
exprimées par les mémes fonctions quauparavant;

®

-y
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seulement les trois points devenus fixes supporteront
des pressions égales et contraires aux forces qu’il aurait
falluy appliquers’ils étaient restés libresaveclesautres.
Actuellement , faisons abstraction de ces trois points ;-
cest-a~dire, régardons les autres comme formant é.
cux seuls un systeme qui est celui que nous avons en
vue. Les équations entre leurs distances aux trois points
fixes deviendront des équations guelconques entre les

coordonnces qui déterminent leurs licux dans 'espace:

cependant les forces de I’équilibre seront exprimées
comme auparavant. Ces forces, il est vrai, ne se féront
plus équilibre entre elles seules, comme d;me le ¢as du
systeme libre, ot nous les’avons vués se décomposér
en forces, deux A deux égales, et contraires, suivant les
droites qui joignent les poinits; et méme il pourra sou-
vent arriver qu’il n’y ait aucuneaction directe entre ces

memes pomts. Mais'pour concevoir alors comment 1’é~ -

quilibre s’opére, il faudra supposex: qu’on restitue ces
trois points fixes avec lesquels les premiers sont en liai-
son tacite ; etc’est parce9p01nts, comie par deswspétes
de poulies de renvoi, que ceux du systeme réagiront les'
uns sur les autres, et entretiendront la loi de leurs rél
sistauces respectlves de Ia méme maniére que 51 touﬂ
était libre dans Vespace. .
Voila prec1sement ce qui arrive quand on consxdere
un sys steme doht les povlts sont fiés par des equa~.
tions quelconques entre Ieurs coordonnéed. On ne voit -
actuellement gue les pomts dont les coordonnées pa-
raissent dans ces équations, et V'on ne peut plus ex-
pliquer Véquilibre entre ces seuls corps : Cest qu’ en

se ‘donnant une déguation quelconque éntre les ('om- 3
q !

données de plusienrs points, on introduit {acitement’

-
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des objets fixes extériewrs, anxquels lcs"points ge’trou-
vent liés, et ‘souvent par lesquels seuls ils peuvent
se - communiquer leur action réciproque. Mais si
Von imagine alors qu’on ait pris. trois points quel-

- conques dans PeSpace ; et qu’on ait changé les coor-

données primitives eén d’autres qui soient, pour chaque

" point, ses distances.a ces trois foyers, en ajoutant ces

trois points au systéme , et considérantle tout comme
libre, on trouvera pour les forces la méme expres—
sion que nous avons donnée plus haut; et si U'on ne
veut plus compter ensuite les trois forces appliquées’
aux trois foyers, parce quen les supposant fixes, ils
n’ont pas ‘besoin a’etre retenus par des forces actuelles,
et quils trouvent en eux-mémes les résistances néces—
saires pour ’équilibre, on 1’aura egard comme on
le fait ordman'ement qu ’a celles des points du systeme
proposé, lesquelles auront entre elles les mémes ve-
Jations qu'aupgravant, et se déduiront immédiatement
des €équations données, sans leur faire subir aucune
tlan'sfa'matlou :

“ Etdela resulte enfin ce heoruuc , qui est objet

vprmclpal du Memmre :

Quelles que sotent les équauons L =o, etc., qui fe-
gnent entre les coordonnées des di ﬂ"érens points d’un
systeme, chacune d’elles, pour U'équilibre , demande
qu’on appltquc @ ces poinis, le long de leurs coor-
données, des forces quelconfjues proportionnelles aux

; fbncgwns pnmes de cette foncuon L., relativement a ces
_ coordonnées ce.;pectwes :

Amsl, en r,epresentam par L=o, M=o, etc, des

Equauons quelconqueq entre les «oordonncu L,_y z;
x5 ,7, etc., des différens points, et par 2, e, etc,

R
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des coefficiens” quelconques indétefmine’&‘, on aura,
pour les forces totales, X,Y,Z; X',Y',Z’, etc. q’u'i
doivent étre apphquees a ces pomts sulvant leurs coor=- *
données : . ; : _

e dL + b dM ~

Y= ——)-l-—p«(—;)—’)-;\-eté.
2

(&)
X:: ) + Iu + Ct(‘:
; dL\ M
Y = "
: y,}«f-g( )+etc.‘.
, dL; .
Z_ ==.A 4 E:,‘ + 13 —a?)-"’ etC-' ) -
ete. . = _ e

Si# Pon élimine de ces équations lgs‘ir}détermine’es
2, #, ete., il restera le_s'_ conditions de Iéquilibre
proprement dites, c’est-a-dire, les relations qui doi~
vent ‘avoir lieu entre les seules forces appliquées et
les coordonnées de leurs points d’application pounl'e-
quilibre du systeme. o »

Les €équations (A) sont en meme nombre que les

" coordonnées de tous les pomts, et les indéterminées
Ay e, etc., en méme nombre que les ‘€quations de.
condition ./, = o, M '= o, etc.
conditions de I équilibre est donc égal a celxhde toutes
les coordonnées, moins le nombre des'’ cquatmns qui
les lient;

bre diminuent a mesure que celles de la liaison aug= *

Le nombre des .

par conséquent les conditions de Véquilis . -

e etc. Wit
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mentent. Mais comme, pour un systéme'entiérement

.libre et dont le nombre de points est &, il ne pourrait

pas y.avoir plus de 3k—6 équations de condition
auquel cas la ﬁgme serait entiérement déterminée,
il ‘Yensuit _que, pour I'équilibre d un tel systeme, il
reste toujours 51x condmons necessaucs comme nous
le savions d’ailleurs.

En général on voit que les équations de 'équilibre,
réunies aux équations de condition, suffiront pour ré-
soudre totis'les problémes qu'on pourra se proposer
sur Véquilibre du systeme Par .exemple, on peut se

. domner les forces apphquees XY, Z; X\Y',Z', etc.,

et .demander la figure que doit prendre le systeme

_pour se mettre en ‘équilibre en vertu de ces forces.

Dans ce cas, les équatiods r¢unies dont je viens de
parler, et dont le nombre est égal a celui de toutes
les coordennées, serviront a
par conséquent les lieux des 'diffél'ens eorps dans l’es-
pace. Mais' si I'on se donnait la figure du systeme,
i est-a-du'eles coordonnées de tous les points, et qu’on -
demandat les forces capables de faire prendre au sys-
temé cette figure, comme les farees X,Y,Z; X' ¥’,
Z', etc., qu seraiént alors les inconuues, ne se trou-
vent que dans les équations de I’équilibre, et n’en-
trent point dans les équations de condition, on aurait

les faire connaitre, et

moins d’éguations que d’inconnues, et le probleme
: demeulerarb indéterminé : d’ott Von voit que, pour

- une méme figure du systeme, il y a une infinité de

gmupeE de Tfotces capables de §’y faire équlllbre ce
qui s’accorde encore avee ce que nous avons trouvé
précédemment ; etc. etc.

Mais je passe & la conclusion générale, ot V'on
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rappelle sous un méme point de vue le pmhlemg de
I’équilibre et celui du mouvement.

"f

Conclusion de ce Mémoire. 4

. Les lois de équilibre et du mouvement d’un point

il y a plusieurs points liés entre eux par des CQﬂSii—
tion's queléonques i quélles'seront les lois de I’équili~
bre et du mouvement de tout le systeme*VOﬂé le
plob]eme général de la mécanique. ,
Or, Iidée la.plus naturelle dans cette xecherche o8t
de considérer que si tout le systeme est actueﬂement
en ethbre, chaque point doit étre en équilibre de
lui-méme, en vertu des forces qui lui sont immédia~
tement éppliquées , et des résistances qu’il éprouve de
la part des augres, a cause de sa liaison avec. eux. Et
de méme, quand le systéme -entre en mouvement,
- chaque point doit se. mouvoir comme s'il était likre,
et quil obéit a la- fpli aux forces quile sollicitent et
aux forces de résistance dont nous venons de paxler,
Si donc on: savait évaluer ces résistancesymutuelles,
on’ n’aurait -qu’a. les ‘combiner avec les forces ;immé'e

diatement dounées par l'état. de la guestion, et pos- . -

sant les équations de Véquilibre ou du, mouvement
pour chaque point, comme s'il était, parfaitement li=

bre, on aurait tout ce qui, serait, nécessaire pour dé- -

telmmer Pétat du’systéme:dans:1’ espaée‘? et ]eypm’

bléeme serait xésolu. =+~ . ooor $. it obnbaos o
- Toute la mécanique se réduu done a:.mvom estimer

les résistances réciproques que” peuvent:se preter“ ‘les

N
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différens points dun systeme, en vertu des’ conditions

'quz les lient.
‘Mais pour donner la-dessus une regla générale,, i\~
- faut nécessairement concevoirces condluons exprllnecs ‘

sous une forme générale. 1l faut commencer par établir
une définition générale des systemes; sans quoi la mé-

canique ne serait plus que Uénumération des cas par- -

ticuliers d’éguilibre et de mouvement que I'on saurait
résoudre, et il n’y aurait pas plus lieu de s’en propo-
ser le probleme général, que dans la géométrie, de
chercher une regle générale. des tangentes, si 'on ne
supposait avant tout les courbes définies par leurs équa-
tions.
. Or, en supposant quye les conditions qui liént.entl'i:
eux plusieurs corps et qui'en font un systeme, con-
sistent en ce que, dans toutes les positions ou peuvent
passer ces corps, il y ait desfonctions quelconques de
leurs coordonnées quidoiventtoujours demeunrer nulles
ou eonstantes, nous avons démontré gu’en vertu de
chacupe d’elles, les corps sont rendus capables, sui-
vant leurs coordennées, derésiggances simul tanées pro-
portionnelles-aux fonctions primes de cette foucnon
relatlvemept A ces coordonnées 1espectwes.

On n’aura done, pour résoudre les proplémes, qu a
prendre les résistances mutuelles des corps, d’aprés
cette regle générale; a combiner cesforces avec celles
qui lew* sont immédiatement appliquées, ét & traiter
séparémentchatun d’eux , comme s'il était libre.

Ainsi, des équatxons précédentes (A), les trois pre-
miéres peuvent étre. régardées comme les equatlons de
'équilibre duipremier point, qui serait libre; mais
sollicité a la fois par les forces appliquées X, 'Y, Z,

(4

i

D e L%

sl




464 , EQUIL_IBRE

et par les forces contraires

e ()

[( )+ ( *‘e‘.“']? .

) 3 (B T
qui naissent des équations L =o, M :.;, etc.

De wéme les trois équations suivantes peuvent étre
considérées comme, etc. , et ainsi des autres.

Quant anx équa‘ions du mouvement on les fox-

mera en egalant Iexpression generale de la force

ccelelatuce suivant chaque coondonnee z,.a la force
. . (XTI 8 O

appliquée X, combinée avec la résistance suivant cette

méme coordonnée , etl’on aura pour le premier point,

dﬁ—‘g = X 4+ 2 + ‘1]'-{ - etc.
de - . g
dWiriea ' ; dM
arﬁ+fﬂ+ﬂ o
LAy + M) + et
s dr = # d
et de meéme pour le second point, s
Bt dLy M+ »
=5 ___?{ -+ 2 Z;’) -+ & 2?) + gtc.
ay o .fdL | '
E_‘%—:Y’-}-A pr + x -+ etc.
diz! ”
- Z+)\( >+,u( -+ ete. ,

v;:._;;—. g o i
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et ainsi- de suite pour les autres points du systéme.
. /Telles sont les équations générales dumouvement,
d’ot il s’agira de tirer, par le caleul intégral, la solu-
tion des problémes qu'on pourra se proposer sur le
mouvement ‘du systéme, 4

De 14 Toi'de V'équilibre établie ci-dessus, nous au-
rions bien pu conclure que si I’on trouble infiniment
peu Péquilibre d’un systéme quelconque de corps , de
manieére que les co.ndltlons de la liaison ne soient pas

. violées, la’ somme des momens de toutes les forces

appliquées, c’estra~dire, suivant 'acception de Gali-
lée , 1a somme de leurs produits par les chemins
respectifs que parcourent leurs points d’application
dans le sens de ces forces, doit toujours étre égale a
zéro ; ce qui constltue leprmmpe des vitesses virtuelles s
mais ce principe n’est plus alors qu’un simple corol=
laire de la théorie précédente , lequel, pour la solu-
tion des problémes, nous raménerait a la régle géné-

* rale d%ou nous I'aurions tiré lui méme, et ne se ferait
~ méme bien entendre que par cette régle.

4 On voit encore quiil a ét¢ inutile de rappeler le fa-
meux principe de D’ A lembert 5.qui réduit-la Dynami-
qued la Statique. En Wertu de ce principe, si I'on

, decompose chaque mouvement imprimé en deux au-

tres, @ont le premier soit celui que le corps prendra
reellement tous les seconds doivent se faire équilibre
entre eux; cest-a—due, que si 'on dt!compoqe cha-
que mouvement . imprimé en, deux, dont I'un soit
celui que le corps perd, l'autre sera celui qu’il pren-
dra. Mais cela revient immédiatement & ce qu’on vient
de dire, savoir, que le’ mouvement réel de chaque
point est le résultat de son mouvement imprimé, et
30
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de la résistance qu’il éprouve par sa liaison avec les
autres ; ce qui est €vident de soi-méme. Ainsi le prin—
cipe de D’ Alembertn’est au fond que cette idée sim—
ple, qu’on remarque & peine dans la suite du raison=
nement, et qui ne revét la forme d’un principe que
par un certain tour d’expression qu’on lui donne.
Cependant , comme on a vu que, pour awoir le
mouvement de chaque point, il faut connaitre*Ia ré-
sistance qu'il ‘peut éprouver de la part des autres, et
‘que, d’'un autre cbté, ces résistances mutuelles ne
sont autre chose que des forces qui se font équilibre
a chaque instant sur le systeme dans les figures suc-

cessives ou'il passe; il en résulte ngn-seulement que

les lois du mouvement peuvent étre ramendes a celles
de I'équilibre, comme on le savait déja par le prinm
cipe de D’Alembert, mais encore qu’elles doivent Y

revenir. nécessairement d’ elles-memes ; que dans Vé-
‘tude ordonnée des diverses parties de la Mécanique,

on ne peut pas traiter 'équilibre comme un cas par~
ticulier du mouvement, et qu’il est dans la nature
des choses que la Dynannque $0it fondee sur la Sta-
thu(’ e

4
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%1 NOTE:'}

Sur ce prznmpe, que dans l’f’quzlzb/e des systemes,
« chaque force doit étre perpendzculmre a la surface
« ou a la courbe sur laguelle le point dapplzcauon
n’auratt plus que la liberté de se mouvozr, st tous
les autres points devenaient ﬁ.res.

.

Ce principe peut étre regardé comme un(élémen‘t‘
de la théorie générale de Uéquilibre ; il est clair, par-
faitement exact, et la vérité en est hors d’atteinte; En
effet, on démontre que, si un pointn’a d’autre liberté
dans Despace, ‘que célle de se mouvoir sur une sur-
face ou sur une ligne courbe fixement arrétée, il n’y
peut étre en équilibre, a moins que la résultante des
forces qui le sollicitent ne soit perpendlculalre a cette
surface ou a cetteligne courbe. . & -

Or, soit un systeme quelconque de points en équilibre
en vertu d’autant de forces appliquées, de sorte qu’il
n’y ait qu'un seule force pour chaque point. L’équi-
libre ne sera pas troublé si 'on fixe tous les points ,
hors un seul, etqu’onsupprime ensuite toutes les' forces

_ applxq‘hees aux points devenus fixes. Il ne restera

donc a consuﬁrel qu ugseul point, et la force unique
qui le sollmlte ‘Mais si, par la nature du systéme ;
quand on fixe tous les points hors un seul celui-ci
ne coxﬁerve plus que la liberté de se mouvoir sur une
certaine surface oa'sun une courbe, il est précisément
dans le méme cas que §'il y et été placé d’abord,

comme sur un objet ﬁ’xemem arre_te ; et puisqu’il y est

' 3o..
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en équilibre, il faut que la force unigue qui agit sur
lui soit perpendiculaire’ & cette surfate ou A cette li=
gne courbe. .

Mais on voit que, pour. la rigueur de la démons-
tration, il faut entendre simplement la surface ou la.

. e 4. 9
courbe que le point pourrait décrire dans le seul cas ou

Uon fixerait tous les autres points-du systéme sans ex-
ception : car si 'an ne fixait qu’une partie des autres
points, il ne serait plus permis de supprimer, comme
on I’a fait, toutes les autres forces du systeme, et de
ramener ainsila question au cas o il n’y a plus qu'un
seul point ‘t une seule force a co’nsxderer Je vais
éclaircir ceci par un exemple Y
Dans le systeme formé. de trois points A,B,C, liés
entre eux de manitre'd ne pouvoir changer leurs dis-
tances mutuelles; en considérant le point A, par
exemple, si 'on ne supposait devenu fixe qu’un seul
des deux autres, comme le point C, on verrait que
‘le ‘point A 0’4 plus que la liberté de décrire une
sphére autour du point ¢ comme centre; d’ou il pa—
raitrait s’ensuivre que, pour Uéquilibre, la force ap-
pliquée en A doit étre normale a cette sphére, et. par
conséquent dirigée vers le pomt G; ce qui n “est pas
nécessaire . ; ™
‘Mais si 1'on suppose rendus fixes 4 la fois les deux
points B et C, le point A n’a pTus que la liberté de dé-

crire un arc de cercle autour de la droite BG, comme .

axe de révolution; et I'on peut ici ngduredﬁement
conclure que la force appliquée doit étre perpendlcu-
laire A la direction de cet arc de ce’qle condition qui
n’oblige la force qu’a se trouver, d’une mame\rf;’ quel-
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conque dans le plan des trois points A,B,C, comme
on sait que cela doit.étre.

Quand on ne fixe qu’un senl point C, il est bien vrai
que le point A ne peut plus se mouvoir que sur une
sphére déterminée;; mais observez qu'il ne peut le faire
sans entrainer I'autre point B, lequel, étant sollicité
par une force (qu'on n’a pas pu supprhmer puisqu’il
est resté mobile), réagitnécessairement sur le point A,
Dans cette hypothése done, la force que Von voit ap~
pliquée en A n ‘est pas laseulg qui sollicite ce point;
et il n’est pas néeessaire qu’elle soit perpendiculaire &
la surface qu’il pourrait décrire, pulsque d’aprés le
principe méme’, cela ne convient qu’a la résultante de
toutes les forces qui pourralentagnr sur le point que
Von considére, 11 n er; est pas d¢ méme quand on sup-
pose rendus fixes a la fois les deux points Bet C; la
foree appliquée au point A est alers la seule qui le
presse, puisqu’on peut regarder les deux autres forces
du systtme comme supprimées; et par conséquent il
est nécessaire ici queda force appliquée soit perpendi=
culaire & la'direction de la: courbe ou e point con~
serve encore la liberté de se mouvoir.

- Au reste, on pourrait encore apphquer le principe

- dans la premlere hypothése { mais, pour étre exact,
il' faudrait commencerpar prendre Iaction du point

B sur le point A', combiner ensuite cetteforce avec
celle qui y est immédiatement apphquee, et’on trou-
verait que la résultante de ces deux forces doit étre

normale a la sphére dont il s’agit, comme cela a réel-
lement lien. Rt

Mais il est bien plus clair et plus simple de n’eme—

-ployer ce principe que selon ’énonicé qu’on en a fait

.
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au commencement d¢ cette Note. On nes’en est méme j
servi dans le Mémoire, que pour les systémes ou les
points ne sont liés que par- une seule équation : il o’y .

a- pas 12 deux maniéres de Uentendre; car, §’il n’y a
quune seule équation entre les coordonnées des poinYPs
il faut nécessairement les supposer fixes tous, hors un
seul ; pour que cglui-ci devienne assujetti & ne'pouvoir

plus que décrire une surface. Sl Von en laissait seule- -

ment un autre moblle celui que Ion considére ne se—~

rait géné d’ancun cotg dans Vespace; il pourrait en-
core s’y mouvoir en tous seus, et il'n’y aurait plus lien -

de rien tirer de cette hypothése pour la direction que’

doit avoir Ta force appliquée dansie ca$ de l’équilibre.
Puisque dans la théorie générale de I'équilibre il a
suffi de considérer ce ‘principe dans un cas ou il n’offre

pas Ta plus légere difficulté, et que tout le reste sen -

trouve déduit avee rigueur, on.aurait pu se dlspenser

d’y revenir dans cette Note, et de lever des‘difficultés

qui ne peuvent pas naitre. Mais nous avons voulu .

faire voir que ce principe est général, quil a lieu
"dans toutes ‘les machines, et nous 1’d¥ons remal-__-

qué particulierement dans le leyier, pour nous con-
. e b . y
former au desir que M. Lagrange nous a fait I’hon-

neur de nous témoigner a cet égard. Le levier n’est,

en effet, que le systeme de Pexemple précédent, ou

Yun C des trois points A,B,C est véritablement fixe, &%

On ne considére plus alors que I'équilibre des deux
forces appliquées- aux deux bouts A et B du levier,
et le point d’appui C tient lieu de la troisieme force.

On voit donc que notre principe ne dit pas que les .~
deux forces apphquees doivent étre normales aux b

spheres que les deax bouts A et B du’ leylel pourraient

o
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décrire autour du point d’appui C, mais bien qu’elles
doivent étre perpendiculaires «aux arcs de cercles
respectifs que ces points pourraient décrire autour
des droites CB.et CA, comme axes de révolution ; d’out
il suit qife les deux forces appliquées doivent étre dans
un méme plan avec Pappui; ce.qui est en effet la
premieéfe condition connue de 1’équilibre du levier.

Quant 4 la seconde. condition, elle résulte de ce
qu’on a dit sur les systémes invariables : chacune des

deux forces étant décomposée en deux autres , la pre-

miére vers le point d’appui, la seconde vers V'autre
bout du 1eviér, les deux premieresse trouvent toujours
détruites par la résistance de I’appui ; niais les deux
secondes doivent étre parfaitement égales et contrairves :
d’ou Von tire aisément que, les deux forces appliquées
‘sont réciproques a leurs distances au point d’appui.
Tout- cela subsiste, quel que soit I'angle C du
ttnangle ACB et par conséquent a lieu encore dans.
le cas ou cet angle devient égal & deux droits :
les trois points;A,'C,B tombent alors en ligne droite;

‘et cest alinsi quon- passe au levier droit, qui nest

qu'un cas particulier de celui-que nous venons de
considérer. Mais on n’y pourrait plus immédiatement
appliquer les raisonnemens qui précédent ;'car les trois -
_points A,G,B étant en ligne droite, oA T'on en suppose
deux fixes, le troisitme se trouve tout-i-fait arrété; ce
qui n’apprend plus rien pour les directions des forces,
ou'ce qni semblerait dire qu’elles peuvent étre diri-
gées d’'une maniére quelconque. D’un autre cdté, on
ne peut plus décomposer chacune d’elles en deux
autres, suivant les mémes lignes que ci-dessus, puis-
que ces lignes n'en font plus qu’une seule. Aussi,
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pour comprendre et pour bien expliquer Uéquilibre du

levier droit, faut-il le,supposer d’abord courbe , ouun

peurompuau point d’appui, comme’a fait Newton; et
apres lui, D’ Alembert dans sou Traité de Dynamique.

On voit reparaitre alors les vraies conditions de 1'é-
quilibre du levier, ét méme la maniére dont les forces
y réagissent I’'une sur Vautre. Que si la marcie parait
mdlrecte, et la démonstration peu naturelle , en ce
qwon parait déduire une chiose simple d’une chose
<omposée, c’est quon ne fait pas assez d’attention A

Vidée de raideur, qui parait simple et qui est 'réelleme;:t"- :

complexe. Pour écrire, en effet, que trois points A,
C,B font partie d’an corps raide, il faut nécessairement
€crire que leurs trois distances mutuelles sont sépas
rément invariables, et cela L, que les trois points soient
enligne droite ou non. Il n’y a done, pour Vobjet,que’
Pon a en vue, rien de plus simple dans un -cas que
dans 'autre. Mals si, dans le cas ou les points sontex)
ligne droite , la loi de leur cqu\hbxe ne se montre
plus aussi bien, ou méme nous echappe, il sera tres
naturel de supposer d’abord que les troishpoints ne
sont pas en ligne droite, d’y voir alors Ja loi de Vé-
quilibre, et de la suivre jusqu’au chs_oﬁ les points
redeviennentfen ligne droite. C’est ainsi que dans D’a-
nalyse, pour trouver les vraies valeurs de certains

symboles algébriques, il ne faut plus les considérer en
eux-mémes , mais remonter aux fonctions_qui les ont
pu produire par 'hypothése de quelques valeurs par-

ticuliéres attribuées aux .variables. .

Ge quon vient de dire donne la vraie cause de 1’é~
quilibre du levier. Dans la nature un levier @roit , sans
dpaisseur,est impossible : il seraitrompu par la plus.
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petite force transverSale. La destruction des forces ne
peti_t s’y opérer que par sa résistance longitudinale, et par
conséquent, il faut toujours que ces foxces puissent
se décomposer en d’autres qui se détruisent dans Vin-
térieur du, levier lni-méme.

NOTE II.

¥

- - . .
Démonstration, du principe des vitesses virtuelles ;

“identité de ce principe avec le théoréme général qui
fazt l’ob]ét du ]flémozre précédent.

.

. On gest contenté d’observer; dans le Mémoire,, gue
du théorémie oi Ion est parvenu sur Pexpression gé—

‘nérale des forces de V’équilibre, on pouvait passer

aisément au principe des vitesses virtuelles. Mais ce
pﬁncipe est si célebre dans V'histoire de la Mécanique,
que je ne puis m’empécher de marquer en peu de
mots ce passage; et j’y reviens d’autant plus volon-

" tiers, que non-seulement le principe des virtuelles est

un corollairé de la proposition générale établie ci-
dessus, mais qu’il me parait encore identigue avec elle
lorsqu’on le regarde sous son vrai point de vue, et
qu'on I'énonce d’une maniére compléte.

Soit le systeme défini par les equaﬁous smvantes
entre les coordonnées des corps,

f(x,y,z; %y’ ,7; ete.)
OATY s TNy .2 ete)
etc.

o

@

Supposons qu’on imprimea tous ces corpsdes vitesses
quelconques qu'ils puissent avoiractuellementsans vio-
ler les conditions de la liagison, les coordonnées z,y,

-

-
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z; &', 9y 2'; ete. varieront avec le temps ¢, dont il
faudra les regarder comme fonctions ; et, pour que les

3 Lol dry o dy . dat
vitesses 1lnpnmees2—t, a7 ) ) etc., soientpér.

mises par la liaison, comme on le suppose, il faudra
- :
qu elles satisfassent aux équations :
” -

ST CRRP AR L S :
S@ G+ D+ D% ¢ piay ity S

dz* - dy ", 8dz . dy :
’ = ’ f
(@) G0+ @ 5406 T+ etemo,

etc. k iy (E)

tirées des précédentes (A); et il suffira qu’elles y satis-

fassent pour que les conditions de la liaison soient
observées. . ' : ’

it

Ou bien, si I’on multiplie ces équations par des
. cogﬂiciens quelconques indéterminés 2, e, etc., et
quon les ajoute, il suffira qu’elle§ satisfassent a la
seule équation suivante, indépendamment de Ak, etc,

[» f "(1')] + o) + etc.]v %—i ) ;
TS+ e+ ] L fu
+ [ f(z) + w0 ¢(3) + etc.] %zi .

+ 7 g " dal’ ¢ ody

[ f(:r)‘f'f“P(ﬁ)'i-etc.fE- - #

=+ etc. = o, ' 5 Bk 4.

Or, les fonctions qui multip]ient' les vitesses ki ;
dr dy de dy’ ' ! ;
di" A’ qp g0 ©t¢s ne.sont autre chose (d’aprés
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ce qui a été démontré) que les expressions géncrales
des forces capables.d’étre en équilibre sur le systéme.
Supposant donc des forces X,Y,Z; X',Y',Z, etc.,
qui s’y feraient actuellement équilibre, on aurait :

dx _. dy s a0 Hy it q
Xd—- YE+ZE+X E"-'-Y -d—t <4 ete. = 0... (D)
Auliendestrois cpmposa.ntesX »Y,Z, multipliées par les

AN i
vitesses 1esp§c ives —, R

résultante P, multipliée par la vitesse résultante,

on peut mettre la

préjetée sur la direction de P, et que je nommerai

ds% i ;
57 et,de méme pour les autres; et.l’on aura :

ds ds ds"
PTft -+ P = -+ P’ —Jt——i—etc.:o;
Cest-a—dire que, si des forces se font é‘gui_libre sur un
v systeme 'quelconque, la somme de leurs produits par
les vitesses, quelles qu’elles sbient, qu’on voudra im-
primer aux corps , mais que leur liaison permet, sera
toujours égale a zéro, en estimant ces vilesses suivant
les directions des forces. , g »
On voit par la qu'on peut prendre des vitesses quel-
'conques ﬁ;lie’;, que Von mesurerait par des droites
quelconques qui seraient simultanémant décrites par
les coi’ps, §’ils venaient tout-a-coup a rompre leur

_liaison et a s’échapper librement, chacun de son cbté.

Quand on veut mesurer ces \"itessgs par les espaces
mémes que les corps’ décrivent réellement, comme
elles varient a chaque instant par la liaison des corps,
il faut prendre ces espaces infiniment petits, sans quoi

+ ils ne mesureraient plus les vitesses imprimées ; et ¢’est

¥



476, : "EQUILIBRE

ainsi qu’on tombe dans les vitesses virtuelles propre=

ment dites, ou le prmclpe vient peldre une partle
de sa clarté

¥ ]

Il résulte, en effet, de ce que nous venons de dire,

que cette belle propricté de Véquilibre peut s’énoncer
de la maniére suivante :

Lorsqu’on woit suivre aux d;ﬁ'érens corps d’un
systeme des mouvemens quelconques qui ne wiolent
point la liaison établie entre eur , cest~a-dire, qui
nous présentent contznuellc’nent le systtme dans des
Jigures oitles. égualwns de condition subsistént, on eut
étre stir que les forces qui seraient capables de se ﬁire
équilibre sur une.de ces figures, dans le mopzent ois

le systeme y passe, sont telles que , multiplides pamﬁﬁ
les wvitesses actuelles des corps projetées sur leurs di-

rections, la someme de tous ces produits est nécessaz-—
rement e’gale a zéro.

Le principe, de cette maniére, offre plus aucune'
trace de cesidées de mouvemens infiniment petits, et de,
pertyrbation d’équilibre’, qui paraissent: étrangéres A
la question , et qui laisseut-dans I’ espmt quelque chose.
d’obscur, -

" Lorsqu'’il y a équilibre, il est clair que le principe
a lieu pour tous les systémes de vitésses que les points
powrraient avoir en passant par la ﬁgure que on con-
sidére. P

Mais quand on veut partir du pr1nc1pe et l’enonct
de’maniere qu il assure Péquilibre, faut-il dire'qu’il a
lieu pour ce nombre infini de systémes de vitesses?

Il y aurait surabondance de conditions, et I’on voit =

qu’il suffit de dire que l’e’quatlon (D) doit se vérifier
pour autant de systémes de vitesses que les équations’
de condition (B) en laissent d’indépendantes ; ou bien

" de vitesses qu il y a de vitesses

.
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(en réunissant, comme on V'a fait ci-dessus , toutes ces

équations en une seule (C), au moyen des indétermi--

hées 2, #5 ete.), il suffitede dire que Péquation (D)

des momens dmt se vérifier pour autant de systemes
z. dy ‘dz dx’
dt’ de’ d Tdeh

=L, etc. Mai h d systemes de vi-
o ete Mais comme ¢ acun de ces sy _

tessesjmt satisfaire & a Véqnation (C), par hypothése,

cela revient & dire que toutes les forces appliquées

X, 7 X Y’, etc., gui multiplient les vitesses
dy dz de dy

70 0 @ dr ap o dans 1’¢ quatxon (D),

X dmvent* étre toutes proportlonhelles aux fonctions

»

AP ) o 0 ], )+ o) bered,

[Af(2) + & ¢'(z) + ete.],[rf" (x)+«¢(x)+etc],;
[Af’(f)+;c¢£r)+etc],etc-, ‘ KR

qui multiplient les mémes vitesses dans Iéquation gene-
rale (C), qui fait régner entre elles les seules conditions
que la liaison exige. Donclej principe des vitesses vituel-
les, bien énoncé; ¢ est-é-dlre avec toutes les idées qui
peuvent lefaire comprendre, est parfaitement identique
avec le théoréme général qui fait 'objet du Mémoire. 11
ditexactementia méme chose ; ; sayoir, que, pour I'équi-
libre, les forcesiappliquées suivant les coordonnées des
corps, en vertu de chaque"équation, doivent étre
proportionnelles aux fonctions primes de cette égua-
tion, relat;vement a ces cogrdonnées respectives : mais
c’était’la précisément ce. qu’il fallait démontrer.

Au reste, on serait encore conduit A reconnaitre
cette identité en partant de I’énoncéordinaire du prin-

k)
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cipe des vitesses virtuelles, e'ise rendant bien compte,
avant tout, du vrai sens qu’on y doit attacher. En.
effet, le probleme général de la Statique n’est pas
seulement de chercher les rapports des forces qui se
font actuellement équilibre sur le systéme, mais bien
expression geénérale des forces qui peuvent s’y faire
continuellement’ équilibre, dans toutes lei figures ou
il peut passer en vertu des équations de condition.
L’équation generale donnée par le principe des Witesses

virtuelles n’est donc pas, s’il est pemns de parler a1ns1, 5

la relation d’un moment; elle ne doit pas sunplement
considérer Péquilibre du systeme dans la figure ou il
est, mais encore dans toute la suite: des figures ot il

peut étre, puisque c'est cette snite de figures qui le :

caractérise et en constitue la définition. Ainsi cette
équaﬁon ne dit pas qu’il faut prendre pour les, forcéiﬂ
de « tels nombres qu’elle en soit sausfalte ) mais
( puisque ces forces doivent varier avee la figure) qﬁ i
faut choisir, pour les représenter, de telles fonctions
des coordonne‘es, qu’elle demeure continuellement sa=
tisfaite, ou soit identique. Or, en vertudes coudmonb
mémes, on sait qu’il doitrégner entre les vitesses si=
multanées que pourraient avoir' les corps, une équa~
tion linéaire identique (C), dont les coefliciens sont
les fonctions primes des fonctions données parrapport
aux coordonnées suivant lesquelles on estime ces vi-
tesses. L’équation’des niomens dit donc que les forces
de Péquibre doiventétre représentges par ces’fonctlon#’
gt par conséquent, pour la démontrer, il faut faire
voir comment-de telles forces se font effectivement
équilibre; ou bien il fallait chercher directement
quelles fonctions des coordonnées peuvent xeprésenter

i

é
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les forces de Iéquilibre , comme nous I’avons fait d'ax

bord. \

Cest pourqum la plupart des' démonstrations par
lesquelles on a ramene le principe des vitesses virtuelles,
ou a d’autregiprincipes, ou a la loi connue de quelque

~machine simple, telle quelelevier, etc., nous paraissent
* bien plutét des preuves que de véritables démons-.

trations. Toutes, en effet, méme la plus heureuse,
qul est'de M. Carnot, se font sans rien emplunter de
" la définition générale du systéme, comue si la machine
“était, pour ainsi dire , voilée, et qu’on n’en vit sortir
quelescordons ouisont appliquéesles puissances.On peut

bien prouver ou rendre sensible, par quelque construc-

tion plus ou moins simple., que si ’on trouble un peu
Véquilibre, ces puissances doivent étre dans un certain
rapport avec les allongemens permis de ces cordons ;
mais cela ne peut offrir que les rapports. actuels des
forces consxderees comme nou’1b1ea, et ne montre

point du tout la for me d’expression qui leur est pro- -

pre. Gette perturbation de I’équilibre n ’apprendrait,

dans aucun cas, 2 quclle machine on aurait affaire G

et les mémes rapports pourraient s’offrir entre les forces
appliquées, quoique les machines fussent de constitu~
tion tout-a-fait différente, et que chacune d’elles im-
.- primét pourtant & Vexpres$ion des forces qui lui con-
viennent, une forme différente qu'on.y devrait voir
et retrouver sans cesse, s la difficulté du théoreme
était entiéerement. consommeée, Ainsi, la propriété des

vitesses virtuelles n’en restait Ppas mojns mysteueuse,
etlon"n’avait point de véritable démonstra tion, je veux
dire une explication ouverte et claire, ou lon vit
non~seule§nent que lachose se passe ainsi, mais qu’elle

* :
-

o

¥ . e
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©  'eStencore une suite de la déﬁnition‘vgéqérale que $o
' méme ona donnée au systéme que V'on considére.

C’est peut-étre par quelque vue semblable, et pom;‘

arriver A I'équation des momens comme dune équation

* identique,, que M. Laplace (Mécan. Célest., tom. I,

P- 4o) ne consideére que les équations qui representent 4

la liaison des parties du systéme , et n "emploie d’au~

tres prm’t:lpes que celui de la’ composmon des forces,

Wy etide I’ggalité entre l’actlon et la réaction; ce qu ’on

i peut regarder comme: les élémens de la theone de l’ep

§ thbre Maxs, comme dans son analysé '

dont ils’ occupp, cette demonstl auon n a aur:une ﬁox'ce,

g etla difficulté reste en son entier. e T
. " Quoi qu’il en soit, au réste, soit qu'on veuille par
~ duprincipedes vitesses virtuelles pour eq,smvre-j*q_ﬁ’m
:‘ i bout la s1gﬂiﬁcatwn ;mme sonqwon‘mtaqﬁ direc-
’ tement le” probléme de la mécanique, ce qm ‘ tslus
‘simple, on se’trouve amené sun—lmbamp a cherc T

% % 'quelles sont les fonctions des coordonnées qu don-
A nent les. forces de Péquilibre dans toutes le gures
i que peut affecter le systeme, en obéissant aus quhi-
~ tions qui régnent entre les coordonnées des différens

corps. Tel est exactbment le problemé’que nous | namg“‘ ;

: ~sommes proposé; et notre objet bien net et bien dis=* " = - : e
it tinct a été de le résoudre par les premiers principes de '
& la Statique et de la Géqme;‘trie._ ' e % % '.-;

T o, b '
FIN DES NOTES. ST O N
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