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Incoraggiato dall’accoglienza fatta dal pubblico alla,
nostra traduzione degli elementi di geometria del
Blanchet, con che in pochissimo tempo sonosi esaurite
IT edizioni, ci affrettiamo a pubblicare la 12* che ci
lusinghiamo esser priva di qualsiasi errore tipografico,
non avendo risparmiata cura veruna onde riuscisse
perfetta.- :

Nell’ intento poi che essa corrisponda pienamente
~al programma in uso per gli esami liceali, abbiamo
creduto utile di terminare 1’ opera colla indicazione
dei teoremi e problemi enunciati nel suddetto pro-
gramma, colla giunta di quelle poche proposizioni che
non si trovano nell’ originale, e che quantunque siano
conseguenze di quelle quivi contenute, pure per non
aggravare soverchiamente il testo, non vi si sono in-
serite sotto forma di note.

L’ Eprrorg






L PRIBRON G

DI GEOMETRIA

LIBRO PRIMO

DEFINIZIONI.

I. Ogni corpo occupa nello spazio indefinito che lo cir-
conda un luogo determinato che si chiama voluine.

II. La superficie d'un corpo & il limite che Jo separa
dallo spazio che lo circonda.

II1. 11 Tuogo della intersezione delle superficie di dus
corpi, chiamasi linea.

IV. Il luogo della intersezione di due linee, chiamasi
punio. |

~ V. I volumi, le superficie, le linee si concepiscono in-
dipendentemente dai corpi ai quali appartengono.

VI. I'volumi, le superficie e le linee ricevono il nome
di figure.

VII. La Geomelria ha per ogeetto la misura dell'esten-
sione delle figure, non che lo studio delle loro proprieta.

VIII. La linea vella é la piu breve linea che si pud con-
durre fra due punti qualunque.

Si deve ritenere come evidente che da un punto ad un
altro non si pud condurre che una sola linea retta; e che
se due parti di due rette coincidono, queste linee coinci-
deranno in tutta la loro estensione.

IX. La linea spezzata o poligonale ¢ una linea compo-
sta di linee rette.
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2 GEOMETRIA

X. Ogni linea che non ¢ rella né composta di linee ret.
te, dicesi linea curra.

X1. 11 piano ¢ quella superficie sulla quale presi dya
punti ad arbitrio e congiunti per mezzo di una retla, ((ue-
sta giace interamente su di essa,

X1IL. Ogni superficie ¢he non ¢ piana né composta, di
superficie piane ¢ nna superlicie enrva.,
NI La figura formata da due rette

A AB, AC che si tagliano, chiamasi an-
/ gofo. 11 punto A ¢ il eerlice dell’ango-
lo; le rette AB, AC ne sono i lali.
/ L'angolo s’ indica qualche volta con
B C

la sola lettera A del vertice; ma ordina-
o riamente colle lettere BACo CAB, aven-
do cura di situare in mezzo la lettera del vertice.

Due angoli A e a diconsi uguali al-

Y @  lorche si possono far coincidere. Poi-
che supponenio che si porti 'angolo
- a su di A, in modo che ab si applichi
su di AB; se ac prende la direzione
_ di AC, ilati coincideranno, e i due
B ¢\ /4 \e angoli saranno uguali.

Un angolo A é doppio, triplo ete.
v ‘dell'angolo D, se comprende fra i suoi

- lati due , tre ete. . . . angoli uguali
: all'angolo D.
f Quindi gli angoli sono paragona-
\

bili fra loro come ogni altra gran-
dezza. .

X1V. Due angoli si dicono adiacenti , allorché hanno
un lato comune e gli altri due in prolungamento I’ uno
dell’altro.

Due angoli si dicono opposti al vertice, allorche 1 lati
dell'uno sono i prolungamenti di quelli dell’ altro.

B XV. Allorché la retta ABne incontra un’

| altra, iu modo che gli angoli adiacenti

BAC, BAD sono uguali fra loro, la AB di-

G s B cesi perpendicolare a CD , e gli angoli u-
guali BAC, BAD si dicono angoli relli.

Si dimasirera in seguito che da un punto A preso su
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di una retia «i pnd sempre innalzare una perpendicolare
su i questa rella, e ehe tniti gli angoli retti sono ugnalj
(e Toro. Ogni angolo pin grande di un retto, chiamasi
angolo offuso, ed ogni angolo minore di un retto, dicesi
angolo aculo. ,

Due angoli si dicono supplementari. quando la loro
gomma ¢ uguale a due retti, e diconsi complementari
quando Ia loro somma ¢ uguale ad un retto.

LA RN

A== gnando, essendo situate nello stesso
. y biano, e prolungate all"infinito non

s'incontrano.

XVII. La figura piana ¢ un piano terminato da linee,
~ Se le linee sono rette, 1o spazio che esse
7 comprendono chiamasi figura reltilineg o
' poligono e le linee prese insieme costitui-
/ scono il perimelro del poligono.

XVIII. 11 poligono di tre lati & il pit semplice di tutti
e si chiama Iriangolo; quello di quattro lati dicesi gug-
drilatero; quello di cingue peniagono; quello di sei, e-
sagono ete.

XIX. Si chiama triangolo equila-

lero quello che hai tre lati uguali ,
' - 1soscele quello che ne ha due soli
/ uguali ; scaleno quello che ha tutti

i tre lati disuguali.

XX. II triangolo rettangolo ¢ quello che ha un angolo

¢ retto 1l lato opposto all’ angolo retto

dicesi ipolenusa; gli altri due diconsi

caleti. Cosi nel triangolo ABC rettan-

/ aoolo in A, il lato BC € I'ipotenusa, BA,
- A CA sono i cateti.

XXI. Fra i quadrilateri, si distin-

guono:
Il quadralo, che ha i lati uguali e
i - gli angoli retti.

Il rettangolo , che ha gli angoli reiti
senza avere 1 lati ueuali.
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it 11 para'lelogrammro , che ha i lati
opposti paralleli,

\ Ialosange, che ha i lati uguali senza
/avere gli angoli retti.
v
r';ll
\/

Infine il {rapezio, che ha due soli lat;
| paralleli.
XXII. Chiamasi diagonale di un poligono, la retta che
unisce 1 vertici di due angoli non adiacenti.

XXIII. Un poligono si dice equilalero quando ha tutti
i suoi lati uguali, e dicesi eguzcmgolo quando ha tutti
gli angoli uguali.

XX1V. Due poligoni sono equilaleri fra loro, allorche
hanno ilati rispettivamente eguali e disposti nello stesso
ordine ; cioé , che seguendo i loro contorni nello stesso
Senso, il prlmo lato dell’ uno é uguale al primo lato del-
I'altro, il secondo dell’'uno ufruale al secondo dell altro ,
il terzo al terzo e cosi di qegmto

Si comprende similmente quando due poligoni si di-
cono equiangoli [ra loro.

Tanto nell’'uno che nell’altro caso i lati o gli angoli
uguali si chiamano lati o angoli omologhi.

XXV. Un poligono si chiama convesso
G quando prolungando uno qualunque det

/fj _ suoi lati, tutto il poligono resta situato
dalla slessa parte di questa retta. Tale e
K p 1l poligono ALCD.

I1 perimelro di un poligono convesso
non puo essere inconirato da una retta in
piu di due punti; poicht se una retta 1Q
incontrasse il perimetro ABCDE nei pun-

p tiM, N, P, Q, il lato BC che & tagliato
dalla retta in una dei punti intermediN,
avrebbe evidentemente una porzione della
figurasituata dauna parte ed il rimanente
E dall'altra della sua direzione.




LIBRO 1. 5

XXVL Due fignre qualunque si dicono ngunali, allorché

si possono sitnare 1"una sull'altra in modo che eoirici-
dano perfettamente.

N B. Nei primi quattro 1ibri si parlera esclusivaments
di figure piane o {rnceiate su di una superficie piana.

SPIEGAZIONE DEI TERMINI E DEI SEGNI.

Assioma ¢ una verita evidenie da per sé stessa.

Teorema ¢ una veritd che diviene evidente mediante
un ragionamento che dicesi dimosirazione.

Problema ¢ una quistione proposta che esige una so-
lusione.

Lemima ¢ una verita impiegata sussidiariamente o per
la dimostrazione di un teorema o per la soluzione di un
problema.

I teoremi, i problemi ed i lemmi ricevono il nome co-
mune di proposizione.

Corollario € la conseguenza che si ricava da una o pin
proposizioni.

Scolio ¢ un'osservazione sopra una o piu proposizioni,
tendente a far risaltare il loro legame, la loro utilita, la
loro restrizione o la loro esiensione.

Ipolesi ¢ unasupposizione fatta sia nell’enunciato d'una
proposizione, sia nel corso di una dimostrazione.

11 segno = & il segno dell’ eguaglianza; cosl A =B si-
gnifica che A é uguale a B.

Per esprimere che A é piu piccola di B, siscrive A<B.

Per esprimere che A é piu grande di B, si scrive A>B.

11 segno + si pronunzia piw, ed indica 'addizione.

11 segno — si pronunzia meno, ed indica la sottrazione,
cosi A+B rappresenta la somma delle quantita A e B,
ed A—1B1aloro dillferenza; come pure A—B+C, 0 A+C—-B,
significa che A e C debbono essere sommate insieme e
B deve essere tolta dalla loro somma.

Il segno =< indica la moltiplicazione ; cosi AxB rap-
presenta il prodotto di A per B. Inluogo del segno >
si usa qualche volta un punto ; cosi A'B ¢ lo stesso che
AxDB, _ .

1l prodotto di A per B si pud anche scrivere AB, senza
alcun segno intermedio ; ma bisogna evitare questa e-
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spressione quando si deve nello stesco tempo esprimera
che AB 0 la distanza dei due punti A e B.

Lespressione Ax<(B+C=D) rappresenta il prodotto di A
per B4C-D. Se si deve molliplicare A-+B per A—B+(
sindichera il prodoito cost (A B)=<(A=B+C); tutto cig
che ¢ rinchivgo nella stessa parentesi e considerato come
una sola quantita.

Un numero messo innanzi ad una hnea o ad una quan-
tita serve di moltiplicatore a questalinea oa gquesta quan-
tita; cosi per esprimere che la linea AB ¢ presa tre vojte
si serive 3AB: per indicare la meta dell’angolo 4 , i
serive 3 A. _

11 quadrato della retta ADB s’indica con AB?; il suc cu-
bo con AB®. Spiegheremo a suo tempo il significato del
quadrato e del cubo di una retta.

1l segno 4/ indica una radice da estrarsi; cosi 2 é

L

la radice quadrata di 2, ,v?f>?1'3 e la radice quadrata del
prodotto A><B o la media proporzienale fra 4 e B.

PROPOSIZIONE 1.

TEOREMA — Da un punio preso su di una relta si puo
sempre innalzare una perpendicolare sulla relia e non
se ne puo innalzare che una sola.

iM” In effetti , supponendo che una retta
M’ AM , adagiata prima su di AC, girl in-

\ M torno al punto A; essaformerd due an-

/ goli adiacenti MAC, MAB, dei quali,

- A ¢ T'uno MAC, dapprima piceolissimo an-
H

dra sempre crescendo e I'altro MAB, dapprima grandis-

simo, andra sempre diminuendo (ino a zero.

L’angolo MAC che era pit piccolo di MAB (inird dun-
que col divenire piu grande ; e per conseguenza vi sard
una posizione AM" della refta mobile nella quale questi
due angoli saranno uguali; ed ¢ poi evidente che non ve
ne pud essere che una sola,

Corollario — Tutti gli angoli
H D retti sono uguali fra loro.

Siano DO perpendicolare ad AB,
. e HG perpendicolare ad EIF; io
E G F A C  Bdjco che I"angolo DCB ¢ uguale a
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HGF. In effetti, se si porta la retta EIf sopra AB in mo-
do che il punto G cada in C, GII prenderdla dirézione
di CD; altrimenli, da un punto preso su diuna retta,

si potrebbero innalzare due perpendicolari alla mede-
sima. |

PROPOSIZIONE 1I.

TEOREMA —. Ogni linea rella CD, che ne inconlra un'’
allra AB, fa con essa due angoli adiacenli ACD, BCD,
la cui somma e uguale a due angoli retti. .

¥ Dal punto C, s'innalzi sopra di AB la

| » perpendicolare CE. L’angolo ACD essen-

; do la somma dei due ACE, ECD, sara

l ACD+BCD la somma degli angoli ACE ,

T 3 % ECD, BCD. Mail primo di questi e retto,

e gli altri- due formano 1 angolo retto

B(i){E_’; dunque la somma dei due ACD, BCD & uguale a due
retii. '

Corollario I. Se uno degli angoli ACD,

D BCD é retto, 'altro lo sara pure.
Corollario II. Se la retta DE é perpen-
dicolare ad AD, reciprocamente AB sara
A G perpendicolare a DE.
. Poiché dall’ essere DE perpendicolare

ad AB, ne sezue che !'angolo ACD é u-
guale al suo adiacente LCDB, e che percio essi sono tutti
e due retli. Ma dall’'essere ACD retto ne segue che il suo
adiacente ACE ¢ anche retto; dunque ACE = ACD, e quin-
di AB é perpendicolare a DE.

Corollario I1I. Tutti gli angoli con-
secutivi AC, CAD, DAE , EAT for-
mati dalla stessa parte della reita BF,

E presiinsieme, equivalgono a due ret-
ti; poicheé la loro somma € uguale a
quelladei due adiacenti BAC, CAF.

D

B A F
PROPOSIZIONE III,

TEOREMA — Se due angoli adiacenli ACD , DCB equi-

valgono a due relli,i lali esterni CA, CB sono in linea
retla. :
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Poiché se OB non & il prolungamento

) di AC, sia OIS quesio prolungamento; al-

/ lora la linea ACIS essendo retta, la som-

B ma degli angoli AOJ) DCE sard uguale a

—g (ue retti (prop. 2.). Mn per ipotesi, la

somma degli annoh ACD, DCB é anche

uguale a due reiti; togliendo dunque da una parte e

dall’ altra Tangolo ACD resterebbe BCD uguale a DCE,

la qual cosa é 1mposq1hl]e e perd CB & il pro]unga
mento di AC.

A C ~—

PROPOSIZIONE 1V.

TEOREMA — Se due relle AB, DE si lagliano , gli an-
goli opposti al vertice sono uguvali.
Infatti, essendo la DE retta , la somma dei due angoli

A F. ACD, ACE é uguale a due'retti; ed es-
sendo la linea AB una linea retta, la
somma degli angoli ACE, BCE & anche

D c\; uguale a due rettl r]unque ACD+ACE

e uguale ad AOL-,—BOD Togliendo da una parte e dall’al-
tra 1o stesso angolo ACE , restera 1'angolo ACD ucfua.le
al suo opposto BCE

Nello stesso modo si dimostra che 1’ anwolo AOE e u-
guale al suo opposto BCD.

Scolio. I quattro angoli formati intorno ad un punto
da due rette che si taﬂhano presi insieme equivalgono
a quattro angoli 1ett1 pmchc gli angoli ACE, BCE presi

insieme equlvalwono a due retti, e gh altri due hanno lo
stesso valore,

A B In generale si pud dire che la somma

S p di tutti gli angoli consecutivi ACB,BCD,

DCE, ECF, FCA, formati da piu rette che

C s incontrano nello stesso punto C, & u-

F ; " g uale a quattro retti. Poiché se al punto

C si formano quattro angoli retti, per
mezzo di due rette perpendicolari fra loro , la loro som-
ma sarid evideniemente uguale a quella derrh angoli suc-
cessivi ACB, BCD ete.

PROPOSIZIONE V.

TEOREMA—1In ogni (riangolo, un lalo qualunque & mi-
nore della somma degli allrt due.
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Iissendo la retta BC il pia corfo cam-

4 mino da B a C (defl. 8), sari BO<AB+AC.
E utile osservare che un lato qualun-

que ¢ sempre maggiore della differenza

degli altri due.
Infatti sia a il lato pit grande, bec gli
- altri due; nella ineguaglianza a<b+c, to-
. € gliendo ¥ da una parte e dall'altra, si ha -

a-b<c e quindi ¢>a-D.
PROPOSIZIONE VI.

TEOREMA — Se da un punlo O preso nell’ inlerno del
iriangolo ABC, si conducono alleestremita d'un lato BGC,
le relle OB, OC , la somma di queste relle sara minore

ai quella degli allri due lali AB. AC.
' Si prolunghi BO fino all’incontro di

AC in D: la retta OC é minore di OD+DC
(prop. 5): aggiungendo all’'una parte ed al-
I'altra BO, si avra BO+0C<B0O+0D+DC,
0 BO+0C<BD+DC.

Similmente si ha BDB< A+AD; a glun-

¢ gendo all'una parte ed all” altra DC, si a-

vra BD+DC<BA-[—AO Ma si ¢ trovato BO+0C< BD+DC;
dunque con piu forte ragione sara BO+0C< BA+AC.

PROPOSIZIONE VII.

TeoKEMA — Ogni linea poligonale
convessa ABCD é minore di qualun-
que linea MEI'G che la circonda da
tulle le parii.

Prolungando nello stesso senso tut-
ti i lati del poligono ABCD fino all’in-
contro della linea inviluppante, si a-
vra questa serie d’ ineguaglianze:

AB4+BH<K AL+LE+EH
BC+CI< BH+HF+FI
CD+DE < CI+IG+GK
DA+AL<L DK+KM+ML.

Addizionando queste ineguaglianze membro a membro,
e sopprimendo le parti comuni ai due membri, si ha AB+
+BC+CD+DA < EF-FFG+GM+ME.
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Nell’ istesso modo si dimostrerebbe che ogni linea po-
ligonale convessa ¢ minore della linea inviluppante che -
ha i medesimi punti estremi.

Osservazione—11 teorema precedente non é che un ca-
80 particolare di questo.

PROPOSIZIONE VIII.

TEOREMA— Due lriangoli sono uguali quando hanne
un angolo uguale compreso fra due luli rispetlivamen-
le uguali.

Sia I’angolo in A uguale all'an-

D A
\ golo in D, il lato AB uguale al
\ lato DE, ed il lato AC uguale a
\ DI'; dico che il triangolo ABC-é
B E B

uguale al triangolo DEF. .
a Infatti, se s'immagini il trian-
golo DEI sovrapposto al triangolo ABC in modo che il
lato DE coincida col suo uguale AB, i vertici E, D del
primo certamente coincideranno coi vertici B ed A del
secondo ; ma per ipotesi I'angolo in D é uguale all’ an-
golo in A ; e perd il Jato DF si alagerd su di AC; ed al-
lora, per I'uguaglianza di questi ultimi lati, coincidendo
il vertice F col vertice C, ne segue che anche il terzo
lato EF coincidera con BC, e quindi i due triangoli co-
incidendo in tutta la loro estensione, risultano uguali.

Corollario — Dall’ eguaglianza dei tre elementi di due
triangoli A=D, AB=DE, AC=DI ne risulta I'’eguaglianza
degli altri tre B=E, C=F, BC=EF.

PROPOSIZIONE IX.

TEOREMA —Due lriangoli sono uguali, quando hanno
un lato uguale adiacenle a due . goli rispellivamente
ugualz. &y

D A Sia il lato BC uguale ad EF,

I’ angolo B uguale all' angolo E,

e I'angolo C uguale all'angolo F;

dico che il triangolo DEF sara u-
£ %, - 3 guale al triangolo ABC.

) Infatti, per eseguire la sovrap-

posizione pongasi EF sopra il suo uguale BC ; il punto

}
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E cadra in B e il punto ' in C; ma per ipotesi 1'angolo
E é uguale all’angolo B, dunque il lato ED prendera la
direzione di BA, ed il punto D si troverd in qualche pun-
- to della AB.

Similmente, essendo 1’ angolo F uguale all’ angolo C,
la retta FD prendera la direzione di CA ed il punto D si
trovera sopra qualche punto del lato CA; quindi il punto
D dovendo trovarsi contemporaneamente sulle due rette
BA, CA, cadra sulla loro intersezione A; e percid i due
triangoli ABC, DEF, coincidendo 1'uno coll’ altro, sono
perfettamente uguali. -

Corollurio - Dal) essere tre elementi uguali in due
triangoli, cioé BC=EF: B=E, C=F, se ne pud conclude-
re che gli altri tre lo saranno pure, cioé sard AB=DE ,
AC=DF, A=D.

FROIP'OSIZIONE X.

[ S|

TEOREMA — Se due lali di un lriangolo $0i. 0 uguali ri-
spellicamende a dwe lali d'vun allro lriangolo e Uangolo
compreso dai primi é maggiore di quello compreso dai
secondi; il lerzo lalo del primo trinngolo sara maggio-
re del lerzo lalo del secondo.

» Sianoidue triangoli ABC.
: FGIH ne'quali AB=FG, AC=

A
\\ \ I'lT, e I"angolo BAC>GINT,
D \ dicoche illato BC sard mag-
\ 7 \  giore di GIL
/ \/'(/ \
B ¥ ( G

Al punto A del lato AC
s'intenda costruito I'angolo

: H CAD=GFH, si prenda AD=
=GF=AB, esi tiri la DC: i due triangoli ACD, IFGII aven-
do un ancolo eguale compreso fra due lati rispettivamen-
te egua]i: sono“eguali; e quindi sara CD=GII.

S'intenda ora diviso per meta I'angolo BAD per mezzo
della retta AE, che certamente cade nell'angolo maggio-
re BAC, e si unisca il punto D coll’aitro E in cui Ja sud-
deita retta incontra il lato BC: i due triangoli BAE, EAD
essendo uguali per avere un angolo uguale compreso fra
due lati rispettivamente uguali, sard BE = ED ; ma nel
triangolo EDC si ha CDEDA+EC; e pero sostituendo ad
ED il suo uguale BE, si oitiene CD<KBE+EC ovvero CD
<BC: o infine GH<BC.
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Reciprocamente, se due lati AB, AC del triangolo ABC
sono uguali ai due lati 'G, FH del triangolo FGH ; e se
il terzo lato CB del 1)111110 triangolo é maggiore del terzo
lato GH del secondo triangolo, i, angolo BAC sara mag-
giore dell’ angolo GFH.

Poiché se BAC fosse piu plccolo di GI‘H dovrebbe es-
sere BC minore di GH, il che & contro I’ ipot931

Per la stessa ragione non puo essere BAC=GFH; dun-
que dovra essere BAC>GFH. ;

PROPOSIZIONE XI.

TEOREMA—Due triangoli sono uguali, quando hanno

¢ tre lali rispeltivamenie uguali.
& Sia AB= DE, AC=DF, BC=EF;
dico che saral’angolo A=D, B=E,
U=B.
Poiche se I'angolo A fossemag-
giore di D, siccome i lati AB,AC
B I B G sono uguali ne.pettwamcnte ai
lati DE, DF, cosi, per il teorema precedente, dovrebbe il
lato BC esser maggiore di EF. -

Nell' istesso modo si dimostra che A non pud essere
minore di D; dunque A deve essere uguale D.

Si vedra p'mmentl che B=E e C=F.

Scolio—Da quanto precede si puo ricavare che in due
triangoli eguali, gli angoli uguali sono opposti ai lati
uguali; cosi gli angoli uguali A e D sono opposti ai lati
uguali BC, EF.

PROPOSIZIONE XII.

TEOREMA - In un iriangolo isoscele, gli angoli opposii
ai lali uguali, sono uguali.

A Sia AB=AC, dico che siavra l'angolo
C:=B.

S1 congiunga il vertice A col punto di
mezzo D della base BC; i due triangoli
ABD, ACD avranno i ire lati rispetiiva-
: mente uguali cioe, AD di comune, AB=

B D - AC per 1pote31 e BD=DC per costruzio-
ne, quindi, sard 'angolo B=C.
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corollario—TUntriangolo equilatero é nello stesso tem-
po equiangolo, cioe ha tutti i suoi angoli uguali.

Scolio — L’ eguaglianza dei triangoli ABD, ACD da
BAD=DAC, e BDA=ADC; ma questi due ultimisono adia-
centi e quindi retti, dunque Ja retta condotta dal verti-
ce di un triangolo isoscele al punto di mezzo della sua
base, & perpendicolare a questa base e divide I'angolo al
vertice in due parti uguali.

In un triangolo non isoscele si prende indifferente-
mente per base un lato qualunque, e allora il suo verti-
ce & quello dell'angolo opposto; ma nel triangolo isoscele
si prende particolarmente per base il lato che non é u-
guale ad alcuno degli altri due.

PROPOSIZIONE XIII.

TEOREMA— Reciprocamenle , se due angoli di un (ri-
angolo sono wuguali, i lali ad essi opposti sono anche
ugualt, ed il lriangolo é isoscele.

X Sia ABC=ACD , dico che il lato AC ¢ u-
aguale al lato ADB.

D Poiche se questi Jati non sono uguali ,
sia AB il maggiore dei due; si prenda BD
=AC e &i congiunga DC. Essendo 1" angolo
DBC uguale ad ACB, ed i due lati DB, BC

B Q@ uguali ai due AC, CB; ne segue che il trian-
golo BDC sarebbe uguale al triangolo ACB; ma la parte
non pud essere uguale al tutto, e perd non potendovi
essere ineguaglianza frailati AB, AC, il triangolo é iso-
scsle.

PROPOSIZIONE XIV.

TEOREMA — Di due lali di un lriangolo, il maggiore ¢
quello che é opposto all’ ungolo maggiore , e reciproca-
mente, didue angoli di un lriangolo il magygiore é quello
che si oppone al lalo maggiore.

1.° Sia C>B; io dico che il lato AB oppo-
sto all' angolo C é maggiore del lato AC op-
posto all’ angolo B.

Al punto C del lato BC s’intenda costruito
I’ angolo BCD=B; nel triangolo BDC si avra
5 (prop. 13) BD=CD ; ma la linea retta AC 5
- B pidcortadiAD+DC;e AD+DC=AD+DB=AB,
dunque AB é maggiore di AC.
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2.0 Sia il lalo AB>AC, dico che | angolo G opposto
al lato AB, sard maggiore di B opposto al lato AC.

Poiche se fosse C< B, dovrebhe essere percio che si
¢ dimostrato, AB<AC, il che é contro I’ ipotesi.

Nello stesso modo si dimostra che C non puo essere
uguale a B (prop. 13); dunque I'angolo Cé maggiore di B.

PROPOSIZIONE XV.

TEOREMA — Da un punlo A preso [uori di una retln
CD, 1.° 87 puo sempre abbassare una perpendicolare suy
di questa rella:2.° rion se ne pud abbassare che unasols,

A 1.° Si unisca il punto A con un al-
tro qualunque B preso su di CD, e
nel quale s'intenda costruito 1'ango-

B lo DBA’=DBA ; si prenda BA'=BA e
C E D i tiri la AA’.

I due triangoli ABE, A’BE avendo
il lato BE di comune, il lato AB=B4’,
A) e I"angolo ABE=EBA’, sono eguali e
sara per conseguenza I’angolo AEB =A'EB; ma questi
sono adiacenti; e pero la retta AE é perpendicolare a CD.

2.° Suppongasi che dal punfo A si possano condurre
su di CD due perpendicolari AE , AB: si prolunghi una
di esse di una quantitda EA’=EA, ¢ si unisca il punto A’
col punto B.

I due triangoli ABE , A'BE , avendo due lati uguali a
due lati e I'angolo AEB compreso dai primi uguale come
retto all'angolo A'EB compreso dai secondi, sono uguali;
e sara ' angolo ABE=EBA’; ma il primo pér ipotesi &
retto , quindi anche l'altro deve esser retto; sicché es-
sendo 1 due angoli adiacenti ABE, EBA’ uguali a due
retti, la linea ABA' dev’ esser retta (prop. 3); A’ onde ne
risuita che fra due punti A, ed A’si potrebbero condurre
due rette, il che é impossibile. Dunque etc.

PROPOSIZIONE XVI.

TEOREMA — Se da un punlo A presv [uori di una relta
DE si conduce la perpendicolare AB sopra questa relta
e diverse obbligue AR, AC, AD, elc. a diversi punti di
questa slessa retla.
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1.° La pemend-{cozare AB ¢ minore di ogni obbliqua.

2.:‘ Le due obblique AC, AE. menale da una parte e
dall’ altra della perpendicolare a distanze uguali BC p
BE, sono uguali. ' :

3.° Di due obblique qualunque AC, AD; 0 AE, AD

quella che ptw si allontana dal piede della perpendico-
lare e la maggiore.

A Si prolunghila perpendicolare AB,
d' una quantita BI'=AD ¢ si congiun-

- gano IC, I'D.

1.9 11 triangolo BCF essendo ugua-
le al triangolo BCA, perché 1'angolo
retto CBF= CBA , il lato CB é comu-
It ne, e il lato BF=BA, sard il terzo la-

to CF uguale al terzo AC: ma la retta ABF ¢ minore di
ACF linea spezzata, quindi AB metd di ABF ¢ minore di
AC metd di ACF; dunque, 1.° la perpendicclare & pit
corta di ogni obbliqua. _

2." Se si suppone BE=DC, siccome ¢ inoltre AB di co-
mune e 1" angolo ABE=ADC, cosi i due triangoli ABE,
ABC essendo eguali, sarid pure AC=AE (prop. 8), dun-
que; 2.2 due obblique che si allontanano ugualmente dal
piede della perpendicolare sono uguali.

3.% Nel triancolo DIFA, la somma delle rette AC, CF,
essendo minore (prop. 6) della somma dei lati AD, DF;
sara AC, metd di ACI, minore di AD metd di ADF; dun-
que: 3.9 le obblique che si allontanano maggiormente dal
piede della perpendicolare sono le pit lunghe.

Corollario I. — La perpendicolare misura la vera di-
stanza di un punto da una retta, poiché essa é minore di
ogni obbliqua che dal punto si puo condurre alla retta,

II. Da un punto non si possono condurre z_zd una retta,
tre rette uguali, poiché allora, vi sarebbero due obblique
uguali menate dalla stessa parte della perpendicolare , il
che é impossibile.

PROPOSIZIONE XVII.

TEOREMA — Se dal punio di mezzo €, della retla AB,
s’ innalza la perpendicolare EF sopra questa retla , 1°
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ognipuntodella perpendicolare eugual-
mente distante dagli estremi A e B del-
la AB; 2.0 ogni punto preso fuort della
stessa perpendicolare é disugualmente
distante dagli stesst estremi A e B.

Poiché 1.0 essendo AC=CB, le due ob-
blique AD, DB si allontanano ugualmen-
te dal piede della perpendicolare, e quin-
di sono uguali. Lo stesso si puod dire del-
le due obblique AE, EB ; delle altre due
AF, FB etc.; dunque 1.° ogni punto preso sulla perpen-
dicolare é ugualmente distante dagli estremi A e B.

2.2 Sia 1 un punto fuori della perpendicolare; se si
conducono 1A, IB, una di queste rette tagliera la perpen-
dicolare in D. Congiungendo D con B, si avra DB=DA j
ma la linea retta IB & minore della lineaspezzata ID4+DB;
e ID+DB=ID+DA=IA ; dunque IBKIA, e pero, 2.° ogni
punto fuori della perpendicolare é disugualmente distante
dagti estremi A e B.

Osservazione — Nel piano si da il nome di (u0go geo-
metrico ad ogni linea di cui tutti i punti godono d'una
stessa proprieta, la quale non si verifica per gli altri pun-
ti del piano. 8 .

La linea EF ¢ dunque il luogo geometrico di tutti i
punti-egualmente distanti da A B.

PROPOSIZIONE XVIIL.

TEOREMA — Due {riangoli rellangoli sono uguali al-
lorché hanno Uipotenusa ed vwn caleto uguale.
Sia 1" ipotenusa AC=

D DF; ed il lato AB=DE,
: dico che il triangolo
L\ rettangolo ABCéugua-
\\x le al triangolo rettan-

E . ¥ golo DET.

i S’ intenda adagiato il
triangolo DEF sul triangolo ABC in modo che il lato DE
cada sopra 1l suo uguale AB; gli angoli B ed E essendo
retti,la EF prendera la direzione di BCe il punto F cadra
in C; poické se il punto F cadesse in G, il triangolo ABG
garebb.e uguale al triangolo DEF e quindi AG=DF,; ma per
ipotesi AC=DF. dunque si avrebbe AG=AC, il che é im-
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possibile , giacche queste rette sono due obblique che si

allontanano disugualmente dal piede della perpendico-

lare AB. .
PROPOSIZIONE XIX.

TEOREMA — Due triangoli reflangoli sonouwguali quan-
do hanno lipotenusa ed un ungolo obbliquo uguale.

Sia AC=DF e I'angolo A=D; &’ intenda situato il trian-

D golo DEF sopra ABC in modo che

DI s’applichi su di AC; I’angolo D

essendo uguale all’ angolo A, DE

prendera la direzione di AB, ed al-

Jora anche FE deve prendere la di-

B ¢ E F rezione di CB; altrimenti dallo stes-

so punto C si potrebbero abbassare due perpendicolari su

di AB. Il punto E cadra dunque in B, e1 due triangoli
coincidendo in tutta la loro estensione, sono eguali.

PROPOSIZIONE XX.

TEOREMA — 1.° Ogni punio M preso sulla bisetirice (*)
di un angolo BAD é ugualmente distante dai lali di que-
si’angolo. :

2.9 Ogni punto M preso nell’angolo BAD ad egual di-
stanza dai lali AB , AD, appartiene alla biselirice di

quest’ angolo.
1.2 Dal punto M si abbassino le due rette

A MD e MC rispettivamente perpendicolari
ai lati AD,AB.I triangoli rettangoli MAD,
MAC sono uguali, perché hanno I’ ipote-
C p nusa MA di comune e gli angoli MAD,
MAC uguali per ipotesi; dunque MD=MC.
V N 2.° Reciprocamente ; se le perpendico-
_ lari MD, MCsono uguali, i triangoli MAD,
MAG, avendo I'ipotenusa MA di comune e i lati MD , MC
2guali per ipotesi, saranno uguali; e percio sard I'angolo
MAD=MAC.
Risulta da cid che si é detto che ogni punto preso nel-

- (*) La bisettrice di un angolo ¢ la retta che divide quest'angolo
n due parti uguali.
Braxcrer—Elem. di Geometria. 2
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I"angolo BAD fuori della bisettrice AM é disugualmente
distante dai due lati dell’angolo.

Osservazione I.—La bisetirice di un angolo ¢ il luo-
go geometrico dei punti situati nell'interno di quest’an-
golo ad egual distanza dai lati di esso.

Osservazione I1.—I111uogo geo-

P metrico dei puntfi ugualmente di-

c stanti da due rette indefinite AB,

A (CD si compone delle bisettrici

/ MN, PQ degli angoli adiacenti

. \4 AOD, AOC formati dalle rette da-

¥ie. Queste bisettrici sono perpen-

dicolari fra loro; perché la som-

ma degli angoli AOC, AOD essen-

-do uguale a due retti, la somma

R delle loro meta sara uguale ad un
retto.

TEORIA DELLE PARALLELE

PROPOSIZIONE XXI.

M TEOREMA — Due rette AC, BD perpendi-
colari ad wna stessa retta CD, sono paral-
B lele.
Poiche se esse s’incontrassero in un
punto M, si potrebbero da questo punto
abbassare due perpendicolari su di CD.

PROPOSIZIONE XXII.

TEOREMA — Da un punio A si puo sempre condurre
una parallela ad una rella BC e non se ne pud condur-
re che una sola. .

Dal punto A si conduca la perpendico-
A D lare AB su di BC, nonché la perpendico-
lare AD su di AB; le rette AD e BC es-

sendo entrambe perpendicolari ad AB, sa-
ranno parallele. -

B G
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Si ammetiera in secondo luogo, come evidente, che
da un punto non si puod condurre che una sola parallela
ad una retta.

PROPOSIZIONE XXIII.

TEOREMA — Se due rette CD, AB, sono parallele, ogni
retta FH perpendicolare ad una di esse, é perpendico-
lare anche allallra. -

E in 1.° Juogo evidente che FH

c p deveincontrare CD,altrimenti dal
: punto F si potrebbero condurre

'H due parallele a CD. Inoltre CD é
perpendicolare a FH, poiche, se la

B retta CD fosse obbliqua rispetto ad

FH, si potrebhe dal punto H innal-
zare una perpendicolare su di FH, Ia quale sarebbe pa-
rallela ad AB ; e quindi dal punto Il si potrebbero con-
durre due parallele alla stessa retta ADB.

Scolio — Risulta da questa proposizio-
ne che se due rette AB, BC, s incon-
trano, le AE, CD che le sono rispetti-
vamente perpendicolari, debbono anche

B 2 incontrarsi; poiché se queste due ulti-

- me rette fossero parallele , ]1a BC che &
perpendicolare a CD, lo sarebbe anche
G alla sua parallela AE; ma BA é pure

| perpendicolare ad AE; dunque dal pun
to B si potrebbero abbassare due perpendicolari sulla
retta AE, il che é impossibile.

L > | .

A

PROPOSIZIONE XXIV.

TEOREMA — Due relle AB | CD, parallele a una lerza
EF, sono parallele fra loro.

A B Poiche se le rette AB, CD, s’incon-
S > trassero in un punto M: si potrebbero
c— 5 da questo punto menare due parallele

E » ad EF.
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DEFINIZIONI.

Allorché due rette AB, CD sono ta-
g gliate da una trasversale EF , si for-
mano otte angoli ai punti d’intersezio-
ne G e H.

I quattro angoli (1), (&), (5), (8) com-
presi fra le due rette AB e CD si dico- -
no angoli interni. Gli altri quattro si
dicono angoli esterni.

Due angoli come (1) e () situati da
una parte e dall'altra della trasversa-
le, interni ¢ non adiacenti, si dicono
angoli allerni inlerni.

Due angoli, come (8) e (2) situati dalla stessa parte
della secante, uno interno e I'altro esterno e non adia-
centi, chiamansi angoli corrispondents.

Infine due angoli, come (2) e (6) situati da una parte
e dall'altra della secante, esterni e non adiacenti , chia-
mansi alterni esterni.

PROPOSIZIONE XXYV.

TEOREMA — Due parallele forman0o con una lrasver-
sale. ,

1.° Gli angoli allerni interni uguali ;

2.° Gli angoli allerni eslernt ugualt ;

3.% Qi angoli corrispondenti uguali ; |

4.° La somma degli arngoli interni da una stessa parte
della secante, uguale a due relli.

G 1.9 Siano le parallele AB, CD taglia-

A M z/n te dalla trasversale GH: se dal punto di
mezzo O di EF si conduce OM perpen-

0 dicolare ad AB, questa retta sara an-
c {/ N D che perpendicolare a CD; ed i triangoli
rettangoli MOE, ONF, avendo I'ipote-

nusa OE uguale all’ ipotenusa OF per costruzione, e gli
angoli MOE, FON uguali come opposti al vertice, saran-
no uguali, e sara per conseguenza MEO=O0OFN.

Dall’ eguaglianza dei suddetti angoli si desume quella
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degli altri BEF, EFC, poiché sono rispettivamente i sup-
plementi degli angoli MEO, OFN. :

2.° Gli angoli alterni esterni GEB, CFH sono uguali,
poiglhé sono 1 verticali degli angoli alterni interni MEO,
OFN.

3.% Gli angoli corrispondenti GEB, EFD sono uguali,
perché GEB=AEF ed AEF=EFD. :

4.° La somma degli angoli BEF , EFD ¢ uguale a due
vetti, perché si ha BEF+AEF=2; e AEF=EFD.

PROPOSIZIONE XXVI

TEOREMA — Reciprocamente , se due rette fanno con
una lrasversale:

Lli angoli alterni interni uguali,

Glt angoli alterni esterni uguali,

Gl angoli corrispondenti wyuali,

E la somma degli angoli inlerni situati dalla stessa
darte della lrasversale, uguale a due relis:

Le relle sono parallele.

G 1.9 Siano le due rette AB, CD la-
x gliate dalla trasversale GIH ; se gli
E,//'/lx angoli alterni interni sono uguali ,

'4 ADB sara parallela a CD; altrimenti
P : conducendo dal punto E una paral-
¢ y D" lela El a CD, I'angolo IEF sarebbe

H ugualead EFD come alterni interni;

e siccome, per ipotesi, AEF=EFD, sarebhbe ARF=IEF. il
che ¢é un assurdo.

2.° Se gli angoli alterni esterni GEB, CFH, sono ugua-
li, gli angoli AEF, EFD chp- sono opposti al vertice ai
primi, saranno anche tiguali; e pero, da cid che si é di-
mostrato, risulta AB parallela a CD. |

3.9 Se gli angoli corrispondenti GEB, EFD sono ugua-
li; siccome GEB é uguale a AEF, cosi siavra AEF=EFD;
e quindi AB é parallela a CD.

4.% Se la somma degli angoli BEF , EFD . é uguale a
due retti, siccome BEF+AEF=2r ; cosi se ne conchiude
che AEF=EFD; e percio AB sara parallela a CD.
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PROPOSIZIONE XXVII.

TEOREMA — Due angoli chelianno ¢ lali rispellivamen-
le paralleli, sono uguali o supplementart.

A, 1.9 Siano ABC, DEF , due angoli i cui

/ D lati sono paralleli e diretti nello stesso

senso; dico che essi sono uguali. Infatti,

/ gli ann*oh DLC, DEF sono uguali come

L a ancrnh corllspondentl ma per la stessa

ragione DLC=ABC ; dunque ABC=DEF.

M~ E F  2.%Sieno ABC, MEN, due angoli i cui

/ lati sono paralleli e diretti in zenso con-

N trario; quesliangoli saranno uguali, per-

ché '\IEI\_DEF e DEF=ABC.

3.0 Infine due angoli ABC , DEM che hanno i lati pa-
ralleli; ma due di essi BA , ED diretti in un senso e gli
altri due BC, EM diretti in senso contrario , SONo sup-
plementari ; pomhe DEM é il supplemento di DEP e

DEF=ABC.

PROPOSIZIONE XX VIII.

TEOREMA—Se due angoli hannot lali rispellivamente
perpendicolari, saranno uguali o supplementart.

1.2 Sieno BAC, DEF, due angoli acuti i cui lati sono
rispeltivamente perpendicolari: Se dal punto A si condu-
cono Al, AH rispettivamente parallele a DE, EIf e diret-

y te nello stesso senso, I'angolo
D\ TAH sara uguale all'angolo DEF'.

H
4
: L Ora essendo EI perpendicolare
i ad AC, la retta AH parallela ad
/A. ¢

EF,saraanche perpendicolare ad

\ AGC, e quindi si avrd: HAB+BAC

¢ = 1. Per la stessa ragione Al &

perpendicolaread ABesiha HAB
+JAH = 17, dunque IAH=BAC= DEF

2.9 Gli angoli acuti BAC, DEF essendo uguali, i loro

adiacenti CAL, FEG che ne sono i supplementi, saranno

anche uguali.
2.9 Essendo BAC uguale DEF, sara BAC il supplemen-

~ to di FEG.

-
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In conchiusione diremo che quando due angoli che
hanno i lati perpendicolari, sono tutti e due acuti o tutti

e due ottusi, essisono uguali ; in caso contrario sono
supplementari.

PROPOSIZIONE XXIX.

TEOREMA— La somma dei tre angoli di un triangolo

e uguale a due angoli relli.
Siconduca AE parallela a BC e si pro-
B B lunghi AC; gli angoli ACB, EAD, sono

uguali come angoli corrispondenti, per
rapporto alle parallele BC, AE tagliate
dalla trasversale CA. Gli angoli CBA ,

¢ 4 D BAE, sono anche uguali come angoli
alterni interni per rapporto alle stesse parallele , e alla
secante AB; quindi la somma dei tre angoli del triangolo
é uguale alla somma dei tre angoli CAB, BAE, EAD, for-
mati intorno al punto A e dalla stessa parte della retta
AC; ma quest’ultima somma ¢ uguale a due retti, quindi
anche la prima sara uguale a due retti.

Corollario I. — In ogni triangolo non vi pud essere
che un solo angolo retto, e con piu forte ragione, non vi
puo essere che un solo angolo ottuso.

II. In ogni triangolo rettangolo la somma dei due an-
goli acuti € uguale ad un angolo retto.

III. Allorquando si conoscono due angoli d’ un trian-
golo o semplicemente la loro somma , si ottiene il terzo
angolo-togliendo la somma dei primi due da due angoli
retti.

IV. L' angolo esterno BAD , formato dal lato BA e dal
prolungamento di AC é uguale alla somma dei due angoli
interni ed opposti CBA, BCA.

PROPOSIZIONE XXX.

TEOREMA — La somma degli angoli interni di un po-
ligono convesso e uguale a lante volte due angoli retli
quanti sono i lati, meno due (*).

(*) Questa proprieta ha luogo anche per i poligoni non con-
vessi, purché perangoli interni rientranti si considerino quelli
maggiori di 180°. . N. del Trad.
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Da uno dei vertici A, conducendo le
diagonali a tutti i vertici non adiacente;
p il poligono verrd a decomporsi in tanti
triangoli quanti sono i lati meno due;
g Doiche questi differenti triangoli possono
essere considerati come aventi per verti-
ce comune il punto A e per base i diversi
lati del poligono, ad eccezione dei due
triangoli estremi ciascuno dei quali contiene due lati
del poligono ; ma si vede con chiarezza che la somma
degli angoli di questi triangoli & uguale alla somma de-
gli angoli del poligono ; quindi quest’ ultima somma é
uguale a tante volte due retti, quanti sono i lati , me-
no due.
Se indichiamo con # il numero dei lati del poligono ,
la somma di questi angoli sara:

2x<(n—2) o 2n—4.

F

PROPOSIZIONE XXXI.

TEOREMA — Se 8¢ prolungano nello stesso senso tutli
¢ loti di un poligono convesso , la somma degli angoli
esterni che st formano é uguale a 4 angoli retli.

In effetti; la somma dell’an-
golo esterno MBN e dell’ango-
lo interno adiacente ABN es-
sendo uguale a due retti, ne
segue che la somma di tutti gli
angoli esterni ed interni del
poligono é uguale a 27 retti
(indicando con n il numero dei
lati del poligono).

+ Se quindi da questa somma

-~ sitoglie quelladegli angoli in-
terni, che & uguale a 2n—4, il resto 4r indichera la som-
ma degli angoli esterni.

PROPOSIZIONE XXXII.

TrorREMA—I lali e gli angoli opposti di un parallelo-
grammo Sono uguali.
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D ¢ Sitiri ladiagonale BD;i duetrian-

goli ADB, DBC, avendo il lato BD
di comune, I'angolo ADB=DBC per
A le parallele AD, BC ( prop. 25), e

B 'angolo ABD=BDC per le altre due
parallele AB, DC , sono uguali (prop, 9) e percio il lato
AB opposto all’ angolo ADB é uguale a DC opposto al-
I"angolo uguale DBC ; similmente il terzo lato AD & u-
guale al terzo lato BC; e quindi i lati opposti di un pa-
rallelogrammo sono uguali (*).

In secondo luogo, dall’ eguaglianza degli stessi trian-
goli risulta I angolo A uguale all’ angolo C, el angolo
ADC composto dei due angoli ADB, BDC uguale all’ an-
golo ABC composto dei due DBC , ABD; dunque anche
gli angoli opposti di un parallelogrammo , sono uguali.

Corollario 1. — Due parallele AB, CD , comprese fra
due altre parallele AD, BC, sono uguali,

C H G_ D Corollario I1. — Due parallele sono
sempre equidistanti, perché essendo AB
e CD parallele | se dai punti H e G, ab-
A F E- B bassiamo HE, GIE perpendicolari su dj

AB. queste rette saranno parallele e saranno uguali per-
ché comprese fra due rette parallele.

D E  Corollario III.-Se dal punto
C dellaretta AB,s'innalzano da)-
I'una parte e dall'alira di questa
A B rettaledueperpendicolari uguali
CD, CD*, e dagli estremi D e 1)/
si conducono le DE, D'E' paral-

D E' lele ad AB: queste rette rappre-
senteranno il luogo geometrico dei punti che distano da

lu quaniita CD.
Minl}gitiag?d si conosce che tutti i punti delle due rette
DE, D'E’ hanno questa proprieta ; oltre di che sarebbe
facile lo assicurarsi, che ogni punto preso fuori di que-
ste rette dista da AB per una quantita diversa da CD.

(*) Ogni diagonale di un parallelogrammo lo divide in due
i N. del Trud.
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PROPOSIZIONE XXXIII.

TEOREMA — Se in un quadrilaiero i lali opposti sono
uguali; cioé AB=CD, e AD=BC, questi lali sono anche
paralleli e la figura é un parallelograming.

Poiche, tirando la diagonale BD,

D ® ;i due triangoli ABD, DBC avendo i
N tre lati rispettivamente uguali, sono
uguali, e 1’angolo ADB opposto al

A B lato AB e uguale all'angolo DBC op-

posto al lato CDj; siccheé (prop. 20) il Jato AD e parallelo
a BC. Per la stessa ragione AB é parallela a CD; dunque
il quadrilatero ABCD ¢é un parallelogrammo.

PROPOSIZIONE XXXIV.

TEOREMA— Se due lali opposti AB, CD, di un quadri-
lalero sono uguali e paralleli, © due allri laly saranno
anche uguali e paralleli e la figura A BCD sara un pa-

rallelogr ammo. ‘
Si tiri la diagonale BD ; essendo

D ¢ AB parallela a CD, gli angoli alter-
ni-interni ABD , BDC sono uguali ;

(prep. 25); ma il lato AB=DC, ed il

Al B lato DB é di comune, e pero il trian-

golo ABD risultando uguale al triangolo BDC (prop. 8),
‘sard AD=BC, non che I"angolo ADB=DBC; e per conse-
guenza AD risultando anche parallela a BC , la figura
ABCD é un parallelogrammo.

PROPOSIZIONE XXXV.

TEOREMA-— In ogni reliangolo ABCD, le diagonali so-

no uguali. :
Infatti, i triangolirettangoli ABC,

r DCB sono uguali, avendo il Jato BC

A
|~ 7} di comune e AB=DC ; dunque AC =
S =BD.
A Reciprocamente, ogni parallelo-
B<= ¢ gramnmo ABCD che ha le diagonali

ucuali, € un rettangolo.
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Perché i due triangoli ABC, DCB avendo il lato BC di
comune, AC=BD peripotesi e i lati AB, DC uguali, come
lati opposti del parallelogrammo, sono uguali; onde ri-
sulta ABC=BCD ; ma pel parallelismo delle rette AB, CD,
questi angoli sono supplementari. quindi essi sono retti;
e percid ABCD sard un rettangolo.

PROPOSIZIONE XXXVI.

TEOREMA — Le due di: gonali AC, DB di un parallelo-
grammo , si lagliano scambievolinenie in due parti u-
guali.

Giacché, paragonando il

D C 4 -
< ——" triangolo ADO al triangolo

o — COB.si trovail lato AD=CB,
/( I"angolo ADO == CRO ( prop.
R 2 25 ) e ' angolo DAO = 0CB;

percio questi due (riangoli
saranno uguali , e sard AO lato opposto all* angolo ADO
“uguale ad OC lato opposto all"angolo OBC, non che
DO=0B.

Reciprocamente, e in un quadrilatero ARCD |, le due
diagonali AC, BD si tagliano scambievolmente in due
parti uguali, questo quadrilatero ¢ un parallelogramimno,

Infatti i due triangoli DOC, AOB avendo un angolo
uguale compreso fra lati rispettivamente uguali,sono e-
guali, e sard DC= AB , non che DCO=BAO ; ma questi
angoli sono alterni interni, e percio DC essendo eguale
e parallela ad AB, la figura ABCD é un parallelogram-
mo (prop. 34).

Scolio I. — Nel caso della losanga i lati AB, BC es-
sendo uguali, i triangoli AOB, OBC, hanno i tre lati u-
guali rispettivamente e sono per conseguenza uguali ;
onde verificandosi che I'angolo AOB=BOC, si rileva che
le diagonali di una losanga si tagliano scambievoliuente
ad angoli retti.

Scolio II.— Se la losanga diviene un quadratc, le dia-
gonali si tagliano sempre ad angoli retti, ed inoltre esse
sono uguali (*).

(*) Nel caso della losanga e del quadrato & da osservarsi che
dall’ egnaglianza dei triangoli adiacenti DOC, BOC ne risulta
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DEL CERCHIO E DELLA MISURA DEGLI ANGOLI

DETINIZIONI1

= 1. La circonferenza del cerchio é una

linea curva di cui tutti i punti sono e-

gualmente distanti da un punto interno
B che si chiama ceniro.

11 cerchio & la porzione di piano ter-
minato da questa curva.

E D I[. Ogni linea retta come CA, CE,CD
etc. condotta dal centro alla circonferenza , si chiama
raggio : ogni retta come AB che passa pel centro e che
termina alla circonferenza, chiamasi diamelro. |

In virtu della definizione del cerchio, tuttii raggi so-
no uguali; come pure tutti i diametri;e ciascuno di que-
sti & doppio del raggio. :

I1I. Chiamasi arco una porzione di circonferenza, co-
me FHG.

La corda é la retta FG che congiunge gli estremi di
un arco.

1V. Chiamasi segmento la superficie o porzione di cer-
chio compreso fra I'arco e la corda.

N. B. Alla stessa corda FG corrispondono sempre due ar-
chi FHG , FEG e per ¢onseguenza anche due segmenti; ma
senza una particolare indicazione , si deve considerare il pin
piccolo.

" V. Chiamasi seflore 1a porzione di cerchio compresa
fra un arco DE e i due raggi CD, CE condotti ai suoi
estremi.

VI. Ogni linea retta AB che ha i suoi estremi sulla cir-
conferenza. dicesi linea inscrilla nel cerchio.

quella deéli angoli DCO, BCO; e perd in questi due q.undrilu-
teri le diagonali sono le bisettrici degli angoli opposti.
: N. del Trad.

’
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Angolo inseritio ¢ un angolo come BAC
! che ha il vertice sulla circonferenza ed ha
per lati due corde.
Un triangolo dicesi inscritto, quando i
suoi tre angoli hanno i vertici sulla circon-
ferenza.

_ In generale una figura si dice inscritia
quando tuttii suoi angoli hanno i vertici sulla circonfe-
renza; nello stesso tempo il cerchio dicesi circoscritio a

=

‘questa figura.

VII. Ogni retta indefinita che incontra
la circonferenza in due punti, chiamasi

& secante. Tale ¢ AB.
M’ D

VIII. La tangente é una retta la quale
non ha che un sol punto di comune colla
circonferenza ; tale é CD.

Il punto M chiamasi punio di conlatio.

IX. Similmente, due circonferenze sono fangenti I'una
all’ altra, allorche esse non hanno che un sol punto di
comune.

X. Un poligono é circoscritlo ad un cer-

. chio quando tutti i suoi lati sono tan-
genti alla circonferenza ; in questo caso
si dice che il cerchio éinscrilio nel poli-
gono.

N. B. Si chiama, in ge-
nerale, tangente di una
curva il limite delle po-
sizioni che prende una
secante AB la quale gira
intorno ad un punto A
della curva, fino a che

un secondo punto d'intersezione viene a confondersi col pri-
mo. Se la curva & chiusa e non pud essere incontrata da
una retta in pii di due punti, come per esempio, il cer-
chio, & evidente che quando i due punti d’intersezione ga-
ranno riuniti in un solo, la retta non avra piu che un punto
di comune con la curva; e quindi si potra, se si vuole, chiamar
tangente una retta che ha un sol punto di comune con la cur-
va. Perd la prima definizione conviene a tutte le curve; ed an

c
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PROPOSIZIONE 1.

TEOREMA — Una rella non puo inconlrare yna cir-
conferenza in piv di due punlti.

Poiché se essa la incontrasse in tre, questi tre punt;
sarebbero ugualmente distanti dal centro e quindi vi sa-
rebbero tre rette uguali menate da uno stesso punto alla
stessa retta, il che é impossibile (prop. 16, 1).

PROPOSIZIONE II.

TEOREMA — Ogni diamelro AB divide il cerchioe la
circonferenza in due parti uguali.

Poiche se si applica la figura AEB so-

F pra AI'B,conservando la base comune AB,

la curva AEB dovra cadereesattamente su

di AI'B. senza di che vi sarebbero sull’'una

o ¢ " o sull’ altra dei punti disugualmente lon-
tani dal centro, c¢id che & contrario alla
B definizione del cerchio.

PROPOSIZIONE III.

TEOREMA — Ogni corda é minore del diametro.
Infatti, se agli estremi dellacorda AD si con-
D ducono i raggi AC, CD, sard la retta ADZ .
JA < AC+CD, 0 AD< AB. O
Y “Corollario. La retta maggiore che si puo
inscrivere in un cerchio é il diametro.

A

PROPOSIZIONE IV.

TEOREMA. — Nello slesso cerchio o in cerchi uguali
archi uguali sono sollesi da corde ug'ualz; e reciproca:
mente, corde uguali sottendono archi uguali.

che restringendola al cerchio, essa ha il vantaggio di mostra-
re alcune analogie notevoli fra parecchi teoremi.
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Sia il raggio AC uguale al
raggio EO e I'arco AMD ugua-

}V/T le all'arco ENG, io dico che la

corda AD sara uguale alla cor-

7 da EG. .
Infatti, essendo il diametro

AB uguale al diametro EF, il
semicerchio AMDB si potra sovrapporre al semicerchio
ENGT in modo che coincidano ; ma si é supposto la parte
AMD uguale alla parte ENG, quindi il punto D cadra in
G; e percio la corda AD dovra risultare uguale -alla cor-
da EG.

Reciprocamente, supponendo sempre il raggio AC=0KE;
se la corda AD=EG, io dico che I'arco AMD sard uguale
all’arco ENG.

Poiché tirando i raggi CD, OG, i due triangoli ACD,
EOG avendo i tre lati 1lspett1mmente uguali, sono u-
guali; quindi I’angolo ACD=EOG: ma situando il semi-
cerchio ADB sul suo uguale EGF, il raggio CD deve ca-
dere sul raggio OG per essere .\.(‘D_EOG ed il punto D
sul punto G; dunque l'arco AMD é ucrua.le all’arco ENG.

PROPOSIZIONE V.

TEOREMA — Nello stesso cerrchio o in cerchi uguali
l'arco maggiore e sotieso dalla corda maggiore, e reci-

procamente; sempre pero che gli archi siano minori di
mezza circonferenza.

Sia I'arco AMH maggiore di

G ENG; se si taglia AMD=ENG,

\ NA\ lecorde AD, EG saranno ugua-
) li; e se infine si tirano i raggi

DC, CH, i due triangoli ACH,
ACD avendo due lali uguali a
due Jati e I"angolo ACH mag-

giore di ACD, sara il terzo lato AH magg oiore del terzo
lato AD.

Reclprocamente se la corda AH é maggiore di EG,
I'arco AMH sard maggiore di ENG; poiché se AMH fosse
uguale a ENG, la corda AH sarebbe uguale ad EG, il che
€ contro |’ 1p0t8$1 e se ’'arco AMH fosse minore di ENG,
la corda AH sarebbe minore di EG, la qual cosa ¢ anche
contro I'ipotesi.

?
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Scolio. Si suppongono gli archi minori di una semi-
circonferenza ; poiche se essi fossero maggiori, avreb-
be luogo la proprietd contraria.

PROPOSIZIONE VI.

TEOREMA. Il raggio CG perpendicolare ad una cordg
AB, divide quesia corda e 'arco solleso in due parti -
ualt.
¥ Si conducano i raggi CA, CB; questi es-
H sendo due obblique uguali rispetto alla
perpendicolare CD, si avra AD=DB. In se-
condo luogo, essendo AD=DB, la CG ¢ una
perpendicolare innalzata dal punto di mez-
zo di AB; e pero (prop. 17, 1) ogni punto
% G di questa perpendicolare dovendo esse-
; re ugualmente distante dagli estremi A e
B, sard AG=BG: Ma se la corda AG é u-
guale alla corda GB, I'arco AG é nguale all’ arco GB
(prop. 4); dunque il raggio CG perpendicolare alla corda
AB divide anche 1" arco sotteso da questa corda in due
parti uguali.

Scolto. La retta CG passa pel centro, pel punto medio
della corda, pel punto medio dell’ arco ed é perpendico-
lare alla corda. Ora due di queste condizioni essendo suf--
ficienti a determinare la posizione di una retta, ne ri-
_sulta, che ogni linea retta che soddisfa a due di queste

condizioni, soddisfera anche alle alire due.

Per esempio, la perpeudicolare innalzata dal punto di
mezzo dalla corda, passera pel centro e pel punto di mez-
zo dell’arco, e cosi di seguito.

PROPOSIZIONE VII.

TEOREMA — Per lre punti A, B, C, non in linca rella,
St puo sempre far passare una circon ferenza; ma non
se me puo far passare che una sola.

S1 tirino le AB,BC, e dai punti di mez-
2 zo di queste rette le s’ innalzino le per-
pendicolari DE, I'G;queste rette debbono
* \ 1incontrarsi perché perpendicolari a due
. rette AB, B( che si tagliano. (Scolio della
prop. 23).

AUB Intanto il punto d'incontro O delle due
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rette DI, F'G,, appartenendo alla perpendicolare DE, & u-
gualmente distante dai puntiAe B; (prop. 17) e lo stesso
punto appartenendo alla perpendicolare FG, é ugualmen-
te distante dai puntiBe C; quindi le tre distanze OA, OB,
OCessendo uguali, la circonferenza descritta col centro 0
e col raggio OB passera per i tre punti A, B, C.

lo dico inoltre che nessun altra circonferenza puo pas-
sare per 1 tre punti A, B, C; perché se ve ne fosse un’al-
tra, il suo centro dovendo trovarsi contemporaneamente
sopra DE e FG, non puo essere che I’ unico punto ' in-
contro di queste due rette.

_Corollario I. — La perpendicolare innalzata dal punto
di mezzo di AC passera pel punto O, perché questo punto
e ugualmente distante da A e C; dunque le perpendico-
lari innalzate dai punti di mezzo dei lati di un triangolo,
si tagliano nello stesso punto.

Corollario II. — Due circonferenze non possono avere
piu di due punti comuni, senza confondersi.

PROPOSIZIONE VIII.

TEOREMA — Nello stesso cerchio o in cerchi uguali ,
due corde uguali sono ugualmente lonlane dal centro |
e di due corde disuguali, la minore é la piv lovlana dal
cenlro.

1.° Sia Ja corda AB=DE; si dividano queste corde
per meta con le perpendicolari CF, CG, e si tirino i rag-
gi AC, CD. | _

I triangoli rettangoli CAF, DGC , avendo le ipotenuse

' CA, CD uguali e il lato AF meta di AB
uguale al lato DG meta di DE, sono u- -
guali; (prop. 18, 1) e pero il terzo lato
CF sara uguale al terzo CG ; dunque :
1.9 le due corde uguali AB, DE sono u-
gualmente lontane dal centro. '

2.% Sia la corda AH maggiore di DE,
I’'arco AKH saramaggiore di DME (prop.
5) : sull’arco AKH si prenda la parte
ANB=DME, si tiri la corda AB e si ab-

bassi CF perpendicolare a questa corda e CI perpendico-
Brancaer—Elem. di Geometria. 3
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lare ad AH; e chiaro che CF € maggiore di CO e CO mag-
giore di CI; quindi, con piu forte ragione sara CF >0l g
Ma CF=CG , perche le corde AB, DE sono uguali, dun-
que sard CG >CI; e quindi di due corde disuguali, la mi-
nore & piu lontana dal centro.

PROPOSIZIONE IX.

TeoREMA. — La perpendicolare BD all' estremild del
raggio CA e tangente alla circonferenza.

Poiché ogni obbliqua CE essendo
B A__E 1 maggiore della perpendicolare CA, il
punto E trovasi fuori del cerchio ; e
perd la BD non avendo che il solo
¢ punto A di comune con la circonfe-
renza, é una tangente.
Reciprocamente. 11 raggio CA ,

condotto al punto di contatto della tangente BD , & per-
pendicolare a questa tangente.

Poicheé tutti i punti di questa retta, ad eccezione di A,
essendo esterni alla circonferenza , il raggio CA sard la
pilt corta linea che si puo condurre dal punto C alla retta
BD; e per conseguenza sard perpendicolare a questa
retta. '

Corollario — Da un punto A preso sulla circonferenza
non si pud tirare che una sola tangente.

PROPOSIZIONE X

TEOREMA — Due parallele AB, DE intercettano sulla
circonferenza gli archi uguali MN, PQ.

- Si possono dare tre casi :
1.°Sel .
i T 1 e le due parallele sono se

D £ canti, conducendoil raggio CH per-
G ; o
L% = \P 3 pendicolare alla corda MP, esso
c

sara perpendicolare anche alla NQ .
parallela ad MP; quindi il punto H
\ essendo contemporaneamente il

punto di mezzo dell'arco MHP e del-

'arco NHQ, (prop 6) sara 'arco MH=HP, e I’arco NH=
HQ, donde risulta MH-N H=HP—-HQ, cioé: MN=PQ.
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2.9 Se delle due parallele AB,DE, una
D H E ¢ tangente e 1'altra é qecante al pun-
to di contatto H conducendo il raggio
A/M [ P)B CH, questo sara perpendicolare alla

tangente DE (prop. 9) ed anche alla
sua parallela MP: Ma essendo CH per-
/ pendicolare alla corda MP, il punto
I K .- H é il punto di mezzo dell'arco MHP;
dunque i due archi MH, HP compresi
fra le parallele AB, DE, sono uguali.
3.° Infine, se le due para]]ele DE, IL sono tangenti,
'una in H e laltra in K, tirando la secante AB paral]ela
ad una di esse, si avra, per cio che si é dimostrato MH=
HP e MK=KP; dunque Y'intero arco HMK=HPK, e si ve-
de chiaramente che ciascuno di questi archi é una semi-
circonferenza. | _
PROPOSIZIONE XI.

TEOREMA — Se due circonferenze hanno un punlo di
comune A fuori della retla CC' che unisce i loro ceniri,
esse avranno un secondo punlo di comune A’ silualo
sulla perpendicolare AB a CC' e ad una distanza da que-
sla rella uguale a quella del punlo A alla medesima
relia.

In effetti , supponendo A'B uguale a AB, le retle CA,

A CA' saranno uguali come obblique che si

' allontanano ugualmente dal piede della

CB perpendicolare alla retta AA’. Dunque
il cerchio descritto col punto C come cen-
: tro e con CA per raggio, passera pel pun-
« to A’. Nell’ istesso modo si vedra che il
cerchio descritto col punto C' come centro ¢ con C'A per

raggio, deve passare pel punto A’.

Corollario — 1. Quando due circonferenze si tagliano,
la retta che unisce i centri risulta perpendicolare nel
punto di mezzo della corda comune.

I1: Se due circonferenze sono tangenti, il punto di con-
tatto & situato sulla retta che unisce i centri ; poiche se
fosse altrimenti , le circonferenze avrebbero un secondo
punto di comune, e per conseguenza si taglierebbero.

Due circonferenze non possono occupare 1'una rispetto
all'altra che cinque posizioni differenti; cioe, possono
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essere interne o esterne, possono tocearsi esternamente
o internamente ; ed infine possono tagliarsi.

PROPOSIZIONE XII.

TEOREMA -— S¢ due circon-
ferenze sono esterne , la di-
stanza dei centri é maggiore .
della somma deti raggi.-

Poicheé si ha CC'=CA+C'A’
+AA’, donde CC'>CA+C'A’.

PROPOSIZIONE XIIL.

TEOREMA — Se due circonferenze
sono interne, la distanza dei centri é
= alla Minore della differenza det raggi.

Poiché si ha CC'=CA — C'A’—A'A’,
donde CC'< CA—C'A’.

PROPOSIZIONE XIV.

TEOREMA—Se due circonferen-
ze sono tangenli esternamenie ,
la distanza dei ceniri e uguale
alla sommu dei ragge. '_

Poiché , il punto di contatto A
essendo sulla retta che passa pei
centri, si ha evidentemente CC'=

OA-LAG

PROPOSIZIONE XV.

TEOREMA — Se due circonferenze st
toccano internamente , la distanza det
centri e uguale alla differenza det
————1A raggi.

Poicht il punto di contatto A trovan-
dosi sulla congiungente dei centri, si ha
CC'=CA+C'A.
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PROPOSIZIONE XVI.

TEOREMA — Se due circonferenze st tagliano, lo di-
slanza dei centri sard minore della somma dei raggi e
maggiore della loro differenza.

Poiché , congiungendo i centri
con uno dei punti d’intersezione
A, si formera un triangolo di cui
la retta CC’ che passa per i centri
ed i raggi CA, C'A saranno i lati;
e si é gia veduto che in un trian-
golo un lato qualunque & minore
della somma degli altri due ed ¢
maggiore della loro diflerenza. o

Le reciproche di queste cinque proposizioni sono vere
¢ si dimostrano tutte nello stesso modo ; per esempio, se
la distanza dei centri ¢ minore della somma dei raggi e
maggiore della loro differenza,le circonferenze si taglia-
no, percheé se esse fossero esterne o interne, la distanza
‘dei centri dovrebbe essere mageiore della somma dei rag-
gi 0 minore della loro differenza; e se esse fossero tan-
genti, la distanza dei centri dovrebbe essere uguale alla
somma dei raggi o alla loro differenza.

PROPOSIZIONE XVII.

TEOREMA — Nello stesso cerclio o in cerchi uguall gli
angoli uguali ACB,DOE, che hanno il vertice al cenlro,
wlercetiano sullacirconferenzagliarchivguali AB, DE.

In effetti , tirando le corde
//_\ AB, DE, itriangoli ACB, DOE
( : . risultano uguali, avendo un
y J angolo uguale compreso fra
/ lati rispettivamente uguali ;
5 quindi avendosi AB=DE, an-
che gli archi saranno uguali (prop. 4).

Reciprocamente, se gli archi AB, DE sono uguali, gli

angoli ACB, DOE saranno anche uguali.
Poiché gli archi AB, DE.essendo uguali, le corde AB,
DE saranno anche tali, ed allora i due triangoli ACB,

A
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DOE , risultando uguali per avere i tre lati rispettiva-
mente uguali, ne segue che I' angolo ACB=DOE.

PROPOSIZIONE XVIII.

TEOREMA— Nello stesso cerchio o in cerchi ugudli, il
rapporilo di due angoli al cenlro é uguale a 'quello degli
archt intercetli fra i loro lali.

SianoACB,DOEdue an-
goli al centro di circonfe-
ranze uguali: supponiamo
in primo luogo che gli ar-
chi AB, DE abbiano una
comune misura, la quale sia contenuta 7 volte in AB ¢ 4
volte in DE; il rapporto di AB a DE sara 1.

Intanto se si uniscono i punti di divisione dei due ar-
chi con i centri delle circonferenze, si vede che 1'angolo
ACB restera diviso in 7 angoli uguali fra loro, perché
comprendono archi uguali, e che I'angolo DOE contiene
4 di questi angoli ; epperd anche il rapporto dei due an-
goli ACB, DOE sara 3.

e 0 Se gli archi AB e DE sono in-

: commensurabili , dopo di aver di-
viso I' arco DE in un numero ar-
bitrario di parti eguali p. e. tre,
- supponiamo che I'arco AB conten-
Ko ® ga 4 di queste parti con un resto
KB minore di una di esse; il rapporto di AB a DE, é dun-
que maggiore di 3 e minore di 3.

Ma se si congiungono i centri C, O con i punti di di-
visione degli archi, si vede cne I’angolo DOE ¢ diviso in
tre parti uguali e che I'angolo ACB contiene 4 di queste
parti con un resto KCB minore di una di esse, quindi il
rapporto degli angoli ACB, DOE ¢é anche compreso fra

e 3, e percio ambo i rapporti ACD e i sOno compresi
’ DOE ~DE

fra § e 3. Ora dividendo I’ arco DE in 10, 100, 1000....
parti uguali, si dimostrerebbe similmente che questi due
rapporti sono compresi fra due numeri consecutivi di de-
cimi, centesimi,.... dunque i suddetti rapporti essendo
compresi fra due numeri Ja di cui differenza puod divenire
piccolissima, si possono considerare uguali.
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Misura degli angolt.

Misurare una grandezza significa trovare il rapporto
di questa grandezza all’unita della slessa specie. La mi-
sura d’un angolo , prendendo per unita I’ angolo retto ,
non & altro che il rapporto di questo,angolo ad un retto.

Ma il teorema precedente mostra che al rapporto dei
due angoli al centro si puo sostituire quello degli archi
intercetti fra i loro lati; quindi in luogo di paragonare
direttamente un angolo ad un retto, si potra paragonare
I’ arco compreso fra i suoi lati al quarto della circonfe-
renza ; ed € in questo senso che pill brevemente dicesi
che un angolo al centro ha per misural'arco intercetto
fra i suoi lati.

Per facilitare questo paragone suol dividersi la circon-
ferenza in 360 parti uguali chiamati gradi, ogni grado
in 60 minuti, ogni minuto in 60 secondi... (*)

In tal caso, se I’arco intercetto dai lati di un angolo
al centro contiene 24 gradi, la misura di quest’ angolo
sard 2 o -%.

Nella pratica si dice che I'angolo al centro il quale in-
tercetta fra i suoi lati un arco di 24° ¢ un'angolo di 24°;
cio vuol dir che esso ¢ uguale a 24 volte 'angolo al cen-
tro che comprende fra i suoi lati un arco di 1 grado.

Scolio — Ripetendo letteralmente la dimostrazione del
teorema precedente, si proverebbe che due settori presi
in cerchi uguali stanno fra loro come gli archi intercetti
fra i loro lati.

PROPOSIZIONE XIX.

TrOREMA — L'angolo inscritto BAD ha per misura la
meld dell’ arco BD compreso [ra i suoi lali.

(*) Gli astronomi francesi per applicare 1l sistema decimale
alle misure angolari sogliono considerare la circonferenza di-
visa in 400 gradi, il grado in 100 minuti prim1i, ed il minuto
primo in 100 secondi. Ma questo sistema non ha incontrato

favore nel rimanente dell’ Europa.
N.del Trad.
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Supponiamo in primo Iuogo che il cen-
tro del cerchio sia situato nell’ angolo
BAD ; conduciamo il diametro AE ed j
raggi CB, CD. L'angolo BCE, esterno a]
triangolo ABC é uguale alla somma dej
due interni CAB, ABC (prop. 29, 1) ma
il triangolo BAC essendo isoscele, I'an-
golo CAB=ABC, dunque I'angolo BCE &
doppio di BAC ; e siccome I"angolo BCE come angolo al
centro ha per misura I' arco BE; cosi I'angolo BAC avra
per misura la meta di EB : per una simile ragione I’ an-
golo CAD avra per misura la metd di ED; quindi BAC +
+ CAD o BAD avra per misura la metd di BE+ED o la
meta di BD. :

Supponiamo in secondo luogo cheil centroC sia situa-
to fuori dell’ angolo BAD, allora conducendo il diametro
AE, I'angolo BAEavra per misura Ja meta di BE, I’ an-

A golo DAE la meta di DE; e quindi la loro
differenza BAD avra per misura la meta
di BE meno la metd di ED, o la meta di
BD. Ogni angolo inscritto adunque ha per
misura la meta dell’ arco compreso fra i
= suoi lati.

g Corollario I. — Tutti gli angoli BAC,
BDC,elc.,inscritti nello stesso segmento sono uguali,poi-
ché essi hanno per misurala meta dello stesso arco BOC.

A D IT. Ogni angolo inscritto nel semicer-
chio é un angolo retto; poiché esso ha
per misura la meta della semicirconfe-
renza o la quarta parte della circonfe-

B ¢ renza. .
\/ II1. Ogni angolo BAC inscritto in un
0 segmento maggiore del semi-cerchio e
un angolo acuto, perché ha per misura la meta dell'arco

-BOC minore della semicirconferenza.
Ogniangolo BOC inscritto in unsegmento mincre diun

semicerchio & un angolo ottuso: poicié ha per misura la

meta dell’arco BAC maggiore di una semicirconferenza(*).

(*) Due angoli inseritti in due s:gmenti che hanno la cor-
da di comune, come BAC, BOC, <cno supplementari, percheé
misurati dalle meta di due arch. che presi insieme formano
una intera circonferenza. N. del Trad.
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PROPOSIZIONE XX.

TEOREMA ~ L' angolo BAC formato da una langente ¢
da vma corda, ha per misura la meld dell’ arco AMDC,
compreso fra i suoi lali. ‘

D Al punto di contatto A si conduca il

diametro AD: I'angolo BAD come retto

(prop. 9) ha per misura la meta della

3  semicirconferenza AMD ; ma I'angolo

DAC ha per misura la meta di DC; dun-

N que BAD+DAC o BAC avra per misura

B % 3 la metd di AMD piu la.metd di DC, o la
meta dell’ intero arco AMDC.

Si dimostra nell'istesso modo che I'angolo CAE ha per
misura la meta dell’arco AC compreso fra i suoi lati.

PROPOSIZIONE XXI.

TEOREMA — L'angolo BAC, formalo dalle due secanti
BE, FG, e il cui vertice ¢ situalo nell'interno della cir-
conferenza ha per misura la mela dell’ areo COMPreso
fra i swot lali, piw la mela dell’ arco compreso fra t
prolungamenti dei medesiund lall.

In effetti, I"angolo BAC, esterno al
triangolo AEC, é uzuale alla somma de-
gli angoli AEC, ACE, che hanno rispet-
tivamente per misura le metd degli ar-
chi BCe FE.

PROPOSIZIONE XXII.

TEOREMA — L' angolo BAC, forinato dalle due secanlz
AB, AC, el cui vertice trovasi fuori dulla circonfe-
rensa, ha per misura la mela dell’ arco concavo BC ;
meno la mela dell’ arco convesso DE.

A Poiche I'angolo A € uguale alla diffe-
g /\D renza degli angoli BDC, ABD che han-

no per misura, il primo la meta di BC
e il secondo la meta di DE.

La proposizione ¢ anche vera, allor-
che uno dei lati dell'angolo o tutti e due

sono tangenti alla circonferenza, e la
- dimostrazione e la stessa.
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Corollario.—11 luogo geometrico del veriice di un an-
golo costante , i cui lati passano per i punti fissi Ce B,
é un arco di circonferenza.
Infatti , sia CDB una prima posizione
dell’ angolo ; se si descrive la circonfe-
renza che passa peri tre punti G, D, B,
dai tre teoremi precedenti risulta che un
angolo i cui lati passano per i punti C e
® B allora é uguale a CDB, quando il suo

vertice trovasi situato sull’ arco CDB, e
che questo angolo sara diverso da CDB, quando il suo
vertice non ¢é situato sull’arco di cerchio CDB.

D

PROPOSIZIONE XXIII.

TEOREMA — In ogni quadrilatero inscrillo ABCD, glt
angoli opposti sono supplementari.

Poiché, gli angoli opposti ADC, ABC,
presi insieme hanno per misura la meta
della circonferenza ABCD(notaalla prop.
19). Reciprocamente, se in un quadrila-
tero, due angoli opposti ADC, ABC, so-
no supplementari , questo quadrilatero
é inscrittibile. |

In effetti, facendo passare una circonferenza peritre
punti A, D, C, I’angolo ADC avra per misura la meta
dell’ arco AMC ; dunque I"angolo ABC , che éil supple-
mento del primo, deve aver per misura la meti del rima-
nente arco ADC, vale a dire che esso & uguale a ciascuno
degli angoli inscritti nel segmento AMC ; ¢id che non
puo aver luogo se non quando il punto B trovasi sull'ar-
co AMC.

PROBLEMI RELATIVI A1 DUE PRIMI LIBRI.

Per eseguire le costruzioni relative ai problemi della
geometria elementare, bastano due strumenti: la riga
per tracciare le linee rette , ed il compasso col quale si
tracciano le circonferenze.

Qualche volta si fa anche uso dello squadro e del se-
micerchio graduato.
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g v Lo squadro é un pezzo di legno che ha
0 la forma di un triangolo rettangolo ABC.
Per verificare se lo squadro é esatto ,

cioé se I' angolo B é retto , si traccia una
retta DE, sulla quale si adatta una buona

riga GH. Si appoggia uno dei lati AB dello squadro con-
tro la riga e con una matita si traccia una retta BC; in

/A

A

¢ H

seguito si gira lo squadro in mo-
do che esso prenda la posizione
A'BC’, e si traccia un’ altra retta
BC'. Selo squadro ¢ esatto, le rei-
te BC,BC’ devono coincidere, per-
ché la somma degli angoli ABC,
A'BC' deve essere uguale a due
retti.

11 semicerchio da tavolino € un
istrumento di corno o di rame
che ha Ja forma di un semicer-
chio, e la cui semicirconferenza
¢ divisa in 180 gradi, nel senso
AMDB e nel senso BMA.

Seil rageio delsemicerchio su-

pera 8 centimetri, si puo facilmente dividere la semicir-
conferenza in mezzi gradi; il centro del semicerchio ¢
segnato da un piccolo incavo disposto nel punto di mezzo

del diametro.

PROBLEMA PRIMO.

Dividere la rella data AB in due parli uguali.

Con i punti A e B come centri, e

\ con un rageio maggiore della meta di
AB, si descrivano due archi di cer-
chio che si taglianoin D ed in E; ¢
si conduca la retta DE.

A . B 11 punto D essendo ugualmente di-
stante dai punti A e B, appartiene

B allaperpendicolare innalzata sul mez-

\ zo di AB; lo stesso avviene del punto

E; dunque DE sara perpendicolare ad AB, e dividera
questr retta in due parti vguali.
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PROBLEMA IT.

Da un punio A, dalo sulla rello BC, innalzare una
perpendicolare su di quesia relia.

Si segnino sulla retia i punti B e C ad uguale distanza
da A : indi con questi punti come centri e
con un raggio maggiore di BA, si descri-
vano due archi che ¢i tagliano in D; la AD
- sara la perpendicolare dimandata.

B A €  Poicheil punto D essendo ugualmente
distante da B e da C, appartiene alla perpendicolare in-
nalzata dal punto di mezzo di BC.

Si pud anche risolvere lo stesso problema per mezzo
dello squadro.

E Si disponga lo squadro in modo
che il vertice dell’ angolo retto sia
in A e che il lato AD coincida con
la retta BC. La retta tracciata se-
condo il lato AE dello squadro e la
O " perpendicolare innalzata dal punto
A su di BC.

B D A c Nella pratica perd questo mezzo

non ¢ molto esatto.

Yo

~

PROBLEMA 111,

Da un punto A dalo fuori della retla BD , abbassare
una perpendicolare su di questa rella.

A Col punto A come centro e con un rag-
gio suflicientemente grande, si descriva
. un E:11"(:0 che tagli la retta BD nei due fun-
B % 11 BeD; con questi punti come centri e

\h/ con un raggio maggiore della meta di BD
2 si descrivano due archi di cerchio, che si
tagliano in E.

Tirando la retta AE, questa sard la perpendicolare do-
mandata.

Poiché i due punti A e E essendo ugualmente distanti
dai punti B e D, la retla AE sara perpendicolare sul mez-
zo di BD.

Per cffettuare la stessa costruzione col mezzo dello
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squadro si S.itui_una riga sulla retta BD, si applichi alla
riga uno dei lati dell’ angolo retto dello squadro, e si
faccia scorrere questo lungo la riga fino a che il secon-

T F do lato dell’ angolo retto passi
per il punto A ; la retta F'E'
Al cosl tracciata sard la perpen-

dicolare su di BD.

o o
L - '
-C E |B
7\ e e e I“//flﬂ;s"’”W'I'D

PROBLEMA 1V.

Al punlo A della retta AB, fare un arn.golo vguale al-
langolo dalo K.

Col yertice K como con-

i tro ¢ con un raggio qua-

T~ kl!/ lunque KI sl descriva 'ar-

P i co 1L terminato al due lati

e A‘/ N dell'angolo; col punto A co-

B me centro e con un raggio
AB uguale a KI si descriva l'arco indefinito BO; col pun-
to B come centro e con un raggio egusle alla corda L]
descrivasi un arco che taglia in D I’ arco indelinito BO,
sitliri AD e I'angolo DAB sard uguale all’angolo dato K,

Poich¢ i due archi BD, LI avendo i ragei uzuali e Je
corde uguali, sono uguali (prop. 4,2.); e percio 1" angolo
BAD=IKL.

Si pud far uso del semicerchio da tavolino per risolve-
re questo problema.

Dispongasi I'istrumento in
modo che il suo centro sia in
K, e che il diametro coincida
con KI, e si esamini a quale
divisione del suolembo corri-
sponde il lato KL. supponia-
mo che sia la 39.2

Ci0 fatto si situl il semicer-
chio in modo che mentre il
suodiametrocoincidacon AB,
il centiro sia in A; si contino
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39 divisioni a partire da 0; ed all'estremita della 302 di-
visione si segni sulla carta il punto M; togliendo il qua-
drante e congiungendo il punto M col punto A, I"angolo
MAB sara uguale all'angolo 1KL.

PROBLEMA V.

Dal punto dato A condurre una parallela alla retla

dala BC.
Col punto A come centro e con

R E __ unraggiosuflicientemente grande,
B ¢ descriviamo I'arco indefinito EO;
~ col punto E come centro e con lo

- 575~ Stesso raggio, si descriva 1' arco
AF; si prenda ED=ATF e si tiri AD,

che sard la parallela dimandata.

_Poiche congiungendo AE, si vede che gli angoli alter-
ni-interni AEF, EAD essendo uguali, le rette AD, BC so-
no parallele (prop. 26, 1).

Per risolvere questo problema si fa uso ordinariamente

dello squadro.
S1 applichi I"ipotenusa sulla retta

CD alla quale si deve menare la paral-
" lela dal punto A , e il lato CE contro
una riga fissa CM; poi si faccia scor-
rere lo squadro lungo la riga fino a
che 1" ipotenusa passi per il punto A;
la retta AD’ sara parallela a CD, per-

ché gli angoli corrispondenti DCM, D'C'M sono uguali.

PROBLEMA VI.

Dividere un angolo o un arco da-

to in due parti uguali.
1° Se si deve dividere I’arco AB

in due parti uguali , osserveremo
che la perpendicolare innalzata
dal punto di mezzo della cordaAB
dividera I'arco in due parti uguali,
e perd il problema riducesi a divi-
dere una retta per meta.

90 Sesi deve dividerein dueparti uguali I'angoloACB,
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C si comincera dal deserivere col vertice ¢
/] come centro, e con un raggio qualunque
I"arco AB; ed allora se dal vertice C si
abbassi una perpendicolare sulla corda
AB, yuesta retta dividera in due parti u-
guali I'arco AB e quindi anche I' angolo
ACB.

La costruzione é dunque ricondotta a
quella del problema III.

_ Osservazione I. — Si pnd, con la stessa costruzione,
d‘widere ciascuna meta AE,EB in due parti uguali; e co-
sl con suddivisioni successive, si dividera un angolo o
un agco dato in quattro parli uguali, in otto, in sedi-
ci, ete.

X
2
A

FAS

- Osservazione II. Se le rette
p AB, CD, delle quali si vuol di-
videre I'angolo in due parti u-
guali, s'incontrano fuori dei li-
miti della carta, si condurra
da qualsiasi punto E della AB
una perpendicolare a questa
retta , sulla quale si prendera
una lunghezza qualunque ET,
e dal punto I si condurralFG
H parellela ad AB; poida un pun-
to H della CD s’ innalzera una
¢ perpendicolareHLuguale ad iF
e si tirera LM parallela a CD; il punto d'incontro O delle
due parallele, essendo ugualmente distanie da AB e da
CD, appartiene alla bisettrice dell' angolo di queste
rette.

Innalzando sopra AB e CD due altre perpendicolari u-
guali, e facendo la stessa costruzione, si trovera un se-
condo punto della bisettrice, quindi essa sara completa-
mente determinata.

Osservazione HI. — Il semicerchio da tavolino pud
servire a dividere un angolo in due o pit parti uguali.

Ria CAB un angolo da dividersi in 5 parti uguali , si
mettera il diametro del quadrante sopra di AB e si esa-
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minera a quale divisione
corrisponde il secondo la-
todell'angolo. Supponiamo
che sia la 50a; si dividera
60 per b, il che da 10 gra-
e o—w di e si segneranno sulla
carta a partire dallo zero del s'emicel_'chio, dei.punti di
10 in 10 gradi; togliendo il semicerchio e congiungendo
tutti questi punti col punto A, sisarda diviso I'angolo
CAB in cinque parti uguali. .
Questo procedimento non é puramente geometrico,
perché suppoue un calcolo; e d’altra parte presenta qual-
che difficolta di esecuzione quando il numero dei gradi
che corrisponde all'angolo CAB non é divisibile per 5.

PROBLEMA VI11.

Datidue angoli Ae B di un triangolo, trovare il terzo.

_\ Tirata la retta indefinita DEF, si

C facecia al punto E 1’ angolo DEC=A

u e I'angolo CEH=B; I’ angolo rima-

/ nente HEF sara il terzoangolo cer-

cato; poiché questi tre angoli presi

D E F  insieme equivalgono a due angoli
retti.

PROBLEMA VIII.

Dali i due lati B e C d'un iriangolo e l'angolo A da es-
st compreso, costruire il lriangolo.

w ———— "Sitiri la retta indefinita DE, ed
8l ¢ al punto D si faccia I' angolo EDF

B
A_ G uguale all'angolo dato A; si prenda
l ~ DG=B, DH=C e si tiri GH; DGH sa-

rd i triangolo richiesto.

D H F
PROBLEMA IX.

Dati un laio e due angoli di un lriangolo, cosiruire
il {riangolo.
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G g I due angoli dati possono essere o
q / tutti e due adiacenti al lato dato o
uno adiacente e 1’ altro opposto; in

. questo ultimo caso si cerchi il terzo
(prob. 7) e si avranno cosl i due an-
D = goli adiacenti. Posto cid, si tiri la

retta DE uguale al lato dato, si faccia
al punto D I'angolo EDF uguale a uno degli angoli adia-
centi e al punto E I’angolo DEG uguale all’altro; le due
rette DF, EG si taglieranno in H, e DEH sara il triango-
lo richiesto.
PROBLEMA X.

Dati 1 ire lati A, B, C di un lriangolo, costruire il
triangolo.

Si tiri DE uguale al lato A ; col

F
/ punto E come centro e con unraggio
/\I‘ uguale al secondo lato B, si descriva
D ~ 1Y
A
B

un arco; col punto D come centro e
con un raggio uguale al terzo lato
C C, si descriva un’ altro arco che ta-
glierd il primo in F; si tirino DF, EF; il triangolo DEF
sard il triangolo richiesto.

Aflinché il problema sia possibile & necessario che le
circonferenze si taglino; il che richiede (prob. 16,2) che
uno dei lati DE sia minore della somma degli altri due
e maggiore della loro differenza.

PROBLEMA XI.

Essendo dati due lati A e B diun triangolo ¢ 'angolo
C opposto al lato B, costruire il triangolo.

Vi sono due casi: 1° se I'angolo C é retto o ottuso —
Si faceia 'angolo EDF uguale all’an-
golo C; si prenda DE=A; col punto
E come centro e con un raggio ugua-
le a B, si descriva un arco che taglia
in F la linea DF ; si tiri EF, e DEF
B/al € sara il triangolo richiesto.

In questo primo caso bisogna che

il lato B sia maggiore di A, poiche

D F 'angolo C essendo retto 0 ottuso, e

il maggior angolo del triangolo, e quindi il lato oppo-
sto deve essere anche il maggiore.

BrancagT— Elem. di Geometria. 4
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2.9 Se I'ungolo C ¢ acuto e B &
maggiore di A,si farad la stessa co-
struzione e DET' é il triangolo ri-
chiesto. |

Mascessendol'angolo C acuto, ed
il lalo B & minore di A; allora I’ar-
co descritto col centro E ¢ col rag-
gio EI'=B 1agliera il lato DF in
due punti I¥ e G situati dalla stes-
sa parte di D, e quindi vi saranno
due triangoli DEIY, DEG, che sod-
disfano ugualmente al problema.

Scolio. Il problema sard sempre
impossibile, quando il lato B é mi-
nore della perpendicolare abbassa-
ta da E sulla DF.

PROBLEMA XII.

Trovare il ceniro di un cerchio.-
0 di un arco dalo.
Presi ad arbitrio tre punti A, B,

¢ sulla circonferenza o sull’ arco,

conduciamo ¢ immaginiamo con-
dotte le AB e BC; allora dividendo
questerette in due parti uguali per
mezzo delle perpendicolari DE ,

F@, il punto O dove queste perpendicolari s’incontrano,

cara il centro cercato.

Scolio. La stessa costruzione serve a far passare una
circonferenza per i tre punti dati A, B, C e anche a de-
serivere una circonferenza nella quale il triangolo dato

ARC sia inscritfo.

PROBLEMA XIII.

Da un punto dato condurre una tungente a uncerchio

dato,
A

Se il punto dato A é sulla circonferenza,

si tiri il raggio CA e si conduca AD per-
pendicolare a OA ; AD sara la tangente
dimandata (prop. 9,2).

Se il punto A é fuori del cerchio, si con-

giunga il punto A col centro per mezzo
della retta CA; si divida CA in due parti
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uguali in O; col punto O come centro e
col raggio OC si descriva una circonfe-
renza che tagliera la circonferenza data
nel punto B, e si conduca AB, che sara
la tangente richiesta.

Poiché, congiungendo i punti B e C,
I'angolo CBA inscritto nel semicerchio é
un angolo retto (prop. 19,2); dunque AB
essendo perpendicolare all’ estremita del
raggio CB, é tangente al cerchio.

Scolio. 11 punto A trovandosi fuori del
cerchio, si vede che vi sono sempre due
tangenti uguali AB, AD che passano
per il punto A: esse sono uguali perché i triangoli ret-
tangoli CBA, CDA avendo I'ipotenusa CA di comune ed
il lato CB=CD, sono uguali (prop.18,1); e percio AD=AB
e ’angolo CAD=CAB.

PROBLEMA XI1V.

Inscrivere un cerchio in un lriangolo dato ABC.
Qi costruiscano le bisetirici AO, BO degli angoli A ¢
B; queste reite si taglieranno in un punto O che sard
ugualmente distante dai tre lati AB,
- AC, BC. Re dunque da questo punto
si abbassino le perpendicolari OD
OF', OE sopra i lati del triangolo ,
queste perpendicolari sarannougua-
~>X. li e la circonferenza descritta col
AR ¢ punto O come centro e con OD co-
me raggio, sara tangente ai tre Jati.
Osservazione. — I1punto O essendo ugualmente distan-
te dai lati BC, AC appartiene alla hisettrice dell’ angolo
C ; dunque Ze Ire bisetlrici degli angoli d’ un triangolo
CONCorrono in un medesiino punlo.
I1. Se si costruiscono le bisettrici dei
AL due angoli- esterni MBC, BCN, il loro
punto d'incontro O’ sara il centro di un
-0 cerchio tangente al lato BC e ai prolun-
£ gamenti degli altri due.
Nell istesso modo si troveranno i cen-
\ tri 0", O™ delle altre due circonferenze
v tangenti a uno dei lati del triangolo ed
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ai prolungamenti degli altri due.
In generale vi sono qualtro circonferenze tangenti a
tre retie date (*).

PROBLEMA XV.

Su di wuna rella dala AB, descrivere un segmento cq-
pace dell’angolo dalo C, vale a dire , un segmento tale

che tulii gli angoli in esso inscrilli sono uguali all gn-
golo dalo C.

r o) Si prolunghi AB verso D ; si facecia
’ al punto B I'angolo DBE=C; si tiri BO
(® perpendicolare a BE e GO perpendico-
AL p lare sul mezzo di AB; col punto d’in-
\G‘/ B~ contro O come centro, e con OB per
T raggio si descriva una circonferenza ;
4 AMB sara il segmento richiesto.
Poiché siccome BE é perpendicolare all’estremita del
raggio OB, cosiBIY é una tangente,e ’angolo ABF ha per
misura la metd dell’ arco AKB (prop. 20. 2); ma I’angolo
AMB, come angolo inscritto ha anche per misura la me-
ta dell’ arco AKB, dunque I'angolo AMB=ABF=EBD=C;
e pero tutti gli angoli inscritti nel segmento AMB sono
uguali all’ angolo C.

Scolio—Se I' angolo dato é retto, il segmento cercato

sara il semicerchio descritto sopra il diametro AB.

PROBLEMA XVI.

Costlruire una tungente comune a due circonferenze.
A

’ 1.° Supponiamo il proble-
ma risoluto e sia AA’ una
tangente comune esterna
alle due circonferenze. Con-
duciamo i ragei CA, C’'A’ ai
punti di contatto e la retta
C'B parallela ad AA'.Iraggi

CA, C'A’, essendo perpendicolari ad AA’, saranno anche

(*) Di queste quattro circonferenze, la sola interna ritiene il
nome d’ingeritta, e le altre tre si dicono ex-inscritte. .
N. del T'rud.
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perpendicolari alla retta O'B; e quindi quest'ultima retta
sard tangente ad una circonferenza descritta col punto
C come centro e col raggio OB uguale a CA—C'A’.

Da cid che si & detto si deduce la seguente costruzio-
ne; si descriva una circonferenza col punto C come cen-
tro e con un raggio uguale a CA—C'A’, e si tiri dal punto
C' una tangente a questa circonferenza. Conoscendo il
punto B si tirera la retta CBA , non che C'A’ parallela a
CA e si congiungera AA’.

La precedente costruzione fa vedere che vi sono due
soluzioni del problema, poiché dal punto G’ si possono
condurre due tangenti alla circonferenza CB, e che il
problema non é possibile che quando si ha CC’'>CA—C'A’;
0 in altri termini, quando le circonferenze non sono in-
terne I’ una all’ altra.

2,° Proponiamoci ora di condurre una tangente comu-
ne interna alle due circonferenze i cui raggi sono CA e
C'M, e sia AM’ la retia cercata; conduciamo i raggi CA,
e C'M’ ai punti di conlatto, e la

. retta C'B parallela a AM'. La
N retta AM' essendo perpendico-
~, //Cl
M

lare ai raggi CA, C'M’, sard
C'B perpendicolare alle stesse
rette ;.quindi sard tangente a
B! una circonferenza descrittacol
punto C come centro e con un raggio CB uguale a CA -+
+AB o CA+C'M.

Per risolvere adunque il problema , si descrivera una
circonferenza avente il suo centro in C ed il cui raggio
sia la somma dei raggi delle due circonferenze date ; si
condurra dal punto C’ una tangente C'B a questa circon-
ferenza, ed il resto della costruzione si fara come nel caso
precedente. o . N

Questo problema ha due soluzioni e non é possibile se
non quando si ha CC’>CA+C'M ; cioé quando le due cir-

conferenze sono esterne o tangenti esternamente.
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PROBLEMA XVII.

Trovare la massiina comune misurda di due relle AB
CD, ed ¢l loro rapporio nuinerico.

A | L 3 La massima comune misyu-
¥ ‘ ' ra di due rette non potra su-
e e pemre la minore CD ; ed es-

sa sard uguale a CD se questa ¢ contenuta esatlamente
nella maggiore AB.

Portlamo adunque CD sopra AB e supponiamo che si
abbia AB= 2CD+IB io dico che la massima comune misu-
ra fra ABe CD e eguale a quella delle due rette CD e IB.

Infatti , ogni comune misura di AB e CD , dividendo
CD, dividera anche AI, e dividendo AB sard contenuta e-
sattamente nel resto IB; sarda dunque una comune mlsu-
ra di CD e IB.

Reciprocamente , ogni comune misura di CD e 1B, es-
sendo contenuta esattamente in Al ed in IB e per conse-— '
guenza in AB, sard una comnne misura di ABe CD.

In questo modo tutte le comuni misure di AB e CD es-
sendo le stesse che quelle di CD e IB ne segue che tanto
& cercare la massima comune misura delle due rette da-
te, quanto quelle delle due CD, IB.

Portlamo dunque IB sopra CD e supponiamo che si ab-
bia CD=IB+KD, si dimostrera come nel caso precedente
che la massima comune misura fra CD e IB ¢é uguale a
quella fra 1B e KD.

Portiamo ancora KD sopra IB e supponiamo che si ab-
bia IB =2KD , sara KD la massima comune misura delle
due linee AB e CD; ma dalle operazioni precedenti risulta

CD=3* KD
e AB=8' KD;

dunque il rapporto delle due rette AB e CD é 3.

Osservazione. — Noi_abbiamo fin qui supposto che in
questa serie di operazioni si giunge ad un resto zero:
passeremo quindi a dimostrare che cio avviene sempre
per due rette che hanno una comune misura; mentre nel
caso in cui esse sono incommensurabili, si dovra certa-
mente giungere a dei resti minori di ogni quantitd asse-
gnabile.
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In effetti, siano A, B, le due rette sulle quali si opera;
P,y Vg 1y Py .+ o 1 Testi successivi; ¢y @ U3 @y + - 0 o 1
quozienti; si avranno le eguaglianze

A=B q,+7r,
B=r, qs+7
"="y Qyt+7
7=y 0y +54

e % .0 0 & &

1 - . A' - . . -
Ora r, & sempre minore di ox poicheé se B & minore di

A

3 : . . A
g con piu forte ragione sara , minore di 5 mentre

. . A . A
se B & maggiore di X sard 7,=A—B; e quindi ,< >
Similmente si avra:

r A
ry < ?_3,!’ d’onde 73 < —

4
r A
Ty < -2§-, d’ onde "s<g’

rs q _1}_
™ <o d’ on e 71<1g
e cosl di seguito.

Si vede dunque che se I’ operazione si prolungasse in-
definitamente si arriverebbe a resti tanto piccoli quan-
to si vorrebbe; il che ci dice che se vi & una comune mi-
sura, si dovra giungere ad un resto nullo; altrimenti si
avrebbero dei resti minori della comune misura , il che
¢ evidentemente assurdo,.dopo la teoria precedente.

Nel caso in cui le linee sono incommensurabili, si po-
tra, dopo un certo numero di operazioni, trascurare 1'ul-
timo resto ; il resto precedente servira allora di comune
misura e sard un valore approssimato del rapporto delle

due rette.
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PROBLEMA XVIII.

Dali due angoli A e B, trovare la loro comune misu-
ra, se ne hanno, ¢ da quesia ricavarne il rapporto nu-

Mmerico. ;
Si descrivano con due raggi

A A uguali gli archi CD, EF, che

misurano gli angoli dati, edin-

di si paragonino tra loro gli

é D ~archi come si é fatto nel pro-

0 E " blema precedente ; giacche un

arco pud adagiarsi sopra un altro arco dello stesso rag-
gio, come una retta su di una altra retta data.

In questo modo si avrd la comune misura degli archi
CD, EF e il loro rapporto numerico. Questo rapporto sa-
ra lo stesso che quello degli angoli dati (prop. 18. 2), e
per conseguenza se DO é la comune misura degli archi,
DAO sara quella degli angoli.

Se i due archi sono incommensurabili, gli angoli sa-
ranno anche tali e non si pud avere che un valore ap-

prossimato del loro rapporto.
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MISURA DEI POLIGONI—SIMILITUDINE.

DEFINIZIONI.

. L' area di una figura ¢ il rapporto della sua esten-
sione a quella dell'unitd di superficie (1).

II. Due figure diconsi equivalenti quando hanno la
stessa area.

Due figure possono essere equivalenti quantunque ab-
biano forme diverse; per esempio un cerchio pud essere
equivalente ad un quadrato , un triangolo ad un rettan-
golo, ete. .

Il nome di figure uguali si da a quelle che applicate
I'una sull’ altra, coincidono perfettamente; tali sono due
cerchi che hanno i raggi uguali, due triangoli che han-
no i lati rispettivamente uguali ete.

D R ¢ Il L'altezza di un parallelogrammo

é la perpendicolare EI' che misura la

distanza dei due lati opposti AB, CD,
A F B presi per basi.

A IV. L'altezza del triangolo & la per-

pendicolare AD abbassata dal vertice

di un angolo A sul lato opposto BC
preso per hase,

B D it :
D E _C V. L'altezza del trapezio ¢ la perpen.
dicolare EF comune ai suoi lati paral-
: leli AB, CD.
A F B

(1) Spesso si confonde nel discorso 1’ area con la superficie
di una figura.



58 GEOMETRIA

PROPOSIZIONE I.

TEOREMA — I parallelogrammi che hanno bast uguali
ed allezze uyuali sono equivalenti.

D F _C_B Sia AB la base comune dei due parallelo-
grammi ABCD, ABEF; avendo supposto che:
essi hanno la stessa altezza , ne risulta che

A B le basi superiori DC, FE saranno situate su
di una stessa linea retta parallela ad AB.

Oro per la natura dei parallelogrammi si ha AD=BC,
AF=BE; e per la stessa ragione si ha DC=AB, FE=AB,;
dunque DC=FE, e percio togliendo DC e I'E dalla stessa
linea retta DE;iresti CE e DIF saranno uguali.

Da ci0 ricavasi che i triangoli DAF, CBE sono equila-
teri fra loro e per conseguenza uguali.

Ma se dal quadrilatero ABED si toglie il triangolo ADF,
resla il parallelogrammo ABEF; e se dallo stesso quadri-
latero ABED si toglie il iriangolo CBE, resta il paralle-
logrammo ABCD; dunque i due parallelogrammi ABCD e
ABET che hanno la stessa base e la stessa altezza, sono
equivalenti.

g o B _a Corollario.Ogniparallelogrammo ABCD

¢ equivalente al rettangolo ABEF della

stessa base e della stessa altezza.

A B
' PROPOSIZIONE II.

TEOREMA— Ogni {riangolo ABC é la meta del paralle-
logrammo ABCD che hala stessa base e la, stessa allezza.
Poiché i triangoli ABC, ACD; sono uguali (prop. 32.1).
F A B Corollario I. — Un triangolo ABC e
la meta del rettangolo BCEF che ha la
stessa base BC e la stessa altezza AO ;
giacché il rettangolo BCEF e equiva-
B 0 a lente al parallellogrammo ABCD. .
Corollario IT. — Tutti i triangoli che hanno basi uguall
ed altezze uguali sono equivalenti.
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PROPOSIZIONE III.

TeorEMA — Due rettangoli della stessa allezza stanno
[ra loro come le basi.
D _F 0 Sieno ABCD, AEFD due rettangoli
che hanno per altezza comune AD j
! - dico che essi stanno fra loro come le
P i | basi AB, AE,

A ® —p  Supponiamo in 1°Iuogo che le basi

siano commensurabili e stiano fra loro come 7 a 4 ; vale
a dire che se si divide AB in 7 parti uguali, AE contiene
4 di queste parti.

Innalzando dai punti di divisione le perpendicolari alla
base , verranno a formarsi 7 rettangoli parziali uguali
fra loro, perché hanno la stessa base e la stessa altezza;
ma di questi il rettangolo ABCD ne contiene 7, mentre
che ALEFD ne contiene quaitro; dunque il rettangolo
ABCD sta al rettangolo AEI'D come 7 sta a4 0 come AB
ad AE.

Se le basi AB, AE fossero incommensurabili, si dimo-
strebbe come precedentemente (1ib. 2 prop. 18) che lapro-
posizione ha anche luogo.

PROPOSIZIONE 1V.

TEOREMA—Due rellangolt stanno [ra loro come i pro-
dolli delle basi per le allezze.

Sieno R, 7, le superficie dei due rettangoli; Be I le
due dimensioni del primo ; b, 2, le due dimensioni del
secondo.

S'immagini un terzo rettangolo R’ che ahhia la hase B
del primo é 1" altezza & del secondo.

Si avra, in virtu del teorema precedente:

R H
R I°

R’ B

r b’

Moltiplicando queste eguaglianze membro a membro ¢
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dividendo i due termini del primo rapporto per R’ si has

R Bx<H
>N

Misura del refiangolo—Misurare un retiangolo R, si-
gnifica trovare il suo rapporto ad un altro rettangolo 7
preso per unitd di misura.

Si vede dal teorema precedente, che questo rapporto
si ottiene cercando quante volte le linee B, I, b, 7, con-
tengono una stessa uniti, e dividendo il prodotto dei due
primi numeri per il prodotto degli altri due.

Siano B=0met. | H=4met. ph—=3met. , li=2met.

6<4

R
Siavrd— = —— =4. In questo modo il reltancolo R
r 3= =

contiene 4 volte il rettangolo preso per unita,

Si assume ordinariamente per unitd di superficie il
quadrato che ha per lato I’ unita di lunghezza ; allora i
numeri che rappresentano b e 2 si riducono all’ unita
la proporzione (1) diviene: :

R  BxH

r 1

Si vede dunque che il rapporto di un rettangolo al
quadrato costruito sull’ unita di lunghezza , é uguale al
prodotto dei numeri che esprimono quante volte la base
e 1" altezza contengono quest’ unita lineare; il che si e-
sprime pill brevemente, dicendo che un rettangolo ha per
misura il prodotto della sua base per la sua altezza.

Siano B=3" 53, H=2",25.

La superficie del rettangolo sara 7metri quadrati, 94235, 0
7m.q., 94 dec. q, , 2Hcen.q.,

PROPOSIZIONE V.

T'EOREMA — L' area di un parallelogrammo qualun-
que e uguale al prodotio della sua base per la sua al-
1ezza.

P D p ¢ Infatti il parallellogrammo ABCD é e-
' quivalente al rettangolo ABET che ha la
l/ stessa base e la stessa altezza: ma il ret-

tangolo ha per misura AB=BE ; dunque

A B AB><BEeépurel’areadel parallelogrammo.
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Corollario. 1 parallelogrammi della stessa base stanno
fra loro come le altezze, ed i parallelogrammi della stes-
sa altezza stanno [ra loro come le basi, poiché essendo

A, B, C, tre grandezze qualunque , si ha identicamente
A<C A

B<C B’
PROPOSIZIONE VI.

TEOREMA--L'crea di un triangolo é uguale alla melc
del prodotio della sua base per la sua allezza.

A E Infatti il triangolo ABC & la meta del pa-
rallelogrammo ABCE che ha la stessa base
BC e la stessa altezza AD : ma la superficie
del parallelogrammo é uguale a BCx< AD
8 D G  (prop.5), dunque quella del triangolo é u-
guale a 3§ BC<AD o BCx] AD.

Corollario. Due triangoli della stessa altezza stanno
fra loro come le basi e due triangoli della stessa base
stanno fra loro come le altezze.

PROPOSIZIONE VII.

TEOREMA — L’ area del {rapezio ABCD ¢ uguale alla
sua altezza EF molltplicata per la semisomma delle
basi AB, CD.

DE 0 K Dal punto I, che bisega il lato OB, si

/ \/ tiri KL parallela al lato opposto AD e si
T prolunghi DC fino all’incontro di KL.

/ /’x I triangoli IBL , ICK avendo 1B = IC
= T—p Der costruzione, 1" angolo LIB = CIK, e

I’ angolo IBL=ICK, per essere CK parallela a BL ( prop.
95.1); sono uguali, (prop. 9,1) e quindi il trapezio ABCD
é equivalente al parallelogrammo ADKL ed ha per mi-
sura EF><AL. . o .
- Ma si ha AL=DK, e per 1 eguaglianza dei triangoli

IBL, KCI, & pure BL=CK; dunque sara AB + CD =AL +
+ DK = 2AL; (*) e pero essendo AL la semisomma delle

(*) Per comprendere pin facilmente questa identitd, potreb-
be dirsi AB+ D=AL—I—LB+CD=AL+KO+C%zé&%}DIé.
. del T'rad.
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basi AB, CD, ne segue che I'area del {rapezio ABCD ¢
uguale all'altezza EF moltiplicata per la semisomma delle
basi AB, CD; il che si esprime cosi: '

AB-{:CD)

ABCD=EF ><(

Scolto.— Se dal punto di mezzo I di BC, si conduce IH
parallela alla base AB, il punto H sard anche il punto di
mezzo di AD, perché le due figure AHILL a DHIK avendo
i lati opposti paralleli,sono due parallelogrammi, e si ha
AH=IL e DH=IK ; ma dall’ essere uguali i due triangoli
BIL e CIK, risulta IL=IK, dunque AH=DH.

Se intanto si osservi che HI=AL = é-B—;—CI—), se ne ﬂe—

duce che I’ area del trapezio puo essere anche espressa
da EFx<HI; vale a dire che é uguale alla sua altezza mol-
tiplicata per la retta che unisce i punti di mezzo dei lati
non paralleli.

PROPOSIZIONE VIII.

TEOREMA— Se una retta AC é divisa in due parti AB,
BC, 7l quadrato fallo sulla intera rella AC conlerrda il
quadrato fatlo su di una parte AB, piv il quadrato fatto
sull'alira parie BC, piv il doppio del retlangolo formalo
dalle due parii AB, BC; il che si esprime cosi:

AC? 0 (AB+BC)2=AB? +BC'+2ABxBC.

E H_D Si costruisca il quadrato ACDE ; pren-
.| . dasi AF=BA, e si conducano WG parallela
¥ 1| |% ad AC, e BH parallela ad AE.

Il quadrato ACDE rimane cosi diviso in
s quattro parti: la prima ABIF é il quadrato
A B ¢ fatto su di AB, perché si é preso AF=AB;
*la seconda IGDH ¢ il quadrato fatlo su di BC; poiché sic-
come si ha AC=AE e AB=AF, cosi la differenza AC—AB
¢ uguale alla differenza AE—-AT, vale a dire BC=EF; ma
per le parallele si ha pure IG=BC, DG=EF; dunque HIGD
€ uguale al quadrato fatto su di BC.
Togliendo queste due parli dal quadrato totale, resta-
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no i due rettangoli BCGI , EFIH , ciascuno dei quali ha
per misura AB<BC; e quindi ete.

Scolio. Siano a, b, i numeri che rappresentano le due
parti della retta AC; la moltiplicazione algebrica da I'e-

guaglianza
(a+b)2=a2-+b2+2ab

€, supponendo conosciuta la misura del rettangolo, que-

sta eguaglianza da una seconda dimostrazione del teore-
ma precedente.

PROPOSIZIONE IX.

TEOREMA — Se la rella AC é la differenza delle due
retle AB, BC; il quadralo fallo su di AC conterra il qua-
drato di AB piv il quadrato di BC, meno il doppio rel-
tangolo fallo sw di AB e BBC, cioe si avra:

AC? 0 (AB—=BC)?=A B2+ DBC?—2A B=<BC.

Costruiscasi il quadrato ABIF, prendasi AR=A0; si
conducano CG parallela a BI, KH

L_F¥ g parallela ad AB e completisi il qua-

| drato EFFKL.

X—pg | I due rettangoli CBIG, GLKD ,
hanno ciascuno permisura AB><BC;
sicché togliendoli dall'intera figura
ABILKEA, che ha per valore AD24+

A ¢ B -]?01, restera il quadrato ACDE; dun-
que etc.

Scolio. Questa proposizione si deduce anche dalla, for-
mola algebrica.

(a—b)*=a*+b*—2ab.
PROPOSIZIONE X.

TEOREMA. — Il retlangolo [allo sullo, somma e sulla
differenza di due retle AB, BC‘-,‘ e‘uquaxle alla differenza
dei quadratli di queste relle, cioe sara;

(AB+BO)=<(AB—BC)=AB2-BC2.
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¥ 4 1 Si cos{,rui_sc:mo su di AB ed AC i
" quadrati ABIF. ACDE; si prolunghi
¥ —5 I AB d'unaquantitd BK=BC e si com.-

pleti il reliangolo AKLE.

La base AK di questo rettangolo
ossendo la sommadelle due rette AB
— BC , mentre la sua altezza AR & ls;.
A differenza di queste stesse linee, ne
segue che il rettangolo AKLE=(AB+4BC)><(AB—BC , Ora
questo rettangolo ¢ composto delle due parti ABHE e BH
LK; e la parte BHLK ¢ uguale al rettangolo EDGF, per-
ché BH=DE e BK=EF; quindi AKLE=ABHE+EDGF: ma
queste due parti formano il quadrato ABIF meno il qua-
drato DHIG, che e il quadrato fatio su di BC; dunque

(AB+BC)><(AB—BC)=AB2—B(2.

Scolio. Questa proposizione si deduce anche dalla for-
mola algebrica. g

- (a—b)(a+b)=a2—b2.
PROPOSIZIONE XI.

TEOREMA. — Il quadraio falto swll’ ipotenusa di un
triangoloreltangolo, e uguale alla somma dei quadrali
fatti sugli altri due lali. .

Sia ABC untriangolo rettangolo;
dopo di aver costruiti i quadrati
sopra i suoi tre lati, si abbassi dal
vertice dell’ angolo retto una per-
pendicolare AD sull’ ipotenusa; si
prolunghi questa perpendicolare
finché incontra il lato FG in E, e
si conducano le diagonali AL, CH.
\ L’angolo ABIFé composto dell’an-

L4 golo ABC e dell’angolo retto CBEF;
o o I'angolo CBH & composto dello stes-

so angolo ABC e dell’angolo retto
ABH; dunque I'angolo ABF=HBC. Si ha inoltre AB=BH,
come lati di uno stesso quadrato, e BF=B(, per la mede-
sima ragione ; e pero i triangoli ABF, HBC, avendo un
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angolo uguale compreso fra lati rispeitivamente uguali,
sono uguali; ma il triangolo ABT ¢ la metd del rettango-
lo BE col quale ha di comune la base BF e I" altezza BD
(prop. 2); e il triangolo HBC & la metd del quadrato AH
col quale ha di comune la base BIl e 1’ altezza AB, giac-
cheé per gli angoli retti BAC, BAL, i lati AC, AL forma-
no una sola retta parallela a BH; dunque dall’ essere
ABF=HBC, sard pure il rettangolo BDEF doppio del pri-
mo, equivalente al quadrato AH doppio del secondo. Nello
stesso modo si dimostra che il rettangolo CDEG é equi-
valente al quadrato Al ; e pero riflettendo che i due ret-
tangoli BDEF, CDEG, presi insieme, formano il quadrato
BCGF ; rimane dimostrato che il quadrato BCGF fatto
sull’ ipotenusa e uguale alla somma dei quadrati ABHL,
ACIK, fatti sugli altri due lati. :

Siccome un quadrato ha per misura il quadrato del
numero che rappresenta il suo lato, cosi si ha 1I’egua-
glianza BC?* = AB*+BC?, la qual cosa esprime che il qua-
drato del numero che rappresenta I' ipotenusa é uguale
alla somma dei quadrati dei numeri che rappresentano i
due lati dell’ angolo retto.

Corollario I. — 11 quadrato di uno dei lati che com-
prendono I’ angolo retto , € uguale al quadrato dell’ ipo-
tenusa, meno il quadrato dell’ altro lato, il che si espri-
me cosi: AB2=BC?— AC2.

A II. Sia ABCD un quadrato, AC la sua
diagonale ; il triangolo ABC essendo ret-

tangolo ed isoscele , ci dard AC2= AB? +
+ BC2=2aB?; dunque i guadralo fatto
D ¢ sulla diagonale AC é doppio del quadralo

fatlo sul lato AB.
Dopo di cid, essendo

_ /

AC?2 2
ig: !
estraendo la radice quadrata si ha:
AC_VT
AB 1

Braxceer— Elem. di Geometria. 5
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dunque la diagonale di un quadralo ¢ incommensura-
bile col suo lato.

7"

II1. Si ¢ dimostrato che il qua-
drato AH e equivalente al rettan-
5T golo BDEF ; ma per I altezza co-,
mune BF, il quadrato BCGF sta

I o al rettangolo BDEF , come la base
% BC sta alla base BD; e quindi sara
Bl [D G pure
BC* __BC.
FE 5 AB® BD

vale a dire che il quadralo dell’ipolenusa sta al quadra-
to d' uno dei lali dell’angolo rello, come Uipolenusa sta
al segmento adiacente a quesio lalo : intendendosi per
segmento la parie dell’ ipotenusa determinata dalla per-
pendicolare abbassata dal vertice dell'angolo retto. Cosi
BD ¢ il segmento adiacente al lato AB, e DC ¢ il segmen-
to adiacente al lato AC. Si avrebbe similmente

BC? BC.
KC 2 CD

IV. I rettangoli BDEF, DCGE, avendo anche la stessa
altezza , stanno fra loro come le hasi BD , CD : ma que-

sti rettangoli essendo equivalenti ai quadrati AB? , AC
si ha

AB* BD
IC?. T DO

Dunque ¢ quadrati dei due lati dell'angolo retlo, stan-
no fra loro come i segmenti dell’ ipolenusa adiacenli a
questi lati.

DEFINIZI0ONE

B Chiamasi proiezionme di una retta
A/ AB, su di un’ altra CD, la porzione ab
| i compresa fra i piedi delle perpendico-
! i lari abbassate dai punti A e B sulla
% 7— retta CD.

(.
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PROPOSIZIONE XII.

TROREMA-—1n 0gni triangolo, il quadrato del lalv op-
posio ad un angolo aculo ¢ uguale alla somma dei quo-
drati degli allri due lati , meno due volle il retlongolo
A uno di questi lati per-la proiczione dell’ allro sv di
880,

Sia € un angolo acuto del triangolo ABC, dico che ab-

A bassando AD perpendicolare su di BC, si
avra:
AB? = AC? + BC*—2BCx<TD.

Possono darsi due casi: 1.° Se la per-

pendicolare cade dentro del friangolo

ABO ; si ha B =BC—CD e per conse-
guenza (prop. 9),

B D G

BD? = BC? + CD? — 2BCx<CD.

Aggiungendo ad ambo le parti AD?, ed osservando che
i triangoli rettangoli ADB, ADC, danno

AD?+ BD2=AB2 e AD ? + DC*=AC?,

si avra
AB?=BC? +AC? — 2BC=CD.

2 2.” Se 1a perpendicolare cade fuori del
triangolo ABC, si‘ha: Bl):—CUA—BC, e per
conseguenza (prop. 9) BD* = CD*+BC* —

© —2CD>=BC.
Aggiungendo all’'una parte ed all’altra

P B ¢ AD? si avra:

AB? = BC2 + AC® — 2BC x CD.
PROPOSIZIONE XIII.

TEOREMA — In ogni triangolo ollusangolo, il quadrato
del lato opposto all’ angolo olluso é uguale alla somma
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dei quadrati degli altri due lati, pive due volte il rettan-
golo di uno di questi lati per la proiezione dell’altro su
di esso. :

IN Sia AB il lato opposto all’ angolo ot-
tuso C del triangolo ABC ; conducendo
AD perpendicolare su di BC; io dico che
\ sl avra:
D CE It

AB2=BC*+ AC2+2BCx<CD.

I primieramente a notarsi che la perpendicolare non
puo cadere dentro del triangole; poiche se essa cadesse,
per esempio, in I3, il triangolo ACI avrebbe contempo-
raneamente 1" angolo 15 retto e 1" ansolo ottuso C, il che
¢ impossibile; danque essa cade al di fuori, e si ha BD=
=RBC+CD. Da cio risulta (prop. 8)

1-37)3 — IS-(:I’--i- (-:‘-—l;z-%‘.’lliU:A:(;‘U,

Aggiungendo all una parte ed all' altra AD?, e facen-
do le riduzioni come nel teoremu precedente, si avrd;

AB2= BC? + AC2+2BCxCD.

Scolio. 11 trianeolo rettangolo é il solo in cui la som-
ma dei quadrati di due lati sia uguale al quadrato del
terzo: poiché, se 1" angolo compreso da questi lati é acu-
to, la somma dei loro quadrati sara maggiore del qua-
drato del lato opposto; se ¢ ottuso; sara minore.

PROPOSIZIONE XIV.

TEOREMA — Se si unisce il verlice A d un (riangolo
gqualunque ABC, col punio di mezzo della base, dico che
st arra:

AB? + AC2=2AE? + 2EB?.
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Abhassando la perpendicolare AD sulla
y g base BC, i due triangoli AEC, ABE da-
i ' ranno pei due teoremi che precedono
i
‘.

AG? = — AE ? + EC?>—2ECxED.

/

AB? = AE? + ED?+2EBxED.

Sommando, ed osservando che EB=EC, si avra

AB2+ AC2=2AE ® + IEB.

Osservazione—Questo teorema stabilisce una relazio-
ne fra le lunghezze dei tre lati di un triangolo e la lun-
ghezza d’ una mediana. ( Chiamasi mediana di un trian-
golo la retta che unisce uno dei verlici col punto di mez-
zo del lato opposto). .

PROPOSIZIONE XV.

B TrorEMA— Inogni quadrilalero, la

V" sonvma dei quadrali det quallro lali

N\ ¢ uguale alla somma dei quadrali

G \ N delle diagonali | piae qualtro volle 11

/ \ \ quadralodellaretla cheuniscei pun-
A 70 ~¢ lidimezzodi queste diagonall.

\// - Sieno AC, BD,le diagonali del qua-

b drilatero ABCD, O ¢ G i loro punti
di mezzo; si conducano le retle BO, DO, OG.
Dal teorema precedente si ha:

—

pel triangolo ABC, AB? - BC? = 2BO%42A0?

pel triangolo ADC, AD®+ DC?=:2D02 + 2A 02,

Sommando, si ottiene
AB?+BC+ AD? + DC*= 2(BO* + DO?) + 440
Ma pel triangolo BOD, si ha pure

BO® + DO2= 2BG? + 20G*
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dunque

AB2 4+ B2+ AD 2 - DO? — 4BG? -+ 40G? + 4A0%
e siccome
AC?=4A0*  BD?=4BG2.
cosl siavra infine
AB%+ BC?+ AD? + DC2 = 40G? + BD? + AC2

Corollario. Se il quadrilatero fosse un parallelogram-
mo, la retta GO sarebbe nulla; e quindi, in ogni paralle-
logrammo , la somma dei quadrati dei quattro lati é u-
guale alla somma dei quadrati delle diagonali.

La reciproca di quest’ultimo teorema e anche vera.

DELLE LINEE PROPORZIONALI
. E DELLA SIMILITUDINE

PROPOSIZIONE XVI

TEOREMA — Ogni rella DE, paraliela
ad uno dei lali BC di un riangolo
ABQC, divide gli altri due lali AB, AC,
in parti proporzionali.

Suppongasi primieramente che le
. rette AD, DB, abbiano una comune mi-

sura contbnuta 3 volte in AD e 2 volte
/ ® |, in DB: ilrapporto di AD a DB sara co-
B ¢
si rappresentato da 3.

Dai punti di divisione di AB, si conducano le parallele T
a BC fino all’incontro colla AC: dico che tutte le parti N\
AL, LM, ME, EN, NC di questa retta risultano uguali fra
di loro

Infaiti, condotte le LP, ER, parallele ad AB: i trian-
goli LPM, ERN, hanno i lati LP, ER, uguali, perché ri-
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spettivamente uguali alle retle HG DI, che sono uguali
per ipotesi: gli angoli PLM, REN , uguah come corri-
spondenti; gli angoli LPM, ERN ug,uah avendoi lati pa-
ralleli e diretti nello stesso senso ; e perod i suddetti due
triangoli LPM, ERN, essendo uguah, sara LM—-EN
Risulta da ¢io, che la relta AR rimane divisa in 3 par-
{i uguali, e che IEC contiene due di queste parti.

1 rapporto di AR ad IiC essendo adunque uguale a 3,
sara:

AD _AL.
BD ~ EC

Se le rette AD, DB, non hanno una comune misura, si

dimosirerd come nel libro II, prop. 18, che 1 rapporti
AD AE

DR’ go? Somo compresi fra due numeri consecutivi di de-

¢imi, centesimi, millesimi etc., e che per conseguenza ,
essi possono considerarsi eguali.

_ . AD AE . u
Corollario 1. La proporzione DB = EG (1) sipuo seri-
AD DB
vere sotto la forma AR EO’ ed eseguendo il componen-
do sulla (1) si deduce I' altra
AD __AE AD _AE
—AD+DB T AE+EC  AB AC
6 tto la f D BB
che si pud scrivere sotto la orma — AE =1

Infine dalla medesima proporzione (1) si ricava anche

AD+DB AE-}-E(J AB AC

— T e

" DB EG ° DB T EC’

0 ancora

AB DB

el ——

AC - EC
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II. I segmenti di due rette, delerminati da piu paral-
lele AC, EF, GH, BD etc., sono proporzionali.

Infatti , sia O il punto d'incontro

/ﬂ delle rette AB, CD; nel triangolo OEF,
la AC essendo parallela alla base EF,
‘ si ha
: OE AE
e p OF ~ CF
G/ ‘\H Nel triangolo OGH, si ha simil’
B, 1p mente:
OE GE
OF  FH
. OE e
Quindi pel rapporto comune op S avra infine
AE GE
CF  FH’
Si di t bh 11"ist do ch GE-—BG -
1 dimostrerebbe nell'istesso modo che FH =D

dunque, etc.

PROPOSIZIONE XVII.

TEOREMA — Reciprocamenle, se i lali AB, AC, di un
Iriangolo ABC, sono lagliali in parii proporzionali
dalla reila DE, in modo che si abbia

AD AE
DB ~ EC’

la DE sara paraliela allag base BC.

A Poiche, se DE non é parallela a BC , sup-
poniamo che Jo sia DO ; allora, pel teorema
\’ precedente, si avra
0

AD AO

_I,Li:
L 3 BD ~ 0C
U g
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ma per ipotesi

AD AE

BD ~ EG’
dunque

AO AE

0C ~ EC .

proporzione impossibile, poiché, da una parte AE é mag-
giore di AO, e dall’ altra, EC € minore di OC ; e pero la
DE sard parallela alla base. '

Scolio. — La stessa conchiusione avrebbe luogo se si
considerasse la proporzione

AB AC

AD T AR
perché questa proporzione darebbe coll'eseguire il divi-
dendo

AB-AD AC—AE BD OE AD AE
AD __AE ' AD AE 4BD T oE

PROPOSIZIONE XVIII.

TroREMA—1.° La biselirice AD dell'angolo A dellrian-
golo ABC, divide la base BC in due segmenti BD , DC ,
proporzionali at due lali AB, AC. ;

2.9 La biselirice AF dell’ angolo esterno CAE, deler-
mina anche sulla base prolungala , due segmenti BF ,
CF, proporzionali agli slessi lali AB, AC.

1.° Dal punto C si tiri CE parallela ad AD fino all’ in-
contro di BA prolungato.

Nel triangolo BCE, essendo
AD parallela alla base CE , si
avra la proporzione (prop.16.)

BD _AB
DC AL’

Ma il triangolo ACE é isoscele ; giacché per le paral-
lele AD, CE, 1" angolo ACE=DAC, e I"angolo AEC=BAD,
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ed ¢ inoltre per ipolesi, DAC=DBAD ; dunque I angolo
ACE=AEC e per conseguenza Ali=A(C. Sostituendo AC in
vece di AIS nella proporzione precedenle, si avra;

BD AB

—— — S—

DC ~— AC’

20 8i conduca CG parallela ad AT ; pel triangolo BAF,
s1 ha:

BP _ AT
FC — AG’

Si farebbe poi vedere, come nel caso precedente , che
il triangolo AGC e isoscele , e che AG = AC ; dunque si
avra
BF AB

FC ~ AC
Osservazione. Da questi teoremi si puo facilmente de-
durre il Juogo geometrico dei punti, le di cui distanze da

" m
due punti B, C, sono in un rapporto dato e

!

A C D' D Principieremo dall’ osser-
vare che sulla retta che con-
giunge 1 punti B e C, non vi esistono che due punti, le

B A

m
di cui distanze ai punti B e C sono nel rapporto di ™

Infatti, fra B e C, non vi é che A tale che si abbia
m, \'B  m
%%=% poiché, se per il punto A’ si avesse —— = —

A'C 7 n
AB A'B : :
risulterebbe AC — A/ghProporzione evidentemente im-

possibile.

Supponendo ora m >n , dico che non vi & sul prolun-
gamento di BC, che un sol punto D, tale che si abbia
DB m

DC” W
, ; , D'B m
Giacche , se per un altro punto D’ si avesse -5;3 ==
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se ne dedurrebbe
D'B DB
D'C ™ DC’

donde
D'B-D'C DB-DC  BC _ BC
DG~ pc '°DC DG
proporzione evidentemente assurda.

. MB m
Cid posto, sia M unto del piano, tal —
P un punto piano, acheMc =
- Si costruisca la bisettricg
| dell’ angolo BMC ; si avra,
5k in virtu del teorema prece«
dent MB AB .
ente 5 = Ac) ma sia-
\ veva
B A c D ‘}_I..li i '
MC g
dunque
Q} _m
AC '

Similmente, se si costruisce la bisettrice dell’ angolo
esterno CME, si avra:

BM DB,
MC ~ DC’
e siccome é pure,
BNM  m
MG~ %’
cosi se ne deduce
. DB m
G- n

Si vede adunque che per ogni punto M del luogo geo-
metrico, le bisettrici degli angoli BMC, CME, inconlre-
ranno la retta BC in due punti fissi A e D, tali che le lo-
ro distanze dai punti B e C stanno fra loro nel rapporto
di m ad n.
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D' altronde le MA, MD , bisetirici di due angoli adia-
centi, sono perpendicolari fra loro (prop. 20. 1); dunque
ogni punto del luogo geometrico trovasi situato sulla
circonferenza deseritta su di AD come diametro.

Si potrebbe anche dimostrare, che reciprocamente ,
ogni punto di questa circonferenza ¢ un punto del luogo
geometrico richiesto.

DEFINIZIONI

Chiamansi triangoli simili due triangoli che hanno
gli angoli uguali ed i Jati omologhi proporzionali, (s'in-
tende per lati omologhi quelli che sono opposti agli an-
goli uguali).

In generale chiameremo poligoni simili quelliche han-
no gli angoli rispettivamente uguali, ed i lati omologhi
proporzionali (intendendosi per lati omologhi quelliche
sono.adiacenti agli angoli uguali).

PROPOSIZIONE XIX.

TEOREMA—Due {riangoli equiangoli hanno i lati omo -
loghi proporzionali. :
A ) Siano ARC, DEF, due triangoli

che hanno gli angoli uguali rispet-

G /\ tivamente, cioé, A=D, B=E, C=F;

/ /\ 8 ¢ 1o dico cheilati omologhi saranne
- proporzionali, sicché si avra:

B & C

—— — s —

, DE ~ DF ' EF’

Si tagli AG=DE, AH=DT, e si tiri GH; i triangoli AGH,
DEF avendo un angolo uguale, compreso fra lati uguali
sono uguali, e sara I’ angolo AGII uguale all’ angolo E ;
ma si ha pure E=B; dunque I'angolo B=AGIH ; e per con-
seguenza GH risuliando parallela a BC, si ha (prop, 16)
la proporzione

AB  AC

— — e

AG A
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Qimilmente, tirando 1L parallela ad AB, si ha (prop.
16) la proporzione

AG BC AC BC

el g

AL T b1, 0 AT GH
perché le rette BL e G sono uguali come parallele com-
prese fra parallele; ¢ perd paragonando 1"ultima propor-
zione colla precedente, si deduce

AB AC BC

AGTAH GH’

— e

Corollario—Aflinché due triangoli siano simili, & suf-
ficiente che abbiano due angoli rispettivamente uguali;
poiché allora il terzo angolo sard uguale al terzo, e 1
due triangoli saranno equiangoli.

PROPOSIZIONE XX.

TEOREMA — Due {riangoli che hanno i lali proporzio-
nali, sono ancorae equiangoli e quindi stmili.

A D Suppongasi che si abbia
) /\\H /\ BC AB _AC.
/ \ ¥ ¥ EI‘ DE ~ DE’

B i io dico che i triangoliABC, DEF,

avranno gli angoli uguali, cioé A=D, B=E, C=F.
Si tagli AG=DE , AH=DF e si tiri GH; avendosi per
ipotesi la proporzione

AB AC
DE ~ DF
0
AB  AC
AG ~ AR

risulterd GH parallela a BC, (prop. 17) e per conseguen-
za 1" angolo AGH=ABC:
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Dopo di c¢id, i triangoli ABC, AGH, essendo equiango-
1i, danno (prop. precedente)

AB AC IBC

AG~ AH™ GH'
ma si ha inoltre peripotesi
' AB AC_BC

— e e —

DE ™ DF EF’

e perd essendo AG=DE e AH=DF, se ne conchiude GH=
EF ; e quindi i triangoli AGH , DEF , avendo i tre lafi
uguali, sard DEF=AGH=ABC, DFE=AHG=ACB e D=A.
Scolio 1. Bisogna osservara che gli angoli uguali di
due triangoli simili sono opposti ai lati proporzionali.
Scolio II. Le due proposizioni precedenti che propria-
mente ne formano una sola, unite a quella del quadrato .
dell’ ipotenusa, sono le proposizioni le piu importanti e
le pit feconde della geometria; esse bastano quasi sole a
tutte le applicazioni e alla risoluzione di tutti i proble-
mi ; per la ragione che tuite le figure possono dividersi
in triangoli, ed un triangolo qualunque in due triangoli
rettangoli. E perd le proprietd generali dei triangoli
comprendono implicitamente quelle di tutte le figure:

PROPOSIZIONE XXI.

TEOREMA — Due triangoli che hanno un angolo uguale
compreso [ra lali proporzionali, sono simeli. ‘_
Sia 1'angolo A =D e suppongasli

. | che si abbia -
E." AB_ AC
¢ N ' ‘_\ -- DE  DF’
B t ® ¥ dico che il triangolo ABC ¢ simile

a DEF.

Si prenda AG=DE e si tiri GH parallela a BG: 1" an-
golo AGH sara uguale a ABC (prop. 25,1ib. 1) ed il trian-
golo AGH sara equiangolo al triangolo ABC: quindi sl
avra:

AB AC

AGAH'
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Ma, per ipotesi,
@__AO
DE ~DF’

e per costruzione AG=DE; dunque AH=DF, e i due trian-
goli AGH. DEF, avendo un angolo uguale compreso fra
lati rispettivamente uguali, sono uguali ; e quindi il
triangolo AGH essendo simile ad ABC, sard pure DEF
simile ad ABC.

Osservazione. Due triangoli ABC, DEF, per essere si-
mili, dovrebbero adempiere a quattro condizioni; cioé

A=D
B=E,
AB AC
DEITDF
AB BC
DE EF

Ma risulta dai tre feoremi precedenti che bastano due
sole di queste condizioni.

PROPOSIZIONE XXII.

TEOREMA—Due {riangoli che hanno 1 lali paralleli o
perpendicolari, sono simili. ,

Infatti, siano A, B, C, gli angoli d" uno dei ;triangoli,
A’, B, ¢/, quelli dell’ altro.

Si sa che due angoli che hanno i Jati paralleli o per-
pendicolari sono uguali o supplementari, e quindi non
si pud fare che una delle tre ipotesi seguenti:

1° A+A'=2r B+B'=2r C+0'=2r;

20 A+ A'=2r B+B'=2r O=0C';

30 A=A' B=B'. e per conseguenza C=C":
ma nella prima ipotesi, la somma degli angoli dei due
triangoli sarebbe uguale a sei retti, e nella seconda ipo-
tesi questa somma sarebbe maggiore di quattro retti: e
perd la terza ipotesi essendo la sola ammissibile, ne se-
gue che i triangoli debbono essere equiangoli e quindi
Simili.

Osservazione—I lati omologhi dei due triangoli, sono
i lati paralleli o perpendicolari.
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PROPOSIZIONE XXIII.

TEOREMA— Essendo dato un poligeno, se ne puo sem- -
pre costruire un allro, in guisa che questi due poligoni
siano composti di uno slesso numero di Zracmgolz Stmili
e szmunze:?,te disposti.

Infatti, sia ABCDE il poligono dato;
b dopo di aver tirate dal vertice A le
5 \\ diagonali AC, AD, si prenda sul lato

A “—¢ AB un punto b ad arbitrio, e da que-
\4_/ / sto si conduca la be parallela a BC,
P /':"‘n nonche la c¢d parallela a CD, ed in ul-

timo la de parallela a DE: 1 triangoli
Abc, Acd,... saranno rispettivamente simili ai triangoli
ABC, ACD,... ed i due poligoni ABCDE, Abcde, comunque
disposti I'uno per rapporto all’ altro, risulteranno com-
posti di uno stesso numero di trianeoli simili e simil-
mente disposti. -

PROPOSIZIONE XXIV.

TEOREMA — Due poligoni ABCDE , abede , composti di
uno stesso numero di triangoli simili e similmente di-
sposti, hanno glé angoli uguali ciascuno a ciascuno ed i
ali omologhi proporzionali , e per conseguenza SONO
stmili.

B Infatti. per lasimilitudine dei trian-
goli ABC, abc, 1’ angolo ABC=abc, e
A B 3 I angolo BCA=bca ; per la similitu-
“ dine del triangoli ACD acd, I'angolo
ACD=acd, donde si ricava BCD—bcd
e cosl di Qef‘UItO

" s Inoltre, per gli stessi triangoli si-
N mlli, si ha la serie di rapport1 u-
¢ guali
[ of

AB BC AC CD AD_ DE AE

— o T — —_—— ..._..—.......l’

~ab T be ac cd ad . de

dunque i due poligoni avendo gli angoli uguali ed i lati
nmologhi proporzionali, sono simili.
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PROPOSIZIONE XXV.

TEOREMA —Reciprocamenle , due poligoni Simili pos-
s0..0 essere decomposii in uno stesso numero di irian-
goli simili e similinente disposti.

G . Dal vertice A del po-

G I ligono ABCDEsi tirino

le diagonali AC, AD,

D g 1 agli altri vertici; e nel-

o I"altro poligonoFGHIK,

K si conducano simil-

E mente dal vertice F,
omologo di A, le diagonali FH, FI agli altri vertici.

Siccome i poligoni’ sono simili, cosi 1'angolo ABC é

uguale al suo omologo FGH ed i lati AB, BC, sono pro-

porzionali ai lati FG, GH; di guisa che si ha:

AB BC

FG GH
Dunque i triangoli ABC, FGH , avendo un’ angolo u-
guale compreso fra lati proporzionali sono simili; (prop.
21),.e sarda BCA=GHF. Sotiraendo inoltre questi due an-
goli dagli angoli uguali BCD, GHI, i residui ACD , FHI,
~ saranno anche uguali; e siccome per i triangoli ABC,
FGH, simili, si ha

b

AC BC
FH GH’
e d’ altronde per la similitudine dei poligoni si ha pure
BC €D
GH HI:
sicché '
AC CD
FH - HI’

cosi i due triangoli ACD, FHI, avranno un angolo uguale
compreso fra lati proporzionali e percid sono simili. Nel-
I’ istesso modo si dimostrerebbe la similitudine degli al-

Brancaer—Elem. di Geomelria. 6
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tri triangoli , qualunque sia il numero dei lati del poli-
gono proposto ; dunque due poligoni simili sono compo-
sti di uno stesso numero di triangoli simili e similmente
disposti.

Osservazione I. La decomposizione si pud fare in pilt
maniere col condurre le diagonali da due vertici omolo-
ahi qualunque. Risulta da cid, che in due poligoni simi-
Ii, due diagonali omologhe CE, HK, stanno fra loro come
due lati omologhi ; poiché esse sono lati omologhi dei
triaogoli simili CDE, HIK, i quali fanno parte dei due
poligoni.

Osservazione II. Affinché due poligoni di » lati siano
simili, & necessario secondo la definizione , che abbiano
gli angoli uguali, il che da n—1 eguaglianze; e che ab-
biano i lati omologhi proporzionalii, il che conduce an-
cora ad n—1 eguaglianze. b

Perché dunque due poligoni di # lati siano simili, si
*richiederebbero 2n-2 condizioni , ma é facile I' assicu-
rarsi che 2n—4 sono sufficienti.

Infatti, due poligoni di ».]lati saranno simili se sono
composti di uno stesso numero di triangoli simili e si-
milmente disposti: ma due condizioni sono sufficienti
per la simiglianza dei triangoli, dunque il numerc delle
condizioni sufficienti affinche due poligoni di » lati siano
simili, é uguale a 2 moltiplicato per il numero dei trian-
goli, o per n—2; cioé & uguale a 2n—4. . \

Osservazione II1.Si é veduto che nei triangoli, I'egua-
glianza degli angoli é una conseguenza della proporzio-
nalita dei lati, e reciprocamente. Ma non succede lo stes-
so nelle figure di piu di tre lati, giacché principiando dai
quadrilateri, si pud, senza cambiare gli angoli, alterare
la proporzionalith dei lati, o senza alterare i lati, cam-
biare gli angoli: per esempio, tirando EF parallela a BG,

p F nel mentre che gli angoli del quadrilatero
AEFD sono ugualia quelli del quadrilatero
ABCD, non si verifica la proporzione dei
lati omologhi. |

A T2 Come pure coi quattro lati del quadri-
latero ABCD, si pud formare un altro quadrilatero che
non abbia gli stessi angoli. -

¢
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P Infatii, si tiri ad == AD, al punto d fac-

¢ clasi un angolo qualunque diverso da D ;

si prenda de=DC. e dai punti a ¢ ¢, come

centri e con due raggi rispettivamente u-

. guali ad AB ¢ CD, si descrivano due cir-

conferenze che si tagliano in b; il quadri-

latero abed avra gli stessi lati di ABCD, mentre gli an-
goll sono diversi.

DEFINIZIONI.

B ¢ I. Due punti Oe o0 si dicono omo-
loghi per rapporto ai due poligoni
simili ABCDE, abcde, allorche con-

A, giungendoli cogli estremi di due
lati omologhi AB, ab, i triangoli
AOB, aob, risultano simili e simil-
mente disposti.
E II. Due rette sono omologhe per
rapporto a due poligoni simili, al-
L e lorché uniscono puntiomologhidue
a due.

PROPOSJZIONE XXVI.

TEOREMA — Se 8t congiungono i punli omologhi O ed
o0 det poligoni simili ABCDE, abede , coi verlici di que-
sti poligont; i (riangoli OBC, OCD, elc. sono rispelliva-
mente stmili at triangol. obe. ocd, elc. (*).

Infatti, per la similitudine dei poligoni, I' angolo ABC
¢ uguale all’angolo abc ; e per la similitudine dei trian-
goli ABO, abo, I'angolo ABO é uguale all’ angolo abo ,
dunque gli angoli OBC, obe, sono uguali come differenze
di angoli rispettivamente uguali.

(*) Questo teorema potrebbe enunciarsi anche nel seguente
modo: ' _

Se due punti O, o sono omologhi rispetto a due lati omolo-
" ghi AB, ab di due poligoni simili ABCDE, abcde ; lo saranno
pure rispetto a qualunque altra copgia di lati omologhi ; o 1n
altri termini: se i due triangoéio %B , abo, simo simili, aplc_:he

li altri triangoli BOC, boc; , cod, risulteranno simill.-
R R REEE N. del Trad.
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oA

Si ha inoltre

AB BC
ab ~ be’
e pei triangoli simili ABO, abo, si ha pure
AB BO
ab ~ bo’
quindi se ne ricava
BO BOC
bo.~ be*

I triangoli BOC, boc, avendo adunque un angolo ugua-
le compreso fra lati proporzionali, sono simili. *

Nell'istesso modo si dimostrerebbe chei triangoli OCD,
ocd, sono simili, e cosl di seguito. '

Osservazione.— Con considerazioni analoghe, si dimo-
strerebbe che in due poligoni simili, due rette omologhe
stanno fra loro come due lati omologhi.

PROPOSIZIONE XXVII.

TEOREMA— Le relle AF, AG , etc. condotle dal vertice
di un lriangolo dividono la base BC e la sua parallele
DE in parli proporzionali; in modo che si ha

DI IK_KL
ﬁ,—FG—@ec.

Dappoiche, essendo DI parallela a BF,
il triangolo ADI é equiangolo ad ABF e
si ha la proporzione

DI Al
BF = AF’

B F G HG
similmente, essendo IK parallela ad FG, si ha:

Al IK
AF ~ FG'

e perod in forza del rapporto comune si ha:
DI IK

— T —

Bl 7 G
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Si trovera similmente %Ié — (I;—E, etc.; dunque la retta
DE é divisa nei punti I, K, L., come la base BC lo & ne’
punti I, G, H.

Corollario. — Se BC é divisa in parti uguali nei punti
F, G, H, la parallela DE rimane anche divisa in parti
uguali nei punti I, K, L.

PROPOSIZIONE XXVIII.

TEOREMA— Se dall’'angolo retto A del triangolo rellan-
golo ABC si abbassa la perpendicolare AD sull' ipote-
7USQ:

1.9 I due {riangoli parziali ABD, ADC, saranno si-
mili [ra loro ed al {riangolo totale ABC.

2.9 Ogni lalo AB, AC sara medio proporzionale fra
I'ipolenusa BC e il segmento adiacenie BD o DC.

3.9 La perpendicolare AD sara nedia proporzionale
Jra i due segmenti BD, DC.

A 1.°I due triangoli BAD, e BAC aven-

do I'angolo B di comune e I'angolo retto

BDA uguale all'angolo retto BAC, il

terzo angolo BAD dell'uno sard uguale

B D ¢ al terzo Cdell’altro, e quindi questi due

iriangoli come equiangoli, sono simili. Nell'istesso modo
si dimostrera che il triangolo DAC é simile al triangolo
BAC, e perd itre triangoli sono equiangoli e simili fra
loro.

' 9 0Siccome il triangolo BAD é simile al triangolo BAC,
cosi i loro lati omologhi sono proporzionali : ma il lato
BD nel piccolo triangolo & omologo a BA nel grande,
perché opposti agli angoli ugua!l. BAD, BCA;e l'ipotenu-
sa BA del piccolo & omologo all'ipotenusa BC del gran-
de, si puo quindi formare la proporzione

BD BA.

BA  BC’
Similmente si avra
DC_AC,
ACT BC'
dunque, 2.° ciascuno dei lati AB, AC ¢ medio proporzio-
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nale fra 1" ipotenusa ed il segmento adiacente a questo
lato.

3.° Infine, la similitudine dei triangoli ABD, ACD, da,
col paragone dei lati omologhi:

BD AD.

— T e

ADS D

dunque, 3.° la perpendicolare AD & media proporzionale
fra 1 segmenti BD, DC, dell'ipotenusa.
Scolio.—Dalla proporzione

BED AB

AB™ BC
ricavasi coll’eguagliare il prodotto degli estremi a qnello
dei medi , AB>= BDx<BC.

Similmente dall’ altra proporzione e ricavasi
. AC BC

Xf}?zDCxBC; dunque K_B*-FI(?:_BDxBC-;-DGxBC; ma il
2.9 membro & lo stesso che (BD+DC)=<BC, e si riduce a
BCxBC o BC*; quindi si ha

AB2{AC* = BCY

cioe che il quadrato fatio sull'ipotenusa BC & uguale alla
somma dei quadrati fatti sugli altri due lati. Si sara cosi
ritornati sulla proprieta del quadrato dell'ipotenusa, ma
per una via diversa ; il che ci fa vedere che, propria-
mente parlando, la proposizione del quadrato dell’ ipota-
nusa ¢ una conseguenza della proporzionalita dei lati dei
triangoli similj.

Corollario.—Se da un punto A della cir-
e conferenza si tirano le due corde AB.AC,
} Q alle estremitd del diametro BC , il trian-
M t golo FAC essendo rettangolo in A (prop.
19. 2) ; ricavasi 1.° che la perpendicolare AD ¢ media
proporzionale [ra i due segmenti BD, DC, del diametro;

ovvero cheil quadralo AD?uguale alrettangoloBD=<DC :
2.% Che la corda AB ¢ media proporzionale fra il dia-

metro BC ed il segmentio BD, sypero AB*=BDx<BC; non
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che

AC=CDxR(.

Se si dividono queste due eguaglianze membro a mem-
l\]‘\'\ Si 11{1

Kﬁi BD;

—  S—

e se si divide AB® per BC2 si avrd similmente

AB*  BD
e cosl pure "

AC* Do

Ber  BO

Questi rapporti dei quadrati dei lati sia fra loro, sia

col quadrato dell'ipotenusa, sonosi gia dimostrati nei co-
rollarii III e IV della proposizione XI.

PROPOSIZIONE XXIX.

TEOREMA--Due {riangoli che hanno wn angolo uguale
ad ur angolo, stanno fra loro come i rettangoli dei lali
- che comprendono gli angoli eguali. Vale a dire che il

lriangolo ABC sta al triangolo ADE come il reltangolo
ABx<AC sta al reltangolo AD=AR.

A Si tiri la BE; i due triangoli ABE, ADE
il cui vertice comune ¢ in E, avendo la

stessa altezza, stanno fra loro come le

D basi AB, AD (prop. 6); siccheé si avra
: ABE _AD
. ADE ™ AD’

Similmenle si ha
e ABC _AC

ABE ~AF;
E perd , moltiplicando queste due proporzioni per or-
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dine, ed omettendo il termine comune ABE, risulters
ABC  ABx<AC.
ADE~ ADx<AC

PROPOSIZIONE XXX.

TEOREMA— Due Iriangoli stmili slanno [fra loro come
¢ quadrai? dei lal? omologht.
Essendo per Ja similitudine
dei triangoli I’ angolo A =D e
I'angolo B=E; si avrl pel teo-
rema precedente

ABO ABx<AC

DEF ™ DExDF’
che si pub scrivere sotto la forma
ABC AB A_C

DEF DE DF’
Ma per la stessa similitudine si ha pure
AC AB,
DF DE’
dunque
ABC AB_AB “AB?
DEF DE DE DE?
PROPOSIZIONE XXXI.

TrROREMA — I contorni operimelri det poligont Stmili
stanno fra loro come i lali omologhi, e le loro superfi-

cie stanno fra loro come i quadrati dei medesimi lali.
c

B W 1.° Siccome si ha, per
¢ la natura delle figure
simili,
A D F
AB_ BC _CD etc.
= FG GH ®=I'
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cosi si ricava da quesia serie di rapporti ngnali
AB4BCHCD... AB

FGH-GUTIL . T RG

¢id che dimostra la prima parte del teorema.
2.° I {riangoli simili ACB, FGII, essendo similif, si ha

ACD A_(jz'
sl
ma i triangoli simili ACD, I'III danno pure

AGD _ AC2

— e .

FHI e’
e quindi pel rapporto comune si avra
ABC__ACD
FGH FHILS
Con un ragionamento simile si troverebbe
ACD ADE
FHI FIK '

e cosi di seguito per tutti gli altri triangoli del poli-
gono. '
Da questa serie di rapporti uguali ricavandosi adunque

ABC+ACD+ADE ABC A(C* AR

—_

FGU+FHI4FIK _FGHTTH? ° = Fae

ne segue che le superficie dei poligoni simili stanno fra
loro come i quadrati deilati omologhi.

PROPOSIZIONE XXXII.

TEOREMA— Le parit di due corde AB, CD , che st la-
gliano tn un cerchio , SONO reciprocamente proporzio-
nalt; cloé si avra

AO _CO.
DO OB
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Condotte le corde AC e BD; i due triangoli ACO ,
BOD, avendo gli angoli in O uguali
come opposti al vertice , 1’ angolo A u-
guale all'angolo D perché inscritti nello
stesso segmento (prop. 19. 2) e per la
stessa ragione I’ angolo ¢C=B, sono si-
mili ed i lati omologhi danno la pro-
porzione

PR —
— - —

Corolliario — Da quest’ ultima relazione derivandone
altra AO<OB=D0>=CO; ne segue cheil rettangolo delle

due parti di una delle corde € uguale al rettangolo delle
due parti dell'altra. _ .

PROPOSIZIONE XXXIII.

TEOREMA. — Se da un punto O, preso fuori di un cer-
chio, st conducono le secanli OB, OC, lerminaleall’ arco
concaro BC; le intiere secanti saranno reciprocamente
proporzionali alle loro parli esierne; cioé si qurd:

0OB_ OD

— T —

0C OA ,

Poiché tirando AC, BD | i triangoli
OAC, OBD, avendo I’ angolo 0O di comu-
ne, e I'angolo B=C (prop. 19.2), sono si-
mili; ed i lati omologhi daranno la pro-
porzione

o oD
0C¢~ OA

Corollario. — Dunque ilrettangolo OA
0B e uguale al rettangolo 0C0=<0D.

Scolio — Si pud osservare che (uesta proporziona com-
pleta la precedente, giacehé le due corde AB, CD, invece
di tagliarsi dentro del cerchio, si tagliano fuori di esso.
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PROPOSIZIONE XXXIV.

TEOREMA — Se da un punio O, preso fuori di un cer-
chio, sitira unatangenie OA e una secanie OC; la lan-
genle sara mediu proporzionale [ra la secanle e la suae
parte esierna; siceheé si avra

00_0A
OA OD
ortvero 0A2=00x0D

Poiché, tirando AD e AC, i triangoli
OAD, OAC hanno I'angolo O di comune;
inoltre 1" angolo OAD formato da una
tangente e da una corda, ha per misura
(prop. 20.2) la meta dell’arco AD, el'an-
- golo C ha la stessa misura; quindi I’an-
golo OAD=C; e percid i due triangoli
essendo simili danno la proporzione

OC_0A

OA 0D’
dalla quale risulta

OA2=0C=<0D

~ Scolio — Questa proposizione pud dedursi dalla prece-
dente, considerando la tangente OA come il limite delle
'posizioni che prende una secante allorche gira intorno
al punto O.
PROPOSIZIONE XXXV.

TEOREMA —In ognitriangolo ABC, @l reltangolo di due
latt AB, AC, é uguale al rettangolo che ha per lati
diametro CE del cerchio circoscrillo e la perpendicolq-
re AD abbassula sul terzo lato BC. o

A Poiché tirando AE, i triangoli ABD,
E AEC rettangoli I'uno in D e 1'altro ip
A avendo l'angolo B=E, sono simili e

. danno la proporzione

57 ¢ AB:‘E);
\_j CE AC

B
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donde risulta :
AB<AC=CEx<AD.«

Corollario — Se si moltiplicano questi prodotti uguali
per la stessa quantita BC, si avra

AB><AC>BC—CE~<AD>BC.

Ma AD>B C ¢ il doppio della superficie del triangolo
(prop. 6); dunque 7l prodotto dei ire lati di un triango-
lo e uguale alla sua superficie molliplicata per il doppio
del diamelro del cerchio circoseritto. (*)

Il prodotto di tre rette chiamasi solido, per una ragio-
ne che si vedra dopo. Il suo valore si concepisce facil-
mente, con I’ immaginare le linee ridotte in numeri, e
col moltiplicare i numeri dei quali si tratta.

Scolio. Si pud anche dimostrare che la superficie di
un iriangolo é uguale al suo perimetro moltiplicato per
la mela del raggio del cerchio inscritio.

PoicheitriangoliAOB,BOC,A0C,
che hanno il vertice comune in O,
hanno pure per altezza comune il
raggio del cerchio inscritto; quindi
.Y la somma di questi triangoli essen-

—GC douguale alla sommadelle basi AB,
BC, AC, moltiplicata perla meta
del raggio OD, ne segue che la superficie del triangolo
ABC é uguale al suo perimetro moltiplicato per 1a meta
del raggio del cerchio inscritto.

PROPOSIZIONE XXXVI.

TEOREMA—In un triangolo ABC, se si divide l'angolo
A in due parti wguaeli per mezzo della reilia AD, il rei-
tangolo dei lali AB, AC sara uwguale al reliangolo dei
segmenti BD, CD, piw il quadralo della secante AD.

A Facciasi passare una circonferenza

per itre punti A, B, C; prolunghisi AD,

B fino alla circonlerenza e si conduca la
CE.

¢ Il triangolo BAD & simile al trian-

golo EAC; poiché, per ipotesi, 1'ango-

lo BAD=EAC e 1 angolo B=E avendo

E entrambi per misura la metd dell'arco

(*) Dal suddetto corollario risulta una seconda espressione
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AC; avremo dunque la proporzione

" BA_AD
AL AC
donde risulta BAXAC=ALi><AD; ma AL=AD+DE, e mol-

tiplicando ambo i membri di questa eguaglianza per AD
si ha

AExA])::K-I.Jﬁ-j-AI)xDE;
ed e inolire
ADXDE=BD>=DC, (prop. 82)

dunque infine si avrad

BA~<AC=AD*+BDx=DC.
PROPOSIZIONE XXXVII.

TEOREMA — In ogni quadrilatero inscriito ABCD il
rettangolo delle due diagonali AC, BD, ¢ uguale alin
somma dei rettangoli dei latiopposti; siccheé si ha

ACxBD=AB><CD-+ADxBC.

B Al punto B facciasi I'angolo CBI
uguale ad ABD e prolunghisi BI fi-
no ad incontrare AC.

Gliangoli ADB, BClessendo ugua-
li perché inscritti nello stesso seg-

¢ mento ACB ; ed essendo I' angolo
A ‘ ABD=CBI, percostruzione;il trian-
golo ABD é simile al triangolo IBC

D

e i hala proporzione
AD BD

Cl BC
dalla quale risulta
AD=BC=CI<BD (1)

Essendo inoltre ABD=CBI, se si aggiunge all’'uno e al-
I’altro DBI, si avra ABI=DBC; ma gli angoli BAI e BDC

dell'area di un triangolo, che come vedesi & ugunale al prodot-
to dei tre lati diviso pel doppio diametro del cerchio cirsco-
seritto. N. del Trad.
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" e uguali perché inseritti nello stesso segmento;
E?]I;?p?g lietrj%ng()]g) ABI, DBC, sono simili, ed i lati omo-
loghi danno la proporzione

AB Al

— i —

BD DC’
dalla quale ricavasi

| ABx<CD=AIXBD. (2)
Sommando le eguaglianze (1) e (2), ed osservando che

AIx<BD+CI<BD=(AI+CI)><BD=ACxBD,
si avra
AD<BC+ ABx<CD=ACx<BD.

PROPOSIZIONE XXXVIII.

TEOREMA — I ogni quadrilatero mon inscrittibile 4l
rettangolodelle diagonali ¢ minore della somma dei roet-
tangoli dei lati opposti. : -

Per i tre punti A, B, C, si faccia
passare una circonferenza che cer-
tamente non conterra il quarto ver-
tice D; si costruisca I'angolo ABJ =
DBC e I'angolo BAI=BDC. La retta
Al non potra coincidere con AC,
poiché il ‘punto D non trovandosi
sulla circonferenza, ’angolo BDC é
diverso da BAC: in fine congiunga-
siil punto I col punto C.

I triangoli ABI, BDG, equiangoli per costruzione, dan-
10 la proporzione

AB_BD
Al " pC’
donde
AIXBD=ABxDC. (1)

Inolire, se dagli angoli ucuali ABI, DBC | si toglie la
parte comune DBI, resta I'angolo ABD=IBC; e per la si-
militudine dei triangoli ABI, DBC. si ha la proporzione

AB Bl

BD B
» IBO, avendo un angolo uguale
zionali, sono simili e danno 19

guindi 1 triangoli ABD
compreso fra lali propor
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proporzione '
AD BD,
16 =B
dalla quale ricavasi
| 10<BD=ADxB(Q 2)
Sommando le eguaglianze (1) e (2) si ha
BD<(AI+10)=ABx<DC+ADxBC
e siccome AI+IC ¢ magoiore di AC, cosi sard
BD><AC<ABx<DC+AD><BC,

Scolio. — Da ¢io che si ¢ detto si deduce che se in un
quadrilatero, il rettangolo delle diagonali é uguale alla

somma de'rettangoli de’lati opposti, questo quadrilatero
é inscrittibile.

PROPOSIZIONE XXXIX.

TEOREMA.— Le diagorali di un quadrilalero inscritto
stannofra loro come le somme dei rellangoli dei lali che
terminano alle loro estremila.

1 Il quadrilatero ABCDessendo de-
composto dalla diagonale ACindue
triangoli ABC, ADC, se indichiamo
con R il raggio del cerchio circo-
scritto,.si avra

G
“X AB>BCx<AC=4R><ABC
' i} ed

AD<NC<AC=4R=<ADC (prop. 35).
Sommande, avremo
ACx<(AB><BC+AD><DC)=4Rx<ABCD.

Ma se si decompone il quadrilatero in triangoli per
mezzo della diagonale BD, si trovera pure

BDx(ABxAD+BC><DC):4R><ABCD;
e pero essendo
si avra la proporzione
AC ABx<BC+ADs:DC
BD ™ AB<BCU+ADXDC:
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PROBLEMI RELATIV1 AL LIBRO III.

PROBLEMA )

Dividere una retia data in. parti uguali 0 in part;
proporzionali a piv relte date.
| 1° Suppongasi che si debba dividere la
retta AB in cinque parti uguali. Dall’e-
stremo A si tiri comunque la retta indefini-
* ta AGe prendendo una lunghezza arbitra-
ria AC, si porti 5 volte su di AG. Congiun-
gendo l'ultimo punto di divisione G coll’e-
stremo B, e conducendo CI parallela a OB,
io dico che Al sard la quinta parte della
retta AB; e che per conseguenza portando
Al cinque volte su di AB, la retta AB re-
sterd divisa in cinque parti uguali.

Infatti, essendo CI parallela a GB ne segue che i lati
AG e AB, rimangono divisi proporzionalmente in C ed I
(prop. 16); ma AC ¢ la quinta parte di AG, quindi AI sa-
ré la quinta parte di AB.

s 2% Sia a dividersi la retta AB

A T K
[ in parti proporzionali alle ret-
B le date P, Q, R.
- — G\ Dall’ estremita A si tiri Ia
)

retta indefinita AG e prendan-
. §i AC=P, CD=Q, DE=R. Se s1
‘a congiungono gli estremi E e B,
e dai punti C e D si conducono CI, DK parallele a EB, re-
stera la retta AB divisa nelle parti Al, IK, KB, propor-
zionali alle rette dato I, Q, R, giacché per le parallele
Cl, DK, EB, le parti AL, IK, KB sono proporzionali alle
part AC, CD, DE (prop. 16); che per costruzione sono u-
guali alle rette date P, Q, R.

Osservazione—Se si volessero trovare sulla retta che

R

=
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v congiunge i punti A, e B,
/ due punti tali che le loro di-
stanze dai punti A e B fos-
sero nel rapporto di M ad N
(essendo M maggiore di N);
basterebbedividere per mez-
zo della cosiruzione prece-
—— dente , la retta AB in due

parti AI, IB, che stiano nel rapporto di M ad N.

Per trovare poi sul prolungamento di AB, il punto che
gode della stessa proprietd, si prenderd AC=M e CD=N,
si congiungera DB e si tirera CI’ parallela a DB. 1’ sara
il punto dimandato; perché si ha la proporzione

AT' AC M

BI'"CD N -

- PROBLEMA II.

- Trovare una quarta proporzionale in ordine o Ire
rette date A, B, C.
D Si tirino due rette indefinite
, A DE, DF che facciano un angolo
———¥ qualunque; sulla DE si prenda-
Z .¢ no DA=A e DB=B; sulla DI si

prenda DC=C, congiungasi A
7 . \“ - con C e dal punto B conducasi
E F BX parallela ad AC; io dico che

DX sara la quarta proporzionale richiesta ; poiché sic-
come BX é parallela ad AO, cosi si ha la proporzione

Ma i tre primi termini di questa proporzione sono u-
guali alle tre rette date, dunque DX é la retta cercata.
Osservazione I. Essendo A, B, C, le tre rette date ed
essendo X la quarta proporzionale domandata, si avra
A_G,
B™X
Braxcugr— Geometria. 7
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donde
- Bx<C

Tt

A

Osservazione 11. Se C ¢ uguale a B, la retta X prende
il nome di terza proporzionale in ordine alle rette A e B,
e si ha
=
la costruzione perd é assolutamente la stessa.

X

PROBLEMA III.

Trovare una media proporzionale fra due retle date

Ae B,
' Sulla retta indefinita DF si prenda-
G no DE=A, EF=B; sulla DF come dia-
metro, descrivasi la semicirconferen-
za DGF e dal punto E s’ innalzi sul
diametro la perpendicolare EG che in-

D B T . : =
B ~ contra la circonferenza in G; io dico
A — che EG sara la media proporzionale

cercata.

Poiche la perpendicolare GE , abbassata da un punto
della circonferenza sul diametro é media proporzionale
fra i due segmenti DE, EIf, 1 quali sono rispettivamente
uguali alle rette A e B.

G Seconda costruzione—Prese DF =
=A, DE=B, si descriva una circonfe-
renza su di DIF come diametro ; s’in-

DL F nalzi BG perpendicolare a DF e si

Ar i congiunga il punto G col punto D ; la

Bl retta D sardmedia proporzionale fra
A e B (Cor. della prop. 28).

A Terza costruzione — Prendasi OC

=A , OD=C, facciasi passare per 1
punti D e C una circonferenza qua-
T ¢ lungue e dal punto O tirisi una tan-

' gente OA a questa circonforenza ;
la retta OA sarda media proporzio-
nale fra A o B. (prop. 3:4).

A v Sk
B r—
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PROBLEMA 1V.

Costruire un quadrato equivalente ad wn parallelo-
grammo o ad un iriangolo dato.
n o 1° Siano AB la base del parallelo-
f'l grammo dato, DE Ja sua altezza ed

. ﬂ—________‘

/

/ X il lato del quadrato cercato; si

deve avere

/,_
A
0

n X2=ABx<DI

AB X
X DE

dunque il lato X é una media proporzionale fra AB e DE.
e 2% 31 vedra similmente che il lato
del quadrato equivalente adun trian-
X golo dato & una media proporzionale
fra la base del triangolo e la meia
della sua altezza.

PROBLEMA'V.

Costruire sulla retta AD un retlangolo ADEX equiva-
lenie al rellangolo dalto ABFC.
- Sia AX I’ altezza incognita del rettangolo; siccome i
0 ¥ due rettangoli debbono essere equiva-
lenti, cosl si avra I'eguaglianza AD><AX
= ABx<AC, dalla quale si ricava la pro-
porzione

X B ,
l AD AC
— ABAX

A )
Dunque la retta cercata AX & una quarta proporzi
nale in ordine alle tre rette AD, AB, AC. :

PROBLEMA VI.

Trovare due retie che stiano fra 1070 nell'islesso rap-
porio di due rellangoli dali.
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Sieno A e B le dimensioni del primo rettangolo; Ce n,

quelle del secondo. .
Una delle due rette cercate potendo essere scelta ap-

bitrariamente ; sia essa uguale ad A , e sia X la seconda

retta- . "
_Dovra essere, per I’ enunciato
AxB_ A,

(<D™ X
donde

< O<D>A _CxD
=A<B B -
La retta cercata X sara adunque una quarta propor-
zionale in ordine alle tre rette B, C, D.

PROBLEMA VII.

Coslruire un lriangolo equivalente ad un poligono
dalo.

G | Sia ABCDE il poligono dato : si
comincerd dal tirare la diagonale

B = CE che distacchera dal poligono il

triangolo CDE; dal punto D si tiri
DF parallela a CE fino all’ incontro
. —5 - g d AL prolungata , e si congiunga

CIF ; 1l poligono ABCDE sara cosi
equivalente al poligono ABCF che ha un lato di meno.

Poiche i triangoli CDE , CFE, avendo la base comune
CE, ed avendo la stessa altezza per avere i loro vertici
D, F su di una retta DF parallela alla base; sono equiva-
lenti. Aggiungendo all’ una parte e all’ altra la figura
ABCE, si avra, da una parte il policono ABCDE , e dal-
#' altt‘ra il poligono ABCT i quali percid saranno equiva-
enti,

Con un procedimento simile si pud sopprimere 1" an-
golo 13, col sostituire al triangolo ABC il suo equivalente
AGC; e cosl il penlagono ABCDE sard cambiato in un
triangolo equivalente GCIP.

Lo stesso procedimento ¢ applicabile a qualunque al-
tra figura , poiché diminuendo uno alla volta il numero
dei lati, si flinird per cadere sul triangolo equivalente.
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Scolio.—Avendo vaduto che ogni triangolo pudessere
cambiato in un quadrato equivalente (prop. 4), ne segue
che é sempre possibile costruire un quadrato equivalente
ad una figura rettilinea data ; la quale operazione chia-
;nam quadrare la figura rettilinea o trovarne la quadra-

ura.

PROBLEMA VIII.

Costruire un quadrato che sia ugquale alla somma e
alla differenza di due quadrati dati.
Siano A e B i lati dei quadrati dati.

10 Se si deve trovare un qua-

F drato uguale alla somma di que-

8 _ sti quadrati, bastera tirare le due

/ Ay .} rette indefinite ED, EF, che fac-
H Lk

@B . ciano un angolo retto, prendere
ED=A, EG=B, e congiungere

D DG, che sard il lato del quadrato
cercato.

Poiche il triangolo DEG , essendo rettangolo, il qua-
drato fatto sopra DG é uguale alla somma dei quadrati
fatti sopra ED e EG.

20 Se poi deve trovarsi un quadrato uguale alla diffe-
renza dei quadrati dali, dopo di aver tracciato I’ angolo
retto FEH, si prenderda GE uguale al minore dei lati A
o B ; e dal punto G, come centro, e con un raggio GH
uguale all’ altro lato, si descrivera un arco che taglia
EH in H; io dico che il quadrato fatto su di EH sara u-
guale alla differenza dei quadrati fatti sulle rette A e B.

Ed infatti, il triangolo rettangolo GEH avendo I'ipote-
nusa GH=A, e il lato GE=B, sara il quadrato fatto su di
EH, efc.

Scolio —Si pud anche trovare un quadrato uguale alla
somma di piu quadrati; poiché la costruzione che ne ri-
duce due ad un solo, ne riduce tre a due, e questi due ad
uno e cosi per gli altri.

Avverra lo stesso se qualcuno dei quadrati debb’essere
sottratto dalla somma degli altri.

PROBLEMA IX.

Coslruire un quadralo che stia ad un quadralo da-
{0 ABCD, come la rella M sia alla retla N.

T T e T A S T i ST

L L N T, e, T mmm—— e f—— gy —r— LA TR T
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3 a Sulla retta indefinita EG si pren.
dano EIY=M, FG=N; sopra EG come
diametro , si descriva una semicir-
Al B conferenza e dal punto s’innalzi sy}
diametro la perpendicolare FH, Da]

3 punto H si conducano le corde Hg,
/ HE; sulla prima si prendaHK eguale
%5 1 al lato AB del quadrato dato , e da|

alZ 1 Ny punto K si conduca KI parallela ad
NT - EG; io dico che HI sara il lato de]

quadrato cercato.
Infatti, per le parallele KI, GE, si ha

I _HE
HK HG;
¢, per conseguenza
TS
HK? HG?
Ma, pel triangolo rettangolo EHG, si ha pure
HE' _EF._M
HG ~ FG  N;
dunque
HI2 M
og: N

ed essendo HK=AB; ne segue che il quadrato fatto su di
HI sta al quadrato fatto sopra AB come M sta ad N.

PROBLEMA X.

Bul lalo ¥'G, omologo di AB, costruire un poligono
simile al pollgono dato ABCDI.
R Tirate le diagonali AC,

B____— . nali AC,
6— AD : al punto I facelasi

/\ \ I'angolo GEH=BAC e al
Al —20 P e—21 punto G I'angolo FGH=
T / W =ADBC; lo rette F1l, GH

| K sitagliorannoin He FGH

sard un triangolo simile

i

,
b
1

-
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ad ABC: similmenie su di ', omologo di AC; costrui-
scasi il triangolo 111 simile ad ADC, e sopra FI, omolo-
go di AD. il {riangolo 111K, simile ad ADE. Il pr)hrrono
FGHIW sard il poligono rie hwsln simile ad ABCDE.
Perehe questi due poligoni SON0 composti di uno stes-
g0 numero di triangoli simili e similmente situati.

PROBLEMA XI.

Dali duwe poligoni simili,costruirne un lerzo similear]
essi ed vouale alla loro somma o alla loro differenza.
Siano P e Q le superficie dei poligoni dati; A e B due
lati omologhi di questi poligoni ; sia X la -,uparf'cm del
poligono cercato ax il lato omo]ogu di AeB.
Siccome 1 poligoni simili stanno fra loro come i qua-
drati dei lati omologhi, cosl si avra:
P_Ay
QB
donde
P A?
P+Q A*4+B’
Per la medesima ragione si ha
P A®

Xt

Ma X=P+Q, e quindi queste due proporzioni avendo i
tre primi termini eguali, sara pure
' 2*=A"'+B".

Sicché il Jato 2 & I ipotenusa di un triangolo rettan-
golo, 1 di cui cateti sono A e B.

Conoscendo cosi il lato @, la quistione sara ricondotta
al problema precedente.

Se il poligono X dovesse essere uguale a P—Q, si a-
vrebbe pure la proporzione.

P- A
q B
da cui ;
P At

P__Q A'-—-B"



104 GEOMETRIA

Si ha inoltre
'[) At
o - ¥

X

quindi se ne conchiude
a2=A2-D32,

PROBLEMA XII.

Costruire un poligono simile ad un poligono dato e
che stia a quesio nel rapporto di m ad n.

Sia P la superficie della figura data, A una dei suoi
lati; sia ancora X la superficie della fi I‘gura cercata, x il
lato omologo di A.

Dall’ enunciato del probléma, si ha

X m

P~
E, per la similitudine dei poligoni, si ha pure
| X

x’
P A

donde
-’iz _m
A n-
Dunque il lato  si trovera per mezzo del problema IX.

PROBLEMA XIII.

Costruire un poligono simile al poligono P, ed equi-

valenie alpoligono Q.
Siano A un lato del poligone P, ed @ il lato omologo

della figura cercata X.
- 8i avra, per la similitudine dei poligoni.

P A’
X ¥

E siccome X deve essere equivalente a Q, cosi siavrd
2 A

Q""ml-
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Se si costruiscono inoltre due quadrati M?, N2, equi-
valentia I’ e Q, si ha

donde

La retta @ sard adunque una quarta proporzionale in
ordine alle tre retie M, N, A.

PROBLEMA XIV.

Costruire un rettangolo equivalenile ad un quadraft
dato , e lale che la somma dei lali adiacenti sio uguale
alla relta dala AB.

Sulla AB come diametro, si descri-
va una semicirconferenza ; si tiri
c parallelamente al diametro la retta
ED ad una distanza AD uguale al
. . lato del quadrato dato C. Dal punto

: E ove la parallela taglia la circon-
_ ferenza, si abbassi sul diametro la
perpendicolare EF ; io dico che AF
ed I'B saranno i lati del rettangolo
cercato.

Poiché la Joro somma é uguale ad AB, ed il rettangolo
AF><FB é uguale al quadrato di EF o al quadrato di AD.
che é appunto il quadrato dato.

Scolio.—Affinche il problema sia possibile, & necessa
rio che la distanza AD non ecceda il raggio, cioé il lata
del quadrato C non ecceda la meta della retta AB.

Perciod, di tutti i rettangoli nei quali la somma dei lati
adiacenti é uguale ad una retta data AB, il rettangolo
massimo é il quadrato costruito sulla metad di AB.

A F B

PROBLEMA XYV.

Costruire un retlangolo equivalente ad un quadralo
C, e tale che la differenza dei lati adiacenti sia uguale

allarella dala AB. . ' . _
Sulla retta data AB come diametro si descriva una
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circonferenza; all’éstremitd del diame-
tro si tiri la tangente AD uguale al la-
to del quadrato C, e pel punto D ed il
cenfro C si conduca la secante DF; di-
cn c¢he DI o DIf saranno i lati adiacen-
ti del rettangolo dimandato,

Poiche, 1° la differenza di questi lati

ﬂ/\
A : 0
Q/ ¢ uguale al diametro EF o AB: 2° il

1]

rettangolo DE =< DF & uguale ad AD? »

cioe al quadrato dato.
Questo problema ed il precedente danno la costruzione
geometrica delle radici reali di una equazionedi2%grado.

. PROBLEMA XYVI.

Dividere una retia AB wn media ed eslrema ragione
cioe in due parti tali che la maggiore sia media propor-
zionale fra la intera relia e la parte minore '

All’ estremitd B della retta AB

B § innalzi la perpendicolare BC u- .

. guale alla metd di AB; dal punto C,

come centro e col raggio CB side-

D seriva una circonferenza; si tiriAC

&~ che taglierd la circonferenza in D,

A G B e si prenda AF=AD; io dico che la

retta AB restera divisa in F nel modo domandato.
Infatti, se si prolunghi AC fino a che incontra nuova-

mente la circonferenza, la AB, essendo tangente, si avra
la proporzione

AE AB,

AB™T AD
da cui ricavasi

AE—AB AB—AD,,

TAB' T AD
ovvero
AE—DE AB—AF AD BF,
AB ~— AF CABTAF
oinfine : : :
AF_ BT

‘AR AT
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L’ enunciato di questo problema pud presentarsi sotto.
la forma piu generale: Trovare sulla rella indefinila che-
congiunge due punli A e B, un punlo tale che la sua di-
slanza dal punlo A sia media proporzionale fra la sua
distanza dal punlo B e lg distanza AB.

In tal caso

E éevidenteche

0 il punto F ot-

tenuto colla

2 costruzione

precedente .

o A F B 7 € una prima
soluzione del problema. | '

Io dico inoltre che si avra una seconda soluzione, pren-
dendo a sinistra del punto A una lunghezza AF’ uguale
ad AE.

Infatti, la proporzione

AE AB,
) ABTAD
da
AE4+AB AB4+AD
“AE T AB
Ma |
AE=AF', AE+AB=F'B,

AB+AD=DE+AD=AE=AT",
dunque si avra la proporzione

F'B AP
AT~ AB-

Scolio—Sia AB=a; si ha AF=AD=AC-CD.

‘ : /— S a? Ba2 @
Ora AC = I/AB‘M-BO - \/az-—' o \/_:’_E‘_ = J

7 s a a a
V5, e CD = =, quindi AF=5 yF —5=5 (V5 — D.

Similmente si ha
AF'=AC+CE,
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a , a a«a -
AR = gds + =5 (WE+ ).
PROBLEMA XVII.

Coslruwireuncerchio che pas-
St per due punli A e B e sig
langenteadun cerchiodato 0.

Suppongasi il problema ri-
soluto e dal punto di contatto
M delle due circonferenze si
conduca la tangente comune
MT; si tiri la retta AB fino al-
I'incontro di MT; infine da un
punto qualunque C preso sul-
la circonferenza O, si condu-

: ca la retta TCD.
In virtu del teorema XXXIV del libro III, si ha:

MT2=TBx=TA,

=
-

MT2=TDxTC,
donde .
TB<TA=TDx<TC.

Da ¢io si deduce facilmente che i quattro punti B, A,
‘C, D, stanno sulla stessa circonferenza.

E percio se si costruisce il cerchio che passa per i
punti conosciuti, B, A, C, il secondo punto d’interse-
zione di questo cerchio col cerchio dato O, sard il pun-
10 D.

Tirando inoltre e rette BA, DC, la loro intersezione
determinera il punto T dal quale conducendo una tan-
gente alla circonferenza O, si verra a determinare il
punto di contatto M.

11 centro E del cerchio dimandato sard dunque deter-
minato dall'incontro della retta OM colla perpendicolare
innalzata dal punto di mezzo di AB. Dal punto T si pud
condurre una seconda tangente TM’ alla circonferenza
‘O; e coll'aiuto del punto M’ si determinera il centro I di
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un secondo cerchio che passerd per i punti A e B e che
tocchera il cerchio O inviluppandolo.

La soluzione del problema sara assolutamente la stes-
sa se i due punti A e B trovansi nell'interno del cerchio;
e diverrd impossibile, se uno dei punti dati & esterno al
cerchio e I' altro & inferno.

LIBRO QUARTO
I POLIGONI REGOLARI & LA MISURA DEL CERCHIO.

DEFINIZIONI

I. Un poligono che nello stesso tempo é equiangolo ed
equilatero, chiamasi poligono regolare.

Vi sono poligoni regolari di qualunque numero di lati;

poiché, se si concepisce una circon-

~ ferenza divisa in # parti uguali e si
congiungono con delle rette 1 punti
di divisione consecutivi A, B, C, si
formerd un poligono di 2 lati, i qua-
li saranno tutti uguali , perche sot-
tendono archieguali; e quindi anche
gli angoli A, B, C, saranno ugualil
come angoli iscritti che compren-
dono parti uguali della circonfe-
renza.

Il triangolo equilatero é il poligono regolare di tre la-
ti; il quadrato quello di quattro, e cosi di seguito.

II. Se si divide una circonferenza in s parti eguali e
si congiunge ogni punto di divisione col punto che se-
gue, si avra il poligono regolare di 7 lati: ma se i sud-
detti punti si congiungono di # in n, essendo = primo
con m, non si potrd ritornare al punto di partenza che
dopo 2 operazioni.

Ed in effetti, se s'indica con C la circonferenza, 'arco

. nGC X
sotteso da ciascuna corda sard uguale a 3 ora affin~

ché portando quésta corda sulla circonferenza si ricada
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4 ; nC
sul punto di partenza, & necessario che 1" arco = ripe-

tuto un certo numero di volte # , dia un numero intero
di circonferenze.

n

nCw
Si avrd, adungque —==KC (essendo K un numero in- -

mn
tero),
, na
o (1) Nace 1%

sicché dovendo essere K intero, ed essendo » primo con
m, dovra essere x multiplo di 72 ; vale a dire che m de-
v' essere il pit piccolo valore di a.

La figura cosi formata & un poligono regolare stellato.

Tutti i suoi lati sono uguali e si vede facilmente che
gli angoli formati da due lati consecutivi, sono tutti u-
guali.

Osservando inoltre che si ottiene la stessa figura con-
giungendo i punti di divisione di 7 in %, 0di m—n in
m—n , Ne segue che si avranno tutti i poligoni regolari
di m lati, col cercare tutti i numeri, a partire da 1, che

. o i e A0
sono primi con e che sono minori di —

~

Se supponiamo che m ed » abbiano un fattore comune
2, e che si abbia n=n'a m=m'a, |’ eguaglianza (1) diver-

w0 n'e .
ra ——=K 0 —=K (2); cid dimostra che dando ad @ il

m'a n _
valore m' , si ricadra sul punto di partenza e che si ot-
terra un altro poligono regolare di m' lati.

Applichiamo queste nozioni ad alcuni esempii.

1.° Supponiamo divisa la circonferenza in B parti u-
gualli. .

Congiungende successivamente i punti di divisione, si
ha il pentagono regolare convesso.

Congiungendo i punti di divisione di 2 in 2, non si
ricadra sul punto di partenza che dopo cinque operazio-

ni, perche 2 ¢ primo con 5. In questo modo si ha il pen-
tagono regolare stellato.,

2.° Se si divide la circonferenza in 10 parti uguali,
si ottiene il decagono regolare convesso col congiungere

]
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i punti di divisione conseenlivi; ed il decagono regolare
stellato eol congiungere i punti di divisione di 3 in 3.

3.° Se dividesi la circonferenza in 15 parti uguali , si
ottiene il pentedecagono regolare convesso congiungen-
do i punti di divisione consecutivi; e tre pentedecagoni
regolari stellati coll'unire i punti di divisione di 2 in 2,
didind, i 7in ",

UL Chiamasi linea spezzala regolare una linea poli-
gonale che ha i lati uguali e gli angoli nguali.

Una linea spezzala regolare non fa sempre parte d'un
poligono regolare convesso; ma essa partecipa di alcune
proprieta dei poligoni regolari.

PROPOSIZIONE 1.

TEOREMA — Due poligoni regolari di wno slesso nume-
70 di lali, sono due figure simili.

Siano ABCDEF, abedef, due poligoni
regolari di » lati. La somma degli an-
goli interni essendo uguale a 27 — 4

¢ hell'una e nell’altra figura; ne segue
che gli angoli A ed 4 hanno per va-

2n—4 .
- € sono percio u-
n

e d guali ; lo stesso avvienedi Be b, di
C e c, efc.
S e Inoltre, siccome perlanatura dique-
sti poligoni i lati AB, BC, CD, etc. ,
a b -sonouguali,comepure ab, be, cd, ete.,
cosl si hanno le proporzioni

AB_BC CD

ab be cd’

E D

A A lore comune

dunque le due figure delle quali si tratta avendo gli an-
goli uguali ed iJati omologhi proporzionali, sono simili.

Corollario—1 perimetri di due poligoni regolari di uno
stesso numero di lati stanno fra loro come i lati omolo-
ghi, ele loro superficie stanno come i quadrati dei me-

desimi Jati.
PROPOSIZIONE II.

TEOREMA— Ogni poligono regolare puo essere inscrit-
to o circoscritio ad un cerchio.
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Sia ABCDE , ete., il poligono del
quale si tratta ; immaginiamo che si
faccia passare una circonferenza per
1 tre punti A, B, C; sia O il centro-di
questa circonferenza,ed OPla perpen-
dicolare abbassata sul punto di mezzo
del lato BC; congiungiamo AO e OD, °

I due quadrilateri OPCD, OPBA pos-

sono sovrapporsi; infatti il lato OP & di comune, gli an-
goli OPC, OPB, sono uguali, perché retti, dunque il lato
PC coincidera col suo uguale PB ed il punto C cadra in
in B: ma per lanatura del poligono, I’angolo PCD=PBA,
quindi CD prendera la direzione di BA; e siccome CD =
=BA, cosl il punto D cadrd in A, ed i due quadrilateri
coincideranno in tuita la loro estensione. Ladistanza OD
essendo adunque uguale ad AO, la circonferenza che pas-
sa per 1 tre punti A, B, C, passera anche pel punto D ;
con un ragionamento simile si dimostrera che la ¢ircon-
ferenza che passa per i tre vertici B, C, D, passa per gli
altri vertici, e pero il poligono rimane inscritto nel
cerchio.

In secondo luogo, per rapporto a questa circonferen-
za , tutti i lati AB, BC, CD, etc., sono corde uguali, e
percio ugualmente distanti dal centro; quindi se dal pun-
to O come centro, e col raggio OP , si descrive una cir-
conferenza, questa tocchera il lato BC, non che tutti gli
altri lati del poligono nei rispettivi punti di mezzo, e la
circonferenza sara inscritta nel poligono, o il poligono
circoscritto alla circonferenza. _

Scolio I.—Il punto O, centro comune del cerchio in-
scritto e del cerchio circoscritto, chiamasi centro del po-
ligono; e si chiama angolo al centro 1" angolo AOB for-
mato da due raggi condotti alle estremita di uno.stesso
lato AB.

Siccome tutte le corde AB, BC, etc., sono uguali, cosi
é chiaro che tuttigli angoli al centro sono uguali, e che
il valore di ciascuno si trova dividendo quattro angoli
retti per il numero dei lali del poligono. -

Scolio II. — La dimostrazione del teorema precedente
essendo fondata unicamente sulla proprieta che hanno
i lati successivi AB, BC, CD dj essere uguali e for-
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N ¢ mare angoli uguali, ¢ applicabile ad una
linea spezzata regolare.
Cosi ogni linea spezzata regolare
A ® ABODE ¢ inscrittibile in un cerchio ed
/ ¢ circoseritiibile ad unaltrocerchio che
ha lo stesso centro del primo.

PROPOSIZIONE 111.

7PROBLEMA—-I??,SC?‘H}?G?‘G un quadralo in un dalo cer-
chio.

" Condotti due diametri AC, BD ad an-
# golo retto , si congiungano gli estremi
/ A, B, G, D; la figura ABCD sara il qua-

2z ¢ drato inscritto; poiche gli angoli AOB,
0 .
BOC, ete., essendo uguali, le corde AB ’
BC, ete., sono anche uguali.

i Scolio.—I1 triangolo BOC essendo ret-
tangolo ed isoscele, si ha -

BC ,f: '
-ﬁa_—:'\%; (pr.II, lib. 3. cor. L)

dunque i lafo del quadraio inscritlo sta al raggio co-
me la radice quad rata di 2 sta allunild.

PROPOSIZIONE 1V.

PROBLEMA — Inscrivere un esagono regolare ed un
Iriangolo equilatero in un cerchio dalo.
Supponiamo il problema risoluto e sia
AB un lato dell’esagono inscritto; se
si tirano i raggi AO, OB, il triangolo
AOB sara equilatero ;
Edinfatti,essendo peripotesil’angolo
5¢AOB la sesta parte di quattro angoli ret-
ti,nesegue che prendendo 'angolo retto
per unita, si avrd AOB =£=2; dopo di
che i due altri angoli ABO , BAO dello
stesso triangolo, presi insieme equivar-
ranno a 2-—-—’,— 0 a % ; ma essi sono uguali per essere AO=

Brancaer—Elem. di Geomelria. | 8




114 GEOMETRIA

OB . e perd risulterd ciascuno uguale a ;. Il triangolo
ABO essendo dunque equilatero, nesegue che il lato de]-
I'esagono regolare inscritto e ugunale al raggio.

Risulta da c¢id che, perinscrivere un esagono regolare
in un cerchio, basta portare il raggio sei volte suli:a cir-
conferenza.

L’ esagono ABCDEF essendo inscritto , se si congiun-
gono i vertici degli angoli alternativamente, si formera
il triangolo ACE equilatero inscritto.

Scolio — La figura ABCO é un parallelogrammo , ed
anche una losanga, perché AB=BC=C0=AO0, quindi la
somma dei quadrati delle diagonali € uguale alla somma
dei quadrati dei lati (cor. della prop. 15), cioé

AC?+ BO?=4B2=4B0%;

togliendo da una parte e dall'altra BO?, restera

AC? = 3 BO?,
da cul |
AC? 3 AC_ V3
Bo: 1 BO 1’
dunque 4l lalo del lriangolo equilaiero inscriito sia al

raggio come laradice quadratu-di 3 sto, all'unita.

PROPOSIZIONE V.

PROBLEMA — Inscrivere un aecagono regolare in uUn
cerchio.
Suppongasi il problema risoluto, e
sia AB un lato del decagono inscrit-
to; I'angolo al centro AOB essendo
cosi nguale a - o %, la somma degli
angoli OBA, OAB risulterd uguale a
2—2 0 %; ¢ per conseguenza clascuno

di cssi sard # di un retto.
Se ora si conduce la bisettrice BM
dell'angolo OBA, il triangolo MOB sa-
A B \ isoscele,perché gli angoli MOB,0BM ,
= equivalgono ciascunoai 3 di un retto,
e si ha OM=MB; ma il triangolo AMB
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€ anche isoscele, perchd 1' angolo MBA essendo uguale

ate I‘.angolo BAM a ¢, il terzo angolo AMB risulta ne-
cessariamente ; sard dunque

AB=BM==MO.
Avendosi infine (prop. 18 1lib. 3)

BO MO

BA © AN’
si avra pure

AO OM

OM ~ AM’

Si vede dunque che il raggio OA rimane diviso nel
punto M in media ed estrema ragione, e che il piti gran-
de segmento OM ¢ uguale al lato del decagono inscritto.

osservazione I. -11 lato del decagono inscritto in wn
cerchio di raggio R & uguale a

R (\xB—g).(,)

Nsservazione Il.—Supposta divisa la circonferenza in
10 parti uguale nei punti B, A, K, I, I, etc., se si pro-
lunga la retta BM fino all'incontro della circonferenza .
io dico che il punto d’incontro sara I’ estremita della 3*
divisione a partire dal punto B.

Infatti, il triangolo OIB essendo isoscele e 1" angolo
OBI essendo uguale a 2, sara anche I’angolo OIB uguale
a g, dunque I'angolo IOB sara uguale a §, cioé a 3 volte
I'angolo AOB.

La retta BI trovasi in tal guisa essere il lato del de-
cagono regolare stellato ; e per averlo in funzione del

(*) Per dimostrare questa formola , indichiamo con il lato
del decagono, cioe la parte maggiore del raggio R diviso in
media ed estrema ragione: Siavrd cost R: @ :: # : R—w, dal-
la quale ricavandosi #'H-Rae=R?, si troverd subito

R S — R ~— 2 B
R R _ R(/5—=1)
X=-— 5 + — LRt ==t '§ =
- \/4+R gt 2 \/1+4 5
N. del Trad.
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}'aggio, si osssrvi che nel triangolo OIM I’ angolo I0M=
s» che OMI ¢ anche uguale a ¢ (*); e che per conse-
guenza

IM=0I=R,
Si avra dunque
BI=R+MB=:R+AB=R-+ E’ B __.1?.'.. 1
9 (y/o—- 1)—2 (\/5+ )

Da cid risulia che il lato del decagono regolare stel-
lato si ottiene dividendo il raggio in media ed estrema
ragione e prendendo il segmento che corrisponde alla
seconda soluzione di quest'ultimo problema.

PROPOSIZIONE VI.

PROBLEMA. — Inscrivere in un cerchio un pentago-
no regolare

Supposta divisa la circonferenza in 10 parti uguali,
se si congiungono i punti di divisione di 2 in 2, si forme-
ra il pentagono regolare inscritto.

Per calcolare il lato di questo pentagono in funzione
del raggio, dimostreremo che il lato del pentagonorego-
lare é 'ipotenusa di un-triangolo rettangolo che ha per
cateti il raggio del cerchio ed il lato del decagono re-
golare. _ e

Infatti, si prolunghi il lato AB de!
decagono regolare inscritto finche sia
AC=0A, edal punto Csi conduca la CD
tangente alla circonferenza: sard CD =
AB: giacché da una parte si ha

CD2=ACx<BC, (prop. 34, 3)

e dall’ altra essendo AB il maggior segmento del raggio
diviso in media ed estrema ragione, si ha

AB?=ACxBC. |

(*) Giacché Tangolo IOA comprendendcf 2. 0§ di 4 retti,
esso sard y di un retto; ed in quanto all'angolo OMI, esso co-
me esterno rispetto al triangolo isoscele OMB, sard eguale &

MOB+MBO=2+ % =4,
N. del Trad.

L]

Py
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Ora io dico che OC ¢ il lato del pentagono regolare
inscritto.

In effetti, i1 cerchio descritto dal punto A come centro
e con AO per raggio, passa per il punto C ed é ugualeal
cerchio dato; e per conseguenza essendo in questo secon-
do cerchio I'angolo OAC uguale a ¢ , sara OC il lato del
pentagono regolare inscritto. (*)

Condotta infine la OD, si vede che OC é 'ipotenusa di
un triangolo rettangolo che per cateti il raggio del cer-
chio ed il lato del decagono regolare.

Dopo di cid, si avra subito per la proprietd del trian-
golo rettangolo

i —_— — R2 2 =
0C? . OD? | DC* — 2 4 _4_(\/ 5_-1)2.-:%_(10—2\/5),

donde

R =
OC = o) \/10—,.\!5.
H Osservazione. — Supposta divisa la
¢ circonferenza in 5 parti uguali, se si
congiungonoipuntidi divisione didue
in due, siformera il pentagono regola-
. re stellato.

Per calcolare il lato AC di questo
pentagono , si tiri il diametro AlIl e
si congiunga H con C.

A Pel triangolo rettangolo ACH si ha

AC*=AH?—HC?.
Ma

quindi si ha
2 - Tf -
KO ARt - = (6-2y5) =1 10+ 245)
E si pud agevolmente verificare che il quadrato di

(*) L essere OAC o OAB uguale ai £ di un retto si & dimo-
strato al principio del teorema precedente. N. del Trad.
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questo lato ¢ uguale al quadrato del raggio pitilquadra-
to del lato del dec: igono regolare stellato: infatti

5, R? RA

RE:-7 (VB2 =(10-+2yB);

dunque il lato del pentagono regolare stellato é I’ ipote-
nusa di un iriangolo settangolo che ha per cateti il rag-
gio del cerchio ed il lato del decagono regolare stellato.

PROPOSIZIONE VII.

PROBLEMA— Inscrivere in un cerchio un pentedecago-
70 regolare.

Sia AB il lato del decagono regolare
ed AL il lato dell’ esagono ; I’ arco LB
sara. per rapporto alla cmconferenu,

— 76 O 7% 3 dunque la corda BL sara
11 lato del pentedecagono regolare.

- Per calcolare il lato di questo poli-
gono 1n funzione del raggio, si tirino

il diametro AOC, ¢ le rette CL, CB.
Nel quadmlatero inscritto ABLC si ha (prop. 37.1)

ACxBL+CL<AB<AL=CB  (1)."

Indichiamo BL con & ed AC con 2R: essendo CLil lato
del triangolo equilatero inscritto, si ha
CL=Ry73.

Inoltre AB ¢ il lato del decagono regolare, e per con-
seguenza

R
AB = -;-(\/'5—— 1).

Infine, CB rappresentando il lato del pentagono rego-
lare stellato, sara

R =
OB = “'\/10-!-2 R

Sostltuendo questi valom nell’ eguaglianza (1), questa
diverra

R R A
. 2RZHR{T x5 (V5-1)=Rx3 \/ 10427,
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R
=7[ \ /10425 —MJE+\[:T].

Osservazione—Dopo di aver divisa la circonferenza in
15 parti uguali, si ottengono i tre pentedecagoni regolari
stellati, col congiungere i punti di divisione di 2 in 2, di
4in40di7in 7.

Si potrebbero anche calcolare i lati‘di questi poligoni
col mezzo della proprieta del quadrilatero inscritto im-
plegata precedentemente; ma questi valori che sono mol-
to complicati non offrirebbero alcun interesse.

Scolio — Se si dividono in due parti uguali gli archi
sottesi dai lati di un poligono regolare inscritto, e si ti-
rano le corde corrispondenti, queste formeranno un nuo-
vo poligono regolare d’un numero doppio di lati; cosi il
quadrato pud servire ad inscrivere successivamente i
poligoni di 8, 16, 32, etc., lati. L’esagono servird ad in-
scerivere 1 poligoni di 12, 24, 48, ete. , lati; il decagono
quelli di 20, 40, 80, etc., lati; il pentedecagono, quelli di
30, 60, 120, elc., lati (1).

PROPOSIZIONE VIIIL

PROBLEMA—Dato il poligono regolare inscritio ABCD,

elc., circoscrivere alla stessa circonferenza un poligo-
no stmile.

donde

Al punto di mezzo T dell’ arco
AB, si tiri la tangente GH, che
sara parallela ad AB , e facciasi
lo stesso ai punti di mezzo di tutti
gli altri archi BC, CD, ete.; que-
ste tangenti, intersecandosi, for-
meranno il poligono regolare cir-
coscritto GHIK. .. simile al poli-
K Q0 I gono inscritto.

(1) Per molto tempo si & creduto che questi poligoni fossero
i soli che potessero essere inscritti con 1 procedimenti della
Geometria elementare, o ¢id che torna lo stesso, con la riso-
luzione delle equazioni di primo e secondo grado ; ma Gauss
ha provato, in un’opera intitolata Disquisitiones Arithmeticae
Lipsiae 1801 , che si possono inserivere , con simili procedi-
menti i poligoni regolari di dieciassette lati, e in generale
quelli di 2%+ 1 lati, ammesso che 2x + 1 sia un numero primo.
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In primo luogo si vede facilmente che i tre punti 0 ,
B, H, sono in linea retta , poicheé i triangoli rettangolj *
OTH, OHN, avendo I'ipotenusa di comune OH, ed i] lato
OT = ON, sono uguali e sara I’ angolo TOH = HON; per
conseguenza la retta OH passera per il punto di mezzo B
dell’arco TN. Per la stessa ragione il punto I trovasi sul
prolungamento di OC, etc. Ma dall’ essere GH parallela
ad AB non che HI a BC, I'angolo GHI=ABC; e similmen-
te HIK=BCD, etc., dunque gli angoli del poligono circo-
scritto essendo uguali a quelli del poligono inscritto, ri-
sultano anche essi uguali fra di loro. J

Inoltre, per le stesse parallele avendosi

GH OH HI OH

Ap~oB T ¢ ReT OB’
ne risulta
GH  HI
AB — BC

Ma AB=BC, dunque GH=HI. Per la stessa ragione HI
=IK etc.,e pero il poligono GHIK avendo pon solo gli an-
goli, ma anche 1 lati eguali, é regolare, e dippit simile
al poligono inscritto.

Corollario I. — Reciprocamente se fosse dato il poli-
gono circoscritto GHI e si volesse tracciare il poli-
gono inscritto ABC, basterebbe unire il centro con
i vertici G, H, I, etc. del poligono dato per mezzo delle
0G, OH, etc.,che incontrando la circonferenza, determi-
nerebbero i punti A, B, C, ete., i quali congiunti fra loro
per mezzo delle corde AB, BC... formerebbero il poligo-
no inscrilto, Si potrebbe anche , nello stesso caso, con-
giungere semplicemente i punti di contatto T, N, P, etc.
per mezzo delle corde TN, NP, etc., e si formerebbe cosi
il poligono inscritto simile al circoscritto.

Corollario 11.— Da cid risulta che in un cerchio sipos-
sono circoscrivere tutti i poligoni che si sanno inscri-
vere in esso; e reciprocamente.

PROPOSIZIONE IX.

TEOKEMA— L’ area di un poligono regolare é uguale
al suo perimelro molliplicalo per la meia del raggio del
cerchio inscritio.
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q & Sia, per esempio, il poligono re-

T golare GHIK : il triangolo GOH ha
A per misura GH =<} OT, ed il trian-
golo OHI ha per misura HI <} ON,

I y ™ ma ON=0T; dunque i due triangoli
riuniti hanno per misura (GH+HI)

>30T Continuando in questo modo

X L per glialtritriangoli,si vedra che la

somma diessi o I'inlero poligono haper misura la somma

delle basi GH, HI, IKetc., oil perimetro del poligono mol-
tiplicato per 3 OT, meta del raggio del cerchio inseritto.

Scolio—I1l raggio del cerchio inscritto OT é la perpen-

dicolare abbassata dal centro sopra uno dei lati; e suole

anche chiamarsi I’ apotema del poligono.

PROPOSIZIONE X.

TeoREMA — I perimelri dei poligoni regolari di wuno
stesso numero di lati stanno fra loro come i raggi deg
cerchi circonscrilli ed anche come i raggi dei cerchi in.
scrilli ;e le loro superficie stanno fra loro come i qua-
drati di quesli medesimi raggi.

A D B Sia AB un lato di uno dei poli-

7 3 goni dei quali si tratta, O il suo

€ centro e per conseguenza OA il
raggio del cerchio circoscritto ed
OD, perpendicolare ad AB, il rag-
gio del cerchio inscritto ; sia si-
milmente ab il lato di un altro po-
ligono simile, 0 il suo centro, oa
0 . 0 edod iraggideicerchicircoseritto
ediscritto. E chiaro che iperimetrideidue poligoni stanno
fra loro come ilati ABed ab;ma, gliangoliA, asono ugua-
li, perche ciascuno di essié lameté dell'angolo del poligo-
no, ¢lo stessoavviene pergli angoli Bed; dunque i trian-
goli ABO,abo essendo simili, come pure ADO, ado, si ha

AB A0 DO

'(?b_ aO_Tj-o’ :
e quindi i perimetri dei poligoni stanno fra loro come i
raggi AO, ao, dei cerchi circonscritti ed anche come i
raggi DO, do, dei cerchi inscritti.
Le superficie di questi stessi poligoni stando inoltre
fra loro come i quadrati dei lati omologhi AB, a, ne se-
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gue che esse saranno pure proporzionali ai quadrati dej
raggi dei cerchi circonscriili AO, a0, o ai quadrati dei
raggi dei cerchi inscritti OD, od.

DEIINIZ1ONI.

I.Chiamasi quantitdvariabileuna quantitasusecettibile
di passare successivamente perdiversi stati di grandezza.

II. Si dice {¢mile di una quantitd variabile qualsiasi
quantita costante alla quale la variabile pud avvicinarsi
sempre, senza pero raggiungerla mai.

[II. I’ Aritmetica e la geometria presentano numerosi
esempii di quantita variabili e di limiti verso 1 quali ten-
dono queste variabili.

Si sa, per esempio, che I'angolo di un poligono regola-
re di m lati ha per valore

2imm—4 4
2}

—
—— — )

m m
Ora, se si suppone che il numero dei lati cresce fino
all’infinito, si vede che il valore dell’ angolo aumentera;
e siccome si pud prendere m tanto grande da rendere la

frazione i minore di ogni quantita data, cosi se ne con-
m

chiude che i valori successivi dell’ angolo del poligono ,
avranno per limite due retti.

' Similmente se si prende il punto
e dimezzo cdiunarettaAB,poiil pun-
to di mezzoc'della ¢B,ecosi di seguito, le linee Ac, Ac',
Ac¢". ... avranno per limite AB.

IV. F evidente che se i fattori a, &, ¢, di un prodotto,
hanno per limiti A, B, C; il prodotto ax=<bx<c avra per
limite Ax<Bx>=C. ,

s V. Sia ABCD un poligono in-

//\ scritto in una circonferenza ; il
A N perimetro di questo poligono &

\ I"-.‘=,\ minore della lunghezza della cir-

0 conferenza, poiché ognilato é mi-
B “ nore dell'arco corrispondente. Se
si prendono sugli archi AB, BC,
D A CD... dei punti di divisione F, G,

\J H, E, e si tirano le corde AF, FB,
BG... verra ad iscriversi un se-
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condo poligono di un perimetro maggiore del primo; cosi
pure prendendo '{](‘,I nuovi punti di divisioni, si avrd un
terzo poligono di un perimetro anche maggiore , e cosi
di seguito.

I pcrimetri di questi poligoni successivi vanno adun-
que avvicinandosi sempre alla lunghezza della circonfe-
venza; @ pero si puo ritenere come evidente, che se il nu-
mero dei lati del poligono diviene sullicientemente gran-
de, la differenza fra la lunghezza della circonferenza ed
il perimetro del poligono risulta minore di ogni quantita
data; o in altri termini, che

La lunghezza della circonferenza é il limite verso il
quale lende il perimelro di wn poligono inscritlo, di cui
il numero dei laly cresce indefinitamente.

E pure facile osservare che le superficie dei poligoni
successivi che sono tutte minori della superficie del cer-
chio, ne differiscono per quantitd sempre piu piccole; e
perd se sl ammette che la differenza possa divenire mi-
nore di ogni quantita data, se ne conchiude che

L’ area del cerchio é il limite dell’ area di un poligo-
no inscritio di cui il numero dei lali cresce indefinita-~
mendle.

VI. Risulta evidentemente da cid che si ¢ detto, che
tutte le proprieta che avranno luogo per il perimetro o

. per la superficie di un poligono inscritto indipendenti
dal numero dei lati, si applicano pure alla circonferenza
o alla superficie del cerchio.

» Cosi , per esempio, il perimetro di un

poligono inscritto in un cerchio, essendo

\ minore del perimetro di un altro poligono
che inviluppa la circonferenza, se ne con-
chiude che la lunghezza della circonferen-
za € essa stessa minore del perimetro del
poligono inviluppante.

Allorche s'inscrivono in un cerchio due
poligoni regolari di cui il numero dei lati
va crescendo, le apoteme aumenteranno,
giaccheé i lati dei poligoni divenendo piu
piccoli, essi saranno piu lontani dal cen-
tro. .

Inoltre queste apoteme hanno perlimite
il raggio del cerchio. : .
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Infatti sia AB il lato di un poligono regolare inseritto,
‘OC I'apotema, ed OB il raggio.

Nel triangolo OBC si ha OB—-0OC<CB:

Ma CB, mela di AB, pud diventare tanto picenla quanto
si vorra, dunque, a fortiori, OB—OC potendo diventare
minore di ogni quantita data, OB é il limite di OQ, -

PROPOSIZIONE XI.

- TEOREMA — 1° Le circonferenze stanno fra loro come
i raggi.

20 pe superficie dei cerchi slunno come i quadrals dei
raggi.

1.° S’inserivano nelle due circonferenze i di cui raggi .
sono OB e CA, due poligoni regolari simili. -

Sieno P e p i perimetri di questi poligo-
ni; s'indichino con R e » i raggi OB e CA,
e con C ¢ ¢ le circonferenze, si avrd (prop.

B

\ 10).
P R
g
A Ora questa proporzione avendo sempre

luogo, qualunque sia il numero dei lati dei
_poligoni , si applichera ugualmente all2 lun-
ghezze delle circonferenze, e si avra

¢ R
e W

2.9 Sieno C', ¢', le superficie degli stessi cerchi; S e

s le superficie di due poligoni regolari simile inscritti, si
avra (prop. 10) -
S __Rz.
L

¢ siccome questa proporzione é vera qualunque siail nu-
mero dei lati dei poligoni, cosi ricavasi
C' R?

¢ rt
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Scolio — Dall'inegnaglianza (1) si deduce anche

C Q

OR 29

Dunque il rapporto di una circonferenza al suo diame-
tro ¢ lo stesso per lutte le circonferenze. Questo rappor-
to, che s'indica ordinariamente con T, & incommensura-
bile, e quindi non pud essere calcolato che approssima-
tivamente. 1l suo valore in decimali &

©=3,1415020635807932, ate...
Daremo fra breve un metodo elem
approssimativamente il valore di T.

La conoscenza del numero © permette di valutare 1z

lunghezza di una circonferenza il cui raggio € conosciu-
to, poiché dell’eguaglianza

C )
SR=7 S deduce C=2xnR.

entare per calcolare

Esempio — R=18", 85 ; prendendo per = il valore ap-
lrossimalo 3,14, si ha

C=Rx8,14x18,35=155™, 2380.

Osservazione — Per le applicazioni numeriche tornan-

: g - | L
do utile conoscere 1l valore di—, si ha
s

%:0,3183098861837906.

DEFINIZIONI.

Chiamansiarchi stmili, setlori simili, segmenti s-inyz‘ i,
quelli che Corrispondono ad angoli al cenlro uguali.

PROPOSIZIONE XII.

TEOREMA — 1.° GiZ archi simili AB,
B DE stanno fra loro come i raggi AC, OD.
2.0 I seltori simili BCA, DOE, stanno
fra loro come i quadrali dei raggi AC ,
ODl
C 1,° Si ha (prop. 18. lib, 2)
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arco BA_ C

11\/73 circ. AC  jreui’

arco DE o | .
. ) : ——

circ. OD  4retti’

ma per 'eguaglianza degli angoli

0

d \ Cedo,i secondi mem-
bri sono eguali, dunque sara

arco BA circ. AC A(C |

arco DE_circ. OD 0D’

2.9 Similmente si ha (prop. 18, Iib. 2)
sett. ACB C  sett.DEO O

— ——— e e

cerc. AC ~ 4retii ’ cerc. DO~ 4reti

donde

sett. ACB _cerc. f'&()_(J_zi._2 ‘
sett. DOE cerc. DO~ 3%

PROPOSIZIONE XIII.

TEOREMA. — L'area del cerchio é uguale al prodotto
della sua circonferenza per la meta del raggio.

Nel cerchio che ha per raggio OA, s'in
scriva un poligono regolare. Sia P il peri-
'\ metro di questo poligono ed S la sua su-

\ / perficie; si ha (pro. 9)

S=Px<10C.

Ora I’ area del cerchio essendo il limite dell' area dei
poligoni inseritti, di cui il numero dei lati cresce indefi-
nitamente , se ne avra la misura cercando il limite al

quale tende il .prodotto P><20C. Ma P ha per limite circ.
OA ed OC ha per limite OA ; dunque

sup. cerchio OA =circ. OA=<10A.

Osservazione. Se s'indica con R il raggio del cerchio,
€1 ha

“cire. R=2z7R;

S R——
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e quindi

R

Sup. cerchio==2nRkR>< 9

Applicazione. — Sia R=3", e prendiamo ®=3, 1415, ri-
sulterd

=rR2,

sup. cerchio = 287.q. , 2735,
Corollario. — La superficie di un settore & uguale al-
M I'arco di questo settore molti plicato per Ia
A § meta del raggio.
Infaiti, il settore ACB sta all'intero cer-
% chio come-1" arco AMB sta all’ intera cir-

conferenza ABD (prop. 18, lib. 2) 0 come
0
\T/ AMBx>=3AC sta ad ABDx%;ma I'intero cer-
chio ha per misura ABD><!AC, dunque il settore ACB ha
per misura AMB><}AC. .
Osservazionel. Nelle applicazioni numeriche suole as-
segnarsi il raggio R del cerchio ed il numero di gradi »

dell’ arco AMB; ed allora per determinare la lunghezza

x dell’arco corrispondente ad » gradi si stabilira la pro-
porzione |

- n
2%R ~ 360 ’
donde
=2nR><—& .
" 360 -
Dopo di che la superficie del settore avra per misura
5 n R o M
2nR><m><§ o mR XQ(TO'
Applicazione. Sia R=12", e n=60° si ha
7. 122<69

settorexw-zzflnzwm-m , 3960.

Osservazione II. — La superficie di un
segmento circolare AMB & uguale alla su-
perficie del settore circolare 0AMB, meno
la superficie del triangolo AOB.

Ora settore OAMB=nR2x £;0;
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ed in quanto al {riangolo AOB | non si pud valutare 1a
sua superficie col mezzo della geometria se non quand,
il numero dei gradi 2 dell’ arco A3 corr'ispnndf} ad uno
dei poligoni c¢he si sanno i.nscnvet:e, altrimenti bisogna,
ricorrere alla trigonometria che ci da

R2sin.n_

AOB= 5

n R2%in.n

o i j —_— 2 =
Dunque segmento AMB=nR T 5

Applicazione. Sia AC = 12™, e supponiamo chp I’ arco
ANMB contenga 60" Per trovare la lunghezza di questo
arco si stabilird la proporzione
arco AMB 60

2TR  -3607%

donde T, .o
% 21tR><60 T:TLL 72'.’12_4 _
arco AMB= 360 — 3 — 3§ —4m;

si ha dunque

settore AOB=4n=<6=24r=75m.4., 3960.

PROBLEMI SUI POL1GONT REGOLARI; DETERMINAZIONE DEL RAPPOKTO
DELLA C1RCONFERENZA AL DIAMETRO.

PROPOSIZIONE XIV. ’

PROBLEMA — Conoscendo il lato AB di un poligono re-
golare inscrillo ed 7] raggio OC del cerchio , calcolare

tl lato AC del poligono regolare inscritlo di un numero
doppio di lati,

©

- Siano AB=:¢,0C0=R ed AC:—c;tiI‘ﬂtf} ADe
g AO,peltriangolo rettangolo CAD si ha

S

E’-—-:CDXCI, 0 c2=2Rx<CI;
ma

CI=C0—-0[=R-0I ;
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e pel triangolo rettangolo AOI,

O] \/R2 __H2:—__-,/R2 _ﬁ;
4
CI=R — \/nz_{f:

4
e per eonseguenza

¢2%=2R ><( R~ \/m__ﬂf). 1)

b

quindi sard

Reciprocamente, si-puﬁ proporre di calcolare a cono-
scendo ¢ ; ed allora bisognera risolvere I' equazione (1)
rispetto ad a, e sit®lterra -

ety ¢ 2_.p2
d,::c (4R9 c).
R_.

Per fare un’applicazione della formola (1), supponiamo-
che a sia il lato dell’ esagono, ovvero sia a =R ; si avra
per il lato del dodecagono regolare inscritto.

c= ’/ 2R (R"— \/Rz__ If):.!/sz (1-,@_) -
=R J?‘—\/E:

Per applicare la formola (2) , prendiamo ¢ uguale al
lato del decagono e cerchiamo il lato del pentagono re-
golare. '

Essendo

@)

c= -li(gg:l-); (prop.bH)

ge ne ricava

R2(6—-24/5) 5 "R*6—24/7)
4 I-&R B 4 R2
a*= —=3 = (10-2y7);
Brancarr—Elem. di Geometria. 9
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donde

R

a=- \/“]-—-Q\IE

Osservazione. —Sommando il quadr :LLO del lato de] de-
cagono col quadrato del raggio, si trova che la sommg,

R*(G-—2\/?)
4

é uguale a
R2(10—-24/5)
4 b

cioe al quadrato del lato del pentagono regolare: e si. ri-
cade cosl nella proprietd gia conosciuta che: Il lafo del
peniagono regolare inscritlo é U'ipotenusa di un trian-
golo rettangolo che ha per cateli il mggzo ed il lato del
decagono. '

PROPOSIZIONE XV.

PROBLEMA— Conoscendo il lalo di un poligono regola-
re inscritio ed il raggio del cerchio, lrovare il lato del
poligono simile circoscrillo. _

Siano AB=a, CA=R ed E'=x
i M ¥ La similitudine dei triangoli ECF, ACB

= da la proporzione
EF CE
ABTCA’
C .
‘Ma si ha pure
EF CM
| AB~CD
dunque, pel rapporto comune, sara
CE CM
CA~ CD;
0
R

* e i
a CD’
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D" altronde, pel {riangolo reftangolo ACD si ha

Ch = '/CA:"’-—}—\TIﬁ . \/“2"‘ f;

4
O p(‘]‘t'\
@ R ‘
a ]—: P
{ R T
donde
' _ 20,
ViR g
PROPOSIZIONE XVI.

) M ¥ PROBLEMA -Conoscendo il lalo AB di un
> poligono regolare i m lati ed il raggio
A ‘D . ' 4

CA del cerchio circoscritto, irovare la su-
perficie di questo poligono.
! Siano AB=a , CA=R e sia S la superficie
C del poligono; si ha (prop. 9)

CD s 1
=max<x—ma CD= !/Rz-— i: [AR2_2:
sara dunque o 70 VIR a2
- 4

Appticazione. Se si vuole la superﬁc@e d_ell‘esagono re-
golare, bisogna porre a=R, m=6; e quindi

_B6R J4R*-R*_3R*}/T
4 T2 .
M Osservazione — Con gli stessi dati si
/ \ potrebbe anche calcolare la superficie
g m w del poligono regolare inscritto di 2m
lati.
\/ Infatii, sia M il punto di mezzo del-
0 )’ arco AB, e quindi AM il lato del po-
ligono regolare di 2mlati: 1a sua superficie (che.indictle-
remo con S) si comporra di 2m triangoli ugualiad ACM.

AD Rxa
Ma . ACM=0Mx~ =——

S

L]
)



132 GEOMETRIA

&' == om Rx<a- mRa
== 21 < =~ .
4 2
Cerchiamo, come applicazione , la superficie del doge-
cagono regolare inscritto; si ha in tal caso
A2
a=R m=0, d’onde S'= '?: 3R2,

PROPOSIZIONE XVII.

PrROBLEMA— Dali il raggio CD=R, el apolema CA=r
di un poligono regolare , calcolare it raggio R' e U apo-
lema ' di un poligono regolare isoperimetro di un dop-
pio numero di lati.

dunque

Sia BD il lato del poligono regola-

B /r \\D lare dato e C il centro di questo po-

/\ ligono. Prolungata I’'apotema CA fino

| al suo incontro in I colla circonfe-

\ K Pl A renza circoscritta , e tirate le rette

X BI, DI ; sara BID I’ angolo al centro

N . del poligono cercato, perché esso é
la meta di BCD.

t
Inoltre, se si conduce CK perpendicolare a BI e KE
parallela a BD, sard KE la metad di BD e rappresentera if
lato del nuovo poligono; IK ne sara il raggio ed HI l'apo-
tema.
In conseguenza di unatal costruzione, essendo

HI_—:B:OH‘OA,
2 2

ricavasi subito
: R+
?. —_— e
(3]

i~

(<)

I pel triangolo rettangolo CKI, si ha
S /
IK*=1Cx<IH, 0 R'= /R, 9" = V W<

(R+7) )

*)

i~

Seolio.— I facile Jo assicurarsi . sia dalla figura . sia
dalle f‘_”'“”’]‘h che 7/ ¢ maggiore di », e che al contrario
It ¢ minore di R; sicché nel nuovo poligono la ditterenza
fra 1l raggio e I apotema ¢ minore di quella del primo
poligono.
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)
Similmente, se si {rasforma il secondo poligono in un
terzo, poi il erzo in un quarto e cosl di seguito, si arri-
verd ad un poligono nel quale la differenza fra. il raggio

e 1" apotema sard minore dj ogni grandezza data.
Tnfatti nel triangolo BOA, si ha

BC—~CA<BA 0 R—7<DA;

ma BA e la meta del 1aio del poligono e questo lato pud

rendersi minore di ogni prandezza data col raddoppiare
indefinitamente il numero dei lati y dunque anche R—r

puo divenire minore di ogni quantitd assegnabile.
PROPOSIZIONE XVIII.
PROBLEMA — Trovare un valore approssimato del rap-

porto della circonferenza al diametro.
Si ha, per definizione

circ. R ,
T — : 1
e (1)
€ per dimostrazione
cerchio R
s 3 (2)

Da ci0 risultano quattiro metodi per trovare il valore
di =. -

Poiche ; se si considera la formola (1) si pud, cono-
scendo la lunghezza della circonferenza, calcolare il rag-
gio, o conoscendo il raggio, cercare la circonferenza ; e
se si considera la formola (2) si puod, conoscendo il rag-
gio. trovare la superficie del cerchio; oppure conoscendo
I’ area di un cerchio, si pud calcolarne il raggio.

Noi esporremo i due primi metodi, proponendoci in
primo luogo di calcolare il raggio di una circonferenza
la cui lunghezza é &.

Costruiscasi un quadrato, e prendendo il lato per uni-
ta, il suo perimetro sara &.

Siano R ed # il raggio e I'apotema di questo quadrato,

si ha - ) |
_R:::\—/-?-

— Y —

.
2 2
Ora, potendo il suddetto quadrato essere trasformato

]
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in un ottagono regolare dello stesso perimetro, per le
formole d:1 problema precedente, si trovera per il raggio
e I’ apotema dell’ ottagono: -

_ L\ [2VE o MVE
S \/ g ! 4

Con un simile procedimento si calcolerebbero i raggt
" R,, 7, del poligono regolare isoperimetro di 16 lati, e co-
si continuando si perverrebbe ad un poligono il cui pe-
rimetro essendo sempre 4 , i raggi Ba , s differirebbero
di tanto poco quanto si vorrebbe.: _

Ora le circonferenze descritte con Ry e 75 sono 1’ una
maggiore e I’ altra minore di 4 ; dunque il raggio della
circonferenza uguale a 4 trovandosi compreso fra Rn e
+ rn, potra ottenersi con quella approssimazione che si
vuole.

Se i raggi Ry, 7 sono valutati in decimali, é evidente
che i decimali comuni apparterranno al raggio cercato,

Ecco il quadro dei valori successivi del raggio e del-
1" apotema nei poligoni di 4, 8, 16... 8192 lati.

NUMERO .
AFOTEME RAGGI
dei lati
1 7y =0,5000000 R, =0,7071068
8 7 =0,6035534 R, =0,6532815
16 ry =0,6284174 R, =0,6407289
32 r, =0,6345731 R, =0,6376435
64 ry =0,6361083 R, =0,6368754
128 re =0,6364919 R, =0,6366836
256 ry, =0,6365878 R, =0,6366357
512 rg =0,6366117 Ry =0,6366237
1024 ry =0,6366177. R, =0,6366207
2048 740=0,06366192 R,,=0,6366199
4096 74,=0,6366195 R,,=0,6366197
8102 712=0,6366196 R,,=0,6366196

Cosi una cfrconferenza uguale a 4 ha per raggio
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0.6366196 .. . donde risulta che il rapporto della circonfe-
renza al dmuu,tm, cquivale

19900000 = 3,1415026..

Archimede aveva trovato %% per valore approssimato
di =; Mezio ha trovato por lo stesso nunero , il valore
molto piu approssimato 333

PROPOSIZIONE XIX.

PROBLEMA—Dati i perimelri p , P di due poligoni re-
golari simili inscriilo e cwcoscmtto ad uno stesso cer-
chio, calcolare i perimetri p’ , P', dei poligoni regolari
inscritio e circoscrilio di un numero doppzo di lalt.

Siano AB, EF, i lati dei poligoni i cui perimetri sono
p, P, e sia m il numero di questl lati. Conducasi la cor-
da AM, ai punti A, B si applichino le
tangenti AP, BQ; ed infine si tiri la PC;
saranno AM e FQ, i lati dei poligoni
inscritto e circoscritto di 2m lati di
cui i perimetri sono p’, P'.

Ci0 posto, si ha .

P CE
p CA o CM’

e siccome per essere CP la bisettrice dell'angolo ECM, si
ha pure

PE_CE
PM_CM’
cosi pel rapporto comune, sard
p PE
p PM’
donde risulta
Py-p EM
2p ~2PM o PQ

ovvero per essere le rette EM, PQ, contenute 2m volte
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pei perimetri P, 1,
P+p P
2p P’

da cui ricavasi
B 2Pp
e
Per calcolare p é da osservarsi che i due triangolj
PMN, MAD, equiangoli fra loro, sono simili e ddnno la
proporzione C o
AM PM
AD MN°
Ma le rette AM, AD sono contenute 2m volte in p’ e p;
e le rette PM, MN, sono contenute.£m volte in P’ e p’,
dunque ,

P’ (1)

4 !

L v .
%:}-97, donde '=\/Fp. @)

Corollario — Queste formole permettono di calcolare
il numero = con quella approssimazione che si vuole,
poiché, se in un cerchio che ha per raggio 1'unita linea-
re, s'inscrivono e circonscrivono due quadrati i cui pe-

rimetri sono &4/2 e 8, si potranno calcolare colle formole
(1) e (2) i perimelri degli ottagoni regolari inscritto e
circoscritto, e coll’ aiuto degli oftagoni, si otterranno 1
perimetri dei poligoni regolari di 16 lati e cosi di segui-
to. Ma si sa che in questa serie di operazioni, i perime-
tri dei poligoni si avvicinano indefinitamente alla lun-
ghezza della circonferenza, e perd si potra calcolare que-
sta circonferenza con tutta I'approssimazione desiderabi-
le; e dividendola per 2,si avra il numero .
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GEOMETRIA PIANA

TEOREMI DA DIMOSTRARSI

1.La figura che ha per vertici i punti di mezzo dei lati
di un quadrilatero, é un parallelogrammo.

2. Se da un punto preso nell'interno d'un triangolo e-
quilatero, si abbassano le perpendicolari sui tre lati, la
somma di queste treperpendicolari é costante. (Esaminas=
re cio che diviene il teorema, quando il punto é esterno

al triangolo).
B 3. Se dal punto di contatto A di

due cerchi tangenti, si tirano due
secanti qualunque BB’, CC'; dimo-
strare che le relte BC, B'C’ sono

parallele.
k. In ogni quadrilatero circo-

B seritto ad un cerchio,la somma di
due lati opposti é uguale-alla somma degli altri due. (La
reciproca é vera).

A

5. Se si suppone il cerchio O tan-
gente ai due lati dell'angolo A, e si
tira una tangente BEC.terminata ai
due lati dell'angolo ; dimostrare, 1°
che il perimetro del triangolo ABC
e costante, qualunque sia il punto
¢ dell’arco MEN dal quale si tira la

tangente; 2° che I'angolo BOC é co-
N stante.

6. Se si congiungono a due a due

1 piedi delle tre altezze di un trian-

golo , si forma un nuovo triangolo
nel quale le bisettrici degli angoli sono le altezze del pri-
mo triangolo.

7. I piedi delle altezze di un triangolo ed i punti di
mezzo dei tre lati stanno sopra una stessa circonferenza.

8.Dato un quadrilatero, se si costruiscono i cerchi tan-
genti a tre lati consecutivi, i centri dei quattro cerchi
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che si ottengono, formano un quadrilatero inserittibile.

9. Le bisettrici degli angoli formati dai lati opposti dj
un quadrilatero inscrittibile si tagliano ad angolo retto.

1G. Se da un punto qualunque del cerchiv circoseritto
ad un triangolosi abbassano le perpendicolari sui tre lati,
1 piedi di queste perpendicolari sono in linea retta.

11. Si costruiscado sopra i due la- -
ti AB , BC di un triangolo ABC, i
parallelogrammi qualunque ABFE,
BCDL; si prolunghino EF e ‘LD in
O, e si tiri OB; infine si costruisea
sopraAC un parallelogrammo di cui
1l lato adiacente sia eguale e paral-
lelo ad OB : dimostrare che questo

parallelogrammo é equivalente alla
somma degli altri due. (Dedurne come conseguenza il qua-
drato dell’ ipotenusa).

12. Le tre altezze di un triangolo s’ incontrano in uno
stesso punto.

13. Le rette che congiungono i vertici di un triangolo
coi punti di mezzo dei lati opposti si tagliano nello stes-
so punto. ,

14. 11 punto d" incontro delle altezze di un triangolo,
il punto d’ incontro delle mediane, ed il centro del cer-
chio circoscritio, sono in linea retta ; e la distanza dei
due primi punti é doppia di quella dei due ultimi,

15. Se da un punto dato si conducono ad un cerchio
due secanti perpendicolari fra loro, la sommadei quadrati
delle corde sara costante.

16. Allorché tre cerchi si tazliano a due a due, le tre
corde d’ intersezione si tagliano nello stesso punto.

A 17. Se dal punto di mezzo A dell’arco
m BC, si tirano le due secanti AFD, AGE,
U i quattro punti D, F, G, E, stanno sulla

stessa circonferenza. -

18. Allorcheé tre cerchi sono tangenti
a due a due, le tangenti menate ai punti

P dicontatto sitaglianoinuno stesso punto.

19. La somma dei quadrati delle diagonali di un qua-
drilatero e deppio della somma dei quadrati delle rette
che congiungono i punti di mezzo dei lati opposti.

20. In un triangolo se si conduce una serie di parallele
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alla base e si lirano le diagonali dei trapezi ¢he ne risul-
tano, dimosirare che i punti di concorso delle diagonali
di questi trapezi si {rovano sulla retta che unisce il
vertice col punto di mezzo della base.

21. Dimostrare che in un quadrilatero inscritto , il
prodotto delle perpendicolari abbassate da un punto della
circonferenza sopra due lati opposti ¢ nguale al prodotto
delle perpendicolari abbassale dallo stesso punto sugli
aliri due lati.

22. Se da un punto preso nell’ interno di un poligono
regolare di 7z lati si abbassano le perpendicolari sopra
tutti 1 latl, la somma di queste perpendicolari ¢ uguale
ad m volte il raggio del cerchio inscritto.

23. Se dal vertici di un poligono regolare si abbassano
le perpendicolari sopra una retta qualunque che passa
per il centro, la somma delle perpendicolari che cadono
da una parte di questa retta é uguale alla somma di quel-
le che cadono dall’altra.

24. Dimostrare che se si fa ruotare un cerchio in un
altro cerchio fisse .di posizione e di raggio doppio, in
modo che i due cerchi siano tangenti, un punto qualun-
que del primo cerchio descrivera in questo movimentio
una linea retta. -

25. Dimostrare che le tre rette che congiungono i ver-
tici di un triangolo coi vertici opposti dei triangoli equi-
lateri costruiti sopra i lati, si tagliano in uno stesso
punto.

26. Dimostrare che la somma delle perpendicolari ab-
bassate sopra i lati di un triangolo dal centro del cerchio
circoscritto. € uguale al raggio di questo cerchio coll’ag-
giunta del raggio del cerchio inscritto.

27. Dimostrare che in un trapezio la somma dei qua-
drati delle diagonali é uguale alla somma dei quadrati
dei lati opposti non paralleli piu due volte il rettangolo

delle basi parallele.

28. Dimostrare che se, in un trian-
golo ABC, tre rette che partono dai
vertici si tagliano in un puntoO.si ha

E _
- oD OE LOF__1

B b’ awisetTr ,
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20. Date due circonferenze concentriche , dimostrare
che la somma dei quadrati delledistanze di un punto qua-
lunque di una di queste circonferenze agli estremi del
diametro dell'altra, ¢ costante.

30. Due quadrilateri sono equivalenti allorché le loro
diagonali sono ugualie formano fradiloro angoli uguali.

LUOGHI GEOMETRICI DA TROVARSI.

1. Trovare il luogo dei punti tali che la somma delle
distanze di ciascuno di essi da due rette date sia ugua]e
ad una retta data.

2. Trovare il luogo dei punti tali che la differenza delle
distanze di ciascuno di essi da due rette sm uguale ad
una retta data.

3. Luogo geometrico dei centri de1 cerchi che passano
per due punti dati.

4. Luogo geometrico dei centri dei cerch1 di raggi dati
e tangenti ad una retta data.

5. Luogo geometrico dei centri dei cerchi di ragg1 dati
e tangenti ad un cerchio dato.

6. Tirando da tutti i punti di una circonferenza delle
rette parallele fra loro, e prendendo sopra ciascuna una
lunghezza data; trovare il luogo geometrico delle estre-
mita di tutte queste rette.

1. Trovare il lnogo dei punti di mezzo delle corde di
- un cerchio le quali passano tutte per un punto dato.

8. Trovare il luogo dei punti in cui le tangenti condot-
te ad un cerchio si taghano sotto un fmrrolo dato.

9. Trovare il luogo dei punti tali che i piedi delle per-
pendicolari abbassate da ciascuno di essi sopra i tre lati
di un triangolo siano in linea retta.

10. Trovare il Tuogo dei punti le di cui distanze da due
rette date sono in un rapporto dato.

11. Trovare il luogo dei punti tali che la somma o la
differenza dei quadrati delle loro distanze da due punti
dati sia uguale ad un quadrato dato.

12. Dati due cerchi, trovare il luogo dei punti tali che
le tangenti tirate da quesu punti ai tlue cerchi siano u-
guali.
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; 13. Se si tira da un punto A una ret-
. ﬁ:_\w ta AM terminata alla circonferenza0, .
,..-—-( - . e sl divide questa retta nel punto N

0 I I m '
\ / In modo che si abbiaA_]\Ié:-—-; trovare

3 AN n
N il luogo del punto N.

14, _Se dal punto dato A si tira la relta AM terminata
alla circonferenza O , e si prende su di questa retta un
punto N tale che sia AMAN=K?; trovare il luogo del
punto N. .

Risolvere i due problemi precedenti sostituendo alla
circonferenza una retta. '

15. Se da un punto A si tira una retta AB terminata

alla retta data XY ; si conduce
A AC in modo che I’ angolo BAC
sia uguale ad un angolo dato e

. . ... AB m
‘ e 1 abbia—==— 0 pure ABx<
ch AC n P

AC=K?, trovare il luogo del pun-
e o | * to C.

Gli stessi problemi, sostituendo alla retta XY una cir-
conferenza.

16. Trovare il luogo dei punti dai quali due cerchi dati
si vedono sotto lo stesso angolo. .

17. Se sopra due rette ortogonali scorre una retta di
data lunghezza; si domanda il luogo dei punti di mezzo
delle ipotenuse dei triangoli che ne nascono.

18. Dato un triangolo equilatero, trovare il luogo dei
punti tali che la distanza di uno di essi dauno dei verti-
ci del triangolo equilatero sia uguale alla somma delle
distanze dello stesso punto dagli altri vertici.

D 19. Conducendo da un punto A preso

¢ nel piano di un cerchio O, una secan-

"\ te AC e le tangenti ai punti B e C, si

A/B' domanda il luogo dei punti D. (Il luogo
0 | &unaretta DE, perpendicolare al dia-
\\_/ meiro che passa per il punto A ; que-
sta reita chiamasi la polare del punto

L A, e questo punto é il polo della retta

DE). e .
.‘?)O. Trovare il luogo dei punti tali che la somma dei
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quadrati delle loro distanze dai vertici di un triangolo
equilatero sia uguale ad un quadrato dato. -

21. Lo stesso problema, sostituendo al triangolo equj-
latero un poligono regolare qualunque. |

22. Trovare il luogo dei punti tali che
la somma dei quadrati delle loro distanze
dailati di un poligono regolare sia uguale
ad un quadrato dato.

23. Sia AB un diametro del cerchio BO;
se si conduce una secante BCD, si prende

A CD=BC(, e congiungesi il punto D col cen-
tro del cerchio ed il punto C col puntoA;
si domanda il luogo del punto M d’inter-
sezione delle rette AC, OD.

24. Conducendo da un punto qua-
lunque A del prolungamento del dia-
metro BD, la tangente AC, la biset-
trice dell’angolo CAO, ed abbassando
OM perpendicolare su di AM ; si di-
manda il lnogo del punto M.

25. Se da un punto O dell’ipote-
nusa BC del triangolo. rettangolo
ABC, conducesi una secanie qua-
lunque DE, e si descrivano i cerchi
OBLE, OCD; si domanda il luogo del
punto M d’incontro di questi due
cerchi.

TNC 26. Essendo dati un cerchio BO ed un

/ » diametro AB ; se si conduce un raggio

( ' qualunque OC, si abbassa CD perpendi-
B\ 0 D JA colare su di AB e si prende OM=CD : sl

\_/ domanda il luogo del punto M.

27. In un quadrilatero ABCD sianv da-
: {i AB, BC, AC e CD; si domanda 1° il
p\\/ lnogo geometrico del punto di mezzo del-
g\, la diagonale BD, 2° il luogo geomelrico
del punto di mezzo della retta EF c.he
—=  congiunge i punii di mezzo delle due dia-
gonali.
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28, Trovare il luogo di tutti i punti tali che la somma
delle distanze di uno di questi punti a tre rette date sia
uguale ad una retta data.

PROBLEMI DA RISOLVERSI.

1. Da un punto dato condurre una retta ugualmente di-
stante da due punti dati.

| 2. Dati due puntiA e B trovare sul-

la retta ST un punto P tale che gli

A B angoli APS, BPT, siano uguali.
\\/ 3. Da un punto menare una retta
5 N » che mentre taglia due parallele , la

parte di essa compresa fra queste due
paraliele sia uguale ad una retta data.
4. Costruire un quadrato, conoscendo la differenza fra
la diagonale ed il suo Jato. ;
5. Costruire un triangolo, conoscendo 14 base, I'angolo
opposto, e la somma o la differenza degli altri due lati.
6. Con un dato raggio descrivere un cerchio:
1. Che passi per due punti;
2.Che passi per un punto,e sia tangente ad una retta;
3. Tangente a due rette;
4. Tangente ad una retta e ad un cerchio;
_ 5. Che passi per un punto, e sia tangente ad un ‘cer-
chio. |
6. Tangente a due cerchi.
7. Condurre in un cerchio una retta che passi per un
punto dato e tale che la corda intercetta sia uguale ad -
una retta data.

8. Descrivere un cerchio tangente ad un altro cerchio
e ad una retta in un punto dato. .

9. Costruire un cerchio tangente ad un altro cerchio
In un punto dato e che pussi per un altro punto dato.

10. Costruire un triangzolo uguale ad un triangolo dato,
ed i cui lati passino per tre punti dati.

M/\*‘/‘\N 11. Date due circonferenze che si

tagliano, condurre da uno dei punti
d'intersezioneuna retia MN, tale che
la distanza MN compresa fra 1 due
punti @’ intersezione di questa retta
con le due circonfercnze, sia uguale ad una retta daia.
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12. Condurre dal punto A Ja retta MAN in modo che

MA m
ei abbia —=——.
AN n

13. Dal punto A condurre unar '

o Bbli% AM=AN. e4ta MAN, in modo che

14. Date due circonferenze, condurre una s .
rallela ad una data direzione e tale che la so?ncz?]];tgfﬁ?e
corde sia uguale ad una retta data.

15. Costruire un quadrilatero, conoscendo due angoli
opposti, le diagonali ed il lero angolo.

16. Dati due cerchi, trovare un punto tale che le tan-
gentl condotte a questi cerchi siano ugnali e facciano
un angolo dato. - -

17. Dali I'arco CD ed il diametro AB, trovare sulla cir-

conferenza un punto P tale, che tirando
c le rette PD, PC, si abbia OM=ON.
@ 18. Inscrivere in un cerchio un trian-

0
N' M' B -
: golo isoscele, conoscendo la somma, della
) base e dell’ altezza. |
P

19. Costruire un triangolo, conoscendo
le tre mediane.

20. Costruire un triangolo , conoscendo le tre altezze

21. Costruire un triangolo, conoscendo gli angoli ed il
perimetro, ovvero gli angoli e la superlicie.

22. Costruire un triangolo conoscendo la base, I'ango-
lo opposto ed il rapporto degli altri due 1ati.

23. Costruire un triangolo conoscendo la base, 1'altez-
za ed il rettangolo degli altri due lati.

24. Essendo date due rette che per un ostacolo qualun-
que non possono prolungarsi fino a che s’ incontrano,
condurre per un punto dato una retta che prolungata an-
drebbe a passare pel punto d’incontro delle due prime.

25. Trovare in un triangolo un punto tale che congiun-
gendolo coi tre vertici, il triangolo resti diviso in tre
triangoli equivalenti.

26. Descrivere un cerchio che passi per un punto e sia
tangente a due cerchi dati. '

27. Descrivere un cerchio tangente a tre cerchi dati.

28. Costruire un trapezio , conoscendo gli angoli e le
diagonali.

29. Date tre circonferenze concentriche, costruire un

-
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triangolo simile ad un triangolo dato, ed i cui tre vertici
stiano sulle date circonferenze.

Lo stesso problema, sostituendo alle circonferenze tre
rette parallele.

30. Da un punte dato in un angolo condurre una retta
tale che 1l prodotto dei segmenti compresi [ra il punto ed
i lati dell’ angolo sia uguale ad un quadrato dato.

31. Da un punto dato nel piano di un cerchio, condur-
reuna retta tale che le distanze di questo punto dai punti
Q" intersezione della retta e del cerchio stiano fra loro
nel rapporto di m a n.

32. Per un punto dato e per il centro di un cerchio,
far passare una circonferenza tale che la corda comune
sia uguale ad una retta data.

Braxcaer—Elem. di Geometria. 10
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APPENDICE AL LIBRO I1I,

TEORIA DELLE TRASVERSALI

—

Chiamasi (rasversale una retta che incontra un siste-
ma di piu rette.

TEOREMA ).

Se i tre lati di un triangolo , prolungati se occorre ,
sono lagliali da una trasversale, vi saranno sopra ogni
lalo due segmenti; e questi sei segmenli sono lali che il
prodotto di tre di essi , non avendo alcuna estremitd di

comune, é uguale al prodollo degli altri tre.

Sia ABC il triangolo proposto, e DEF

A la trasversale. Dal punto C si tiri u-
D na parallela GC al lato AB fino al-
& ¢ Y incontro della trasversale.
B o F I triangoli simili ADE, ECG danno

la proporzione.

AE AD
CE_ 0@’
¥ donde
AE=CG=CEx=AD. ¢y
I triangoli simili CGF, FBD danno pure la proporzione
CF cCaG
BF _ BD’
donde si deduce ’
CF><BD=BFx(G. (2)

Se dunque si moltiplicano le eguaglianze (1) e (2) e si
sopprime il fattore comune CG, si avra

AE>CF><BD=AD><BFx<CE.
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TEOREMA 11.

Reriprocamente, se ire punli presi innumero pariswi
lali di un Iriangolo ed in mumero dispari sui prolunga-
menli det medesimi lati delerminano sei segmenlti lali
che il prodollo di ire di essi non conseculivi sia uguale
al prodollo degli allri {re , quesli lre punti saranno in
linea 7 ella.

Sia ABC il iriangolo e siano D, E, F,
tre punti {ali che

U,
/, E AD<BF<CE=BD<CEx<AE; (1)
B

¢ F'F iodico chei tre punti D, E , FF saran-
no in linea retta ; poiché se la retta DE incontrasse BC
in un punto F’ differente da F si avrebbe, in virtu del teo-
remaprecedente '

AD<BF'<CE=BDx<CF’<AE - (2)

Dividendo 'eguaglianza (1) per I'eguagiianza (2) e sop-
primendo i fattori comuni, si avrebbe’ y
BF CF
| BF'~ CF”
donde
BF —-CF BF
BF'- CF'~ BF
0 ancora .
BC BF
BC™ BF;
proporzione evidentemente assurda meno il caso in cui
il punto F' si confonde con il punto I.

Osservaziorne. Questo teorema da spesso il mezzo di
riconoscere molto facilmenie se {re punti sono in linea

retta; andremo a darne un esempio.
LEMMA 1.

Dale due circonferenze A e B, se¢ si lirano due raggt
AM , BN parulieli e direlli nello slesso senso , la retla
MN che congiunge le loro estreimnild, inconlrera la linea
dei cenirt 11 un punio C che sara scimpre lo slesso, qua-
Juneye gio la direzionc dei rraggi paralleli AM, BN.
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Infatti , i triangol

/’N - i:mm AM(.. DNC
P e~ N danno la proporzio-
// \/17\\ ne p
AV

AC AM

BCTBN
donde .
AC—BC AM—BN,
BC -~ BN
ovvero
AB A\I——-BN
BC™ ~ BN

Ma AB, AM—BN, BN, sono quantitd costanti, dunque
BC avra anche un valore costante.

Questo punto C chiamasi centro di szmz!atudme diretia
delle due circonferenze, e la sua posizione sulla linea dei
centri ¢ determinata dalla proporzione

AC_ AN
BC BN-
Si vedrebbe inoltre facilmente che questo punto tro-
vasi all’incontro delle tangenti comuni esterne.

LEMMA 1I.

Dale due circonferenze A e B, se st tiranoi raggi AM,
BN paralleli e direlli in senso conlrario, la rella MN
incontrera la linea dei centri in un punlo C, che sara
lo stesso, qua&unque sia la direzione dei raggi AM, BN,

Infatti, i triangoli si-

/\\ mili AMC, BNC, danno
/ ~ DProporzione
7 ) AC AM,

CB BN

\\_/ e quindi il punto C di-
videndo la retta nel rapporto dei due raggi, esso é co-
stante.

-
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Questo punto chiamasi centro di similitudine inversa
delle due circonferenze. Si pud vedere anche che esso é
il punto d’ incontro delle tangenti comuni interne.

TEOREMA 111.

I ceniri di similitudine direlta di Ire cerchi presi a
due a due stanno in linea retla.

Sieno A, B, C i centri

dei tre cerchi; R, R’, R”

m 1 loro raggi, esieno M, N,

P i centri di similitudine

diretta di questi cerchi
presi a due a due; si ha

AMH_ R
BM R
nl’l_ Rf
cr R
CN R”
AN R-

Moltiplicando queste proporzioni termine a termino ,
risulta o
AM=<BPx<CN Rx<R"<R _

= =]
BM><XCP=<AN R'<R"<R ’

donde
AMX<BP><CN=BM><CP><AN.

Ma AM , BP, CN sono per rapppr:to al tr'i.anguln ABC
tre segmenti che non hanno estremita comuni, e BM, CP,
AN formano ire altri segmenti non consecutivi ; e pero
essendo il prodotto dei tre primi uguale a2l prodotto degli
altri tre, i punti M, N, P sono in linea retta (teorema 2.)

Osservazione—Lo stesso teorema avrebbe luogo se 8i
prendessero due centri di similitudine inversa e uno di
similitudine diretta.

TEOREMA 1V.
Se ¢ lati di un poligono piano, o i loro prolungamenti,
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s0no lagliati da una trasversale, quesla segnera soprae
citascun lato due seqgmenli tali che il prodollo di quelli
che mon hanno estremi comuni sard uguale al prodollo
di (wld gli allrt.

Sia, per esempio, il
pentagono ABCDE ta-
gliato dalla trasversale
mnpqr ; io- dico che si
avra

e R An: Br-Cm Dq-El:
pPq ro t = BuCrDm- Eq Al
Infatti . da uno dei vertici A del poligono , tiriamo le
diaconali a tutti gli altri vertici e prolunghmmo]e fino
all' incontro colla trasversale.

I triangoli ABC, ACD, AED considerati separatamen-
le come taﬂ‘llatl dalla trasversale, daranno

AnBr Cp =DBn'Cr-Ap-
ApCm*Ds'=Cp*Dm* AS*
As'Dq- El=Ds Eq Al
Moltiplicando queste eguagllanze e sopprimendo i fat-
tori comuni si avra

An-Br-CimDg El*=Bn'Cr-Dm-Eq- At

TEOREMA V.

Se st protellano su di un paa:w le diverse parli di una
rella , ogni proiezione Sard uguale alla parte di rella
com*fsponrfente molliplicala per un numero costanle
per Lulle quesle relle.

A Proiettiamo sul piano MN
¢ le parti AB, CD della retta
AR, e sieno ab, cd le loro
P H proiezioni; conduciamo DI?
D r e BH parallele ad Ea.
RN i R i L I triangoli simili CDIF,
M/ E — / N AB danno la proporzio-
gl ioke ne
DI BH

DO™ AB;
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o, per essere de=DF e ba=DBII,

de _ab,
DO AD’
_de
e pero se 50 =im,  donde de=DCxm,

. b a .
si avra pure E:m, da eui ab=ABx>m.

TROREMA VI.

Se ¢ lali di un poligono storlo o i loro prolungamen-
i1, sono lagliati da un piano {rasversale , vi $oranno
sopra ¢iascun lato due segmenlts tali , che il prodotto di
tutli quelli che non hanno estremild comune, SUrc, uguo-
le al prodotlo di tulli gii allri (*).

Sia a@y6 il poligono pro-
posto e sieno e, A, @, 9, 1
punti dove i lati a8, @y,
¢y, a4. inconfrano il pia-
no trasversale. Proiettia-
mo questo poligono su di
un piano perpendicolare
' al piano trasversale:esup-
Pl M . b poniamo che ABCD sia
questa proiezione e che SN sia 1’ intersezione del piano
di proiezione col piano {rasversale.

Prolungando i lati del poligono ABCD fino all'incontro
con SN, si avra dal teorema IV.

AE'BL'CM'DR=BE'CL'DM-AR- 1)

Ma AE e BE sono le proiezioni su di uno stesso piano

dei segmenti oe, @z del poligono storto ; - dunque si avra
“(teorema V)

AB=az'm; BE=@e'm;
similmente si ha
BL=f\n, CL=y\'n,
CM=yp'p, DM=3dy.p,
DR=ap'r, AR=ap'r.’

(*) Un poligono si chiama storfo allorché non ha tuttii suoi
vertici situatl in un medesimo piano.

N. del Trad.
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Sostituendo nell’ eguaglianza (1) in luogo di AE, BE,
BL, CL...., i loro valori, e dividendo i due membri per

enngyr, si ottiene
oe.BA.yp.0p=0z.YA.Op. p,
cid che bisognava dimosirare.

TEOREMA VI1.

Sest congiunge un puntoQ preso nel pinno diun trian-
golo ABC,coi lre vertici di quesio iriangolo; quesie relte
determineranno sui lali del iriungolo , o0 sSui loro pro-
lungamenti sei segmenti lali che il prodotto AF. BD. CE
dei tre segmenti non conseculivi , é uguale al prodolto
FB. DC. AE degli aliri ire.

- In effetti, il triangolo ABD , taglia-
to dalla trasversale FC, di I' egua-
glianza

AF.BC.DO=BF DC.A0. (1)

Similmente , il triangolo ADC, ta-
B D € gliato dalla trasversale BE, ci da

ACQ.BD.EC=O0D.BC.AE. (2

Moltiplicando membro a mem-
bro le eguaglianze (1) e @) e
sopprimendo i fattori comuni ,
B C D siavra

AF.BD.EC=BF.DC.AE.

A

TEOREMA VIII.

Reciprocamente, se tre punli I, D, B in numero di-
spart sut lati di un (riangolo ABC ed in numero part Sui
prolungamenti, sono teli che il prodotlo di tre segments
non conseculivi AF. BD. EG é uguale al prodotto deqlt
allri tre, le relle che congiungono questi punti ai verti-
¢t opposti, si taglieranno in uno stesso punlo.
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A Infatti, se 1a retta AD non passa per il
punto d'incontro O delle rette CF. BY,
s1 potrd sempre tirare la retta AO che
incontra BC nel punto G; ed allora si a-
vrebbe, in virtl del teorema precedente

AF.BG.EC=BI.GC.AE; (1)
ma per ipotesi si ha pure
AF.BD.EC=BF.DC.AE; 2)

i e quindi, dividendo membro a

40 membro, dovrebbe essere
\ BG GC BG BD

R c D G BD DC GC™ DC
i] che non pud aver luogo se non quando il punto G si
confonde col punlo D.

Corollario. Le bisetirici AD, BE , CF degli angoli di
un triangolo ABC, si tagliano in uno stesso punto. In-
fatti, essendo AD la bisettrice dell' angolo BAC, si ha

BD' AB;
| DC™ AC.
similmente si ha
AF AC
FB™ BC
CE_BC
AETAB
Che moltiplicate membro a membro. danno
BD-AF.CE_, , BD.AF.CE=DC.FB.AE.
DC.FB.AE
- Dunque, le bisettrici debbono concorrere in uno stesso

unto. _
¥ Si dimostrerebbe similmente che le tre altezze di un

triangolo concorrono in uno stesso punto e che avviene
lo stesso per le rette che congiungono 1 vertici di un.
triangolo con i punti di mezzo dei lati opposti.



154 GEOMETRIA

DEFINIZIONT.
A P B Q 1. Una retta ADB ¢ divisa armo-
nicamenle neipunti PeQ,allorcha
AP AQ,
PB =~ BQ’

e siccome si ha pure
AT PB
AQ T B
Cosi la retla PQ ¢ anche divisa armonicamente nei pun-
ti A e B.

I1. T quatiro punti A, B, P, Q, si dicono armonict ed A

e B si dicono coniugali, come pure P e Q.
s

[II. Se si congiungono i quattro
punti armonici A , B, P, Q con un
punto S, si avra un sistema di quat-

/ ! tro rette SA, SB, SP, SQ, che pren-

a, 7/ \ de il nome di fascio armonico.
/ /
'[}

\ E evidentie che ogni retta apbg pa-
n o rallela ad APBQ, rimane divisa ar-
monicamente dal fascio.

 TEOREMAIX.
OgniretlaaMNR chelagliaun fascio armonico SABPQ,
e divisa armonicamente da queslo fascio, e st ha
«M aR
MN™ NR-
In effetti, se dal punto a si con-
duce aq parallela ad AQ e si consi-

dera il triangolo aNb t'wllato dalla
trasversale Sp, si ha

aM.pb.SN=MN.ap.Sb;

donde
aM pb SN
MN " ap 8y b O

Lo stesso triangolo aNb, tagliato dalla trasversale Sq,
¢i da —

aR.bg.SN=NR.aq.Sb;
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donde
alk  bqg Sh
NR "aq SN (2)
paragonando le eguaglianze (1) e (2), si ricava

alM ]?_’: SN aR hg SN
MN ' ap ' Sb NR' g S

Ma la retta ab essendo divis

a armonicamente nei pun-
tip e q, dd pure

ph  bg

ab " ag
dunque aM aR
MN NR

LEFINIZIONE

Be si prolu..cano 1 lati opposti di
©#n quadrilatero ADCD fino al loro
incontro in M ed in N, la retta MN
dicesi la lerza diagonale del qua-
drilatero, ed il quadrilatero sempli-
ce ABCDriunito al quadrilatero non
convesso DMBN. formaciod che chia-
masi quadrilaleio complelo.

TroREMA X.

Dgn ! diagonale di un quadrilalero complelo e divisa
@z wicamenle dalle allre due.

Sia ABCDMN il qua-
drilatero completo, e
siano AC, BD, MN le
sue diagonali; io dico
che una di esse, p. e.
MN, e tagliata armoni-
camente dalle altre due
nei punti P e Q.

Infatti il triangolo
DMN , tagliato dalla
trasversale ACQ ci dd

QM.NC.DA= QN.CD.AM;
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donde
QM - NC DA
QN CD > AM— L D
Nello stesso triangolo, le rette PD, CM, NA, partendo
dai vertici e tagliandosi in B, danno \

PM.NC.DA= PN.CD.AM

donde
PM  NC DA _
PN © O AM . @
Paragonando le eguaglianze (1) e (2) se ne deduce
PM QM
PN QN’

Si dimostrerebbe similmente che ciascuna delle diago-
nali AC, BD é divisa armonicamente dalle altre due. °

DEL POLO E DELLA POLARE PER RAPPORTO
AD UN SISTEMA DIDUE RETTE..

TEOREMA X1.

Date due relle Oy, Ox , ed un punlo P, se si conduce
da queslo pun'o una secante PAB, e s determina il con-
fugalo armonico Q del punto P, per rapporto alla retle
AB: facendo variare la secante PAB, il punto (Q descri-
wera la retla OQ che é il quarto ramo del [ascio armo-
nico di cui OP, OA, OB sono gli allri tre.

P . Infatti, se si tirano le rette OP,
0Q, la figura OPBQA , formando
un fascio armonico, ogni secante
Pbga resterd divisa armonica-
mente dal fascio e quindi ogni
punto coniugato armonico diP si
o a A% trova sulla retta OQ. |

Questa retta 0Q é chiamata polare del punto P, per
rapporto alle due rette Oy, Ox. (*)

(*) Volendo definire nettamente la polare di un punto per

rapporto al sistema di due retle, diremo essexre il luogo dei
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TEOREMA X11.

 Dale duc relie Oy, Ox, ed wn punto P, se dal punlo si
conducono due secanti PBA, P'B’A’, ¢ le due relle BA',
B'A; il punlo d’ inconiro Q di queste uilime relle descri-
vera , nel far variar la secante , una retla 0Q che é la

polage del punlo P per rapporio alle prime due relte
Oy, Ux.

p y Infatti consideriamo i1 quadri-
latero completo OBQA , B’A’ ; 1a
diagonale B’A’ essendo tagliata
armonicamenle dalle altredue 0Q,
AB nei punti C' e P, ne segue che
le quatiro rette OP, Oy, OC/, Ox
formano un fascio armonico, giac-

T ché la retta PB'C'A’ é divisa ar-
monicamente, e la retta OC’ é la

polare del punto P, per rapporto alle due rette Oy, Ox;
ma ogni punlo Q del luogo geometrico ¢ situato sopra
OC'; dunque, il luogo geometrico cercato & la polaredel

-punto P, per rapporto alle due rette Oy, Oz.

Scolio. Da quanto precede deducesi il modo di risolve-
re solamente con la riga il seguente problema:

- Data una retta AB ed un punto di essa P, trovare il

coniugato armonico di P, per rapporto alla retta AB.
'8 Per far cio sicongiunga un pun-
to qualunque S coi tre punti dati

A, B, P; si tiri dal punto P una ret-

ta qualunque PDC, si conducano

le rette AD e BC che.si tagliano in .

0, e si congiunga SO; questultima ,

A o B P rettaprolungataincontrerd AB nel

punto cercato Q: come risulta evidentemente dal teorema.

ora dimostrato.

0 A e Al

unti inaati armonict del dato punto rispetto alle medesi-
ﬁze :ztgg.mug N. del Trad.
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DEL POLO E DELLA POLARE PER RAPPORTO
AL CERCHIO.

TEOREMA Xl111.

Se da un punto P preso nel piano di un cerchio , st
tira unn secante qualungue PAB, e si delermina il con—
tugalo armonico Q del pnnlo P, per rapporto ad AB, 1l
luogo geomelrico del punto Q quando si fa variare lo
secante PAB, é una linea rella, (Questa retta é chiama-

ta la polare del punto P per frupporto al cerckio ed il
punto P ne ¢ il polo).

R Tiriamo il diametro che passa per
il punto P, e costruiamo il coniuga-

;, to armonico g del punto P per rap-
U porto al diametro ab; congiungiamo

Qq, ed abhassiamo O\‘l perpendicola-

re su di AB.
I quatiro punti armomcl P, A.Q, B, danno la propor-
zione PR OB,
, PA~ QA
donde
PB4+PA QB+QA
TPA QA
e siccome

QB+ QA=AB=PB—AT,
. cosl si ricava
PBPA PB—DLA,

PA = QA

ovvero
PB4.PA_PA

PB—PA QA
Eseguendo il componendo i ha

PB+PA+PB—DPA_ PA+Q4Y,
T PB+P.A PA




LIBRO 1v. 150

da cui
PB+PA PA PA

2PB T PA+QAT PQ-
Ma il punto M essendo il punto di mezzo di AB, si ha
PA+PB=2PM ;
dunque la proporzione (1) diviene
2PM PA PM PA
oPB~ PQ ° PB” PY;
donde ‘ '
PQ<PM=PBx<PA. (1)
Si dimostrerebbe assolutamente nell’ isteéso modo che

Pg=<PO=PuxPb.

Ma
PAX<PB=PaxPb;.
dunque |
PQ<PM=Pgx<PO,
)
PQ PO
Pqg = PM

Da cid segue che i due triangoli PQq, PMO avendo un
angolo uguale P compreso fra lati proporzionali, sono
8imili; e siccome I'angolo PMO é retto, cosi I'angolo PgQ
essendo anche tale, ne segue che il luogo geometrico de-
scritto dal punto Q é una retta perpendicolare a Pab nel
punto ¢ coniugato armonico del punto P per rapporto al

diametro ab.
Corollario. La posizione del punto ¢ ¢ determinata

dall’eguaglianza
Pg<PO=Pax<Pb; (1)

ora -
Pax<Pb=(P0+0a) (PO—0a(=1"0 — Oa?,

ed e inoltre
Pg=P0-0gq,

dunque la relazione (1) diviene

(PO—0g) PO=P0?— Oa2,
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P0~0g=0a2.

Quest” ultima relazione mostra che se PO divenisse un
cuale a Oa . 0a sarebbe uguale ad Og ; dunque la polare
di un dei due punii P e Q passa per 1" altro punto.

Risulta anche da questa relazione che se il punto P si
avvicina al punto a, il punto ¢ si avvicina ugualmente al
medesimo punto; e se 'O fosse uguale ad Oa, Og sarehhe
pure uguale ad Oa ; dunque (@ polare di un punio della
circonferensa e la langenie in questo punio.

Se PO diviene piu piccolo di Oa, Oq diverra pil grande
del raggio, e la polare ¢ esterna al cerchio; infine se PO
divenisse ucuale a zero, Oq diverrebbe infinitamente
orande; il che dimostra che la polare del centro trovasi
all'infinito.

TEOREMA XIV.

Allorcheé un punlo P 81 muove su di una rella ST, la
polare.di quesio punio passa costantemente per il polo
della rella.

Tiriamo la rctta OP, e determiniame

-~\j\“\‘ il punto Q in modo che si abbia
N A\M
N —,
0.,/;'& .;S 3 | OQ><O‘P=OA - |
A la retta QN, perpendicolare ad OP, sara

la polare del punto P ; ora io dico che
essa conterra il polo della retta ST.
Abbassiamo OM perpendicolarmente sopra ST,la quale
taglia NQ in N; il quadrilatero MNQP é inscrittibile poi-
ché due angoli opposti sono retti. Si avrda dunque

_ OM<ON=0P>=<0Q ,
e siccome

o 0Q=<0P=0A?2 ;
cosl 8] avra

OM><ON:==0A* ;

e pero il punto N é il polo di ST,

Corollario I. Risulta dalla dimostrazione precedente
che se la rella S yira inlorno al punto P, il polo di que-
sla rella percorre la polare del punto P.
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Corollario II. La relln che congiunge i poli di due
rette e la polare del loro punlo d' inconlro. Poiché se-
condo il corollario 1, il polo di questa retta deve trovar-
- si contemporancamente sulle due rette date.

Corollario II1. Se due poligoni ABCD, abed di uno
slesso nuinero di laii, traceiali nel piano di una circon-
rerenza sono tali che i vertici A, B, G, D dell’ uno sono
¢ poli dei lati dell' allro, reciprocamente 7 vertici a, b,
¢, d del secondo saranno i poli det lati del primo. Per
questa proprietd, i due poligoni vengono chiamati polari
reciproci I'uno dell’altro.

PROBLEMA XYV.

M Se da un punlto P preso nel piono di
un cerchio, st tira una secante PAB , e
P le due tangenti AM, BM ai punii A e B,
¢l luogo geometrico descritio dal punto
M aivariare della secante, sard la pola-

re del punto P.
Infatti la tangente AM ¢& la polare del

punto A, la tangente BM é altresi la

A N B polare del punto B, dunque il punto

’ d’ incontro M delle due tangenti ¢ il

polo della retta AB ; ma il punto P

sta sullaretta AB; e pero la polare di
questo punto passa per il punto M.

Corollariol. La polare di un nunto

M preso fuori del cerchio, é la “corda

n G ¢ deicontatti ABdell’angolo circoserit-

to che ha questo punto per vertice.

Corollario II.Se un poligono ABCD & circoscritto al

cerchio, il poligono MNPG, formato coll’unire i punti di
contatto consecutivi, sara il polare reciproco di ABCD.

1‘

4

PROBLEMA XVI.

Se da un punto P preso nel piano di wn cerchio , st
tirano le secanli PAB, PCD e si conducono le rette AC,
BD che si tagliano in M, non che le retle BC, AD, che St
tagliano in N, 7 luogo geomelrico dei punti M o N al-
lorehe si fanno variare le secanti PAB, PCD, ¢ unaretia
che é la polare del punto I,

Brancuer—Elem. di Geometria. Il
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Tiriamo la retta MN che taglia
AB, CD in a, ¢; in virtd del teore-
madel quadrilatero completoMANB
CD le secanti AB, CD saranno tg-
gliate armonicamente. la prima in
P, @ e 1a seconda in P, ¢ ; la retta
ac ¢ dunque la polare del punto P,
Ma i punti M e N stanno sopra que-
sta retta, e perd, il luogo geome-
trice dei punti Mo N & la polare

del punto P.

Osservazione I. Se il punto N fosse interno alla cir-
conferenza, conducendo due secanti qualunque CB, AD
e congiungendo AC, BD da una parte ed AB, CD dall’ al-
tra, si tratterebbe di trovare il luogo geometrico del pun-
to M o del punto P: ora io dico, che questo luogo sara
sempre la polare del punto N. Infatti si & veduto che il
punto P e 1l polo della retta MN; per la stessa ragione il
punto M ¢ il polo della retta PN, dunque il punto d'in-
contro delle rette MN, PN ¢ il polo della retta PM..

Osservazione II. Il teorema precedente fornisce il
mezzo di costruire la polare di un punto impiegando so-
lamente la riga. _ : ’

- Se il punto dato P é esterno alla circonferenza, la po-
lare MN é la corda de’contatti dell’angolo circoseritto il
cul vertice e in P. L’'inserzione di questa retta con il cer-
chio dara dunque i punti di contatio delle tangenti che
si possono condurre alla circonferenza dal punto P.

TEOREMA XVII.

In ogni esagono inscritio,
i punli d'inconiro dei lati
opposti sono in linea rella.

Prolunghiamo tre lati non
consecutivi BC, DF, AE del-
_ I’esagono ; questi lati, inter-
' ———% secandosi , determinano il
/ triangolo QRP che é tagliato
: dalle trasversali EFM, ABL,
DCN ; si hanno dunque, in
virta del teorema fondamen-
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tale delletrasversali, lc eguaglianze.

QEXRM<I'T=REx<PM>=<QI ,
QASRB>PL=RAxPB><QL ,
QN<RCO<PD=RN><1"Cx<QD.

Moltiplicandole membro a membro ed osservando che
QEx<QA=QI'><QD, PI'=<PD=PBx<P(C,

RB><RC=RIEx<RA,
si ricava
REMx<QN><PL=RN><PMx<QL.

Dunque i tre punti M, N, L sitrovano sopra una stes-
sa linea retta che é una trasversale del triangolo QRP.
Osservazione 1. 1l teorema precedente sarebbe ugual-
mente vero se I'esagono inscritto non fosse convesso.
Osservazione II. Il teorema avendo luogo qualunque
sia la grandezza dei Jati, s’applica anche quando alcuni
lati dell’esagono si riducono a zero;e siccome essi diven-
2 tano tangenti alla circonfe-
renza, cosi ne risulterebberc
parecchi altri teoremi, di cui
il lettore formera facilmente
gli enunciati. Noi ci limite-
remo a citare il seguente:
Se §’ inserive un riango-
lo v un cerchio, 17 punli
d'inconlro delle tangenit in
ciascun verlice cont lali op-

B -
C . - -
U posiy, sono in linea rella.

TEOREMA XVIII,

In ogni esagono circoscrillo ad una circonferenza,le
diagonaliche congiungono © vertici opposti st tagliano in
uno stesso punlto.

Sia GHLMNO I’ esagono circoscritto ; congiungen-
do i punti di contafto consecutivi, si formerd un esa-
gonoinscritto ABCDEF , che é il polare reciproco di
GHILMNO,
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11 punte d’incontro dei
lati BC, EI', che indiche-
remo con P, sara il polo
della diagonale HN; simil-
mente, il punto d’incontro
dei lati AB, GD, che indi-
cheremo con R, sara il
polo della retta GM; in
fine i1 punto d’ incontro
delle retle AF, CD, che
indicheremo con S, sara
: il polo della retta GL. Ma

M i tre punti P, R, S si tro-
vano sopraunastessa retia; dunque le loro polari HN,
GM, OL si tagliano in uno stesso punto.

APPENDICE AL LIBRO 1V.

DEFINIZIONI.

I. Chiamasi massimo la quantitd pii grande di tutte
quelle della stessa specie; minimo la piu piccola.

Cosl il diametro del cerchio & un massimo fra tutte le
rette che congiungono due punti della circonferenza , e
la perpendicolare é un minimo fra tutte le rette condot-
te da un punto dato ad una retta data.

II. Chiamansi figure isoperimelre quelle che hanno
eguali perimetri. ; .

PROPOSIZIONE I.
TEOREMA.

Di tulli i iriangoli formali con due lati dati che fan-
no [ra loro un angolo qualunque, il massimo ¢ quello
nel quale ¢ due lali dali fanno un angolo retlo.

Siano i due triangoli BAC, BAD, che
hanno il lato AB di comune, ed il la-
. to AC=AD; se I’ angolo BAC é retto,
io dico che il triangolo BAC sard piu
grande del triangolo BAD, nel quale
I'angolo in A ¢ acuto o ottuso.
~Infatti questi due triangoli avendo
la stessa base stanno [ra loro come




LIBRO 1V. 165

le altezze AC, DE, ma la perpendicolare DE é piu corta
dell'obbliqua AD o della sua nguale AC; dunque il trian-
golo BAD ¢é minore di BAC.

PROPOSIZIONE I1.
TEOREMA.

1l cerchio é maggiore di ogni [igura piana tsoperi-
metrq. |

I. E evidente primieramente che vi sono infinite figu-
re che hanno lo stesso perimetro, quantunque presenti-
no forme ed aree diverse; ed & pure evidente che le sud-
dette aree non possono crescere indefinitamente. Da ¢id
ricavasi che fra le figure di un dato perimetro vi esisto-
Nno sempre uno o piu massimi.

2. Ogni figura che comprende un'area massima in un
perimetro dato, é convessa.
Poiché, se AMBN & una linea chiusa
non convessa ;e si fa girare la parte
rientrante AMB intorno ai puntiA e B
in modo che essa occupi la posizione
AM'B , la figura AM’BN avendo lo
" stesso perimetro della prima compren-
dera un’area maggiore. T
3.Sia AMBN una figura massima per
un perimetro dato,io dico cheogni
retta AB che divide il perimetro
in due parti uguali, dividerd an-
che I’area in due partiequivalenti;
poiché se la porzione ANB fosse
piu grande'di AMB, facendo girare
ANB intorno ad AB, in modo da
occupare la posizione AN'B, la fi-
gura AN'BN avrebbe lo stesso pe-
rimetro di AMBN, ed un’area maggiore; ¢ quindi AMBN
non sarebbe un massimo.
- Risulta ancora da cio che precede che se AMBN é una
figura massima, AN'BN é anche tale, e si vede che in
quest’ ultimna figura, ogni perpendicolare NN’ ad AB ri-
mane divisa da questa retta in due parti uguali, in modo
che i triangoli ANB, AN'B risultano uguali.

Cio posto, se gli angoli ANB, AN'B non fossero retti ,
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si potrebbero aumentare simultaneamente le aree dei
triangoli ANB, AN'B, senza alterare ne la grandezza dei
lati AN, NB, AN/, N'B, ne quella dei segmenti APN,NQB,
AP'N’, N'Q'B, cangiando solo Ia base comune AB; ma in
tal caso 1" area della figura aumenterebbe indipendente-
mente dal perimetro il che é.contrario all'ipot.esi; dunque
gli angoli N,N’ essendo retti, de-bbono essere inscrittibili
in un semicerchio ; ed essendo il punto N preso comun-
que sulla curva ANB,ne segue che questa linea & una se-
micirconferenza. , '

Da cid risulta, che se una retta divide la figura massi-
ma in due metd , ciascuna di queste meta sara un semi-
cerchio, e perod l'intera figura é un cerchio.

PROPOSIZIONE III.
TEOREMA.

Fra tulle le [igure piane che hanno la stessa area, il
cerchio ha il perimelro minore.

Poiche se una figura qualunque di cui I'area é A, aves-
se un perimetro minore del cerchio della stessa area , sl
potrebbe, col teorema precedente, trasformarla in un cer-
chio dello stesso perimetro e di un’area D>A.

Questo secondo cerchio avrebbe dunque un’area mag-
giore del primo ed un perimetro minore, il che & assurdo.

PROPOSIZIONE 1V.
TEOREMA.

Ogni poligono di m lali che comprende una super/i-
“cle massima di un perimelro dato, é convesso.

K Infatti sia AEDCFB un poligono di m

lati, che contiene un angolo rientrante

Y ALD; se si fa girare la parte rientrante

A AED intorno alla retta AD, in modo che

B essa occupi la posizione AE'D, il poligo-

no AE'DCFB avra lo stesso perimetro del

B @ primo ed una superficie maggiore; il po-

= ligono AEDCFB non pud dunque essere .

massimo fra tutti quelli dello stesso pe-
rimetro e dello stesso numero di lati.
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PROPOSIZIONE V.
LEMMA.

Ognt poligono ABCDE che contiene un angolo rien-
lrante puo essere trasformato in un poligono di una Su-
perficie maggiore avente lo stesso perimetro e un lato
at meno. .

Poiche se si prolunga AB e si congiun-

A B I gono tutti i punti di questo prolunga-

i i 7/ menlo col punto D, la somma BI+ID cre-
scendo in modo continuo da BD fino al-
I"infinito , vi sard un punto I nel quale

" si ah BI+ID=BC+CD,ed allora si ottiene
’D un poligono AB!DE evidentemente mag-
E giore di ABCDE che ha lo stesso peri-

metro ed un lato di meno.
PROPOSIZIONE VI.
TEoOREMA.

Di tulli i poligoni isoperimelrt e di uno stesso nume
ro di lali, il poligono_regolare & il maggiore.

Andremo successivamente a dimostrare che se un pe
ligono non ha tulli i suoi lati uguali ed i suoi angoli u-
guali, non puo esser massimo fra gl' isoperimetri di uno
stesso numero di lati,

B’ 1.Supponiamo cheil poligono ABCDE
B . abbia 7. lati, e sia AB<BC. Prendia-
~ o su di BC il punto Mtanto vicinoa

AL " Cda essere anche AB< BM.Facciamo
/  inseguito I'angolo AMB":=BAM;pren-
p diamo MB'=AB e congiungiamo AB'.
Il triangolo ABM essendo uguale al triangolo AB'M, si
potra al poligono ABCDEsostituireil poligono AB'MCDE,
senza cambiare né il perimetro né la superficie; solamen-
te questo nuovo poligono avrebbe m+1lati ed un angolo
rientrante, poiché AB essendo pil piccolo di BM, sareb-
be I' angolo BMA < BAM o di B'MA.
Ma questo poligono puo essere trasformato in un altro
di m lati, dello stesso perimetro e di una superficie mag-

giore, dunque ABCDE non sarehbe il maggiore fra gl'iso-
perimetri di m lati.

AM

. at
.......



GEOMETRIA

2. Supponiamo che nel poligono ABCDH
di an lati, siabbia I"angolo A>B. Prendia-
mo un punto M abbastanzavieino a B per-
chel'angolo MATT risultimaguiore di AMC.

[faceiasi pure I'angolo MAB'=AMB
prendasi AB'=MB e congiungasi MB’; il’
triangolo MAB' é uguale a ABM, e il ’po- '
ligono AB’'MCDH ha la sfessa superficie e
lo stesso perimetro di ABCDH; ma esso ha -1 lati ed un
angolo rientrante, perché la somma AMC+AMB, essendo
uguale a 2 retti,siha MAH+MAB'>2 retti; dunque questo
poligono potra essere trasformaio in un altro di m lati,
dello stesso perimetro e di un’ area maggiore , e percid
ABCDH non sara un massimo. '

PROPOSIZIONE VII.
TEOREMA.

Di twtti © poligoni della stessa superficie e A uno stes-
so numero di lali, il poligono regolare ha il perimetro
niinore.

Poiché se un poligono irregolare di m lati, di cui I'a-
rea € A avesse un perimetro minore di quello del poligo-
no regolare della stessa area e delto stesso numero di la-
ti, si potrebbe trasformarlo in un poligono regolare iso-
perimetro di m lati, avente un area B>A; questo secondo
poligono regolare avrebbe dunque lo stesso numero di la-
ti del primo, con un perimetro minore e con un’area mag-

giore, il che é assurdo. ‘
PROPOSIZIONE VIII.

TEOREMA.

Di due poligoni regolari dello slesso perimetro, quel-
lo che ha piw lali ¢ il maggiore, ‘

Infatti, sia ABCDEF un poligono re-

B C golare di 6 lati. Se si prende un pun-

to I sopra uno dei Jati, si pud consi-

I derare questo poligono come un poli-

A gono irregolare di 7 lati nel quale i

lati IC, ID farebbero un angolo ugua-

le a due retti; ma questo poligono &

¥ B minore del poligono regolare di7 lati

e dello stesso perimetro; dunque, etc.

-



LIBRO V.

DEL PIANO E DELLA RETTA CONSIDERATI
NELLO SPAZIO.

DEFINIZIONI.

[. Una retta é perpendicolare ad un piano allorcheé é
perpendicolare a {utte le rette che passano pel suo piede
nel piano (prop. 4). Reclplocamente il piano é perpendi-
colare alla retta.

Il piede della perpendicolare é 11 punto in cui questa
retta incontra il piano.

II. Una retta & }mmzwia ad un piano allorché non
puo incontrarlo, a qualunque distanza si prolunghi I'una
e 1" altro. Remproudmente il piano & parallelo alla retta.

III. Due piani sono paralleli raloro, allorché non pos-
sono incontrarsi a qualunque dlstanza essi si prolun-
ghino.

IV. Per rappresentare i piani nelle figure , si & obbli-
gati ad assegnarli dei limiti, ma cid non toglie che biso-
gna sempre concepirli indefiniti.

V. Nella geometria dello spazio si chiama luogo geo-
melrico quella serie di punti che soddisfano ad una o
due condizioni date ; e quindi il luogo geometrico é una
superficie 0 una linea secondo che i punti debbono adem-
piere ad una o a due condizioni.

PROPOSIZIONE I.

TEOREMA — Per due relte che si tagliano si puo far
sempre passare un piano e non Se ne puo far passare
che un solo.

Siano AB, AC due rette che si tagliano,
A se si concepisce un piano sul quale si trovi
la retta AB e si fa girare questo piano in-
torno ad AB fino a che passi per il punto
C, allora la retta AC avendo due dei suoi
puntx nel piano, vi sara interamente com-
c B presa, ela posizione del piano sard deter-
minata nello spazio.
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* Se si continua a far girare il piano intorno ad AR , &
evidente che esso non conterra pit il punto ¢ ; dunque
per le due rette AB, AC non si pud far passare che un ,
solo piano.

i Corollario 1. Un triangolo ABC o

tre punti A, B, C non in linea ret.
‘ ta, determinano la posizione di up
/ piano.
B C

Corollario II. Due parallele AB, CD
% ) w determinano anche la posizione di un
piano, poiche gid si conosce che due
o parallele stanno in uno stesso piano;
* né si pud supporre che due piani diversi comprendano
queste rette; poicheé ognuno di essi dovrebbe in tal caso
contenere due punti di AB ed un punto di CD, cioé tre
punti non in linea retta. oy
A Corollario IT1.Un piano pud essere
_ generato da una retta che passa per
//\ un punto A e che s’ appoggia sopra u-
: n’ altra retta BC. 5

[ ) Jre—

B 2 Corollario IV. Un piano pud an-
A B che essere generato da una retta
AD che si muove parallelamente a
sé stessa appoggiandosi su di un’al- .
D traretta AB. «

PROPOSIZIONE II.

TEorREMA — L' intersezione di due piani é una linea
retia.

Infatti, se fra i punti comuni ai due piani ve ne fosse-*
ro tre non in linea retta, i suddetti piani passando cia-
scuno per questi tre punti, dovrebbero coincidere (prop.
1) e quindi non formare che un solo e medesimo piano ;
il che é contrario all’ ipotesi.

PROPOSIZIONE I1I.

TEOREMA—Se una retta AP ¢ perpendicolare a due al-
tre relte PB, PC , condolle pel suo piede nel piano MN ,
essa sara perpendicolare a qualunque allra retla PQcon-
dotla per lo slesso punto P nello stesso piano , e quind:
sara perpendicolare al piano.
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Si conduea nel piano MN una retta
BO che t{agli comunque le tre rette
B, PQ, PC; si prolunghi AP di una
lunghezza OA’=AP ; e si uniscano i
punti A, A’ cogli altri B, Q, C.

La relta PC essendo perpendicolare
nel punto di mezzo di AA’, le obblique

"~ CA, [{A" sono fra loro eguali : per una
simile ragione BA=BA';e perd i due triangoli BCA, BCA/,
avendo il lato BC di comune e gli aliri lati rispettiva-
mente eguali, sono eguali, Se ora si fa girare il triangolo
BCA" intorno di BC per applicarlo sul suo eguale BCA
il punto A’ cadrd in A, e siccome il punto Q rimane im-
mobile, cosl la retta QA’ si applicherd esattamente su
di QA. y

Da cio risulta che la retta PQ avendo due dei suoi pun-
ti P, Q egualmente distanti dagli estremi della retta AA’,
le sara perpendicolare.

PROPOSIZIONE IV.

TEOREMA— Per un punto dalo st pud sempre condurre
una perpendicolare ad un piano dalo , e non se ne pué
condurre che una sola.

1.9 Supponiamo in 1° luogo che il dato punto O sia si-
tuato sul piano MN. : : '

e A

Conducasi primieramen-
| i te una rettaqualunque AB:
] | per questa retta si facciano
\01 ~ : . passtar%due piani, e dgl
M\ I \m ——g punto B s’innalzino su di
«___\” S AB le due perpendicolari
“Np BC, BD situate in questi
due piani. In virtu del teorema precedente, sard AB per-
pendicolare al piano delle due rette BC, BD. Cid posto,
si trasporti questa figura in modo che il piano ¢BD coin-
cida coll’ altro MN, e si faccia muovere il primo sul se-
condo finche il punto B cada in O; le rette BC, BD pren-
deranno le posizioni OC, OD, e quindi Ja retta BA pren-
derd la posizione OF evidentemente perpendicolare al
piano MN. | |
Supponiamo in 2° luogo che il punto F sia dato fuori
del piano MN.




172 GEOMETRIA

Si tracei sul piano MN una retta qualunque AB ; dal
punto I si abbassi I'C perpendicolare ad AB; dal piede
C di questa perpendicolare si liri la retta CD anche per-
pendicolare ad AB ma situata nel piano MN: ed infine si
abbassi da F la F'D perpendicolare a CD: dico che FD sa-
ra perpendicolare al piano MN.

Infatti, essendo D perpendicolare a DC, hastera di-
mostrare che FD ¢ anche perpendicolare ad un'altra ret-
ta DB condotta pel suo piede nel medesimo piano.

Si prolunghi F'D al disottodel
F piano MN di una lunghezzaDF’
=DF ; e si conducano le rette
I'B, F'B, F'C. La retta BC es-

/ \ " sendo perpendicolare alle due
. 5 ¢ /¢ Urette DC, FC, é perpendicolare
/ ] - al piano DCF e per conseguen-

za alla retta CF’; sicche i due

triangoli rettangoli FCB, F'CB

avendo il cateto BC di comune

¥ e gli altri due cateti FC, F'C

uguali come obblique chedista-

no egualmente dal piede D della perpendicolare CD, sono

eguali; e sard per conseguenza FB=[F'B; e quindi sara
BD perpendicolare ad FD. _

2.° Da un punto O dato sul piano MN,

/B non si pud innalzare che una sola per-

A
pendicolare su questo piano; giacche se
8i potesse innalzarne due OA,OB, con-
M\ l{ ducendo per queste due rette un piano
A ¢ \¥lacuiintersezione con MN sia OC, avver-
rebbe che le due rette OA, OB sarehbe-
ro entrambe perpendicolari ad OC nel
medesimo punto e nello stesso piano, il
F che é impossibile. )
Similmente, & impossibile abbassare
da un punto fuori di un piano due per-
w4l Ny ‘pendicolari su di questo piano; giacché
- se FA, FB fossero queste due perpendi-

. o colari, il triangolo FAB avrebbe due an-
goli retti, il che & impossibile.
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PROPOSIZIONE V.

X TROREMA. = Da un punio si pud sempre condwrre un
piano perpendicolare ad una rella e non se ne puo con-
durre che un solo
1.2 Supponiamo che il punto dato C

sia situato sulla retta AB. Si conducano
per questa retta due piani, ed in questi
piani s'innalzino CD e CE perpendicola-
ri ad AB: il piano MD condotto per que-
ste due rette, sari evidentemente per-
pendicolare ad AB.

| Inoltre nessun altro piano MH che

B passa per il punto C pud essere perpen-

dicolare ad AB, poiche se cid potesse
aver luogo, un piano qualunque condotto per la retta AR
taglierebbe MD e MH secondo due rette CN, CG che sa-
rebbero tutte e due perpendicolari ad AB nello stesso
punto e nello stesso piano; il che e impossibile.
2.% Supponiamo che il punto C sia situato fuori della
retta AB.

A P S’abbassi CD perpendicolaread AB,
ed in un piano che passa perAB s’in-
nalzi DE perpendicolare a questa ret-
ta. Il piano MN condotto per le due

A ) rette CD, DE sara perpendicolare ad
c . AB.
b N In ultimo , nessun’ altro piano MP
M E condotto pel punto C puod essere per-
Bl pendicolare ad AB; poiché se ¢id fos-
se, il piano ABC intersegherebbe I'altro piano MP secon-
do una relta OG diversa da CD (*); e quindi dal punto C
si potrebbero :'bbassare due perpendicolari su di AB.
Corollario. Tutte le perpendicolari BG, BD, BE , in-

nalzate da un punto B sulla retta AB si trovano in uno
stesso piano perpendicolare a questa retta.

(*) 11 punto G non pud confondersi col punto D, poichd dal
primo caso risulta che da un punto di una retta non si puo
condurre che un gol pizno perpendicolare a questa retta.
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A Infatti, il piano MN condotto per
le due rette BC, BD essendo perpen-
dicolare ad AB |, bastera dimostrare
che questo piano contiene tutte le al-
tre perpendicolari. Ora se BE non si
trovasse nel piano MN, il piano me-
nato per le due rett: AB, BE, taglie-
rebbe MN secondo la retta BH , e si
‘ : avrehbero nello stesso punto e nello
stesso piano due rette BE, BI perpendicolari ad AB.

PROPOSIZIONE VI.

TEOREMA. — Se da un punio A fuori del piano MN, st
conduce la perpendicolare AP e le obblique AD,AC, AE.
1.° Laperpendicolare é minore di qualunque obbliqua.

D

2.9 Le obblique ugualmenle lontane dal piede della
perpendicolare, sono uguali '

3.0 Di due obblique disugualmente lontane dal piede
della perpendicolare, quella che piw se ne allontuna é la
maggiore.

A : 1.° 11 triangolo APC e
rettangolo in P e per con-
seguenza ’'obbliqua AC op-

i : posta all’ angolo retto, &
maggiore della perpendico-
\“\ \ lare AP.

N " 2.% Gli angoli APC, APD

essendo retti, se si suppo-

. J ne PC=PD,itriangoli APC,

- N APD, avendo un angolo u-

guale compreso fralati uguali, saranno uguali, e si avra
AC=AD.

3.9 Se la distanza PE & maggiore di PD, si prenda PB
=PD e si congiunga AB; si avrd AB=AD; ma AB & mino-
re di AE (prop. 16. 1.) dunque AD ¢ minore di AE.

Corollario. Tutte le obblique uguali AB, AC, AD etc.
terminano sulla circonferenza descritta dal piede della
perpendicolare P come centro; quindi se essendo dato un
punto A fuori di vn piano, si vuole trovare sopra questo
piano il punto P ove cade la perpendicolare abbassata
da A, bisognera segnare su di questo piano tre punti B,
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C, D ugualmente lontani dal punto A e cercare il centro
del cerchio che passa per questi punti.

PROPOSIZIONE VII.

TEOREMA. — Se una relta AP é perpendicolare al pia-
n0 MN, e se dal piede P della suddella perpendicolare
W abbassa una perpendicolare P su di wna rella BC
sttuata nel piano MN, la retla AD che unisce il punio A
¢ol piede D di questa seconda perpendicolare risulta an-
che perpendicolare a BO.

AI

Si prenda DB=-DC e si condu-
;\\ cano P’B, PC, AB, AC; siccome
&L TN SO ‘“\ DB=DC, cosi I'obbliqua PB=PC;
\ \; * | similmente, essendo PB=PC, le
4 ““‘\-Jn |  due obblique AB, AC che distano
{ *
\ y \ ugualmente dal piede della per-
\ N: | pendicolare AP, sono eguali: e
v perd la retta AD avendo due pun-
ti egualmente lontani dalle estremita B e C, sara perpen-
dicolare nel punto di mezzo di BC.

Corollario. Si vede nello stesso tempo che BC é per-
pendicolare al piano APD, perché BC é perpendicolare
contemporaneamente alle due rette AD, PD.

PROPOSIZIONE VIII.

TEOREMA.— Se la retla AP ¢ perpendicolare al piano
MN, ogni relta DE parallela ad AP sara perpendicolare
allo stesso piano ‘ !

Per le parallele AP, DE si fac-

£ cia passare un piano che taglia il

A piano MN secondo la retta PD ;

\ - nel piano MN si tiri BC perpendi- °
colare a PD, e si conduca AD.

» / € Dal corollario del teorema pre-

£ cedente risultando BC perpendi-

: colare al piano APDE, I'angolo
B BDE é retto; ma I’ angolo EDP &
N anche retto perché AP & perpen-
dicolare a PD e DE é parallela ad
AP; dunque la retta DE essendo perpendicolare alle due
rette DP, DB, é perpendicolare al lovo piano.
Corollario I. Reciprocamente, se le rette AP, DE sono
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perpendicolari al piano MN, esse saranno parallele; poi-
ché se non sono tali, conducasi dal puntoD una parallela
ad AP, la quale dovendo essere perpendicolare al piano
MN, ne segue che dallo stesso punto D si potrebbero in-
nalzare due perpendicolari su di uno stesso piano, il che
é impossibile (prop. 4). '

Corollario 1I. Due rette A e B parallele ad una terza
C, sono parallele fra loro; poiché. immaginando un pia-
no perpendicolare alla retta C, le rette A e B parallele a
questa perpendicolare, saranno perpendicolari allostesso
piano ; e quindi pel corollario precedente , €Sse saranno
parallele fra loro.

E evidente che le tre reite non si trovano nello stesso
piano, senza di che la proposizione sarebbe di gia cono-

sciuta. , _
F N

RETTE PARALLELE Al PJANI.

PROPOSIZIONE IX.

TEOREMA. Se la retta AB ¢ parallela ad una retta CD
giacente nel piano MN, essa sard parallela a questo
piaro. .

Poiche se la retta AB , che sta
nel piano ABCD, incontrasse il
piano MN, ¢id non potrebbe acca-
dere che in qualche punto della
retta CD, intersezione comune

N dei due piani; ma AB non pudin-
contrare CD, poiché I’ & parallela ; dunque essa non po-
tendo incontrare il piano MN, sara parallela a questo
piano.

PROPOSIZIONE X.

TEOREMA. Se una retla AB ¢é pa-
rallela al piano MN, ogni piano
ABCD condotlo per AB laglierd
MN secondo una relta CD paral- '
lela ad AB.

N TInfatti, le rette AC, CD essendo
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nello stesso piano ABOD, se la relia AB incontrasse CD,

essa incontrerebbe pure il piano MN, il che & contro I'i-
potesi.

PROTOSIZIONE XI.

A B TrOREMA. Se dal punio C di unpia-
no MN parallelo alla retla AB, $i con-
dvece una parallele o questa retto
questa parallela dovra trovarsi silua-

0 ta nel piano MN.
B \N Ed infatti, se ¢id non fosse, il piano
condotto per la retta AB e pel puntoC

C taglierebbe MN secondo una retta CD parallela ad AB,
e quindi per lo stesso punto si potrebbero condurre due
parallele ad una stessa retta.

PROPOSIZIONE XII.

TEOREMA. Allorchié una retla AB ¢ paraliela a due pia-
ni CDE, CDF che si tagliano, essa & parallela alla loro
intersezione CD.

e In effetti , se da un punto Cipreso

\\ sulla retta CD si tira una parallela ad

AB, questa parallela, in virtu del teo-

. rema precedente dovra essere situata

contemporaneamente nel piano CDF
e nel piano CDE; dunque essa sara la

v N intersezione CD di questi due piani.
1/ \ Corollario. Se due piani CDEG ,
£ ¥ CDFH passano per due rette paralle-

B - le GE, FH; la loro intersezione é pa-~
rallela a queste rette.

Poiché se si tira una retta AB parallela a GE, essa sa-
ra anche parallela ad ¥II; dunque in virtd del teorema
ora dimostrato, CD sara parallela ad AB e per conseguen-
za alle rette GE e FH.

PROPOSIZIONE XIII.

TrEOREMA. Due retie parallele AC, BD, comprese [ra
una relta AB ed un piano MN paralleli, sono egualt.

- Braxcaer—Elem. di Geomelria. 12
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Infatii, il piano delle parallele
AC, BD tagliando il piano MN"
secondo una retta CD parallela
ad AB, 1a figura ABCD & un pa-
rallelogrammo, e percid AC=BD.
N Corollario.Sele rette AC,BD
fossero perpendicolari al piano MN, esse misurerebbero
le distanze dei punii A ¢ B dal piano MN: dunque tutti i
punti della retta AB sono equidistanti dal piano MN , o
in altri termini una rella ed un piano paralleli sono
dappertutlo equidistanti.

PIANI PARALLELI

—

PROPOSIZIONE XIV.

TEOREMA. Due piani MN, ’Q perpendicolari ad una
stessa retta AB, sono paralleli fra loro.

e M Poiché nella ipotesi che essi
U T s’incontrano, sia O uno dei loro
.. \ N i \ punti comuni ; si conducano OA,
. N OB; la retta AB perpendicolare al
F piano MN é perpendicolare alla

\ "“ﬁL—c \ retta OA menata pel suo piede in

R questo piano; per la stessa ragio-
ne AB é perpendicolare a BO; dpn-
que QA e OB sarebbero due perpendicolari abbassate dal-
lo stesso punto O sulla stessa retta AB, il che € impossi-
bile; e perd i due piani MN, PQ, non potendo incontrarsi,
sono paralleli. N

PROPOSIZIONE XV.
TEOREMA. Le inlersezioni EFF, GH di due piani paral-
-~ » leti MN, PQ, con un terzo piano FQ,
sono parallele,

N Poiche, se le rette EF, GH, situate in
/ / uno stesso piano, non sono parallele ,
prolungate si debbono incontrare, ed

F G allora s’ incontrerebbero anche i piani

MN, PQ, nei quali esse slanno situate,
[T % equindiquesti non sarebbero paralleli.

# ;.
i

s
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PROPOSIZIONE XVI. - -

TEOREMA--Da un punio A si pud sempre condurre un
ptano parallelo al piano MN, e non se ne pud condurre
che u solo.

B
G

1.2 Dal punto A si abbassi AB perpendi*
colare su di MN, e dallo stesso punto A si
conduca il piano PQ perpendicolare ad AB;
sara PQ parallelo ad MN.

2.9 Se inoltre esistesse un altro piano AE

: condotto pel punto A parallelo ad MN, un
’M piano qualunque condotto per AB taglie-
rebbe i pianiMN, PQ, AEsecondo le rette BD,AG, AE; ma
le rette AG, BD sono parallele, percheé intersezione di
due piani paralleli con un terzo; e lo stesso avverrebbe
per le altre due AE, BD; dunque, anche AE sarebbe pa-
. rallela ad AG, il che é un assurdo.

PROPOSIZIONE XVII.

TEOREMA—La rella A perpendicolare al piano MN,
e perpendicolare al piano 1'Q parallelo ad MN.

Dopo di aver tirata arbitrariamente la

m retta AD nel piano MN , si faccia passare

un piano per le due rette AB, AD; questo

dovrd necessariamente incontrare il piano

1';13'———-(‘.5{1 I’Q, senza di che si potrebbero dal punto

A condurre due piani paralleli a PQ. Iis-

sendo dunque l'intersezione BC del piano BAD col piano

PQ parallela ad AD, ne segue che la retta AB, perpendi-

colare al piano MN e quindi alla retta AD, sara anche
perpendicolare alla sua parallela BC. .

Qi vedra similmente che AB sara perpendicolare ad o-

gni altra retta che passa pel suo piede nel piano PQ; dun-

que essa é perpendicolare a questo piano.

PROPOSIZIONE XVIII.

TEOREMA — Due piani A e B paralleli ad vun lerzo C,
sono paralleli fra loro.
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h\ & \ Conducasi DI perpendicolare al piano
e C; questa retta sard perpendicolare ai

piani A ¢ B in virti del teorema prece-
“\ - E l dente ; dunque questi piani essendo per-

pendicolari ad una stessa retta, sono pa-
\ ralleli fra di loro.

C\r_- )

PROPOSIZIONE XIX.

TrorEMA — Le paraliele EG, FH comprese fra due pia-
511 paralleli MN, PQ, sono uguali.
Per le parallele EG, FH si conduca il

iano EGHF che incontrera i piani paral-
M; / ; i Feli secondo EF e GH: ma le Ii)ntersgzioni

of EF, GH sono parallele fra loro, (prop. 15).
come pure EG, F}{; dunque la figura EGHF
essendo un parallelogrammo , sara EG =
e TLN,

Corollario I. Segue da cid che due piani paralleli so-
no sempre ugnalmente distanti; poiché se EG ed FH so-
no perpendicolari ai due piani MN, PQ, esse saranno pa-
rallele e quindi eguali fra di loro.

A‘ - \ Corollario II. Il luogo geometrico dei
B punti situati aduna data distanza dal pia-
no B, si compone di due piani paralleli
\ a B condotti da una parte e dall’ altra di
questo piano a distanze DE, EF uguali
alla lunghezza data.
‘?\ F "\ " DPoiché tutti i punti dei piani A e C so-
no distanti dal piano B per la quantitd data ; mentre fa-
cilmente si vede che tutti i punti situati fuori di questi
piani non godranno della stessa proprieta.

PROPOSIZIONE XX.

B\ >

TEOREMA—Se¢ due angoli CAE, DBF, non situatli nel-
lo slesso piano , hanno t loro lati paralleli e diretti
nello slesso sen so, saranno uguali ed i l0ro piant saran-
no paralleli. - -
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Si prendano AC=BD , AE=BF, e

M
/ € x si conducano CE, DI', AB, CD, EF.
\ Siccome AC & uguale e parallela a
s ot — BD, cost la figura ABDC essendo un
\ \ paralielogrammo, sard CD uguale e
s - parallela ad AB. Per la stessa ra-

/ e gione EF @ uguale e parallela ad
. B / . AB, dunque anche CD @ uguale e

— . parallela ad EIY ; e quindi la figura
CEID essendo un paral]eloo'rammo
sara il lato CE uguale e parallelo a DIF; dopo di che i due
triangoli CAE , DBIF, essendo eqmlaterl fra loro , sara
I"angolo CAE= DBF

In secondo luogo io dico che il piano AEC é parallelo
al piano FDF; poiché , supposto che il piano parallelo 2
BDF menato per il punto A, incontri le rette CD, EF in
punti differenti da C e E, per esempio in G e H, allora ,
secondo la proposizione 19, le tre rette AB, GD , FH do-
vrebbero essere uguali; ma le tre rette AB, CD, EF, sono
pure uguali,dunque si avrebbe CD=GD e FH=EF, il che &
assurdo; e pero il piano AEC é parallelo a BDF.

PROPOSIZIONE XXI.

M TEOREMA. Due retle comprese [fra
%_/\G —l Ire piani paralleli, sono ltagliate in

| parti proporzionali.
/ \ \ N " Supposto che la retta AB incon-
tra i piani paralleli MN, PQ, RS
- in A, E, B, e che la retta OD in-
\ g contra gli stessi pianiin C, F, D ;
R io dico che si avra
(>4, | AE_CF.
| BE FD

Si tiri AD, che incontra il piano PQ in G, e si condu-
cano AC, EG, GF, BD: le intersezioni dei piani paralleli
PQ, RS col piano ABD, essendo parallele, si ha

AE AG
BB~ GD’

similmente le intersezioni AC, GI', essendo parallele,

P
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si ha
AG CI*
GD " D’
e perd queste due proporzioni avendo un rapporto di co-
mune, daranno '

AE_CF
EB  FD-
DEFINIZIONI. | |
% B, Si chiama proiezione di un pun~
-'\;“_./': lo su di un piano il piede della

z i perpendicolare abbassata da que-
j sto punto sul piano.

; La proiezione di una linea AMB~
i sopra di un piano é la linea.amb -
. / “'\L_/‘/ formata dalle proiezioni di tuttii -

punti’de]l:& AMB, . .

PROPOSIZIONE XXII.

TEOREMA. La proiezione di una retla sopra un piano
e una rella. :

B Da un punto A della retta AB

W si abbassi la perpendicolare Aa sul
R

; i piano RS, e per le rette AB, Aa si

conduca - un piano che taglia RS

/ secondo ab. |
n ; g Dopo di ci0o , se dai punti M, N
: Z e mn b della retta AB si abbassano delle
perpendicolari sul piano RS, esse |
saranno tutte parallele ad Aa e saranno situate nel piano

BAa ; epperd non potranno incontrare il piano HS che
secondo la retta ab.
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ANGOLO DI UNA RETTA £ DI UN PIANO

PROPOSIZIONE X XIII.

TEOREMA. L'angolo aculo ADa formalo dalla rella AP
colla sua proiezione Ba sul piano MN, & minore dell'on-
golo ABD , che fa la siessa retta con un’ allra BD , che
passa pel suo piede nel piano.

Si prenda BD=DBa e si conduca, AD ;
due triangoli ABa , ABD , hanno il lato
AB comune, e Ba_BI) p(,r costruzione;
ma il terzo lato Aa del primo triangolo
& minore del terzo lato AD del secondo
- triangolo , perché Aa é perpendicolare
al piano MN e AD é un obbhqua dunque l'angolo ABz &
minore dell’ angolo ABD.

Scolio I. L'angolo acuto che fa una retta colla sua pro- -
iezione su di un piano, essendo I’ angolo minimo, I’ an-
golo ottuso & massimo.

Scolio II. L’ angolo acuto che fa una retta colla sua

proiezione sopra un piano, per la proprietd dimostrata ,
& chiamato angolo della relia col piano.

. PROPOSIZIONE XXIV.

TeorREMA. Dale due rette AB , CD non siluate in uno
stesso piano, 1.° Si puo sempre condurre una perpendi-
colare comune a queste due relle, 2.2 non se ne puo con-
durre che una Sola, 3.° essa ¢ la piw corta dislanza delle
due relle.

1. Da un punto A della retta AB, si tiri AL parallela
0__ 3 D a CD e si conduca per le due

f rette AB , AL il piano MN
[ i n parallelo a CD.
.A[ - R Da un punto qualunque
i ig D preso su di CD si abbassi
. ! DH perpendicolare al piano
N3 . MN e dal punto H si tiri HF
parallela a CD; infine da
F si tiri OF parallela a DH; FC sard una perpendlcolar .
comune alle due rette.
Infatti , la FC, qual parallela a DI , é perpendicolar

M
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al piano MN e quindi anche alle due rette AB , FH che
passano pel suo piede in questo piano; e per conseguen-
za sard pure perpendicolare a CD parallela ad FH.

2.9 FC é la sola perpendicolare comune ; poiché, se si
supponesse che unaltra retta IK fosse perpendicolare ad
AB e CD, essa sarebbe anche perpendicolare alla retta,
KP parallela a CD, e quindi al piano MN (prop. 8); d’al-
tronde la retta IG parallela a DH é perpendicolare allo
stesso piano; e pero da un punto si potrebbero abbassare
due perpendicolari su di un piano. o= ="

3.9 FC é la piu corta distanza delle due rette; infatti ,
sia IK un’ altra retta che incontra AB e CD ; se 'si con-
duce IG parallela a DH, sard IG perpendicolare ad MN e
quindi minore di IK; ma IG=FC; dunque FC<IK.

~ Osservazione. — Allorché due retle non sono situate in

uno stesso piano, si chiama angolo di queste rette 1' an-
golo formato da una di esse con una parallela all’ altra
retta, condotta da uno dei suoi punti.

ANGOLI FORMATI DA PIANI. -

DEFINIZIONIL

1. Allorché due piani s’ incontrano , la figura che for-
mano questi piani, terminati alla loro intersezione co-
mune, si chiama angolo diedro.

L’ intersezione dei due piani chiamasi cosfola o spi-,
golo dell’ angolo diedro, ed i piani che lo formano ne
sono le facce. : :

Un angolo diedro s’ indica con quattro lettere ; due di
esse servono ad indicare la costola e le altre due rappre-
sentano le due facce. Bisogna aver cura di mettere nel
mezzo le due lettere che indicano la costola.

1I. Due angoli diedri si dicono uguali, allorché le loro
facce si possono far coincidere. .
B III. I’ angolo NAP, formato dalle perpendi-
colari NA, AP condotte nelle due facce dell’an-
golo diedro PMAN, in uno stesso punto della
costola MA , .é I’ angolo piano corrispondente
all’ angolo diedro.

L’ angolo piano cosi formato , é lo stesso per
¥ tutti i punti della costola; poiché, se al punto
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M si forma I'angolo piano CMB, le rette MC, AN, essen-
do parallele, perché situate in uno stesso piano, sono en-

trambe perpendicolari ad MA; similmente MB & parallela
ad AP, dunque CMB=NAP.

IV. Allorché un piano PB ne incon-
tra un‘altro MN, forma con questo due
angoli diedri adiacenti PABM, PABN.

Se questi angoli adiacenti sono u-

A guali, il piano PB dicesi perpendico -
: lare ad MN e gli angoli diedri uguali
si chiamano angoli diedri reff; o
dimostrerd che tutti gli angoli diedri

,B

retti sono uguali).

PROPOSIZIONE XXV.

TEOREMA. — Per una rella AB siluala nel piano MN

St pud sempre condurre un piano
4 perpendicolare ad NN e questonon
puo essere che un solo.
Corollario, Tutti gli angoli die-
dri retti sono uguali,

La dimostrazione di questo teore-
ma e del corollario essendo intera-
mente simile a quella data nel lj-
bro I, proposizione I, lasceremo al
lettore la cura d'imitarla.

PROPOSIZIONE XXVI.

TROREMA— Ogni piano che ne inconlra un' allro, [or-
ma con questo due angoli diedri aq!facem’-f la cut som-
ma & uguale a quella di dve angoli diedri relli.

Corollario. Se un piano e perpendlcolare gd un altro ,
questo secondo piano é perpendicolare al primo ( Vedasi

lib. I, prop. 2.).
PROPOSIZIONE XXVII.

TEOREMA. Se due angoli diedri CABD, GEFH sono u-
guali, 1 loro angoli piani CBD, GFH saranno vwguvali,
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In eﬁ'etti, si porti il secondo die-

A R
dro sul primo, in modo che EF
/\ /\ cada su di AB, il punto Fin B,
ed il piano EFG sul piano ABC
| ght Lanlf:gll EF(]} ABC essendo
retil prendera la direzione di
/1\ %’\ BC; ma per I' eguaglianza degli
Q D Lt 3.1'1"'011 diedri il piano EFH si ap-
plicherd su di ABD; e perﬁ) gli angoli EFH, ABD essendo
retti, FH coincidera con BD.

Corollario. L'angolo diedro retto ha per angolo piano
un angolo retto.

Pmche quando un piano e perpendicolare ad un altro,
gli angoli diedri adiacenti sono eguali ; e quindi gli an-
goli piani corrispondenti sono anche uguali; ma questi
sono adiacenti, dunque sono retti.

Reciprocamente. Se gli angoli piani CBD , GFH, che
corrispondono a due angoli diedri sono uguali, anche gl
angoli diedri sono uguali.

Infatti portiamo I angolo diedro GEFH sopra CABD,
in modo che 'angolo GFH S apphchl sul suo uguale OBD
la retta EF perpendmolare al piano GFH, coincidera con
AB che é perpendicolare al piano CBD ; e quindi i due
angoli diedri coincidendo sono eguali.

A / Si deduce da ¢id che quando I'an-

: golo piano ABC di un angolo die-

/ dro ADBC e retto, I’ angolo diedro

¢ anche tale. .

Poiché, se I'angolo ABC & retto,

1" angolo adiacente ABE & pure un

/ B u/ angolo retto; ed allora gli angoli

é ‘ / piani che corrispondono agli ango-

D 1i diedri ADBC, ADBE essendo u-

guali, ne sepue che anche i diedri sono uguali; e per con-
seguenza il piano ADB e perpendicolare a DBG

PROPOSIZIONE XXVIII.

TEOREMA. Due angoli diedri CABD, GEFH stanno /7@

éo;g nello stesso rapporto det loro angolz piani CBD,
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Suppongasi che i due an-
goli diedri abbiano una co-
mune misura, e che dividen-
do CABD in tre parti uguali,
GEFITcomprenda quattro di

H quesle parli: si avrs

CABD
GEIH™

3
4

Si conducano i piani CBD, GFH, rispettivamente per-
pendicolari alle costole AB, EF; questi piani taglieranno
le facce di divisione secondo le rette BC, BM,... FG, FP,
FR... rispettivamente perpendicolari ad AB ed EF, e con
cio gli angoli piani CBM , MBN... CFP, PFR... risulte-
ranno uguali come corrispondenti a diedri uguali; ma
CBD contiene tre di questi angoli, e GFH ne contiene
quattro, dunque si avra pure

CBD 3
GFH  4;

ed infine

CABD CBD
GEFH GFH

Se i due angoli diedri non avessero una comune misu-
ra, si farebbe vedere col solito ragionamento per assurdo
che la proporzione sussiste sempre.

Scolio. Risulta da questo teorema che se si vuole mi-
surare un angolo diedro D, cioé trovare il rapporto di D
ad un angolo diedro preso per unita (I'angolo diedro ret-
to, per esempio), basterd cercare il rapporto dell’ angolo

piano di D all’ angolo retto.
PROPOSIZIONE XXIX.

TEOREMA; La relia AP essendo perpendicolare al pia-
no MN, ogni piano APB condollo per AP, sard perpen-
dico lare al ptano MN.
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Sia BO I"infersezione dei piani AB, MN-
R se nel piano MN si tira PD perpendicola.
re a B, la retia AT essendo perpendico-

| lare al piano MN, sard perpendicolare 2
0 N ciascuna delle due rette BC, PD: ma I'an-

. N 5 i:;n:n ‘EPD rn’r.nml.o eln_llc due perpendicolari

m\. \| . PA, PD all’ intersezione comune Bp , Mi-

1 sura I angolo dei due piani AB, MN: dun-

que siccome quest’ angolo é retto, cosii due piani sono
perpendicolari fra loro.

Scolio. Allorche tre rette come le AP » BP, DP sono

perpendicolari fra loro, ciascuna di queste rette é per-

pendicolare al piano delle altre due, ed i tre piani sono
perpendicolari fra loro.

PROPOSIZIONE XXX,
ot |

TEOREMA. Se un piano AB é perpendicolare ad un ai-
iro piano MN | ogni relia PA condotig nel primo per-
vendicolarmente alla comune inlersezione PB , risulla
perpendicolare all’ aliro piano MN.

Poiche se nel piano MN si tira PD per-
pendicolare a PB, I'angolo APD sara retto
per essere i piani perpendicolari fra loro;
e quindi la retta AP essendo perpendico-
c N lare alle due rette PB, PD, & perpendico-
PN\ y lare al loro piano MN. | .

\  Corollario. Se il piano AB & perpendi-

B colare al piano MN, e da un punto A del
primo si abbassa una perpendicolare sul piano MN, que-
sla perpendicolare stara nel piano AB; poiché se ¢id non
fosse, si potrebbe sempre dal punto A condurre nel pia-
no AB una perpendicolare AP all’ intersezione comune
BP, la guale dovendo essere contemporaneamente per-
pendicolare al piano MN, ne seguirebbe che dallo stesso
punto A si potrebbero abbassare due perpendicolari sul
piano MN, il che é impossibile.

PROPOSIZIONE XXXI.

TEOREMA. Se due plani AB, AD sono perpendicolart
ad un lerzo MN , la loro intersezione comune AP sard
verpendicolare a questo terzo piano.

-
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v Poiché se da un punto A preso |
\n sull’ intersezione si abbassa una
perpendicolare sul piano MN, que-
N

ffL b sta deve trovarsi contemporanea-
B mente nel piano AB e nel piano
i l /"E AD; e percid essa é la loro inter-
- p\ sezione comune AP.
a ;

N

PROPOSIZIONE XXXII.

TEOREMA. Se due piani ABC, DEF sono paralleli, ogni
piano MN perpendicolare ad ABC & perpendicolare al
piano DEF.

Infatti, se nel piano ABC si tira la retta AG perpen-
dic&lare a BC, questa sard pure perpendicolare al pia-
no MN. :

A v Se inoltre per la retta AG si con-
/ duce un piano , questo tagliera il
piano DEI' secondo una retta HD

parallela ad AG e quindi perpendi-
colare al piano MN; dunque-il piano

/ G /H N DEF che passa per questa retta e
. / perpendicolare al piano MN. |

B B

F

BE

PROPOSIZIONE XXXIII.

TEOREMA. Ogni punto M preso sul piano bisetlore del-
I angolo diedro CABD, & ugualmente distanle dalle due

facce di quest angolo diedro.

Se dal punto M si abbassino le rette

MP, MQ rispettivamente perpendicola-

" ri alle facce ABC, ABD, il piano PMQ
§> che passa per esse essendo perpendi-

1,< colare alle facce ABC, ABD, é perpen-
dicolare alla loro intersezione AB ; e

3 percio tagliera i piani ABC, ABL,
P | ABD secondo tre reite HP , HM , HQ
p perpendicolari ad AB.

Cio posto, 1 triangoli rettangoli

L
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PMH. OM1T, avendo I'"ipotenusa MH di comune e gli an- -
goli MHP , N1IQ , che misurano gli angoli diedri CABL
DABL, uguali; sono uguali, e per conseguenza MP=H().

Reciprocamende. Se un punto M situato nell’ interpo
dell' angolo diedro CABD, & uvgualmente distante dalje
due facce dell'angolo diedro, questo punto appartiene al
piano bisettore.

In effetti, conducendo come precedentemente, il piano

D Q, . PMQ e le rette HP, HM, HQ; i trian-
y \ /1A goli rettangoli MHP, NHQ avranno
- /< 'ipotenusa MH di comune ed i lati

( / N MP, MQ uguali per ipotesi; dunque

questi triangoli sono uguali, e per
conseguenza gli angoli MHP, MH()
chemisuranogliangoli diedriCABM

\ / " DABM risulteranno uguali.
N Corollario. 11 lnogo geometrico
[ /A W N dei punti ugualmente distanti daf
c i 5 due piani indefiniti FAC, DAE si

compone dei piani MN, PQ bisetto-
ri degli angoli diedri adiacenti formali dai due piani da-

ti. ¥ 4’ altronde facile riconoscere che questi piani bi-
settori sono perpendicolari fra loro.

DEFINIZIONI

I. Si chiama angolo solido o poliedro la figura formata
da piu piani che si tagliano in uno stesso punto.

II. Le intersezioni dei piani sono le costola dell'angolo
solido ; il punto d’incontro delle costole ne & il vertice,

Gli angoli formati dalle costole chiamansi facce o an-
goli piani dell'angolo solido. | e

III. Allorché il numero dei piani & uguale a tre, I' an-
golo solido si chiama angolo iriedro.

IV. Noi non consideremo che gli angoli solidi convessi,
cioé quelli che sono situati interamente dalla stessa par-
te di una delle loro facce prolungata.

V. Dato un angolo solido SABCD , se si prolungano le
costole SA, SB...., al di 14 del punto S, si forma un nu
vo angolo solido che si dice simmelrico del primo.

E evidente che questo nuovo angolo solido ha gli stes:
sl angoli piani e gli stessi angoli diedri del primo.
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Sia ASC=DTF,I'an-
golo diedro SA=NDT
T e I' angolo diedro

- SC=TF,
/ Facciasi coincide-
Fd re la faccia DTF ¢ol-
v/ r la 8ua uguale ASC ;
perl'eguaglianzade-
gli angoli diedri SA

e TD, SC e TT, i piani DTE, FTE andranno ad applicar-
si rispettivamente sulle facce ASB, CSB; e perd la costo-
la TE unica infersezione dei primi coincidendo con SB,
1 due angoli diedri avranno tutte le loro parti uguali.

Se ¢li angoli diedri uguali fossero inversamente situa-
ti per rapporto alle facce uguali, si sovrapporrebbe I’an-
golo triedro T al simmetrico del triedro S, e si giunge-
rebbe allo stesso risultato.

PROPOSIZIONE XXXVI.

TEOREMA. Se due angoli triedri hanno le facce rispet-
tivamenle uguali, gli angoli diedri opposti alle facce u-
guali saranno uguali fra di loro. |

Sia ASB=DTE, ASC=DTF, BSC=ETF.

Si prendano le sei
lunghezze uguali SA ,
SB, SC, TD, TE, TF,
e si tirino le retteAB,
AC, BC, DE, DF, EF.
ItriangoliisosceliSAB
TDE sono uguali aven-
B do un angolo uguale

compreso fra lati uguali; lo stesso avviene dei triangoli
SBC, TEF, non che dei triangoli SAC, TDF; e perd i due
triangoli ABC, DEF avendo i tre lati rispettivamente u-
guali, risulteranno uguali, . .

Cid posto, per un punto M della costola SA si condu-
cano nei piani delle facce SAB, SAC le rette MN, MP
perpendicolari ad SA; queste rette incontreranno 1 lati
AB ed AC, percheé i triangoli SAB, SAC essendo isoscell,
gli angoli della base SAB, SAC sono acuti ; si tiri infine

]a retta NP.




Si prenda inoltre DG=AM, e si ripeta nel secondo trie-
dro la costruzione precedenie. |

- Itriangoli rettangoli AMN, DGK, essendo eguali per
essere 1l lato AM=DG e I'angolo aculo MAN=GDK, sara
pure AN=DK ed MN=GK. Similmente si dimostrerebbe
che MP=GU ed AP=DII.

Ora anche i triangoli PAN, HDK sono uguali, avendo
un angolo uguale compreso fra lati uguali, d’ onde se ne
conchiude NP=KH; e per0 i triangoli NMP, KGH, aven-
do i tre lati rispettivamente uguali, sard I'angolo NMP,
che misura il diedro , SA eguale a KGH che misura il
diedro TD. $ ,

Scolio. Se 1 due angoli solidi hanno inoltre le loro fac-
ce similmente disposte, essi saranno uguali per sovrap-
posizione; nel caso contrario, essi saranno simmetrici.

PROPOSIZIONE XXXVII.

TEOREMA. Allorcheé da un punto F preso sutla costolo
ai un angolo diedro AB, s'innalza sulla faccia AC una
perpendicolare dalla parte del piano ABC dove si dirige
la faccia ABD, e sulla faccia ABD una perpendicolare
FE dalla parte del piano ABD dove si dirige la faccia
ABC, ' angolo EFG & il supplemento dell’ angolo piano
che misura 'angolo diedro. N

a Infatti, le due rette EI, G perpendi-
colari ad AB, determinano un piano
perpendicolare ad AB, che tagliando le
due facce dell’angolo diedro secondo le
rette I, F'H entrambe perpendicolari
ad AB, I’angolo IFII misurera 'angolo
diedro. Cra FG essendo perpendicolare
al piano ABC, si ha GFI=Iret, e per la stessa ragione
'EFH:_.Iret; e peI'fJ, sommando, sl avra GFI-t—EFI‘I :—‘)“et, O
EFG+IFH=2ret. . -

PROPOSIZIONE XXXVIII.

TrorREMA. Allorché dal vertice di un awgolo lriedro
SABC §' innalza sopra 0Jni faccia una perpendicolare
dalla parte del piano di questa faccia dove lrovast la
terza costola, l'angolo [riedro che ha per costole quesle
Ire perpenazcozari, e langolo (riedro dalo sono supple~

Braxcurr—Elem. di Geomelria. 13
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meniari. (Due angoli triedri st dicono supplemenlari ,
allorche oli angoli piant dell’uno sono 1 supplemenli de-
gli angoli che miswrano gli angolt diedridegl’allri.

Sia SO’ perpendicolare alla faccia
ASB dalla stessa parte del piano ASB
dove si trova la costola SC; SB' per-
pendicolare alla faccia ASCdalla par-
te del piano ASC dove trovasi la co-
stola SB; infine sia SA’ perpendico-
lare al piano CSB dalla partedi que-
sto piano dove trovasila costola SA.,

1.° La retta SC’ essendo perpendi-
colare al piano ASB dalla parte di questo piano dove tro-
vasi la faccia CSB, ela retta SA’ essendo.perpendicolare
al piano CSB dalla parte di questo piano dove trovasi la
faccia ASB, sara(prop.-37) I'angolo C'SA' il supplemento
dell’angolo corrispondente all’ angolo diedro SB. Si ve-
drebbe similmente che 1" angolo C'SB’ é il supplemento
dell’ angolo che corrisponde all’ angolo diedro-SA e che
A'SB’ & il supplemento dell’ angolo che misura I'angolo
diedro SC. Dunque 1.° gli angoli piani di SA'B'C’ sono i
supplementi degli angoli diedri di SABC.

2.9 La retta SA’ essendo perpendicolare al piano CSB,
¢ perpendicolare ad SC; la retta SB’ perpendicolare al
piano CSA, é perpendicolare ad SC, dunque la retta SC
¢ perpendicolare al piano A’SB’; inoltre essendo SC’ per-
pendicolare al piano ASB e trovandosi dalla parte di
questo piano dove trovasi SC, I'angolo CSC’ & acuto ; e
poiché SC é perpendicolare ad A’SB’ e forma con SC' un
angolo acuto , se ne conchiude che SC rimarra situata
dalla parte del piano A'SB’ dove trovasi SC'. ..

Si vedrebbe similmente che SB é perpendicolare al pia-
no A'SC’ dalla parte di questo piano dove trovasi SB, e.
che SA é perp ndicolare al piano C'SB’' dalla parte di
questo piano dove trovasi SA’; o pilt brevemente, che
I'angolo SABC é costruito per mezzo di SA’B'C’ nella stes-
sa guisa che quest’ultimo & stato costruito per mezzo di
SABC: e perd gli angoli piani di SABC sono i supplementi
degli angoli diedri di SA'B'C".

| 'PROPOSIZIONE XXXIX.
TEOREMA. Se due angoli lriedri hanno gli angoli die
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art rispeltivamente uguali , essi hanno anche le facce
wuguwali ciascuna a ciasecuna.

Sieno S eod S’ i due angoli triedri dati,'T e T gli angoli
triedri supplementari, -

Siccome S ed 8" hanno i loro angoli diedri ugnali, cosi
gli angoli triedri T e 1" avranno le loro facce rispettiva-
mente uguali, e per consegnenza i loro angoli diedri sa-
ranno pure uguali (prop. 30).

Infine, gli angoli triedri T ¢ 1" avendo i loro angoli
driedri uguali, gli angoli triedri 8 ¢ § avranno le loro
facce eguali. )

Secolio. Se le facce vguali dei due triedri sono simil-
-mente disposte, gli angoli triedri saranno uguali per so-
vrapposizione; in caso contrario saranno simmetrici.

PROPOSIZIONE XL.

TEOREMA. Se un angolo s¢lido é forimalo da tre an-
goli piani, la somma di due qualunque di Questi angoli
sara maggiore del terzo. :

E evidente che non vi & luogo a dimostrare la propo-
sizione che solamente quando I'angolo piano che si para-
gona alla somma degli altri due é maggiore di ciascunoc
di essi. '

Sia dunque I'angolo solido S formato dai tre angoli

54 piani ASB, ASC, BSC e supponia-

/ mo che 1' angolo ASB sia il pit

grande dei tre; io dico che si avra
ASC<ASC+CSB.

nl & Nel piano ASB si faccia 1'ango-

i e I 1o BSD=BS(, si tiri ad arbitrio l1a

retta ADB, e presa SC=SD, si con-
0 ducano AC, BC.

Essendo SD=SC e 'angolo BSD=BSC, i due triangoli
BSD, BSC sono uguali; e sard BD=BC, Ma si ha AB<AC
+BC, e togliendo da una parle BD © dall’ altra la sua u-
guale BC, rimane AD<AC; e perd i due triangoli ASD ,
ASC avendo i due Jati AS, SD uguali ai due AS, SC , ed
il terzo lato AD minore di AC, sard 1" ancolo ASND<ASG,
edaggiungendo BSD=BSC,siavra ASD+BSDo ASB<ASC
+BSC.
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PROPOSIZIONE XLI

TEorEMA. La somma degli angoli piani che formano
un angolo solido convesso ¢ sempre minore di quallro
angoli relli.

8

S1 tagli I'angolo solido S con un
piano ABCDE che incontra tutte le
costole ; e da un punto O preso in
questo piano si conducano a tutti i
vertici le rette OA, OB, 0C, OD, OE.

La somma degli angoli dei trian-
goli ASB, BSC, ete. formati intorno
al vertice S, equivale alla somma
degli angoli dello stesso numero di
triangoli AOB, BOC, efc., formati
intorno al vertlce 0. Ma al punto B
gli angoli ABO, OBC presi insieme, formaro I’.angolo
ABC minore della somma degli angoh ABS, SBC (prop.
40); similmente al punto C si ha BCO+OCD_<BCS+SOD
¢ cosi per tutti gli angoli del poligono ABLDE ; dunque
nei triangoli di cui il vertice é in O, la somma degll an-
goli alla base essendo minore della somma degh angoli
alla base dei triangoli che hanno il vertice in S, deve
essere, per compensazione, la somma degli angoli fm mati
intorno al punto O maggiore della somma decrll angoli
formati intorno al punto S. Ma la somma derrh fmaoh
intorno al punto O é nguale a quattro angoli rettl e perb
la somma degli angoli piani che formano l'angolo solido
S ¢ minore di quattro angoli retti. -

PROPOSIZIONE XLII.

TEOREMA. 1.9 In ogni ango!o iriedro , la somma dei
lre angoli diedri ¢ e compresu fra R relli e 6 retli: 2.° il
minore angolo diedro aumentato di duer elti é maggiore
della somma degli allri due.

1.0 Sieno @, b, ¢ i tre angoli diedri dell'angolo triedro
dato, ﬁeA » B, O le facce dell angolo triedro supplementare.

Si ha:

a=2r—A, b=2r-B, ¢=2r-C,
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donde, sommando, ricavasi

a+b+e=0"—(A+B+0).

Inoltre la somma A+B+C ¢ maggiore di zero ed & mi-
nore di 47¢t, dunque la somma a+-b-+¢ é minore di 6 retti
ed @ maggiore di due retii. . ,

2.9 Essendo a, b, ¢ gli angoli diedri dell’angolo triedro
dato, ed « il piu piccolo, saranno 2"—a, 2r —b, 2r—c le
facce dell'angolo triedro supplementare, di cui 2r—g é la
maggiore; e si avrd in virtu del feorema 40:

or-a < 2 b42r—c;

-donde, aggiungendo da una parte e dall’ altra b+c+a e
togliendo 2%, ricavasi

b+c< 2r+a.
PROPOSIZIONE XLIII.

TEOREMA. Per formare un angolo solido iriedro con
tre facce date, é necessario e sufficiente che la somma
delle tre facce sia minore di quattro, retti ¢ che la mag-
giore sia piw piccola della somma delle allre due.

Avendo di gia veduto che queste condizioni sono ne-
cessarie, resta a dimostrare che esse sono sufficienti.

Sieno BSC, ASB, DSC le tre fae-
ce date che supporremo situate su
di uno stesso piano, e sia B C la
maggiore.

Col punto S come centro e con
un raggio arbitrario S4, si deseri-
va una circonferenza, e si abbassi-
_ no dai punti A e D le rette Aa, Da
perpendicolari a SB ¢ ad SC. _ . .

L'angolo BSC essendo il maggiore dei tre, BC sara pin
grande di ciascuno degliarchi BA, CD; e siccome Ba=BA,
cosi si vede che il punto a cade fra B e C ; lo stesso av-

viene del punto d. ' )
Si ha inoltre per ipotesi

RSC< ASB+CSD,

€ per conseguenza :
BC< +AB+CD;
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dunque siccome Ba=BA e Cd=CD, cosi il punto a trovasi
sull’arco BC alla destra di 4.

Infine la somma delle tre facce date essendo minore di
L retti, il punto D si trovera dopo del punto C sulla cir-
conferenza percorsa a partire dal punto A nel senso ABC.

I1 punto @ essendo cosi situato fra A ed @ ed il punto
a fra d e D, le corde Aa, Dd si taglieranno nell’ interno
della cwconl‘erenza

Cio posto, s’innalzi dal punto O una perpendlcolare
OM al piano BSC; e nel piano IOM si descriva col punto
I come centro, e con AI per raggio, una circonferenza
che tagliera OM in un punto M. e si conduca MS ; dico
che 1" angolo triedro SBMC é quello formato con le tre
facce date.

Infatti, tirate MI ed MI, i triangoli ASI, MIS rettan-
goli in I, hanno SI di comune ed A!'=IM: dunque essi so-
no uguali, ¢ si ha 'angolo ASI=ISM. Similmente i trian-
goli rettangoli MSI, DSIK sono uguali, perche il lato SK
é comune ed i lati SD, S\ sono vuguali tutti e due a SA,
dunque I’angolo -MSK==DSI.

Scolio. Per formare un angolo triedro con tre angoli
diedri dali @, 0, ¢, ¢ necessario e sufliciente che la loro
somma sia compresa [ra 2 retti e 6 retti e che il pit pic-
colo aumentato di 2 retti, sia macgiore della somma de-
gli altri due.

Si sa gid che quéste condizioni sono necessarie; e dip-
piu esse sono suflicienti; poiche si puod facilmente vedere
che, quando queste condizioni sonosiverificate, si pud co-
- struire I'angolo triedro supplementare con le facce 2r—
a, 2r-b, 2r—c; e quindi si potra anche costruire un an-
golo triedro con i tre angoli diedri a, 0, c.
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DEI POLIEDRI,

DEFINIZIONI.

I. Si chiama solido poliedro o semplicemente poliedro,
ogni solido terminato da piani o da facce piane. (Questi
piani sono necessariamente terminati da linee rette). Si
chiama in particolare lefraedro il solido che ha quattro
facce; esaedro quello che ne ha sei; ollaedro quello che
ne ha otto; dodecaedro quello che ne ha dodici, icosacdro
quello che ne ha venti, ete.

Il tetraedro € il piu semplice dei poliedri; poiché vi
bisognano almeno tre piani per formare un angolo solido,
e questi tre piani lasciano uno spazio vuoto che per es-
sere chiuso esige almeno un quarto piano.

11. L'intersezione di due facce adiacenti diun poliedro,
<i chiama lalo o costola del poliedro.

I1I. Chiamasi poliedro regolare quello che ha per facce
poligoni regolari uguali ed ha tutti gli angoli solidi u-
guali fra loro. Questi poliedri sono in numero di cinque
(Vedi l'appendice at libri VIeVII).

1V. 1l prisma & un solido di cui tutte le facce laterali
sono parallelogrammi ed é terminato da ambo le parti
da due poligoni uguali e paralleli

Per costruire questo solido sia ABCDE un poligono
qualunque ed MN un piano parallelo ad ABCDE.

Dal punto A si tirila retta AF che incontra il piano

MN in F; dai punti B, C, D, E st

- conducano le parallele ad AF fl-

A ¢ .- :
no all’incontro dello stesso piano
< MN ; ed infine si congiungano i

E D s
| punti d'incontro per mezzo delle
rette FG, GII , HI : dico che il
EZu _solido compreso dai due poligo-

m/ T ENr ni ABCDE, FGHIK é un prisma.
Infatti, essendo AF e GE ugua-

G| li e parallele, ne segue che la

f‘lé_ﬁi‘_é_.&EGF ¢ un parallelogrammo; per la stessa ra-
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allelogrammo; per la stessa regione tutte le altre facce
Iaterali sono parallelogrammi; ed in quando ai due 'poli-
coni ABCDE, I'GHIK, essi avendo i loro lati uguali e pa-
ralleli, sono uguali.

V. I poligoni uguali e paralleli ABCDE . FGHIK chia-
mansi le basi del prismay gli aliri plani parallelogrammi
presi insieme costituiscono la superficie laterale o con-
vessa del prisina, e le rette uguali AI®, BK, CI, etc. chia-
mansi /ai? del prisma.

VI. L' altezza di un prisma é la distanza delle sue due
basi o la perpendicolare abbassata da un punto della base
superiore sul piano della base inferiore. '

VII. Un prisina e retlo allorché i lati AF, BK, ete.,
sono perpendicolari ai piani delle basi, ed in tal caso
ciascun lato ¢ uguale all’ altezza del prisma (*). In ogni
altro caso il prisma € obbliquo e I’ altezza ¢ minore del
lato.

VIII. Un prisma e triangolare, quadrangolare, penta-
gonale, esagonale, etc., secondo che la base é un trian- -
golo, un quadrilatero, un pentagono, un esagono, etc.

I1X. 11 prisma che ha per base un paral-
lelogrammo, ha tutte le sue facce paralle-
logramme, e si-chiama parallelepipedo. -

1l parallelepipedo é retto allorcheé le co-
stole sono perpendicolari alla base.

Se inoltre la base & un rettangolo, il
parallelepipedo si dice retiangolo., ed é evidenle che in
questo caso tutte le facce sono rettangoli (**). '

X. Fra i parallelepipedi rettangoli, si-
distingueil cubo o esaedro regolare, com-
posto di sei quadrati uguali.

XI. La piramide é il solido che nasce
dall’ unire un punto S con tutti i vertici
di un poligono piano ABCDE

(*) Nel prisma retto le facce sono rettangoli in luogo di pa-
rallelogrammi, . N. del Trad.
(**) Anche il parallelepipedo retto ha le facce rettangolari,
ma le basi sono parallelogrammi : mentre nel parallelepipedo
rettangolo anche le basi sono rettangoli. :
N. del Trad.
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Il poligono ABCDE si ¢'iama base
della piramide, il punto S é il vertice,
e 1"assicme dei triangoli ASB, BSC,
etle., forma la superficie convesse o la-
lerale della piramide.

XII. I’ altezza della piramide é Ia,
perpendicolare abhassata dal vertice
sul piano della base, prolwngato se oc-
B s

corre.
AllL. La piramide ¢ iriangolare, quadrangolare, etc.,
secondo che la base ¢ un triangolo, un quadrilatero, etc.
XIV. Una piramide & regolare allorché Ja base é un
poligono regolare, e nello stesso tempo la perpendicolare
abbassata dal vertice sul piano della base passa pel cen-
iro di questa base ; questa retta si chiama allora asse
della piramide. )
XV. La diagonale di un poliedro é la relta che unisce
i vertici di due angoli solidi non adiacenti.

I poliedri che noi considereremo sono tali che il piano
di una faccia qualunque rimane tutto il solido da una
stessa parte, in tal caso le superficie di questi poliedri si
dicono convesse, ed i poliedri stessi si chiamano poliedri

convesst.,

PROPOSIZIONE L

TEOREMA. Due prismi sono uguali allorché hanno un
angolo solido compreso fra lre [acce rispellivamente u-

guali e similmenle disposte.
Sia la base ABCDE uguale

alla base abede, 11 parallelo-
grammo ADBGEF uguale al
parallelogrammo abgf ed il
parallelogrammo BCHG u-
guale al parallelogfammo
behgy dico che il prisma
ABCI sard uguale al prisma
abcet.,

'B Poiché, se si situa la base
ABCDE sulla sua uguale abede, queste due hasi coincide-
ranno: ma i tre angoli piani che formano I'angolo solido
B sono uguali rispettivamente ai tre angoli piani che for-
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mano ' angolo solido b, cioé ABC=abc, ABG=abyg, e
GBC=gbc, ed inoltre questi angoli sono similmente
disposti; dunque gli angoli solidi Be b sono uguali, e per
-conseguenza il lato BG cadra sul suo uguale bg ; simil-
mente si dimostrache per iparallelogrammiuguali ABGF,
e abgf, il lato GF deve cadere sul suo uguale gf come pu-
re GH su di g, e pero la base superiore FGHIK coinci-
dera interamente colla sua uguale fghik ed i due solidi
si confonderanno in un solo.

Osservazione. Se 1 prismi sono retti, il teorema prenas
de la seguente forma molto piu semplice. :

Due prismi relli che hanno basi uguali ed allezze w-
quali sono uguali.

Infatti, portandolabase abede sulla sua uguale ABCDE,
I’ altezza by coincidera con I'altezza BG, come pure ch -
coincidera con CI, e cosi di seguito: dunque i due pri-
smi coincideranno

PROPOSIZIONE II.

TEOREMA. In ogni parallelepipedo , le facce opposte
sono uguali e parallele.

v A8 Secondo la definizione di questo soli-
do, le basi ABCD. EFGH essendo paral-
lelogrammi uguali e paralleli; resta a
dimostrare che lo stesso avviene per
;  due facce laterali opposte, come AEHD,

. BEFGC. Infatti, per essere ABCD un pa-
rallelogrammo, sara AD uguale e parallela a BC, per una
ragione simile AE é uguale e parallela a BF; dunque 'an-~
golo DAE é ugusle all"angolo CBF ed il piano DAE é pa-
rallelo a CBF , e percid anche il parallelogrammo DAEH
é uguale al parallelogrammo CBIG. Si dimostrera simil-
mente che i parallelogrammi opposti ABFE, DCGH sono
uguali e paralleli. :

Corollario. Siccome il parallelepipedo é un solido com-
preso fra sei parallelogrammi di cui gli opposti sono u-
guali e paralleli, cosi ne risulta che una faccia qualun-
que e la sua opposta possono essere prese per basi del
parallelepipedo. ’

Scolio. Date tre rette AB, AE, AD che passano per uno
stesso punto A, e fanno fra loro angoli.dati, si pud sopra

Pty PP
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di esse costruire un parallelepipedo. Per ¢io fare biso

nera condwrre per estremitd di ogni retta un piano
parallelo al piano delle altre due ; cioé, dal punto B un
piano parallelo a DAI, dal puntoDun piano paralleloa BAE
e dal punto I un piano parallelo a BAD; gl incontri
scambievoli di questi piani formeranno il parallelepipedo
richiesto.

PROPOSIZIONI I11.

TEOREMA. In ogni parallelepipedo , le diagonali si la-
gliano scambievolmente in due parli uguali.

Infatti, condotte due diagonali EC, AG siccome AE &
uguale e parallela a CG, cosi la (igura AEGC é un paral-
lelogrammo, e percio le diagonali EC, AG si tagliano

B H scambievolmente in due parti uguali. Si
dimostrera similmente che la diagonale
EC ed un’ altra DF si tagliano anche in

. due parti uguali ; dunque le quattro dia-

Al L D gonali sitaglieranno scambievolmente in
A due parii uguali e nello stesso punto.

B C Questo punto O chiamasi centro di figu-

ra del parallelepipedo, perche ogni retta MON che passa
per questo punto e termina da una parte e dall’altra alla
superficie del solido, rimane divisa al punto O in due
parti uguali.

Infatti , condotte le rette MH , NB ; i triangoli MOH ,
NOB avranno il lato OH uguale al lato OB, I'angolo MOH
uguale all’angolo NOB, e I’angolo MHO=O0BN per le due
rette MH, NB parallele come intersezioni di due piani pa-
ralleli con un terzo. Essendo dunque uguali i triangoli,
sara OM=ON. '

PROPOSIZIONE 1V.

. TEOREMA. In ogni prisma ABCI , le sezioni NOPQR ,
STVXY, fatle da piani paralleli, sono poligoni uguali.
Infatti, ilati NO, ST sono paralleli, come interse
zioni di due piani paralleli con un terzo piano ABGF;
ma questi stessi lati sono compresi fra le parallele NS,
ST che sono lati del prisma, dunque NO ¢é uguale ad
OT. Per unasimile ragione i lati OP PQ, QR etc., della se-
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zione NOPQR sono ugnali rispellivg .
mente ai lali TV, VX XV, rie, dellg
sezione STVXY. Inoltre i Jati ngnali es-
sendo nello stesso tempo paralleli | e
segue che gli angoli NOP, 0P . ete. ,
della prima sezione sono uguali rispetti-
vamente agli angoli STV | TVX | ete, ;
della secunda; e perd le due sezioni
NOPQR, STVXY sono ooligoni ugualj.

Corollario. Ogni sezione fatta in un
prisma parallelamente alla sua hase, &
uguale a questa hase.

PROPOSIZIONE V.

LTEOREMA. Il piano che passa per due lali opposti FDB,
DH del pamlfclepipedo AG, decompoue quesio parallele-
vipede in due prismi Iriangolari equivalenti.

Dai vertici B e F, si conducano per-
pendicolarmente al lato BF i piani
Cadc, Fehg,che incontreranno dauua
parte in a. d,c e dall’altraine, 2, ¢
i tre altri lati AE, DH, CG dello stesso
parallelepipedo; le sezioni Bade, Fehy
saranno parallelogrammi uguali ; in-
fatti queste sezioni sono uguali, per-
che fatte da piani perpendicolari ad
una stessa retta e per conseguenza
paralleli ; e sono parallelogrammi
perché due lati opposti aB , dc di ona
stessa sezione sono le intersezioni di due piani paralleli
ABFE, DCGH con un terzo. -

Per una simile ragione, la figura Bael' ¢ un paralle-
lograwino come pure le altre facce laterali BFge, cdhg
adhe del solido Badc Fehg : dunque questo solido € un
prisma ed e retto, perche il Jato BI* é perpendicolare al
piano della base .

Cio posto; se per i due spigoli BF, DH si [a passare un
piano, questo dividera il prisma retto B2 in due prismi
triangolari retti aBdeF2, BdeFhg ed il prisma obbliquo
in due prismi triangolari obbliqui: ora io dico che il pri-
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sma triangolare obbliquo ABCDII & equivalente
sma triangolare retto alddel ).

Infatti, questi due prismi avendo una parte comune
ABDZel, rimarrd a dimostrare che le rimanenti parti ,
cio¢ 1 solidi BaADd, Felill sono equivalenti fra loro.

Ora, in virtd dei parallelogrammi ABFE , aBFe i lati
AL, ae, essendo uguali alla loro parallela BIf, sono ugua-
li fra loro, e perod togliendone la parte comune Ae resto-
ra Aa=Ce.

- Si dimos{rerd similmente che Dd=Hx.

Dopo di eid, per operare la sovrapposizione dei due so-
lidi BaADd, Felillh, s'tmmagini la base Fen sulla sua u-
guale Bad, allora il punto e cadendo in «, ed il punto %
in d, 1lati eE, 4H, cadranno sui loro uguali uA, dD, es-
sendo essi perpendicolari allo stesso piano Bad. Dun-
que i due solidi dei quali si tratta coincideranno intera-
mente 'uno coll’altro e percid il prismaobbliquo BADFE!!
e equivalente al prisma retto BadFen. )

Si dimostrera similmente che il prisma obbliquo BDCF
'HG ¢é equivalente al prisma retto BdcFhg: ma i due pri-

smi retti BadFch, BdcFhg sono uguali fra loro, poiché
hanno la stessa altezza e le loro basi sono le meta di uno
stesso parallelogrammo (cor. I.). Dunque i due prismi
triangolari BADFEH, BDCFHG, equivalenti a due prisini
uguali, sono equivalenti fra loro.

Corollario I. Ogni prisma triangolare ABDHEF & la
meta de] parallelepipedo AG costruito con lo stesso an-
golo solido A, ed avente i medesimi lati AB, AD.

Corollario II. Ogni prisma triangolare obbliquo. e per
conseguenza ogni prisma obbliquo é equivalente ad un
prisma retto avente per base la sezione fatta perpendi-
colarmente alle costole del prisma (che si chiamasezione
retla) e per altezza una delle costole laterali del prisma.

al pri-

PROPOSIZIONI VI

Teorema. Due parallclepivedi AG, AL che hanno una base
comunc ABCD, e le loro basi superiori EFGH, IKLM situate

in wno stesso piano e comprese fra le stesse parallele X, HL,
s0n0 equivalenti.
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L Dico in primo luogo che ij
\ \ prisma triangolare AEIDIIM é
S NNC_“— 2R nguale al prisma triangolare
BIKCG],

Infatlti, essendo AE ugnale
a BI' come lati opposti di un
parallelogrammo, Al uguale a
BK per la siessa ragione; e glj
angoli EAL, FBI uguali per avere i lati paralleli; i trian-
goli BAL, I'BK sono uguali,
~ Inoltre i parallelogrammi A1, BG sono uguali-come
facce opposte di un parallelepipedo, ed i parallelogrammi
IH, KG sono uguali perché EH=FG, EI=FK e I’ angolo
HEI=GFK; e pero le ire facce che s'intersecano in E es-
sendo rispettivamente uguali alle facce che s’interseéano
in I, ne segue che gli angoli solidi E, F, per avere gli
angolipiani rispettivamenteuguali e similmente disposti,
sono uguali (prop. I.) e quindi anche i prismi AEIDHM,
BFKCGLsaranno uguali.

Ora se dal solido AL si toglie il prisma AEM, rimane
il parallelepipedo AIL, e se dallo stesso solido AL si to-
glie il prisma BFL, rimane il parallelepipedo AEG; dun-
que € vero che i due parallelepipedi AIL, AEG sono equi-
valenti fra loro.

PROPOSIZIONE VII. -

TeoreMA. Duce parallelepipedi della stessa base e della stessa
altezza sono equivalenti.

o = I G Sia ABCD la base comune
TR T dei due parallelepipedi AG ,
- WOROE. . SO . g AL, siccome essi hanno la

M B stessa altezza , cosi le loro
i x/ basi superiori EFGH, IKLM.

AP 4 debbono trovarsinello stesso

N & e piano.Inoltreperessereilali

- J(, EF, AB uguali e paralleli,

come pure IK e AB, sardEF

A 4 ¢ uguale e parallela ad IK ;

per una ragione simile GF &

~uguale e parallela ad LK: e perd se si prolunghino i lati

EF, HG come pure LK, IM fino a che gli uni e gli altri
formino collaloro intersezione il parallelogrammo NOPQ,
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e chiaro che questo parallelogrammo sara uguale a cia-
scuna delle basi EFGH, IKLM. Si potra dunque immagi-
nare un terzo parallelepipedo che, colla stessa base infe-
riore ABCD, abbia per base superiore NOPQ ; ed allora
questo terzo parallelepipedo sara equivalente tanto al
parallelepipedo AG (prop. 6); poiché avendo la stessa base
inferiore, le basi superiori sono comprese in uno stesso
piano e fra le parallele GQ, FN : quanto al parallelepipedo
AL per la medesima ragione. E quindi vero che i due pa--
rallelepipedi AG, AL che hanno la stessa base e la stessa
altezza, sono equivalenti.

PROPOSIZIONE VIIL

TrorEMA. Ogni parallelepipedo puo essere trasformato in un
parallelepipedo rettangolo equivalente che abbia la stessa al-
tezza ed una base equivalenic.

Sia AG il paralle-
lepipedo proposto;

G conducendo da'pun-
\ tiA, B,C,D le rette

AI, BK, CL, DM per- .
pendicolari al pia-
no della base, si
formera il paralle-
lepipedo ALequiva-
lente al parallelepi-
pedo AG, e di cui le facce laterali sono rettangoli; e pero
se la base ABCD ¢é pure un rettangolo, sara AL il paral-
lelepipedo rettangolo equivalente al parallelepipedo pro-
vosto AG. - ;

" Nel caso poi che ABCD non é un rettangolo, si condu-
cano AO, BN perpendicolari a CD, ed 1nr].1 OQ, NP per-
pendicolari allabase; si formera cosi il solido ABNOIKPQ
che sara un parallelepipedo rettangolo: giacché per co-
struzione, la base ABNO e la sua opposta IKPQ sono ret-
tangoli; come pure sono rettangoli le facce la!;er'ali,.per
essere le costole AL, 0Q efc., perpendicolari al piano
della base. Mai due parallelepipedi AP, AL possono con-
siderarsi come.aventi la stessa base ABKI e la stessa al-
tezza AO, dunque essi sono equivalenti, e perqi(’) il pa-
rallelepipedo AG che si era prima trasformato in un pa-
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rallelepipedo retto equivalente AL, si trovera nuovamente
trasformato in un parallelepipedo rettangolo equivalente
AP. che ha lia stessa altezza 'AI, e di cui la base ABNO &
equivalente alla base ABCD.

PROPOSIZIONE IX.

TeoreMA. Due parallelepipedi retiangoli AG, AL che hanno
la stessu base ABCD , stanno fra loro come le loro altezze
AE, AL .

Suppongasi in primo luogo che le g]-

k L tezze AE, Al stiano fra loro come due
\ numeri interi, per esempio, come 15 sta

F i |9 a8.Sesi divide AE in 15 parti uguali
2Nk, |, delle quali AL ne conterra 8, e dai punti
A :'_I’ di .di&_fisiune x, vy, z,ecte., si conducono
Al i dei piani paralleli alla base, questi piani
D, divideranno il solido AG in 15 parallele-

B "« Dpipedi parziali ghe saranno tutti uguali ,

_ avendo le altezze uguali per costruzione,
e le bas! uguali perché ogni sezione MIKI; fatta in un -
prisma parallelamente alla sua base ABCD ¢ uguale a
questa base (prop. 4). Ma di questi 15 parallelepipedi
uguali, 8 sono contenuti in AL, dunque anche il solido .
AG sta al solido AL come 15sta a 8, o come l'altezza AR
sta all’altezza Al.

Se le altezze AE e Al fossero incommensurabili, si di-
mostrerebbe come precedentemente(lib. II prop. 18), che
il loro rapporto sard sempre uguale a quello dei medesimi
parallelepipedi. :

Osservazione. In un parallelepipedo rettangolo, se ¢,
b, ¢ sono tre costole contigue, e si prende una di esse per
altezza, le due altre formeranno le due dimensioni della
base. : |

PROPOSIZIONE X.

TeoreMA. Due parallelepipedi rettangoli P'e P’ che hanno
una dimensione di comunc, stanno fra loro come i prodotti
delle altre due dimensioni ; o altrimenti due parallelepipedi
rettangoli della stessa altezza stanno fra loro come le basi.

Sieno a, b, ¢ le tre dimensioni del parallelepipedo P,
a’, ', ¢’ quelle di P, :
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Si costruisca un terzo parallelepipedo rettangolo P di
cui le dimensioni sieno a, b, ¢'.

I due parallelepipedi T e P” avendo due dimensioni

di comunea eb,stanno fraloro come le allezze ¢ e ¢';sic-
che si ha;

P e

— e e

P!—' (,r
Per la stessa ragione si ha

P”, h
P

Moltiplicando per ordine, ¢ dividendo per P” i due ter-
mini del primo rapporto, si ricava

P bx<c
b - .('1)

Si sa d’ altronde che le basi B, B’ dei due parallelepi-

pedi stanno fra loro come i prodottl b=c, b"<c' (prop. 4
del libro III); dunque anche:

P B -
) &

PROPOSIZIONE XI.

- TeoreMA. Due paralleledipedi 1eita1'zgoh Pe P stanno fra
loro come i prodotti delle loro basi per le loro aliczze, o come
t© prodotti delle loro tre dimensioni.

Siano H I’ altezza del parallelepipedo P, a e b le due
dimensioni della base B.

Siano similmente H' I altezza del parallelepipedo P’,
a' v’ le due dimensioni della base B’.

Sia finalmente P” un terzo parallelepipedo avente per
altezza H e per base B'.-

I parallelepipedi P e P” avendo la stessa. altezza, si ha
dal teorema precedente

P H
P |
Brancugr—Elem. di Geomelria. j R
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I parallelepipedi P e P' avendo la stessa base, si ha,
(pl‘op. 9) P _II
P a"

Moltiplicando per ordine e dividendo i due termini de]
primo rapporto per P", si ricava

P B >;<l{
F—B'Xli. # _ (1)

Si sa d’ altronde che le basi B e B’ stanno fra loro co-
me iprodotti axb, a'><d’,
dunque si ha pure

B><H_a><b><H

B><H  a's<t'><H">
donde si conchiude

P axbxH -
P a<b'<Hd &)

MISURA DEL PARALLELEPIPEDO RETTANGOLO.

Misurare un parallelepipedo rettangolo P significa tro-
vare il suo rapporto ad un altro parallelepipedo rettan-
golo P’ preso per unitd: ma dalla proporzione (2) si rica-
va che per ottenere questo rapporto bisogna valutare a,
b, H, a’, b', H con una stessa unitd lineare e dividere il
prodotto dei tre primi numeri per il prodotto degli altri
tre ; e perd questo calcolo diverra molto pitl semplice
coll'assumere per unita del volume P’ il cubo che ha per -
lato I’ unita lineare ; poiché allora i numeri che rappre-
sentano ¢/, ¥, H' riducendosi all’'unitd, la proporzione (2)
diviene:

P ax<b<H

P 1

donde si deduce che la misura del parallelepipedo rettan-
golo e il prodotto delle sue tre dimensioni.

E siccome il prodotto ax=b indica quante volte 1a base
B del parallelepipedo P contiene il quadrato fatto sull'u-
nita lineare ; cosl la misura del parallelepipedo rettan-
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golo puo dirsi anche esser il prodotto della sua base per
la sua altezza (prendendo per unita di superficie il qua-
drato fatto sull'unitd di lunghezza e per unitd di volume
il cubo costruito sopra questa stessa unitd).

Applicazioni—1.9 Sieno a=2",51, y=3™ 25, H=2"™ 45;
la misura del parallelepipedo sara

2,51x3,256>2,45 o 19,985875.

Il volume del parallelepipedo conterrd dunque 19 metri
cubi , piu 985875 milionesimi di metro cubo, ovvero 19
-metri cubi, 985 decimetri cubi, 875 centimetri cubi,
giacche il decimetro cubo & la millesima parte del metro
cubo ed il centimetro cubo ne é la milionesima parte.

2.9 Sieno B=25m. q¢.,b1 e H=12™*,5; la misura del pa-
rallelepipedo sara 25,51><12,5 o0 318,875 ; il volume del
parallelepipedo rettangolo sara adunque 318m.¢. 875,

PROPOSIZIONE XII.

TeorEMA—La misura di un parallelepipedo, ed in generale
la miswra diun prisma qualunque, ¢ uguale al prodotto della
sua base per la sua allezza.

‘Poiché 1.° un parallelepipedo qualunque é equivalente
ad un parallelepipedo rettangolo della stessa altezza e di
base equivalente (prop. 8) ma la misura di questo é la sua
base moltiplicata per la sua altezza; dunque anche la mi-
sura del primo sara il prodotto della sua base per la sua
altezza. ‘

2.° Ogni prisma triangolare & la meta del parallelepi-
pedo che ha la stessa altezza ed unaj base doppia ( prop.
5); ma la misura di questo & la sua base moltiplicata per
la sua altezza ; dunque quella del prisma triangolare é
anche il prodotto della sua base , meta di quella del pa-
rallelepipedo, per la sua altezza.‘ o 5

3.9 Un prisma qualunque puo essere diviso in tanti
prismi triangolari della stessa altgzza per-quanti sono i
triangoli in cui si pud scomporre il poligono che gli ser-
ve di base, ma la misura di ogni prisma triangolare & il
prodotto della sua base per la sua altezza , e I’ altezza é
la stessa per tutti questi prismi; e perd la somma di t.utti
i prismi parziali sard uguale alla somma di tutti i trian-
goli che loro servono di basi, moltiplicata per 1’ altezza
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comune; il che vuol dire c¢he I'v misura di un prisma qua~
lunque ¢ uguale al prodotto della sua base per la sua al-
tezza.

Corollario I.Un prisma qualunque essendo equivalente
al prisma retto che ha per base la sezione retta e per al-
tezzauna delle costole,avra anche per misura il prodotto
della sezione retta per la lunghezza di una delle costole,

Corollario IH. Se si paragonano due prismi ¢he hanno
la stessa altezza , 1 prodotti delle basi per le altezze sta-
ranno come le basi; dunque due prismi della slessa ql-
lezza stanno [fra loro come le bast ; e per una ragione.
simile, due prismi della stessa base slanno fra loro come

(e loro allezze. _
PROPOSIZIONE XIII.

TeorEMA—Se una piramide SABCDE & iagliata da un piano ‘

abd parallelo alla sua base.
1.° I lati SA, SB ; 8C,.... e U altezza SO rimangono divisi

proporzionalmente in a, b, ¢,....e0;
2.9 La sezione abede é un poligono simile alla base ABCDE.

Poiché 1. i piani ABC, abc essendo
paralleli, leloro intersezioni AB, ab con
un terzo piano SAB, saranno parallele
(Libro 5 prop. 15), e quindi i due trian-
goli SAB, Sab essendo simili, si ha la
proporzione |

e cosi di seguite; dunque tutti lati SA, SB, SC, etc. sono
tagliati proporzionalmente in a, b, ¢, ete.; ed in quanto
all’ altezza SO , essa ¢ tagliata nello stesso rapporto nel
punio o, giacché BO,bo essendo parallele, si ha

SO SB

So~ S
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2.% Essendo al parallela ad AR, be o BO, ed a CD ete.,
sard I angolo abe=ABC, 1 angolo bed=BCD e cosi di se-
guito. Inolire per i triangoli simili SAB, Sab si ha

AB  SB

——
—_— —

adb SbH?

e per gli allri SBC, Sbe, si ha pure

dunque

AB_BO
ab  be
Similmente si dimostrebbe che

BC_ 0D
be  cd’
e cosi di seguito ; dunque i poligoni ABCDE , abcde , a-

vendo gli angoli rispettivamente uguali ed i lati omolo-
ghi proporzionali, sono simili.

T - Corollario. Siano
SABCDE , TXYZ,
due piramidi che

-hanno la stessa al-
tezza e di cui le

@ AL basisonosituatein

. uno stesso piano ;
se si tagliano que-
ste piramidi con
uno stesso piano

parallelo al piano
= delle basi, le sezio-
ni abede , xyz che ne risultano stanno fra loro come 1le

basi ABCDE, XYZ. s

Poicheé i poligoni ABCDE, abede essendo simili, si ha

ABCODE  AB?
abede __a'bz :




214 GTOMIITRIA

ma
AB_8B 80

s L I

ab S 8o,

dunque
ABCDE g2

— =
abede So2
si avrebbe similmente

XYZ SO®
xYZ  §o2

8

donde si conchiude che .

ABCDE XYZ.
abcde ~ XYz

Conseguenza di cio é che se le basi sono equivalenti, le
sezioni fatte ad uguale altezza sono anche equivalenti.

PROPOSIZIONE XIV.

TroreMA. Due piramidi triangolari che hanno basi equiva-
lenti ed altezze uguali, sono equivalenti.

Sieno SABC, sabc
le due piramidi di
T cui le basi ABC,
A abc che si suppon-
E gono in uno stesso

piano, sono equiva-

H
7 /sf lenti, e sia TA l'al-
> !\, tezza comune. Se
3 -"ﬂ""'--

queste piramidinon

& 1 sono equivalenti ,

s b - siconsiderisabcco-

me la pill piccola , e sia Aw I’ altezza di un prisma che

essendo costruito sulla base ABC, & uguale alla Ioro dif-
ferenza.

Si divida I altezza comune AT in parti uguali minori

di Az, e s’ indichi con k una di queste parti; se pev t
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punti di divisione dell'allezza si fanno passare dei piani
paralleli al piano della base, si sa che le sezioni fatte da
ciaseuno di questi piani nelle due piramidi, come DEF
e def', GU1 ¢ ghi ete. | sono equivalenti ( prop. 13). Gid
posto, sui {riangoli AB (0, DRI, GHI ete., presi per bhasi,
s1 costruiscano dei prismi esterni che abbiano per costole
le parti AD DG, GK efe. del lato SA : similmente sui
triangoli def, gni, kim ele. presi per basi, si costruisca-
no nella seconda piramidedeiprismiinterni eche abbiano
© per costole le particorrvispondentidel lato sa; tutti questi

prismiparzialiavranno peraltezza comune; ma la som-
ma dei prismi esterni della piramide SABC é maggiore
di questa piramide , e la somma dei prismi interni della
piramide sabc é minore di questa piramide ; dunque per
questa doppia ragione la differenza delle due somme di
prismi dovra essere maggiore della differenza delle due
piramidi.

Ora a partire dalle basi ABC, abc, il secondo prisma
esterno DEFG e equivalenteal primo prismainterno defu,
perche avendo la stessa altezza &, le basi sono equiva-
lenti; per la stessa ragione sono equivalenti il terzo pri-
- sma esterno GHIK ed il secondo interno giid , il quarto

esterno ed il terzo interno, e cosi di seguito fino all’ulti-
mo : dunque i prismi esterni della piramide SABC, ad
eccezione del prisma ABCD, avendo i loro equivalenti
nei prismi interni della piramide sabe, sard il prisma
ABCD la differenza fra ld somma dei prismi esterni della
piramide ABC e la somma dei prismi interni della pira-
mide sabe, ma la differenza di queste due somme & mag-
giore della differenza delle due piramidi; dovrebbe quindi
il prisma ABCD esser maggiore del prisma ABCX, il che
non avviene, poiché questi prismi avendo una stessa ba-
3¢ ABC, I’'altezza k del primo & minore dell’ altezza Ax
~ del secondo ; e pero I'ipotesi da cui si é .partl.tq non po-
tendo aver luogo , ne segue che le due piramidi SABC ,
sabe , di basi equivalenti e di altezze uguali, sono equi-
valenti,

| PROPOSIZIONE XV,

TEOREMA. Ogni piramide triangolare & il lerzo delpri-
sma triangolare della slessa base e della stessa allezza.
Sieno SABC una piramide triangolare ed ABCDES un
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prisma triangolare della stessa base e della stessa altezza;
dico che la piramide é il terzo del prisma.

Distaccando dal prisma la piramide SABC, restera
il solido SACDE, che si pud considerare come una pira-
mide quadrangolare avente per vertice S e per base il
parallelogrammo ACDE; sicché tirando la diagonale CE

8 D e conducendo il piano SCE, questo divi-
derd la piramide quadrangolare in due
O\ piramidi triangolari SACE, SDCE, le

) quali avendo per altezza comune la per-

P pendicolare abbassata dal vertice S sul

Ng piano ACDE, e le basi uguali perché me-

A ta dello stesso parallelogrammo, sono e-

/ quivalenti; ma sono pure equivalenti la

B piramide SDCE e la piramide SABC per-

ché hanno le basi uguali ABC, DES, ed hanno anche la
stessa altezza, essendo quest’altezza la distanza dei piani
paralleli ABC,DES; dunque le tre piramidi SABC, SDCE,
SACE che compongono il prisma ABD , essendo equiva-
lenti fra loro , ne segue che la piramide SABC @ il terzo
del prisma ABD che ha la stessa base e la stessa altezza.

Corollario. La misura di una piramide triangolare &
uguale al terzo del prodotto della sua base per la sua al-

tezza.
\ PROPOSIZIONE XVI.

TEOREMA. Ogni piramide SABCDE ha per misura il
lerzo del prodollo della sua base ABCDE per la sua al-
tezza SO.

Poiché facendo passare i piani SEB,
SEC per le diagonali EB, EC, restera la
piramide poligonale SABCDE divisa in
piu piramidi triangolari che avraono
tutte la stessa altezza SO; ma per il
teorema precedente, ciascuna di queste
piramidi si misura moltiplicando ognu-
na delle basi ABE, BCE, CDE, per il
terzo della sua altezza SO ; e perd 1a
somma delle-piramidi triangolari, o la

piramide poligonale SABCDE, avra per misura ]la somma
dei triangoli ABE, BCE, CDE, o il poligono ABCDE, mol-
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tiplicato per § SO; restando cost dimostrato che qualun-
que piramide ha per misura il {erzo del prodotto della
sua base per la sua aliezza,

Corollario 1. Ogni piramide & il terzo del prisma. della
stessa base e della stessa allezze.

Coroliario 1. Due piramidi della stessa altezza stanno
fra loro come le basi, e due piramidi della stessa base
stanno fra loro come le altezzn.

Scolio. Si pud valulare il volume di ogni corpo polie-
dro col decomporlo in piramidi; e questa decomposizione
pud farsi in pitt maniere ; una delle pit semplici & di far
passare i piani di divisione per il vertice di uno stesso
angolo solido, percheé allora si avranno tante piramidi
parziali quante sono le facce del poliedro meno quelle che
formano I'angolo solido dal cui vertice partono i piani
suddetti.

Queste piramidi poi possono decomporsi in tetraedri
con dividere le loro basi in triangoli.

PROPOSIZIONE XVIIIL.

TEOREMA. Se una piramide é tagliata da un piano pa-
rallelo alla sua base, il ironco che resta togliendo la pie-
cola piramide, ¢ uguale alla somma di tre piramidi cke
hanno per allezza comune laltezza del tronco e per Lasi
{a base inferiore del tronco,la sua base superiore ed unc
media proporzionale fra quesle due basi.

y Sia SABCDE una pirami-
de tagliata dal piano abd pa-
rallelo alla base; sia TFGH
una piramide triangolare di
9 cui la base e I’ altezza sieno
H ¢ uguali o equivalenti a quel-

. \/ le della piramide SABCDE.
. Potendo supporre le due ba-

e si situate sopra uno stesso

piano, il piano abd prolungato determinera nella pirami-
de triangolare una sezione fgh alla stessa altezza del pia-
no comune delle basi; donde risulta che la sezione /gh
gta alla sezione abd come la base F'GH sta alla base ABD
(prop. 13); e siccome le basj sono-equivalenti, cosl anche
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le sezioni saranno equivalenti. Essendo dunque equiva-
lenti le piramidi Sabede, T/gh, non che le altre due
SABCDE. TFGH per avere eguali altezze, e basi equiva-
lenti , ne segue che anche i tronchi ABDdab , FGHA/y
sono equivalenti ; e per conseguenza basterd dimostrare
la proposizione enunciata pel solo caso del tronco di pi-
ramide triangolare.

sk Sia FGHZ/g un tronco di piramide
/ triangolare a basi parallele: peri tre
punti I, g, H conducendo il piano
FgH, si stacchera dal tronco la pira-
mide triangolare gFGH, Questa pira-
mide ha per base la base inferiore
FGH del tronco, ed ha per altezza
I" altezza del tronco , perché il verti-
ce g sta sul piano della base superio-
re fgh.
G Tolta questa piramide, restera la pi-

ramide quadrangolare g/2HF , di cui il vertice é g e la
base & [HF': per i tre punti /', g, H si conduca il piano
79H , che dividera la piramide quadrangolare nelle due
triangolari gF/H, gfhH; ma quest’ ultima ha per base la
base superiore del tronco e per altezza quella del tronce
per avere il vertice H sulla base inferiore , sara dunque
questa la seconda piramide di cui si compone il tronco :
e quindi non rimane a considerare che la terza piramide
gFrH. 5

Conducendo dal punto g la gK parallela ad fF, ed im-

maginando una novella piramide f/FHK che ha per ver-
tice K e per base F/H, queste due piramidi saranno equi-
valenti perché hanno la base F/H di comune ed hanno
la medesima altezza per trovarsi i vertici g, K sulla retta
gK parallela al piano della base, ma la piramide fFKH
puo considerarsi come se avesse per base FKH, e per
vertice il punto /: e perd avendo la medesima altezza del
tronco, non rimane a dimostrare che la sua base 8 me-
dia proporzionale fra quelle del tronco.

I triangoli FHK, fyh , avendo 1’ angolo in F eguale al-
angolo in /, stanno fra di loro come i rettangoli dei due
lati che comprendono gli angoli eguali; ma due di questi
lati FK; /g sono eguali, dunque si avra J

S5
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ol 1h°
Per una simile ragione si ha pure
G et

FHK KK o pure fj°
Ma le seconde ragioni sono eguali per i triangoli si-

mili FGH, fgh; quindi anche le rimanenti ragioni saran-
no eguali, e si avrd
FGIT FHK
FHK  fyh
Dunque un tronco di piramide triangolare a hasi pa-
rallele, equivale a tre piramidi che hanno per altezza
comune 1" altezza del tronco, e di cui le basi sono labhase

inferiore del tronco, la sua base superiore ed una media
proporzionale fra queste due basi.

PROPOSIZIONE XVIII

TeorEMA. Se si taglia un prisma triangolare di cui ABC ¢é
la base , eon un piano DES inclindto a questa base , il solide
ABCDES che ne risulta sara uguale alla somma di ire pira-
midi che hanno per base comune la base ABC del tronco , e
per vertici ¢ vertici superiori D, E, S del medesimo tronco.

Per i tre punti S, A, C si faccia passare il piano SAC
che stacchera dal prisma troncato ABCDES la piramide
triangolare SABC; questa piramide ha appunto per base
ABC e per vertice S.

Tolta questa piramide , resterd la piramide quadran-

E golare SACDE di cui S ¢ il vertice ed

ACDE ¢& la base. Per i tre punti §,

N\ E, C, conducasi ancora un piano SEC.

che dividera la piramide quadrango-

lare in due piramiditriangolari SACE,
SCDE.

La piramide SAEC che ha per base
il triangolo AEC e per vertice il punto
S, é equivalente alla piramide EABC
che ha la medesima base AEC e la
medesima altezza, giacché lalineaSB.
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del vertici essendo parallela a ciascuna delle rette AE,
CD é parallela al loro piano ACE ; dunque la piramide
EABC, la quale puo essere considerata come avente per
base ABC e per vertice il punto E, é la 2.* piramide ri-
chiesta.

La terza piramide SCDE pud essere trasformata prima
In ASCD ; poiché queste due piramidi avendo la stessa
base SCD e la stessa altezza per essere AB parallela al
piano SCD , sono equivalenti ; ed in seguito in ABQD e-
quivalente ad ASCD, giacché avendo la stessa base ACD,
hanno pure la medesim’ altezza, per essere SB parallela
al piano della base ; ma quest’ ultima piramide ABCD
puo riguardarsi come avente per base ABC e per vertice
il punto D ; dunque infine il prisma troncato ABCDES
€ uguale a tre piramidi che hanno per base comune ABC
€ di cui i vertici sono rispettivamente i punti D, E. S.

Coroliario I. Se le costole AE, BS, CD sono perpendi-
colari al piano della base, esse saranno nello stesso tem-
po le altezze delle tre piramidi che compongono il pri-
sma troncato, sicché la misura del prisma troncato sara
espressa da 3 ABC<AE+3 ABC<BS+} ABC<CD, quantita
che si riduce a 4 ABC<(AE+BS+CD).

Corollario IT. 1’ osservazione precedente conduce ad
un’ altra espressione della misura del prisma triangolare
troncato. :

Infatti; se ad un punto M della costola AD, si costrui-
sca la sezione retta MNP, questa-decomporra il solido in
due prismi triangolari troncati, che possono essere con-

r siderati come aventi per base comune MNP
e di cui le costole sono perpendicolari al
piano di questa base: ma il volume MNPDEF

</
A ha per misura
(DM+EN+FP)
MNP
¥ 2 8 ;
™ |
. ed il volume MNPABC ha per misura
M+NB+PC
% o MN Px(A +NB+ ).
;A< 3 :
B -
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dunque i] solido totale ha per misura
(AD+ BE + CF)
> d .

E perd si puo dire che il volume di un prisma triango-
lare troncato ha per misura il prodotto dellasezione retta
per il terzo della somma delle tre costole.

_Corollario III. Si pud anche trovare un' altra espres-
slone del volume del prisma triangolare troncato appog-
giandosi sul seguente teorema, che crediamo utile dimo-
strare.

Se dai tre vertici del triangolo ABC si abbassano le
perpendicolari sul piano MN, e se ne abbassa un’altra
dal punto d’incontroO delle mediane del triangolo ABC(*),.
si avra l'eguaglianza

MNP

Aa+Bb+Ce

00="———

E da osservarsiin primo luogo-
che il punto O & situato ai due
terzi della mediana BD a partire
dal punto B, (**) dopo di che ab-
bassata dal punto D la perpendi-
colare Dd sul piano MN , tirata
la retta bod, ed infine condotta
la UD, pel trapezio AC ac si ha
N primieramente

2Dd=Aa+Cc (Scolio della pr. 7,
lib. 3.) (1)

(*) Questo punto d’ incontro & il centro di gravita dell’ area
del triangolo. o
*+) Infatti se s’ immagini tirata la retta DE che divida per
metd i due lati AC, AB, essa risulterd parallela al terzo lato.
BC (prop. 17 lib. 8); e si avranno le due coppie di triangoli
simili C. AED; e BOC, EOD, dai quali avendosi le due
BC AC BC BO AC

8 ——=

proporzioni ED—AD' ED-0D ' e e ricaverd I' altr N

= ma per ipotesi AC=2AD, dunque sard pure 0B=20D=

oD’
=2(BD—B0)=2BD—20B; ovvero 30B=2BD, o infine 0=
= N. del Trad.
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I triangoli simili DO, DBY danno in seguito la pro~
porzione - ;
OH_DO Bb
"D 3" donde OII 5 (2)
I triangoli simili ¥Ho, 0Dd danno infline la propor-
zione

bo 2 Dd
%g:ﬁzg, donde I‘IO:2—'3‘—o . (3)

Addizionando le eguaglianze (2) e (3),'si ha

Bb+2Dd

— :

e sostituendo in quest'ultima in luogo di 2D4 il suo va-
lore ricavato dall’eguaglianza (1), si ha

_Bb+Aa+Ce
8 ¢«

Cid premesso, se indichiamo
con %, 7', n" le perpendicolari
abbassate dai punti D, E, I sul
piano ABC, e con H la perpen-
dicolare abbassata dal centro di
gravita del triangolo DEF sullo -
stesso piano, si avra pel teore-

00=

Qo

ma 18
volume ABCDEF=ABC
(h"{‘h"{—h”)
>< 3 -

e perd in virtu del teorema dimostrato, si avra
volume ABCDEF=ABCxH.

11 volume adunque di un prisma triangolare troncato
ha per misura la sua base moltiplicata per la perpendi-
colare abbassata su di essa dal centro di gravitd dell’ al-
tra base. '

Osservazione. Quest’ ultimo teorema s’ applica ugual-
mente al volume di un prisma troncato a base qualunque:

ma non pud essere stabilito che da considerazioni estra-
nee alla geometria pura.



S

TEORIA DELLA SIMMETRIA

——

.A L Due punti A, A’ sono simme-

A -~

to O, a;llorché 1

triei per rapporto ad un terzo pun®

a retta AA' passa per il punto O, e vi ri-

mane divisa in due parti uguali.
Il punto O chiamasi centro di simmetria.

| ‘}\-/

-\

4

II. Due punti A, A’ sono simmetrici
per rapporto ad un piano P, allorché
essi sono situati sopra una stessa per-
pendicolare al piano P, e ad uguale di-
stanza da questo piano. Il piano P & in
questo caso un piano di simmetria.

III. Infine due punti A, A’ situati su
di una stessa perpendicolare alla retta
MN e ad uguale distanza da questa retta,
si dicono simmetrici per rapporto alla
medesima retta, la quale chiamasi asse
di simmetria.

IV.Duefigurequalunque sono simmetriche per rapporto
ad un punto, ad un piano o ad una retta , allorché ogni
punto di una di queste figure ha il suo simmetrico sul-

V. Due figure F, F’ simmetriche per rapporto ad una

retta MN, sono uguali; poiché
se si fa girare la figura F in-
torno ad MN, in modo che uno

I’altra.
1A.
P &
M N
A

qualunque dei suoi punti A de-
scriva un arco di 180°, la retta
AP s'applichera sopra A'P ed il
punto A coincidera col suo sim-
metrico A'.

‘Non rimane adunque ad occuparci che della sola sim-
metria per rapporto ad un piano, e per rapporto ad un

punto.
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PROPOSIZIONE XIX.

TEOREMA. Se due figure I, "' sono simmelriche allg
AguraF per rapporito ai cenlri O e O, queste figure pos-
sono esatiamente Sovrapporst.

Infatii, sia A un punto della figura T,
A’il suo simmetrico per rapporto al cen-
tro O, e A" il suo simmetrico per rap-
porto al centro O'; se si conducono le
rette OO’ ed A’A"”, si vede che A'A” &
parallela ad 00’ ed & il doppio di questa,

A

OI

P

A

retta.

La figura F” non & dunque altro che
la*figura F’ che si & spostata parallela-

mente ad 00’ T'una quantitid uguale a 2
volte O0’.

PROPOSIZIONE XX.

TEOREMA. Una figura F', simmetrica di F per rapporto
ad un piano P, & uguale alla figura F" , simmelrica di
I per rapporto ad un punto qualungue O del piano P.

Sia A un punto della figura F, A’ il suo omologo nella
figura F’ ed A” il suo omologo nella figura F".

Se si tirano le rette OD, A’A” e I'altra OH perpendicolare

A

k!

v

\

8

H

e/
\

-A'Il

al piano P, si vede che quest’ulti-
ma, retta é perpendicolare ad A'A"
e la divide in due parti uguali: e
pero le due figure F' ed F” risultan-
do simmetriche per rapporto ad
OH, sono uguali.

Corollario I, La figura F’ sim-
metrica di I per rapporto al piano
P, é uguale alla figura F" simme-
trica di F perrapporto ad un centro
qualunque O.

Corollario II. Le figure F' e I simmetriche di F per
rapporto a due piani P e Q, sono uguali; poiché esse sono
uguali alla figura simmetrica di F per rapporto ad un
centro preso arbitrariamente.
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Osservazione. Una figura I non ammette che una sola
simmetrica , qualunque sia il eentro o il piano di sim-
metria.

Si potrebbe adunque, se si tratiasse solamente di stu-
diare la forma delle fignre, non considerare che la sim-
metria per rapporto ad un punto o per rapporto ad un
piano. Ma non avviene lo stesso quando trattasi della di-
sposizione delle figure, e per questa ragione si é creduto
di dover separare lv due teorie.

SIMMETRIA PER RAPPORTO AD UN PIANO

—

PROPOSIZIONE XXI.

TEOREMA. Una retla AB ha per simmetrica per rappor-
o al piano MN, un' allra retta A'B’, e queste due rette
8000 ugualmenle inclinule sul piano di Simmelria.

Si prendano gulla retta data
due punti A e B e sideterminino
i loro simmetrici A' e B’ con ab-
bassare dai punti A e B le per-
N pendicolari su di MN e col pro-

lungare queste perpendicolari di

una lunghezza eguale ; si tirino
A'B" e CD.

Per dimostrare che ogni punto

O della retta AB ha il suo simmetrico su di A'B’, si ab-

bassi OI perpendicolare ad MN e si prolunghi questa
retta fino al suo inconiro con A'B'.

Facendo girare il quadrilatero ACBD intorno a CD per
applicarlo sul piano CA'B'D, gli angoli ACD, A’CD essen-
do retti, CA prendera la direzione di CA’, e siccome CA
=CA’, cosi il punto A’ cadrd in A, Per la stessa ragione
BD si applichera sopra DB'; sicché AB coincideria con
A'B'. Inoltre, per gli angoli retti OIC, O'IC, OI prendera
la direzione di 10’ ed il Punto O dovendo cadere contem-
poraneamente su di A'B e su di 10/, cadra in O’.

Avendosi dunque OI=I0Q’, il punto O’ & simmetrico del
punto O,

Bruancagr—Elem. di Geomelria, 15
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Se infine si tirano s rette ATL, A'TT" parallele al piano
MN . i triangoli rettangoli ABIT, A'B'II" sono uguali, a-
vendo i lati dell” angolo retto rispettivamente uguali :
dunque gli angoli BAIT, B'A'11’" che misurano le inclina-
zioni delle rette A1}, A'B’ sul piano MN, sono uguali.

corollario. Dalla stessa dimostrazione risulta che la
retta AB. che unisce due punti A e B, é uguale alla retta
A'B’ che congiunge i loro simmetrici.

PROPOSIZIONE XXII.

TEOREMA. L'angolo di due relle AB, AC é uguale gl-
Cangolo formato dalle loro siminelriche A'B', A'C', per
rapporto al piano MN. :

Osserviamo in primo luogo

che il punto d’ incontro A delle

c due rette AB, AT ha per simme-
' trico il punto A’, poiché il sim-

w/' O a4 N metrico del punto A deve trovar-
{ 2 sicontemporaneamente sopraA

B’ e sopra A'C'.

NI b :
N / Cio posto, si prendano su di
ik - AB ed AC due punti B e C; siano
&~ B’ e C'i loro simmetrici; e si

conducano le BC, B'C': .
I triangoli ABC, A’B'C', sono equilateri fra loro (prop.

21, cor.) dunque I'angolo BAC=DB'A'C'.
PROPOSIZIONE XXIII.

TEOREMA. Un piano ha per superficie simmetrica un
altro piano. e questi due piani formano angoli ugualt
col piano di stmmelria.
| SiaAB 'intersezione del pia-
no MAB col piano di simmetria
ABC, e conducasi per AB un
piano ABM’ che formi col piano
C di simmetria lo stesso angolo
del piano MAB.

Si tratta di dimostrare che
ogni punto P del piano ABM ha
il suo simmetrico sopra ABM',
Per far cid , si abbassi Pp per-
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pendicolare ad ABC e si prolunghi questa retta fino al
Suo incontro col piano ABM', si conduca pI perpendico- |
lare ad AB e si tirino le PI, P'I.

Le due veite PI, P'I essendo perpendicolari ad AB, e
gli angoli PIp, P'lp essendo uguali come corrispondenti
dei diedri uguali MABC, M'ABC, i triangoli rettancoli
Plp, P'Ip risulteranno uguali, giacché hanno il lato Ip
di comune ed un angolo acuto uguale ; e perd avendosi
Pp:=P'p; sara P' il simmetrico di P.

_Osservazione I,Se il piano dato fosse parallelo al piano
di sihmetria ABC, ¢& evidente che esso avrehbe per sim-
metrico un altro piano parallelo ad ABC ed alla stessa
distanza da questo piano.

Osservazione II. Risulta da questo teorema, che un
poliedro ha per figura simmetrica un altro poliedro, poi-
cheé a ciascuna faccia piana del poliedro dato corrispon-
de nella figura simmetrica una faccia piina. '

PROPOSIZIOKE XXIV.

L]

TEOREMA. L'angolo diedro formalo da due piani ARG,
ABD ¢ uguale all’ angolo formalo dai loro simmelrici
AIB!GI’ A_IBIDI_

& Principieremo dall'osservare che
la retta AB, intersezione dei due
plani ABC,ABD, haper simmetrica
A'B", intersezione dei due piani

cBUp A'B'C/, A'B'D".
- f ' /ﬁ Cio posto, al punto B si costrui-
= sca I'angolo piano CBD che misura
c g D 'angolodiedro AB; ¢ similmente al

punto B’, simmetrico di B, si co-
struisca I’angolo piano C'B'D’ che
misura 1’ angolo diedro A'B’.
A La retta BD, situata nel piano
ABD, avra 'per simmetrica u: a retta che passa pel punto
B’ ed é situata nel piano A'B'D’. Inoltre , siccome BD ¢
perpendicolare ad AB, cosi la retta simmetrica di BD, do-
vendo essere perpendicolal‘e ad A'B' (prop. 22); sara B'D’.
Si vedra similmente che B'C' € la simmetrica di BC; e
perd I'angolo CBD=C'B'D’ (prop. 22).
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PROPOSIZIONE XXV.

TEOREMA. Due poliedri Simmelrict per rapporio ad un
piano, hanno 1° le facee rispellivamente uguali; 2.9 gl;
angoli solidi oimoloyhi simmelrici (Libro 5).

1° Sieno A, B, C, D i vertici
della [accia di uno dei poliedri;
di gid si conosce che iloro sim-
metrici A’, B’, ¢/, D’ sono situati
in uno stesso piano (prop. 23) e
che i poligoni ABCD, A'B'C'DY
sono uguali, perché hanno gli
angoli uguali ed i lati uguali
ciascuno a ciascuno (prop. 21

T e 22).
™y 2.° Due angolisolidi omologhi
- B e B' avendo le loro facce u-
B guali (prop. 22), ed i loro angoli

diedri uguali ciascuno a ciascu-
no (prop. 24) , ne segue che se

si fa coincidere la faccia A’B’E’ sulla sua uguale ABE, in
modo che le altre costole dei due angoli solidi cadano
dalla stessa parte della faccia comune, si vede subito che
gli altri angoli piani dei due angoli solidi si troveranno
disposti in un ordine inverso; dunque I’ angolo solido B’
e il simmetrico di B ‘ : ’

Corollario. Se si decompone un poliedro P in piramidi
triangolari che abbiano tutte per vertice comune uno dei
vertici del poliedro; a ciascuna di queste piramidi corri-
spondera nel poliedro simmetrico P/, una piramide sim-
metrica. |

Si vede percio che due poliedri simmetrici si possono
decomporre in uno stegso numero di tetraedri simmetrici
¢iascuno a ciascuno, :

Scolio. Due poliedri che hanno le loro facce rispetti-
vamente uguali, ed i loro angoli solidi simmetrici, si di-
cono sempre simmetrici, qualunque sia la posizione che
essi hanno 1'uno per rapporto all’ altro; ma bisogna os-

servare che in tal caso la simmetria non esiste che in
quanto alla forma dei solidi.

N. B. Gli angoli solidi omologhi sono quelli i cui vertici so-
no simmetriel.
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PROPOSIZIONE XX VI,

TEOREMA. e poliedri simmelrici sono equivalenli.
S Infatli, due poliedri simmetrici pos-
) sonodecomporsi in uno stesso numero
7 di tetraedri simmetrici, epperd hasta
/ / provare che due {elraedri simmefrici
v osono equivalenti.

Sin adunque SABC un tetraedro e
si costruisea il sno simmetrico pren-
dendo per piano di simmetria una del-
le facce ABC; i due tetraedri SABC,
S'ABC sono equivalenti, poiché hanno
la stessa base ABC, e le altezze SO,
S'0 nguali fra di loro.

S!

SIMMETRIA PER RAPPORTO AD UN PUNTO

PROPOSIZIONE XXVII.

TEOREMA. Una retla AB ha per simmelrica, per rap-
porto al punto O, una seconda relia A'B' parallela ad
AB : e quesie due relle sono ugualmente disianle dal
punio O. . _

Si abbassi dal punto O una perpendicolare OCsu di AB
€ si prolunghi in senso contrario di una egunal lunghezza
OC’, indi dal punto C’ si conduca A'B’ parallela ad AB.

Ogni punio A di AB ha il suo simmetrico su di A'B’,

x , 5 poiché se si tira la retta AOA’, i
/ triangolirettangoli AOC,A'OC’ sono
0

uguali per essere 0C=00C" e gli an
goli AOC, A’OC' uguali fra di loro.
\ Dunque AO éuguale ad A’O e per-
¢io il punto A’ é il simmetrico del
B ¢ A& punto A.

Sia B un secondo punto di AB, e B’ il suo simmetrico.
1 due triangoli AOB, A'OB’ avendo un angolo uguale
compreso fra lati uguali, sono uguali e percid AB=AD"
Da ci( risulta che la porzione di retta che congiunue
due punii A e B é uguale alla retta che congiunge i loro

simmetrici A’ e B'.
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PROPOSIZIONE XXYVIII.

TeorEMA. L’ angolo di due relle é uguale all’ angolo
delle loro simmelriche.

La dimostrazione ¢ analoga a quella della simmetria
per rapporto ad un piano.

PROPOSIZIONE XXIX.

TEOREMA. Un piano P ha per simmelrico per rapporio
ad un punio O, un allro piano P’ parallelo a P. Inolire
questi due piani sono ugualmente distanti dol punito O.

Si tiri OA perpendicolare al piano
. A P, e si prolunghi questa retta in
/ senso contrario di una lunghezza
OA'=0A4; indi dal punto A’ si condu-
0 ca un piano P’ parallelo a P, dico -
/ che ogni punto B del piano P ha il

o /| | suo simmetrico su di P’. Infatti , se
B Al sitiralaretta BOB',i triangoli AOB,
A'OB' risultano uguali, per essere
OA=0A’, ed AOB=A'0OB’,
Si conchiude da cido che OB=01’, e che percid il punto
B’ ¢ il simmetrico del punto B.

PROPOSIZIONE XXX.

TEOREMA. L'angolo diedro formalo da due piani ¢ u-
guale all’anqyolo diedro formato dai loro simmetrict.
La dimostrazione é analoga a quella della simmetria

per rapporto ad un piano. -
PROPOSIZIONE XXXI.

TEOREMA. Due poliedri siminelrici per rapporto a un
punto, hanno le loro facce rispeltivamente vguali ed &
loro angoli solidi omologht simmetrici.

La dimostrazione é la stessa della proposizione 25.

Osservazione. Due poliedri simmetrici sono decompo-
nibili in uno stesso numero di tetraedri simmetrici a due
2 due. :

PROPOSIZIONE XXXII.

TEOREMA. Duce lelraedri simmelrici sono equirvalents.

]
&
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Sia SABC il tetraedro dato; si prenda il punto S per

centro di simmelria ¢ si costruisca il tetraedro SA'B'C'
———¢ Simmetrico di SABC.

? 7 In virtu del teorema precedente, i

/ triangoli ABC, A’B’C’ sono ugnali, ed
1 piani ABC, A't/C’ sono paralleli ed
equidistanti dal punto S.

I tetraedri SABC, SA'B'C’ avendo
dunque basi uguali ed altezze uguali,
sono equivalenti,

Corollario. Due poliedri simmetrici
A" sono equivalenti,

DELLA SIMILITUDINE

Chiamansi poliedri simili quelli che hanno le facce si-
mili ciascuna a ciascuna e gli angoli solidi omologhi u-
guali. (Gli angoli solidi omologhi sono quelli formati dalle
facce simili).

Le rette omologhe di due poliedri simili, sono quelle
che congiungono i vertici omologhi.

PROPOSIZIONE XXXIII.

TEOREMA. — Se si dividono wcllo slesso rapporto nei
punli f, g, h le costole TF, TG, TH del lelraedro TI'GII,
e st tirano le fg, th, gh, il tetraedro Tigh cosi formalo é
simile al primo.

Infatti, i triangoli T/y, TFG sono si-
mili, avendo un angolo uguale compre-
so fra lati proporzionali ; per la stessa
ragione Tyl e simile aTGH e Tfh a TIH.
Inoltre le rette fy, gh essendo parallele
a FG, GII, il piano fgh & parallelo al
piano FGH ed il triangolo fgh & simile
aI'GH (prop. 13).

Infine due angoli solidi omologhi qua-
lunque G, g sono uguali; poiche, per la
similitudine delle facce, essi hanno i loro angoli piani ri-
spettivamente uguali e similmente disposti; dunque i te-
traedri avendo le loro facce simili e gli angoli solidi omo-
loghi uguali, sono simili. .

[T ML SRS S orr el v
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Scolio. Si pud osservare che due tetraedri simili hanno
tutte le loro costole omologhe proporzionali.

Reciprocamente , due tetraedri che hanno le loro co-
stole proporzionali e similmente disposte, sono simili ;
poiché dalla proporzionalita dei lati si ricava immediata.-
mente la similitudine delle facce, e le facce essendo simi-
1i e similmente disposte, gli angoli solidi omologhi sono
uguali, avendo 1 loro angoli piani uguali ciascuno a cia-
scuno e similmente situati.

PROPOSIZIONE XXXIV.

TEOREMA. Due tetraedri SABC, TDEF che hanno un

angolo diedro uguale compreso fra due facce stmili e $i-
milmente situale, sono simili.

3 Supponiamo 1’ angolo diedro
- A SB uguale all'angolo diedro TE;
il triangolo SAB simile a TDE,
ed SBC simile a TEF.
\ Gli angoli solidi S e T, avendo
A M » e un' angolo diedro uguale com-
\V \V preso fra due facce uguali e si-
B . milmente disposte, sono eguali,

e sara I’ angolo ASC uguale a DTF. Inoltre per la simili-
tudine dei triangoli ASB, e DTE, SBC e TEF, si ha

SB  AS.

TE ~ DT

SB _ SC

TE ~ TF
donde

AS SC

DT ~ TE

E perd i triangoli ASC, DTF avendo un angclo uguale
compreso fra lati proporzionali, sono simili.

Nell' istesso modo si vedrebbe che gli angoli solidi Be
E sono uguali, e che ABC é simile a DEF : ed infine che
gli angoli solidi A e C sono rispettivamente uguali agli .
angoli D e F, avendo gli angoli piani rispettivamente u-
guali e similmente situati; dunque i tetraedri sono simili,
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PROTOSIZIONE XXXV.

TEOREMA. Due poliedri simili possono essere decom-
POSIT in uno stesso nuwmero di letraedri stmili e simil-
smen’e sitvali.

F_ 1

Decomponendo in trian-
eoli le facce del poliedro
SEFGDADRC non adiacenti
al verlice S, questi trian-

\\ : goli saranno le basi dej te-

/ - traedri che avranno per
p¥____ N vertice comune il puntrfS,
e di cui la somma comporr: il primo poliedro.

Decomponendo anche in triangoli e nello stesso modo
le facce del poliedro sefgdabc non adiacenti al vertice s
omologo di S e congiungendo il punto s coi vertici di que-
sti triangoli, questo secondo poliedro verra decomposto
in tetraedri; e quindi si tratta di dimostrare che questi
tetraedri sono rispettivamente simili a quelli che forma-
no il primo poliedro.

Paragonando i tetraedri SDCA, sdca, si vede che i
triangoli SDA, CDA sono rispettivamente simili ai trian-
goli sda, cda per la similitudine delle facce EDAS , edas
da una parte, e delle facce CDAB, cdab dall’ altra ; inol-
tre I' angolo diedro DA é uguale all’ angolo diedro da ,
percheé le facce dei due poliedri sono ugualmente incli-
nate ; dunque i due tetraedri, avendo un angolo diedro
uguale compreso fra due facce simili e similmente di-
sposte, sono simili.

Passando ai telraedri SDCF, sdc¢f, si vede che i1 trian-
goli SDC, sde sono simili come facce omologhe di tetrae-
dri simili, e che FDC é simile a filc per la similitudine dei
poligoni FEDC. fedec. D’ altronde i diedri FDCA, fdca so-
no uguali per ipotesi, ed i diedri SDCA. sdca sono ugua-
li, per la similitudine dei tetraedri SDCA, sdca ; dunque
gli angoli diedri FDCS, fdcs risultando uguali, cone dif-
ferenze di angoli diedri uguali(prop. 34)i tetraedriSDOF,
sdcf, sono simili, e cosi di seguito.

Osservazione I, B da osservarsi che la decomposizione
precedente puo effettuarsi partendo da due vertici omo-
loghi qualunque.

Osservazione II. Emerge ancora dal teorema che si &
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-~

dimosirato ehe in due poliedri simili due rette A, 7, che
congiungono vertiei omologhi, sono proporzionali a due
costole omologhe B, b, dei due poliedri.

Infatli, le rette A, @ saranno le costole omologhe di
due tetraedri simili che fanno parle dei due poliedri, e
questi tetraedri contenendo necessariamente due costole
omologhe C, ¢ dei due poliedri, si avra

A C

— .

a ¢

Ma nei poliedri simili le costole omologhe 'sono pro-

porzionali per la similitudine delle facce, dunque si-avra
pure

C B
¢ b
-ed infine o
A B
=%

PROPOSIZIONE XXXVI.

TEOREMA. Se due poliedri sono composli di uno stesso
numero di lelraedri simili e similmente dispasti, essi a-
vranno le facce rispettivamente simili e gli angoli solidi
uguali; e per conseguenza saranno Simili.

Sieno SABC, SADC,
SCDF ,.... le piramidi che
compongono il primo po-
liedro , sabe, sade, scdf
quelle che formano il se-
condo.

1. I triangoli DCA , CAB
che formano una faccia
del primo poliedro , sono rispettivamente simili ai trian-
goli dca, cab situati sulla superficie del secondo poliedro,
e cio per la similitudine dei tetraedri. Inoltre, i triangoli
DCA, CAB essendo in uno stesso piano, io dico che an-
che i triangoli dea , cab saranno in un medesimo piano.

Infatli, per la similitudine dei tetraedri SCAD e scad ,
SABC e sabe, gli angolidiedri SCAD, SCAB sono rispetti-
vamente eguali agli angolidiedri, scad, scab ma la somma
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dei due primi & uguale a due retti; dunque la somma dei
due ultimi € anche vguale a due retti, e percio i due po-
ligoni DCBA , deba sono simili, perché composti diuno
stesso numero di triangoli simili e similmente disposti ;
e lo stesso avviene delle altre facce prese a due a dus.
_2. Si vede ancora che I angolo diedro SA , somma dej
diedri CSAD, CSAB ¢ uguale all' angolo diedro sa, som-
ma degli angoli diedri csad, esab, rispettivamente uguali
al primi; e che in generale due angoli diedri omologhi
de} due poliedri sono uguali , come somme di angoli die-
dri omeloghi di tetraedri simili.
Da cid risulta che due angoli solidi omologhi A e a so-
N0 uguali, poiche hianno le loro facce uguali ciascuna a
- Clascuna, similmente disposte ed egualmente inclinate.
Scolio. La dimostrazione poc'anzi accennata giustifica
la definizione che si € data ai poliedri simili , giacche &
sempre possibile formaye piu poliedri composti di uno
stesso numero di tetraedri simili e similmente disposti. -
Infatti , decomponeasi il poliedro SABDEFG in pira-
¥ G uidi triangolari, che abbiano tutti
i loro vertici in S; e siano SBDC,
SADDB, SDALE i tetraedri la cui som-
ma forma il poiiedro,

Bf— —{d Se si dividono tutti gli spigoli che
b &zl L] concorrono in S nello stesso rap-
Dty G porto nei puntia, b, ¢. d,... i te-

traedri Side, Sadl,... saranno ri-

£ :"*?.;: b spettivamente simili e simiimente
d disposti(prop.33)aitetraedriSBDC.
A B SADB..., e quindi la loro somma,

comporra un secondo poliedro, che pel teorema prece-
dente, sara simile al primo.

Questo secondo poliedro potrad in seguito essere sitna-
to in una posizione qualunque per rapporto al primo.

PROPOSIZIONE XXXVII.

TROREMA. Due lelraedri simili slanno fra loro come t
cubi delle costole omologhe. o

Essendo simili i tetraedri,si puo portare il piu picco-
lo sul piu grande, in modo che essi abbiano 1" angolo so-
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lido S di comune, ed allora le basi abc,
ABC saranno parallele , perche le co-
stole SA, SB, SC sono divise in uno
stesso rapporto nei punti a, b, ¢. -
Sia ora SO perpendicolare ad ABC.
I triangoli ABC, abc essendo simili,
si ha '

ABC AB )
) abc -El_bz 4
Si ha inoltre
AB  SA
| ab  sa’
e
: SO  SA
so - sa
da cui
SO AB
—_— = — (2)
SO ab

e perd moltiplicando per ordine le proporzioni (1) e (2) e
dividendo i termini del primo rapporto per 3, si ricava

SO
ABCx—

3 AB
S0 78
abe x< -39- ab

SO
Ma ABCx— & la misura del tetraedro SABC ed abc <

3
- So .
oy e la misura del tetraedro Sabe; dunque, ete.

PROPOSIZIONE XXXVIII.

TEOREMA. Due poliedri simili stunno come i cubt delle
loro costole omologhe.

_Conoscendosi che due poliedri simili sono decomponi-
bili in uno stesso numero di tetraedri simili, rappresen-
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tiamo con T, T, T"... i tetraedri che formano.il poliedro
P;econt, t', {"... itelraedri che compongono p.

Siano ancora A, A, A”... le costole dei tetraedri T, T,
T"..., a, a', a"... le loro omologhe nei tetraedri ¢, ¢ ...
si avrd pel teorema precedente

T A3

i a¥
Tf Afﬂ
T
T" AN
=

e siccome le rette omologhe dei poliedri simili sono pro-
porzionali, cosi se ne conchiude

T Tl TH
EEET
da cui '
T4T4T"... T A
Tl 1 a¥
ovvero



L1BRO VII.

DELLA SFERA.

DEFINIZIONI.

1. La s/era ¢ un solido terminato da una superficie
curva, di cui tutti i punti sono ugnalmente distanti da un

| punto interno che si chiama centro.
A Si pud immaginare che la sfera vien
\ prodotta dallarivoluzione del semi-cerchio
; c DAE intorno al diametro DE ; poiché la
superficie descritta nel movimento della
\ curva DAE , avra tutti i suoi punti a di-

5 stanze uguali dal centro C.

11. 1l 7aggio della sfera é una linea retta condotta dal
centro ad un punto della superficie; il diamelro o.asse é
una retta che passando pel centro termina da ambo le
parti alla superficle.

Tutti i raggi della sfera sono adungue uguali ; come
pure tutti i diametri sono uguali e doppi del raggio.

I1I. Un piano & langenle a]la sfera allorché non ha che
un punto di comune colla sua superficie.

IV. Due sfere sono tangenti, allorché le loro superﬁcle
non hanno che un sol punto di comune.

PROPOSIZIONE I.

TrOREMA. Ogni sezione della sfera, falla con un pia-
no, & un cerchio.

—— Sia AMB la sezione fatta con un
\5 piano nella sfera di cui il centro & C.

Dal punto C si conducano la perpen-
* \ dicolare CO sul piano AMB, e diverse
rette CM, CN, CB a diversi punti
della curva AMB da cui é terminata
la sezione.

Le obblique CM, CN, CB, essendo
uguall perché raggi della sfera, esse sono ugualmente
lontane dalla perpendicolare CO e percid tutte le rette
OM, ON, OB essendo uguali, ne risulta che la sezione
AMB ¢ un cerchio di cui il punto O ¢é il centro.
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Corollario 1. Se la sezione passa pel eentro della sfera,
11 suo raggio sard quello della sfera ed ossa prende il no-
me di cerchio massimo ; dunque tuili i cerchi massimi
sono uguali fra loro.

_ Corollario II. Due cerehi massimi si tagliano sempre
1 due parti uguali, giacehe 1a loro inlersezione, passan-
do pel centro, ¢ un diametro,

Corollario I11. Ogni cerchio massimo divide la sfera
e la sua superficie in dne parti nguali; poiché se, dopo di
aver separato i due emisferi, questi si SOVIrappongono in
modo che avendo la base comune, rivolgono la conves-
sita dalla stessa parte , le due superficie coincideranno
I'una coll'altra, senza di che vi sarchbero dei punti disu-
gualmente lontani dal centro,

Corollario IV. 1l centro di un cerchio minore e quello
della sfera si trovano su di una stessa retta perpendico-
lare al piano del cerchio minore. “

Corollario V. 1 cerchi minori sono tanto piu piceoli,
quanto pit sono lontani dal centro della sfera ; perché
piu la distanza CO é grande, pil é piccolo il lato OB del
triangolo OBC. ,

Corollario VI. Per due punti dati sulla superficie di
una sfera si pud far sempre passare un arco di cerchio
massimo: poiché i due punti dati ed il centro della sfera
sono tre punti che determinano la posizione di un piano.
Se poi i due punti dati fossero le estremita di un diame-
tro, allora questi due punti ed il centro sarebbero in li-
nea retta, e si avrebbero infiniti cerchi massimi che po-
frehbero passare per i due punti dati.

CorollarioVII. Laposizione diun cerchio minore sulls
superficie della sfera & determinata da tre punti della sua
circonferenza. _

PROPOSIZIONE 1I.

TEOREMA. Ogni piano perpendicolare all'estremitQ di
un raggio é tangente alla sfera.

i ¢ Sia FAG un piano perpendicolare

/ 21 / all' estremitd del raggio OA; se si
P / \  Dprende un punto qualunque M su di
questo piano, e sitirano le OM e AM,

v I"angolo OAM sard retto, e quindi la
distanza OM essendo maggiore di

OA, il punto M si trovera fuori della
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sfora ; e siccome avviene lo stesso per qualunque altro
punto del piano FAG, cosi ne segue che questo piano non
avrd che un sol punto A di comune colla superficie della
sfora e pereid sard tangente a quesia superficie (def, 3),

Reciprocamente ogni piano tangenie I'AG & perpendi-
colare al raggio OA condofto al punto di contatto.

Poiché, se si conginnge un punio gqualungue M di que-
sto piano col centro, sard ONM maggiore del raggio OA
per essere il punto M esterno alla sfera; dunque exsendo
OA la pitt breve retta condotta dal centro O al piano FAG,
essa sara perpendicolare a quesfto piano.

Corollario. Per un punto della sfera non si pud con-
durre che un sol piano tangeute.

PROPOSIZIONE 1I1.

TEOREMA. PPer quallro punii A, B, G, D non situali in
uno stesso piano’, Si pud far sempre passare unda sfera
e non se ne puo far pussare che una sola.

Costruiscasi il centro O del cerchio
che passa per i tre punti A, B, C e da

b questo punto s’innalzi una perpendi-
o " colare OM sul piano ABC; questa retta
0 é il lnogo geometrico dei punti egual-

mente distanti da A, B, C.

Infatti, ogni punto M di questa retta
= ha evidentemente questa proprieta,
mentre ogni punto esterno P non puo essere ugnaimente
distante dai punti A, B, C poiché la perpendicolare ab-
bassata dal punto P sul piano ABC terminerebbe in un
punto che certamente non é ugualmente distante dai
punti A, B, C.

Innalzando similmente una perpendicolare O'N sul pia-
10 BCD pel centro O' del cerchio che passa pei tre punti
B, C, D ; questa retta sara il luogo geometrico dei punti
egualmente distanti dai punti B, G, D.

Ora io dico che le rette OM, O'N s’incontrano. Infatti,
la retta OM perpendicolare al piano ABC e situata nel
piano OEO’ che & perpendicolare a BC, e per essa al pia-
no ABC. Per la stessa ragione O'N é situata nel piano
OEOQ’; dunque le due rette OM-, O’'N, trovandosi in uno
stesso piano ed essendo perpendicolari a due rette che si
tagliano , 8'incontreranno in un punto G che ¢ ugual-
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mente distante dai quatiro punti A, B, ¢, D ed & per con-
seguenza il centro di una sfera che passa per questi quat-
tro punti.

Da questa diseussione risnlta che il punto ¢ é il solo
che pud avere questa proprieta.

PROPOSIZIONE 1V.

TEOREMA. L' inlersezione di due sfere ¢ un cerchio il
Cur prano e perpendicolare alle rella che congiunge i
loro cendri ed 7l cui cenlro ¢ silualo su di quesio rella.

Per la retta OC che
congiungeicentri delle
due sfere, si conduca
un’ piano qualunque.

6 Questo piano tagliera
ledue sferesecondo due
cerchi massimiche s’in-

contrano nei punti A e
A’ simmetrici per rapporto alla retta OC.

Se intanto si fanno girare i due semicerchi DAE, GAH
intorno ad OC, questi due semicerchi genereranno le su-
perficie delle due sfere ed il punto A descrivera la loro
linea d’ intersezione; ma in questo movimento, la retta
Al non cambiera di grandeczza e resterd costantemente
perpendicolare ad OC, dunque 1" intersezione delle due
sfere & una circonferenza che ha per centro I, per rageio
Al, e di cui il piano € perpendicolare ad OC.

Osservazione. Secondo che i due cerchi DAA’, GAA’
saranno esterni o interni, tangenti esternamente o inter-
namente, oppure secanti, le due sfere saranno esterne o
interne , tangenti esternamente o internamente o infine
secanti.

Da cid risulta che per ciascuna posizione delle due sfe-
re , avranno luogo fra le distanze dei centri ed i raggi
delle sfere le stesse relazioni che si verificano nelle cor-
rispondenti posizioni di due cerchi.

DEFINIZIONI.

I. L' angolo di due archi di cerchi massimi & Pangolo
diedro formato dai loro piani. Gli archi dei cerchi mas-

- Brancugr—Elem. di Geometria. 16



242 GEOMETRIA

simi ne sono i lati, ed il Toro punto d’incontro ne & i|
vertice. :

I1I. Un triangolo sferico & una porzione della superficie
sferica compresa fra tre archi di cerchi massimi.

Questi archi, che si chiamano i lati del triangolo , si
suppongono sempre minori di una semicirconferenza ;
gli angoli formati da questi archi di cerchi sono gli an-
goli del triangolo.

III. Un triangolo sferico & rettangolo, isoscele, equila-
tero, nei medesimi casi d’ un triangolo rettilineo.

IV. Un poligono sferico & una porzione della superficie
sferica compresa fra piu archi di cerchi massimi.

Noi non considereremo che i poligoni sferici convessi,
cio¢ quelli nei quali il piano di ogni lato qualunque ri-
‘mane tutto il resto del poligono in uno stesso emisfero e

quindi risulta necessariamente che ogni lato é minore di
una semicirconferenza.

PROPOSIZIONE V.

TEOREMA. In ogni lriangolo sferico ABC, un lato qua-

lunque & minore della somma degli altri due. .
Sia O il centro della sfera, e siano condotti i raggi OA,
" OB, OC. Se s’ immaginano condotti i
g bilani AOB, AOC, COB, questi forme-
N ranno al punto O un angolo solido i cui
angoli AOB, AOC, COB sono misurati
_dailati AB, AC, BC del triangolo sferi-
co ABC; ma ciascuno dei tre angoli pia-
ni che compongono 1’ angolo solido &
minoredellasommadegli altri due; dun-
que anche un lato qualunque del trian-
golo ABC risultera minore della somma

degli altri due.

PROPOSIZIONE VI.

TEOREMA. La somma dei lre lati di un iriangolo sfe-
7iCo e minoredella circonferenzadiuncerchio inassimo.
Sia ABC un triangolo sferico qualunque; se si prolun-
gano i lali AB, AC (ino a c¢he 8" incontrano nuovamente
in D, gli archi ABD,ACD saranno delle semicirconferenze
poiche due cerchi massimi si tagliano sempre in due par-
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ti ugnali, (pr. 1); ma nel trian-
golo BCD si ha il lato BC<BD.
+CD (prop. ) ; e perd aggiun-
gendo ad una parte ed all’altra
AB+AC, si avrd AB+AC+BC<
ABD4ACD, ¢ioé minore di una

R
AV D
circonferenza.,

Osservazione. Aflinche si possa costruire un triangolo
sferico con tre lati dati, & necessario e sufliciente che la
somma dei tre lali sia minore di una circonferenza e che
il lato maggiore sia minore della somma degli altri due :
poiché, essendo queste le condizioni necessarie e suffi-
cienti per poter costruire un angolo solido con tre facce
che avessero per misura i tre lati dati, ne segue che se
si dispone il vertice di quest’angolo solido al centro dellz
sfera, le sue facce intercetteranno sulla superficie sferica
il triangolo dimandato.

PROPOSIZIONE VII.

TEOREMA. La somma dei lali di un poligono sferico
Convesso e minore di una circonferensza di cerchio mas-
Simo.

Sia ABCDE un poligono sferico convesso: condotti dal
centro O della sfera i raggi OA, OB, OC, OD, OE, si for-
mera un angolo solido che sara convesso
e di cui gli angoli piani AOB, BOC, han-
no per misura gli archi AB, B(C,...; ma
la somma degli angoli piani che formano
I'angolo solido é minore di 4 retti; dun-
que la somma degli archi AB, BC..., &
minore di una circonferenza.

DEFINIZIONI.

I. I1 polo di un cerchio della sfera é I'estremita del dia-
metro perpendicolare al piano di questo cerchio.

II. Ogni cerchio della sfera ha due poli. _ .

III. Tutti quei cerchi i cui piani sono paralleli hanno i

medesimi poli.
PROPOSIZIONE VIII.

TrROREMA. Tutli i punti della circonferenza FNG di un

L]
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cerchio della sfera sono ugualmente distanli dal polo D
di questo cerchio.
" Infatti, se si tirano dal centro O
: della circonferenza FNG i raggi OF,
ON, OG, come pure le rette DI, DN,
DG,itriangoli rettangoliDOF,DON,
DOG..., saranno uguali, poiché essi
hanno il lato DO di comune e gli al-
tri lati OF', ON, O %uguali come rag-
gi di uno stesso cerchio; dunque sa-
rd pure DF=DN=DG...

Si rileva da ¢id che gli archi di cerchi massimi FD ,
DN, DG sono uguali, percheé sottesi da corde uguali ; ed
i loro piani sono perpendicolari al cerchio FNG, perché
passano tutti per la retta DO perpendicolare al piano di
questo cerchio.

La precedente dimostrazione si applica evidentemen-
te anche al polo di un cerchio massimo AMB; ma, in
questo caso gli angoli retti DCA, DCM, DCB essendo si-
tuati al centro dei cerchi massimi DAT, DME..., ne segue
che gli archi DA, DM, DB sono quarte parti di circonfe-
renza o quadranti.

Scolio. Le proprietd dei poli permettono di tracciare
sulla superficie della sferagliarchidicerchiocon la stessa
facilita che su di una superficie piana.

Si usa a tale uopo un compasso chiamato compasso sfe-
rico, nel quale si da alle due braccia una disposizione
che permette d’inclinare le punte I'una verso l'alira sotto
un angolo qualunque. : '

E evidente che se si situa una delle punte di questo
compasso in D e ' altra in I, e si fa girare questo com-
passo intorno al punto D, I'estremita I descrivera il cer-
chio FNG.

Se si volesse dal punto D come polo, descrivere un cer-
chio massimo AMB , bisognerebbe che la distanza delle
due punte del compasso losse uguale alla corda di un
quadrante, e per avere uesta distanza, bisognerebbe co-
noscere il raggio della sfera.

PROPOSIZIONE IX.

PropreMa, Datla wna sfera, (rovarne i raggio.

s
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A Con un’apertura di com-
; , passo arbitraria AC, si
o' |0 descriva sulla sfera un
cerchio CDI; si segnino
tre punti C, D, E sopra
questo cerchio, e si misu-
rino con un compasso le
distanzerettilinee CD,DE,
B" 0B ; infine si costruisca
sopra un piano un iriangolo con questi tre lati; il raggio
del cerchio circoscritto a questo triangolo sara il raggio
del cerchio CDE.

Cio posto,se s'immagina condotto pel diametro ABdella
sfera un cerchio massimo ACBE , e si suppongono con-
dotte le rette CA, CB e CO, si conosceranno nel triangolo
rettangolo CAO I" ipotenusa AC ed il lato CO ; e perd si
potra costruire sopra un piano un triangolo ¢'A’0’ uguale
a CAQ; e siccome la retta CB & perpendicolare a CA., cosi
conducendo C'B’ perpendicolare ad A’C, la A'O"-prolun-

gata fino all’ incontro di C¢'B’, determineri il diametro
A'B'=AB della sfera.

PROPOSIZIONE X.

PROBLEMA. Tracciare sopra una fera un cerchio mas-
simo che passy per due punii A e B. '

T Dai punti A e B come poli, e con
un raggio uguale alla corda del qua-
drante si descrivano due cerchi mas-
simi che si tagliano in P; il punto P

A sara il polo dell’arco di cerchio mas-
simo AB, e servira a descrivere que-
st’arco. :

PROPOSIZIONE XI.

ProBLEMA. Condurre per un punlo A della superficie
della sfera, un cerchio massimo perpendicolare ad un
allro cerchio massimo.
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Dal punto A come polo, e ¢im un
raggio uguale ad un quadrante , sj
descriva un cerchio massimo che ta-
glia in S il cerchio CMD : allora se
col punto S come polo, e col raggio
SA , si descriva il cerchio massimo
AM, questo risultera perpendicolare
a CMD (prop. 7).

PROPOSIZIONE XII.

TEOREMA. L'angolo BAC che fanno fra loro due archi
di cerchi imassimi, ha per misura U’ arco BC di cerchio
massimo , descritlo dal punto A come polo, e compreso
fra i latli dell'angolo. |

Infatti, tirati i raggi OB, OC; gli archi AC, AB essen-
do dei quadranti, gli angoli AOB, AOC sono retti, dun-
que BOC e I'angolo piano corrispondente all’ angolo die-
dro DBAC; ma I'angolo al centro BOC ha per misura I'ar-
co BC, e pero quest’arco é la misura dell’ angolo diedro

A DBAC, che é appunto I’ angolo dei
due archi di cerchi massimi.

Corollario. Gli angoli dei triangoli
sferici possono paragonarsi fra loro
0 o per mezzo degli archi di cerchi massi-

~L—7" mi descritti dai loro vertici come poli
e compresi fra i loro lati ; e quindi &
sempre facile il costruire un angolo u-
D guale ad un angolo dato.

Scolio. Gli angoli opposti al veriice
ACO e BCN sono uguali; perché I'uno
o I'altro & sempre Pangolo formato dai
due piani ABC, OCN.

Si vede anche che nell” incontro del
due archi ACB, OCN, i due angoli a-
diacenti ACO, OCD presi insieme , e-
quivalgono sempre a due angoli vetil.

PROPOSIZIONE XIII.

TEOREMA. Il pite corlo camanino dal punlo \ al punto
B sulla superficie della s/evra ¢ Uarco di cerchio inassimo
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minore di una cemicirconferenza, che congivunge questi
due punii.

La dimostrazione di questo teorema ¢ fondata sopra i
due femmi seguenti.

Lemma 1. Il pin corlo cammino
del polo Y di wn cerchio a lull'i pun-
(v della sua circonferenza ABD é lo
stesso per il quesli punli,

Infatti, condotti dal polo gli archi
di cerchio massimo PA, PB ai punti
A e B della circonferenza ABD, sia
PGB il piu corto cammino sulla sfe-
ra da} punto P al punto B.

f,‘

Se si fa girare la semicirconferenza che sta alla destra
del cerchio massimo PBE intorno a PE, fino a che queste
cerchio massimo coincida col cerchiomassimo PAE, I'ar-
co PBsi applichera sul suouguale AP, e I'emisfero PBEHD
coincidera perfettamente coll’ emisfero PAEBD , ma in
questa sovrapposizione la linea PGB non avra cessato di
rappresentare il pin corto cammino da P a B; dunque es-
so sara ugualmente il pitt corto cammino da P ad A.

Lemma 1I. Sieno AB, AC due archi di cerchi massimi,
minort di una semicirconferenza, e sia AC<AB; 10 dico
che il piw corlo cammino da A a C é minore di quello
da A a B. | :

In effetti, si descriva dal punto A come polo, e con I'in-
tervallo AC, un cerchio che taglierd ne-
cessariamente I’arco AB fra A e B e sia
AMB la piu corta linea fra A e B;questa
linea incontrera il cerchio CI in un pun-
to M e la linea AM sard il piu corto cam-
mino da A ad M ; poiché se vi esistesse
SA\B . una linea piu corta fra questi due punti,
AMB non sarebbe il piu corto cammino da A a B, il che
é contro 1' ipotesi; ma , secondo il lemma precedente, il
piu corto cammino da A ad M é lo stesso che quello da
A a C;é pero il pit corto cammina fra questi due ultimi
punti sard minore di quello da A a B.

Cid premesso, sia AB I'arco di cerchio massimo mino-
re di una semicirconferenza che congiungei punti A e B,
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A e supponiamo che vi esista fuori di'questo ar-
co un punto C appartenente alla piu corta di-
stanza da A a B. Conducansi gli archi di cer-

chio massimo AC, BC e si prenda AD=AC.
¢ Pel triangolo ABC si ha (prop. 5) AB<A(
D +CB ; togliendo da una parte e dall’ altra AD
=AC, resta DB<BC; ma in virtl del letama I,
il piu corto cammino da A a D é lo stesso di
B quello da A a C; dunque, siccome il punto C
appartiene alla linea piu corta fra A e B, cosi bisogne-
rebbe che la distanza da C a B fosse minore di quella da
D a B, conseguenza resa assurda dal lemma II, giacche
I’ arco BC é maggiore di BD. Dunque non potendo alcun
punto della piu corta distanza da A a B trovarsi fuori
dell’arco AB, e forza conchiudere che I'arco AB é1a linea
pitcorta di tuttequelle che hanno le medesime estremita.
Osservazione. Nella dimostrazione precedente si sup-
pone che ciascuno dei due archi AC, BC sia minore di
AB; ed é evidente che non si pud ammettere altra ipote-
si; poiche se si avesse AC>AB, lalinea pit corta fra A e
B sarebbe minore di quella fra A e C, e quindi il punto

C non potrebbe appartenere alla prima linea.

DEFINIZIONI.

I. Se il punto P é uno dei poli del
cerchio massimo AB della sfera, ed
il punto M é situato nello stesso emi-
sfero del punto P, e evidente che il
piu piccolo arco di cerchio massimo
che congiunge M con P ¢ minore di
un quadrante, e reciprocamente.

LI. Dato un triangolo sferico ABC,
se dai punti B o C ¢ome poli e con un
raggio uguale alla corda di un qua-
drante, si descrivono due cerchi mas-
simi che si tagliano nei punti A’ed A"
che sono i poli del cerchio massimo
BO, e siconsidera solamente il polo
A" che si trova dalla stessa parte di
A per rapporto al cerchio massimo
BO ;5 ¢ se linalmonte si costruiscono
nella stessa guisa i poli B', ¢’ degli
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archi AC, AB situati dalla stessa parte di B e C per rap-
porto ai cel‘chl massimi AC, AB; il {riangolo A’B'C’ cosi
formato chiamasi #iangolo polare del triangolo ABC.

PROPOSIZIONE XIV.

TEOREMA. Se il iriangolo ABC ha per {riangolo polare
A:B’C:, reciprocamente ABC sara il {riangolo polare di
A'B'C'.

Infatti, il punto A’ essendo il polo di BC, I’intervallo

A’C é un quadrante; similmente il
punto B' essendo il polo di AC, 1’ in-

A tervallo B'Ce uguale adun quadrante;

dunque il punto C é il polo dell’ arco

A'B’; e I'arco di cerchio massimo CC’

essendo minore di un quadrante , il

" < punto C’ si troverd situato dalla stes-

8' ¢ saparte del punto C per rapporto al
cerchio massimo A'B'.

Per la stessa ragione i punt1 A e B sono i poli degli
archi B’C’, A'C’, e sono si‘uati dalla stessa parte di Ale
B’ per rapporto aoh archi B'C’' e A'C'.

Dunque il trlangolo ABC é il triangolo polare di A’B’G'.

Osservazione. La proprieta precedente puo applicarsi
ad un poligono sferico convesso: ed invero essendo dato
un poligono sferico ABCDE, sia A’
quello dei due poli dell'arco AE situa-
to nello stesso emisfero del poligono
sferico ABCDE: siano similmente B’,
C’, D', E'i poli degli archi AB, BC,
CD, DE situati della stessa maniera
per rappor'to a questi archi ; il poli-
gono sferico A'B'C'D'E' dicesi il pola-
redi ABCDE,e si dimostrera come pel
triangolo che reciprocamente ABCDE
" ¢ il polare di A'B'C'D'E’. -

A‘

PROPOSIZIONE XV,

TEOREMA. Di due iriangoli polari ARC, DEF, ognt an- .
golo di ciascun triangolo avrd per misura una semicir-
conferenza meno il lato opposio nell'aliro triangolo.
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Si prolunghino, se occorre ,. j
lati AD, AC fino all’ incontro di
EF in G ed H; siccome il punto
A ¢ il polo dell’arco GH, cosi ’an-
golo A avra per misura I’ arco
[ GH.Ma I'arco EH ¢ un quadrante

come pure GF, perché E éil polo
T di AH, ed F il polo di AG; dunque
EH+GT equivale ad una semicirconferenza : ed essendo
inoltre EH4+GF lo stesso che EF+GH (*), ne segue che
I'arco GH che misura 1’ angolo A é uguale ad una semi-
circonferenza meno il lato EF , similmente si dimostra
che I'angolo B ha per misura ; circ.—DF, e che 1" angolo
C ha per misura 3 circ.—DE.

Questa proprietd dovendo essere reciproca fra i due
triangoli, poiche essi si descrivono nella stessa maniera
I'uno per mezzo dell’ altro; si trovera che gli angoli D,
E, F del triangolo DEF avranno rispettivamente per
misura 3 cire.—BC, 1 circ.—AC, § ¢irc.—AB ; ed infatti,
I'angolo D, per esempio, ha per misura 1I’arco MI; ma
MI 4+ BC=MC+BI=; circ.; dunque I'arco MI misura del-
'angolo D é uguale a j circ.—BC; e cosi per gli altri.

Osservazione I. Se dal centro della sfera si tirano i
raggi ai vertici dei triangoli ABC, DEF; verranno afor-
marsi due angoli triedri i cui angoli piani hanno per mi-
sura ilati dei triangoli sferici, ed i cul angoli diedri
non sono altro che gli angoli degli stessi triangoli.

Ora, risultando dal teorema dimostrato poc’anzi, che
in questi due angoli triedri gli angoli diedri dell'uno sono
i supplementi delle facce dell’altro e reciprocamente; ne
segue che i suddetti angoli triedri sono supplementari.

Osservazione II. Si dimostra nella stessa guisa che in
due poligoni sferici polari, ogni angolo dell'uno & il sup-
plemento di quel lato dell’aliro che ha per polo il vertice
dell’angolo.

DEFINIZIONIL.

' S{a AB_C]J un poligono sferico ; si conducano 1 rag-
gl al vertici di questo poligono e si prolunghino fino a
che incontrano i nuovo la sfera in A', B', ¢, D'; si

(*) Giacche avendosi I =11 — 11" ¢ GI'=GH-+HF, sard
EH 4 GI'=EI" 4 G11.
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conducano infine gli archi A'B’, B'C/,
A'D', O'D. -

Gli angoli solidi formati in O essen-
do simmetrici, essi avranno gli angoli
pianiegli angoli diedririspettivamen-
te eguali: e perd anche i poligoni sfe-
rici ABCD , A’B'C'D’ avranno tutte le
loro parti uguali. Cid non pertanto
questipoligoni nonsono sovrapponibili; poichd se siporta
il 1ato C'D’ sul suo uguale CD in modo che gli altri lati
dei due poligoni cadano da una stessa parte per rapporto
a CD, il punto D’ cadra in C;e percorrendo i due poligoni
nello stesso senso a partire dal punto G, i lati e gli angoli
si presenteranno in un ordine inverso.

Questi poligoni sferici sono chiamati simmetrici, qua-
lunque possano essere le posizioni rispettive che hanno

sulla superficie della sfera. | -

PROPOSIZIONE XVI.

TEOREMA. Due triangoii situati sulla stessa sfera o
sopra sfere uguali , $0%.0 uguali in tutte le loro porti,
allorche hanno un angolo uguale compreso fra lali ri

Spellivainenie uguali.

A B E Sia il lato AB=EF, il lato AC
=EGel'angolo BAC=FEG;iltrian
golo EFG potra essere situato sul

B P F triangolo ABU nello stess0 modo
con cui si sovrappongono due
triangoli rettilinei che hanno un

G G G angolo uguale compreso fra lati

vguali. Tutte le parti del triangolo EFG risaltando cosl
uguali a quelle del triangolo ABC, sara pure il lato BC
=FG, I'angolo ABC=EFG e I'angolo ACB=EGF.

~ Se i lati uguali dei due friangoli fossero inversamente
disposti per rapporto ai due angoli uguali, si sovrappor-
rebbe EFG sul simmetrico di ABC, e si perverrebhe alla
stessa conclusione-

PROPOSIZIONE XVII.

TEOREMA. Due iriangoli situali sulla stessa sfera o
sopra sfere uguali, sono uguali in luite le loro parti,
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allorche hanno un lalo uguale adiacente a due angoyy
yispettivamente uguali.
Poiché uno di questi triangoli puo essere situato gy]-
I’ altro o sul suo simmetrico, come si fa nel cago simile
dei triangoli rettilinei (Vedete prop. VI, lib. ),
PROPOSIZIONE XVIIL.

TEOREMA. Se due iriangoli siluali sulla stessq sferq

o sopra sfere uguali, sono equilaleri fra loro, essi saran,

no anche equiangoli, e gli angoli uguali saranno opposti
ai lali uguali. i

o 0’ Congiungendo i cen-

tri delle sfere O e Q'coi

vertici deidue triango-

. g 1i, si formeranno due

angoli triedri, i cuian-

| goli piani, avendo per

B . Br misura ilati dei trian-

goli sferiei, sono rispettivamente uguali ; ma si é dimo-

strato che in questo caso gli angoli diedri opposti alle

facce uguali sono uguali; dunque nei due triangoli sferi-

ci gli angoli opposti ai lati uguali sono uguali.

PROPOSIZIONE XIX.

TEOREMA. In ogni triangolo sferico isoscele gli angoli
opposti ai lali uguali sono eguali.
Sia il lato AB=AC ; io dico che si avra
A 1" angolo C=B: poiché se dal vertice A si
conduce al punto di mezzo D della base,
I’arco AD, i due triangoli ABD, ADC avran-
no i tre lati rispettivamente uguali, cioé
AD di comune, BD=DC e AB=AC; dunque,
¢ Del teorema precedente, questi triangoli
D avranno gli angoli uguali e si avra B=C.
Dalla stessa dimostrazione risulta che
I"angolo BAD=DAC e che 1"angolo BDA=ADC ; dunque
questi due ultimi sono retti, e percio l'arco condotto dal
verlice di wn (riangolo sferico isoscele al punto di mes-
zo della sua base ¢ perpendicolare a questa base , e di-
vide Uangolo al vertice in due parli uguall.
Scotio. Risulta anche da questo teoroma che il simme-
trico di un triangolo sferico isoscole gli & uguale per so-
vrapposizione.

L
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PROPOSIZIONI X X.

TEOREMA. Se due angoli di un Iriangolo sferico sono
wgu_a'h'. anche i lati opposti saranno wgunli.
Sia I'angolo B=C, io dico che si avri AC=AB; poiché,
A seil lato AB non ¢ ugnale ad AC, sia AB il
maggiore dei due; si prenda BO =AC e si
congiunga OC. 1 due i{riangoli BOC, ACB,
avendo due lati ugnali a due lati e I'angolo
compreso dai primi eguale all’angolo com-
preso dai secondi, sono eguali (prop. 16) e
stavrd OCB=ABC; ma I'angolo ABC per ipo-
B C tesi ¢ pure uguale ad ACB, quindi dovreh-
b’ essere OCB=A(B, il che ¢ impossibile; e percid non
potendo supporre AB diverso da CA, i lati AB, AC oppo-
sti agli angoli uguali B e €, saranno uguali. '

PROPOSIZIONE XXI.

TEOREMA. In un {riangolo sferico ABC, se l'angolo A
& maggiore dell’ angolo B, il lalo BC opposito all’angolo
A sara maggiore del lato AC opposto all’angolo B; reci-
procamente, se il lalo BC e maggiore di CA, I'angolo A
sara maggiore dell’angolo B. '
1.9 Sia I'angolo A>B; facendo 'angolo BAD=B, si avri
A AD=DB (prop. 20.): ma AD+
DC é maggiore di AC; dunque
col porre BD in luogo di AD
si avra DB+DC o BC>AC.
2.° Se si suppone BO>AC,
io dico che I'angolo BAC sara
D maggiore di ABC; poiché se
BAC fosse uguale ad ABC, si avrebbe BC=AC, e se si
avesse BAC<ABC ne seguirebbe , per cid che si & dimo-
strato, BC<AG, il che é contro la supposizione ; dunque
I'angolo BAC é maggiore di ABC.

PROPOSIZIONE XXII.

TEOREMA. Se due [riangoli situali sulla stessa sfera
o0 sopra sfere uguali sono equiangoli fra loro , essi sa-
ranno anche equilalert. ,

Sieno A e B i due triangoli dati, P e Q i loro triangoli
polari : siccome gli angoli sono uguali nei triangoli A e

B
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B, cosi i lati saranno uguali nei polari P e Q (prop. 15);
ma dall’essere equilateri i triangoli P e Q, ne segue che
essi sono-anche equiangoli (prop. 18); e perd dall’ essere
li angoli uguali nei triangoli P e Q, ne segue (prop. 15)
che i lati sono uguali nei loro polari A e B: onde i trian-
goli equiangoli A e B sono nello stesso tempo equilateri
fra loro.

Scolio. Questa proposizione non ha luogo nei trian-
goli rettilinei ove dall’ eguaglianza degli angoli non si
pud ricavare che la sola proporzionalita dei lati. Ma si
put facilmente rendersi conto della differenza che si tro-
va a questo riguardo fra i triangoli rettilinei ed i trian-
goli sferici. ;

Infaiti , nella proposizione presente come pure nelle
prop. 16, 17, 18, 22 dove si tratta del paragone dei trian-
goli, ¢ detto espressamente che questi iriangoli sono si-
tuati sulla stessa sfera o sopra sfere uguali: ma gli ar-
chi simili sono proporzionali ai raggi; dunque per sfere
uguali due triangoli non possono essere simili senza es-
sere uguali. Non c¢i ha quindi a sorprendersi se 1’ egua-
glianza degli angoli porta con se I' eguaglianza dei lati.

Ci0 non avrebbe luogo se i triangoli fossero tracciati
sopra sfere disuguali; percheé allora gli angoli essendo
uguali, i triangoli sarebbero simili, ed i lati omologhi
sarebbero proporzionali ai raggi delle sfere.

PROPOSIZIONE XXIII.

1.9 TEOREMA. La somma degli angoli di un triangolo
sferico e minore di sei e maggiore di due relii.

2.° L'angolo piw piccolo aumentalo di due retli e mag-
ciore della somma degli allri due.

1.% Infatti, la misura di ogni angolo di un triangolo
sferico essendo una semicirconferenza meno il lato op-
posto del triangolo polare (prop. 15) ; la somma di tutti
e tre gli angoli avra per misura tre semicirconferenze
meno la somma dei lati del triangolo polare ; ma que-
st'ultima somma & maggiore di zero e minore di una cir-
conferenza;dunque togliendola da tre-semicirconferenze,
1 resto sara minore di tre samicirconferenze e maggiore
di una semicirconferenza ; e perd anche la somma degli

angoli di un triangolo sferico ¢ minore di sei retti ed &
maggiore di due retti.
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Corollario. Un {riangolo sferico pud avere due o tre
angoli retii, due o 1re angoli ofiusi.

Se il triangolo ABC ¢ birellangolo, cioé se ha due an-
goli relli B e C, il vertice A sara il polo
della base BC, ed i lati AB, AC saranno
due quadranti.

Se inoltre anche 1" angolo A é retto ,
il triangolo ABC sard Irirvellangolo , i
suoi angoli saranno tulti retti, ed i suoi
lati saranno tre quadranti. 11 triangolo
trirettangolo ¢ contenuto otto volle
nella superficie della sfera; il che si
rileva dalla fig. 236, col supporre
I'arco MN uguale ad un quadrante.

2. Se A, B, C sono gli angoli del
triangolo , ed A il piu piccolo ; sa-
ranno 180°—-A, 180°— B, 180°— C i
lati del triangolo polare; ma si ha

180—A<180—B+180—C;

dunque, aggiungendo ad una parte ed all’ altra A+B+C ,
e togliendone 180, si deduce

B+C<180°+A.

Da ¢i0 risulta che con tre angoli A, B, C che soddi-
sfano alle condizioni enunciate in questo teorema, si pud
formare un triangolo sferico ; giacché queste sono ap-
punto le condizioni necessarie e sufficienti affinché si

possa costruire un angolo triedro con i tre angoli diedri
A, B, C.
a

Scolio. In tutto cid che precede si & sup-
A posto che i triangoli sferici hanno i loro
lati sempre minori di una semicirconfe-
renza; ma é utile osservare che vi esisto-
no dei triangoli sferici di cui alcuni lati
sono maggiori della semicirconferenza ed
alcuni angoli maggiori di due angoli retti. Infatti, se si
prolunga il Jato AC finché divenla una circonferenza in-
tera ACE, c¢io0 che resta togliendo dall’ emlsf:er'o il trian-
golo ABC & un nuovo triangolo, che si pud indicare an-
che con ABC, e di cui i ]ati sono AB, BC, AEC; si vede
a‘lunque che il lato AEC é maggiore della semicirconfe-
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renza, e nello stesso tempo 1'angolo opposto B supera due
angoli retti.

Del resto , se si sono esclusi dalla definizione i trian-
goli di cui i lati e gli angoli sono cosi grandi, la loro ri-
soluzione o la determinazione delle loro parti si riduce
sempre a quella dei triangoli compresi nella definizione;
giacche si vede facilmente che se si conoscono ‘gli ango-
Ii ed 1 latidel triangolo ABC, si conosceranno imme-
diatamente i lati e gli angoli del triangolo dello stesso
nome che ¢ il resto dalla mezza sfera.

DEFINIZIONI.

I. Si chiama 7uso la porzione della superficie della sfe-
ra compresa fra due semicerchi massimi aventi un dia-
metro comune,

II. L'unghic sferica é la parte del volume della sfera
compresa fra gli stessi semicerchi massimi, ed alla quale
il fuso serve di base.

III. La piramide sferica ¢ 12 parte della sfera compre-
sa fra i piani di un angolo solido , di cui il vertice ¢ al
centro, ed avente per base il poligono sferico intercelto
dagli stessi piani.

Allorché due poligoni sferici coincidono , le piramidi
di cui essi sono le basi, coincidono urualmente.

IV. Chiameremo piramidi sferiche simmetriche quelle
che hanno per basi poligoni simmetrici.

PROPOSIZIONE XXIV.

TEOREMA. II fuso AMBNA sta alla superficie della sfe-
ra come l'angolo MAN del fuso sta a quallro angolt ret-
ti , 0 come I’ arco MN che misura quest angolo sta alla
circonferenza. .

Supponiamo in primo luogo che 1'arco MN sia
commensurabile colla circonferenza
MNPQ, e che dividendo questa in 48
parti uguali, I' arco MN contenga 5
di queste parti; il rapporto dell’ arco
alla circonferenza sara cosi 7g-

Pe] diametro AB e per i punti di
divisione si facciano passare dei pla-

B ni; si formeranno cosi sulla sfera 48
fusi tutti uguali fra loro perché hanno uno stesso ango-
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lo; ma di questi, 5 sono contenuti in AMBN , dunque il
rapporto di questo fuso alla superficie della sfera sard
anche 7% ; e percid sard 1o stesso dj quello dell’ arco MN
alla circonferenza MNPQ,

Se I'arco MN non é commensurabile colla circonferen-
za, si dimostrera col ragionamento solito che il fuso sta
sempre alla sfera come I'arco MN sta alla circonferenza,

Misura del fuso. Siano F, F’ due fusi di cuj gli angoli
sono A-e A'; si ha dal teorema precedente

F A
sfera ~ 4ret

e
B’ A’
‘donde sfera — dret
F A
Ay M

Se dunque si vuol misurare un fuso rispetto ad un al-
tro fuso preso per unitd, si rileva dalla proporzione (1)
che basta cercare il rapporto degli anwoli (i (uesti fusi.

Cosi supposto che si prende per unita del fuso B quello
di cui I'angolo & reito, Ia proporzione (1) diviene

I A
M~ i;'ét' (2)

e perd il rapporto di un fuso al fuso retto & uguale al
rapporto del suo angolo ad un angolo retto : il che si o
sprime brevemente dicendo che il fuso ha per misura il
suo angolo.

Se si prendesse per unita di superficie il triangolo tri-
rettangolo T che é la meta del fuso retto, si avrebbe col
sostituire 2T ad F' nell’ eguaglianza (2)

F_ A
2T ~ Jret’

donde, moltiplicando I'una parte e I'altra per 2, si ricava
F_2A
T — 1ret’

Brsaxcaer—Elem. di Geometria. : 17

- — e —
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1l rapporto adunque di un fuso al triangolo trireitan-
golo & uguale al rapporto del r}r)pplo del suo angolo ad un
angolo retto, o, in altri termini, un fuso ha per misura
il doppio del suo angolo. e 8 _

Scolio. Si vedrebbe parimenti che un’ unghia sta al
volume della sfera come il suo angolo sta a 4 retti, e che
un’ unghia ha per misura il suo angolo, se si prende per
unitd di volume I'unghia retta e per unita di angolo 1’an-
golo retto ; ovvero il doppio del suo angolo, prendendo
per unitd di volume la piramide trirettangola , che é la
metd dell’ unghia retta, e per unitd di angolo 1I'‘angolo
retto. -

PROPOSIZIONE XXYV.

TEOREMA. Duelriangolisferict simmelrici sono uguali
in superficie. '

Sia ABC un triangolo sferico ed A'B'C' il suo simme-
trico. Sia P il polo del cerchio minore che passa per i
punti A, B, C, (*), di guisa che gli archi di cerchi mas-
simi PA , PB sono uguali. Conducasi infine il diametro
POP', e gli archi di cerchi massimi P’A’, P'B’, P'C".

Gli angoli POA , P'OB’ essendo u-
guali come opposti al vertice, sara
I’ arco PA=P'B’ ; per la stessa ragio-
ne PB=P'A’ e PC=P'C’; e siccome

=R BI=P(,
Cid posto, i triangoli APC, A'P'C
_ avendo i tre lati rispettivamente u-
it guali ed essendo isosceli,essisovrap-
posti coincideranno. Si vedrebbe similmente che il trian-
o0lo CPB ¢ uguale al triangolo C'IA’ ¢ che il triangolo
APB & uguale al triangolo A'l'1Y; o perd il triangolo ABC
che ¢ la somma dei triangoli APC, CPB, APB, sard ugua-
le in superficie al triangolo A'B'C’, che & ln somma del
triangoli A'P'C, C'P'IY, A'P'B.

(*) 11 cerchio che passa por i tre punti A, B, ¢, o che d cir-
coscritto al triangolo ABC, non pud essere cho un corchio mi-
nore dellu sferu; poichd so fosso un cerehio massimo, i tro latl
AB, BC, AC sarebbero situati in uno stesso piano ed il trian-
golo ABC s1 ridurrebbo ad uno dei suoi lati.

PA=PB=PC, cosi si avrd pure P'A"

U et
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Osservazione 1. Se il polo P fosse fuori del triangolo
ABC, allora bisognerebbe fare la somma.di due triangoli
isosceli e toglierne il terzo per avere il triangolo ABC ;
e siccome la stessa cosa avrebbe luogo pel triangolo
A'B'C/, cosi la conclusione sarebbe la stessa.

Osservazione II. Similmente si dimostrerebbe che le
due piramidi sferiche simmetriche che hanno per base i
triangoli ABC, A'B'C’, sono equivalenti.

PROPOSIZIONE XXVI.

TEOREMA. Se due cerchi massimi AOB, COD sz laglia-
10 comunque nell’emisfero AOCBD, la somma dei {ricsn-

- goli opposti AOC , BOD sard uguale al fuso che ha per
angolo BOD. :

0 Poiché prolungando gli archi OB,
OD nell’ altro emisfero fino al loro
incontro in N, sard OBN una semi-
circonferenza, come pure AOB; to-
gliendo daunaparte e dall’altra OB,
si avrd BN=:A0,

Per una ragione simile si ha DN
=C0 ¢ BD=AC; dunque i due trian-
goli AOC, BDN, avendo i tre lati
uguali ed inversamente siluati, sono simmetrici ¢ quindi
uguali in superficie (prop. 25); laonde la somma dei trian-
goli AOC, BOD sardequivalente al fuso OBNDO di cui
1" angolo & BOD. -

Scolio. E pure evidente che le due piramidi sferiche
che hanno per basi i triangoli AOC, BOD prese insie-
me , equivalgono all' unghia sferica che ha per ango-
lo BOD.

PROPOSIZIONE XXVII.

TEOREMA. La superficie di un triangolo sferico hao
per misura l'eccesso della somma dei
suoti tre angoli sopra due angoli retli.

Sia ABC il {riangolo proposto; si com-
pleti il cerchio massimo AB , e si pro-
lunghino gli archi CB, AC fino al
loro incontro con questo cerchio mas-
simo.
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Si ha evidentemente.

ABC+BCE=fuso A,
ABC+ACD=fuso B

e pel teorema precedente

ABC+DCE=fuso C.

Addizionando , ed osservando che la somma di questi

sei triangoli eccede I’ emisfero di due volte il triangolo
ABC, si ricava

2. ABC + ; sfera = fuso A + fuso B + fuso C.

E pero togliendo da una parte e dall’ altra la mezza
sfera, e dividendo per 2, si avra

& aPan
ABC= fuso A +fuso B;—[‘uso C— 3sflera '

Se ora si dividono i due membri dell’ eguaglianza per

la superficie del triangolo trirettangolo, che chiameremo
T, si ha
2

ABC fuso A+fuso B+fuso C—3 sfera

T 2T

ma
fuso A A fusoB B fusoC _C
9T — Iret’ 2T  AreV 2T  Iret
e L
: 5 sfera
2’1‘ —y

dunque

ABC A+B+C+2 A+B4C—2ret
™ ret _' ret .

Sicehe il rapporto di un triangolo sferico al triangolo
trirettangolo & uguale al rapporto dell’eccesso della som-
ma dei suoi angoli sopra due retti ad un angolo retto,
il che si esprime molto piu brevemente dicendo che un
triangolo sferico ha per misura 1’ eccesso della somma
del suoi angoli sopra due angoli retti.

Scolto I. Se gli angoli del triangelo sono dati dai nu-
meri dei gradi degli archi che li misurano, si togliera
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180.° dalla loro somma e si cercherd il rapporto della
differenza a 90°.

Applicazione. Siano A=70.° 10", B=6(0.0 20", C=80.%;
togliendo 180.° dalla somma di questi archi, si trova per
differenza 30.°, 30" e per ottenere il rapporto di 30°, 30
a 90° bisogna ridurre questi due numeri di gradl in mi-
nuti e dividere il primo numero pel secondo ; sicché il
tri]angolo proposto & i #83% ¢ ¢ del triangolo trirettan-
golo.

Scolio II. Si dimostrerebbe similmente che una pira-
mide sferica triangolare ha per misura 1’ eccesso della
somma degli angoli della sua base su due retti ( pren-
dendo per unita di volume la piramide trirettangola e per
unitd di angolo I'angolo retto). In tal modo lo stesso nu-

A+4B+4C—2ret.

mero Tret rappresentera contemporaneamente

il rapporto di una piramide sferica alla piramide triret-
tangola, ed il rapportio della base della piramido al trian-
golo trirettangolo.

PROPOSIZIONE XXVIII.

TEOREMA. La superficte di vn poligono sferico ha per
misura la sonuna dei swot angoli diminuvila del prodol-
lo di due angoli »elli per il nwmero det lali del poligono

meno due.

sl Conducendo da uno stesso vertice

"/ A atutti gli altri vertici le diagonal]

AC, AD; il poligono ABCDE rimarra

diviso in tanti triangoli per quanti

E sono i lati meno due. Ma la superf(i-

cie di ogni triangolo ha per misura

A g la somma dei suoi angoli meno due

angoli retti , ed ¢ la sommpa di tutti gli angoli dei trian-

goli uguale alla somma degli angoli del poligono ; dun-

que la suparficie del poligono avra per misura la somma

dei suoi angoli diminuita di tante volte due retti quanti
sono 1 lati meno due.

Scolio. Sia s la somma degli angoli di un poligono sfe-
rico, ed # il numero dei suoi lati; prendendo per unita
I'angolo retto, la superficie del poligono avra per misura
$—2(n—-2) 0 s—2n+4.
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LIBRO VIII.
I TRE CORPI ROTONDI.

DEFINIZIONI

I. Si chiama cilindro rello il solido ge-
nerato dalla rivoluzione di un rettangolo
ABCD che s’ immagina girare intorno al
lato immobile AD.

In questo movimento, i lati AD, BC, re-
stando sempre perpendicolari ad AB, de-
scrivono piani circolari uguali DPH, CGQ,
che si chiamano e basi del cilindro , e la
retta CD che dicesi generatrice, ne descri-
ve la super/i ficie lalerale.

La retta immobile AB si chiama asse del cz‘Zmdro.

Ogni sezione KL‘\I fatta nel cilindro perpendlcolar-
mente all’ asse, € un cerchio uguale a ciascuna base,
poiché , mentre il rettangolo ABCD gira intorno ad AB
la retta 1K, perpendicolare ad AB, descrive un piano
circolare uwuale alla base, e-questo piano non é altro che
la sezione fatta perpendicolarmente all’asse nel punto I.

Ogni sezione PQGH, fatta secondo 1’asse, é un rettan-
golo doppio del rettangolo generatore ABCD.

II. Si chiama cono rello il solido generato dalla rivo-
luzione del triangolo rettangolo SAB, che s’'immagina
girare intorno al Jato immobile SA.

In questo movimento il 1alo AB descrive un piano cir-
colare BDCE, che si chiama base del co-
n0 , e I'ipotenusa SB ne descrive la su-
perficie luteralq

IT punto S si chiama vertice del con0,
SA I’asse o I’ allezza , ed SB il lato ©
I apolema,

Ogni sezione JIKFI, fatta perpendico-
larmente all'asse, & un cerchio, ed ogni
sezione SDE. fatta secondo 1’ asse, é un
triangolo isoscele doppio del triangolo
pcnexatore SAB.
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II. Se dal cono SCDB si toglie con sezione parallela
allf'l base, il cono BIKII y il rimanente solido C! HE si
chiama cono tronco, o 1ronco di Cono.

Si pud supporre eho esso vien deseritto dalla, rivolu-

zione del trapezio ABIIG, i cui gli angoli A e (& sono
retil, intorno al lato AG. '

La retta immobile AG
tronco, i cerchi BDQ
lalo.

IV. Due cilindri o due coni sono simili allorehé i loro
assi stanno fra loro come i diametri delle loro hasi.

_ si chiama asse o allezza del
» 'K ne sono le basi ¢ BII ne & 71

N, V. Se nel cerchio ACD che serve di base
x| Yo ad un cilindro, ¢ inscrive un poligono
™S _<<| ABCDE e sulla base ABCDE si costruisce

un prisma retto uguale in altezza 21 cilin-
dro, il prisma dicesi tnscritlo nel cilindro
o il cilindro circoseritio al prisma.
L E ohjaro che le costole AF, BG, CH etc.
7 Iy del prisma, essendo perpendicolari al pia-
AR /" 1o della hase, sono comprese nella super-
e ficie convessa del cilindro, e quindi i

prisma ed il eilindro si toccano secondo queste costole.

Ammetteremo come evidente che se il numero dei 1ati
del poligono inscritto divenisse grandissimo, la differen-
za fra la superficie laterale del cilindro e la superficie
laterale del prisma diverrebbe minore di ogni quantita
data, o in altri termini, la superficie laterale d: un ci-
lindro é il limile della superficie laterale di un prisma
tnscritlo di cui il numero delle facce eresce indefinita-
menle.

Ammetteremo similmente che il volume di un cilindro
e 7l limile del volume di un prisma inscritto di cui il
numero delle facce cresce indefinilamente.

. - Sia ancora ABCD un poligono insecrit-
to nel cerchio ABC che serve di base ad
un cono, e costruiscasi una piramide
SABCD avente per base questo poligo-
no ¢ per vertice il punto S; le costole

L SA, SB, SC, SD di questa piramide
¢ apparterranno alla superficie del cono,
is e questa piramide si dird énscritia nel

cono, o il cono cércoscritio alla piramide. Ammetteremo
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ancora che la superficie lalerale del cono € il limile dol.
la superficie lalerale di una piramide inscrilla di cy;
il nwmero delle fucce cresce indefinilamente, come pure
che il volume di un cono e i limile del volume delle
stesse piramidr.

PROPOSIZIONE 1.

TEOREMA. Il volume di un cilindro ha per misura il
> prodotio della sua base per la sua allezza.
Inscrivasi nella base del cilindro un po-
ligono regolare, ecostruiscasi il prisma ret-
to avente per base questo poligono elastessa
altezza del cilindro.
Indicando con B la base del prisma, con
V il suo volume e con H I'altezza del ci-

— lindro, si avra
<
V=BxH. (prop. 12 lib. 6.)

e

Ma il volume del cilindro é il limite del volume di un
prisma inscritto di cui il numero delle facce cresce in-
definitamente; si avra adunque la misura del cilindro.col
prendere il limite del prodotto B><H ; e siccome il poli-
gono inscritto B ha per limite la superficie del cerchio,
-ed il fattore I é costante; cosi si avra infine

vol. cilindro=cerchioxH.

Corollario 1. I cilindri della stessa altezza stanno co-
me le loro basi, ed i cilindri della stessa base stanno co-
me le loro altezze. .

Corollario I1.1 cilindri simili stanno come i cubi delle
altezze , o come i cubi dei diametri delle basi. Irifatti,
queste basi stanno come i quadrati dei loro diametri ;
ma essendo simili i cilindri, i diametri delle basi stanno_
come le altezze (def. 4.); dunque le basi staranno comei -
quadrati delle altezze ; e percid le basi moltiplicate per
le altezze, 0 i cilindri, staranno come i cubi delle altezze.

Scolio. Sia R il raggio della base di un cilindro , H la
sua altezza; la superficie della base sara tR?2 e la sliditd
del cilindro sard nR%<H, o =R2l.
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PROTOSIZIONT 11.

TEm_ml\t,\. .La. Superficie laterale di un prisma rello ha
per misura il pervmelro della sua base molliplicalo per
la sua allezza.

- Poiche questa superficie & uguale alla

- o somma dei rellangoli AF'GB, BGHC
CHID ete. di cui essa ¢ composta; ma le

N al(ezze. AI', BG, CH ele. di questi ret-

: /‘J tangoli sono uguali all’ altezza del pri-

" sma, e le loro basi prese insieme formano
il perimelro della base del prisma, dun-
que la somma di questi rettangoli o la
Al , | superficie laterale del prisma é uguale
\| al perimetro della sua base moltiplicato

| __—G per ]a sua altezza.

B Corollario. Se due prismi retti hanno

la stessa altezza , le superficie laterali di questi prismi
staranno fra loro come i perimetri delle loro basi.

PROPOS!ZIONE III.

TEOREMA. La superficie laterale di wn cilindro ha per
isura la circonferenza della sua base moltiplicala per
la sua altezza. |

e Inscrivasi nella base del cilindro un poli-
g L+ gono regolare, e costruiscasi il prisma retto
% - che ha per base questo poligono, e la stessa
| altezza del cilindro.
. Se indichiamo con P il perimetro della ba-
| se, con S lasuperficie laterale del prisma
1 e con H I’ altezza del cilindro; si avra

{

e S=P><H. (prop. preced.)

Ma 1a superficie laterale del cilindro ¢é il limite della
superficie di un prisma inscritto di cui il numero delle
facce cresce indefinitamente ; dunque si avra la misura
della superficie del cilindro col prendere il limite di P><H.
Ora il perimetro P del poligono inscritto ha per limite
la lunghezza della circonferenza ed il fattore H e costan-
te; dunque infine, :
sup. cilindro=circ. < H.

I
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PROPOSIZIONIE 1V,

TEOREMA. I volrmne di un cono ha per misura il pyrq.
detio della sua base per il {erzo della sua allezza.

8 Inserivasi nella base del cono un po.
ligono regolare, e costruiscasi la pira-
mide avento per hase questo poligono
e per verlice il vertice del cono.

Indicando con B la superficie del po-
D ligono inseritto con V il volume della

- T p.ili:llllil.]e , e con H I’ altezza del cono ,
si ha

M
V:Bxé-. (prop. 16 1ib. 6).

Ma il volume del cono é il limite del volume di una pi-
ramide inscritta, di cui il numero delle facce cresce in-
definitamente, ed inoltre la base B della piramide ha per

limite la superficie del cerchio mentre il fattore I—;—éco—

stante; dunque
.. H
vol. cono=cerchio SER

Corollario. Un cono & il terzo di un cilindro della stes-
sa hase e della stessa altezza; donde segue.

1.° Che i coni di uguale altezza stanno fra loro come
le hasi. | '

2.° Che i coni di basi uguali stanno fra loro come le

altezze.

3.9 Che i coni simili stanno fra loro come i cubi dei
diametri delle basi, o come i cubi delle altezze.

Scolio. S1a R il raggio della base di un cono, H la sua
altezza; la solidila del cono sara

TR%<g H o § wR2H,
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PROPOSIZIONE V. -

TEOREMA. Il cono ironco ADEB , di cui AO , DP sono
i raggi delle basi e PO lallezza, ha per misura * w. OP.
(A0? + DP*+AO0xDP). (%)

Sia TFGH una piramide triangolare della stessa altez-
za del cono SAB, e di base FGH equivalente alla base del
cono. Potendosil supporre queste due basi situate sullo
stesso piano, 1 vertici S e T saranno ad uguali distanze
dal piano delle basi, ed il piano EPD prolungato produr-

14 nella piramide la sezione IKL equivalente al cerchio

L smldman =

DE; ed infatti, essendo i coni SBA, SED simili , le basi

AB, DE staranne fra loro
come i quadrati dei raggi
AO, DP, o come i quadrati
delle altezze SO, SP; ma i
triancoli FGIT, IKL stanno
fracloro come i quadradi di
queste stesse altezze; dun-
que i cerchi A, DISsaran-
no proporzionali ai trian

goli I'GIH, TKL: ¢ perd, es.
sendo per ipotesi il brian

golo FGH equivalente al cerchio AL, sard pure il trian-
golo IKL equivalente al cerchio DE.

Intanto la base AR moltiplicataperi SOéilvolume del
cono SAB, e la base FGH moltiplicata per 3 SO é quello
della piramide TFGH: dunque, in virta delle basi equiva-
lenti, il volume della piramide risvlta uguale a quella
del cono. Per una ragione simile, la piramide TIKI,
¢ equivalente al cono SDE; e pero il tronco di co-
no ADEB risulterd equivalente al tronco di piramide
FGHIKL ed avra la stessa misura di questultimo. Ma lu
base 'GH , equivalente al cerchio di raggio AO-, ha per

misura = ><A0?; la base IKL=m<DP?, e la media propor-

(M I cono troneo & equivalente a tre coni che hanno tutti ¢
tre per altezza quella del tronco, e per basi il 1 quella infe-
riore del tronco, il 2 la superiore, ed il 3 una media geometri-
ca fra queste due basi. N. del Trud.
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zionale fram<A0? ¢ w<DIP* ¢ m<AO0<DP ; dunque il volu-
me del {ronco di piramide , e per conseguenza quello de]

. s ‘_—2 —
ironco di cono, avrd per misura j OP>(m<AO "+ < Dp2
+7xAOx<DP) ovvero

175 OP x (A0 4+ DP? A0 DP),

PROPOSIZIONE VI.

TEOREMA. La superficie laterale di una piramide re-
golare SABCDE ha per misura il perimelro della sug -
base moltiplicalo per la meta dell' apotema SI (*).

Infaiti, la superficie laterale della piramide regolare

S componendosi dei triangoli isosceli
uguali SCD, SBC, SAB...; si ha

SCD=CDx< %—I,

SBC=BC x-sl,

S
SAB=AB x—l,

Dunque addizionando, si ottiene per la misura della
superficie laterale della piramide

SI
(CD+BC+AB+AE+ED) x<+-.

PROPOSIZIONE VII.

TEOREMA. La superficie lalerale dt un cono ha per mi-
sura la circonferenza della sua base molliplicala peria
mela del suo lalo. -

(*) I’ apotema & la pérpendicolare abbassata dal vertioe S
sopra uno dei lati della base della piramide.



LIBRO VIII. 269

Inscrivasi nella base del cono nn
poligono regolare ABCD,e costruisca-
si la piramide regolare avente per
base questo poligono, e per vertice il
punto S.

Sia I il perimetro del poligono, S
la superficie laterale della piramide
ed SI 1" apotema; si avra

S=P xs—['-
2

Ma S ha per limite la superficie laterale del cono; P ha
per limite la circonferenza OE; e si vede facilmente che
SI ha per limite SE, giacché si ha SE—SI<EI e sisa che
EI pud divenire minore di ogni quantita data allorché il
numero dei lati del poligono inscritto é suflicientemente
grande; dunque

i SE
sup. cono=c¢circ. OE x<

Scolio. Se L é il lato di un cono, ed R il raggio della
sua base, la circonferenza di questa base sara 2zR , e la
superficie del cono avra per misura 2zR>;L, o =RL.

PROPOSIZIONE VIII.

TEOREMA. Lo superficie laterale del {ronco di cono
ADEB ha per misura il suo lato AD moltiplicato per la
semisomma delle circonferenze delle sue basi AB, DE.

s Nel piano SAB che
' passaperl'asse SO con-
ducasi perpendicolar-
mente ad SA, la retta
. AF uguale alla circon-
ferenza che ha per rag-
gio AO; si tiri SF, e
si conduca DH parallela
ad AT

Per i triangoli simili SAO, SDC, si avra
AO BA
DC ~ SD’

~



270 GEOMETRIA
e per i triangoli simili SAT', SDIT si avra pure
AR _SA
‘DH SD
dunque |
AF AO cire. AO
DH™ DC™ cire. DO’

Siccheé essendo per costruzione AF=ecire. AO. sard DH
=cire. DC. Cio posto , il triangolo SAF, che ha per mi-
sura AF>3SA ¢ uguale alla superficie del cono SAB, che
ha per misura cire. AO>3 SA : per una ragione simile il
iriangolo SDH € uguale alla superficie del cono SDE ;
dunque la superficie del tronco ADEB risulterd.uguale a
quella del trapezio ADHF ; ma questo ha per misura AD

(AF+-DH)
;\{ _—

~

avra per misura il suo lato moltiplicato per la semisom-
ma delle circonferenze delle sue due basi.

Corollario. Dal punto di mezzo I di AD,. conducendo
IKL parallela ad AB, ed IM parallela ad AF; si dimostre-
ra come sopra che IM=cire. IK. Ma il trapezio ADHF =
=AD><IM=ADxcire. IK ; quindi si pud anche dire cke la -
superficie di un trovco di cono ha per misura tl suo la-
10 molliplicato per la circonferenza di una sezione fatta
ad uguale distanza dalle due bast.

Scolio. Se una retta AD , situata interamente da una
stessa parte della retta OC e nello stesso piano, fa una
rivoluzione intorno ad OC, la superficie descritta da AD
avra per misura AD 5 S AO-;CH‘C_' D‘O)OADxcirc.IK,
essendo le rette AO, DC, IK le perpendicolari abbassate
dagli estremi e dal punto di mezzo di AD sull’ asse OC.

Ed infatti, se si prolungano AD e OC fino al loro in-
contro in S, € chiaro che la superficie descritta da AD
sara quella di un cono tronco di cui OA e DC sono i rag-
gi delle basi, ed avendo il cono intiero per vertice il
puntoS:sard dunque la suddetta espressione la misura di
questa superficie.

Questa misura avrebbe sempre luogo, quando anche il
punto D cadesse in S, il che darebbe un cono intero ; ed

; e pero la superficie del tronco di cono ADEB
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anche quando la retta AD fosse parallela all' asse , il che
darebbe un cilindro.

Nel primo e¢aso DO sarebbe nullo e nel secondo DC sa-
rebbe uguale ad AO e ad IK.

PROPOSIZIONE IX.

TEOREMA. La superficie generala da wno porzione di
poligona regolare ABCD che gira inlorno ad wn diome-
iro ¥G, ha per misura la circonferenza del cerchio in-
sceritio nel poligono ABCD, molliplicala per lo proiezio-
ne MQ ael perimetro ABCD sul diamelro F&.

B e . Il punto I essendo il punto di mez-

¢ . 2o di AB, ed IK essendo una perpen-

‘x\ \ dicolare all'asse abbassata dal punto
I, si ha

FMEN 0P 2 « _
sup. AB=ABxcirc. IK. (prop. prec).
Ma condotta AX parallela all’ asse, i triangoli ABX,

QIK,_avendo 1 lati rispettivamente perpendicolari , sono
simili e danno la proporzione ‘

AB 01 m cire. OI
AXoMN IK circ. IK’
donde
ABx<circ. IK=MNxcire. OI;

e percio
' sup.-AB=MNx=circ. OI

Si vedrebbe similmente che
(*) sup. BC=NPxcirc. OI,

sup. CD=PQx<circ. OI, |
dunque addizionando si avra
sup. ABCD=(MN+NP+PQ) < circ. OI=MQx cire. OI

(*) §' intende per sup. AB, sup. BC... le superficie generate
dalle rette AB, BC-H . ’
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Corollario. Se si considera un poligono regolare di up

numero pari di lati, e I'asse F@& pag-

1 sa per due vertici opposti I, ¢, 1a

= ¢ intiera superficie descritta dalla, rj-

/] voluzione del mezzo poligono FACG
{/ sara uguale nl_suo asse FG moltipli-
| \ , calo per la circonferenza del cer-

chio inseritto.
Quest’ asse FG sard nello siesso tempo il diametro del
cerchio circoseritto.

DEFINIZIONI.

I. Una zona sferica & una porzione della superficie
della sfera compresa fra due piani paralleli che ne sono
e basi. Uno dei piani puo essere tangente alla sfera , ed

D allora la zona ha una sola base.

I1. L’ allezza di una zona é la di-
stanza dei piani delle due bast.

III. Se si suppoue che la semicir-
conferenza DAE girando intorno al
diametro DE, genera la superficie
della sfera, nello stesso tempo I’arco

FH descrivera la superficie di una
zona.

PROPOSIZIONE X. -

TEOREMA. L’ area di una zona sferica é uguale alla
sua altezza molliplicala per lacirconferenza di un cer-
chiomassimo.

Sia la zona generata dall' arco AB che gira intorno al
diametro MN.

Inscrivasi nell’ arco AB una porzione di poligono re-

golare ADCB, e s'indichi con S la superficie generata
da ADCB girante intorno ad MN; si avra

S=circ. OIX<EF,

Ora ammettendo come evidente che la superficie gene-
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rata dall’ arco AB é il limite della su-
perficie generata da una porzione di
poligono regolare inscritto, di cui il
numero dei lali cresce indefinitamen-
te, si avrd la misura della zona col
prendere il limite di cire. OI<EF: ma,
cire. OI ha per limite circ. OM ed il
fattore EI' ¢ costante; dunque

zona AB=circ. OMx<EF.

Corollario I. Nelle sfere uguali, due
zone stanno {ra di loro come le rispet-
N tive altezze.

Corollario II. La superficie della sfera, potendo essere
considerata come una zona di cui 1’ altezza & uguale al
diametro , ha per misura la circonferenza di un cerehio
massimo moltiplicata pel diametro: sicché indicando con
R il raggio della sfera, si avra

sup.sfer.=2rtRx<2R=4nR2,

donde si rileva che la superficie della sfera & uguale a 4
cerchi massimi.

Corollario III. La superficie della sfera essendo cosl
misurata col rapportarla al quadrato costruito sull’unita
di lunghezza, si potranno facilmente valutare colla stes-
sa unita i fusi, i triangoli ed i poligoni sferici, poiché nel
libro VII si é trovato il loro rapporto al triangolo triret-
tangolo, che é I'ottava parte della superficie sferica (prop.
28 lib. 7).

PROPOSIZIONE XI.

TEOREMA. } volwme generalo da un triangolo che gi-
ra intorno ad un asse situalo nel suo piano e che passq
per uno det vertici, ha per misura la Superficie descritla
dal lalo opposto a questo vertice , molliplicala per un
lerzo dell’ altezza corrispondente a questo lalo.

Braxcuer—Elem. di Geomelria, 18
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A 1.°Suppongasiin primo luogo che
> e z {4
il triangolo CADB giri intorno ad
N uno dei suoi lati CB. Il volume ge-
nerato da CAB essendo la somma

A~
/ \ dei coni desgeritti dai triangoli ret-
C // —3R

tangoli CAD, ADD si avra

D
(.)VO]_OAB-_—_%R.Hf.OD+§1:.K]_)2.DB=-.}‘IT. ./'SL—D2 .CB. (1)

Ma se si abbassa CG perpendicolare su di AB, si ha,
OG=<AB=CBxAD , giacché entrambi questi prodotti mi-
surano il doppio dell’ area del triangolo CAB ; e pero so-
stituendo nell’ eguaglianza (1) CG=<AB ad AD=CB, si ri-
cava :

vol.OAB:%rr.AD.CG.AB:%GG.R.AD.AB;

e siccome w.AD.AB misura la_superficie laterale del cono
generato da AB; cosi si avra infine

vol. CAB=sup. ABx;CG-

A 2.9Suppongasiorache il trian-

o golo CAB giri intorno ad una
retta CD che passa per uno dei
suoi vertici; siprolunghi AB fi-
no al suo incontro con l'asse in
D, e si abbassi CE perpendico-
C p lare su di AB.

Si avra
vol. CAB:VOL CAD-—vol. CBD;

ma
vol. CAD=sup. AD>;CE;
e
vol. CBD=sup. BDx;CE.
Dunque '
vol. CAB=(sup. AD—sup.BD)>;CE

=Ssup. ABX%OE.

3. Essendosi supposto nella dimostrazione precedente
che il lato AB incontra I'asse CD, passiamo ad esaminare

(*) & indica con vol. CAB il volume generato dal triangolo
CAB che gira intorno a CB.
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P A 1 il easo in cui queste due rette
L. T sono parallele.
i 7 L Abbassando AL e BD perpen-
rd dicolari sull'asse CD, e CF per-
[ : , l pendicolare ad AB, si avra evi-
e = dentemente

¥ vol. CAB=vol. CAl-}vol. ABDE—vol. CBD.
1a

vol. CAE=4%. AL .CE
vol. ABDE=n.AL .ED

vol. CBD:%T:.A_]:I-2.CD.

E pero addizionando le due prime eguaglianze , e to-
gliendo la terza, si ricava

vol. CAB=rAE "(30E+ED-1cD).

E siccome CD=CE+ED, cosi Ieguaglianza precedente
diverra

vol. CAB=n.AE 3'ED="AE.21.AE.ED
=3CF. sup. AB;
il che corrisponde all’ enunciato del teorema.

 PROPOSIZIONE XII.

TEOREMA, Sia ABCD una porzione di poligono regola-
re; se S’immagina che il sellore poligonale AOD situalo
da una slessa parte del diametro FG, giri inlorno a que-
sto diametro, il solido descritlo avra per misura la su-
- perficie generaia dal contorno ABCD , moltiplicata per
un terzo dell apotema OL. .

Infatti, il volume generato

D dal settore AOD & la somma

del volumi generati dai trian-

goli isosceliuguali AOB, BOC,
COD.
Ma

' G

0vol. AOB = sup. AB % % Ol.
vol. BOC = sup, BC-x ; OI.
vol. COD = sup. CD x5 OL
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Dunque, addizionando, si avra
vol.AOD=30I(sup.AB+sup.BC+sup. CD)
=3 OI > sup. ABCD.

DEFINIZIONI

p_Y I Allorquando il semi-cerchio DHE che gi-
ra intorno al diametro DE, descrive la sfe-
O ra, ogni settore circolare FCH descrive un
solido chiamato seflore sferico.
c Il settore sferico & terminato dalla zona
descritta dall’ arco FH. |
IT. Un segmento di sfera é la parte del vo-
lume della sfera compresa fra due piani pa-
g Tralleli.

L’ altezza del segmento é la distanza dei suddetti piani
paralleli.

PROPOSIZIONE XIII.

TEOREMA. Un setiore sferico ha per misura la zonache

gli serve di base molliplicala pel lerzo del raggio.
Sia AOB il settore circolare chegirando intorno ad MN,

genera il settore sferico.

Inscrivasi nell' arco AB una porzione di poligono rego-
lare ADCB, e s’ indichi con V il volume generato dal set-
a tore poligonale ADCBO; si avra

A

V=sup. ADCB><3OL.

c Ora ammettendo come evidente che
/ \ il volume del settore sferico € il limi-
B{ \| te del volume generato dal settore po-

\ 0 ligonale allorché il numero dei lati
della porzione inscritta nell’arco AB

, eresce indefinitamente, si avrd la mi-

: sura del settore sferico col prendere

—

il limite di superficie ADCB >3Ol ; ma
x Sup. ADCB ha per limite zona AB , ed
" OI ha per limite OM; dunque

settare sferico = zona AB > § OM.
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Scolio I. Se il setlove cireolare che deserive il settore
sferico diviene nguale al semicerchio, il volume generato
sarda quello della sfera; ma allora la zona che serve di
base 511 sellore sferico ¢ 1a intiera superficie della sfera, ;
e pero si pud ritenere che il volume di una sfera ha per
misura la sua superficie mol tiplicata per il terzo del
raggio.

Scolio I7. Indicando con R il raggio della sfera e con H
Taltezza della zona che serve di base al settore sferico; 1a
Zona avra per misura 2xR.H, ed il settore sferico 2zR.H.
sRO %- wR2.H. -

Nel caso poi in cui il settore sferico diviene uguale alla
sfera, si ha H=2R ; e quindi la misura del volume della
sfera é mR22R o 4mR3.

Indicando in ultimo con D il diametro della sfera, si a_

D D3 ‘
vra R='§,' donde R? = g » € quindi il volume della sfera

3

; : D
81 potra anche rappresentare con £ . 3 0 %"D>.

Scolio ITI. Siano P il volume di una piramide sferica
triangolare, Q il volume della piramide trirettangola , S
la superficie della base della piramide e T la superficie del
triangolo trirettangolo. |

Si é veduto, lib. 7, prop. 26, che

- P S
Q=T (1)

indicando inoltre con C il cubo che ha per lato I’ unita
lineare, e con ¢ il quadrato costruito sopra questa stessa

unita, si hanno le eguaglianze

Q ~=R3?
| 0%, 2)
€
' 'n'R‘___ i
2 ¢ 3

Moltiplicando adunque membro a membro lé eguaglian-
ze (1), (2), (8) e sopprimendo i fattori comunl si ricava
¥ L B
-3
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vale a dire che se si prende per unitd di volume C e per
unitd di superficie c:
Una piramide sferica lriangolare ha per misury
prodollo della sua base pel lerzo del raggio della sfers.
Questa proposizione si estende evidentemente alla pi-
ramide sferica poligonale.

PROPOSIZIONE X1V.

TEOREMA. La superficie della sfera sta alla superficie
lolale del cilindro circoscritlo (comprese le due basi) co-
me 2 sta 3: ed ¢ volwmi di questi due corpi stanno fro
loro nello siesso rapporio.

Sia MPNQ il cerchio massimo della sfera, ABCD il qua-

0 . drato circoscritto;se si fanno girare

K ; " contemporaneamente il semicerchio
PMQ ed il semiquadrato PBCQ in-
[ torno al diametro PQ, il semicerchio

descrivera la sfera , ed il semiqua-
i drato descrivera il cilindro cicrl*co—
scrijto alla sfera. Essendo I’ altezza

" g AD di questo cilindro uguale al dia-
P metro PQ, e la base del cilindro u-

guale al cerchio massimo, poiché essa ha per diametro
AB uguale ad MN, sara la superficie convessa del cilindro
uguale alla circonferenza del cerchio massimo moltipli-
cata pel suo diametro: ed essendo.questa anche la misura
della superficie della sfera (prop.10), ne segue che la su-
perficie della sfera é uguale alla superficie laterale del
cilindro circoscritto: ma la superficie della sfera € uguale
a quattro cerchi massimi; dunque la superficie laterale
del cilindro circoscritto é pure uguale a quattro cerchi
massimi ; e se vi si aggiungono le due basi che equival-
gono a due cerchi massimi, sard la superficie totale del
cilindro circoseritto uguale a 6 cerchi massimi; e pero la
superficie della sfera sta alla superticie totale del cilindro
circoscritto come 4 sta a 6 o come 2 sta a 3. o
In secondo luogo , siccome la base del cilindro circo-
scritto & uguale ad un cerchio massimo, e la sua altezza
e uguale al diametro, cosi il volume del cilindro sard u-
guale al cerchio massimo moltiplicato pel diametro (prop:
1.). Ma il volume della sfera é uguale a quattro cerchl
massimi moltiplicati pel terzo del raggio(prop. 13), 0, che

L
-
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¢ lo stesso, al cerchio massimo moltiplicato per 4 del rag-
gio o 3 del diametro ; 5

: » dunque la sfera sta al cilindro cir-
coscritto come 2 sta a 3 e per conseguenza i volumi di
questi due corpi stanno fra loro come le loro superficie.

Seolio. Se simmagina un poliedro di cui tutte le facce
toccano la gfera, questo poliedro potra essere considerato
come composto di piranidi che hanno tutte per vertice
il centro della sfera, ¢ per basi le diverse facce del po-
liedro. Ora @ chiaro che {ulle queste piramidi avranno
per altezza comune il raggio della sfera; dimodoché ozni
piramide essendo uguale alla faccia del poliedro che Ogli
serve di base, moltiplicata pel terzo del raggio: ne segue
che il poliedro intero sara uguale alla sua superficie mol-
tiplicata pel terzo del raggio della sfera inscritta.

Si vede da cio che i volumi dei poliedri circoscritti al-
la sfera stanno fra loro come le superficie di questi stessi
poliedri; di guisa che la proprieta dimostrata pel cilindro
circoscritto & comune ad un’infinita di altri corpi.

Si potrebbe ugualmente osservare che le superficie dei

poligoni circoscritti al cerchio stanno fra loro come i ri-
spettivi perimetri. !

PROPOSIZIONE XV.

TEOREMA. Il solido generato dal segmento circolare
g __a BMD cke gira inlorno ad un diamelro ACG
E eslerno a questo segmento , ha per misura
L lo sesta.parte del cerchio che ha per rag-
gto la cordaBD del segmenlo, moltiplicala
D ¥ per la proiezione EF di questa corda sul-
C U'asse AC.
\ Infatti, si ha dalla stessa figura
N

M

\\i vol, BMD=vol. CDMB—vol. CDB.
G

Ma .
vol. CDMB=2xCB EF, (1)

vol. CDB=3CIxsup. BD-.:.gnal'z.EF (2)

per essere
sup. DB=2rCL.EF; i
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E perd soltraendo 1' eguaglianza (2) dall' eguaglianzy
(1), si ricava S
vol. BMD={r.EIf(CB" — CI),

la quale diviene
g -

BD -
vOLBND=3m Bl -~ = § BD = EF;
giacehe pel triangolo COBI si ha
(3'--]-3-2~(—ﬁ2 = Bl'= : _Iﬁ_)z
Scolio. 11 solido descritlo dal segmento BMD sta alla

sfera che ha per diametro BD, come 4 *BD". EF sta ad %
T BDS, o :: EF : BD. ‘

PROPOSIZIONE XVI.

TEOREMA. Ogni segmento di sfera compreso fra due
piani paralleli ha per misura la semisomma delle sue
- bast molliplicala per la sua altezza, pivsla solidita della

sfera che ha quest’ altezza per diametro.
B g Sieno BE, DF i raggi delle basi del seg-
M mento, ed EF la sua altezza ; di modo che
il segmento sia prodotto dalla rivoluzione
D o—F dello spazio circolare BMDFE intorno al-
¢ I’asse FE. -
Si ha

vol. BMD=2tBD .EF : (prop. 15)
vol. BDFE=!rt EF.(BF + DF -+BE.DF) (prop. 5.);
quindi il segmento di sfera che & la somma di questi due

volumi avra per misura,
4 .EF.(2BE +2DF +2BE.DF+TD ).
Ma conducendo BO parallela ad EF, si ha

—_—3 —— 2 —_2
’

DO=DF—-BE, o DO =DF —2DF.BE+BE
€ per conseguenza

BD*= B0+ DO = EF* 4 DF —2DF<BE4BE;
sostituendo adunque questo valore nell’ espressione del
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segmento, e tngli_nndn lo quantitd che si distruggono, si
avra per la solidita del segmento, '

n '":‘"‘:2 "——'-..’. 2
STEF.BBE 4 3D+ RI);
espressione che si compone di due parti, di cui I’ una

L2 =
LxEF. BBE + 3DF ), 0 TN, (Tt BE 4. DFZ)
: 2

¢ la semiso_n}t‘}m delle basi moltiplicata per I'altezza , €
I'altra § =.EF" rappresenta la sfera di cui I & jI diame-
tro; e perd ogni segmento di sfera ete.

Corollario. Se una delle basi é nulla, il segmento di
cui si tratta diviene un segmento sferico ad una sola ba-

se; d'onde ricavasi che ogni segmento sferico ad una ba-
se equivale alla meta del cilindro della stessa base e del-

la stessa allezza , piv la sfera di cui quest altezza & il
diamelro.

FINE DELL'OTTAVO LIBRO.



GEOMETRIA NELLO SPAZIO

TEOREMI DA DIMOSTRARSI

1. Se una retta ¢ perpendicolare ad un piano, ogni pia-
no parallelo a questa retta sard perpendicolare al primo
piano.

2. Due rette parallele fanno angoli uguali collo stesso
piano.

3. Se in un angolo triedro due angoli piani sono ugua-
li, i diedri opposti saranno uguali e reciprocamente.

4. In un angolo triedro, ad un driedro maggiore € op-
posta una faccia maggiore e reciprocamente.

5. I tre piani perpendicolari alle facce di un angolo
triedro , condotti per le bisettrici degli angoli piani di
questo triedro si tagliano secondo la stessa retta.

6. I tre piani condotti per le costole di un angolo trie-
dro perpendicolarmente alle facce opposte si tagliano se-
condo la stessa retta.

7. 1 piani condotti per le costole di un angolo triedro
e le bisettrici delle facce opposte si tagliano secondo una
stessa retta. '

8. Se dal vertice di un angolo triedro si conduce in o-
gni faccia una perpendicolare sulla costola opposta, que-
ste tre perpendicolari staranno in uno stesso piano.

9. In ogni tetraedro, le rette che congiungono i punti
di mezzo delle costole opposte si tagliano scambievolmen-
te in due parti uguali.

10. Due tetraedri che hanno un angolo solido uguale
stanno fra loro come i prodotti delle costole che compren-
dono quest’ angolo.

11. Il piano bisettore di un angolo diedro d’una pira-
mide triangolare divide la costola opposta in due segmenti
proporzionali alle facce adiacenti.

12. Se un tetraedro contiene un angolo solido trirettan-
golo, il quadrato della faccia oppostasard ugualealla som-
ma dei quadrati delle altre tre.

13. 11 volume di un parallelepipedo troncato ha per mi-
sura il prodotto della sua base per la perpendicolare ab-
hassatadal centro dellabase superiore sullabaseinferiore.

14. In un tetraedro, le rette che congiungono i verticl
con i punti d’incontro delle mediane delle facce opposte,
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si tagliano in uno stesso punto. (Questo punto é il centro
di gravitd del tetraedro).

15. La perpendicolare abbassata dal centrodi gravita di
un tetraedro sopra un piano ¢ la media delle perpendico-
lari abbassate dai quattro vertici del tetraedro sullo stesso
plano. (Come si deve interpretare il teorema , allorché i -
vertici non si trovano dalla stessa parte del piano?).

16. Ogni piano che passa per i punti di mezzo di due
costole opposte di un tetraedro, divide questo tetraedro
In due parti equivalenti.

17. Per quattro punti non situati in uno stesso piano,
si puod far passare una sfera e non se ne pud far passare
che una. -

18. In ogni tetraedro si puo iscrivere una sfera.

19. Allorché tre sfere s’incontrano a due a due, i piani

~dei tre cerchi d'intersezione si tagliano secondo una stes-
sa retta perpendicolare al piano dei tre centri. .

20. Quando tre rette ortogonali tagliano una sfera , e
passano per uno stesso punto,la somma dei quadrati delle
corde intercette é costante.

LUOGHI GEOMETRICI E PROBLEMI.

Nella geometria piana si é chiamato Tuogo geometrico
- una linea contenente tutti i punti del piano che godono
diuna proprieticomune. Similmente, nella geometria dello
spazio si chiama luogo geomeirico la serie dei punti dello
spazio che soddisfano a una o due condizioni date.

Questo luogo geometrico pud essere una superficie o
una linea. ;

Sicché la sfera é il luogo dei punti ugualmente distanti
da un punto dato, e la perpendicolare innalzata sul piano
di un cerchio dal suo centro é il luogo geometrico dei
punti che sono ugualmente distanti da tutti i punti della

circonferenza. _
1. Trovare il luogo dei punti ugualmente distanti da

due punti dati. - _
2. Trovare il luogo dei punti ugualmente distanti da

tre punti dati. _ _ _
3. Trovare il luogo dei punti ugualmente distanti da

due piani dati. _ _ .
4. Trovare il luogo dei punti ugualmente distanti da

tre piani dati.
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5. Trovare il Tuogo dei punti dello spazio ugualmente
distanti da due rette sitnate in uno stesso piano.

6. Luogo dei punti dello spazio ad uguale distanza da
tre rette situate in uno stesso piano.

7. Trovare il luogo dei punti tali che la somma delle di-
stanze di ciascuno di essi da due piani dati, sia uguale a
una retta data.

8. Trovare il luogo dei punti tali che la somma dei qua-
drati delle distanze di ciascuno di essi da due punti dati
sia uguale ad un quadrato dato.

9. Trovare il luogo dei punti tali che la differenza dei
quadrati delle distanze di ciascuno di questi punti da due
punti dati sia uguale ad un quadrato dato. '

10. Tagliando due rette non situate in uno stesso piano
con una serie di piani paralleli. e tirando le rette che
congiungono i punti d’ intersezioni di.ciascuno di questi
piani colle due rette date, si domanda il luogo geometri-
co del punti che dividono tutte le congiungenti nel rap-
porto di 7 a n.

11. Date due rette ortogonali non situate in uno stesso
piano, ed inserendo fra esse altre rette di lunghezza data:
si domanda il luogo geometrico dei punti di mezzo di que-
ste rette. '

12. Calcolare il volume generato da un esagono rego-
lare che gira intorno ad uno dei suoi lati.

13. Trovare il volume generato da un semi-decagono
regolaredi lato @ che gira intorno al diametro del cerchio
circoseritto.

14. Trovare la superficie della terra in miriametri qua-
drati.

15. Trovare quale sarebbe la misura di una piramide se
si prendesse per unita di volume la sfera che ha perrag-
gio 'unita lineare e per unita di superficie il cerchio che
ha per raggio I'unitd di lunghezza.

16. Gli angoli di un triangolo sferico sono respettiva-
mente 58°,18',640,8',82° 4', il raggio della sfera ¢ 6™;cal-
colare in metri quadrati la superficiedel triangolo sferico.

17. Trovare il volume di un segmento sferico ad una
base, di cui I'altezza & 4m, e che appartiene ad una sfera
di raggio uguale a 9m,

18. I raggi delle basi di un cono tronco sono 3m, e 5™,
ed il suo Jato & Tm di lunghezza; trovarne la superficie ed
il volume.

FINE DEGLI ELEMENTI DI GEOMETRIA.



APPENDICE Al LIBRI VI & VII.
DEI POLIEDRI REGOLARI.

—_—

PROPOSIZIONE I.

TEOREMA. Non st possono avere che cingue poliedrt
regolari.

Poiche, essendosi chiamati poliedri regolari quelli le
- cul facce sono poligoni regolari uguali, e di cui tutti gli
angoli solidi sono uguali fra loro, queste condizioni non
possono aver luogo che in un piccolo numero di casi.

1. Se le facce sono triangoli equilateri, si potra forma-
re ogni angolo solido del poliedro con tre, con quattro ,
con cinque angoli di questi triangoli: da cid nascono tre
corpi regolari che sono il Zetraedro, 1'otiaedro e ’icosae-
dro. Né se ne pud formare un numero maggiore, perché
sei angoli di questi triangoli essendo eguali a quattro an-
goli retti, essi non possono formare un angolo solido.

2. Se le facce sono quadrati, riunendo i loro angoli a
tre a tre, ne risulta I'esaedro o cubo; né si possono com-
binare altrimenti giacché quattro angoli di un- quadrato
essendo eguali a quattro reiti ,non possono formare un
angolo solido.

3. Infine, se le facce sono pentagoni regolari, si po-
tranno riunire i loro angoli tre a tre, e ne risultera il do-
aecaedro regolare; né si pud andare pit oltre ; giacche
tre angoli d’ un esagono regolare equivalgono a quattro
angoli retti e tre angoli di un ettagono formano anche
piu di 4 retti.

Dunque non vi possono essere che cinque poliedri re-
golari; tre formati con triangoli equilateri, uno con qua-
drati, ed uno con pentagoni.

Scolio. Dimostrereno nella proposizione seguente, che
questi cinque poliedri esistono realmente, e che se ne
possono determinare tutte le dimensioni allorcheé si co-
nosce una delle facce.

PROPOSIZIONE II.

PROBLEMA. Dala una delle facce di un poliedro rego-
lare o solamente 1l suo lalo, costruire il poliedro. =
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Questo problema ne presenta cinque, che risolveremo
sucecessivamente.
Coslruzione del lelraedro.

Sia ABC il Ilriangolo equilatero che deve essere una
delle facce del tetraedro; dal punto O, centro di questo
triangolo, s"innalzi OS perpendicolare sul piano ABC e
limitata nel punto S in modo che si ah-
bia AS=AB; congiungansi SB, SC: 1a
piramide SABC sara il tetraedro richie-
SO.

Poiche, perledistanze uguali OA, OB,
* 0C, le obblique SA, SB, SC si allonta-
nano ugualmente dalla perpendicolare
SO e sono uguali. Mauna di esseSA=ADB;
dunque le quattro facce della piramide
SABC sono triangoli uguali al triangolo dato ABC. Inol-
tre gli angolisolidi di queste piramidisonougualifra loro,
perché ciascunodi essi é formato da triangoli piani egua-
li; e perd questa piramide € un tetraedro regolare.

Costruzione dell esaedro.

G Sia ABCD un quadrato dato: se sulla ba-

; se ABCD si costruisce un prisma retto di

cui I'altezza AE uguagli il lato AB, é chia-

F ro che le facce di esso saranno quadrati

0 I ic | uguali, e che i suol angoli solidi risulte-

\-._ ranno uguali fra loro essendo formati cia-

4| scuno da tre angoli retti ; dunque questo
——g prisma éun esaedro regolare o cubo.

Costruzione dell’ otiaedro.

A p  Sia AMBun triangoloequi-
\n‘ latero dato; sul lato AB side-
scriva il quadrato ABCD; dal

M A | punto 0, centrodiquesto qua-
drato, s'innalzi sul suo piano

8 i laperpendicolare TS termina-
' ta da una parte e dall’alira in
» ¢ T ed S in modo che OT=0S

=0A; e si congiungano SA, SB, TA, etc., avremo cosi un
solido SABCDT composto di due piramidi quadrangolari




APPENDICE AI LIBRI VI E VII. 281

SABCD, TABCD riunite per 1a loro base comune ABCD,
che sard l'ottacdro regolare richiesto.

Infatti il triangolo AOS ¢ reltangolo in O, come pure
il triangolo AOD; ilali AO, 0S, OD sono uguali; dundque
questi triangoli sonouguali e percid AS=AD. Si dimostre-
ra similmente che tutti gli aliri triangoli rettangoli AOT,
BOS, COT ete. sono uguali al trinngolo AOD; ¢ pero tutti
i lati AB, AS, AT ete., essendo uguali fra loro, ne segue
che il solido SABCDT si trovera compreso fra otto trian-
goli uguali al triangolo equilatero ABM. Dico inoltre che
gli angoli solidi del poliedro come S ¢ B sono uguali fra
loro; poiché essendo evidentemente il triangolo SAC u-
guale al triangolo DAC e I’angolo ASC retto, la figura
SATC sarda un quadrato eguale al quadrato eguale ABCD.
Masesiparagonalapiramide BASCT-alla piramide SABCD,
consituare labase ASCT della prima sulla base ABCDdella
seconda; il punto O essendo un centro comune, 'altezza
OB della prima coincidera con I'altezza OS della seconda,
e le due piramidi si confonderanno in una sola ; dunque
I'angolo solido S é uguale all’angolo solido B, e percio il
solido SABCDT é un ottaedro regolare.

Scolio. Se tre rette uguali AC, BD, ST sono perpendi-
colari fra loro e si tagliano nei loro punti di mezzo, le
estremita di queste rette saranno i vertici di un ottaedro

regolare.
Costruzione del dodecaedro.

Sia ABCDE un pentagono rego-
lare dato; siano ABP, CBP due an-
goli piani uguali all’angolo ABC ;
~con questi angoli piani si formi

I'angolo solido B, e sia K I'inclina-
zione scambievole di due di questi
- piani. Si costruiscano del pari ai

punti C,D,E,A,degli angoli solidi
uguali all’angolo solido B e dispo-
sti nello stesso modo;il piano CBP
avralamedesima posizione del piano BCG,poiché essi sono
inclinati 'uno e l'altro della stessa quantitd K sul piano
ABCD. Si pu6 adunque nel pianoPBCG descrivereil pen-
tagono BCGEP uguale al pentagono ABUDE,

Se si fa lo stesso in ciascun degli altri piani CDI, DEL
ete. si avra una superficie convessa PFGH etc. composta
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di sei pentagoni regolari uguali ed inclinati ciascuno syl
suo adiacente per la stessa quantitd K.

Sia pfgh ete. una seconda superficie uguale a PRGI etc.
io dico che queste due superficie possono essere riunite
in modo da formare unasolasuperficie convessacontinua.

Infatti, I'angolo op/ per esempio, pud combinarsi con
i due angoli OPB, BPF per formare un angolo solido P
uguale all'angolo B, ed in questia unione non si cambiera
per nulla I'"inclinazione dei piani
BPIY, BI’O, poiché questa inclina-
zione ¢ appunto quella che si ri-
chiede per la formazione dell’ an-
golo solido.

Inoltre , nello stesso tempo che
si forma I'angolo P, il lato pf sap-
plichera sul suo uguale PF ed al
punto It si troveranno riuniti tre
angoli piani PFG, pfe, efg che for-
meranno un angolo solido uguale a ciascuno degli angoli
gia formati; questa combinazione si fara senza cambiar
niente né allo stato dell’ angolo P, né a quello della su-
perficie efgh etc.; perché i piani PFG, e/fp, di gia riuniti
in P, hanno fra loro I’inclinazione convenuta K, al pari
dei piani efg, efp. Continuando successivamente nello
stesso modo,si vedrd che le due superficie si combineran-
no I'una coll’ altra, per non formare che una superficie
continua e rientrante in sé stessa: questa superficie sara
quella del dodecaedro regolare, perché essa si compone
di dodici pentagoni regolari uguali, e tutti i suoi angoli
solidi sono uguali fra loro.

Coslruzione dell’icosaedro.

Sia ABC una delle sue facce; € necessario primieramen-
te formare un angolo solido con cinque piani uguali al
piano ABC ed ugualmente inclinati ciascuno sul suo adia-
cente.Per far ¢io, sul lato B’C’ uguale
a BC, si costruisca il pentagono rego-
lare B'C’H’I’D’; dal centro di questo
pentagono s’innalzi sul suo piano una
perpendicolare terminata in A’ in.mo-
do che B'A’=B'C'; e si tirino A'C,
A'H’, A'l', A'D’; 'angolo solido A’ for-
mato dai cinque piani B'A'C',C'A'H

T ™
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cle. sard I'angolo solido richiesto.

q Infatti, le obblique A’B’, A’C’ ete.

e essendo uguali, e una di esse A'D’ es-

n T sendo eguale al lato B'CY, tutti i trian-

goli B'A'C’, C'A’H’ ete. saranno ugua-

Ii fra loro ed al triangolo dato ABC.

1 1 lg  Inoltre, ¢ evidente che i piani A’B'CY,

/// C'A'H'ele., sono ugualmente inclinati

» ciascuno sul suo adiacente; poiché gli

angoli solidi I/, ¢’ ete., sono uguali fra di loro, essendo

ognuno formato con due angoli di triangoli equilateri ed

uno di pentagono regolare; se dunque indichiamo con K

Iinclinazione dei due piani che contengono gli angoli u-

guali, 1" angolo K sara nello stesso tempo I’ inclinazione

di ciascuno dei piani che compongono I’ angolo solido A’
sul suo adiacente.

Cio posto, se si formano nei punti A, B, € degli angoli
solidi uguali ciascuno all’angolo A’, si avra una superfi-
cie convessa DEFG etc. composta di dieci triangoli equi-
lateri, di cui ognuno sara inclinato sul suo adiacente per
la quantitd K, e gli angoli. D, E, F eic. del suo contorno
riuniranno alternativamente tre e due angoli di triangoli
equilateri; sicché, se immaginiamo una seconda superfi-
cie uguale alla superficie DEFH etc.; queste due superfi-
cie potranno adattarsi scambievolmente col combinare
ogni angolo triplo dell’uno con un angolo doppio dell’al-
tro; e siccome 1 piani di questi angoli hanno gia fra loro
I'inclinazione K necessaria per formare un angolo solido
quintuplo uguale all’angolo A, cosi con -una tal combina-
zione non verra nulla a cambiarsi alla posizione di ogni
superficie in particolare: e tutte e due formeranno una
sola superficie continua composta di venti triangoli equi-
lateri. ‘ |

Questa superficie sara quella dell’ icosaedro regolare ,
perché inoltre tutti i suoi angoli solidi sono uguali fra

di loro.
PROPOSIZIONE III.

PRrROBLEMA. Trovare Vinclinazione di due facce adia-

centi di wn poliedro regolare.
Quest'inclinazione si deduce immediatamente dalla co-
struzione che si é data dei cinque poliedri regolari, alla

Braxcurr—Elem. di Geomelria. 19
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quale bisogna aggiungere il problema di geometria e
serittiva: essendo daii i tre angoli piani che formane .ulr:
angolo solido determinare I'angolo che due di questi pia-
ni fanno [ra loro.

Nel z’c{mg’(hp. Ogt}i :l.ng;'plo sn.lidr.) essendo formato da,
tre angoli di triangoli equilateri, bisognera cercare col
problema citato, I' angolo ¢he due di questi piani fanno
fra loro; quest’angolo sard l'inclinazione di due facece a-
diacenti del tetraedro.

Nell'esaedro. L’angolo di due facce adiacenti é un an-
golo retto.

Nell'ollaedro. Formando un angolo solido con due an-
goli di triangoli equilateri ed un angolo retto, I'inclina-
zione dei due piani che contengono gli angoli dei trian-
goli sara quella di due facce -adiacenti dell’ ottaedro.

Nel dodecaedro. Ogni angolo solido essendo formato
con tre angoli di pentagoni regolari, l'inclinazione dei
piani di due di questi angoli sara quella delle facce adia-
centi del dodecaedro.

Nell’ icosaedro. Formando un angolo solido con due
angoli di triangoli equilateri ed uno di pentagono rego-
lare, I’ inclinazione dei due piani degli angoli dei trian-
goli sara quella di due facce adiacenti dell'icosaedro.

PROPOSIZIONE IV. ;

PROBLEMA. Dato il lato di un poliedro regolare, tro-
vare il raggio della sfera inscritla e quello della sfera
circoscritta al poliedro. .

Andremo in primo luogo a dimostrare che ogni polie-
dro regolare pud essere inscritto e circoscritto nella
sfera.

Sia AB il lato comune a due facce adia-

cenli , siano C ed E i centri di queste
“due facce; CD, ED le perpendicolari ab-
bassate da questi centri sul lato comu-
ne AB, le quali passeranno pel punto di
mezzo D di questo lato, e faranno fra lo-
ro un-angolo conosciuto, che & quello
dellinclinazione delle due facce adiacen=
ti,determinata col problema precedente.
Ora, se nel piano CDE perpendicolare ad
AB, si conducono su di CD el ED le per-
pendicolari indefinite CO ed EO che 810~

A
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contrano in O, io dico che il punto O sard il centro
della sfera inseritia e quello della sfera circoscritta, il
raggio della prima essendo OC, e quello della seconda OA..

Infatti, siccome le apoteme CD, DE sono uguali, e I'ipo-
tenusa DO ¢ di comune, cosi il triangolo rettangolo CDO
e uguale al triangolo rettangolo ODI, e Ia perpendicola-
re OU ¢ uguale alla perpendicolare O1: ma AD essen do
perpendicolare al piano CDI, il piano ABCE perpendico-
lare a CDE o CDE ad ABC, ed ¢ pure GO nel piann CDE
perpendicolare a CD intersezione comune dei piani ¢ DI,
ABC; dunque CO sard perpendicolare al piano ABC. Per
Ja stessa ragione EO ¢ perpendicolare al piano ABE : e
pero le due perpendicolari CO, EO condotte ai piani di
due facce adiacenti dai centri di queste facce, s'incontre-
ranno in uno slesso punto O e saranno uguali. Supposto
intanto che ABC e ABE rappresentino due altre facce a-
diacenti qualunque, I apotema CD restera sempre della
stessa grandezza come pure I’ anzolo CDO meta di CDE ;
sicché il triangolo rettangolo CDO ed il suo lato CO sa-
ranno uguali per tutte le facce del poliedro ; se dunque
col punto O come centro e con un raggio OC si descrive
una sfera, questa sfera tocchera tutte le facce del polie-
dro nei loro centri (poiché i piani ABC, ABE risulteran-
no perpendicolari all’estremita di un raggio) e la sfera sa-
ra inscritta nel poliedro, o il poliedro circoscritto alla
sfera. Inoltre, tirando OA, OB; per essere CA=CB, le due
obblique OA, OB allontanandosi ugnalmente dalla perpen-
dicolare saranno uguali; lo stesso avverra per due altre
rette qualunque menate dal centro O alle estremita di
uno stesso lato, dunque tutte queste rette sono uguali fra
loro; e percio se dal punto O come centro e col raggio
AO si descrive una superficie sferica, questa passerad per
i vertici di tutti gli angoli solidi del poliedro e la sfera
sara circoscritta al poliedro o il poliedro inscritto nella
sfera. |

Dopo di c¢id la soluzione del problema proposto non
presenta alecuna difficoltd, e si pud effettuare cosi:

Essendo dato il lato di una faccia del poliedro , si de-
scriva questa faccia e sia CD Ja sua apotema. Si cerchi
per mezzo del problema precedente I'inclinazione di due
facce adiacenti del poliedro, e si costruisca I'angolo CDE
ugnale a questa inclinazione : sitagli DE=CD , e con-
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0 ducansi CO ed EO perpendicolari g
CD ed ED: queste due perpendicola-
' ri incontrandosi in un punto O, sary,

CO il raggio della sfera inscritta ne)
poliedro.

Se poi sul prolungamento di DC sj
prende CA uguale al raggio del cer- .
chio circoscritto ad una faccia del
poliedro,sard OA il raggio della sfe-
ra circoscritta a questo stesso po-

liedro.

Scolio. Dalle proposizioni precedenti si possono dedur-
re diverse conseguenze. '

1. Ogni poliedro regolare pud essere decomposto in
tante piramidi regolari quante sono-le facce del poliedro;
il vertice comune di queste piramidi sard il centro del
poliedro, che & nello stesso tempo quello delle sfere in-
scritta e circoscritta. L

2. La solidita di un poliedro regolare é uguale alla sua
superficie moltiplicata pel terzo del raggio della sfera in-
scritta. :

3. Due poliedri regolari dello stesso nome sono due so- -
lidi simili, e le loro dimensioni omologhe sono propor-
zionali; sicché i raggi delle sfere inscritte e circoscritte
stanno fra loro come i lati di questi poliedri.

4 Se s'inscrive un poliedro-regolare in una sfera, i
piani condotti pel centro e per i diversi lati divideranno
la superficie della sfera in tanti poligoni sferici eguali e
simili, per quante sono le facce del poliedro.

AGGIUNTE DEL TRADUTTORE

—

DEFINIZIONI.

_Se un punto O (fig. 1) preso nel piano di un poligono
ABCDE si unisce con i vertici, e sulle congiungenti o sul

loro prolungamenti si prend ] i Oa, 0b, Oc, 04,
Ce, tali che si abhia Prendomo 1o

0OA OB _0C OD OE m

— S— — T T —  —

Ou 00 Oc Od Oe n
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gli estremi di quesle distanzo saranno i vertici di un al-
tro poligono simile ¢ similmente disposto al poligono
Mg 1. dado. 10d infatti, i lati de]
2 poligono dividendoi lati
deitriangoli OAB, BOCG,...
in parti proporzionali, so-
=P ho rispellivamente paral-
~leli e quindi proporzionali
ai lati del 1 poligono ; e
perd questi due polizoni
avendo gli angoli egualj,
percheformatidarette pa-
rallele,ed i lati proporzio-
nali sono simili.
A questi due poligoni
Chasles ha dato il nome di
. omolelici;e piuparticolar-
mente si dicono direlti o
5 % inversisecondo che sitro-
' vano o pur no dalla stessa
parte del punto O, il quale si & chiamato centro di omo-
lelia o di simililudine. La distanza dal centro di ombte-
tia ad uno dei vertici dei poligoni si definisce raggiv vel-
tore; ed il rapporto costante di due ragai vettori omolo-
ghi vien detto »apporio di similitudine dei due poligoni.
Corollario I. Essendo dati due poligoni omotetici, tor-
na facilissimo il costruirne il centro di omotetia; giacche
hastera congiungere due vertici qualunque dell'uno cogli
omologhi dell’altro; ed allora il punto d’intersezione sara
il eentro domandato. _
Corollario II. Se in uno dei poligoni si tirano due dia-
gonali qualunque BD, EC, e nell’ omuotetico si tirano le
due diagonali omologhe bd, ec, la retla I'f che unisce i
punti d’intersezione passerd pel centro O. _
Ed invero, dall’essere simili i triangoli EFD e ¢/d, si ha
EF ED

— p— —

e[ ed’

, per essere
o ED OE .. K EF OE
—=— siha — = —
ed Oe ef Oe
proporzione che ha luogo nel solo triangolo.
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TEOREMA.

Se due poligoni ABCDIE, abede dello stesso numero i
laii (ig. 1%) sono tali che le relle che uniscono § verlici
del primo con un dalo punlo P sono rispellivamente
parallele e proporzionali alle ielle che uniscono i per-
lici-del secondo poligono con wn allro punlo dalo P, 1
due poligoni sono oinoltelict.

Si uniscano i due punti P, P’ e sulla retta PP, o sul
suo prolungamento, si segni un punto O in modo che sj
abbia

or AP.
OP’  aP’

si congiunga il punto O coi vertici A, a. I due triangoli
OAP, OaP’ avendo un angolo eguale compreso fra lati
proporzionali, sono simili, e si avra PAO=P'a0.

Adunque, i due raggi vettori OA, Oa coincidono e si
ha la proporzione :

OA OP
Ooa  OP
Similmente si dimostra che

OB OP
0b QP

€CcC.

e pero secondo 1a data definizione i due poligoni ABCDE,
abcde sono omotetici. <

Scolio. I punti P, P’ che rispetto a due poligoni omo-
tetici godono della dimostrata proprieta, si chiamano pol?
coniugali ; e la retta che li unisce, passa pel .centro di
similitudine. Di maniera che dato il polo P di uno dei
poligoni , si trovera il polo coniugato del poligono omo-
- tetico coll’ unire il polo P col centro di similitudine, l?
col condurre da uno dei vertici del 2° poligono la pa:l‘f‘e
lela alla sua omologa, cioé a quella che unisce il vel txg-
omologo al polo P: il punto P’ che si ottiene sulla PO 8
ra il polo richiesto.



AGGIUNTE DEL TRADUTTORE. 295

TEOREMA.
Fig, 2.»

Due poligoni A'B’
CIDI ; A”}}HGHUH 0-
molelici ad un ler-
ZoABCD, sono omo-
lelici fra i loro.

Siano OedO’icen-
tri di omotetia dei
,, poligoni (ABCD, A’
B'C'D"), (ABCD, A"
B”C"D") : essendo
A'B’, A"B" i 1ati o-
mologhi di due po-

g ligoni omotetici ad
ABCD, sono entrambi paralleli ad AB e quindi paralleli
fra di loro ; e per una simile ragione tutti gli altri lati
del poligono A'B'C'D' sono rispettivamente paralleli ai
lati del poligono A"B”C”D". Inoltre essendo

A_!Br Brcr CID!

AB_ BC CD'"
¢ome pure
A”B” B"C” OHDH
AB _BC _ ¢CD "
si avra

A'B"  B'C’ C'D
A"B" B'C" C'D""
e perd i due poligoniin quistione essendo simili di1 forma
e di posizione, sono omotetici fra di loro.

TEOREMA.

Tre poligoni omotelici a due a due hanno i lre ceniri
di omoletia in linea retia.

Siano ABCD, A'B'C'D’, A"B"C"D" (vedi fig. 2) tre poli-
goni a due a due omotetici e siano O, 0’, 0" i centri di
omotetia di queste tre coppie di poligoni: dico che 0,0,
0" sono situati su di una siessa retta.

Infatti, se si consideri O’ come uno dei due poli coniu.
gati dei due poligoni ABCD, A'B’C'D’, per quello che ab-
biamo detto precedentemente, si otterra l'altro polo con-
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ingato col congiungere O’ col centro di omotetia O (j
questi due poligoni, e col condurre da uno dei vertici A’
del 29 poligono Ia parallela A’0™ alla sua omologa A0 )
la quale per I'omotetia degli altri due poligoni, deve pag-
sare per A"; sicché si ha la proporzione
A!om Afn!
AO" T AB’
ma per ipotesi si ha pure
lxrror AHBH
AO" ™ AB ’
e perd queste due proporzioni avendo i medesimi conse-
guenti, daranno I'altra proporzione
AFOHF A!BJ
ATO" A'B"’
e per conseguenza O’ ed 0" essendo poli coniugati anche
rispetto ai due poligoni A’B'C'D’, A"B"C"D”, ne segue che
il loro centro di omotetia 0" deve trovarsi sulla retta
0™0’, la quale non & altro che la retta 00" prolungata.

TEOREMA.

Se due poligonidolali di ceniro sono omotetici direlli,
S0n0 pure omotetici inversi, e reciprocamente.
Per fissare le idee,
Fig.3.2 consideriamo due pa-
rallelogrammiomote-
tiei diretti ABCD, A’
B'C'D’ (fig. 3*): essen-
do essi dotati di cen-
tri,dimostreremoche
| sono nello stesso tem-
- - po omotetici inversi.
In 1.9 luogo & utile ricordarsi che se si tirano le due
diagonali AC, BD, non che le altre due A'C’'. B'D', i due
centri E, E’ come punti d’ intersezione di due diagonal
omologhe, si debbono trovare in linea retta col centro di
omotetia O dei due poligoni.
Cid premesso, se si unisce un vertice qualunque A del
1.9 poligono col vertice C' del 2.° per mezzo della retta AC
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che incontra I'altra VI in O', i due triangoli AEO’, G'E'O’
essendo simili, daranno la proporzione

AO" AR

co" ¢,

ma si ha pure

AT AD
AL AT,
0 per essere A'E'=C'lY,
AL AD

O,E!: A'U';
queste due proporzioni avendo adunque una ragione di
comune, daranno 1'altra proporzione

AOQ" AB
C'0O A'B;

vale a dire che la retia AC' rimane divisa in O’ nel rap-
porto di similitudine dei due poligoni. |

Similmente si dimostra per qualunque altra retta che
unisce i vertici omologhi B, D'; C, A’; D, B’; e per conse-
guenza O’ é centro di omotetia dei due poligoni, i quali
sono omotetici inversi, giacche i raggi rettori O’'A, 0’C'...
sono 1 prolungamenti gli uni degli altri.

Corollario. Due poligoni omotetici dotati di centro han-
no sempre due centri di omotetia. :

DEFINIZIONI.

Se un punto comunque situato nello spazio si unisce
con i vertici di un poliedro , e sulle congiungenti o sui
loro prolungamenti si tagliano delle parti che sono in un
rapporto costante con le intere congiungenti, si ottiene
un novello poliedro non solamente simile di forma, per
avere le facce rispettivamente simili a quelle del dato po-
liedro, ma ancora simile di posizione.

Questi due poliedri si dicono omotetici ; e saranno di-
rellt o inversi secondocheé si trovano o pur no dalla me-
desima parte del punto dato, il quale si chiama centro di
omotelia o di simililudine. .

Le rette che uniscono il centro con i vertici di due po-
liedri omotetici , si chiamano raggé vellori: due verticl
situali sullo stesso raggio vettore si dicono omoloyhi o
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corrispondenti ; i lati dei poliedri che congiungono vep.
tici omologhi si chiamano oinologht, e le facce che hap-
no i vertici a due a due omologhi si dicono anche gmo-
loghe. '

E facile il concepire che i due poliedri omotetici direttj
avendo le facce simili e similmente disposte, hanng gli
angoli solidi omologhi eguali ; mentre i due poliedri omo-
tetici inversi avendo le facce simili ed inversamente gj-
sposte, avranno gli angoli solidi simmetrici.

Del resto , tutte le proprieta dimostrate per i poligoni
omotetici, sono applicabili ai poliedri; e siccome le dimo.-
strazioni sono identiche, cosi torna inutile il ripeterle.

PROBLEMA.

Dali i ire lati di un triangolo; calcolare: 1. I’ area del
iriangolo; 2. la bisetlrice di uno dei Suoi angoli; 3. ilrag-
- gio del cerchio circoscrilto ; 4.1l raggio del cerchio in-
seritto; 5. © raggi dei cerchi ex-inscrilli (a).

1. Partiamo dalla proposizione 12.* del libro 3; 1a qua-
le, coll’ indicare con a., b, ¢ i tre lati BC , AC, AB del
triangolo, si traduce nel seguente modo

. c2=a2+b2—2a><CD ,
da cui ricavasi

a2 2__ A2
CD — +0 g_

Inoltre, il triangolo ACD rettangolo in D ci da (lib. 8
prop. 11)

AD" = AC" — GD® = (AC+CD) (AC—CD)=

2 52__n2 21 h2_,2 2, p2_c?
(b+a+b c)(b a2+b c)__:zab+a+ 9

% Y 2a

2ab—a*—b*+c*  (a+b)*—c?  c*—(a—b)® _
— - > —
20 2a 2a
(a+b+-c) (a+b—c)  (c4+-a—b) (c—a+b)
= 3
2a 2a

(a) Le figure del problema meno I'ultima gono queile dei teo-
cemi che 81 citano.
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ovvero, estraendo la radice quadrata da ambo i membri ,

AD = 2

— 2a

3e du%c)lue chiamiamo S I'area del triangolo, si avrd (lib.
pr.

S=1BCxBD =3 4/(@++c) (a-{-b-—c) (a+c—b) (b+c—a)

Questa .espressio‘ne puo divenire piu semplice coll’ in-
trodurvi il conosciuto perimetro del triangolo : infatti
ponendo

V@+bF6) (atb—0)at o—b)(b-+e—a);

a+b+C=?-p:

si avra. col sottrarre successivamente da tutlie e due i
membri 2a, 2b, 2¢. |

a+b—c=2(p—c), a+c—b=2(p=b), b-+c—a=2(p—a);

sicché sostituendo questi valori nella trovata espressione
di S, questa diviene ; :

S= \/p(p—a) (p—b) (p—c)

Se poi il triangolo & equilatero, si avra

=c=a, P=3Q;
e quindi
S*—:%Cﬁ!\/fg-.

2. 8j conosce (lib.3 prop. 36) che il rettangolo costrui-
to su due lati di un triangolo & uguale al quadrato della
bisetirice dell’ angolo compreso , coll’ aggiunta del ret-
tangolo dei segmenti determinati da questa bisettrice sul

terzo lato.
Se dunque si pone’

BC=a, AC=b, AB=c, BC=m, DC=n,
si avra N
| be=AD +mn...(1);
ma i due segmenti m , n essendo proporzionali ai lati o,
¢ (lib. 3 prop. 18) si ha pure '
: m:nuc:b,

OVVEro
m:a—m:c:.b
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da cui ricavansi successivamente le ceguenti cguaglianze
ac

mo=ac—me,; M(b{-c)=ac, m—=—.
O+c?

ac ab
n=q—m-=u——— —= ——
O4c  b+c;

e pero se nella relazione (1) si sostituiscono ad m ed # i
trovati valori, questa diverra
a2be

VDe=AD +—
' +(b-|-c)2;

dalla quale ricavasi subito

ABz = be — EZ_)E: (b'w‘-C)%C-a?bc_ (b.}.c)z_azbc*
(b+c)? O+c)*  — (O+e)r 7T
_ (0t+c+a) (b+c—a)
- (b+c)? b
€ quindi |
5D = V(a+b+c) (b+c—a) bc,

b+c

Se indichiamo al solito il perimetro con 2p, avremo in-
fine per la bisettrice dell’ angolo in A

2\/p(p—a)be
b+e

3.% Dalla proposizione 35.* del libro 3.° si rileva che il
prodotto dei tre lati di un triangolo & uguale alla super-
ficie di questo triangolo moltiplicata pel doppio diametro
del cerchio circoscritto.

In conseguenza di c¢io, se indichiamo con a, 0, ¢ i tre
lati di un triangolo, con s la sua superficie, e con R il
raggio del cerchio circoseritto, si avra

' abe-=4SR

Al =

da cui
abe
R

S
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e ponendo per S il valore gid delerminato, avremo

Waw=ay (p=0) (p—0)

vale a dire che 72 raggio del cerchio circoscrillo otk un
iriangolo ¢ uguale al prodollo det lre lali, diviso pel quo-
druplo della superficie del lriangolo.

4, Essendo 1" arca di un triangolo eguale al suo peri-
metro moltiplicato per la mela del raggio del cerchio in-
seritto (lib. 3 prop. 85." Scolio), ne segue che indicando
con 7 questo raggio, e conservando al triangolo le adot-
tate indicazioni si avrad

o ' ::%?‘(G+Z)+C)
da cul ricavasi

2D 2p"(p-a)(p-b)(p—c) wp(p-a) (0-b) (D—C.
at+b+c 20 - D i

0 in altri termini: il raggio del cerchio inscritio in un
iriangolo é eguale alla sua superficie divisa per la meta
del perimelro.

Corollario.Se il triangolo & equilatero, i precedenti va-
lori diR, » diventano molto piu semplici; giacché essendo

b=c=a,

e quindi ;
ng Ay

si avra

a 3 a
R="_, r=_"—
J3 2,3

5. Sia O, il centro di uno det
cerchi ex-iscritti al triangolo
ABC, ed r, il raggio che, come si
conosce, ¢ una delle perpendico-
lari 0,D, 0,E, O,F abbassate da
O, suitre lati del triangelo
.ABC prolungati se occorre.

E evidente che se si congiunge
\ il centro O, coi tre vertici del
RV dato triangolo , verranno a for-

03 marsi tre altri triangoli AO,B,
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A0,C, BO,C con le altezze 0,18, O,F, C,D eguali
del cerchio ex-iscrilio, e dei quali le aree dei P
prese insieme differiscono da quell
perficie del proposto: sicehe se s'i
dato triangolo, e con a, 0, ¢

al raggiq
a del terzo per 1a su(:
. ndichi con S 'areg del
1 suoi tre lati, si avra
cry bry ar, p
S=A0,B+A0,C—B0,0 = — %" _7T4
1B+40,0-B0,0 = -+ o =5 =5 (¢+b—a);
d’ onde ricavasi
28

& c+b—a;

)

e ricordandoci che

= S=y/ p(p—a)(p—b)(p—c),
i1n cuil .

a+b+-¢
2 ’

¢ quindi e+b—a=2p—2a; il precedente valore di 7, pren-
dera la forma |

==y

r = ANP@—a) (p—b) (p—c) _ \/ptp—b)-(p—c)
' p—a ' p—a
Con un ragionamento affatto simile si trovera per i
raggi degli altri due cerchi

_w / p(p—a)(p—c) g/ PP—AP-D)
r2= p—b -’ i p—ce

e quindi potremo stabilir 1a regola che 2l raggio del cer-
chio ex-iscrilio ad un riangolo st otliene col dividere
la sua superficie per la meld del perimetro diminuila
del lato corrispondente. _

Corollario. Dal paragone degli ultimivalori trovati con
quello del raggio del cerchio inscritto, si rileva che il
raggio del cerchio ex-iscritto é sempre maggiore di quel-
1o dello iseritto.

Scolio I. Nel caso del triangolo equilatero, avendosia=

3a : - .
=b=c, e p= <+ 1 precedenti valori di ry 7, 7y diverranno
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tutti e tre eguali ad § ay3; e siccome il raggio del
cerchio 1scritto diviene in tal caso & ay5", cosl si de-
duce che nel iriangolo equilatero il raggio del cerchio
ex-iscrillo é il triplo di quello del cerchio iscrillo.

Scolio 2. Nel caso del triangolo rettangolo , indicando
con a l'ipotenusa e con b e ¢ i due cateti, si avra a?=0%+
+-c?, R5=b¢:

Sostituendo questo valore di 28 nella espressione del

25

raggio del cerchio iscritto r=
= a+b+c

, questa diverra

r(a+b+c)=bc, che pud anche scriversi »(b+c)=be—ra. In-
nalzando i due membri a quadrato, si avra 12(b*42bc+c?)
=b2c*—2aber+-r2a® ; e ponendo a? per b24c? ed r(a+b+c)
per be, quest’ ultima prenderd la forma

ra?+2r (a+btc)]=r*(a+b+c)2—2ar*(a+b+c)+atr?,
che col trascurare i termini che si distruggono e col di-
videre per r*a+b+c), diverrd infine 2r=b+c-a , d’ onde

b+ c—a
2

Con un procedimento identico si otterrebbe

=

atbtc a+2b—c’ r3=a+;‘—b.

—_—

rl 2 ? 3 =~
e quindi potremo stabilire pel triangolo rettangolo le se-
guenti regole: _

1. 1l raggio del cerchio iscritto & nguale alla semi-dif-
ferenza dell’ ipotenusa dalla somma dei cateti.

9.2 1] raggio del cerchio ex-iscritto corrispondente alla
ipotenusa é uguale al semi-perimetro.

3. 11 raggio del cerchio ex-iscritto a ciascun cateto &
eguale alla semi-differenzadel cateto corrispondente dalla
somma dell’ ipotenusa e dell’ altro cateto.

Scolio 3. Se si moltiplicano fra loro. il raggio del cer-
chio iseritto in un triangolo qualunque ed i raggi dei tre
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cerchi ex-iseritti, si avra

[ VO (p—a) (p—D) (};Hc)]
p»(p—a) (p—0b) (p—c)
da cui ricavasi

Vo(p—a) (0=0) (p--¢)= s/ rryryry ;
ma il 1. membro rappresenta I' area del triangolo; si pud
dunque ritenere che essendo dati il raggio del cerchio
inscritto ed i raggi dei tre cerchi ex-iscritti, si ottiene
I'area del triangolo coll’ estrarre la radice quadrata dal
prodotlo di questi quattro raggi.

5

=p(p—a) (p-b) (p—c);

7 '[? '29‘3 —

PROBLEMA.

Dali i quatiro lati di wn quadrilalero inscritlo in un
cerchio trovare le diagonali. ' “

Dalle proposizioni 317, 39 del libro 3. emerge che il ret-
tangolo delle due diagonali AC , BD & eguale alla somma,
dei rettangoli dei lati opposti; e che queste diagonali
stanno nella ragione delle somme dei rettangoli costruiti
sui lati che terminano agli estremi di esse.

Se dunque si pone

AB=a, BC=bh, CD=¢, AD=d, AC=m, BD=n,
si avranno le due relazioni | .

m'rlzac+bd
m ad—i-bp
n ab+ed ' :

che moltiplicate membro a membro ci daranno per-la 1.

diagonale
P ( ad+be) (ac+bd)
B ab+cd

e divise membro a membro daranno per I'altra diagonale

'/ (ab+cd) (ac—bd)
n = o
ad+-be

PROBLEMA.

Trovare l'orea di un trapezio allorché sono dati i Suot
qualtro lali.
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Sia ABCD il trapezio, i cui
lali indicheremo cona , b, ¢,

A 2 ; d : se dal vertice A si tira la
N retta AE paraliela a BC, 1'al-
K V' tezza ydel trapezio sara quella
A del triangolo ADE che hLa per
' lati b, d, a—c; sicché coll’aver
D B a

¢ presente da una partel'espres-

sione del triangolo per mezzo
dei suoi tre lati, e dall’altrala misura generale di untrian-
golo, si avra pel suddetto triangolo,

\/ p(p—b) (p—a) (IJ—-a+C)=?-72£1/,

donde ricavasi

13

y..-_".

\/ p(p—b) (p—d) (p—a+c):

ma il trapezio si misura moltiplicando la meta dell’altez-
za per la somma delle due basi; avremo dunque per I'area
T del trapezio dato

T=22C \ | p(0—b) (p~0) 9~ ato).

a—cC

BLANCHET — Elem, i Geomelria. 20



ATEMI DI GEOMETRIA

PER GLI ESAMI

D! LICENZA LIGEALE

Seconde I' ullime pragramma del 1878,

—— —

1l.—Relazioni fra i quadrati ed i rettangoli costruiti sui
segmenti di una retta. Teoremi sul triangolo ottusangolo
e sul triangolo in generale. (Vedi le proposizioni 8, 9, 10,
11, 12, 13, 14, del libro 3.°) Relazioni fra le basi e le al-
tezze di due parallelepipedi o di due prismi triangolari
eguali. _

Siano P, P' due parallelepipedi o due prismi; B, B’ le
rispellive basi ; A, A' le allezze : essendo la misura del
parallelepipedo ed in generale quella del prisma rap-
presentala dal prodolio della base per U altezza ( prop.
12 1ib. 6.), 7 avra

P=A%B P'=A"><DB’
che divise membro a membro daranno U eguaglianza
' P AxB
) P’ A'%<B"

Supponendo adunque P=P', sard pure Ax<B=A"<B';

che polendo scriverst

B - Al
| BT A
ne risulla che le basi dei parallelepipedi e dei prismi e-
quivalenti sono inversamente proporzionaliallealtezze.
La reciproca é anche vera e sidimosira coll'invertire
il ragionamento che precede.
2.—Relazioni fra i segmenti di due seganti o di due cor-
de nel cerchio (prop. 32, 33, 34 del libro 3.9)
‘Misura della superficie e del volume dei tre corpi roton-
di (prop. 1, 3, 4,7, 10, 13 del libro 8.)
3.—Angoli nel cerchio. Quadrilatero inscritto (prop.
19, 20, 21, 22, 23 del libro 2.)
Volume del parallelepipedo, del prisma, della piramide.
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Misura della superficie laterale del prisma, della pirami-

de (prop. 12 e 16 del libro 6.; 2 ¢ 6 del libro 8.)
~4.—Ragione di due cerchi. Misura del cerchio e della

circonferenza (zrop. 11 e i3 del tibo 4.) )

5. — Iscrizione e circoscrizione dei poligeni regolari
nel cerchio (prop.2, 3, 4, 5, 6, 1, 8 del libro 4.)

Divisione di un prisina triangolare in tre piramidi u-
guali (prop. 15 del 1:bro 6.) * :

6.—Ragione di due parallelogrammi o di due triangoli
di eguale base o 4" eguale altezza. Secmenti di due lati
di un triangolo formati da una retta che sia parallela ad
un lato o hisettrice di un angolo (prop. 5, 6, 16, 17, 18
del libiro 3.)

Relazione fra il cilindro ed il cono di uguali basi ed al-
tezze. R#L,’.{,'lf)!l(: di due cilindri o di dne coni {]'ugtmlc ba-
s¢ o d"uguale allezza (‘Corollario della prop. 4 del li-
bro 4.) -

7. —"Triangoli simili; proprietd del triangolo rettangolo
(prop. 19, 20, 21, 22, 28 del libro 3.)

Ragione di due piramidi di eguale altezza (Cor. della
prop. 16. del libro G.)

8.—Teorema sui rettangoli costraiti con quattro retle
proporzionali,

Questo leorema ¢ una conseguenza della prop.3.a del
libro 3.°

Infatti, stano A, B, C, D quallro relle lalt che sl
abbia

dico che il reftangolo T e ha per dimensiont le relle
estreme A,D ¢ equale at rellungolo P che ha per dimen-
sioni le relle medie B, C.

Coslruendo un lerzo reilangolo P" ¢he ha per dinen-

(*) In questo numero del programma vi & anche la teoria En-
clidiana delle quantita proporpogah ,la q_uale rn}ucesi 0guia
quella delle ragioni e proporzioni geometriche sui numeri, ri-
flettendo che le grandezze geometriche clot le linee, le super-
ficie ed 1 volumi essendo rappresentati da numeri astratti cle
ne indicano le misure, vanno sottoposte alle medesime leggi dej
suddetii pnmeri.
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stoni B, D; si avra pel cilalo leorema
P A P O3

—
]

Ff: B I)—."‘!"'.: I_)..
e pero essendo i secondi membri.eguali, si avrd pure
l) I)f

0 P:P’

Reciprocamenle, se un rellanyolo é equivalenle ad 14n
allro, le loro dimensiont saranno proporzionali; poicl
dall’ equaglianza

AXxD=Bx<C
ricavasi la proporzione
A C
B D

Ragione di due triangoli e di due poligoni simili (prop.
30, 31 del libro 3.)

Ragione di due parallelepipedi aventi uguali basi o
uguali allezze, ragione di due parallelepipedi simili(prop.
8, 9, 10, 38 del libro 6.) L

9.—Ragione di due parallelogrammi equiangoli.

Due parallelogrammi equiangoli sianno fra di loro
come i reltangoli dei lali che comprendono due angoli
equalt ; 0 pure in ragion composta delle ragioni dei lo-
10 lali. ;

Questo leorema ¢ wna conseguenza della prop. 19 del
libro 3., giacche ogni parallelogrammo é il doppio di
citascun lriangolo prodotio da una delle sue diagonall.

Costruzione di un poligono simile ad un dato ed eguale
ad un altro: (problema 13 del libro 3.)

Divisione di una retta in media ed estrema ragione
(problema 16. del libro 3.) |

Poligoni simili e similmente posti costruiti sui lati di
un triangolo rettangolo. i

Queslo teorema & una conseguenza delle prop.11 e 31
del libro 3. ed in falli indicando con A, B, C 'ipolenusa
ed i due cateli di un Wwriangolo rettangolo, e costruendo
su di quesle relle lre poligoni P , P', P" simili ¢ simil-
mente disposti, si avra per la prop. 3l

P 'P! PH’

— —

:G: B C*;
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ma per la prop. 11 si ha

A2=B24C?
aunque sara pure:
- P=P'+P".

Di qui Vinleressanle propriela che dei tre poligoni si-
muli e similmente disposii costruili sui tre lali di un
iriangolo reltangolo, U'area di quello costruilo sull’ipo-
tenusa éeguale alla sommadelle aree aegli allri costrwi-
ti sui caleli.

bRagione di due piramidi triangolari simili (prop. 31T del
libro 6.)

10. —Proporzionalita degli angoli agli archi nel cerchio
(prop. 18 del libro 2.)

Ragione di due sfere.

Queslo leoreina é una conseguenza dello scolio 2. della
prop. 18 detl libro 8.; giacché se S ed S’ sono due sfere i
raggi delle quali sono R ed R', st avra

S=gwR3, S'=3;=R%;
onde

S R

S R?’
vale a dire che i volumi di due sfere sono nel rapport 0
dei cubi dei raggi o dei diamelri.

11. — Rapporto di due rette , di due archi di cerchi e-
guali, dei perimetri e delle aree di due poligoni simili
(problemi 16, 17 del libro 2. e prop. 31 del libro 3.)

Teoremi sulla perpendicolaritd , obbliquitd , paralleli-
smo di rette e piani (Z primi 24 leoremi del libro 3.)

12.—Aree delle figure rettilinee (prop. 4, 5, 6, 7 del li-
bro 3.) g '

Relazioni fra le basi e le altezze di due prismi o pira-
midi triangolari o coni o cilindri eguali. (Questi teoremi
sono pure consequenze immediale delle prop. 12, 16 de!
libro 6.; e 1, 4 del libro 8.) .

Siano infalli P, P’ due prismi o due piramidi trian-
golari; B, B' le bast, ed A, A’ le allezze: st avra

er i prismi
i P=BxA, Pl=BscAl:
e rer le piramidi )
P=Bx3A, P'=DB"<31A’;
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sicche se
=P,
sarae pure pet prismi
- Bx<A=B"><A'
e per le piramidi >
BX%.&:BIX%A,;
d’ onde ricavasi per entrambi i solidi
B A
B A
e quindi in due prismi 0 piramidi equivalenti le basi
sono in ragion reciproca delle altezze.
Se in ullimo mndichiamo con C, C' due cilindri relli
o due cont relli; con R, R' © raggi delle basi e con A, A’
le rispellive allezze; St avra
per i cilindri
C=rR**<A C'=zR%x<A’,
e per i coni
C=nrR¥<3A C'=zR"%=<zA";
e pero se
:Cu
ne cequird per i cilindri

KR%KA=RR”XA3
per ¢ coni
TRMIA=R"2x=IA’;
e per enlrambi
sR2, A

TR A,

ovVvero
R =_ A’
R?™ A
Dunque in due cilindri o coni equivalenli le allezze

$010 in ragion reciproca delle basi; oppure dei quadrall
det raggi o dei diamelri di queste medesime basi.

FINE.



Va.

ol &/
} ) Y

J

7 ":.*r{a*.-,

e

-

t B P
ﬂ ' -
I -
_ ) 3
| N
L ]
N Q
__.. e ..
N
" \ , \
~ i
J
P %

—— .




/

S



