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Incoraggiato dall' accoglienza fat~ da~ pubblico alia 
nostra traduzione degli elementi di geome tria del 

_Bla~~!i~t , con che in pochissimo tempo sonosi esaurite 
11 edizioni, ci affrettiamo a pubblicare la 12ª che ci 
lusinghiamo esser priva cli qualsiasi errore tipogr afi.co, 
non avendo risparmiata cura ~eruna onde riuscis se 
perfetta.-

N ell' intento poi che essa corrispond á pien arµente 
_al p+·ogramma in uso per gli esami liceali, abbiamo 
creduto utile di terminare l' opera colla indic azione 
dei teo~emi e pro blemi enuncia ti nel sudde tto pro­
gramma, colla giunta di quelle poche proposizioni che 
non si trovano nell' óriginale, e che quantunque siano 
conseguenze di quelle quivi contenute, _pure per non 
aggravare soverchiamente il testo, non vi si sono in­
serite sotto forma di note. 

L' EDITORE 
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DI GEOMETRIA 

L I B RO PR IMO 

DEFINIZIONI. 

r. · Ogni corpo occupa nello spazio indefinito che lo e· -
conda un luogo d~terrnina to che si chiama 1;ohune . 

II. La super/icie d. un corpo e il limite che lo sepru a. 
dallo spazio che lo circonda. · 

III. 11 luogo della intersezione . delle superfici e di d ___ 
corpi, chiamasi li~ea. 

- -
IV. Il luogo della intersezi~ne di due linee, chiama ~· 

punto. · 

V. I volumi, le supe.rficie, le linee si concepiscono ·n­
dipendenten1ente dai corpi ai quali appartengono. 

VI. I ·volumi, 1~ su_perficie e le linee ricevono il no111e 
- ài figure. 

VII. La Geometria ha pei· oggetto la Hl isura delr esten­
sione delle figure, non che lo studio delle loro proprie tà. 

ynr. La •linea 1'etta ê la piu breve lin ea che si puo con­
durre fra due punti qualunque. 

Si deve ritenere co1ne evidente che da un punto ad un 
altro non si puo condurre che una sola lin ea r etta; e che 
se due parti di due rette coincidono, queste lin ee coinci­
deranno in tutta la loro estensione. 

IX. La Hnea spezzata o poligo nale ê una lin ca con1po­
sta di linee rette. 

1 
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X. O<;;ni 1inon. chn nnn ú rnUn n(~ compo.t; l.a ui lin cP- ret­
t t1i , 1 • i 1 i n a c.·1M ·1Y1. 

:Xl. 11 pia11a ó qnclla ~11pel'Íi<' in . ull a <iu alc presi due 
l 'H 1\i.i ad arhitri o o ·on gi u n ii pnr llH~zzo c1i una re ti.a, que­
$Üt (l·iac int nrnn1 ' nÜ~ su <1i e: sn.. 

Xll. Otrni snp nr1i 'i e che non à pi nna nc composta di 
::- npe1·fi cie pian n l' 1111a snpol'fl e ic~ e11 r va . 

A 
Xlll. Ln fi gul'a forma ta da due rette 

AB , AC cho Hi i,agli ano, ch iHmasi an­
{Jo!o. li 1n1nto A ó il verti ce del r ango­
lo; le retLe AB, AO ne sono i Lati . 

L' an go1o s' indica qu a lch e ·volta con 
B e la sola lettera A clel ver tice; 1na ordjna -

rian1ente colle lettere BAO o CAB aven ­
do cura di situare in mezzo la 1ettera del vertice.' 

A. 

.n 

\ ' 

·nue angoli A e a diconsi uguali al­
lorche .si. possono far coincidere. Poi­
che suppon endo che si porti rangol o 
a su di A, in ü1odo che ab si'app1ichi 
su di A.B; se ac prende · la ·direzjoné 
di AO, i latj coincideranno , e i due 
angoli sa ranno --ugualL 
. -pn an golo A e doppio , triplo -etc. 

n ·dell'angólo n; se con1prende fr_a i suoi 
lati <lue, tre etc ... • angoli uguali 
all'angolo D. 

: Quindi gli angoli sono pnragona­
bili fr a loro come ogni al ~ra gran­
dezza. 

XIV. Due angoli si c.licono .aaiace n ti , allorch ê hann o 
un lato com une e gli altri d ne in prol ungarnento l' uno 
dell' altro. · 

Due angoli · si dicono op po::;ti al vertic e, nllorche i lati 
dell'uno sono i ·prolungamenti di qnelli dell' a1t1·0. 

XV. Allorchê la retta AB ne incontra un' 
IB al tra , i u 1nouo che gli angoli adiacen ~i 
j BAC, BAD sono uauali fra loro, la AB th-

º 1· ~-~-Ã--n cesi perpendicola r e a CD , e gli ang·o 1 u-
gua1i BAC, BAD si uicono angolt ·r·elti. 

Si djmoslr epl in seguito che da un punto A preso su 
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li 11nn. r{;tia ~i p11<'>. r.mp rr~ innalí:arr, ·una pr,rpendicolare 
~11 <li q1H'!Ün 1 nHn r. r, hn f.11 1,f,i " li an<toli rntti sono UO'uali . o 
f'rn li rn. Ogn1 angnl< pii1 gra nd o di un retto, chiamasi 
n,1 ~n lo of lu so, <' tl ogni nn cro lo rn i nor e d i un retto, dices i 
nngolo nc11Jn . 

l lH~ nngo1i ~i di cono suppl emr,n t.ar i , quando l a loro 
~omn1n. ó 11µ:11alr. n d11<~ rr.Ui, e <li co n.- j complernentari 
qnnn1lo ln 101·0 ~orn111a ú ugua]e a<l un retto . 

:X VI. 'J)ue r 1 tte si dicono parallele 
A ·---- ···- 11 quando, o:snnd r, si tua te n~1Io ster·so 
(·. _____ ___ _ __ 1 piano, e prolun rrat'J ai]' infinito n0n 

l t • t s 1ncon rano. 

XVII. La figura ptana ô un pian o termina to da linee . 
, So le linee sono rette, lo spa zío che esse 

,,/ ',"" co1nprendono eh i amasí fig ura rettilinea o 
( /' poli,qono e le linee . prese insieme c0stitui -
\ scono il perí metro del pol igon o. 

, · XVIII. II poligono di tre lati ê il piu sem plice di tu-tti 
€ si chiam ·a triangolo; quello di quattro lati tlicesi qt~a­
à1•ilater·o / _ quello di cinq ue pentagano; que llo di sei , e­
s.agono etc. 

XIX. Si chiama triang olo eqi~ila­
tero quello cne ha i tre lati uguali , 
isoscele quello che ne ha due soli 
ugua1i ; scaleno que1lo che ha t utti 
i. tre lati disuguali. 

XX. 11 triangolo rettangolo é quello che ha un angolo 
· e retto 11 lato opposto a1l' angolo retto 

· catcti. Cosi nel triangolo ABC rettan-d 
d1~esi ipoteniisa; gli altri due diconsi 

/ o·olo in A, il lato BC ê l'ipotenusa, BA, L__ ::-, 
n A CA sono i cateti. 

D 
l 

XXI. Fra i quadrilateri, si distin­
guono: 

11 quadralo, che ha i lati ugun.li e 
gli angoli retti. 

Il rettlrngolo che lia 0nli angoli retti . ' '-s en z a avere i lati uguali. 
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11 1)rt1·a1l 'lOr11•a,111 1wo , chc ha i lati 
oppo~ti pnra11e1 i. 

-'-----~ 

o 

1 n. losa nrJrr., c·.ho ha i lati uguali senza 
in cre n·li angoli l'etl i. 

ln nne il travezio, che ha d ue soli léü i 
paralleli. 

XXII. Chian1asi diagonnle di un poligono, la ret ta che 
-unisce i vertici di due angoli non adiacenti. 

XXIII. Un poligono si dice equilatero quando ha tutti 
i suoi lati uguali, e dicesi equiangolo quando ha tutti 
gli angoli u_gua]i. . 

· XXIV. Due po1igoni sono equ.üateri fr·a lar-o, allorche 
hanno i lati rispettivamente eguali e disposti ne11o stesso 
ordine ;· cioê , che seguendo i loro ·contorni ne1lo stess o·. 
senso, i1 primo lato dell' uno e nguale al prin10 lato del­
i' altro, il secondo dell'uno uguale al secon<lo dell' a1tro ,. 
il terzo al terzo e cosi di seguito. 

Si comprenàe simi1rnente quando due poligoni si di­
cono equiángoli fr·a lor o. · 

Tanto ne11" uno chc nell' altro . c<1.so i lati o gli angoli 
uguali si chi-amano Jati o angoli 01nologhi . 

A 
/ 

A 

XXV. Un poligono si chia1na co1ivessp, 
e quantlo prolung anclo un o qualnnqne de.i 

suoi lati, tn tto il poligono resta situa.te~ 
d_alla stessn. parte di · questn r etta . Tale e 

D il poli gono ADOD. 
Il _ perimetro di 1111 poligono convesso 

non puo essere inc oni.rat o <lf\, una r etta in 
piu di <lue punti; poichc se nna rctta IQ 

N incontra sse il per ímetro ABCDE n ei pun-
'--'r----. n ti 1-1~ N, P, Q, il la to BC che o tagliato 

<la.lla retta in nna dei pnnti interrnedi N, 
!l · avrebbe evidentemente nnfl. porziono tlella 

figura 8itun.ta da una parle ed il rilnanoute 
dall· ultra della sua dir ezione. 
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XXVI. Dnt f1,rnr n qn alnnqn c ~i ,licono 11 g 11 i:: U, allorche 
~i po ono ~Hnar l' nna. ull ' altr a in mo,lo che coirí ci­
dan 1 l H' l'Í t t tnm nte . 

. N • l .. i pri mi q11 alt ro lih r i si par l rà sd u:Ü amente 
d1 fio·nr0 p1 , n o t rn "" i n.t , su di nnn supcrfi ie piana . 

Pl F.G A7. lONh l h l 'J' h ] MIN I E nr:, SEO I. 

A ssi'iomn \ lllHt v 1 Hú evidente da per . e stessa . 
T 01~e1na e una r erit:i che divi ene evidente mediant e 

1n ragionan1ento che <licesi dirnoslraz ione. 
Pr obl erna e una quis t ione proposta che esige una sa­

lu ·"' ione. 
Ler,nrna ê una verità impiegata sussidiari amen te o per 

la diinostrazione di un teorema o per la soluz íone a· un 
problen1a. . 

I teoremi ,- i ·problemi ed i lemmi ricevono n n ome co• 
mune •di proposizione. 

Corollario ê la conseguenza che si ri cava da un a o p · 
proposizioni. 
. Scolio c_un·osservazione sopra una o piú proposi zioni , 
tendente a far risaltai;-e il loro legame, la loro utili tà, 1 
loro r-estrizione o la ]oro estensione. 

Ipotesi ~·una suppo sizioné _fatta sia nell'enunci ato d'una 
proposizione, siá nel corso di una din1ostrazione. 

Il segno = e ii segno dcll' eguaglianza; cosi A= B si-
gnifica che A é uguale a B. 

Per esprimere che A e piu piccola di B, si scri ve A<B. 
Per esprimere che A é piu grande di B, si sc rive A>B. 
II segno + si pronunzia piu, ed indi ca l'addizione. 
11 segno - si p·ronunzi a rneno, ed indica la sott razione, 

cosi A+ B rappi"e·senta la son1n1a delle quanti t à A e B, 
ed A-B la loro dill'erenz a ; com e pure A-B+C, o A+ C- B, 
srgnifica che A e O debbono essere s01n1nate in :sierne e 
B deve essere tolta dalla loro somma. 

11 segno .>< indica la _n101tiplicazione ; cosi AxB r ·1p­
presenta H prvdotto d1 A per B. I!1 luog? del segno x 
si usa ·qualche volta un punto; cosi A·B e lo st esso che 
A><.H. 

11 prodotto di A per D ~i puo anchc scriver e AB, senza 
a)cun segno intermedi'o; ma bisogna evitare questa e-
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~.11 \ .~ 0 ln db!n n za (l<·i cl 11c p11 11 t i , J>. 
L" . pl' <' ·. i,J 1H1 . H 1-c --n) r apprc~c n Ut il J rodot,,r di 

1 r l + e - D. ~e si d \' n1olt ipli carn + B per 1 - FH- () 
· i n d i ·. h , r ; \. i1 I n d n i,i, o e os 1 ( A+ 1,) >-" ( A- TI+ C · u t r 1 r; i 
lh e ri n ,hi n~c noll a ~1.c~~n pal'cnf. ~i ·, c<,r1. •id r ( cr, rne 
una s la qu nn td.;\. 

n n nn1rrn 111 :~ o inn nnzi nd 1111a l ,n"a o ,H] un r1. r1 .rn . 
tità s .rr li n\nU it h L~;1t nr o a qu n.- l a Jjn <•a o: , qn n: ta ri Jrt. 1-

tità· ._ ~1 [ -r o~pl'inl 'r c che l a lin a A U \ pre.-·;. t e ~rr,J ~; 
si s r iY 3 \ l · per jnclica re la metà dell' anc,ol /J , ·· i 
~cr ir e { .. . 

n qu;d rato deJl a r etta A~ s'indica con AB2; i1 suo e J · 

bo con AB ª. Spiegheren10 a suo tempo il signifl cato · 
quatlr ato e del cubo di una re t ta. 

II segno '\/ indica una 1"aclice ela estrarsi ; cosi 1 2 e 
la radice quadra t a di 2, .,/A~ e la radice quadra.ta de 
prodotto AxB o la media proporzionale fra A e B. 

PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA - Da un punto preso su cli una 1~etta si p-uó 
se1npre innalzare una perpendicola r e sitlla retta e non 
se ne puà inna lzare che una sola. 

':M'' ln effetti , supporténclo che una rett· 
1\-1' 'Al\1, acJagiata prin1a su di AC, giri i -> torno al punto A; essa former·\ du e ':lH­

=-~--____,,_~:._---=, goli adiacenti lWAO , l\JAB , d i qu ·:1.l i 
B A. e runo l\1AC, uappritnn picc olissiin o ·1n-
drà sempre · crescendo e r altro 1\JAB , dappriln n. gr·nHlis• 
simo, andrà $8Il1 pre diminuendo fino a .zero. 

L'angolo MAO che era piú piccolo di 1\1 \.B flnirà dun,­
que col divenire piu grand e ; e per cons ebuenza vi sará 
una posizione Alv1" della re i.ta 1nobile nella quale questi 
<lue ango1i saranno ugualj; ed é poi evidente che non , e 
ne puo es::,ere che una sola. 

Co, ollario - rrutti gli angoli 

-L J_..:_ retti sono uguali fra. loro. 
Siuno DC perpendicolare ad AB, 

e HG 1)e1 pen<licolare ad EF ; io 
E G F A e D clico che l' angolo DOU e uguale ,a, 
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HGF. ln effett.i, se si' porta la retta EF sopra AB in mo­
do chc il punto G cada in O , GJ-I prenderà 1a direzion~ 
di CD; altrimenti , da un punto preso su di una retta, 
si potrebbero innalzare due perpendicolari alla mede­
sima. 

PROPOSIZIONE II. 
. 

TEOREMA-. Ogni linea retta CD, che ne incontra un' 
altr·a AB, (a con essa dite angoli adiacenti ACD, BCD, 
la cui sornma e u,quale a due angoli retti. 

El Dal pun to o,. s'innalzi sopra di AB la 
- perpendicolare CE. L'angolo AOD essen-

! do la -sornma dei due AOE, ECD , sarà 
-1 ACD+BCD la soinma <legli angoli ACE, 

A e ll EC~, BCD_. l\'Ia il primo ui questi ê retto, 
· e gli altri· due forrnano l' angola retto 

BCE; dunque la somma dei due ACD, BCD ê uguale a due 
retti. 

Corollario I. Se uno ~degli angoli ACD, 
D BCD e retto, l 'al tro lo sarà pure. 

Corollar·io II. Se la retta DE e perpen­
clic9la1·e ad AB, reciprocamente AB sarà 

A e n perpendicolare a DE. 
Poichê dall' esse-re DE perpendicolare 

E ac.l AB, ne segue che l' angolo AOD e u- · 
guale al suo adiacente lJCB, e che percio essi sono tutti 
e due retti. Ma <lalres:ere A CD retto ne segue che il suo 
adiacente ACE ê anche retto; <lunque ACE = ACD, e quin­
di AB ê perpendicolare a DE. 

Cor-ollar·io III. Tutti gli angoli con­

B 

secutivi bAC, CAD, DAE , EAF' for-
e mati <lal1a stessa parte del1a retta BF, 

A F 

presi insieme, equivalgono a tluc ret­
ti ; poiche la loro somrna e uguale a 
quella dei due adiacenti BAC, CAF. 

PROPOSIZIONE III. 

TEOREMA - Se due angoli adiacenti ACD' DCB equi­
valgono a due retti, i lati esterni CA, CB sorio in linea 
retta. 
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P ichc'. n non ô j) prolungarnento 

l
n <li \O, ~ia E qno lo pro1ungamento; al­

lora ln linea. ACE cssonc]o reU~, la som­
- - ~--n 1na liV)'l! nngoli ACD, DOE snrà uguale a 

A. c---........__E dne rnili (prop. 2.). l\1n per ipotesi , la 
~omrna d<~gli ango]j AOD , DCB e anche 

uguale a <lue r r tti ; togliendo dunque ela una parte e 
dall' a1t.ra rangolo ACD> resterebbe BCD uguale a D ·E, 
la qual cosa e impossibile , e peró CB .e H prolunga-
1nento di AC. 

PROPOSIZIONE IV. 

TEOREMA - Se due reCle AB, DE si tagliano, gli an­
goli oppostl al vqrt,ce sono ug-,1.ali. 

Infatti , essendo la DE retta, la so~ma ·dei due angóli 
A ·F. ACD, ACE ê uguale a düe ·retti.; _ed es-. 

sendo la linea AB una linea retta , là 
. somma degli angoli ACE, BCE é anqhe 

D e uguale a clue retti; dunque ACD+ACE . 
ê uguale ad ACE+BCE .. Toglien _do da uaa parte e dall'al- . 
tra lo stésso ang 1)lo AOE . resterà l' angolo_ ACD uguale 
al suo opposto BCE. · 

Nello .$tesso mod() si diroostra che l' angolo ACE ê u­
guale al suo opposto BCD. 

Scolio. I quatt~o angoli forma.ti intorn ·o ad un pnnto 
da due rette che si tagliano , presi insieme equivalgono 
a quattro angoli r etti; poiche glí angoli AOE, BCE presi 
insieme equivalgono a due retti, e gli altri clue hanno lo 
stesso valore. 

A. n _ ln generale si puó dire che la somma 
n d i tutti gli angoli consecuti vi ACB, BOD, 

DOE, ECF, FCA, formati ela piú rette che . 
s' incontrano nel lo stess q punto C , e u-
guale a quattro r~tti. ·Poichê se al punto 

E O si formano quattro angoli retti , per 
mezzo di <lue rette perpendicolari fra loro , la loro som-
1na saru evidentemente uguale a quella clegli angoli suc­
cessivi ACB, BCD etq. 

PROPOSIZIONE V. 

TtoREMA ~ Jn ogni triangolo, un lato qualunque ·ê mi­
nore delta somma ctegli altrt clue. 
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Essenclo la rettcL BC il pi u corto cam­
n1i~o da B a C (def. 8), sarà BC<AB+AO. 

E utile osservare che un Jato qua1un­
que e sempre maggiore della differenza 
degli altri due. 

Infatti sia a n lato piu grande, b e e gli 
altri due; nella ineguaglianza a<v+c, to-

f. gliendo b da una parte e dall'altra, si ha 
a-b<c e quindi c>a-b. 

PROPOSIZIONE 'VL 

TEOREMA - Se da un JJHnto O preso nell' interno àel 
triango!o ABC, si conducono aue·est.rernitàd'un lato BC, 
le rette OB, 00, la s01n1na-cli queste rette sar-à minore 
di quella clegli altri clue lati AB . AO. 

A Si prolunglú BO fino all' incontro di 
AC in D; la retta 00 ê n1inore di OD+DO 

. · u l'altra BO, si avrà BO+OC<BO+OD+DO, 
·/ J~·-\ o BO+OO<BD+DC. 

.... . $in1pmente si ha BDD< A+AD; aggiun-
B · ·e genrlo all'una p.atte ec1 alr altra DO, si a-
vrà BD+DC<BAfAC. I\1a si e tl'0Vato BOtOO<BD+DC; 
dunque con piu forte ragione sarà BO+OC<BA+AC. 

PROPOSlZIONE VII. 
I 

1· TEOREMA - Ogni tinea poligonale 
convessa A BCD e 1ninore di qualun­
que linea 1\1EFG clze la circoncla da 
tulte le par-ti. 

Pro] ungando ne1Io stesso senso tut-
M ti i lati del poHgono ABCD fino all'in­

contro del1a linea jnviluppante, si a­
vrà questa serie d' j neguaglianze: 

AB+ BH < AL+ LEt EH 
BO+OI< BH+HF+FI 
CD+DK < OI+IG+GK 
DA+AL< DK+K]l+1\1L. 

Addizionando queste ineguaglianze membro a membro, 
e sopprimendo le parti comrini ai due rne1nbri, si ha A.B+ 
+Bc+cD+DA< EF+FG+Gl\1+1\1E. 
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Nell' istesso n1odo si climos tr ere hbe che ogni Iinea po­
ligonale convessa e _minore clella linea inviluppante che • 
ha i rnedesiini punti es trenü. 

Osse,·va.zione-11 teorema precedente non e che un ca­
so particolare di questo. 

PROPOSIZIONE VIII. 

TEORE~I..\.- Due triangoli sóno uguali quando h1J.nno 
un angola ug·uale compreso fr·a due lati rispettfoamen­
te uguali. 

D A Sia l'angolo in A ugua:le an·an-' L golo in D, il lato AB uguale al 
\\ lato D E , ed il lato AC uguale a 

DF; clico che il triangolo ABC ·ê 
...._ __ __.. ugu a le al iriangolo DEF . 

.m n a lnf'atLi, se s'immagini iI trian-
golo DEF sovrapposto al triangolo ABC in modo che il 
lato DE coincida col suo uguale AB , i vertici E, D dei 
primo certamente coincidel'anno coi vertici B ed A dei 
secondo ; n1a per ipotesi l' angolo in D e uguale all' an­
gola in A ; e pero il lato DF i aJagerà su di AC ; ed al­
lora, per l'uguaglianza <li questi ultimi lati, coincidenda­
il vertice F coJ vertice C , ne segue che anche il terzo 
lató EF coinciderà con BC , e. quin<li i due triangoli co­
incidendo in tutta la loro esiensione, rísultano uguali. 

Corollario - Dali' eguaglianza dei tre elernenti cli <lue 
triango1i A=D, AB==DE, AO=DF ne risulta l'eg~aglianza 
degli altri tre B-==E, C==F, BC==EF. 

PROPOSIZIONE IX. 

TEoREMA-Due trianooli sono uguali, qtlanclo hanno 
un lato uguale adiacente a. ctue a,:goli riç;pettivamente. 
uguali. 

D A Sia il lato BC uguale ad EF , 
l' angolo B uguale all' angolo E, 
e l'angolo e uguale an·ungolo F; 
dico ch_e il triangolo DEF sarà u­

---} B'---------
0 

guale al triangolo ABC. · 
, Infatti, per eseguire la sovrap- · · 

posjzione pongasi EF sopra i1 suo uguale BC ; il punto 

) 
t t 

. ' 
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E ~adrA in B il punto F in C; ma per ipotesi 1' angolo 
E_ e u_guale ~11 angolo B , dunque il lato ED prenclerà la 
d1rez1one d1 BA, edil punto D si tPoverà in qual eh e· pun­
to <lella AB. 

Similmente, essendo l' ang·olo F uauale all' anrrolo O ' e ' 
la retta FD prenderá la direzione di OA ecl il punto D si 
troverà sopra qualche punto àel Jato OA; quindi n punto 
D dovendo trovarsi conten1poraneamente sulle due rette 
BA, O.A, cadrà suUa loro intersezjone .A; e percià i due 
triangoli ABC, DEF, coincidendo l' uno coll' altro , sono 
perfettamente uguali. · 

Corollurio - Da11-' essere tre elementi uguali in due 
triangoli, cioê BC=EF: B==-E, C::::F, se ne puà conclucle­
re che gli altri tre lo saranno pure , cioê snrà AB=DE , 
AC==DF, A==D . 

., 

TEOREMA- Se (lu, /,1/i rli t, ? lrin n(J0{0 ~o ,.o 11[71,tali?'i­
spelticamen/(? a du ,! lot,: (r u, ath·o l?·in11r1olo n l'anoolo 
con;p1'eso llat 7n·l~.'t.f ; ~í rrr1r1t 1·(' 1/'i 7ue /l o ·ompr·eso lla'i 
seconclí; il te-,·zo la/ d t)I 11 ·i,n ú l rfo ,i ooto sarà maooto­
re del le1·:.o lalo d ,1 e --o, ri 

~·ian i du e trian goli AílC. 
A FCII n<~·quali AB= F(, AO-. 

FJI, - r j ngolo BAO>OFIT, 
<lico che il l at o DC 8aràma g­
giore di GIL 

· .Al pun to .\ dei lato AC 
/ •--- s in tenda costruito l'an ,,n-olo 

lJ ' . C (i H ,·. CAD==G 1• H, si prenda AD= 
=GF== \.B. e i t.iri la DC: i due trianboli ACD, FGH av0n­
<lo un nno.-o]o egutt e con1pre .. o f r a <lue la ti ri spctliva rnen­
te eo·u·~li, sono egua1i; e quindi sarâ CD=GIL 

~·inten(la ora ui\ iso per me à r angolo BAD per mezzo 
della r tta .\.E, che certan1ente -ca,Je nel1'·1ngolo maggio­
re B \.C e si uni ca il punto D coll aitro E in cui la su<l­
deita r;tla incontra il lato BC: i çlue trian 6oli BAE, EAD 
essentlo u o·uali per avere u n angolo ugua]e com preso f1·a 
due lati ri~pettivan1ente ugua1i, sarà B~ == EJ?; ma nel 
triana-olo EDC si ha CD<ED.+EC; e pero sostituendo ad 
ED il

0 
suo ucruale BE, si ottiene CD<BE+EC o,, ero D o 

<BC: o infine GH <BC. 
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Reciprocan1ente, se due lati AB, AO ele] triangolo ABC 
sono uguali ai due lati F(t, FI-I del triangolo FGH; e se 
il terzo lato OB del prilno tl'iangolo e maggiore del terzo 
lato GH del secondo triangolo, r angolo BAO sarà mag-. 
g1ore delr angolo GFH. . 

Poiche se BAC fosse pit1 piccolo di .GFH, dovrebbe es­
sere BC 111inore di GH, il che e contro l' ipotesi. 

Per la stessa ragione non puo essere BAQ.:__GFH; dun-: 
que <lovrà essere BAC>GFH. 

PROPOSIZIONE XI. 

TEOREMA-Due triangoU sono uouali, quando hanno 
i tre la.ti rispettivamcnte u.r;uali. . · 

n A Sh1 AB=DE, AC=DF, BC=EF; 
dico che sarà l'angoloA==D, B=E, 
O=F. 

Poichê se l'angolo A fossemag-
. giore di D, siccome i lati AB,AC 

~---:: 
E F n a sono uguali rispettivamente ai-
lati DE, DF, cosi, pr.r il tr.orema precedente, d.ovrebbe · il: 
lato BC esser n1aggiore <li hF. 

Nell' isiesso n1odo si <li mostra che A non puo essere 
n1inore di D; dunque A deve essBre uguale D. 

Si vedrà parimenti che B==E e O=F. 
Scolio-Da quanto precede si puô ricavare che in due 

triangoli eguali , gli angoli uguali sono opposti ai lati'. 
ugua1i; cosi gli angoli u~uali A e D sono opposti ai lati 
uguali BC, EF. 

PROPOSIZIONE XII. 

TEOREMA - ln un tr~iangolo isoscele, gli angoli opposti 
ai lati uguali, sono uguali. 

A Ria AB==AO: àico che ·si avrà rangolo 
0:-=B. 

Si conginnga i1 vertice A col punto di 
n1ezzo D della base BC ; i due triangoli 
ABD, AOD avranno i tre lati rispettiva­
men te uguali cioê, AD di comune, AB= 

a . n e · AO per i potesi e BD==DC per costruzio~ 
ne, quindi, sarà l'angolo B=:O. · 

i ., 

. . 
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corollar'io-Un triangoio equilatero é nello stesso tem­
po equiangolo, cioê ha tutti i suoi angoli uguali. 

Scolio - L' eguaglianza dei triangoli ABD, AOD dà 
BAD==D_!tC, e BDA==ADC; ma questi due ultimi sono adia- / 
centi e quindi retti, dunque ]a retta condotta dal verti· 
ce di un triangolo isoscele al punto di mezzo della sua 
base, e perpendicolare a questa base e divide l'angolo al 
vertice in due parti uguali. 

ln un triangolo non isoscele si prende indifferente­
mente per base un lato qualunque, e aliara il suo verti­
ce e quello dell'angolo opposto; ma nel triangolo isosce}e 
si prende particolarmente per base il ]ato che non e u­
guale ad alcuno <legli al tri due. 

PROPOSIZIONE XIII. 

TEOREMA-Reciprocarnenle , se clue angoli di itn tr·i­
angolo sono uguali , i lati acl e~ i opposti sono anclle 
ugualt, ed il t? la nr;ol o e f. o. ele. 

A Sié ABG.=.A B , dico che il Jnto AC ê u-
gual • ai lato AI . 

1 oichi• "í qu 1: ti )a i n n sono ugnali , 
ia AD il m:\~·gi< r . d 1 i tlue; si prenda nn 

= A e ._ i e o n g i u n g, D . I •::s e n <lo 1' a n go 1 o 
DDC un·ual l atl .:\ 1 I , <l i due lati nn' no 

n . o ugunli i du .\ , 'U; n .:egue che il trian-
golo BDC sarebb ng-unl .al trian 6olo ACB; ma la parte 
non puo e.s~ ere uguale al tuit , e pero non potendovi 
essere ineguaglianza fra i la1i AB, AC, il triangolo é iso­
scole. 

PROPO~'IZIOKE XIV. 

TEORE:\1A--Di due lati di tl1 lrian.cJ0l0, il 111agoiore e 
que/lo clie e opposto alt angola maggior·e , e rectproca­
niente, di due ango1i di un lí langolo il niaggiore e qitello 
clw si oppone al lato 'iJiaggior·e. 

A 
1.0 Sia C>B; io dico cbe il lato AB oppo• 

sto an· angola C e maggiore del lato AC op­
posto all' ango1o B. 

AI punto C del lato BC s'intenda costruito 
, __ .... ···· l' angolo BCD=B; nel triangolo BDC si avrà 

e (prop. 13) BD== CD; ma la linea retta AO é 
B piucortadiAD +DC;e AD+DC=AD+DB=AB, 

du11que AB ê maggiore di AC. 
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2.º ~in il ln.to A 13 > AC clico chr, l' anrrolo C opposto 
:1l lat0 A13 ar:\ mnga ior c <Ji B oppo!:iLo al Jato AC. 

Pni lH~ <~ fosse C < B, <1ov r cbbc e. sere , pcrció che si 
\ din10-strato, AB <AC, il chc e contro 1' ipotesi. 

Nello stesso 1nodo si ,1imostrn. chc C non puo cssere 
UQ·uale n B (prop. 13) ; tlunqur, l'an golo Ce magg iore cli B. 

PROPOSJZIONE XV. 

TEOREMA - Da un punto A preso /'uorí di una retltJ, 
D, 1. 0 si JJuà se111p,·e abbassare una 7Jerpendícolare su 

di questa relia :2,. º rcon se ne puà abbassare che unasola. 
A 1.0 Si unisca il punto A con un al-

i , tro qualunque B preso su di CD, e 
nel quRlc s· intenda costruito l"ango-

:B Jo DBA'=-==DBA; si prenda BA'=BA e 
e E D sj tiri la AA'. 

I due triangoli ABE, A'BE a vendo 
il lato BE di comune, il lato AB=:::BA', 

â. e r angolo ABE=E BA', sono eguali e 
sarà per conseguenza l' angolo A.E B == A'EB ; ma questi 
sono adiaccnti; e pero la retta A.E e peroendicolare a CD. 

2.º Suppongasj che clal punto A si possano condttrre 
su di CD due perpencHco1ari A~ ., AB : si pro1unghi una 
<li esse di una quantità EA'=EA ., e si unisca i1 punto A' 
col punto B. 

I due triangoli A.BE , A'BE , avenclo due lati uguali a 
due lati e rangolo AEB co1npreso dai · prinü uguale come 
retto all'angolo A'EB c_o n1preso dai secondi, sono uguali; 
e sarà l' angolo ABE-=-=EDA' ; ma il primo per ipotesi à 
reito , ·quindi ~nche l'altro deve esser retto; sicche es­
St~ndv i due ango1i adiacenti ABE , EBA' uguali a due 
retti, 1a 1inea ABA' <lev' esse r rettn, (prop. 3); d' onde ne 
risu)ta che fra due punti ~, · ed A' si potrebbel'o condurre 
due rette, n che e impo s3ibile. Dunque etc. 

PROPOSI_ZIONE XVI. 

TEOREMA-Se da un punlo A preso fuori di una retta 
DE si conduce la perpen~licola1·e AB sopra {Jitesta 1r·etta 
e diverse oublif}ue AE, AC, AD , etc. a cUvet·si punti tU 
QÚesta stessa r·etta. 
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1. º La verpendicolare AB e minore di oqni obbliqua. 
2. º Le due obbliqite AO, AE . rnenate da· una parte e 

dall' alt t·a delta per'Pendicolare a distanze ug-uali BC 
BE , sono ug-nali. · · ' 

3. º Di due -~bb~iqite qua.litnqne AO , AD ; o A.E , AD 
quella che piu sz allontana clal piede della perpendico-
lare e la 1n aggiore. · 

A 8j prolunghi la perpendicolareAB, 
d. una quantità BF==AB e si congiun­

. gano FC, FD. 
n~-:-;r~ --~- 1.0 Il triangolo BCF essendo ugua­

le al triangolo BOA, perché I' angolo 
retto CBF= OBA , n lato OB e comu-

l1r ne, e il lato BF'==BA, sarà n terzo la-
, . 

to CF _uguale al terzo AO : 1na la retta ABF e minore di 
ACF linea spezzata, quindi AB métà di ABF e 1ninore di 
AO metà di AOF ; dnnque , 1 .0 la perpendicolare e piu 
corta di ogni nbbliqua. . 

2. º Se si suppone BE = LC, ~iccome e inoltre AB di co­
mune e l' angol ALE=,\ B , co~i i due t.riangoli ABE, 
ABC essen<lo eg unl i ~nrit I ure AC=-AE (prop. 8) , clün­
que; 2.0 <lue obbli quc ·h .:i nllontanano u~·uahnente clal 
pie<le <lella p qwndi eolar e s no uguali. 

3.0 Nel trian ~rolo nF .:\ , la som ma <lc11e rette AO, OF, 
essendo n1inore (prop. G) d lia somma dei lati AD, DF; 
sarà AC, inetà di ~CF, n; inore di AD metà <li ADF; dun­
que: 3.0 le obbliquP- che . i allontanano maggiormente dal 
piede della perpencli_colar e ~ono Je piu I unghe. 

C0?"0llar·io J. - La perpenuicolare misura ]a vera di­
stanza di un punto da una retta, poíche essa ê minore di 
ogni obbliqua che dal punto si puo condurre alla retta. 

lI. Da un punto non si possono conrlurre ad una retta, 
tre rette uguali, poichê all0ra, vi sarebbero tlue obblique 
uguali menate dalla stessa parte della perpendicolare , il 
cbe é impossibile. 

PROPOSIZIONE XVII. 

TE.OREMA - Se dal punto di mezzo 0, della retta AB, 
s' innalza la perpendicolar·e EF sopra questa retta , 1 ° 
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ogni p'u,nto clel la verpendicolare e.ugu.al­
'/Jiente distante ctagli estr·e1ni A e B del­
ta AB; 2.0 o,qni JJ'wnto preso fuori clell a 
stessa verpendicolare e clis:u(lualniente 
distante llagli stessi cstre1ni A e B. 

Poichê 1 .0 essendo AC==OB, l e .due ob­
blique AD, DB si allontann.~o _ngualmen­
te dal piecle de1la -perpendicolar·e, e quin­
çli sono uguali. Lo stesso si -puà dire .del­
le due obb1iquc AE, EB ; de11e altre .due 

AF, FB etc.; dunque l.º ogni punto preso sulla pe1~pen­

dicolare e ugua1mente distante dag1i estremi A e B. 
2. º Sia I un punto fuori de11a perpenclicolare; se si 

conducono IA, IB, una di queste rette tagJjerà la pei-pen­
rlicolare in D. Congiungenclo D con B, si avrà DB==DA; 

ma la linea rr.tta IB ê minore della linea spezzata ID+DB; 

e ID+DB=ID+DA==IA; dnnque IB< IA, e pero, 2. 0 ogni . 
punto fuori del1a perpendicolare ê disugualn1ente distante 
dagli est.remi A e B. 

Osseruazione - Nel piano si dà il nome cli litogo geo­
metr·ico ad ogni linea cli cui tutti i p'unti godono d'una 
stes~a proprietà, la qnale non si verifica 11er g:1i altri pun­

ti del piano. 
La lioea EP e dunque il luogo geometrico <li tutti i 

punti ·egualmente distanti da A B. 

PROPOSlZIO.NE XVIII. 

TEOREMA - Due trian_qoli rettangoli sono ug1<ali al­

lorche hanno l'ipotenusa ed un cateto uguale. · 

_'\ 

n 

D 

Sia l' ipotenusa AC= 
DF; ed il lato AB=DE, 
clico che il triangolo 
rettangolo ABC e ugua­
le al triangolo rettan-

6 o B r go 1 o D E F. 
. S' intenda aclagiato il 

tr1angolo DEF sul triano·olo ABC in modo che il lato DE 
cad~ sopra il suo uguale

0 

AB ; gli angoli B ed E essendo 
!etti, la ~F pre~der:à la direzione di BC e il punto F cadrâ 
1n C; po1cbê se 11 punto F cadesse in G il trianaolo ABG 
~areb~e uguale al triangoio DEF e quindi AG=DF; ma per 
1potes1 AC=DF. dunque si avrebbe AG=AC , il che ê im-

• 

J 

. 
) 

1: 

.. 

r 

l 

' ; 

1 
1 .. 
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possibile , giacche queste rette sono due obblique che si 
allontanano disugualmente da1 piede della perpendico­
lare AB. · 

PROPOSlZIONE XlX. 

TEOREMA - Due triarigoli rettangoli sono uguali quan­
do hanno l'ipotenusa ed un ungolo obbliquo uguale. 

Sia AC==DF e. l'angolo A=D; s' intenda situato il trian-
A n . golo DEF sopra ABC in modo che 

DF s'applichi su di AO ; 1' angolo D 
essendo uguale all' angola A , DE 
prentlerà la direzione di AB , ed al­
lora anche FE deve prendere Ia di-

B e . E F rezione dt CB; altrimenti dallo stes-
so punto C si potrebbero abbassare due perpendicolari su 
di AB. II punto E cadrà dunque in B, e 1 due triangoli 
coincidendo in tutta la loro estensione, sono egua1i. 

PROPOSIZIONE XX. 

TEOREMA - 1-º Ogni punto 1\1 preso sulla bisettrice e•) 
di un angola BAD e ugualmente distante dai -lati cli qite­
st'angolo. 

2.0 Ogni punto M preso nell'angolo ·BAD ad egual di­
stanza dai lati AB , AD, appartiene alla bisettTice di. 
quest' angolo. 

A 
Lº Dal punto M si abbassino le due rette · 

MD e MO ~ispettivarnente perpendicolari 
ai lati AD, AB. I triangoli rettangoli IVIAD,, 
MAO sono uguali, perchê hanno l' ipote­
nusa MA di comune e gH angoli ~!AD , 
MAO uguali per ipotesí; dunque 1VID=11C. 

2. 0 Reciprocamente ; se le perpendico­
lari MD, 1\1Csono uguali, i triangoli MAD, 

MAO, avendo l'ipotep.usa l\1A di comune e i lati MD , 1\tIC· 
~gua1i per ipotesi, saranno uguali; e percio sarà l'angolo 
MAD=MAC. , 

Risulta da cio che si ê detto che ogni punto preso nel-

. · (•)La bisettrice di u-n angolo e la rctta che di-vide quest'angolo 
in d1.te parti uguali. 

BLANCHET-Eletn. di Ge01netria. 2 
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r ann·olo B ~D fuori della bisettrice AlVI ê disugualmente o 
distante dai due lati dell'angolo~ 

Osse1"vazione I. -La bisettrice di un ango1o ê il luo·- · 
go geo1netrico dei punti situa.ti nell'interno di quest'an­
golo ad egual distanza dai lati di esso. 

Osservazione II.-. 11 luogo geo­

e 
n1etrico dei punt.i ugualmente di­
stanti da due rette..indefinite AB, 
CD si compone delle bisettrici 
l\1N, Pü degli angoli adiacenti 
AOD, AOO formati dalle rette da-

M---- ~~---N te. Quf,ste bisettrici sono perpen-

B 

Q 

dicolari fra loro; perchê Ia som­
ma degli angoli AOO; AOD essen-

- do uguale a due r~tti, la somma 
delle. loro metà sarà uguale ad un 

retto. 

TEORIA DELLE PARALLELE 

M 

A 
B 

PROPOSIZIONE XXI. 

TEOREMA. - Due rette AC, BD perpendi- . 
colari ad una stessa r·etta CD, sono parál­
lele. 

Poiche se esse s' incontrassero in un 
punto M , si potrebbero da questo p unto 
abbassare du~ perpentlico)ari su <li CD. 

C D 

PROPOSIZIONE XXII. 

TEOREMA - Da un punto A si puà sempre condurre 
una varallela ad una retta BC e non se ne puà condur~ 
re che una sola. . , . 

Dal punto A si conduca la p·erpendico­
A..--.-__ n lare AB su di BC, nonchê la perpendico-

1 
lare ·AD su di AB ; le rette AD e BC es­
sehdo entra1nbe perpendicolari ad AB, sa-

n e ranno parallele. 
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Si arnmetterà in secando luogo, come evidente, che 

da un punto non si puo condurre che una sola parallela 
ad una retta. 

PROPOSIZIONE XXII!. . 

TEORttMA - Se dite rette CD, AB, sono parallele, ogni 
retta FH perpendicolare ad una di esse, e pe1pendico­
lare anche all' altra. · 

\ 

E in I.º luogo evidente che FH 
e . D deve incontrare CD, altrimenti dal 

i punto F si potrebbero condurre 
due parallele a CD. Inoltre CD e 
perpendicolare a FH, poiché, se la 

A F B retta CD fosse obbliqua rispetto ad 
FH .. i p trebhe dal punto H innal-

zare una perpendicoJar e su cli 1 H . 1a qunle arebbe pa­
rallela ad AB ; e quindi dai 1 unt li :i poli ebbero con-
durre due parallele ai la ·t ~.-a r a :\ 1 . · 

S alio - Ri:ult.a da. 1ucsta proposiiio­
nc che . du l r te AB , BC, s' incon­
t1 àIH I A E. CD chc le sono rispetti­
vamen t l l rr ndic lari, clebbono anche 
inc nt.t·a1 ·i ; poir.hé se questo due ulti­
n1e rett fos ... ero parallele , la BC che é 
perpen<licolare a CD , lo sarebbc anche 
alla sua parallela AE ; ma . BA ê pu re 
perpendicolare ad AE; dunque dal pun 

to B si' potrebbero abbassare due perpendicolari sulla 
retta AE, il che ê irn.possibile. 

PROPOSIZIONE XXIV. 

TEOREMA - iJue 1 ette AB , CD, parallele a una terzn 
EF. sono parallele fr·a lo_ro. 
A · n Poichê sele rette AB, CD, s'incon · 
·~M trassero in un punto ~f; si potrebb ero 
e--~ da questo punto menare due parallele 
E----'P ad~ EF. 
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DEFINIZIONI. 

Allorchê due rette AB , CD sono ta- · 
E gliate ela una trasversa]e EF , si for­

mano otto angoli ai punti d'intersezio­
ne G e H. 

I quattro angoli (1), (4), (5), (8) com­
presi fra le due rette AB e CD si dico• -
no angoli interni. Gli altri quattro si · 

e dicono angoli esterni. 
Due angoli come '('1) e (!>) situati da 

una parte e dalraltra della trasversa-
P Ie, interni e non adiacenti , si dicono 

angoli alterni interni. 
Due angoli , come (8) e (2) sit.uati dalla stessa parte 

della secante, uno interno e I'altro esterno e non adia­
centi, chiamansi angoU cor r ispondenti. 

Infine due angoli, come (2) e (6) situati da una parte 
e dall'altra della secante, esterni e non adiacenti , chia .. 
mansi alterni esterni. 

PROPOSIZIONE XXV. 

TEOREMA - Due parallele fo r mano con una trasver-
sale. . 

1. 0 Gli angoli alterni inte r·ni uguali ; 
2. 0 Gli angoli allerni ester ni 11,guali ; 
3. 0 Gli angoli corr ispondenti uguali ; . 
4. º La. somma degli a.ngoli inte r ni da una stessa pa'tte 

<.lella secante, uguale a due r·etti. 
1. 0 Si ano Ie parallele AB, CD taglia­

B te dalla trasversale GH: se dal punto <li 
"'-"'----,~~-E 1nezzo O di EF si conduce OM perpen-

dicolare ad AB, questa retta sarà an-
·r. n che perpendicolare a CD; e<l i triangoli 

11 rettangoli I\10E, ONF, avenclo l' ipote-
nusa OE; _uguale a.11' ipotenusa OF per costruzione, e gli 
angoli !\10E, FON -uguali come opposti al vertice, saran­
no uguali, e sarà per conseguenza 1'1E0=0FN. 

Dall' eguaglianza dei suddetti angoli si-desume qu ella 
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<legli altri BEF) EFC, poichê sono rispetti vamente i sup­
plen1enti degli angoli 1\íEO, OFN. 

2. 0 Gli angoli alterni esterni GEB, CFI-I sono uguali , 
poichê sono i vérticali degli a·ngoli alterni -interni l\1EO, 
OFN. 

3. 
0 

Gli angoli . corrispondenti GEB, EFD sono uguali, 
perche GEB=AEF ed AEF==EFD. 

4. º La son1ma degli angoli BEF , EFD e uguale a due 
retti, perchê si ha BEF+AEF _·2r e AEF=EFD. 

PROPOSIZIONE XXVI 

TEOREMA - Reciprocamente , se due r·ette fanno con 
una trasversale: 

[}li angoli alterni inter·ni uguali, 
Gli angoli alterni esterni uguali, 
Gli angoli corri pondenli uyuali, 
E la sornma degli angoli inte1•ni situati dalla stessa 

àarte drlla t1,.asver-sale, uguale a (lu,e retti: 
Le rette sono par·allele. 

' e 

G 1.() 'ianu lc due rotte AB, CD ta-
gliute <lalla tl'asversalo GH ; se gli 
angoli alterni interni sono uguali, 
AB arà parallela a CD; altrimenti-
con(lucendo dal punto E una parai­

D lela EI a. CD , l' angolo IEF sarebbe 
u uguale ad EFD come alterni interni .; 

e siccon1e, per ipotesi, AEF=EF'D, sarebbe AEF=IEF~ il 
che ê un assurdo. 

2.º ~e gli angoli alteh1i esterni GEB, CFH, sono ugua­
li, o-li angoli AEF , EFD che sono opposti al vertice ai 
pri~1i, saranno anche bguali; e pero, da cio cbe si ê di-
1nostrato, risu lta AB parallela a O)). . 

3.º Se gli angoli corrispondenti GEB, EFD sono ugua­
li; sicco1ne GEB ê uguale aAEF, cosi si avrà AEF=EFD; 
e quindi AB é parallela a CD. 

4.º Se la somma degli angoli BEF , EFD . ê uguale a 
due retti, siccome BEF+AEF==2r ; cosi se ne conchiude 
che AEF=EFD; e percio AB sarà parallela a CD. 
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PROPOSIZIONE XXVII. 

TEoREirA - Due ongoli clle llan?I o i lati rispet tiva'ínen­
te pa?~aueli, sono uguali o sitpplementari. 

A 1. 0 Siano ABC, DEF , due angoli i cui 

/

n lati sono para1Ie1i e diretti nello stesso 
senso; dico che essi sono uguali. Infattí, 
gli ang·oli DLO , DEF .sono uguali come 

s [L, o angnli corrispondenti; ma per la stessa 
_ ragione DLC==ABC; dunque ABC=DEF. M / E F 2. 0 Sieno ABC, l\1EN, due ango1i i cui 

lati sono paralle1 i e diretti in senso con-
"i trario; quesli angoli saranno ug~1ali, per-

cbe 1fEN=DEF, e DEF==AB_C. 
3.o Infine due angoli ABC , DEJ\1 che banno i lati pa­

ralleli; ma due di _essi BA , ED diretti in un senso e gli 
altri due BC , ENI diretti i n senso contrario , sono sup­
plen1entari ; poiche DEM e il suppl, •mento <li DEF , e 
DEF=ABC. 

PROPOSIZIONE XXVIII. 

TEOREMA-Se clue angoli hanno i lati rispettivamente 
perpencUcolari, saranno uguali o supplem.entari. 

1.0 sieno BAC , bEF, <lue angoli acuti i cui lati sono 
rispettivamente perpendicolari: Se dal punto A si condu­
cono AI, AH rispettivamente pa~allele a DE, EF e diret-

J\H D\~-
,L B 

L~â, 0 

te nello stesso senso, l'angolo 
IAH sarà ugua1e a1l'ango1oDEF. 

Ora essendo EF perpendicolare 
a<l AC, la retta AH parallela ad 
EF,sarà anche perpen ·dicolare ad 
AC, e quincli si avrà: HAB+BAC 

G = Ir. Per la stessa ragione AI e· 
per:pe11dicolare ad AB e si ha I-IAB 

+IAH = Jr, dunque IAH=BAC= DEF 
2.0 Gli angoli acuti BAC, DEF essendo uguali, i Joro 

adiacenti CAL, FEG che ne sono i s~pplementi, saranno 
ancbe uguali. 

2. 0 Essendo BAC uguale DEF, sarà BAC i1 supplen1en­
to di FEG. 

1 

j 
1 
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ln •conchinsionfl <lireTno che quando due angoli che 

hnnno i 1nti perpenc1ico1ari, sono tutti e due acuti o tutti 
e due ottusi , essi sono uguali ; in caso contrario sono 
su ppleinentari. 

PROPOSIZIONE XXIX~ 

TEOREMA- La sornma dei tre angoli 'di un triangolo e uguale a due angoli retti. 
Si concluca AE para1lela a BC e si pro-

n n lunghi AC; gli angoli ACB, EAD, sono 
uguali come angoli corrispondenti, per 
rapporto alle paral1e1e BC, AE tagliate 
dalla trasversale CA. Gli angoli CBA , 

r. A _ u BAE , sono anche uguali comé arigoli 
alterni interni pe-:r rapporto a11e stesse parallele , e alla 
secante AB; qulndi la .somma dei tre angoli del triangolo e uguale alla somma dei tre angoli. CAB, BAE, EAD, for­
mati intorno al punto A e dana stessa parte della retta 
A.O; ma quest'u1tima somma e uguale a due retti, quindi 
anche la 'prima sarà uguale a due ret~i. 

Corollario I. - ln ogni triangolo non vi puo essere 
che un solo angolo · retto, e con piu forte ragione, non vi 
puo essere che un solo·aogolo ottuso. 

II. ln ogni triangolo rettangolo la somma dei due an­
goli acuti e uguale ad un angolo retto. 

III. Allorquando si conoscono d~e ango li d' un .. trian­
go lo o semplicernente la loro somma, si ottiene il terzo 

· angolo 4 togliendo 1a somma -dei prinli due da due angoli 
·retti. _ 

IV. L' angolo esterno BAD, forma.to dal lato BA e dai 
prolunga1nento di AC ê uguale alla somma dei due angoli 
interni ed opposti CBA, BOA. 

PROPOSIZIONE XXX. 

- TEOREMA-La·somma degli cc.ngoli interni di unpo­
Ugono convesso e uguale a tante volte due angoli retti 
quanti sono i lati, meno due , (~)- . 

(*) Questa proprietà ha luogo anche per i poligoni non con­
vessi, purcheperangoli intern1 ~ient.ranti si considerino quelli 
maggiori di 180º. N. dcl Tracl. 
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e Da uno dei vertici A, conducendo Ie 
diagonali a tutti i vertici non adiacente· 

n -·il poligono verrà a decomporsi in tanti 
A triangoli quan ti sono i lati meno due ·. 

E poichê questi differenti triangoli posson~ · 
essere considerati co111e aventi per verti­
ce comune il punto A e per base i diversi 

F lati tlel poligono , ad -eccezione -dei due 
triangoli estremi ciascuno dei q uali contiene due lati 
del poligono ; ma si vede con chiarezza che 1a somma 
degli angoli di questi triangoli ê uguale alla ·somma de­
gli angoli del polígono ; quindi quest' ultima somrría e 
uguale atante volte due retti , quanti sono i lati , me­
no due. 

Se indichian:ío con n il numero dei lati del poligono , 
la somma di questi angoli sarà: · 

, 

2x(n-2) o 2n-4. 

PROPOSIZIONE XXXI. 

TEOREMA - Se si prolungano nello stesso senso tutti 
i lo.ti di un poz'igono convesso , la som11ia clegli angoli · 
esterni che si formano ê uguale a 4 angoli retti. 

M In effetti; la 1:;omma dell' an-
gola esterno l\1BN e dell'ango­
lo interno adiacente ABN es­

N sendo uguale a due retti ·, ne 
seg~e che la somma di tutti gli 
angoli esterni ed interni del 
polígono ê uguale a 2n retti 

P (ind _icando con n i1 numero dei 
lati dei polígono). 

Se quindi da questa somma 
o. . si toglie quellad egli :;\.ngoli in-

terni, cbe ê uguale a 2n-4 ·, il resto 4r in<licherà la som-
ma degli _angoli esterni. 

PROPOSIZIONE XXXII. 

TEOREMA-/ lati e gli angoli opposti di un parallelo­
grarnrno sono uguali. 

.. 
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D,...-------O Si tiri la diagonale BD; i duetri8n-

/ 

goli ADB, DEC, avendo il lato BD 
· di comune, l'angolo ADB==DBC per 

---~ le parallele AD, BC ( prop. 25) , e 
_A B l'angolo ABD==BDC per le altre due 
parallele AB , DO , son_o uguali (prop, 9)_ e percio il lato 
AB opposto all' angola ADB e ugua.le a DO ·opposto al-
1' angolo uguale DBC ; similmente il terzo lato AD é u­
guale al terzo lato BC ; e quindi i lati opposti di un pa­
rallelogrammo sono uguali (•). 

In secando luogo, dall' eguaglianza degli stessi trian­
goli risulta l' angolo A uguale ali' angolo C , e l' angolo 
ADO composto dei due angoli ADB , BDC uguale all' an­
gola ABC compo~to clei due DBC, ADD; dunque nnche gli angoli op()O . ti <li un paralklo,q•n.mmo , ·0110 ugunli. Corollario J. - I uc I arall 1, AD, CD , comprese fra <lue altre parall )l AD. H , s no u ,uali. 
e H G n C rolla r lu II. - Duo pn.rallolo sono 

1 1 

.- •111pr ! •,111 i,l i: la 11 ti, .crchi\ 11son<lo A B 
_ _ D par ·ill ·l · : :1 la i punti H e O, a\J-

A ,.. n La.:. i·u 110 JJF , i E perponuicolari 8U di 
AD, q ne "te r ~tt ~aran 1 1 · 1 .. 11 · l • • suranno uguaH pcr­
che compr ~e rr~ du r t p· t·· ll le. 

D E Co1•0/la,·lo III. - Se dal pun to 
Ctl ell i- tt · AB, s'innalzano dal­
l'una pai te e dall'altra di q_ucsta 

A--~c----B reit· ledue perpen<licolari uguali 
CD , cn·, e dagli estrem i D e D' 
si conducono le DE, D'h' paral--n· E' lele ad AB; queste rette rappre-

senteranno il luogo c:eome rico dei punti che distano da 
AB per lêi. quantità CD. . . . Infatti o-ià si conosce che tutt1 1 punt1 delle due ret~e 
DE, D'E'

0

banno questa prop~ietà oltre <li che ~a~ebbe facile lo assicurarsi, che ogn1 punto preso fuori d1 que­
ste rette dista da _.\ B per una quant ità diversa da CD. 

(•) Ogni diagonule di un parallelogrammo lo divide in due 
triangoli eguali. N. del Trud . 
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PROPOSIZIONE XXXIII. 

TEOREnIA - Se in ir,n quaclrilatero i lati opposti sono 
uguali; cioe A B==CD, e AD==BC, questi lati sono anche 
paralleli e la figu r a e unparallelograni mo . 

n _ 0 Poiché, tirando Ia diagonale BD, 

~/ i due triangoli ABD, DBC avendo i 
tre Ia ti ris p etti v ame n te ugual i , sono 
uguali , e l' angolo ADB opposto al 

A:. B lato AB é uguale all'angolo DBO op-

posto al lato CD; sicche (prop. 26) il Jato AD e parallelo 

a BC. Per la stessa ragione AB é parallela a CD; dunque 
il quadrilatero ABCIJ e un parallelograrnmo. 

PROPOSIZIONE XXXIV. 

TEOREMA-Se clue lati O])J)OSli AB , cn, cli un quadri­

lalero sono ugualt e paralleti, i clue at.tr,: lati saranno 

anche uguali e par·allel'i e la flglt1·a ,\ BOD sarà un pa­

rallelog1 a11i1no. 
e Si tiri la diagonale BD ; essenclo D~---;___,, AB parallela a CD, gli angoli alter­

ni-interni ABD, BDC sono uguaJi ; 
(prcp. 25); m[) il lato AB==DC , ed il 

.A ll lato DB é di comune, e pero il trian-

go lo .A.BD ris1iltando uguale al trian go lo BDC (prop. 8), 
. sarà AD=BC, non che r ao golo ADB==DBC; e per conse­

guenza AD risultando anche parallela a BC , la figura 
ABCD ê un parallelogramn10. 

PROPOSIZIONE XXXV. 

TEOREMA•-Jn ogni rettangolo ABCD, le diagonali so-
no uguali. 

lnfatti, i triangolirettangoli ABC, 
DCB sono ugua _Ji, avendo il lato BC 
di •comune e AB==DC; dunque AC== 
==BD. 

Reciprocam?nte, ogni parallelo ­
gra1nn10 A BCD che ha 1e diagonali 
uguali, é uu rettaugoJo. 
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Perchê i due triango1i ABC, DCB a, endo il lato BC ui 
comune, AC==BD per ·jpotesi e i lati AB, DC uguali, corne 
lati opposti del parallelogramrno, sono uguali; onde ri­
sulta A.BC==BCD; n1a pel parallelismo delle retteAB, CD,. 
questi angoli sono supplernentari. quindi essi ...;ono retti; 
e percio ABCD sarà un rettango1o. 

PROPOSIZIONE xxx·v1. 
TEORE~1A-Le due dir. gonali AC, DB di un pa? allelo­

gr·ammo , si tagliano scambierol niente in due pa1·ti ii­
guali. 

Giacche , paragonando il 
triantrol ADO al triangolo 

I, .. i tr Ya i 1 IaJo AD=OB, 
l'an ~<Jn.:\D - Ct (1rop. 
:r (! r: n g I D:\ = o 'B; 
p 1 r ·i · qu1.$ i dun trinno·oli 

saranno ugu:l] ·i , . :1r:\ A late JIJH · o all' ango lo AD) 
,..ugua]c n<l O ; lato 011 < ·tt : 11· a >0 ) I ' , non cl . 
DO==OB. 

Rccipro ·nmen t ")' ~P in nn qu: (lr-il· t 1 .·\ ~UI,, ln (lun 
<l i u g o na li A O BD ... i t :1 n· li a n · · · rn b i ,. 1 1 I 1 e n to i n tl u o 
parti 11 O'll ali qu si o q u :1dri 1-l tt: r · u 1 pare l l<~logramrno, 

InfaUi i due t ri:1n~( li D , AO B a,. ~ndo un an go I o 
ugunlo co1npl' "'º fr1 lati risI e ti\" n nte UJuali,snno n­
guali , o snrà DC =Ah . n >n ·h DCO== B. () ; rna r1uesti 
an°·oli sono alterni interoi, e p reio DC s.~endo egualc 
e paralleln nd AB , la fi~·ura ABCD e un paz aJlclogram-
1110 (I)l'Op. 34). . 

Scolto /. - Nel caso della losan ga i lati AB , no es­
sendo uguali, i triangoli AOB, O BC; hanno i tre lati u­
gunli ri pettivan1ente e sono per con segue nza uguali ; 
onde verificandosi chf¼ l'angolo AOB==BOC, si rileva che 
le diagonali di una Idsanga si tagliano scan1bievolu1ente 
ad angoli retti. 

Séolio 11.-Se la losanga diviene un qu·aaratc, le dia­
gonali si tagliano sempre ad angoli retti, ed inoltre esse 
souo uguali (•). 

(• N el caso delis losariga e del quadrato e da osservarsi ché 
dall ' guaglianza dei b·iangoli adiarenti DOO, BOC ne ri~ult 
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DEL CERCHIO E DELLA T\1ISURA DEGLI ANGOLI 

DEFINIZIONl 

I. La circonferenza del cerchto ê una 
linea curva <li cui tutti i punti sono e­
gualmente distanti da un punto interno 

'---~--7B che si cbiama centr·o. 
A. II cerchio e la porzione di piano tcr-

minato da q uesta curva. 
E ----- D II. Ogni linea retta come CA, CE, CD 

etc. condotta dal centro alla circonferenza , si chiama 
raggio: ogni retta come AB che passa pe,l centro e che· 
termina alla circonferenza, chiamasi diametro. . 

ln virtu della clefinizione del cerchio, tutti i raggi so­
no uguali; come pure tutti i diametri; e ciascuno di que­
sii e doppio dei raggio. 

III. Chiamasi arco una porzione di circonferenza, co­
me FHG. 

La corda ê la retta FG che congiunge g-li estremi d i 
un arco. 

IV. Chiamasi segmento la superficie o porzione di cer­
chio com preso fra l' arco e la corda. 

N. B . .A.lla stessa corda FG corrispondono sempre due ar -· 
ehi FHG , FEG e per; conseguenza anche due segn1enti i n1a 
senza una particolare indicaziono , si deve consi<lerare il piu 
piccolo. 
· ·v. Chiamasi ')etlore la . porzione di cerchio cornpresa 
fra un arco DE e i due raggi CD , CE condotti ai suoi 
estremi. 

VI. Ogni linea retta AB che ha i suoi estremi sulla cir­
conferenza. dicesi linea inscr·itta nel cerchio . 

. 
quella degli angoli DCO, Bco·; e pero in questi due quadrila­
teri 1e diagonali sono le bisettrici degli angoli opposti. 

N. del Trad. 
, 
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Angola inscritto e 'un angola come BAC 
che ha il vertice sulla circonferenza ed ha 
per lati d ue corde. 

Un triangolo dicesi jnscritto , quando i 
e suoi tre ango1i hanno i vertici su11a circon­

ferenza. 

ln generale una figura si dice inscritta 
qnando tutti i suoi angoli hanno i vertici sulla circonf e­
renza; nello stesso tempo il cerchio dieesi circoscritto a 

. q uesta figura. 
., 

VII. Ogni retta indefinita che incontra 
A ~---"t'"-:n la circonferenza in due punti, chiamasi 

secante. Tale é AB. 

e M. 

VIII. La tangente e una retta la quale 
non ha che un sol punto di cornnne colla 

.ó circonfer enza; tale e CD. 
II punto I\f chia111a ·i punto di contatto. 

IX. Similmente, due ci1 confe r nze ~ono tanoenti l'una 
all' altra , a]lorchê e~ e non l 111 cho un sol punto d i 
comune. 

• 

X. Un polig no ê circoscritl o ad un cer­
cltio quan<lo tutti i suoi lati sono tan­
genti a1la circonferenza; in questo caso 
si dice che il ce1 chio é inscrttto nel poli­
gono. 

N. B. Si chi ama, in gc­
nerale, tangente <li una 
curva íl limite delle po­
sizioni cbe prende una 
secante AB la qualc gira 
intorno ad un punto A 
della curva , fino a che 

un · ·secando punto d'intersezione viene a confondersi col pri ­
mo. Se la curva e chiusa e non puô essere incontrata da 
una retta in piil. di due punti , come per esempio , il cer- , 
chio, e evidente che quando i due punti d' intersezione sa­
ranno rinniti in un solo, la retta non avrà piu cbe un punto 
di comune con la curva; e quindi si potrà, se si vuole, chiamar 
tancrente una retta c.he ha un sol punto di comune con la cur­
va. 

0

Perõ la prima definizione conviene a tutte le curve; ed an 
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PROPOSIZIONE I. 

T-EOREMA - Una r·etta non pud incontrare 1;,na cir­
co nfere nza in piu di d·ne p ttnlL 

PoichA se essa 1 a i nco_ntr·as~e i n tre , q ucsti tre punti 
~-ar ebbero uguahnente r1Istant1 dal centro e quinrli vi sa­
rebb ero tre rette uguali menate da uno stesso pun to alla 
stessa retta, il che e impossibile (prop. 16, 1). 

PROPOSIZIONE II. 

TEOREMA - Ogni diametr·o AB di1pide il cerchio e la 
circonferenza in due par·ti uguali. 

F 

E 

_Poichê se si applica la fig~ra AEB so­
pra AFB,conservando la base comune AB, 
la curva AEB dovrà cadere esattamente su 
di AFB. senza di che vi sarebbero sull'una · 

n o sull' altra dei punti disugualmente lon­
tani dal centro , cio che e contrario alia 
definizione dei cerchio. 

PROPOSIZIONE III. 

TEOREMA - Ogni corda e minore del diametro. 
Infatti, se agli estremi de1la corda AD si con­
ducono i raggi AO, · CD , sarà la retta AD< , 

A.,..._..~----in <AC+CD, o AD< AB. . . :, 
Corollario. La retta magg1ore che s1 puo 

inscrivere in un cerchio e il diainetro . 

.. 
PROPOSIZIONE IV. 

TEOREMA. - Nello stesso cerchio o in cerchi uguali , 
·archi uguali sono sottesi da carde uguali; e reciproca· 
mente, carde uguali sottenclono archi uguali. 

ehe re.~tringendola al cerchio, essa ha i! vantaggio di mos_tra-
1·e· alcune analogie notevoli fra parocr.111 teoronn. 
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Sia il raggio AO uguale al 
n e, raggio EO e l'arco- AMD ugua-

If le all·arco ENG, io dico che la 
corda AD sarà uguale alla cor­A-0B F,l'---'--~li' ,1 EG ua . 

Infatti , essendo il diametro 
AB uguale al diametro EF, il 

senücerchio A~1DB si potr~\ sovrapporre al semicerchio 
ENGF in n1odo che coincidano; ma si é supposto la parte 
AI\ID uguale alla parte ENG, quindi il punto D cadrà in 
G; e percià la corda AD dovrà ri .sul tare uguale -alla cor­
da EG. 
· Reciprocamente, snppone;ndo :Sempre il raggioAC=OE; 

se la corda AD==EG, io dica che rarco A1'1D sarà uguale 
alrarco ENG. 

Poiché tirando i raggi CD, OG, i due triangoli ACD, 
EOG avendo i tre lati rispettivamente uguali , sono u­
gua1i; quindi l' angolo ACD=EOG: n1a situando il semi­
cerchio ADB sul suo uguale EGF, il raggio CD deve ca­
dere sul ·raggio OG per essere ACD==EOG , ed il punto D 
sul punto G; dunque l'arco AMD é uguale all'arco ENG. 

PROPO~IZIONE V. 

TEOREMA - Nello stesso ce1·chio u in cerchi iiguali 
l'arco maggiore e sotteso dalla corcla niaggiore, e 'i'eci­
vrocarnente; sempre perà che gli archi siano minori di 
rnezza circonf erenza. 

giore di A.CD , 
lato AD. 

G 

Sia l'arco AMH maggi0re di 
ENG; se si taglia AMD:::::ENG, 
Je corde AD, EG saranno ugua­
li; e se infine si tirano i raggi 
DO, CH, i due triangoli A.UH, 
ACD aven<lo due lati uguali a 
due lati e I' angolo ACH mag-

sarà il terzo lato AH maggiore del terzo 

Reciprocamente , se la corda AH ê maggiore <li EG , 
l'arco AA1H sarà maggiore di ENG; poichê se AMH fosse 
uguale a ENG, la corda AH sarebbe uguale ad EG, il che 
e centro I"ipotesi, e se l'arco AI\1H fosse minore di ENG, 
la corda AH sarebbe minore di EG, la qual cósa e anche 
contra l'ipotesi. 
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Scolio. Si suppongono gli archi minori <li una semi­
circonferenza ; poichê se essi fossero maggiori, avreb- ,, 
be luogo la proprietà contraria. · 

PROPOSIZIONE VI. 
TEOREMA. Il raggio CG perpendicolare ad una corda 

AB, divide questa corda e l'arco sotteso in due parti u­
guali. 

R 

G-

Si conducano i raggi OA, OB; questi es­
sendo due obblique uguali rispetto alla 
perpendicolare CD, si avrà AD==DB. ln se­
con1o luogo, essendo AD=::DB, la OG e una 
perpendicolare inna1zata da] punto di mez­
zo di AB; e peró (prop. l 7, 1) ogni punto 
G di questa perpendicolare dovendo esse­
re ugualn1ente dist~nte dagli estre1ni A e 
B, sarà AG==BG: Ma se la corda AG eu-

guale alla corda GB , l' arco AG ê uguale all' arco Gll 
(prop. 4); dunque il raggio CG perpendicolare alla corda 
AB divide anche l' arco sotteso da questa corda in due 
parti ugua]j. 

Scolto. La retta CG passa pel centro, pel punto medio 
<lella corda, pel punto medi o tlell' arco ed ê perpendico­
lare alla corda. Ora due di queste condizioni essendo suf- · 
ficienti a <leterminare la posizione di una retta, ne ri-

- sulta, che ogni Unea retta che sod<lisfa a due di queste 
condizioni, soddisferà anche alle altre due. 

Per esempio, la perpe.11dico1are innalzata dal punto ui 
mezzo dalla corda, passerà pel centro e pel punto di rrlez­
zo dell'arco, e cosi di segui to. 

PROPOSIZIONE ·vrr. 
TEOREMA - Per tre p-unti A, B, O, non in linea retta,. 

si pnó senipre fa1· passar-e una cir confe renza; rna non 
se ne puó far passare cite nna sola. 

o 
Si tirino le AB,BC, e dai punti di ;mez­

zo ui queste rette le s' innalzino Ie per­
pendicolari DE, FG;queste rette <lebbono 
incàntrar:-.;i perchê perpendicolari a due· 
rette AB, BC che si tagliano. (Scolio della 
prop. 23). 

Intanto il punto d'incontro O delle due 

/ 
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rette DE, FG, appartenendo alla perpendicolare DE, ê u­
gualmente distante dai punti A e B; (prop. 17) e lo 8tesso 
pun~o appart~nendo alla perpendicolareFG, · ê ugualmen­
te distante dai punti B e O; quindi le tre distanze OA, OB, 
OCessendo uguali, la circonferenza descritta col centro O 
e col 1~ag~io OB passerà per i tr~ punti A, B, C. 

lo d1co 1nol tre che nessun altra circonferenza puo pas­
s~re per i tre punti A, B, C; perchê se ve ne fosse un'al­
tra, il suo centro dovendo trovarsi contemporaneamente 
sopra DE e FG, non puo essere che l' unico punto d' in­
contro di queste due rette. 

Corollario I. - La perpendicolare innalzata dal punto 
di mezzo di AO passerà pel punto O, perchê questo punto 
e ugualmente distante da A e C ; dunque le perpendico­
lari innalzate dai punti di mezzo dei lati di un triangolo, 
si tagliano ne11o ste3so punto. 
. Corollario II. - Due circonferenze non possono aver~ 

piu di due punti comuni, seuza confonclersi. 

PROPOSIZIONE VIII. 

TEOREMA - Nello stesso cerchio o in ce1·chi úguali , 
due carde uguali sono ugualr11,ente lontanr, dal centro , 
e di llue corde disuguali, la rnino1~e e la piu lontana dàl 
centro .. 

l.º Sia la corda AB==DE ; si dividano queste corde 
per metà con ls perpen<lico lari CF, CG, e si tirino i rag-
gi AC, CD. . . 

I triangoli rettangoli CAF, DGC , avendo le ipotenuse 

B 

. CA, CD uguali e i1 lato AF metà di AB 
uguale al lato DG metà di DE, sono u­
guali; (prop. 18, 1) e pero il terzo lato 
CF sarà uguale al terzo CG ;I dunque : 
1. 0· 1e due corde uguali AB, DE sono u-

B gualmente lontane dal centro. · 
2. 0 Sia la corda AH maggiore di DE, 

!'arco ·AKH saràmaggiore di D~1E (prop. 
5) : sull' arco AKH si prenda la parte 
ANB:::.D11E, si tiri la corda AB e si ab-

bassi CF perpendicolare a questa corda e CI perpendieo-
BLANCHET-Elein. di Geo1netria. 3 
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lare ad AH; e chiaro che CF e 1naggiore di CO e CO mag­
giore di CI; quindi, con piu forte ragione sarà CF > 'CI ; 
l\ía CF==CG, percbê 1e corde AB , DE sono uguali ·, dun­
que sarà CG > CI; e quindi di due corde disuguali, . Ia mi­
nore e piu lontana dal centro. 

PROPOSIZIONE IX. 

TEOREMA. - La perpendicolare BD alt estremtlà del 
raggio CA e tangente alla circonferenza. 

Poichê ogni obbliqua CE · essendo 
ll ..A.. E n maggiôre della perpendicolare CA, il · 

punto E trovasi fuori del cerchio ; e 
perà la BD non aven<lo che il solo 
punto A di com une con la circonf e­
renza, e una, tangente. 

Reciprocamente. Il raggio CA , 
condotto al punto di contatto della tangente BD , e per­
pendicolare a questa tangente. 

Poiche tutti i punti di questa retta, ad eccezione di A, 
essendo esterni alla circoufe1'enza , il rag gio CA sarà la 
piu corta linea che· si puo condurre dal punto C alia retta 
BD ; e per conseguenza sarà perpendicolare a que.sta 
retta. 

Cor·ollario - Da un punto A preso sulla circonferenza 
non si puo tirare che una sola tangente. · 

· PROPOSIZIONE X 

TEOREMA - Due parallele AB , DE intercettano sulla 
circonferenza gli arclzi ·uguali ~1N, PQ. 

Si possono dare tre casi : 
1. 0 Se Ie due parallele sono se­. H 

--=-;,~-+-~-E canti, conducendo il raggio CII per­
pendicolare alla corda MP , esso 
sarà perpendicolare anche alla NQ . 
parallela ad MP; quindi il punto H 
essendo contemporaneamente il 
punto di mezzo dell'arco MHP e del­

F 
e 

l'arco NHQ, (prop · 6) sarà l'arco MH==HP e l'arco NH-== 
HQ, donde risulta !\1ij:-NH=HP-HQ, cioê MN==PQ .. 

1 

. 
t 
1 

j 
. j 
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2.0 Se deli e due para1lele AB, DE, una 
_n __ ~rr-=-__ E_ ê tangente e l'altra ê secante; al pun-

to di contatto H conducendo il° raggio 
CH , questo sarà perpendicolare aila 
tangente DE (prop. 9) ed anche alla 

A 

e 
sua parallela 1\1P: Ma essendo QH per­
pendicolare alla corda MP , il punto 

iI 11 H e il punto di mezzo dell'arco :MHP; 
dunque i due archi MH, HP compresi 

fra le parallele AB, DE, sono ugualL 
3.0 ln fine, se le due parallele DE, IL sono tangenti , 

l'una in H e l'altra in K, tirando la secante AB parallela 
ad una di esse, si aYrà, per cio che si é dimostrato MH=== 
HP e lvIK= KP; dunque l'intero arco H1\1K==HPK, e si ve­
de chiar an1ente che ciascuno di questi archi é una ~emi­
circonferenza. 

• PROPOSIZIONÉ XI. 

TEOREMA - Se due r:ircon ( ere nze llanno un punto d'i 
co';nune A ( uor i della 1·etl a C '' cite u nisce i la r-o centri, 
esse avranno un se ando pwn to di com.une A' situato 
sulla verp endico/a?'·e A B a CC' e od una di st.anza da qu.e­
sla retta uouale a qa ell a clel JJunto A alla medesima 
retta. 

ln effetti , suppon endo A'B uguale a AB, le r ette CA, 
,,.~ CA' saranno uguali come obblique che si 

.,/.,,. \ ... allontanano ugualmente <lal piede della. 
0 <: 11 .. CB perpendicolare alla retta AA'. Dunq ue 

···,.. ../ C' il cerchio descritto col punto C come cen-
,, .•< tl·o e con CA per raggio, passerà pel pun-

x to A'. Nell'istesso modo" si vedrà che il 
cerchio descritto col punto C' come centro e con C'A per 
raggio, deve passare pel pu nto A'. 

Corollario - I. Quando due circonferenze si tagliano, 
Ja retia che unisce i centri risulta perpendí colare n81 
punto di mezzo della corda comune. · . 

JL ~e due circonferenze sono tangenti, il punto d i con­
tatto e situato sulla retta che uni 3ce i centri ; poichê se 
fosse altrimenti , le circonferenze avrebbero un secando 
punto di comune, e per cons'eguenza si taglier ebbero. 

Due circonferenze non possono occupare l'una rispetto 
all' altra che cinque posizioni differen.ti; cioé, possono 
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essere interne o esterne, pos sono toccarsi ester n amente 
o inte1~na111ente; ed iuíln o pos sono lagliarsL 

\ e 

PROPOS1ZIONE XII. 

'TEOR EM A - - Se due circon­
ferenze sono esterne , la di­
stanza dei centri ê ·maggiore ·. 
della somrna dei raggt. • 

Poiche ·si ha CC'=CA+C'A' 
+AA', donde ÇC"> CA+O'A'. 

PROPOSIZI ONE XIII. 

TEOREMA - Se due cir(:'onferenze 
soná interne, la distanza dei centri ê 

P1 A minore del la differenza dei raggi. · 
Poiche si ha CC'=CA - C'A'- A.'A'1 

· donde CC' < CA-C'A'. 

PROPOSIZIONE XIV-
. 

,.fEOREMA-Se dite circonferen -
ze sono tangenti esternamente , 
la clistanza dei centri e uguale 

. ( ' 
alla sommu dei raggi. 

Poiche , il punto di contatto A. 
essendo sulla retta che passa pei 
centri, si ha evidentemente 00'= 
CA+AC' . 

PROPOSIZIONE XV. 

TEOREMA - Se due circonferenze si 
toccano internamente , la distanza llef 

.! centri e uguale alta differenza lle1 
. Â raggi . 
\ Poichc il punto di contatw A trovan-

<losi sulla congiu ngente dei centri, ~i ha 
, CC'==CA+C'A. 

. ' 
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PROPOSIZIONE XVI. 

TEOREMA - . Se due circon'{erenze si tagliano , la di­
stanza dei centri sa.rà minore della somma dei raggi e 
maggiore detla loro differenza. 

Poichê , congiungend o i centri 
con uno dei punti d'intersezione 
A, si formerà un triangolo di cui 
la retta CC' che passa per i centri 
ed i raggi CA, C'A saranno ·i lati; 
e si ê già veduto che in un trian­
golo un lato qualunque ê min0re 
della somma degli altri due ed e 

maggiore della loro diflerenza. 
Le reciproche di qucste cinriue proposizioni sono vere 

e si dimostrano tutte n )llo :t.e ·o motlo; per esempio,- se 
la distanza dei centri ü mi nor della. sommn. dei raggi e 
maggiore clclla loro diff '1' nza, l circonferenzc si ta.g1ia­
no, perchê se e ·e foss rn i:t rne interne, 1a distanza 
·dei centri doyrebbe e . . r l n a ,,,iore tlelln. om1na clei rag­
gi o minore della lc 1 o <liff r .nz.a; e se esse fossero tan­
genti, la distanza d i e utri <lovr ebbe cssere uguale alla 
som1na dei rao-<ri o a.lla 101 o diffcrcnza. 

00 

PROPO.__ lZlO 'E XVU. 

TEOREMA-Nello stesso cerchio o in cercht uguali gli 
angoli uguaU ACB, DOE, eh.e ha1ino il vertice al centro, 
intercettanosullaci?~coriferenzagliarchi uguali Ail, DE .. 

ln effetti , tirando le corde 
1/ ~B, DE, i triangoli ACB, DOE 

{ e risultano uguali , avendo un 
l an~ol~ uguale compreso fra 

) '-<----Y la~1 r_1spetth amente uguali ; 
qu1nd1 avendosi AB=DE, an-

ehe gli archi saranno ugua1i (prop. 4). 
Reciprocamente, se gli archi AB, DE sono uguali, gli 

angoli ACB, DOE saranno anche uguali. 
Poichê gli archi AB, DE. essendo uguali, le corde AB, 

DE saranno anche ta1i , ed al1ora i due trian <1oli ACB o ) 
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DOE , risultando uguali per avere i tre Jati rispettiva­
rnente uguali, ne segue che l' angolo ACB= DOE. 

PROPOSIZIONE XVIII. 

TE0REMA-1Vello stesso cerchio o in cerch i uguali, il 
rapporto di due angoli al centro e uguale a ·quello degli 
archi intercetti fra i loro lati. 

a SianoACB, DOEdue an• e 
.-.-;,•.· goli al centro df circonfe-

A ,.-</!/->--... ]) ranze uguali: supponiamo 

0 
: E_ ..,. /.: f \ \ .. __ ··.. in primo luogo che gli ar-

: · chi AB , DE abbiano una 
comune misura ·, la quale sia contenuta 7 volte in AB e 4 
volte in DE; il rápporto di AB a DE sarà f. 

Intanto se si uniscono i punti <li divisione dei due ar­
chi con i centri de1le circonferenze, si vtde che rangolo 
ACB resterà" diviso in 7 angoli uguali ú·d, loro , perche 
comprendono archi ugua1i, ·e che l'angulo DOE contiene 
4 di questi angoli ; epperà anche il rapporto dei due an­
go!i AOB, DOE sarà ¾• 

e o Se gli archi AB e DE sono in-
commensurabili , dopo di aver di• 
viso l' arco DE in un numero ar­
bitrario <li parti eguali p. e. tre, 
supponiamo che l'arco AB conten • 

A K. D li) ga 4 <li queste parti con un resto 
KB minore di una di esse; il rapporto <li AB a DE, e dun­
que maggiore di ½ e minore di f. 

Ma se si congiungono i centri C , O con i punti di di­
visione degli archi, si vede c·ne l'angolo DOE e diviso in 
tre parti uguali e che l'angolu A.CB contiene 4 di queste 
parti con un resto KCB minore di una <li esse, quindi il 
rapporto degli angoli ACB, DOE ê anch e compreso fra ! 

s . , b . ACB AB 
e 3 ; e perc10 am o 1 rapporti DO.É e DE , sono compresi 

fra ½ e i· Ora <li-yiden<lo 1' arco DE in 10, 100, 1000 .... 
parti uguali, si dimostrerebbe similmente che questi due 
rapporti sono compresi fra due numeri consecutivi di de­
cimi, c~ntesimi , .... dunque i suddetti rapporti essen _do 
compres1 fra due nurneri la di cui differenza puô divenire 
piccolissima, si possono considerare uguali. 
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Misura degli angoli. 

l\Hsurare una grandezza significa trovare il rapporto 
di questa grandezza all' unità della slessa specie. La mi­
.sura d' un angolo , prendendo per unità l' angolo retto ·, 
non ê altro che il rapporto di questo ,angolo ad un retto. 

Ma il teoren1a precedente mostra che al rapporto dei 
due angoli al centro si puà sostituire quello degli archi 
intercetti fra i loro lati; quindi in luogo di paragonare 
direttamente un angolo ad un retto, ::,i potrà paragonare 
r arco cornpreso fra i suoi lati al quarto della circoµfe­
renza ; ed é in questo senso che pià breve1nente dicesi 
che un angolo al centro ha per misura l'arco intercetto 
fra i suoi lati. 

Per facilitarequesto paragone suol divi<lersi la circon­
ferenza in 360 parti uguali chia1nati fp·acli, ogni grado 
in 60 minuti, ogni minnlo in GO . econdi. .. (•) 

In tal caso, se l' arco int rcclto <lai lati <li un angolo 
al centro contiene .. A gradi , la misura ui quest' angolo . 

à u. ' sar, uo o i5 • 

. Nella pratica si elice eh l'angolo ai centro il quale in­
tercetta fra i suoi lati un arco di 2 iº ê un'angolo <li 24°; 
ciô vuol <lir che esso e uguale a 2,1 volte l'angolo al cen­
tro che comprendo fra i suoi lati un arco Ji 1 grado. 

Scolio - Ripetendo letteralrnente la dimostrazione <lel 
teorema precedente, si proverebbe che due settori presi 
in cerchi uguali stanno fra loro come gli archi intercetti 
fra i loro lati. 

PROPOSIZIONE XIX. 

TEOREMA - L"angolo inscritlo BAD ha per 1nisura la 
metà dell' arco BD compreso f1~a i suai lati. 

(•) Gli astronomi f ranc~si per ap_plicare il si_stema deci1na~e 
alle misure ang~la!1 sogho~o cons1d_erar~ la_ c1~~onfe_ren~a di­
visa in 400 grad1, il _grado 1n 100 ~nnufa pnm1 , ed_ 11 minuto 
primo in 100 secondi. Ma questo sIStema non ha 1ncontrat-0 
favore nel rimanente dell' Europa. 

N. del Trad. 
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Supponiamo in primo Juogo che il cen•• 
tro del cercbio sia situato neJl' angolo 
BAD ; conducian10 il diametro AE ed i 
raggi CB, CD. L'angolo BCE, esterno al 
triangolo ABC e uguale alla somma dei 
due interni CAB, ABC (prop. 29, 1) ma 
il triangolo BAO essendo isoscele, I'an-

E golo CAB=ABC, dunque l'angolo BCE e 
doppio di BAC ; e sicco111e r angolo BCE come ango lo al 
centro ha per misu.ra 1' arco BE; cosi l'angolo BAC avrà 
per misura Ia metà di EB : per una simile ragione l' an­
golo CAD avrt1 p~r misura la metà di ED; quindi BAO + 
+ CAD o BAD av.rà per 1nisura la metà di .BE+ED o la 
1netà di BD. 

Supponiámo in secondo luogo che H centro O sia situa'."" 
to fuor~ dell' ango]o BAD, allora conducendo il diametro 
AE, r angolo BAE avrà per n1isura la n1età di BE, l' an-

A golo DAE la rnetà di DE; e quindi la Ioro 
differenza BAD avrà per misura la metà 
di BE meno la metà di ED , o la metà di 
BD. Ogni angolo inscritto adunque ha per 
misura la metà dell' arco compreso fra i 
suoi lati. 

n .E Cor-ollario I. - Tutti gli angoli BAQ, 
BDC,etc. ,inscritti ne1Io stesso segmento sono uguali,p 'oi­
chê essi h~nno per misura 1a rnetà dello stesso arco BOQ. 

D 

A --- II. Ogni angolo inscritto nel semicer-
chio e un angolo retto; poiche esso ha 
per misura ]a metà della semicircorife­
renza ]a quarta parte della circonfe­
renza. 

III. Ogni ango]o BAC inscritto in un 
o segmento maggiore del semi-cerchio e 

un angola acuto, perche ha per misura la metà de1l1arco 
· BOC minore della semicirconferenza. 

Ogni angolo BOC inscritto in un segmento- minere di un 
sen1icerchio e un angolo ottuso: poic :,ê ha per misura la 
metà dell'arcoBAC maggiore di una semicirconferenza(•). 

(•) Due angoli inscritti in due s ;gmenti che hanno la cor­
.da di comune, come BAC, BOC, ; cno supplementari, pôrcbà 
mísurati dalle metà <li due arch , che presi insieme formano 
una intera circonferenza. N. del 1'rad. 

1 
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PROPOSIZIONE XX. 

TEOREMA--- L' angola BAC for•m.lJ,to da una tangente e 
da una corda, ha per n-iisura la metà dell' arco AMDO, 
co,npreso f1·a i suai lati ; 

D Al punto di contatto A si coriduca if 
dian1etro AD: l' angolo BAD come retto 
( prop. 9 ) ha per misura la metà della 

1v e semicirconferenza A1\1D ; ma 1' ango lo 
DAC haver misura la metà di DO; dun­
que BAD+DAC o BAO avrà per misura 

B A E la metà di A~1D piu la 1netà di DO, o la 
metà dell' intero arco AM:DC. · 

Si djmostra nell'istesso modo che l'angolo CAE haJper 
misura la metà clen· arco AC com preso fra i suoi lati. 

PROPOSIZIO E XXI. 

TEOREMA - L'an{lo!o HA fo;•n2nto dnlle due secanti 
BE, FG, e il cui 1 erUc > > sihullo nell'interno della cir-­
con(erenzn ha p ? wi~nra la 1n •/ á tlell' arco compreso 
(r·a i suoi lati , J tü la w ,1 à dei/' U"l'C:O compreso fra i 
vrolunga1nenli li )i me(! . i ! lat l. 

1,• In ff)tti , l' ·\ngolo B \.O , esterno al 
trian 1"0l AEC, · u~ualc alla somma de­
gli ang li AE , A.CE, che hanno rispet­
tiv:1mente pe1 n1i. ura le rnetà <lr,gli ar-

• chi BC e FE. 

PROPOSIZIONE XXII. 

TEOREMA- L, a11golo BAC, fonnato dalle due secanti 
AB , AC , e il cui vm tice tro-casi {'uori dulla circonfe-
1·en ""(L, lta per- 1nisur-a la metà dell' ar·co con.cavo BC , 
1neno la rnetà delC arco conrcesso DE. 

A Poicbe l'angolo A e uguale alla diffe-
renza degli angoli HDC, A.BD che han­
no per misura , il primo la meta <li BC 
e il secando la metà di DE. 

La proposizione e anche vera, allor­
cbê uno dei lati delrangolo o tutti e due 
sono tangenti alla circonferenza, e la 
dimostrazione e la stessa. 
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Corollar•io. -ll luogo ge·ometrico dei vertice ui un an­
g-o1o costante , i cui lati passano per i punti flssi O e B ,_ 
ê un arco di circonferenza. 

Infatti , sia CDB una prima posizione 
uell' angola ; se si <lescrive la circonfe­
renza che passa per i tre punti O, D, B , 
dai tre teorerni precedenti risulta che un 
angola i cui lati passano per i punti C e 

8 B allora e uguale a CDB , quando il suo 
vertice trovasi situato sull' arco CD B, e 

che questo angola sarà diverso da CDB , quando i1 suo 
v·ertice non e situato su1l' arco di cerchio CDB. 

PROPOSlZl ONE XXIII. 

TEOREMA - ln ogni quadritatero inscritto ABCD, gli 
angoli opposti sono suppleraentari. . 

Poiché, gli angoli opposti ADO, ABC, 
presi insieme hanno per misura la metà 
<l e] 1 a circonferenz a ABCD(nota alla prop. 
'19). Reciprocamente, se in un quadrila• 
tero, due angoli opposti AJ?CJ ABC, so­

e no supplementari , questo qua<lrilatero 
ê inscrittibile. . · 

ln effetti, facendo passare una circonferenza per i tre 
punti A, D, C, l' angolo ADO avrà per rnisura Ia rnetà 
dell' arco Ai\10 ; dunque r angola ABC , che ê il supple­
mento del primo, deve a ver per misura la metà ·del rima- · 
nente arco ADO, vale a ·<lire che esso ê uguale a ciascuno 
degli angoli inscritti nel segmento AMO ; ció che non 
puo aver luogo se non quando il punto B trovasi sull'ar•~ 
co AMC. · 

PROBLEMI RELATIVI AI DUE PRll\111.JDRI. 

Per eseguire l.e costruzioni relativc ai problemi della 
geometrja e]ementare , bastano <lue strumenti: la riga. 
per tracciare Ie linee rette , ed il compasso col quá.le si 
tracciano le circonferenze. 

Qualche volta si fa anche uso dello squadro e clel se­
micercbio graduato. 
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Lo squadro e un pezzo di legno che ha 
la forro a di un triangolo rettangolo ABC. 

Per verificare se lo squadro e esatto , 

0 
cioe se l' angolo B ê retto , si traccia una 

. . _. retta DE, su11a qual e si adatta una buona 
r1ga G~. 81 appoggia uno dei 1ati AB dello squadro con­
tro la r1ga e con una matita si traccia una retta BC ; in 

seguito si gira lo squadro in mo­
do che esso prenda la posizione 
A'BC' , e si tr accia un' altra retta 
BC'. Se lo squa<l ro e esatto, le ret­
te BC, BC' devono coincidere, per­
che ]a somma clegli angoli ABC , 
A'BC' deYe es ere uguale a due 
rctt i. 

11 : mie rchio da tavolino e un 
i t, r u 11 1 1 n lo d i e orno o d i r mn e 
·h i lia la fo rnw. c1i un semicer• 
t;hi( • 1 la e11i :em icirconferenz a 
e di r i : a in 1 'O 15racli , nel senso 

.----- -º--~ - . Al\IB uel :;cn~o BMA. 
· il nl ~Y 6i uel semiccrehi o su­

pera 8 centirn etri , ..: i puo hc ilm nt <l ivitlcre la semicir­
conferenza in mezzi gradi ; il ceutro del sernicerchio e 
segnato <la un piccolo inca, o dispo. to nel punto di me7,zo 
<lel cliametro. 

A 

PROBLEMA PRIMO. 

Diviclei*e la r·etta llata AB i n due parti uguali. 
Con i punti A e B come centri , e 

con un ra ggio maggiore della metà <li 
AB , si descrivano due archi <li cer­
chio che si tagliano in D ed in E ; e 
si conduca la retta DE. 

B 11 punto D essendo ugualmente di-
stante dai punti A e B , appartíene 
alla perpendicolare innalzata sul mez­
zo di AB; lo stesso avviene del punto 

E ; dunque DE sarà perpendicolare ad AB , e divider à 
questr retta in clue parti uguali. 
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l'JtOBLEfrfA TI. 

Da ir,11. pnnto A, doto s11tlla rella BC, tnnalzare una 
vc111Jendicolare s1t cu qucsta rctta .. 

Si scgúino sul ln retta i JlUnLi JJ e C ad uguale distanza 
D 

da A; indi con questi puntj corne centri e 
con un raggio maggiore di BA, si descri­
vano due archi che si tagliano in D; la AD 
sarà 1 a perpendicolare dimandata. 

B A e Poiché il punto D essendo ugualmente 
àistante da B e ela C, appartiene a1la perpendicolare in­
nalzata dal punto di n1ezzo di BC . 

Si puó anche risolvere lo stesso problema per mezzo 
dello squadro. 

E Si disponga lo squadro in modo 
che il vertice dell' ango1o retto sia 
in A e che il lato AD coincida ·con 
Ja retta BC. La retta tracciata se­
cando il lato AE dello squadro ê Ia 
perpendicolare innalzata dai punto 
A su di BC. 

B D A C 

non e molto esatto. 
Nella pratica pero questo mezzo 

PROBLEMA 111. 

Da un punto A dato fuori della retta BD , abbassare 
una perpendicolare su di questa retla. 

· A Col pun-to A come centro e con un rag-
gio suillcientemente grand e , si descriva 
un arco che tagli la retla BD nei due pun­

n ti B e D ; con quest i punti con1e centri e 
con un raggio maggio re d0lla metà di BD 
si <lescrivano due archi di cerchio, che si 

tagliano in E. 
Tirando la retta AE, questa sarà l~ perpendicolare do­

mandata. 
Poic_hê i due punti A e E essenc.lo ugualmente distanti 

dai punti B e D, la retta AE sarà perpendicolare sul mez­
zo di BD. 

Pe1' effettuare la stessa costruzione col mezzo dello 
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squadro si situi una riga sulla retta BD, si applichi alla 
riga uno dei lati de11' angola retto de11o squadro , e si 
faccia scorrere questo 1ungo la rifra fino a cbe il secon-

F F~ do lato le11' angolo retto pass} 
per il punto A ; la retta F'E 
cosi tracciata sarà la p rpen­
dicolare su di BD. 

J>no ,l. ,_ L\ 1v. 

A l pnnlo A rle//a r )/la, A L for ?H t ,(JO lt !Jll it <tl-
fanoolo fia/o K. · 

1, L 

AB ngual a l~I i d -= 

toBcomo · ntJ 
d e r h 1L i u n m h L ~,li· iI D • r i 1 tl _ f1 n it o B O , 

, si Ur~ AD o l" u1no)o D \.B ::-: 1 ,' u ,·u· j · l · n6 lo tlato K. 
Poiche i du ar bi BD. LI · v n i t" 6gi u6 ualí e lc 

corda u~unli no u!"'luaJi p1 p. 4 2.)· p reio l' angolo 
BAD=IKL. _ 

Si puo far u~o d 1 s mi r hi à., i , lino per risolve­
re questo problema. 

DLpongasi r istrur.oento in 
m do eh il ._ uo cerltr , ..,ia ifi 
K, e che il diame ro coincida 
'"On KI e ..:i _ a1nini a qual e 
div i ione d l _ uo lembo con i, 
sponde il lat o KL. supponia­
mo che sia la 39. 

Cio fat o ._i ~iiui il ..,emicer­
chio in modo che me r il 
suo d iam e 1 o coincid a e _ B, 
il entro :· jn _ ; ..,i cootino 
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39 divisioni a partire da O; ed all' estremità della 30a di­
visione si segni sulla carta il punto 1\1; togliendo il qua­
drante e congiungendo il pun to IVI col punto A, 1' angolo 
1'fAB sarà uguale alrangolo lKL. 

PROBLEMA V. 

Dal pun,to dato A condurre una par·allela alta retta 
data BC. 

Col punto A come centro e con 
E\ E un raggio sufficientemente grande, 

Jl =---= e descriviamo !'arco indefinito EO; 
~- col punto E come centro e con lo 

A n .u stesso raggio , si descriva l' arco· 
AF; si prenda ED=AF e si tiri AD, 

che sarà la parallela dimandata. 
Poichê congiungendo AE, si vede che gli angoli aiter­

ni-interni AEF, EAD essendo ugual i, le rette AD, BC so­
no parallele (prop. 26, 1). 

Per risolvere questo probl~ma si fa uso ordinariamente 
dello squadro. · 

D Si applichi l' ipotenusa su1la retta 
e CD all<:1- quale si deve rnenare la ·paral- . 

, A o' lela dai punto A , e il lato CE contro 
e una riga fissa Cl\1; poi si faccia scor-

rere lo squ adro Iungo la riga fino a 
cbe l' ipotenusa passi per il punt,o A; 
la retta AD' sarà parallela a CD, per-

cbê gli angoli corrispondenti DOM, D'C'1Vf sono uguali. 

PROBLEMA VI. 

Dividere un angola o un arco da­
to in due par·ti uguali. 

1 ° Se si deve dividere l' arco AB 
in due part.i ugua1i , oss~rveremo 
che Ia perpendicolare 1nnalzata 
dal punto di mezzo della c_ordaA~ 
dividerà l'arco in due parti uguah, 
e perà il problema riducesi a divi­
dere una retta per metà. 

2º Se si deve dividere in due parti uguali l'angolo A CB, 
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si comincerà da] descrivere co1 vertice e 
co1ne centro, e con un raggio qualunque 
r arco AB; ed allora se dal vertice C si 
abbassi una perpendicolare sulla corda 
AB, 4uesta retta dividerà in due partiu­
guali r arco AB e quindi anchc l' angolo 
ACB. 

La costruzione e dunque ricondotta a 
quella del problema III . 

. ~sserva~ione I. - Sj puà, con la stessa costruzione, 
d,1v1dere c1ascuna 1netà AE, EB in due parti uguali; e co­
s1 con suddivisioni successive , si- dividerà un angolo o 
un arco dato i n quattro parli uguali , in otto , in sedi­
ei, etc. 

33· 

L 

Osservazionc II. Se le rette 
D AB, CD, delle quali si vuol di­

videre l'angolo in due parti u­
guali, s'incontrano fuori dei li­
rniti <lella carta, si condurrà 
da qualsiasi punto E della AB 
una perpendicolare a questa 
retta , sulla quale si prenderei 
una lunghezza qualunque EF, 
e dal punto F si condurràFG 

If. parellela ad AB; poi da un pun. 
to H della CD s' innalzerà una 

u perpendicolareHL uguale adEF 
e si tirerà LM parallela a CD; il punto d'incontro O delle 
due parallele, essendo ugualmente distante da AB e da 
CD , appartiene alla bisettrice dell' angolo di q ueste 
rette. 

Innalzando sopra AB e CD due altre perpendicolari u­
guali, e facendo. la stessa costruzione, si troverà un se­
condo punto della bisettrice, quindi essa sarà completa­
mente determinata. 

Osservazione HI. - II semicerchio da tavolino puó 
s~rvire a dividere un angolo in due o piu parti uguali. 

Sia CAB un ango1o da dividersi ín 5 parti uguali , si 
metterà il diametro dei quadrante sopra <li AB e si esa-
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1ninerà a quale tlivisione 
cordspon<le H secondo la­
to <le11 'angolo. Supponiamo 
che sia la !>Oa ; si <livi<lerà 
50 per tl, il che dà 10 gra-

.. _ º lt di e si segneranno sulla 
carta a partire dallo zero del semicerchio, <lei punti <li 
10 in 10 gradi; togliendo il sen1icerchio e congiungendo 
tutti questi punti col punto A , si sarà diviso l'ango]o 
CAB in cinque parti uguali. · . 

Questo procedimento non é puramente geometrico , 
perchê suppone un calcolo; e d'altra parte presenta qual­
che diíficoltà di esecuzione quando i1 numero dei gradi 
che corrisponde all'angolo CAB non e divisibile per 5. 

PROBLEMA Vll. 

IJati due an.goli Ae B di un triangolo, trovare il terzo. 
, Tirata . ]a retta indefinita DEF, si 

faccia al punto E l' angolo DEC==A · 
11. e r angolo CEH==B; l' angola rima­

nente HEF sarà i1 terzo angolo cer­
cato; poiché questi tre angoli presi 

D E F insieme equivalgono a due angoli · 
retti. 

PROBLEMA VIII. 

Dati i due lati B e C d'un triangolo e Cangolo A da es­
s1 com.preso, costruire il triangolo. 

· Si tiri la retta intlefinita DE , ed 

8 e /. E al punto D si faccia l' angolo EDF 
G uguale alrangolo dato A; si prenda 

1 
DG::=B, DH==C e si tiri GH; D~H sa-
rà i triango1o richiesto. _,__ __ 

H F 

PROBLEMA IX. 

Datt un lato e due angoli di un triangolo, costruire 
ti trtangolo. 
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I due angoli dati possono essere 0 

tutti e due adiacenti al lato dato 0 
uno adiacente e l' altro opposto ; in 
questo ultimo caso si cerchi il terzo 
(prob. 7) e si avranno cosi i due an-

E goli adiacenti. Posto cio , si tiri la 
retta DE ugua1e al lato dato, si faccia 

al punto D l'angolo EDF uguale a uno degl i angoli adia­
centi e al punto E l' angolo DEG uguale all 1 altro; le due 
rette DF, EG si taglieranno in H, e DEH sarà il triango-
lo richiesto. · 

PROBLEMA x. 
Dati i tre lati A, B, C di un triangolo, costruire il 

triangolo. 
F/ 

D~E 

Si tiri D E uguale al lato A ; col 
punto E come centro e con un raggio 
uguale al secondo lato B, si clescriva 
un arco; e 1 pun t o D come centro e 
con un 1 ag , io uguale al terzo lato A ____ _ 

B ___ _ 
e____ O, si descri va un' altro arco che ta-
glierà il primo in F; si tirino DF, EF; il triangolo DEF 
sarà i1 triangolo richiesto. 

Afilnché il problema sia possilJile ê necessario che le 
circonferenze si taglino; il che ricbiede (prob. 16,2) che 
uno dei lati DE sia minore della somma degli altri due 
e maggiore della loro diff erenza. 

PROBLEMA XI. 

Essendo dati due lati A e B di un triangolo e l'angoto 
O opposto ai lato B, cost,rui r•e il triangolo. 

Vi sono due casi :' 1 ° se l' angolo C é retto o ottuso -
Si faccia rangolo EDF uguale all'an­
golo O; si prenda DE=A; col punto 
E come centro e con un raggio ugua--

E 
le a B, si descriva un arco che taglia 
in F la linea DF ; si tiri EF, e DEF 

E._ sarà il triangolo richiesto. 
ln questo primo caso bisogna che 

il lato B sia maggiore di A , poiche 
n F l'angolo C essendo retto o ottuso, e 

il ma"o-ior ancrolo del triangolo, e quindi il lato oppo-
ºº t) • 

sto deve essere anche il magg1ore. 

BLANCHET-Elem. di Geometria. 4 
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2.0 Se l' êl,ngolo O e acut o e B e 
1naggiore di A, si farà l a stessa co­
struzione e DEF e n trü1nP'olo ri-

• o eh 1es LO. · 

l\íasce~s0nclo l'angolo O acuto, ed 
i1 lato B e rninore di A; allora l'ar­
co descritto col cen t ro E e col raO'­
gio EF== B t(\glierà il lato DF in 
due punti F e G situati dalla stes­
sa parte di D, e quindi vi saranno 
due trian goli DEF, DEG, che sod­
disfano ugualmente al problema. 

S(:olio. Il problema sarà sempre 
1mp.ossibile, quando il lato Bê mi­
nore della perpendicolare abbassa..: 
ta da E sulla DF. 

PROBLEMA xn. 
Trovare il centro cli un cerchio . -

o di un arco dato. 
Presi ad arbitrio tre punti A; B, 

C sulla circonferen.za o sull' arco, 
conduciamo o immaginiamo con­
dotte le AB e BC; allora dividendo 
queste rette in due parti uguali pe_r 

D · mezzo de11e perp endicolari DE , 
FG, il punto O dove queste perpendicolari s'incontrano, 
sarà il centro cerca to. 

Scolio. La stessa costruzione serve a far passare una 
circonferenza per i tre punti da ti A, B, O e anche a de­
scri ver"e una circonferenza nella quale il triangolo dato 
ARC sia inscritto . 

PROBLEMA XIII. 

Da un punto dato con~urre una tangente a un cerchio 
dato. 

Se il punto dato A e sulla circonferenza, . 
si tiri il raggio OA e si con<luca AD per­
pendicolare a OA ; ·AD sarà la tangente 
dimandata (prop. 9,2) . 

Se il punto A e fuori del cerchio, 8i con­
giunga il punto A col centro per n1ezz~ 
della retta CA; si divida CA in due parti 

, . 

... 

1 
. \ 

t 
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uguali in O; col punto O come centro e 
col raggio 00 si descriva una circonfe­
renza che taglierà la c.irconferenza data 
nel punto B, e si conduca AB, che sarà 

0 la tangente richiesta. 
Poichê , congiungendo i punti B e C , 

l'angolo OBA inscritto nel sen1icerchio ê 
un angola retto (prop. 19,2); dunque AB 
essendo perpendicolare all' estremità de1 
raggio CB, ê tangente al cerchio. 

A Scolio. Il punto A tro,andosi fuori del 
cerchio, si vede cbe vi sono sempre due 
tangenti uguali AB , AD cbe passano 

per i1 punto A: esse sono urruali perche i triangoli ret-
tangoli ODA, ODA aven<lo r ipoi nu a O.A <li con1nne ed 
il Jato CB=OD, sono urruali (prop.18,1); e pcrcià AD=AB 
e l' angolo CAD=OAB. 

Píl BLI·.MA XJ\·. 

Jnsc1 ive?''e un cm" ·Ili f,i 10 lr fa110 lo llalo ABC. 
Si costruiscan o le bi: tti-i i A , HO deg-li ungo li A r, 

B · questc reite si ta,)•li 1 1':\1111 in un punto O e;bc sarà 
' u ..., u a 1 Ili n 1 d i • t ·1 n t > <l ai t r e l a ti A B , 
:n AU, B . '.) <lunque <la qucsto punto 

Li aul>a !Sino le perpen<licolari OD , 
01:; OE s pra i lati dei triangolo , 
queste pe1 pendicola1 i saranno ugua-

- li e la circonferenza descritta co l 
~.::-.~---~o ponto O come centro e con 0D co-

n1e raggio, sarà tangente ai tre J ati. 
Osse1~vazione. -Ilpunto O essendo ugualmente distan­

te dai lati BC, AC appartiene alla bisettrice dell' angolo 
.C ; rlunque le tr·e bisettrici degli angoli d' un triangolo 
conco,,.rono in un 1nedesi~no purdo. 

II. Se si costruiscono le bisettrici dei 
111 due angoli · esterni fBC, BCN , il loro 

.~ :B punto a· incontro 0 1 sarà il centrv di un 
0 \~- ~---;· 0 . cercbio tangente al lato BC e ai prolun-
.A . ...•: gan1enti degli aJtri due. 

\ · <.: Nelr istesso modo si troveranno i cen-
:-- tri O" , om delle altre d ue ci rconferenze 
0 tangenti a uno dei lati del triangolo e<l 
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ai prolun gnn1c1üi <l oglj altr i <lue. 
ln cren er ale vi ~ono <1.na tt ro c ircon fcre nze tangenti a 

t r e r ette date ( ). 

Pll OHLR l\'fA XV. 

Su di u.,n a, ?'elt a, data AB, clesc11'i vere un segmento ca­
pa --e dell 'ango lo ctato O, vale a d i re , un segrnento tale 
cl1e tutti gli angoU i n essa insc r ilti sono ugualí alfan-
golo dat o e. · 

:g; Si pro1unghi AB verso D; si faccia 
al punto B l.'an golo DBE==O; si tiri BO 
perpendicolare a BE e GO perpendico­
lare sul mezzo di AB ; col punto d' in­
contro O come centro , e con OB per 

K raggio si c~escriva una ?ir~onferenza ; 
F . Al\1ll sarà 11 segmento r1ch1esto. 

Poiche siccome B'E ê perpendicolare all'estremità dei _ 
raggio OB, coslBF ê una tangente, e l'angolo ABFha per 
misura la metà dell' arco A~B (prop. 20 _. 2); ma l'angolo 
AMB, come angolo inscriito . ha anche per misura la me­
tà dell' arco AKB, dunque l'ango1o Al\tIB=ABF=EBD=G; 
e perô tutti gli angoli inscritti nel segmento Àl\1B sono 
ugua],i all' angolo e. · · 

Scolio-Se l' angolo dato e retto, il segmento cercato 
sarà il semicerchio descritto sopra il diametro AB. 

PROBLEMA XVI. 

Costruire una tangente co1nune a due circonfei~enze .. 
A 1. º Supponiamo il proble-

ma riso1uto e sin A.A' una. 
tangente comune esterna . 
alle d ue circonf erenze. Con­
d ucian10 i raggi CA, C'A' ai 
punti di contatto e la retta 

D C'B parallela a<l AA'. I rag gi 
CA, C'A', essendo perpendicolari ad AA', saranno anche · 

(*) Di queste quattro circonfe~·e~ze, la so1_a int?1·nn ritiene il 
nome d'inscritta, e le altre tre s1 d1cono ex-1nscntte. . . 

N. del T 1tucl. 
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perpendicolari a1la retta C'B; e quindi quest'ultima retta 
sarà tangente ad una circonferenza descritta col punto 
·C con1~ _centro .e, col raggio CB uguale a CA-C'A'. 

Da cio che s1 e detto si deduce la seguente costruzio­
ne; si descriva una circonferenza col punto C come cen­
tro e con un rago·io uo·uale a CA-C' A', e si tiri dal punto e, t o o una angente a questa circonferenza. Conoscendo il 
pun to B si tirerà la retta OBA, non che .C'A' parallela a 
·CA e si congiungerà AA'. · 

La precedente costruzione fa vedere che vi sono due 
-soluzioni del problema , poichê dal punto C' si possono 
,condurre due tangenti alla circonferenza CB , e che il 
})roblema non é possibile che quando si ha CC'>CA-C'A'; 

o in altri termini, quando le circonferenze non sono in­
tern e l' una all' altra. 

2. º Proponiamoci ora d i cond urre una. tangente com u­
ne interna alle due circ onfercnz i cui rnggi sono CA e 
C'l\1, e sia Al\1' la re tt a. cer ·ata.; con<lucia.mo i rn.ggi CA, 

u C'M' ai punti di contatto, e la 
M retta C' B para lleln. a AM'. La, 

8 rett a Al\l' cs:e ndo per pendico-
1---1 -:><E--r-/i lar e ai rar1 gi CA , C'M' , i:;arà 

C'B JJerpendicolare alle stesse 
M. rette ; .quin<li sar à t angen te a 

--- D' una circonferenza descritt a col 
punto C come centro e con un ra ggio CB uguale a OA + 
+AB o CA+C':M'. 

Per risol,ere a<lunque il problema, si descriverà una 
circonferenza avente il suo centro in O ed il cui raggio 
sia la sonuna dei raggi delle due circonferenze date ; si 
.condurrà dal punto C' una tangente C'B a ques ta circon­
ferenza, ed il resto della costruzione si farà come nel caso 
precedente. , 

' Questo problema ha due soluzioni e non ê possibile se 
non quando si ha CC'>CAt9'1'1; cioê quando le due cir-. -
eonfe.renze sono esterne o tangenti esternamente. 
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PRO BLEMA XVII. 

Tro a1·e la 1nassfrna co1nune rnisur a di due rette AÍi 
CD, ed il lo?·o r•a,ppor to nunierico. 
.A. r 1l La massima comune misu-
1 ' · ra di <lue r et te non potrà su-

a K D perare la minore CD ; eà es-
sa sarà uguale a CD se questa e contenuta esatlamente . 
ne lla maggiore AB. 

Portian10 adunque CD sopra AB e supponiamo che si 
abbia AB==20D+IB; io dico che 1a masslma comune misu­
ra fra AB e CD ê eguale a quella delle due rette CD e IB. 

Infatti , ogni comune misura di AB e CD , divjdendo 
CD, dividerà anche AI, e dividendo AB sarà conl enuta e­
sattamente nel resto IB; sarà dunque una cornune misu­
_ra di CD e IB. 

Reciprocamente, ogni comune misura di CD e IB, es­
sendo contenuta esattamente in AI ed in IB e per conse­
guenza in AB, sarà una con111ne misura <li AB e. CD. 

In questo modo tutte le comuni misure <li AB e CD es­
. sendo le stesse che quelle tli CD e IB ne segµe che tanto 
é cercare la massima cornune misura <lelle due rette da­
te, quanto quelle délle due CD, IB. 

Portia1no dunque I:S sopra CD e supponiamo che si ab­
bia CD==IB+KD, si dimostrerà con1e nel caso precedente, 
che la massima comune misura fra . CD e IB ê uguale a 
quella fra. IB e KD. · · 

Portiamo ancora KD sopra IB e supponiamo che si ab­
bia IB ·= 2KD , sarà KD Ia massima comune misura delle 
due linee AB e CD; ma dalle operazioni precedenti risulta 

CD=3· KD 
e AB= 8· KD; 

dunque il rapporto delle due rette AB e CD e ¾• 
Osser_vazione. - No L abbiamo fin qui supposto che in 

questa serie di operazioni si giung e ad un resto zero : 
passeremo quindi a dimostrare che cio avviene sempre 
per due rette che hanno una comune misura; mentre nel 
caso in cui esse sono incommensurabili, si <lovrà certa­
mente giungere ·a dei resti minori cli ognl quantità asse­
gnabile. 

J 

' 
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ln effetti, siano A, B, le due rette sulle quali si opera; 
r, r·2.r•3 1:, 1·~ ••• i resti successivi; q1 ·q2 q3 q,._ •••• i 
quoz1enti; s1 avranno le eguaglianze 

A=B q1+r 1 
B=r 1 q2+r2 

r .. =1"2 q~+r3 
?"2zr 3 q_, +s 4 

. . . . . . . 

. . . . ' . . . 
A 

Ora ri. ê sempre minore di 2 ; poichê se B ê minore di 

A. . +" t . ' . . a· A t 
2, _çon p1u 1or e rag1one sara r 1 minore 1 2 , men re 

B . . d. A à . . A 
se e-magg1ore 1 2. sar· r 1=A-B; e qu1nd1 r 1< 2. 

Similmente si avrà: 

r I A 
r3 < 2 , d'onde 1'3 < 4 

r 5 , A 
r1 < 2 , d onde r 7 <16 

e cosl di seguito. 
Si vede dunque che se l' operazione si prolungasse in. 

definitament_e si arriverebbe a resti tanto piccoli quan­
to si · vorrebbe; il che ci dice che se vi ê una com une mi-

/ 

sura, si dovrà giungere ad un resto nullo; · a1trimenti si 
avrebbero dei resti minori della comune misura, il che 
à evidentemente assurdo, .dopo la teoria precedente. 

Nel caso in cui le linee sono incommensurabili, si po­
trà, dopo un certo numero di ope.razioni, trascurare rul­
timo resto; il resto precedente servirà allora di com une 
misura e sarà un valore approssimato del rapporto delle 
due rette. 
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PRODL EMA XVII I. 

Dati due angoli A e B, tr·ovare l a loro comune mtsu­
?"a , se n e hann o, e da qu qsta ric avarn e íl rapporto nu­
'nie?"ico. 

A D Si descrivano con due raggi 
uguali gli archi CD , EF, che 
misur ano gli angoli dati, edin­
di si par agonino tra ]oro gli 

D __ archi come si e fatto nel pro-
o f ' blema precedente; giacchê un 

arco puà adagiarsi sopra un altro arco dello stesso rag­
gio, come una retta su di una altra retta data. 

In questo modo si avrà Ia comune misura degli archi 
CD, EF e il ]oro rapporto nu1nerico. Questo rapporto sa­
rà lo stesso che quello degli an goli dati (prop; 18. 2) , e 
per conseguenza se DO e la com une misura degli archi, 
DAO sarà quella degli angoli. 

Se i due arcbi sono incon11nensurabili , gli angoli sa­
ranno anche tali e non si puó avere che un valore ap­
prossimato del loro rap porto . . 

• 
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MISURA DEI POLIGONI-SIMILITUDINE. 

DEFINIZIONI. 

I. L' area di una figura e il rapporto della sua ·esten­
sione a que11a dell'unità di superfic'ie (1). 

II. Due figure diconsi equivalenti quando hanno la 
stessa area. 

Due figure possono essere eqnivn.lenti quantunque ab­
biano forme cliverse; pc1· esempio un cerchio puo essere 
equivalen te ad un qua<lrato , un ll'iangolo ad un rettan­
golo, etc. 

I1 nome <li figure uguali si tlà a quelle che applicate 
1 'una sull' al tra, coi nci<lono pe1·fetta m ente; tali sono due 
cerchi che hanno i ra g~ri nguali, <lue iriangoli che han­
no i lati rispettivarnent e uguali etc. 

n E e III. L'allezza <li un parallelogrammo 

/ 1 / 

é la perpendicolare EF che misura la 
_ _ . distanza dei due lati opposti AB , CD , 

A F B presi per basi. 
A IV. L·auezza de1 triangolo e la per-

B D O 

. tJj 
A F B 

pendicolare AD abbassata <lal vertice 
di un angola A sul lato op posto BC 
preso per base. 

V. L'altezza del trapezio ê la perpen • 
dicolai,e EF con1une ai suoi lati paral-
lcli AB, CD. . 

(1) Spesso si confonde nel discorso l' area con la superficíe 
di una figura. 
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PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA - I parallelogr·aninii che lianno basi 'llguali 
ed altezze it_t1uali sono equivalenti. Doe E Sia AB 1a base comnne dei due parallelo­

grarrin1i ABCb, ABEF; avendo supposto che · 
essi hanno la stessa a1tezza , ne risulta che 

A B le basi superiori DC , FE saranno situate su 
di una stessa linea retta paralle1a ad AB. · 

Oro per la natura dei parallelogran1mi si ha AD=BC, 
AF=BE; e per Ia stessa ragione si ha DC==AB, FE=AB; 
dunque DC==FE, e perció togl iendo DC e FE dalla stessa 
linea retta DE; i resti CE e DF saranno uguáli. · 

Da cià ricavasi che i triangoli DAF, CBE sono equila­
teri fra loro e per conseguenza uguali. 

Ma se <lal quadrilatero ABED si toglie il triangolo ADF, 
resla il para1lelogrammo A BEF; e se dallo stesso quadri­
latero ABED si toglie il triangolo CBE, resta. il paralle­
logrammo ABCD; dunque i due parallelogrammi ABCD e 
ABEF che hanno la stessa base e la stessa altezza, sono 
equi valenti. 

E . o Corolla,•io. Ogrii parallelogrammo ABCD 
::.:-....:;::----,----, ê equivalente al rettangolo ABEF della 

stessa base e <lena stessa altezza. 

B I 

PROPOSIZIONE II. 

TEOREMA- Ogni triangolo ABC e la metà del paralle­
logram1110 ABCD eh.e lza, la stessa base e la stessa altezza. 

Poichê i triangoli ABC, ACD; sono uguali (prop. 32.1). 
F A E n Corollario I. - Un triangolo ABC ê k1:SV la metà del rettangolo BOEF che ha la 

! stessa base BC e la stessa altezza AO ; 
! giacchê il rettangolo BCEF e equiva-

li ·o o lente al parallellogrammo ABCD. . 
Corolla'rio II. - Tutti i tdangoli che hanno basi uguah 

ed altezze uguali sono equivalenti. 
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PROPOSIZIONE III. 

TEOREMA- Due 'rettangoli della stessa altezza stanno . 
fra loro con1e le basi. . 

D F a Sieno ABCD, AEFD due rettangoli 
i . 
i i i . 

! 
1 
i 

i ! 
1 

! 
i 

che hanno per a1tezza comune AD; 
dico che essi stanno fra loro come le 
basi AB, AE, 

A -r, n Supponiamo in 1 ° luogo che le basi 
1 i ! 

siano co1nmensurabili e stiano fra loro co1ne 7 a 4 ; vale 
a dire che se si divide AB in 7 parti uguali, AE contiene 
4 di queste--parti. 

Innalzando dai punti di <livisione le perpendicolari alla 
base , verranno a formarsj 7 rettangoli pa.rziali uguali 
fra loro, perchê banno la . te ~a 1 ns e la stessa nJtezza; 
ma di questi il rcttan ro]o A B .1D nc on tienc 7 , n1entre 
cbe AEFD nc contien qnat.iro; clunrine il rettangolo 
ABCD sta al reltang lo A EI D e 11 7 ·t ·1 a ,1 o con10 AB 
ad AE. 

Se le basi AD, AE fo ·s r in · u w n ·urabi li, si <limo­
strebbe con1c prccedent rn nt lib. 21 rop.18) che la·pro­
posizione ha ancbe luogo. 

PROPO IZIONE IV. 

TEOREMA-Due 1·ellangolt stan? o fl'a lor·o come ipro .. 
tlotti âelle basi pe1· le altez~e. · 

Sieno R, 1·, le superficie dei due rettangoli; B e I-I le 
due din1ensioni dei primo ; b , ll , le due dimensioni del 
secondo. 

S' immagini un terzo rettangolo R' che abbia ]a base B 
del priino ê r altezza h del secondo. 

Si avrà, in virtu del teorema precedente: 

R H ----R'- h. 

R' B 
-;=1j· 

11oltiplicando queste eguaglianze me.mbro a meinhro e 
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iividendo i due tennini del prin10 rapporto per H' si ha: 

i R _ BxI-I 
( ) ?,. - 1.J x li° 

]lis ura del rettan,qolo-1\f.i Rtu·aro un rctLanrro]o R si­
gnifica trovare il suo rappo1·to acl u n al tro rettanao i' 0 r 
preso pel' uni tà di 1nisnra. º 

Si vede dal teoren1a precedente , che questo rapporto 
si ottiene cercando quante volte le linee B, H, b, h con­
tengono una stessa unità, e dividendo il prodotto d~i due 
prin1i nu111eri per il prodotto degli altri due. 

Siàno B==Gmet. , I-I==4met. , b=3me t. , h=2met. 
, R 6><4 

Si avra - = -- = 4. ln questo modo il rettano-olo R 
r 3x2 º 

contiene 4 volte il rettango]o preso per unità, 
Si assume ordinariamen te per unit à di superficie il 

quadra to che ba per lato l' uni tà di lunghezza ; allora i 
nun1eri che rappresentano b e h si riducono all' unità e 
la proporzione (1) diviene: 

R B><I-I 
--- = r 1 

Si vede dunque che il rapporto di un rettangolo al 
quadrato costruito sull' unità di lun ghezza, ê uguale al 
prodotto dei numeri che esprimono quante volte la base 
e r altezza contengono quest' uni t à lineare; il che si e­
sprirne piu brevemente, dicerido che un rettangolo h a per 
misura il prodotto della sua base per la sua altezza. 

Siano B=3m .53, H=:2m ,25. 
La superfici~ del rettangolo sarà 7metri quadrati, 9,t25;o 

7 m.q. , 9t dec. q, , 25cen,q .. 

PROPOSIZIONE V. 

rEoREMA - •L' ar-ea di un parallelogramm .o qualiin­
que e uguale ai pr·odotto della sita base per la sua al-
1ezza. 
F- n E e .Infatti il paralle1logrammo ABOD e e--v----,-v--. quivalente al rettangolo ABEF che ha la 

stessa base e la stessa altezza: ma il ret-
----- ., tangolo ha per misura ABxBE ; dunque 

A . ._ll ABxBE e purc l'area del parallelogran1mo. 
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Co1·vll a1 •i o. l pn.rallelogrammi del1a stessa base stanno 

fra loro co1n0 lo alt ezze, ell i par all elograrnmi de1I a stes­
~a alt ezzn. stanno fra loro come le basi , poi che esse n do 
A , B, O, tre grandezze qualunque, si ha identicam ente 
.AxO A 
BxC == B. 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOB EMA--L' c 1.,ea di itn triangolo e ugu ale aua met à 
del prodotto della sua base per la sua aUezza. 

A. E Infatti il t.riangolo ABC é la metà del pa-
rallelogrãmmo 'ABOE che ha la ste ssa base 
BC e la stessa altezza AD : ma la sup er fí cie 
del paral1elogr~mmo e uguale a BC x AD 

n D e (prop. 5) , dunque quella del triangolo eu-
guale a f BCxAD o BC><½ AD. 

Cor ollario. Due trian go1i della ·stessa altezza stan no 
fra loro come le l)asi e due triangoli della stessa base 
stanno fra loro come le altezze. 

PROPOSIZIONE VII. 

TEOREMA - L' area del trapezio AB0D ê uguale alla 
sua altezza EF nioltiplicata per la semisomma delle 

. !, basi AB, CD. 
D E o . K. Dal punto I, che bisega il lato 0B, si 

tiri KL parallela al 1ato opposto AD e si 
prolunghi DC fino all' -incontro <li KL. 

I triangoli IBL , ICK avendo IB == IC 
A. . F L B per costruzione, l' angolo LIB = CIK, e 
I' angolo IBL==ICK, per essere CK parallela a BL ( prop. 
25.1); sono uguali, (prop. 9,1) e quindi i1 trap ezio ABCD e _equivale~te al ,Parallelogra _mrno ADKL ecl ha per mi-
sura EF><AL. 

Ma si ha AL :;!:: DK , e per l' eguaglianza dei triangoli 
IBL KCI ê pure BL=CK; dunque sarà AB + CD =AL + 
+'DK = 2AL; C') e pero essendo AL la semisomma delle 

(•) Per comprendere piu facilmente questa identità, potreb­
be d~si AB+CD=AL+LB+CD=AL+KC+CD=AL+DK. 

N. del Trad. 
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basi AB 1 CD, nc segue che I' area dei trapezio ABCD ê 
uguale alraltezzã EF 1noltiplicata per Ia semisommadelle 
basi AB, CD; il che si esprime cosi: · 

(
ABtCD) ABCD=EF x 

2 

Scouo.- Se dal punto di mezzo I di BC, si conduce IH 
parallela alla base AB , il punt_o H sarà anche il punto di 
mezzo di AD, perchê le due figure AHIL a DHIK a vendo 
i lati opposti paralleli,sono dl;le parallelogrammi, e si ha 
AH::::::IL e DH==IK ; ma dall' essere uguali i due triangoli 
BIL e CIK, risulta IL==-IK, dunque AH::::::DH . . 

Se intanto si osservi che I-II ==AL == AB+CD, se ne de-
2 .. 

duce che l' area rlel trapezio puo essere anche espressa 
{)a EFxHI; vale a <lire cbe é uguale alla sua altezza mol­
tiplicata per la retta che unisce i punti cli mezzo dei lati 
non paralleli. 

PROPOSIZIONE VIII. 

TEOREMA-Se una retta AC e divisa in due parti AB, 
BC, il quadrato fatto sulla intera retta AO conterrà il 

, .quadr•ato fatto su d i una parte AB, piu il quadrato fatto 
.sultaltra parte BC, piu il doppio del rettangolo formato 
dalle due par•ti AB, BC; il che si esprime cosi: 

I 

- ----, AC2 o (AB+BC) 2==AB2 + B0 2+2ABxBC. 

Si costruisca il quadrato ACDE ; pren­
dasi AF= BA, e si conducano li'G parallela 

F i----1-!---iG ad AC, e BH parallela ad AE. 

E Hn 

II quadrato ACDE rimane coBi diviso in 
·· quattro parti: la prima ABIF ê. il quadrato 

A B . e fatto su di AB, perchê si ê preso AF==AB; 
la seco!1da IGDH ê il quadrato fatio su di BC; poichê sic­
come s1 ha AC==AE e AB==AF cosi la differenza AC-AB 
ó uguale alla differenza AE-ÀF vale a dire BC==EF; ma 
per le parallele si ha pure IG==BC, DG==EF; dunque HIGD 
e uguale al quadrato fatto su di BC. 

Togliendo queste due parti dal quádrato totale, resta-
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no i due rettangoli BCGI , EFIH, ciascuno dei quali ha 
per n1isura ABxBC; e quindi etc. 

Scolio. Siano a, b, i nun1eri cbe rappresentano -le due 
parti della retta AO; la moltiplicazione algebrica dà 1' e-
guaglianza -

(a+b)2=a1+b2+2ab 
e, supponendo conosciuta la misu r a del rettângolo, que­

. sta eguaglianza dà una seconda dimostrazione de1 teore-
ma precedente. · 

PROPOSIZIONE IX. 

TEOREMA - Se la r etla AC e la differe nza delle duc 
rette AB, BC; il quad r a lo f alto u di AC conterí à il qi ia • 
drato cli AB piu il quad, a to di BC, 'í'neno i l doppi o r·et­
tangolo fatto su di AD e B , , cioe st a· ·1 à: 

AC2 o (AB-B C)!= A lf!+ l3C1- ...,:\.1 xBO . 

Costruiscasi il quadr , to ABlF, pr ntlnsi AE =AO ; si 
', 1~ F 

concl u ·ano 'G parallcla a BI , ICH 
0 1 p:u al I ht a<l AB e complct isi il qua• / 

1 
E D 

drato EFl{L. 
li I due retta ngo li CBIG , GLI{D , 

hanno eia. cuno per n1 isura Anxnc; 
siccbê togliendoli clall'in tera figura 
ABILKEA, che ha per valore AB21-

A . e D BC!, resterà il quadrato ACDE; dun-
que etc. 

Scolio. Questa proposizione si ded uce anche dalla for-
n1ola algebrica. 

(a-b)2=-at+b 2-2ab. 

PROPOSIZIONE X. 

TEOREMA. - ll ,,.ettangolo falto SMlla somma e sulla 
differenza di due rette .A.B, BC,_ e ,uqua,le alla differenza 
dei quadt"ati di queste r·ette, ?ioe sara; 

- -(AB+BC)x(AB-BO)=-AB 2-BCt. 
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v H l Si cos Lruiscano su <li AD ed AC i 
quaclrati ABIF. AODE; si prol unr,h i 

1; L AB d'unaqun.ntità BK==BC e si c~m -
p1eti il ro Uango lo AKLE. 

n 
D 

La base A 1{ <li questo rettangolo 
ossentlo la so1nma dclle due retteAB 

' BC , n1entro la sua altezia AE e la 
O li ll 1. rr d • t t . · e 1 uerenza 1 ques e s esse l1nee, ne 

seo·ue che il rettangolo AI{LE==(AB+BC)x(AB-BO, Ora 
qu~sto rettangolo e composto delle due parti ABHE e BH 
LI{; e la parte BHLI{ ê uguale al rettangolo EDGF, per ­
chê BH==DE e BK=EF; quindi AI{LE::::ABHE+EDGF; ma 
queste due parti forn1ano i1 quadrato ABIF meno il qua­
drato ·DHIG, che ê il quadrato fatto su di BC; dunque 

(AB+ BC)x(AB- BC)==AB2- B0 2 • 

Scolio. Questa proposizione si deduce anche da11a for-
mola algebrica. -

- (a-9)(a+b)=a 2-b 2 . 

PROPOSIZIONE XI. · 

TEOREMA. -= ll quadrato falto snll' ipoteni'1sa ·dt un 
triangolorettangolo, e uguale alla soninia clei qiiadrati 
fatt-i sugli altri d'ue lati. · -

Sia ABC un triangôlo rettangolo; 
dopo di aver costruiti i quadrati 
sopra i suoi tre lati, si abba.ssi dal 
vertice dell' ango 1o retto una per­
penclicol are AD su11' ipotenusa; si 

II~~"t·t::S=::::::~ prolunghi questa perpendicolare 
"B n \...... finche incontra il lato FG in E , e 

si conducano 1e diagona\i A.F, OH. 
\\ L'angoloABFecomposto den·an-

\...... golo ABC e dell" angolo rett9 OBF; .,L....-L---0 
l'angolo CBH e con1 posto dello stes-

E so ango1o ABC e dell' angolo retto 
ABH; dunque l'angolo ABF=I-IBC. Si ba-inoltre AB==BH, 
come lati di uno stesso quadrato, e BF==BC, per. la mede­
sima ragione ; e pero i triangoli ABF , }IBC , avendo un 



LIBRO III. ô5 

angolo uguale cornpreso fra lati ríspettivamente uguali, 
sono uguali; ma il triangolo ABF e la metà del rettango­
lo BE col quale ha di comune la base BF e I' altezza BD 
(prop. 2) ; e il triangolo HilO ê la metà del quadrato AH 
col quale ha di co1nune la base BII e l' altezza AB, giac­
che per gli angoli retti BAC, BAL, i lati AC, AL forma­
no una sola retta parallela a BH; dunque dall' essere 
ABF:::::HBO, sarà pure il rettangolo BDEF doppio del pri• 
mo, equivalente al quadcato AH uoppio del secondo. Nello 
stesso modo si dimostra che il rettangolo CDEG ê equi­
valente al quadrato AI; e pero riflettendo che .i due ret­
tangoli BDEF, ODEG, presi insieme, formano il quadrato 
BCGF ; rimane dimostrato che il quadrato BCGF fatto 
sull' ipotenusa e uguale alla somma dei quadrati ABHL, 
ACIK, fatti sugli altri <lue lati. 

Siccome un quadrato ha per misura il quadrato del 
numero che rappresen ta H suo lato, cosi si ha l' egua-- - -
glianza BC2 = AB2+BC·?, 1a qual cosa esprime che il qua-
drato del numero che rappresenta r ipotenusa ê uguale 
alla somma dei qua<lrati dei nuineri che rappresentano i 
due lati dell' angolo retto. 

Corollario I. - II quadrato di uno dei lati che com­
prendono 1' angola retto , e uguale al quadrato dell' ipo· 
tenusa, meno il quadrato dell' altro lato, il che si espri-
me cosi: AB2 == BC2 - AC2. 

à II. Sia ABCD un q uadrato , AC la sua 
n diagonale ; il triangolo ABC essendo ret-- __, 

tango lo ed isoscele , ci darà AC 2 == AB2 + 
---. ----+ BC2 == 2AB2 ; dunq ue il quadrato falto 

D-------a sulla diagonate AO e doppio del quadrato 
fatto sul lato AB. / 

Dopo di ciõ, essendo 
-AO 2 2 ---AB2 -1 

estraendo la radice quadratá si ha: 

AC \12 
ii=l 

BLANCHET-Eleni. di Geonietria. 

Y · 
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dunque la diagonale di iin qiiadrato e 'incomrr1,ensura­
bile cal suo lato. 

K 
7 

Lj 

F E G 

III. Si é dimostrato che il qua­
drato AH e equiva1ente a1 rettan­
golo BDEF ; ma per l' altezza cp-_, 
mune BF , il ciuadrato BCGF sta 
al rettangolo BDEF , come la base 
BC sta alla base BD; e quindi _ sarà 
pure 

BC i BC . 
-=-
AB2 BD 

vale a dire che il quaclrato tlelt'ipolenusa sta al quadra­
to d' uno dei lati dell'angolo retto, corrie l'ipote1(iusa sta 
al segmento acliacente a questo lato : inten<lendo~i per 
segmento la parte dell' ipotenusa determinata dalla per­
pendicolare abbassata dal vertice delrango1o retto. Cosi 
BD ê i1 segmento adiacente al lato AB, e DO~ il segmen­
to adiacente al lato AC. Si avrebbe similmente 

BC 2 BC. ---
AC2 CD 

IV. I rettangoli BDEF, DOGE, a vendo anche la stessa 
altezza, stanno fra loro come le basi BD , CD : ma que-- '---' 
sti rettangoli essendo equivalenti ai quadrati AB2 , AC1 

si -ha . 
,__ 

AB2 BD 
--==-
AC2 IJC 

Dunque i quadrati dei due lati dell'angolo retto, stan­
no fra loro come i segmenti dell' ipotenusa adiacenti a · 
questi lati. 

-----!B A----- i i i 
• ! . . 
; : 
: t 
' 1 : 1 

C a, Ô D 

DEFINIZIONE 

Chiamasi proiezione di una retta: 
AB, su di un' altra CD,' la porzione ab 
compresa fra i piedi delle perpendico­
lari abbassate c1•ai punti A e B sulla 
retta CD. 
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Plt0P 0 8IZIONEX II. 

T 1,,on.EMA-- Jn O{lni f? ian{lol o, il quadrat o âel ta tu op­
J)Osto_ nd u_n nn,{Jolo a "nto à uouale a/l a somma det qufJ,­
d~ atz drgl i al/1•i riu e lnti, rn eno rluc 1J0Ue il re tlangolo 
à uno di qucsfi l ati pc1~·1a JJ?'oieztone lle l t allro su dt 
essa. 

~ia .., nn [lnn·olo acuto <l el trinn golo ABC, <Hco che ab-
Ã bassando AD perp endicol ~re su di BC, si 

avrà : 
- ,__. -
AB2 == AC2 + BC2-2BCxCD. 

Possono darsi due casi: 1. º Se la per ­
pendicolare cade ·dentro "del trian golo 
ABC ; si ha BD= BC - CD e per cons e-

c. guenza (prop. 9), 

BD2 = BC2 + CD2 -· 2BCx CD. 

· Aggiungendo ad ambo le parti .ÂD2, ed osservando che 
i t riangoli rettango1i ADB, ADO, danno 

AD 2 + BD 2 == A"? 2 e AD 2 + D0 2 == AC2
, 

. ' s1 avra 

AB2 ==BC2 +AC~-2BCxCD . 

.t.. 2. 0 Se la perpendicolare cade fuori del 
trian ·golo ABC, si -ha: BD=:CU--BC, e pér 

\ . co{~;t~~~a (prop. 9) ili)•= CD2+Bc2 _ 
, \~ _Aggiungendo all'una parte ed all'altra 

D n e AJ)2, ·si avrà: , 

AB2 == BÇ2 + AC2 - 2BC >< CD. 

PROPOSIZIONE XIII. 

' 
TEOREMA• - /n ognt-lriangolo ottusangoto, il qitad-rato . 

del lato opposto alr angola ottuso e uguale alla somma 
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dei quaclrati degli alt,.,·i clue lati, JJiu clue volte il rettan­
golo di uno di questi lat i per la proiezione delCaltr.p su 
di essa. 

Si::1 AB il lato opposto all' angolo ·ot­
tuso C del triangolo ABC; conducendo 
AD perpendicol are su di BC; io dico che 
si avrà: 

E primieram<!n te a no ar. i h la perpendicolare non 
pnà cadere dentro del tr i an ~r< lo· p ich · e essa cadesse, 
per esempio, ia E. il t. rian ~olo A ,,., a, reboe contetnpo­

.ra neamenle 1' an,ro lo h retu • r an ~ 11 ott uso O, p che 
ô imposs ibi le; d11nqt1<; .,~.-a ·;1d • :d di fuori, e si hn BD::c 
== BC+CD. Da cio ri ·ulta (pr p. 'J 

BD2 = Bé 2+ ' 1)! : 2B ·-- · ' 

Aggiungend o :111' un:1 p:1J'f l l tlll' ·lltra ÃÕ2 ·, e facen-
do le ritluzioni con1e n l l t e t 111:t pc cedente , si avrà: 

Scolio. 11 trian 11·olo r ~tt-111 · lo ê il solo in cui la som-
1na dei q11a<lrut i di due l ·1 i " ia uguale al quadrato del 
terzo: poichê, se l' an 1·010 con1preso da questí lati ê acu­
to, Ia. son1nut <lei lor q u ·ulrati arà maggiore del qua­
<lrnto <.lel lato oppo:sto; -e · 1 tt.u ·o; sarâ 1ninore. 

PROPOSIZIO NE XIV. 

TEOREMA - Se si unisce il 'Geralice A d' un triangolo 
quahtnque ABC, col punto d l oie~zo della base, díco che 
~i a.r1·à: 

..... 
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Abbassando la perpendicolare AD sulla 
b,, se BC, i due trjangoli AEC, ABE da-

------.---.-----.. 
ranno pei due teoremi che precedono 

AC 2 == AE 2 + E0 2-2EC~ED. 

-V AB2 == AE2 + ED2+2EBxED. 

Sommando, ed osservanoo che EB==EC, si avrà 

AB2+ AO 2 == 2AE 2 + 2EB2
• 

Osservazione-Questo teoren1a stabilisce una relazio­
ne fra le lunghezze dei tre lati di un t riangolo e la lun­
ghezza d' una mediana. ( Chiamasi ni ediana rl i un trian­
golo la retta cbe uni sce uno dei verlici col punto di mez­
zo del lato opposto). 

J RO OSIZIONE x,. 

''! r. 1 l~M .-\ - l n O{J ,1t qunrl 1 ila tero, ln. 
so~, a ti 1 i qu<ulrn. l dei {['U<itlr o lati 
d 11.r1unl' ali 1 so1111na llei qu ar.lr·ati 
d<!II ) dirl} li tl! , ] i t f)lla lt ro 1vo ll e a 
(lua .ti, ato <I lia, e. tia cheunt sce t pnn­
ti di >",...O d q11.este rltaoonalt. 

i -in A .BD, le diagonalíd elqua-
1> u1 ilnt r .ABCD , O e G i ]oro pun ti 

<li 111ezzo; si conducano le retl e BO,. DO, OG. 
Dn1 tr.ote1n 1 prec tlente i ha: 

pcl triangolo Al_3C 

pel triangolo ADC, 

Somn1an<lo, si ottiene 

AB 2 + BC2 == 2B0 2+ 2 A0 2 

AD!+ DC2 == 2D0 2 + 2A0 2, 

ÃB! + BC2 +AD!+ nci== 2(BÕ 1 + D02 ) t 4A02 

Ma pel triangolo ·BoD, si ha pure 

BÕ! + DO!= 2 BG2 + 2002 
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dunqne 

A132 + BU2 + AD 2 + 1)~2 
_; , , BG2 + 40G 2 + 4A0 2 • ' 

e sicco1ne 

AC 2 == 4AÓ2 

cosi si 'avrà infine 

BD 2 == 4BG2 • 

AB 2+ BC2 + AD 2 + DO 2 == 4ÔG2 + BD 2 + AQ2. 

Corollario. Se il qu·aorilatero fosse un parallelogram­
mo, la retta GO sarebbe nulJa; e quindi, in ogni paralle­
logrammo , la som1na dei quadrati dei quáttro lati eu­
_guale alla somma dei quadrati delle diagonali. 

La reciproca di quest'ultimo teorema e ·ancbe vera. 

DELLE LINEE PROPORZIONALJ 

,, E DELLA SIMILITUDINE 

A 

PROPOSIZIONE XVI 

'fEOREMA- Ogni í·ctta DE, parallela 
ad uno dei lati BC di un trtangolo 
ABC, ltiviâe gli altri lliee lati AB, AC , 
in parti propor zionali. . 

Suppon gasi prin1ieramente che le 
rette AD, DB, abbiano una com une nli• 

/------'-IN sura contenuta 3 volte in AD e 2 volte 
in DB: il rapporto di AD a DB sarà co-

n------_.c si rappresentato da J. · ·. -
Dai punti <li divisione di AB si conducano Ie parallele .­

a BC fino all' incontro colla À.e: dico che tutte lé parti 
AL, Ll\1, l\1E, EN, NO <li questa retta risultano ug\1ali fra 
dí loro 

Infatti, conclotte le LP, ER, parallele ad AB : i trian­
goli LP l\1, ERN, h anno i lati LP, ER, uguali, perche ri· 

1 
l 
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spettiv:unentc ua-uali allo rcUc HG DF, che sono uguali 
per ip tesi: gli angoli PL~1, H,EN, uguali, come corri­
spondcnti; gli angoli. LPI\1, ERN uguali, avenoo i lati pa­
ra.lleli e diretti nello stesso senso ; e pero i suddetti due 
trin.ngoli LPrvI. ERN, essen<lo uguali, sarà LM==E~. 

Risulta da cio, che la retta AE rimane divisa in 3 par­
H uguali, e che EC ·contieno due ui queste parti. 

11 rapporto di AE ud EC essen<Jo a<lunque uguale a¾ , 
sarà: 

AD AE. 
BD ::::: EC 

' 
Se le .rette AD, DB, non hanno una comune misura, si 

djmostrerà come nel libro II , prop. 18, che i rapporti 
AD AE 
DB' EC, sono compresi fra due numeri consecutivi di de-

cimi, centesimi, millesimi etc., e che per conseguenza , 
cssi possono considerarsi eguali. 

I 
. AD AE ) . . 

Corollario . La proporz1one DB == EC (1 s1 puo scri-

AD DB . 
vere sotto la forma AE = EC; ed eseguendo 11 componeI?--

do sulla (1) si deduce l' a1 tra 

AD AE , AD AE 
---=---o,......==-

-AD+DB AE+EC AB AC 

. . . AD AB 
che si ·puó scrivere sotto la for:ffi~ AE = Ãà' 

Infine dall~ medesima proporzione (1) si r.icava anche 

o ancora 

AD+DB 
DB 

AE+EC AB AC 
EG o DE== EC' 

AB DB 
AC= EÕ' 
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II. I segmenti di due rettc, delcrrninatj da piu para1-
leie AC, EF, GR, BD etc., sono proporzionalL 

o 

\ 
-\ 

r; - -------. i,--
' G-._/ __ ~ \n 

n/-- \ n 

Infatti , sia O j I punto d' incontro 
delle rette AB, CD; nel triangolo OEF, 
la AO essendo parallela alla base EF, 
si ha 

OE AE 
OF - CF 

N el triangolo OGH , si ha si mil 
mente: 

OE GE ----OF - FH 

OE 
Quindi pel rapporto com une OF, sj avrà infine 

AE GE ----OF - FI-r· 

GE BG 
Si dimostrerebbe nen· istesso modo che FI1 = I-ID ; 

dunque, etc. 

PROPOSIZIONE XVII. 

TEOREMA - Reciprocamente, sei lali AB, AC, di un 
triangolo ABC, sono ta.gliati in parti p r oporzionali 
dalla retta DE, in modo clle si aubia 

AD AE 
DB == EC' 

la DE sarà par·allela alla base BC. 
A Poicbe, se DE non ê paral1ela a BC , sup-

/

\ 

0 

poniamo che lo sja DO ; allora, pel teorema 
precedente, si avrà 

_;JJ~ AD AO - - -BD- OC 
u f, 
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AD AE 
BD== EÕ' 

AO AE 
·oc == EO' 

73 

proporzione iinp-ossibi1e, poichê, da una parte AE e mag­
giore di AO, e dall' a1tra, EO ê minore d1 00 ; e perà la 
DE sarà paral1ela alla base. 

Scolio. - La stessa conchiusione avrebbe luogo se s1 
considerasse l~ prop0rzione 

AB AC 
- ::r: -
AD AE' 

perchê questa proporzione darebbe co1l'eseguire il divi-
dendo · 

AB-A.D AC-AE ---~~--~ 
AD AE · 

PROPOSIZIONE XVIII. 

TEOREMA-1 . 0 La bisettrice AD dell'angolo A del trian­
golo ABC~ divide la base BC in due segmenti BD , DC , 
proporzionali aí due lati AB, AO. · · .. 

2. 0 La bisettrice AF delr angolo esterno CAE, deter­
mina anche sulla base prolungata , due segmenti BF , 
OF proporzionari agli stessi lati AB, AO. 
-i. 0 Dal punto C si tiri CE para11ela ad AD fino all' in­

contro di BA prolungato. 

1! e · n 

-Nel triango]o BCE, essendo 
AD parallela alla base CE , si 

_ avrà la proporzione (prop.16.) 

BD' AB 
p _ -=-DO AE' 

Ma i1 triangolo ACE e isoscele; giacché per le paral­
lele AD, CE, l' angola ACE-=DAC, e l' angolo AEO=BAD; 
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cl , in ltrc prr i pot. ' ~i , l >A C=- DA 1, · d11 nquc l ' angoJo 
,. CE==AE e per on egum11,a A h =- A '. SosLiLuendo AC in 
Yec - di \ E n 'll a propo1·i iono pr ' ·ucl onto, s i avrà: 

BD A I ----DO - Ao· 

0 2i conduca CG par allela ad AF ; pel trjangolo BAF, 
~i ha: 

BF AB 
FC= Ao· 

Si farebbe poi vedere, com·e nel caso precedente, che 
il triangolo AGC ê isoscele , e eh~ AG == AC ; dunque si 
avrà 

BF AB 
FC - ACº 

Osservazione. Da questi teoremi si puó facilmente de­
durre il luogo geometrico dei punti, le di cui distanze da 

due punti B , C , sono ii:i u~ rapporto tlato : . 

B A' A e n' D Princi pieremo dall' osser-
v are che sulla retta che con­

giunge i punti B e C.., non vi esistono che due punti, le 
m ui cui distanze ai punti B e C sono nel rapporto di -. n 

lnfatti , fra B e C, non vi é che A tale che si nbbia 
A'B m AB m . . h' ·1 t , . AC== n; po1c e, se per 1 pun o A s1 avesse A.10=-;; ., 

AB A'B 
risulterebbe AC -= A'(j ,propor zione evidentemen te iln--

possibile. 
Supponendo ora m > n , dico ch e non vi e sul prolun­

gamento di BC, che un sol punto D , tal e che si abbia 
DB rn - --DC - n. 

D'B ni Giacche , se per un altro punto D' si avesse - =-, . D'º· 11i-
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se ne ded urrebbe 

D1 B DB 
D' O= DC; 

donde 
D'B-D'O DB-DC BC BC 

D'C DC ' o D' O = DC 1 

proporzione evidentemente assurtla. 

º·o . . t d . l\1B m 1 posto, s1a IVI un pun o el piano, tale che -'- =-. 

D A e 

dunque 

D 

· . MO n 
Si costruisca la bisettric6 

dell' ango1o Bl\10 ; si avrà, 
in virtu del teorema prece, 

i\1B AB 
dente ?vIC = AC ; n1a si a-

,i\I l m 
MO==;-

AB 111 

A= -;-· 
. Similrnente, se si cosh ui e l·t bi ·ettrice dell' angolo 

esterno CniE, si avrà: 
B~I DB 
!\iC = DC; 

e siccome ê pure, 
B1\f m 
:MO= n' 

cosi se ne deduce 
DB ·rn 
DC =-;;i· 

Si vede adunque cbe per ogni punto M: del luogo geo­
metrico, le bisettrici degli angoli B1IC, C~IE, incontre• 
ranno la retta BC in due punti fissi A e D, tali che le lo­
ro distanze dai punti B e C stanno fra loro nel rapporto 
tli ,n ad n . 
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n· altronde le l\fA, .l\-1D , hisettrici d( duc angoli ad1a­
centi, sono perpendicolari fra loro (prop. 20. l); dunque 
ogni punto oel luogo gcomctrico trovasi situato sulla 
circonferenza <le8critta su di AD come diametro. 

Si potreb be nnche cli mostrare, ehe reciprocamente , 
ogni punto di questa circonferenza e un punto dei luogo 
geon1etrico richiesto. 

DEFINIZIONI 

Chian1ansi triangoli sin1.ili due iriangoli cbe hanno 
gU angoli uguali ed i lati on1olôghi proporzionali, (s·in­
tende per lati om9loghi quelli che sono opposti agli an-
goli uguali). · 

ln generale chiameremo po1igoni sin1i1i quelli che han­
no gli angoli rispettivamente uguali, ed i lati ·omoloahi 
proporzionali (intendendosi per lati omologhi que1li ;he ­
sono.adiacenti agli angoli uguali). 

PROPOSIZIONE XIX. 

TEOREMA-Due trian,qoli equiangoli hanno i lati or110 · 
.loghi proporzionali. 

A u Siano ABC, DEF , due triangoli 

B 

/\ cbe hanno gli angoli uguali rispet~ 
tivamente, cjoê, A=D, B~E, C==F; 

•,.c:..---i.•1. E / P ío dico cbe i lati omoroghi saranno 

L e 
proporziona1i, sicclle si avrà: 

AB AC BC 
DE= DF ==r EF" 

Si tagli aG.:.::DE, AH=DF, e si ti ri GH; i triangoli AGH, 
DEF aventlo un ango1o uguale, compreso fra lati uguali 
_sono. uguali, e sarà l' angolo AGH uguale all' angolo E ; 
ma s1 ha pure E = B; dunque l'angolo B:::::AGH; e per con­
seguenza GH risu1tando parallela a BC, si ha (prop, 16) 
la prop·orzione 

AB AC 
AG = Alf 
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.. irnilm ,111.0, UratHlo UL para lJcla ad AB , s i hD. (prop. 
l(i la proporzione 

AC no AC BC 
AH = HT~ o AH == Gil 

perch e le rette l3L e OH sono u,ruali come para llele com­
prese fra parnll ele; 0 peru pnragonan<lo l'ultima propor­
zione colla precedeu te, si ,teci uce 

o 

AB AO BC' 
AG= AH=GH' 

AB AC BC -------DE - DF- EFº 

Corollario-Affinche due trian ·goli siano simili, e suf­
ficiente che abbiano du~ angoli rispettivamente ugua li; 
poiché allora il teria angolo .·sarà uguale al terzo , e i 
due triangoli saranno equiango]i. 

PROPOSIZIONE XX. 

rrEoREMA- Dne triangoli che harino i lati proporzio­
nali, sono ancora equiangoli e q-uindi sirnili. 

A /\ Supponga~i che si abbia 

L_j BC AB AC 
,,,____~ 1} :F EF = DE = DF; 

f 

n · ,. j~ dico che i triangoliABO, DEF, 
avranno gli angoli ugua1i, cioê A=D, B==E, C==F. 

Si tagli AG=DE, AH=DF e si tiri GH; avendosi per 
ipotesi la proporzione 

o 

AB AC 
DE =nF 

AB AC 
AG == AH' 

risulterà GH parallela a BC, (prop. 17) e per conseguen­
za l' angolo AGH=ABC: 
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Dopo di cio, i tri angoJi ABC, AGH, essen<lo equiango-
li danno (prop. preceden t e) { 

AB AO no 
AG == AI-I == GH ' 

1na si ha inoltr e per i pot esi 

AB AC BC 
DE :::::DF=EF' 

e perà essendo AG==DE e Alf==DF, se ne conchiude GH:::: 
EF ; e quindi i triangoli AGI-I , D_EF , avendo i tre lati 
ugu ali, sarà DEF===AGH=ABO, DFE==AHG=ACB e D-A. 

Scolio 1. Bisogna osservara che g1i angoli uguali di 
due triangoli simili sono opposti ai lati proporziona1i. 

Scolio II. Le due proposizioni precedenti che propria­
mente ne forn1ano una sola, unite a quella del quadrato . 
dell' ipotenusa, sono le proposizioni le piu importanti e 
le piu feconde della geometría; es·se bastano quasi sole a 
tutte le applicazioni" e alla risoluzione di tutti i proble­
mi ; per la ragione che tutte le figure possono dividersi 
jn triangoli, ed u'n triangolo qualunque in due triango1i 
rettangoli. E pero: le proprietà generali dei triangoli 
comprendono implicitarbente qúelle di tutte le figure. · 

PROPOSIZIONE XXI. 

TEOREMA.-Due triangoli che hanno un angola uguale 
compreso fra lati próporzionali, sono si'tnili. . 

·, Sia l' angolo A= D e supponga~i 
·A che si abbia · 

D AB AC 
G 1\, D E::: DF ; 

8---0 EL\ - dica che il triangolo ABC à Bimilil 
a DEF. · 

Si prenda AG=DE e si t.iri G-H parallela a BC: l' an­
golo AGI-I sarà uguale a ·ABC (prop. 25, 1ib. l) ed il. tri_an: 
golo AGH sarà equiangolo al triangolo ABC : qu1nd1 si 
.avrà: 

AB AO 
AG = AH. 

1 
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~ia, per ipotesi, _ 

AB AC -~-
DE DF' 

e per costruzione AG-=DE; dunque AH=DF, e i due trian­
goli AGH DEF, avendo un angolo uguale com preso fra 
la~i rispettivamente uguali , son9 uguali ;, e quindi il 
tr1angolo AGH essendo simi1e ad ABC , sarà pure DEF 
simile ad ABC. 

Osservazione. Due triango1i ABC, .DEF, per essere si­
mili, dovrebbero adempiere a quattro con<lizioni; cioe 

A==D 

B==E, 
AB AC 
DEI:;:: DF' 
AI3 BC 
DE EF. 

Ma risulta dai tre ieoremi precedenti che bastano due 
sole di queste condizioni. 

PROPOSIZIONE XXII. 

TEOREMA-Dite triangoli che hanno i lati paralleli o 
perpendicolari, sono simili. . 

Infatti; siano A, B, C, gli angoli <l' uno dei ~triangoli , 
A', B', C', quelli dell' altro. . 

Si sa éhe due angoli ch6 hanno j .Jati par.alle]i o per­
pendicolari sono uguali o supplementari , e quindi uon 
si puo fare che una delle tre i pote si seguenti: 

lº A+A'=2r B+B'=2r O+C'==2r; 
2º A+A'==2r B+B'=-=2r C::.:C'; 
30 A=A~ B=B'. e per conseguenza C=C' : 

ma nella prima ipotesi , la somma degli angoli dei <lue 
triangoli sarebbe uguale .a sei retti, e ne1la seconda ipo­
tesi questa somma sarebbe n1aggiore di quat~ro retti: e 
perô la terza ipotesi essendo 'Ja sola am~issihile, ne se­
gue che i triangoli debbono essere equiangoli e quindi 
simili. 

Osservcizione-I lati omologhi dei due triangoli, sono 
i lati paralleli o perpendicolarj. 
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PROPOSIZIONE XXIII. 

TEOREMA-Essendo dato un polígono, se ne puó sem- . 
p r e costr-uire 'u,n altro, in guisa che questi due poligonf 
siano coraposti di uno stesso nuraero di triangoli simili 
e similnie n te disposti. 

Infatt i, sia A.BODE il poligono dato; 
dopo di aver tirate <lal vertice A le 
dia gonali A O , AD , si prenda sul la.to 

e AB un punto b ad arbitrio , e da que­
st o si conduca la l>c parallela a BC, 
noncl e la c;cl parallela a CD, e<l in ul-

E tirn o la cl.e l a ra llela a DE: i triangoli 
Abc, Acd, ... sar ann o ri .-pcLiiY:unc11tc s iinili ai triangoH 
ABC, ACD, ... u<l i du ) I oli gon i ABCDE, Abccle, co1nunque 
<lispost i l'uno per r a.pJ or fo all' al t l'o , •ri ulte1·ann.o com-· 
posti <li uno ste: .. o uu1ne1·0 di tri aneoli simili e simil­
ment e dis posti. 

P RO PO lZJ ONb XX IV. 

'rEoREMA- Due poliooni A IJ JlJE , abcll e, composti di 
nno stesso nun1e1·0 di h·ia·11r;oli sirílili e similmente di­
sposti, hanno gl i ango l i ugnali ciascun o a ciasc~no ed i 
lu ti ornolouhi JJl 'OJJOr·~ lon a ti , e per· conseguenza sono 
si11i'ili. 

Il In fat ti. per la similitu<line dei trian­
goli ABC, a/Jc, l' angolo ABC=abc, e 
l ' ango la BCA=b ca ; per la similitu­

c <l ine de i t ri angoli ACD, acd, l'angolo 
.A.CD==accl, donde si ricava BCD=bod, 
e co..:i d i seg uito. 

Ino ltre, per gli stessi triangoli si· 
m! li , s i ba la serie di rapporti u, 
guali. 

AB BC AC CD AD DE AE 
== - = - == - == ....._ = --"= --'; 

ab bc ac cd ad · de ae 

dunque i due poligoni avendo gli angoli uguali ed i lati 
l)molocrhi proporzion ali, ·son o simi li. 

('.) , 
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PROPOSIZIONE XXV. 

' 
TEOREMA - .Recipr'ocaniente , due poligoni sirnili pos-

so no essere decorriposti in uno stesso numero di trian­
goli siniili e siniilmente disposti. 

e Dal vert~ce A del po-
li --- "'"" H Jigono ABCDE si tirino 

le diagonali AC, AD, 
o F LC-_,--7 ·1 ngli altri vertici; e ne1-

.A.lL---+-7" ra1tro poligonoFGHIK, 
K si conducano simil-

E mente da] vertice F , 
omologo di A, le diagonali FH, FI agli altri vertici. 

Siccome i ' poligon~ ~ sono simili, cosi l' angolo ABC é 
uguale al suo omologo FGH ed i làti AB, BC , sono pro­
porzionali ai lati FG, GH; di guisa che si ha: 

AB BC 
FG== GHº 

Dunque i triangoli ABC, FGH, avendo un' angolo u­
guale compreso fra lati proporzionali sono simili; (prop :, 
21), .e sarà BCA==GHF. Sottraendo inoltre questi due an:. 
goli dagli angoli uguali BCD, GI-Il, i residui AOD , FHI, 

. saranno ancbe uguali ; e siccome per i triangoli ABC , 
·, FGH, simili, si ha 

AC I~O 
~~=Gfl; 

e d' altronde per la similitudine dei poligoni si ha pure 

BC CD 

sicche 

;.__ =: 
GH Hl; 

... .t\..O' CD 
FÍ-I -~HI; 

cosi i due triangoli ACD, FHI, avranno un angolo uguale 
compreso fra lati prbporzionali e perció sqno simili. Nel-
1' istesso modo si dimostrerebbe la similitudine degli al .. 

· BLANCHET-Elem. di Geometria. 6 
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tri t.riangoli , qualunque siu il numero dei lati de) poli­
a-ono proposto ; dnnc:iue clue poligoni simili sono compo­
sti di uno stesso nnmcro ui triangoli simi1i e similmente 
disposti. 

Osse1·t az•ione I. La decomposizione si puo fare in piu . 
n1anie.re col condurre Je diagonali da clue vertici omolo­
ghi qualunque. Risulta da ció, che in due poligoni simi­
li, due diagonali omologhe GE, HK·, stanno fra loro come 
due lati 01nologhi ; poiche esse sóno lati omologhi dei 
triaogoli sin1ili ODE , HIK , i quali fanno parte dei due 
poligoni. 

Osservazione II. Affinche d ue poligqni ui n lati siano 
simili, ê necessario secondo la definizione , che abbiano 
gli angoli uguali, il che dà n-1 egµaglianze; e che ab­
biano i lati omologhi proporzionali "_, il che conduce an-
cora ad n-1 eguaglianze. 

Perchê dunque due po1igoni. di n lati siano simili, si 
richiederebbero 2n--2 condizioni , ma ê facile r assicu­
rarsi che 2n-4 sono sufficienti. 

Infatti , due poligoni di n. lati saranno simili se sono 
composti di uno stesso numero di triangoli simili e si­
milmente disposti: ma due condizioni sono sufficienti 
per la simiglianza dei t riangoli, dunque i1 numer0 delle 
condizioni suíficienti affinchê due poligoni di n lati siano 
simiH, ê uguale a 2 moltiplicato per il numero dei trian- . 
goli, o per n-2; cioê e uguale a 2n-4. . .. 

Osservazione III, Si e veduto che nei triangoli, l'egua­
glianza degli an goli ê una conseguenza della proporzio-· 
nalità dei lati, e reciprocamente. Ma non succede lo stes~ 
so nelle figure di' piu di tre lati, giacchê princip iando dai 
quadrilateri, si puó, senza cambiare gli angoli , alterara 
la proporziohalità dei lati , o senza alterare i lati , cam­
biare gli angoli: per esenipio, tirando EF. parallela a BC, 

n F e nel nientre che gli angoli del quadrilat~ro · 
AEFD sono uguali a quelli del quadrilatero 
ABOD, non si verifica la proporzione dei 
lati omologhL 

A . E B Come pure coi quattro lati del quadri-
Jatero ABC];) , si puo formar ·e un altro quadrilatero che 
non abbia gli stessi angoli. · 
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lnfatti, si tiri ad == AD, ai punto d fac­
e ciasi un angolo qualunque diverso da D ; 

si prenda de DC. e dai punti a e e, come 
centri e con due raggi rispettivamente u­
guali- ad AB CD, si descrivano due cir­
conferenze che si tagliano in b; i1 quadri­

ª----tct 

latero abcd avrà gli stessi lati di ABCD, mentre o-li an-
goli sono diversi. º 

e 

DEFINIZIONI. 

I. Due punti O e o si dicono omo­
loghi per rapporto ai due poligoni' 
simili ABODE, abcde, allorchê con­
giungendoli cogli estremi di due 
lati omologhi AB , ab , . i triangoli 
AOB, aob, risultano simili e simil­
mente disposti. 

II. Due rette sono omologhe per 
rapp rto a rlue poligoni simili, al­
lorch ê uni sco no punti 01nologbi due 
a due. 

PROPO SJZI O_ 'h X XVI. 

TEOREMA - Se si co1i ,1i u n t10 o i pun li omolooht b eà 
o' dei poligoni simili ABCDE, abcu e , coi verltct dí que­
sti poltgoni; t lriangoli OBC, OCD, etc. sono rtspettiva-
1nente simili ai tr·iangol,: obc. ocd, etc. (4'). 

Infatti, per la similitudin e dei poligoni, r angolo ABC 
e uguale alr angolo abc; e per la similitudine dei trian­
goli ABO , a/J(J , r angolo ABO ê uguale all' angolo abo , 
dunque gli angoli OBC, obc, sono uguali come differenze 
di angoli rispettivamente uguali. 

(•) Questo teorema potrebbe enunciarsi anche nel seguente 
modo: · 

Se due pun:ti O, o s~no ?ID:ºl?ghi rispetto a due lati omolo-
. ghi AB. ab d1 due pohgon1 s1m1h A~CD~, a~cde; lo s~ran~o 

pure rispetto a qualunque altr~ copp1a d1 lati om~lo~~1 ; . o 1n 
altri termini: se i due triangob A.BO, abo,. sono s1rr11h? ª~?he 
gli altri triangoli BOC, boc; COD, coà, risulteranno sun1h. 

N. del Trad. 

, 
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Si ha inoltr e 
AB BC - ~ --, 

ab - bc' 

e pei triangoli simili ABO, abo, si ha pú~e 
AB BO . 
ab == bo ' 

quindi se ne ricava 
BO BC 
- --bo . - bc · 

I triangoli BOC, boc, aven<lo adunque un angolo · ugua­
le c_ompreso fra lati proporzionali, sono simili. 

Nell'istesso modo si <limostrerebbe che i triangoli OCD, 
ocd, sono simili, e cosi di seguito. -

Osservazione. -Con considerazioni analoghe, si dimo­
strerebbe che in• due poligoni simili, due rette omologhe 
sta!}nO fra loro come due lati omologhi. 

PROPOSIZIONE XXVII. 
TEoREMA-Le rette AF, AG, etc. condotte dal vertice 

di un triangolo dividono la base BC e la suq parallelcL 
DE in parti proporzionali; in modo che si ha 

A 

B F G H O 

DI IK KL 
BF == FG == GH etc. 

Dappoiche, essendo DI parallela a BF .. 
il triangolo ADI é equiangolo ad ABF e 
si ha la proporzione · 

DI AI 
BF:::. AF; 

similmente, essendo IK parallela ad FG, si ha: 
AI lK 
AF = ~G· 

e pero in forza de] rapport.o· comune si ha =. 
DI JK ---BP - FGº 
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. t , . .1 IK KL 
S1 -rovera s1m1 n1ente F-G- == --, etc.; dunque la retta GH 

DE e divisa nei punti I, K, L , come la base BC ]o e ne· 
punti F, G, H. 

Corolla1·io. - Se BC ê divisa in parti uguali nei punti 
F , G, H , la parallela DE rimane anche diYisa in parti 
uguali nei punti I, K, L. 

PROPOSIZIONE XXVIII. 

TEOREMA-Se dalrangolo retto A del triangolo rettan­
golo ABC si abbassa la perpendicolare AD sull' ipote­
nusa: 

1. 0 I due triangoli parziali ABD , ADO , saranno si• 
mili fra toro ed al triangolo totale ABC. 

2. 0 Ogni lato AB , AC sarà media proporzionale fra 
l' ivote nusa BC e il segrnento adiacente BD o D'C. 

3.0 La perpend'icolare AD sarà 1nedia propor·zionale · 
fra i due segrnenti BD, DC. 

A 1.0 I dne triangoli B..\D, e BAC aven-

BDA uguale all' angolo retto BAC , il 
terzo an~olo BAD dell'uno sarà uguale 

do l'ano-olo B di com une e l'angolo retto 

1~ " e al terzo C dell'altro, e quintli questi due 
triangoli come equiangoli, sono simili. Nell'istesso modo 
si dimostrerà che il triangolo DAC ê simi le al trjangolo 
BAO , e pero i tre triang-oli sono equiangoli e simili fra 
loro. 

· 2.ºSíccome il triangolo BAD e simile al triangolo BAO, 
cosi i loro lati omologhi sono proporzionali : ma il lato 
BD nel piccolo triangolo e omo!ogo a BA nel grande , 
perche opposti agl~ angoli ugua!1. BAD, BOA; e l'i potenu­
sa BA del piccolo e omologo all 1potenusa BC del gran­
de, si puõ ·quindi formare 1a proporzione 

Similmente si avrà 

BD BA 
BA== BC; 

DC AC 
Ac=Bc; 

dunque, 2.0 ciascuno dei 1ati AB, AC e roedio proporzio-
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nale fra r ipoi nni1Sa ed il .·cgrncn to adiacente a questo 
lnio. 

3.º lnílne, 1·1 -imilitucljne dei triangoli ABD, ACD, dà. 
col paragone dei lati orno]oghi: 

BD AD . 
AD ~ fie' 

àunque, 3.0 la perpendicolare AD e media proporzionale 
fra i segmenti BD, DO, den· ipotenusa. 

Scolio.-Dalla proporzione 

BD AB 
ÃB == BC 

ricavasi coll'eguagliare il prodotto degli estremi a quello 
-<lei medi, AB 2== BDxBG. 

ª. ·1 t d 11' I ·. DO AC . -kl1m1 men e a a tra proporz1one AC = BC r1cavas1 
' . 

AC~::::::DCxBC; dunque AB 2+AC 2~BDxBC+DCxBC,.· ma i1 
·2.0 membro ê lo stesso che (BD+DC)xBC, e si riduce a -·- -
.. BCxBC o BC 2

; q uindi si ha 
1 

- - -
AB2+AC 2 == BU~; 

cioê che i1 quadrato fatto sull·ipotenusa BC ê uouale al1a 
sorilma dei quadrati fatti sugli altri a·ue lati. Si

0

sarà cosi 
ritornati sulla proprietà del quadràto dell'ipotenusa, ma 
per una_ via diversa ; il che ci fa vedere che , propria­
mente parlando, ]a proposizione del quadrato deli' ipot,~­
nusa é un~ conseguenza <lella proporzionalità dei lati dei . 
triangoli ·simili. . 

Corollario.-Se da un punto A della cir­
''>--- \ conferenza si tirano le due corde AB.AC, 

alle estremità del diametro BC. il trian--
·g 11 e golo FAC essendo rettangolo in A (prop. 
19. 2); ricavasi 1.0 che la perpenclicolare AD e media 
proporzionale fra i due segmenti BD, DC, del diametro; 
ovveró che il quadrato AD2 e ugualé al rettangoloBD;><DO 

2. ° Che la corda AB e media propor·zionale fra il dia• 
·n1etro BC ed il segmento RD. Pt,vern A 'H2=BDxBC; non 

.. . 
\ 

., 

' 
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cite 

. 
A C1:::Cl)x lHJ . 

~i dh ilh, no qncste (1ne egnaglianze membro amem­
bJ\) ·i l, n. 

J I • 
' 1) 1 

e se si dh irl . \..l per nc2 • si avrà sin il rn n e 

1TI:P BD 
Boi = BC; 

cosl pure 

AC2 DO 
BC~L - Bc· 

Questi rapporti dei quadrati dei lati sia fra loro , si 
col quadrato dell'ipotenusa, sonosi gjà dimostrati nei co­
rol1arii III e IV della proposizione XI. 

PROPOSIZIONE XXIX. 

TEOREMA-Due triangoii che lianno un angola uguale 
ad un cingolo .. stanno (r'a loro comei rettangoli dei, lati 
che com prendono gli angoli eguali. Vale a d ire eh-e U 
triangolo ABC sta al triangolo ADE come il retta ngolo 
ABxAC sta al rettangoln ADxAE. 

B 
,. ...... ~· 

· A . Si tiri)a BE; i due triangoli ABE , ADE 

.... E .......... ......... 

H cui vertice comune ê in E , avendo la 
stessa altezza, stanno fra loro con1e le 
basi AB, AD (prop. 6); sicchê si avrà 

ABE_A~ 
ADE- AD' 

Similmenle si ha 
ABC AC 
ADE~ AE; 

E pero , moltiplican~o queste due proporzioni per or-
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dine , ed on1ei.ionclo i1 te nnin o cornu ne A.DE, r i su l terri 

ABC ABxA C. 
-- -
ADE ADxAC 

P ROPO SlZl ONE XXX . 

TEOREl\IA - Due trian ,qoli si rnil i ':>lann o f ra loro come 
i quadrati dei lati omologll i . 

B 

Esse ndo per Ja s jmi1itudine 
A D dei t rian goli l'angoloA:.:: :D e 

C ·E F 

l' angolo B==E; si avrâ pel teo­
ren1a precedente 

ABC ABxAC 

DEH-DExDF' 

che si puó scrivere sotto la forma 

ABC AB · AC 
--- - ><---. 
DEF-DE DF 

Ma per la stessa similitudine si h~ pure 

ACAB 

dunque I 

ABC AB AB AB 2 

- ---X--- · 
DEF-DE DE-DE 2 

PROPOSIZIONE XXXI. 

TEOREMA - I contorn i operimetri dei pôUgoni simili · 
stanno fra loro come i lati ornologlti, e le toro superfi,­
cte stan no fra loro conie i quadrati dei nieaesimi lati. 

e 

V--------;7D FV----?l 

K 
B 

1. 0 Siccórne si ba, per 
la natura delle figura 
simili, 

AB BC CD - ==- ==- - etc., 
FG GI-I !-II' . 
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cosi si ricaya da q 11 m~f.n serie ,li rnpporti u uali 

AH -Hu+cn. .. AB 

Pn 1-011 ·l• ll l. . . 

cit1 eh( ,lhnosi.rn la prima pari .,~ ,Jcl t.corem ('. . 
." l i.rinn°·oli silnili ACB li GTI, e ndo simili:, si h 

Acn ÃtJ . 
11 11 - 1i11/ 

rna i trian :)•oli ilnili AOD, I•J-II <lanno pure 

--ACD A02 
..,_,____~ _.._.,_ 

FifI FÍ-I2 ; 

e quindi pel rapporto con1une si avrà 

ABC..,...ACD 

FGH FH\; 

Con un ragionamento simile si troverebbe 

ACD ADE 
FHI == Fllr ; 

e cosi di seguito per tutti gli altri triangoli del po i-
gono. . 

Da questa serie di _rapporti ugua1i -ricavandosi adunq 

-
ABC+ACD+ADE ABC Aü2 AB2 

FGH+FHI+FIK -= FGH:::::FH2 o== FG2 

ne segue che 1e superficie dei poligoni siini1i stanno fra 
loro come i quadrati <lei lati omologhi. 

· PROPOSIZIONE XXXII. 

TEOREMA-Le partt di due C01"de AB, CD , clle si ta. 
'gltano tn un cerchio , sono reciprocamente propo rz'i o-

nalt ; ctoe si avrà · 

AO 00. 
oo =oB 
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le corde AC e DD ; i <l.ue triangoli ACO , 
BOD , avendo gli angoli in O uguali 
come opposti al vertice , 1' angola A u­
guale all'angolo D perche inscritti nello 
stesso segmento (prop. 19. 2) e per la 
stes sa. 1·agione- l' angolo C=B , sono si-
1ni 1i ed i lati omologhi danno la pro­
porzione 

AO 00 
- - - · - · 
DO OB 

Co1·ollario - Da quest' ultima relazione derivandone 
1 · ltr a AOxO B==DüxCO; ne segue che il rettangolo del1e 

ue parti di una delle corde e uguale al rettangolo delle 
due parti delraltra. . 

PROPOSIZIONE XXXIII. 

TEOREMA. - Se ela .un punto O, preso fuori di un cer­
chio, si conducono te secanti OB, OC, terminciteall"arco 
concavo BC; le intiere secanti saranno reciprocamente proporzionali alle loro par ti esterne; cioe si avrà: 

OB OD ---
00 OA. , 

Poiché tirando AC , BD , i tri':tn~oli 
OAC, OBD, avenclo l' an golo O di n1u­
ne, e l' angolo B=O (p1·op. H) .2 :' no ~1-
mili; ed i lati ·omol og hi daranu Li pro­
porz ione 

OH l 
o )=- 0 1 . 

Cor tla ''ÜJ. - lhu1t1uu il l' ttlul olo ü ·\. 
;,c.OB é uguale al r tan g( lo ~xoD. 

" cúlio - · puo osserv · 1·e e ho q u · ta prop n·zion .' ,1n­
fJlé a 1~ p ·ecetl:.)n e , giaeche le duo · l' l , b, D, 1n,· 
di ag,l' a · · · <len 1·0 uel ccrchio, ~i t·i~ li u\ ru 1·i di ~s . 
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PROPOSIZIONE XXXIV. 

TEOR.18MA - Se àa itn punt o O, p,·'eso fuori di un cer­
chio, si ti,·a 'tina tanqenle OA e una seca,nle 00; la tan­
'gent sa,,.à 1jtedit1, Jw·ovo,,.z-lonale (r·a la secante e la sita 
pa?,te este1 na; sicche si avrà 

o 

.. •' 
,,,.~' 

n 
, 

.<\. : ·······-~············ e 

00 OA - . - - -
OA 0D 

01,ver·o OA2=00xOD 

Poiche, tirando AD e AC, } trjangoU 
OAD, OAO hanno l'angolo O di comune; . 
inoltre l' angolo OAD formato da una 
tangente e da una corda, ha pr-r misura 
(prop. 20·.2) la metà <lell'.arco AD, e ran­
golo C ha la stessa misura; quindi l'an­
go1o OAD~c; e percio i due triangoli 
essendo simili danno la proporzione 

oo· ·oA -
ÕÃ- OD '. 

<lalla qual e risu 1ta 

· Scolio - Questa proposizione puà dedursi dalla prece­
dente, consirlerando la tangente O.A. come il limite delle 
'posizioni che prende una secante ~llorchê gira intorno 
·ai punto O. 

PROPOSIZIONE XXXV. 

TEOREMA-In ogni triangolo ABC, il reltangolo di due 
lati AB , AC, e uguale al rettangolo che ha per lati il 
diamet.ro CE del cer·cliio c-trcoscrlllo e la perpendicola-
re AD abbassúla sul lerzo talo BC. . 

Poiché tirando AE, i triangol i A BD 
. AEC rettango li l'uno in D e 1, altro i~ 
A avendo l'angolo B=E; sono simili e 
darino la proporzione 

AB_AD. -- -, 
CR AC 
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donde risulta . 
ABxAC==CE>:<A..D. • 

Corollario - Se si moltiplicano questi prodotti uguali 
per la stessa -quantità BC, si avrà . 

· ABxAC><EC==OExADxBC. 
l\1a AD xB C ê i1 doppio della superficie del triangolo 

(prop. 6); dunque il prodotto dei tre lati di un triango­
lo e uguale alla sua superficie molliplicata per il doppio 
-del diametro del cerchio c·ircoscritto. (•) 

II prodotto <li tre rette chiamasi solido, per una ragio­
ne che si veçlrà dopo. II suo valore si concepisce facil­
n1ente, con l..., immaginare le linee ridotte in numeri , e 
-col moltiplicare i numeri dei quali si tratta. 

Scolio. Si puo anche dimostrare che la superff,cie dt 
-un triangolo e uguale al suo perimetro moltipticato per 
-la metà del raggio clel cerchio inscritto. 

Poiche i triangoliA.OB,BOC,AOC • 
che hanno il vertice comune in O, 
hanno pure per altezza comune il 
raggio del cerchio inscritto; quindi 
la somma di questi triangoli essen­

~.:::::,_J~----c do uguale alla sommadelle basiAB, 
A. BC, AC, moltiplicata per la metà 

,del raggio OD, ne segue che la superficie del triangolo 
ABC é uguale al suo perimetro moltiplicato per la metà 
del raggio del cerchio inscritto. 

PROPOSIZIONE XXXVI. 

TEOREMA--In un triangolo ABC, se si divide l'an golo 
A in due parti uguali per 11iezzo della retta AD, i'l re t­
tangolo dei lati AB, AC sarà uguale al 1·ettangolo dei 
.segnienti BD, CD, piu ü quadrato delta secante AD. 

A Facciasi passare una circonf er enza. 
per i tre pun t i A, B, O; prolunghisiAD, 
fino alla circonrerenza e si conduca la 
OE. 

e 11 triangolo BAD e simile al t rian-
golo EAC; poichê, per ipotesi, l'an go­
lo BAD==EAO e r angola B==E a:rendo 
entr ambi per n1isura ln rnetà dell' arco 

Ç') Dal suddetto corolla.rio risulta una secouda espressione 



LIIlRO III 

AC; avren10 dunqne la proporzione 
93 

HA AD 
-= -
AE AC 

rlond ri~nlta TIAxAC::::AExAD; mn AE=1 I + DE, e moJ­
ti pli .. ando an1 bo i n1em bri cl i questa egu aglianz a per A 
si ha 

ARx AD==AD2+ AI x DE; 
cd :i inoltr 

AD 'DE= BDxDC, (prop. 32) 

dunqu e infine si avrà 

BAxAC=AD 2t BDxDC. 

PROPOSIZIONE XXXVII. 

TEOREMA - ln ogni quadrilatero inscritto ABCD i l 
rettangolo delle due diagonali AC, BD, e ugua le alla 
sonima dei rettangoli dei lati opposti; sicche si ha 

ACxBD=---=A BxCD+ADxBC. 

dalla quale risulta 

A~ punto B facciasi l'ango lo CB­
uguale ad ABD e prolunghbi BI fi­
no ad -incontrare AC. 

Gliango1i ADB, BCiessendo ugua­
d 1i perché in3critti nello stesso seg­

mento AOB ; ed essendo r angolo 
· ABD==CBI, per costruzione; il tria.n ­
golo ABD é sin1i1e nl triangolo IBC 
e si ha la proporzione 

AD BD ---
OI BC 

ADxBC::::OlxBD (l) 
Essendo inoltre ABD==CBI, se si aggiunge ~ll'uno e al­

l'altro DBL si avrà A.BI:::::DBC; ma gli angoli BAI e BDC 

dell'area di un triangolo, che come vedo8i e ngnale al prodot­
to dei tre lati diviso pel doppio diametro del cerchio cirsco-
sci-itto. ' · N. del :Crad. 
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,sono pure ugu ali perche i ~scri tti n~ll~ ~tesso . segr,nento; 
,<lunque i triangoh ABI,. DBC, sono s_1m1h , ed 1 lati omo­
:,loghi danno ]a proporz1one . 

AB AI --- ~-, 
BD DO 

.dalla quale ricavasi 
ABxCD-=AixBD. (2) 

sommando ]e eguag1ianze (1) e (2), ed osservando che 
AixBD+CixBD=-=(AI+OI)xBD=ACxBD, . ' s1 avra 

ADxBC+ ABxCD::t:ACxBD. 

PROPOSIZIONE XXXVIII. 

TEOREMA - ln, ogni quadrilatero non inscrittibile il 
1,.etta.ngolo delle diagonali e niinore delta somrna dei ret ... 
tango li dei l&li opposli. . . 

Per i -tre punti A, B , C, si faccia 
E · passare una circonferenza che cer-

. tamente non conterrà il quarto ver­
tice D; si co~truisca l' angolo ABI = 
DBC e l'angolo BAI:::BDC. La retta 
. ..i\.l nnn . potrà _ coincidere con AC , 

~e poichê il ' punto D non trovanrlosi 
'···1 / sulla circonferenza, l'angolo BDC e 

. diverso da BAC: in fine congiunga-
si il punto I col punto C. · 

I triangoli ABI, BDC, equiangoli percostruzione, dan­
no la proporzione 

donde 
AlxBD ==AilxDC. ( 1) 

Inoltre, se dagli angoli uguali ABI. DBC 
1 

si toglie la 
p~r~e c~mune. D~I, res.ta r Hngolo A.BD==IBO; e per la si­
rn1htud1ne dei tr1angoll AHI, DBO. si ha. la proporzione 

AB Bl 
Ifü :::: ifo ; 

quindi i triangoli Ano, IBO, aventlo un an , ... Dlo ugua1e 
compreso fra luli propo1·zio11·tli, sono simili

0

e danno la 
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proporzione 

dalla qua1e ri cavasi 

IOxBD=ADxBO (2) 
Sonunando le eguaglianze (1) e (2) si ha 

BDx(AI+IO)=A~xDC +ADxBC 
e siccon1e Ar+rc e 1naggiGre di AO, cosi sarà 

BDx..t\..C<ABxDC+ADx BC. 
Scolio. - Da cio che si ê detto si deduce che se in un 

quadrilatero, i1 rettango1o delle diagonali ê uguale alla 
somma de'rettangoli de'lati opposti, questo quadrilatero 
e inscrittibile. 

PROPOSIZIONE XXXIX. 

TEOREMA. -Le diagonali di u-n quadrilate1"0 inscritto 
stanno f'ra loro cor11,e le sor,ime dei rettangoli de_i lati che 
terminano alle lorQ estremità. , 

.u II quadrilateroABODessendo de-
con1posto dalla diagonale AOindue 
triangoli ABC, ADC, se indichiamo 
con R il raggio del cerchio circo­
scritto,. si avrà 

'L:.-1-----::::::71 e 
ABxBCxAC::::=4RxABO 

ed 
. · ADxnCxA.0==4-RxADC (prop. 35). 

Sommando, avremo 
. ACx(ABxBO+ADxD0)==4RxABCD. 

l'via se si decómpone il quadrilatero in triangoli per 
mezzo della diagonale BD, si troverà pure 

BDx( ABxAD+ BCxDC)=4RxABCD; 
e pero essendo 

ACx(ABxBC+ADxDC) , BDx(ABxAD+BCxDC), 
si avrà la proporzione 

AC ABxBC+ADxDC 
iili::: ABxBO+ADxDC· 
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PROBLEMl RELA TIVl AL LIBRO III. 

--

PROBLEMA J • 
• 

Dividere una retta data in . parti uguali o in parti 
p1t•opo'rzionali a piu rette date. 

1 ° Suppongasi che si debba dividere la 
A retta AB iil cinque parti uguali. Dall' e­

stremo A si tiri comunque la retta indefini­
·1 ta AG e prendendo una lunghezza arbitra­
X ria AC, si porti 5 volte su di.AG. Congiun-
. gendo l'ultimo purito di divjsione G co1re­

L stremo B, e conducendo OI para1lela a CB, 
M io dico che AI sarà la qujnta parte de1la 

~--------1B retta AB; e-che per eonseguenza portando 
- AI cinq ne volte su di AB, la retta AB re­

sterà divisa in cinque parti uguali. 
Infatti , essendo CI parallela a GB ne segue che i latí 

..A.G e AB~ rimangono divisi proporzionalmen te in C ed I 
{prop . 16); ma AC ê la quinta parte di AG, quindi AI sa­
rà la quinta parte di A.B. 

A r K l\ · 2° Sia a dividersi l ·:i retta .AB 
l'__ in parti proporzion·:tli alle ret-
Q. t-1 te date P, Q, _R. 
:s. Dall' e~t re1uit·\ .\. si tiri L1. 

rotta ind efinita AG e prend·u1~ 
siAÜ=P,CD=Q,DE=R. se si 

, o eo u 0 ·iunn·ono o·li esti· ~nli E B, 
d · t· e º º t:, u e ai pun 1 e I tiÍ conduconü CI, DIC parallele ·t E.o re-

terà la retta AlJ divi~a nnlle parti AI, IK I(B, pr p r­
zionali alle rette d, te P , o , H. , giacc h' pt1r l par·1.llele 
CI, DK, EB, le pa1·ti AI, IK, ICU :sono p1•üp<.n·ziú11·1.li alle 
parti AU, UD, DE (pro1L lü); che per cost1·uzione sono U· 
guali alle rette date P, Q, n .. 

Osse1· ·aztone-Se si volossel'o ti·ovare sulla retta che-
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conginngc i punti A, e B , 
due punti tali che le ]oro di­
stunze dai punti A e B fo~­
sero nel rapporto di Th1 ad N 
(essendo lVI rnaggiore di N); 
basterebbe d ivi<lere per rnez ... 
zo della costruzione prece­
dente , lu retta AB in due 

parti .A.I, IB, che stiano nel ra'pporto <li 1\1 ad N. 
Per trovare poi sul prolungamento di A.B, il punto che 

gode della stessa proprietà, si prender à AC::::lVI e CD=-N, 
si congiungerà DB e si tirerà OI' parallela a DB. I' sarà 
il punto dimandato; perche si ha la proporzione 

AI' AC 1\í 
m1== CD ==N . 

PROBLEMA II • 

. Trovare una. quarra proporz'ionale in ordine ci tre 
rette date A, B, e. 

D Si tirino due .rette indefinite 
1------1A DE, ,DF che facciano un angolo 

~-,11 qualunque; sulla . DE si prenda-
___ ----40 no DA==A e DB=B; sulla DF si 

prenda DC=C ,· congiungasi A 
con C e dal punto B conducasi 

Ja J BX parallel~ adAC; io dico che 
DX sarà Ia quarta proporzionale ric~iesta ; poichê sic­
come BX e parallela ad AO, cosi si ha la proporzione 

DA DC, 
DB ==.5x 

Ma i tre primi termini di questa proporzione sono u­
guali alle tre rette date, dunque DX ê la retta cercata. 

Osservazione J. Essendo . A, B , C , le tre rette date ed 
essendo X la quarta proporzionale <lomandata, si avrà 

A C, 
. --B-x 

DLANCHET- Geometria. 7 
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donde 

GEOMETRIA , 

X · nxC 
A· 

. 0sse1·vazione II. Se O é uguale a B, la retta X prende 
il non1e di ter.za proporzionale in ordine alle rette A e B, 
e si ha 

X==Bz 
A;· 

Ia costruzione · pero e assol utarnente la stessa. 

PROBLEMA III. 

Trovare · una media proporzionale fra due rette date 
A e B. . 

Sulla retta · indéfinita DF si prenda­
no DE---=-A, EF=:B; sulla ·DF come dia- · 

'\., . metro, descrivasi la semicirconferen­
za .DGF e dal punto E s' innalzi sul 

».___E....___ ___ ~F dia1netro Ia perpendicolare EG che in-
B contra Ia circonferenza in G; io dico 

che EG sarà J a n1edia proporzionale 
cercata. 

Poich~ la .perpendicola re GE ,. abbassata da un punto 
della circonferenza sul diametro e media proporzionale 
fra i due segmenti DE, EF, i quali sono rispettivàmente 
uguali alle rette A e B. . 

- G ---- Ser·onrla costruzione-Peese DF;:::;:: 
==l1., DE==B. si descri va una circonfe .. 
renza sn di DF con1e dinlnetro ; s' in• 

0 ~, --=--'----..Jl" nalzi EG . perpenclicolar e a DF e si 
A._. con g iun ga il pnnto G col punto D; la 
B~ rcttnC,D sa1·ú 1nedin propo1·zionale fra 

u 

A1----- -

A e I3 (Cor. de lla prop. 28). 
'Per·za coslru.zione - Prenda.si OC 

=A. , OD:::::::C , facciasi passare p r i 
punti D e O una circoufe1·enza l na­

e lunque e da l punto O t irisi un·t tan­
gente OA a qnosta ci l' ·ont't: 1·e·11za ; 
la r<• lta O.A 1sn.rú nH- cl in prúpol'zio­
ua lo f1·a A o n. (prop. ~')-1). 
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PROBLBMA lV. 

cost,~uir•e un quadr·ato equivalente ad un parallelo­
g,·a?nm.o o ad nn t?"iangolo dato. 

n o 1 ° Siano AB 1 a base del parallelo-

/-/ [. 7 gra1nmo dato, J)E Ja sua aJtezza ed. 
X il lato del quadrato cercato; si 

/ \ / 1love :i.vcre -

A E l3 X2-==ABxDE 
o 

AB X 
X .D1~· 

dunque il lato X e una media proporzionale fra AB e DE. 
,----- 2° Si vedrà similmente che n lato 

del ·quadrato equivalente ·ad un trian-
X golo dato e una media proporziona1e 

fra la base del tria.ngolo e la meta 
dena · sua altezza. . 

PROBLEMA'V. 

1 

Costr·uire ~ulla retta AD u.n retlangolo A:P EX equiva­
lente ai rellangolo dato ABFC. 

Sia AX l' ~ltezza incognita del rettangolo ; siccome i 
º-------F due rettangoli . debhono essere equiva-

1 1 

lenti, cosi si avrà l'eguaglianza AD><AX 
A.__----D := ABxAC, dalla quale si ricava la pro-

x• E porzione 

f . ]) 

AD AC 
AB===AX' 

· Dunque la ·retta cercata AX e una quarta proporzio­
nale in ordine alle tre rette AD, AB, AO. 

PROBLEMA VI. 

· Trovare ·aue r'ette eh.e sfiano fra lor·o ncll'istesso rap-
11orto di due rellangoli dali. 
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Sieno A e B ]e dimensioni dei _primo rettangolo; o e D,, 
quelle del secondo. ,, 

Una delle tlue rette cercate potendo essere scelta ar­
bitrariamente ; sia essa . uguale ad A , e sia X_ .Ia secorrda 
retta. . . · · 

Dovrà essere, per l' en unciato ..... 

donde 

AxB A, 
CxD :::..X 

CxDxA CxD 
~= AxB =t:B · 

La retta cercata X sarà adunque una quarta propor­
zion 'ale in ordine alle tre rette B, O, D. 

PROBLEMA VII. 

Coslruire 'Un tr,iangolo equivalente ad un polígono 
dato. 

e Sja ABCDE il poligono dato : si 
comincerà dal tirare Ia diagonale 
CE che distHccherà dál polígono i_l 

D triango1o CDE; dal punto D si tiri 
.DF parallela- a CE fino all' incontro 
di AE prol ungata , · e si congi unga 
CF ; il po1igono ABCDE sarà cosi 

equivalente al poligono ABCF che ha un-lato di meno. 
Poichê i triango1i <JDE I CFE, avendo la bel.se co111une 

CE , ~d avendo la stessa altezza per avere i loro vertici 
1J~ F su di una retta DF parallela alla base; sono equiva­
Jenti. Aggiungendo áll' una parte e all' altra la figura 
ABCE , si avrà, da una parte il poligono ABCDE , e dal­
r altra il poligono ABCF i quali percio saranno equiYa­
lenti. 

Con un procedimento sirnile si puó soppritnere r an­
golo H, col 808tiluire al tl'iangolo ABC il suo equi"valeute 
AGC ; e cosi il pen lagono ABCDE ~arà ca1ubiato in un 
triangolo equivalenlo 00111. 

Lo ste"'·so proc edinwuto e applicabile a qualunqu al­
tra fi gura, poiché dirninuendo uno alia volta il num 'r) 
d ~i lati, si Hnirà pel' catlere sul tl'iungol) l t}tll\ (,1 ,11tt1. 



LIBRO III. 101 
Scolio. -A vendo v2duto che ogni triangolo put>""essere 

can1biato in un quadrato equivalente (prop. 4), ne segue 
-che é sempre possibile costruire un quadrato equivalente 
ad u_na figura rettilinea data; la quale operazione chi_a­
mas1 quadrare la figura rettilinea o trovarne ]a qttadra­
.tur·a. 

PROBLEMA VIII. 

Costru'lre 'Wn quadrato clze sia uguale all a somrna e 
alla differenza di due quadrati dati. ' 

Siano A e B i lati dei quadrati dati. 
1 ° Se si deve trovare un qua-

E drat~ uguale alla somma di que-
sti quadrati, basterà tirare le due 
rette indefinjte ED, EF, che fac­

i------11 ciano un angolo retto, prendere 
ED = A , EG==B , e congiungAre 

R :e. n DG, che sarà il lato dei quadrato 
cerca.t o. 

Poiche i1 triangolo DE G , es. cnõo rettangolo, il qua­
drato falto sopra DG e ugual e alla somma dei quadrati 
fatti sopra ED e EG. 

2º Se poi deve irovarsi un quadrato uguale alla diffe­
renza dei quarlrati dati , <lop0 <li aver tracciato l' angolo 
retto FEH , si prenderà G E uguale al minore dei lati A 
,o B ; e dai punto G , come centro , e con un raggio GH 
uguale all' altro lato , si descriv_erà un arco che tag1ia. 
EII jn H ; io dico che i1 quadrato fatto su di EH sa.rà u• 
g~a]e alla differenza dei quadrati fatti sulle rette A e B. 

Ed infatti, il triangolo rettangolo GEH avendo l'ipote­
nusa GH=A, e il lato GE==B, sarà il quadrato fatto su di 
Eif, etc. 

Scolio-Si puà anche trovare un quadrato uguale alla 
somn1a di piu quadrati; poichê la costruzione che ne ri­
duce due ad un solo, ne riduce , tre a due, .e questi due ad 
uno e cosi per g1i altri. 

Avverrà lo stesso se qualcuno dei quadrati debb'essere 
· sottratto dalla somma degli altri. 

PROBLEMA IX. 

Costruire un quadrato che stia ad un quadrato da­
to ABCD , come la retta 1\1 sta alla retta N. 
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Sulla retta indeflriita EG si pren­
dano EF=:M, FG=N.; sopra EG come 
díametro , si descriva una semicir­
conferenza e dal punto s'ínna1zi sul 
d iametro la perpenclicolare F.H. Dal 
punto I-I si conducano le corde HG 
fI E; su11 a prima ~i prenda HK egual~ 
al lato AB del quadrato dato , e dai 

·-O-LL--.!-----___, ·E punto K si coúdnca KI paralle1a ád 
N, t EG ; io djco che I-II sarà il · 1ato deJ 

M quadrato cercato. 
Jnfatti, per le parallele KI, GE, si ha 

, per conseguenza 

BT FIE 
}IIC HG; 

HP --­...-
Hli.2 HG 2 

~1a, pel triangolo rettangolo EHG, si ha · pu:re 

HE 2 EF. M 
_,..._ == ·- ~-
HG:: FG N; · 

dunque 

HI 2 rvr 
Rir~ .~ N ; 

ed essend o HK-==AB; ne segue che il qu ·:idrat) fatto su di 
HI sta al quadrato fatto sopra AB co1ue l\í 8t·t a.d N. 

Pll BLB ~L\ X . 

Su l lato • G , a m ol no o <li A n , co .. trtti1 •\) u,n poli{) -no 
si", ile al pot-toono ltuto A B DF . 

e 'l1il' n t l e c1 i a~·< u,1li .AC 
AD : ·:tl puu to F f,i ~t~iasi 
l'a n °·o lo O F'll== B-l ai 

~--- I punt o O l' tn~,·nl ü 11 tt H== 
~-A lH1; l l l ' ,ttt) }-• } l , GH 
·it t )' lit 1· lll1t o i11 H e FG.H 
~a,•,\ uu tl'inngolo simil e 
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ad A BC: hnil mon (·.e sn (1 i I• TI, omolo go di AC ; costrui­
sca í il tri:t111Tnlo l.1 111 ~imil< ad AD<\ e sopra FI, omolo­
n·o tli AD. il t.rinn rolo l•1 IK, Rimil c ad Al>T!i . II poligono 
F(4Hll ~nl'i) . il pulii ., ono 1·ichi ef, f,o , ~irn ilo a,1 BODE . 

1 <.'rclu qn n .. Li tlnc poligoni ~ono r,nrnpost,i di uno ste s .. 
~n nnmrr, di trian TOli ~imili e ~imil rn 1 nte ~-dtuati. 

PHOHJ.FiMA X J. 

Dali <t1:,, poli t70ni si r11.üi , ost 1·u,trne ,n l erzo st rll,ilearl 
es i cà u,rn,.n.lc a.lla lcn o sonnna o alla toro <lf(ferenza. 

Siano l Q lo Huperílcio dei poli goni <lat i; A e B due 
lati n1 )}oo·hi di questi poligon i ; sia X Ju s r erficie dei 
p Ih: n cercato, ro il lato omologo <li A e B. 

Siccon1e i poligoni simili stanno fra loro cora · a• 
dra.ti dei lati on1ologhi, cosi sr··avrà: 

donde 

' .~ .. 
p Ã2 "··; . . ·· ;-p-
Q =~·· 

p A2. 

P+Q:=;: A 2tB 1 

Per la medesim a ragione si ha · 
P li 9 

X== x 2 ; 

Ma X=P+Q, e quindi queste due proporzioni av d · 
tre primi termini eg'uali, sarà pure 

X2=A2+B2. 

Sicchê il lato x ê l' ipotenus.a di un triangol o rett · n-­
golo, i di cui cateti sono A e B. 

Conoscendo cosi 11 lato a;, la quistione sarà ricondotta 
al problema precedente. 

Se il polígono X dovesse esscre uguale a P - Q , si a­
.vrebbe pure la proporzione. 

da cui 

p Aª 
0,--=Bi, 
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Si ha inoHre 
.P Ai 
- -- ' X - af 

. 
quindi se ne conchiudo 

a72 _ A.2- n2. 

PROBLEMA xn. 

Cost.1--uir·e un poligono si1nile ad un poligono dato e 
che stia a questo nel rapporto di m ad n. 

Sia P la superficie della figura data , A una dei suoi 
lati; sia ancora X la supe 'rficie della figura cercata, cc i1 
lato omologo di .A. 

Dall' enunciato del problema, si ha 

X m --~ 
.P-n: 

E, per la similitudine dei po1igoni, si ba pure 

X x 2 

- - ._, 
p -Aª 

donde 
x 2 m x2 --;;. 

Dunque il lato x si troverà per mezzo del problema IX. 

PROBLEMA XIII. 

Costruire un poligono sirnile al polígono P , ed equi­
val.ente alpoligono Q. 

Siano A un lato del poligone P , ed x il lato on1ologo , 
della figura cercata x. · 
. Si avrà, per Ia similitudine dei poligoni. 

p As 
---X {r/'' 

E siccome X deve essere equivalente a Q, cosi si avrà 

p A' - --Q - xª· 

I 

- ·~ 
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Se si costrni$cono inoltro duo q uadrati M2 , N2 ,- equi­

valenti n P e Q~ si ha 
1\12 A 2 

' w==x' , 

donde . 
M A 
N-m· 

La retta x sar:\ ~\dnnq_ue unu quarta proporzionale in 
or<line alle tré rette 1\1,. N, A. 

PROBLEMA XIV. 

Costr·uire un 1·etta.ngolo equivalente ad un quadratõ. 
dato , e tale che la som111a dei lati adiacenti sia uguale 
alla 'retla, dalfl, AB. 

A 

Sulla AB come diametro, si descri­
va una semicirconferenza; si tiri 
paralle1amente · al diainetro la retta 
ED ad una distanza AD uguale al 
lato del quadrato dato C. Dal punto 
E o·ve la parallela taglia la circon­
f erenia, si abbassi _ sul diametro la 
perpe:ridicolare EF ; io dico che AF 

F .B ed FB saranno i lati del rettangolo 
cerca to. · · 

Poiche la loro somma e uguale ad AB, ed. il rettangolo 
AFxFJ3 e uguale al quadrato di EF o al quadrato ~i AD: 
che e appunto il quadrato dato. 

Scolio.-Affinchê il problema sia possibile, e necessa.. 
rio che· la distanza AI) non ecceda il raggio , cioê il law 
del quadrato Q non ecceda la metà della retta AB. 

Perciô, di tutti i rettango li nei q ua1i la son1n1a dei la ti 
adiacenti e uguale ad una retta data A.B, il rettangolo 
massimo e il quadrato costruito sulla metà di AB. 

PROBLRMA XY. 

Costruire un -retlangolo equtvalente ad un quadrato 
C, e·tale che la, differenza dei lati adtacenti sia uguale 
alla retta data AB. , · 

Su1la retta data AB come diametro si descriva una 
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circonferenz a; all'êstremità dei diame­
tro si tiri 1a tan gente AD uguale al la­
to del quac.lt1ato C, e pel punto D ed íl 
cen tr o C s i conclnca la secante DF; di­
co ch o DE e DF saranno i lati adiaéen• 
i.i dol r ettan go lo àiman<lato. 

A.1----->,.-::..__--in Poich e, 1° la diíferenza di questi lati 
e uguale al diam~tro EF o AB: 2º il 
rett ángolo DE x DF ê uguale ad AD2 , 

cioe al quadrato dato. 
Questo probl en1a etl il precedente danno la costruzíone 

geon1~trica de11e radiei reali di una equazionedi 2ºgrado. 

. PROBLEMA XVI. 

Dividere .una i·etta AB in media ed estr·ema ragione 
cioe in due parti tali cite la maggiore sia 1nediapropor­
zionale fra ia intera relta e ·ia par·te minore · 

Ali' estremità B della retta AB 
E s' innalzi la perpendicolare BC u­

guale alla metà di AB; dal purito C, 
come centro e col raggio CB si de­
scriva una circonferenza; si tiriAC 
che taglierà Ia circonferenza in D, 

A li' n e si prenda .AF=AD; io dico che la 
retta AB resterà divisa in F nel ·n1odo domandato. 

Infatti, se si prolunghi AC fino a che incontra nuova­
mente la circonferenza, la AB, essendo tangente, si avrà 
la proporzione 

da cui ricavasi 

ovvero 

AE AB J 
AB== .ÃD 

AE-AB AB-AD, . 
A ]-, = AD 

AE- DE .A.B-AF AD DF, 
AB AF o AB=AF 

o infine 
AF DF 
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. L' enunciato di questo problema puo presentarsi sott o. 
la forina piu generale: Trovare sulla rella inde{inila che--· 
cong iunge elite punli A e B, un punlo tale che la sua di- . 
slanza dal punto A sia niedia proporzionale fra la sua 
distanza dal pun,to B e la distanza AB. 

F' . A F 

ln tal ca so 
é evidenteche 
il punto F ot­
tenu to colla 
costruzione ­

precedente .. 
F " ê una prima _ 

soluzione del. problema . . 
Io dica inoltre che si avrà una seconda so]uzione, pren- . 

<lendo a sinistra del punto A una lunghezza AF' ugual e: 
ad A.E. 

Infatti, la proporzione 

dà 
AE+AB AB+AD 

AE A.R • 
:Ma 

AE==AF', AE+AB=F'B, 
- e 

AB+AD=DE+AD=-=AE=AF', 

dunque si 'àvrà la proporzione 

F'B AF' 
A~.,, ::::: AB · 

Scolio-Sia AB=a; si ha AF=AD=AC-CD. 

. ,. j - -2 • / a'- .. / sa2 a:. 
o~a . AC= J/ AB

2+nc .. y a24 == y 4 == ·2t 
a . . a _ a a 

e CD= 2 , qu1nd1 AF= 2 J5 - 2 =2 ( V5 - 1). 

Similmente si ha 

AF 1=AC+OE, 
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PRODLEMA XVII, 

Coslruireuncerchioche paa-
T si per due punti A e Besta 

tangente ad nn cerchio dato o. 
Suppongasi iI problema ri­

soluto e da] punto di'contatto 
1\1 de11e due circonferenze si 
conduca 1a . tangente comune 
l\1T; si ·tiri la retta AB fino al­
l 'incon tro ili MT; infine da un 
punto qualunque C preso sul­
la circonferenza O, si condu,­
ca la retta TCD. 

ln virtu del teorema XXXlV del libro III, si há: 

MT2=TB><TA, 

1:londe -
TBxTA=TDxTC. 

Da cià si deduce fácilmente che i quattro punti B, A, 
'-0, D, stanno sulla stessa circonferenza. 

E percio se si costruisce il cerchio che passa per i 
'.punti conosciuti, ·B, A, C , il secon~o punto d' interse­
·zione <li questo cerchiu col cerchio dato O, sarà il pun­:,to D. 

Tirando inoltre ~e rette BA, DC , la ·1oro intersezione 
·determinerà il punto T dal quale conducendo una tan­
.gente alia cir.conferenza O , si verrà a determinara il 
punto di contatto M. 

11 centro E del cerchio dimandato sarà dunque deter­
·minato da1l'incontro della retta OM colla perpendicolare 
innalzata dal punto di mezzo di AB. Dal punto 'f si puó 
•'Condurrr. una seconda tangente 'r°M' alia. circonferenza 
'0; e coll'aiuto del .nunto M' si determinerà il centro F di 
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1111 ~econdo Prc h io eh o lHlRscr;\ per i pu n ti A e B e eh &. 
t.occhc~r:\ il cerc hio O invilu ppando 1 o. 

Ln. soluiione dei problema sarà asso1utamente Ja stes-
8:l sei due p11nti A e B b ovansi ne11'interno dei cerchio· · 
e di-rer rà in1possibi1 , ·e uno dei punti dati e esterno a" 
cer hio e r altro ê int e1 no. 

LIBR .O QUARTO 

I POLIGONI REGOLARI E LA MISURA DEL CERCHIO .. 

DEFINIZIONI 

I. Un poligono che nello stesso tempo e equian go o ef 
equilatero, chiamasi polígono regolare. 

Vi sono poligoni regolari rli qualunque numero di lat · 
poichê, se si concepisce una circ o -

· ferenza divisa in r11, parti uguali e s: 
congiungono con delle rette i pun ' i 
di divisione consecutivi A , B, C, s: 
formerà un poligono di m lati, i qua-

F o li saranno tutti ugualj , perche sot--
tendono archi eguali; e quindi anche­
gli angoli A, B, C, saranno uguali 
come angoli iscritti che compr en­
dono parti uguali della circ nfe-
renza. 

- Il triangolo equilatero e il poligono reg·olare di tre la-
ti; il quadrato quello di quattro, e cosi di seguito. 

II. Se si divide una circonferenza in 'ln parti eguali e 
si congiunge ogni punto di divisione col punto che se­
gue, , si avrà j] pollgono rego1are di m lati: n1a se i sud~ 
detti punti si congiungono di n in n, essendo ri prhno 
con 1n, non si potrà ritornare al punto di partenza che­
dopo m operazioni. 

Ed in eifetti, se s'indica con O la circonferenza, l'arco. 
no 

sotteso da ciascuna corda sarà uguule a -. ; ora nffin-­
m 

cbê portando ·quésta corda sulla circonferenza si ricada 
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, . h l' no : nl punto di part;01lí~a, e noccssar 10 e e arco m ripe• 

tuto nn certo nnn101·O di volte x , di a un numero intero 
di circonferenze. 

norr. 
Si avr:\ , ndnnqn e -:::- lCO (es8entlo K un numero in• , 

~n 

1.ero , 

(i) 
nx 
- ::::: I{· 
ni ' 

sicche devendo es sere I{ int era, ed essendo n primo con 
rn, dovrà essere x n1ultiplo di m; vale a dire che m de­
·v' essere il piu piccolo v alore di x. 

La figura cosi for1nat a ê un polígono regolare stellato. 
Tutti i suoi lati sono uguali e si vede facilmente che 

gli angoli formati da due lati consecutivi, sono tutti u­
guali. 

Osservando inoltre che si ottiene la stessa figura con­
giungendo i punti di divisione di n in n, o di 1n-n in 
1n-n, ne segue che si avranno tutti i poligoni regolari 
-di rn, lati, col cerc are tutti i nurneri, a partire da 1, che 

111 
sono primi con rn e che sono minori di 9 ,.,, 

Se supponi an10 che 1n ed n abbiano un fattore comune 
r1. , e che si abbia n==n 'a. 1n =n1'0., l' eguaglianza (1) diver-

. n'ax n'x 
rà - :::: I( o - ·= K (2); cio dj n1ostra che dando ad x n 

m'r:J. m' · 
valore 1n' , si rica drà sul punto di partenza e che si ot• 
·t errà un a1tro polígono r egolare di m' lati. 

Applichiamo que ste nozioni a.d alcnni ese1npii~ 
1.0 Supponiarno divisa la circonfer enza in 5 parti u-

guali. . 
Congiungend~ succ essivarnente i punti di divisione, si 

ha il pent agono regolare conv esa o. 
Congiun gendo i pun t i di clivisi one di 2 in 2 , non si 

ricadrà sul punto di partenz a che dopo cinque operazio­
ni, perchê 2 e primo con 5. ln questo 1nodo s.i ha il pen­
tagano regolare st.ellato. 

2. 0 Se si divide la ci r conferenz a in 10 pa1·ti uguali , 
si ottiene il decagono r ego lar e conv esso col congiungere 

. ' 
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· j rn11lti cH tlh isionr' enn~ocnlivi; nd il ,lecagonr, rego] are 
sirll:üo col cc nninno ·cro i punti cli divi tdone <li 3 jn 3. 

:1.n dh idcsi lrt circonfc1 cnza jn 11 LJ parti uguali, si 
t.tic:'n i1 lH~n1c(lccagono rcrrolnre Cílnvesso congiungen# 

<io i punt.\ tli rlh i~ionc con~ecn ti vi; e tre pented ecagon i 
rr~l lari stellati colrunirc i punti <li divisione di 2 in 2, 
<li 4 in 4. di 7 1n 1. 

111. Chian1n~\ linca SJJJzzatn 1 egolare una lin ea poli­
gona10 eh ha. ·i lati n rnali r, gli an goli ugualL 

Una line:1 sp ezz :ü.a regolnre non fa se rnpre parte d'un 
1) 1igono re~·olnre convesso; 1na essa partecipa di alcune 
pr priet:\ <lei poligoni regolari. · 

PR0P0SlZI0 1-E I. 

TEOREMA- Dur, po/igoni 1·egolr:tri di uno stesso nur;-ne-
,~o di lati, sono du'e figure sir1dli. . 

Si ano ABCD EF, abádef, due poligoni 
regolari di n lati. La sorçtma degli an­
goli interni essendo ug_ua1e a 2 n - 4 

e nell'una e nell' altra figura; ne segue 
che gli ango li A etl-a hanno per va-

2n-4 
lore comune -- e sono percià u-

, n 
guali; lo stesso avviene di B e b , di 
e e e, .etc. · 

Inoltre, siccome per la natura dique­
sti poligoni i 1ati AB, BC, CD , etc. , 

. sono uguali, coine pure ab, IJc, cd, etc., 
cosi _si h an no le proporzioni 

AB BC CD 
a,b · lJc~ cd~; 

ounque Je due figure dclle quali si tratta avenclo gli an­
~oli uguali ed i lati omo]oghi proporzionali, sono simili. 

cor·ollario-I perimetri di due poligoni regolari di uno 
stesso numero di lati stanno fra loro come i lati omolo­
ghi , ele loro superficie stanno come i quaclrati dei 1ne-
desimi lati. · 

PROPOSIZIONE II. 
, 

TEOREMA-Ogni poligono reoolare puà essere inscrit­
to o circoscrítto acl un cerchio. 
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Sia ABCDE , etc. , il poligono de1 
q uale si tratta ; imn1aginiamo che ··si 
faccia passai e una circonferenza per 
i tre punti A, B, O; sia O il centro ·di 

11 questa circonferenza, ed OP la perpen­
dicolare abbassata sul punto di mezzo 
<lel lato BC; congiu~giam ·o· AO e OD. · 

F I due quadrilateri OPCD, OPBA pos-
sono sovrapporsi; infatti il lato OP é di comune, gli an­
goli OPC, OPB, sono uguali, pe_rchê retti, dunque il láto 
PC coinciderà col suo uguale PB ed il punto O ca<lrà in 
in B: ma per la natura del poligono, l'angolo ·pcD=PBA, 
quindi CD prenderà la direzione di BA; e siccom~ CD= 
=BA , cosi j l punto D cadrà in A , ed i due ·quadrilateri 
coincideranno in tutta la !oro estensione. Ladistanzà 0D 
essendo adunque uguale ad AO, la circonferenza che pas­
sa per i tre punti A, B , C , passerà anche pel .punto D ; 
con un ragiona1nento símile si climostrerà che la circon­
ferenza che passa per i tre vertici B, O, D, passa per gli 
altri vertici, e perà il polígono rimane inscritto nel 
cerchio. 

ln secondo luogo, per rapporto a questa circonferen­
za , t11tti j lati AB , IlC , CD , etc., sono corde uguali , e 
percio ugualm .ente distanti dai centro; quindi se dal pun­
to O come centro, e col raggio OP . si descrive una cir­
conferenza, questa toccherà il lato BC, non che tutti g1i 
altri lati dei polígono nei rispettivi punti di mezzo; e la 
circonferenza sarà inscritta nel poligono , o il poligono 
circoscritto alla circonferenza. · 

Scolio I. -II ·pun to O , centro com une dei cerchio in: 
.scritto e del cerchio circosçritto, chiamasi centro del po­
ligono; e si eh iama angola at centro r angolo AOB for­
mato da due raggi conuotti alle estremità <li uno . stesso 
lato AB. 

Siccorne tutte le corde AR, BC, etc., sono uguali, cosi 
ê chiaro che tutti gli angoli al centro sono uguali, e che 
il valore ài ciascuno si trova dividendo quattro angoli 
retti per il numero dei lati del'poligono. . · 

Scolio II. - La di:111ostrazione del teorema precedente 
~sse~do fond~t~ unicamente sul1a proprietà che hanno 
1 latJ success1v1 AB , nc , CD di essere ugua1i e for-

. 

f 
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. __ ....._e n:are angoli uguali, e applicabile ad una 
hnea spc7,7,at,a regolaro. 

Cos1 on-ni linoa 8pc7,zata regolare 

/

:o ADO.DE e inscrHtibile in un cerchio ed 
e circo~crittibile ad un altro cerchi o 0he 
ha lo stesso centro del primo. 

PROPOSIZIONE III. 

PROBLEMA-lnsc1~ivm"e un quaârato in un clato cer­
cllio. 

Condotti due dia1netri AO, BD ad an­
golo retto , si congiungano gli estrerni 
A, B, O, D; la figura ABCD sarà il qua­

~-~-~c drato inscritto; poiche g1i angoli AOB, 
BOC, etc., essendo uguali, Ie corde AB , 
BC, etc., sono anche uguali. 

D Scolio.-II triangolo BOC essendo ret­
tangolo ed isoscele, si ha · 

BC /~ ·· · -
Bo= 'j-; (pr. ·II, lib. 3. cor. l.); 

dunque ü lato del quadrato insc~itlo sta al raggio co~ 
me la radice quad rata cJi 2 sta a ll'unità. 

1. 

PROPOSIZIONE rv. 

PROBLEMA -· Inscrivere un esagono regolare ed un 
triangôlo equilatero in un cerchio dato. 

Supponiamo il problema risoluto e sia 
AB un lato dell' esagono inscritto; se 
si tirano i raggi AO , OB, il triangolo 
AOB sarà equilatero ; 

Ed infatti,essendo per ipotesi l'angolo 
_,

1
, AOB la sesta parte di quattro angoli ret­
ti, ne segue che prendendo 1'angolo retto 

· per unità, si avrà AOB = ¼ == }; dopo di 
~-~.n che i du~ altri angoli ABO , BAO de1lo 

stesso triangolo, presi insieme equiv ·ar­
ranno a 2- f o a½; ma essi sono uguali per essere /1-0::::: 

- BLANCHE'l'-Elc1n,. di Geometria. · 8" 
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OB , e pero risulterà cia~cuno uguaJe a %· II triangolo 
ABO essen<lo dunque equ1latero, ne segue che i1 lato deJ­
l'esagono regola1~e inscritto e uguale al raggio. 

Risulta da ció che, per inscrivere un esagono 
in un cerchio, basta portare il raggio sei volte sulfa cir­
conf errnza. 

L' esagono ABCDEF essendo inscritto , se si congiun­
gono i vertici degli angoli alternativamente, si formerà 
il triangolo ACE equilatero inscritto. 

Scolio - La figura ABCO ê un parallelogrammo , ed 
anche una 1osanga, perche AB==BO==CO==AO, quindi la 
somma dei · quadrati de11e diagopali ê uguale alla somma 
d~i quadrati dei lati (cor. della prop. 15), cioê 

AC2+ BO 2 =4A-B~:::::4B02 ; 

togliendo da una parte e dalraltra B0 2
, resterà 

AC2 == 3 B0 2 , 

da cui 
AC2 3 AC ,J3 
--:- ==~ o-= - ; 
B02 1 BO 1 

dunque il lato del triangolo equilatero inscritto sta a, 
ra.ggio come lá radice quadrata -di 3 sta all'unità. 

PROPOSIZIONE V. 

PROBLEMA - Inscrivere un decagono regolare in un 
cerchio. 

Suppongasi il proble1na risoluto, e 
. sia AB un lato del decagono inscrit­

to ; l' angola al centro AOB essendo 
cosi uguale a -k. o ¼, la somma degli 
angoli O.BA, OAB risulterà uguale a 
2-! o!· . e ·per conseguenza ciascuno 

5 5' . 
D di essi sarà ½ <li un retto. · 

Se ora si concluce la bisettrice BM 
dell'angolo OBA, il triangolo MOB sa .. 
isoscele,perche gli angoli ~10B,0BM, 
equivalgono ciascuno ai J di un retto , 
e si ha OM=MB; ma il. triangolo AMB 
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e ancl1e i~oscelc, perchó l' nngolo MilA essendo uguale 
a¾ e l'nngolo BAI\tt a¼ il tor1.o angolo AMB risulta ne­
-ces n.rin.nunt -:,; ~nrh tl11nrp10 

A Il= BM= !\10. 

AY nd H~i inílne (prop. 18 lib. 3) 

si a~ rà pure 

no Mo 
11A = Al\1' 

AO OJ\1: 
01\f == AM' 

Si -vede dunque che il raggio OA rirnane divi so ne 
punto M in 111edia cd estrema ragione, e che il piu gran­
de segn1ento 01\1 e uguale al lato del clecagono inscritto. 

Osser·vazione I. - II lato dei decagono inscritto in 
cerchio di raggio R ê ugua1e a 

-
R (,/5-\)·c•) 

2 

()sservazione IJ.-Supposta divisa la circonferenza i 
10 parti uguale nei punti B, A, K,' I, Il, etc., se si pro­
lunga la retta BM fino all'incontro dcl1a circonferenza , 
io dico che H punto d' incontro sarà l' estre1nità àella 3~ 
divisione a partire da1 punto B. 

Infatti, il triangolo OIB essendo isoscele e r angolo 
OBI essendo :i.iguale a½, sarà anche l' angolo OIB uguale 
a¾, dunque l' angolo IOB sarà uguale a J, cioê a 3 volte 
rangolo AOB. . 

La retta BI trovasi in tal guisa essere il lato del de­
cagono regolare stellato ; e per averlo in funzione del 

•(") Per dimos~rare questa fol'lnoln, , indichia~no con .x~l la~o 
del decagono, Cioe la parte maggiore del ragg10 R d1v1so 111 

media ed estrema ragione: Si avrà cosl R : x : : : R-x, dal­
la quale ricav~ndosi _x~I+ Rx=R 2

, si troverà sub1to 

ª ' /R 2 . R ª / -- _ R( ,/5--1) 
x=:- 2 + v1+n2=-2+ 2 y1+4- 2 

N. dcl :Pra(t. 

·' 
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raggio, si osssrvi che n el t ri a ngolo O11\f r angolo IOM== 
¾ , che 0~1I e anche ugual e a ¼ (,v,); e c4e per conse­
guenza 

Ii\I==OI=R. 
Si avrà dunque 

R R 
BI=R+l\:fB=-=R+AD::::R+ 2 (.v5- l)== 2 (~5+1) 

Da cio risulta che il lato del decagono regolare stel­
lato si ottiene dividendo il' rag gio in media ed est_rem_a 
ragione e prendendo il se g mento ch e corrisponde alh1 
seconda solu.zione di quest'ultimo problema~ 

PROPOSIZIONE VI. 

PROBLEMA. - Inscrivere in un cerchto un pentaga-
no regolare · · 

Supposta divisa la circonferenz a in 10 parti -üguali , 
se si congiungono i punti di di visione cli '2 in 2, si forme­
rà il pentagono re golare inscritto. 

Per calcolare il lato di ()_uesto pentagano in funzione 
del raggio, dimostreremo che il lato del pentagano rego- · 
lare e l'ipotenusa di un -t riang olo rettangolo che ha per 
cateti il raggio del cerchio ecl il lato del decagono re-
golare. · · ··-~----

Infatti , si prol unghi il lato AB de l 
deca gono rego1are inscritto fi nchê sia . 
AO==OA, e dê,l punto e si conduca la CD 
tangente alla circonferenza: sarà CD = 
AB: giacche da una parte si ha 

A. e 
. CD2:=ACxBC, (prop. j4, 3) 

e dall' altra essendo AB il 1naggior segmento del raggio 
diviso in media ed estrema ragione, si ha 

ABi=ACxBC. l 
p • • 

(•) Giacch~ l'angolo IOA comprendend t ¼ o ·! di 4 ret.ti, 
esso sarà ½ di un retto; ed in quanto alPangolo OMI , esso co­
me esternó ris petto al triangolo if..:oscele O~IB, sarà egual e [\ 
1.ron+ iiBO=- ¾ + t = i. . 

N. ,lel Tracl. 

) 
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Ora io dico che 00 e i1 lato del pentagoi10 regolare 

i nscrit to. 
ln effetti, il cerchio descrjtto dal punto A come centro 

e con AO per raggio, passa per il punto O ed e uguale ai 
cerchio dato; e pe1; conseguenza essendo in questo secon­
do cerchio rangolo OAC uguale a t , sarà 00 il lato del 
pen t agano regolare inscritto. (*) 

Condot t a infine la OD, si vede cbe 00 e l'jpotenusa di 
un triangolo rettangolo che per cateti iI raggio del cer­
chio ed il lato de] decagono regolare. 

Dopo di cio, si avrà subito per la proprietà del trian­
golo rettaD:golo 

002 ---- OD2 + no2 2 R2( - R2 o 21-) = R + 4 ,! 5--1)2--=4 (1 - \ 5 , 

donde 

H 

A 

Ma 

R . / -00 = 2 yl0-2,/ 5. 

Osse, ·a:,ione . - Supposta divjsa Ja 
cir confe r lnza in 5 parti uguali, se si 
congiun g1 no i punt i di divi sione di due 
in due, si fo i 1ncrâ il penta gano regola­
re stell ato. 

Per calcolare il lato AC di qt;zesto 
peniagono , si tiri il diametro AH e 
si co11giunga H con C. 

Pel t riangolo ret tangolo ACH si ha 

A 02 ==AH2- H 02 • 

R 
AH=2R e HC = 2 (y'5-1.); 

quindi si ha , 
- R2 ,.,- R2 -
AC2==4íl:2_ 4 (6-2\/o) = 4 (10 + 2y5). 

E si puo agevolmente verificare che il quadrato di 

(•) L' essere OAC o OA.B uguale ~i ¼ di un retto si e dimo-
strato al principio del teorema precedente. N. del Tratl. 
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qu sto lato ô u ,rua lo al qu adra lo dcl raggio piu H quadra ­
to d I lato t1 1 uecagono regolare stellatu: infatti 

u2 - R2 -
R

2+1 ( ,/~+ 1)2 = ,f(l0+2v'5); 

dunque il la to t1 )l venlagono l'ego laro ste llato e l' ipote­
nu~a Ji un triantro lo setia ugo l(! che ha per cateti il rag­
g1 <l l cerchio ed il lato Jel decagono regolare stellato. 

PROPOSIZIONE VII. 

PRoBLEl\lA-In scrivere in un cerchio un pentedecago-
no regola re. 

e Sia AB il lato del decagono regolare 
ed AL il lato dell' esagono ; r arco LB 

\ sarà per rapporto alla circonferenza9-

/,

. ;· ' ~-
1
-
1 

t"iõ od / 5 ; dundque la corda B
1 

L sarà 
1 a o el pente ecagono rego are. 
· Per calcolare il lato di q uesto poli­~-+'-~ gono in funzione del raggio, si tirino 

A B il diametro AOC~. e le rette CL_, CB. 
Nel quadrilatero inscritto ABLC si ha (prop. 37.1) 

AOxBL+CLxABxALxCB (l)'. · 

Indichiamo BL con x erl AC con 2R: essendo CL il lato 
del triangolo equilatero inscritto, si tla · 

, 

CL=RV3. 

Ino1tre AB e il lato del decagono regolare • e per con­
seguenza 

R 
AB == 2 · ("5- 1). 

Infine, CB rappresentando il lato del pentagono rego-
lare stellato, sarà · 

<?B .-: ;v10+fV~ 
. Sostituendo questi valori nell' eguaglianz11 (1), questa 

d1verrà , 

2 _ R . R • / 
. Rx+R,I !1 x 2 (\15-l)=R><°F V · 10+2{5, 

, M 
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donde 

X=:[ )10+2{5 - ,,-/15+,JT l 
Osservazione-Dopo di aver divisa la c1rconferenza in 

15 parJi uguali, si ottengono i tre pentedecagoni regolari 
stellati, col congiungere i punti di divisione di 2 in 2, di 
4 in 4 o di 7 in 7. · 

Si potrebbero anche calcolare i lati ·di questi poligoni 
col mezzo della proprietà del quadrilatero inscritto im­
piegata precedentemente; ma questi valori che sono mol• 
to compUcati non offrireb.bero alcun interesse. 

Scolio - Se si dividono in due parti uguali gli archi 
sottesi dai lati rli un poligono regolare inscritto, e si ti­
rano le carde corrispon<lenti, queste formeranno un nuo­
vo polígono regolare d'un nuraero doppio di lati; cosi il 
quadra to puo servire ad inseri ver e successivamente i 
polig()ni di 8, 16, 32, etc., lati. L' esagono servirá ad in­
scrivere i poligoni di 12, 24, 48 , etc. , lati ; il decagono ·· 
quelli di 20, 40, 80, etc., lati; il pentedecagono, quelli di 
30, 60, 120, ele., lati (1). 

PROPOSlZIONE; VIII. 

PROBLEMA-Dato il poligono r·egotare inscr·itto ABCD, 
etc., circoscrivere alla stessa ci1·confe renza un poligo­
no simile. 

Al punto di mezzo T dell' arco 
AB , si tiri la tangente GI-I , che 
sarà parallela ad AB , e facciasi 
lo stesso ai punti di mezzo di tutti 
gli . altri archi BC, CD, etc.; que­
ste tangenti, intersecandosi, f'or­
mer·anno il polígono regolare cir­
coscritto G'HIK ... simile ai poli­
gono inscritto. 

(i) Per molto terr1r)o si e creduto che questi poligoni fossero 
i soli che potessero essere inscritti con i procedimenti delln, 
Geometria elementare, o ciõ che torna lo stesso , con la riso­
luzione delle equazioni di primo e secando grado ; ma Gauss 
ha provato, in un'opera _intitolata Disquisitiones Aritltmeticae 
Lipsiae 1801 , che si possono inscrivere , cón simili procedi­
menti i poligoni regolari di dieciassette lati , e in generale 
quelli di 2n + l lati, ammesso che 2n + l sia un nu1nero primo .. 
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In primo )~og? si vede f~cilr_ne~t~ i tr~ punti o , · 
B , I-í , sono 1n hnea .retta , po1che 1 triangoh rettant)'oli .. 
0TH, OHN, avendo l'ipoten~s~ di comune OH, ed il lato 
OT == ON, sono ugu~li e sara 1 ~ngol~ TOH == HON; per 
conseguenza la retta OlI passera per 11 punto di mezzo ·n· 
delParco TN. Per la stessa ragione il punto I trovasi sul 
prolungamento di 00 , etc. , l\1a dall' essere GH parallela 
ad AB non che BI a BC, I'angolo GHI=ABC; e similmen­
te HIK==BCD, etc., dunque gli angoli del polígono circo­
scritto essendo uguali a quelli del poligono inscritto, ri­
sultano anche essi uguali fra di loro. 

Inoltre, per le stesse para1lele avendosi 

GH OH Hl OH 
AD-=OB + e rn{=oB; 

ne risulta 
(;J-I HI 

AD= 1H.r 

Ma AB=BC, dunque GH=HI. Per la stessa ragione HI 
=IK etc.,e pe1ó i1 poligono GIIIK avendo o.on solo g1i"an­
go1i, ma anche i lati eguali, ê rego]are, e dippiu símile 
al poligono inscritto. 

Corollario I. - Reciprocamente se fosse dato il poli­
gono circoscritto GHI e si vo1esse tracciare il poli­
gono inscritto ABC, basterebbe unire il centro con 
i vertici G, H, I , etc. del poligono dato per mezzo <lelle 
OG, OH, etc., che incontrando la circonferenza, determi­
nerebbero i punti A, B, C, etc., i quali congiunti fra Ioro 
per mezzo <lelle carde AB, BC ... formerebbero il poligo• 
no inscrilto. Si potrebbe anche , nello stesso caso , con­
giungere semplicemente i punti <li contatto 11, N, P, etc. 
per mezzo delle corde TN, NP, etc., e si formerebbe cosi 
il poligono inscritto simile al circoscritto. 

Corollario II.- Da cio risulta che in un cerchio sipos­
sono circoscrivere tutti i po1igoni che si sanno inscri­
vere in esso; e reciprocamente. 

PROPOSIZIONE IX. 

TEOR.EMA- L' arra di un polígono regolare ê uguale 
al suo pe'rim ,etro r1toltiplicato per la mctà del 1·aggio del 
cerchio inscr·itto. 

• 
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Sia, per esempio, il polígono re­

golare GHIK; il trjangolo GOH ha 
per 111isura GH xi OT, ed il trian­
golo OHI ha per misura HI x} ON, 

ri.:--~r---~y ma ON==OT; dunque i due triangoli 
riuniti hanno per misura (GHf I-II) 
><½OT Continuando in questo modo 

K -~ L per gli altri triangoli,si vedrà cpe Ia 
somma di essi o l'intero poligono ha per misura la somma 
de11e basi GH, HI, ll(etc., oil perímetro del po]igono mol­
tiplicato per-½ OT, rnetà del raggio del cerchio inscrítto. 

Scolio-Il raggio del cerchio inscritto OT e la perpen­
dicolare abbassata dal centro sopra uno dei lati; e suole 
anche chiHmarsi l' apotema del poligono. 

JJROPOSIZIONE X. 
TEOREMA - I perirnetr•i clei poligoni regotari di uno 

stesso nu ·rnero di lati stanno fra loro come i raggi dei 
cerchi circonscritti ed anche come ·i raggi dei cerchi in. 
scritti ; e le lo1·0 superfi cie stanno fra loro conie i qua­
d1'ati di questi medesirni raggi . 

. A n B Sia AB un lato di uno dei poli-
h goni <lei q uali si tratta , O il suo 

;:;..--..;;,;-- centro e per conseguenza OA il 
raggio del cerchio circoscritto ed 
O D, perpendicolare ad AB, il rag­
gio del cerchio inscritto ; sia si­
mil mente ab il lato di un altro po­
ligono si mil e, o iI suo centro, oa 

o . " o ed-od i raggi dei cerchi circoscritto 
ediscritto. E chiaro che i perimetri dei due poligoni stanno 

. fra loro comei lati ABed ab;ma, gliangoliA, a sono ugua­
Ji, perchê ciascuno di essi ê la metà dell'angolo del polígo­
no, e lo stes~o avviene per gli angoli B e b; dunque i trian­
goli ABO,abo essen~o simili, come pure ADO, ado, si ha 

AB AO DO 
r--, == --- =- ; 
ab ao do · 

e quindi i perimetri dei po!igoni st~n:10 fra loro come ! 
raggi AO, ao, dei cerch1 c1rconscr1tt1 ed anche come 1 
raggi DO, do, dei cerchi inscritti. 

Le superficie di questi ~tessi poligoni stando inoltre 
fra loro comei quadrati dei lati omologhi AB, ab, ne se-
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gue che esse saranno pure proporzionali ai quadrati dei 
raggi dei cerchi circonscritli AO, uo , o ai quadrati dei 
raggi dei cercbi inscritti OD, od. 

DEli' INIZIONI. 

I. Chiamasi quantitàvar·iabileuna quantitàsuscettibile 
di passare ·successiv amen te perdiversi stati di grandezza. 

II. Si dice li'lnite di una quantità variabile qualsiasi 
quantità costante alla qualc Ia variabile puó avvicinarsi 
sempre, senza peró raggiungerla 1nai. 

III. L' Aritmetica e Ia geometria presentano numerosi 
esempii di quantità variabili e ui limíti verso i qualí ten-
dono q ueste varia bili. · 

Si sa, per esempio, che l'angolo di un poligono regola­
re di m lati ha per valore 

2m-4 4 
- -=2r--. 

ni m 
Ora, se si suppone che il numero dei" lati' cresce fino 

all'infinito, si vede che il valore dell' an.golo aumenterà; 
e siccome si puô prenclere m tanto grande da rendere la 

frazione ±.. minore di ogni quantità data, cosi se ne co~-
m 

chiude che i valo ri successi vi dell' angolo del poligono • 
avranno per limite due retti. 

. Similmente se si prende i1 punto 
1_. dimezzo cdi unarettaAB,poiil pun-

to di mezzo e' della cB, e cosi <li segui to, le linee Ac, Ac', 
Ac" . ... avran ·no per limite AB. · 

IV. F, evidente che se i fattori a, b, e, di u·n prodotto, 
hanno per limiti A , B , C; il prodotto axbxc avrà p~r 
limite ·AxBxC. 

V. Sia ABCD un polígono in­
scritto in una circonferenza ; il 
peri.q1etro <li questo poligono ê 
n1inore della lunghezza della cir­
conferenza, poichê ogni lato e nli­
nore àell'arco corrispondente. Se 
si prendono sugli àrchi AB, BC, 
CD_ •••. de_i pµnti di divisione F, G, 
H, E, e si tirano le corde AF, FB, 
BG ... verrà ad iscriversi un se-
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con<lo poliO'ono di nn poriinetro maggiore de] primo; cosi 
pure prendernlo (lei nuovi pnnti di clivisioni, si avrà un 
ter7,< poligono di nu pcritnetro anche maggiore , e cosi 
di s g·nitc . 

I perilnetri di questi r oligoni successivi vanno ad un­
que :n vicinandosi se1npre alla lu11ghezza dB11a circonfe­
renza; e pero si puo ritenere corne ·eviclente, che se il nu-
1nero dei lati del poligono diviene suffidenternente gran­
<le, la diITerenza fra la lunghe1,za <lolla circonferenza ed 
il perilnetro del poligono risulta ·minore <li ogni quantit à 
dàta; o in altri ter1nini, che 

La lunghezza rj,ella circonferenza e il limite verso it 
quale tende il peri'l1ielro di un p·otigono inscritto, di cui 
il nurner·o dei lati cresce indefinita11111ente. 

E pure facile osservare che le su perficie dei poligoni 
successivi che sono tutte minori uella su perficie del cer­
chio, ne differiscono per quantità sempre piu piccole; 6 
perà se si ammette eh~ la differenza possa divenire mi­
nore di ogni quantità data, se ne conchiude che 

L 1 area del cerchio e il lirnite dell' area cli un poligo­
no inscritto di cui il numero dei lati cresce indefinita-­
mente. , 

VI. Risulta eviden ternen te da cio che si e cletto ·, che 
tutte le J_)roprietà che avranno luogo per il perimetro o 

, per la superficie- di un poligono inscritto indipendenti 
dal numero dei lati, si applicano pure alla circonferenza . 
o alla superlicie del cerchio. 

_ Cosi , per esempio , il perimetro di un 
poligono inscritto in un cerchio, essenuo 
minore del perirhetro di un altro poligono 
che inviluppa la circonf'erenza, se ne con­
chiude che la lunghezza tlella circonferen­
za ê essa stessa minore del perimetro del 
polígono .invi1uppante. 

Allorchê s'inscrivono in un cerchio due 
poligoni regolar1 cli cui il numero dei lati 
va cref)cendo, le apoteme aun1enteranno, 
giacchê i lati dei poligoni ui venendo piú 
piçcoli, essi. saranno pi u lontani clal cen-
tro. . 

Inoltre queste apoteme hanno per lin1ite-
n raggio dei cerchio. , 
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Infa tt i sia AB il lato di un poligono regolare inscritto 
~O l' apoten1a, ed OB il ragg io. ' 

Nel triangolo OBC si ha _ OB- OC<CB; 
. J\fa C~, meià di AB, pu~ di:entare tanto piccnla quánto 

s1 vorra, dunque, a fo r·tiori, OB-00 potendo diventare 
n1inore di ogni quantità data, OB e i l limite di oc. -· · 

PROPOSIZIONE XI. 

TEOREMA - 1 ° Le circonf erenze stanno fra loro come 
i raggi. · , 

2° Le super(icie dei cer·chi stann o coíne i quadrati' dei 
-.ra,qgi. 

1. 0 S'inscrivano ne11e clue cir·conferenze i di cui raggi .. 
-sono OB e CA, due poligon i re golari sim ili. 

Sieno P e JJ i perime tri di questi •poligo­
ni; s'in<lichino con R e r i raggi OB ê CA, 
e con O e ele circ onferenze, si avrà (prop. 
10). 

p R -----V r. 

Ora ques ta proporzione avendo sempre 
luogo , qualunq ue sia il numero dei lati dei 

. poligoni , si applicher à ugualmente all,3 lun~ 
ghezze delle circon ferenze, e si avrà 

C R --­ . e r 
(1) 

2.0 Sieno C', e', le superficje degli stessi cercbi ; S e 
:s le superficie di due poligoni regolari símile inscritti, si 
:avrà (prop. 10) 

S R2 - . -;-r2, 

l 

-e siccome questa proporzione e v~ra qualunque siá il nu- \ 
mero dei lati dei poligoni, cosi ricavasi 

C' R2 

e' == ?· 
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Scolio - Dnll'incgnnglinn1,n. (1) si ,le<lnce ancbe 

(7 e 
21 2?". 

Dnnqu il rapr ori,o di una circonfcren1,a nl suo <liamr~­tr e l c::f-<.--.sso 11er tutte le circonforen7.e. Qucsto rappor ­t , c.h) s'in<lica orclinn.ria1n 1 1\Lo con 1t, ê incomm cnsur a -1 ile e quindi. non puo e~s01·0 calco lato cho appro ssima­tiYa1nente. Il suo, aloro in (1ccimali ô 
1t==3,141G\ 20G3G807932, etc ..• 

Daren10 fra breve un n1etodo elementare per calcolare approsshnath a1nente il valore di 1t. 
La conoscenza del nu1nero 1t permette di valutare la lunghezza di una circonferenza il cui raggio e conosciu• to, poiche dell' eguaglianza 

e 
2R = ,r si deduce e._ 2-rtR. 

/ 

Esen1pio - . R=18m, 35 ; prendendo per 1t il valore ap--prossimalo 3,14, si 11a .. 
C=2x3, 1.tx18,35= _155m, 2380. 

Osservazione- Per le ·applicazioni numeriche tornan-
do utile conoscere il valore di 2., si ha 

1t 1 1 

-=O ,3183098861837906. 
'it 

DEFINIZIONI. -
Clliamansi archi sim ili, settori sirnili, segment i si'lnili ,. qnelli che corrispond_ono ad angoli al centro 11g'uali. 

e 

PROPOSIZIONE XII. 

TEOREMA - 1. 0 Gli archi s-tmili AB, 
B DE stanno fra loro comei raggt 4-0, OD. 

2. o J set.toti sim ili BOA, DO E , stanno 
fra loro corne i quadrlati dei ra{Jgi AC ,. 
OD. 

l.º Si ha (prop. 18. lib. 2) 
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arco BA O 
:= ..____. 

circ. AC 4retti 

arco DE o • 
== -----. • 

circ. OD 4retti' 

u1a: per l'eguaglianza clegli a,ngo1i C ecl O, i secondi mem-
lJri sono eguali, dunque sara . 

arco BA circ. AC AC 
arco DE== circ. OD ==OI)· 

2. 0 Similmente si ha (pro p. 18, -lib. 2) 

donde 

., 

sett. ACB e sett. DEO o ----- , - · ·---cerc. AC 4retti cerc. DO 4retti 

sett. ACB cerc. AC CA2 

sett. DOE cerc. DO -2 
OD 

PROPOSIZIONE XIII. · . . 

TEOREMA. - L' are a del cerchio e uguale al -prodotto 
,deUa sua circonf erenza per la rnetà del raggio. 

Nel cerchio che ha per raggio OA, s'in 
scriva un polígono regolare. Sia P il peri-

- metro <li questo poligono ed S Ia· sua su­
perficie; si ha (pro. 9) 

S=PxiOC. 

Ora l' area del cerchio essendo il limite dell' area dei 
-poligoni inscritti, <li cui il numero d~i lati cresce indefi.­
nitamente , se ne avrà la misura cercando il limite ai 
quale tende il prodotto Px¾OC. Ma P ha per limite éirc. 
OA ed 00 ha per limite OA; dunque 

sup. cerchio OA==circ. OAx¾OA. 
Osservazione. Se s· indica con R i1 ragc,io del cerchio, . l t::) ·s1 1a 

· circ. R:::2itR; 

1 
1 ' , • J 

\' 
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e quindi 

·n, 
sn1. cerchio - -2n:nx 

2 
:::::~n,2 • 

.A1Jpli n."··ione. - Sia R==3m, e prencliarno 1t=3, 1415, ri-
snlterà · 

sup. cerchio == 28?n.q. , 2735. 

C0?"0llario. - Ln. superílcio di un settore e uguale al-
M l'arco di ciuesto ·sottore moltiplicato per la 

e 

1' n1età del raggio. 
Infatti, il settore ACB sta an·intero cer­

chio co1ne · l' arco AlVIB sta all' intera cir­
conferenza ABD (prop. 18, lib. 2) o come 

., A<J 
AMBx 2AC sta ad · ABDx-; ma l'intero cer-1, . 2 . 

chio ha per misura ABDxfAC, dunque i1 settore ACB ha 
per misura Aivl:Bx-½AC. 

Osservazionel~ N~lle applicazioni numeriche suole as­
segnarsi il raggio R del cerchio ed il núméro di gratli n 
dell~ arco AMB; ·ed allora per determinare la lunghezza 
x dell'arco corrispondente ad n gradi si stabilirà la pro­
porzione 

donde 

- x n 
------

360 ' 

n 
· n::::::2itRx- · 360. 

Dopo di che la superficie del settore avrà per 111isura 
_, !i R 2 _!!__ 21tRx-x

2 o itR x
360

. 360 . 
Applicazione. Sia R==l2m, e n=60º si ha 

1t.122x69 
settore--

360 
-241t=75 'm.q. , 3960. 

Osser·vazione II. - La superficie di un 
seO'mento circolare A11B e uguale alla su­
pe~ficie del ~ettore circolare O A.MB, meno 
Ia superflcie del triangolo AOB. 

n ora settore OAlvIB=irR2x
360

; 
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etl in qnnnt:o n.l l.rian l'olo AOH , non 8_i pnh va1utare l;\ 
snn. su pod1cio co 1 me1.1.o <l ol l a gcometr1 a se non <tuan do il nnn, orn tloi l 1Ta<li n <lell' arco AU corri ~pondo ad uno 
d i polin·oni che _si snnno i!1scriv c~o , a ltri, ncn ti bisogna 
ri rrere nlla i l'1gonon1etr1a c11e c1 dú 

R2sin.n 
AOB= 

2 
n It2si n .n 

Dunque seg·1nento Al\i ll= itR2x-
0
-- 2 ao 

Applica z?'one. Sin. AO= 12m, e supponiamo che l' arco 
.Al\1B conten ga 60º. Per trovare la lungh ezza <li questo 
arco si stabilirà la. proporzione 

arco A1VlB 60 
21tR . 360'~ · 

'"\ . , ·-
_ ... '- .. ·t .,_ 

2itRx 60. it~P/J-7r .12 
arco Al\1B- 360 :, -f==3=4it; 

donde 

si ha dunque 
settore AOB==4ii:x6=24it:::.75m.q., 3960. 

PROBLEMI SUI POLIGONI REGOLARI; DETER)IIN AZIO-~ E DEL RAP~ORTO __ 
DELLA ClRCONFERENZA AL DIAMETRO. 

PROPOSIZIONE XIV. I 

PROBLEMA - Conoscenclo il lato AB d'i un poligono re­
golare inscritto edil raggio 00 clel cerchio , calcola r e 
il lato AO del polígono regolare inscritto di un nitmero doppio di lati. 

Siano AB=-:et, OO=R edAO~c;tirate AD e 
AO, pel triangolo rettango1o CAD si ha 

A O2:..::ODxOI, o c2=2RxOI; 
ma 

CI==OO-Ol::cR-O1 ; 

1 



JilTIRO IV. 

e pel trin.no-olo r e.Hn.n°olo AOT, 

qnindi sa.rà 

OI = VR2 -Al2== rl R2-ª2; 
4 

e per eonseguenza 

129 

c2=2Rx( R- JR2-f)' (1) 

Reciproca111ente, si puõ propo'rre di calcolare a cono­
scendo e ; ed allora bisognerà risolvere r equazione (1) 
rispetto ad a, e s~'ZJ. t errà . · 

... º::ó2(·4R2~ c2) 
9 . ' a . "';:. . . 
. R? .... (2) 

Per fare un'applicazione della formola (1), supponiamo ­
. che çi· sia il lato dell' esagoi10, ovvero sia a= R; si avrà 
per i1 lato del dod~cagono rególare inscritto. · 

C= V 2R (R·-: g)=•V2R2 (1-~)= 
. R ,J2-/3. 

Per applicare la formola (2) , prendiamo e uguale al 
lato dei decagono e cerchiamo i l la.to del pentagono re-
golare. ' · 

Essendo 
R({5 ~l) 

e~ 
2 

; (prop. 5) 

se ne ricava 

R2(6-2vs)[,R 2 ~ -R2(6-2v5)] 
4 · : . .. 4 R2 .__ • 

a2= . R2 =e 5 ), 

BtANOBET-Elem. di Ge01net1·ia. 9 
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donde 

O EOl\'lF.'l'll l A 

a=~; ) i0 - 2,J5. 

Osser·va.z·i:one. ·-Son11nando il quacl rato del Jato deÍ <le­
cagono col quadrato del raggjo, si trova che 1a somma 

R2(G--2)5) 
R2+ 4 

e uguale a 

4 

cioe al quadrato del lato del pentagano regolare: e si . ri­
cade cosi nella proprietà già conosciuta che: Il lato del 
pentagano regolare inscritto e l'ipotenusa di un trian ~ l 
golo rettangolo che ha per cateli i'l raggio ed il lato_ aei 
decagono. · 

PROPOSIZIONE . XV. 

PROBLEMA- Conoscendo il lato di un poligono regola­
re inscritto ed il raggio del cerchio, trovar:e il lato, ~et 
poligono simile circoscritto. . 

Siano AB=a ·, CA . R ed EF==x · 
· M F La similitudine dei triangoli ECF, AOB, 

dà la proporzion~ 

. e . 
· Ma si ha pure 

EF CE 
AB :::..CA . 

EF Cl\f, 
AB== CD 

dunque, oel rapporto comune, · sarà. 

o 

CE 01f 
CA.-CD; 
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IY :1_lt.ronrlc, pol i.rinngo1o rcU.ango1o ACD si ha 

<.ionde 

X H, - -- --_-_-_-_-_ 
a 

2aR 
X- 1-­

\ 41.{2- a2 
' 

1 

PROPOSIZIONE XVI. 

o?·. _ , 
1 

:R ir •"F PROBLEl\lA - Conoscenào il lato AB di un 
poligono r-egolare <.li m lati ed iL raggio 
OA del. ccrchio cir·cosc1"itto, trovare la sv., 
per{icie di questo poligono. 

Siano AB=a , OA==R e sia S 1a superficie 
del poligono; si ha (prop. 9) . 

CD V 2 . 1 S::m.ax- ma CD== R2- ~-= · \/4R2-a2· 
2 . 4 2 ' 

sarà dunque '\i tR2-a2 S== m~,- Lf, 

4 

' Appticazione. Se si Yuole la superficie déll'esagono re­
golàre, bisogna porre a==R, 1n==6; e quindi 

. , 

. 6 R- \/4R 2- H-2' 3R2,f3 s 
4 · 2 

M Osservazione - Con gli stessi clati si 
potrebbe anche calcolare la su perficie 

~---11-,----~ 6 
del poligono regolare inscritto di 2m, 
lati. 

Infatti , sia 1\1 il punto di n1ezzo del-
e . l' arco AB, e qui ncl i AlVI il lato del -po-

lígono reoolare di 2rnlati: la sua superficie (che indiche­
i'emo con°S') si cornporrà di 2m triangoli ugua1i adACM. 

ita AD Rxa 
ACM =01\1 X 2 :::::-4-. 

' 
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Rxa - 'rnRa 
S' = 2·rn x --:::::--. 

4 2 · 

Cerchiamo, come applicazione , 1a superficie del do.de­
cagono re golare inscrítto; si ha in tal caso 

6R2 

a=R m==6, d' onde S' == -::::: 3R2• 
2 

' 1 

PROPOSIZIONE XVII. 

PROBLKMA-Dati il 1·~aggio CD==R, e l' apolema CA::t-­
di 1,n poligono 1~egolare , cal colar·e il raggio R' e l' apo­
tema r' di un poligono regolare isoperimetro di un dop­
p io num ero cli lati. 

T 

Sja BD il lato del poJigono regola­
lare dato e C il ce~tro di questo po .. 
ligono. Pro1u _ngata l'apotema 0-A fino 
al suo incontro jn I -colla circtJnfe- -
renza circoscritta , e tirate le rette 
BI , DI ; sar à BID l' angolo al centro 

. q~l poligono cercato, perchê essa e 
la n1età di BCD. 

Inoltre , se si conuuce CI{ perpendicolare a BI e KE 
par allela a BD, saré:\ l(E la i:netà di BD e rappresen terà i[ 
lat o del nuovo poligono ·; IK ne sarà il rag gio ed III rapo­
tema. 

In conseguenza di un'a -tal cos~ruzione, essendo 

·icava~i subito 

}II= IA CI+OA_ 
2 2 ' 

1 • 

R+ r 
r' ::::::'>. (2) ,.., 

E pel triango lo rcttu ngolo Cl\I , si ha 

[K2=I0xIII , o R'= V H.. 1·' :-e: vi Rx (R + r ) (~) 
9 ,.., 

8colio.- Ê faci )e lo ass icura r ~i . s ia llalla (1 n· u1 ·:t . s i~i 
dal! e fc!rrnole, che r·' e 1nngg iol'e tli 'i ', t, e ho a i ~~nn ti ·,u· iL) 
1.<-' e_ nnnor~ di H.; ~icc hõ ne l u11ov o poli go un la dilt' t\l 'l1_nza 
fra_11 l'agg ·HJ <~ 1' apoluna ó nli1w 1·0 di q u t li ·~ d 1 1ir 1rnú 
l olJg-<Jno. 

,, 
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Sin1iln1,('.\~1fa , ~o ~.i i.rn~fonnn. il Rccon,lo polígono in un 

terzo, po1 ~1tP~'7.0111 nn qnarto e cosl <li scgn ito, s i. ar ri ­
verà nd un poll rnno nel qun.lo la differr,nza fra il raggio 
,e l' ap te1na. sn.rà 1ninore di ogni <rrandezza data. 

Tnfni.ti nel triango lo BOA, si ha 

BC1-CA<BA o R.--:-r<DA; 
ina BA la_1netà del ln.i.o <lol poligono e queRto lato puà 
~en rler~1 n11nore di ogni )•ranclczza. ,lata col raddoppiare 
1n~efi~111al:1en1e il nnn1 lro dei lati ; dunqu e anche R-r 
•puo dn entre n1inore di ogni quantità assegnabile. 

PROPOSIZIONE XVIII. 

PROBLEMA- T1"0Va?.,.e un valor·e ápprossimato del rap­
por·to della cir·conferenza al diametro. 

Si ha, per defin1zione 

,e per dimostrazione 

circ. R 
;e::: 

2R 

cerchio R 
jC:::::::---­

R2. 

. (1) 

(2) 

Da cio risultano quat tro rnetodi per trovare il valore oi i:. · 

Poichê ; se si considera la formola (1) si puô , cono­
scendo la lunghezza del la circonferenza, calcolare il rag­
gio, o conoscendo il raggio, cercare la circonferenza; e 
se si considera la forrnola (2) si puó , conoscendo il rag­
gio. trovare la superficie del cerchio; oppure conoscendo 
l' area di un cerchio, si puô calcolarne il raggio. 

Noi esporremo i due primi metodi, proponendoci in 
primo Iuogo di calcolare il raggio di una circonferenza · 
4a cui lunghezza e 4. . 

Costrujscasi un quadrato, e prendendo il lato per nni-
tà, il suo perímetro sa_rà t.,' . 

Siano R ed ,,. il ragg10 e 1 apotema d1 questo quadrato, 
:Si ha 

,J2 1 
.R== 2 , r = . 2 

Ora , potendo il suddetto quadrato esser~ trasformnto 
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in un ottagono regolare deJJo st.esso perim~tro, per _le 
formole cl -~ 1 problen1a precedente, si troverà. per il raggio 
e l' apotenut deli' ottagono: · 

/2 
- lt\/2 

R - \ + ,! 2 ?" - --. 
·1- 8 , l - 4 

Con un sinlile procedin1ento si calcoler~bbero i raggi 
R2 , r 2 del poligono regolare isoperimetro di 16 lati, e ·co-

1 si continuando si perverrebbe ad un poligono il cui pe:. 
, rimetro essendo sempre 4 ,-i raggi Bn, rn ditrerirebbéro 

di tanto poco quanto si vorrebbe. , . 
Ora le circonferenze descritte con 'Rn e ?"n sono l' una 

rnaggiore e l' altra minore di 4 ; dunque il r,aggio della 
circonfereD;za ugual e a 4 tro;van<losi compreso fra Rn e 

.rn, potrà ottenersi con quella npprossimazione che si 
vuole. 

. Se i raggi Rn, rn sono va1u tali i n <lecimali, ê evidente 
che i decimali comuni apparterrauno al raggio cercato; 

E eco il quadro dei valori s uccessi vi del raggió e del­
r apotema nei poligoni di 4, 8, 10 ... 8192 lati. 

NUMERO 
AFOTEi\ ,IE RAGGI 

dei lati ' 
' 

4 ')''t ::::0,5000000 RI =0,1071068 
8 r2 ==0,6035534 R2 ::::-0.6532815· 

16 r 3 =O ,628417 4 R3 =0,6407289 
32 r, =0,6345731 R4 =0,6376435 
64 r 5 ==0,636108_:J R 5 =0,63t>875t 

· J28 r'o ==Ü,6364919 :··· :: R6 ==0,6366836 
256 r 7 =0,6365878 R 1 =0,6366357 
512 r 8 ::::0 ,6366117 R8 ::::0,6366237 

1024 r9 =0,6366177 . R9 =0,6366207 
2048 r 16==0, 636619.2 R 10=0 ,6366199 
4096 r. 1=0,6366195 R 14=0,6366197 
8192 1"'12=0,6366196 R 12=0, 6366 l 9CS 

Cosi una e f rconf erenza uguale n 4 ha per raggio · 

j 
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o.G3GG H)G . .. <londe risu lt a che il rapporto della circonfe­
r énza. al düun etro, equiva1e 

.!..Q_OOOJl OO - ') 1415926 
421ll!! !l 0 2 1 '-'' .. . . 

Archüned~ aveva t rov a.to \~ per valore approssimato 
<l i rc ; !\f ezio ha trov ato per .10 stes so nu1nero , il valore 
molto piu approssin1a t.o ¾~ R--

P ROPOSIZIONE XIX. 

PROBLEMA-Dali i pe,:.ini ~tri p P di due poli goni re­
gala.ri siniili inscr·ilto e circoscritto ad uno slesso cer­
chi o, calcolare i peri?n etri p' , P' , dei poligoni regolari 
inscritto e circoscritto di ·un numero doppio di lati. 

Siano AB, EF, i lati dei poligoni i cui perimetri sono 
p, P, e sia ni il nun1e.ro di questi lati. Conducasi la cor­

da AM, ai punti A, B si applichino 1e 
E tangenti AP, BQ; ed infine si tiri la PC; 

saranno AM e PQ , i .la~i_ dei poligoni 
inscritto e circ-oscri tto di 2m lati di 
cu{ i perimetri sono p', P'. 

e Cio posto, si ha , 

. P CE 
p=OA o CM; 

e siccome per essere CP la bisettrice dell:'angolo ECM, si 
• I ' f. 

ha pure 
PE CE 
PIVI- CM; 

1 • r . . 

cosi pel rapporto comune, sarà 

donde risulta 

P PE 
p=PM, 

P~p EM 
2p ==2PM o PQ. 

ovvero per essere le rette El\1, PQ, contenute 21n volte 
' 

•' ...... : ., 

.. 
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ll i peri 1netri P , P', 

da cui ricavasi 

GE OMETRIA 

P+ JJ p 
2JJ P'' 

2Pp 
P'- -­-P+p· (1) 

Per calcolare p e da osservarsi che i due trian<10Jf o Pl\fN, MAD, equiangoli fra loro, sono simili e dànno la 
pro porzione · · · 

A:iYI PM 
AD ==iíN. 

, 

Ma le rette AM, AD sono co·ntenute 2m volte inp' e p; 
·ele rette PM, MN, sono contenute .4ni volte in ·P' e p~, 
dunque · .. 

' ' . . . . . 
PP d . ',J' · . - ::::-, , onde -p == .P .p. 
p p . . . 

(2) 

Corollario - Queste formole permettono di calcolare 
il numero 1t con quella approssimazione che si vuole, 
_poichê, se in un cerchio c.l~e ha per raggio l'unità li~ea­
re, s_, inscrivono e circonscrivorio ~ue quadrati i cui pe~ 

rimetri sono iV2 e 8, si pot_ranno calcolare colle formole 
(1) e (2) i perimetri degli ottagoni regolari inscritto e 
circoscritto, e coH' aiuto deg1i o ttagoni, si otterranno i 
perimetri dei poligoni regol ari di 16 Jati e cosi di -segui• 
to. Ma si sa che in questa serie di operazioni, i perilne­
tri dei poligoni si avvicin áno indefinitamante alla lun­
ghezza del1a circonferenza ·, e peró sl potrà calcolare qu~.; 
sta ·circonferenza con tutta l'approssimazione desiderab1-
le; e dividendola per 2,si avrà il numero n-. 

\ 

• 
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GEO~JETRIA PIANA 

TEOREMJ DA DI1\10STRARSI 

1. La figura che ha per vertici i punti di mezzo dei Jati 
di un quadri1atero, e un paral lelogra1n1no. 

2. Se da un punto preso nelrinterno d'un triangolo e­
quilatero, si abbassano le pcrpentlic_o1ari sui tre lati, la 
somma di queste tre perpendicolari ê costante. (Esamina~ 
re cio che diviene il teorema, quando il punto e esterno 
al triangolo). 

3. Se dal punto di contatto Adi 
due cerchi tangenti, si tirano due 
secanti qualu nque BB', CC'; dimo­
strare che le relte BC, B'O' sono 
parallele. 

B 

4. ln ogni quadrilatero circo­
scritto ad un cerchio, la somma di 

due lati opposti e uguale alia somma degli altri due. (La 
reciproca e vera). 

A 5. Se si su ppone il cerchio O tan­
gente ai due lati dell'angolo A, e si 
tira una tangente BEO/terminata ai 
uue lati dell'angolo; dimostrare, lº 
che i1 perímetro del triangolo ABC 

. ê costante, qualunque sia i1 punto 
\. / · e dell' arco MEN dal qual e si tira la 
\ .. /./ tangente; 2° che l'angolo BOC eco-
o N stante. 

6. Se si congi ungono a due a due 
i piedi delJe tre altezze di un trian-

. golo , si forma un nu ovo triangolo 
nel quale Ie bisettrici degli angoli sono le altezze del pri­
mo triangolo. 

7. I piedi delle altezze di un triangolo ed i punti di 
mezzo dei tre lati stanno sopra una stessa circdnferenza. 

8. Dato un quadrilatero, se si costr·uiscono i cerchi tan­
genti a tre ]ati ~onsecutivi , i centri dei quattro cerchi 

/ 

( 
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, 

che si ottengono, forn1ano un qua,lrilatero inscrittibile. 
9. Le bisettrici deg1i angoli forn1ati dai lati opposti di 

un quadrilatero inscrittibile si ta.gliano ad angolo retto. 
10. Se da un punto qualunque del cerchi0 circoscr•itto 

ad un triangolo si abbassano le perpendicolari sui tre lati, 
i piedi di queste perpendicolari sono in linea retta. 

0 11.. Si costruiscaJ.io soprai duela-
ti A B , BC di un triangolo ABC , i 

, parallelogr ·ammi qualunque ABFE, 
~D BCDL; si prolunghino EF e -LD in 

O, e si tiri O B; infine si costrn isca 
sopraAC un parallelogrammo di cui 
il lato adiacente sia eguale e paral­
lelo ad O B : climostrare che questo 

H parallelogrammo ê equivalente alla 
somma degl i altri dne. (Dednrne corne conseguenza il qua-
drato dell' i poten usa). 

12. Le tre altezze <li u11 triangolo s· incontrano i;n uno 
stesso punto. 

13. Le rr.tte che congiungono i vcrtici di un triangolo 
coi pun1i di n1ezzo dei lati opposti si tagliano ne11o stes-
so punto. . 

14. 11 punto d' incontro delle altezze <li un triangolo , 
il punto d' jncon t ro delle mediane, ed i1 centro del c.er­
chio circoscri tto, sono in linea retta ; e la distanza dei 
llue primi punti é doppia <li quella dei du~ ultimi. 

1~. Se da un punto dato si con<lucono ad un cerchio 
due secanti perpendicolari fra loro, la sommadei quadrati 
delle cor<le sarà costante. 

16. Allorchê tre cerchi si ta~liano a tlue a due, le tr.e 
corde d' intersezione si tagliano nello stesso punto. 

1, 

A 17. Se dal punLo di rnezzo A dell'arco 
BC, si tii'ano le due secanti AFD, AGE, 

e i quattro punti D, F, G, E, stanno sulla 
stessa circonferenza. , 

18. Allorchê tre cerchi sono tangenti 
a due a due, le tangenti menate ai punti 

.. di contatto si tagliano in uno stesso punto .. 
19. La son1ma dei quadrati delle diagonali d i un qua­

drilatero (); õoppi0 dA11? somma dei quadrati delle rette 
cl)e congiungono i .p~nLi âí mezzo dei lati opposti. . 

20. In un triangolo se si conduce una serie di parallele 
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a11a b:lse e si 1.irnno lo din.gonali ,lei 1.rape7.i che ne ri sul ­
tnno~ dimo~i.rn1·e chc i pnni.i ,li concor Ro ,hdl e diagonal" 
lli qnr~u i.rn.pczi ~i l.rovano sulla rctta chc unisce il 
,~t,rt i('t~ e 11 puni.o di n1czzo dclla ba r,. 

1. })irnn~trar P che in un qua<lrilalero inscrittu , iJ 
p1-..1doi.to <lell perpendicolari n.ubassatn ela un punto de] la 
e.ir onfi r nza sopra llne lati oppost i e ugun leal prodottc~ 
d 1l perpendicolnri n.bbassnto dallo stf)sso punto sncr]i 
a.li.ri ctue 1 ati. º 

2.2. Se da. nn pnnto proso nell' interno di un polígon o 
regolnre ~i ?n lati si ahbassano Ie perpen<licoJari ~opr a 
t ntti i lati, la sonnna tli quest,e perpendicolari é uguale 
a l ·,n volte il raggio del cerchio inscritto. 

2· . Se dai vertici di un poligono regolare si abbassano 
le perpendicolari sopra una retta qualunque che passa 
per il centro, la sorr1n1a delle perpendicolari che çadon o 
da una parte di questa retta e uguale alla somma di que l 
le che cadono dall'altra. 

24. Dimostrare che se si fa ruotare un cerchio in un -
altro cerchio- .fiss@ ; di posizione e di raggio doppio , in 
.modo che i due cerchi siano tangenti, uh. punto qualun­
que del primo cerchio descriverà in questo n1ovimento 
una 1inea retta .. -

~5. Djmostrare che le tre rette che· congiungono i ver­
tici di un triangolo c·oi vertici opposti dei triango1i equi­
lateri costruiti sopra i lati , si tágliano in uno stess o 
punto. · _ · 

26. Dimostrare che la somma delle perpendicolari ab­
bassate sopra i lati <li un trianuolo dai cen~ro del cerchio 

· circoscritto, e uguale al raggio di questo cerchio coll'ag­
giunta del raggío del cerchio inscritto . 
. 27. Dimostrare che in un trapezio la somma dei qna­
drati delle diagonali é uguale alla somma dei quadrati 
dei Jati opposti non paralleli piu une volte il rettangolo 
delle basi parallele. 

28. Dimostrare che se, i n un trian-
A golo ABC., tre rette che partono dai 

vertici si tagliano in un punto O: ~i ha 

QJ) , .. OE OF 
AD+BE+ CF::;::l e 
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29. Dat e due ci r confcrcnze concentriche , dimostrare 
ch e la ~onnna dei qnacl rati dc11c cJ istanze <li un punto ·qua­
lu.nque cli una <li qnest0 circonfcronze ·agli estremi <lel 
<liameti·o <lell'alt.ra , e costante. 

30. Dne quadrilat eri sono equivalenti allorchê ]e Joro 
diagon ~1.1 i sono ugu a.li e f orn1ano fra diloro angoJi ugua]i. 

LUOGHl GEOl\1ETRIOI DA TROVARSI. 
. . 

1. Trovare il luogo dei pu .. nti tali che la somma de11e 
-distanze di cia$cuno di essi da d ue rette date sia uguale 
ad una retta dat a. · # 

2. Trovare il Iuogo dei punti tali che la differenza delle 
-distanze di ciascuno rli essi da due rette , sia. uguale ad 
una retta data. 

3. Luogo geometriqo dei centri dei cerchi che passano 
per due punti dati. · 

4. Luogo geometrico dei centri dei cerchi di .raggi dati 
€ tangenti ad una retta data. :: · 

5. Luogo geometrico dei centri dei cerchi di raggi dati 
-e tangenti ad un cerchio dato. . 

6. Tirando da tutti i punti di una circonferenza delle 
rette parallele fra ]oro, e prendendo sopra ciasc'uria una 
lungbezza data; trovare il Iuogo geO'metrico delle estre­
-mità di tutte queste rette. 

7. Trovare il luogo dei punti di mezzo delle corda di 
un cercbio le quali passano tutte ·per un punto dato ... 

8. Trovare il luogó dei punti in cui le tangenti condot­
te ad un cerchio si tagliano sotto un angulo dato. 

9. Trovare il luogo dei púnti tali che i piedi delle per­
pendicolari abbassate da ciascuno di ~ssi sopra i tre lati 
di un triangolo siano in linea r et ta. 

10. Trovare il 'luogo dei punti le di cui distanze da d~e 
rette date sono in un rapporto dato. 

1 f. Trovare il luogo dei punti tali che la somma o la 
<lifferenza dei quadr ati delle loro <listanze da due punt.i 
<lati sia uguale ad un quadrato dato. 

12. Dati due cerchi, trovare il luogo dei punti tali cha 
le tangenti tirate da questi punti ui tluo cerchi siano u­
guali. 

• 
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13. Se si tira da un punto A una ret-

/ N \~1 ta Al\1 terminata alla circonferenza o 
( · 

1
• '.1

1
! e si divide questa retta nel -punto N · 

o . · AJVf m · 
\ / 111 mouo che si abbia -::::- · trovare-
. . AN n' 

i1 luogo del punto N. 
14. _Se dal punto dato A si tira la relta Al\1 terminata_ 

al1a c1rconferenza O , e si prende su di questa retta un 
punto N tale che sia Al\1xAN=K 2 ; trovare H Juogo del 
punto N. 

Risolvere i due problemi precedenti sostituendo alla. 
circonferenza una retta. 

15. Se da un punto .A si tira una retta AB terminata 

A 

e 

alla retta data XY; si conduce· 
AC io modo che 1' angolo BAC 
sia uguale ad un angolo' dato e 

AB rn 
che . .i al biaA.c=~ o pure.ABx 

=--:
1
:_l ... ---:--- - .-, A =r 2

, trcn ·tre il Iuogo del pun~ 
X to '. 
Gli stessi problemi 

conf erenzn.. 
ti u J d ·tll· retta ./Y una cir-

16. Trovare il luon·o d i punti <lai quali due corchi <lati 
si vedono sotto lo te . o ungolo. 

17. Se sopra due rette 01 t )~ nali :corre una retta <li 
data. 1unghezza; si do1nnnda il lnogo dei punti di mezzo 
<le11e i potenusa dei triangoli che ne nascono. 

18. Dato un trian °·olo eq uilate ro, trorare íl 1 uogo dei 
punti ta1i che la di tauza di uno <li essi da uno dei verti­
ci dcl trinno-o]o equilatero .. ia uguale alla somma de lle 
cJistanie dello stes o punto dag1i altri vertici. 

n 19. Cont.lucendo da un punto A preso 
nel piano di un cerchio O, una secan­
te AC e le tangenti ai punti B e C, si 
domanda i1 Iuogo dei pun ti D. (Il luogo 
ê una retta DE, perpendicolare al dia­
metro che passa per il punto A ; que­
sta retta chiamasi la polare dei punto 
A, e questo punto e il pol_o della retta 

DE). · . 
20. Tro,are H luogo dei punti tali che la somma dei 
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qU[Hlruti oel]e loro distanze dai vertici di un triangolo 
equilatero sia uguale ad un quadra.to dato. : . 

21. Lo stesso problen1a, sostituendo al trhtngolo equí-
!~tero un poligono regolare qualunque. ·· · 

22. Trovare il 1 uogo dei punti tali che 
la son1nut dei quudrati deli e foro distanze 
dai lat i di un polig0no regolare -sia uguale 

e ad un quadrato <lato. • . 
?1/1 23. Sia AB un diametro del cerchio BO; 

. ---L--- se sí concluce una secante BCD, si prende 
130º A _DD=BC, e co1:1giun~esi il punto D col cen­

tro dei cerch10 ed· 11 punto C col puntoA; 
si domanda il luogo del punto !v1 d'inter­
sezione delle rette AC, OD. 

~4. Conducendo da un punto qua-
~c lunque A d.el prolungamento dei dia­

metro BD, -la tangente -AC, la biset­
trice dell'angolo CAO;ed abbassando 

B -- o 01\1 perpendicolar~ su di A1\1 ; si dí­

\ '\ 

manda il luogo <lel punto 1'1. 

\ 

25. Se da un punto O dell' ipote­
n usa BC del triangolo - rettangolo 
ABC , conducesi una · secante qua-
1 unq ue DE, e si descrivano i cerchi 
OBE, .OCD; si dornanda il luogo del 
punto ~1 d' incontro di ·questi due 
cerchi. 

26. Essendo dati un cerchio BO e.d nn 
iliametro AB ; se si conduce un raggio 
qualunque 00 , si abbassa CD perpendi­
colare su di AB e si prende Ol\tl=CD :. si 
domanda il ]uogo de1 punto !\1_. 

27. ln un quadri1atero ABCD siano da· 
15 e ti AB, BC, AC e CD; si do1nanda 1° il 
F.,<__'27 luogo geometrico tlel punto di mezzo dei-

1 la diagonale BD, 2° il luogo geon1etrico 
.A ----- \l del punto rli mezzo della retta EF che 

~JJ congiunge i }JUnti c]j mezzo <.lelle due dia­
gonal i. 
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28. Trovare il luogo di tutti i punti tali che la sornma delle distanze rli uno di questi punti a tl'e rette . date sia 

uguale ad una retta data. 

PROBLEJ\II DA HISOLVERSI. 

1. Da un punto dato condurre una ret.ta ugualmente di­
stante da due punti dati. 

· 2. Da ti <l ue punti A e B trovare sul .. 
la retta ST un 11unto ·p tale che gli A\J n angoli APS, BPT, siél:no uguali. 

3. Da un punto menare una retta 
P ,1, che n1entr~ taglia due parallele , la 

parte di essa com presa fra queste due 
para11ele sia uguale ad una retta data. 

4. Costruire un quadrato, conoscendo la differenza fra la diagonale ed il suo lato. · · · 
5. Costruire un triangolo, conoscendo lá base, rangolo 

opposto, e la s01nma o la differenza degli altri due lati. . 
6. Con un dato raggio descrivere un cerchio: · · 

L Ohe passi per due punti; 
2. Ohe passi per un punto,e sia tangente acl una retta -; · 
3. Tangente a due rette; 
4. Tangente a<l una retta e ad un cerchio; 

. 5 .. Ohe passi per un punto, e sia tangente ad un "'cer-. chio. · · 
6. Tangente a due cerchi. 

7. Oonuurre in nn cerchio una retta che passi per un 
punto dato ,e ta1e che la corda intercetta si'a uguale ad · una retta data. 

8. Descrivere un cerchio tangente ad un altro cerchio 
e ad una retta in UIJ. punto dato. 
. 9. Costruire un cerchio tangente acl un a1tro cercbio 1n un punto dato e che passi per un altro punto dato~ 10. Costruire un trjan golo uguale ad un triangolo dato, 
ed i cui lati passino per tre punti dati. 

l '1. Date due circonferenze che si 
tag1iano, condurre da uno dei punti 
d 'in tersezione una retta MN, tale che 
la dü;tanza ~1N compresa fra i due 
punti d' inter~rzione di questa retta 

con le due circonferenze, sia uguale ad una retta data. 
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12. Condurre dal punto A la retta MAN 1n modo che 
l\IA 1n 

$i abbia -:=-. 
Ar · n 

. 13. ?al punto ... condurre una retta MAN, in modo che 
s1 abb1n A.NI-==AN. 

14. Date due circonferenze, condurre una secante pa­
rallela ad una data direzione e tale che la somma delle ' 
corde sia uguale ad una retta data. 

15. Costruire un quadrilatero ; conoscendo due angoli 
opposti, le diagonali ed il l0ro angola. 

16. Dati due cerchi , ti~ovare un punto tale che le tan­
genti condotte a questi cerchi siano uguali e facciano 
un angolo dato. - · · 

17. Daii l'arco CD edil diametro AB, trovare sulla cir­

p 

confer en za un punto P tale, che tirando 
le rette PD, PC, si ~bbia OM==ON. .·. 

18. Inscrivere in un cerchio un trian­
golo isoscele, conoscendo la somma della 
base e dell' altezza. · 

19. Costruire un triangolo, .cánoscendo 
le tre mediane. 

20. Costr .uire un triangolo ·, conoscendo le tre altezzd 
21. Costruire un triangolo, conoscendo gli angoli edil 

perimetro, ovvero gli angoli e la superíicie. 
22. Costruire un triangolo conoscendo la .base, l'ango- · 

lo opposto ed il r_appo rto degli altr-i due làti. 
23. Costruire un trian golo conoscendo la base, l'altez­

za ed il rettangolo degli altri due lati. 
24. Essendo date due rette che pet un ostacolo qualun ... 

que n0n possono prolungarsi fino ·a che s' incontrano , 
condurre per un punto dato una retta che prolungata an­
drebbe a passare pel punto tl' incontro delle due prime. 

25_. Trovare in un triangolo un punto tale che congiun­
gendolo coi tre vertici , il tríangolo resti ·~iviso in tre 
triangoli equi 1; alenti. . 

26. Descrivere un cerchio che passi per un punto e s1a 
tangente a d_ue cercbi da.ti. . ·. 

27. Descrivere un cerchio tangente a tre cerch1 dat1. 
28. Costruire un trapezio , conoscendo gli angoli e le 

diagonalL 
29. Date. tre circonferenze concentriche , costruire un · 

• r 
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triangolo símile ad un triangolo dato, ed i cui tre vertici 
stjano sulle date circonferenze. · 

Lo stesso problema, sostituendo alle circonferenze tre 
rette parall ele. 

30. Da un punto dato in un angola condurre una retta 
tale che il prodotto dei segmenti compresi fra il punto ed 
i lati dell' angolo sia uguale ad un quadrato dato. ·. 

31. Da un punto dato nel piano "di un cerchio, condur­
reuna retta tale che le distanze di questo punto dai punti 
d' intersezione della retta e del -cerchio stiano" fra loro 
nel rapporto di m a n. 

32. Per un punto dato e ·per il centro di un cercbio , 
far passare una circonferenza tale che la corda comune 
sia uguale ad una retta data. 

BLANCHET-El cm. di G cometria. 10 
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APPENDlCl~ A L lJDI:\O III. 

TEORIA DELLE TRASVERS .ALI . 

' 
Chiamasi trasversale una retta che· inco ,ntra un siste-ma di piu rette. . .. 

'I1EOREMA l. -. . . 

Se i tr·e Lati di un triarigolo , prolungàti se occÔrre , 
sono tagliati da una trasversale, vi saranno sopra ognt 
lato due segmenti; e qiiesti sei segmenli sono tali · clle il 
prodotto di tr~ di essi, non avendo alcuna estremità di co1-nune, e uguale al prodollo degli altri .tre. . · 

A 

A__ 
B~F e 

A 

·sia ABC il triangolo proposto, e DEF 
la trasversale. Dal punto C si tiri u­
na parallela GC al lato AB fino al-
.l' incontro della trasversale. · 

I triangoli simili ADE , ECG danno 
la proporzione. · 

~F D G E donde 

AE AD 

AExCG ==CExAD. . (i) · 
I triangoli simili CGF, FBD danno pure Ja proporzione 

donde si deduce 

CF CG 
BF - BD' 

CFxBD=BFxCG. (2) 
Se du nque si moltip1icano le eguaglianze (1) e (2) e si 

sopprime il fattore comune CG, si avrà 
AExCFxBD=ADxBFxCE. 

•. 

' 
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TEORRMA JI. 

Rerip1'oca1nent se t, e vurdi 1n·e.'{1: in nunier·o prtJ"i sui 
lati di 1tn t1~tangolo ed in niunero dispari sui prolunga­
Ynenfi dei 1n >dcsi~ni lati deter-n1inano sei seg111enti tau 
cite il pi"odolto di t1 e di essi non conseculivi sia uguale 
al pr·oàotto degli altri tr'e , questi t-re pnnti saranno in 
linea r ctta. 

A Bia Ano i1 triango1o e siano n, E, F, 
tre puntí tali chf1 

ADxTIFxCE-=BDxOExAE; (I) 

ll e· io dico che ·j tre punti D, E , F saran-
no in linea retta ; poichê se la retta DE incontrasse BC 
in un punto F' difTerente dà F s~ _avrebbe, in virtu del teo-
ren1a precedente · · 

ADxBF'xCE==BDxCF'xAÉ , · (2) 

Dividendo l'eguaglianza (1) per l"eguàgiianza (2) e sop-
prímendo i fattori comuni, sj avrehbe · ,, 

donde 

o ancora 

BF C:F - -
BF'==·cF'; 

BF --CF BF 
nF' ---·cF' ==-BF' 

BC BP 
-==-
BC BF; 

proporzione evidenten1e1~te assu rda meno il caso iú cui 
il punto F' ~i confonde con il punto ~- . _ 

Osservazior(/e. Questo tcoren1a da spesso 11 n1ezzo d1 
riconoscere n101to facilmente se tre punti sono in linea 
retta; . andremo a darne un r.sempio. 

LE1\1MA 1. 

Date due circonf er-enze A e B, ~e si lir·ano âue 11aggi 

Af\1 , BN varulleli e diretti nello stesso senso , la r·etta 
l\1N che conoiunge te loro estr·eínilc'i, incontrerà la li11ea 
dei ccntri tn un pun,to C cite sar·it sernpre lo slessn, qua­
lu111_;ue sia la llt;•eztonc llei 1~uooi paralleli AM, BN. 
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donde 

ovvero 

GEOMETilIA 

lnf'atti, i triangoli 
simili AJ\10 , TINO 
uanno la proporzio­

L --l~--~ - -t----,c ne 

AC-DO __ .AM-BN, 
BC BN 

AB AM-BN 
BC~ BN. 

AC AM 
--- ' 130-BN 

Ma AB, Aif-BN, BN, sono quantità costanti, dunque 
BC avrà anche un valore costante. -

Questo punto C chiamasi centro d'l sirnilitudine diretta · 
delle_ due circonferenze, e la sua posizione sulla linea dei 
centri ê deternlinata dalla proporzione 

AC . A1'.I 
Bc== BN" . 

Si vedrebbe inoltr ·e facilmente che questo punto tro ­
vasi all' incontro delle tangenti _ com uni esterne. 

LEMMA II. 

Dale due circonferenze A e B, se si tirano i raggi AM, 
BN paralleli e di1~etti in senso contrario, la retta l\1N 
in( ontrerà la linea dei cenl'1"i in un punlo C , che sarà 
lo stesso, qualunqLle sia la dir-ezione âei raggz Al\I. BN . 

.,,..,.----.)\'1 Infatti , i triang·o) i si-

/ , r--~ mili Al\~C, BNC: <lanno 
' ·"\ proporz1one 

( A e ~B ) 

·\ ~~-/ 

AC Al\1, 
cn==BN 

',,_____,, e quindi il punto O di-
videndo la retta ne1 rapporto dei due raggi , esso ê co­
stante. 
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Questo punto chiamasi cenlf'O di simililudine inversa 
oelle , du~ circonferenze. Si puó vedere anche che essa e 
il punto d' incontro delle tangenti con1uni interne. 

TEOREMA III. 

1 centri di siniilitudine diretta d·i tr'e cerchi pr·esi a 
àue a due stanno in lznea ?"etta. 

It 

Sieno A, B , C i centri 
<lei tre cerchi ; R , R', R'1 

...---1--+--...;:;,-;-__.;__M i loro raggi, e sieno 1\1, N, 
P i centri di similitudine 
diretta di questi cerchi 
presi a due a due; si ~1a 

- ..--
A 

ifoltiplicando qu t I 1 opu1 zioni termino a termino , 
risulla 

donde 

Al\f xBP x C RxR'xR" 
B--1'-1 x_c_P_x_._:\._N =:::R --,x-R_"_x_R== l; 

AJ\IxBPxCN=B~IxCPxAN. 

ira A~I , BP , CN sono per rapporto al triangolo ABC 
tre segmenti cbe non hanno estr-ernità comuni, e Bl\1, CP, 
AN fo1~mano tre altri segmenti non consecutivi ; e pero 
essendo il pro<lotto dei tre primi uguale al prorlotto degli 
altri tre, i punt.i !\f, N, P sono in linea retta (teorema 2.) 

Osservazione-Lo stesso teorema avrebbe luogo se si 
prenrlessero tlue centri di similitudine inversa e uno di 
similitudine dire tta. 

TEOREMA IV. 

Sei lati di unpol igono piano, oi loro p r·olunga1n enti, 



, 1-:01\l E'l'll l A 

~-0?10 tagliat i da 1<·na. t1 ·1?srC?J'Sol r., q1wsta seoneJ·rt sopra 

•ia~ cu n lato d11e srrn nr n ti tau .. he il Jn'odollo cli quelli 
c l1e non hanno est1·erni ·o~nuni so1·,~ uouale a l prodollo 
d i tutli gli alt ;•i. 

·\. Sin, per esetnpio , il 
pent agano ABODE ta­
glia.to daJla trasversale 
rnnpqr; io· dico che si 
avrà 

An·Br·Cm·Dq·Et· 
== Hn: Cr· Drn· Eq· At · 

Infatti , da un o dei vertici A del poligono , tiriamo le 

diago n ali a tutt i g1i alt ri ver tici e prolunghiamole fine:. 
alr incont ro coll a tras versa le. 

I tri a ngo1i ABC. ACD, AED considerati separatamen-
t e come tagliati dall a t rasve rsale, daranno 

A n · B r·· Cp·-==B n · Cr· A1r 
Ap · C1n·Ds· ==Cp·D m ·A s· 
A s· Dq· El· =Ds · Eq · .A.t· 

rvroltiplic ando queste eguaglianze e sopprimendo i fat• 
to ri comuni si avrà -

A n · B r-·Cm · Dq· Et· = Bn· Cr· Dni· Eq·At· 

TE OREMA y. 

Se si pr-oiett ano su rli un p ian o le d'i'ver."e par ti di una 

rettn , ogni proiezione sar ei u.(Juale alta parle di rella 

cor r i sponclen te , rnoltip li cala per- un num era tostante 

per t ll,ll e quesle relle . 
/l Proiett iamo sul piano l\•IN 

le pa rt i AB , CD della retta 
AE , e sieno ab, cd le toro 
proieiioni; contlucia1no Dl•' 
e HH riar n1lele n<l Ea. 

Mr~:-····-·· ,I -· ~~ -----e ·-<~- jN ~j Btr~~~~~li 1!i~~~~p~1~fo: 

DF BI-I 
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0 , per essere dr.==DF e ba==Bll, 
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do ab. _...,.._ 
DO -- AB' 

d 
p _) r<) ~_)DO ==71'1, donde clc==DCxm, 

. , ab 
s1 a, ra pure -=-1n, du. cui <tb==A Bx rn. 

AB 
TFOltKMA VI. 

Se i lati di un voliyono storto o i toro prolungamen­
ti , sono tagliati dn. un piano trasversale , vi saranno 
sopr·a aiascun lato cl.,te segmentí toli, che il prodotto di 
tutti quelli clle non hanno estrernitc'i cornune, sarà ugua­
le al pr·odotto di tutti glí altr~ ,e•). 

s E 

A Sia a~1õ il polígono pro-
post9 e SÍeno E, À, IJw, (), Í 
punti dove i lati a~, ~. , 

. ôy, aa .. incontrano il pia­
no trasversale. Proiettia-­
m~ que3to · poligono su di 

. un piano perpendicolare 

L R :N al piano trasversale:e sup­
poniamo che ABCD sia 

questa proiezione e che SN sia l' intersezione del piano 
di proiezione col piano i.rasv~rsale. 

Prolungando i lati de1 poligono ABOD fino all'incontro 
con SN, si avrà dal teorema IV. 

AE·BL·C:M:·DR=BE·CL·DM·AR· . (1) 

Ma AE e BE sono le proiezioni su di uno stesso piano 
dei segmenti a.s., ~ê del poligono storto ; · dunque si avrà 
(teorema V) 

AE=aê· m; 

similmente si ha 
BL==~À·n, CL--y):n, 
ClVI::::-yµ:p, DM=ôµ .p, 
DR==õp·r, AR=arr. \ 

(9) Un po1igono si chi ama storlo allorche non ha tutti i suoi 
vert1ci situati in un medesimo pinno. 

N. clel Trai. 
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~ostituendo nell' egungliunza (1) in luogo di AE , BE, 
BL, CL .... , i ]oro vn lori , e <l ividen uo i d ue mem bri per 
gnnJJ?", si ottiene 

CXÊ. ~À.1µ.ôp=~ê. "( j,. õ11 .• rJ.P, 
cio che bisognava dimostrure. 

TEOREMA Vil. 

Sesi congiunqc un pun,to O preso nel pia'llo di un tr_tnn­
golo A~C,coi l'i·e ver·tici di questo triangolo; queste rette 
deter·1nineranno sui lati del tr i11.ngolo , o sui loro pro­
lunganienti sei segnienti tali che il prodotto AF .· BD. CE 
dei tre segmenti non consecutivi, e uguale al prodotto 
FB. DC. AE degli altri ire. . 

. - A 

e 

ln effetti , il triangolo AJ3D , taglia­
tq dal la trasversale FC , dà l' egua--
glianza · 

·AF. BC.DO=BF DO.AO. (l) 

Sirpil mente , il · triangolo ADC , ta­
e gliato da1la trasversale BE, ci dà 

AO.BD. Ec--..:oD.BC.AE. (2) 

l\1oltiplicando membro amem­
bro le eguaglianze (1) e (2) & 

soppriní.endo i fattori con1uni , 
D si avrà 

AF. BD. EC=BF. D C. A E. 

TEOREMA VIII. 

Recipr·ocarnente, se Ire p11nli F, D, E in nu1nero di• 
spari sui lati di un triangolo A BC ed in numero pari sui 
proly,ngamenti, sono toli che il prodotlo lli tre sei;menti 
non consecutivi AF. BD. EG e uguale al JJ>'Oclotto der,li 
allri tre, le rette che congiunoono questi pitnli ai verti­
<:i oppostt, si tq.glieranno ín uno stesso punlo. 
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ln fatti ', ~e la rettn. A D non passa per i1 
p_unto d 1ncontro O delle Tette CF. BE, 
~1 potrt\ seinpre tirare la retta AO che 
1ncontra BC nel punto G; ed a1lora si a­
vrebbe, in virtu del teorema precedente 

J1 n D 
AF .BG.EC~BF.GC.AE; 

111a per ipotesi si ha ptn'fl 

('1) 

AF.BD. EC==DF .DC.AE; (2) 
- 'F e quindi , dividendo membro a 

n1en1bro, dovrebbe essere 
. -

13G GO BG BD 
n e n G B-D~ DC Go== :ôõ 
iI che non puo aver 1uogo se non · qua~do il punto G si 
confonde col punto D. - . · 

Corollario. Le bisettrici AD, BE -, OF degli angoli di 
un triangolo · ABC , si tagliano in uno stcsso punto-. In­
fatti, esse_ndo AD ]a bisettripe ~delr ango]o BAC, si ·ha 

B . D 

A BD' .AB; 
/l no== AC. 

/ 1 

1 similmente si ha 
! . 

AF AC 
PB==.w 

CE BC 
A.E== AB 

Cbe moltipl~cate membro a 1nembro. danno 

BD.AF.CE ==l o BD.AF.CE ··nc.FB.AE. 
DC.FB.AE 

· . Dunque, le bisettrici debbono concorrere in uno stesso 
ponto. 

Si dimostrerebbe simi1mente che le tre altezze di un 
triangolo concorrono in uno stesso punto e che avvi'ene 
lo stesso per le rett~ ~he congiu.ngo~o i ve~tici di un , 
triangolo con i punti d1 mezzo dei lati oppost1. 
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DBI1'I NJ 7,IONI. 

A r n q 11. Unn. rei.ta AH 6 <livisa armo­
-------- nicanienle nei punti PeQ,allorchà 

siccon1e si ha pure 

AP AQ. 
@==nQ' 

AP PD 
AQ ==13c.f 

Cosi la retl·1 PQ e unche divisa arrnonicam_ente nei pun .. 
ti A e B. 4 

II. I quattro punti A, B, P, Q, si tlicono armonict ed A 
e B si clicono coniugati, come pure P e Q. · 

s III. Se si congiungono i quattro 
punti ahnonici A , B, P, Q con un 
punto S, si ~vrà un sistema di quat~ 
tro rette SA, SB, SP, SQ, che pren-

~/ h \q dr, il nome di fascio ar_monico. 
, E evidente che ogn i retta apbq pa-

AL---p..J..--=n--:-- . ral1ela ad APBQ. rimane divisa ar­
Q 1no:Qicathente uai -fascio. 

rEOREMAIX. 

Ogni rellaaMNRclle tagliaunfasc'io armonico SABPQ, 
e divisa armonicaniente da questo (asc~o, e si ha 

s . a Thf a R 
[\ irn=NR· 

/ :_,..\R ln effetti, se dal pu n to a si ~ou .. 
. .M i_N\ d . . \_ \.. duce aq parallela a AQ e s1 cons1-

/-G-----1------.-1. dera il triangolo aNb tagliato clalla · · 
P b -···-\e; trasversale Sp, si ha · 

\ 
"-----~-....1.. _____ :.. a"tvl.pb. SN ~MN .ap. Sb; 

A D Q 

donde 
aM pb SN 

1 {1)· 
MN · ap · Sb= · 

·Lo stesso triangolo aN/J, tagliato dalla trasvers~lle Sq, 
,. 

ci dà -
aR.bq.SN=NR.aq.Sb; 
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donde 
nR bq St, 
Nl . oq. sr~{:-l . (2) 

Pnrncron:nul 1 , e0-11acrlianze (1) e (2), si ricava 

al\l ph SN a R l,q SN - . ----. . -.::::: - - . '--- - . 
ap SI> NR uq· , h 

1\Ia la reit~ ab essen<lo ,Hvisa ,v·rnonicamente nei pun­
ti v e q, dà pnre 

dunque 

n 

1JI> bfi. ---ab-aq 

aM· aR-
.._ =- -~ 
l-1N -NR 

. ~EF!NIZIONf 

· Se si pa·oh.1r.. .. ,gano i lati opposti <1 • 
1~n quadrH~tero ABOD fino ai loro 
fu1contro in 1\1 ed in N, la retta l\IN 
dic~~i Ia te1·z(!. diagonale del qua-
drilatern, ecl il quadrilatero se1npli­
~e ABODriunito a1 quadrilatero non 
eonyesso lYMBN. forma cio che chia-­
n:iasi quadrilale1 o con1plefo. 

TFOREMA - X. 

eflg.yt_ l áiago'IU.lte di un quadr'ilater·o J divtsa 
<1Jr-1r.1»J;-tticame~de dalle alti-~ due. 

D 

!~' 
/ 

Sia ABCD1\1N il qua­
drilatero co1npleto, e 
siano AC, BD, l\JN ]e 
sue d iagonali ; io clico 
che una <li esse, p. e. 
l\1N. e tngliata arn1oni­
camente dalle altr 'edue 
nei punti P e (J. 

Infatti il triangolo 
D~VlN , tagliato llalla 
trasversule ACQ ci dà 

lJ)I .NC.DA~ QN.CD.Al\iI; 
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-tlonde 

OF.OMETRIA 

Ql\I NO DA 
QN X CD >< AM=l. _(1) 

Nello stesso trh111golo, Je rette PD, CM, NA partendo 
-dai vertici e tnglianclosi i.n JJ., danno ' . 

P1'LNC.DA-;=. PN.CD.AM 

donde 
PlVf NO DA 
- - - · --1 
P N . CD . Al\1- . (2) 

Paragonando le eguaglianze (1) e (2) se ne deduce 

P~1 Q11 
PN - cm· . 

Si dimostrerebbe similmente che .cia~cuna deJJe diae10-
nali AC, BD e divisa _ armonicamente dalle altre due. º 

DEL POLO E DELLA POLARE PER RAPPORTO 
AD UN SISTE~f ADI DUE RETTE .. 

TEOREMA XI. 
.. 

Date dite relle Oy , Ox ,. ed 1un. p1inló ·P , se si conàuce 
{la queslo pu.n:o una secante PAB, e si determina il con­
-iugalo a.rmonico Q del punto P, per rapporto . alla ·retta 
AB; (acendo variare la secant,e P AB, il punto Q descri­
·'Oerà la retta OQ che e il quai·to -ra~no del {«seio ar1110-

nico di cui OP, OA, OB sono gU altri tre. 
J! Infatti, se si tirano le retteOP, 

OQ, la figura OPBQA, formando 
u n fascio armonico, ogni secante 
Pbqa resterà divisa armonica• 
mente dal fascio e quindi ogni 
punto ·coniugato arn1onico di Psi 

o a A :e trova sul1a retta OQ. . · 
Questa retta OQ ê chiamata polai·e <lei punto P , per 

rap porto a1le due rette Oy, Ox. (•) 

(•) Volendo definire netta1ncnto la polnre di un punto pe~ 

rapporto al sit3tema di cluo retlo , diremo esscro il luogo dei 

• 
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TEOREMA Xll. 

])ate dite rette Oy, Ox, ecl ·l1n pnnto P, se dal pnnto si' 
conducono d'lte secanti PBA, P'B'A', e le due r·ette BA', 
B'A; il punto d' incontro Q di queste itltirne 111elte clescri­
verà , nel far' . var•iat~ la secante , una retta OQ che e la· 
polare del pnnlo P per· rapporto alle prime due rette · 
Oy, Ox. 

p 

í\\ 
/ \\li, 

Infatti consideriamo i1 quadri- ­
latero completo OBQA , B'A'; la 
diagonal e B' A' essendo · tag1íata 
armonicamenle dalle altredue OQ, 
AB nei punti O' e P, ne segue che 
le quattro rette OP, Oy, OC', Ox 
formano un fascio armonico, giac--

ó ,,,.--~- _....::i,,..__r chê la retta -PB'C'A' e divisa ar-
monicamente, e la retta 00' e la 

polare del punto P, per rapporto alle d ue rette Oy , Ox; 
ma ogni punlo Q del luogo geometrico e situato sopra 
00'; dunque, il 1uogo geometrico cercato e la polare ·del 

-punto P, per rap porto alle due rette Oy, Ox. 
Scolio. Da quanto precede deducesi il modo di rjsolve- ­

re solamente con Ia riga il seguente problema: 
_ Data una retta AB ed un punto di essa P , trovare H 
coniugato armonico di P, per rapporto alia retta AB. 

·S Per far cio si congiu .nga ·un pun-
to qualunque S coi tre punti dati, 
A, B, P; si tiri d al punto p . una ret• 
ta qualunque PDO , si conducano , 
le rette ·AD e BC che .si tagliano in . 
O, e si congiunga SO; quest'ultima . 

A Q n i, retta prolungata incontreràAB nel 
punto cercato Q: come risu1 ta evidentemente clal teorema . 
ora dimostrato. 

punti coniugati armonici del deito pimto rispetto alle niedes·i" 
,ne retta. N. del Traci. 
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DEL POLO E DELLA POLARE PER RAPPORTO 
AL CERCIIIO. 

TEOREMA Xlll. 

Se da un punr.o P preso 'Yl.,el piano di un cerchio , st 
tira 'l.lnrt secante qual ·unque PAR, e si determina il con­
i'ugato arnionico Q del pnnfo P, per r.opporto arl AB, U 
l.u9go geomel1·ico del punto Q quando Si fa variare la 
secante PAB, e una linea retla, (Questa retta e chiama­
ta la polare del punto P per ruppor·lo al cêrchio , ed i1 
pun to P ne e il polo;. · 

l' 

Ti riarnn il diametro che passa per 
il punto P, e costruiamo il coniuga-

ó to armonicó q del purito P per rap­
r,orto al rliametro ab; congiungiamo 
Qq, ed abhassiamo OM [Jerpendicola­
re su di AB. 

_ I quattro punti arm _onic~ ~' -A. Q, B,_ dan~o la propor­
z1one 

donde 

PB QB, 
PA == QA, 

PB+PA_ QB+QA 
PA · QA ·; 

•e sicco.me 
QB·+QA=AB-PB-AP, 

. -cosi si ricava ., 

ovvero . 

PB+PA PB-PA, 
PA QA 

PB°"' -PA PA 
PB-PA==QA· 

Eseguen(lo il componentln ~i hã 
PB+PA+PB--PA_ ~.:\.·+~, 
-pB + P.1. -- PA 

.: 

1 • 
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da cui 

PB+PA PA PA 
2PB -PA+QA==PQ· 

Ma il punto M essendo il punto <li mezzo <li AB, si ha 

PA+PB=2Pn; 
dunque la proporzione (1) diviene 

2P)f PA PJ\iI PA 

<londe 
2PB== PQ 0

· P 13=== i5Q; 

PQxRM==PBxP A. (1) 
Si dimostrerebbe assolutamente nell' ·istesso n1odo che 

PqxPO==PuxPb. 
l\Ia 

dunque 

o 

PAxPB==PaxPb; , 

PQxPJl=PqxPO, 

PQ PO - -- -Pq - P1\1 

Da cio segue che i due triangoli PQq, PMO avendo un 
angolo uguale P compreso fra lati proporzionali , sono 
simili; e siccome l'angolo PJ\iO ê retto, cosi rangolo PqQ 
essendo anche tale, ne segue che il luogo geometrico de­
scri tto dal punto Q e una retta perpendicolare a Po.b uel 
punto q cohiugato armonico del punto P per rapporto al 
diametro ab. 

Co-rollario. La posizione dei punto q ê determinata 
dall' eguaglianza · 

PqxPO=PaxPb; (1) 
ora - --, 

PaxPb=(PO+Oa) (PO-Oa(=i'Oi - Oa2
, 

!d e inoltre 
Pq==PO-Oq, 

dunque 1a relazione (1) diviene 

(P0-0q) PO=Pü 2
- Oa\ 
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o 
I'Ox0q ::::Oa2• 

Jn(-'si.' nltin1n. r elnzioH<~ 1110s1,ra cbe :o PO divenisse un 
... :n~,1c :1 Oa. Oa sarebbe n°·un.lo atl Oq; dunciuo Ia polare 
<li n n <lei due puni.i P e Q p:1Ssa per l' allro punto. 

Risulta anche da qnesla rclaziono cbo se H punto psi 
n:rvicina al punto a il pnnto (1 s i avvicina ugualmente ai 
n1edesin10 pnnto; e se PO fosse uguale ad Oa, Oq sarebbe 
pure ug·nale arl Oa; <lunque lo, polar-e cli nn punto llella 
cir·con,fe,·rn~a, e la tangente in q-ue:)lo punto. 

Se PO divjene piu piccolo di Oa, Oq diverrà piu grande 
del r<tggio, e la polare e esterna al cerchio; infine se PO 
divenisse uguale a zero , Oq diverrebbe jnfinitamente 
grande; il che din1ostra cbe la polare dei centro trovasi 
al 1 "infinito. 

TEOREMA XIV. 

Allor·che un pu,nto P si mv,01:e· su di una retla ST , 1a 
polare.di questo punto passa costante1nente per il polo 

· della relta. 

O St. Al 

Ti riamo la rctta Op, e determiniamu 
il punto Q in rnodo che ~i abbia 

la retta QN, perpendicolare ad OP, sarà 
la -po1are uel punto P; ora io dico che 

essa conterrà il polo della retta ST. , 
Abbassiamo OM perpendicolarmen te sopra ST ,la quale 

taglia NQ in N; il quadrilatero l\1NQP e inscrittibile poi­
chê due angoli opposti sono retti. Si avrà dunque 

e siccome 

. . ' 
COSl Sl avra 

. 
OJ\1X QN::::0PX0Q , 

0Qx0P=OA 2 ; 

Ol\1xON:..::OA1 
; 

·-
e pero il pnnto N e i1 polo di ST. 

Co1·ollar·io J. Ri.,uHu <lnlla. dimostrazione precedento 
cite se la retta S'l' !Jira tnlor·no at punto P, U polo ,tt que­
sta retla percorr·e la polarc del pt1nto P. 
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Cor-ollario II. La ?'elt.a che congiu,,i,qe i poli di due 
rette e la polar·e d ,z l.oro 11nnto d' incontr·o. Poichê se­
condo il corollarin I i1 polo (li questa. retta deve trovar­
si conten1por:.nl('an1 ni.o sulle due rette date. 

Co,·oll a1·io III. Se <iue poli_qoni ABCD, abcd di uno 
slesso nun1ero cti ln.ti, r1~acciati nel piano di una circon­
fer·en .. a sono tali che i ver•fici A, B, e, D dell' 11,no sono 
i JlOli dei lah, dell' alt·ro, reciprocarnente i vertici a, b , 
e, d del secondo srttanno i 1701,i llel /a,t,'. llel primo. Per 
questa proprietà, i dne poligoni vengono chjamati polari 
r·eciproci l'uno dell' altro. 

M 

PROBLEMA xv: 
Se da un punia P preso nel p-iano di 

nn cerchio, si tira una secante P AB , e 
le due tangenli AJ\i, BM: ai pu.,nti A e B, 
il Z.lw,qo geo rnet1',iCrJ descritto clrtl punto 
l\f al va~·ta,re delta secante, sarà la pola­
re del punto P. 

Infatti la tangente AM e 1a polare del 
punto .A., la tangente BM à altresi la 

A N~ ___ Jl polare del punto B , dunque il punto 11/ d' incontro 1í delle due tangenti ê il 
_ polo della retta BAB ; ma il punto P 

M 1, sta su11a retta A ; e pero la polare di 
questo punto passa per il punto M. 

CorollarioI. La polare di un ,unto 
M preso fuori del cerchio, ê la ~ corda 

n G r. deicontattiABdeJl'angolo circoscrit-
to che ha questo pu nto per vertice: 

Corollar'lo II. Se un polígono ABOD e circoscritto al 
cerchio, il poligono 1iNPG, formato coll'unire i punti di 
contatto consecutivi, sarà il 'polare reciproco di ABCD. 

PROBLEMA XVI. 

Se da un punto P preso nel piano d'i un cerchio , si 
tirano le secanti' PAB, PCD e si cond1ucono le rette AO,. 
BD che si ta{lliano in 11:, non chc le rette BO, AD, che Si 
tagltano in N, íl li(,ogo geonielrico dei punti M o N al-­
lorchê s'i fan_no variare te ~ccant'i P AB, P CD, e una ,,etta 
che e la po tare àel punto I . 

BLANOHET-Ele1n. ·ai Geo1netr-ia. 11 
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Tiria1no la retta MN che taO'lia 
AD, CD i n a, e; in v irtu del te~re-
1nade l quallrilatero completoMANB 
CD le secanti AB, CD saranno ta­
gliai.e artnonic :unente . la prima in 
P a e la sr.conda. jn P, e,· la retta 

D ac e dunqu e la polare dei punto P. 
I\ia i punti Me N stanno sopra que­
sta rett a , e pero , il luogo geome­
tricc, dei punti I\I o N e la polare ' 

Osservazione I. Se il punto N fosse interno alla ,cir- , 
conferenza, conducendo due secanti qualunque CB , AD 
e congiungendo AC, BD <la una parte _ ed ·AB, CD dall' al­
tra, si tratterebbe di trovare !l luogo geómetrico del pun- · 
to M o del punto P : ora io dico, che questo -ltiogo sarà 
sempre la polare del punto N. Infatti si e veduto che il 
punto P e il polo della r ,~tta MN; per la stessa ragione il 
punto ,M e il polo della retta J:> , dunq ue ii punto d' in.:.. 
conteo dell.e rett e MN, PN e il polo della retta PM~ . 

Osservazione II. I1 teorema precedente fornisce il 
mezzo di costruire la polar~ di _un punto impiogarido so-
lamente la ri ga. . · ' · . 
· Se il. punto dato P ê esterno a1la circonferenza, la ,po­

lare MN e la corda de'con t atti dell'angolo circoscritto il 
cui vertice e in P. L'inserzione di questa retta con il c~r­
chio darà dunque i punti di conta~to delle tangenti che 
·si posso no condurre alla circonferenza dal punto P. 

li' 

TEOREMA xvn. 

In og ni esagóho inscritto, 
i punf.i d'incontro det lati 
oppost-i sono in linen rel ta. 

Prolunghiarno tre lati non 
consecutivf BC, DF, AE del-
1' esagono; ·quésti lati, inte~-. 
secandosi , determina.no i,l 
triangolo QRP che. ·e· tagliato 
dalle t rasversaH EFM, ABL, 
DC~ ; si hanno ounque , in 
virtu <lel teorema ·fondanien:.. 
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tale delle tras-rersali, Jc eguaglianze .. 

e 

QE...- U.1\1' PP- JUTixPlvfxQF , 
QA ,, H.H P.L==H.AxPBx QL , 
QN ... HC PD==RNx PCxt~D. 

Moltiplicandole 1ne1nbro a n1embro ed osservanclo che . 
QExQA==QFxQD , PFxPD==PBxPC, 

. RBxHC ==UExRA, 

R1'ixQN xPL==R.N xPM~xQL . 

Dunque i tre punti :11:, N, L · si trovano sopra una stes­
sa 1 inea retta che A una trasversale del triangolo QRP. 

Osser1e·azione I. II teorema precedente sarebbe ugual­
mente vero se 1'esagono inscritto non fosse convesso. 

Osservazion.e II. II teorema avendo luogo qualunque 
sia la grandezz'à dei lati, s'applica anche quando alcuni 
lati dell'esagono si riducono a zero; e siccome essi diven­
.!' tano tangentJ álla circonf e­

renza, cosi · ne risultereLbero 
parecchi altri leoremi, di cui 
il lettore forme rã faci1 mente 
gli enunciati. Noi ci limite­
remo a citare il se!ruente : . .... 

Se s' iáserive itn triango-
lo in ún cerchio , i pnnti 
d

4incontro de,lle tangenti in 
IL----~---..-~n ciascun ver'lice con i lati op­

posli, sono in Unea retta. 

TEOREMA XVIII. 

In ogni esagono circoscrillo ad itna circonfer'enza, le 
àiagonalichecongiungono i verttci opposti si tagliano in 
'Uno ste.~so punto. 

Sia GHLMNO ;J' esagono c1rcoscritto; congiungen­
do i punti di contafto consecutivi , si f'ormerà un esa­
g onoinscritto _ ABC DEF , che ê il polare reciproco di 
GHLMNO. 
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G l 1 · pun t0 d' inco ntro dei 
rJ::=::~~ --- - J:J 1ati BC, EF, che indiche­

remo con P , sarú il polo 
tlelln. <liagonale HN; simil­
menlo, il punto d'incont.ro 
<lei lati AB, GD, che incli­
cheromo con R , sarà i1 
polo della retta GM; in 
fine il punto d' incontro 
de1le rette AF, CD , éhe 
indicheremo con S , sará. 

1
• il polo della retta GL. ·Ma 

M i tre pun ti P, R, S si tro-
vano sopra·unastessa retta; dunque · le lÓro polari HN > 

GM, OL si tagliano in uno stesso punto. . 

APPENDICE AL L{IJRO lV.· 
DEFINIZIONI. . 

I. Ohian1asi massinio la quantità piu grand ·e di tutte 
quelle dellà stessa specie; 1ninirao la piu ,piccola. 

Cosi il diametro del cerchio e. u_n 'mas'simo fra tutte le 
. rette che congiungoho ·aue punti dell a- circ ,onferenza , .e 
la perpendicolare é un nítnimo fra tutte le rette condot­
te da un punto dato ad una retta data. 

II. Ohiamansi figure · isoperimetr·e q ue1 le che hanno 
eguali perimetri. · 

PROPOSlZIONE I.. 

TEOREMA. 

Di tutti i triàngoli '(or matí càn due lati dat-i che fan­
no fr·a loro un angola qualunque, il massimo e quello 
nel quale i due lati dali fonno un anaolo retto. . 

F, 

Siano i <lue triangoli BAC, BAD, che 
hanno il lato AB di comune, ed .il la­
to AC:::::AD; se 1' angolo BAO ê retto, 
io dico che il triango]o BAO sarà piu 

· grande del triangolo BAD, nel quale 
l'an go lo in A <~ acúto o ottuso . 
. InfaUi qu esti <lue triangoli avendo 

1a ste ssa base stanno fra loro come 
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Je altezz~ AC, DE, ma la perpendicolare DE ê piu corta 
dell"obbhq~a :1n o della sua nguü.le AC; <lunque il trian­
_golo BAD e nunore di BAC. 

PROPOSIZIONE 11. 

TEOREMA. 

Il ce1''Chio e maggio11e di o,qni (1,ou111a piana ísoper_-i­
·,netra. 

' I. E evidente prinlieran1ente che vi sono inflnite figu-
re che hanno lo stesso perirn etro, quantunque presenti­
no forme ed aree diverse; ed e pure evidente eh.e le sud­
dette aree n~n possono crescere indefinitamente. Da ció 
ricavasi che fra le figure di un dato perimetro vi esisto-
no sen1pre uno o pi_u massimi. · · 

2. Ogni figura che comprendé un' area massima in un 
perimetro dato, é convessa. 

'N' 

Poiché, se AJ\fBN é una linea chi usa 
non convessa ; ~e si fa girare · la parte 
rientrante AlvIB intorno ai puntiA e B 
in modo che essa occnpi la posizione 
A1YI'B ·, ]a figura AlVl'BN avendo Jo 

· ~tesso perimetro della prima compren­
derà un 'are a maggiore. 

3. Sia AJ\tIBN una figura massima: per 
un perimetro dato,io dico cheogni 
retta AB che .divide il perimetro 
in due parti uguali , dividerà an­
che l'a1~ea in due partiequivalenti; , 
poichê se la porziqne ANB fosse 
piu grande 'di AMB, face~do girare 
ANB intorno ad AB , in n1odo da 
occupare la posizione AN'B, la fi-

P · gura AN'BN avrebbe lo stesso pe-
rímetro di AMBN, ed un' area maggiore; e quindi AMBN 
non sarebbe un massimo. 
• Rísulta ancora da cio che precede che se A},filN é una 
figura massima~ AN'BN e anche tale , e si vede che in 
quest· ultirna figura, ogni pe.~pendicola~e _NN' ~d. AB ri­
mane divisa da questa retta 1n d ue parti uguall, 1n modo 
.che i triango1i ANB, AN'n risultano uguali. 

Ciô posto, se g1i angoli ANB, AN'B non fossero retti ·, 
. ' 
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si potrebbero aumentare simu1tanea1?ente Ie aree dei 
trianaoli ANB AN'B, senza alterare nela grandezza dei 
lati AN, NB, AN', N'B, ne quella dei segmenti APN ,NQB~ 
AP'N', N'Q'B, cangiando solo la base comu:ie ~B; ma jn 
tal caso r area della figura aumenterebbe 1nd1pendente­
merite dal perin1etro il che e_ contrario all'i pot_esi; dupqu~ 
ali angoli N,N' essendo retti -, debbono essere 1nscrittibili 
fn un semicerchio ; ed essendo il punto N preso cornun­
q ue sulla curva ANB, ne segue cbe q uesta linea ê una se-
1nicirconferenza. . 

Da cio risulta, che se üna retta divide la figura massi­
ma in due metà, ciascuna di queste metà sarà un semi .. 
cerchio, e pero l'iritera figura ê un cerchio. 

PROPOSIZIONE III: 

TEOREMA. 

Fra tut te le /lou re piane che ·12anno la stessa area, tl 
cerchio lla il perinwb o 'lntnor·e. 

Poi .chê se una fi gura qualunque <li cui l'area e A, aves­
se un perin1et1 o n1inore del cerchio delJa stessa area, sl 
potrebbe, col teorema precedente, trasformarla-in un cer­
chio dello siesso perin1etro e di un'area D>A. 

Questo sec~ndo cerchio avrebbe dunque un'area mag­
giore del primo eu un perirnetro minore, il che e assurdo. 

PROPOSIZIONE IV. 

TE OREM.A. 

Ogni poligono di m lati che cor,iprende una superfl­
: cie rnassima di ttn peri11iet1·0 dato, e convesso. 

El - Infatti sia AEDCFB un poligono di m 
lati ', che contiene un angolo rientran~e 
AED; se si fa girare la parte rientrante 
AED intorno aJla retta AD, in modo che 

E essa occupi la posizione . AE'D, n· poligo­
no AE'DCFB avrà lo stess .o perímetro dei 

B G primo ed una superficie maggiore; il po· 
ligono AEDCFB non puo dunque essere · . . 

F massim o fra tutti quelli dello stesso pe-
rímetro e dello stesso nurnero di lati. 
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PROPOSIZIONE V. 

LE1'1MA. 

Ogní poligano ABCDE che contiene un angolo rien­
tranre puà essere trasformuto in ·1.tn poligono di iina su­
per/1cie maggio1'e avente lo stesso ver 1i'n~etro e ttn la'to 
ài meno. 

E 

Poiche se si prolunga AB e si congiun­
gono tutti i pnnti di questo pro1unga­
menlo col punto D, la som1na BI+ID cre­
scendo in modo continuo da BD fino al-
1' infinito , vi sarà un punto I nel quale 
si f1h BI+ID-==BC+CD,ed allora si ottiene 
un polígono ABI DE evidentemente mag­
giore di ABCD E che ha lo stesso peri-
rnetro ed u n 1 ato di 1neno. · 

PROPO. IZIO E VI. 

'l' J-..0! L. f A. 

Di tut li i 1Jolir1onl isop ') l m ,1, l , til u,1 o .<:tossa n·umi 
ro di lati, U polir/01 • · '{}Olare ê l 'lna{Jglore. 

Anclrerno uc l(' ivam nt ·t di11 o. trare che se un p<. 
ligono nou ha tn Ui i uoi b i u6uali d i suoi angoli u­
gun.li, non pno e .. er n1a siino ra 61' isoperimetri di uno 

· stesso nun1ero <li lati. 

n 
n' l.Supponiamocheil poligonoABCDE 

abbia ni lati, e sia AB<BC. Prendia­
n10 su <li BC il punto 1\1tanto vicino a 

r. Oda essere ancheAB< BM.Facciamo 
insegui to rangolo A!\1B': -=BAM; pren­

E '----~ D diamo ~IB'==AB e congiungiamo AB'. 
11 triangolo AB1\1 essendo uguale al triangolo AB'M, si 

potrà al poligono ABC DE sostituire il polígono AB'MCDE, 
senza can1biare nê il perimetro nê la superficie; solamen­
te questo nuovo poli 0·ono avrebbe m+l lati ed un angolo 
rientrante, poichê AB essendo piu piccolo di Bi\1, sareb­
be l' angolo B~1A < BA~I o di B'l\1A. 

~1a questo poligono puà essere ,trasformato in un altro 
di ,n lati, dello stesso perímetro e di una superficie mag­
giore, clunque ABCDE non sarebbe il maggiore fra gl'iso­
perimetri di ni lati. 
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2. Snpponi:uno che nel poHgono ABCDI-I 
di ?n lati, si abhia l'angolo A>B. Prendia­
mo 1111 punto 1\lf t1.hba~tanza vicino a B per­
·.hé l'angolo l\1A1I risulti magidore di AMC. 

e Facciasi pure l' angolo MAB' = AMB 
prt~nclnsi A U'=1\1D e congiungasi MD' • iÍ 
i.riangolo l\1A.B' e· uguale a ABM, e iI 'po-

li lJ li go no AB'MODH ha la si essa superflcie e 
lo stesso perimetro di ABCDII; ma esso ha m+11ati ed un 
angola rientrante, perché la som111a AMC+AMB, essendo 
ugual e a 2 retti, si ha l\tIAI-I+l\1ÂB'>2 retti; dunque questo 
poligono potrà. es se re trasformato in un altro di m lati', 
dello stesso perimetro e <li un' area maggjore , e perciô 
ABCDI-I non sarà un 111.assimo. 

PROPOSIZIONE VII. 

TEOREMA. 
' 

Di tutti i poligoni àella stessa super/icie e di uno stes-
so nu1ner·o di lati, il potigono regolare lla il peri1netro 
rninore. 

Poiche se un polígono irregolare di m lati, di cui P a­
rea e A avesse un perímetro minore di quello .del poligo­
no regolare della stessa area e .delro s.tesso numero dila­
ti, si potrebbe trasformarlo in un poligono regolare iso­
perimetro di rn lati, avente un area . B>A; questo secondo 
poligono regolare avrebbe dunque lo stesso num~ro dila­
ti del primo, con un perímetro minor .e e con' un'area 1nag­
giore, il che e assurdo. 

PROPOSIZIONE VIII. .... 

TEOREMA. 

Di due poligoni regolari dello slesso per·ime tro, quel• 
lo .che ha piu lati e il maggiore, 

.F 

Infatti. sia ABCD~F un pól igono re­
golare di 6 lati. ~e si prende un pun­
to I sopra uno dei Jat1, si puó consi­
derare questo poJigono come un poli-

D gono irregúlare di 7 lati' nel quale i 
lati rc, ID farebhero un ango1o ugua­
Ie a <lue retti; ma questo poligono ê 
minore del poligono regolare di 7 ·lati 
e dello stesso perimetro; dunque, etc. 
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DEL PIANO E nELLA RE'f'rA OONSIDERA'rI 

NELLO ~PAZIO. 

J)E1r1 NlZIONI. 

I. Una retta e v e,11endicola,,,e ad un piano a1lorchà e 
perpendicolare a t.utte le rette che passano pel suo piede 
nel piano (prop. 4). Reciprocamente, i1 piano à perpendi­
colare n 11a. retta. 

II piede della perpendicolare e i1 punto in cui questa 
retta incontra il piano. 

IL Una retta é J?a.r·allefa ad un piano allorchê non 
puà incontrarlo, a qualunque distanza si prolunghi l'una 
e l' altro. Reciproc.;amente, il -piá.no e parallelo alla retta. 

III. Due piani sono paralleli fra loro, allorche non pos· 
sono incontrarsi a q ualunque distanza essi si prolun-
ghino. · 

IV. Per rappresentare i piani ne]le figure , si e obbli­
gati ad assegnarl i qei limiti, ma cio non toglie che biso• 
gna sempre concepirJi índefiniti. · 

V. Nell2. geometria dello spazio si chiama luogo geo­
metrico quella serie dl punti che ·soddisfano ad una o 
due condizioni date; e quindi il luogo geometrico ê un-a 
superficie o una 1inea secondo che i púnti debbono ade1n­
piere ad una o a due condizioni. 

PROPOSIZIONE I. 

'fEOREMA - Per clue rette che si tagl'iano si puó {ar 
sempre passa 1re un pia.no e non se ne puó {ar passar·e 
clle un solo. 

A 
Siano AB, AC due rette che si tagliano, 

se si concepisce un piano sul quale si trovi 
la retta AB e si fa: girare questo piano in­
torno ad AB fino a che passi per il punto 
e, aliara la retta AC avendo due dei suoi 
punti nel piano, vi sarà interamenle co1n-

H presa, e ]a posizione tlel piano sarà deter­
minata nello spazio. 
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Se si continua a fnr girnre il piano intorno ad AB e 
eviciente che e:.sso non cnnterrú piu il punto e· <lun~ue 
per le tlue rette AB , AC non si puó far passa;e che un 

• 
1 solo piano. 

A Corollario 1. Un triango1o ABC o 
tre punti A , B , C non in Jinea ret . 
ü ~ determ ina.no la posizione di un 
piano. 

B L.--__ __, e Coro ll ar·io II. Due paralle]e AB, CD 
____ n deterrninano anche la posjzione di un A.--

piano, poiche già si conosce che do.e 
e --- parall _ele stanno in uno stesso piano; 

ne si puà supporr e che due pjani diversi comprendano 
queste rette; poich~ o?nuno cJi essi dovr~bbe in tal caso 
contenere due punt1 d1 AB ed un punto_ d1 CD, cioe -tre 
punti non in 1inea reita. . . · 

.A Coro1lario III ~ Un piano puà essere 

1\ generato da úna retta . che passa per 
~- un punto 1\ e che s' appoggia sopra u-

// . n' altra retta BC. · . 
:a e Corollario JT.l'. :un piano puà an-

A 13 che essere generato da una retta ---r--- -

// 

AD che si ·muove parallelamente a 
se stessa appoggiandosi su di un'al-

n tra retta AB. 

PROPOSIZIONE II. 

TEOREMA - L' intersezione di due piani e una linea 
retta. 

Infatti, se fra i punti comuni ai rlue piani ve ne fosse- · 
ro tre non in linea retta , i suddetti piani passando cia­
scuno per questi tre punti, dovrebbero coincidere (prop. 
1) e quindi non forrnare che un solo e medesimo piano; 
il che ê contrario all' ipotesi. 

PROPOSIZI ONE III. 

TEOREMA-Se una retta AP e perpendicola1·e a due al­
tre rette PB, PC , condotl e pel suo piede neL piano IVIN , 
essa saràverpendicolare a qualunque altra rctta PQcon­
dotta per lo stesso punlo P nello stesso piano, e quindi 
sarà perpendtcola1·e al piano. 

\ 
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Si contlncn nel piano MN una retta 
BO chc i,n(rli comu nque le tre rette 
PD PQ, PO; ~i prolurHrhi AP di una 

N )nughczza OA.'=AP; e si nniscano i 
punti. A, A' co rli a]tri B, Q, C. 

/:_.:::,· J ar tta PC essendo perpendicolare 
t nel pun to ,li mozzo d i t\.A', I e obbli que 

N CA~ {fA' Aono fra ]oro eguali: per una 
._in1ile ragione BA:::::13.-\'; e p rói duc trian(/o]i BOA, BCA', 
a vendo il lato BC di com une e gl i ulLri lati rispettiva­
n1en te eguali, sono eguali. Se ora si fa girare íl triango1_o 
BCA1 intorno oi BC per applicar1o sul suo eguale BOA· ,. 
i l punto A' cadrà in A , e ;-;iccome j I punto Q rimane irn­
mobile, cosi la retta QA' si applicherà e~attamente su 
di QA. 

Da cio risulta che Ja retta PQ avenao due dei suoi pun­
ti P, Q egualrnente distanti dagli estremi della retta AA',, 
le sarà perpendicolare. · 

PROPOSIZIONE IV. 
~-

TEOREMA-Per un pitnto da lo si puà se1npl'e condittl'e 
una perpendicol .are od un piano dato ·, · e non sé ne puà 
condurre che una sola. . 

1.0 Supponiamo in 1 º lu_ogo che il dato punto O sia si-
tuato sul piano 1\ifN. ' · 

1 
1 

1 ol~:~ 
.l\ Conducasi prin1iera1nen­

te una rettaqualunque AB: 
per questa retta si facciano 
passare dhe piani , e dal 

, punto B s' innalzino su di 
: '"'-~---. 

0 
AB le due perpendicolari 

. · ' '-----u BC , BD situate in questi 
due piani. ln virtu del teorema precedente, sarà AB per­
pendicolare al piano delle due rette BC, BD. Cio posto , 
si trasporti questa fig11:ra ín modo che il piaQO CBD coin­
cida coll· altro MN, e si faccia muovere il prirno sul se­
condo finchê il punto B·cada in O; le rette BC, BD pren-­
<1t'ranno Ie posizioni 00, _OD, e quindi la retta BA' pren­
dera Ja posizione OF ev1clentemente perpendicolare . al 
piano MN.. · 

Supponiamo in 2° luogo rhe il punto F sia dato fuori 
del pi a.no MN. 
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Si t rn cci sul pi~no I\1N una ~etta qualunque AB ; dal 
punto F si abbn ss1 1:º perpe~d~c?lare ad AB ; da] piede 
e di ~uesta perpend1co l~re s1 tir1 1a. retta CD anche per­

.pen d1co la r e a.d AB 1nn. s1tuatn ncl piano MN; ed infine si 
-abbas si el a F la F D perp cntl ico lar e a CD: dico cbe FD sa-
r à pe r pendi col ar e n.l pian o MN. · 

In fatt i , essend o F D perpcnclicolare a DC , basterà di­
most rar·e che FD e a.ncbe perpentlicolare ad un'altra ret­
t.a DB co ndo t ta pel suo pi ede nel medesimo piano. 

.F 

/ 

I' 

A 

Si prolunghiFD ai disottodel 
piano MN di una lunghezzaDF' 
:::::DF ; e si cond ucano le "rette 
FB, ..F'B, F'C. La retta BC es­
sendo perpendicolare alle ·due 
rett~ DC, FC, ê perpendico]are 
al piano DCF e per conseguen­
za alia retta CF'; sicché i due 
tri angoli rettangoli FCB, F'CB 
avendo il cateto BC di comune 
e gli altri <lue cateti ·Fc , F'C 

_ uguali corne obblique chedista­
no egualmente dal piede T) della perpendico\áre-0D, sono 
ceguali; e sarà per conseguenza FB = F'B ; e quindi sarà 
BD perpendicolare ad FD. _ 

A 

o 

I' 

Ir A. 

.13 

2. º Da un punto O dato sul piano MN, 
non si puo innalzare che una sola per­
pendicol are su questo piano; giacche se . 
si pot esse innalzarne due OA, OB, con­
<l ucendo per 'lue ste due rette un piano 

e Nlacui ini ersezione conl\t1Nsia00, .avver­
rebbe ch e le due rette O.A., OB sarebbe­
ro entram be perpendicolari ad 00 nel 
medesimo punto e nello stesso piano, il 
che e impog si bile. 

Similmente, ê impossibile abbassare 
da un punto fuori di un piano due ·per­

. pendicolari su cli questo piano; giacchê 
se FA, FB fossero que·ste due perpencli-

. colari, il triango]o FAB avrebbe due an• 
goli retti, i1 che ê impossibile. · 
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PROPO~IZJONE V. 

r TF. REMA. - Da 1,n punto si pnà sempre condurre un 
piano perpendicolarc ad una retta e non se ne puà con~ 
ditrre che un solo 

A R 

1 .0 Supponiamo che i1 punto dato O 
sia situ·üo 8t1 lla reLta AD. Si conau·cano­
p r questa rct ta due pianj, ed in questi 
piani s'innalzino CD e CE perpenàicola­
ri ad AB.: il piano MD condott o per que­
ste due rette, sarn evidentemen te per­
pendicolare ad AB . 

. Jnoltre nessul). altro piano ~1H che 
passa per il punto O puo essere perpen­
dicolare ad AB, poichê se cio pote~se­

aver luogo, un piano qualunque condotto per la ret ta AB 
taglierebbe ~1D e l\fH secando d ue rette Q_N, OG che sa­
rebbero tutte e due perpendicolari ad AB hello stess o 
punto ·e nello stesso piano; il che ê impossibile. 

2.0 Supponiamo che il punto- C sia situato fuori della 
retta AB. 

M 
13 

À S'abbassi CD perpendicolare ad AB, 
ed in un piano che passa per AB s'in­
nalzi DE perpendicolare a questa ret­
ta. Il piano MN condotto per le due 
rette CD, .DE sarà perpendicolar e ·:td 
AB. 

ln ultimo , nessun, altro piano l\IP ­
con dotto pel punto O puo essere per-

.D · pendicolare ad A.B; poiche .._e cio fos-
se, il piano ABC inters egh erebbe _]'altro piano l\iP secon­
do una relta GG di versa da CD e•) ; e quindi dal punto e­
si potrebbero :1 bba ssare due perpendicolari su di AB . 
. Co·rollario. 11 utte 1e perpendicolari BC, BD , BE, in­

nalzate da u11 punto B sulla retta AB si trovano in uno 
stesso piano perpendjcolare a quest~ retta. 

(•) 11 punto G non puô confondersi col punto D, poiohe dal 
primo caso risulta che. da un punt? di una retta non si pu~ 
condurre che un sol p1uno pcrp end1colare a questa retta. 
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Infatf.i, il piano MN condotto per 
le due rette BC, BD e~rnendo perpen• 
cHcolnre ad AD, basterà dimostrare 
che questo piano contiene tutte leal­
tre porpcn1licolnri. Ora se BE non si 
irovassn nnl pin.no l\1N, j] piano me­
nato pn1· le duo rcít AB, BE, taglie­
rebbe MN secontlo la retta BH , e si 
nYreh~ero ne1lo stesso punto e nello 

-stesso piano due ret.te BE, nH perpendicolarj ad AB. 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOREMA . - Se da tí,n punto A fuori del piano MN, st 
conctuce la:perpendicolare AP e le o_bblique AD, AC, AE. 

l.º Laperpendicolare e minore di qu,al'unque oúbliqúa . 
2..0 Le obblique 'ugualn1-ente lontane dal piecle. della 

.perpendicolare, sono 'l,t,gua.li , 
· 3. 0 Di due obblique disHgual1nente lontane dal piede 
della perpendicolat·e, quella che p'iu se n_e allonti1.na e la 
.niag{fiore. · 

A 1. 0 11 triangolo APC e 

M 

rettango1o in P e per con­
seguenza l'obbliqua AC op­
posta an· ·angolo retto , e 
maggio i·e de lla perpendico­
Jare AP. 

\ 
2. 0 Gli angoli APC, APD 

essendo retti, se si su ppo­
ne PC _:· PD, i triangoli APC, 

.N APD, avendo un angolo u-
gu~le com preso fra lati _ uguali, saranno uguali, e si avrà 
AC=AD. 

3.0 Se la distanza PE e magg1ore di PD, si prenda PB 
=PD e si congiungà A.B; si avrà AB=:AD; 1naAB ê mino- · 
re di AE (prop. 16. 1.) dunque AD e minore di AE. 

Corollario. Tutte le obh1ique uguali AB, AC, AD etc. 
terminano sulla circonferenza <lescri tta dal piede della 
perpendicolare P come centro; quindi se essendo dato un 
punto A fuori di un piano, si vuole trovare sopra questo 
piano il punto P ove cade la perpendicolare abbassata 
da A, bisognerà segnare su di questo piano tre punti B, 

., 

.. 
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C, D ugu~1n1ente lontani dal punto A e cercare i1 centro 
del cerch10 che passa per que. ti punti. 

l ROPORlZIONli VII. 

TE REMA. - Se una retta AP e perpendicolare al pia­
'110 .l\1N, e se âal J)ieàe P della s1AAldetla perpendicolare 
s-~ abba.ssa 'ltrt a per17endicolar·e PD su lli ttna rella BC 
s1t-u.ata riel piano l\1N, la 1''etta AD che unisce it punto A 
col pieci.e D di qHe:ta second(i per·pendicolare risulta an• 
che pe?'pendicola,'e a 130 . 

.-\.~~ _ Si prenda DB::::::DC e si condu~ 
/ ~\)--:_'\. cano PB, PC, AB, AO; siccome 

~r--\ --~..__ \~~
110 

l, DB==DC, cosi robblíqua PB~Pc; 
· sin1ilmente, essendo -PB=PO, le 

-10 \ due obbliqúe AB, AC che dístano 
\/ , ugualmente dal piede della per-

--------~-,u-~-----.l\ pendicolare AP, sono egua1i: e 
N pero ]a rettaAD avendo due pun­

ti egualmente Jontani dalle ·estremità B e C, sarà perpen­
dicolare nel punto di mezzó <li BC. 

Corollar·io. Si vede ne1lo stesso lempo che BC ê per­
pendicolare al phl'no APD, pei"chê BC e perpendicolare 
contemporaneamente aJle due rette AD, PD. 

PROPOSJZIONE VIII. 
\ 

TEOREMA. - Se la retta A P ê perp endicolare al piano 
MN, ogni retta DE parallela act A.P S<irà.perpendicolare 
allo stesso piano · 

A 

p 

Per le parallele AP, DE si fac­
ci a passare un piano che taglia il 
pjano ~-1N secondo la retta PD; 
nel piano 1\tlN si tiri BC perpendi-
colare a PD, e ~i conduca AD. 

e Dal corollario del teorema pre­
cedflnte risultanuo BC perpencli"' 
cnlare al piano APDE , l' a.ngolo 
BDE ê r8tto; ma 1' angolo EDP e 

N anche retto perchê AP e perpen­
d icolare a PD e DE e parallela ad . 

AP; dunque Ia retta DE essenclo perpen<licolare alle due 
rette DP, DE, ê perpendicoLire ai loro piano. 

Corollarto I. r-teciprocamente, sele retto AP, D E sono 
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perpendicolari al piano MN, esse saranno parallele; poi­
che se non sono tali, conducasi dal punto D una parallela 
ad AP, ]a quale devendo essere perpendicolare al piano 
l\fN, ne segue che dallo stesso punto D si potrebbero in-­
nalzare due perpendicolari su di uno stesso piano, il che 
é impossibile (prop. 4). · 

CoroUario II. Due rette A e B parallele ad una terza 
e, sono parallele fra loro; poiché . imrnaginando un pia• 
no perpendicolare alla retta O, le rette A e B parallele _a 
questa perpendicolare, saranno perpendicolari allostesso 
piano ; e quindi pel corollario precedente , esse saranno 
par:allele fra loro. 

E evidente che le tre rette ll()n si trovano nello stesso 
piano, senza , di che la proposizione sarebbe di già cono-
sciuta. _,,_, . · 

RE'fTE PARALLELE AI PJANJ. 

I • 

PROPOSIZIONE IX. 

TEOREMA. Se la retta AB e par-allela ad una retta CD 
giacente nel piano MN, essa sarà paralleia a questo 
piano. 

e 

A B 

.................... .... --.. 
D 

Poi ché ~e la retta AB , che sta 
nel pi ano ABCD , incontrasse il 
pjano 1YIN, ció non potrebbe acca­
dere che in qualche punto della 
retta CD , intArsezione comune 

N· dei due ·r) ian i; rr1a AB non puôin­
contrare · CD, poiche l' ê para1lelq,; dunque essa non po­
tendo jncontrare il piano 1\·IN , sarà parallela a questo 
piano. · 

B 

PROPOSIZIONE X. 

TEOREMA. Se una rettaAB e pa-
ra llela al piano ~v1N , ogni piano 
ABOD condotto per AB· tagl'terà 
J\1N seconclo una r·et ta CD paral- ' . 
Zela ad .AB. 

N Infatti, le relte AC, CD essendo 
, 
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nello _s'tesso piano Ancn, ·o la rei.ta AH jncontrasse CD, 
essa 1ncont,rer bbc pur o i1 11ia.no MN i1 che é cont ro l'i-
pote si. · ' 

' 
PROPO SIZIONE XI. 

A :n T EOR EMA . l e dal punto C d i unpia -
no MN Jíru ·all clo alla retta AB, si con­
d11 ' ' nn a JHu ·allela n questu retta , 

...... ·---··~--~ qn si ri 1,~.ra ll ela <lov rü trovursi situa-
e ················ D ta nel Ptllno IVIN. 

f _ _ n N Ed infatti, se cjo non fosse, i1 pian o 
condutto per la retta AB e pel punto C 

C taglierebb e 1fN seconõo una retta CD parallela ad AB, 
e quindi per lo stesso punto si potrebbero condurre due 
parallele ad una stessa retta. 

PROPOSIZIONE XII. 

TEOREMA. Allorchê una ret.ta AB e p ar-dllclci a dile pia .. 
ni ODE, ··cDF che si taglia no, essa e paralléla alla loro 
intersez fone CD. 

e 

H 

A 

·n 

ln ·erretti , se da un punto c-fpreso 
sulla r~tta CD si .tira una parallela ad 
AB, questa . paralleia, in virtu del teo­
rema precedente dovrà essere situata 
contemporaneamente nel piano CDF 
e nel piano CD E; dunque ess,~ sarà la 
inter sezjone CD di questi due piani. 

Corollario. Se due piani CDEG ,. 
ODFH passano per due rette paralle­
le GE, FH; la loro intersezione e pa­

rallela a queste rette. 
Poichê se si tira una r etta AB parallela a GE, essa sa .. 

rà anche paralle]a ad ~'lI; tlunque in virtu del teorema 
ora dimostrato, CD sarà parall e]a ad AB e per conseg·uen­
za alle rette GE e FIL 

PROPOSIZIONE XIII. 

TEOREMA • . D,ie rette parallele AC, BD , comprese fra 
una retta AB ed un piano :MN paralleli, sono eguati. 

· BL.ANCBET-Elem. di Geometria. 12 ... 

• ; 
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A n Infatti, H piano <lello paralleJe 
AO, BD tagliando i1 piano MN' 
secondo una retta CD para11ela 
:ul AD, la ílgura ADCD e un pa-

\.__ ____ u.;,._• -~ rullelorrramrno, e r,erció AC=BD. 
N' Cor-olla,r•io. Sole rette AC,BD 

fossero perpendicol·u·i al piano l\1N, esse misurerebbero 
le distanze dei pnnti A e ll dal piano MN:,<lunque tutti i 
punti della retta AB sono equidistanti dal piano MN , 0 
in altri tern1ini una r·etta ed un piano parallelt sono 
dappertutto equidistanti. 

PIANI PARAI_JLELI 

PROPOSIZIONE . XI V .. 

TEOREMA. Due piani ~fN, I'Q perpendicolari ad· una 
stessa retta AB, sono par·alleli fra .loro1• 

--.... M Poichê nella i potesi che essi 
o '·•·--,_.A . s'.incontrano, sia o. ·uno dei loro 

....... __ •.. D punti comuni ; si conduca:no OA, 
-..... N OB; la retta AB perpendicolare al 

:P ··-.. piano MN e perpen dicolare · alla 
····33::----_c retta OA menata pel süo piede in _ 

questo piano -; per _la stessa ragio-
.0 · ne AB ê per:pendiéolare a BO; d11n:. 

que OA e OB sarebbero clue perpendicolari abbassate.dal· 
lo stesso punto O suna stessa retia AB, il che ê impossi­
bile; e pero_ i d ue piani MN, . PQ, non potendo incontrarsi, 
sono paralleli. · · 

PROPOSIZIONE XV. 

'rEoREMA. Le intersezioni EF~ GI-I di due ptan ·i pa·ral-
M leu MN, PQ, con un tei"ZO piano FG, 

li 

sono pa1··aUele, 
·Poichê, se le rette EF, GH, situate in •N 

uno stesso piano , non sono parallele , 
prolungate si debbono incontrare , ed 
'allora s' incontrerebbero anche i piarii 
MN, PQ, nei quali esse slanno situate, 

u e qniridi questi non sarebboro puralleli. 



LIBRO V. 179 

PROPOSIZIONE XVI. 

TEOREMA·-Da un punto A si puà sernp?1e ·condui're un 
piano parallelo al piano l\1N, e non se ne puà condur-re 
che un· solo. 

1. 0 Dal punto A si abbassi AB pet'pendi 
colare su di I\1N, e dallo stesso punto A si 
conduca il piano PQ perpendicolare ad AB; 
~arà PQ parallelo ad l\1N. 
2. 0 Se inoltre esistesse un altro piano AE 

condotto pel punto A parallelo ad i1N, u n 
piano qualunque condotto per AB taglie­

rebbe i pianiMN,PQ,AEsecondo le rette BD,AG,AE; 111a 

le rette AG , BD sono para11ele , percbê int.ersezione <li 
due piani para1leli con un terzo ; e lo stesso avverrebbe 
per le altre <luc AE, BD; dunqu , anche AE sarebbe pa­
rallela ad J\G, fl chc ê un a.·. urd n. 

PI oro. IZI iE .:, II. 

ri'EOREMA-La? cita AI J r~i1 11 d 1 ·o i i r n.l Pl .no MN, 
e per1,,cndicola ? , ol J>in-n 1 J 1 nr l l c l all ·l . 

n p( di; \' r tii-: = ·u-hiltar iarncn l.e 1n. 
1·etl n Al ) n .i ) 1 i :111 _ L · ·i r· ceia JH1s1-mre 
nn pian o p 1 t lu r ·tt AD , AD; questo 
dovrún :\ :-- ' 11i · 111 1t incontrareilpiano 
P , inza tli h si potrehbcro <lal puntü 
A 11 lu i-r <lu piani paralleli a PQ. Es-

sendo dunque l'in t rs zi n B del piano TIAD col piano 
PQ parallcla ad Al n:) .. ~;ue che la retta AB, perpendi­
colare al piano 1\IN quindi alla retta AD , sarà anchc 
perpendicolare all a ua 1 atallela BC. 

Si vedrà silnihn ent che AB sa rà perpendicolare ad o­
gni altra retta che passa pel suo pied~ nel piano PQ; dun­
que essa. e perpend1colare a questo piano. 

PROPOSIZIONE XVIII. 

TEOREMA - Due piani A e B paralleli ad un terzo C , 
sono pat·alleli fra toro. 
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Conclucasi DF perpenclicolare al piano 
C; quostn rella snrà perpendicolare ai 
pian i A e B j n v irt.u del teorema prece­
dente; dunque questi piani essendo per­
pendicolari acl 11 na stessa retta;-sono pa­
rnlle1i fra <li loro. 

e r. Fi 

PROPOS1Z10NE XIX. 

TEOR MA-Le par-allele EG, FH comprese fra due pta-
1n: pa ,·alleli l\1N, PQ, sono ugi1,ali . 

E 
Per 1e parallele EG , FH si conduca il 

piano EGHF che incontrerà i piani paral-
M N leli secando EF e GH: ma le intersezioni 

"-""'--+--" t 

EF, GH sono para1lele fra loro, (prop . 15) , 
Q come pure EG, FH; dunque la figura EGHF 

,.__,,____ essendo un parallelogrammo , · sa_rà EG = 
H 

==FII. 
Co;ollario · I. Segue da cio che due piani paralleli so­

no sempre ugnalrnente distanti,~ poiche se'EG ed FH so­
no perpendicolari ai due piani MN, PQ, esse saranno pa.-
rallele e quindi eguali fra di Ioro. , 
A.\. J), \ Corollario II. Il .luogo geometrico dei 
·, ·1 j punti situati ad una data distanza dal pia-

nl i \ no B, si compone di d.ue piani paralleli 
7 ~j _ a B condotti da nna parte e dall' altra di 

f questo piano a distanze DE, EF uguali 
f -; . \ alla lunghezza data. 

~\- F : .i Poiche tutti i punti dei piani A e C so-
no distan ti dal piano B per la quantità data; mentre fa­
cilmente si vede che tutti i punti situati fuori di questi 
piani non godranno della stessa proprietà. 

PROPOSIZIONEXX. 
' 

TEOREMA-Se due ·angoli CAE, DBF, non situati nel-
lo slesso piano , .hanno i loro lati paralleli e diretti 
nello stesso senso,-saranno uguali eà i loro ptani saran­
no parallelí. 
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Si prcnclano AC==BD , AE. BF , e 

si co1Hlucano O.E, DF, AB, CD, EF . . 
Siccomo AC e ugun1e e parallela a 
BD, co l Ia figura ABDO essendo un 
parallelogrammo, sarà CD uguale e 

--, purallela ad AB. Per la stessa ra­
gione EF e ugua]e e parallela ad 
AB , dnnque nnche CD A uguale e 

.__.... ______ ..__ -_ -_ -_ -_ __,.,._J•- para11o1a ad EF ; e quindi la figura 
11 

CFI• D essondo un paralle]ogrammo, 
sarà il lato CE uguale e parallelo a DF; dopo di che i due 
triangoli OAE , DBF , essendo equilateri fra ]oro , sarà , 
r angolo CAE==DBF. 

ln secondo luogo io dico che il piano A EC e parallelo 
a.l piano PDF; poiche , supposto che il piano para11elo a 
BDF n1enato per il punto A, incontri le rette CD , EF in 
punti <lifferenti da .O e E, per esempio in G e H, allora , 
.secondo la proposizione 19, le tre retie ATI, GD , FH do.:. 
vrebbero essere uguali; ma le tre rette AB, CD, EF, sono 
pure uguali,dunque si avrebbe CD~GD e FII==EF, il che e 
assurdo; e perõ il piano AEC é parallelo a BDF. 

PROPOSIZIONE XXI. 

· TEORE1\·1Ã. Due 'rette co1npres.e fra 
. lre piani paralleli, sono tagliate in 
parti proporzion'ali. 

ip N s upposto che la retta AB incon­
r---"'+--'r---'---- tra i piani paralleli MN , PQ , RS 

in A, E , B, e che la retta OD in-

]l 
Q. contra gli stessi piani in C, F, D ; 

io dico che si avrà 
AE CF 

s 
Si tiri AD, che incontra il piano PQ jn G ., e si condu­

cano AC, EG, GF, BD: le intersezioni dei piani paralleli 
PQ, RS col piano AB D, essendo parallele, si ha 

AE AG 
EB === GD ; 

similmente le intersezioni AC , GF • essendo parallele , 
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si ha 

GEOMETRIA 

AG CF 
GD ~PI); 

e pero queste due pr oporzioni avendo un rapporto di co-
mune, daranno · 

.A~'B , M 
! . 
' ' i 
: 
' 
j 
• ' i ti,\l__,/1, 

m,; 

AE CF . 

EB==FD· 

DEFINIZIONI . . 

Si chiam a proiezione al-.un pu,n­
to ~u di _u.n ·piano i!· piede . della 
perpendicola:r:-e abb~ssata da que- _-
sto punt <;> sul pjàno. · · 
La proiezione di una linea· AMB· -

sopra di -un piano e la linea .-. amb · . 
formata dalle proiezioni di tutti i . · · : 
punti • della Al\1B. · ·._ · 

1 • • 

PROPOSIZIONE XXII. 

. TEOREMA. La proiezione di una re/ta -sop·ra . un ·piano 
e u,ia retta. . . ·. . . 

B Da µn punt~ A della . retta AB · 
si abba_ssi Ia perpendicolare Aa sul 

i l ! i piano RS, e per le rette AB, ·Aa si 
· 1 i i : conduca -un piano che taglia RS 

1 · = : : secondo ab.' . . 
Dopo di ~iô, _se dai punti M, N 

a, m- n, 1, della retta AB ·si abbassano delle 
. perpendicolari sul piano RS , esse · 

saranno tutte .parallele ad Aa e saranno situate nel piano 
BAa; eppero non potranno incontrare il ·piano HS eh& 
secontlo la. retta ab. 

, 
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ANGOLO DI UNA l1U/r'rA F DI UN PIANO 

. J>ROPO~IZIONE XXIII. 

'J'EOTIEMA. L'angolo acuto ABa form .alo dalla retla AB 
o/la. sna p1~ofezione Da sul piano .MN, e minore dell'an­

golo ABD , che (a la stessa rctta con un' allra BD , che 
passa pel suo vtede nel piano. 

Si prcnlla Dl _ lJa e .·i condúca AD; i 
due triango1i ABa , AHD , hannú il lato 
AB con1une , e Ba=BD per costruzione; 
1_na !l terzo lato Aa del primo trjangolo 

D'---+-' e minore del terzo lato AD del secondo 
.. - · _:: triangolo , perche Aa ê perpendicolare 

al piano l\fN e AD e un'obbliqua; dunque l'angolo ABa e 
minore dell' angola .A.BD. 

Scolio I. L'angolo acuto che fauna __ retta colla sua pro- · 
iezione su di un piano ·, essendo l'. angola minirao , l' an-
golo ottuso e massimo. .· · _._ · 

Scolio ·11. L' angplo acuto che fa tina retta colla sua 
proiezione sopra un ~iario, per ~a proprietà dimostrata , 
ê chiamato _angola della retta col pJano. - _ 

· . J?ROPOSIZIONE XXIV~ . 

TEOREMA. Date due r(}tte AB , CD non situate in uno 
stesso piano, 1. 0 si puó sempre condurre una perpendi­
colare comune a queste due rette, 2.? non se ne puo con­
durre che una sola, 3.0 essa e la piu coi"'ta· distanza delle 
due rette. · 

1. 0 Da. un punto À della retta AB , si tiri AL parallela 
o 1 D - a CD e s1 conduca per le due 

n i rette .AB , AL il piano MN 
....... /.J--···-········-i · f!i parallelo a CD. . 

····- ...... t .. l•-··-~-... u •••• .i.~ Da un punto qualunque 
: = · : D preso . su di CD si abbassi 
J 'o- ! 

• ..... J ..... ·-·-········".:.11 DI-1 perpendicolare al piano 
tt: --··i··················-r . MN e dal punto H si tiri rIF 

x p·arallela a CD; infine da 
F si tiri CF para1lela a DH; FC sarà una perpendicolare ._ 
comune a\le due rette. 

Infatti , la FC, qual parallcla a DI-I , ê perpendicolar-
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al piaao ~IN e quindi anche alle due rette AB , FH che 
passano pel suo pjed~ in questo J?.iano; e per conseguen- , 
za sarà pure perpend1colare a CD parallela ad FH. · 

2. ° FC e la soJ a perpendicolare co1nune ; poichê, se si 
supponesse che un'altra retta -IK fosse perpendicolare ad 
AB e CD , essa sarebbe anche perpendicolare alla retta 
KP parallela a CD, e q uindi al piano IvfN (prop. 8 J; d' al­
tronde Ja retta IG parallela a DH e perpendicolare allo 
stesso piano; e perà da un punto si potrebbero abbassare 
due perpendicoJad su di un piano. 

3. ° FC ê la piu corta dj stanza delle due rette; infatti , • .. , · 
sia IK un, altra retta che incontra AB e CD ; s~ 'si con- , 
duce IG paraIJeJa a DH, sarà IG perpendico1are ad MN e 
quindi n1inore di IK; ma 'IG=FC; dunque FC<lK. 

· Osseri;azione. - A11orchê due retle non sono situate in 
uno stesso piano, si chiama angola di queste rette r an­
golo formato da una <li esse con un~ parallela all' altra 
retta, condotta da uno dei suoi _punti. 

ANGOLI FOH~·IATI DA PIANI. 

DEFINIZIONI . 

1. Allorche due piani s' incontrano , la figura che for­
mano questi pian1 , terminati alla ]oro inters~zione co­
mune, si chiama an.çolo liieclro. 

L' intersezione dei due piâni cbiamasi costola o spi- , 
golo dell' angolo diedro , ed i piani che- lo formano ne 
sono Je facce. . . 

Un angolo diedro s' indica con quattro lettere ; due di 
esse servono ad indicare la costola e le altre due rappre­
sentano le due facce .. Bisogna aver cura di mettere nel , , 
mezzo le due Iettere che ind icano la costola. 

II. Due angoli diedri si dicono uguali, allorchê le loro 
facce si possono far coincidere . 

.;b----=:a III. L' angolo NAP, formato dalle perpendi-
colari NA, AP condotte nelle due facce dell'an­
golo diedro Pl\1AN , in uno stesso punto della 
costela MA, .e l' angolo piano corrispondente 

~i.-.-~p all' angolo diedro. · , 
L' angola piano cosi formato, ê lo stesso per 

_tut~i i .punti della costola; poicbê, se al punto 

. . 
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~1 si formal' al}gol~ p~ano Cl\1B, le rette 1\10, AN, es.sen­
do parallele, pe:che s_1tuate in uno stesso piano, sono en­
trambe perpend1colar1 ad l\fA; similmente l\1B e parallela 
ad AP, dunque CMB==NAP. 

A 

ll 

IV. Allorchê un piano PB ne incon­
tra u~'a!tro _l\~N forma con questo due 
angoh d1edr1 ad1acenti PABl\1, PABN. 

Se questi angoli adiacenti sono u­
guali , il piano PB dicesi perpendico • 
l~re ~d :MN e gli angoli diedri uguali 
s~ ch1ama:10 angoli diedri retti, ( si 
d1mostre1·rl che tutti ali ano·oli diedri 

tt
. o o 

re 1 sono uguali). 

PROPOSlZIO NE XXV. 

TEOREMA. -Per una, r li a A if i1.af a nel piano l\1N 
st 71110 . mnpre ·on l111·r' nn piano 
pm 11~ncl f<•ol a,. atl ~r N q testo non 
pi Ó (! . • er' I, ' ll.1l S lo. 

oro//< ri . Tutti g-li 'lil"Oli die-
<i ri l' t i : 1 ou ual i. 

n L; diu :tr·tziu di quosto tooro-
ma d ll r llai-io :so ndo intera• 
111 n ' iu il a quella data nel li­
Li o I, p1 po,j zione I, lasceremo ai 

A l i tore la cur· d· irnitarla. 

PROPOSIZIO E XX, I. 

TEOREM.,- Ogni piano rhe ne incontra un' altro, for­
ma con qucsto due angoli diectri adiacentf la eui sorti­
ma e uguale a quella di due angoli diedrí relti. 

co11 ollario. Se un piano e perpendicolare ad un altro , 
questo secondo piano ê perpendicolare al primo ( Vedasi . 
lib. I, prop. 2.). 

PROPOSIZIONE XXVII. 

TEOREMA. Se due angoli diedri OABD, GEFH sono Vr 
g11ali

1 
i loro atigoli pia1~i OBD, GFH saranno uguali. 
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ln effetti, si porti il secondo die­
dro sul primo, in modo che EF 
cada su <li AB , il punto F in B 
ocl il piano EFG sul piano ABC~ 
gli angoli EFG , ABC essend~ 
retti, FG pr,3nderâ la direzione di 

. n r. BC ; ma per l' eguaglianza dec,Ji · 
A D u angoli diedri il piano EFH si ;p-

plicherà su di A.BD; e perà gli angoli EFH, ABD essendo 
retti, FII coinc1derà con BD. 

CoroUario. L'angolo diedro retto ha per angolo piano 
un angolo retto. . 

Poiche, quando un piano ê perpendicolare ad un altro, 
gli angoli diedr,i adiacenti sono eguali ; e quindi gli an­
goli piau.i corrispond _enti sono anche uguali; · ma questi 
sono adiacenti, dunque .sono retti. 

·Reciprocar11,ente. Se g_li angoli piani CBD, GFH, eh.e 
corrispondono a due angoli diedr.i sono uguali, anche gli 
angoli diedri sono uguali. 

Infatti portiamo · l' angolo diéd~o GEFH sopra CABD " 
in modo che l'angolo GFH s'applichi sul suo uguale CBD; 
la retta EF perpendicolare al pi~no GFH, coinciderà con 
AB che e perpendicolare al piano CBD; e quindi i due 
angoli died_ri coincidendó sono eguali. 

A 
Si deduce da . cio che quando l'_an~ 

gqlo _ piano ABC di un angolo die-
dro ADBC e retto, l' angolo diedro 
ê anche tale. . 

Poichê, se l'angolo ABC e retto, 
r angolo adiacente ABE ê pure un 
angolo retto ; ed allora gli aiigoli 
piani" che corrispondono ·agli ango• 

n li diedri ADBC, ADBE . essen<lo u-
gu~li, ne .segue che anche i díedri sono uguali; e per con­
seguenza il piano ADB é perpendicolare a DBO. 

. . 
: . PROPOSIZIONE XXVIII. 

TEOREMA. Due angoli diedri CABD, GEFH stanno fra 
loro nello stesso rapporto dei loro angoli piani' CBD, 
GFH. · ' 
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Suppongasi che i due an­
go1i cliedri abbiano una co­
mune m isur a , e che divüJen­
<lo CABD i n tre parti ugualí, 
GEFH com pren da quattro di 
ques Lú parti : si avrà 

CATID 3 
GEFH=4 . 

Si .condu_cano i piani CBD, GFH, rispetti vamen te per­
pend1colar1 alle costole AB, EF; questi piani tagJierann o 
le facce di divisione secondo le rette B.C, Blvl, ... FG , FP:, 
FR ... rü~pettivaID:ente perpendicolari ·ad A B ed EF, e con 
cio gli angoli piani CB!vI , ~1BN ... CFP. , PFR., .. . ri sulte ­
ranno uguali come corrispondenti a diedri uguali ; ma 
CBD contiene tre di questi ango1i , e GFH ne con tiene 
quattro, du~que si .avrà pure . · 

edinfine 

CBD . · 3 
GFH=:: 4; 

CA.BD CBD 
GEFH GFHº 

Sei du~ angoli diedri n on avessero una comune misu­
ra, si far~bbe vedere col solito · ragionan1ento per as urdo 
che la proporzione sussiste sempre. . 

ScoUo. Risulta da questo teorema che se si vuole mi­
surare un angoJo diedro D, cioê trovnre il rapporto di D 
ad un ang-olo diedro pre so per unità (l'an golo died~o ret­
to, per esempio), basterà cercare il rapporto dell' angol o 
piano di D all' angolo retto. 

PROPOSIZIONE XXIX. 

'fEOREMA. La retta· AP essenllo perpendicolare al pia -: · , 
no MN, ognt piano APB condotto per AP, sarà perpen -
dico la,1•e al ptano J\'1N. 
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Sia BC l' interse7,ionc dei piani AB, 1\fN· 
~e nel piano 1\1N . i tira PD perpendicoJa~ 
re a BP,. la rottn AP cs~endo porpen<lico­
lare al p1n.no J\1N, snrà pcrpendicoJare a 
cia!-:cnna (lollo 11110 rotto JJC, PD; rna. J'an­

"\--4-- -'- ll boll) . PD formato (la11o duo pcrpcndico)ar 1 
l A, PD a.ll' intersezione · com une BP mi-

11 ura l' angola dei due pjani AB, MN; 'dun-
que sic om qn st' angola e retto , cosi i due piani sono 
perpen li l·1r i f1 ·:i. loro. 

Scolio . • ll orche tre rette come le _AP, BP, DP sono 
perpe ndicolari fra loro , ciascun·a di queste rette é per­
pendi co1ar e al piano delle altre due , ed i tre piani sono 
perpen dicolari fra loro. , 

PROPOSIZIONE XXX. . 
· 1 

TEOREMA. Se un piano AB e pe1"pendicolate ad un al­
tr·o piano 1'1N-, ogni r·etta P A condotta nel prirno per­
pendicolar·n i ente alla comune irítersezione PB, risulta 
perpendicolare all' azt1~0 piano l\1N. 

Poiche se nel piano ~1N si tira PD per­
pendicolare a PB, l'angolo APD sarà retto 
per essere i pian~ perpendicolari fra loro; 
e quindi la re~ta AP essendo perpendico-

o N lare a11e due rette PB, PD, ê perpendico-
, _ __,_D lare al loro piano MN. . 

Corollar·io. Se il piano AB e perpendi-
:n colare al piano MN, e, da un punto A del 

'Primo si abbassa una perpendicolare sul piano MN, que­
sla perpendico1are starà nel pjano AB; poichê se cio ~on 
.fosse, si potrebbe sempre dal punto A condurre nel p1a­
no AB una perpendicolare AP all' intersezione co1nune 
BP , la quale dovendo essere contemporçineamente per­
pendicolare al piano MN, ne seguirebbe che dallo stesso 
ponto A si potrebbero abbassare due perpendicolari sul 
piano MN, il che ê impossibile. 

PH.OPOSIZIONE XXXI. 
TEOREMA. Se clue pian.i AB , AD sono perpendicotari 

.aa un terzo MN, la loro intersezione comune AP sarâ 
perpendtcolare a questo terzo ptano. 



,, 

' ' 

a 
N 

LIBRO y. 189 

Poiche se da un punto A preso 
su]l' intersezione si abbassà una 
perpendicolare sul piano l\1N, que­
sta deve trovarsi contemporanea­
mente nel piano AB e nel piario 
AD; e percià essa e la loro inter­
sezione comune AP. 

PROPOSIZIONE XXXII. 

, 
TEORE~IA. Se due piani ABC, DEF sono paralleli, ogni 

piaria MN perpenclicolare ad ABC ê per·pendicolare al 
piano DEF. 

Infatti, se nel piano ABC s_i tira la retta AG perpen­
dicolare a BC , questa sarà pure perpendico1are al pia­
no MN. 

· Se inoltre per la retta AG si ·con­
duce un piano , questo taglierà il 
piano DEF secando una retta JID 
parallela ad AG e quindi perp~ndi­
cola1 e al piano ~ll ; clunque i1 piano 
DEF che passa per questa retta e 
perpendicolarc al piano MN. 

PROPOSIZIONE XXXIII. 

TEOREMA. Ogni punto n preso sul piano bisettore del­
. · t' angolo diedto CABD, e u.gualmente distante dalle due 

facce di quest' angolo diedro. 
Se dal punto U si abbassino Ie rette 

JUP, iUQ rispetti vamente perpendicola­
ri alle facce ABC, ABD, il piano PMQ 
che. passa per esse essendo perpendi-

L 

colare alle facce ABC, ABD, é perpen­
dicolare alla loro intersezione AB ; e 
perció taglierà i piani ABC , ABL , 
ABD second,o tre rette HP , HM , HQ 

n perpendicolari ad AB. 
Ciô posto , i triangoli rettangoli 
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Pl\IH. Qn\TT . a, ondo l' ipotenuea. MH di comuna e glf an- . 
í! t)li ~lHP ~lHQ , che misurano gli angoli diedri CABL, 
DABL . u ·u nli; sono uguali , e por conseguenza MP=MQ. 

Recip,·ocan1.ente.-Se un punto ?ti situato nell' interno 
dell' an golo diedro CADD, à ugunlmente distante dalie 
due facc e dell 'angolo dierlro, questo punto appartiene n.l 
piano bisett or e. 

ln effetti , con<lucendo come precedentemente, i I piano 
D ) PMQ ele rette lIP, HM, ·HQ; i trian-

M 
F goli rettangoli. !tiHP, ~·1HQ avranno 

l'ipotenusa MH di comune ed i lati 
MP, MQ ugµali per_ipotesi; dunque 
questi triangoli sono uguali, e pir 
conseguenza gli angoli MHP, MHQ 
chemisliranogli angoli cliedriCAB'1 
DABJ\i risulter~n11:o ugualL ·. · 

Corollario. 'Il luogo geometri~o · 
N dei punti ugualmen te distanti dai 

E due piani indefin~ti FAC, DAE _ si 
P compon~ dei piani MN, PQ bisetto- . 

ri d~gli angoli diedri adiacenti formali dai due piani da­
ti. E d' altronde facile riconoscere che questi ' piani bi-
settori sono perpendicolari fra loro. · 

.. 
DEFINIZIONI 

I. Si chiama angolo solido o poliedro ·la· figura formata 
da piu piani che si tagliano in uno stesso punto. 

II. Le intersezioni dei piani sono le cost9la dell'angolo 
-solido ; il punto d'incontro delle costole ne e H vertice, 

Gli angoli formati dalle ·costole chiamansi facce o an•· 
goli piani dell'angolo solido. · · ·. :· 

III. Allorche il numero . dei piani e uguale a tre , l' an- . 
golo solido si chiama angolo triedro. 

IV. Noi non consideremo che gli angoli solidi convessi, .' _ 
cioe quelli che sono situati interamente dalla stessa par-' 
te di una delle loro facce prolungata. · ' 

V. Dato un angolo solido SABCD • se si prolu~gano le 
co~tole SA, SB ...• , al di là dei punto S, si forma un DU\~ 

vo ,angolo . solido che si dice simmetrico del primo. . 
E evidente che questo nuovo angola solido ha gli ste~~ 

si angoli piani e gli stessi. angoli diedri del primo. 
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SiaA SC=D TF , l'a n­
golo di edro SA= DT 
e l' a ngolo died ro 
Ríl= TF'. 
Face ias i co in cid e­

r o la facc ia DTF' co l­
., l a sua uguaJe ASC ; 

per l' 8guag I i an 1,a d e­
g Ji an goJi di edri SA 

TD, "'I e TF . i piani DTE, FTE a ndranno ad applic ar­
i ri "I- tü ,·ame nte sulle facce ASB, CSB; e pero la costo~ 

la TE unica intersezione dei prilni coincidendo con SB, 
i due ango li diedri avranno tutte ]e loro parti uguali. 

e gli angoli diedri uguali fossero inversamente sitna­
t i per rappo r t o alle facce uguali, si sovra pporrebbe l'an­
golo triedr o T al sin1metrico <lel triedro S, e si giunge-
rebbe all o ste sso risultato. · 

PROPOSIZIONE XXXVI. 

TEOREM A . Se .due angoli tried r·i hanno le facce rispet­
tiv amente uguali, gli angoli diedri opposti àlle (acce u-
guali saranno uguali fra di lor o. · 

Sia ASB==DTE, .ASC==DTF, BSC::!::ETF. 
· !l! Si prendano le sei 

lunghezze uguali SA, 
SB, se, .TD ; TE', TF' 
e si tirino le retteAB, 
AO, BC, DE, DF, EF. 

:@' Itriangoli isosceliSAB 
r. 'D L-----J..--1----.;,~-:;,,1 TDE sono uguali aven-

N B E do un angolo uguale 

compreso fra lati uguali; lo stesso avviene dei tria~goli 
SBC, TEF, non che dei triangolf SAC, TDF; e pero 1 due 
triangoli ·ABC, . DEF a vendo i tre lati rispettivamente u-
guali, risulteranno uguali. l • 

Cio posto , per un punto M della costola SA s1 condu• 
cano nei piani delle faccà SAB , SAC le rette MN ! M~ 
perpendicolari ad SA; queste rette incontreran~o 1 la~J 
AB ed AO, perche i triangoli SAB, SAC e~sen_do_ 1~osoeh, 
gli angoli della base SAB, SAC sono acut1 ; s1 t1r1 inflne 
Ja retta NP. 
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Si prenda il~o ltre DG=Al\1, o si ri peta nel -secondo trie-
_dro la costruz1one preced1~nte. · 

I t~·i~ng~)1.i rettangoli ~1\tIN, DGIC, essenclo eguali per 
oose1 e 1 l la.to A1I::::DG e l angola acuto l\!IA.N=r:::G DK, sarà 
pure AN~DI{ ed l\1N=GIC Siinilmente si dirnostrerebbe 
che 1'IP==Gll ed AP.::::.DI-I. 

Ora anche i triangoli I AN, JIDI( sono uguaU, avendo 
un angolo uguale co1npreso fra lati ugual i, d' onde se ne 
conchiude NP==l{H; e pero i triantroli NMP KGI-I aven­

. do i t1:e lati _ris1?ettivan1ente uguaU, sarà l';ngold N l'vlP, 
che nusura 11 diedro , SA. eguale a KGH che misura il 
diedro TD. 

Scolio. Se- i due ango1i solidi hanno ino-Itre le loro fac­
ce similn1ente disposte , essi saranno uguali per sovrap­
posizione; nel caso contrario, ess~ saranno ... simrnetrici. 

PROPOSIZIONE XXXVII. 

TEOREMA. -Állorcl, e da un ])unto F preso sulla costola 
.di un angola diedro AB, s'innalza sulla faccia AC una 
pérpendicolare daUa parte del piano ABC dove si dir·ige 
la f accia ABD, e sul la face{ a ABD itna .perpendico?are 
FE dalla parte del pia-nq ABD dove si dirige la_ faccia 
ABC, l' angola EFG ê il su,pplemento rlell' angola piano 
che rnisura l'angoto diedro. 

h Infatti, le due rette EF, FG perpenài-
· colari ad AB , deternünano un piano 

F perpendicolare ad AB, che tagliando le 
.;. 1 A'..- ·· ... , .. _ Ilc. due -facce dell'angolo diedro seconclo le-
i!, rette FI , FH entran1be perpendicolari 

B ad AB, l' ango1o IFII 1nisurerà l'angolo . 
• e 1> <liedro. Ora FG essendo per pen d icolare 
al piano ABC, s,i ha GFI=-Iret '. e·-pr:r la stessa rag~ioue 
EFH=Jret; e pero, sommanclo, s1 avra GFI -~-EFH=2rnt, o 
EFG+IFI-I=2ret. 

PROPOSIZIONE XXXVIII. 

TEOREMA. Allorcltê dal v~rtice. di un a¼golo t_riellr•o, 
SABC s· innatza sopra owni faccia u:u~ perpenllicol~re 
dalla parte del piano di guesta faccia flove trovasi la 
ter·za· costola, l'angoto, triedro cl~e ha 1)er coslole quesle 
tre perpendicozart, e l anoolo trzellr·o dato sono s11,pple ... 
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?nent ari. ( Dne n?1 (loli tr·inliri si dicono supplenienlart , 
allorclle {lli nn ,r;oli pia11i dell'uno sono i su,pplemenli de­
g l i anooti cll e ~11isnrano gli angoli cltellri- ,degl'allri. 

Sia SO' perpondicolare alia faccia 
0 0 , ASB dn.lln. stessa parte dei piano ASB 

dove si trova la costola SC; SB' pP-r­
pendicolare alla facciaASCda)]a par• 
te de] piano ASO dove trovasi la co-

s n sto la SB ; infine sia $A' perpendico-
l are ai piano CSB dalla partedi que­
sto piano dove trovasi la costola SA. 

1. La .retta SC' essendo perpendi-
colare al piano .ASB dalla parte di questo piano dove tro­
va.si la faccia CSB., e.la retta SA' ess~ndo .perpendicolare 
al piano CSB dall a parfe di questo rjiano d ove_ trovasi 1 a 
faccia ASB, sarà (prop. •37) l'angolo C'S·A~ il supplemento 
dell' angolo corrisponden te all' angola diedro SB. Si v.e­
drebbe similmente che l' angolo C'SB' e il supplemento 
deli' angola che corrispond~ all' angola diedro . SA e c\ie 
A'SB' ê il supplemento dell' angolo che misura r àngolo 
diedro se. Dunque l.º g1i angoli piani di SA'B'C' sono i 
supplementi degli angoli diedri di SABC. . . . 

2.0 La retta SA' essendo perpendicolare al piano . CSB, 
e perpendicolare ad se; Ja retta SB' perpendicolare al 
piano CSA, e perpehdico1are ad SO, dunque la retta SC 
e perpendicolare al- piano A'SB'; inoltre ·essendo SC' per­
pendicolare al piano ASB e trovan9osi dalla parte di 
questo piano dove trovasi -SC, l' angolo CSO' e acuto; e 
poichê se é perpendicoJare ' ad A'SB' e.forma con S0' un 
angolo acuto , se ne conchiude che SC rimarrà situata 
dalla parte del piano A'SB' d ove trovasi SC'. • . 

Si vedrebbe similm _entéche SB e perpendicolare a1 pia­
no A'SC' dalla 'parte di questo piano dove trovasi SB, e -
cbe SA ê perp ndicolare al piano C'SB' dalla parte <li 
questo piano dove trovasi SA'; o· J_jiu brevemente , che 
rangolo SABC ê costruito per mezzo di SA'B'C' nel1a stes­
sa guisa eh(} quest'ultimo ê stato costruito per mezzo di 
SABC: e pero gli angoli piani di SABC sono i supplementi ­
degli angoli diedri di SA'B'C'. . . 

· PROPOSJZIONE XXXIX. 

'I'EOREMA. Se due anooli trieclrf hanno gll_ a.ngolt di"e 
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d,·i ,·ispelti ' ·n1n Hf e u111tali , f!sc;f 1,nnno anrlle le facce 
~,.onn1.i "'ia~cnna a ci.a.<..·nnna. 

Sh~nn S ü(l S' i duo angoli tricdri dati, 'I' e T' gJj angoli 
t.i·iedl'i supplcmeninri. . 

Sic "'01ne S erl S' hanno i loro an TO li cliedri uguali, cosi 
g·li angoli triedri 'l, e T' avrn.nno lc Joro facc e ri spett iva -
1nen1e uguali, e 11er con~~gnnnza i Joro an goli diedri sa ~ 
ranno pure 11 ,1·nn.li (prop. 'H,). 

Infine, n·li ano·o1i i,1•iecl1·i 'L' o T' avonclo i ]oro ango li 
driedri u~·na.li, 0 ·1i nngoli tl'iouri S o ~, avranno le ]oro 
facce eguali. 

Scolio. Se le fncce uguali dei due trie,lri sono s·imil -
-1nente d_isposte,. gl i angoli triedri saranno uguali per so ­
Yrappos1z1one; 111 caso contrario saranno simmetrici. 

. PROPOSIZIONE XL. 

, TEOR:EMA. Se iin angola solido ê formato da tre an­
goli piani, la s01nma di due qualunque di questi angoli 
sar_à maggiore del terzo. _ 

E evidente che non vi ê luogo a <limostrare la propo­
sizione che· solariiE:nte quando l'angolo piano che si para­
gona alla somma · deg1i altri due e màggiore di ciascun0-
di essi. · 

Sia dunque l' angola solido S formato dai tre angoli 
piani ASE, ASC, BSC e supponia­
n10 che l' angolo ASB sia il piu 
grande dei tre; io clico che si avr" 
ASO<ASC+OSB. , 

Nel piano ASB si facci~ l'ango-
• A lo BSD=BSO, si tiri ad arbitrio la 

rettaADB, e presa SC=SD, si con-
º ducano AO, BC. 

Ess endo SD=SC e l'angoJo BSD~BSC, i due triangoli 
BSD BSC sono uguali; e sarà BD==BC. l\ia si ha AB<AC 
+Bc' e togliendo da una parte BD e dall' altra la sua u­
gual~ BC, rimane AD<AC; e· perô i _du~ triangoli ASD, 
ASO a-vendo i due lati AS, SD uguall a1 due AS, SO , ecl 
il terzo lato AD minore di AC, sarà r an~olo ASn<ASO, 
ed aggiungendo BSD~BSC,._siavràASD+BSDo ASB<ASO 
+BSO. 

1 • 
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• PROPOSIZIONE XLI 

TEoHE~rA. La sowi,;na ctegli angoli piani che formano 
un a11t1010 solido convcsso e senipre minore dí quattro 
angol i 't 'etti. 

s Si lagli · l' angolo so liclo S con un 
piano ABODE che incontra tutte Je 

· costole ; e da ·un .punto O preso in 
questo piano si cond ucano , a tuttí i 
vertici Ie rette OA, OB, OC~ OD, OE. 

La somma degli angolf dei trian­
goli ASB, BSC, etc. formati intorno 
al vertice S, equi \:ale alla somma 
deg1i angoli dello stesso nur.aero di 
tri'angoli AOB , .BOà, etc., formati 

13 _ o intorrio al vertice O. Ma al punto B 
gli angoli ABO, OBC ·presi insiem~ -, _formanb l':angolo 
ABC minore della somma degli an·goli ABS, SBC (p_rop. 
40); similmente al p1:1nto C si ha BCO+OCD _<:BCS+SCD 
e cosi per tutti gli angoli del poligono ABCDE ; dunque 
nei triangoli t1i cui il v~rtice e.in O, la som ma degli an­
goli alla base essendo minore della som·ma degli angoli 
alla base dei triangoli che hanno .- ü vertice in S , dev~ 
essere, per compensazione, 1a som ma degli angoli formati 
intorno al punto O maggio~e della somrna degli angoli 
formati intorno al punto S. Ma la somma degli angoli 
intorno al punto O ê .uguale a _quattro angoli retti, e pero 
la somma degli angoli piani che formano l'angolo solidó 
S e minore di quattro angoli retti. 

PROPOSIZIONE XLII. 

. . . 

. rEOREMA. 1. 0 In ogni a.ngolo triectro , la s~nuna dei, 
l're angolt liieclr-i J conil)resa fra 2 1·~eitt e 6 retli: 2. 0 il 
1ninor·eangolo diellro aum.c!ntuto di°due,/·ettt.e maggio1·e 
della somma degli altri ctue. . .. . 
· 1.0 Sieno a, b, e i tre angoli diédri clelfangolo tl'iedro 
dato, e A, B, C le facce dell'angolo trieclro supplementare. 

Si ha: 
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donde, son1111n.11do, ricavnsi 

a+b+c==Or -(A+ n +O). 

197 

Inoltre la son1111a A+n+o e maggiore di zero ed e mi•­
nore di 4,·et, dunque la so1n1na a+IJ+c e n1inore di 6 retti 
r<l e 1nnggiore di dne retti. . 

2.0 Essendo a, b, e gli a1~goli <lie<lri dell'angolo trieáro 
dato, ed a il piu pjccolo, snrannn 2r - a, 2r - b, 2r-c le 
facce dell'angolo triedro supplemenLare, <li cui ';r-a e Ia 
n1aggiore; e si avrà in virtu del teorema 40: 

2r---a < 2,~_ b+ 2r.-c; 
·- . 

· donde, aggiungendo da una parte e 'da11' altra b+c+a e 
togliendo 211, ricavasi 

. b+c<2r+a. 

PROPOSIZIONE XL-IIl. 
. . 

'TEOREMA. Per formare un angola solido triedro con 
tre facce date, e necessario e suf/iciente che la somma 
delle tr·e facce sia minore di quattro,. 1rétti e cheia mag­
giore sia piu piccola della somma delle altre due . 

. A vendo di già veduto che q u.este condizioni sono ne­
cessarie, resta a diinostrare che, esse sono sufficienti. 

. Sieno BSO, ASB, DSC le tre fac­
_ce date- che sµpporremo situate su 

.A di uno stesso piano , e sia B C la 
maggiore. 

·\ .M ,,,.,- D Ool punto S come cen,tro e çon 
r·-.<71··::>·'í(' ún raggi_o-arbitraria SA, _si des~r!-

11 . .lrl:: va un~ c1rc~nfürenza, e s1 abbass1-
. d, a, e no dai punti A e D le rette An:, Dd 

perpen.dicolari a SB ad SO. · , 
L'angolo BSO essendo il 1naggio.re dei tre, BC sarà piu 

grande di ciascuno degli archi BA, CD; e siccon1e Ba=BA, 
cosi si vede che il punto a c~cle-fra B e C ; lo stesso av­
viene del punto d. 

Si ha inoltre per ipotesi 

TISC< ASB+CSD, 

per conseguenza 
:UC<+AB+CD; • 
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dunque siccon1e Ba=BA e Cd==CD, cosi il punto a· trovasi 
sull'arco no alla destra <li d. · 

Infine Ia so1nma delle tre facce date essendo minore di 
4 retti, il punto D si troverà dopo del punto .C sulla cir­
conferenza percorsa a partire dai punto A nel senso ABC°. 

I1 punto d essendo cosi situato fra A ed a ed il punto 
a fra d e D, le corde Aa, Dd si taglieranno nell' interno 
della circonf erenza. . 

Cio posto, ~' inna1zi dal punto O una perpenrlicolare 
011 al piano nsc; e nel piano I_O.M: ~i descriva col punto 
I come centro, e con AI per raggio, una circonferenza 
che taglierà Ol\í in un punto ~I. e si conduca lHS ; dico 
che l' angolo triedro SB~JC e quello formato con Ie tre · 
facce date. 

Infatti, tirate l'dI ed l\IK, i trian ,o]i A, r, ;\fIS rettan­
go1i in I, hanno SI di co111u11c d Al = l~f: clun 1uo essi so­
no uguali, e si ha ]'an 1rol< \ . 'I f .\1. .' irnilm nte i trian­
goli rettangoli L K, D.'K no u1rtwli, p rchc il lato~[( 
ê co1nune ed i lati SD, S.\I :ono uguali tu Ui duo a SA. 
clunque l' angolo •J\L I .. -=I ' K. 

Scolio. Per fot'lllal'e 1111 an°· h t.rie<lr con tre angoli 
diedri <ln.Li a, lJ, e, · nec :1ri0 e ufJl i nte che la loro 
son1n1a sia compre~a fra ·) r Ui e ô r )U i e che il piü pie­
colo aumcnt.ato di 2 r etti, -ia ma 1 ,giore <lclla sornma <le• 
gli altri due. 

Si Ba giü ch·e CJllé t.e ondizio ni sono necessarie; e <líp­
piú esse sono suflieienti; 1 iche si puó faciln1ente vedere 
che, quando queste condizi )ni onosi vel'iílcate, si puô co-­
strui1·e l' angolo triedl'o ~111 plen1ental'e con le facce 2r­
a, 2r-lJ, 2>--c; e quindi si potrà anche costruire un an­
golo triedro con i tre angol i <l iedri a, b, e. 

\ 
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DEI POLIEDH,I. 

DEFINIZIONI. 

I.. Si c~ian1a sof ido poliec~ro o sem pJicemente poliedro, 
Qgn1 solido termina to da p1ani o ua facce piane. ( Questi. 
pi~ni SO?-O nec~ssariarnente terini nati da Iiriee rette). Si 
ch1an1a 1n particolare tetraedro il solido che ha quattro 
facce; esaedro quello che ne ha . ~ei; ottaedro quello che 
ne ha otto; dodecaedro q uel lo che ne ha d odiei, icosaedro 
quello ~be ne ha Y_eµti, etc. 
· II _tetraedro ê il piu semplice dei poliedri ; poichê vi 
bisognano almeno tre piani per formare un angolo solido, 
e questi tre piani lasciano uno spazio ,.-uoto che _per es­
sere cbiuso esige almeno un quarto piano. 

11. L'intersezione di due facc ·e adiacenti di un poliedro, 
si chiama talo ·o costola del poliedro. 

III. Chiamas_i poliedro regolare q uello che ha per facce 
poligoni regolari uguali ed ha tutti gli angoli solidi u­
guali fra loro. Questi poliedri sono in numero di cinque 
(1.,-,·edi l'appendi"ce ai ·uliri VI e VII). 

IV. II pr·ismá e un solido di cui tutte le facce lateraJ1 
-iono parallelogrammi ed e terminato da ambo le . parti 
da due poligoni uguali e paralleJi 

Per costruire questo solido sia A.BODE ün poligono 
qualunque ed 1\1N un piano parallelo ad ABCDE. 

Dal punto A si tiri J a retta AF che incontra il piano 
11N in F; dai punti B, e, D, E si 

b conducano le paralle1e au AF fi-
e no all'incontro dello stesso piano 

MN ; ed infine si coniiungano i 
- punti u'incontro per mezzo delle 

rette FG , GH , HI : dico che il 
. sol}do co1npreso· dai ou.e poligo• 

F t · ni ABODE, FGHIK ê un prisma. 
Infatti, essendo AF e GE ugua-

o- tl li e parallele, ne segue che la 
figura AEGF ê un para1lelogramn10; per 1a stessa .ra ... 

. ' ,, . 
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ra1 leloµ;r:11nn1u; }H~r la stessa r2gione tutte Je aitrP. facce 
lai 'rnli ~ono parnllologran1mi; ed in quando ai due ·po1i­
g·oni A DODE, FGl-Jlit~ Hssi a vendo i loro lati uguali e ·pa­
ralleli, sono ugnal i. 

·v. I po1igoni uguali o pn.ralleli ABODE. FGHIK chia-
1nansi l e ba.si del JJtis~na; g,1i altri p1an i parai JeJograrr1mi 
presi insi e111e cost i t.u i scono la superflcie lateralc o con­
vessa del JJris1na, e le rette ugua1i AP, BK, OI, etc. chia­
n1ansi lat i de1 prisma. 

·vr. L' altezza di un prisn1a e la distanza .de] le sue d ue 
basi o la perpen<licnlare abbassata da un punto della base 
superiore sul piano de11a b·ase inferiore. 

VII. Un pr·israa ê retlo allorchê i lati AF , BK , etc. , 
sono perpendicolari ai piani delle pasi , ed jn tal caso 
ciascun lato e uguale all' altezza del ·prisma e•). ln ogni 
altro caso il prisn1a e obbliqao e l' altezza é minore dei 
lato. · 

VIII. Un prisnia e t.riangolare, quadra?Jgolare, penfa­
gonale, esngonn.le, etc. , secando ch_e la base é un tria _n- -
golo, un quadril _atero, u1~ péntagono, un esagono, etc. 

r IX. I1 prisma: che ha per -base un paral- -

l ···,·.!·:···,I"~---··-· ..... lelogram1no, ha tutt .e le sue facce paralle­
logramrne, e si. chiama pai·allelepipedo. 

II parallelepipedo ê retto all orchê le co-
: stóle sono perpendicolari alia base. 
! Se inol tre la base ê un rettangolo , il 

parallelepi pedo si dice reltangolo ., ed e evidente che in . 
q uesto caso tutte le facce sono · rettap.goii c•:tt)_. · 

... -· .... 
···- ........... , 

j 
; 

X. Fra i p·arallelepipedi rettangoli , · si · 
distingue il cubo b esaerlro regola1~e, com­
posto di sei quadrati uguali. 

XI. La piramide e i 1 solido che . nasce 
dall' unire un punto S con tutti i vertici 
di un poligono piano AUCDE 

(~) N el pTisma 1·etto le facce sono rettunO'oli in lnogo di pa-
rallel:)gra1nmi. . 

0 

N. dcl Trad. · e•-) Anche il parallelepipedo retto ha le fucce rett.angolari, 
ma le basi sono parallelo gra mmi: mentre nel parallelepipedo 
rettangolo anche le basi sono rettangoli. 

N. del Trad. 

' • 
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11 poli rono ABCDE si e ' iama base 
dolla l)irn.rrlidc, jJ punto Sé jJ vcrtice, 
e l' assil~rne dei tri an goli ASB , BSO , 
otc., forrna la snper(icie convessa o la­
terale de11a pirnmide. 

XII. L' allezz a della pjramíd e e Ia 
n perp endicol a ro abha ssata daJ vertice 

s111 piano do lia base , prol u,ngato se oc-
c corre. · 

XIII. La pira1uid e e tr•iangolare, <Juaúrangolare, etc., 
secondo che la lJase e un triangolo, un quadriJat ero, etc. 

XIV. Una pira1nide e r·e.r;olare allorche Ja base e un 
poligono regolare, e nello stesso tempo la perp endíco lare 
abb a.ssata dal vertice sul piano del1a base . passa pel cen­

. tro di questa base ; questa ·retta si chiarna a1lora ass~ 
della piramid é. · · · 

XV. La diagonale di un poliedr_o .e la retta che uni sce 
i verfaci di d ue angoli solidi non adiacenti. . 

I po1iedri che noj considereremo ·sono tali che il pian o 
. ài una faccia qual unque rimane tutto n solidq da una 
stessa parte, in tal caso le superficie di q uesti poliedri si 
dicoho convesse, ed i poHedri _stessi si chiamano poliedrl 

-convessi.-

PROPOSIZIONE L 

TEOREMA. Due prismi sono uguali allorclte h anno un 
.angola solido co1npreso fr-a tre faéce rispetti vamente u­
guali e.sirnilniente clisposte. 

. 1 . 1i: Sia la base ABÇDE ugua1e 
l alla base abccte, 11 parallelo­

grammo 1\.BGF uguale al 
parallelogran11no abr,f ed il 
parallelogran1mo BOHG u­
gua1e al paral lelogran1n10 
IJChlJ ,· dico che il prisma 
ABOI sarà uguale al prisma 

A "---- abci. 
, n . 6 Poiche, se si situa la base 

ABCDE sulla sua ug·uale abcde, queste due baRi coincide­
ranno: ma i tre angoJi piani eh~ formano l'angolo solido 
B sono uguali rispettivan1ente ai tre angoli piani c~e fo!• 

' 
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mano l' angolo solido b , cioe ABC== abc, ABG == abg, e 
GBO==gbc, ed inoltre questi angoJi sono similmente 
disposti; dunque gli angoli solidi B e b sono uguali-, e per 

· conseguenza il lato BG cadrà sul suo uguale bg; simil­
mente si dimostra che P.er i parallelogrammi uguali ABGF, 
e abgf, il Jato GF deve cadere sul suo uguale gf come pu•­
re GH su di gh , e pero la base s uperiqre FGHIK coinci­
derà interamente colla sua uguale fghik ed i due solidi 
si confonderanno in un solo. ~ 

Osset·vazione. Se i prismi sono retti, il teorema pren• 
de la seguente forma molto piu semplice. · 

Due prismi reltí che hanno basi uguali ed altezze u­
_quali sono uouali. 

Infatti, portando la ba~e abcde sulla sua uguale AB-ODE, · · 
l' alte7,za bg coinciderà con l' alte.zza DG, come pure eh 
coinciderà con CH, e cosi <li segui to: <lunque i due pri­
smi coincideranno 

PROPOSlZIO tE lI. 

' 
TEOREMA. ln ogni Jía.rallel ep ipedo , !e facce opposte 

sono uounl .i e parall ele. 
n H Secando la definizione <li questo soli-

do, le ba. i ABCD. El1 GH essendo paral-
F / o lelogran11ni uguali e paralleli ; resta a 

A. ·· ······- ········- \1• di n1ostral'e che lo stesso avv iene per 
\ Jue facce laterali opposte, come AEHD, 

BFG C. Infatti, per esse1·e ABCD un pa­
rallelogra.mmo, sarà AD uguale e parallela a BC, per una 
ragione simiie .A.E ê uguale e parallela a BF; dunque l'an­
golo D.AE e uguale all"angolo CBF ed íl piano DAE ê pa­
rallelo a CBF, e percio anche il parallelogrammo DAEH 
ê uguale al parallelogrammo CBFG. Si dimostrerà simil­
mente che i parallelogramn1i oppost.i ABFE, DCGH sono 

B e 

uguali e paralleli. . 
Cor·ollario. Siccome il parallelepipedo ê un solido com­

preso fra· sei parallelogran1mi di cui gli opposti sono u­
gnali e parall eli , cosi ne risulta che una. faccia qual un.:. 
que e la sua opposta possono essere prese per basi <lel 
parai lelepi peda. 

Scolio. Date tre rette A.B, AE, AD che passano per uno 
stesso punto A, .e fanno fra loro angoli.dati, si puà sopra 
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ili e~~E, • ~t.rni r, un pa1·n11n1'~pipoclo. Per ció fare hiso 
gn r~\ ~(n1d111TL \H'r t·c~l.1· uiibt cli ogni rotta un pjano 
parnllt•k) nl piano dello nll.re tlue; cjoê, da] punto H uo. 

pi~111 parallelc a DAE, dnl punto D un pian o paraJlelo a BAE 
e dal pnnto E un piano para11clo a DAD; gl' in contri 
s a1nbi , oli di qn e~u l iani for1neranno il parallelepjped o 
richiesto. 

PROPOS.lZlONE lll. 

TEOREMA. In ogni pa1·allelepipedo, le díagonali si ta­
gliano scam.bfe·coln1ente in dite parti .uguali. 

Infatti , condotte due diagonali EC, AG siccome AE e 
uguale e parallela _ a CG, cosi la flgura AEGC ê un paral­
lelogra1n1110 , e perció le diagonali EO., AG si taglian o 

~=-----:=::.,-H. sca1nbievolmente in due parti uguali. Si 
din1ostrerà similmente che la diagonal e 
EO ed un' al_tra DF si tagliano anche in 
due parti uguali ; dunque le quattro dia­
gonalí si tagliera .nno scambievolmente in 
due parti uguali e nello stesso punto. 

n e Questo punto O cl;üamasi centro di /igl6-
ra del parallelepiped<?, perche ogni retta 1\10.N che pas3a 
per que~to punto e termina d3:, una parte e dall'altra a lla 
su.perficie del solido, rimane divisa al punto O in due 
parti uguali.- · 

Infatti, condotte le rette l\1H ,. NB ; i triangoli l\íOH, 
NOB avranno il lato OH uguale al.lato OB, l'angolo MOH 
uguale all'angolo NOB, e l' angolo MH.O=-OBN per le due 
rette MH, NB parallele _corne intersezioni di due piani pa­
ralleli con un terzo. Essendo dunque uguali i triangoli ,. 
sarà OM==ON. ' 

PROPOSIZIONE IV . 
. 

,. TEOREMA. ln ogni prisma AJ3CI ' ie sezioni NOPQI{,. 
STVXY, falte da piani paralleli, sono poligoni itgiiali. 

Infatti, i lati NO , .ST sono paralleli , come interse 
iioni di due piani paralleli con un terzo piano .A.BGF ; 
ma questi stessi lati sono compresi (ra .le parallele NS, 
ST che Hono lati del pris~~, dunque NO ê uguale acl 
OT. Per unaaimile ragione i lati OP PQ, QRetc., della se-
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i'.ionn NO PQH. 8nno Hgua1i ri ~petliva_ 
nH\nl.<\ ni lal.i TV, VX , Y. ri.e., dei!~ . 
!=:e1.io1H~ STVXY . Jnoltrc i l:it,i ug11:1.li es­
sentl o n cllo Ri esso tempo parai Ir, 1 j , nf, 
~r,gn<~ chc gli an goli NOP, OPQ, etc . , 
tlella prinia R<:7.ionc ~ono uguaJj ri spetti­
vn.111c11to ngli angoli R'l.'V, 'l'VX, etc., 
della soc111Hla; e pcró le se zion i 
NOPQR, STVXY sono ooligoni ugua li. 

v,·ollario. Ogni sczione fatta in un 
prisnu1 para11elamente a11a sua base , e 
uguale a questa base . 

PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA. Il piano che passa per clue lati opposti FB, 
DH del par·altelepipedo AG, decompoue questo parallele­
J,ip ede in due pris mi triangolari equivalenti. 

Dai vertici B e F, si conducano per­
pencli colarmente ai Jato BF i piani 
Caãc, Fehg, che incontreranno da urra 
parte iri a. d, e e dall' altra in e , h , g 
i tre altri lati AE, DH, CG dello stessu 
para1lelepipedo; le sezioni Bàãc, Fehg 
saranno parallelogrammi uguali ; in-

... fatti queste sezioni sono uguali, per• 
chê fatte da piani perpendicolari ad 
una stessa retta e per cqnseguenza 

'paralleli ; e sono parallelogran1n1i 
li perchê d ue lati opposti aB , ác di ona 

stessa sezione sono le intersezioni di ·due piani paralleli 
ABFE, DOGH con un terzo. 

Per una símile ragione , la figura BaeF ê un paralle­
log:rauíino come pure le altre facce laterali DF{JC, cdhg 
adhe del solido Bauc Fehg : ounqne qnesto solido e uu 
prisma ed e retto ,. perchê i l latô BD' ê perpendicolare al 
piano della base 

Cio posto; se per i due spigoli BF, DI-I si fa passnre un 
piano, questo dividerà il prisma retto Dlt in due prisrni 
triangolari retti aBdeFn., BdcFhg ed il pris1na obbliquo 
in due prismi triangolari ob~liqui: ora io dico che il pri- • 

----" .. . ... - - .--3'·:,,,o"I"- ..,.. 
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~111~ iriann 'olaro obblicp10 .AH ·,nFII <'~ ,rp1ívalente al pri­
s1un. t.rianl, ·oln.ro r eUo ri.B<leFh. 

Infa t t.i qnn~i,i llno pri s1ni aven<lo una parte cornune 
ABD!, )F, rirna1T:\ n. dirno~trare chc le dm ane nti parti 
cit \ i solid i B<Li\.Dct, FeE Hh sono eq ui va l enti fra Ioro . ' 

Ora, in, irtu dei parallolo Yt·mnrni AHFg, aBFe i lati 
AE ae, esse 11Llo uo-nali alla 101·0 parallela DF , sono ugua­
li fra loro, e pero togli 'uclono la parto comune Ae reste­
rà. Aa===Ce . 
. Si diinostrerà similn1ü1lte cho Dd=.Hh. 

Dopo di cio~ per opera.rela sovrapposizjone dei <lue so­
lidi BaADd , FeEHh, s"imn1agini la base Feh sulla sua u­
gual e Ba.d, allora il punto e ca<len<lo in a, ecl i1 pu rtto h 
in d, i lat i eE, hH, cadranno sui ]oro uguali aA, dD, es­
sendo essi perpend icolari allo stesso -piano I3ad. Dun­
que i d ue solidi dei quali si .tratta coincideranno inter a­
mente l'uno coll'altro e perció il pri~maobbliquo BADF EH e equi va1ente al prisma retto na,.tFeh. ·. 

Si din1ostrerà similn1ente che il prisma obb1iquo BDCP 
_ HG e equivalente al prisma retto BdcFhg -: ·111a i due pri­

smi retti BaclFch, BdcFhg sono uguali fra lo"ro , poichê 
hanno la stessa altezza e le ]oro basi sono .le metà di un o 
stesso parallelogrammo (cor. I.). Dunque i ·due pris mi 
trlangolari BADFEH, TID_CFHG, equivalenti a due prisrni 
uguali, sono eqnivalenti fra loro. 

Corollario I. Ogni prisma triangolare A.BDHEF ê la 
metà del parallelepipedo AG costruito con lo stes so an­
gola solido A, ed avente i medesim1 lati AB, AD. 

Corollario II. Ogni _prisma triangolare obbliquo~ e per 
conseguenza , ogni p~isma obbliquo ê equivalente a.d un 

. .prisma retto avente p'er base la sezione fattn. perpendi­
colarmente alle costole del prisma ( che si chja.n1a sezione 
retla) e per alte_zza una delle costole laterali del pris1na. 

PROPOSIZIONl 1
~ VI 

. . 
• TEoREM :A. Due pa.rallclepipecli AG, AL che hanno itna base 

comune ABCD, ele loro basi siiperiori EFGH, IKLM sititate 
in uno stesso piano e coniprese fra le stesse patallelc EK, HL, 
sono eq~ivalent·i. · 



: · .. . , 

,l\ 
n ,r _ _ _ .r, 

Gg()]\1g 'l'IUA 

ni co in primo luogo e he il 
p1·isma Lriangolare AEJDJJ Me 
ugunl c al pri sma triangolare 
J~Fl(C< L. 

lní'aUi, essendo AE ugu ale 
n Hl 11 como lati opposti di un 
parnll elogra rnrno, AI ugu ale a 

A 11 UK por la stessa ragion c; e gli 
~ngoli EAl FD K n 11·1u11i pe1· ave re i lati paralleli; i tri a n­
~·oli EAI. l< 131\.. sono nguali. 
' - Ino H.rc i pa rall elogra1nn1i AH, BG sono uguali , come 
facce 01)poste di un pnrallelepipedo, ed i para11efogrammi 
IH, I~G sono ugu ali perche EH:::::: FG, EI FK e 1' angolo 
HEI==GFK; e per<'> le tre facce che s·intersecano in E es­
sendo ris pett iYan1ente uguali alle facce che s'intersecano 
in F , ne segue che gli angoli . solidi E, F, per avere gli 
angolipiani rispetOvan1enteuguali e similmentedisposti, 
sono ugua1i (prop. I.) e quinc1i anche i prismi AEIDHM, 
BFKCGLsat ·anno ng uali. 

Ora se da1 solido _AL si .toglie H· prisma AEl\1, rimane 
il parallelepipedo .AIL, e se da1lo stesso solido AL si to­
g1ie, il prisma BFL, ri mane il parallelep ·ipedo AEG; dun­
que e vero che i due parallelepipedi .A.IL, AEG sono equi­
valenti fra loro. 

PROPOSIZIONE VII. · 

1'EoRElllA. Due parall ele1Jipedi della'stessa base e della siessa 
altet:ta sono equivalenti . 

n 

' 

G Sia ABCD la base comune 
dei due parallelepipedi AG , 

\.-----F AL; siccon1e essi hanno la 

: 1 

stessa altezza , ~osi le loro 
basi superiori EFGH, nrL~i ­
debbono tro, 1a.rsi nello stesso 
pi ano. I no 1 tre per essere i lali 
EF , AB uguali e paralleli , 
come pure IK. e AB, saràEF . 

...___ ............. ~
11 ê uguale e parallela ad II( ; 

A : per una ragione simile GF e 
uguale e parallela ad LI{: e pero se si prolunghino i lati 
EF, IIG come pure ;LK, 1~1 fino ache gli uni e gli altri 
forn1ino colla ]oro intersezione i1 parallelogrammo NOPQ, 
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e chiaro che questo para1lelogran11110 sarà uguale a cia­
scuna delle basi EFGH, II<.LJVL Si potrà dunque immagi­
nare un terzo paralle1epipedo che, colla stes~a base infe- . 
riore ABCD, abbia per base superiore NOPQ; ed a11ora 
qüesto te1:zo parallelepipedo sarà equivalente tanto al 
para~lelep1pedoAG (prop. 0); poichê avendo la stessa base 
1~fer1ore, le basi superiori sono comprese in uno stesso 
piano e fra le parallele GQ, FN: quanto a1 parallelepipedo 
AL per la medesin1a ragione. E quindi vero che i due pa- · 
rallelepipedi AG, AL che hanno la stessa base e la stessa 
altezza, sono equi valen ti. 

PROPOSIZIONE VIII. 

TEOREMA. Ogni parallelepijJedo puà essere t1·asfonnato in un 
parallelepipedo 1·ettangolo eqiiivalente che abbia lct stessa al­
tezia ed una base equival ente. 

MQ 

G 

Sia A.Gil paralle­
Iepipedo proposto; · 
conducendo cla'pun­
ti A, B, O, D le rette 
AI, BK, CL, D~iper- . 

F pendicolari al pia­
no tlella base , si 
formerà il paralle-

r\ n 1epipedo ALequiva-
- 1 ente al para] l elepi-

pédo AG, e di cui le facce latera1i s<Jno rettangoli; e pe~ó 
se la base ABOD e pure un rettangolo, sarà A~ 11 para1-
lelepipedo rettarigolo equivalente a.l parallelep1pedo pro-
oosto AG. -
·- Nel caso poi che ABOD non e un rettangolo, si condu­
cano AO, EN perpendico1ari a CD, ed jndi OQ, NP per­
pendicolari allabase; si for1nerà cosi. il soli~o~B~OIKPQ 
che sarâ un parallelepipeclo re.ttangolo: g1acche per co­
str-uzione, la base ABN O e la sua opr?osta ·IKPQ sono ret­
tanaoJi · come pure sono rettango1i le facce laterali, per 
ess:re i'e costole AI , OQ etc. ! pe:pendicolari al piano 
deJla base. Ma i <lue para1lelep1ped1 AP, AL possono con­
siderarsi come.aventi la stessa base ABKI e Ja stessa al­
tezza AO, dunque essi sono equivalenti, e perciô il pa­
rallelepipedo AG che si _era prima trasformato in un pa-

•. 

• 1 
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ra1lelepipedo ret.to equivalente A L, si troverà nuov·arnente 
trasforn1ato in un paralleleripedo rettangolo eqtúvalente 
AP. che ba 1a stessa altezzn .'AI, e di cui la base ,ABNO e 
equivalente àlla base ABCD. 

PROPOSIZIONE IX. 
' .- . 

·' . 
TEOREMA. Due parall elepipedi rettangoli.A.G, .A.L che hanno · 

.la stessa base ABCD , stanno fra, loro co1ne le loro aUezze 
AE,AI. 

K.-- _ ___,H 

I 
z 

n 

Suppongasi in prim_o Iuogo che le al­
tezze AE , AI stiano fra loro come- due 
numeri interi, per esernpio, come 15 sta 
a 8. Se si divide AE in 15 parti un·tHtlÍ 
deite· quáJi AI ne contel'rà 8, e dai punti 
di ui visione x, y, z, etc., si · conducono 
dei piani paralleli alia base, questi piani 
diviJeranno il solido A f in 15 parn.llelo-

0 pipe<li parziali ~he sa1·anno tutti uguali, 
aven<lo le altezze uguali pe1· costruzione, 

e ]e basi uguali perchê ogni sezione ~llKI.l fatta in uri 
prjsma parnllelan1ente alla sua base· ABCD ê uguale a 
questa base ( p rop. 4 ). i\1a <li q uesti 15 lJara 11 elep i pecl i 
uguali, 8 sóno contenuti in AL, <lunque anche il solido . 
AG sta al so1iJo AL come 15 sta a 8, o colJle l'alt ezzaAE 
sta all'altezza AI. . 

~e Je altezze AE e AI fossero i1Jcomn1ensu 1·nbili, si d i­
mostr8~ebbe come precedente1nente(lib. II prop.18), cfie 

· il loro rapporto sará sempre uguale a quello <lei medesimi 
parallelcpi pedi. · 

Osser1:azi6?Je. ln un pnrnllelepipedo rettangolo, se<'-, 
b, e sonó tre coslole contigue, e si prende una <li esse per 
altezza, le due altre forme1~anno le due dimensioni della 
base. 

PROPOSIZIONE X. 

TEOREMA. Due parall elepi1Jcdi rettangoli P ·e 'P' che hanno 
u.na clitnensione di comune, stanno fra loro conie i pr_otlotti 
delle altre dite cliniensio1ii; o altrhnenti clu.e parall elepipedi . 
rcttangoli dcll a stessa altezza stanno fra lura com.e le basi. 

Sieno a, b, e Je tre . Llimensioni del varalleJepipe<lo P, 
a'', 1/, e' qn el1e <li P'. · 
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Si costruisca un terzo parnllelcpj pedo rettangolo P" di 

cui le din1ensioni siono u~ lJ, e'. . 
I due pnral1elepipcrli 1 e P'' nvon<lo <J.uc <limensioni 

di co1nunea elJ,stnnnofrn.loro como ]o altezze e e c';sic­
che ~i ha; 

Per la stessa ragiono si hn. 

P'' b 
P'=:b'. 

1\1:oltiplicando per ordine, e .diviqendo per P'' i _due ter· 
mini del prhno rapporto, si ricava 

. P bxc 
-P,=b-, '. XC " 

(1) 

Si sa d' altronde che le basi B, B! dei due . parallelepi­
pedi stanno fra loro come i prodotti bx.c, b'xc' (prop. 4 
del libro III); dunque anche: 

p B 
(~) 

PROPOSIZIONE XI. 
. . 

· TEOREMA. Due paralleledipedi rettangoH P-e P' stanno fra 
loro co1ne i p-rodotti delle loro basi 1Jer le loto altczze, o co·me 
i prodotti delle ·loro tre di1nensioni. · . 

. Siano H l' altezza d~ parallelepipedo P, a e b le due 
dimen ·sioni della base B. 
· Siano similmente H1 l' altezza del parallelepipedo -P' , 

a' b' le· due dimensioni della base B'. 
Sia finalmente P'; un te.rzo parallelepi pedo avente per 

altezza H e per base B'. · _ 
I parallelepipedi P e P" avendo la stessa altezza, si ha 

clal teorema precedente · 
p. H 
p,'=-H~' 

' . 
, l . . . 

BLÀNCHET-Elem. dt Geo1netria. · 14 
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I parallelepi pedi r" H 11
' nv ondo 1 a stessn. base, si ha 

(prop. 9). 
I '' II 
p,=11 1• 

~Iolti1 licando per ordine e dividendo i due termihi del 
prin10 rapporto l)er P", si ricava 

P BxH 
- =='-----P' B'xlI' (1.) 

Si sa d' altronde che le basi B e B' stanno fra loro co-
n1e i prodotti axb, a'xb', · 
dunque si ha pure 

donde si conchiude 

BxH àxbxH · 
B'xH'== a'xb'xH'; 

P axbxH -- -, 
P' - . à'xb'xH 

MISURA DEL PARALLELEPIPEDO RETTANGOLO. 

(2) 

Misurare un parallelepipedo rettangolo P significa tro­
vare il suo rapporto ad un altro parallelepipedo rettan­
golo P' preso per unità: ma dalla proporzione .(2) si rica .. 
va che per ottenere questo rapporto bisogna valutare a,·· 
b, H, a', b', H' con una stessa unità lineare e dividere il 
prodotto dei tre prüni numeri per il prodotto degli altri 
tre ; e pero questo calco1o diverrà molto -piu semplice 
coll'assumere per ünità del volume P' il cubo che ha per • 
lato l' unit.à lineare ; poichê allora i numer1 che rappre­
sentano a!, b', H' riducendosi all'unità, la proporzione (2) 
·diviene: 

p axbxH 
p,= 1 . , 

<lond~ ~i deduce che la misura del parallelepipedo rettan­
golo e 11 prodotto delle sue tre dimensioni. 

E siccoine il prodotto axb indica quante volte la base 
B del parallelepipedo P contiene il quadrato fatto sull'u­
nit~ lineare ; cosl la misura del parallelepipetlo rettan-

.. 
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golo puà dirsi anche esser il prodotto della sua base pei•­
la sua altezza (prendendo per unità di superflcie i1 qua-

·~ ?rato fatto su~l'unità di lunghezza e per unità di volume 
11 cubo costru1to sopra ques ta st,ossa unità). 

1 • 

_ Applicazioni-1. 0 Sieno a=:2111, 51 , b:::::3m ,25, 1-I==2m ,45; 
la n1isura del parallelepipe -do sarà 

2,5lx3,25x2,45 o 19,985875. 

_ I1 volume del para11elepipedo conterrà dunque 19 metri 
cubi , piu 985875 n1ilionesin1i di metro cubo, ovvero 10 . 

. metri cubi , 985 decin1etri cubi , 875 centimetri cubi , 
giacchê il decin1etr·o cubo e la mil1esima parte del metro 
cubo ed il centirnetro cubo ne e Ia milionesima parte. 

2. 0 Sieno B:::::25m. q,,51 e H==·12m· ,5; la misura a·e1 pa­
rallelepipedo sarà 25,5 '1xl2,5 o 318,873 ; il volume del 
parallelepipedo rettangolo sarà adunque 318m. e. ,875. 

PROPOSIZIONE XII. 

TEORE!II.A.-La m,isuru di 'U/Ji parallelep~pedo, ed in general c 
la ttnisura di un prisnia qualunq iw, e iiguale al proclotto dellct 
sua base per la sua allezza. 

, Poichê 1. 0 un parallelepipedo qualunque e equival.e.nte 
ad uu parallelepipedo rettangolo della stessa altezza e ui 
base equivalente (prop. 8) ma la misura <li questo ifla sua 
base molti plicata per la sua altczza; dunque anche la mi­
sura del primo sarà il prodotto della sua base per la sua 
altezza. 

2 .. 0 Ogni prisma triangolare e Ia metà del para1Ielepi• 
pedo che ha la stessa altezza ed unaJ base doppia ( prop. 
5); ma Ia misura <li questo e la sua base moltiplicata pel' 
la sua altezza; dunque quella del prisma triangolare e 
anche il prodotto della sua base , metà di quella del pa-
rallelepipedo, per la sua altezza. . 

3.º Un pr~sma qualunque puô essere diviso in tanii 
prismi triangolari della stessa altezza per -quanti sono i 
triangoli in cu~ si puô scomporre il polígono che gli ser­
ve di base, ma la misura di ogni pri~ma triango1are ê i l 
prodotto della su~ base per _Ia s_ua altezza , e l' alte~za 
la stessa per tutt1 questI pr1sm1; .e pero la somma d 1 tutti 
i prismi parziali sarà u~ual~ alla s~ml?a ài tutti, i trian­
goli che loro servono rl1 bas1 • moltiphcata per 1 altezza 
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con1n1H~; i1 cho ynnl <li1·c cho l·t 1nisura <li un prisma qua­
lunqn ::i e tw:nale al prodotto llclla sua base per la sua al­
tezza. 

co,·ollaJ•ioI. Un pris1na qualunque essendoequivaJente 
al 1 risma retto che ha per base la sezione retta e per aI­
t zzanna delle costole, avi·à anche per misura il prodotto 
della sezione re~ta per la lungh01.za di una <lello costoJe. 

co,·ollar·io II. Se si pnrago nano due prismi che hanno 
la stessa altezza , i p rotlotti delle basi per le altezze sta­
ranno co1ne le basi ; dnnque dite prisrni della stes::;a al­
lezza stanno fra lo1·0 co11ie le basí; e per una ragione . 
simile, due pr-isnii della stessa base slanno fra loro carne 
le lar-o altezze. 

PROPOSIZIONE XIII. 

TEOREMA-Seum,apirarnide SABCDE e tagliata.da un piano · 
abd parallelo alla sua base. · · . 

1. º I lati SA, SB; SO , .... e l' altezza SO riniangono divisi · 
proporzionalrnente in a, b, e, .. · .. e o; 

A 

2. 0 La sezio1ie abcde e un poligono simile alla base ABCDE. 
s Poichê 1.. 0 i piani ABC, abé essendo 

-n d 

paralleli, le loro intersezioni AB, ab con 
un terzo piano SAB, saranno parallele 
(Libra 5 prop. 1~), e quindi i due trian­
goli SAB, Sab essendo simili, si ha la 
proporzione · 

SA SB 
-.:::::- ' 
Sa Sb 

similrnente si dimostrebbe che 

sB se 
Sb Se' 

e cosi di seguito; dunqll:e tutti lati SA, SB, SC, ~~e. sono 
taaJiati proporzionalmente in a, b, e, etc.; ed in quanto 
all' altezza SO , essa ê tag]iata nello stesso rapporto nel 
punto o; giacchê BO ,bo essendo parallele, si ha 

so sn· 
So == S b· 
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2.0 Es~enoo nlJ pnrn.lleln. fül A n, lJ<'. a HC, crl a CD etc., 

~a.rà r fln u;,,lo al e- A lH , l ' n.11 µ:n lo 7,,crl .HCJ) e co8l di se­
.crui to . lnoli.rf' 1,or i trinn goli sim i\i • A B, , "'ab si ha 

Al RTI ---~ .._ . 
. a b-S b' 

e 1er gH altri ~nc, SlJc, i h a pn1 c 

sn BO 

<iunque 

- - . 
S 7>- b o' 

AB BC 
ab -bê· 

Sin1iln1ente si din1ostrebbe che 

BC CD 
bc - cd-, 

-e cosi di segui to ; dunque i póligoni ABC DE , abcde , a­
vendo gli angoli rispettivamente ·uguali ed .i ·lati omolo­
ghi proporzionali, sono sim ili. 

s 

B 

T Corollario. Siano 
SABODE , TXYZ , 
due piramidi che 

• hanno la stessa al­
tezza e di cui le 
basi sonosituatein 
uno stesso piano ; 

z se si ta.gliano que­
X'---4---'7 ste piramidi con 

-y 

uno stesso piano 
paral lelo al piano 
delle basi, le sezio-

n í abcde, a;yz che ne risu1tano stanno fra loro come le 
basi ABCDE, XYZ. 

Poichê i poligoni AB~DE, alJcde essendo simili, si ha 

.ABODE AB2 --- -
llUCde au"-

. ' 
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.AB SH 80 -- ~=-- -'--nlJ' Sb - so , 
dunque 

ABCD J~ s0 2 
- -abcc,le 

si avre bbe sil11ih11ente 

So2 

XYZ S0 2 --- . ,. 
xyz so2 

donde si conchiude che 

• 
' 

ABCDE XYZ. 

abcde - xyz 

Conseguenza di cio e che sele basi sáno equivalenti, le 
sezioni fatte ad uguale altezza sono ariche equivalenti. 

PROPOSIZIONE XIV. 
' 

TEOREMA. Due piramidi triangolari clte lianno basi equiva­
lenti ed altetJze uguali, sono equivalenti. 

T 
J 

,q;._--+-----7' e 

Sieno SABC, sabc­
le due piramidi di 
cui le basi ABC , 
abc che si supp0n­
gono in uno st-ess<> 
piano, sono equiva­
lenti, e sia TA l'al­
tezza cornune. Se 
queste piramidi non 
sono equivalenti 

J~ "h siconsiderisaboco-
me la piu piccola , e sia Ax l' altezza di un prisma cbe 
P.ssendo costrujto sulla base ABC, ê uguale alla loro dif­
ferenza. 

Si <.Jivida l' aJtezza cornun e AT in parti nguali minori 
,1i Ax ! e s' indichi éon huna cli queste parti ; se per i 
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punt.i rli dh i~ionn llcll"aH01.1.a si fanno r>assare dei piani 
parallcli nl piano llolla l aso, si -a ehe le seiioni fatte da 
e.ias 'nno di qn< st.i pin.ni nello duo pirarnidi, corne DEF 
e à .(, Olll o fJhi utc., sono equivalenti ( prop. ·1~1 ). Cio 
p sto sni triango li AB O, DhF, O 111 etc., presi per basj, 
si co~trnL. ~ano dei pri~1111 1 ~üel'ni cbc ahbiano [Jer c()stole 
1 parti AD DG, <Jl( ct.c. dei lalu SA; simiJm ente sui 
tria.ngoli def, fJhi, 1,-l?n ntc. pre si por ha si, si costrujsca-
110 nella seconda pirn.nlidellui pr·ismi intcrni che abbiano 

· per costole le 1 arti co1TispondonLi del I ato sa; tu tti questi 
prisnü parzin.li a.vranno per altc~.z·.za comunelt; roa ]a som­
n1a dei prismi esterni rlella pir:-amü]e SABO é rna ggiore 
di questa pira1nide, e la son1ma dei prismi interni della 
piran1ide sabe é 1ninore di questa pirarn1de; <lunque per 
questa doppja ragione la differenza delle due somme dí 
prisn1i doYrà essere . maggiore della differenza del1e due 
piramidi. 

Ora a partire dalle basi ABC , abc , il secondo pri::1ma 
esterno DEFG. ê equiva1enteal primo prismainterno ·aefa, 
percliê avendo la stessa a1tezza 7c , le basi sono equiva­
lenti; per la stessa ragione sono equivalenti il terzo pri­
sma esterno GHIK ed il secondo int~rnó ghid , i1 quarto 
esterno ed il terzo interno, e cosi di seguito fino all'ulti• 
mo : · dunque "i prisnü estern.i della. piramide SABC , ad 
eccezione del prisma ABCO, avendo i !oro equivalenti 
nei prismi interni della piramide sabe, sarà il prisma 
ABOD la differ.enza fra lâ somma dei prismi esterni della 
piramide ABC e la somma dei prismi interni della pira­
mide sabe; mà la dHferenza di queste due somme e mag-

. giore della differenza delle due piramidi; dovrebbe quindi 
il prisma ABCD esser rnaggiore del prism_a ABOX, il che 

· -•non avviene, poichê questi prismi avendo una stessa ba- · 
=·. ,se· ABC , l' altezza n del primo é min~re dell' altezza Ax­
, del secondo ; e pero l' ipotesi da cui si é partito non po­

tendo aver ]uogo, ne segue che le due pirarnidi SABC .. 
sahc , di basi equivalenti e di altezze uguali , sono equi• 
valenti. · 

PROPOSIZIONE XV. 

'11EoREMA. Ogni piram ide triangolare ê il terzo del pri­
sr,ia trtangolare della-stessa base e clella slessa allezza. 

Sieno SABO u~a piramide triangolare ed ABCDES un 
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prisma triangolare del1a stessa base e della stessa altezza; 
dico che la piramide ê il terzo deJ prisma. 

Distaccando dal prisma la pirap1ide SABC , resterà 
il solido SAODE, che si puó considerare come una ·pira­
n1ide quadrangolare avente per vertice S e per base il 
parallelogra1nmo AODE; sicchê tirando la diagonale OE 

, ____ 
71

n e conducendo il piano SOE, questo divi-
derà la piran1ide quadrangolare in due 
piramidi triangolari SAGE , SDOE , le 
quali avendo per altezza comune la per­
pendicolare abbassata dal vertice S sul 
piano AODE, e le basi uguali perchê me­
tà dello stesso parallelogrammo, sono e­
quivalenti; ma sono pure · equivalenti Ia 

:e piramide SDCE e la piramide SABC per-
che hanno le basi uguali ABC, DES, ed hanno anche la 
stessa altezza, essendo quest'altezza la distanza dei piani 
para11eli ABO,DES; dunque le tre piramidi SABC, SDCE, 
SAOE che compongono il prisma ABD , essendo equiva­
lenti fra loro , ne segue che la piramide SABC é il terzo 
del prisma ABD che ha la stessa base e la stessa altezza. 

Corollario. La nüsura di una piramide triangolare ê 
uguale al terzo del prodotto <lella sua base per la sua al-
tezza. · · 

PROPOSIZIONE XVI . 
• 

TEOREMA. Ogni pir·amide SABODE ha per misura il 
terzo clel proclotto delta sua base ABCDE per la sua al­
tezza SO. 

s Poichê facendo passarei piani SEB, 
SEC per le diagonali EB, EC, resterà la 
piramide poligonale SABCDE divisa in 
piu piramidi triangolari che avraono 
tutte la stessa altezza S0; ma per il 
te9rema precedente, ciascuna di qu~,ste 
piramidi si rnisura moltiplicando ogno­
na delle basi ABE , BCE , ODE, per il 
terzo de l la sua altezza 80 ; e pero là 

B e somma delle -piramidi triangolari ., o la. 
piramide poligonale SABCDE, avrà per misura Ja somma 
dei triangoli ABE, BCE, ODE, o il poJigono ABCDE -, mol-
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t.iplica t o l er i SO ; r nRi.r1.n<1o o~i <li mo~trato che qua lnn­
q ue pir a1nide h n. pnr 1ni~111·n. iJ Ln1 zo <lc l pro(lotto dellà 
su a ba.Re per la ~na nl1.( íW.a . 

Co1·oll <M'in l. O~rni pil·:unhl n e\ i1 f.cr1.o dol pri ~m::1. del] a 
st ssa hn~ 1.:, df~lla ~tnf.\~a alt<~zze. 

Co7•ollario li. nn e pi1 n1ni<li ,lcll a stes~rn, alt ezzr. r-;tan no 
f rn lur cn1ne ]e ba i , e du.) pi ram idi del la stessa ba. e 
~t.:111110 fr a lor o orn e l => n.ltnz1. 11 • 

S 'OUo. Si puó vn.1111.nrc .i1 vo1nmo <li ogn i corpo pol ie­
dro col deco1npor1 o in piPn.n1idi; o riuo. 1 La dccom pos iz inne 
puà farsi in piú maniere ; una de1l o pit'J Hernplici é di fa r 
pass are i piani <li rlivisione r>er il vertic e <J j un o ste . o 
angol õ solido , perchê allora si uvranno tante pir arnjdi 
parzi ali quante sono le facce del poliedro meno _quelle che 
forn1ano l' a.ngolo solido dal cui vertice partono i piani 
suddetti. 

Quest e piramidi poi possono decomporsi in tetr aedri 
con dividere le loro basi in triangoli. 

PROPOSIZIONE XVIII. 

TEOREM°A. Se una piramide e tagliata da un piano pa­
rallelo alla sua base, il tronco che re~ta togliendo l a p-f c­
cola pirarnide, ê uguale alla somnia · di tre pir am idi eh.e 
hanno per altezza cornune l'altezza del tronco e per Lasi 
la base inf eriore del tronco, ~a sua base superiore ed u n a 
media proporzionale fra _ queste due basi. 

e 

Sia SABCDE una pirar ni­
de taglia t a dal piano abd pa­
rallelo alla base ; sia TF GH 
una piramide -triangolar e di 
cui la base e l' nl tezza sieno 

u---ii--.-- F uguali o equivalen ti a quel­
le della piran1ide SABODE . 
Potendo supporre 1e d ue ba-

G si situa te sopr a uno s tesso 
piano, il piano abd prolungato determinerà nella piranú­
de triangolare una sezione fgh alla stessa altezza ctel pia­
no co1nune delle basi; donde risulta che la sezion e fqh 
sta alla sezione abd come ]a base FGI-I sta alla ba~e ABD 
(prop. 13); e siccome la hasi sono·~quivalenti, cosl anche 
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l stlzioni sarnnno equivalenti. Essen<lo cJunque cquiva­
lenti lo pir:11nidi Sabcde, rr(.qh, non che Je altre due 

, S \..DCDE. TFGH per avere eguali altezze, e basi equiva-
1ent.i , ne segue che ·1nche i t1·onchi ADDdab , FGI-Ihfg · 
sono quivalenti ; e per- conseguenzu basterâ dimostrare 
la proposizione enuncia.ta pel solo caso dol tronco di pi-
ra111ide triangolare. 

Sia FGI-Ih(.q un tronco di piramide 
triangolare a basi parallele: per i tre 
punti F, g, H conducendo il piano 
F.oH, si staccherà dal tronco la pira­
mide triangolare gFGH. Questa pira­
n1ide ha per base la base inferiora 
FGH del tronco, ed ha per altezza 
1' altezza del tronc .o , perche il •Verti­
ce g sta sul piano della base ·superio­
re fgh. 

G Tolta questa piramide, resterà la pi-
ram ide quadrangolare gfhHF , di cui il vertice ê g e la 
base ê /lzHF: per i tre punti f, g, H si conduca il piano 
f gH , che dividerà la piramide quadrangolare nelle due 
triangola-ri gFfH, gf'liH; . ma quest' ultima ha per base la 
base superiore del tronco e per altezza quella del tronco 
per . avere il vertice H su lla .base int'eriore , sarà dunque 
questa la seconda piramide di cui si compone il tronco ; 
e quindi non rimane a considerai;-e che la terza pirami~e 
gFfI-I. .. 

Conducendo dal punto g la gK parallela ad fF, ed im.:. 
maginando una novella piramide fFHK che ha per ver­
tice K e per base FfH~ queste due piran1idi saranno equi­
valenti' perche hanno la base FfH di comune ed hanno 
la medesin1a altezza per trovarsi i vertici g, K sulla retta 
gK parallela al piano della base, ma la piramide fFKH 
puo considerarsi Gom.e se avesse per base FKI-I, e per 
vertice il punto f: pero a vendo la medesima altezza dei 
tronco , non rimane a' dimostrare che la sua base à me­
dia proporzionale fra quelle del tronco. · 

I triangoli FHK, fgh , avendo l' angolo in F eguale al­
l'angolo in f, stanno fra di loro come i rettangoli dei due 
lati che compren .dono gli angoli .eguali; ma due di questi 
lati FK7 to .sono eguali, dunque si avrà · 
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Per unn. sin1He ragionc Ri ha pure 

FHG FG 
l •'HK== 11 K o pure fu· 

~fa le seconde r~.a i?11i Ron o guali per i tri angoli si­
nüli FGH, f.qh; q1111ul1 ancho lo rimanenti ragioni saran­
no eguali, e si avrà 

FGII FHK 
FHK::!:: r uh . 

Dunque un tronco di pira1nide triangolare a hasi pa­
rallele , equivale a tre piramidi che hanno per altezz a 
comune l' altezza del tronco, e di cui Ie basi sono la base­
inferiore del tronco, la sua base superiore ed una media 
·:proporzionale fra queste due basi. 

PROPOSIZIONE XVIII 

TEOREMA. Se s·i taglia un prisnia triangolare di citi .A.BC e­
la base, eon un piano DES inclinàto a qiiesta base, il solido 

.ABCDES clie ne risiilta sarà ugitale alla s01wma d-i tr·e pira­
midi che hann0 pe1· base co1wunc la base ABC clel tronco , e· 
per. vertici i vertic·i superiori D, E, S del rneclesimo tronco. 

Per- i tre punti S, A, O si faccia passare il piano SAG 
che staccherà dal prisma troncato ABODES la piramide 
·tri.ango1are SABC; questa pirami<le ha appunto per base 
ABC e per vertice S·. 
, Tolta questa pirarnide , resterà la piramide quadran-

E golare SAODE di cui S e il vertice ed 
AODE _e Ia base. J)er i tre punti S ,. 
E, C, condncasi ancora un piano SEe 
che dividerà la piran1ide quadrango­
Jare in due piramidi triangolari SAOE,, 
SCDE. 

La piramide SAEC che ha per base 
A~--t---;,O iI triangolo AEC e per vertice il punto 

S ,· é equivalente alla piramide EABC' 
che ha la medésima base AEC e la.. 
medesima altezza, giacche la linea SR. B 
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-dei vertici essendo parallela a ciascuna delle rette AE, 
CD ê parallela al loro piano AOE ; -dunque la piramicle 
EABC, la quale puo essere considerata come avente per 
base ABC e per vertice il punto E , e la 2. a. piramide ri­
·chiesta. 

La terza piram ide SCDE puó essere trasformata prima 
in ASCD ; poiche queste due piramidi avendo la stessa 

·base SCD e la stessa altezza per essere AB párallela al 
·piano SCD , sono equivalenti ; ed in seguito in ABCD e­
quivalente ad ASCD, giacchê avendo la stessa base AOD, 
banno pure la n1edesim, altezza, per essere SB parallela 
-al piano della base; ma quest' ultima · piramide ABCD 
.. puo riguardarsi come avente per base ABC e per vertice 
·H purito D ; dunque infine il prisma troncato ABODES 
·ê uguale a tre piramidi cbe hanno per base comune ABO 
-e di cui i vertici sono rispet.tivamente i punti D, E. S. 

Corollario I. Se le costole AE, BS, CD sono perpendi­
-colari al piano della base, esse saranno nello stesso tem-: 
·po le altezze delle tre piramidi che compongono il pri­
sma troncato, sicche la misura del prisma troncato sarà 
,espressa da½ ABCxAE+t ABCxBS+½ ABCxCD, quantità 
-che si riduce a½ ABCx(AE+Bs+ .OD). · 

Corollario Il. L' osservazione precedente conduce ad 
un' altra espressione della misura del prisma triangolare 
troncato. . 

-Infatti; se ad un punto M della c9stola AD; si costrui­
sca la sezione retta l\1NP, questa -decomporrà il solido in 
,d ue prismi triango lari troncati, che possono essere con-

F siderati come aventi per base comune MNP 
e di éui le costole sono · perpendicolari al 

,n piano di questa base: ma il volume MNPDEF 
ha per misura 

MNPx(DJf+EN+FP) 
. 3 ; 

- N 

edil volu1ne MNPABC _ha per misura 

o. 
N 

(AM+NB+PC) 
.M Px 3 • 

. ' 
B · 
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dunque iJ solido to tale .ha per n1isura 
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(AD+ BE +OF) 
~iNPx . · 

E pero si puo dire che il volu1ne di un prisma triango- . 
lare troncato ha per rnisura il prodotto de lia sezione retta. 
per il terzo della somma delle tre costole . 
. Corollario III. Si puo anche trovare un' al tra espres-­

s1one del volume del prisn1a triangolare troncato appog­
giandosi sul seguente teorema, cbe credian10 utile dimo- ­
strare. 

Se qai tre vertici del triangolo ABC si abbassano le­
perpendicolari sul piano 1\1N , e se ne abbassa un' altra 

- dal punto d'incontro O delle mediane del triangolo ABC(~),_ 
si avrà l'eguaglianza 

A 

Oo= :!a+Bb+Cc_ 
3 

, 
E <la osservarsi in primo luogo .. 

che iJ punto O e situato ai cJue. 
t rzi della 1ned iana L D a partire 
dal punto B, e•-) dopo ui che ab­
bassata dal punto D la perpen<li­
colare D<l sul piano rvrN , tirata 
la rettn. boll, ed infine conclotta 
la bD, pel trapezio AC ac si ha 
primieramente 

2Dd-=Aa+Cc (Scolio de1la pr. 7, 
lib. 3.) (1) 

(j Questo punto d' incontro e il centro di gravità dell' area . 
del triangolo. 

(•*) Infatti se s' immagini tirata la retta DE (?he divida per 
metà i due lati AC, AB, essa risulterà parallela al terzo lato -. 
BC (prop. 17 lib. 3); e si avranno le due coppie di triangoli 
simili ABC • AED; e BOC , EOD , dai quali avendosi le due-

. . BC AC BC BO . . , AC 
proporz1on1 ED-AD' ED:;::OD , se ne ncavern. l altra AD:::: 

ma per ipotesi A.C==2AD, dunque sarà pure 0B=20D=. 

z:;2(BD-B0)==2BD-20B; ovvero 30B==2BD, o infine O=... 
=jBD. N. del Tracl. 
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I trün1goli .. imili DOII, DUb tlann o in seguito la pro-. 
-porz1one 

OH DO 1 Bb 
-==- ==- donde Oli==-
b ú DB 3' 3 (2) 

r triangoli simili bl-Io, bDd danno inílne la propor-
~ione 

Ho bo 2 2Dd -~_.==- donde Iío== -. 
Dd bd 3' 3 

(3) 
,,. 

Actdizion ando le eguaglianze (2) e (3), si ha 

Bú+2Dd 
Ü0==---

3 

,e sostituendo in quest' ultima in Iuogo di 2Dd il suo va­
l ore ricavato dall'eguaglianza (1); si ha 

O 
__ Bb+Aà+Cc 

~- 3 , . 

F 
Cio premesso, se indichiamo 

con h, h', h" le perpendicolari 
abbassate dai punti- D, E, F sul 
piano ABC ; e con H la perpen­
dicolare abbassata dal centro di 
gra vi tà <lel triangolo DEF sullo . 
stesso piano, si avrà pe l teore­
ma 18 

volume ABODEF=ABC 

(h+h'+h") 
'R X 3 - ; 

•e pero in virtu del teorema dimostrato, si avr~ 

volume ABODEF==ABCxH. 

11 volume adunque di un prisma triangolare · troncato 
b.a per misura la sua base moltipllcata per la perpendi­
colare abbassata su di essa dal centro di gravitá dell' al-
tra base. · 

Osservazione. Quest' ultimo teorema s' applica ugual- , 
mente al volu1ne di un prisma troncato a base qualunque: 
ma non puô essere stabilito eh.e da considerazioni estra­
nee alia geometria pura. 
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A;.--------N I. Due punti A, A' sono simme-
0 trici per rapporto ad un terzo pun! 

to O, allorche la retta AA' passa per il punto O , e vi ri­
mane divisa in due parti uguali. 

Il punto O chian1asi centro di si1nrnetria. 

A 
II. Due pun ti A , A' sono simmetrici 

per rapporto ad un piano P , allorche 
essi sono situati sopra una stessa per-:­
pendicol are al piano P, e ad uguale di­
stanza da questo piano. ll piano P ê in 
questo caso un piano di simmetria. 

III. Infine due p~nti A, A' situati su 
<li una stessa perpendicolare alla retta 
MN e ad uguale distanza da•questa retta 

-si dicon(? simmetrici per rapporto alla 
medesima retta, la quale chiamasi asse 
di simmetria. 

IV.Duefigurequalunque sono simmetriche per rapporto 
ad un punto, ad un piano o ad una retta , a1lorchê ogni 
puntó di, una di queste figure b.a il suo simmetrico sul­
l'altra. 

V. Due figure F, F' simmetriche per rapporto ad una 
.A~ retta 11N, sono uguali; poichê 

r 

se si fa girare la figura F in­
torno ad 11N, in modo che uno 
qualunque dei suoi punti A de­
scriva un arco di 180°, la retta 
AP s'app licherà sopra A'P edil 
punto A coinciderà col suo sim-

. _g_ metrico A'. 
Non rimane adunque ad occuparci che della sola sim- . 

metria per rapporto ad un piano, e p~r rapporto ad un 
punto. 
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PRO P OSIZ10NE XIX. 

TEO REMA. Se due (i9u,re F', F" sono sinimetriche alla 
fl gu,ra F per r·appor to ai centri O e O', queste fl,gure pos­
sono esatta?nente sovrapporsi. 

Infatti, sia A un punto della _flgura F; 
A' il suo sirn1notrico per rapporto al cen­
tro O, e A" il suo simmetrico per rap­
porto al centro O'; se si _conducono le 
rette 00' ed A' A'', si vede che A'A" ê 

o ,__ parallela ad 00' ed e il <loppio di questa 
retta. 

La figura F" non e dunque altro cbe 
]a "'figura F' che si e: spostata par ,-=t1le1a­

i.__ __ _,R mente ad 00' d'una quantità uguale a 2 
·volte 00' . · 

PROPOSIZIONE XX. 

'rEoREMA. Una. figura F', sirnrnetricd dl F per rapporto 
ad 'l.);n piamo P, e u,guale alla figura F'' , sirnJ11etrica ài 
F per rapporto ad un punlo qualunque O del'piano P. 

· Sia A un punto della figura F, A' il suo omologo nella 
figura F' ed A" il suo omologo nella figura F". 

Se si tirano le rette ·OD,A'A'' e l'altraOHperpendicolarc 

8. 

al piano P, si vede che quest'ulti­
ma retta e perpendicolar:e ad A' A" 
e la divide in due parti uguali : e 
pero le due figure F' ed F" risultan­
do simmetriche per rapporto a<l 
OH, sono uguali. 

Corollario 1. La figura F' siln­
. metrica di F per rapporto al piano 

~'-·-1--......l.~• p·_. ê uguale al1a. figura F'' simme-
H trica di F per rap porto ad un centro 

qua1únque O. . 
Corollarto II. Le figure F' ,e F'' simmetriche di _ F per 

rapporto a dne piani P e Q, sono uguali; poichê esse . sono 
uguaJi alla figura simmetrica <li F per rapporto ad _un 
centro preso arbitrariarnente. 
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Osser- ~a,,.:ion '· Una figura 1.r non arnrnotte che una sola 
simmetri ""n., qnalnnqno Ria il ccnlro o j) piano di sim-
111 tri n .. 

Ri potl'LblH ndnnqnc, Sü Ri tratta8so 8olament e di stu­
dü1rú la fnnnn. tiollc fifrln'e, non considerare eh ~ la sirn-
1neti~ia p 'r ra.1 porto :ul un punto o per rapporto a<J un 
piano. l\'la 11011 avviene lo stnsso quando trattasi della di­
sposizione delle fio·nre, e p 1r que.·ta ragione si e creduto 
di do, er sepRrHre k dne toorie. 

Sl~l~IETHlA PEl\ HAPPOílTO AD UN PlA:iO 

PROPOSIZIONE XXI. 

TEOREMA. Una retta A B ha per· sim rnetrica per rappor• 
to al piano l\1N, un' altra retta A'B', e queste due rette 
sono ugualrnenle inclinate sitl piano di sir-nmetria. 

· _. Si prfn1dano ~ulla retta data 
~H . due punti A e B e si determinino 
. ( l j . j loro simrnetrici A' e B' con ab-

.. ,,. / . \ 1! j 7 bass~re d'a~ punt_i A e. B ]e per-L .e t··-~-·--··r•-·"1"/N p.enchco]ar1 su d1 l\1N e_ col p_ro: 
; . i ; lungare queste perpend1col~r1 d1 
i í :· , nna l unghez ·za eguale ; si tirino 

· A'B' e CD. 
0 

B' · Per dimostrare che ogni punto 
o de1la retta AB ha il suo ·sinúnetrico su di A'B' , si ab­
bassi OI perpendicolare ad 1\1N e si prol unghi q nesta 
retta fino al suo inconlro con A'B'. 

Facendo ·girare il quadrilatero AOBD intorno a CD pee 
applicarlo sul piano 0A'B'D, gli angoli ACD, A'CD essen­
cio retti, CA prcnderà la dirPzione di CA', e sicco1ne CA 
~cA' , cosi il punto A' cadrà in À. Per 1a stessa ragione 

·· BD si _applicherà sopra PB' ; sicche AB coinciderà con 
A'B'. Inoltre, per gli anguli retti OIC, O'IC, OI prenclerà. 
la direzione di 10' ed il punto O dovendo cadere conten1. 
poraneamente su di A'B' e su di 10', cadrà in O'. 

Avendosi dunque OI=IO', il punto O' é sim1netrico· del 
punto O. 

BLANOHET-Eleni. di Geonietria. 15 
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~e in fi ne i tirano J,~ 10Ue AT[, A'TI' parallele ai pj ano 
l\1N , i t rin.ngoli r ctt an goli ABIT, A'D'II' sono uguali, a­
v -.nd o i lati fl e ll' an golo rct to ri spettivarnent e uguali ; 
rlun cp1e gli angoli BAH , B'A'H' ch e misurano ]e inclina ... 
zion i delle r ei te AH, A' B' su 1 piano 1\tJN, sono ugu ali. 

Cor•otl n1,io . ])alla stossa di1no8tr a1,ione risulta che Ia 
retta AB, che n.ni~co due punLi. A e B, e uguale alia retta 
A'B' che congiun ge i loro s in1rnetrici. 

PROPOSIZIONE XXII. 

T EOREMA . L·a11golo di dite rette AB, AC e uguale al• 
l'an :golo (or n1,oto ct.alle loro si1nr11,etriche A'B', A'C', per 
'rapp orto al piano i1:N. . 

A : i ; 

Osserviamo in primo luo ao 
che il punto d' incontro A delle 

.rlue rette AD, AO ha per simmé­
trico il punto A', poiche iI sim­
metrico dei punto A deve trovar­
si con terriporaneamente sopra .A.· 
B' e ·sopra A'C'. 

Cio posto ., si prendano su di 
A B ed AC due punti B e O; si ano 
B' e C' i loro simmetrici ; e si 

conducano le BO, B'C' • . 
I trian go li ABC, A'B'C', sono equi1ateri fra loro (prop. 

21, cor.) dunque l' ango1o BAO=B'A'C'. 

PROPOSIZIONE XXIII. 

TEOR EMA. Un piano ha per supetfl,cie simrnetrica itn 

altro p iano. e questi due piani fo r nia.no angoli 'ltguali 
col pia n o di simmetria. 

1 

, 

SiaAB l'intersezione de] pia­
no MAB col piano di simme tria 
ABC, e conduc 'asi per AB un 
piano A BI\1' che forn1i col piano 
di sin1metria lo ste sso angolo 
del piano ~1AB. · 

Si tratta di din1ostrare che 
ogni punto P del piano ABM ha 
i1 suo simmet rico sopra ABM'. 
P or far ciô , si abbassi Pp per• 
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pen~icolare ad ABC e si prolunghi questa retta fino al 
suo 1ncontro co1 piano AB1\'1', si conc1uca pl perpendico- ' 
lare ad AB e si tirino le PI, P'l. 

Le due rette PI, P'I essendo perpendico1ari ad AB , e 
gl~ ª:1gol! Pip, ~'lp essendo uguali come corrjspondenti 
dei d1edn uguah l\IABC, 1\1'.ABO, i triangoli rettangoli 
P_Ip, P'Ip risu1teranno ugunli , giacche hanno il late; :IP 
-01 comune ed un angolo acuto ugnale; e pero avendosi 
Pp:-=P'p; sarà P' il simmetrico di P. 

Osser-va.zione I. Se il piano dato fosse parallelo al piano 
oi simmetria ABC, e evidente che esso avrebbe per sim­
metpico un altro piano parallelo ad ABC ed alla stessa 
distanza da ques to piano. · 

o~sef·vazione II. Risulta da questo teorema , che un 
poliedro ha ·per figura simmetrica un a.ltro poliedr0, poi­
ché a ciascuna faccia piana del poliedro dato corrispon.-~ 
<le nella figura simrnetl'ica una faccia pi; ,na~ · 

PROPOSIZIONE xxrv. 

TEOREMA. L'angolo díed1·0 {O? rrnafo dn dite p'ia.ni ARC, 
ABD e uguale all' angola {01 mato clai loro simmetrici 
A'B'C', A' B'D'. 

A 

mD 
D' . 

Principieremo dall'osservare che 
la retta AB , intersezione dei duc~ 
piani A.BC, ABD, ha per simmetrica 
A'B' , intersezione dei due piani 
A'B'01, A'B'D'. ' . 

/ 
Oià posto; al punto B si costrui · 

N sca rangolo pianô CBD che misura 
l'angolodiedro AB; e similmente al 
punto B', simmetrico <li B, si co­
struisca _l' angolo piano C'B'D' che 
misu~a l' angolo diedro A'B'. 

A La retta BD, situata ncl piano 
ABD, avrà ·per sim°:1_etrica ,~1; ª, retta che pa_ssa pel punt<.: 
B' ed e situata nel piano A BD . Inoltre , s1ccom~. BD e 
perpendicolare ad AB, cosi 1 a retta ·simmetrica d~ BD, dn-

, vendo es5ere perpendicola~e, a_<l A'B'_(prop. ~2); s~rà B'!)'. 
Si vedrà similmente che BC e la s1n1metr1ca <h BC , e 
perô l' angolo CBP=-=C'B'D' (prop. 22). . 

: 
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PHüPOSlZJON E XXV. 

T EonRi\IA. Dite poliedr·i sirn1ne t'i·ici ver r apporto acl un 
piano, hanno 1° le facce r i-.,p ett ivaniente ugual i ; 2.0 yti 
ango li solid i 01noloyhi si?n tnetric i (Libro 5). 

1ll1 S ieno A, B, C, D i vertjci. 
della l'accia di uno uei poliedri; 
di giú s i conosce che i loro sim -
1netrici A', B', C', D' sono situati 
in uno stesso piano '.(prop. 23) e 

E che i poligoni ABCD , A'B'C'D,. 

/ 7 sono uguali , perchê hanno gli 
~ngoli uguali ed i lati uguali 

._ _______ __.,_ ciascuno a ciascuno (prop. 21 
E' e 22). 

. · 2. 0 Due angoli solidi omologhi 
A, B e B' avendo le loro facce u-

D' 
B guali (prop. 22), ed i loro angoli 

C' diedri uguali ciascuno a ciascu-
no (prop. 24) , ne segue che se-

si fa coincidere la faccia A'B'E' su1la sua uguale ABE, in 
rnodo che 1e altre costole dei due ango1i solidi cadano ­
dalla stessa parte della faccia comune, si vede subito · che­
gli altri angoJi piani dei d ue angoli solidi si troveranno 
disposti in un ordine inversq; dunque · l' angolo solido B,.. 
ê il sirn metrico d i B 

Corollario. Se si decompone un po1iedro P in piramidr. 
trian golari che abbiano t.utte per vertice comune uno uei 
ver_tici del poli edro; a ciascuna di queste piramidi corri­
s ponderà ne.l poliedro simn1etrico P', una piramide sim-
metric (1. · . · 

Si veJe percià che due poliedri simmetrici si possono 
decomporre in uno stesso numero di tetraedri simtnetrici . . 
c1ascuno a c1ascuno. 

1 

Scolio. Due poliedri che hanno le loro facce rispetti-
van1ente uguali, ed i loro angoli solidi simmetrici, si ui-· 
cono sempre simmetricí, qualunque sia la posizione che . 
essi hanno !'uno per rapporto all' altro; 1na bisogna os­
servare che in tal caso · la simmetria non esiste che in 
quanto alla forma dei solidi. 

N: B. Gl~ ~ngol i solidi omologhi sono quelli i cui vertici so• 
no s1mm e;tnc1. 

• 
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rr op o~l ~l ONE :XXVJ. 

T Eon h 1\1 . . n1 r,e poli edr'i si m.111 et.rici sono equí1Jalenti. 

S' 

Infat ti, due polieclri simmetr ici pos­
sono necompor si in uno ste"s o numero 
di ü ~i.rneclri Rimmotri ci, eppern hasta 
provnre cho cl110 Lol r ae<lri simrnetr ici 
s n n n <~ q_ u i :v n 1 o n Li . 

Si:, ndu1H1uo SABO un tet rae dro e 
si cn~1rui sca il suo shr1met ri co pren­
dendo per piano cJi s im1netd a una del ­
le facce ABC; i due tetrae<lrí 8A BC , 
S' ABC sono equivalenti, poich e hanno 
la stessa base ABC , e ]e altezze SO , 

S'O uguali fra di loro. 

Sl~L\IETHIA PEB RAPPOP,TO AD UN PUN'fü 

PROPOSIZTONE XXVII . 

. TEOREMA. Una .retta AB ha per sirnrnetr·ica, per rap­
porto al punto O, uria seconda retta A'B' ·parallela all 
AB : e queste due r·etle sono ugualmente dislante dal 
J/u/tdo O. • ·· . · 

Si abbassi dal punto O una perpenqjcolar:e 00 su di A.B 
-é si prolunghi i n senso contrario di una egual lunghezza 
OC', indi dn l punto C' si cànduca A'B' parallela ad AB. 

Ogni punto Adi AB ha.il suo simmetrico su di A'E', 
poichê se si tira la retta AOA' , i 
triangoli rettang ·oli AOC, A'OC' sono 
uguali per essere 00==00' e g1i an 

o goli AOC, A'OC' uguali fra di loro, 
"" Dunque AO e uguale ad A'O e per-

---;--~~~ cio il punto , A' é il simmetrico , del 
n e x. punto .A . 

. Sia -B un seéondo punto di AB, e B' il suo simmetrico. 
I due trian<roli AOB , A'OB' avendo un angolo uguale 
-com preso f1~ lati uguali , sono uguali e _percio AB=A'B'. 

Da ciô risulla che la porzione di retta che congiun~e 
<lue punti A e B é ugual1! alla retta che congiungc i Juro 
simmetrici A' e B'. 
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PROPOSIZIONE XXVIII. 
TEOREMA. L' angola cli due relte e uguale .all' angola 

dei le l01''0 simn1c!riche. 
-La dimostrazione e analoga a quella della simmetria 

per rapporto ad un piano. 

PROPOSIZIONE XXIX. 

TEOREMA. Un piano P lla per sinirnelrico per rapporlo · 
ad un púnto O, un altro piano P' parallelo a P. Irioltre 
questi due piani sono ugual-rnente distanti dol punto o. _______ , Si tiri OA perpendico1are al piano 

P , e si prol unghi questa retta in 
senso contrario <li una lunghezza 
OA'=OA; i nd i da] punto A' si condu­
ca un piano ·p, parnJlelo a P , dico 
che ogni punto B clel piano P ha il 
suo s í m metl'ico sn d i P'. lnfatti , se· 

B X si tira la rettaBOB',i triangoliAOB, 
A'O B' risultano uguali, per essere 

OA=OA', e<l AOB==A'OB'. 
Si conchiude ela cio cbe OB==Oll', e che pcrciô i1 punto B' e i l simn1etrico clel pun to B. 

PROPOSIZIONE XXX. 
TEOREMA. L'a1_igolo llieclro (orniato da due pinnt e u­

guale all'an,,olo diedro fonnato dai toro siraraetrici. 
La dimostrazione ê analoga a quella della simme~ria 

per rapporto atl un piano. 

PROPOSIZIONE XXXI. 
T~oREMA. Due poliedri sim.1nelr.[c t per rappor·to a un 

punto, hanno le !oro facce rispelti1Jamerde uyuali ed i 
/oro anaoli solirli omologhi simnielrici. 

Là dirnostrazione ê la stessa della proposizione 25. 
Osserva::ione. Due poliedri simmetrici sono decompo­

nibili 111 uno stesso numel'o di tetraedi-i si mmetrici a due 
9- d ue·. 

PROPOSIZIONE XXXII. 
TEORIDIA. Due leh·aeclri simmelric ·i sono eqiii1:alenti • 

. , 
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Sia SABC il tetraedro dato; si prenda il pun t.o S per 

di si1nmelria o si costruisca il tetraedro SA'B'C' __ 
1

/2 e sin1n1etrico di SABO. 
,,,,,, / ln virtu del teorema precedente, i n/ triano ·o1i A.BO, A'R'O' sono uguali, ed 

/ i piar;i ABC, A'b'O' sono paralleli ed 
{ equidist anti dal punto S. 

I tetraedri SABC , SA'B'C~ avendo 
dunque b~si ugu_ali ed altezze uguali, 

...- sono ecituva1ent1. 
·· ·-.. Cor ollaria. Due poliedri simmetrici 

e' , - \' sono equivalentí. 

DELLA Sll\-11LlTUDINE 

Chiamansi poliedri simili quelli che hanno le facce si­
mili cia scuna a ciascuna e gli angoli solidi omologhi u­
gua1i. (Gli angoli ~oli<li omo1oghi sono quel1i for·mati dalle 
facce simili). 
, Le rette omologhe di <lne policclri simili , sono quelle 
che congiungono i vertici omologhi. 

PROPO. lZIO 1E XXXIII. 
TEOREMA. - Se si dividono 1,ello slesso 'rapporto nei 

punli f, g, h le costole TF, TG, TH det tetraedro TFGII, 
e si tirano le fg, fh, gh, il tetraedro Tfgh cosi (orrnato e 
si'mile al pri1110. 

T Infatti, i triangoli T(g, TFG sono si­
mili, avendo un angola uguale compre ­
so fra lat i proporziunali ; per la stessa 
ragioneTyll e símile a TGH eT{h a TD'H. 
Inol tr ü le rette fg , gh essendo parallele 
a FG . GH , il piano fgh ê parallelo al 
piano FGH ·ed il triangolo fgh ê símile 

· F~-;---~~, a FGH (prop. 13). 
Infine d ue angoli solidi omologhi qua-

G lunque G, g sono uguali; poiche, per la 
similitu<line rle1le facce, essi hanno i loro ango\i pian~ ri­

. spettivamente uguali e simi _lmente disposti; dunque i te­
traedri ·avendo le loro facce simili e gli angoli solidi omo­
Joghi uguali, sono simili. 

' ...'l.l, _ -
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Scolio. Si puà õsservare che due tetraedri simili hanno 
tutte le loro costole omologhe proporzionali. 

Reciprocan1ente , clue tetraedri che hanno le ]oro co­
stole proporzionali e sin1iln1ente disposte , sono simili ; 
poichê dalla proporzionalità dei lati si ricava immediata­
mente la sin1ilitudine delle facce, ele facce essendo simi­
li e si milmeni.e disposte . , g1i ang91i solidi omologhi sono 
uguali, avendo i loro angoli piani uguali ciascuno a cia­
scuno e similmente situati. 

PROPOSIZIONE XXXIV. 

TEORE 1A. Due tetraedri SABC , TDEF che hanno un 
angola dieclro uguale compreso fra due facce stniili e si­
rnilnie-nte siluate, sono sirnili. 

:t> Supponiamo l' ango]o diedro 
T SB uguale alrangolo diedro TE; 

i1 triangolo SAB sirnile a TDE, 
ed SBC simile a TEF. 

GJi an goli solidi S e T, avendo 
A--t---c lJ .f un' an golo diedro uguale corn-

preso fra clue facce uguali e si-
n II n1ilmente cJisposte, sono eguali, 

e sarà l' angolo ASO uguale a DTF. Inoltre per l_a simili 4 

tudine dei triangoli ASB, e DTE, SBC e TEF, s1 ha 

SB AS. - == _, 
TE DT 

sB se 
-= -, 
TE TF. 

donde 

AS se 
---DT TF· 

E perô i triangoli ASO, DTF avendo u_n angolo uguale 
~ompreso fra lati proporzionali, s9no simili. 

Nell' istesso modo si vedrebbe che gli angoli solidi B e 
E sono uguali, e che ABC ê símile a DEF : ed infine che 
gli angoli solidi A e e sono rispettivamente uguali agli 
.angoli D e F, avendo gli angoli piani rispettivarnente u­
-guali e, similmente situati; d-•nque i tetraedri sono simili, 
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PROP0817i .10 E :X:XV . 

TEOREM A . .ílH e vof.i< rt1·i. s'irnili 7uJ.~sono r?,<:;Sr!rr! deco,n­
vo tf in ·1r,no sf esso nu?ne?"O lii tet?·ru?âti simili e si 1n.il­
f u . ? t ( s i /.? ( (( ti. 

}' .... 
.,...___ n ecorn po nen d o i n trian-

1/~! \ / ·!/\ go li l o facco de i poliedro 
~\ / \ , s e . __ ., HJ•~l•,nnAHO non adiacenti 
· / .\ ..... ··· ·, /r._..;!... . ...... 1, al vertico S4 qu est i trian-

go li sarann o I e basi <lej te-
. ..- / a. tra edri avranno per 

D,, / 1 vertice com une i] punto S, 
e di cui la son1ma con1porrà il prin10 poliedro. 

Decon1ponendo anche in tri angoli e nello stesso modo 
le facce del poliedro sefgdabc non açliacenti a1 ver t.iée s 
omologo di Se congiungendo il punto s coi vertici diqu e­
sti triangoli , questo secondo polieclro verrà decom posto 
in tetraedri ; e qui ndi si trai.ta di di_mostrare che questi 
tetraedri sono rispettivamente sirnili a que.Ili che forma­
no il primo poliedro. 

Paragonando i tetraedri SDCA, sdca, si vede che i 
triangoli SDA, ODA sono rispettivamerite simili ai trian­
goli sela, cda per la similitudine delle facce EDAS , edas 
da nna parte, e de11e facce ODAB, cdah dall' alt'ra; i nol­
tre r angolo i1iedro DA e uguale nll' ahgolo diedro ela , 
perchê le facce dei due polie .dri sono ugualrnente incli­
nate ; dunque i due tetraedri , avendo un angolo diedro 
uguale cornpreso fra due facce simili e silnilmente di­
sposte, sono simili. 

Passando ai tetraedri SDCF, sdcf, si vede che i trian­
goli SDC, sdc sono simili conie facce om~)loghe di tetrae­
dri simili, e che FDO é simile a ftlc per la sin1ilitudine dei 
poligoni FEDC. fede. D' altronde i dieUri FDOA, /dca so­
no uguali per ipotesi, ed i qiedri SOCA, sdca sono ugua­
li, per Ia s'imilitudine qei tetraedri SDOA, sclca; <lnnqne 
gli angoJi diedri FDCS. fdcs risultando uguali, conie dif­
ferenze di angóli diedri uguali(prop; 34)i tetraedriSDOF, 
sdcf, sono simi1i. e,cosi di seguito. 

Osservaztone 1. E da osservarsi che la deco'mposizione 
precedente puô effett~arsr parteQ.do da due vertici omo-
loghi qualunque. · 

Osse1·vaztone II. Emerge ancora dà.1 teorema cpe si ê 
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<litn n~i.ra l.o ch0 .in dne polieclri s i111i1i due r et,te A, a, che 
'.on~~:inn ~·ono v0.r t ici on1ologhi , sono proporzio11ali a due 
'ü~to le on1ologhe 13 , lJ , dei clne poliodri. 

Infati.i , 1e rei.te A a snr:u1110 1o coRLole omologh e di 
du t t.r é\edri , ilnili ht~ fa.nno pnl'ie dei due [JOliedri, e 
questi tetrae dri --oni. 'tHHHlo necessa ri amente due costo]ü 
on1ologhe C, e d :1i clue poli edri, si avrà 

A C 

l\1a nei poli edd si n1ili le costole omologhe ·sono pro­
porz ionali per la sirnilitudine del~e fac~e, dunque si -avrà 
pure 

O B 

. ed infine •• 
A . B ---ª - b. 

PROPOSIZioN ·E XXXVI. 

T E ORE?i1A. Se due po li edri sono cornposli di uno stesso 
nurnero di lelr aedri si1nili e sirnilmente disp0sti, essi a ..;. 
v1'anno le facce 1"ispettivamente si mili e r,li ang oli solidi 
uguali; e per consegv~enza saran no simili. 

G Sieno SABC , SADC , --- - ., 
SODF , .... le pira1nidi che 9 compongono il prinio po-

E ~l-+-- 7f....' --,-~, liedro , saiJc· , sadc , scdf 
quelle che for1nano il se­
cando. 

1. I triangoli DCA, CAB 
che for1nano una facci~ 

del primo poliedro , sono rispet t iva1nente slrnili ai trian• 
goli dca, cab situ ati sul la superficie del secondo poliedro -, 
e cio per la similitudine dei tetra eclri. Inoltre, i triangoli 
DCA, CAB essend o in uno stesso piano, io dico che an­
che i triangoli dca , cab saranno in un meclesimo piano. 

Infatti, per la sim ili tudine dei tetraedri SCAD e scad , 
SABC e sabe, gli _angoli •diedri SCAD, SCAB sono rispetti­
vamente eguali agli angoli cliedri, svad, scab ma la somma 
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dei due primi ê uguale a due retti; dunque la somn1a dei 
due ultimi e anche uguale a due retti, e percià i due po­
ligoni DOBA, dcba. sono simili , percbé composti di uno 
stes~o nu1nero di triangoli simili e sirnilmente disposti; 
e lo stesso avYiene de1le a1tre facce prese a due a due. 

2. Si vede ancora che r anaolo diedro SA. , somma dei 
diedri C~.AD, CSAB ê ugual; all' angolo diedro sa, som­
ma degh angoli diedri csad, csub, rispettivamente uguali 
ai _prirni ; e cbe in genera1e due angoli diedri omologhi 
de~ due po1iedri sono ugua.li , come somme di a.ngoli uie­
dr1 omologhi di tetraedl'i ~imili. . 

Da ciô risulta che <lue angoli solidi omologhi A e aso­
no uguali, poichê l1anno le !oro facce ui:rua li ciascuna a . 
c1ascuna, simi1mente disposte ed eo:ualmente inclinate. 

Scolio. La dimostrazione poc·anzi accennata giustific, 
la definizione che si e data ai poliedri simili, giacché ú 
sempre possibil e Corma1·e piu pnliedr i con1posti di uno 
stP-sso numero di tetraedri . imili e ·imilmente disposti. · 

1nfatti, decornpon .~~n.·i il r oli .dro ABDEFG in pira-
1' ____ _, G 111idi 1.l'ian'.r lari. che abbiano tutLi 

i lnrn \'<irt.i ·i in, ; sinno SBnC, 
AlJ 13 . l :\ E i tet raetlri la eui .-om­

rna f()l'tlla il poii .dro. 
Ji) ·•.. .....~:• s Se ·i di \'idonn t utti ~l i spigo\i che 

•·. : a~::·~<~-· ...... C, con · tTon iu nello slesso l'ap-• 1 •] . • • 

u .. ·.f.·.· .. :_:_;_~~-~-··.··.··;:<::.:::.: .. ·.·· ·· .. · .. ;/··~ G po l'to n i p u u ii a , lJ , e . d, ... i te­traed ri S.'1tlc, Sul h, ... saranno ri• 
..-< .. &--···:::'-:.:.:····:.:b ... pettiYarnente ·irnili e similmente 

/··· ·-.... , dLpo ·li (prop.33 ) a i tetrae<lriSBDO. 
A » SADB ... , e quindi la loro somrna 

coinporl'à un secon,lo p_oliedro, che pel teorema prece­
. dente surà simile al pnmo. 

Qu~sto secontlo pnliedl'o potrà in seguito esser~ situa-
to in una posizione qnalunque per rapporto al ·pnrno. 

, 

PROPOSIZIONE XXXVII. 

'TEOREMA- Due t elrlledri sirrdli stanno fra loro come i 
cubi delle costole oniologlle. 

E:·~endo simili i tetraedri,~i puà portare il piu picco-
lo sul piu grande, in modo che essi abbiano r angolo so-
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lido S di comun e, ed allora le basi abc, 
ABC saranno parallele , per chê le co­
sto Ie SA, SB , se sono divise in uno­
stesso rapporto n ei punti a, b, e. · 

Sia ora SO perpenrlicolare ad ABC. 
I triangoli ABC, abc essendo simili, 

si ha 

ABC Ã1l 
• abc == ab2 • 

(1) 

AB SA 
- · - - · 
ab a' 

so SA 
-= - · 
so sa' 

·da cui 
so AB 
sÕ-~- (2) 

-e pero rno1tiplicando per ordine le proporzioni (1) e (2) e 
divi<lenJo i termini del primo rapporto per 3, si ricav~ 

so · 
ABCx -

3 
...._. s 
AB 

Sa--s 
abc x - .ab 

3 

so 
Ma ABCx 3 ê la misura del tet raedro SABC ed abc x 

. So . 
x 3 ê la m_isura del tetraedro Sabe; dúnque , etc. · 

, PROPOSIZIONE XXXVIII. 

TEOREMA. Due poliedri siniili stanno comei cúbi de/le 
-loro çostole omologh e . 

. (?~noscendosi che due poliedri simili sono decomponi­
b1 l 1 111 uno . stes so num ero di tetr aedri simili ; r apprcsen .. 

• 

1 
1 

' 
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tia'rno con T, rr', T" ... i tetraed ri che formano.il poliedro 
P; e con t, t', t" ... i tetrn edri che cornpongono p. 

Siano ancora A, A', A" ... le costole dei tetraedr .i T, T',. 
T" ... , a, a', a" ... le loro omologhe nei tetraedri t, t' t1' ••• 
si avrà pel teore111a precedente 

T A3 

T == as' 

T'' A"3 

,;==-. t ci''3 

e siccome le rette omologhe _dei poliedri simili sono pro­
porzionaH, cosi se ne conchiude 

T T' T" ____ .__. 
t - t' - t" .... 

da cui 
T+T'+T"... T A3

-

H· t' +t''... == T == as' 
ovvero 

p A3 
.,__ - --- 3 P a. 
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DEltTNlZlONI. 

l. La sfer-a e un so1ido tern1inato da una superficie 
cur , a, di cui tutti i punti sono uguala1ente distanti da un 

I , 
' 

Jl punto interno che si chiama centro. 

e 

Si puo immaginare che la sfera vien 
pro d otta dalla ri vol uzione del semi-cerchio 
DAE intorno al diametro DE ; poichê la 
superficie .descritta nel movi1nento , della 
curva DAE , avrà t1:1tti i suoi punti adi- · 

E stanze uguali dal centro O. 
II. 11 raggio della s(era ê una linea retta . condotta dal 

centro ad un punto della superficie; il diamctro o. asse é 
una rett a che passando pel centro termina da ambo le 
parti alla superficie.' 

Tutti i raggi de11a sfera sono adunque uguali ; come 
pure tutti i diametri _sono uguali e d~pp~ del raggio. _ 

111. Un piano e tangente a1la ·sfera allorchê non ha che 
un punto di comune colla sua superficie. 

IV. Due sfere sono tangen ti, allorchê 1e loro superficie 
non hanno che un sol punto di comune. 

PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA. Ogni sez,ione della sfera, fatta con un pia-­
no, ê un cer·chio. 

Sia A1VíB la sezione fatta con un 
piano nella sfera di cui i1 centro ê e. 

•\~ Dal puni.o O sl contlucano la perpen­

a 
\ dicolal'e 00 sul piano AMB, e diverse 

rette c:M , CN , OB a diversi pun ti 
della curvá AMB da cui ê terminata 
la sezione. 

Le obblique 0~1, CN, CB, essendo 
ugua1i perchê raggi . tlella sfera , esse so-no ugualmente 
lontane dalla perp encliculare CO ; e perció tutte le rette 
OM , ON , OB essendo uguali , ne risulta cbo la sezione 
A11B. ê un cerchio di cui H punto O é il centro. 
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Coro l1a1•fo J. Rt ln. ~rz ionr. pai:;Ra pcl entro <lr!lla r-; f<:,~ra, 

H .. no rn rr~in ~nr:\. qn(\llo tlella ~f ra o<l essa pr<~ndo il no­
lll ('I di · rchio ~nassi~1 o; dunqt1e totti j cerchi rnass imi 
~{ 1) nbnn li fi·a loro. 

( 1· Jlla?·io II. Duo 1·chi 1nn simi s i 1,agli ano sempre 
in dn' pal'i.i ngnali , gia c1H\ la loro h1Lorsozione , passan ­
do p.ll ntro, ' un dia.rnotrn. 

01·olla1•io III. On·ni e1 ·.ltio mirnsimo en vide la sfera 
e la sua snperfi ie in dne 11art.i ugua1i; poich c se, dopo di 
aver separai.o i dtrn 'lmisferi, questi si sovrappon gono in 
mo<lo che a:r ndo la base comune, rivolgono ]a conves -
ità dalla stessa parte , ]e clue superficie coincid eranno r una coll'altra, senza di che vi sarebbero dei punti disu­

guahuente lontani dal centro. 
Co1~ollar·io IV. 11 centro di un cerchio minore e quello 

della fera si trovano su di una stessa retta perpendico-
lare al piano del cerchio • minore. · 

Corolla1•io . V. l cerchi miúori sono tanto piu pjccoli , 
quanto piu sono lontani dal centro · della sfera ; perchê 
piu la distanza ao é grande, piu é piccolo il lato OB del 
triangolo OBC. . . 

Corollario VI. Per due punti dati sulla superficie di 
una sfera si puo far sempre passare un arco rli cerchio 
massimo: poiche i due punti' <lati ed il centro della sf'era 
sono tre punti che determinano la posizione di un piano. 
Se poi i due punti dati fossero le estremità di. un diame­
tro , allora :questi due punti ed il centro sarebbero in li­
nea retta, e si a·vrebbero infiniti cerchi massin1i che po-
\rebbero passare per i due punti tlati. . 

Corollario VII. La posizione di un cerchio minore sulh 
superficie della sfera e deter-mi nata da tre punti clella sua 
circonf erenza. 

PROPOSIZIONE II. 

TEOREMA. Ogni piano perpendicolare au·estre11till'i di 
un raggio e tangente alia sfera. 

A o Sia F AG un piano perpendicolare 
--~ all' estremità del raggio OA; se. si 

~~___,..---'__.,.- pre-nde un punto qualunque ~I su di 
questo piano, e si tirano le OM e Al\1, 
l' angola OAl\f sarà retto, e quindi la 
distanza OM essendo maggiore di 
OA, il punto ~I si troverà fuori della 



sft'ra; e icrnrn n a,·, ll' n~~ lo sü ·"~º per r1ualunq11c altro 
pnnio tlel pinno ]• AO , c·n~1 nc ~e•rue ch0 questo piano non 
aY1·:\. h nn sol pnn to Adi comnne co lla sup P. 1·ílcie 1le1la 
~Ct'ra e pel'cit'> sn.1·ú tangenic n, qnr.~La supnrlicie (def. 3). 

l\<:!Ci procan1en to og·n i piano tn 11 g·c!11 l.o J11AO ó perp en<Jj­
(, hr al rag-~rio OA condotl.n ai p1111Lo di contat.to. 

Poich e, ~e "i conl,·inngt~ 1111 p11111.11 q11alnnquo M di qu<~­
s to pia.no col centl'o, snrú O~J 1ni"tgg·io1·0 de:il raggio O:\, 
per es~ere i1 punto 1\1 este rno n.lla 8fera; <lunque e~~enclo 
OA .. Ja piú breYe retta co11Llottn llal cen t ro O al piano FAG, 
essa sarà perpendicolare a questo piano. 

Corolla.?•io. Per nn punto del la sfel'a non si puó con­
durre che un sol pi~no tangeute. 

PROPOSIZIONE III. 

TEOREMA. Per quattro JJ'Unli A, B, O, D non situati in 
uno stesso pia no·, si pità (ar sempre passare una sf era 
e non se ne vuà (ar· p(lssare che 'itn.a sóla. 

~l\ Co5truiscasi il centro O del cerchio 

1
. che passa per i tre punti A, B, O e da 

questo punto s'~nnalzi una ·perpe~cli-
N _ 0 , · colare OM sul piano ABC; qnesta retta 

0 \V e ê il luogo geometrico dei punti egual-
_j . mente distanti da A, B, C. 

E Infatti, ogni punto l\!I di questa retta. 
. n ha evidentemente questa proprietà 

mentre ogni punto esterno P non puo essere ugualmente 
distante dai punti A , B , C poiche la perpendicolare ab­
bassata dal punto P sul piano ABC terminerebbe in un 
punto che qertamente non é ugualmente distante dai 
punti A, B. O. 

Innalza.ndo similmente una perpendicolare O'N sul pia­
.no BCD pel centro Q' del cerchio che passft pei tre punti 
B, C, D ; questa retta sará il lnogo geometrico <le~ pnnti 
egualmente distanti dai punti B, 0, D. 

Ora io dicu che le rette 01\1, O'N s' incontrano . Infatti, 
la retta OM perpendicolare al piano ABC ê situa.ta nel 
piano OEO' che ê perpendicolare a BC, e per essa al pia• 
no ARC. Per la stessa ragione O'N é si tuat~ nel piano 
OEO'; dunque le due rette 01\1', O'N, trovan<losi in uno 
stesso piano ,~d essendo perpenclicolari a. due rettf~ che si 
ta~liano , s' incon trera.nno in un punto G che e ugual-

--
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1nent di$tanto dai 1111 ntl.rn p1111U A, H, J D c,1 ô per con­
se0·n ,nza il cnnü·o ,H nnn. ~rera cho pasf:m per <1uesU <1uat­
tro pnntL 

Da q,wRi.n. d i scn ~si one r i sn lta e hc H pun Lo G e il solo 
eh pll('I ay re qnesta I ropr ieü\. 

l ROPO~l 7i10Nh IV . 

T EOREMA. L fn tm·s 2:ione rl-i <lue r::( er·e e un cerchio il 
ui piano ' J}C?'J)Cndi of ar·e alla ?"ct ta cll e congiunge i, 

loro centri ed ü cui cent1·0 ê situato su d'i q11,esla rella. 

D o e 

Per la retta 00 che 
congiun ge i cent rí deJle 
._due sfere , si conduca 
un - piano qualun que . 

G Questo piano taglier à 
le due sfere secondo due 
cer-chi massi mi che s'in­
qontrano nei punti -~ e 

A' sjmmetdci per rapporto alla ret ta 00. 
Se int anto si fanno girare _i due sernicerchi DAE, GAH 

intorno ad 00, questi due semicerchi gene reranno le su­
perficie delle du~ sfere e_d il pun to A descriverà la loro 

· linea _d'_intersezione; ma in qu esto movimento, la retta 
AI non cambierà di grandczza e resterà costantem ente 
perpendicolare ad 00 , dun_q ue l' intersezione delle due 

, sfere e una circonferenza che ha per centro I, per r aggio 
AI, e di cui il piano e perpendicolare ad 00. 

Osservazione. Secondo che ·i due cerchi DAA', GAA' 
saranno esterni o interni, tangent i estern amente o in ter­
namente; oppure secant~, le tlue sfere saranno esterne o 
interne , tangenti esternamente o intername nt e o infin e 
secanti. 

Da cio risulta che per cjascuna posizione delle due sfe­
re , avranno luogo fr a l~ distanze dei centri ed i raggi 
delle sfere le stes se relazioni che ~i verificano nelle cor­
rispondenti . posizioni di due cerchi. 

DEFINIZIONI. 

I. L' ·angolo di due archi di cerchi massin1i é l'angolo 
diedro formato clai loro piani. Gli archi dei cerchi mas-

B1ANOUET-Ele1n. di Geon,etria. 1 G 
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sin1i ne sono i lati • ed i 1 toro punto d' incontro ne e íl 
v.ertice. . 

II. lJn triangolo sferico e una porzione della superficie 
sferic à compresa fra tr~ archi di cerchi mas si mi. 

Questi archi , che si chiamano i lati ·del triangolo , si 
suppongono sempre minori di una semicirconferenza; 
gli angoli formati da qu_esti archi di cerchi sono gli an-
goli del triangolo. . 
. III. Un triangolo sferico ê rettangolo, isoscele, equila­

tero, nei meclesimi casi d' un triangolo rettilineo. 
IV. Un po\igono sferico e una porzione della superficie 

sferica con1presa fra piu archi di cerchi massimi. 
Noi non considereremo che i poligoni sferici convessi, 

cio e quelli nei quali il piano di ogni lato qualunque ri­
. n1 ·1ne tutto il resto del po1igono in uno stesso emisfero e 
quindi risulta necessariamente che ogni lato e minore di 
una s~micirconferenza. 

· PROPOSI~IONE V. 

TEOREMA. ln ogni triangolo ·sferico ABC, un lato qiia­
lunque e minore della sorama degli altri due. 

Sia O il centro clella sfera, e siano condotti i raggi'OA, 
OB, OC. S.e s' iipmaginano condotti i 

n p'iani AOB, A-OC, COB, questi for~e­
--~ ranno al punto O nn angolo solido i cui 

angoli AOB, AOC, COB sono misurati 
. dai , lati AB, AC, BC del triangolo sferi­
. co ABC; ma ciascuno dei tre angoli pia­
ni che compongono l' angolo solido ê 
minoredellasomrnadegli a.ltri due; dun­
que anche un lato qualunque del tri an­
golo ABC risult erà 1ninore clella sonuna 

o degli altri flue. 

PROPOS IZIONE VI. 

TEOREMA . L a somma llei tre lat i di 'WYL t'i·ia'Ugolo sfe­
ico ê m in or1e clell a ci rc on/'erenza cli i tn ce>·chi o r,nas iino. 

Sia ABC un tr iang olo sfer ico qu alnnqlH ; s si prolun­
gano i lat i AR , AC ílno a c ho s 1 in .. ontr nno nn ov·:\1ueute 
in D, g li arch i AB D, ACD sa1·anuo tlt:)llo sfnnicirconferenie 
poichc~ <luc cer chi tnas:si1ni s i t nglian o seinpr e in due pai~-
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ti 11g11ali,(pr. 1); ma nel trian .. 
golo 1101) si ha il lato BC< BD. 
+cn (pt op. 5) ; e pero aggiun-
rondo ncl un a parte ed alJ'altra 

A] ·!-AC, Ri avrà ·An+AC + BC< 
J) Alll +ACD,cioemjnoredi una 

Os~.,?, ~a:-:ione. Affinche si po . a costruire un triangolo 
~f:1ric con tre lati dat i, o ncce ssnrio e . ufficiente che la 
onuna dei tre laü sin. 1nino1 o d i una ci rconferen1,a e che 

il lato nutggiorc sia 1ninorc clolla I ornma degli altri duP, ; 
poiche, e sendo qn )"te le con<lizioni necessarie e suffi­
cienti per poter costruire un angolo solido con tre faccr, 
che avessero per nlisura i trr- lati dati, ne segue che se 
si dispone il vertice di quest'angolo solido al centro della 
sf era , 1e sue facce intercetteranno sulla superficie sferica 
il triangolo din1andato. 

PROPOSIZIONE YII. 

TEOREMA. La somma dei lati -di un polígono sferic o 
convesso e rni?iore di una circonferenza di cerchio raas­
si~no. 

Sia ABCDE un poligono sferico con-,~esso: condotti dal 
centro O della sfera i raggi OA, OB, 00, OD, OE, si for• 

0 __ .. .. merà ún angola sólido che sarà convesso 

D· .•· .. 
e di cui gli angoli piani ~OB, BOC, han­
no per misura gli archi AB, BC, ... ; ma 
1:1 so~ma degli angoli píani che formano 
l'angolo solido ê minore di retti; dun­
que la son1ma degli arch_i AB, BC ... , ê 
minore di una circonferenza. 

DÉFINIZIONI. . 

I. n polo di un cerchio ~ella s~era e restremi:à del dia­
metro perpendicolare al piano d1 que~to ?erch10. 

II. Ogni cerchio d_ell!L. sfer:a ~a ?ue poli. . . 
III. Tutti quei cerch1 1 cu1 p1an1 sono paralleh hanno 1 

medesimi poli. 
PROPOSIZIONE VIII. 

· TEOREMA. Tutti ipunti d(,Ua circonferenzaFNG di un 

• 
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cerchio della sfera sono ugualr,ienle dislanti clal polo D 
di questo cerchío. 

Infatti, se si tirano dal centro O 
de11a circonferenza FNG i ran·ai OF o..__ , 

ON, OG, come pure le rette DI•', DN 
DG, i triangoli rettangoliDOF,DON: 

r'"---J---:>1--==---~n DOG ... , saranno uguali, poiche essi 
A. hanno il ]ato DO di comune e gli al-

tri latiOF,ON, OG-uguali come rau-­
gi <li uno stesso cerchio; dunque si­
rà pure DF==DN :::::DG ... 

Si rileva da cià che gli archi di cerchi massimi FD , 
DN, DG sono uguali, perche sotte~ii da carde uguali; ecl 
i loro piani sono perpendicolari al cerchio FNG, perché 
passano tutti per la retta DO perpendicolare . àl piano di 
questo cerchio. · 

La precedente dimostrazione si applica evidentemen­
te anche àl polo di un cerchio massimo A1\1B; ma, in 
questo casd gli angoli retti DOA, DC:i\i, DCB essendo si­
t uati al centro' dei cerchi m'assimi DAE, DJVIE ... , ne segue 
che gli archi DA, Dl\!I, DB sono quarte pat'ti di circonfe­
renza o quadranti. · 

Scolio. Le proprietà dei poli permettono di tracciare 
sulla su perficie de 11 a sfera g li archi di cerchio con la stessa 

· facilità che su di una superficie piana. 
Si usa a tale uopo un compasso chiarnato compasso sfe­

rico, nel quale si dà alle due braceia una clisposizione 
che perrnette d'inclinare le punte l't~na verso raltra sotto 
un .angolo qualunque. · 

E .evidente che r-e si situa una delle punte di questo 
compasso in D e l' altra in F , e si fa girare questo com­
passo interno al punto D, l"estremità F descriver·'t. il cer­
chio FNG. 

Se si vo les se dal punto D co1ne polo, descl'i\ ere un cee­
chio massimo AMil , bisog norobbe che la llist·u1za delle 
due punte del compas so l'os ... o ug-uale alia co1'lln. di un 
quadrante, e per avorc questa clistania, bisogne1·ebbe co­
noscere il raggio clella sfera. 

PROPOSIZIONE IX. 

PRJHLEMA. Vala 'una s/'ur'(t, t-,·o-va1··no ll ·1·aooio. 
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A A' Oon un'apertura di com- · 

e, -------
0 , passo arbitra.rja AC , si 

descriva sulla sfera un 
cerchio ODE; si scgnino 
tre punti O, D , E sopra 
questo cerchjo, e si misu­
rino con un compasso 1e 
d1s tanzorettilinee CD,DE, 

B B' OE ; infine si costruisca 
·sopra 1111 piano un trinngolo con questi tre lati; il raggio 
del cerchio circoscritto a questo triangolo sarà il raggio 
del cerchio ODE. 

Cio posto, se s'iln1nagina condotto pel diametro AB della 
sfera un cerchio rnassimo ACBE , e si suppongono con­
dotte le rette CA, CB e 00, si conosceranno nel triangolo 
rettangolo CAO 1' ipotenusa AC ed il lato CO ; e pero si 
potrà costruire sopra un piano un triangolo C' A'O' uguale 
a CAO; e siccome la retta OB e perpendicolare a CA, cosi 
-conducendo C'B' perpendicolare ad A'C', la A'O' · prolun­
gata fino all' incontro di O'B' , determinerà il diametro 
A'B'==AB della sfera. . 

PROPOSIZIONE X. 

PROBLEMA. Tracciare sopr·a u-na. ~fera ?J;n cerchio nias-
simo clle passi pera due punti A e B. · 

r Dai punti A e B come poli, e con 
un raggio uguale alla co'rda del qua­
drante si descrivano <lue cerchi mas-

·--._ · simi che si tagliano in P; il puutp P 
sarà il polo dell'arco di cerchio mas­
simo AB, e servirà a descrivere que­
st'ar.co. 

PROPOSIZIONE XI. 

PROBLEMA. Condurre per nn punto A della super(lcie della sfera, un cerchio '1Jiass1hno pervendicolare ad un 
altro cerchío rnassimo. 
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Dal punto A come polo, e CPn uri 
· raggio uguale acl un quadrante , si 
descriva un cerchio massimo cheta- • 
glia in S il cerchio OMD : allora sé 

D col punto S come polo, e col ra~gio 
SA , si descriva il cerchio massimo 
AM, q uesto risulterà perp ·endicolare 
a CJ\1D (prop. 7). 

PROPOSIZIONE XII. 

TEOREMA. L'angolo BAO che fanno fr·a loro . due arcki 
di cer·chi rnassimi, ha per rnisu r ci l' arco · BC di cerck-to 
niassinzo , descritto dal jn1into A come polo , e eomprese> 
f r a i lati dell'angolo. · 

Infatti, tirati i raggi OB, 00; gli archi AC, AB essen­ao dei quadranti, gli angoli AOB, ,AOO sono ret~i, dun­
que Bqc ·ê l'angolo piano c.orr~spóndente all' angolo die­
dro DBAC; ma l'angolo al ·centro BOC ha permisura !'ar­
co BC, e pero quest' arco ê la misura deli' angola diedro 

A DBAC , che e appunto l' angolo dei 
due archi di cerchi massimi. 

Corollario. Gli angoli dei triangoli 
sferici possono paràgonarsi f ra loro 
per mezzo deg li archi di cerchi massi­

.c mi de scritti dai loro vertici come poli 
e compre si .fra i loro lati ; e quin di e 
sempre facile il costruire un angolo n-

D guale ad un angolo dato. 
Scolio. Gli angoli oppo sti al ver tice 

ACO e BON sono l l<'' ll 'l li; p r ch' l'uno v • 
o l' a ltr o ó sen1tJre l'an golo form·ü o da.l 
due piani A.BO, OCN. . 

A Hi vodo an cho che n -11' incontr o d 1 
due a r-chi AC H, OON , i tlue ang li a• 
diace nt i ACO, OOB pr ~i insi n\e, • 
quivalgono sem pro a du ·u\0 ' ,\i retl L 

'PROI'OS I"I ONE rll I. 

'l' EültEMA. I l [Ji'U cor ·to Cli-Jll1Hin o llal J)lOito ,\. al pun to 
B snlla super /zcte ~lella sler·li à l' ar•<1O d'l · ' J' 1hio 1J His si·1no 
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,nino1·· di nna ~e?nfc?'.?·('on(,!r'enza, che congfun ge qucsti 
du,e ZJ7f.nti. 

La rl11no~-rt.r:1z101H~ lli queRto tem ema e fonclata sopra i 
dne i 'lnmi sv uent i. · 

Lmnma 1. l l piu cor to cammino 
del polo P di u,n r,erchio a tu tt 'i pun­
t1: dei.la s11,a circon/ erenza ABD e lo 
slesso pe1· t.utl'i quesli punti. 

Infa.tti, con<lotti <l al polo gli arch i 
di cerchio n1assimo 'PA, PB ai punti 
A e J3 della ci rconferenza ABD , sia 
PGB il piú corto cammino sulla sfe­
r a ílal pu·nto P al punto B. 

Se si fa &drare la se1nicirconferenza che sta alla destra 
del cerchio massimo PBE intorno a PE, fino ·ache questo 
cerchio massimo coincida col cerchio massimo P AE, l'ar­
co PB si applicherà sul suo ugualeAP, e l'emi sfero PBEHD 
coinciderà perfettamente coll' emisfero P AEBD , ma in 
questa sovrapposizione la linea .PGB non avrà cessato di 
rappresentare il piu corto cammino da P a B; dunque es­
so sarà ugualmente il piú corto cammirto da P ad A. 

Lemma II. Sieno AB, AC due archi di cer·chi massimi, 
minori di una semicirconferenza, e sia AC<AB; io dico 
che il piu corto camrnino da A a O e minore di quello 
da A a B. 

ln effetti, si descriva dal punto A come polo, e con l'in• 
terval lo AO, un cerchio cr taglierà ne­
cessariamente l' arco AB fra A e B e sia 
AMB la piu corta lin,ea fra A e B; questa 
linea incontrerà il cerch~o CI in un pun .. 

e to M e la linea AM sarà i1 piu corto cam-
. mino da A ad M; poichê se vi esiste .sse 

'-~ B , una linea piu cqrta fra questi due punti, 
AMB ·non sarebbe il piu corto cammino d~ A a B , il che 
ê. contro r ipotesi; ma, secondo il lemma precedente, il 
piu corto · cammino da A ad n1 ê lo stesso . che quello da 
A a e; ê pero il pià corto cammina fra questi due ultimi. 
punti sarà miDiore di quello da A a B. . 

Ciô premesso, sia AB·-l'arco di cerchio massimo mino­
. re di tina semicirconferenza che congiunge i punti A e B,. . 
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A e supponiamo che vi e~ista fu'ori di' questo ar­
co un punto O a.ppartenente a11a piu corta cli­
stanza <Ja A a B. Conducansi gn archi dí cer­
chio massirno AC, BO e si prenda AD=AC. 

e Pel triango1o ABC si ha (prop. 5) AB < AC 
1' +cn ; togliendo da una parte e dai I' altra AD 

::::AC, resta DB<BC; ma in virtu del lerama I, 
il piu corto cammino da A a D .é lo stesso di 

n quello da A a C ;· dunque -, siccome il punto e 
appartiene alla linea piu corta fra A e B , cosi bisogne .. 
rebbe che la di stanza <la C a B fos'se minore di quella da 
D a B, conseguenza resa as surda dal 1emma Il, giacchê 
l' arco BC e n1aggiore di BD. Dunque non pütendo alcun 
pun t o della piu corta distanza da A a B trovarsi fuori 
dell'arco AB, e forza conchiudere che l'arco A.Bela Jinea 
piu corta di tutte quelle che hanno le mede~ime estremità. 

Osservazione. Nella diinostrazione precedente si sup­
pone che ciascuno dei due archi AC , BC sia minore di 
AB; ed e evidente che non si puô amme.ttere a1tra ipote­
si; poiche se si avesse ~O>AB, 1a linea piu corta fra A e 
B sarebbe minore di quella fra A e C, e quindi il punto 
C non potrebbe ap _pa~"tenere a1la prima linea. 

' DEFINIZIONI. 

I. Se il punto P ê uno dei poli del 
cerchio massimo AB dell a sfera , ed 

B · il punto 1\,1 e situa to nello stesso emi .. 
sfero del punto P, e evid ente che . il 
pià piccolo arco di cerchi o 1nassin10 
che congi ung e lVI con P e nlinore di 
un quadrante, e r ec ipr o an1ente. 

II. Dat o nn tri ·1nl''Ol --fel'ico lBC , 
so dai punti n ( e e nne poli e )U uu 
r a g-g io u nual t, ·1l h. cord ·:t d i u n qua­
dr an Lo, s i tlo ·e ri v no llu e 'l' ~hi 1n·1s-
8i1ni c he s i ta gliano u ei l un ti -\.' , l-~ 11 

cl~e 80no i poli de l ' tH'l \• h it) 111a~$in10 
l O , o s i cou , idor·t s )la n1 nt il p lo 
A' cho ~i tl'ova d ·tll t tit ~sa p ·1rte cli 
J\ Llor rnppo1· tn al H: t· \hi o 1nassimo 
H '1 ; o !:>O Hnahu on te i cos truiscono 
ne lla ~to~8a guisa i poli B' , O' degli 
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archi AC, AB situati rln.llü. stcs~a parte di n e O per rap­
porto aicerchi. ma~~imi AO, ATI; i) triangolo A'B'C' cosi 
forn1ato chian1nsi t1 ·ian [Jolo volare de 1 triangolo ABC. 

PROPOSIZIONE XIV. 

TEOREMA. Se il ttiangolo ADO ha per triangolo polare 
A'B'O', 1'eciprocarnente A PC sarà it triangolo polare di 
A'B O'. 

Infa.ttil il punto A' cs~endo il po1o di BC , l' intervallo 

. 8' 

A'O e un quadrante; similmente il 
punto B' essendo il polo cli AO, l' in­
tervallo B'C e uguale ad un quadrante; 
dunque il punto C e il polo dell' arco 
A'B'; e l'arco di cerchió massimo CC' 
essendo minore di un quadrante , i1 
punto O' si troverà situato dalla stes-

~' - sa parte del punto O per rapporto al 
cerchio massimo A'B'. 

Per la stessa ragione i punti A e B sono i poli degl i 
archi B'C', A'C', e sono si 1·uat_i dalla stessa parte di A' e 
B' per rapporto agli archi B'C' e A'C'. · 

Dunque il triangolo ABC ê il triangolo polare di A'B'C'. 
Osservazione. La proprietà precedente puó applicarsi 

ad un polígono sferico convesso: ed invero essendo dato 
- un poligono sf e rico ABC DE , sia A' 

A.,,------n 

º
D' E'\ 

C' 

A' 
E · 

D 

quello dei due poli delrarco AE situa• 
to nello stesso emisfero del poligono 
sferico ABCDE: siano similmente B', 

· C', D', E' i poli degli archi AB, BC , 
CD , DE situati della stessa maniera 

e per rapporto a questi archi ; il poli­
gono sferico A~B'C'D'E' dicesi il pola­
re di ABCDE,e si dimostrerà come pel 
triangolo che recjprocamente ABCDE 

' e il polare di A'B'C'D'E'. 

PROPOSIZION.E XV. 

TEOREMA. Di due trtangol1 polari ABC, DEF, ogni an- . 
golo dí ctascun ti·tangolo avrà per misu1"a una semici1•­
conferenza meno il lato opposto nelCaltro triangolo. 



250 
D 

E 

GEOMETRIA 

Sj prolunghino, se o'ccorre ,. i 
la.ti AD, AC fino all' incontro di 
EF in G ed H ; siccome il punto 
A e il polo dell'arco GH, cosi l'an ·­
golo A avrà per misura l' arco 

r GH. Ma l'arco EH e un quadrante 
come pure GF, perchê E e il polo 

H F di AII, ed F i1 polo di AG; dunque 
EH+GF equivale ad una scmicirconferenza : _ed essendo 
inoltre E H+ GF lo stesso che EF+GI-I C .. ), ne segue che 
l' arco GH che misura l' angolo A e ugua1e ad una seini­
circonf erenza meno il lato EF , similmente si dimostra 
c lle l' angolo B ha per mi sura i circ.-DF, e che I' angola 
C ha per misura f circ.-DE. 

Questa proprietà dovendo essere reciproca fra i due 
t rian goli, poiche essi si descrivono nella ·stessa maniera 
l' uno per mezzo dcll' altro; si troverà che gli angoli D , 
E , F del triangolo DEF avranno rispettivamente per 

. . BC . . AC " . A'B · ed . f tt· m1sura 2 circ.- , 2 cirç.- , 2 - czrc.- . , 1n a 1, 

l"angolo D, per esempio, ha per misura l' arco 1\11; ma 
l\fl+BC=MC+BI=f circ.; dunque l'arco lVII 1nisura del­
l'an golo D e uguale a lcitc.-BC; e cosi per gli altri. 

Osservazione 1. Se dal centro della sfera si tirano i 
raggi ai vertici dei triangoli ABC, DEF; verranno a for­
marsi due angoli triedri i cui angoli piani hanno per mi­
sura i lati dei triango li sf erici , ed i cui angoli diedri 
non sono altro che gli angoli degli stessi triangoli. 

Ora, risultando dal teorema dimostrato poc· anzi, che 
in questi due angoli triedri gli angoli diedri dell'uno sono 
i sup p1ementi delle facce dell'al t ro e r eciproc·u ne nte; ne 
segue che i suddetti an goli tri eclri son o sup plen1enta ri. 

Osservazione II. S1 dim ost ra n ella tess ·1 guisa che in 
due poligon i sfer ici poluri, og ni an go lo dell'uno e il sup­
plemento di qucl Jato doll 'u lLr o che hn p r) t' voto i1 v ert ice 
del~'ango lo. 

UElt' l Nl í';IONl. 

Ria ADCD un polí gono 8feric o ; ~-i condn tno i 1· \J­
gi ai vertic i cl i que8to poligono o· si pt·olunghin o ii.nu íl. 

ehe inconü·a 11 0 dj n uovo la ~rora in A', B' "', D'; si 

(*) Giacche avoudo8i 1Dll ::::.: ]D.l.11- l l l 11 o Gl,, == trll+l- IF, sarü. 
ElI + G-l1'==~ Jt + UJJ . 
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d · fi 1 · arch1· A'B', B'C', o . --- l1 con ucano 1n 1ne g 1 
~/ A'D', C'D'. \\ i .... :::~ .. /B Gli angoli solidi formati in O essen-

0\/··· do sin1n1etrici, essi avranno gli angoli 
· ... 4:\ piani e gli angoli dicdri rispettivamen-

JJ' ···<~/ l \._ , · te eguuli: e perà anche j po]igoni sfe-t/-·i;• .. rici ABCD , A'B'C'D' avranno tutte le 
e,---- n' loro parti uguali. Cio non pertanto 

questi poligoni non sono sovrapponibili; poichê se si porta 
il lato C'D' sul suo uguale CD in modo che gli altri lati 
dei due poligoni cadano da una stessa parte per, rapporto 
a CD, il punto D' cadrâ in O; e percorr ·endo i due po)igoni 
nello stesso senso a partirc dal punto O, i lati e gli ango1 i 
si presenteranno in un ordine jnverso. · 

Questi poligoni sferici sono chiam,ati sirnmetrici, qua­
l urique possano essere le posizioni ris petti ve che hanno 
·sulla superficie della sfera. · 

PROPOSIZIONE XVI. 

TEOREMA. Due tr•iangoii situati sulla stessa sf'era o 
sopra · sfere ·itguali, sono tfJguali 'in tutle ie toro parti ·, 
allorche hanno un angoto uguate compr·eso fra lati ri . 

. s1,,ettivamente :uguali. . · 
A jJ }.: Sia il lato AB-=EF, il . Jato AC 

==EG e l'angolo B:\C==FEG;il trian 
golo EFG potrà essere situato sul 

B P F triangolo ABU nello stesso n1odo 
con cui si sovrappongono due 
triangoli rettilinei che hanno un 

e G G angola uguale ·compreso fra lati 
uguali. Tutte le parti del triangolo EFG risultando cosi 
uguali a quelle del triangolo ABC , sarà pure il lato BC 

\ FG, l'angolo ABC:::::EFG e l'angolo ACB::::EG'F. 
Se i lati uguali dei due t.riangoli fossero inversamentt-~ 

disposti per rapporto ai due angoli uguali, si sovrappor­
rebbe EFG sul sünmetrico di ABC, e si perverrebbe alla. 
stessa conclusione-

PROPOSIZIONE XVII. 

TEOREMA. Due tríangolí situati sulla slessa sfera o 
sopra sfere uguali, sono itguali in tutte ·le_ loro par•ti , 
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allorchc 1za'nno un lato uguale adi"n.cente a due anoolt 
rispettivament<! uoua~i. . . . 

Poichê uno d1 quest1 tnangoh puo_ essere s1tuato sul-
1' altro o sul suo si mmetrico, come si fa nel caso simile 
dei triangoli rettilinei (Vedete prop. VI, Iib. J). 

PROPOSIZIONE XVIII. 
'.rEoREMA. Se due triangoli situati sulla stessa sfera 

o sopra sf ere uguali, sono equilaleri fra toro, essi saran: 
no anche equiangoU, e gli angoli uyuali sarannooppostt 
ai lati uguali. , 

A 

o o' Congiungendo i cen­
tri delle sf ere O e O' coi 
vertici dei due triango-

0, li , si formeranno due · 
angoli triedri, i cui an .. 
goli piani, a vendo per 

B , D' misura i lati dei trian-
JOli sferici , sono rispetti vamente uguali ; · ma si e dimo­
.:trato che in questo caso gli angoli diedri opposti alle 
facce uguali sono ugua1i; dunque nei due triangoli sferi­
c i gli angoli opposti ,ai lati uguali ~ono uguali. 

PROPOSIZIONE, XIX. 
TEOREMA. In ogni triangolo , sf erico isoscele gli angoli 

opposti ai lati uguali sono eguali. 

Â 

D 

Sia il lato AB=AC ; io dico che si avrà 
l' ango]o C ==B: poichê se dal vertice A si 
conduce al punto di n1ezzo D della base, 
l'arco AD, i due trian goli ABD, ADO avran• 
no i tre lat i rispe tt ivamente uguali , cioê 
AD di comun e, BD==-DO e AB=-= \.C; dunque, 

e pel t eore ma precedente , questi tri angoli 
avran no gli nng< li ngnali e si avr·i B= O. 

Dalla st c ·sa clin1ost razione ri sult a eh 
l' angolo BAD::!::] AC e chc 1' angolo UDA==ADO; dunqu 
questi due ult imi sono ret ti, e 1)ercio rar o condotto l"ttl 
ver·lice rlt un trian oolo sf erico isoscele ai pttnto tU 1n ... ;­
zo delta sua uase e perpenliic olare a q,ucsta h r.s , dt­
vide l'an golo at 'Ver-tice 'iri llue pa'i 'ti 1t{JitaU . 

Scoli o. ld~ultu unc ho da qu \s lo t oo 1·om·t che H sin1me-­
trico di _u~ iri augo lo 'forieo h;osco le )•li e ugual \ per so· 
vrappo s1z1one. 
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PROPOSl'hlON I~ XX .• 

TEORRI\IA. S <lne an{lali rli 11,n trian,qolo s(erico sono 
ugi~(í N a, ich l lati OJ)JJO ti sar·an,no tt,rJttali. 

S1a l'angolo 13= 0, io dico che si avri1 AC==AB; poich e , 
A se il lato AB non \ ugnalu acl AC, sia AB il 

0 \ n1no·gjore dei tlun; si r renda I O = AC e s i 

/ 

con°·iun°·a 00. l duo tdan goli HOC, ACB, 
avbn<lo dne lati 11 g11aJi auuc lati e l'an go] o 
co1nprnso dai primi oguale ali' an golo corn-

. pre. o dai secondi, sono eguali (prop. 16 e 
~i avrà 00J3==ABO~ ma l'angolo ADO per ípo-

n e tesi e pure uguale ad ACB, quindi dov reb -
b' essere OCB:::.ACB, il che e hnpossibile; e percio non 
potendo supporre AB diverso da OA, i lati • AB, AC oppo-
sti agli angoli uguali B e O, saranno uguali. · 

PROPOSIZIONE XXI. 

TEOREMA. In un triangolo sfer·ico ABC, se l'angolo A. 
e maggiore dell' angola B, il lalo BC opposto all'angolo 
A sar·à niaggiore del lato AG opposto ali'angolo B; reci­
proca'inente, se il lato BC ê maggiore cli OA, l' angola A. 
sar·à ·maggiore delL'angolo B.· : · 

1.0 Sia l'angolo A>B; facendo l'angolo BAD=B, si avrú . 
AD=DB (prop. 20.): ma AD+ 

. DO ê maggiore cli A.C; dunque · 
col porre BD in 1 uogo di AD 
si avrà DB+ DO o BO>AO. 

C 2.º Se si suppone BO>AO. 
io dico che l'angolo BAO sará 

D maggiore di ABC ; poiché se 
BAC fosse uguale ad ABC, si avrebbe BC== AO, e se si 
avesse BAC<ABC ne seguirebbe , per cio che si e dirno­
strato, BC<AC, il che e contro la supposizione ; dunque 
l'ano-olo BAC e· maggiore di ABC. o . 

PROPOSIZIONE XXII. 

TEOREMA. Se du.e tr•iangoli sititati sulla stessa sfera 
o sopra sfere uguali- sono equiangoli fra loro , essi sa­
ranno anche equilateri. . 

Sieno A e B i <lue triangoli <lati, P e Q i loro triarigoli 
polari : siccome gli angoli sono uguali nei triangoli A e-



254 3EOMETR1A 

B, cosi i lati saranno uguali nei polari P e Q (prop. 15); 
ma dall'essere equi]ateri i triangoli P e Q, ne segue che 
essi sono · anche equi?,ngoli (prop. 18); e pero dall' essere 
gli angoli uguali nei triangoli P e Q, ne segue (prop. 15) 
che i lati sono uguali nei loro polari A e B: onde i trian­
goli equiangoli A e B sono nello stesso tempo equilateri 
fra loro. 

ScoUo. Questa proposizione . non ha luogo nei trian­
goli rettilinei ove dall' eguaglianza degli ango1i non si 
puo rica vare che la so]a proporzionalità dei lati. i\1Ia si 
pu<J facilmente rendersi conto della differenza che si tro­
va a questo riguardo fra i triangoli réttilinei ed i trian­
goli sferici. 

Infatti , ne11a proposizione presente come pure nelle 
prop. 16, 17, 18, 22 dove si tra tta del paragone dei trian­
go1i, e detto esprcssamente che questi triangoli sono si­
tuati su11a stessa sfera o sopra sfere ugua1i : ma gli ar­
chi simili sono proporzionali ai ragg-i; dunque per sfere 
uguali due triangoli non possono essere simi1i senza es­
sere uguali. Non ci ba quindi a sorprendersi ser egua­
glianza degli an goli port a con se l' eguaglianza dei lati. 

Cio non avr ebbe 1 uorro se i triango li fossero tracciati , 
sopra sfcre disu guali ; perch ê allora gli angoli essendo 
u~uali , i t rian rroli sa_rebbero simili , ed i lati dmologhi 
s.arebbero proporzional i ai raggi de11e sfere. 

PROPOSIZIONE X~III. 

1. 0 rrEOREMA. La sonirna degli angoli di un triangolo 
s(erico e mino r·e di sei e maggiore di due retti. 

2. º L' angola pi'u pi eco lo aurnentato di due retti e mag..:. 
piore della sonirna degli altri due. 

1. .0 Infatti , la misura di ogni angolo di un triangolo 
sferico essendo una semicirconf erenza meno il lato op­
posto del triango1o polare (prop. 15) ; la somma <li tutti 
e tre gli angoli avrà per misura tre semicirconferenze 
meno la somma dei lati del triango1o polare; ·ma que­
st'ultima somma e maggiore di zero e minore di una cir­
?onferenza; dunque togliendola da tre-semicirconferenze, 
11_ resto sarà minore di tre semicirconferenze e maggiore 
d1 un~ s~micirconferenza ; e pero anche la somma degli 
angnh d1 un triangolo sf e rico e minore di sei retti ed e 
maggiore di due retti. 
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Co1·olla1·io. Un i.rian, rolo Rfer ico puc'> avcre ,l ue o t re 
an g01i rrtl.i. dn, o fa·o nn!rnli 0U11Ri. 

Se il 1.ri~,n olo A n I ú lJi1 ettanr;olo , cioú se ha due an -

B 

.õ.. goli rnt Li n n C, il verticc A sarà il polo 
(1 e. 11a base BC; ed i lat i AB, AO saranno 
due qnallrn.n ti. 

Se inoltrn anch e 1' ang o]o A é retto , 
H trian n·o lo A] ~U Rarà tri r ettangolo , i · 

e snni angoli sar anno l.nUi retti , ed j suoi 
lati sarann o tro quacJ rant i. II tr iangolo 

:\1 t-----i--- ~ -+-- .....ir 

t rir ett an goJo ô con te nuto otto volte 
nella superficie della sfer a ; il che si 
ril eva <lalla fig . 236 , co] supporre 
r arco l\1N uguaJe ad un quadrante . 

2. º Se A, B, C sono gli an goli del 
tri angolo , ed A il piu piccolo ; sa­
rann o 180°- A, 1.80°- B; 180º - C i 
lati del triango]o polare; ma si ha 

180- A<l80-Bfl80- C; 

dunque, aggiun gendo ad una parte ed ~11' altra A+B+C, 
e togliendone 180, si deduce 

B+O<180º+A. 
Da cià risulta che con tre an goli A , B , C che soddi­

sfano alle condizioni enunciate in questo teorema, si puô 
formare un triangolo sferico ; · giacché queste sono ap­
punto le condjzioni necessarie e sufficienti affi.nche si 
possa costruire un angolo triedro con i tre angoli diedri 
A, B, C. 

6 ·sco,lio . In tutto cio che precéde si ê sup­
posto che i tri angoli sferici hanno i loro 
lati sempre minori rli una senlicirconfe­
renza; ma ê utile osservare che vi esisto­

. no dei triangoli sferici di cui alcuni lati 
E-- sono mag giori della semicirconferenza ed 

alcuni angoli maggiori di due angoli retti. Infatti , . se si 
prolunga il Jato AO finche <livenla una circonferenza in­
tera ACE, cio cbe resla togliendo dall' emisfero il trian­
goJo ABC ê un nuovo triangolo, cbe si puô indicare an­
che con ABC, e di cui i lati sono AB, BC, AEC; si vede 
a!lunque che il lato AEC ê maggiore della semicirconfe-



./ 

256 GEOMETRIA 

renza, e neIIo stesso tempo l'angolo opposto B supera due 
angoli retti. 

Del resto , se si sono esclusi <lalla definizjone i trian­
goli di cui i lati e gli angoli sono cosi grandi, Ia loro ri­
soluzione o la determinazione delle loro parti si riduce 
sempre a quella dei triangoli compresi nella definizione; 
giacchê si vede facilmente cbe se si conoscono ,.gli ango­
li ed i lati del trian golo ABC, si conosceranno imme­
diatamente i ,lati e gli angoli del triangolo dello stesso 
nome che e il resto _da11a mezza sfera. 

DEFI :r1z10_ I. 

I. Si chia ma fuso la porzione della superficie della sfe­
ra compresa fra due semicercbi ma~simi aventi un dia­
metro comun e. 

II. L'unghin sferica e la par1 dcl vo1u1ne <lella sfera 
compresa fra gli stessi .-- mi lJ"' ·hi 111as imi cl alla. qnale 
il fuso serve e.li base. 

III. La pir-rtrnide s~')J•i a ê l: l art '1 •l]a :fe ra 1ompr:e­
sa fra i piani di un an,l'olo solid< di cui il , 61·tice é al 
centro, ed avente per ha e il polig- n sfel'ico interceLto 
dagli stessi piani. 

Allorchê due poli 0 ·oni f ri i coinci<lono , le piramicli 
di cui essi sono le basi, coin ·i1lono u0 ·u·1lrnenle. · 

IV. Chiameren10 J7 ·rarnid i (ericlte sirnmetriche quelle 
che hanno per basi po1igoni in1meb ici. 

PROPOSIZIONE XXIV. 

TEORE fA. ll (ll~O AMENA. sta alla superficie della sfe­
ra caril.e r angola ~L-\1'\ del fuso sta a quo.llro an~qoli ret­
ti , o conte l' arco :\fN che niisura quesC angola sta alia 
e i rconf erenz a. 

Supponiamo 
A 

in primo Iuogo che r arco 1'vIN sia 
con1mensurabile co11a circonferenza 
MNPQ, e che dividendo questa in 48 

Q. parti uguali , l' arco l\IN contenga 5 
~-·· ····•.... M di queste parti; i1 rapporto. deu· arco 

alla circonferenza sarà cosi is· . . 
Pel dia.metro AB e per i punb d1 

divisione si facciano passare dei pia-
B ni; si formeranno cosi sulla sfera 48 

fusi tutti uguali fra loro perche hanno uno stesso ango-
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Jo; ma di questi, 5 sono contenuti in AM:BN , dunqúe il rapporto di questo fuso alla superficie della sfera sarà anche -ls; e p~rcio sarà lo stesso .di quello dell' ~rcd lUN alla. circonferenza MNPQ. 

Se rarco MN non ê commensurabile colla circonferen­za, si dünostrerà col ragionamento solito che H fuso sta sempre alla sfera con1e l'arco 1\1N sta a11a circonferenza. ]lisura del fuso. Si ano F, F' due fusi di cui gli angoli sono A·e A'; si ha dal teorema precec1ente . 
F A 

sfera 4ret 

e 

F' A' -
·donde sfera - 4ret; 

F :\ 
(1) F' - :.\'. 

· Se dunque si vuol 11i:urnr un fuso rispetto ad un al­tro fuso preso per unitú, . i ril ,\·a clttlla [H'oporzio1 e (1) che basta cerc ai e il ra1 p 1 t d ~li ang-oli <li questi fusi. Cosi supposto cl1r. :i prende 1 1· unilu del fuso F' quello di cui 1' angolo ê 1 ett l :t pr porzione (1) d i vieno • 
l A 
11' == 1ret" (2) 

· e pérà il rapporto di un fuso al fuso retto e uguale al rnpporto del suo angolo ad un angola retto ; il che si e-­sprime bre, e1nente dicendo che il fuso ha per misura il suo angolo. · , Se si prendesse per unità di superficie il triangolo tri­rettangolo T che ê la metà del fuso retto, si avrebbe col sostituire 2T ad F' nell' eguaglianza (2) · 
F A ---, 2T · 1ret 

_ donde, moltiplicando l'una parte e l'altra per 2, si ricava 
F 2A 
T = }ret" · 

BtANCHET-Elem. di Geomietria. 17 
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11 rapporto adunque <li un fuso al triangolo trirettan­
golo e uguale al ~appor~o del r~ô.ppio del suo ango1o ad un · 
angolo retto , o , 1n altr1 term1n1 , · un fuso ha per misura 
il doppio del suo angola. •. · . _ . 

Scolio. Si vedrebbe parimenti che un' unghia sta al 
volume del la sfera come i1 suo angola sta a 4 retti, e che 
un' unghia ha per misura il suo -ar:igolo, se si prende per 
unità di volu1ne l'unghia retta e per unità di angolo l'an­
golo retto ; ovvero il doppio del suo angolo, prendendo 
pe1;.. unità di volu1ne la piramide trirettangola , che e la 
n1età dell' unghia retta , e per unità di angolo 1' 'angolo 
retto. 

PROPOSIZIONE ·XXV. ,. , 

TEOREM~it.Duetriangolisfericisimnietrici sono uguali 
i n super{icie. · 

Sia ABC un triangolo sferico ed A'B'C' il suo simme­
t rico. Sia P il polo d_el . cerchio 111inore ché passa per i · 
punti A, B, C, (•) , · di guisa che gli archi di cerchi mas­
simi PA , PB sono uguali. Conducasi infine il diametro 
.POP\ e gli archi di cerchi m_assimi P'A', P'B', P'O'. 

Gli angoli POA, P'OB' essendo U· 

guali come opposti al vertice , sarà 
l' arco PA===I''B' ; per la stessa ragio• 
ne PB=P'A' e PO=P'C'; e siccome 
PA==PB=PC, cosi si avrà pure P'A' 
== P' B' ==P' O'. 

Ció posto, i triangoli A.PC, A.'P'C' 
avenuo i tre lati rispettivamente u- · 
guali erl essenclo isoscel i, e~si sov rap .. 

posti coinc idcranno. S i vedr ebb e sirnillnent e che il trian­
go]o OPB e ugualc al trian go1o C'.P'A.' ) ch a il triang olo 
APB e ugua le ai trian golo 1('P' Jf; e 1n rô il tr-inngolo _\ BC 
che é la somrna dei trian goli A PC, CPB, Al')B, s·u'ú ugnn.~ 
le in sup e rficie al tri a ngolo A'13'0', che e ln s )llll\U\ dJ t 
trian,, -oli A'P 'C' C'I 'l) ' A'P'J:> ' 

o ' . ' . .) . 

('") .Il co~ch~o ého pussti poL' i tro punt,i A, 11, O, o -,h .º i~·· 
eoscn_tto u1 ~nang o~o ABC,, uou pnõ o~so.l'o oho 1~n tn:cluo nu: 
nore tlell u. i;fotu.; powhc Ro io ,rn un ool'oh10 mnsRnuo, 1 t r Lü1 
AB , B(), A(! s.~rehl,oro oi LuaLi in nno stu s o vinno eü il trin.n­
golo ABU s1 ndurl' elJbo a<l uno dei suoi ln ti. 
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Osservazíone 1. Se il polo P fosse fuori del · triangolo 
ABC, allot'a bisognerebbe fare la som ma di due triangoli 
isosceli e to glierne il terzo per avere il triangolo ABC ; 
e siccon1e Ia stessa cosa ~vrebbe luogo pel triangolo 
.A'B'C', cosi la conclusione sarebbe la stessa. 

Osser·vazione II. Siinilmente si dirnostrerebbe che le 
<lue piramidi sferiche simrnetriche che hanno per base i 
triangolt ABC, A'B'O', sono equivalenti. 

PROPOSIZIONE XXVI. 

TEOREMA. Se due Ce'rchi 1nassi1ni AOB, COD sz'.taglia­
no com,unque nell'er11,isfero AOCBD, la s01n1na dei tr•ian­

. golí oppo sti AOO , BOD sarà v.guale al fuso clze lla per 
_ angola BOD. 

Poiché prolungn,ndo gli archi on, 
OD nell' altro e1nisfero fino al loro 
incon tro i n N, sarà O I3N una seini­
circun for nza , come pure AOB; tn-

1.. 11·1 i •nclo <la ll J a par te e dn.ll'ultra on, 
si a., 1·:i. HN :-:A . 

1 i r un a ra (rion : irn ilo si h a I N 
==C e HJ = .\ C; dun quc i ,luo trian-

N goli A , HU .l · , aven<lo i trc lati 
uguali ed inversament e •ittnti , : e no : iu rnet ri ci o quindi 
uguali in superfici e (p1·01 . :. ~;; la u<l la s l mrna drü trian­
goli AOC, BOD sal'áequi\'al ente al fu so onr DO <Ji cui 
l' angolo e ,BO D. • 

;::jCOlio. E pure evi<lente che le due pir amidi Hferic he 
che hanno per lJ:isi i trian goli A.00 , BOD pre se insie­
n1e , equivalgono all' unghia sferica che ha per ango .. 
lo BOD. 

PROPOSIZIONE XXVII. 

TEOREMA. La superfi,cie di un triangolo sfertco ha 
per· niisur·a l' eccesso della som ma dei 
suai tre a.ngoli sopr-a due angoli retti, 

Sia ABC il triangolo proposto; si com­
pleti il cerchio n1assimo AB , e si pro­
lungbino gli archi CB , AC fino al 
foro incontro con questo cerchio mas­
simo. 
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Si ba evidentemente. 

ABO+BOE==fuso A 
- 1 

ABC+ACD==fuso B 

e pel teorei11a precedeu te 

ABC+DCE=fuso e. 
_Ad~izion~ndo , ed osser,·ando · che la somma di questi 

sei tr1angol1 eccede l' emisfero di due volte i1 triangolo 
ABC, si ricava 

2. ABC+½ sfera == fuso A+ fuso B + fuso C. 

E pero tc,gliendo da una parte e dall' altra la niezza 
sfera, e dividendo per 2, si avrà 

ABC fuso A+fu~o B+fnso C-isfera 
2 

Se ora si dividono i due membri dell· eg"..1aglianza per 
la superficie clel triangolo irh·cttangulo, che chiameren10 
T, si ha 

ABC fuso A+fuso ll+fuso C-~ sfera 
-- :::t: 

2'1' T 
ma 

e 

fuso A 
2T 

A 
- --, 

lret 

fuso B B 

2T 

• 
-'- sfera 
2 =- 2 · 

2T ' 

fuso e 
2'1' 

·e 
1ret' 

dunque 
ABO A+B+C+2 A+B+C-2r~t 
--=-----rr · ' 

Sicche il rapporto di un triangolo sferiéo al triangolo , 
trirettango1o ê uguale al rapportq dell'eccesso della som­
ma dei suoi angoli sopra due retti ad un angola retto , 
il che si esprime molto piu brevemente dicendo cbe un 
triangolo sferico ha per misura l' eccesso clella somma 
dei suai angoli sopra due angoli retti. 

Scolio I. Se gli angoli del triang0lo sono dati dai nu~ 
meri dei gradi degli archi che li rnisurano , si togliera 



LIBRO VII. 261 

180. 0 dalla ]oro son1n1a e si cercherà il rapporto della 
differenza a 90°. 

_4pplicaz ione. Siano A=70. 0 10' , B==G0.0 20' , 0==80.0 ; 

togliendo 180. 0 dalla somma di questi archi, si trova per 
differenza 30.0 , 30' e per ottenere il riipporto di 30° ; 30' 
a 90° bisogna ridurre questi due nurneri di gradi in mi­
nuti e dividere i1 primo nurnero pel secondo ; sicche il 
triangolo proposto e i , o f del triangolo trirettan­
golo . 
. Scolio II. Si dimostrerebbe similmente che una pira­

mide sferica triangolare ha per misura 1, eccesso della 
somma degli angoli della sua base su due retti ( pren­
dendo per unità di volume la piran1ide trirettangola e per 
unità di angolo l'angolo retto). ln tal n1odo lo stesso nu• 

A+B+C-2ret, · 
mero iret rappresen t erà conte1nporune a111ente 

il rapport .o di una pirami <l c s feric a n.lla pirnmide t riret­
tango]a, ed H r nppor io d •li a base cl cll a piramide n.l triun­
go1o triret t an golo. 

PROP . lZI :'\ E : .· v 11I. 

TEoRE IA . L a : up )rfl, li d i o t JJ l1 oo io s(er i co ha pei· 
m,isn1·•a la s01nma dei suai a n!}oli 1lim ini tita rleL 7Jroclot­

to lli clue angoli ?'Cft i ve1· i l 1 u 111ero det lati clel polioono 
rneno due. 

Contl uc ndo da un o stess o vcrtic c 
A a tu tt i d i a lt ri ver tici le <Jiagonali 
AO, .A.D; il polí gono ABCDE r imarrú 
di, iso in ant i t rian goli per quanli 
sono i lat i n1eno d ue. Tufa la supor·O­
cie di ogni triangolo ha per misura 

A ---B la son1ma dei suoi angoli meno due 

angoli retti , ed e la somrpa di tutti gli angoli dei trian­
goli uguale alia so1nma dégli an goli del polígono ; dun­
qiie la sup~r.ficie dei poligono avrà per misura la somma 
dei suoi angoli din1inuita di tante volte due_ retti quanti 
sono i lati n1eno <lue. 

Scolio. _ Sia s la somma deg li angoli <li un poligono sfe ­
rico, ed n il numero dei suai lati; prendendo per unità 
l'angolo retto, la superficie del poligono avrà per mis~ra 
s-2(n-2) o s-2n+4. 
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.L lBRO VJII. 

I TRE OORPI ROrrONDI. 

DEFIN-IZIONI 

I. Si chiama cilinclro retto il solido ge­
l---r-_,,,_..,,,_~1 1 nerato dalla. rivoluzione di un rettangoJo 

ABCD che s' immagjna girare intorno al 
lato jn1n1obile AB. · 

ln questo movimento, i lati AD, BC, re­
stando sempre perpendicolari ad AB , de­
scrivono piani circolari uguali DPII, CGQ, 

---.,,.,.._~e che si chian1ano le basi del cilindro , e la 
retta CD che flicesi genera.trice, ne descri­
ve la super(icie later·ale. 

La retta in1mobile AB si chiama asse del cilindro. 
Ogni sezione KLl\~ , fatta nel cilindro perpendic0Iar­

n1ente all' asse, ê un cerchio uguale a ciascuna base , 
poiche , mentre il rettangoJo A1?CD gira intórno ad AB 
la retta IK , perpendicolare ad AB , descrive un piano 
circolare ·uguale alia base, e·questo piano non ê altro che 
la sezione fatta perpendico1armente an·asse nel"punto I. 

Ogni sezione PQGH, fatta seconclo· l' asse, e un rettan­
golo doppio del rettangolo generatore ABUD~ 

II. Si chiama cano retto i1 solido generato dalla rivo­
luzion~ del triangolo rettangolo SAB ·, che s' immagina 
girare intorno a] lato immobile SA. 

ln questo movimento il Jato AB descrive un piano cir­

s colare BDCE, che si chian1a base det co-. 
no , e l' ipotenusa SB ne descrive la su­
perflcie la teralr!w-

II punto S si chiama vertice del cono, 
SA l' asse o l' altez~a , ed SB i·t lato o 
l' apotema. · 

Ogni sezione J [KFI, fatta perpendico­
, larmente all'asse, ê un cerchio, ed· ogni 

-+-~I! sezione SDE. fatta secondo l' asse, ê un 
triangolo isoscele , doppio del triango~o 
gcneratore SAH. 
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III. Se dnl conn SCDH s i toglio con ,e z1one parallela 

alla bn e, i1 cono HFH.11, i1 1·irnannnto so)jdo C1 HE si 
cbiarna e 110 f1 •onco o 11 ·anr·u di c o110. 

Si t tH'> 8llppnrro r.ho OP-Ro vie n <l t. cr i l.to d alia rivolu­
ziono del l.1'apt'Zio A] 11 0 , cli cu i rli an roli A e (J sono 
1'ei.ii in torno al ln.to AG. 

La r )tt.a j llmubile AG si cllinmn asse o allezza del 
tr n ~a , i cerchi 1 DC, TII1 K no on o 1 , úasi e Bn ne e il 
lato. 

r,. Due cilinllri o lluc coui 8o no sirnili allorche i loro 
assi stanno fra loro co1no i cJiarnetri <l ell e Ioro hasL 

A 

,r. Se nel cer c hio ACD che serve di base 
ad un cilindro , s' inscrivo un polígono 
ABCDE e sulla base ABUDE s i costruisce 
un prisma retto uguale in altezz a <1l cilin­
dro, il prisma dicesí insci·{tl o nel r:ilindro 
o j1 cilindro circoscriltó at_..prisr12a. 

E chi aro che le costole AF, BG, CH etc . 
del prisma, essendo perpendico lari al pia­# n no della hase, sono com prese nell a supe r -

~B-=--=-"'c ficie convessa det cilindro , e qui n<l · i ! 
prisma edil cilindro si toccano secondo ques te costo e. 

Ammetteremo come evidente che se il numero dei la+.i 
de1 poligono inscritto divenisse grandis ·simo, la differe -
za· fra la superficie laterale del cilindro e la super ficie 
laterale del prisma diverrebbe minore di ogni quanti' à 
data, o in altri termini , la supe, 1 /icie later·ale di 'Wn r.i­
lindro e iC limite della superficie later-ale di 'itn pris ·i1:1a 
inscritto di cui il nu rner'o clelle fa r:ce c1'esce i ndefi,nlta,. 
rrlente. 

Ammetteremo siinilmente che il volu 1ne d.i v.,n cflindr ·o 
ê il lirnite del volunie di un prisma insc r Uto di cui il 
numero delle facce cresce indeflnitaniente. 

A 

s Sia ancora ABOD un poligono inscrit-
to nel cérchio ABC che serve di base nc1 

un cono , e costruiscasi una pirarnid e 
SABCD avente per base questo . poligo­
no e per vertice il punto S ; le costole 
SA , SB , SC , SD . ui questa pira1nid e 

e a:pparterranno a11a superficie del cano, 
e ·questa pi ramide si dirà inscritta nel H . 

cono, o i1 cono circosctitto alla pir~mhle. Ammettererno 
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ancora clle la super{icie late1·ale âel cano e il lirtiite ctei~ 
la supe r fl,cie late1·ale di una pir-a~1iide inscritta di C'lli 
il nuntero dclle fucce cresce indefi,nitamente, conie pure 
che il 1;olu111e di un cano e_ ü li11iite del volun1.e delle 
stesse piramidi. 

PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA. Il volume di 11n cilindro lia per· mts1ira il 
pr·odotto della sua base per la sica altezza. 

Inscrh·asi ne11a base del cilindro un po­
ligono i"egolare, ecostruiscasi i1 prisn1a ret­
to avente per base questo noligono e lastessa 
altezza del cilindro. 

Indicando con B la base del prisma , con 
V il suo volume e con I-I l' altezza del ci­
lindro, si avrà 

V=Bxl-I. (prop. 12 lib. 6.) 

Ma il volume del cilindro ê iI limite del volume di un 
prisma inscritto di cui il nun1ero delle facce cresce in­
definitamente; si avrà n.dunque la misura del cilindr o .col 
prendere il limite dei prodotto B x H ; e siccome il poli­
gono inscritto B ha per limite la superficie del cerchio , 

-edil fattore _ I-I e costante; cosi si avrà infine · 

vol. cilindro=cerchioxH. 

Corollario 1. I cil indri della stessa altezza stanno co­
me le loro basi, ed i cilindri della stessa base stanno co­
me le loro altezze. 

Corollario II. I cilindri simili stanno come i cubi delle 
altezze ·, o come i cub'i dei diametri delle basi. IIifatti, 
queste basi stanno come i quadrati dei loro diametri ; 
ma essendo sjmili i cilindri, i diarnetri delle basi stanno , 
come le altezze (def. 4.); dunque le basi staranno comei · 
quadrati delle altezze ; e perciô Ie basi moltiplicate per 
le altezze, oi cilindri, staranno come i cubi delle altezze. 

Scolio. Sia R il raggio della base di un cilindro , If la 
sua altezza; la superficie della base sarà 1tRz e la soJiditâ 
del cilindro sarà nR2xH, o 1i:R2H. 
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PR0 1loR1z10N r~ 11. 

T EOREMA. La SHpcrfl,c'ie l ater·nle lli un pr isma retlo !ui 
pt.:J' -mfsnra ü P r·inrntr·o della s1t a lJase raolt iplica lo per 
l a ~ita ali e · a. · 

--11 
G 

1 
/ ---\ 

\ 

\ e 

Poiche ques ta superflci e e ugu ale all a 
son1ma dei 1 otl.n.ngoli AFGB , BGHO 
CIIID etc. di cu i essa ó com posta ; ma 1e 
ílHezz o AF , no , OH etc. di que sti r et­
tangoli sono uguali all' alte1,za de l pr j­
sn1a, e le loro basi ptese in sieme formano 
il perin1el.ro della base dei pri sma , dun­
que la son1ma di questi rettan goli o la 
superficie laterale del prisma ê ugua le 
al perimetro della sua base moltiplic ato 
per la sua al tezza. 

:B Corollario. Se due prismi retti ban no 
la stessa altezza, le superficie late~ali di questi pris mi 
staranno fra lqro come i perimetri deUe· loro basi. 

PROPOS!ZIONE III . . 

. TEOREMA. La super{icie laterale di un cilindro na per-­
mtsur·a la circonfer·enza della sua base 1noltipl.icata per 
la sua attezza. . · 
- Inscrivasi nella base del cilindro un poli-

~. 
,. ,-

·1 gono regola.re, e costruiscasi il prisma retto 
1 che ha per base _questo poligono, e la stess a 

altezza del cilindr o. 
Se indichiamo con P il perin1etro de1Ía ba­

se, con S Ja superficie _ laterale del prisma 
e con H l' altezza del cilindro; si avrà 

S==PxH. (prop. preced ·.) 

Ma la superficie laterale del cilindro e il linlite <.lella 
superficie di un prisma · inscritto di cui il numero dell e 
facce cresce · indefinitarnente ; dunque si avrà la misura 
deJla su perficie dei cilindr~ col pr_end_e~e il 'limite di ~x~I. 
Ora il perimetro P del pohgonq 1nscr1tto ha per hrn1te 
la lunghezza della circonferenza edil fattore :a ê costan­
te; dunque inflne, 

sup. cilindro=circ. x H. 
. ' 
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PR OP ORIZlONE IV. 

TEOR El\lA. 11. 1. olu?ne rli 1,1,n ·ono ha per m.ísura tl pro­
dotto dei/a 'lln base pe1· il tc1 zo <.lella suei a ltezza. 

Inscriva si ne lla base del con o un po­
Ugo no rogn larc, e cos trui scas i Ja pira­
n1ide av<~nto per haso c1uosto poHgono 
e per vorl.ico i 1 ver tice dol co-no. 

l11<licnndo con H 1n suporflcie de} f)() ­
ligono in scritto con V il vo lurn e deJJa 

(; pir~u11ide , e con H l' altezza del cono , 
si ha 

JI 
V==Bx3 . (prop. 16 Ub. 6). 

l\1a il. volu1ne del cono e il limite dei volume di una pi­
r an1ide inscritta , di cui il numero ·delle facce cresce in­
definitamente, ed inoltre la base B della piramide ha per 

H 
limite lã superficie del cer ~hi o mentre il fattore 3 ê~-

stante; dunque 
. I-:I 

vol. cono=cerchio x 3 . 

. Corollario. Un cono ê il t erzo di un cilindro della stes ­
sa base e della stessa al.tezza; donde segue. 

1.° Che i coni di uguale alt ezza . sta nno fr a loro con1e 
le hasi. · · 

2. ° Che i coni di basi uguali stanno fra loro con1e lé' 
al tezze. 

3 .° Che i coni simili stanno fra lo·ro co1ne i cubi dei 
di a1netr i delle basi, o come 1 cubi delle altezze. 

Scolio. S1a R il raggio de1la base di un cono, H la sua 
altezza; la solidità <lel cono sarà 

1t_R1x¾ 1-I o ! 1tR2H. 

·- -
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PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA. Il cano tronco ADEB ' di C1fi AO' DP sono 
i ra r;gi delle basi e PO l'altezza, lza per 711,isura f 1t. OP. 

(A0 2 + DP 2+AOxDP). (•) 
Sia TFGH una piramide triancro1are ne11a stessa a1tez• 

zá del cono SA~, e di base FG1{'equivalente a11a base clel 
cono. Potendos1 snpporre qneste due basi situa te sullo 
stesso piano , i vertici S e T saranno acl u crua li rl istanze 
dal piano ?e11e_ basi, edil piano EPD prol u~g~to produr-

. rà ne11a p1ram1de la sezione Il(L equivalen te al cerchio 
DE; ed infat ti, essenc.lo i coni SBA , SED sin1i1i , le basi 

s. T AB , DE starann o fra ]oro 
(! 

e< rne i qua dr ati dei rng gi 
AO, DP. o come i qua<l1·ati 
dcl lc alt r.zzc ~O, SP; mn i 
t ri an ,Tol i FCdI. IKL taun :i 

!C. f r a 1 , ; r lll ! i rp I n. d r a Li r i 
< <' · • ~ t l' ~S t! alt( ~í'.Z , ; dnu -

ll 1--<-- --i A 'l 11 1 i · .r · h i • U, D I•; Si \l' tt ll •· 

110 1 rnp Jl ' li >llí tl i a i ll'i u11 .. 
r.! • i F ;11, 1rL: o rw1·ó, os-

n- : •11 , lJl ! l" ipotes i il Lriun 
golo FHH equh alente al ( i- ·hi : 1) . : arú puro il tr i n.n--
golo IKL equi val cnf<~ :d 1· ·hi u 1 h . 

Intnnto la. ba e A1 rn lt i pli · ,~ J •r!. ê i l vol urno dei 
cono S:\.B e la. ba~ I GH 11 )lt ip ie· ta !L l' ¾ SO ê qur, ll o 
dclla pil'nn1id e TF GI-I: dnn qu . in Yir tú d ll e IJasi c4.u i a 
lcnti, il volume d lla pir am itle r i: ult ugu· l a qut-5 !J a 
<lel cono. Pr,r una rag ione .. imile , la piram iclc 'l'I KL 
e equival -' nt e al cono SDE ; e pero il tro nco di C() ­

no AI EB ri ult rà equiv alente al t ronco <li piran li dc 
FGIIIKL ed a, rà la stess a 1nisur a di quest"u lt irno. _1a }; t 

ba ·e FGH , equivalente al cerchio <li raggio AO·, ha per 
1nisura x.A0 2 ; la base II~L-7i.><DP2 , e la media propor-

(•) Il cono tronco e equival ente a tre coni (;he· hanno tu t ti e 
tre per altezza quell a del tron co , e per basi il 1 quell a infe-
1·iore del tronco, il 2 la superiore, ed il 3 un a media geometr i-
cn fra queste due basi. N. del Trad. 

1 

11 
1 
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zion~1h't'ra~x \..0 2 e nxDP 2 e nx AOxDP; dunque il volu­
m del i.ron ' O di pira1nide , e per conseguenza qnello del 

r nc0 di couo, avrà per n1isura ½ OPx(1txAO 2 + 1t x :ôpi 
+~, AO:xDP) ovvero 

½ 1t X OP X (A0 2 ~- DP2 +AO X DP). 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOREMA. La superfi,cie laterale di 'una piramide re­
gola1·e SABODE ha per misura il per·imelro della sua 
base rnoltiplicato per la r,ietà dell' apotema SI C"). 

Infa.tti , la superficie laterale della piramide regolare 
s componendosi dei tri_angoli isosceli 

uguali SCD; SBO, SAB ... ; si .ha 

SOD==ODx~, 
2 , 

SI 
TI ~BC==BOx2 , 

A SI 
SAB~AB x 2 , 

n 
. . . . . . 

Dunque addizionando , si ottiene per la misura della 
superfiçie laterale della piramide · 

SI 
(CD+BC+AB+AE+ED) x 9 ~ ,., 

PROPOSIZIONE VII. 

'l'EoREMA. La superficie latetale dt un cono !ta per mi­
sur-a l<L ctrconferenza della sua base rnoltiplicata per la 
metà del suo lato. 

(•) L' apotenia e la pérpendi.cola.re abbassa.ta dal vertioe S 
sopra uno dei lati della base della piramide. 

f 
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Inscri vasi nc11a base <lel cono nn 
poli ono rcg olarr, AUCD ,e costruisca­
Bi ]a pi rnmi<lr, rego lare ave nte per 
bn.so qun;) to [l'>li<rono, e pAr ver tice il 
punto S. 

Sia P il perí metro dei poligono S 
la superf1cje latera le della fJiramide 
ed SI l' apol cma; si avrà 

1 [ 

S= P X-- · 
2 

~1a S lla l)er lin1ite la superflcie late rale del cono; P ha 
per 1inüte la circonferenza OE; e si vede faciJmente che 
SI ha per limite SE, giacche si ha SE- SI <EI e si sa che 
El puó divenh''e n1inore di ogni quantità data allorche il 
numero dei lati del poligono inscritto ê sufficienternente 
grande; dunque 

- . SE 
sup. cono:::::::c1rc. OE x -· 

2 -

Scolio. Se L e il lato di un cono , ed R il raggio della. 
sua base, 1a circonferenza di questa base _sarà 2íi:R , e a 
superficie del cono avrà per inisura 2TIRxfL, o :zRL. 

PROPOSIZIONE VIII. 

TEOREMA. La superficie laterale del tronco di · co1w. 
ADEB ha per misura il suo lato AD molt iplica to per la 
seniisomrna delle ci11 conferenze delle sue basi AB , DE . 

N el piano SA.B e he -
-.. ,.. passa per rasse S0 con-.. -, .... _ 

····-- ••. _1-r ducasi perpendicolar-
- ~v-•··· :·····••:. M: n1ente ad SA , la retta 

i-=i----1,.-- · ,
1 

.~ .. -·• ....... ,.•··"··~ .:-• • ,. AF uguale alla circon-
.. -~-~--..,.•- .. '9 .... -· ·:,.. f erenza cho ha per rag--· ______ .. . .. gio AO ; si tiri SF, e 

-\: _ .... J ... -- si conduca DI-I paral lela 
B '-'.~, ~-/ - ,, · ad · AF. 

Per i triango1i simili SAO, SDO, sl avrà 
AO SA · 
·no =w ·, . 
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e per i trinngoli sitnili SAF, SDH si avrà pure 

AF SA 

dunque 

-==-, 
· DII SD 

AF AO circ. AO 
DR~ 'no== cfrc. 'no· 

Sicche essendo pt~r Cüstruzione AF=-circ. AO. sarà DH 
==circ. DO. Cio posto , il tl'iangolo SAF , che ha per mi­
su ra AFx½SA e uguale nl la superficie tlel cono SAB, che 
ha per 1nisura circ. Aüx½ SA: per una ragione símile il 
t rian golo SDI-I e uguale alla superficie del cono SDE ; 
dunque la superficie del tronco ADEB risulterà .uguale a 
quella del trapezio ADHF; ma questo ha per misura AD 

(AF+DI-I) . 
x 

9 
; e pero la superfic1e del tronco di cono ADEB 

;., 

av rà per misura il suo lato moltiplicato per la semisom-
1na delle circonferenze <lelle sue due basi. 

Cor·olla?"iO. Dal punto di mezzo l di AD , . conducendo 
II{L parallela ad AB, ed IM paràlle~a ad AF; si dimostre-
r à come sopra che II\í==circ. IK. Ma il trapezio ADHF = 
==ADxIM.:.....ADxcirc. IK; quindi si pµo anche dire che la - , 
super{icie di un tronco di cano haper misura il suo la-
to niolUplicato per· La circoriferenz.a di una sezione (atta 
ad uguale distanza dalle due basi .-

Scolio. Se una retta AD , situata interamerite da una 
stessa parte della retta 00 e ne1lo stesso piano , fa una 
ri voluzione intorno ad 00, la sup-erficie descritta da AD 

(circ .. A.o+circ. DO) . . 
avrà per misura AD x 

2 
. · o ADxc1rc. II{, 

essendo le rette AO, DO , IK le perpendicolari abbassate 
dag1i estremi e dal punto di mezzo di AD sull' asse 00. 

Ed infatti , se si pro 1 ungano AD e OC fino al loro in-
- contro in S , é chiaro che la auperficie descritta da AD · 

sarà quella di un cano tronco di -cui OA e DC sono i rag­
gi delle basi , ed· avendo il cono intiero per vertice il 
punto S: sar·à. dunque la sudd~tta espressione la misura di 
questa su perficie. · 

Questa misura avrebbe sempre luogo, quando anche il 
punto D cadesse in S{ i1 che darebbe un cono intero ; ed 

I' 
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anche qun.ndo la rottn. AD fosso pn.rn.llela all' asse , il che 
dar bbe nn cilindro. 

Nel prilno ca o DO ~nrobbe nullo e nel secando DC sa­
rebbe n 11·nale ad AO e tuJ IIL 

PROPO SJZlONE IX. 

TEOREMA . La supm fi,cic r1cner1ata rla una porzione di 
póLigono ?''egolar-c ABOD che oirn inlorno ad un díame• 
t1,.o FG ha per inisur·a la circonferenza clel cerchio i n ­
scr•itto nel poUgono ABOD, rnoltiplicatci per la proiezto­
ne MQ del per·inietro ABCD sul dianietro FG-. -

Il punto I essendo il punto di mez­
zo di AB, ed IK essendo una perpe n­

"\ dicolare all'asse abbassata dal pun to 
. '. I, si ha 

t-L...~...__~ _ _..___ _ 

FMKN 

sup. AB=ABxcirc. IK. (prôp. prec). 

Ma condotta AX-para11ela all' asse, i triango1i ABX, 
OIK, avendo i lati rispettivamente perpendicolari , sono 
simili e danno la proporzione , 

AB. · OI circ. OI 
---- -- -+- ---AX o MN ·- IK - circ. IK' 

donde 
ABxcirc. IK==MNxcirc. OI; 

e perc_io 
. sup. ~AB-=~1Nxcirc. OI 

· Si vedrebb.e similmente che 

(*) sup. BC=NPxcirc. OI, 
e 

sup. CD=PQxcirc. OI, 

dunque ~ddizionando si av_rà 
sup. ABCD=(MN+NP+PQ) x circ. OI=MQ>:< ciro. OI 

· ('') S' intende per sup. AB, sup. BC ... le superfioie generate 
dalle rette AB, BC... · · -
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co1·ollario. S Ri con!-:illcra un poligono regolare di un 
nunH~1·0 pari di lati, o l'asse FG J)as .. 
sa por (1ue vertici opposti Ir , G Ia 
inticra superílcie descritta dall; ri­
voluziono del mezzo poJigono FACG 
sarà ugualc al suo asse FG moltipli­

\!__ __ _ _......_-:G cn.to per la circonferenza del cer-
F , chio inseri tto. 

Qnest' asse FG sar(\ nello stesso ternpo i1 diametro del 
cerchio circoscritto. · 

DEFINIZIONI. 

I. Una zona sferica ê una porzione della superficie 
della sfera con1presa fra tlue piani paralle1i che ne sono 
e basi. Uno dei piani puà essere tangente alla sfera , ed 

n allora la zona ha una sola base. 
Il. L~ altezza di una zona ê la di­

stanza dei piani àelle due basi. 
_ III. · Se si suppone che la semicir• 

\

. conferenza DAE girando intorno al 
A ~ - _ · dia1netro DE , gen~ra la superficie 

della sfera, nello stesso ten1po l' arco 
FI-I descriverà la superficie di una 

E zona. 

PROPOSIZIONE X. 

TEOREMA. L' area di uiia zona sferica e uguale alla 
sua altezza moltiplicata per la circouferenza di un cer-
chio riiassimo. · 

Sia la zona generata dall' arco AB che gira intorno al 
diametro MN. . . 

Inseri vasi ne 1 r arco AB una porzione di .Poligono re• 
golare -ADCB , e s' indichi con S la superficie generata 
da ADCB girante intorno ad l\iIN; si avrà 

· S==circ·. OixEF. 

Ora am1nettenuo come evidento che la superficie gene-
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m rata dall' arco AB ê il limite della su­
_ _,B perílcie generatn. da una porzione -di 

pol.igono regolare inscritto , <li cui il 
nun1cro doi JuLi cresce indefinitamen­
te t si avrà la rnisura <lella zona col · 
prendera il lirnite <li circ. OixEF: ma 

.'----- •.\-1:F' circ. OI ha per limite circ. OlVI ed i1 
o fattore EF e costante; dunque 

zona AB:::::circ. OMxEF. 

Corolla1~io 1. Nelle sfere uguali, dua 
zone ·stanno fra di Ioro come le rispet­

N tive altezze. 

Co1"olla1,io il. La superficie della sfera, _potendo essere 
considerata come una zona di cui l' altezza ê uguale al 
diametro -, ha per misura la circonferenza di un cerchio 
massimo moltiplicata pel diametro: sicch~ indicando con 
R il raggio della sfera, si av~à 

sup~sfer.=2~Rx2R=i1tR 2
• 

~onde si riléva che 1~ superficie d~lla sfera e uguale a 4 
cerchi massimi. · 

Corollario III. La su·perficie della sfera essendo cosi 
misurata col rapportarla al quadrato costruito sull'unità 
di lúnghezza, si potranno facilmente . va1utare colla stes-

. sa unità i fusi., i triangoli ed i poligoni sferici, poichê nel 
libro VII si ê trovato il loro r~pporto al triangolo triret• 
tangolo, che ê l'otta":a parte della superficie sferica (prop. 
28 lib. 7). 

PROPOSIZlONE XI. 

TEOREMA. ll volume generato da un trtangolo che gi­
ra tntorno ad un asse sUuato nel suo piano e che passa 
per uno dei verticz, ha per misura la super{icie descr•itla 
dal lato opposto a qu(!sto vertice , moltiplicata per un 

. terzo dell' altezza corrispondente a questo lato. · 

BLANCHET-Elem. di Geonietria, 1.8 
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1. ºSuppongasi i n primo l uogo chc 

il trinngolo CAB giri intorno aà 
uno rlei snoi lati CB. II volume ge­
nerato da CAD essendo ]a somma 

/ / <lei coni clescritti dai trinngoli ret-

c~// ___ --!! _ _ --..l n tangoli CAD, ADD si avrà 
. D 

-2 -2 -2 

c•)vol.CAB=¾'rr.AD .OD+{í!.AD .DB:::::¾1t, AD .OB. (1) 

1\1:a se si abbassa OG perpendicolare su di AB , si ha 

CGxAB=OBxAD , giacche entrambi questi prodotti mi­

surano il doppio dell' area del triangolo CAB ; e pero so­

stituendo nell' eguaglianza (1) CGxAB ad ADxOB , si ri- . 

cava · 
vol.CAB==½it.AD.OG.AB=½CG.í!.AD.AB; 

e sicco1ne n.AD.AB misura la superficie lateralé del cono 

generato da AB; cosi si avrà infine · 

A 

vol. OAB==sup. AB0!CG. 

2. 0 Suppongasiorache il trian­
golo OAB -giri 'intorno ad una 
retta CD che passa per uno dei 
.suoi vertici; si prolunghi AB fi­
no al suo incontro con l'asse in 
D, e ·si abbassi CE perpendico­

c~---------->D lare su di AB. 

Si avrà 

ma 

e 

Dunq·ue 

vol. CAB=vol. CAD-vol. OBD; 

vol. CAD:::::sup. ADx¾CE; 

vol. OBD=sup. BDx¾CE. 

vol. CAB=(sup. AD-sup.BD)x¾CE 

=sup. ABx¾CE. 

3 • Essendosi supposto nella dilnostrazione precedente 

ehe il lato AB incontra l'asse CD, passiamo ad esaminare 

(•) S' indica con vol. CAB il volu1ne generato dal triangolo 

CAB cbe gira intorno a CB. -

/ 
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E' A il .cnso in cui queste tlue rette ·- 1l r-······· .. • ........ ~ , ., · ono par a11elo. 
1 / / ./'/ ,,- A l1l1assa nrlo AF e BD perpen-
i / ,.,,., 

1 
(licolari . ulr asse CD, e CF per-

f ::,. ! pendicolar e a<l AB, si avrá evi-
o :u: JJ tlontemente 

vol. CAB==vol. CAE-1-vol. AHJ E-v ol. CBD. 
1\fa 

-2 
vol. 0AE ==}1t.AE .CE 

-i 
vol. ABDE==n.AB .ED 

. -2 
vol. CBD:=¾1t,AE ·.CD. 

_E pero addizionan_do le due prime eguaglianz e , e to-
ghendo la terza, si r1cava . 

- ' -2 
vol. CAB==1tAE (½0E+ED-¾CD). 

. . . 

E siccome CD=CE+ED, cosi 1' eguaglianza prece dente 
diverrà ·. · 

-2· . . · 

vol. CAB....:1t.~E ·i.·ED==~AE.21t.AE.ED 
==½OF .• · sup. -A~; 

il che corrisponde all' enunci~to del teorema. 

PROPOSIZIONE XII. 
. . 

TEOREMA. Sia ABCD ·u.na porzione di poligono 'regola­
re; se s'immagina che il settore poligonale AOD situato 
da una stessa parte del-diametro FG, giri intorno a que-: 
sto diametro, il ~o°lido descritto avrà per misit'ra la su- . 
perficie generata dal contorno A.BOD , moltiplicata per 
·un terzo deli' apotertJ;a .OI. 

e Infatti , il volun1e gensrato 
dal settore AOD ê la somrria 
dei volumi generati dai trian­
goli isosceli uguali AOB, BOCr 
COD. 

Ma 
f) · . r. . 
-vol. AOB == sup. AB.x i OI. 
vol. BOC.= sup, BC-x 1 OL 
vol. COD :::: sup. CD x 3. OI. 
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Dunque, addizionando, si avrà 

vol..AOD=={OI(sup.AB+sup.BC+sup. CD) 

==¾ OI x sup. ABCD. 

e 

E 

DEFINIZIONI 

I. Allorquando il se1ni-cerchio DHE che gi­
ra interno al dia111etro DE, descrive la sfe­
ra , og·ni settore circolare FCI-I descrive un 
solido cbiarnato settore sferico. · 

II ·settore sf e rico ê termina to dalla zona 
descritta dall' arco FH. 
II. Un segrnento di sfera e la parte dei vo­

lume della sfera com presa fra çlue piani pa­
ralleJi. 

L' altezza del segmento e la distanza dei suddetti piani 
paralleli. · 

PROPOSIZIONE XIII. 

TEOREMA. Un settore sferico ha per rnisura la zona clzr~ 
gli serve di base 1no ltiplicata pel ter~o àel raggio. 

Sia AOB il settore circolare cbe girando intorno ad MN, 
genera il settore sferico . 
. Inscrivasi nelr arco AB una porzione di poligono rego­

lare ADCB, e s' indichi con V il volume generato dai set-
A :iu tore poligonale ADCBO; si avrà 

V==sup. ADCBx¾OI. 

Ora ammettendo come evident~ che 
il volume del settore sferico e il limi­
te del volume gene rato dal settore po­
ligonale allorche il numero dei lati ·., 
della porzione "inseri tta nell' arco A '!3 
cresce indefinitamente, si avrà la m1-
sura del settore sferico col prendere 
il limite di superficie ADCB x{OI; ma .. 

"-·_JN sup. ADCB ha per limite zona AB, e<l 
OI ·ha per limite OM; dunque 

set+.,..,re sferico = zona AB x ¾ 01.f. 

----
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Scolio .l. S l i1 ~oi,l.ore cir colnro cho <loscrive il settore 
~feri co dh iPno 11 rnn.lo nl Aernicerchio, j] volume generato 
-sarà qnclln llcl la gforn. ; 1nn. nllor a Ja zona che se rve di 
bn~e al s ti.oro sfori co e la jnti cra superflcie della sfera ; 
e pHr<°) si puô rit enero ch e il volume di un a sfe r a ba p_er 
1ni~1u·n ln sua snp el'ílci e rnoHiplica ta per il terzo del 
ra l.'o·io. 

Scolio II. Indicando con R il r ng-'4io àell a sfer a e con H 
ral tezza della zona ch o ~nrve ui ba. o al se tlore sferic o; la 
zona avrà per 1nisnru 2rrR.II, cd il set tor e sfe rico 2~R.H. t R o i ~R2 .Ií . · 

Nel caso poi in cui il settore sferico tliviene ugua1e a1Ia 
sfera , si ba Ií=-=21\,; e quindi 1a misura del volu me della 
sfera e }itR22R o ! TIR3• 

Inrlicando in ultimo con D il diametro della sfer a, si a_ 
D · D3 

vrà R= 2 donde ·R 3 == 8 , quindt il volume de11a sfera 

. D3-
si potra anche rappr _esentare · con -i ~- g o ½~D3 

Scolio III. Siano P il volume di una piramide sferi ca 
triangolare, Q il volume della pirainicle tri_rettangola , S 
la sup~r:ficie della base della piramide e T la superficie del 
triangolo trirettangolo. . 

Si_ ê veduto, lib. 7, prop. 26, che 
p s. 
Q==T, (1) 

indicando inoltre con C íl cubo che ha per lato l' unità 
lineare, ·e con e i1 quadrato costruito sopra questa stessa 
unità, si hanno Ie eguaglianze 

' . 

Q 1tRS 

O =1r, (2) 

1tR" T 
-== - (3) 2 e; 

Moltiplicando adunque membro a membro 1~ e~u~glian­
ze (1), (2), (3) sopprimendo j fattori comun1 s1 r1~ava 

P S R .· 
c=c><a' 



2 7 

, ale~ a clil'o che so si prende per unità di volume O e per 
nnH:), di supcrílcie e: 

Un(1, pi?·aniille sferica trianoolare ha per raisura ü 
pr·odotto della sna base pel lerzo del raggio deUa sfera. 

Questa proposizione si estende evidentemente alla pi­
ra111ide sferica poligonale. 

PROPOSIZIONE XIV. 

TEOREMA. Lei superfl,cie delta sfera sta alta superficie 
totale del cilindro circoscritto ( comprese te due basi) co­
nte 2 sta 3 : ed i volumi di questi due corpi stanno fra 
loro nello stesso rapporto. 

· Sia IVIPNQ il cerchio massimo della sfera, ABCD il qua-

D 
Q drato circoscritto; se si fanno girare 

-r--- -'!--~ e co·ntemporaneamente il semicerchio 
PlVIQ ed il semiquadrato PBCQ in­
torno al diametro PQ, il semicerchio 

N~----,,,,0:----;1 M descriverà ' la sfera, ed i1 semiqna• 
drato descriverà il cilindro circo-. '. 
scritto alla sfera. Essendo l' altezza 

A ~-.=-........:::...--J B AD di questo cilindro uguale al dia-
1;1 metro PQ , e la base del cilindro u-

guale al cerchio massilno, ·poichê essa ha per diametro 
AB uguale ad 1'1N, sarà ]a superficie convessa del cilindro 
uguale alla circonferenza del · cerchio ~assimo moltipli­
cata pel suo diametro: ed essendo .questa anche la misura 
della superficie della sfera (prop.10), ne segue che la su­
perficie della sfera ê uguale alla superficie laterale àel 

• cilindro circoscritto:ma la superficie della sfera ê uguale 
a qu.attro cerchi massimi ; 9unque. la s11perficie laterale 
del cilindro circoscritto e pure uguale a quattro cerchi 
massimi ; e se vi si aggiungono le due basi che equival­
gono a due cerchi massimi , sarà la superficie totale del 
cilindro circoscritto ugua!e a 6 cerchi massimi; e pero 1a 
superficie della sfera sta alla superticie totale del cilindt'O 
circoscritto come 4 sta a 6 o come 2 sta a 3. 

ln secondo luogo , siccome la base dei cilindro c~rco.: 
scritto e uguale ad un cerchio massimo, e Ia sua altezza. 
ê uguale al diametro, cosi il volume del cilindro sarà u­
guale al ~ercbio massimo moltiplicato p~l diametro (prop: 
J. ).· 11 v~1u!f!e .della sfera é qguale a quattrb cerchi 
mass1rn1 molt1phcut1 pel terzo dei raggio (prop. 13), o, che 

' 
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e lo stesso, al cerchio 1nassimo rnoltiplicato per¾ del rag-­
gio o ¾ del din.1netro ; <lnnquo la sfcra sta al cilindro cir­
coscritto co1no 2 ta n, a o per con~egucnza i volumi di 
qnest.i ,lno e rpi stanno fra loro come lo ]oro superficie. 

Scolio. Se s'innnaginn. un poliedro di cui tutte le facce 
toe ~UH la sfe1 a, questo poliedro potrà essere considerato 
con1e co1nposto di pira1niui che hanno tutte per vertice 
il centro della sfera , o per basi lo diverse facce del po­
liedro. Ora e chiaro cho tulto queste piramidi avranno 
per altezza con1nne il raggio <]olla sfera; tlimodoche ogni 
piramide essendo ugun.1e ulla faccj a uc1 poliedro che gli 
serve di base, n1oltiplicatn pol terzo dei raggio; ne segue 
che il poliedro intcro sarà uguale a1la sua superficie mo1-
tip1icata pel terzo del raggio uella sfera inscritta~ 

Si vede da cio che i volumi dei poliedri circoscrjtti al-­
la sfera stanno fra 1oro ·come le superficie di questi stessi 
poliedri; di guisa che ·la proprietà diniostrata pel cilindro 
circoscritto ê com une ad un' infinità di altri corpi. 

Si potrebbe ugualmente- osservare ·che le superficie dei 
poligoni circoscritti al cerchio stanno fra 1oro comei ri­
spetti vi peri~etri. 

PROPOSIZIONE XV. 

· TEOREMA. zi solido generato dal segniento circolare 
A BlVID che gira intorno ad un d'iametro .à.CG B . . E esterno a questo segniento , ha pe1 misu,ra 

ta sesta.parte del cerchio cne ha per rag .. 
gio la corda BD del segmento, moltiplicata 

D~-~""'"',F per la proiezione EF di questa cor'det sul­

\ 

Ma 

e 

Jler essere 

e l' asse AC. 
Infatti, si ha dalla stessa figura 

vol. BMD=vol. CDl\1B-vo1. CDB. 
G 

. -1 . 
vol. CDMB=l1tOB EF, . 

_,. 
vol. CDB=½Cixsup. BD=;1tcl· .EF 

sup. DB=21tCI.EF; 

(1) 

(2) 



' 280 ClROMF.'rRJA 

E p rô soi,tra~ndo r cgunglianza (2) clall' eguaglianza 
(1 si ri ... n.,n. 

- 2 - -, 2 vol. Bl\1D-===¾1t,E·F(CB - OI ) , 
la quale liiviene 

- 2 
., BD -: 2 yol.BMD ==jn:.EF 

4 
- ::::: ¾ 1t DD x EF; 

giacche pe.l triangolo CBI si ha 

OB
2 
-01

2 
== Bl2 

== ¾ ~D
2

• 

Scolio. Il solido descritto dal segmento BMD sta a11a_ 
-2 sfera che ha per diametro BD, come¼ 1tBD . EF sta ad ¾ -s . . 

1t BD , o : : EF : BD. 

PROPOSIZIONE XVI. 

TEOREMA. Ogni segmento di sfera compreso fra clue 
piani paraUeli lla per misura la semisomnia delle sue 

. basi molli'plicata per la sua altezza,piu la solidità della 
sfera che ha quest' altezza per diametro. 

B~---iK Sieno BE, DF i raggi delle basi del seg-
mento , ed EF la sua altezza ; di modo che 
i1 segmento sia prodo _tto dalla rivoluzione 

D 
O F dello spazio circolare Bl\iDFE intorno . al­

a l' asse FE. 
Si ha 

-2 vol. Bl\fD=¾1tBD .EF : (prop. 15) 

vol. BDFE=½~ EF.(BF
2+ DF2 

+BE.DF) (prop. 5.); 
quindi il segmento di sfera che e la somn1a di questi due 
volumi avrà per misura, 

. i 1t •. EF.(2BE
2 
+2DF

2 
+2BE.DF+BD\. 

Ma conducendo BO parallela ad EF, si ha 
-2-2 -2 Dq:::;DF- .BE, o DO =DF -2DF.BE+BE, 

e per conseguenza 

BD
2 = B02 

+noª= EF2 + DF 
2 
-2DFxBE+BE

1
; 

sostituéndo adunque questo valore nell' espressione del 
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s g1nento. e i:orrl i "ntlo 1< qnnnl .Hl\ cho si clistruggono, -si a,rà per la S( lidH:\ <h1l sog1nento, 

----2 - -t -- 2 
¾1tEF.(8HE .+ 301•1 +EF J; 

e~pres~ione che si cornpone di duo parti, <li cui l' una 

¾1tEF. (3BE! + 3Dl1 \ o ~w. (n 1m2 

+ iC. DF 2) 
' 2 

e la se111i,on1111a dclle bn.si 1noltiplicata per 1'altezza, e 
r altra ¼ 1C.EF

8 
ra.ppresenta la sfera di cui EP e il diarne­

tro; e perà ogni seginento di sfera etc. 
corolla.rio. Se una delle basi e nu11a, il segmento di 

cui si tratta diviene un segmento sferico ad una sola ba­
se; d' onde ricavasi che ogni s·egniento sferico ad una ba­
se equivale alla nietà del cilindro della stessa base e del­la stessa aztezza , piu la sfera di cui quesC altezza e il 
dianietro. 

FINE DELL
1

0TTAVO LIBRO. 

• 

\ 
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1. 

GEO~lE'l'BIA NELLO SPAZIO 

TEORlIMI DA Dil\1-0S'rRARSI 

1. Se una retta e perpe11elicolare ad. un piano, ogní pia­
no parallelo a questa retta sarà perpendico1are al primo 
piano. 

2. Due rette parailele fanno angol.i uguali collo stesso 
piano. 

3. Se in un angolo triedro due angoli piani sono ugua­
li, i diedri opposti saranno uguali e reciprocamente. 

4. In un angola triedro, ad un driedro maggiore é op­
posta una fa.ccia n1a.ggiore e reciprocamente. 

5. I tre piani perpendicolari alle facce di .un angola 
triedro , condotti per Ie bisêttrici dêgli angoli piani di 
questo triedro si tagliano secando la stessa retta. 

6. I tre piani condotti per le costole di un angola trie­
dro perpendicolarmente alle facce opposte si taglian9 se­
cando la stessa retta. 

7. I piani condotti per le costole di un angolo triedro 
e le bisettrici delle facce opposte si tagliano secando una 
stessa retta. · 

8. Se ual vertice di un angola triedro si conduce in o­
gni faccia una perpendicolare sulla costola opposta, que­
ste tre perpendiculari staranno in uno stesso piano. 

9. ln ogni tetraedro, Ie rette che congiungono i punti 
di mezzo delle costole opposte si tagliano scambievolmen­
te in --due parti uguali. 

10. Due tetraedri che hanno un . angolo solido uguale 
stanno fra loro comei prodotti delle costole che compren-
dono quest' angolo. . 

11. Il piano bisett .ore di un angolo diedro d' una pi_ra­
mide triangolare divide la costola opposta in due seg1nenti 
proporzionali alle facce · adiacenti. 

1:2. Se un tetraedro ·contiene un angolo solido trirettan­
golo, il quadrato della faccia oppostasarà uguale alla som­
ma dei quadrati delle altre tre. 

13. Il volume di un paralle1epipedo troncato ha per mi­
sura il prodotto della sua base per la perpendicolare ab­
bassatadal centro della base superiore sulla base in_ferio1:e: 

14. ln un tetraedro, le ·rette che con giungono 1 vert1c1 
con i punti d'incontro delle mediane delle facce opposte, 

.. 
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si tagliano in uno stesso punto. (Questo punto e il centro 
di gr avitá del tetraedro). 

15. La perpendicolare abbassata dal centro di gravità di 
un teti·aedro sopra un piano ê la 1neclia delle perpendico­
lari abbassate dai quattro vertici del tetraedro sullo stesso 
piano. ( Come si deve interpretare il teorema , allorché i .­
vertici non si trovano dalla stessa parte dei piano 1 ). 

16. Ogni piano che passa per i punti di mezzo cli due 
?0stole opposte di un tetraedro, divide questo tetraedro 
1n due parti equivalenti. 

17. Per quattro punti non situati in uno stesso piano, 
si puo far passare una sfera e non se ne puo far passare 
che una. 

18. ln ogni tetraedro si puà iscrivere una sfera. 
19. Allorche tre sfere s'incontrano a due a due, i piani 

_ dei tre cerchi d'intersezione si tagliano secondo una stes­
sa retta perpendicolare al piano a·ei tre centri. . 

20. Quando tre rette ortogonali tagliano una sfera , e 
passano per uno stesso punto, la somma det quadrati delle 
corde intercette ê cost ante. · 

LUOGI-II GE01\1ETRICI E PROBLEML 

Nella geometria piana si e chiam ato luogo geometrico 
- una linea contenente tutti i punti del piano che godono 

di una proprietàcomune. Simi1mente, nella geometria dello 
spazio ' si chiama luogo gco'lriet r ico la serie dei punti dello 
spazio cbe soddisfano a una o due condizioni date. 

Questo luogo geometrico puo -essere una superficie o 
una linea. 

Sicchê la sfera ê il luogo dei punti ugualmente distanti 
da un punto dato, e la perpentlicolare innalzata sul piano 
di un cerchio dal suo centro ê il luogo geornetrico dei 
punti che sono ugualmente distanti da tutti i punti della 
circonferenza. 

1. Trovar:e il I uogo dei punti ugualmente distanti da 
due punti dati. . 

2. Trovare il Iuogb dei . punti ugualmente distanti ela 
tre punti dati. . .. . . 

3. Trovare il Iuogo cle1 punti ugualmente d1stant1- da 
<lue piani dati. . . . . 

4. Trovare il Iuogo cle1 punt1 ugualmente d-1stant1 da 
tre piani dat.i. 
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5. TroYRre i1 luogo dr.i puni.i 1lello s p:v,io ugualment e 
distanti da tine r t.tc sHnnto in 11110 st.csso piano. 

G. Luo0·0 dei pnni.i lh~llo spazio n,l nguale dista nza tia 
tre rette s~tuate in uno stesso piano. 

7. Trovare il luo go dei punti ta.li che la som ma delle di­
stanze di ciascuno di essi da due piani dati, sia uguale a 
una r ett a data. 

8. Trovar e il luogo dei punti tali che la som ma dei qua­
dra ti delle distanze di ciascuno di essi da due punti dati 
sia uguale ad un quadrato dato. 

9. Trovare il luogo dei punti tali che la differenza ~ei 
quadrati delle distanze di ciascuno di que~ti punti da due 
punti <lati ~ia uguale ad un quadrato dato. 

10. Tagliando due rette non situate in uno stesso piano 
con una serie <li piani para11e1i. e tirando le rette che 
congiungono i punti d' intersezioni di ,ciáscuno di questi 
piani colle due rette date, si domandá. il luogo geometri­
co dei punti cbe. dividono tutte le congiungenti nel rap­
porto <li m a n. 

11. Date due rette ortogonali non situate i_n uno stesso 
piano, ed inserendo fra. esse altre rette di lunghezza data: 
si dom anda il luogo ge ometrico dei punti di mezzo di que-
ste rette. · · 

12. Calcolare i1 volume generato <la un esagono rego­
lare che gira intorno ad uno dei suoi lati. 

.13. Trovare i1 volume gener:1to da un semi-decagono 
regolare dilato ache gira intorno al diametro del cerchio 
circoscritto. 

14. Trovare la superficie della terra in mirian1etri qua­
drati. 

15. Trovare quale sarebbe la misura di una piramidese 
si prendesse per unità di volume la sfera che ha per rag­
gio l'unità lineare e per unità di superficie il cerchio che 
ha per raggio l'unità di lungbezza. · 

16. Gli angoli di un triangolo sferico sono respettiva .. 
mente 58º,18',64º,8',82º,4', i1 raggio della sferae6m;cal­
co lare in metri q uadrati la super fiei e del triangolo sferico. 

11. Trovare il volume di un segmento sferico ad una 
b_ase, d~ cui l'altezza é 4m, e che appartiene ad una sfora 
d1 ragg10 uguale a 9m, 

18. I raggi delle basi di un cono tronco sono 3m, e 5m, 
~d il suo Jato ê 7m di lunghezza; trovarne la superflcie ed 
1I volume. 

1"INE DEGLI ELE:'ilE~TI DI GEOMETRIA, 
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APPENDICE AI LlílRI VI E VII. 
DEI POLIEDHI UEGOLARJ. 

PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA. I\Ton s'i possono avcre clle cinque poliedrt 
'regolai ··i. 

Poiche, essendosi chian1ati poliedri regolari quelli le 
cui facce _ sono l)Oligoni regolari uguali, e di cui tutti gli 
angoli solidi sono uguali fra loro, queste condjzíoní non 
possono aver luogo cl1e jn un piccolo numero <li casi. 

1. Sele facce sono triangoli equilateri, si potrà forma• 
re ogni angolo solido del poljedro con tre, con quattro , 
con cinque angoli di questi triangoli: <la cio n~scono tre 
corpi regolari che son_o il tetraedro; l'ottaedro e l'icosae­
dro. Ne se ne puà formare un numero m~ggiore, perche 
sei angoli di quest~ triangoli essendo eguali a q uattro an­
goli retti, essi non poss9no formare un ango1o solido. 

2. Se le facce sono qu~drati, riunendo i loro angoli a 
tre a tre, ne risulta l'esaedro o cubo; nê si possono com­
binare altrimenti giacché quattro ango1i di un · quadrato 
essendo eguali a quattro retti ,non possono formare un 
angolo solido. . 

_.3. Infine, se le facce sono pentagoni regolari , si po­
tranno riunire i loro angoli tre a tre, e ne risu1terà il do­
decaedro regol are; ne si puo andare pi u ol tre ; giacchê 
tre ango1__i d' un esagono regolare e_quivalgono a quattro 
angoli retti e tre angoli di un ettagono formano anche 
piu di 4 retti. 

Dunque non vi possono essere che cinque poliedri re­
golari; tre formati con triangoli equilateri, uno con qua­
drati, ed uno con pentagoni. 

Scolio. Dimostrere1no nell~ proposizione seguente, che 
qnesti cinque poliedri e~istono realmente, e che se ne 
possono detei;-minare tutte ~e. dimensioni allorche si co­
nosce uoa delle facce. 

PRO ·POSIZIONE II. 
PROBLEMA. Data .una delle facce dt un ·poliedro reoo-

lare o sola111ente 1l suo lato, costruire il poliedro. · 



286 G E01\1E'l.1RIA 

Questo prob1enut ne presenta cinque, che risol veremo 
successiv:unente. 

cosl1 uzione del tetraedro. 

Sia ABC i1 lriangolo equilatero che deve essere una 
delle facce del tetraedro ; dal punto O , centro di questo 
triang-olo, s' inna1zi OS perpendicolare sul piano ABC e 

lin1itata nol punto S in modo che si ab-
B bia AS ==AB; co11giungansi SB, Se : la 

piran1ide SABC sarà il tetraedro richie­
so. 

Poiche, per ledistanze uguali OA, OB, 
00, le obhUque SA, SB, se si allonta­
nano ugualmente dalla perpendicolare 
SO e sono uguali.1\ia 1:1na di esseSA=AB; 
dunque le quattro facce della piramide 

SABC sono triangoli uguali al t~iangolo dato ABC. Inol­
tre gli angoli solidi di queste ptran1idi sono uguali fra loro, 
perche ciascunodi essi e formato d~ triangoli piani egua­
li; e perà questa piran1ide e un t~traedro regolare. 

R 

Costruzione dell' esaedro. 

G Sia ABCD un ·quadra.to dato: se sulla ba­
se ABOD si costruisce un prisma Tetto di 
cui l'altezza AE uguagli il lato AB, e chia­

l'j\..---......-' f ro ch'e le facce di esso saranno quadrati 
o ................. te uguali, e che i suoi angoli solidi risulte-

\. ranno uguali fra ]oro essendo formati eia-

M 

\ scuno da tre angoli retti ; dunque questo ., 
A._...,.....,,, _ __.B prisma ê un esaedro regolare o cubo. 

Costruzione dell' ottaedro. 
n . Sia AMB un triangolo equi-

.,.,.------=- latero dato; sul lato AB si de-
scriva il quadrato ABCD; dal 
punto O, centro di questo qua­
drato, s'innalzi sul suo piano 
la perpendicolare TS termina­
ta da una parte e dall'altra in 

B o T ed S in modo che OT=OS . 
::cOA; e si congiungano SA, SB, TA, etc., avremo cosi un 
soHdo SABCDT composto di due piramidi quadrangolari 
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SABCD, TABCn rinnit o por la loro haso com un e ABOD, 
che sarà r ott:1etl1·0 r egolar o richi s i.o. 

Infa tti i1 trian 1rolo ÀO~ o rottan golo in O, come pure 
il t rian g·olo AOD; i Jnti AO, OS, OD sono ugua Jj; dunr1ue 
qu st i t rinn go li sono uguali o p reio AS==AD. Si d imo stre- · 
r à ~imiln1ente che t ut ti gli nHri tr iangoli rct tangoJi AOT, 
BO~ COT etc. sono 11gunli al trinn l'0Jo AOD; e perà t ut ti 
i lat i AB, AS, A 1., etc ., ns~cndo 11 J' trn,I i fra loro, ne segu e 
che il solido SA.TIODT si trov er:1. com fH'<'SO fra otto t rian­
goli uguali al trian o·olo equilat cro AJJM. Dico inoltre che 
gli angoli solidi del poli0<lro como S o lJ sono ugua li fra 
Ioro; poiche essendü evid entemen te il t rian golo SAC u­
guale al triangolo DAC e 1' an golo ASC retto , Ia figura 
SATC sarà un quadrato eguale al quadrato egualeAB OD. 
l\fa sesi paragbna Ia piram ide BASCT,.alla piramide SABCD, 
consituare la baseASOT della prirna sul1a baseABCDdell a 
seconda; il punto O essendo un centro comune, l'altezz a 
OB della prima coinciderà con l'altezza OS rlella seconda, 
ele due piramidi si confonderánno in una sola; dunque 
l'angolo solido S ê ugua1e all'ang-010 solido B·, -e percià il 
solido SABODT ê un ottaedro regolare: -

Scolio. Se tre rette uguali AO, BD, ST sono perpendi­
.colari fra Ioro e si tagliano nei 1oro punti di mezzo , le 
estremità di queste rette saranno i vertici di un ottaedro 
regolare. · 

Cóstruzione del dodecaedro. 

I 

M 

Sia ABODE un pentagono rego­
lare dato; siano ABP ,- CBP due an­
goli piani uguali all'angolo ABC ; 
con questi. an goli piani si fornü 
l'angolo solido B, e sia K l'inclina­
zione scambievo1 e di due di questi 

r piani. Si costruiscano del pari ai 
punti O, D, E,A,degli ·angoli solidi 
uguali all'angolo solido ll e dispo-

o sti nello stesso modo;il piano CBP 
avràlamedes'ima posizione delpiano BCG,poichêessi sono 
iticlinati l'uno e l'altro della stessa quantità K sul piano 
ABCD. Si puô adunque nel piano PBCG descrivere il pen­
tagono BCGEP uguale al pentagono ABODE. 

Se si fa ]o stesso in ciascun degli altri piani CDI, DEL . 
etc. si avrà una superficie convessa PFGH etc. composta 
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di sei pentagoni regolari ngual i ed inclina ti ciascuno sul 
suo adiacente per ln ste~~a qun.ntità K. · 

Siapfgh etc. una seconda superflcje uguale aPFGH etc. 
io dico che queste duo superficie possono essere ri unite 

- in 111000 da for1nnre unasolasuperficie convessacontinua. 
Infntt.i, l' ango]o opf per ese1npio, puó combinarsi con 

i due angoli OPB , BPF per for1nare un angolo solido p 
uguale all'angolo B, ed in questa unione non si cambierà 

v per nu11a l' inclinazione dei piani 
BPF, BPO, poichê questa incJina 4 

zione e appunto quel1a che si ri-
m chiede per la forn1azione dell' an­

gola solido. 
Jnoltre, nello stesso tempo che 

L ,----< 9 si forma l'angolo P, il lato pf s'ap-
plicherà sul suo uguale PF ed al 
punto F si troveranno riuniti tre 

'- angoli pianf PFG,pfe, efg che for-
meranno un angolo solido uguale a ciascub.9 degli angoli 
già formati; questa combinazione si farà sen.za cambiar 
niente nê allo stato dcll' angolo P, ne a ·quello della su­
perficie e/gh etc.; perchê i piani PFG, efp, dt già riuniti 
in P, hanno fra loro l' inclinazione convenuta K, al pari 
dei piani efg, efp. Continuando successivamente nello 
stesso modo,si vedrà che le due superficie si combineran­
no l' una coll' altra, per non formare che una superficie 
continua e rientrante in sê stessa: questa superficie sarà 
quella del dodecaedro regolare, perche' essa si compone 
di dodici pentagoni regolari uguali, e tutti i suoi angoli 
solidi sono uguali fra !oro. 

Costruzione dell'icosaedro. -
Sia ABC una delle sue facce; e necessa-rio primieramen­

te formare un angolo solido con cinque piani uguali al 
piano ABC ed ugualmente inclinati ciascuno sul suo adia-

t;' cente. Per far cio, sul lato B'C' uguale 
a BC, si costruisca il pentagano rego­
lare B'C'H'I'D' ; dal centro di questo 

,~:---.1~--::rf"l:n' pentagono s'innalzi sul suo piano una 
perpendicolare terminata -inA~ in.-mo­
do chA B'A'==B'C'; e si tirino A'O', 
A'H', A'I', A'D'; l'angolo solido A' for­
mato dai cinque :piani B'A'C',O'A'H' 

. - . ~, ..... 
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etc. sarà l' angolo soli<lo richiesto. 
fnfatti, le obbliquo A'B', A'C' etc. , 

essendo uguali, e una di esse A'B' es­
sendo egua]e al lato ll'C', tutti i trian­
goli B'A'C', C'A'I-I' etc. saranno ugua­
li fra Ioro ed al triangolo ,lato ABC. 
Inolt.re, e evidente c~e i piani A'.B'C', 
C'A'H' etc., sono ugualmente inclinati 

n ciascuno sul suo ad.iacente; poiche glí 
angoli .solidi l'I', C' etc., sono ugua1i fra di )oro, essendo 
ognuno · fornulto con due angoli di triangoli equilaterí ed 
uno di pentagano regolare; se dunque indichiamo _ con K 
l'.inclinazione dei due piani che contengono gli ango1i u­
gua.li, l' angolo I{ sarà nello stesso .tempo l' inclinazjone 
di ciascuno dei piani che cornpongono P angolo solido A' 
sul suo adiacente. . . 

Cio posto, se si formç1no nei punti A, 13, C degli angoli 
solidi uguali ciascuno all' angola A', si avrà -una s-qperfi• ' 
cie convessa DEFG etc. composta di dieci triangoli equi-
1 ate ri, di cu i ognuno sarà inclinato sul .suo adiac ·erite per 
Ia qu_a.ntità K, e gli angoli. D, E, F ei.c. del suo contorno 
riµniranno alternativamente tre e due angoli di tria.ngo1i 
equilateri; sicchê, se immaginiamo una secorida superfi­
cie ugua1e al1a sup~rficie DEFH etc.; quesl~ due superfi­
cie pqtranno adattarsi scambievolmente col combinare 
ogni angola triplo dell' uno con un angolo doppio dell'al­
tro; e siccome i piani di questi angoli hanno già rra loro 
tinclinazione K necessaria per formare un angolo solido 
quintuplo uguale all'angolo A, cosi con -una tal combina­
zione non verrà nulla a can1biarsi alla posizione di ogni 

.superficie in particolare: e tutte e due formeranno una 
sola ~uperqcie co11:tinua composta ~i ven~i triangoli equi­
lateri-.' 

. Questa sup~rficie sarà quellà dell' icos 'aeclro regolare , 
perchê inoltre tutti i s.uoi ango1i solidi sono uguali fra 
di loro . . · . 

PROPOSIZIONE III. , . . . . 
. 

PROBLEMA, Trovare l'inclinazione di due faéce aclia­
centi dt un poliedro r.eoolare .. 

Quest'inclinazione si de<luce immediatamente dalla co• 
struzione che si ê <lata dei cinque poliedri rego la ri, alla 

BLANCH~'r-Eleni. di Geo1netria. 19 



290 
qna1e bi~oo·nn. ng·Lrin1~ )'.L ro i1 prol?1e~a. c1 i geometria cle­
scriti ,iYa: "'lldn da~1 1 tre, angolt p1an1 ch e _formano un 
~1n~·olo sohdo detorn11nare 1 ango1o che due d1 questi pia­
ni fauno fra loro. 

1\ ,z tet-raed1,o."Ogni nn golo solido essendo formato da 
t re angoli di triango li ,~qnil ate ri, biso gne rà cercare col 
problen1a citato, l' an go lo che d no d i que sti piani fanno 
fra loro; quest'angolo sarà l'inclinazione tli <lue facce a­
diaceni.i del tetraedro. · 

Nell'esaeclro. L'angolo di due facce adiacenti e un an­
golo retto. 

NelCottaedr·o. Forn1ando un angolo solido con due an. 
g61i di tri angoli equilateri ed un angolo retto, l'inclina­
zione dei due piani che contengono gli a,ngoli dei trian­
goli sarà quella di due facce .adiacenti deu· ottaedro. 

Nel dodecaedro. Ogni angolo solido essendo formato 
con tre angoli di pentagani regolari, l'inclinazione dei 
piani di due di questi angolí sarà quella ,delle facce adia­
centi del dodecaedro. , 

Nell' icosaedro. Formando un angolo solido con due 
an:goli di triango1i equilateri e_d uno di pentago~o rego­
lare, r inclinazione dei due piani degli angoli dei trian­
goli sarà quella <li due facce adiacenti dell'icosaedro. 

PH.OPOSIZIONE IV. 
PROBLEMA. Dato il lato cli un poliedro regolare, trà­

vare il ragg{o deUa sfera inscrritta e queUo delta sfera 
circoscritta al poliedro. 

A.ndremo in primo luogo a dimostrare che ogni polie­
dro regolare puô éssere insc _ritto e circoscritto nella 
sfera. 

A Sia AB il lato comune a due facce adia­
centi , siano · O ed E i centri di queste 
due f acce; CD, ED le perpendico1ari ab­
bassate da questi centri sul lato comu: 
ne AB, le quali passeranno pel punto d1 
rnezzo D di questo lato, e farannõ fra lo­
ro ·un .. angolo c_onosciuto , che ê ~uello_ 
dell'inclinazione delle tlue facce ad1acen-
_ti, determinata col problema precedente. 
Ora, se nel piano ODE perpendicolare ad 
AB, si conducono su di OD ed ED le per· 
pendicolari in<lefinite 00. ed EO che · s'i?--
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contrano in O, io tli ~o 'ho il pnnto O sarà il centro 
della $fera in~crii.tn. o t1nollo dolla ~fera circoscritta, il 
ra~;gio della primn. rn~~ondo 00, o qnollo clol1a ~ocon,]a OA. 

InfaU ,i. si' 'nm' lo apotmnc CD, DE sono uguali, e rípo­
t nusa n 1 e di "'n1nnne, cosi il triangolo rottango]o ODO 

UQ'nal:l al trin.no·o1o rettangolo ODE, e la perpendico)a­
l" . 1 -.. e no·uale alla pnrpmHlicolar-n OI~: ma AB essen do 
perpendicolare al piano ODE, il piano A BUô per-pcnrl ico­
lare a ODE o ODE atl ABC , etl e puro 00 nel pian o ODE 
perpendicola.re : _,,D intorsozione com uno ,lei pian i (J DE 
ABC; dnnque 00 snrú perpcndicolare al piano ABC. Per 
la stessa ra )'ione EO ê perpendicolare al piano A BE ; fl 
pero le due perpendicolari 00 , EO condotte ai píani di 
due facce adiacenti dai centri di queste facce, s'incontre­
~"anno in uno stesso 11unto O .e saranno uguali. Supposto 
1ntanto che ABC e ABE rappresentino. due altre facce a­
diacenti qualunque, l' apoterna CD resterà sempre della 
stessa grandezza con1e pure l' angolo CDO metà di ODE ; 
sicche il triangolo rettangolo CDO ed il suo lato 00 sa­
ranno uguali per tutte le facce . del poliedro ; se qunque 
co1 punto O con1e centro e con un raggio 00 si descrive 
una sfera, questa sfera toccherà tutte le facce · del polie­
dro nei loro centri (poichê i piani ·ABO, ABE risulteran­
no perpendicolari all'estremità di un raggio) ·e la sfera sa­
rà inscritta nel poliedro , o il poliedro circoscritto a1la 
sfera. Inoltre, tirando OA·, OB; per esser~ CA==OB, le due 
obblique OA, OB allontanandosi ugualmente dalla perpen­
dicolare saranno uguali; lo stesso avverrà per clne altre 
rette qualunquc menate dal centro O alle estremità di 
uno stesso lato, dunque tutte queste rette sono uguali fra 
loro; e percio se dal punto O co1ne centro e col raggio 
AO si descríve una superficie sferica, questa pa serà per 
i vertici di tutti gli ang0li solidi del poliedro e la sfera 
sarà circoscritta al poliedro o il poliedro in~critto nella 
sfera. · · 

Dopo di cio 1a soluzione d_el prob~e-ma p~opo~to non 
presenta alcuna difflcoltà, e s1 puo efiettuare cosi: 

Essendo dato il lato di una faccia del poliedro , si de­
scriva questa façcia e s-ia CD la sua ~pot~ma .. Si c~rchi 
per mezzo del problema precedente l 1nchnaz1one c11 due 
facce adiacenti del poliedro, e· si costruisca rangolo ODE 
uguale a questa inclinazione : si tagli DE=CD , e con-
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ducansi 00 ed EO perpcndicolari a 
·oo ed ED: qucste due perpendicola­
ri incontrandosi in un punto O, snrà 
00 iI raggio della sfera inscritb -, nel 

poliedro. 
Se poi sul prolungatne:p.to di -DC si 

prende CA uguale al _ raggio del cer­
chio cil·coscritto ad una faccja àcl 
po1iedro,sarà OA il raggio della sfe­

v ra ci rcoscritta questo stesso po-

Scolio. Dalle p1:oposizioni precedenti si possono dedur-
re diverse conseguenze. -

·1. Ogni poliedro regolare puà essere decon1posto in 
tante piran1idi regolari quante sono ·le facce del polied~o; 
H vertice comune di queste piramidi sarà . il centro del 
poliedro, che e nello stesso tempo quello delle sfere in-
seri tta e ci rcoscritta. · · _ 

2. La solidità di un polied~o regola:re ê uguale alla sun 
superficie n1oltip1icata pel terzo del raggio della sfera in-
scritta. · . 

3. Due poliedri regolari dello stesso non1e sono due so­
lidi simili , e · le loro dimensioni omologhe sono propo~­
ziona1i; sicche i raggi delle sfere insc ri tte e e ircoscritte 
stanno fra · loro come i lati di questi poliedri. · 

4 Se s, inscrive un poliedro -regolare in una sfern .. , i -
piani condotti pel centro e per i diversi lati divide__r~nno 
la superficie della sfera in tanti poligoni sferici eguali e 
sin1i1i, per quante sono Je facce del poliedro. 

. . 

AGGlUNTE DEI"' TRAT)UTTORE 

DEFINJZIONI. 

, Se _un ~unt? O (fig. 1) preso nel piano cH un pol_igon~ 
..itBCDE si un1sce con i vertici, e sulle congiungent1 o sui 
loro pr?lungamenti si prendono le parti Oa, Ob, Oc, Ocl, 
Oe, tal1 che si abbia 

OA OD 00 OD OE ni -- =--__._. _______ __.. 
Oa Ob -oc-Oà- Oe - n 
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gU estrenü di qn')g\o l1istan/Jo snrnnn o i vcrtici di un al­
t ro poligono simil o Rimilnrnn t.n di ~pnsto al polígono 

F ig-.1. dn.1.n. Ed inf'atti, i lat i dr,J 
2° po1igono <li vidondn i lati 
<l ei tri an~roli OAB, ROO, .•• 
i n pm"ti proporzi onali , so-
no r'iRpcUiv amente para1-
1c1 i o <1.uin<li proporzion aii 
ai lati ,lcl 1º po]igono ; e 
pcrú riucHti <] ue poligoni 
aven(Jo gli angoli egua li, 
perc he format.i <la rette pa- -
rall r.le, ed i lat i proporzjo. 
nali sono simili. 

A questi due polígoni 
Chasles ha dato il nome di 
omoteli ci;e viu partico lar­
rnente si dicono di t e/li o 

b <" inver·si secando che ~d tro -
. ·v-ano o pnr no dalla s tessa 

parte del punto O, il q uale si e chiamato centro cli orllo­
:/.etia o di sirnil'iludine. La tlistariza d_al centro di omote­
tia ad uno dei vertici dei poligoni si definisce ragg ·iu v·et­
.tore; ed i1 rapporto costante dj due raggi vettori on1olo­
ghi vien detto rappo r to di sirnilitu cline dei due poligoni. 

0orolla1'1 io I. Essendo dati duc poligoni omotetici, tor­
na facilissimo il costruirne il centro di orpotetia; giacchê 
hasterà congiungere due vertici qualunque dell·uno cogli 
-omologhi dell'a1tro; ed allora il punt<? d'intersezione sarà 
i1 centro don1andato. 

Corollarto II. Se in uno dei poligoni si tirano due dia-
gonali qualunque BD, EC , e nell' omotetico si tir~no l~ 
due dia(J'onali omologhe bd, ec, la retta Ff che un1sce 1 
punti d1ntersezion~ pa~s~r~ c~ntro ~ ·, . Ed invero, dall'essere s1m1h 1 tr1angol1 EFD e ofd, s1 ha 

EF ED ---ef . ed' 
e, per essere 

l~D OE . EF OE. - = - Sl ha -f = o·~, ed Oe <> e 
proporzione che ha }uogo ncl solo iriangolo. 
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'l, E OREMA, 

r-r( . i t .POligoni ABCDE, n.bccl0 clello stesso num.era úi 
l ti {i ·. 1 ª) sono tali che lc 1·ette clle unisco no i verlici 
d I p1·üno con un dato punto 1 sono ris pell ivament e 
pa,·allele e p1·oporz io11 ali alle i•etlc che uni scono i ver­
tici el secon,clo p olig ono con un altro pun to dato P' i 
due p oligoni sono o-niotetici. ' 

Si uniscano i d ue punti P, P' e sulla retta PP' , o sul 
suo prolung a111ento, si segni un punto O in modo che si 
abbia 

OP AP. 
- == -' OP' ltP' , 

si congiunga il punto O coi vertioi A, a. I due triangoli 
9AP , OaP' avendo un angola eguale compreso fra lati 
proporzionali, sono simili, e-~i avrà PAO==P'aO. · 

A.dunque, i due raggi vettori ·OA, Oa coincidono e s.i 
ha la proporzione 

OÀ OP 
- --· 
Oa OP' 

Similmente si dimostra che 

OB OP 
Ob == OP' ecc._ 

e pe-ro secando la data definizione i due poligoni ABCDE, 
abcde sono omoteticL 

Scolio. I punti P, P' che rispetto a due poligoni 01110-. 
tetici godono della dimostrata proprietà, si chian1anopot~ 
coniugali; e la retta che li unisce, passa pel centro d~ 
similítu.dine. Di maniera che dato il polo P di uno · dei 
poligoni , si troverà il polo coniugato <lel poligon? orno-

. tetico coll' unire il polo P col centro di sinülitud1ne , 0 

col condürre da uno dei vertici .del 2º poligono la p8,r~l­
Jela alla su3: omologa, cioé a que1la che unisce il verti?~ 
omologo al polo P: il punto P' che si ottiene sulla PO s,\ 
rà i1 polo richie s to~ 
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TEOREMA. 

Due poligoni A.'B' 
o'' C'D' , A''B"O"D'' o-

1notetíci acl itn ter­
zo ABOD, sono omo­
telici fra di loro. 
Sjano OedO'icen­

tri di omotetia dei 
poljg.oni (ABOD, A' 
B'O'D'), (ABOD, A11 

A'B', A''B" i lati o-
( - 1 ~ ~"O"D"): essendo 

,•, mologhi di due po-
. · o ligoni omotetici ad 

ABCD, sono entran1bi paralle1i ad AB e quindi paralle li 
fra di loro -; e per una si mil e ragione tutti gli artri lati 
del poligono A'B'C'D' sono rispettivamente paralleli ai 
lati ·del poligono A"B"C''D" .- Inoltre essendo 

A'B' B' O' C'D' . 
--- --::t::--AB- BC CD ... 

come pure 
A"B" B"O" O"D" 

BC CD · ••• AB 
. .. 

s1 avra 
A'B' B'O' 01D' - . _,_ 

A" B'' ....... B"C'' O''D" •.• 

e pero i due poligoni in quistione essendo simili d1. formh. 
e di posizione, sono omotetici fra di loro. . 

. TEORE:MA. 

· Tre poligoni omotetici a due a di.te hanno i tre centri 
di omotetia-in linea 1retta. -

Si ano ABCD, A'B'C'D', A"B"C" D" (vedi fig. ~) tre · poli­
goni a due a due omotetici e ~iano O, O' , O" i centri di 
omotetia di queste tre coppie di poligoni: dico che O, O', 
O" sono situati su di una stessa retta. 

Infatti, se si consideri O' come uno dei due poli coni~ .. 
gati dei due po1igoni ABOD·, A'B'C'D', per quello che ah .. 
biamo detto pr'ecedentemente, 'si otterrà l'altro polo con-
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iugato co1 con n·iunn' 'l'O O' col centro d1 omotct.ia O di 
ques t i lu poli~·oni, e col conclnrrc da uno <lei vertici A' 
de 1 2° p 1 l i.Q"ono 1 a pa rall e la A'O'" a lla sua omo loga AO' 
la qu:,l ~ p r l'01notetin. ctc~gli altri due poligoni, deve pas~ 
sar per A"; sicche si ha 1u propo1·zione 

A'O' '' A'B' . 
AO' =-: AB ' 

n1a per i potesi si ha pure 
A" O' A"B" 
AO' - AB ' 

e pero queste due proporzioni avendo i medesimi conse­
guenti, daranno r altra ptoporzione 

À'O"' A'B' 
·--· 

A"O' A"B'' ' 

e per conseguenza O' ed O"' essendo p'oH coniugati ariche 
rispetto ai due poligoni A'B'O'D', A"B''C"D",, rte segue che 
il loro centro di omotetia O'' deve trovarsi sulla retta 
O"'O', la qual e non e altro che la retta 00'· prolungata. 

TEOREMA. · 

Se due poligoni dotati di centro ·sono omotetici dir·etti, 
sono pure omotetici inversi, e reciprocamente. 

Per fissare le iâee, 
Fig. 3.ª consitleriamo due pa-

0 rallelogrammi omote­
tici diretti ABCD, A' 

B B'C'D' (fig. 3ª): essen-
do essi dotati di cen.­

~====-=====~-~ -~ o tri, di mos treremo che 
sono nello stesso t-.11n-

A po omotetici inversi. 
ln i. 0 luogo e utile ricordarsi cbe se si tirano le due 

<liagonali AC , BD , n9n che Ie altre due A'C'. B'D', i du~ 
centri E , E' come punti d' intersezione di due <liagonal! 
omologhe, si deb bono trovare in Jinea. retta col centro <ll 
ornotetia O <lei due poligoni. 

Cio premesso, se si unisce un vertice quàlunque A de~ 
1 .0 polígono col vertice C' clel 2.º per mczzo della retta ..,i\..C 
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che inconi.ra l nli.t'a EE' in O', i <lne Lriangoli ARO', C'E'O' 
essendo ~ilnili, dnrannn ln p1·n1HH'7.ione 

AO' A lD 

0'0' == C'E' , 
1n~ i hn 1n1r 

AE ATI 
A.'E'- A'l', 

p r essere A'E' = C'E', 
Al!.4 AD 
O'E'== A'D'· , 

queste due proporzioni avendo adunque una ragione di 
comune , daranno l' altra proporzione 

AO' AB 
C' o,=== A' B\ 

vale a dire che la retta AO' .ri mane divisa in O' nel 1·ap-
porto di sinülitudine dei due poligoni. . 

Similmente si dimostra per qual~nqúe altra retta che 
unisce i vertici omologhi B, D'; O, A'; ·n, B'; e per conse­
guenza O' e centro di omoteti a dei due poligoni , i quali 
sono omotetici in versi, giacchê i raggi rettori O' A, O'C' ... 
sono i prolungamenti gli uni degli altrL · 

corollario. Due .poligoni omotetici dotati di centro han­
no sempre due centri di omotetia. 

DEli11NIZ10NI. 

Se un .punto comunque situato nello spazio si nnisce 
con i vertici <li un poliedro , e sulle corigiungenti o sui 
]oro prolungamenti si tagliano delle parti che sono in un 
rapporto costante c-on le intere congiungenti , si .otti ene 
·un novello poliedro non solamente simi le di for1na , . per 
avere le facce rispettivaniente simili a quolle llel dato po• 
liedro, ma ancora simile di posizione. 

Questi due poliedri si dicono omotetici ; e saranno di­
rettt o inversl secondoche si trovano o pur no dalla me ... 
desima parte del punto dato, if quale si -chiama cent·ro di 
omotetia o dt sirnililudine. . 

Le rette cl1e unisconó il centro con i vertici lli due po­
liedri omotetici, si chiamano rag(Ji vettori .: due verti~i 
situaii sullo stesso raggio vettore si dicono otnolouhi o 
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co~•rfs:ponàenti ; i. lati dei poliedri che congiungono ver­
ti i n1oloo·hi si chhnnano or,nologhi, r, le facce che han­
n 1 yertici a due a <lue on1ologhi si dicono anche omo~ 
loghe . · 

E facile il concepire che i d ue poliedri 01notetici diretti 
:n-endo le facce silnili e sin1ilmente tlisposte, hanno gli 
angoli solidi on1ologhi eguali; n1entre i due poliedri omo­
tetici inversi avendo le facce sin1ili ed inversamente di-
sposte, a, ranno gli angoli solidi si1nmetrici. . 

Del resto , tutte le proprietà dimostrate per i poligoni 
omotetici, sono applicabili ai poliedri; e sicco:me le dimo­
strazioni sono identicbe, cos1 torna inutile il ripeterle. 

PROBLEMA. 

Dali i tre lati di un triangolo; calcolare: I. l' area deL 
triangolo; 2. la bisettr•ice di uno dei suoi angoli; 3. ilra.g­

. {Jio del cerchio circoscritto ; 4. il raggio del cerchio in­
scritto; 5. i ·raggi dei cerchi ex-inscrilti (a). -

1. Partia.mo dalla proposizione 12.ª del libra 3; la qua­
le, coll' indicare con a ., b , e i tre lati BC , AC , AB dei 
triangolo, si traduce nel seguente modo 

da cui ricavasi 
c2=:a2+b 2-2axCD , 

a2+b2-c2 
CD==---

2 
Inoltre, 

prop. 11) 
il triangolo ACD rettangolo in D ci dà ( lib. 3 

AD
2 

== A02 
- c1? == (AC+CD) (AC-CD)== 

( 
a 2+b 2-c2

) ( a2+b 2-c 2
) 2ab+a2+b2-c2 

b+ --- b- --- ::::: ------X 2a 2a 2a 

2ab.....:.a2- b2+c2 (a+b) 2-c2 c2-(a-b)2 
---·---- -.- ----X-- .. --= 2a - · 2a 2a 

(a+b+c) (a+b-c) (c+a-b) (c-a+b) 
- . X - 2a- 2a 

• • (a) Le fi~ure del problema 1neno l'ultima sono quelle dei teo-
cemi che si ci tano. . · 
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ovvero, estraendo la 'radice quadrata tla ambo i n1embri ,. 
l . 

AD = 
2
- ~J(a+b+c)(a+b-c)(a+c-b)(b+c-a); a . 

se dunque chia111iamo S l'area del triangolo, si avrà (lib .. 
3 pr. 6) 

S:::fBCxBD (a+b-c) (a+c-b) (b+c-a) 

Questa espressione puo divenire piu semplice coll' in• 
trodurvi il conosciuto perin1etro del triangolo : infatti 
ponendo 

a+b+c==2p, 
si avrà col sottrarre successivamente da tutte e due i 
membri 2a, 2b, 2c. 

a+b-c==2(p-c), a+c-b ·2(p-b), b+c-a=2(p-a); 

sicchê sostituendo questi valori nella trovata espress1one 
di S, questa diviene · 

S= ,Jp(p-a) (p-b) (p-c) 

Se poi il triangolo e equilatero, si avrà 

b-ro-a p-3a 
-v- ·' -2 ' 

e quindi 
S=fa2'\/T. 

- 2. Si conosce (lib.3 prop. 36) che il rettangolo costrui-
to su due lati di un triangolo ê uguale al quadrato della 
bisettrice dell' angola ·compreso , coll' aggiunta ·del ret­
tangolo dei segmenti determina ti da q uesta bisettrice sul 
terio lato. . 

Se .dunque si ·pone , 
BC:::::a, AC~b, AB=c, BC==m, DC==n, 

si avrà 
-2 . 

bc= AD +mn ... (1); 

ma i due segmenti , n essendo proporzion_~li ai lati b , 
e (lib. 3 prop. 18) s1 ha pure . . 

m: n !; e: b, 
ovvero 

m:a-rn ::c:b 
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da cui ri caYnn -- i ~u ') iv:uucnto lo (:oaucnii cguaglianze 
ac 

1nlJ- r. )- 111. ); ?n(b+c)=ac; ni= -. 

ac ab 
n==a-?n==a-- == -­u+c u+c; 

u+c' 

p r se nell· :i relazione (1.) si sosLituiscono ad m ed n i 
:r Y ti , alo ri , quesia -diverrà 

a2bc 
bc=AD +(ú 2 +e) ; 

dalla quale ricavasi subito 

- i a2bc (b+c)2bc-a 2bq (b+c)2-a 2 

AD = bc - (b+c)2 ...._ (b+c)2 == (b+c)2 bc== 

:e quindi 

· (b+c+a) (b+c-a) . 
== (b+c) 2 bc ; 

AD == lt+b+c) (b+c-a) bc, 
b+c 

• Se indichiamo al solito il perimetro con 2p, avremo-in• 
fine per la bisettrice dell' angola in A 

AD = 2\/p(p-a)bc. 
b+c 

3.0 Dalla proposizione 35.ª del.libro 3. 0 si ri1eva che il 
l)rodotto dei tre lati di un triangól ,o e uguale a11a super­
ficie di questo triangolo moltiplicata pel doppio dia1netro 
del cerchio circoscritto. 

ln eonseguenza di cio, se indichiamo con a, b, e i tre 
latí di un triangolo , con s la sua superflcie , e con R il 
raggio del éerchio circoscritto, si avrà , 

da cui 
abc·-:4SR 

abc 
R=-
. 4S 
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l OHútHh po1· il vn.lol'n gi;'t detorrninato, avrf!rno 

n~ r,,!Jc 
4 ,;JJ(l>-- a) (V-ú) (p-c) 

Yale a rlirc che il ?'a,,r;oi o (lcl cercltto circoscrítto ad, un 
t.,·i<1mgo10 e itguale nl 7)rollollo rlei lre lali, diviso p et qua• 
à?·itplo della , snJJe1'/ic?:e del l11 ianr1oto. 

4. Essendo l' ~u·c·t (li un triaugolo cguale a1 suo peri­
met:r 1noltiplicato por la rnotà dol raggio deJ cerchio in­
scritto (lib. 3 prop. 35.n Scolio), nc segue che indic an do 

on r· questo raggio, e conservando al triangolo Je adot­
tate indicazioni si avrà · 

da cui ricavasi 
s~{r(a+b+c) 

f' = 2S _2,/p"(p-:a )(p-b )(p-c) 

a+b+c 2P. 
yp(p-a) (p-b) (p- c. 

p ' 
o in ·altri termini: il 1"aggio clel cerchio inscrillo in -un 
t1•iangolo e eguale aUa sua superfi,cie divisa per la metà 

_ del pe1"i'inefro. 
Corollar•io. Se il triangolo ·e equ'uatéro, i precedenti va­

lori diR, r diventano moito ·piu semplic!; gia~che essendo 

e. quind_i 

si avrà 

b=c-:-a, 

·p=J á,-_ 

a a 
R=--=:.., 1·= -· v·3 

fig. 4.a 

' / .. 
'' ,~' ,/ 

\ •. / ! '- n ., ! 
.. --/2--,Â\. ./~E-

' ' ' ' '\ ,' 
' ' . , . . 

\.' 

o~ 

. 

5. Sia 0 1 il centro di ·uno dei 
cerchi ex-iscritti al triangolo 
ABC, ed r1 il raggio che, come si 
conosce, ·e una delle perpendico­
lari O,iD, 0 1E; 0 ,1F abbassate da. 
O 1 RU i tre 1 ati del triangolo 
-ABC -prolungati se occorre. 
E evidente che se si congiunge 

il centro O 1 coi tre vertici de l 
dato triangolo , verranno a for­
marsi tre altri tríangoli AO, B , 

• 
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AO1C BC?tO co~1 le. n.ltez7,e 0_1E, O~F, C1D eguali al rag i 
d l l~Ch~o "X-l~Crl t!,o ' e dei quah Ie aree dei primi !u~ 
pr se 111s1<:11ne d1ffer1scono d·1 que1la dei terzo per la e 
p:rfiçi~ d êll\ proposto: sicche ~e s'i?dichi ~on s l'area i~1 
d.1.to t.11angolo, e con a, b, e 1 suo1 tre lati, si avrà 

S-AO B 'O c1··1 b?/11 ar1 r 
- 1 +A. 1C-B0 1C = --1- ---- .....!. (ctb a) 2 2 2-2 - ; 

d' onde rica, asi 

2S 
r - . 1

- c+b-a' 
.e ricordandoci cbe 

in cui · 
S==-,/ 1J(p-a)(p-b)(p-c), 

a+b+c 
p===., 2 ' 

-
e quindi c+b-a=2p-2a; il precedente vaiore di r, prel}--: 
derà la forma _______ · · 

,/p(p- a) (p-b) (p-c) 
r1. ==---------

. p-a · p-a ' 

Con un ragionamento affatto simile .si troverà per i 
raggi degli altri due cerchi 

?
,. ........ ,;P(V-a)(p-c) 
2- ' p-b . 

.r2==• / p(p-a)(p-b) -r p-c 

e quindi potremo stabilir la regola che il raggio del cer­
•Chio ex-iscritto aá un triangolo si ottiene col dtvidere 
la sua superfi,cie per la metà del perim ,etro dimin'Uita 
del lato corrispondente. , 

Corolla'i·io. Dal paragone degli ultimi valori trovati co~ 
quello del raggio del cerchio inscritto , si rileva .che 11 
raggio del cerchio ex-iscritto e sempre maggiore d1 quel-
lo dello iscritto. · 

Scolio I. Nel caso del triangolo equilatero, avendosi a= 

-=b=c, e p = :~, i precedenti valori di r 1 ri r 3 dhterranno 
2 
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tutti t_re ~o·un.1 i. ~1d i a,113; e . siccorne il raggio dcl 
cerclno 1scntto d1v1eno in tal caso ! a,J3 cósi si de• 
duc~ cl~e n~L _t1,ia?igolo. equilate? -,O il 1~aggio ~lel cerchio 
ex-1scrllto e 'll ttiplo dz quello del cerchio iscritlo. 

Scol~~ 2. Nel caso del tl'ian~ ·olo rettangolo , indicando 
con a l 1potenusa e con b e e 1 due catoti, si avrà a2=b2+ 
+c2 , 2S==bc: 

Sostituendo questo valore di 2S nella espressione de1 

. 1 l h' . . tt 28 
ragg10 e e cerc 10 1scri o r== --- questa diverrà 

a+b+c' 
, 

~(a+b+c)==bc, che puó anche scriversi r(b+c)==bc-ra. In­
nalzando i due n1embri a quadrato! si avrà r2(b2+2bc+c2) 
==b2c2-2abcr+r 2a2 

; e ponendo a2 per b2fc 2 ed 1,(a+b+c) 
per bc, quest' ultima prenderà la forma 

che col trascurare i termini che si distruggono e col di­
videre per r 2(a+b+c), diverrà infine 2r=b+c-~ , d' onde 

btc-a 
r= ---. 

2 

Con un proc~dimento_identico si otterrebbe 

a+b+c a+b-c a+c-b 
. rt == 2 ' r2 = 2 ' ra = 2 . 

e quindi potremo stabilire pel triangolo rettangolo lese­
guenti regale: . 

1. ª II raggio del cerchio iscritto é u~uale ,~lla semi-dif­
ferenza dell' ipotenusa dalla somma dei cateti. · 

2.ª II raggio del ceréhio ex-iscritto corrispondente alla 
ipotenusa é uguale a1 se~i-pe:im~tro. . · 

3.ª II raggío del cerch10 ex.-15cr1tto a c~ascun cateto ê 

eguale alJa semi-differenzadel cateto corr1spondente dalla 

somma déll' ipotenusa e dell' altro cate~o. : . , 
Scolio 3. Se si moltiplicano fra Ioro . I1 ra~g10 ~el ~er­

chio iscritto in un triangolo qualui:ique ed 1 ragg1 dei tre 
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crchi ex-iscrii.ti, si avrt\ 

[ ,fp (p:__a) (p-b) (p-c) r 
r1·11·21"8 ( ) C b) (p ) ~p(p-a) (p-b) (p-c); . p p-a . p- ~e 

da cni ricavasi 

VP(JJ-n.) (p-b) (p--c)::::: r r·,r2r 8 ; 

n1a il 1. me1nbro rappresen ta l' area del triangolo; si puo 
dunque ritenere che essendo clati il raggio del cerchi o 
inscritto ed i raggi dei tre cerchi ex-:iscritti , si ottien e 
r area del triangol-o coH' estrarre la radice quadrata da1 
prodotto di questi quattro raggi. · 

PROBLEMA. 

Dati i quatt r·o lati di un quadrilatero inscritto in itn 
cerchio trovare le diagonali. · · . . 

Dalle proposizioni 31, 39 del libro 3. em~rge che.il ret- . 
tangolo delle due _diago:µali AC , BD ê .eg:ual~ ~lla __ somma 
dei rettangoli dei l~ti opposti; e c~e queste '.-diagonali 
stanno nella ragione delle somma dei rettangoli costruiti 
sui lati che terminano ag1i estremi di .esse.-

Se dunque si p'one 
AB=a,BC=b, CD=c,AD=d,AO=m,BD=n, 

si avranno le due relazioni 
mn:::::ac+bd 

m ad+bc --
n ab+cd 

che moltiplicate membro a membro ci. daranno per· la 1. 
<liagonale · · 

m == 1 / ( ad+bc) (ac+bd ) · 
. JI ab+cd 

e divise membro a membro daranno P.er l'altra diagonale 

·· n == • / (ab+ca) ( ac-bà). 
JI acl+bc 

PROBLEMA. 

Trova.re l'a.r'ea di un trapezio allorche sono dati i suoi 
quattro lati. 
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o lJ 

E a 

Sia ATICD i1 trapezio , i cui 
lati indichcremo con a , b , e, 
ll : se dnl vP-rtice A si tira la 
relia A E pal'al lela a BO, 1' al­
te7,zn y dei trapezio sarâ queJla 
del triangolo ADE che ha per 
lati lJ, ll, a-e; sicche colI'aver 

e presente da una parte l'espres-
sio n<~ del triango]o per mezzo 

tlei suai tre lati, e da) l'al tra la rnisura general e di un trian­
golo, si avrà pel suudetto triangolo, 

J p(p-b) (p-d) (p-a+c) == ªt V, 

donde ricavasi 

y-==-
2 

• / p(p-b) (p- d) (p- a+c): 
a-e V 

n1a il trapezio si misura moltiplicando Ia metà de1l"a1tez­
za per la somma delle due basi; avremo ·ctunque per l'area 

, . T del trapezio dato . · 

a+c V T==- p(p-b) (p_-d) (p-a+c). 
a-e . . · 

.. 

BLANGHET - Elern, rl/ Geomet,·ia. 20 



't'EMI DI GEOMETRIA · 
PER GLI ESAMl 

DI LICENZA LICEALE 

1.-Relazioni fra i quadl'ati ed i rettangoli costruiti sui 
segmenti di una retta. rreoren1i sul triangolo ottusangolo 
e sul triangolo in generale. (Vedi lep1·oposizioni 8, 9, 10, 
11, 12, 13, 14, <lel libro 3. 0

) Relazioni fra le-basi ele al­
tezze di due parallelepipedi ·o di due prismi triangolari 
eguali. . 

Siario P, P' dtle parallelepipedi o due prismi; B, B' le 
rispellive basi ; A , A' le altr.zze: essendo la 'Jnisura clel 
par-allelepipcdo ed in generale quella ctel ptis1na rup­
JJresentata dal pr·olloflo <.lella lJase per l' altezza ( prop. 
12 lib. 6.), si avr'Ü 

P . AxB P'=A'xB' 

che divise 'i'nembro a membro daranno t' eguaglianza 

P AxB 
P' == A'xB'. 

suvponendo adunque P=P', sa1'àp,ure Ax.B=A'xB'; 
che polendo scriversi 

.B - A' 
; ----- __. 

B'-- A 

ne risulta che le basi dei parallelepipedi e dei prismi e­
quivalenti' sono inversamente proporzionalt alle altezze. 

La reciproca e anche verq, e si diniostra coll'invertire 
il ragionamento che pr•ecede. 

2.-Relazioni fra i segmenti di due seganti o di due cor­
de nel cerchio (prop. 32, 33, 34 del libro 3.º) 

Mi~ura della superficie e del volume dei tre corpi roton­
cH (prop. 1, 3, 4, 7, ~10, 13 del Ubro 8.) 

3.-Angoli nel cerchio. Quadrilatero inscritto (prop, 
19, 20, 211 22, 23 del libro 2.) . 

Volu~e del parallelepip .edo, del prisma, della piramide . 

• 
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1\Ji sura <lell a super fiei e laterale dei IJT'isma, dell~ pi rami­
cle (pr·op. 12 e 16 del libra 6.; 2 e G d.el ltbro 8.) 

4. -Ragione di due cerchi. :il isnra del cerchio e della 
circonferenza (1:,rop. 11 e i 3 r.lel Ub~·o 4.) C') 

5. - Iscrizione e circo~crizione dei polio-c,ni rerrolari o o 
nel cerchio (prop.2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 âel libra 4.) 

Divisione di un pri s1na triangolare in tre pira1nidi u-
gua1i (pr·op. 15 clel l !bro G.) • -

6.-Ra gione di due pa1 al1elogran11ü o di duo trian()'o1i 
<li cguale ha~e o d" e6ua1e alte zza. Se~·n1enti di c1ue l·:1.ti 
<li un t riangolo form at i da una re tt~ che sia pnrallela. ad 
un lat o o hisettri ce <.li u a n n .o (p r op. G, G, 10, 11, 1 · 
del libí 'O .3.) 

'-c1a"ionc f'l'a i l c i lindr o <1 i' co 1l) di n~u: 1i l>;1si L~ll :11-
t ezzc . J{; ;;ío1 e di du r; ·il i r tlri l" l e · ni tl'n,,·u:1lc li~t­
sc o d' 11g11a1c alt czz~ ("Cl r olla ri e /l n J)rop. l del li­
bra -1.) 

7. - Triangoli ·i1nili· propri . : < • t r· :1 11 1· Uangolo 
( p 1"0 J J • 10 , '-L (, , ,.,.1 !... ' ' .. R c/, 1 li l, r :: . 

Il:tginrl<? di dtH! pira111it1i < i , ~ •J; l :tl zz t ( oi·. dellri 
rn·op. lU. <l 1l liln .. o G. ) 

8.-T \orcn1a •·ui r Hr n• li o. ruili con qunltro rcllr, 
proporzional i. 

<Jtteslo leor·euui · tJn(l o, {)tJ ,;u tl<:lla prop.8,t\ cll!t 
/iln·o 3. u 

Jnfatlt, sfa110 A, B. e, D qualt,.o ,•e/lo talt cha st 
abula, 

dicn rh tl , .. ettnngolo r c.:"!e /1~ pfr uir11enstont te ,·elte 
e~·h·e,n .:\,D ê eguale al ,·ellllngolo P che /la per dfrnen­
sioni le r ttc ;n die íl, e. 

Co ·h•uendo th t ,,;;o 1 etta~ golo P'' cite ha per dirJLen-

(•J ln que to nun _er_o clel proFr m?la vi e anch~ Ía te~ria E_u­
clidi1111n delle qunnll t a pr i:orz1onah. la quaJe ri 1luces1 ogg1 a 
qu lln delle ru(Tioni e proporzioni geometriche sui numeri, ri~ 
fi ttend cb l~ (Yrandezze geometri cbe cioe le lin ce, lo sup nr­
fici ed i volumi° es endo rappre ~ent ti da numeri ast.ratti cJ.e 
u indicano le misure, vanno so topo~te alle n1ede$ime loggi dei 

uldeUi I~nmeri. 

• 

• 

• 
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sioni B, D; si av rci pel citato teore'l'na 
P A P' O ; 
p7,= n' P"= n· 

e per·à essendo i seconcli 'tnenibri . eouali, s'i avrà pure 
P P' - --- -P'' _._ P" 

o P~P' 
Reciprocainenle, se un 1,ellanyolo e equiva lente cul un 

aUro, l_e loro dün ensioni saranno proporzio n ali; poi clté 
dall' eguaglianza 

Axb~BxC 
ricavasi la propor zione 

A C 
·B== n · 

Ragione ·di dur, triangoli e di due poligoni simili (prop . 
30. 31 del libra 3.) · . · 

Ragione di due parallelepipedi- aventi ugµali basi 0 
uguali altezze, ragione di due parallelepipedi simili(prop. 
8, 9, 10, 38 del libra 6.} .· 

9.-Ragione di due parallelogrammi equiangoli. 
Due parallelograninii equiangoli stanno fra di toro 

co111e i rettangoli dei lati che c_omprendono due · an goli 
eguali; v piire in ragion composta delle ragioni dei to-
ro lati. , · · 

Questo teorema e una conseguenza della prop. 19 del 
libra 3., giacchê ogni par-allelograrn, _no .e il doppio di 
ciaseun tr·iangolo p1·odotto da ,una delle ,sue diagonall. 

Costruzione <li un poligono · si mil~ ad un dato ed eguale 
ad ·un altro: (problema 13 del libro 3.) 

Divisione di una retta in media ed estrema rag-ione 
(problema 16. deL libro 3-.) , 

Poligoni simili e. similmente posti costruiti sui lati di 
un triangolo rettangolo. . 

Queslo teorema e una conseguenza deite prop.11 e 31 
del libro 3. ed in fatti indicantlo con A, B, O l'ipotenitsci 
ert i due catcti lli un lrtangolo reltangolo, · e cosh·uenclo 

- su di quesle relte tre poligoni P , P' , P" simili e sitnit­
rnente disposli, si avr·à per la prop. 3'1 

P P' P" 
-:::: _:::,. -
A2 B2 C2

; 

- ·- - ·· 
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m.a per la prop. 11 si lla 

dunqu ,e sa·rà pure: 
A 2-=-Bi+c2 

P==P'+ P". 

son 

Di qui l'inter·essanle proprietà che det tre poligoni si-
1nili e simil1nente disposti ·costruiti S'IJi tre lati cli un 
triangolo rettangolo, l'ar·ea di quello costruito sull'ipo­
tenusa e eguale alla so1n11iadelle aree degli altri costrui­
ti s1.,ü cateti. 

Ragione di due pira1nidi triangolari simili (prop. 31 del 
libra 6.) • 

10. - Proporzionalità degli angoli ag1i archi nel cerchio -, 
(prop. 18 ctel libra 2.) 

Ra!rione di due sfere . ._ 

Questo teor·eína .e una consrguenza dello scolio 2. della 
pro p. ·18 clel libra 8.; giacclle se S ed S' sano clue sf eí"e i 
raggi delle quali ~ano R ed R' ,' si avrà 

S 4-R3 S'- 1_n,3. -=~ 1. , -:i'11.J.\, , 

ande 

vale a dire cite i volumi <li llue s(ere sono net rapport o 
dei cubi clei r·aogi o dei âiametri. 

11. - Rapporto di due rette, <li <lue archi di cerchi e­
guali , dei perirnetri e delle aree di due poligoni simili 
(proble11ii 16, 17 del libr-o 2. e prop. 31 del lib1·0 _3.) 

Teoremi sulla perpendicolarità, obbliquità, paralleli­
smo di rette e piani (i primi 24 teorenii del lib1'o 5.) 

12.-Aree delle figure rettilinee (prop. 4, 5, O, 7 del li-
bra 3.) • 

Relazioni fra le basi e le altezze di due prismi o pira­
mi<li triana-olari o coni o cilindri eguali. (Questi teoremi 
~ono pu?"e ~onseguenze tmniediate delle prop. 12, 16 del 
libt·o 6.; e 1, 4 det lib1·0 8.) 

Siano in(atli f> , P' dite P'>'ismi o due piramidi trian­
{)Olari; B, B' le lJast, elt A, A' lc allezze: si. avrà 
per i pris nii 

P=BxA, 

e pe1' le pira111itfl 

P=Bx½A, 

P'=B'xA'; 

P'=B'x½A': 

• - a 

.. 
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sicche sa 
P==P', 

sarà pure pei pr·isnii 
BxA=B'xA' 

e per le pira1nidi .. 
B><.!" ~B'x.!A' · 3~'1-- 3 , -

d' onde ricavasi per· entra,abi i soiidi 

B A' 
B'== A . 

e quindi in due prisrr1i o piraniicli eq·uivalenti le basi 
sono in ragion -rectproca dclle alte zze. 

Se in ultimo indichiarno con O , C' dne cll i nll1·i · 1·etli 
o due coni relli; con R, R' i raggi dellc basi e con A, A' 
le rispelllve altezzc; si avrà 
per i cilindri 

e per- i cont 

e pero se 

, n ,... \' - - .. _.,, _ 
- · · \ ,. • 1 

C'- -R'2 • ·\'· - .. a· , 

C=C', 
ne re[Jui,"à 1~m· i cilfnd1·i 

per i coni 

e pe1' entra,nbi 

ovvero 

nR!x.A==1rR'!xA', 

-R ! A' . 
~. I 

R,. A 
ã; \.- ' 

R ! A.' 
R't== A .• 

Dunque in due cilüidri o coni equiva/enlt le allezze 
sono in ,·agion reciproca delle bast; oppure dei quadrati 
dei raggi o dei diametri di queste n1edesime basi. 

FINE. 

' :. .. _.,... __ 
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