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EXTRAIT DE L'AVERTISSEMENT
DE LA TROISIEME ÉDITION.

Les deux premiers Volumes de notre Cours de Malhé-

mauques , parvenus aujourd'hui à leur troisieme édi-

tion, forment un tout complet et constituent le domaine

principal des Mathématiques élémentaires. Le tome I

. comprend l'Arithmàique et l'Alge'bre elementaire ; le

tome Il, Ia Geometrie et Ia Trigonomàrie.

Les tomes Ill et IV sont consacrés tout entiers à

I'Aigebre supérieure, que nous avons cru devoir exposer

avec de grands détails ....

Nous demandons maintenant Ia perrnission d'ajouter

quelques indications relatives à Ia présente édition du

tome lI.

Dans l'édition précédcnte, nous avions refondu la

Geometrie, en conservant le même point de vue que dans

Ia prerniere éclition (1861), ou nous avions peut-étre

appliqué Ia méthode des limites pIus franchement et

plus nettement que nos devanciers. Collaborateur, de-
puis, de notre excellent collegue Bugene Rouché, pour

le Traite de Geometrie que le public sa vant a bien voulu

accueillir avec faveur des 1865, nous avio ns pu, grâce

à son autorisation, puiser dans cet Ouvrage et enrichir,

sur d'autres points, notre texte des fruits d'un travail

qui nous est commun, mais ou M. Rouché a pris une si
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large part. Nous Ie remercions ici de sa cord iale amitié,

heureux de lui témoigner nos sentiments et notre grati-

tude.

Néanmoins, dans Ia seconde édition du tome IT, nous

avions laissé de côté les elements de Geometrie supe-

rieure que renfermait déja Ia prerniere édition. Nous

avons cru devoir Ies rétablir dans cette troisie me édi-

tion, en les condensant dans le Livre III de Ia Géomé-

trie, sous le titre de deceloppements de Geometrie plane.

Ces notions, que nous avens choisies avec soin parmi

Ies plus nécessaires, doivent aujourd'hui faire partie de

tout Traité de Géométrie.

Le lecteur pourra, s'il désire compléter l'étude des

méthodes et des théories si fécondes de Ia Géométrie

supérieure , consulter l'Ouvrage dont nous parlions

tout à l'heure en associant notre nom à celui de M. Eu-
gime Rouché, et dont Ia sixieme édition aparu en 189 I ....

Quan t à Ia Trigonometrie, nous sommes derneuré fidele

à Ia marche adoptée dans Ies deux éditions précédentes,

en établissant les formules trigonométriques fondamen-
tales à l'aide de Ia théorie des projections. La premiêre

idée de cette amélioration, qui offre l'avantage d'une

grande généralité dans les démonstrations, débarras-

sées ainsi de fastidieusesdiscussions, est due à Coriolis.

Comme dans Ies précédentes éditions, apres Ia Tr tgo-

nometrie rectiligne, nous avens donné Ia Trigonometne

spherique, hien qu'elle ne soit pas exigée dans les exa-

mens. Mais c'est une annexe si naturelle de Ia Géomé-

trie de Ia sphere, et les Sciences physiques et astrono-

miques y ont recours si souvent, que nous ne pouvions

nous dispensar de cette extension.
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Les questions considérées habituellement comme-un

complement de Ia theorie des fonctions circulaires (formule

de Moivre, résolution trígonométrique de l'équation du

troisieme degré, équations hinômes, séries circulaires)

appartiennent en réalité à l'Algebre supeneure ; et elles

sont exposées avec détail dans nos Tomes Ill et IV.

Néanmoins, pour répondre immédiatement aux exi-

gences des programmes, nous avons ici consacré deux

Notes succinctes aux Tables trigonornétriques centési-

males et à Ia résolution trigonométrique du eas irré-

ductible de l'équation du troisierne degré.

Les énoneés de nombreux Eaiercices, quatre Notes (ta

derniere, rei ative aux applications géométriques et tri-

gonométriques de Ia regle à caicul'[, enfin d'utiles Tables

numeriques (dont Ia prineipale dorme, de minute en mi-

nute, les lignes trigonométriques naturelles des angles

ou des ares de 0° à 90°), terminent ee Volume que nous

souhaitons de voir accueillir par nos collegues avec leur

bienveillance accoutumée.
Octobre ,892.

YIl
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UVRE PREMIER.
LES LlGNES.

CHA.PITRE PREMIER.

LA L1GNE DROITE.

L - Mesure et rapport des lignes droites, P: 7'

ll, - Das angles : angles droits, angles adjacents, angles opposés par le
sommet, p. 9.

11I.. - Des triangles : propriétés du triangle isocàle, conséquences; cas d'ega-

lite des triangles; relation des angles et des cótés opposés dans un triung le,
conséquences; loi des reciproques; p. I~,

IV, - Des perpendiculaires et des oblíques : relation de grandeur entre Ia
perpeudicul aire et les obliques menées d'un même point à une même droite;
lieu géometrique des points à egale distance des extremites d'une droite don-

nee ; cas d'égalité des triangles rectangles ; lieu géométrique des points à

égaIe distance des côtés d'un angle donné; remarque SUl' Ia determination

des lieux géométriques; p. 2 I.

V, - Des parallêles : Définition; postulatum, conséquences ; proprietes des

angles formes par 'deux parallêles avee une séeante commune, conséquences;



CHAPITRE lI.

TÁBLE ANALYTIQUE

parallêles comprises entre parallêles ; angles dont les cdtés sont respective-

ment paraliêles ou perpendioulaires ; somme des angles â'un triangle, conse-

quences; p. 24.

VI. - Des polygones, et, en partieulier, des quadrilatêres : somme des
angles d'un polygone convexe, conséquences ; conditions d'égalité de deux
polygones de méme espéce ; proprietes fondamentales du parallélogramme ;

rectangle, Iosange, carré, tr-apéze ; p. 30.

VII. - Exereiees et.questions eomplémentaires : Point de rencontre des
perpendieulaires élevées sur les milíeux des eótés d'un triangle; points de

rcncontre des hauteurs, des bissectrices, des médianes d'un, triangle; pro-
priétés de Ia droite qni joint les milieux des cótés non parallêles d'un tra-
pêze; centre des moyennes distances d'un srstême de points, conséquences,

p. 35••

Li CIRCONF8RENCE DE CERCLB.

I. - Des ares et des cordes : Définitions, propriétés du dlamêtre, relation
des arcs et des cord es dans Ia même circonférence ou dans des oirco nfér-cnces

égales, p. 4'.
11. - Perpendiculaires et parallêles dans le eerele : diamêtre perpendicu-

laire à une corde, relation entre les cordes et leurs distances au centre ,
trois points non en ligue droite determinent une circonférence ; tangellte à Ia

circouférence, propriété fondamentale; ares égaux interceptés SUl' Ia eireon-

férence par deux droites paralléles ; distance d'un point à une circonference ;

normale, p. 43.
m. - Positions mutuelles de deux eireonfér~nees : circonférences séeantes

ou tangentes, propriétés eorrespondantes; deux circonférences peuYellt occu-.

per cinq positions dijfércntes L'une par rapport à T'autre, relations corres-

pondantes entre leurs rayons et Ia distanee de leurs centres; p. 47'

IV. - Mesure des angles : Définition de deux rapports incommensurables
égaux; angles ali centre; rapport de deux angles quelconques ; si l'cn fait
correspondre I'unlté d'arc à I'unité d'angte, tout angle a pour mesure SOf,

arc; division de Ia circonférence; mesure d'un angleinscrit, eonséqu enees,

augles inserits dans un meme segment; mesure de l'angle formé par deux
séeantes qui se coupent à I'intérieur ou à I'cxtérleur de Ia circonférence ;

lieú des points d'oa l'on »oit une droite donnée soas UIl angle donne ; quadri-

latêre inserit; p. 49'

V. - Problàmes graphiques sur Ia ligne droite et Ia eireonférence de
cerele : eonstruetion des -angles et des triangtes ; construire un triangle,

etaat donnes deutc câtes et I'QlIgle opposé à l'un d'eux ; trace des perpendi-

culaires et des parallêles; tangente menée a une circonférence par un point

donné; tangente commune à deux cireonférences; circonférences tangentes
à trois droites qui se eoupentj decrire sur une droite donnee un segment

capable d'un angle donne ; p. 57.

VI. - Exercices et questions complémentaires : distance d'une droite à une

circonférence, dislance de d eux Girconférence~; les píeds des perpendicu-
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laires abaisséos d'un point d'urie circonféreuce sur les trois cõtés d'un

triaugle inserit sont eu ligue droite ; quadrrlatere eircouscrit; p. 70.

CHAPITHE m.
LES LlGNES PROPOIITlONNELLES.

I. - Des lignes proportíonnelles dans le triang1e : deu» points fixes etau t

choisis SUl' une droite iadefinie, il existe SUl' cette droite UI/ point et Ull seul

dont le I'al'port des distances aux deux points fixes ait une valeur donnee,

moyenne harmouique, points conjugués harrnoniques; toute droite parallble

à l'un des câtes d'un triangle divise les deux autres en parties proportion-

nelles, conséquences ; propríétés des bissectrices des ang los inlérieurs et

extérieurs d'un triangle j lieu géolllétriquc des polnts dont les distanccs à

deux points donnes sont dans Ull rapport donne ; p. 73.

11. - De Ia similitude et de l'homothétie : cas de similitude des triangles ;

série de droites issues d'uu mérne point et coupant deux paralléles , sim il i-

tude des polygones ; homothétie, directe ou inverse, de deu» polygol1es; sys-
temes homotllétiques; les extremites de droites concourantes et les extremites

d'autres droites concourantes, respectivement parallêles et proportlonnelles aux

premiêres, forment deux s)"stémes homothetiques •. application à deux circon-
férences; dcux systemes homothetiq aos à un troisiême sont homothetiq ues

entre eux, et les trois centres d'homotheiie correspondants sont situes en ligne

droite ; appl icatio n à tr ois circonférenccs ; p. 80.

lll. - Relations métriques entre les différentes parties d'un triangle :
propi-iétés du u-íang!e rccta ugle, le carrc da nombre qui represente l'h)'poté-

nuse est égal à Ia somme des carres des nombres qui reprcsenten.t les cõtes de

l"allgle droit, conséquences; carré du cóté opposé d ans Ull ti-iangl e à un

an{l'le aigu ou obtus, conséquence , somme de. earrés de deux cotes d'un
tr-iangle, lieu géométriqnc eo rr-espoudnnt ; so mrue des carr és des cõtés d'un

quudr ilatêre quelconque, npp licutio n au pru-al lé logra m me ; différence des

carrés de deux cotés d'un ll'iallffle, lieu eeometrique correspondan t ; produit
de deux có tés d'un u-iaugle, soit en fonciion de Ia bissectrice de Ieur anele,
soit en fonction du díaméu-e du cercle oircousceit au triangle j p. 94.

IV. - Des lignes proportionnelles dans le cercle : propr iété foudamen-
tale des sécantes qui se coupent dans le cerele ou 1101'S dn cerele; lorsqu'une

tangente et une secaute au cercle partent d'uu méme poiut, ia tangente est

moyenne proportionnelle entre ta secante entiêro et sa partie extéricure;

droites antl-paral lêles ; p. 102.

V, - Problémes sur les lignes prcporticnuelles : division d'une droite en
parties éffales ou en parties pr-oportionnel les à des nombres donnés ; qua-
triéme proportionnelle, troisiême proportionnelle; mojenne proporsionnelle ,

construire deu-c droites oonnaissant leur prodúit et leur somme ou lour dilfé-

rence ; diviser une droite en 11loyellllc et en extréme raisou ; construire SUl'

une droite donnée un lriangle ou un polygone scm blable à un triangle ou à

un polj B'0ne donné; construire une echelle ; p, 105.

VI. - Exercices et questiona complémentaires : déterminer les hauteurs,
Ies médianes et Ies bissectL"ices d'un triangle en fonction de ses trois cótés i
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rnJon du cercle circonscrit; construire les racines d'une équation du secolld

degré; construire une circouférence qui passe par deux polnts donnés et qui
soit tangente à une droite o,u à une circonférence donnée; p. [[4.

CHAPITRE IV.

!IESURI~ DE LA CIRCOl\FÉIIENCE DE CEnCLE.

I. - Des polygones réguliers : polygones réguliers Inscríts et circonscrits;
tout po~rgolle régulier est inscriptible ~t circonscriptible, conséquences; dcux

pol ygoncs réguf iers d'un même nombre de cótés sont semblables, rapport
de sirnil í tude de ces polygones , polygones réguliers étoilds; p.. Ilg.

11.- Problêmes sur les polygones réguliers : Inscription du carré, de
l'hexagone rég'ulier et du triangle équilatéral , du décagoue régulíer et du

pen tagone I'é~ulier, du pentédécagone régulier , propriétés et relations cor-
respondantes; etant dormes le rayon d'un cercle et le câte d'un polrgone ré-

gulier inscrit, calcnler le câte du pol.rgone regulier inscrit d'un nombre de

cõtes double ou le c(Jté du polygone régulier circonscrit semblable; consé-
quences ; etant dormes le raron et l'apothême d'un polygolle regulier, calou»

ler le rayon et l'opothéme du polygone regulier de méme perimêtre, mais d'un

nombre de câtes double ; conseouences ; p, 124,

111.- Méthode des limites: définitions et propriétés fondamentales; p. 136.

IV. - Mesure de Ia circonférence : définition de Ia longueur d'une courbe,

justification de Ia définition adoptée; consequenees : deux circonférences
quelconques sont proportionnelles à leurs rayons ou à leurs diamétres, te

rapport d'une circonfercnce à son diamêtre est un nombre constaut ; consé-

quences relatives à Ia mesure de Ia circonférence, aux ares semblu hles, à Ia

mesure des angles ; p. 13g.

V. - Calcul de rr : methode des isoperimêtres, théorême fondamental ; mé-

thode des pér-imêtres, expression remarquable de 7r; valeurs approchées de

ce rapport ; p. 146.

LIVRE DEUXIEME.
LES SURFACES.

CHAPITRE PREMJER.

nÉTERMIN ATION DES AIRES.

I· - Aires polyqonales : Définitions; mesure de l'aire du rect anp le ; aire du
parallélogt-amrne ; exprcssions diverses de I'aire du triangle ; aire du tra-
põze , aire d'un polygone quelconque; p. 153.

\I. - Aires circulaires: aire d'un polygone régulíer , aire du cercle ; aires
d'un secteur et d'un segrnent circulnire ; p. 16[.
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11I. - Aire approehée d'une figure plane terminée par une eourbe quel·
eonque: formule de Simpeon, )im~tes de I'erreur commise; formule de

Poncelet, limite supérieure de l'erreur correspondante; p, 165.

CHAPITRE lI.

COMPARAISON DES AIRES.

I. - Rapport des aires semblables : rapport des aires de deu» triangles qui

ont ali angle é;raloa supploment aire, de deu", trirmgles semblables, de deu»

polygones semblables; rapport de deux cercles quelconques; secteurs et seg-
ments circulaires semblables; théorérne du carré de l'hypoténuse, consé-

quences, remarque 11 ce sujet; p. 170.

I!. - Problémes relatifs aux aires : construire an triangle equivalent à an

pol!Jgone donne ; quadrature d'une flijure; trouver deux droites proportion-
nelles aux aires de deux polygones d on nés ; construire un triangle eq uioa-:

lent à IIn po0'gone donné et semblable à un autre poligone donne ; deux

figures semblables étant données, construire une figure semblable égule à

leur som me ou à leur dilférence; construire un polygone semblable 11 nn
polygone donné et dont I'alre soit 11 celle de ce pol ygone duns no rapport

donné ; p. 1]6. .

1/1. - Exereiees et questions complémentaires : divisei- un triangle en deux
partíes equivalentes par une paralléle 11 sa base; divisei- un trapêze en par-

ties proportionnelles 11 deux droites donnécs par une paral léle à ses bases;
étant donnés un point et un anele, mener par le point une droite qui limite
avec les cótés de l'angle un tríang!e d'aire donnée; p. ,8l.

LIVRE TROISIEME.
DÉVELOPPEMENTS DE GÉOM ETRlRPLANE.

CHAPITRE PREMIEH.

THÉOUIE DES Tl\ANSVEI\SALES.

I. - Transversales dans le triangle : theorême de Ptolemee ou de Méné-

laüs, réciproque; Theorême de Ceva, réciproque; quelqucs conséquencesj

p. ,8~.

Il. - Applícation au quadrílatére eomplet : déflnítio n ; Dans tout qua-

drilatere compler, chaque diagonalc est divisce harmoniqnement par les

deutc alttres, et les milieua: des trois diaoonales sont en ligne droite;

p. '92.

11I. - Application à l'hexagone inscrit : thcorérne de Pascal ovi de I'hexa-

gramme mystique ; p. '94.
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IV. - Distance d'un point donné à un point inaccessible; p. 195.

CHAP1TRE lI.

DlVISIONS ET FAISCEAUX HARl\IONIQUES.

L - Division harmonique des lignes droites : rappel et complément de
Ia déflnition fondamentale : La moltie d'uue droite finie est mOJenne pro-

portiounelle entre les distances de son milieu au", poinis conjllgllés harmo-

niques de ses extremites, eonséquences; cereles orthogonáux; p. 197,

11. - Faisceaux harmoniques : définition; tout faisceau harmonique cOl/pe

Earmoniquement une transoersale qaeloonque ; dans tout faisceau harmo-

nique, toute parallêle à J'un des 1'ayons est coupée par les trois autres en
parties égales; eonséquences; p. 200.

11I. - Pôle et polaire par rapport à 'un angle : définitions; construction

de Ia polaire dun point par rapport à un allgle, réciproque ; conséquenee;

mener par un point donné une droite qui coneoure avec deux droltes
données ne se coupant pas dans les limites du dessin, p. 203.

IV. - Pôle et polaire dans le cercle : théorêrne fondamental, relation cor-
respondante, conséquences ; par rapport à un cercle donné, les polaires de

tous les points d'unc droite passent par le põle de cette droite, et, récipro-

qnement, Ia polaire d'un. poill! csi le lieu des pâles de toutes les droites qui

p,~,,"ent par ee point; conséquences, polygones polaires-réciproques; me-

thode des polaires-reciproques ; p. 206.

V. - Application à l'hexagone circonscrit : theoreme de Brianchon,

p.2lI.

CHAPITRE IH.

DU RAPPORT ANHARMO;-'IQUE ET DE LA DlVISION I\OMOGRAPHIQUE,

I. - Du rapport anharmonique de quatre points : déflnition ; on peut

former 'Vil/gt-quatre rapports anharmoniques aoec quatre points, et ces

'Vingt-quatre rapports n'ont que si", »aleurs dijjerentes, deua: à deu» in-

verses L'une de L'autre ; ccnnàissant I'un des trois rapports anharmoniques

directs de quatro poiuts, trouver les deux autres ; conséquences ; connuis-

sant un rapport anbarmonique de quatre points et trois de ces poínts, dé-
terminer le q uutriéme; conséquenees; tout f'aisceau de qaaire droites con-«

courunies est coup e pa, une transversa/e quelconque suivant U/l rappori

anhartnonique constani; qui cst alors celui du faisceau ; quand deux sys-

temes rectiligues de qualre points oni un point homologue commun et "li

rapport anharmonique égal, les trois droites qui joignent les autres points

correspondanis pris deu", à deu", sont concouranles ; quand deu", faisceausc

de 'luatre droites ont un raIon homologue commun et un rapport anhar-

monique égal, les trois points d'intersection dcs autres rarons correspon-

dants pris deua: à deux sont en liglle droite; p. 213.

11. - De Ia division homographique : auire eapression du rapport anhar-

monique, en fonetion des sinus des angles formes par les raJons corresp01l-

dants d'un faisceau ; conséquences; définilion des faisceaux homographi-

ques; rapport anharmonique de quatre points fixes d'une circonférencc;
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rapport anharmonique de quatre tangentes fixes; le rapport anharmonique

de quatre tangenies à une circonférence est égal à celui de leurs quatre

points de contact ; divisions homogrnphiques ; deu,x dioisions homographiques

sont deierminees par trois couples de points correspondants ; points à I'in-

flní de deux divisioos homographlques, leur détermination, conséquence;
p. ~~I.

1lI. - Divisions homographiques de -même base. Points doubles : défi-
nitions; determination des points doubles de deux dioisions homographiques

de méme base supposees distinctes ; discussion ; points doubles réels, points
doubles irnaginaires ; "ayons doubles; divisions scmblables; divisions égales ;

p. 226.

CHAPITRE IV.

PUISSANCE D'UN POINT PAR RAPPORT A UN CERCLE.

I. - Axe radical et centre radical: puissance â'un point par rapport ti

1lI1 cercle ; l' axe radical de deu» ceroles est le lieu des points d' égale puis-

sance par rapport à ces deu» cercles ; détermination de l'axe radical de

deux cercles donnés, suivant leurs positious mutuelles; L'aa:e radical de

deu» cercles esc equidistatit des polaircs par rapport à ces cercles de rUll

quelconque de lcurs cenires de similitude ; cas ou l'un des cereles se réduí t

à 80n centre ; centre radical de trois cercles considerés deux à deux ; con-

séquences; p. 231.

11. - Points anti-homologues de deuz cercles : définitiou; deua: cercles

etant donnes, /e produit des dist ances de l'ul! quelconque de leurs centres

de similitude à deua: point-s ali ti-homologues est const asit; deuai conples de

points anti-homologues appartiennent à une n,êJ1lC circonference ; deua:

cordes anti-homologues se coupent sur l' axe radical des deux cercles donnes ;

p.236.

CHAPITRE V.

DE L' INVOL UTION.

I. - Propriétés fondamentales : définition de I'involution de six poíuts

eu ligne dro ite ; determination des sept equations d'invoiation : exlension

de Ia propriété involutive à un nombre quelconque de couples de deux
points co njugués ; p. 238.

11. - Point central: propriété du point central; cette propriete conduit à

une seconde definition de I'involution; conséquences immédiates; p. 2f,2.

1Il. - Points doubles : définition; points doubles réels ou imaBinail'es, pro-
priétés correspondantes ; les poiuts doubles de l'involution determinée par

les deu:x couples de points conjugues (a, a'), (b, b'), sout aussl en inoolu-

tion aoec les deuai couples (a, b'), (a', i );p. 245.

IV. - Faisceaux en involution: déflnition ; conséquences ; rayons doubles,
réels ou imagtnaires ; quand les raIons doubles sont réels, ils formcnt un

jalsceau harmonique avec deu» raxons conjugues quelconques ; dans tout

fuisceau en involation, il existe un couple de rn...rons conjugues rectangu-

laires ; lorsqu' un faisceau involutif possêde plus d'un couple de rayons con-

jugues reotangulaires, tous les couples de rayons conjugues sont rectangu-



V. - Divisions et faisceaux homographiques en involution
et propriétés fondamentales; p. 250.

VI. - Applications de l'homographie et de l'involution : triangles homo-

logiques ; proprietes ineolutivcs du quadrilatêre ; quadr-ilatêre inscrit (théo-

rême de Desargues); quadrilatêre ci rconscrí t ; p. 252.

définitions

TAIlLE ,\r\.\LHIQUE

Iaires, et ce cas ne peut se preseuter que quand les rarons doubles du

faisceau sont imaginaires; p. ~!t7.

CHAPlTRE VI.

DE L'INVERSION.

1. - Propriétés des figures inverses : définition; deux figures inoerses

d'une méme .figure par rapport à une méme origÍlzr, sont homothetiq ues ;

rapport des longueurs de deu» cordes correspondantes dans deux jigul'f'S

inoerses; l'angle de deu» iigne; quelconq ues qui se coupetii est égal à

l'angie des dente ligncs inverses ; Ia "Gure inverse d'une droite qui ne
passe pus par I'or ig ine , est une circonférence passant par I'oi-igine ; récí-

proque; eonséquenee; Ia figure inverse d'une clrcouféreuce qui ne passe

pas par l'origine, est une circonférenee; eonséquenees; p. 257'

11. - Méthode de transforma1ion par rayons vecteurs reciproques: in-
d icauo n de Ia mcthodc ; exem pl e; p. 261.

m. - Applications : p roprietes du quadrilatêre inscriptible ; cercle des neuf

poiuts, sa détermination; Ie cerele des neuf poinls est tangent aux cercles
inscrit et ex-i nscr its au triangle eorrespondant; inverseurs, origine du

problême; inverseur de Peaucel lier ; inverseur de Hart : p. 262.

GÉOMÉTRIE DANS L'ESPACE.

LIVRE QUATRIE~m.
LE PLAN.

CHAPITRE PREMIER.

PRO P lllÉTÉS FONO AMENTA LES.

1. - Premíéres notions sur le plan considere en lui-même et relative-
ment à ia droite : deu» plans qui contionnent 10uS deuai une méme droite

et !tn point exterieur à cett e droiie coincident dans toute leur étendne, con-

séqucnces; un plan et une droite ne peuuent presenter que trois positions

relatives ; iutersection de deux plans , deuo: plans distincts ne peuvent pre-
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senter que deuo: positions relatives ; deu» droit es dist inctes pelll'ent préeent er

dans l'rspace trois positions relatives , conséq IICIICC; modes de génération du

plan; p. 271.

11. - Droite et plan perpendiculaires : définition; condition pour quiune

droite soit perpendiculaire à un plan , lieu des porpeudlculni rcs menées à

une droite donnée par un point de cette droite, conséquence ; relatio ns

entre Ia perpendiculaire et les obliques menées 11 un plan par un point ex-

térieur, eonséquences; lieu géornétrique des points de i'espace à égale dis-

tance des extrcmites d.'une droite donnée ; theorême des trois perpendica-

laires ; p. 276.

11I. - Droites et plans parallêles : droite et plan parallàles, droites parnl-
lêles, plans paral léles, propr iétés cor respondantes ; dente angles qui ont leurs

câte« respectivemetit parallêles sorit égaux ou sup piement aires, et leurs plan s

sont parallêles ; déjinitioll de L'augle de deux droites dans L'espace, consé-

quences de cette déllnition; deu x droites paml làles o n t les mêmes pluns

perpendlculalres, d eux plans perpendicul ai res ont les mêmes droites per-
pcndiculaires; reciproque de Ia définition de Ia perpendiculuríté entre une

droite et un plan ; perpendiculaire menée par un point donné à un p lan
dormé, conséq uence j parullél es comprísos entre une droite et un plan paral-

Ieles, entre deux plans paral lêles ; deux droites quelconques sont coupees

en partias proportionnelles par trois plans paralleles ; p. 280.

IV. - Projection d'une droite sur un plan, angle d'une droite et d'un
plan, plus courte distance de deux droites : Ia proj ection d'une d roite
SUl' un pl an est une droite ; Ia projection dtun angle droit sur un plan pa-

raliéle à L'un. de ses câtes est un allgle 'droit , reciproque, conséquence;

angle d'une droite et d'un plan , plus courte dístance de deux droites n on

situées dans un même plan; p. 289.

V. - Angles diêdres : définitions, angle plan dí un angle diedre, propriétés

et mesure des aneles d iêdres ; liglle de plus grande penle d'un plan ; p. 293.

VI. - Plans perpendiculaires : lorsque deux pl ans sont perpeudiculatres
I'un à l'autre, toute d roíte menée dans le premier perpcndiculairement 11
I'intersection des deux plans est perpendiculuire à I'autre plan; si une droite

est perpendiculnire à un plan, touc plnn conduit suioant cette droite ou pa-

rallêle à cette droite est perpeadiculaire au plan. donne, réciproque, eonsé-

quencej íntersection de deux plans p erpendicu luires à Ull troisiéme; p. 299'

CHAPITRE 11.

ANGLES POLyEDRES.

I. - Propriétés fondamentales des angles polyêdres et, en particulier,
des angles triêdres : défluitions, anffles polyédr-es symetriques, appl icariou

aux angles triédrcs; dans tout angle polrêdre c:on,'eXe, une face qllelconque

est moindre que Ia somtne de toutes les auires, et la somme de toutes le

faces est moindre que quatre angles drolts ; eonséquences; p. 302.

II.-Angles triêdres supplémentaires et cas d'égalité des angles triédres:
définiuon et remarque fondamentale; lorsque deux triêdres son t supplemen

taires, chaquc angle diêdre de L'un est lc supplement de ta face qui lui est

opposee dans L'autre ; conséquences; cas d' dgalité des angles triêdres ; condi-
tions d'égalité de deux angles polyêdres de même espêce ; p. ~o8.



XVI li TARLE ANALYTIQUE

m. - Exercices et questions complémentaires: lieu des points également
dístants des trois faces d'un angle tr iêrhe ; lieu des paints ég alement dis-

tants des trois arêtes d'un anele trlêdre ; Ies plans menés perpendiculai-
rement aux faces d'un angle tr iêdr o par les arêtes opposées à ces faces se

croisent suivant une même drcite , il en est de même des plans menés par

les arêtes d'un angle triêdre et les .bissectrices des faces opposées à ces
arêtes , p. 3,6.

LIVRE CINQUl.E~iE.
LES AlRES ET LES VOLUMES DES CORPS.

CHAPITRE PREMIER.

LES PRISAlES ET LES CYLINDRES.

I. - Définitions préliminaires : volume d'un corps, polyédres, polyédres

convexes; prisme, parallélipipêde; p. 3:1I.

li. - Théorêmes généraux relatifs au prisme : faces opposées Ii'un paral-
lélipipêde, pl an diagonal ; construire un pa ral lél ip ipêde sur trois droites

données; dlagonales d'un parallélipipêde; élialité des seetions faites dans
un prisme par des plans parallêles; p. 325.

m. - Aire et volume du prisme : aire latérale d'un prisme; tout prlsme

oblique est equivalerü au prisme droit aranc pour base Ia seciion droiie du

prisme oblique et paul' Eauteur son aréte latérale; tout plan diagonal d 'un

parallelipipede le partage en deux prismes triangnlaires équlvalents; mesure

du volume d'un parallélipipede rectangle; volume d'un parallélipipêde quel-

conque, volume d'un prisme quelco nque , conditions d'éfIulitéde deux prismes
quelconques de mêm e espéce , 328.

IV. - Notions relatives au cylindre :définit1ons, plan tangent, eylindre de
révolution; aire latérale et volume d'un cylindre de révolution, rapport des

aires ou des volumes de deux cylindresde révolution semblables; déoelop-

pemeut de l'aire latérale d'un cylindre de révolution; surface cylindrique

en ffénéral, égalité des seetions faites par des plans paraIlêles; aire latérale
et volume d'un cylindre quelconque; p. 337.

CHAPITRE lI.

LES PYRAMIDES ET LES CÔNES.

I. - Théorêmes généraux relatifs à Ia pyramide: déflnitions ; quand on

coupe une pyramide par un plan parallêle à sa base, ses arétes later ales et

sa hauieur soni divisees en parties proportionnelles ; la section obtenue est

un polrgone semblable à ta base; eonséquences; p. 31í5.

11. - Aire et volume de Ia pyramide : aire latérale d'une pyramide régu-
Iiêre ; deu» pJramides iriangulaires de bases equivalentes et de hauteurs
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'Gale, lont equivalentes; volume d'une pyramide ; volume d'un polyêdre
queleonque; conditions d'égalité de deux pyramiJes; p. 349'

11I. - Notions relatives au cône : délinitions, pla» tangent, cóne de révo-
Iutíon ; aire lat érale et volume d'un cõne de révolution; cones de révolu-
tion semblables; développement de I'uír e Iatérale d'un cóne de révoluríon ,

surface eonique en général, homothétie des seetions faites par des plans
paralléles ; volume d'un cóne quelconque , p. 355.

CHAPITRE IH.

LES CORPS TRONQUÉS.

I. - Aires et volumes des corps tronqués : a ir e latérale d'un trone de
pyramide régulier , volume d'un trono de pyramide à bases pnral làlss ; iron cs

de premiêre et de seconde espêce ; volume d'un trone de prisme triangulaire,
volume d'un paral lé ljpipêde tronqué quelconque; aire latéra le d'un tronco
de cóne de révolution à bases paralléles , volume d'un pareil trone de cône ,
trone de cõne de prerniêre et de seeonde espêce ; cubage d'un tronc d'arbre ,

jaugeage des tonneaux ; p. 363.

I. - Exercices et questions complémentaires : volume d'un polyàdre
ayant pour bases deux polygones queleonques, situés dans des plans parn l-
Iêles, et pour faces latérales des trapêzes ou des triangles; appiication à ta

mesure du 'Volume des amas de pierre, de Ia capacite des fosses ou cuvettes,

des tombereaux; ete.; p. 374.

CHAPITRI<: IV.

LA SPHERE.

I. - Théorêm~ s généraux relatifs à Ia sphêre : r1éfinitions, sections planes

de Ia sphêre, grands eereles et petíts cereles; deux grands cercles se divisent
mutuellement en deux parties égales j Ia sphére est "de révolation autour

d'un diamêtre quelconqne , põles d'un cercle de Ia sphêre, propriétés corres-

poridantes, emploi du compas sphériq ue ; trouver le ra)'on d'une sphére

solide; plan tangent à Ia sphêre , cõn e eireonscrit; interseetion de d eux
sphêres; quatre points non. situés dans un. méme plan determineat llne sur=

face sphérique; angle de deux ares de grand cerclez lieu geométrique des

põlcs des grallas cercles inclines d'un angle donne sur un gran.d cercle

donne; p. 377'

11.- Des triangles et des polygones sphériques: délinitions, rapproche-
ment avec les angIes triêdves et polyédres, po(ygones sphériqucs srmeiriques ;

propriétés fondamentales des tr iungles el des polygones sphériques ; triallgles

polaires ou supplémentaires ; exiension ; cas d' egalité des iriangles sphe-

riques ; le plus court ohemin d'un point à 1111. auire sur Ia surface de Ia sphére

est l'are de grand cercle, moindre qu'une demi-oirconference, qui joint ces

deu» points ; condition de perpendíeularité d'un grand cer cle et d'un
petit cercle; relalions entre les ares de grand cercle norrnaux et oblíques,
menés d'un poínt de Ia sphêre sur un eerele donné, eonséquences; are de

grand cercle tangent à un petit cercle, conséquenees ; P: 386.
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11I. - Problémes graphiques relatifs à Ia sphêre : grand cerele passant
par deux points; mener, par un point dormé SUl' Ia sphére, un are de

grund cerele pcrpendieulaire à un gr-and cerele donné ; pole d'un peti t

cercle ; par un point donné sur Ia sphêre, mener un grand cercle faisant
un angle donné avec un grand cercle donné ; constructioti d'un triangle

spherique reotangle ; construire U/l triangle spherique, connaissant trais

quelconques de ses six eléments ; par un point donné sur Ia sphêre, mener

un are de grand cereIe tangent à un petit cercle donné; décrire un grund
cereIe tangent à deux petíts eercIes donnés ; P: 402,

I V. - Aire de Ia sphéra : aire engendrée par une droite qui tourne autour

â'un. axe situe dans son plan ; aire engendrée par une Iígne hrisée régu-

líêre ; aire d'une zone sphéi-ique, aire de Ia sphêre ; deu» triangles spheri-

ques symetriques soni equivalents ; mesure de l'aire d 'un fuseau, mesure d~

l'aire d'un tríangte sphérique, mesure de I'ah-e d'un polygone sphérique;

1" q '2,

V. _ Volume de Ia sphére : 'Volume engendre par un triangle touruant zzzz-
tour d'un axe situe dans son plan et passant par l'un de ses sommets sans

traverse r sa surface ; volume engeu dré par un secteur pol ygonal régul ier;

volume d'un secleur sphéri que , volume de Ia sphére ; comparaison entre Ia
sphêre, Ia cylindre droit et le cone équ ilutéral circonseriLs; les 'Volumes dcs

polvêdres circonscrlts à une méme sphêre ou à des spheres égales sont 1'1'0-

portionnels aux aires de ces mél/lPs polredres ; volume engendré par un seg-

ment cireulaire; volume d'ull segrnent sphérique; mesure du volume du u
ong let, mesure du volume d'une pyramide sphérique; p. q2J.

VI. - Exercices et questions complémentaires : théorême de Lexell ;

exemples de problêmes de Géométrie résolus par I' Algêhre ; théorême de

Gllcdín,. p.432.

CHAPITRE V.

SUlILITUDE ET snlÉTRIE D.-\NS L'ESPA~E,

L - Dell polyédres semblables : pyramides trlangu laires semblables; po-
l yêdres semb lables, Ieur décomposition; points et droites homologues , rapo
port des vol umes de deu ~ tétraêdres qui ont un anele triédre égal : rapport
des volumes de deux tétraêdres ou de deux polyêdres semblables; p, 440.

11. - Des figures homothétiques: polyêdres homothétiques, systêrnes ho-
mothétiques, axes d'homothétie, plan d'homothétie; appllcatíon à des sys-
temes de sphéres ; figures semblables à une figure donnee ; 1" 448,

ll l. -= Des figures symétriques : définitions; théor-êmes de Br ao ais ; deux
figures symétriques par rapport à un centre constituent, par rapport à ce
centre, deux fiGu!'es homothétiques inverses dont le rapport d'homothétie

est éeal à - I; conséquences; deu» poirêdree srmétri'lues sont equivalenis ,

p, 453.

CHAPITRE VI.

PROPRIÉTÉS GÉN};RALES DES P:JLyEDRES.

J. - Des polyàdres convexes quelconques : théorêrne d'Euler, consé-

quences; il ne peut existe!' que cinq espêces de pol yêdres convexes dont

toutes lcs faces aien t le rnême nombre de cótés, et dont tous les aneles po-.
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aleot le même nombre d'arétes ; conditions de détermination d'un

con'fexe; p. 459.

B polytidres réguliers convexes : it ne peut eaister que cinq po-

réguliersconveJ:es; cons tr-uu-e u n polyêdre régul ier, connaissant son

j tout polyêdre régul ier convexe est inscriptible ct circonscriptible à

êre, conséquences; un polyêdre régulier convexe étant donné, trouver
Iínaíson de deux faces adjacentes et les rayons des sphêres inseri te et

n8crite; p. 465.

LIVRE SIXIEME.

ETUDE GÉOMÉTRIQUE DE QUELQUES COURBES USUELLES,

- l'k'opriétés fondamentaIes de l'ellipse : définitions; point extêrieur on
IDterieur; Ia tangente à l' ellipse fait des angles ~![a"'1Javee los ra)"o1/svec-

ieurs des poinis de contact, eaiterieurement à lcur angZe; normaJe; li eu des

points symétriques des Ioyers par rajiport aux tangentes, oercles directeurs

de I'cllipse; licu des projections des foyers SUl' les tangentes, cercle princi-

pal; mener une tangente 11l'ellipse par un point donné ou parnllélement
I une droitedonnée; propriétés des tangentes menées par u n point donné ;
étnnt donnés les foyers et le grand nxe d'nne ellipse, déterminer ses points

de reneontre avec une droite donnée ; p, 477.

11. - De l'ellipse considérée comme projection orthogonaIe du cercle :
Ia projeotion díune clrconference de cercle SUl' 11/1 plan est UI/C etl/pse; con-

séquenees, nutres solutions des prohlémes rclatifs 3UX tangentes; d iamétres
de I'ellipse; aire de L'ellipse ; ctiipso dccrite par /ln point quelconque dunc "

droite de lonpucur conetanre glissant entre deux a:res rectangulaires, con-
séquences ; étan t dounés deux diarnéu-es conjugues de l'ellipse en grnndeur

et en direction, construire les axes de Ia courbe ; ellipse decrite par llI'

point ineariablement lie à une droiie de Iongueur constante qui glisse entre

deu» axes queiconques , conséqnences ; p. 492,

11I. - Propriétés fondamentaJes de l'hyperbole : définitions; point cxt<'-
ricur ou intericur ; la tal/gente à i'hJ'perbole cst la bissectrice de Z'angll'

forme" par les rayons »ecteurs du point de contact; norrnal e ; cercles dircc-
teurs, cercle principal; asymptotes ; hyperbole équí latàre ; hyperboles con-

juguées ; mener une tangente 11I'byperbole par un point do nné ou par-allé-

lement à une. droite donnée, leurs propriétés; étant donnés les foyers et

l'axe tranverse d'une hyperbole, déterminer ses points de reneontre avec

une droite donnée; p. 502.

IV. - Propriétés fondamentales de Ia paraboIe : définitions; poínt exté-
rieur ou ínterieur ; Ia tangente à la p arabole fait eaiterieurement des angles

ega/lz avec le raJ'on ruecteur du poiiu. de contact et avee la parallele menee

à I'a%" par le ménu: poini ; Ia droite qui joint le foyer d'une pnrabo!e au

point ou une tangente quelconque rencontre Ia directriee est perpendicu-
luii e SUl' le rayon vecteur du point de contact ; conséquence ; normale; Ia

DE C. - Cours, lI. C
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directrice esc le lieu des poincs symétriques du fOICT par rapport aux tan-

gentes,. Ia tangente au sommei est le lieu des projecsions du foyer sur les

tal/gentes,' dans Ia parabole, ta sous-cangentc sur I'axe est aOllble de

t'abscisse da point de contact; et Ia sous-normale est égale au paramétre ;

équation de Ia parabole; mener une tangente à Ia pai-abole par un point
donné ou parallélement à une droite do nnée ; propriétés des tangentes
menées pa,' UP ?oinl donné; connaissant le foyer et Ia directrice d'une

para bole, déterminer ses points de rencontre avec une droite donnée;

p, 514·

V. - De Ia parabole considérée comme limite de l'ellipse : Ia limite d'une
ellipse dont un sommet et le foser voisin restent fixes, tandis que I'autre
foyer s'en éloigne indéfiniment dans Ia direction du grand axe, est une pa-

rabole qui a pour sommct et pour foycr le sommet et le foyer fixes; consê-'
quences; diamétres de Ia parabole ; pa i-abo le rapportée à un d iamêtre et à

Ia tangente 11son axtrémité ; aire d'un segmellc p arabolique; p. 526.

VI. - Ellipse, hyperbole et parabole, considérées comme sections planes
du cône de révolution : Ia section d'un cõne circulaire droit par un plun
est une el lipse, une hyperbole ou une parabole (théoreme de Dandelin s ;

détermination des directrices (théoréme de Quetelet); sections coníques ,

placer une ellipse, une hyperbole ou une para bole sur un cone de révo!u-
tion don né ; sections planes d'un cylíndre ue révolution; p. 529'

Vli. - Section anti-paralléle du cône oblique à base circulaire : Dans

un câne oblique à base circula ire, tout e section. anti-p araltele à Ia base est

an oercle, réciproque; deu" sections d'un cone circulaire oblíque, Pune
parallêle, I'autre antl-paral léle à Ia base, sont toujours situées sur une
même sphêr e ; Iieu des centres des sections anti-parallêles; p. 536.

\lILÍ. - Propriétés Iondamentales de l'hélice: déflnitions ; équatlon de I'hé-

lice j son développement suivaut une ligue droite; ta sous=tangcnte en un

poirü de I'hélice est égale ti l'abscisse cnrviligne de ee point; conséquences;

p. 539'

IX. -- Exercices et questions complémentaires : constru ire une ellipse 0\1

une hyperbole dont on connait l'excentricité, l'un des foyers et deux points
ou deu x tangentes, ou une tangente et son point de contact ; coustruírc
une varabo!e, counaissant son foyer et deux tangen tes ; construire Ia pro-

jectton dune helice ct de Ia tangente en un de ses points, sur nn plan

perpendiculníre à Ia base du cy!indre sur lequel l'hélice est tracée ; P 541,
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TRIGONO~iÉTRIE
RECTILIGNE ET SPHÉRIQUE.

LIVRE PREMIER.
INTRODUCTION DES ANGLES DANS LE CALCULo

CHAPITRE PREMIER.

ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DES RAPPORTS TRIGO:-;OMETRIQUES.

Notions préliminaíres : but de Ia Trigono métrie, mesure des ang les, ares
positifs et né{iatifs, proprlétés des ares eomplémentaires et supplérnentnn-es :
p,55!.

Définitions des rapports trigonométriques : definiiion s gencrales, justifi-
cation des dénominations employées, cerele trigono metriq ue ; p. 555,

Variations du sinus : étude des var-iatious du sinus, theorêmes correspon.

dants sinus de certains ares; eourbe représentative, s nusoide ; p , 55g.

Variations du eosiuus : étudc des variations du eosinus, theorêmes corres-

pondauis , courbe representativo, cosinusoide ; p. 553,

Variations de Ia tangente: étude des variatio ns de Ia tangente, theorémes

correspondants, tangentes de eertains ares: courbe repr-ésentative, ta;;gen-

toule ; p. 566,

Étude des variations de Ia eoséeante, de Ia séeante et de Ia eotangente :
Signes des rapports trigonométriques dans les quatre 4 uadrunts ; cosecan-

toide, secantoide et cotangentoide ; P: 570'

Rapports trigonométriques d'un are, Iorsqu'il s'aecroit de 90· j P: 574.

Réduetion d'un are au premier quadrant ; p, 574.

Relations entre Ies rapports trigonométriques d'un même are: il n')' a

que cinq relaiions fondamentales ec distinctes ; nutres formules j expressions

des cinq autres rapports trigonométriques en fonetion de. Ia tangente,
diseussion j p, 575,

Gonditions pour que deux ares admettent un même rapport tríqonomé-
trique donné : eonditions pour que deux ares aient mêrne sinus et même

cosécante ; conditions pour que deux ares aient mérne eosinus et même
sécante ; eonditions pour que deux ares aien t même tangente et même

cotangente j definition des fonctions circulaires inuerses ; p. 579.

XXII!
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CHAPlTRE lI.

FORMULES TRIGONOltlETR1QUES RELATIVES AUX QUATIIE PREWElIES

OPERATI )NS APPLIQUEES AUX Aflcs.

Théorie des projeetions: projection d'une droite sur un axe, réffle pour
tenir compte du sens dans lequel elle est parcourue, somme des earrés des
cosiuus des angles formes par une droite avec trois axes rectaugulaires ;
tliéoreme J" ndamenta • e'ant donné Un contour polygonal quelconque, Ia
sornme algébr ique des projectioris des cOtés qui le composcnt su r un axe

quelconque est égale à Ia projection SUl' le méme axe de Ia droite qui ferme
ce cont our; conséquences ; projection cl'une aire plane sur un plan, re-

marques à ce sujet; p. 582.

Addition et soustraetion des ares : formules fondamentales cos( a ± b),

sin(a±b), tung(a±b), cot(a±b); formules se rnpportant à Ia somme
d'un nombre queleonque d'arcs ; p. 588.

Multiplieation des ares formules' sin z a, COS2a, lallg2a; sin3a, cas3a,

tang 3 li; extension 'I un multiple quelconque ma; p. 593.

DhiS>l()n des ares: étant donné cosa, trouver sin ~, cos~, tang ~; dis-
2 2 2

CUSSiOll. - Étant donné sin a, trouver sin ~, cos ~, tane!:; discussio n .
2 2 2

- Élant donriée tanga, trouver tang ~; discussion. - Étant dormé cosa,
2

trouver cos ~; discussion. - Étant donné sina, trouver sin}; discussion.

- Étant d onnée tang-a, trouver tang}; discussion. - - Remarque g-énerale;

p. 597'

CHAPlTRE m.

i'ORMULES lIENDUES CALCULAIlLÉS PAR LOGARITlBmS

ET APPLICATIO~S DIVEIISES.

Formules rendues ealeulables par logarithmes : transformer eu un ]1ro-

duit ,a somme ou Ia diJIérenee de deu:x rapports trigonometriques •. relations

importantes qu'on déduit par voie de division des formules obtenues; trans-
f'orrner en un prodn it Ia difl'érence des carrés de deux sinus ou de deux
cosinus; eaipression. binôme rendue calcuiable par logariihmes, extension a
un polynóme; p. 6'2.

Résomtion trígonométrique de l'équation du seeond degré, P: 6,6.

Sommation des sinus ou des eosinus d'une série d'ares en progression
arithmétique : conséquences des formules obtenucs ; P: 6,8.

Formules relatives aux rapports trigonométriques de trois ares dont
Ia somme est égale à 180'; p. 621.
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CHAPITHE IV.

CONSTRUCTION ET USAGIl DES TAllLES TIUGONOMÉTI\IQUES.

Notions et théorêmes préliminaires : but et limites des Tables tr igo norhe-
triques; relaliou de erandeu!', duns le premier quadrant, entre un are, so n
sinus et sa tangen L-e; limite du rapport â'un. are à. son. sinus ou à sa u an-

gente, quand cet are va en diminuaat jllsqu'à zéro; dans le premier qua-
drant, Ia différence entre un are et son sinus est moindre que l e quart du
cubo de I'arc, et le cosiuus d'un are est compris entre I'excês de l'unité su r
Ia moitié du car+é de I'arc et cet excês augrnenté du seiziêrne de Ia qua-

u-iêrne puissance de I'arc ; p. 625.

Caleul du sinus et du eosinus de l'arc de 10"; p. 630.

Formules de Th. Simpson, p. 632-

Points de repére, p. 634.

Disposition des Tables trigonométriques, p. 639'

Usage des Tables trigonométriques, lorsque l'arc donné ou eherehé est
compris entre 3' et 87' : un unale ou UI are queleonque étant donnó
dans les limites indiquées, trouver les logarf thmes de ses i-apports trigo-

nométriques, applieation de Ia regle des par-tias proportionnelles, rérrle
générale à suivre ; é tant donné Ie logarlthme d'un rapport tl'Ígonométrique.

trouvcr I'angle ou l'arc plus petit que 90' auquel il appartient : rêllle géné-
rale à suivre; recherohe de i'approximation obtenue dans L'un et L'autre

cas ; un are est toujours míeux déterminé par sa tangente ; p. 6~3.

Calculs relatífs aux petíts ares: solutlon de, questions précédentes, Iors-

qu'i1 s'agit d'un are compr is entre o' ct 3'; p. 65 r ,

Applieations diverses : résoudre I'eqnation a sinx + b COSI = c; condlríon

pour que le produit des sinus de deux ares dont Ia somme est constante,
soit maximum ou minimum; cherc'ier quel doii tire Ie rayon d'un. cerct c

pOlir que la diJférenee entre un are 'de ce cercle de I011,guellr determinee à

sa rorde soit inferieure à Ilne limite donnee ; p. 657'

LIVRE mWXIENIE.
TRIGONOMÉTRIE RECTILIGN

CHAPITHE PREMIEH.

FORMUl.ES FONDAMENTALES RELATlVES A LA I\ÉSOLUTION

DES l'RIANGLES RECTlLIGNES.

Formules relatives aux trranqles reetangles, p. 663.

Formules relatives aux trianqles queleonques: trois gro/wl'S de formules
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un des trois gl'oupes étant pris pour point de départ, les deux nutres s'cn-

suivent nécessn iremen t ; parmi les dix relations obtenues, il n:r en a 'l"~

trots qui soient distinctcs ; aire <lu triungle ; p. 665.

CBAPITRE 11.

RÉSOLUTION DES 'fRIANGLES RECTANGLES.

Premier cas, p. 674; deuxiéme cas, p. 675; troisiême cas, p. 6j6; qua-
tríéme cas, p. 6~7'

Formules de vérification, p., 6,8.

Applications numériques, p. 679'

CHAPITRE 111.

RÉSOLUTION DES TRIANGLES QUELCONQUES.

Premier cas, p, 680.

Deuxiême cas : formules a employer; procedes dijférents à adopter, suioani:

que ies elcmencs donnés le sont directement ou par leurs logaritlzmes;

remarque relative ali calcul dircct du troisiéme coté, ungle auxiliaire;
p. 63,-

Troisiême cas : Iormu les 11employer, aire du tr iang le, rayon du cercle cir-
conscrit, rayons des cercles inscr-it et ex-inscrits; seconde méthode de reso-

tution fondée sur Ia considération da raron du. cercle inscrit; p. 686.

Quatrieme cas : formules à employer, discussion de ce cas douteusc, condi-
tions d'une doub!e solution; remarque relative au calcul direct du troisieme
cõté, angle auxiliaire ; p. 693.

Formules de vérification, p. 69í'

Applications numériques, p. 6g8.

CHAPITRE IV.

EXERCICES ET APPLICATIONS.

Aire d'un quadrilatére quelconque en fonction de ses diagonales et de leur
angle ; expressions des aires des polygones réguliers de 11 et de 2n cotes,
inscrits et cireon scrits à un cercle donné, rapports de ces aires; expressiur.
de I'aire d'un segment circulaíre; 'proprietés du quadrilatêro iuscriptible;

P·700•

CHAPITRE V.

PROBLEMES DE TRIGONOMÉTRIE PRATIQUE.

Mesure des hauteurs : déterminer Ia huuteur- d'u n édifice, dont le pied
est accessihle ou inaccessible ; détcrminer Ia hautein- d'une montagne:

p. 'j°í'
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Mesure des distances inaccessibles : distance d'uu polnt donné à un point
inaccessihle ; distance de deux points inaccessibles; axe et rayon d'une tom'
circulaire dont le pied est inaccessible; prolonger un ãlignement au dela

d'un obstacle qui arrête Ia vue, p. 7'"

Probléme de Ia carte, p. 7,5.

LIVRE TROISIEME.
TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQUE.

CHAPITRE PREMIER.

FORMULES FONDAMENTALES IIELATIVES A LA RÉSOLUTION

DES TRIANGLES SPHÉRIQUES.

Remarquespréliminaires, p. 7'9.

Formules renfermant IAStrois côtés et un angle, p. 7~0.

Formules renfermant les trois angles et un côté, p. 723.

Formules renfermant deux côtés et Ias deux angles opposés, p. 724:

Formules renfermant deux côtés, l'angle qu'ils comprennent et l'angla
opposé à l'un d'eux, p. 725.

Formules spéciales pour Ia résolution das triangIes sphériques rectan-
gles : regle mnemoniq ue pour les retrouver , conséquences qu'elles entrai-

nent ; trlangles sphériques rectilatéres; p. 726.

CHAPITRE lI.

nÉSOLUTION DES TRIANGLES SPHÉRIQUES RECTANGLES.

Remarques préliminaires, p. 730.

Premier cas, p. 730j deuxíéme cas, p. 733; troisiême cas, p. 73{1;qua-
triéme cas, p. 734; cinquiéme cas, p. 738 j sixiéme cas, p. 738.

Trianr.le sphérique rectangle d'épreuve, p. 739.

CHAPITHE llI.

RÉSOLUTION DES TRIANGLES SPHÉRIQUES QUELCONQUES.

Remarques préliminaires, p. 741.

Premier et deuxiême cas : formules à cmployer, introduction de l'alle'l~
2 t. = A +B+ C- ,80°, discussion; p. j{12.
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'I'roisiême et quatriême cas : formules de Dclambre et de Neper ; introdu c-

tion d'angles auxiliaires, interprétation correspondante; p. 745.

Cinquiéme et sixiême cas : formules à employer, discussion de ces cas

douteuai, conditions d'une double solution; autre meihode de resoluiion,

introduction d'angles auxiliaires, interprétation correspondante r p ~49.

Triangle sphérique quelconque d'épreuve, p. 755.

Formules relatives à l'aire d'un triangle sphérique : cas ou 1'0n donne
deux cótés et l'angle cornpeis ; cas ou l'on donne les trois cótés , formule

de Lhuilier ; expression de l'aire d'un tr iangle sphérique en mêtres ear rés,
expression de Ia longueur d'un cóté d'un angle sphérique en mêtres ;

transformation de ces eapressions au point de vue des applications geodé-

siques ; relation entre i'angle 2.1 et L'excês spherique d íun. triangle sphé-

riq ue ; p. 756.

CHAPITRE IV.

EXERCICES ET APPLICATIONS.

Rayons sphériques du cercle eirconscrit et des cereles inserit et
ex-inscrits à un triangle sphérique, théorême de Lexell, p. 761.

Volume d'un parallélépipêde oblique en fonction de ses arêtes et des
angles qu'elles font entre eHes, p. í66.

Réduction d'UD anele à l'horizon, p. 767.

Plus cuur te distanee de deux poínts sur Ia sphêre terrestre : trouvai- Ia
dístance snhérto ue de deux points de Ia surface terrestre, connaiesant leurs

longttud es et leurs latitudes; p. 768.

QUESTIONS PROPOSÉES

SUR LA GÉOMÉTRIE

EXERCICFS concernant :
le premier Livre ( 1 à 186), p. 775. - te deuxiêrne Livre (187 à 230), p. 793.

- Le troísieme Livre (231 à 260), p. 798. - Le quatriéme Livre (261 à
294), p. 802. - I.e ein quiàme Livre (295 11 380), p, 80G. - Le sixiéme

Livre (38 I à 432), p. ~14.
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QUESTIONS PHOPOSEES

SUR LA TRIGONOMÉTRIE.

EXGRCICES concernant :

I.o premier Livre (1 à 62), p. 81g. - Le deuxiême Li vr e (63 à 134.), p. 826.

- te troisiéme Livre (135 à 174), p. 833.

NOTES.

Note I. - Probléme de Ia sphére tangente à quatre plans, 1'. ô4 t ,

NOTl'; 11. - Des Ta~les trigonométriques eentésimales, p. 8~6.

:'\01"1': 111. - Résolution td{lonométrique de I'équation du trorsieme degré,

p. 848.
NuLe I V .-- Emploi ue ia régio à ealeul en Géométrie et en 'l'rigolluméu'Ie,

p. tiS,.

TARLES NUMÉRIQUES.

TABLE I. - Rêdaetion des ang les ou des ares eu partíes du raion pris pour

unité, P: 857.

TAllLE 11. - l.íg nes tiigonumétr-iq ues naturel les des angles ou des aros vm-laut

de min ate en minuie dcpuis 0° j usqu'a 90°, p. 858.
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COURS

DE MATHÉMATIQUES.

GÉOMÉTRIE.

, ,
GEOMETRIE PLANE ..

INTRODUCTION.

1. En commençant Ia Géométrie, on quitte le domaine de
l'absrracuon et l'on doit s'appuyer sur des notions dont l'ori-
gine est absolument expérimentale. C'est en oubliant cette
nécessité qu'on a été quelquefois conduit à compliquer fe

détail des démonstrations au delà de toute utilité réelle. La
rigueur d u raisonnement est essentíelle , mais seulement
dans les limites qui sont imposées à I'esprit humain par Ia
nature mêrne des choses. Nous croyons donc qu'il importe de
savoir accepier Iranchernent, au début d'une Science, les vé-
rités primordiales ou les idées intuilives qui lui servent de
fondement, et qu'iJ ne Iaut pas s'efforcer d'en diminuer le
nombre à l'aide de déductions pénihlernent échafaudées. C'est
ce point de vue qui nous guidera dans I'étude des premiers

princi pes géométriques.

2. Le milieu dans lequel nous sommes plongés et ou Ia
Terre se meut avec les autres corps célestes a reçu le nom

d'Espace.
En examinant les .corps matériels qui nous environnent,

DE C. - COllJ"S. 11.
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naus naus familiarisans avec les idées de sltuation, de forme,
d'étendue.

On appelle volume d'un corps I'étendue du lieu qu'il occupe
dans I'espace supposé indéfini.·

La Géométrie fait abstraction de toutes lesautres propriétés
des corps : elle ne considere que leu r étendue. I1s n'ontplus
ni impénétrabilité, ni porosité, ni élasticité, ni pesanteur, etc.

Admettons que 1'0n puisse plonger les co rps duns une atmo-
sphére assez dense pour en conserver I'empreinte: Ia Géo-
métrie ne raisonne que sur cette empreinte, à laquelle elle
suppose une contlnuité et une régularité que le corps corres-
pondant est, en général, bien loin de présenier. C'est ainsi
qu'une perfection idéale est toujours imposée d'abord, comme
moyen ele simplification, aux sujets de nos investigations.

3. Pour Iixer les idées, considérons un porallélipi pede rec-
tangle (lIn livrequelconque a une pareílle forme). Si 53 Iuui-

teur devient três petite, ele maniére à pouvoir être négligée à
côté eles deux autres dimensions, on passe, lorsque Ia hauteur
est devenue aussi petite qu'on peut le supposer, de l'idée de
volume 11 I'idée de surface,

On voit que les volumes des corps sont séparés de l'espace
environnant par des surfaces,

De mêmc, si l'on considere un rectangle, et si I'on suppose
que sa base devienne três petite, de maníêre à pouvoir être
négligée 11 cõié de sa hauteur, on passe, lorsque Ia base est
devenue aussi petite qu'on peut le supposer, de I'idée de sur-
face à l'idée de ligne.

On voit que les surfaces sont limitées par les lignes, comme
les volumes le sont par les suríaces.

Enfin, étant donnée une ligne quelconque, si sa longueur

diminue de mantere à devenir plus petite que tout ce qu'on
voudra, on passe de l'idéc de ligne à I'Idée de point, Un poínt
indique seulement une posuion dans l'espace.

Lu gé nératiorc des élérnents géométrlques a lieu en sens in-

verse. Le point, dans son mouvement, trace ou engendre une
ligne; Ia Iigne, duns son mouvemenl, engendre une surIace;
Ia surface, dans son mouvement, engendre un volume.

Deux Iignes se coupent suivant un point, deux surfaces sui-
vant une ligne : deux volumes se coupent ou se pénêtrent sul-

vant une surface.
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4. La plus simple de toutes les lignes est Ia ligne droite,
dont tout le monde a le sentimento Elle est décrite "ar un
point qui, dans son mouvement, tend eonstamment uers un
seul et méme point ou conserve Ia méme direction,

II en résulte immédiatement que deu» points suffisent pour
déterminer une droite;
dês lors, deux droites AB
et CD (fig. r) qui ont ê----------A·---------::n---------jj-

deu» poirus eommuns
cotncident dans toute leur étendue, c'est-à-dire quelque
loin qu'on les suppose prolongées vers Ia droite ou vers Ia

gauche.
Une ligne brisée est décrite par un point qui, dans son mou-

vement , change de temps en
temps de di~ection. Ce point
décrit alors (fig. 2) des por-

tions de Iignes droi tes AB, BC, h

CD, dont les dlrections varient
et qui ont pour points communs
successifs les points B, C, ou le changement de dlrectíon
s'opere.

Une ligne courbe est décrite parun point qui, dans son tnou-

oement, change à chaque instant de direction, On peut Ia regar-
der alors com me une ligne brisée composée d'une infinité tl'élé-

ments reetilignes infiniment petits Fi . 3.

(fig. 3). Et ceue définition est im- g

portante en ce qü'elle perrnet d'é- ~
tendre immédiatement, avec Lsin-

NITZ, tou tes les própriétés des lignes brisées aux lignes courbes,
lorsque ces propriétés ne dépendent ni de Ia grandeur ni du
nombre des côtés de Ia ligne hrisée,

Figo r ,

Fig.2.

n

D

c

5. EUCLIDE, dans ses Éléments (285 avant J .-C.), définit Ia
ligne droite de Ia maniere suívante :

La ligne droite est eelle qui est égalemeni placée entre ses

points.

Ceue définition a donné Iieu à des interprétations diverses.
Nous pensons qu'elle s'accorde avec Ia définition que nous
venons d'adopier (l~). Être placée également entre ses points,

n'est-ce pas, pour une Iigne, ne dévier d'aucun côté par rap-
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port à ses différentes parties? n' est-ce pas, par conséquent,
conserver dans son cours une direction invariable?

Quoi qu'il en soit, une pratique constante associe indissolu-
blemcnt dans notre esprit l'idée de droite ou d'alignement et
l'idée d'une direction unique,

6. On entend par surface plane ou plan une surface tel/e,
que, dês qu' une ligne droite y a deux points, elle y est con-

tenue tout entiêre, Nous prouverons plus loin que deux plans
-cotncident dês qu'ils ont trois points communs non en ligne
droite.

La définition précédente signifie que deux points quel-
conques de Ia surface déterminent une direction qu'on peut
suivre indéfiniment sans sortir de Ia surface. Le plan est donc,
en quelque sorte, pour les autres surfaces, ce que Ia ligne droite
est pour les autres Iignes, et tout le monde en a le sentiment.

On divise Ia Géométrie en Géométrte plane et en Géo-
métrie dans l' espace. La Géométrie plane traite des figures
qu'on peut tracer sur un plan j Ia Géométrie dans l'espace
traite des figures dont les éléments sont disposés d'une ma-
níere quelconque.

7. Deux figures qui peuvent se superposer ou pénétrer exac-
tement l'une dans l'autre, c'est-à-dire deux figures qui peuvent
cotncider, sont dites égales,

Deux longueurs qui renferment le même nombre d'unités
de longueur, deux surfaces qui renferment le même nombre
d'unités superficielles, deux volumes qui renferment le même
nornbrerl'unités de volume, sans que leur cotncidence soit
possible, sont ctits équivalents, .

8. Le but de Ia Géométrie est Ia mesure de l' étendue, Mais
il est utile de préciser et d'étendre cette définition.

On ne peut mesurer directement que les Iignes droites, en
portant sur celles que I'on considere l'uníté de longueur et ses

subdivisions. Et encore cette mesure directe n'est pas possible
dans un três grand nombre de eas (distance d'un point à un

point inaccessible, distance de deux points inaccessibles, etc.),
On ne peu 1 pas mesurer directement les lignes eourbes. li en
est de même pour les surfaces et les volumes: on raméne leur
évaluation à ceIle de certa ines lignesdroites qui ont une liaison
déterrninée avec Ia surfaee ou le volume eonsidéré.
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Si l'on veut donner une idée juste de Ia Géométrie, il faut
donc dire que Ia Géométrie a pour but de mesurer I' étendue,
en ramenant toutes les mesures quelconques à la mesure di-
recte de certaines lignes droites choisies convenablement dans

choque caso Toutes les propriétés démontrées successivement
dans un Traité de Géométrie 'concourent au but que nous ín-

diquons.
Mais cette définition, suffisante lorsqu'on se borne à écrire

un Traité élémentaire, est bcaucoup trop restreinte si l'on veut
envisager Ia science dans son véri table ensemble.

{( La Géométrie, comme le dit três bien M. Duhamel, com-
prend tous les rapports résultant de Ia nature de l' étendue. La
mesure des grandeurs comprend quelques-uns de ces rap-
ports, mais il en est une infinité d'autres qui n'y ont pas trait

directement (1). ))

9. Toute proposition consiste dans une hY'P0these et une
conclusion. qui en découle. La démonstratlon de Ia proposition
est Ia suite des raisonnements qu'il faut faire pour passer de
l'hypothese à Ia conclusion, en s'appuyant sur des vérítés évi-
dentes ou déjà démontrées.

Une proposition étant donnée, si I'on adopte à Ia fois une
hypothese contraire et une conclusion contraire, on énonce Ia
proposition contraire. On énonce Ia proposition réciproque

en prenant Ia conclusion de Ia proposition directe pour hypo-
these et son hypothese pour conclusion.

La proposíuon contraire et Ia proposition réciproque sont
souvent Iausses, parce que Ia conclusion de Ia proposition
directe peut répondre à un plus grand nombre de cas que

l'bypothese.

(') lIs pourront s'y adapter plus tard, ils pourront aussi servir dans les

Applicatiolls de Ia Géométrie à d'autres Seienees. " Il ne faut done, ajoute
M. Duhamel , négliger aucune véríté interessante par elle-même, indépendam-

ment de toute utilité pratique. Outra le plaisir que I'on éprouve toujours à
apprendre quelque chose de nouveau, il y a I'avantage 'ineontestable d'ac-

ct-oitre ses facultés intelleetuelIes par I'usage bien dirigé qu'on en fait; et si
lon pouvaít suivre I'action de toutes les influences SUl' le développement de
l'esprit , on reeonnaitrait souvent Ia part que les méditations de Ia Science

abstrai te pourraient revendiquer dans le talent du penseur, de I'oruteur ou
de l'écrivain. » (J.-M.-C. DUIIAMEL, Des _~1ét"odes dans les Soicnces de Iiai-

sonnement, 2' Partie, p. 308,)
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10~ Le mot axio,rtesignifie une propositlon éoidente par
elle-même, Un théorême est une proposlilon qui doit être
démontrée, Le mot problême s'explique de lui-même. Un

lemme est une proposition préliminaire facilitant Ia démons-
tration d'un théoréme. Un corollaire est une conséquence
immédiate d'un théorême , Le scolie est une remarque sur un
ou plusieurs théorémes.



LIVRE PHEMIER.
LES LIGNES.

CHAPITRE PREMIEn.
LA LIGNE DROITE.

I. - Mesura et rapport des lignes droites.

11. Nous savons par I'Arithmétique ce qu'on doit entendre
par le mot unité et ce que c'est que mesurer une grandeur.

Mesurer Ia grandeur d' une ligne droite, c'est Ia comparer à
une autre droite prise pOlir uniié .

Si Ia droite qu'on veut mesurer surpasse le meu-e, on porte
te metre sur sa direction autant de fois que possible; suppo-
sons qu'il y soit contenu 5 fois, plus un reste inférieur au
métre. On cherche combien ce reste contient de décimetres ;
supposons qu'Il en contienne 5, plus un reste inférieur au
décímetre. On mesure ce nouveau reste à I'aide du centí-

méire, et, s'il en conticnt exactement 9, on dit que Ia droite
considérée a une longueur de 5m

, 59.
Si Ia droite donnée est plus petite que le métre, on em-

ploie immédiatement comme unité le décímétre ou le centi-

métre, etc.
Pour comparer deux grandeurs, il faut former le rapport des

nombres qui Ies représentent : il Iaut donc ehereher d'abord
si ces grandeurs contiennent exaetement une même uníté, si

elles 001 une commune mesure.
Deux Iignes droites étant doooées, on trouve leur plus

grande commune mesure en opérant SUl' ees droites absolu-
ment eomme on opere SUl' deux nombres pour trouver leur
plus grand eommun diviseur. On porte done Ia plus petite
droite SUl' Ia plus grande autant de fois que possible, le reste
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obtenu sur Ia plus petite droite, le second reste sur 10 pre-
mier, etc, L'opération est terminée lorsqu'on arrive à un reste
eontenu exaetement dans Ie reste préeédent. Ce dernier reste
est Ia plus granrle eommune mesure cherchée.

Désignons, par exemple, par A et B les deux droites données,
par R, R', R", Ias restes successívernent trouvés. Supposons
que les résultats des opérations soient représentés par les
égalités suivantes :

A=3B+R, B=5R+U', R=2R'+ll", R'=7R".

On en déduit faeilement

R=I5R", B=8:dl", A=?6IR".

On en conclut done, pour le rapport de A à- B,

A 261l{" 261

B - 1321\" --g;-'
I

On peut remarquer que I'ex pression fractionnaire obtenue
doit être irréduetible. Si 261 et 82 admettaient, par exemple,
le facteur eommun 5, A et B seraient divisibles par 5R"; R" ne
serait done plus leur plus grande com mune mesure.

II peut se Iaire que les deux droites considérées n'aient pas
de com mune mesure, qu'elles soient incommensurables, En
cherehant leur plus grande eommune mesure, on n'arr-ive alors
jamais à un reste nul, du moins théoriquement; cal' les restes
sueeessifs, formant une suíte déeroissante, finissent bientôt,
en vertu de leur petitesse, par échapper à tous nos moyens
d' appréeiation. .

On peut néanmoins trouver le rapport incommensurable de
deux droites données, avee telle approximation qu'on veut.
Supposons que les droltes A et B n'aient pas de eommune me-
sure e1 qu'on demande I'expression de leur rapport à 0,001

preso On divisera B en J 000 parties égales : nous désignerons
l'une de ces parties par a. On poriera a sur A autant de fois
que possible : supposons que A tombe eiJtre 781511 et 781611.

A . . 781511 78J6a
Le rapport -B tombera évidcmment entre -- e1 --,

r ouo « i ooo c
e'est-à-dire entre 7,815 et 7,816: le premier nombre repré-
sentera le rapport eherehé à 0,00 I prés par déf'aut , le second
à 0,001 prês par excés.

12. Quand on prend un poínt SUl' une dro ite , on peut con-
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sidérer sur Ia droi te deux côiés différents par rapport à ce
point: c'est ee qu'on eotend par les sens ou les directions op-
posées de Ia drcite en ee poiot. Par exemple, un observateur
placé au point A de Ia droite eB (fig. I) peut distinguer le sens
ou Ia direetion de droite AB, le sens ou Ia direetioo de
gauche AC.

11 est commode d'appeler .segment (de droite) une portion
de droite limitée par deux points déterminés. Si ces deux
points sont A et B (fig. I), on doit regarder les deux segments
AB et BA comme étant égaux en valeur absolue, mais de sens
ou de signes contraires.

Pour ajouier effectivement plusieurs portions de droítes, on
les porte à Ia suite Ics unes des autres, sur une droite indé-
flnie , de maniêre qu'elles se succédent bout à bout dans le ,
méme senso Leur somme est représentée par Ia longueur
comprise entre le point de départ du premier segment et le
POiOl d'arrivée du deroier.

Pour retrancher effectivement deux portionsde droites l'une
de I'autre, on les porte bout à bout SUl' une droite indéfioie,
mais en leur donnant des sens contra ires. Si ees deux portioos
de droites sont représentées, par exemple, par AD et BD en
valeur absolue (fig. I), 00 porte AD SUl' Ia droite iodéfinie, à
partir du point A et li droite de ce point , puis 00 cornpte BD
à partir du point D, mais à gauche de ce polnt. Le segment
AB représenie alors Ia différeoce AD - BD.

lI. - Des angles.

13. Lorsque deux droites AB et AC partent d'un même point
A en suivant des directions dlfférentes, elles
forment un angle (fi.g. 4). Le poiotA est le
sommet de l'angle; les droites AB et AC,
prolongées aussi loin qu'on voudra, en sont
les cãtés .

POUl' avoir une idée exacte de Ia grandeur
d'un angle, iI faut supposer que le cõié AB,

par exernple , était d'abord couehé sur le côté AC, puis qu'il
s'en est éloigné en tournant autour du sommet A, pour venír
preodre Ia position qu'il occupe. L'amplitude de ce mou-
vement de rotation correspood à Ia graodeur de l'angle.

On désigoe uo angle par Ia leure placée à son sommet : on

Firr· 4·
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dit I'angle A. Lorsque plusieurs angles ont même sommet, .
011 les distingue en Iisant en outre deux leures placées SUl'

leurs côtés; on a soin d'énoncer au milieu Ia lettre du sommet:
00 dit I'angle BAC.

14.. Deux angles sont adjacents lorsque, ayant un sommet
commun et un côté commun, les côtés non communs sont
situés de part et d'autre du côté commun. Les angles BAC, CAD
(fig. 5), son t adjacents.

Lorsque deux droites se coupent, elles formem deux angles
adjacents: lorsque ces angles adjacents sont égaux, Ia premiere
droite est dite perpendicalaire sur Ia seconde; elle est dite

Fig.5. Fig.6. Fig. 7.

G F u

oblique dans le cas contraire. La droite AB (fig.6) est per-
pendiculaire SUl' Ia droite CD, parce que Ies angIes adjacents
CBA, DBA, sont égaux. La droite EF (fig. 7) est oblique sur
Ia drolte GH, parce que les angles adjacents GFE, HFE, sont
inégaux. Le point B est Ie pied de Ia perpendiculaire, Ie point
F est le pied de l'ohlique.

Les angles adjacents égaux CBA, DBA, sont appelés droits,
Un angle droit est un angle dont l'un des côtés est perpendi-
Gulaire SUl' l'autre,

Pour ajouter deu x angles, on transporte Ie second à Ia suite
du prernier, de maniere 11Io rrner deux anglesadjacents: I'angle
des côtés non communs est Ia somme des angles proposés.
La soustraction de deux angles s'opere d'une manlére ana-

Jogue.

THÉOREME.

15. Par un. point pris SUl' une droite, on pput toujours lui
élever une perpendiculaire, mais une seule (fig. 8) .

Par le point A de Ia droite DB, menons une droite quel-
conque AE. Si Ies angles BAE, DAE, sont égaux, AE sera per-
pendiculaire sur DB. S'il n"en est pas ainsi, supposons que
BAE soit le plus petit des deux angles. Faisons alors tourner
Ia Iigne AE autour du point A jusqu'à ce qu'elle vienne com-



GÉO)1ÉTIlIE. I I

cider avec AD. Dans ce mouvement, I'angle DAE crott d'une
mantere continue, tandis que l'angle DAE dé crott d'une ma-
niere continue jusqu'à devenir nul, L'angle DAE, d'abord plus

petit que l'angle DAE, doit done devenir Fig.8.

pIus grand, comme l'indíque Ia seconde c
positíon AF de AE, marquee SUl' Ia figure. 'Y', /E

li Y a done nécessairement UIl instant, ct """", /,//

cet instant est uniqu e, ou Ies deux angles ~1J--~A~--~il

SOIll égaux. Avant cet instant, ils n'étaient
pas encore égaux; aprês, ils ne Ie sont plus. Si I'on suppose
que AE oceupe Ia posuion AC lorsque les deux angles adja-
eents som égaux, on voit que.AC est Ia seule perpendieulaire
qu'on puisse élever au point A sur DB.

cOnOLLAIRES.

16. TOllS les angles droits sont égaux,sans quoi I'on pour-
rait mener deux perpendieulaires en un même point d'une
même drolte, L'angle droit est done un type Invarlable auqueI
on peul comparer ou rapporter les nutres angles.

UIl angle aigu est un angle pIus petit qu'un angle droit, un
angle obtus est un angle pl11S grand qu'un angle droit:
I'nnglel).AF est aigu, l'angle BAF est obtus,

17. Lorsque Ia somrne de deux angIes est égale à un angle
droit, ces angIes sont appeIés complémentaires , Iorsque Ia
somme de deux angles est égale à deux angles droits, ces
angIes sont appelés supplémentaires,

Les angles adjacenls formés pardeu» droites qui se coupent

sont sap plémentaires (fig· 9)·

Soient les angles BDE, EDA. Élevons au point D Ia p erpen-
dieuInire De sur AD. L'angle aigu BDE est ' F

inCérieur à un angIe droit de I'angle CDE; 1~. 9·

I'angle obtus ADE est supérieur à un angle
droit du même angle COE. La somme des
angles DDE, ADE, est done égale à deux 7A----:D::+----n
augles drcits.

Il résulte de eette démonstration que Ia

somme de tous les angles t« on peut former

aulour d' IIn méme poinl D et au-tlessus d.'iine méme droite
All est toujours égale à deua: angles droits,

E

F
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18. Lorsque deux droítes qui se coupent sont prolongées
toutes deux au deIà du -point d'intersection, elles forment
quatre angles : c'est ce que montre Ia figure Iorsque I'on consi-
dere Ies droites AB et CF. Ce qui précêde prouve alors que,
l'uti de ces quatre angles étant droit, les trais autres le sont.
Par conséquent, si CD est perpendiculaire sur AB, AB l'est à

son tour SUl' CD.
La som'me de tous les angles qu'oti peut former autour .d'un

méme point est égale à quatre angles droits, On n'a, pour s'en
assurer, qu'à mener par Ie point donné deux droites perpen-
diculalres entreelles et indéfiniment proIongées.

19. Lorsque deua: angles adjacenls sont snpplémentaires,
leurs côtés extérieurs, c' est-à-dire leurs côtés non communs,

sont en ligne droite.Eeue réciproque de Ia proposition du
n" 17 est évidente. Si Ies deux angles ADE, EDB (fig. 9), sont
supplémentaires, les côtés AD et DB sont en ligne droite; car
Ie prolongement de AD détermine précisément le supplément
de I'angle ADE.

20. La bissectrice d'un angle est Ia ligne qui, menée par le
sommet de cet angle, le partage en deux. angles égaux.

Les bissectrices de deux angles adjacents supplément aires

sont à angle droit (fig, 10). Soient les deux
angles supplérnentaires ACD, DCB; soient
CF et CE les bissectrices de ces angles.
L'angle FCD est Ia moitié de l'angle ACD,
I'angle nCE est Ia moitié de l'angle DCB.
L'angle FCE sera donc Ia moitié de Ia

somme des angles ACD et DCB ou Ia moitié de deux angles
droits.

l·'ig, 10,

\L~
A""--~C; B

THÉOREME.

21. Par un point O pris 1101's d'une droite AB, on -peut tou-

jours abaisser une perpendiculaire SUl' ceue droite, mais une

seule (fig. II).

Plions Ia figure autour de AB, Ie point O viendra en O'. Re- _
mettons Ia figure dans sa prernlêre position, et joignons .Ies
points O et O' à un point quelconque C de Ia droite AB. Les
angles adjacents OCB, O' CB, seront toujours égau», puisqu'un
nouveau rabattement de Ia figure autour de AB les fera évi-.
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demment cotncider (7). Or, pour que Ia droite OC soit per-
pendiculaire sur AB, iI sufflt que I'angle Fiff. II.

OCR soit droit, c'est-à-dire que Ia somme -;- 1-,,-0 __ -:-des deux angles adjacents égaux OCB,
O'CB, soit égale à dcux angles droits,

A le licondition qui exige que les côtés ex-
térieurs OC et O' C soient en ligne

o'droite (19). Deux points déterminant
une droite (4), Ia droite 00' est done perpendiculaire à An,
et c'est Ia seule qu'on puisse mener du point O SUl' AB.

THÉOREME.

22. Les angles opposés par le sommet sont égaux:

Deux angles opposés par le sommet sont tels, que les cõtés

de l'un sont les prolongements des F'
11}. 12.

cõtés de l'autre. ~
Soien t Ies deux droítes BD, EF E. '

(fig. 12): Ies angles BAE, FAD, sont A F

égaux. En effet, ces deux angles ont II

pour supplémentle même angle DAE. On prouverait de même
que les angles DAE, FAB, sont égaux.

23. Réciproquement, si les angles BAE, FAD, sont égau»,
ainsi que les angles DAE, FAR, les trois points B, A, D, sont

en ligne droite, ainsi que les trois points F, A, E. En effet, Ia
somme des angles formés autour du point A étant toujours
égale à quatre droits (18), Ia somme des angles BAE et DAE,
qui est Ia moitié de Ia somme des angles considérés, sera
égale à deux angles droits; ces angles étant adjacents, leurs
côtés extérieurs RA et AD seront en ligne droite (19). On dé-
montre de mêrne que I"AE est une seuJe et même ligne droite.

II est évident que, si deux angles égaux sont dans Ia posi-
tion d'opposés par le sommet, et que deux de leurs cotés soient
en. ligne droite, les deux autres côtés sont aussi en prolonge-

ment,
II en résuIte que les bissectrices des angles opposés par le som-

met sont en prolongement l'une de l' autre, Si I'on considere

deux droites formant quatre angles deux à deux opposés par le
sornmet, les quatre bissectrices correspondantes forment done
deux droires, dailleurs perpendiculaires J'une sur l'autre (20).
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IH. - Des triangles.

24. On appelle triangle Ia figure formée par trois droites qui
se coupent deux 11 deux. Les portions ainsi Iimitées de ces
droites sont les côtés du triangle, les angles qu'elles déter-
minent deux à deux sont les angles du trlangle, leurs points
d'intersection en sont les sommets.

Un triangle est isocele quand iI a deux côtés égaux. La base
d'un tríangle ísocêle est le côté qui n'a pas d'égal j le sommet
opposé est spécialement lesommel du triangle. La perpendi-
culaire abaissée du sommet sur Ia base (21) est Ia Iiauteur du
triangle ísocêle. .

Un triangle est équilaiéral quand il ases trois côtés égaux j

il est équiangle quand iI ases trois angles égaux,
Un triangle est reclangle quand l'un de ses angles est droit ;

le côté opposé à I'angle droit estl'!typoténuse du triangle.

THÉOREME.

25. Dans uti triangle isocêle, les angles opposés aux càtés
égau::t' sont égauo: (fig. 13).

Soit le triangle isocele ABC. On a, par hypothese, AC = BC,
et il faut démontrer que I'angle A est égal à I'angle B.

Pour cela, considérons un second triangle A' B' C', repro-
duction. etcacte du premier, et transportons-le SUl' le triangle

ABC en. le renversant de mantereFit; .• 3.

6
e 6C~que C' tombe en C et B' en A :

ceue coíncídence est possible,

puisqu'on a AC=BC=B'C'.
Les deux angles C et C' étant
identiques, le cõté C' A' prendra

A B A' U' alors Ia directian CB, et, comme

C' A' = CA = CB, le poinl A' tombera en B. Par suíte, les
deu x triangles comparés colncident comme ayant mêmes sorrí-
mets (4), et, l'angle B', égal à I'angle B, coíncídunt avec

I'angle A, les angles A et D sont égaux.

26. Réciproquement, si deu» angles dun. triangle sont
égau::t', les côtés opposés sont égau::t' et le triangle est isocêle
(fig. 13).
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Dans le triangle ABC, on a, par hypothese, angle A = angle R,
ct iI faut démontrer que AC= RC.

Ceue fois, nous transporterons le triangle auxilialre AIB' C'
SUl' le triangle ARC, en le renvcrsant de manlere que BI tombe
en A et AI en R. On aura soin d'ailleurs de faire tomber les
deux triangles d'un même côté par rapport au côté rendu
commun AB. Puisqu'on a angleA = angleB = angle B', le côté
R' CI prencJra alors Ia direction d u côté AC, et Ie point C' tom-
bera quelque part sur Ia droüe AC ou SUl' son prolongement.
De même, puisqu'on a angle R = angle A = angle A', le CÔLé
A' C' prendra Ia direction du cõté RC, et le point C' iornbera
quelque part SUl' Ia droite RC ou SUl' son prolongement. Le
point C', devant se trouver à Ia foi" sur les deux droites AC
et BC, tornbera nécessairementà leur intersection C, et les deu"
lriangles compares coi:ncident comme ayant mêmes sommets.
Le côté A/C', égal au côté AC, coi:ncidant avec le CÔLéRC,
Ies CÔLésAC et BC sont égaux eL le triangle ARC est isocêle.

COROLLAIRES.

27. Les démonstrations précédentes prouvent que le triangle
isocêle est superposable à lui-méme par renversement ou re-
tournement,

D'apres cela, si l'on considere, dans le triangle ísocele ABC
(fig. 14 l, Ia droite CO qui joint le sommet C
au milieu D de Ia base, ceue droite reste fixe
quand on retourne le Lriangle de maniêre à
amener B en A eLA en B. Par suíte, aprés ce
mouvernent, les angles adjacents DCB, DCA,
corncident eL som égaux. De même, les
angles adjacents supplémentaires CDB, CDA,
cotncident et sant droi ts (1'7).

Aínsi, dans tout !riangle isocêle, Ia droite qui unit le som-

met au milieu de Ia base se confond aoec Ia hauteur du
triangle et Ia bissectrice de l'angle au sommet.

La droite CD remplit donc quatre conditions, et, comrne
d'apres ce qui précede, deu" polnts déterminent une draite,
qu'un angle n'a qu'une bissectrice, que par un po int on ne
peut abaisser qu'une perpendiculaire sur une droite, dês
qu'une droite CD remplit deux des condítions indiquées, elle
rernplit nécessairement les deux autres.

Fig.lt,.
c
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28. Tout triangle équilatéral est équiangle, et tout triangle
équiangle est équilatéral,

29. On a à considérer dans un triangle quelconque six élé-
ments : trois côtés et trois angles. II suffit que trois de ces élé-
ments soient respecLivement égaux dans deux triangles pour
que ces triangles soient égaux : i\ faut seulement que, parmi
ces éléments égaux, iI entre au moins un côté. Nous aurons
donc à démontrer les trois cas d' égalité suivants.

THÉOREME.

30. Deu» triangles ABC, A' B' C', sont égauo: :

1° Lorsqu'ils ont uri cóté égal adjacent à deux angles égau»
chacun. à cliacun ;

2° Lorsqu'ils ont un angle égal compris entre deu» côtés

égaux chacun. à chacun ;
3° Lorsqu'ils ont les trois côtés égaux cliacun à chacun;

,0 Supposons (fig. 15) qu'on ait AB =A' R' , et que les
angles A et A', B et B', soient égaux. On pourra porter le

triangle A' n'C' sue le triangle
AnC de maniêre que A' B'
coincide avec AB; si les deux
triangles tomhent alors dans
le même sens par rapport au
côté commun, A'C' prendra
Ia direction de AC, puisque

l'angle A égale l'angle A'; n'c' prendra Ia direction de nc,
puisque l'angle B égale l'angle B'. Le point d'intersecLion C'
des côtés A' C' et B' C' corncidera donc avec le point d'intersec-
tion C des côtés AC et nc. Les deux triangles considérés,

ayant alors mêmes sommets, sont égallx.
20 Supposons (fig. ,5) que I'angle C' soit égal à l'angle C et

qu'on ait C'A' = CA, C' B' = CR. Les deux angles C' et C étant

égaux, on pouna porter le triangle A'B' C' sur le triangle ARC
de maniêre que ces angles coincident. Les droites C' A' et CA,

C' R' et eB, auront alors Ia même direction , eL, comme on a
C' A' = CA et C' D'= cn, les sornmets A et A', D et D', com-
cideront. Les deux triangles considérés, ayant alors mêmes

sornmets, sont égaux.
30 Supposons (fig. 16) qu'on ait AB = A' B', BC = B' C',

CA =C'A'. Nous allons ramener ce troisiême cas au deuxierne.

A
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Portons le triangle A'H' C' sur le triangle AEC en faisant com-
cider A' E' avec son égal AE; puis, rabattons le triangle A' E' C'
autour de AE de maniere
que C' vienne en CI. Le
triangle AECI sera Ia re-
produétion du triangle
A'E'C'. On aura donc

C'E'= CIE =CB,

en même temps que

, C' A' = CI A = CA.

Les deux triangles CBCI, CACI étant ísocêles, les angles à Ia
base sont égaux dans ehacun d'eux (25). Les angles ACB et
ACI E sont done égaux eomme formés de parties égales. Par
suite, I'angle C du triangle ARC est égal à I'angle C' du
triangle A'E'C, et ees deux triangles sont égaux (2°).

Fig.16.

c

A~---+---4 B

c,

31. On voit, par ee qui précéde, que, dans les triangles
égau», les angles égaux sont toujours opposés aux càtés

égaux, et réciproquement,

THÉOREME.

32. Dans un triangle, à un plus grand côté est opposé un.

plus grand angle (fig. 17)'

Dans le triangle AEC, on a CE > CA, et iI faut démontrer
que l'angle A est plus grand
que l'angle R.

Sur CE, prenons CD = CA, c

et traçons Ia droite ADE. Le
triangle ACD étant isocêle,

I'angle CAD, nécessairement
moindre que I'angle A, est
égal à I'angle CDA OLl à son opposé par le sommet EDB. L'angle
EDB est done lui-même moindre.que l'angle A.

Mais, si l'on joint le sommet A au milieu F du segment DE
et si I'on prend sur Ia droite ainsi déterminée FG = A~, les
iríangles AFB, DFG, sont égaux (30, 2°), et l'angle ABF égaJ,
par suíte, à l'angle GDF (31). Mais, d'aprês Ia eonstruction
même, le point (J est situé dans l'angle EDE. Done l'angle
EDB, moindre que I'angle A, surpasse l'angle'Glrj' ou son
égal E, et I'on a, a fo rtio ri, angle A> angle E.

DE C. - Cours. lI.

Fig. '7'

/E
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33. Réciproquement , dans un triangle, ri un plus grand

angle est oppose un. plus grand côté (fig. 17)'
Dans le triangle ABC, on a angle A> angle R, et ll faut

dérnontrer qu'iI en résulte CB > CA.
En effet, si I'on avait CB =CA, l'angle A serait égá1--à

l'angle B (25), et, si l'on avait CB <CA, 00 aurait '

angle A < angle R,

d'aprês Ia propositioo directe (32). li faut donc qu'on ait
CB > CA, puisque CB ne peut être, d'aprés les conditions de
I'énoncé, ni égal à CA ni moindre que CA.

3t... La démonstration précédente est un prernier exemplo
de Ia méthode de réduction à I'alisurde, si employée par les
anciens. Cette méthode consiste' à prouver que Ia non-exis-
tence du théorerne qu'on veut établir conduirait à une absur-

dité évidente ou à des conclusíons contraíres à l'hypothese
admise comme point de départ.

La méthode de réductioo à l'absurde est surtout applicable
à Ia démonstration des réciproques.

THÉOREME.

35. Dans tout triangle, chaque côté est plus petit que Ia
somme des deu» autres et plus grand que leur différence
(fig. 18).

li suffi 1 de démontrer Ia prerniere partie de l' éooncé pour Ie
plus grand côté et Ia seconde pour le

D pl us petí t.

/7 Soit le triangle ABC, dont les trois

LC\//",/, côtés rangés par ordre de grandeur
sont AB, AC, BC.

Prolongeons AC d'une longueur CD
A B égale à BC et joignons imo Lertriangle

BCD étant isocele, l'angle D, égal ~ l'angle CBD, est moindre
que l'angle AriD. On a donc, dans le tríangle AR]} (33),

AB<AD,

Flg. 18.

c' est-à-dire
AR<AC+BC ..T

Si, des deux-rnembres de cette ínégnlíté, -011 retranche AC,

il vient
BC> AB -- AC.
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On voit que trois longueurs données arbitrairement ne
peuoent pas toujours former Les trois côtés d'un. triangle. II

Iaut que Ia plus grande soit moindro que Ia somme des deux
nutres.

COROLLAIRE5.

36. Une ligne droite limitée est moindre que toute ligne
brisée terminée aua: mémes extrémités (fig· 19)'

Comparons Ia drolte AB au contour brisé ACDEFB. La figure

donne immédiatement (35) Fil:. '9.

AD < AC -I- CD, /'

AE < AD + DE, c // ///-,,," E __ - r:'

~!~~1: ;~: ~:~;~::~~:-----------D

En ajoutant ces inégalités membre à membro et en simpll-
fiant, on a

AB < AC -I- CD -I- DE -I- EF -I- rn,
37. Toute ligne polygónale convea:e (voir 62) est moindrc

que toute ligne poly g onale envelop p ante terminée atue mêmes
extrémites (fig. 20).

Laissant de côté Ia partie communez iI Iaut prouver que le
contour ABCD est moindre que le Fil:' 20.

COIlLelU!' AEFD. E G

Prolongeons AB et BC jusqu'aux E" / r
points G et n, ou lls rencontrent , / c --/-11.
le contour enveloppant.. Nous au-
rons successivement (36)

à, D

AB +BG <AE -I- EG,

BC-I-CH<BG-I-GF-I-FH,

CD<CH-I-I1D.

En ajoutant ces inégaJités membre à membre et en sim-
pliGant, iJ vient

AB -I- BC -I- CD < AE -I- EF -I- FD.

On prouvçra de même que toute ligne polygonale con-
vexe est moindre que toute ligne polygonale qui l'enoeloppe
entiêrement,
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Le théorême n'est vrai, d'une maniere générale, que si Ia
ligne enveloppée est convexe,

TIlÉOREME.

38. Lorsque deu» triangles ont deux côtés égaux chacun à
chacun. comprenanl des angles inégaux, leurs troisiêmes côtés
sont inégauic et le plus grand est op posé aú plus grand angle

(fig. 21).

On peut toujours placer les deux triangles proposés, comme
Ies triangles ACB, ACD, de mantere qu'Ils aient le côté com-

mun AC et que les deux autres côtés
AB = AD tombent de part et d'autre de ce
côté commun. Supposons l'angle BAC plus
grand que l'angle CAD : il faut prouver que

I

le côté BC est plus grand que le côté CD.
Pour cela, menons Ia bissecuice AI de
l'angle total BAD : elle tombe duns le plus

grand angle BAC et coupe BC au. point I. J oignons ID. Les
deux triangles BAI, IAD, sont égaux d'aprês le deuxiéme caso

d'égalité (30), et l'on en conclut BI=ID. Le trlangle ICD
donne d'ailleurs (35) CD < IC + lD, c'est-à-díre cn < IC + IB
ou que BC.

Fig. 21.

A

Ltt'
B 1 C

39. Réciproquement, lorsque deu» triangles ont deux cõtés
égaux chacun. à chacun, si leurs troisiêmes côtés sont inégauai,

'Ies angles opposés sont inégaux et le plus grand est opposé au
plus grand côté (fig. 21).

Considérons les deux triangles ACB, ACD, 'placés comme
il vient d'être dit, et supposons BC> Cl), li faut démontrer que
l'angle BAC est plus grand que l'angle CAD.

En effet, si les deux angles BAC et CAD étaient égaux, les
deux triangles seraient égaux (30, 2°) et l'on aurait BC =CD.

Si I'angle BAC était moindre que I'angle CAD, le cõté BC,

d'apres Ia proposition directe (38), serait moindre que le
côté CD.

L'angle BAC, ne pouvant, d'apres les conditions de l'énoncé,
ni être égal à l'angle CAD ni être moindre que cet angle, est
nécessairement plus grand.

40. Nous venons encore de nous servir de Ia méthode de
l\é.ductio.n à l'absurde (34). Ce procédé étant trés-Iréquen t en
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Géométrie, nous éviterons des redi tes en le résumant sous Ia
forme générale suivante :

Lorsqu'en. démontrant une ou plusieurs propositions on a

[ai! toutes les Iiypothêses admissibles, et qu' elles ont conduit

respectioement à eles conclusions essentiellement elistinctes, les
réciproques eles propositions considérées sont toutes uraies.

C'est ce qu'on peut appeler Ia loi eles réciproques (I ).

IV. - Des perpendiculaires et des obliques.

THÉOREME.

4.1. Si, d'un point O pris 1101's d'une droite AB, on mêne à

cette droite Ia perpendiculaire OC et dioerses obliques OD,
OE, OF, ... , deux obliques dont les pieds sont situés de part
et d'auire et à égale distance du pied de Ia perpendiculaire
sont égales, Ia perpendiculaire est plus courte que toute
oblique, et Ia longueur d'itne oblique crott à mesure que son
pied SUl' AB s'éloigne de celui de Ia perpendiculaire (fig. 22).

Sur le prolongement de OC, prenons CO' =OC et joignons
le point O' aux pieds E et F.

Si l'on suppose CD=CE, les deux triangles OCD, OCE, sont
égaux (30,2°), et il en résulte 00 = OE.

On a donc aussi OE = O'E et OF = O'F, comme obliques
dont les pieds sont à égale distance
du pied de Ia pérpendiculaire EC ou
FC à 00'.

Si l'on compare maintenant Ia
droite 00' et les contours OEO' et
OFO', on a immédiatement (36, 37) _A_,,-<r'::-~__ f.O,---~D-2!.B

o
/

00' < OEO' < OFO',

c'est-à-díre , en divisant par 2,

OC<OE<OF.
O'

(') En récrivant Ie § III, relatíf aux triangles, nous avens adopté Ia marche
indiquée dans un autre de nos Ouvrages : TRAITÉ DE GÉOMÉTRIE, par Eugêne
Rouché et Ch. de Comberousse, 6' édition (1891). Cetto marche a I'avantage

de supprimer l'axiome ínutile et illogique : La ligl1e droite est le plus court

chemin dí un point à Ull arare. (Foir DUHAlUEL, Zoe.cit., p. 7 et suiv.)

21
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Si les deux obliques inégales considérées n'étaient pas du
même cóté de Ia perpendiculaire, comme OD et OF, on pren-
drait CE =CD, et 1'on remplacerait OD }2al' son égalc OE.

COIlOLLAIIlES.

42. La perpendiculaire OC represente ce qu'on appelle Ia
distance du point O a Ia droite Àl], . ,

43. Puisque I'on a OC<OE, dans le triangle OCE, I'angle
OEC, moindre que l'angle droit OCE (32), est un angle aigu.
II en résulte que, lorsqu'une perpendiculaire et une oblique
sont menées d'un méme point à une méme droite, Ia perpendi-

culaire tombe toujours dans celui des deu» anglesformés par

l'oblique aoec Ia droite qui esl aigu, à moins que Ia perpend i-

culaire ne passe par le pied méme de l'oblique,

On volt par Ia que, dans tout triangle rectangle, les deux
angles autres que l'angle droit sont aígus,

44. D'aprês Ia loi générale des réciproques (40), Ies recI-
proques des proposilions qui constítuent I'énoncé du n" 41
sont toutes vraies. En particulier, lorsqu'une droite OC est Ia
plus courte distance rectiligne du point O à Ia droite AR, elle
est perpendiculaire SUl' An.

THÉOREME.

45. Le lieu géométrique de tous les points d'un. plan à égal«
distance des ea tremités d'une droite est Ia perpendiculaire
élevée SUl' le milieu de cette droite (fig. 23).

On entend par lieu géométrique piem une série de points
jouissant d'une certaine propriété com-
mune, a I'exclusion de tous les autres
points du plan considéré.

Soit Ia droite XY perpendiculaire SUl'
le milieu de Al]. Prenons un point C quel-
conque SUl'XV, etjoignons-Ie aux points
A et B. Les obliques CA et en seront
égales (41).

Prenons un point D q uelconque hors de XV, et joignons-Ie
aux' points A et B. DA coupera XY au point C, et I'on aura
CA = cn. Le yiangle DCn donne d'ailleurs DB< DC + cn,
c'est-à-dire DB<DC + CA ou DB <DA.



GÉOMÉTUIE.

Les points pris sur Ia perpendiculaire sont également dis-
tants des extrémités A et B; les points pris hors de Ia perpen-
diculaire sont inégalement distants des mêmes extrémités: Ia
perpendiculaire XY constitue donc bien le Iieu géométrique
indiqué.

'~6.Deux points suffisant pour déterminer une droite, dês
'lu'une droite XY a deu» de ses points à égale distance des
extrémités d'une droite AB, elle est perpendiculaire SUl' le

milieu de AB.

THÉOREME.

q,7. Deu» triangles rectangles sont égaux : 1° lorsqu'ils ont
L'hypoténuse égale et un angle aigu égal , 2° lorsqu'ils ont

l'hypoténuse égale e! un côté de l'angle droit éga! (fig. 24).

1° Soient les deux triangles rectangles ABe, A' R' C', dans

lesquels 00 a BC =R' C' et
l'angle B égal à l'angle B'. Por-
tons les deux triangles l'un sur
l'autre de maniere que H'C'
coincide avec BC; en vertu de
l'égalité des angles B' et B,

B' A' prendra Ia direction BA et le point A' tombera au pointA;
cal' les perpendiculaires abaissées des points C' et C, qui n'en
font plus qu'un seul, sur les droites B' A' etBA qui coincident,
doivent se confondre (21).

').0 Supposons maintenant HC =B' C' et CA =C' A'. Portons
les deux triangles l'un 'sur l'autre de maniere que C' A' coin-
cide avec CA. L'angle A' étant égal à l'angle A, A'B' prendra
alors Ia direction AR el le point B' tombera au point B; car
les obliques égales BC et R' C' doivent s'écarter également de
Ia perpendiculaire CA.

'~'~
A B !' B'

THÉOREME.

48. La bissectrice d'un. angle: est le lieu géométrique des

points du plan qui sont intérieurement à égale distance des
côtés de l'angle (fig, 25).

Soit I'angle BAC et soit AD sa bissectrice. Prenons un point
O quelconque sur cette bissectrlce, et abaissons de ce point
les perpendiculaires OE et OF SUl' les cõtés AB et AC, Les
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deux triangIes rectangles AOE, AOF, seront égaux (4.7, 1°),
et l'on en déduira OE = OF :donc tous Ies points de Ia bis-

sectrice sont égaIement disiants des côtés de
I'angle.

Supposons maintenant que Ie point O soit
un point du plan teI que Ies perpendiculaires
OE et OF abaissées de" cc point sur les côtés
de I'angle soient égales. En joignant AO, on
formera deux triangles rectangles AOE, AOF,
qui seront égaux (4.7, 2°). On en déduira l'é-

galité des angles EAO, FAO, c'est-à-dire que AO se confondra
ave c Ia bissectrice de I'angle BAC : donc tous les points éga-
lement distants des côtés de I'angle sont SUl' Ia bissectrice.

La bissectrice de l'angle est donc bien le lieu géornétrique
indiqué.

Fig. 25.

,11\,
BJt\c

49. Quand on veut établir Ia réalité d'un lieu géométrique,
il faut toujours empIoyer une double démonstration, composée
d'une proposition directe et de sa contraire ou bien de cette
proposition directe et de sa reciproque (9).

Ainsi, on doit prouver que tout point du lieu supposé jouit
de Ia propríété énoncée et que tout point pris hors de ce lieu

n'en jouit pas (c'est Ia marche que nous avons suivle au
n° 45), ou bien on doit prouver que tout point du lieu sup-
posé jouit de Ia propriété énoncée et que tout point jouissant.
de cette propriété appartient nécessairement à ce lieu (c'est
Ia marche que nous avons sulvie au n° 48).

L'équivalence des deux procédés tient à ce que Ia proposition
directe, Ia proposition contraíre et Ia proposition réciproque
sont líées de telJe sorte, que Ia premiére et I'une des deux
autres entralnent Ia troíslême. De mêrne, l'existence de Ia pro-

position directe et de sa réciproque entraine celIe des deux
propositions contraíres.

V. - Des paralléles.

50. Lorsque deux droites situées dans un méme plan ne se
rencontrent pas, si loin qu'on Jes prolonge, on dit qu'elIes
sont parallêles.

Deux droites DE, FG, perpendiculaires à une même droite
LM (fig. 26), som paralléles, cal' d'un point pris hors d'une
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droite on ne peut abaisser qu'une seule perpendiculaire sur
ceue droite (21).

Si I'on veut, par le point L, mener une paral-
Fig. 26.

lei e à Ia droitc FG, on abaissera donc LM perpen- E G

diculaire SUl' FG, et, par le point L, on ménera DE
perpendiculaire sur LM.

Nous admettrons comme évident que, par un L

point pris liors d'une droite, on ne peut lui mener
qu'une parallele. C'est en cela que consiste réel- D

lement le célebre postulatum d'EucLIDE.
Il en résulte que, si une droite en rencontre une autre, elle

rencontre aussi toutes les parallêles à cette autre.
De même, deu» droites parallêles à une troisiême sont pa-

rallêles entre elles.

51. Lorsque deu» droites sont parallêles, toute perpendi-

culaire à l'une est perpendiculaire à l'autre.

Soient Ies paralleles DE, FG (fig. 26). Soit LM perpendícu-
laire SUl' FG. Si l'on menait au point L une perpendiculaire à
LM, cette perpendiculaire serait parallele à FG : elle se con-
fondra donc nécessairement avec Ia parallele DE (50),

52. Lorsqu'une sécante rencontre deux droitesqueIconques,
elIe forme avec ces deux droites hui't angles auxquels on a
donné des noms particuliers.

Soient Ies deux droites AB, CD, et Ia sécante EF qui les ren-
contre en G et en H (fig. 27) : quatre angles seront formés
autour du point G, quatre autour du point H.

Les angles compris entre les droites AB
et CD son t des angles internes; Ies angles
extérieurs à ces droites sont des angles
etcternes.

Les angles internes non adjacents, situés
de part et d'autre de Ia sécante, sont

des angles alternes-internes, par exemple Ies angles AGH,
DHG.

Les angles externes non adjacents, situés de part et d'autre
de Ia sécante, sont des angles alternes-externes, par exemple
les angles AGE, DHF.

Deux angles situés. d'un même cõté de Ia sécante,l'un

interne, l'autre externe, mais non adjacents, sont des angles

Fig. 27,

~

A E'
G .

C H :

{

~I



26 GÉOMÉTRIE.
\

internesexternes ou correspondants, par exemplo les angles
BGH, DHF~

Les angles tels que BGH, DHG, sont des angles internes d'un
méme côté , les angles tels que BGE, DBF, sont des angles
externes d'un méme cõté,

Lorsque les deux droites AB et CBsont paralleles, les angles
formés par ces droites ave c Ia sécante EF jouissent de pro-
priétés importantes.

THÉOREl\1E.

53. Lorsque deux parallêles sont rencontrées par une sé-
cante, les quatre angles aigus formés sont égaux entre eu»,

ainsi que les quatre angles obtus (fig. 28).

Soient L et MIes points d'intersection de Ia sécante lH avec
liiB.28. les paralléles ED et GF. Par le point K,

E G milieu de LM, menons AB perpendicu-
laire SUl' ED et SUl' GF (51). Les deux
triangles rectangles KDL, KFM, sont

.,----d--;f;-t,,---"u égaux (1•.7, 1°) : il en resulte I'égalité

des angles KLD, KMF. Par conséquent.:
les angles aigus cn L étant égaux comme
opposés par le sommet, ainsi que les

angles aigus en M, les quatre angles aigus formés autour des
points L et M sont égaux entre eux. Les quatre angles obtus
formés autour des mêmes points sont aussí égaux entre eux,
COO1mesupplérnents eles angles aigus.

Si nous remarquons maintenant que deux angles alternes-
internes, alternes-externes ou correspondants, sont à Ia fois
aigus ou obtus, tandls que deux angles internes d'un même
côté ou externes d'un même cõté sont l'un aigu et l'autre

obtus, nous pourrons dire que, lorsque deux parallêles sont
rencontrées par une sécante ;-

10 Les angles alternes-internes, les angles alternes-ex ternes,

les angles corres pondants, sont égaux;
-2° Les angles internes d'un. meme côté, les 'angles eait ernes

d'uti méme côté, sont supplémentaires.

fi

5t... La réciproque de ceue proposition est vraie.
Supposons, par exemple (fig. 28), que les angles alternes-

internes ELM, LMF, soient égaux; les droites ED et GF seront
paralleles. En eííet, si l'on menait par le point L une parallàle
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à GF, elle ferait avec LM un angle égal à l'angl e Ll\1F: Ia droite
ED, remplissant cléjà ceue condition, n'est autre que Ia paral-
lêle indiquée,

On démontrerait d'une maniere id entlque Ies autres partíes

de Ia réciproque.

55. Les pro positions contraires des deux précédentes sont
vraies (9, ft.9). En particulier, lorsque deu» droites Jont avec

une sécante deu» angles internes d'un. méme cõté dont Ia

somme est différente de deua: angles droits, elles se rencoti-
trent du côté oú cette somme est moindre, Ainsi, une perpen-

diculaire et une oblique à une méme droite se rencontrent
toujours, lorsqu' on les suppose suffisamment prolongées da côtê

o~i l'oblique fait ave c Ia sécante le plus peti~ angle inté-
rieur.

C'est là le postulatum S11rlequel EUCLIDIlConde directement
Ia théor ie des paralleles. Nous avons remplacé Ia demande
d'EuCLIDIlpar celle-cí : Par uri méme point, on ne peut mener
qu'une paralléle à une droite (50).

56. Les portions de parallêles comprises entre deu» droi tes
parallêles sont égales (.fig. 29)'

Soient Ies paralléles AC et BD coupées par les paralléles AD
et CD. Joignons les points C et B. Les deux triangles ACB et CBD
seront égaux d'apres Je premier cas d'égalité (30): on en déduit
AC=BD; onade mêmeAB=CD.

Si les droites AC et BD étaient perpen-
dlculaires aux dro ites AB et CD, elles
seraient toujours paralleles : mais elles
mesureraíent alors les distances de deux
points quelconques de Ia droite AB à sa
parallàle CD : il en résulte que deu»

droites parallêles sont partout également distantes.

TI-lÉOREME.

TI-lÉOREME.

57. Deu» angles qui ont leurs c6k.és parallêles sont égauo:
ou sup plémentaires (fig. 30).

Soient d'abord les angles ABC, DEr, qui ont leurs cõtés pa-
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ralleles et dirigés dans le même sens. Prolongeons DE jus-
qu'en H. Si l'on considere les paralleles AB, DH, et la sécante

Fig.30. BC, les angles ABC et DIIC sont égaux
comme correspondants (53). Si l'on con-

sidere les parallêles EF, HC, et Ia sé-
cante DH, les angles DHC et DEF sont
égaux comme correspondarus.Il en ré.sulte
l'égalité des angles ABC et DEF.

Soient maintenant Ies angles ABC et
IEH, qui ont Ieur.s côtés paralléles, mais dirigés en sens con-

traires. Ces deux angles sont cncore égaux, puisqu'en pro-
Iongeant les cõtés de l'angle IEH (22) on obtient l'angle DEF
égal à l'angle ABC.

Soient enfin les angles ABC et DEI :Ies deux cõtés AB et
DE sont paralléles et dirigés dans le mêrne sens, les deux
côtés BC et EI sont paralléles et ditlgés en sens contraíres.
L'angle DEI, étant le supplément de l'angleDEF, est aussi Ie
supplément de l'angle égal ABC.

En résumé, lorsque deu» angles ont leurs côtés parallêles,

ils sont égaux lorsque ces cõtés sont dirigés dans le méme

sens ou en sens contraires , ils sont supplémentaires, lorsqu'ea
les comparant on trouve deux côtés dirigés dans le méme
sens et deu» cõtés dirigés en. sens contraíres.

~
Il H C

COROLLAIRE.

58. Deu» angles qui ont leurs côtés perpendiculaires cliacun
à chacuri sont égau» ou supplémentaires,

Soient les deux angles de même espéce ABC et DEF (fig. 31 ):

AB est perpendiculaire à DE, BC est perpendiculaire à EF. Par
Ie point B, menons BL perpendiculaire

F à AB : BL sera paralléle à DE (50);
par le point B, menons BH perpendi-
culaire à BC, c'est-à-díre paralléle à

E EF. Les deux angles LBH et DEF
seront égaux comme ayant leurs côtés

G paralléles et dirlgés dans le même
senso Mais les deux angles LBH etABC

sont ég::mx comme compléments du même angle HBA : les
deux angles ABe et DEF sont donc égaux.

Si l'on avait considéré l'angle DEG d'espéce différente, il

Fig.3I.

~'

B C
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aurait été Je supplément de l'angle DEF, et par suite de
l'angle ABC.

En résumé, deu» angles qui ont leurs côtés perpendicu-
Iaires chacun à chacun sont égaux ou supplémentaires, sui-
vant qtc'ils sont ensemble aigus ou obtus, ou bien que l'un. est

aigu et l' autre obtuso

THÉOREME.

59. La somrne des angles d'un triangle est toujours égale ã

deu» angles droits (fig. 3:z.).

Soit le triangle ABC. Prolongeons le côté AB suivant AE,
et menons AD parallêle à BC. Considérons les trois angles
formés autour du point A et au-dessus
de Ia droite BE : Ia somme de ces trois
angles est égale à deux angles droits (17).
Le premier de ces angles est l'angle CAB
du triangle; le second DAC est égal à

I::
I'angle C du triangle, car ces angles sont
alternes-internes par rapport aux paralleles BC et AD el à Ia
sécante AC; le troisiêrne angle DAE est égal à I'angle B du
triangle, car ces angles sont correspondants par rapport aux
mêmes paralléles coupées par Ia séeante BE. La somme des
angles du triangle est done bien égale à deux angles droits.

,/n
I
/

/

COROLLAIRES.

60. L'angle CAE formé par le côté AC et le prolongement
AE du eôté AB s'appelle angle extérieur du triangle ABC.

Un angle eaitérieur est égal à Ia somme des deu» angles

intérieurs qui ne lui sont pas adjacents.

Il en résulte que deu» parallêles forment un angle nulo

Un triangle ne peut avoir qii'un seul angle droit ou obtuso
Dans un triangle rectangle, les deu» angles aigus sont com-

plémeniaires.

Dans un triangle équilatéral, chaque angle vaut deu» tiers
d'angle droit.

Dans un. triangle isocele, Ia ualeur d'un. angle étant donnée,

on connatt les deu» autres angles.
Deux triangles sont équiangles chacun à chacun. lorsqu'ils

ont deuo: angles égau» chacuti à chacun;

c

11
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Deux triangles sont égaux lorsqu'ils ont un côté égal et

deux angles égaux chacun à chacun , que ces angles soient
ou non adjacents au cõté égal (30, 1°).

VI. - Des polygones et, en particulier, dos quadrílatêres.

61. Toute ligne brisée qui se ferme d'elle-même est un
polygone. Les différents côtés de Ia ligne brisée sont les côtés

du polygone; les angles consécutifs formés par ces côtés et
les sommets de ces angles sont les anglys et les sommets du
polygonc. En joignant deux sommets non consécutíís, on a

une diagonale du polygone, L'ensemble des côtés du poly-
gone constitue son contour ou son périmêtre,

Un polygone de trois côtés est un triangle. Celui de quatro
côtés s'appelle quadrilatere ; cel ui de cinq côtés s'appelle pen-
tagone , celui de six s'appelle hexagone, celui de sept hepta-
gone, celui de huit octogone, celui de neuf ennéagone, celui
de dix décagone, celui de douze dodécagone, celui de quinze
peniédéoagone,

62. Un polygone est conoeo:e lorsqu'il tombe tout entier
d'un mêrne côté par rapport à c1lacun de ses côtés indéfl-
niment prolongés. Il est concace dans le cas contraíre.

Une droite queloonque ne peut couper le périmetre d'un
polygone conoex e en plus de deux points,

En effet, si Ia droite

Fig.33.

MN (fig. 33) rencontre le polygone
ABCnE en trois points F, G, H,
les points F et H se trouvant de
part et d'autre du cõié AE, le po-

lygone considéré n'est pas tout
entier d'un m ême côté par rap-
port à AE prolongé : il n'est donc

pas convexe.

TI-IÉOREME.

63. La somme des angles d'un polygone conoexe est tou-
jours égale à autant de [ois deux angles droits qu/i! a de

côtés moins deua: (fig. 34).
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Soit le polygone ABCDEF. En menant toutes les diagonales
qui partem du sommet C, 00 le partage en triangles. Chaeun
de ees triangles emploie un eôté du poly-
gone, sauf les deux triangles extrêmes, qui
en emploient deux. Si n est le nombre des
eôtés du polygone, le nombre des triangles !

sera done représenté par n - 2. La somme
'des angles de tous les triangles est précisé-
ment Ia somme des angles du 'polygorie, et Ia
somme des angles de ehaque triangle est égale à deu x angles
droits (59). La somme des angles du polygone est done, en
prenant I'angle droit pour uníté,

2(n-'2) ou 2n-4.

COllOLLAIRES.

64., Si 1'011 fait dans ceue formule n = 4, on trouve 4 pour
Ia somme eherchée. La somme des angles d'un. quadrilatêre
est done égale à quatre angies droits.

(i5. La somme des angles qu'on forme à l'extérieur d'uii

poiygone, en prolongeant successivement ses côtés dans le
méme sens, est toujours égaie à quatre angles droits , cal' Ia
somme des ángles tant intérieurs qu'extérieurs est égale à
a n. angles droíts, en désignant par ri le nornbre des sommets
ou des eôtés du polygone convexe eonsidéré.

Il en resulte qu'un polygone conoexe ne peut pas aooir
plus de trois angles intérieurs qui soient aigus , sans quoi il

aurait pias de trois angles extérieurs obtuso

THÉOllEME.

66. Deuo: poiygones de méme espêce sont égau.x lorsque
toutes leurs porties disposées dans le méme ordre sont égales,
à l'except.ioti de deu» côtés consécutifs et de l'angle qu'ils
fOl'ment (fig. 35).

Soient les deux hexagones ABCDEF, A'B'C'D'E'F'. On sup-
pose égaux les angles A 'et A', B.et B', C et C', D et D', E et E',
ainsi que les côtés AB et A'B', BC et B'C', CD et C'D', DE et
D'E'. PortonsIes deux polygones l'un sur l'autre de maniere
que les angles A et A' eo'incident : A'F' prendra Ia direetion
de AP, A'n' et AB se confondront. L'angle B étant égal à
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I'angle B', le cõté B'C' prendra alors Ia direction du côté BC,
et, comme il lui est égal, Ics sommets C' et C se confondront.

11 en sera de même des som-
mets D et D', E et E'. L'angle EI

~tant égal à l'angle E, le eôté
E'F' prendra Ia dlrection du
cõté EF, et le sommet FI, de-

vant se trouver à Ia fois SUl'

les côtés EF et AF, tombera à
leur intersection F. Les deux polygones, ayant mêmes som-
mets, se recouvriront exactement et seront égaux.

On volt que, si les polygones considérés ont n côtés, ilfaut,
pour être égaux, qu'Ils aient n - I angles égaux et n - 2 côtés
égaux. Les conditions nécessaires pOUI' I'égalité des deux po-

lygories considérés sont done au nombre de 2n - 3.

Fig.35.

67. Parmi les quadrilatêr es, on distingue:
I.e parallélogramme, dont les côtés opposés sont paralleles ,

Je rectangle, dont les angles som droits; le losange, dont les
côtés sont égaux; le carré, dont les cõtés et les angles sont
égaux; le trapéze, dont deux côtés seuJement sont paralléles,

THÉOREl\IE.

68. Dnns tout parallélogramme, les côtés et les angles op-
posés sont égau«,

Les angles opposés sont égaux comme ayant leurs côtés
parallêles et dirigés en sens contraires (57). Les côtés opposés
sont égaux comme portions de paralléles comprises entre pa-
ralléles (56).

69. Récíproquement, tout quedrilatere dans lequel les
angles opposés ou les cotes opposés sont égaux est un. paral-
lélogramme (fig. 36).

Supposons d'abord les angles opposés égaux. De A =C et
B =D, on concIut A + B =C+D. Les

n deux angles A et B valent done en~emble

~/ Ja moitié de Ia somme des angles du
~ quadrilatêre ou deux droits (64-) : ils

D c sont done supplémentaires. Par suíte,

comme ils sont internes d'un même côté par rapport aux

Fia. 36.
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droiles AD, BC, et à Ia sécante AB, les droites AD et BC sont
paralleles (54-). On prouverait de même que les droites AB
et DC sont paralleles. La figure ABCD est donc bien un paral-
lélogramme.

Supposons maintenant qu'on ait AR =DC et AD =BC. Les
deux triangles ADB, DBC, sont égaux cornme ayant leurs trois
côtés égaux chacun à chacun. Les angles ADB et DBC sont
donc égaux, et, comme ils sont alternes-internes par rapport
aux droltes AD, fiC, et à Ia sé cante DB, les droites AD et BC
sont paralléles. L'égaJité des angles ABD, BDC, entralne de
même le parallélísme des droites AB et DC. Le quadrilatere
considéré est encore un parallélogramme.

70. Tout quadrilatére dans lequel deu» côtés opposés sont

à lafois égaux et parallêles est uri parallélogramme (fig. 36~.

Si l'on a AD égal et parallele à BC, les deux triangles ADB,
DBe, sont égaux d'apres le premier cas d'égalité (30), car DB
est commun et les angles ADB, DBC, sont égaux camme al-
ternes-internes par rapport aux paralleles AD et BC et à Ia
sécante DB.lI en résulte AB =DC. La figure ABCD est donc

un parallélogramme (69).

THÉOREl\fE.

71. Les diagonales d'un. parallélogramme sont inégales et

se dioisent mutuellement eri parties égales (fig. 37)'

Les triangles AOB, DOC, som égaux d'apres le second cas
d'égalité (30), cal' les côtés AB et DC
sont égaux (68), et les angles ABO
et ODC, BAO et OCD, le sont aussi
comme alternes-internes par rapport
aux paralleles AB et CD coupées par
les sécantes BD et AC. On en conclut

AO = OC et OR = OD.
Les diagonales AC et BD sont d'ailleurs inégales, cal' les

deux triangles ADC et BCD ont le côté De cornmun ; le côté
AD est égal au côté BC; mais I'angle ADC cst plus petlt que
l'angle BCD, puisque, ces angles étant supplémentaires (53),
si l'un est aigu, l'autre est obtuso Donc Ia diagonaIe AC est plus
petite que Ia diagonaIe BD (38).

.:«:
D C

DE C. - COllTS. Il, 3

33
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72. Réciproquement, lorsque les diagonales d'un. quadrila-
tere se coupent muiuellement en parties égales , ce quadrila-

tere eSt un parallélogramme (fig. 37).
Cette réciproque est immédiatement démontrée par I'éga-

lité des triangles AOB, DOC, et celle des triangles AOD, BOC
(69).

73. Le point O (fig. 37) ou se coupent les diagónales d'un·
parallélogramrne est le centre du quadrilatere. Toute droite
limitée de part et d'autre au parallélogramme et passant par
le centre y est divisée en deux parties égales et partage le pa-
rallélogramme en deux trapezes égaux (66).

COROLLAIRES •

. 74. Lorsque dans un parallélogramme l'un. des angles est
droit, tous les autres le sont, et le quadri-
latêre est un rectangle (fig. 38).D[><IC

Si l'angle A est droit, l'angle opposé C l'est
~ aussi (68); les angles B et D sont alors droits

A U comme suppléments d'angles droits.

Fig.3R.

75. Dans un rectangle, les diagonales sont égales ; cal' les
triangles rectangles ABC, BAD, sont égaux.

Réciproquement, tout parallélogramme dont les diago-

nales sont égales est uti rectangle (74).

76. Un losange est un parallélogramme (fig. 39); car, les
quatre côtés étant égaux, les côtés opposés le sont deux à

deux (69).
Dans un. losange, les diagonales sont perpendi-

culaires entre elles et bissectrices des angles op-
posés .

En eífet , Ia diagonale AC est perpeudiculaire
sur le milieu de DB, puisque les points A et C sont
également distants des points D ei B. La diag ale
DB est perpendiculaire sur le milieu de AC,
puisque les points D et B sont également distants

des points A et C (46).
Les triangles BAD, BeD, étant ísocéles, AC est alors Ia bis-

sectrice comrnune des angles A et C (27). Pour une raison
analogue, BD est Ia bissectrice des angles TI et D.

Fi!>. 3g.

B

.(l1'
o
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77. Le carré réunit les propriétés du rectangle et du losange

(fig· 40) : ses diagonales sont donc égales, per- Fig.4o.

pendiculaires entre elles et bissectríces des angles
opposés. D78. Parrni les trapêzes, on considere les trapézes
rectangles, dans lesquels un côté est perpendículaire aux deux
côtés paralléles, et les trapezes isocéles

ou symétriques, dans lesquels les deux
côtés non paralléles sont égaux (fig. 41).

Dans uti trapê ze isocele , les angles
[ormés par les cotes paralleles aoec les
deu» autres côtés sont égausc, Menons DE

parallele à CB : Ia figure DCBE est un parallélogramme, et
I'on a DE = CB. Puisque DA = CB par hypothéso, le triangle
ADE est iso cele : ]'angle A est donc égal à l'angle DEA et, par
suíte, à l'angle B (53). Les angles D et C sont alors égaux
comme suppléments d'angles égaux.

Fig. 4 r.
D

\/\
B

79. Deux pnrallélogrammes sont égaux lorsqtc'lls ont un
angle égal compris entre deu» côtés égaux chacun à chacun ,
deu» rectangles sont égauo: lorsqu/ils ont deu» cátés adja-
cents égnu» chacun. à cliacun , deu» losanges son t égrtllX
lorsqu/ils ont un. côté égal et un angle égal; deu» carrés sont

égallx lorsqu'ils ont un côté égal (66).

THÉOREl\1E.

VII. - Exercices et questions complémentaírcs,

80. Dans tout triangle, les perpendiculaires éleoées SUl' les milieux des

côtés concourent en un memc point (fig. 42).

Les perpendieulaires 10 et KO élevées sur les milieux des cótés A13 et

AC se coupent en un point O, car, si l'on Fig.42•

joint 1K, Ia somme des angles KIO et IKO est c
moindre que deux droi ts (55).

Cela posé, le point O, é t à égale distanee
des points A et 13 et des points A et C (45),
est à égale distanee des points D et C et ap-
partient, par conséquent, à Ia perpendiculaire
élevée sur Ia milieu de De.

li li

A B
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COROLLAIRE.

81. Dans tout triangle, les trois hauteurs concourent cn un méme point

(fig· 43).

Les hauteurs d'un triangle sont les porpendiculaircs abaissées des som-
mets sur les cõtés opposés, considérés alors eomme bases.

Soient le triangle ABC et ses trois hauteurs AD, DE, CF. Par les som-
mets A, B, C, menons respectivement des pa-
ralleles aux côtés opposés du triangle donné;
elles formeront un triangle l\HiP dont les
eôtés auront pour milieux les sornmets du
premier triangle. Ainsi, les paralleles com-
prises entre paralleles étant égales (i56), on
a AR = CM = CN, c'est-à-dire que le som-
met C est le milieu du côté MN, etc.

Deux parallêles ayant leurs perpcndicu-
laires communes (i51), les hauteurs du

triangle ARC sont alors les perpendieulaires élevées sur les milieux- des
côtés du triangle MNP : elles concourent done en un méme point (80).

r

THÉOl:lEME.

82. Dans tout triangle, les bissectrices des trois angles concourent en
un méme point (jig. 44).

Les bissectrices des angles A et B se coupent en un point 0, parca que
Ia somme de deux angles d'un triangle est
moindre que deux droits (i59, 1>(5). Mais le
point 0, étant à égale distance des cótés A13

et AC (48) aussi bien que des côtés AB et
fiC, est à égale distance des côtés AC et BC,
et appartient, par conséquent, à Ia bissec-
trice du troisieme angle C du triangle.

On démontrerait de Ia même maniere

que les bissectriees de deux angles exterieurs d'un triangle (60) se cou-
pent SUl' Ia bissectriee de l'angle intérieur qui n'est adjaeent à aueun de

ces deux angles.

Fir,. 44.

A

LEMME.

83. La droite qui joint les milieua: de dcux côtes d'un triangle est pa-

Fir:. /,5.

e

A Comme deux points déterminent une droite
F: / ~ D (4), et que par un point donné 011 ne peut

/-----:~)~ mener qu'une parallele à une droite (~O), nous
11- ~; -B établirons cette proposition en démontrant que,

si par te milieu D du côté BC du triangle ABC

paralléle à AB, le point E est te milicu du côti AC.011 méne DE

ralléle au. troisiéme côte et égale à

(jig.45).
moitie
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~o effet, traçons en outre DF parallele à AC. La figure AEOF est un
parallélogramme (67),.et I'on a (68) DF=EA, DE=FÂ. Les deux
triangles égaux CEDet OFB (30,1°) donnent ensuite DF = CE et DE = llF.

AB
11en résulte CE = EA et DE = _.

2

84. Dans tout triangle, les trais médiancs se rcncontrcnt cn un méme
point, situe au tiers de chacune d'elles à partir da côte oppose (jig. 46 ).

Menons les médianes AD, BE, CF, c1u triangle ABC. Lescleux premieres
se eoupent au point 0, parcc que Ia

Fig. q6.
somme des c1eux angles d'un triangle

c
est moindre que deux droils. Joignons ~
d'une part les points D et E et, c1'autre .\. ~

PAaOrt,n1eosmOilieux
1
I et d~ de; sleglments E ~\. 7n

et . n a a ors, aprtls e emme \ " ' / ,.\ ..•.... -/~~:...\
préeédent, ED = JK = A:. De plus , //,'j'::::=-~\--:'-=--:'':-~''__',

les deux droites EO et lK, paralleles à A F jl

AB, sont paralleles entre elles (50).
La figure EIKD est alors un parallélogramme (70), dont les diagonales se
coupent eu parties égales. Le point 0, milieu de ID, est done au tiers de
AD; iI est de même au tiers de BE.

Le point de rencontre de deux médianes quelconques étant au tiers de
chacune d'elles à partir du eóté opposé, les trois médianes du triangle se
rencontrent en un même point situé comme on vient de le dire.

THÉOREME.

81>.Dans tout trapéze, Ia droite qui joint les milieux eles deux côtes
non paralléles est parallélc aua: deus: mares côtés et egale à leur demi-

somme ; les eliagonales du trapéze interoeptent sur cettc méme droite une
longueur egale à Ia demi-différence eles mãmes côtes (fig. 47).

Soit le trapeze ABCD, dont les côtés non paralleles sont AD et BC.
Par le point F, milieu de BC, menons FE pa-.
rallele à AB et par conséquent à CD (õO);
par le point C, men CK paralléle à AD,

.••., /1

et appelons 1 le point de rencontre de CK '-//
et de FE. E __ J.-",-::-_!~:.-!~__ l'

,/ I I <, ,

Le point I est alors le milieu de CK (83). .../' / ' -,
// I ' ....•...,

Les deux figures CIED, IKAE, étant des pa- A li 11

rallélogrammes, on a Cl = DE, IK = EA,
e'est-à-dire que le point E est le milieu de AD; en méme temps,
IE = KA = CD.

D c
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Cela posé, on a (83)

FE = FI -t- IE = KB + CD = AB - CD + CD
2. 2.

GÉOMÉTRIE.

eu
FE=~B+CD.

2.

Si I'on considere maintenant les deux diagonales AC et DD, qui ren-
contrent Ia droite FE en L et en M, le triangle ACE montre que le point L
est le milieu de AC et le triangle CBD monlre que le point M est le mi-
lieu de DO. On a donc

AB
LF=-,

2.

CD
MF=-,

2.

d'oü, par soustraction,

LM = AB - CO.
2.

THÉOREl\fE.

86. Élant donnée une série de points dans un plan, il existe toujours
dans ce plan un point determiná dont Ia distance à une droite quelconque
du plan prise comme are est Ia mo) enne aritiunccique des distanccs des
points donnes au méme are.

Pour que le théoreme soit génóral, il Iaut affecter de signes contraires
les distances des points donnés
à l'axe choisi lorsque ces
points tombent de côtés dif-
íérents par rapport à l'axe .
Nous regarderons comme po-
sitives les dislances comptées
au-dessus de l'axe et comme
ndgatives les distances cornp-
tées au-dessous,

Soient (fig. 48) les points
A, B, C, D, E, qui~orment un
contour poJygonal. Prenons

Jes milieux L, ?r, N, P, Q, des côtés de ce contour , et abaissons de
tous Jes points indiqués des perpendiculaires AA', TIn', .. LL', MM', ... ,
sur l'axe zcx',

Les trapezes consécutifs ainsi formés donnent évidemment {8~}

Fig·48.

1l

J'~;~M........--í' ,
A........-- I : : c

~

: : o I I
1 I I' I II I I I I I

! .Q' lt: E' lB'! 11\1' c': r,N

~A'- "~---, O' 1":/''Ti)'''XQ I I I
I I
I I D
I ,
I I

: r

J:;

LL
'
_ AA' + DB'
- 2. '

MM' = D3'+ CC/,
2.

NN' = (:C'- DD',
2.

DD'+EE'-PP/=- ,
2.

, . EE'-AA'
-QQ =- .

2.
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En ajoutant toutes ces égalités membro à membro, il vient

1L'+ 1\'1M'+NN'-PP'-QQ'= AA'+ nn'+ CC'- 00'- EE'.

Le périmetre du nouveau contour polygonal formé par les points milieux
des cótés du conlour précédent est d'ailleurs toujours moindre que le pé-
rimétre de celui-oi. On a, en effet (3~ l,

LM <Ln +BM, l\lN < MC+ CN, NP<NO + OP,

On voit par là que, si, partant du polygone donné ADCOE, on imagine
successivement de nouveaux polygones, ayant pour sommets les milieux
des côtés du polygone précédent, leurs pérímetres iront toujours en di-
minuant, tandis que la'sornme algébrique des distances de leurs sommets à
I'axe xx' restera invariable, Remarquons eIl même temps que, pour Ia
série des polygones construits de cette maniere, les pieds des perpendi-
culaires extrêmes (AA' et DO', QQ'et NN', ... ) se rapprocheront indéfi-
niment,

A Ia limite, on pourra dono regarder le dernier polygone de Ia série
comme ayant ses sommets réunis en un seul point O, dont Ia distance ao'
à l'axe xx' devra être attribuée à chacun des sommets ainsi confondus.
On aura alors

500'= AA'+ nn'+cc'- 00'- EE'

ou
ao' = AA'+ B),!: --'- r:~'-00'- EE'.

ti

Le point o porte le nom de centre des moyelllzcs distanccs (1) des
points donnés à l'axe xx',

COROLLAlRES.

87. Désignons par Y Ia distance 00', par y l'une quelconque des dis-
lances AA', BB', CC', .. ,. Si le nombre des points considérés est égal
à m, on peut écrire symboliquement

y=~l.
m

Il est entendu que Iy est une somme algébrique.
Les deux eonditions Y = o et Iy = "os'entratnent mutuellement. Toute

droite passant par centre des moyennes distances satisfait done à Ia
condition ~y=0, et réciproquement. Une pareille droite est, pour les
points considérés, un axe des moycnnes distances ,

(') Foir Ia Théorie du centre des morennes distances, présentée d'une ma-

niêre plus (:éné,'ale dans I'Ouvrage déjà cité : TRAlTÉ DE GÉOalÉTRIE, par Eugéne

Rouché et Ch. de Comberousse, 6' édition (,891).
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Dans un triangle, le centre dcs moyennes distances des trais sommets
se confond aoec lc point de rencontre des médiancs ; car chacune de ces
droites est, par rapport aux trois sommets, un axe des moyennes dis-
tances, puisqu'elle satisfait évidemment pour ces points 1\ Ia condition
Ly= o.

De même, dans un quadrilatére quclconque, le centrc des lI1oyenne.'
distances est att point de rencontre des deu» medianos (en appelant ainsi
les droites qui joignent les milieux des côtés opposés du quadrilatêre};
car chacune de ces droites est évidernment, paul' les quatre sommets, un
axe des moyennes distances.
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CHAPITRE lI.

LA CIRCONFÉRENCE DE CERCLE.

I. - Des ares et des cordes.

88. La circonférence de cercle est le Iieu géométrique de
10US les points d'un plan à égale distance d'un point intérieur
nommé centre. C'est Ia seul e ligne courbe que l'on considere
dans les éléments.

La portion de surface plane lirnitée par Ia cireonférence
s'appelle cercle,

Toute Iigne menée du centre à Ia circonférence est un
rayon: tous les rayons sont égaux. On désigne une eirconfé-
rence par son rayon. Un point est intérieur ou exiérieur à
Ia circonférence suivant que sa distance au centre est plus
peiite ou plus grande que le rayon.

On appelle are une portion quelconque de Ia eirconférenee:
Ia corde d'un are est Ia droite qui joínt Ies extrémités de cet
are, A chaque corde correspondent deux arcs dont Ia somme
constitue Ia circonférence : on ne s'occupe ordinairernent que
du plus petit de ces deux ares.

Deux ares de même rayon sont égaux Iorsqu'on peut les
Iaire comcider. Pour ajouter deux ares de même rayon, on
les porte à Ia suite l'un de l'autr e SUl' Ia eirconférenee eor-
respondante: l'arc compris entre leurs extrémítés non com-

munes représente leur som me.
Toute corde passant par Ic centre est un diametre : teus

les diametres sont égaux, puisqu'i1s équivalent à deux fois le
rayon,

La eirconférenee est une courbe conoexe, c'est-à-dire qu'elle
ne peut être coupée par une dro ite en plus de deux points.
S'il en était autrernent, on pourrait mener du eentre à une
même droite trois droites égales, ee qui est lnadmissihle. En



CÉOMÉTRIE.

effet, d'un. point à une droite 011. ne peut mener plus de deu»
obliques égales (4.1, M,).

THÉOREME.

89. La plus grande corde qú'on puisse mener dans une cir-
conférence est un diamêtre ; tout diamêtre divise le cercle et

sa circonférence en deu» parties égales (fi~· 49)'

Soit Ia eorde AB; menons par le point A le díametre AC ct
joignons le eentre O au point B. Le triangle
AOB donne

A®!~
/ c

Di
;D

1

AB<AO+OB OU AB<AC.

Si l'on plie maintenant Ia figure le long
du diamétre AC pour rabattre Ia part!e supé-

rieure du cercle sur sa partie inférieure, les
deux portions de cireonférenee déterminées

par le diametre AC se reeouvriront completement, S'il n'en
étaít pas ainsi, si le point B, par exemple, tombait en B" les _
rayons OD et OB, seraient inégaux, de sorte qu'il y aurait des
points de Ia eireonférenee inégalement éloignés du centre,

THÉORÊME.

90. Dans le méme eerele ou dans des cercles de rayolls

égausc, à des ares égauic correspondent eles cordes égales
(fig. 50). - -

Soientles deu x cercles de rayons égaux OA et ICi ces deux
cercles comcíderont nécessalre-

Fig. 50. . I' Ial id I
M B N D ment SI on ait cotncí er eurs

~ (!)
centres. On peut les falre com-

A c cider de maniere que le point C
o I tombe au point A. Si I'on sup-

- pose alors que l'arc CD soit égal
à l'arc AB, le point D tombera

au point B. Les deux cordes CD et AB coYncideront donc et
seront égales.

THÉORÊME.

91. Dans le méme cercle ou dans eles cercles égau», à un

plus grand are correspond une pias grande corde.

11est bien entendu que I'on considere toujours des ares plus
petits qu'une deml-círconférence.
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Soient le cercle IC égal au cercl e OA et l'arc AlI plus grand
que l'arc CD (fig. 50); Ia corde AlI sera plus grande que Ia
corde CD.

Prenons l'arc AB égal à I'arc CD; Ia corde AB sera égale à
Ia corde CD (90), et la question sera ramenée à cornparer les
deux cordes AH et AB. Joignons OB; le rayon OB se trou.vera
néeessairement dans I'angle AOH, puisque le point B doit se
trouver entre les poínts A et H. L'angle AOB sera donc plus
petit que l'angle AOH. Si I'on compare alors les deux triangles
AOB et AOlI qui ont un angle inégal cornpris entre deux
côtés égaux, on en conclura immédiatement AH>AB (38).

92. Les reciproques des deux proposilions précédenles sont
évidentes (6.0).

On volt qu'il existe entre deux cordes Ia même relation
qu'entre les arcs qu'elles sous-tendent, pourvu que ces ares
soient plus petits qu'une demi-circonférenee.
Si l'on considérait des ares plus grands qu'une
demi-cireonférenee, Ia corde serait d'auiant

plus petite au contraire que l'arc serait plus
grand.

1\ est évident d'ailleurs que le rapport de
deux ares n' est pas égal à celui de leurs cordes,

Si l'arc AB est double de l'arc AC, Ia corde
AB est plus pelite que AC+CB, c'est-à-díre plus petite que
le double de Ia eorde AC (fig. 51).

Fig.51.

c

U
THÉOREl\:!E.

11. - Perpendiculaires et parallêles dans le cercle.

93. Le diamétre perpendiculaire à une corde divise en deux
parties égales cette corde et les ares qu' elle sous-tend (fig. 52).

Soient Ia corde CD et le diametre AB qui
lui est perpendiculaire; plions Ia figure le long
du diarnetre AB. Le point D tombera sur HC,
puisque, les angles en II étant droits, HD
prend Ia direction de lIC; le point D tom-
bera aussi sur Ia demf -clrconrérence ACB:
il tornbera donc au point C. HD éiant égal à
lIC, le poiru II est Ic milieu de Ia corde CD. L'arc BD comcl-

Fig 52.

(D

43
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dant avec l'arc BC et l'arc AD coüicldant avec l'arc AC, les points
B et A sont Ies milieux des ares sous-tendus par Ia corde CD.

Le diametre AB remplit cinq conduíons : il passe par le
centre, iI est perpendiculaire SUl' Ia corde CD, iÍ passe par son
milieu et par Ies milieux des arcs qu'eIle determine. Deux de
crs condltions suffisant pour déterminer une droite (/c" 15,21),
dês qu'une droite rernplira deux des cinq condíríons énon-

cées, eJIe remplira forcément les trois autres.
Le lieu géométrique des points milieuo: d'un sY'steme de

cordes parallêles est évidemment le diametre mené perpendi-
culairement à leur direction,

THÉOREME.

U/c,. Deu» cordes égales sont également éloignées du centre,
et, de deuo: cordes inégales, Ia plus petite est Ia plus éloignée

dll centre (fig. 53).

Soient les deux cordes égales AB et CD. Abaissons dtr
centre sur ces cordes les perpendiculaires
OE et OF. Les points E et F seront les mi-
Iieux des deux cordes (93). Les deu x
lriangles rectangles EOB, FOC, seront donc
égaux (/c,7, 2°); et l'on aura OE=OF.

Prenons maintenant un are AG plus petit
que l'arc AB j Ia corde AG sera plus petite
que Ia corde AB (91). La perpendículaire

OH abaissée du centre SUl' Ia corde AG coupera nécessaí-

rement Ia corde AB au point I, car les points O et H sont de
côtés différents par rapport à AB. On aura donc Ol <OH. OI
étant une oblique à AR, on aura à plus forte raison OE <OH.

La réciproque de ceue proposition est évidente, c'est-à-díre
que les distances des cordes au centre ont entre elles Ia
même relation inoerse que les longueurs des cordes elles-
mêmes, sauf dans le cas d'égalité.

THÉOREME.

95. Trais points non en ligne droite déterminent une cir-

conférence (fig. 54)·

Soient les trois points A, B, C, non situés en ligne droite.
Menons les droites AR et BC. Élevons DF perpendicuIaire sur
Ie miIieu de AB, EG perpendtculaire sur le milieu de nc. Ces
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deu x perpendiculaires se' rencontreront en un point O; cal',
si \'on joint DE, Ia somme des angles internes d'un m ôme
côté ODE et OED est inférteur« à deux angl es
drolts. Le point O, étant à Ia fois également Jy'~cdistam des points A et B et des points B et C,
est à égnle distance des trois points A, 13, C.
Par suíte, si du point O comme centre, avec / E

OA pour rayon, on décrit une circonférence, A D B

elle passe par les trois points donnés. Et com me il n'y a
qu'un point O à égale distance des points A, B, C, iI n'y a aussi
qu'une circonférence passant par ces po ints.

D'a pres ce théorerne, trois points non en iigne droite sl~ffi-
sant pour déterminer une circonférence, dês que deu» circon-

[érences ont trois points eommuns (88), elles coincident,

96. Lorsqu'une droite AR rencontre une circonférence en
deux points A et B (fig. 55), on dit qu'elle est séeante à ceue
circonférence. Si Ia sécante AB tourne au-
tour du point A pour venir prendre une po-
sition telle que AR', le second point d'in-
tersection se rapproche du prernier. 11arrive
un moment ou, Ia sécante venant en AC,
les deux poinis d'intersection. B et A se réu-
nissent en un seul, On dit alors que Ia
droite AC est tangente à Ia circonférence au

pointA, qu'on appelle point de eontaet ..La circonférence étant
une courbe conoexe (88), Ia tangente AC ne peut avoir qu'un
point commun avec elle; elle Ia touche en ce point, On peut
done definir ia tangente à Ia eireonférenee une droite qui
u'a qu'uri point commun ave e elle; mais ceue définition,
applicable seulement aux courbes convexes, est moins gé-
nérale que Ia précédente.

Fig.55.

THÉOREME.

97. Toute perpendiculaire à L'extrémité d'iai rayon est tan-

gente à Ia circonférence , réciproquement, toute tangente à

Ia circonférence est perpendiculaire à l' extrémite du rayon
mené ate poini de contaet (fig. 56).

Soit CD perpen<liculaire à l'extrérníté du rayon OA. Toute

droite telle que OB sera oblíque par rapport à CD. On aura
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done OR >OA, e'est-à-dire que le point R sera extérieur à Ia
circanférence. Le paint B étant quelconque, Ia droite CD

n'aura que Ie polnt A eommun avee Ia cir-

eanférenee; elle lui sera tangente en ee point.
Supposons, réeiproquement, que Ia draite

CD sait tangente à Ia eireonférenee au point A.
Le paint B sera extérieur à Ia cireanférenee,
et l'on aura OB >OA. Dane OA représentera
Ia plus courte distance du eentre à Ia draite

CD et sera perpendieulaire sur eette draite.
II résulte de ee théoreme que, par un point pris sur une

circonférence, on peul toujours mener une tangente, mais
une seu/e.

On voit aussi qu'une tangente est parallêle au systême de

cordes que 'le diametre mené au point de contact divise en
deu» parties égales (93).

THÉOREME.

98. Deu» parallêles interceptent SUl' une méme circonfé-

rence des ares pgaux (fig. 57).

Soient Ies deux paralleles DE, BC, et so it Ia tangente FG qui
leur est parallele. Le rayon OA mené au
point de eontaet étant perpendículaíre aux
eordes DE, BC, Ie pcint A est le milieu
des ares DE et BC, et I'an a are AD = are AE,
are'AB = are AC. II en résuIte évidemment

are BD= are CE.
Si I'on eonsidérait Ia tangente parallele

à Ia tangente FG, ceue tangente correspon-
drait à l'autre extrémité du díamétre qui passe par le point A:
les ares eompris entre ees deux tangentes seraient dane des
demi- eireanférenees.

F

THÉOREME.

99. Pour trouver Ia plus courte ou la plus grande distance
d'un. point à Ia circonférence, il faut le [oindre au centre

(fig. 58).

Soit le point A extérieur à Ia eireanférence dant le centre
est O. Jaignans le point A au eentre; en prolongeant AO, on
obtient deux polnts d'Intersection B et C. Menons une dro ite
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quelconque AD. Le triangle OAD donne OA < OD + AD. Re-
tranchant de part et d'auire le rayon OB et le rayon OD, il
reste AB<AD. On a de mêrne

Fig.58.

AO+OD>AD,

ce qui revient à AC> AD.
Si le point A est intérieur à Ia clr-

conférence, le triangle OAD donne

OD-OA<AD,

et, si l'on remplace OD par son égal OB, iI vient encore

AB<AD.
On a de même

AD<OA+OD ou AD<AC.

La plus courte distance cherchée est donc AB; Ia plus
grande est AC.

On appelle normale à une courbe Ia perpendiculaire élevée,
au point de contact, à une tangente à ceue courbe. Dans le

eerele, toutes les normales concourent au eentre (97). La plus
courte et Ia plus grande distance, que naus venons de déter-
miner, se confondent avec les deux normales qu'on peut
mener à Ia círconférence par le point donné. La distance du

point A à Ia circonférence est alors Ia normale AB.

11I. - Positions mutuelles de deux circonférences.

THÉOREME.

tOO. Lorsque deux circonférences se coupent, Ia ligne qUl

joint leurs eentres est perpendiculaire SUl' le milieu de Ia
corde commune,

Deux circonférences qui ne coíncident pas ne peuvent

avoir plus de deux points eommuns (95) : on dit alors qu'elles
sont sécanles.

Cela posé, Ia perpendiculaire élevée sur le milieu de Ia corde

commune passe par les centres des deux cireonférences (93);
elle se confond done avec Ia ligue des centres.

101. Deux circonférences sont tangentes, lorsqu'elles ont

en uti point comniun une tangente c~mmune.
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Considérons deux circonférences sécantes. Si l'une reste

fixe, et que l'autre tourne autour de l'un de ses points d'in-

tersection avec Ia premiare circonfércnce, de maniere que le

second point d'Intersection se rapproche indéflniment du pre-

mier, Ia corde cornrnune devient à Ia limite (96 )une tangente

commune aux deux circonférences au point d'Intersection

invariable. Le point de contact de ceue tangen te cornmune

est nécessairement sur Ia ligne des centres dans sa position

limite, car les rayons correspondams des deux circonférences

ne peuvent former qu'une seule et mêrne droite (15).

102. Deux circonférences ne peuvent occuper que cinq

positions diITérentes l'une par rapport à I'autre. Elles peuvent

être ex térieures 1'1Ine à l'autre , tangentes extérieurement,
sécantes, tangentes intérieurement, ituérieures I'une à l'autre,

1° Lorsque deux circonjérenoes sont ea térieures l'une ti

I'auire, ia distance des centres est plus grande que Ia som me

des rayons (fig. 59). On a, en effet,

OO'=OA+AA'+O'A' ou OO'>OA+O'A'.

2° Lorsque deu» circonférences sont tangentes eatérieure-

ment, Ia distance des centres est égale à ia somme des rayons

Fig.59· Fig.60.

I

\
(fig. 60). En eITeL, le point de contact des deu x circonférences

étant sur Ia ligne des centres, on a

OO'=OA+O'A.

3° Lorsque deux circonférences sont sécantes, Ia distance

eles centres est plus petite que Ia somme des rayons et plus
grande que leur différence (fig. 61).

En efIet, le triangle OBO'.donne

OO'<OB+O'B et OO':;>OB-O'B,

4° Lorsque deu» circonférences sont tangentes intérieure-
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ment, Ia distance des cenlres esl égale à la di.fJérence des

rayons (fig. 62). En effet, le point de contact des deux círcon-
férences étant sur Ia Iigne des centres, 011 a

OO'=OA-O'A.

5° Lorsque deu» circonférences sont intérieures l'une à

Fig.61.

l'autre, Ia distance des cenl res est plus peti te que Ia di.fJérence

des rayons (fig. 63). En effet, l'on a

OO'=OA-O'A'-AA.' ou OO'<OA-O'A'.

Les réciproques de ces cinq propositions sont évidentes (~O).
Par exemple, si Ia distance des centres est égale à Ia somme
des rayons, les deu x circonférences sont tangentes extérieu-
rement. En effet, si elles occupaient une des quatre autres
positions possibles, Ia distance des centres serait plus grande
ou plus petite que Ia somme des rayons.

IV. - Mesure des angIes.

103. Comme nous l'avons déjà dit en Arithmétique, le rap- ,
port de deux grandeurs est le nombre qui mesure Ia prerniere,
lorsqu'on prend Ia secoocle pour unlié.

Lorsque deux grandeurs sont commensurables, leur rapport
est commensurable ave c i'unité, c'est-à-dlrc qu'il est exprimé
par un nombre enuer ou Iractio nnnlrr-. Soient deux gran-
deurs A et B; désignons leur commune mesure par m, et
supposons qu'on ait A = I? m, B = gm. Le rapport de A à B
sera

~7m
gJn

~.
9

ou

Lorsque deux grandeurs sont incommensurables, leur rap-
port est incommensurable avec l'unité , c'est-à-díre qu'i! ne

DE C. - COUI'S. 11. 4
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peut être exprimé ni par un nombre entier ni par un nombre
fractionnaire. Mais on peut l'obtenir avec telle approximation
qu'on veut·(11).

11 est nécessaire de définir ce qu'on doit entendre par deux

rapports incomrnensurables égaux. Deux rapports incommen-
surables sont égaux lorsqu'Ils ont Ia mêrne expression nurné-
rique pour le mêrne degré d'approximation, et cela quel que
so it le degré d'approxirnation cholsi ,

THÉOREME.

1Ol~. Dans le méme cercle ou dans des cercles égaux, les

angles aa cen tre égaux correspondeni à des ares égauic, et

réeiproquement (fig. 64)·

011 appelle angle au centre un angle dont le somrnet se
confond ave c le centre de Ia 61'-

eonférence considérée. Suppo-
sons que l'angle AOR soit égal à
J'angle A' O' R', le rayon AO étant

égal au rayon A'O'. Les deux
triangles AOn, A'O'R', seront
égaux d'aprês le deux ieme cas

d' égalité. La eorde AB étant alors égale à Ia corde A' R', l'arc

AB sera égal à l'areA'B' (92).
Réeiproquement, si 1'011 suppose I'arc AR égal à l'arc A/R',

Ia corde AR sera égale à Ia eorde A' R', les deux triangles AOB,
A'O'R', seront égaux d'aprês le tro isierne cas d'égalité, et l'on

en eonclura J'égalité des angles AOR, A' 0' R'.

Fie· 64·r.: r.,
~~

THÉOREME.

105. Le rapport de deu» ang/es quelconques est éga! à

celui des ares compris entre leurs côtés et décrits de leurs
sommets comme centres ave c un

même rayon (fig. 65).

Soient les angles AOe et
A/O/C'. Décrivons de leurs 50111-

mets comme centres avee un
même rayon les ares AC, A/C'.

Supposons d'abord que ces ares
aient une com mune mesure coruenue 5 fois, par exemple,

Fie. 65.
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dans I'are AC, et 3 fois dans l'are A' C'. Nous aurons alors (103)

AC 5
A'C' - 3'

Joignons aux eentres O et O' tous les points de division des
ares AC, A'C/. Nous déeomposerons l'angle AOC en 5 angles
partiels tels que AOB, et l'angle A'O'C' en 3 angles partiels
tels que A/O' E/. Tous ees angles partiels, correspondant à des
ares égaux, seront égaux entre eux (104), et l'un d'eux pourra
servir de eommune mesure aux angles AOC, A'O/C'. On aura
done

AOC 5
A'O'C' =3'

Par eonséquent, le rapport des deux angles est bien alors égal
à ee1ui des deux ares intereeptés.

Supposons maintenant que les deux ares AC et A/CI n'aient
pas de commune mesure. IJivisons l'arc A'C' en un eertain
nombre m de parues égales; désignons par a I'une de ees
partíes. Nous aurons A' C' = ma. Portons a SUl' AC autant de
fois que possible, supposons que AC eontienne p fois a, plus
un reste r, inférieur à a et néeessairement incommensurable

avee a (s'il n'en étaít pas ainsi, les deux ares eonsidérés au-
raient une eommune mesure ). Nous aurons AC = pa + r. II
en résultera

AC =pa+ r = E. +~.
A' C' ma m ma

La fraetion ::. étant inférieure à I, Ia fraetion ~ est inférieure
a ma

. I P . P 'I ACa -. ar SUIle, - represente e rapport A'e" avee une
ni m

.. ,1
approXlmatlon marq uee par -.

m
Si l'on joint aux centres O et O' tous les points de division

des ares AC, A'C', on déeomposera l'angle A/O'C' en m angles
parti eIs égaux entre eux (nous désignerons l'un de ces angles
par A) et I'angle AOC en p angles parti eIs égaux à A, plus Ull
angle R inférieur à A. On pourra dane éerire

A'O'C'=mA et AOC=pA+R.

II en résultera
AOC pA+R

A/O'C= mA '
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c'est-à-díre
AOC P U-----+-.A'O'C'- m mA

La fractlon ~ étant inférieure à I, Ia fraction mUAest inférieure

AOC
A' O' C" avec une

, I P . P r Ia -. ar suíte, - represente e rapport
m m

•. , I
approxímauon marquee par m'

Pris avec le même degré d'approxlmation, les deux rap-

AC AOC donc é I I . Iports A'e' et A'O'e' sont onc egaux, et ce a que que sou e

degró d'approximation, puisque Ia valeur de m est complete-
ment arbitraire. Le théorêrne subsiste donc encore, lors même
que le rapport des ares est incommensurable.

Le mode de raisonnement dont nous venons de faire usage
est cornplétement général; dans tous les cas analogues à celui
que nous venons de traiter, nous ne le répéterons done pas,
et nous renverrons à ce qui précéde.

THÉOREME.

106. Si l'onfait eorrespondre I'unité d'arc à l'unité d'angle,
Ia mesure de l'angle est exprimée par le méme nombre abs-
trait que Ia mesure de l'arc qu'il intercepte SUl' une circon-
férenoe décrite de son sommet comme eentre avec un ray-on

quelconque.

II est naturel de ehoisir l'angle droit pour unité d'angle (16).
Menons par le centro d'une circonférence
deu x díametres AA', BB', perpendiculaires
entre eux (fig. 66). On forme ainsi quatre
angles au cenire égaux entre eux : il en est
donc de même des ares correspondants
(tO"'). A l'angle droit eorrespond par suíte

. un quart de eireonférence, et nous de-
vrons pr endre ee q uart de cireonférence

ou quadrant pour unité d'arc.
Si l'on veut cornparer l'angle quelconque AOC à !'ang!e

droit AOB, on a (105)

Fig.66.

D

·Ef).
D'

AOC AC AOC AC
AUB- AB ou ~= l'lu'

,--
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Le premier membre de l'égalité exprime Ia mesure de l'angle
AOC, Ie second membre exprime Ia mesure de I'are AC. Le
même nombre abstrait représente done bien Ies deux me-
sures.

Si l'on dit souvent qu'un angle a pour mesure son are, c'est
seulement pour abréger le discours. On doit dire : La mesure
de l'angle est égale à eelle de l'arc qu'il intercepte.

107. Pour faeiliter l'expression des ares, on a divisé Ia cir-
eonférence en 360 parties égales appelées degrés; chaque de-
gré, en 60 parties égales appelées minutes , chaque minute,
en 60 parties égales appelées seeondes. Le quart de Ia circon-

férence renferme 90 d.egrés ou 5400 minutes ou 324000 se-
condes. On indique un are d'e 32 degrés 25 minutes 27 se-
condes en écrívant 32°::>.5'17".

Un angle de 32° 25' 17" est alors un angle qui jntercepteralt
un are de 32° 25' 17" sur une circonférence décrite de son
sommet com me centre avec uri rayon quelconque, Pour com-
parer cet angle à l'angle droit, il faut eomparer 32° 25' I7" à 90°.
Vour effectuer ceue comparaison, on doit exprimer en se-
condes le nombre complexo 32° 25' 17" i uoir t, I, .Arithmé-

tique) et remplacer 90° par 324000". On trouve ainsi pour le

• I 167 I 7
rapport eherehe -3 4 .

2 000

THÉOREME.

108. La mesure d'un angle inseri! est égale à Ia mesure
de la moitié de l'arc compris entre ses côtés. .

On appelle angle inseri! un angle formé par deux cordes
qui se eoupent en un même point de Ia eir-
conférenee.

Nous distinguerons trois eas (fig. 67)'
Le eentre de Ia eireonférenee peut tornber

sur l'un des côtés de l'angle. Soit, par exemple,
l'angle ABC. Joignons OA. Le triangle AOB
sera isocêle, et l'angle A sera égal à I'angle B.
L'angle AOC extérieur au triangle AOB, étant
égal à Ia somme des deux angles intérieurs qui ne Iui sont pus
adjaeents (60), est égal au double de l'angle ABC. Comme
angle au centre, l'angle AOC a Ia même mesure que son are AC:

c
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I'angle ABC, qui en est Ia moitié, a donc pour mesure celle de
Ia mohié de l'arc AC (105).

Supposons que le centre de Ia circonférence tombe entre
les deux côtés de l'angle, et eonsidérons l'angle ABD. On
menera par le sommet B le diametre BC. L'angle ABD étant Ia
somme des angles ABC, CBD, sa mesure est égale à Ia somme
de leurs mesures. Elle est donc encore Ia même que celIe de
Ia moitié de l'arc AD.

Enfin, si le centre est extérieur à I'angle considéré ABE,
on menera encere le diametre BC. L'angle ABE étant Ia diffé-

rence des angles EBC, ABC, sa mesure est égale à Ia différence
de leurs mesures, e'est-à-dire à celle de Ia moitié de l'arc AE.

COROLLAIRES.

109. La mesure de L'angle formé par une tangente et une
corde aboutissant aú poin t de eonlact est égale à ia rnesure
de Ia moitié de I'arc sous-tetuiu par ia eorde (fig. 68).

Soit l'angle BAC. Par le point C, menons CE parallel e à Ia

Fig.68. tangente BD : les ares AC et AE seront
II A D égaux (98). Les angles BAC, ACE, sont

~

d'ailleurs égaux comme alternes-Internes.
La mesure de I'angle BAC est donc égale à
Ia mesure de l'angle ACE, c'est-à-dire qu'elle

c E est égale à celle de Ia moitié de l'arc AE
ou de son égal AC.

La moitié de rale AC correspondant à Ia mesure de l'angle
BAC, Ia moitié de l'are AEC correspondra à celle de l'angle
supplémentaire CAD; cal' Ia somme des mesures de deux
angles supplémentaires doit être égale à Ia mesure de deux
angles droíts ou à une deml-circonf'érence,

110. On appelle segment Ia portion de surface circulaire
comprise entre uri are et sa corde : à chaque
corde, correspondent deux segments.

Tous les aneles inscrits dans uri méme .
segment, c' est-à-d ire ayan 1 leurs sommets
SUl' I'arc du segment et leurs côtés termi-
nés aux extrémités de S3 corde, sont égaux.

En effet, tous les angles tels que ACB, ADB,
AEB, correspondent au même are AB et ont la même m esure

(fig·69)" .

Fig. 69.
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Lorsque le segment considéré esl un. demi-cercle, !es angles

inscrits sont droits, puisque leur mesure correspond au quart
de Ia circonférence,

Suivant que le segment considéré est plus' petit ou plus
grand qu'un demi-cercle, les angles qui y sont lnscrits sont
obtus ou aigus, puisque leur mesure est alors plus grande ou
plus petite que celle d'un angle droil.

On dit qu'un segment de cercle est capable d'un. angle
donné, lorsque les angles inscrits dans ce segment sont égaux
à l'angle eonsidéré.

THÉOTIEME.

55
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111. La mesure de l'angle [ormé par deu» sécanles qui se
croisent à l'in térieur de Ia circonférence est égale à la somme
des mesures des ares interceptés par les côtés
de l'angle et leurs prolongements (fig. 70)'

Soit I'angle BAC. Ses eôtés interceptent l'arc
BC, ses côtés prolongés interceptent l'arc DE.
Joignons CD. L'angle BAC extérieur au triangle
CAD est égal à Ia somme des deux angles inté-
rieurs D et C. Sa mesure est, par suite, égaIe à Ia
som me des mesures de ees deux angles. ElIe équivaut donc :
à Ia moitié de l'arc fiC, augmentée de Ia moitié de l'arc DE.

112. la mesure de l'angle [ormé par den» sécantes qui se
croisent ri l'ex térieur de Ia circonférence est égale à la dif-
férence des mesures des ares interceptés par
les côtés de l'angle (fig· 71).

Soit I'angle BAC, don t les eôtés in terceplent
les ares BC et DE. Joignons CD. L'angIe BDC
extérieur au uiangl e ACD est égal à Ia somme
des angles intérieurs A et C. L'angle BAC est
done égal à Ia différençe des angles BDC et
DCE. S3 mesure est alors égale à Ia différenee
des mesures de ees deux angIes, c'est-à-dire
qu'elIe équivaut à Ia moitié de l'arc concaoe BC, diminuée
de Ia moitié de l'are convexe DE.

Le théorerne subsiste, I'une des sécantes ou toutes les deux
devenant tangentes.

THÉORt:~lE.

FiG" 7[.
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113. Le lieu des points d'oã L'on. voit une droite donnée
sous un angle donné est formé de deu» ares de cercle pas-

sant par les extrémités de eette droite

Fig. 72. (fig· 72).

Soient Ia droite donnée AB et un point
C du lieu, situé au-dessus de AB : l'angle
ACB est alors égal à l'angle donné. Con-
sidérons Ia circonférenee déterminée par
les trois polnts A, B, C. Toul point !VI
de cette circonférence appartient au lieu;
car l'angle AMB est égal à J'angle ACB
comme inscrit dans le même segmenl
(110). Aucun point E esctérieur et aucun
point I iruérieur à ceue circonférence

ne peuvent appartenir au lieu énoncé; car I'angle AEB est
moindre (112) et l'angle AIB est plus grand (111) que l'angle
ACE. I/are AMCB représente donc, au-dessus de All, [e lieu

eherché.
Si I'on plie Ia figure autour de AB, on obtient l'arc AM'C'B,

identique au premier are, et qui représente évidernment, au-

dessous de AR, le Iieu cherché.
En résumé, le lieu des points d'oú l'on voit Ia droite donnée

AB sous l'angle donné ACB se eompose de deu» ares de cerele
égaux entre eux, symétriques (I) par rapport à AB et passant

par les extrémités A et B.
Les ares restants ANB, AN'B, repr ésentent à leur tour le li eu

des points d'oü 1'0n voit Ia droite AB sous un angle supplé-
mentaire de l'angle donné ACB (109).

Si l'angle donné est droít, les deux ares AMCB, AM'C'R,
deviennent les demi-circonférences décri.tes sur AB comme
díametre (110). Le lieu des poinis d'oü l'on. ooit une droite

donnée sous un angle droit est done Ia circonférence décrite
sur cette droite eomme diametre,

M'

,.

C'

(') Deux points sont dits symécriques par rapport à une droíte, Iorsque cette

droite est perpendicuIaire SUl' Ie milieu de Ia droite qui joint Ies poiuts con-
sidérés, Deux figures sont symétriques par rapport à une droite, Iorsque chaque

point de I'une a son s~métl'ique SUl' I'autre,
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114.. Les angles opposés d'un. quadrilatêre inseri! dans une
circonférence sont supplément aires,

On dit qu'un quadrilatere est inseri! dans une circonfé-
rence, Iorsque ses quatre sommets sont SUl' cette circonfé-
rence.

Soit le quadrilatere ABCD (fig. 73). La mesure de J'angle A

correspond à Ia moitié de J'arc BCD (108), Fi!:. 73.

ceJle de J'angIe C correspond à Ia moitié de D

I'arc BAD. La somme des mesures des deux Q.
angles A et C équivaut donc 3 une demi-cir-
conférence, c'est-à-dire que ces angles sont A'

suppIémentaires. II

La reciproque de cette proposition est vraie, .
Tout quadrilatêre dans lequel deux ;Jngles op posés sont sup'-
plémen ta ires est inscriptible,

Supposons que les angles A et C remplissent cette condi-
tion. Si I'on Iait passer une circonférence par Ies trois som-
mets D, A, B, eIle passera par le quatriême sommet C; car, s'il
n'en était pas ainsi, Ia mesure de I'angle C serait plus grande
ou plus petite que celle de Ia moitié de l'arc BAD (111,112);
cet angle ne serait donc pas Ie supplément de I'angle A.

V. - Prohlêmes graphiques sur Ia ligne droite et Ia 'círconférence
de cercle.

115. Résoudre graphiquement un probleme , c'est con-
struire ceriaines figures devant satisfaire à des conditions dé-
terminées. L'exactítude de Ia solution dépend de I'exactitude
des constructions. On ne doit employer, au point de vue élé-
mentaire, que Ia Iigne droite et Ia circonférence de cercle,
c'est-à-dire que Ies lignes qu'on peut tracer à l'aide de Ia régle

et du compas.
Nous ne dirons rien de I'usage et de Ia vériClcation de ces

instruments, bien connus du Iecteur. Nous ferons seulement
rernarquer qu'on doit toujours éviter de déterminer un point
par I'intersection de deux lignes se coupant sous un angle
trop aigu. Dans ce cas, en efíet, par suíte de I'épaisseur des
lignes tracées , elles sembIent coYncider dans une étendue
plus ou moins grande, et iI y a incertitude SUl' Ia position du
point cherché.

Les questions três simples que nous alIons trai ter permet-

,.



58 GÉOMÉTRIE.

tentd'arriverà Ia solution graphique de Ia plupartdes problernes
de Géométrie.

116. Construire un angle égal à un angle donné (.fig. 74).

Soit l'angle donné A. Du sommet A eomme centre, déeri-

vons entre les eôtés de eet
angle un are DE. Traçons
une droite Be et, du point fi
eomme centre, avee un rayon
égal à AD, décrivons l'are de
cercle indéfini FG. Sur eet
are, à partir du point F, por-

tons une ouverture de compas FH, égale à Ia eorde DE.
L'angle HBF est égal à l'ang1e donné, d'apres l'égalité des
ares FH, DE (104.).

Ceue construetion permet de trouver le troísierue anglo
d'un triangle, quand on connalt les deux autres (5[1).

>

/( )\
~/ \
A E Il t' C

PROBLElIIE.

PROBLEME.

117. Construire un triangle, connaissant un angle et !es
deux côtés qui le comprennent

(fig. 75).

On donne l'angle e et les cõtés
a et b. Construisons un angle égal
à l'angle e, et prenons sur les
eôtés de eet angle, à partir du
sommet C, des longueurs égales

aux côtés a et b.Le triangle ACB sera évidemment. le triangle
demande. On aurait pu renverser l'ordre dans lequel on a
porté Ies cõtés a et b : on aurait obtenu le même triangle
retourné.

f------."-a _'--j bA
L ~Lc c a hl

PROBLEME.

118. Construire un triangle, connaissant uri côté et deua:

Fig. 16, angles (fig· 76).

~

l On peut toujours supposer

L
"" que 1es deux angles donnés B

~ ct e sont adjacents au côté a
B c (59). Prenons une longueur Bf

, a 'B a C égale à a. Au point B, con-

struisons un angle ABe égal à J'ang1e donné B; au point e,
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un angle ACB égaI à l'angle donné G. Les deux droítes BA et
CA se couperont au point A, et le triangle BAC sera le triangle
demandé.

On aurait pu renverser I'ordre dans lequel on a construitles
angles B et C, c'est-à-dire faire I'angle C au point B et I'angle B
au point C : on aurait obtenu le même triangle retourné.

Pour que le problérne soit possible, i\ faut que Ia somrne
des angles donnés B et C soit inférieure à deux angles droits
(59,55).

PROBLEi\fE.

119. Construire uti triangle, connaissant ses trois côtés
(fig· 77').

Soient a, b, c, les trois côtés donnés. On prendra une lon-
gueur BC égale à a. Du point B comme centre, avec un rayon
égal à c, on décrira un are
de cercle. Du point C

comme centre, avec un -,
rayon égal à b, on décrira cl c b

un autre arc de cercle. Si !f-: ----I I . _

les trois cõiés donnés sont fi a C

bien ceux d'un trianglc, le côté a sera plus petit que Ia
somme des côtés b et c et plus grand que leur difTérence (35),
c'est-à-dire que Ia dístance des centres des deux arcs sera plus
petite que Ia somme de leurs rayons et plus grande que Ia
difTérence de ces mêrnes rayons : ces deux ares se couperont
donc (102,3°) en un point A, qui sera le troisieme sommet du
triangle demandé.

Les ares de cercle se couperont aussí au-dessous de Ia ligne
des centres (fig. 78), en un point A', et le triangle A'BC ré-
pondra encore à Ia questiono La Iigne AA',
qui joint les deux sommets A et A', sera
coupée perpendiculairement par BC en deux
parties égales (100). On dit alors que les
deux triangles ABC, A'B C, sont syrnétriques,
Si I'on échangeai t les rayons c et b, on ob- B (:------r-+:-ic---;)

tiendrait deux nouveaux triangles A,BC,
A',BC, symétriques par rapport à BC, qui
ne seraient que les triangles ABC, A'BC,
retournés. On peut remarquer que Jes
quatre triangles BHC, AHA I, BH'C, A'H' A' I, sont nécessairc-

Fig. 77.
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ment ísocêles. La perpendiculaire 11' élevée au mílieu O
de BC passe donc par les milieux I et I' des droítes AA" .
A' A'" paralléles à BC. Les sommets A et A" A' et A'" sont
donc deux à deux symétriques par rapport à Ia perpendicu-
laire élevée sur le mílieu de BC. .

Lorsque deux figures planes quelconques ont, com me les
deux triangles BAC, BA'C, leurs sommets symétriques par
rapport à un même axe, elles sont égales, c'est-à-díre qu'elles

peuvent coYncider, comme les deux triangles désignés, par
renoersement ou rotation. autour de l'axe,

PROBLEME.

120. Construire un triangle, étant donnés deu» côtés et
l'angle opposé à l'un d'euic,

Soient donnés les côtés b et a et l'angle B. Le côté li peut
être plus petit ou plus grand que le cõté a; il peut lui être
égal.

Supposons b <a. Construisons (fig. 79) un angle égal à
I'angle donné B. Prenons sur
l'un des côtés de cet angle une.
longueur BC égale à a. Du
point C comme centre, avec b
pour rayon, déerivons un are
de cercle qui coupera l'autre
côté de I'angle en deux points

A et A'. Les deux triangles BCA, BCAi
, rempliront les condi-

tions de l'énoncé.
Pour que le problêrne soit possible dans le eas consídéré,

il faut que l'angle donné B soit aigu (59,32).
Si 1'0n avait li =CD, CD étant. Ia perpendiculaire abaissée du

point C sur le seeond eôté de l'angle B, l'arc de cerele déerit
du point C serait tangent au second côté de I'angle, et il n'y
aurait pIus qu'urie solution, qui serait le triangle rectangle

BCD.
Si b est> a (fig. 80), le second point d'intersection A' se

trouve rejeté au-dessous du point B, et le second triangle BCA'
ne répond pas à Ia question, puisqu'Il reníerme le supplément
de l'angle donné B au lieu de eet angle lui-même. Dans ce cas,
I'angle B peut être .obtuso S'il est droit, .les deux solutions
eonviennent; mais eIles n'en font en réalíté qu'une seul e,

Fig. 79.

bf-I----j

af-I-,------1

L
B B



parce qu'un triangle rectangle est déterminé lorsqu'on connalt
son hypoténuse et l'un des côtés de l'angle droit (4.7,2°).

Si b est égal à a, le second point d'intersection A' se confond
avec le point B : i\ n'y a qu'une solution, qui
est le triangle ísocéle BCA. Fig. 80.

Le problêrne n'est d'ailleurs possible dans
aucun cas, lorsque le côté b est inférieur à
Ia perpendiculaire CD, pl us courte dístance
du point C au second côté de l'angle B.

En résumé, un triangle n'est pas déter-
miné par Ia connaissance de deux de ses
côtés et de l'angle opposé à l'un d'eux. II faut examiner les
données pour savoir s'll n'y a qu'une seule réponse à Ia
questiono

D'ailleurs, le seul cas oü il puisse y avoir deu» solutions est
celui oú, l'angle donné étant aigu, le oôté opposé à cet angle
est le plus petit des deu» côtés donnés,

GÉOMÉTRlE.

PROBLEME.

121. Construire un. porallélogramme,

côtés adjacents A et B et

l'angle C qu'ils forment

(fig·8I).

Cette question revient
évidemment à construire
un triangle EDF, dont on
connalt deux cõtés el I'angle compris; puis un triangle EFG,
dont on connatt les trois cõtés. '

étant donnés deux

Fig.81.

AI I

'L iS7'
c D F

122. Par un. point donné sur une droite donnée, élever une
perpendiculaire à cette droite (fig. 82).

Soit Ia droíte AB. De part et d'autre du
point donné C, on détermine des longueurs
égales CA et CB. Des points A et B comme
centres, avec un même rayon plus grand
que Ia moilié de AB ou que AC, on décrit
deux ares de cercle qui se coupent en D,
puisque Ia distance des centres est plus petite que Ia somme
des rayons et plus grande que leur diITérence qui est nulIe.

PROBLEME.

Fig. 82.
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La droite CD sera Ia perpendiculaire demandée, cal', les deux
points C et D étant également éloignés des poluis A et B, CD
est perpendicuIaire SUl' Ie milieu de AB (4-6).

La construction est d'autant plus exacte que les points C el
J) sont plus éIoignés I'un de l'autre : deux points étant três
rapprochés, une erreur tres petite SUl'Ia posilion de I'un d'eux
en produit en effet une três grande SUl' Ia directioo de Ia droiie
qui les joint.

On peut, eomme vérification, déterminer au-dessous de AB
un troisiêrne poínt de Ia perpendieulaire CD.

Si l'on ne pouvait pas prolonger Ia droite AB au delà du
point B, el 'si Ia perpendicuIaire devait
être élevée au point B, 00 pourrait opérer
comme iI suit.

D'un point C prís hors de Ia droite AB
(fig. 83), on décriráit une eirconférence
ayant CB pour rayon. Ceue circonf'é-
rence couperaít ABen un second point D.
00 ménerait Ie diarnetre DCE, et Ia droite

BE serait Ia perpendiculaire demandée; ear l'angle DBE est
dro it comme inscrit dans une demi-eireonférenee (110).

Fig. 83.

PROBLEME.

123. Par un. point pris liors d'une droite, lui mener une
perperuliculaire (fig. 84)·

Du point donné C, ave c un rayon con-
venabIe, 00 déeri 1un are de cercle qui
coupe Ia droite donnée AB en deux
poínts A et B. Des points A et B eomme
centres, avec un même rayon pIus grand
que Ia moitié de AB, on décrit deux ares
de cercle qui se coupent en E au-dessous
de AB. La ligne CE, perpendieuIaire SUl'

le milieu de AB, est Ia perpendieuIaire demandée.

"- /
.1.'", //8

PROBLEME.

124-. Dioisioti d'une droite, d'un are ou d'un angle, eti deux

parties égales.

Pour diviser Ia droite AB en deux parties égales (fi.g. 85)
des points A et B eomme centros. avec un même rayon .not.i-
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bIement pIus grand que Ia moitié de AR, on déerit deux ares
de cereIe qui se eoupent en deux points C et D, au-dessus et
au-dessous de AR. La droite CD, perpendiculaire SUl' Ie miIieu
de AE, détermine le milieu E de ceue ligne. On voit que le

Fig.85.

J< Fig.86.

o

1--,-r--;

probléme proposé revient à eelui-ci : Élever une perpendicu-
laire SUl' le miLieu d' une droite,

Si I'on veut diviser l'arc AR ou I'angle AOR en deux parties
égales (fig. 86), on détermine cornme préeédemment un point
E à égale distance des points A et B. En joignant ee point E
au cernre de l'are ou au sommet de l'angle, c'est-à-díre au
point O, on a Ia perpendieulaire élevée SUl' le milieu de Ia
eorde AB. Cette perpendiculaire divise l'are AB au point D en
deux parties égaIes (93); elle divise done aussi I'angle AOB en
deux parties égales (104).

En appliquant eette eonstruetion aux moítlés obtenues et
en continuant de Ia même maniêre, on voit qu'on pourra par-
tagerune droite, un are ou un angle, en U/I nombre de divl-
sions marqué par une puissance quelconque de 2.

PROBLEME.

125. Retrouver le centre d'une circonférence ou d'un. are de

cercle (fig. 87).

On marquera trois points A, R, C, sur Ia
eirconférence ou l'are donné; on obtiendra
ainsi deux cordes AR et RC. On élevera Ia
perpendiculaire DE SUl' le milieu de AB, Ia
perpendieulaire FG sur le milieu de BC.
Ces deux perpendiculaires se eroiseront
en un point O qui sera le centre cherché (95).

63
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PROBLEME.

126. Par un point donné, mener une parallêle à une droite
donnée,

Soient la droite BC et Ie point A (fig. 88). Par Ie point A,
on mime une droite queIconque AC qui
vienne couper BC au point C. On fait en-t<: sulie avec AC, en prenant Ie point A pour

~_ sommet, un angle CAD égal à l'angle ACB.
B c AD est Ia parallele demandée, puisque

Ies angles égaux formés sont alternes-internes par rapport
aux droites BC, AD, coupées par Ia sécante AC.

On aurait pu aussi mener une droite quelconque telle que
AB, et achever le paraJlélogramme ABCD, dom les deux côtés
adjacents AR, BC, comprennent I'angle ABe (121).

On aurait pu abaisser du point i\. une perpendiculaire AE sur
BC (fig. 89) ; puis, au point F, élever FD perpendiculaire SUl'

BC. Si l'on prend FD égale à AE, le point
D appartient à Ia parallele menée par le
point A à Ia droite BC (70).

On aurait pu encore prendre un point O
quelconque sur BC (fig. 89 j, et du point O
comme centre, avec Oi\. pour rayon, dé-

crire une demi -circonférence arrêtée aux points B et 'C.
Portant alors Ia distance BA de C en D, le point D appartient
à Ia parallele menée par le point i\. à BC (98).

Fig.88.

Fig.89·

~DCI]
B E o F G

scor.rs.

127. On peut abréger toutes Ies constructions que nous ve-
nons d'indiquer à J'aide de l' équerre et du rapporteur. On
pourra notamment, en se servant de l'équerre et de Ia pro-
priété des angles correspondants, tracer três exactement des
paralleles, Nous n'entrerons dans aucun détail SUl' ces instru-
ments (I), dont Ia pratique de l'art du dessin a dú rendre l'ern-
ploi familier à tous nos lecteurs.

(') Foir TRAITÉ DE GÉOMéTr.IE, par Eugêne Rouché et CI!. de Combcroussc,
6' édition, ou ÉLÉME~TS DE GÉOMÉTRIE, par les mêmes, 4' édition,
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PROBLEME.

128. Par un point donné hors d'un cercle, mener une tan-
gente à ce cercle (fig. 90 ).

Soient le cercle dont le centre est O, et le point A. Joignons
OA et, SUl' OA cornme diametre, décri-
vons une clrconíérence qui rencontrcra
forcément Ia circonférence donnée en
deux points B et B'. Les droites AB et
AB' seront les tangentes demandées. En
effet, les angles OBA et OB' A sont droits
comme angles inscrils dans une demi-
circonférence. Les droites AB, AB', sont donc perpendiculaires
à l'extrémité des rayons OB, OB' (97).

Remarquons l'égalité des deux uiangles rectangles OBA,
O B' A, qui ont Ia même hypoténuse OA et OB =OB'. On en
conclut I'égalíté des deux tangentes AB et AB', et celIe des

deux angles OAB, OAB'.
Ainsi, par un point pris hors d'uti cercle, on peut lui mener

deua: tangentes; ces tangentes sont égales, et elles sont égale-
ment inclinées sur Ia ligne qui joint leur point de concours
au centre.'

Fie-. 90.

?f0..st:

PROBLEME.

129. lI1ener une tangente commune à deux circonférences
données.

La tangente commune peut laisser les deux circonférences
d'un même cõté ou de côtés différents. Dans Ie premier cas,

c'est une iangente.commune extérieure , dans le second, c'est
une tangente commune intérieure,

1° Soient les deux circonférences O et O' et Ia tangente
com mune extérieure AA'. Me-
nons les rayons OA et O'A'. Ces
rayons seront paralleles el, si I'on
mene par le point O' Ia parallele
O'B à AA', Ia figure O' A' AB sera
un rectangle, de sorte que OB
représentera Ia différence des
deux rayons OA et O'A'. Par con-
séquent, si du point O comme centre, avec OB pour rayon, on
décrit une circonférence, elle sera tangente à Ia droite O' B

DE C. - Cours, n. 5
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rence. Du point O', on màne à ceue círconférence Ia tangente
O' F. Par le poínt E, Ou le rayon OF rencontre Ia circonférencc
O, on trace EE' parallêle à O' F: EE' est Ia tangente commune
demandée. Comme on peut mener par le point O' au cercle
OF deux tangentes O' F et O'G, íl ya en général deux solu-
tions EE' et HH'.

Le probleme cst possible tant que le point O' demeure ex-
térieur au cercle OF, c'est-à-dire tant que Ia distance dcs
centres des circonférences données est plus grande que Ia
somme de leurs rayons, Si Ia distance 00' est égale à Ia somme ,
des rayons, le point O' se trouve SUl' Ia circonférence OF et
SUl' Ia ligue des centros : les deux solutions se réduisent à une
seule qui est Ia tangente com mune aux deux circonférences
données, alors tangentes extérieurement.

Ainsi, deux circonférences extérieures I'une à l'autre ad-
mettent deux tangentes communes intérieures. Deux circon-
férences tangentes extérieurernent n'en admeltent plus qu'une
seule. 11 n'exíste aucune solutíon, lorsque les circonférences

données sont sécantes, tangentes intérieurement ou inté-
rieures l'une à l'autre,

Les deux tangentes communes extérieures se coupent ett UIL

méme point situé SUl' ia ligne des cenires. En effet, les points
O et O' appartiennent à Ia bisseetrice de l'angle qu'elles
forment.

Les deu» tangentes communes intérieures se coupent aussi
en uri méme point S de Ia ligne des centres (fig. 92)! En effet,
elles Iorment deux angles opposés par le sornmet, les points
O et O' appartíennent aux bissectrices de ces angles, et les bis-
sectrices des angles opposés par le sommet sont en ligne
droite.

Dans le cas des tangentes communes extérienres, si les
rayons des deux circonférences données étaient égaux, Ia cir-
e onférence OB se réduirait à un point, et Ia tangente O'B, paral-
l êle à Ia direclion de Ia tangente commune, se confondrait avec
Ia Iigne des centres. Les deux tangentes extérieures sont donc
alors para llêles à Ia ligne des centres. Quant aux tangentes ínté-

rieures, Icur point de concours S est au milieu de Ia distance
Ies centres : c'est ce que prouve Ia comparaison des triangles
OSE, O' SE' qui, dans l'hypothese irtdlquée, deviennenl é~ux.

0" dolt applí quer Ia méthode que nous avons employée pour
résoudre Ia question proposéc, toutes lesfois qu'on n'aperçoit
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pas rapidement Ia soIution du problema. Ceife méthode con-
siste à supposer le probléme résolu, à tracer Ia figure corres-
pondante, et à étudier SUl' cette figure Ia liaison des données
et des inconnues.

PROBLEME.

130. Mener une circonférence tangente à trois droites qui
se coupent (fig. 93 et 94 ).

Les trois droites données Iorment un triangIe ABC. Si l'on
mêne les bissectrices des angIes de ce triangIe, ell es se croi-
sent en un point O (fig. 93) égaIement distant d es trols

Fíg. 94.

Fil;. 93.

c

E,

\
\
\
\

\ \-, \
\ \
\ \
\ \
\ \

\\

côtés (82). Par suite, si, de ce poínt O comme centre.avec sa
distance OD au côté AB comme rayon, on décrit une circonfé-
rence, çlle touchera (97) les trois côtés du triangIe aux points
D, E, F. On dit alors que Ia circonférence OD est inscrite dans
Ie triangle ABe qui, à son tour, Iui est circonscrit,

Si l'on trace maintenant (fig. 94) Ies bissectrices des angIes
extérieurs du même triangIe, elles forment un second triangle

010203 dont Ies sornmets, situés SUl' les prolongements des
bíssectrices des angles intérieurs du premier (82), sont aussi
à égaIe distance des trois droites données. De lã, trois autres

circonférences 01 EI' 02E2, 03E3' répondant à Ia questiono
Chacune d'elles est tangente à l'un des cõtés du triângle ABC



et aux prolongements des deux autres cõtés, et on les qualifie,
par rapport à ce triangle, de cireonférences exinscrites.

En résumé, on peut mener en général quatre cireonférences
tangentes à trois droites données.

Si 1'011 désigne par a, b, c, les trois côtés RC, CA, AR, du
triangle ARC et par 2p son périmétre a + b + c, on démontre
faeilement, en s'appuyant sur l'égalité des tangentes menées
d'un même point à une même círconférence (128), que les
distances de l'un des sommets du triangle aux polnts de con-
tact de I'un des côtés qui y passem avec les quatre circonfé-

rences tangentes, représentent les longueurs p, p - a, p - b,

P - c. Ainsi, en se reportant à Ia fig. 94, on aura, SUl' le
côté AC,

AEt =P» AE =P - a, AE2 = P - b, AE3 = P - c.

131. Décrire sur une droite donnée comme corde, un sego

ment capoble d'un. angle donné (fig. 95).

On veut décrire une cireonférence passant par les points A
et R, et telle, que l'un des deux segments
correspondant à Ia corde que ces points
déterminent soit capable de I'angle donné
(110).

Menons par le point R une droite CD fai-
sant au-dessous de AR un angle ARC égal à
I'angle donné. Elevons RO perpendiculaire
à CD et EO perpendiculalre à AR, le point E
étant le milieu de AR. Les droites RO el EO
se eoupent nécessairemenl au point O. Du point O comme
eentre, avee OR pour rayon, décrivons une cireonférence qui
sera Ia cireonférence demandée. En effet, Ia droite CD est tan-
gente à ceue cireonférence, et l'angle donné ARC a pour me-
sure Ia moitié de l'arc AR Or tous les angles AFB, inscrits dans
le segment supérieur à AB, ont aussi Fig. 96.

pour mesure Ia móitié de I'arc AR : M

ils sont done égaux à I'angle ARC, et
le segment AFB est bien capable de
I'angle donné.

Lorsqu'on veut rapporter sur une

carte (fig. 96) un point remarquahle M, on choisit trois points

GÉOMf:J.'RIE.
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A, E, C, déjà marqués SUl' cette curte. On mesure, à I'aide
d'instrumeots spéciaux, les angles AMB, BMC. En décrivaot
SUl' AB et SUl' BC des segmeots capables des angles AME, BMC,
00 obtient deux lieux géométriques du polnt M. Ce poínt se
trouvera donc-sur Ia carte, au second point d'Intersectlon des
deux circonférences qui ont déjà le point B comrnun.

VI. - Exercices et questions complémentaires.

THÉOREME.

132. Lorsqu'on considere une circonjercnce e! une droite extérieure,
les cxtremités dtc diamétre perpcndicalaire à Ia droite sont les points de

cette circonjércnce dont les distanccs à Ia droitc som maximum et mini-

111/111/ (fig· 97)·

Soient Ia circonférence C et Ia droite extérieure AB à laquelle le dia-

F'" 9 metre DD' est perpendiculaire en H. Menons les
'", 7·

11 K B deux tangentes DT, D'T', etabalssons, d'un point
"---T--T---"= quelconque l\I de Ia circonférence, MK perpendi-

culaire sur AB.
On a l\]K> GK, c'est-à-dire MK> DH, et

\\fK < G'K, c'est-à-dire l\IK < D'H.
S'il s'agit d'une droite secante A'B' (supposée

sur Ia figure parallele à AB), les points D et D' sont
D' évidemment les points de distance maximum, le

prernier pour l'arc A'DB', 1e second pour l'are A'D'n'.
H' D est ee qu'on appelle Ia flécke de l'arc supérieur, H' D' est celle de

l'arc inférieur,
THÉOREME.

133. Lorsque deus: cirronferences sont extericures ou interieures, Ia
plus grande et Ia plus pctitc
eles droitcs qu'or: peut mcner
entre les deu» circonfercnces
sont dirigécs suivant Ia lignc

cl----!--+.,------+;;!--;~;4~-_j~ eles ccntres (fig· 98).

En effet , menons en tre les
deu x circonférences O et O' une
droite quelconque MN et dé-
signons par AC et BO les dia-

metrcs de ces círconférences qui sont confondus avec Ia ligue des centres
Le quadrilatere OO'NM donne, si les circonférences sont cxtericures,

00' <OM + i\IN + NO', c'est-à-dire AB < MN;

Fiff· 98.

et, si les circonférences sont intéricurcs,

m.l ou 00' + O'E + BA < 00' -t- O'N + Nl\1,
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c'est-à-dire
AB<l\IN.

Le même quadrilatàre permet de poscr, si les circonférences sont exté-
rieures,

1\10+ 00' + O'N > MN, c'est-à-dire CD > MN j

ct, si les circonférences sont intericures,

MO + 00' -t- O'N > MN, c'est-à-dire CB> i\lN.

THÉOREME.

134. Lorsqu'un triangle est inscrit dans une circonférence, lcs pieds
des perpcndiculaires abaissées d'tcn point quclconque de Ia circonjcrence

sur les trais côtes riu trinngle sont cn lignc droite (fig· 99).

Soient le triangle ABC et Ia circonférence circonscrite. D'un point quel-
conque 1\1 de ceue circonférence, abaissons
sur les trois côtés du triangle les perpen- Fig. 99·

diculaires MP, MQ, MR: il Iaut démonlrer
que les deux droiles RP et RQ n'en font
qu'une seule.

Le quadrilatereAMCB étant inscrit, l'angle
MAB, supplément de l'angle !\ICB, est égal
à l'angle MCQ. Les deux triangles AMP,
Cl\JQ, étant rectangles , iI en resulte l'éga-
lité des angles AMP et CàJQ, compléments
des précédents.

Or , Ia circonférence décrite sur AM
comme diamêtre contient les points P et R, puisque les angles APM.
ARM, sont droits. Demême, Ia circonférence décrite sur !\IC comme dia-
metre passe par les points Q et R.

Dansla premiare circonférence AM, les angles AMP et ARP sont égaur
com me inscrits dans un même segment ; dans Ia seconde circonférence Mü,
les angles CMQ et CRQ sont égaux pour Ia même raison. On a dono, fina-
lement, angle ARP = angle CRQ. Comme ces angles sont dans Ia positioa
d'opposés par le sommet ct que les deu x côtés HA et RC sont en ligue
droite, iI en est de même des cõtés RP et RQ.

Réciproquement, tout polnt :\'1 tel, que les pieds P, Q, R des perpen-
diculaires abaissees de ce point sur les câtés da triangle ABC soient en
ligne droite, appartlent à Ia circonjerence circonscrite à ce trianglc.

En effet, s'il en est ainsi pour un point M quelconque du plan da
triangle (fig. 99), les angles ARP et cnQ sont égaux comme opposés
par le sommet. D'ailleurs, les quadrilatéres MUPA et MRCQ sont inscrip-
tibles, puisque, dcs points H et P, on voit MA sous un angle droit (113.

7.1
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et que, des points R et Q, on voit MC sous un angle droit. Or, Ies
angles ARP et AMP étant alors égaux cornme inscrits dans le même
segment, et les angles CRQ et C.\lQ satisfaisant à Ia mérne condition,
les deux angles AMP et CMQ sont eux-mêmes égaux. Il en résulte, en
ajoutant de part et d'autre l'angle P,\IC, que l'angle total AJIC, égal à
l'angle total PMQ, est alors comme ce dernier, le supplérnent de l'angIe
B, de sorte que le quadrilatere AIVICB est inscriptible (114), et que le
point M appartient au cercle circonscrlt au triangle ABC.

Le liea des points du plan tels, que les pieds des perpendiculaires
abaissees de ces points SUl' Ies côte« d'un triangle soient eri ligne droite,
est donc le cercie circonscrit au triangle,

La droite PRQ est appelée Ia droite de Simson du point M, par rap-
port au triangIe ABC.

THÉOREME.

13~.Dans tout quadrilatêre circonscrlt àune circonference, les sommes

[ormees par les côtes opposes sont égales (fig. 100).

Un quadrilatere est circonscrit à une circonfórence, lorsque ses côtés
sont tangents à cette circonférence qui, à son tour, est inscrite dans 10
quadrílatere.

Les tangentes au cercle issues d'un méme point étant égales, on a

AE = AH, BE = BF, CG = CF, DG = DH.

En ajoutant ces égalités membre à, membro, il vient évidernment

AB + CD = AD + BC.

Réciproquement, si cette condition est remplie, le quadrilatere est ctr-

conscriptible, c' est-à-dire que le cercle tangent in-
térieurement aux trois cótés DA, AB, BC, et dont le
centre est à Ia rencontre dos bissectrices des angles
A et B, est nécessairement tangent au quatrieme
côté CD du quadrilatere. En effet, s'il n'en ét ait
pas ainsi, on pourrait mener par le sornmet D une
tangente DI à cette circonférence. Le quadrilatê re
DABI étant circonscrit, on aurait à Ia fois

Fig-. 100

c

On en conclurait donc, en ajoutant,

AB + DI = AD + Bl et CD < DI + IC.

AB + CD < AD + De;

ce qui est contre l'hypothese.
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CHAPITRE IH.

LES UGNES PRúPORTlOI\'NELLRS.

I. - Des lignes proportionnelles dans le triangle.

LEMME.

136. Si I'on. considere sur une droite indéfinie deu» points
fixes A et E, il existe sur cetle droite un point et un seul dont

Fiff' 101.

le rapport des distances aua: points A et TI ait une ualeur
donnée (fig. 101),

, Le rapport donné peut être positif OU néç;atij, il peut être
plus petit OU plus grand que I.

Soient I le milieu de AB, lia distance des points A et E,

et ~ le rapport donné supposé d'abord moindre que I et pris

en valeur absolue.
Si l'on suppose que le poi nt intérieur M, situé nécessaire-

ment à gauclie de I, réponde à Ia question, 011 doit avoir

et MA + ME zz: ];

li en résulte

MA o:

MA + ME - o: +~
''''IA o.let n =-_.

CI. +~'

ce qui détermine un seul point 1\1intérieur.
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,Si l'on suppose que le point ext érieur M', situé nécessaire-
ment à gauche de A, réponde aussi àla question,on doit
a voir

M'A
M'B

ct M'B-M'A=!.

11 en résulte

M'A. IX

M'E-M'A -~-o:
et M'A= I< cd ;

tJ-t;<

ce qui détermíne un seul point M' esctérieur.

II sernble donc que les deux points M et M' satlsfassent
tous deux à Ia condition imposée; mais, si l'on faít intervcnir
les signes des segments, Ies deux segments MA et MB sont
de signes contraíres, tandis que les deux segments lU' A et
M' B sont de même sígne (12). Les deux rapports qui corres-
pondent aux points M et M' sont donc égaux en valeur abso-
Iue, mais de sígnes contraíres, et I' on a en réalité

M'A
1\1' fi

En raisonnant absolument de Ia même mantere, on voit

que,le rapport donné,~ étant plus grand que I, deux points

N et N' situés à droite du milieu I de AB, l'un intérieur,
l'autre extérieur à AR, répondent à Ia question si le rapport
, ,

~ est pris /en valeur absolue; mais que, si l'on tient compte

des signes des segments,le po lnt N répond à ce rapport pris
négativement ct le point N' à ce rapport pris positivement.
On a done en réaJité

NA a' I r/ N' A r,' I '
NA ~ ~ et N'A =__a_..

NB = - ~' et = a' + W' N' fi -l3' a' - ~'

COROLLAIRE.

137. Si l'on ne tient pas compre des signes, on a, dans le

premier eas par exemple (~<I)' Ia proportion

(i)
MA M'A
ME- M'E'

Ceue proportion est une proportion harmonique, On a vu,
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en effet (Torne I, Questione prop osées sur l'Arithmétique,

n° 141, p. 710), que trois nombres a, b, c, rangés par ordre
de grandeur, forment une proportion harmonique quand on a

G- b n

b-e-c'

b esi Ia moyenne harmonique entre a et c qui sont les deux
eictrémes,

Or, 00 a ici

MA=MM'-l\l'A, MB=M'll-MM',

d'ou, en changeant les signos des deux termos du prernier
rapport de Ia proportion (I)

M'A -MM' M'A
1\1M'- M'B - M'B;

~JM' est donc Ia moyenne harmonique entre les extrêmes M'A
et M'B.

00 dit alors que les deux points M et M' divisent harmoni-
quement Ia droite AB ou sorit conjugués Iiarmoniques par
rapport à cette droite. Comme on peut écrire Ia proportion (r),
en écbangeant Ies moyens,

AM BM
AM'= BM"

A et B sont à leur tour conjugues Iiarmoniques pnr rapport à
Ia droite MM'.

Si I'on tient compte des signes, Ia forme exacie de Ia pro-
portion harmonique (I) est

MA
iVlll

M'A
- M'B ou

MA M'A
MB: M']=-!'

TIlÉOREME.

138. Toute droite parallêle li I'un. des c6tés d'un triangle

divise les deuo: autres en parties proportionnelles (fig. 102).

Soient 10 triangle AI3C, et Ia droite DE paralléle au cõté BC.

Supposons que les deux segments AD et nB adrneuent une

comrnune mesure, et qu'elle soit contenue 3 fois dans AD et
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2 fois darrs DB, par exemple. On aura

AD 3
DB =;.

FiC'. 102.

Par Ies points de division F, G, M, menons des paralleles à BC
ou à DE. Les dlvlslons que toutes ces pa-
ralleles déterminent sur le côté AC sont
aussi égales entre elles. En effet, traçons GO
paralléle à AC, et comparons les deux
triangles AFK et GDO. Ces triangles sont
égaux, car leurs côtés égaux AF e,t GD sont

n'---"------"c adjacentsà des angles égaux chacun à cha-

cun comme correspondants. On en conclut
AK = GO. Mais Ia figure GOEL étant un parallélogramrne, on a

A.

GO=LE, d'ou AK=LE.

On prouverait de Ia même maniere l'égalité de AK et des
autres divisions de AC. AK peut donc servir de commune
mesure aux deux segments AE et ~C, et l'on a

AE 3
·EC=;'

puisque cette commune mesure est contenue 3 fois dans AE
et '2 fois dans EC. .

Les segments AD et DB d'une part, AE et EC d'autre part,
présentant le même rapport, ces segruents sont proportion-
nels, et l~on a

On en déduit (Aritltm., 393)

AR AC AB AC
AD AE et DB - EC .

COROLLAIItE.

139. Deu» droites quelconques sont coupées en parties pro-
portionnelles par une série de parallêles (fig. 103).

Soient les deux droites AC et DF coupées par les paralléles
AD, BE, CF. Menons AH parallêle à DF. Le trianple CAH
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donne alors

Mais AG=DE, GH=EF (68). On

AR DE
BC=EF'

a dane

77

A=t
D

B G E

C H F

On a aussi

AC
AB

DF AC
DE et RC

DF
EF'

14.0. Réciproquement, si une droite divise deu» côtés â'un.
triangle en parties proportionnelles, elle est parallêle aú troi-
sieme côté (fig. 102).

Soit le triangle ARC. Supposons que Ia droite DE divise les
cõtés AB et AC en partles proportio nnelles : DE sera parallêle
au côté EC. En effet, si I'on rnene par le point D une parallele
au côté BC, elle coupera le côté AC en parties proportion-
nelJes à AD et à DE. Le côté AC étant déjà divisé au point E
de ceue maniêre, cette para lle le passera nécessairement par
le polnt E (136), c'est-à-dire qu'elle se confondra avec Ia
droite DE.

11est sous-entendu que les points D et E doivent être placés
d'une maniere analogue sur les côtés ~R et AC. .

Si, dans le théoreme direct (138), les segments AD et DB
n'avaient pas de commune mesure, on aurait recours aumode
de démonsrration déjà indiqué (105).

THÉOREME.

1l,,1. Ia bissectrice de l'angle d'un

opposé en segmenls propor-
tionnels au x cõtés qui com-

prennent L'angle (fig· 104).
Soient le triangle. ARC et

Ia bissectrice ED de I'angle
B: il faut prouver qu'on a

AD AB
D{~= CB'

triangle divise le côté

Par le point C, menons à BD Ia parallele CE jusqu'à Ia ren-
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contre de AB prolongé. On a alors dans le trlangle ACE (138) :

AD AD
DC=RE'

Considérons le lriangle CDE. L'angle en C de co Iriangle est
égal à I'angle CnD, puisque ces angles sont alternes-lruernes
par rapport aux paralleles CE el RD coupées par Ia sécante CB.
De même,l'angle en E est égal à l'angle DRA, puisque ees
angles sont correspondants par rapport aux mêmes parallêles
coupées par Ia sécante EA. Les angles CRD, DBA, étant égaux,
il en est de même des angles en C et en Edu uiang!e CBE :
ce triangle est done ísoeêle, et l'on a RE =CB, c'est à-dire

AD AB
De CE'

142. La bissectrice de l'angle extérieur d'un. triangle coupe
'le côté opposé en uri point dont les distances aux ex trémités
de ce cõté sont proportionnelles au» côtés qui comprennent
l' angle intérieur adjacent (fig. 104). '

Considérons I'angle extérieur CBE et menons sa bissectrtce
DF : il faut prouver qu'on a

FA AR
Fe eu'

Par le point C, menons CG parallele à BF jusqu'à Ia rencontre
du cõié AB. Le triangle ABle donue alors (138)

FA AR
FC - J3lf'

Considérons le triangle CBG. Ce triangle est ísocêle : son
angle C eSI égal à l'angle FBe, puisque ces angles sont alternes-
internes par rapport aux parallêles CG, RF, el à Ia sécanto CR;
so n angle G est égal à l'angle FRE, puisque ces angles sont
correspondants par rapport aux mérnes paralléles et à Ia sé-
cante AE; les deux angles C et G som donc égaux, et I'on
a CD =BG, c'est-à-díre

143. Les reciproques des deu x propositions précédentes
sont évidentes. Le point D, qui partage AC en segments pro-
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portionnels aux côtés A13et cn, étant un point uni que (136),
toute droite BD qui détermine un point jouissant de ceue
propriété se confond avec Ia bissectrice de l'angle B. De
même, le point F, situé sur le prolongement de AC, dont les
distances aux points A et C formenl un rapport égal à celui
des côtés AB et CB, étant aussi un point unique, toute droite
BF qui détermine un point jouíssant de ceue propriété se
confond ave c Ia bissectrice de l'angle extérieur CBE.

Les deux poínts D et F sont conjugués harmonlques par
rapport à Ia droite CA (137). Ainsi, les deu» côtés d/un angle,
ta bissectrice de cet angle et Ia bissectrice de son supplément,
déterminent sur une sécante quelconque quatre points dont les
deu» derniers sont conjugues par rapport atcx deux autres.

THÉOREME.

144. Le lieu géométrique de tous les points dun. plan dont

les distances à, deu» points donnés
sont dans un rapport donné, est une
circonférence de cercle (fig. 105).

Soient les deux points donnés A
et C, soient I\l et N les deux lignes
dont le rapport représente le rapport F

donné. Détermínons sur AC un point
D tel, qu'on ait

Fig. 105_

!

AD M
-DC-N:

le point () appartiendra au lieu cherché. Déterminons sur le
prolongement de AC un point F lei, qu'on a ít

FA M
}<'C - N .

le poínt F appartiendra au Jieu cherché.
Supposons que le paint B du plan soit un des po ints du lieu.

On aura alors
AB M
CB=R'

Dês lors, si I'on forme le triangle ABC, BD sera Ia bissectrice
de l'angle intérieur ABe, et BF sera Ia bissectrice de l'angle
extérieur CBE (143). Les droites BD et BF étant bissectrices
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d'angles supplémentaires seront à angle droit et, par sulte,
si I'on décrit une cireonférenee sur FO eomme diametre, elle
passera par le point B. Tous les points du lieu appartiennent
done à eette eireonférenee.

11 reste à prouver que tous les poinls de ia circonférence
appartiennent au lieu. Prenons un point B queleonque sur Ia
circonférenee dont FD est le díamétre. Joignons-Ie aux points
D et F et formons le triangle ABC. Menons par le point C les
paralleles CE et CG à BD et à BF. Ces paralleles seront à angle
droit, puisque I'angle DBF est droit : il en resulte que Ia
eireonférenee décrite sur EG comme diametre passe par le

point C. Mais le triangle ACE donne ~~ = ~:' le triangle ABF

d FA AB I' donne FC = BG : on en cone ut, a cause u rapport cornmun,

le point fi est le eentre de Ia cireonférenee décritc SUl' EG
eomme diametre, et I'on a

BE=CB.

L' . I" AD AB d .' AD AB M
ega ite DC - DE evíent De = eu =N' de sorte que le

point B est un point du lieu.
Le lieu géométrique demandé est done bien Ia cireonfé-

rence déerite sur DF eomme diamêtre, les points D et F étant
ceux de I~ ligne AC qui répondent à Ia questiono

lI. - De Ia similitude et de l'homothétie.

1fI.5. Deux polygones d'un même nombre de eôtés sont sem-
blables, Iorsqu'íls ont leurs angles égaux chacun à chacun et
eompris entre côtés proportionnels, les eôtés proportionnels
étant d'ailleurs disposés dans lemême ordre,

On appelle homologues les parties qui se eorrespondent
dans deux polygones semblables : ainsi, les sommets des
anglcs égaux sont des points homologues, les diagonales qui
joígnent des sornmets homologues sont des lignes homo-
lugues.



On appelle rapport de similitude de deux polygones sem-
blables le rapport constant qui lie deux côtés homologues.

On voit facilement qu'on peut, dans un polygone quel-
conq ue, changer Ia proportion des côtés sans faire varier les
angles, ou faire varier les angles sans changer
les cõtés. Ainsi, étant donné le polygone
ABCDE (fig. 106), si l'on méne lH paralléle
3 EA, on forme un nouveau pentagone qui
ales mêmes angles que le pentagone pro-
posé; mais Ia proportion des côtés n'est plus
Ia même, puisque les cõtés ED et AB sont

devenus plus petits, tandis que les côtés BC et CD n'ont pas
.changé. On pourrait aussi conserver aux côtés Ies mêmes

longueurs et altérer les différents angles, en supposant des
articulations aux différents sommets, et en rapprochant par
exemplo le sommet A du sommet D. 11 résuIte de cette re-
marque que, si l'on considêre deux polygones quelconques, Ia
proportinnnalité des côtés n'est pas une conséquence de l'éga-
lité des angles, et réciproquement. .

Cette dépendance n'a lieu que pour les triangles, et Ia
théorie de leu r similitude s'en trouve beaucoup simplifiée,
com me on va le voir.

GÉOMÉTRIE.

LEMME.

Fig, [06.

B

14-6. Si l'on coupe un lriangle par une parallêle à I'un. de
ses côtés, le triangle partiel qu' on détermine

est semblable au triangle proposé (fig. (07)

Soit Ie triangle ABC. Menons Ia parallele
DE au côté fiC. Les deux triangles ABC, ADE,
ont évidemment leurs angles égaux chacun
3 chacun. DE étant paralléle 3 BC, on a

AB AC
AO = AE'

Traçons .EF parallele 3 AB, on a de mêmo

AC BC
I\E -'BF'

Fig. <07.

A

,/~,
I~
l: F- C

La figure DEFB étant un parallélogramme, on peut rem-
DE c. - Cours. n. 6
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placer BF par son égale DE et écrire

AR AC DC
AO = AE = DE'

Les deux triangles ABC, ADE, ayant leurs angles égaux et
leurs côtés homologues proportionnels, sont semblables (H.5).

THÉOREME.

147. Deu» t riangles sont semblables lorsqu'ils ont leurs
angles égallx chacun à cluicun. (fig. 108).

Soient les deux triangles ABC, A' B' C'. L'angle A est égal 11
I'angle A', l'angle B égal à l'angle .
R', l'angle C égal à l'angle C'. Pre-
nons Ai) = A' B' et menons DE
parallàle à BC. Le triangle ADE
est semblable au triangle ABe
(146), et j[ suflit de démontrer que
les deux triangles ADE, A' R' C',

"~, ~L=j R' e'
R G .

sont égaux.
01', I'angle A est égal à l'angle A' par hypothese ; l'angle D,

égal 11'I'angle R comme correspondant, est égal à l'angle R';
enfln, le côté AD est égal au côté A' B' par' constructíon. Les
deux triangles ADE, A' B' C', sont donc égaux d'apres le pre-

•• m ier cas d'égalité (30, 1°).

THÉOREME.

148. Deu» triangles sont semblables, lorsqu'ils ont un angle
éga! co:npris entre deux cátés proportionnels (fig. ioS).

Soient Jes deux triangles ABC, A' B'C'. L'angle A est égal à

I'angle A' et I'on a Ia proportion

AR AC

A'B'= A'C"

Tout revient à dérnontrer que le triangle ADE, formé comme
duns le cas précédent et sernblable au tríangle ABC, estégal

au triangle A' E' C'.
01', on a, 11 cause de Ia parallele DE,

AR AC
AD ---: AE'
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Si l'on compare les proportions (1) et (2), 00 voit que, AD
étant égal 3 A' B' par construction, 00 doit avoir AE =A' C'.
Les deux triangles ADE, A' B'C', sont donc égaux d'apres le
deuxieme cas d'égalité (30,2°).

THÉOREME.

1l~9. Deu» triangles sont semblables, Iorsqu'ils ont leurs
côtés proportionnels (fig. 108).

Soient les deux triangles ABC, A' B' C'. On a

AR BC CA
( I) A' R' = :i3'V = C'A' •

Tout revient encore à démontrer que le triaogle ADE, formé
comme dans les deux cas précédeots et 'sernblable au triaogle
ABC, est égal au triaogle A' B' C'.

La similitude des deux triaogles A13C, ADE, doone (146)

AB BC .CA
AD- DE-EA'

Les suítes de rapports égaux (I) et (2) présentent les mêmes
numérateurs et les dénomínateurs A'13' et AD des deux pre-
miers rapports sont égaux par .construcuon. 11 en résulte
B' C' =DE, C'A' = EA, et les deux triangles ADE, A' B' C', sont
égaux d'apres le troísíéme cas d'égalíté (30, 3°).

SCOLIF.

150. Les théoremes des nOS1l~7 et 149 prouvent que l'égalité
des angles entratne, pour les triangles, Ia proportionnalité des
côtés, et réciproquement. Il est donc permis de définir deux
triangles semblables, deu» triangles qui sonl équiangles, par
exemple. ALI point de vue pratique, il suíflt de vérifier que

les deux triangles considérés ont deux angles égaux chacun
à chacun, puisque Ia somme des angles d'uo triangle est con-

stante.
11 existe pour les triangles d'autres caractêres três-simples

de similitude, utiles à connattre, et que nous allons indlquer,

THÉOTIEME.

151. Deu» triangles sont semblables lorsqu'ils ont leurs cô tés
parallêles ou perpendiculaires chacun à cliacun,

Nous avons vu (57,58) que deux angles qui avalent leurs .
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côtés paralleles ou perpendiculaires étaient égaux ou supplé-
mentaires. Désígnons les angles des deux triangles considérés
par A et A', B et B', C et C'. On ne pourra faíre sur les rela-
tions qui doivent lier ces angles deux à deux que les quatre
hypothêses suivantes :

A +A'=2d
,

A +A'=2d,

A-+-A'=2d,

A =A',

B-+-B'=2d,

13 -+- B'= 2d,

13 = R',

B = R',

C-+-C'= 2d•

C=C'.

C=C'.

C=C'.

, ,

La premiere hypothese doit être rejetée, Ia somme des
angles des deux triangles ne pouvant être égale à six droits.
Elle ne peut pas non plus être égaleà quatre droits augmentés
de deux fois I'angle C: Ia seconde hypothése est done aussí
inadmissible. La trolsieme hypothese entralne Ia eondition
A = A' : 'elle n'est done qu'un cas particulier (eelui ou les
triangles proposés sont reetangles) de Ia quatriêrne hypothêse,
qui est Ia seule vraíe, Les triangles eonsidérés étant équiangles

sont semblables (147).
II faut rernarquer queles eôtés proportionneIs sont toujours,

dans les triangles semblablés, opposés aux angles égaux. Dans
le dernier cas examine, les c:ôtés homologues sont paralleles ou
perpendículaires entre eux.

THÉOREl\'lE.

Firr. log.

o

--',~,
__L~

A B C D

152. -Deu» parallêles sonl coupées en parties proportion-
nelles par une série de sécantes issues d'un
même point (.Iig. 'r09).

Soient les deux paralleles AD, EH, cou-
pées par les sécantes OA, OB, OC, OD.

Les triangles OAB, OEIf, sont semblables
(1.46) et donnent

OB AB
OF -EF'

De même, Ia similitude des trlangles ORC, OFG, permet
d'écrire

ou UC
OF = liG'
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On a done

On prouverait de Ia même maniére que

BC CD
FG = GH·

Réeiproquement, si les deux paralléles AD, EU, sont coupées
proportionnellement par une série de sécantes AE;RF, CG, DH,
ces sécantes aboutissent à un méme point O.

Supposons que les deux droites AE et CG se reneontrent en
un eertain point O. On a par hypothése

AB BC
FG = FG·

Joignons OF: eette ligne prolongée devra eouper AC en par-
ties proportionnelles aux segments EF et FG, d'aprésle théo-

reme direet. Or AC est déjà divisée de eette maniere au point
R; OF prolongée passera done par le point B (136), e'est-à-
dire que les trois points B, F, O, sont en ligne droite. On prou-
verait de même que DH prolongée passe par le point O.

La .fig. 109 suppose le point de eoneours des séeantes
extérieur aux deu x paralleles, Si ee point de eoneours était
intérieur, Ia démonstration resterait Ia même; seuIement, Ia
disposition des parties proportionnelles serait inverse sur les
deux paralleles.

THÉORE~IE.

1ã3. Deu» polygones, composés d 'un. méme nombre de
triangles semblables chacuri à chacuii et semblablement dis-
posés, sont semblables
(.fig. IIO).

8
SoientAEDetA'E'D', ---------,A '

ADB et A'D'B', BDC " :
\, :

et B'D'C', d eux séries \:
E ' ,de triangles respeeti-' \:

vement sernblables er: '\ 1, ,
semblablemen t dispo- \,
sés. 11 faut démontrer D

que le polygone ABCDE, formé par les premiers triangles, est
semblable au polygone A' B' C' D'E' formé par les seeonds.

Fig. 110.

C
E'

n'

A~, ,, ,, ,, ,, ,
\ ', ,

\'

c'

D'
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On volt d'abord que. les angles des deu x polygones sont
égaux, soit comme angles homologues de deu x triangles sem-
blahles, soit comme sommes dangles homologues de plusieurs
triangles semblables.

On volt ensuite que les eôtés homologues des deux poly-
gones sont proportionnels; car les triangles semblables consi
dérés donnent successivement

AE ED AD AR ED BC cn
'A' E' = E' 1)' = A' D' = A' E' = iV.i)' = 13'(;' = C' D"

e'est-à-dire, en supprimant les rapports intcrmédiaires,

AB nc r:n DE EA
A'B' - WC' = (1)' - ])'E' - E'A"

THÉOREME.

15l,.. Réciproquement, deux polygones semblables peuvent
toujours se décomposer en un. méme nombre de triangles sem-
blables et sémblablement disposés (fig. I I I).

Soient les deux polygones semblables ABCDE, A' E' C'D' E'.
, Prenons un point O quelconqneFIg. r r r ,

n dans I'intérieur du premier po-

A,~",./ J~t\.:;~~~~~:~ndjé:;~:;n~'~:~~I;~le~
F, --------~'..!~-----------.c D' à tous ses somrnets. li faut dé-

;, terminer dans le seeond poly-
, gone le point O', homologue du

D point O. Pour cela, formons en
A', ave c A' H', un angle égal à l'angle BAO et, en B', un angle
égal à I'angle ABO. Le triangle AEO et le triangle A'E'O' som
semblables (1l,.7), et le point O' est l'homologue du point O.

Joignons le point O' à tous les sommets du polygone A'B'C'D'E'.
Comparons les triangles noc, R'O' C'. Les deux polygones étant
semblahles, l'angle E du premier est égal à \':mgle B' du se-
cond; les deux triangles AOB, A'O'B', étant semblables par
construction, l'angle ARO est égal à I'angle A/B/O'. L'angle
OBC, diíIérence des angles B et ARO, est done égal à l'angle
O'B'C, difTérence des angles B' et A'B'O'. La similitude des
deux pdlygones entralne d'aílleurs I' égalité

AB nc
A' B' = li' C' , ,
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et celle des deux triangles AOB, A'O'B', donne

AB OB
A' W = O'.B';

on a donc
OB BC

O' 13' = li' C' •

Par suite, les deux triangles BOC, B' O' C', sont semblables
com me ayant un angle égal compris entre côtés propor-
tionne~. -

On prouvera de Ia même maniêre Ia slmllítude des triangles

COD, cou', DOE, D'O'E', EOA, E'O' A'.

SCOLIE.

155.11 faut remarquer que le point O pourrait se confondre
avec l'un des sommets Adu polygone ABCDE; son homologue
0' se coníondraít alors avec le sommet A'. Les deux poly-
gones seraient divisés en triangles semblables, par les díago-
nales homologues partam des sornmets A et A'. Cette remarque
prouve que, dans deux polygones semblables, le rapport de
deux diagonales homologues est égal au rapport de similitude
des deux polygones (1lt.5). Ce rappor i est celui de deua: lignes
homologues tracées dicne maniêre quelconque dans les deuo:
poly gones.

Le point O pourrait être extérieur au polygone ABCDE. Le
mêrne théoreme subsisterait, en convenant de regarder le

polygone comme composé d'une série de tríangles, les uns
additifs, les autres soustractifs, Ainsi (fig. II2) on pourra
regarder le polygone ABCDE comme composé des triangles
additifs 8AB, SAE, 8EO, et des triangles soustractifs SBC, SCD.
Le raisonnement sera le même que précédemment.

156. Supposons que les polygones considérés aient n côtés.
En prenant pour centres de décomposition deux sommets ho-
mologues,on les parta gera en (n- 2) triangles semblables;
et, comme il faut deux conditionsp.our que deux triangles
soient semblables, Ia similitude des deux polygones exigera
2(n-2) ou 2n-4 conditions,

Nous avons vu préeédemment (66) que l'égalité de deux
polygones de n eôtés exigeait en général 2 n - 3 conditions.
La similitude demande done une condition de moins que
J'égalité; par suite, deux poJygones dont une seule condítíon
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entralne l'égalíté sont néeessairement semblables quand ils ne

sont pas égaux.
THÉORÊME.

157. Le rapport des périmetres de deux polygones semblables

est égal au rapport de similitude des deux polygones (fig. 110).

Les deux polygones ABCDE, A'B' C' D'E', étant semblables,
on a

AB BC CD DE E~
A "H' = .B'C' -= C' D' = D' E' = E' A"

Un théorêrne eonnu (Tome I, Aritltm., 386) permet done de
poser immédiatement

AB +- BC + CD +- DE +- RA AB
A' H' -j- B' C' +- C' D' +- D' R' + R' A' = A' H"

Le numérateur du premier membre de l'égalité obtenue re-
présente Ia som me des cõtés du polygone ABCDE, c'est-à-dire
son périmétre P; le dénorninateur de ee même premiermcmbre

represente le périmêtre P' du polygone A' R' C' D'E'. On a done

P AB
P' - A' H"

THÉOHEME.

158. Si l'on [oint un point quelconque S à tous les sommets
d'un. polygone ABCDE, et si l'oti prend SUl' les droites SA, SB,
SC, ... , des points A', B', C', ... , tels, qu'on ait

SA SB SC SD SE
SA' = SE' = se' = SD' = SE"

les deu» polygones ABCDE, A' B' C' D' E', sont semblables

(fig. I12).

En effet, les deux trian~les
SAB, S A' B', ayant un angle
égal compris entre eôtés pro-

portionnels, sont semblábles;
le cõté AB est parallele au eôté

A'B', et l'on a

AB SE
A'B' - S.B"

Fig. 112.

En eomparant les deux trlangles Sllü, SB'C', on prouveradc
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même le paralléllsme des cõtés Be, B'C', et l'égalité des rap-

BC SB , "d' 11 d AB BC
ports B

'
C' el SB" c est-a- Ire ce e es rapports A' B' et W C" ele.

Les deu x polygooes ABCDE, A/B/C/D'E', ayant leurs côtés
paralleles et dirigés daos le même sens, ont tous leu rs angles
égaux; ils ont, de plus, tous leurs eôtés proportiooneIs : lls
sont dooe semblables.

Remarquons que les points A', B/, C', . - . , peuvent être pris
soit sur les eôtés SA, SB, SC, ... , soit sur les prolongements
de ees cõtés : le point S s'appelle centre de similitude, les
droites SA, SA', SB, SB', ... , sont les rayo,ns uecteurs des
points A, A', B, B', .... Lorsque les deux polygenes 500t du
mêrne eôté du point S, ils sont semblablement placés , lors-
qu'ils sont de part et d'autre du poiot S, lls sont inversement
placés (fig. 113). Dans Ie premier eas, Ia similitude est directe ,
dans Ie second eas, elle est inverse.

Pour abréger, 00 donne le nom é'lcomothétie à Ia similitude
de forme et de position qu'on vient d'examiner. Les deux po-
Iygones ABCDE, A' B' C' D' E' (fig. 112 et 113) sont dits Iiomo-

thétiques, le poiot S est le centre 'd'liomothétie directe ou

. SA d . íli dtnverse, le rapport eonstaot -S I est Ie rapport e stmi t tu. e ou
A

d'/LOmothétie.
Quand deux polygones soot homothétiques, les droites qui

joignent les points homologues deux à deux sont paralleles et
leur rapport est égal au rapport d'homothétie.

Quand deux polygones sont homothétiques inverses, il suffit
évidernmeut, pour les rendre homothétiques dírects, de faire
tourner l'un d'eux de 1800 autour du centre d'hornothétie.

En faísant varier le rapport d'homothétie de o à C/;) , on ob-

tieot tous Ies polygones sernblables à un polygone donné.

THÉOREME.

159. Réeiproquement, si deux polygones semblables ont leurs
côtés paralleles , les droites qui Fig.113.

joi{{nent les sommets 110111010- (JB <, c
guessecroisentenunmêmepoint' .....":~~~... 60. ,/,E'

qui est le centre d'Iiomothétie À ' , ~~~~~"":::::~ ., !o!

des deux polygones (.Iig. 113). __,,:::;/8 "'.<:: -_'"
.>: / . C' '

Soient les : deux polygones E ~.' - -o IJ'

ABCDE, A' R' C'D'E', qui remplissent les conditions de l'é-
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noncé. Joignons AA' et BB'. Soit S le point de rencontre de
ces deux droites. Les deux triangles SAB, SA'B', sont sem-
blables comme équiangles, puisq ue AB et A' B' sont paralleles,
et I'on a

AS BS AB
A' S = li' S = A' li' .

Joignons se et SC', et comparons les triangles BSC, urSC'.
L'angle en B est égal à l'angle en B', à cause des paralleles
HC, R' C'. On a d'aílleurs

AB BC
A' li' = R' C' ,

par suite de Ia simiJitude eles polygones. 00 a donc aussi,
d'aprés ce qui précéde,

BC BS
B'U - li' S;

et les deu x triangles BSC, B'SC', sont semblables, comme
ayant un angIe égal compris entre côtés proportionnels. Ils
sont donc équiaogles, et les rayons SC et SC' ne forment
qu'une seule et même Iigne droite. 00 prouvera de même que
DD' et EE' passent par le point S.

Plusieurs instruments ingénieux employés pour réduire les
dessins sont fondés sur les théorêrnes que nous venons d'é-
tablir : nous citerons le pantographe,

scotra,

160. Ce qu'on vient de dire pour un polygone peut évi-
demment s'applíquer à un systerne queleonque de points
situés dans un plano

Suivant que le systêrne proposé est formé de points isolés
ou se succédant d'une maniére continue, le systeme bom 0-

thétique du systàme donné est luí-même formé de points
isolés ou contlnus, Les propriétés précédentes s'étendent
ainsi aux Iignes courbes.

161. Lorsqu'on transporte l'un des deux systêrnes homo-
thétiques parallelernent à lui-même, l'homothétie n'est pas
altérée.

Par conséquent, les ext rémités de droites concourantes et
les eictrémités d' autres droites concourantes respectioement
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parallêles et proportionnelles aux premiêres, forment deux
systérnes liomothétiques. ,

L'homothétie des deux systemes est directe ou inorrse, sui-
vant que les droites paralleles sont dirigées dans le mêmc
sens ou en sens contraires.

THÉOREME.

162. Deux circonférences quelconques sont à lafois homo-
thétiques directes et homothétiques inverses (fig. 114)·

En eff'et, Ies rayons de ces circonférences peuvent être re-

~

õ s~ =-s'-

A.

gardés comme deux à deux paralléles et de même sens ou
paralléles et de sens contraires, et leur rapport K est con-
stan t (161).

Pour avoir les deux centres d'hornothétie de ees eirconfé-
renees O et O', il suffit de mener parallelement (fig. 114) le
rayon OA de I'une er le diametre A'O'A, de l'autre , Les droites

AA' et AA, coupent Ia ligne des eentres 00' aux points S et SI'
et l'on a

SO OA SA
SO' = O'A' = SA' = K,

S,O OA S,A
8,0' = O'A, = S,A, =K.

Le point 8 est done le eentre d'homothétie direete et le
point 8, le eentre d'homothétie inverse, puisque tOl1S les
rayons veeteurs tels que AA' viend ron t se croiser en Sei,
tous les rayons veeteurs tels que AA" en S, (136).

Les relations préeédentes donnant

8,0 80
8,0' =SO"

les deux centres d'homothétie divisent harmoniquement Ia
dístance des eentres des deux eireonférences (137).

Ce qui précede fournit un proeédé tres-simple pour diviser
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harmoniquement une droite donnée dans un rapport donné.
On n'a pas besoin de tracer les deux circonférences : il sufflt
que les paralleles OA et O'A' ou O'AI soient dans le rapport.
voulu,

seOLIE.

163. Les rayons des deux circonférences menés aux points
de contact d'une tangente commune étant parallêles, les tan-
gentes communes esctérieures passent par le centre d'Iiomo-:
thétie directe et les tangentes communes intérieures, par le
centre d' homothétie inverse ,

De 111, un rrouveau procédé pour construire les tangentes

com munes à deux circonférences. Il suffit de mener par les
centres d'homothétie des tangentes 11l'une des circonférences:
elles le seront nécessairement à l'autre circonférence.

Lorsque deux cercles sont tangents esctérieurement, leur
polnt de contact devient évidemment le centre d'homothétie
inoerse , s'ils sont tangents intérieurement, leur point de con-
tact devient le centre d'homothétie directe,

THÉOREME.

16r... Deu» systêmes homothétiques à un troisieme sont
liomothétiques entre eux, et les trais centres d'homot hétie
correspondants sont situés en ligne droite (fig. 115 et 116).

Soient les deux systemes P' et P", homothétiques au sys-

Fig. 115.

~!

,~
~~!.

_.~~
-----'O" O' O

~!

u"

teme P. Prenons dans les trois systêmes les points homo-
logues A, A', Ali; joignons A à un point quelconque 1\'1du
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systêrne P, ainsi que les points A' et Ali aux points M' et M",
homologues de M dans les systemes P' et P".

Les systêrnes P et P' étant homothétiques, AM et A'M' sont

paralléles et I'on a ~~~!,= 1(11, rapport d'homothétie des deux

systémes (158). De mêrne, les systêmes P et P" étant horno-

h' . AM A"M" 11'I I' AM 1(' It etíques, et sont para e es et on a A"M" = ,

rapport d'homothétie des deux systêrnes, II en résulte que
K'

A'M' et A"M" sont paralléles et dans le rapport constam 1\.,,'

Les deux svstémes P' et P" sont donc eux-mêrnes hornothé-. ,

tiques (159, 160).
Les droites AA' et MM' se croisent d'ailleurs au point O",

cernre d'homothétie des systemes P et P'. On détermine de
même les centres d'homothétie O' et O des systêrnes P et P",
P' et P".

Comme un centre d'homothétie est à Iul-même son homo-
logue dans les deux systémes considérés et que deux droites
homologues sont toujours parallêles, toute droite passant par
un centre d'homothétie est à elle-même son homologue dans
les deux systêmes,

D'aprés cela, Ia droite 0"0' étant à elle-même son homo-
logue relativement aux systémes P et P' et aux systemes P
et P", elle est aussi son homologue relativement aux sys-
temes P' et P", de sorte qu'elle passe par leur centre O. La
droite des centres 00'0" est appelée l'axe d'homothétie des
trois systémes proposés.

Si I'homothétie des sysiemes P et P', P et P" est directe,
celle des deux systemes P' et P" est aussi directe (fig. 115).
Si I'homothétie des systemes P et P' étant directe, celle des
systemes P et P" est inverse, il en est de même de celIe des
systêrnes P' et P" (fig. 116). Quand oti considere trois sys-
temes liomotliétiques deua: à deux, il y en a donc toujours
un nombre impair dont l' homothétie est directe.

COROLLAIIlE.

165. Trois circonférences quelconques, prises deux à deux,
sont doublement homothétiques (162), c' est-à-dire admetten t
deux centres d'homothétie, J'un direct, l'autre Inverso. 00
ubtient ainsi six centres d'homothétie, trois dírects et trois

93

•
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inverses. D'apres ce qui précéde, on aura à associer les trois
centres directs, ou bien un centre direct avec les deux centres
inverses qui ne lui correspondent pas. D'ailleurs, les trois
centres associés seront toujours en ligue droite. Les trois
circonférences proposées admettent donc quatre aa es d'Iio-
mothétie : celui qui contient les trois centres directs est

\ qualifié d'axe direct, et les trois autres sont qualifiés d'axes

tnverses.

lI!. - Relations métriques entre les différentes parties
d'un triangle.

166. Pour simplifier les énoncés, on appelle en Géométrie
produit de deu» lignes le produit des nombres qui exprimem
les mesures de ces lignes par rapport à Ia même unité ; carré

dune ligne, le carré du oombre qui exprime sa mesure.
Si 1'00 a

A C
]=1)'

•

A, R, C, D, représentant des longueurs ou les nombres qui
les mesurent lorsqu'on les rapporte à une même unité, 011 dit
que D est une quatriême proportionnelle à A, R, C.

Si les moyeos fi et C sont égaux, on a

D est alors une troisiême proportionnelle 11A et B. Dans ce
cas, R, 3 son tour, est une mo)'enne proportionnelle entre A

e t D, e t I'o n a R2 =A X D.
On appelle projection d'un point A SUl'

une ligne droite XY le pied a de Ia per-
pendicuJaire abaissée du point A sur X Y.
Si J'on donne une droite limitée AR, sa
projection sur XY est Ia longueur ab
qui separe les projections de ses poluis

extrêrnes (fig. 117)'

x

Fig. 117,

B

r:l
a b y

THÉOREME.

167. Si da sommet de l' angle droit d'uti triangle rectangle
OIL abaisse une perpendiculaire SUl' l'ft.rpoléllllse, choque côté
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de l'angle droit est moyenlle proportionnelle entre sa pro-
Jection SUl' l' hJ'poténuse et l' liypoténuse elle-méme; ia per-
pendiculaire abaissée est mOJ'enne proportionnelle entre les
deu» segments qu'elle détermine sur l'hypoténllse (fig. 118).

Soient le trlangle rectangle ABC et la perpendiculaire AÍ>
abaissée du sommet A sur I'hypoténuse BC.
Cette perpendiculaire partage le triangle
proposé en deux triangles parti eIs, qui lui
sont sernblahles et qui sont, par consé-
quent, semblables entre eux. En effet, les
deux triangles rectangles ABC et ABD ayant
l'angle aigu B commun sont équiangles et semblables; il en
est de même des triangl es rectangles ABC et ADC, qui ont
l'angle aigu C cornmun.

Si I'on compare successivernent les triangles ABD et AnC,
ADC et ABC, 011 peut done écrire

Fie- IIS.

BD AB
AB= BC'

CO AC
AC = BC'

d'oü An2= BD.BCj

d'oü AC2= CD.BC.

11 faut se rappeler que les côtés proportionnels sont les
côtés opposés aux angles égaux.

Si l'on compare ensuite les ulangles partiels ABD, ADC,
011 a

no AO
AD = CD'

Si l'on décrit un cercle sur BC comme diarnêtre, il passera
par le sommet A (113); on peut, par conséquent, énoncer
encare sous Ia forme suivante les propriétés démontrées :

TOl/te corde est moyenne proportionnelle entre le diamétre
qui passe par l'une de ses extrémités et sa projection sur ce
diamêtre , Ia perpendiculaire abaissée d'uti point quelconque
de Ia circonférence SUl' un diamêtre est moyenne proportion-:

nelle entre les deu» segments de ce diametre,

THÉOREME.

168. Si l'ori exprime numériquement, par rapport à une
méme unité, les trois cõtés dtun. triangle rectan gle , le carré

da nombre qui représente l'!tjpoténuse est égal à Ia SOI/Wld
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des carrés des nombres qui représentent les deu» cõtés de

l'angle droit (fig. 118).

Le théoreme préeédent vient de nous donner Ies deux éga-
Iités

AB2= BD.BC,

AU= CD.nC.

Ajoutons-les membre à membre, et mettons dans le second
membre BC en facteur commun; nous aurons

AB2 +AC2= (BD + CD). BC,

c'est-a-dire

COROLLA IRES.

169. On peut facilernent, eu ayant égard à cette relation,
trouver l'un des côtés d'un lriangle reclangle, lorsqu'on con-
natt les deux autres.

Si 1'0n donne les eôtés de l'angle droit égaux à 4M et à 3M
,

on a immédlaternent, en représentant I'hypoténuse par z,

Si 1'0n donne I'hypoténuse égale à 13M et I'un des eôtés de
I'angle droit égal à 5aI, on a immédiatement, en représentam
par x le eôté ineonnu,

r32=52+X2
, d'ou X

2=132-52=I44 et X=12.

Le rap port de Ia diagonale du carré à son côté est exprimé

par le nombre incommensurable V2.
Le triangle ABC (fig. llg) étant rectangle et

ísocêle, donne
Fig.llg.

[~j'
Á n

ou

On doit remarquer que les théorémes relalifs à Ia simili-
tude des triangles (14.7,14.8,14.9), joints à eeJui du carré de

l'hypoténuse, sont les plus importants de Ia Géométrie. Car
toutes Jes figures peuvent se déeomposer en triangles quel-
eonques, et tout Iriangle queleonque peut se déeomposer en
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deux triangles rectangles par une perpendiculaire abaissée de
I'un des sommets sur le eôté opposé. On a done constamment
à appliquer les propositions indiquées.

THÉOREME.

170. Dans tout triangle, le carré du côté opposé à un angle
aiga est égal à ia somme des carrés des deux autres côtés,

moins le double produit de
l'un d'eux par Ia projection
de l'autre coté SUl' Ia direc-

tion du premier (fig. 120).

Soit le tríangle ABC dans
lequel I'angle C est aigu.
Considérons le cõté AB opposé à cet angle. Du sommet A,
abaissons SUl' le cõté opposé Ia perpendieulaire AD : elle
tombe en dedans ou en dehors du triangle, suivant que l'angle
B est aigu ou obtuso Dans le premier cas,on a

Fig. 120.

dA
c D n c B D

dans le second,
DB=BC -CD;

DB=CD - BC.

Dans les deux cas, on a donc (t. I, A rithm., 275)

DB2= BC2+ CD2- 2BC.CD.

Le Iriangle rectangle ABD donne d'ailleurs

AB2= AD2+ DB2,
c'est-à-dire

Le triangle rectangle ADC permettant de remplacer

AD2+ CD2 par AC2,

il vient fioalement

AB2= BC2+ AC2- 2BC.CD.

THÉOREME.

171. Dons tout triangle, le carré du côté 'opposé à uri angle
obtus est égal Li Ia somme des carrés des deu» autres côtés,

plus le double produit de l'ua d'eu» par Ia projeotion de
l'autre côté sur Ia direction da premier (fig. 121).

DE C. - Cours, l I, 1
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Soit le triangle ABC dans lequeI I'angle C est obtuso Consi-
dérons Ie côté AB opposé à cet angle. Du sommet A, ahaissons

sur le côté opposé Ia perpendicuIaire
AD: eIle tombe en dehors du triangle, ~
et I'on a

Fie. 12I.

..~
D C li

DB=BC+CD,

d'ou (1. I, .d ritlurc., 275)

DB!= BC2+ CD! + 2BC.CD.
I

Le triangle rectangle ABD donne d'ailleurs

00 a done, en remplaçant DB! par sa valeu r,

Le triangle rectangle ADC permettant de substituer AC2 à
AD2+ CD2, il vient finaIement

COROLLAlltIlS.

172. Si l'on rapproche Ies théorérnes précédenls, on voit
que I'angle dun. triangle est nécessairement aigu, obtus ou
droit, suivant que le carré elu côté opposé est inférieur, supé-
rieur ou égal à Ia somme des carrés eles deu» autres côtés,

Étaot donnés AB = 7~I, AC = 411
, BC = 5~',proposons-nous

de déterrniner Ia hauteur du sommet A au-dessus du côté BC
ou Ia perpendiculaire AD (fig. 121). Comme i l'emporte sur
42 + 5~, I'angle opposé au côté AB est obtus , et l'on peut

poser

CD=o,ti.

c'est-à-díre
49= 25 + 16 + IOCD.

On en déduit

Le triangIe reciaugle ADC donne alors

AD=V16-0,ti4 ou AD=V-;-5,3ti=3,91~),

à moins de .0,000,5 par déíaut,
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THÉOREME.

173. Dans tout triangte, Ia somme des carrés de deusa côtés
est égale à deu» fois Ia somme des carrés de Ia moitié du troi-
siéme côté e! de Ia médiane correspon-

dante (fig. 122).

Soit le triangle A.BC : Ia médiane qui

correspond au côté BC est Ia droite AD
qui joint le sommet A au milicu D du
côté BC. L'un des angles en D est aigu,
I'autre est obtus, sauf le cas du triangle isocele ; mais alors
le théorêrne est évideot. Le triangle ADC doone (171)

FÍfr·122.
A

LLJ
c D E II

AU=CD~+AD2+ 2CD.DE.

Le triangle ADB dorme à son tour (170)

AB2=BD2+ AD2- 2BD.DE.

Si 1'00 ajoute ces deux égalités membre à membre et si
1'00 remarque que CD =BD, iI víent, en réduisant,

AC2 + AB2= 2(CD2+ AD2).

COROLLAIRES.

174. Si Ia droite BC ne change pas et si Ia somme des carrés
des cótés AC et AB reste .constante, ces cõtés variant eux-
mêmes, l'égalíté précédente prouve que Ia valem de Ia mé-

diane AD reste constante. Par conséquent, le lieu des points
dou! Ia sotnme des carrés des disiances à deu» poitüs fixes
'es! constante est une circonférence de cercle qui 11 pour
centre le milieu de Ia droite qui joint les deua: points fixes.

Si I'on a .
'AU+ AB2= m",

iI vient

9 (CD2 AD2) d'ou AI) = . 1m
2

'- Clr".tn: = 2 . +, V \~ "

Telleest l'expression du rayon de Ia circonférence. Le pro-
blêrne est impossible, lorsqu'on a m2<'2CD2.

175. La somme des carrés des côtés d'tin. quadrilatêre quel-

eonque est égale à Ia somme des earl'és des diagonales, aug-
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mentée de quatre fois le carré de la droite qui joint les mi-
lieu» des diagonaies (fig. 123).

Soit le quadrilatere ABCD. Soient E et Fies milieux des dia-
gonales AC el BD. Les deux triangles ADC,
AnC, donnent

FiG'. 123.

AD'+ DC'= 2(AE'+ DE'),

AB'+ BC'= 2(AE'+ BE').

Si l'on ajouie ees deux égalités membre à
membre, il vient

AR' + BC' + DC' + AD'= 4AE' + 2(BE' + DE').

Le triangle BED donne d'ailleurs

On a donc

AB' + BC' + DC' + AD'= 4AE' + 4BF' + 4EF'.

Mais de 2AE = AG, 00 déduit 4AE'= AC>; de même, de
2 BF = BO, on déduit 4BF' = BD'. II reste done

AB'+ BC' + DC' + AD'= AC'+ BO'+ 4EF'.

S'il s'agit d'un parallélogramme, Ia distanee EF devient
nulle. Par conséquent, dans tout parallélogramme, ia somme
des carrés des côtés est égale à Ia somme des carrés des diago-

nales; et réciproquement, tout quadrilatêre qui remplit ceue
condition. est unparallélogramme,

THÉOREME.

176. Dans tout triangle, la difJérence des carrés de deu»
cõtés est égdle att double produit du troisiême càté par ia

projectíon SUl' sa direction de Ia médiane correspondante

(fig. 122).

Nous avons déjà trouvé (173) les deux égalités

AC'= CD'+ AD'+ 2CD.DE,

AB'=BD'+AD'- 2BD.DE.

Retranchons-Ies membre à membre , en remarquant que'
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CD = BD ; iI viendra

AC2- AB2= 4CD.DE,
c' est-à-dire

AC2 - AB2 = 2fiC. DE.

COROLLAIIlE.

177. Remarquons que, si les points B et C restent fixes, tan-

dis que, les eõtés AC et AB variant, Ia différence de leurs earrés

demeure constante, l'égalité précédente prouve que Ia pro-

jection DE ou Ia position du point.E reste aussi constante. Par
eonséquent, le lieu eles points dont Ia dijJérence eles carrés
des distances à deu» pointsfixes est constante est une perpen-

diculaire à Ia droite qui joint les poinlsjixes.
Si ronsa

il vient
m2

DE =---"--;':'.nC

Telle est Ia valem de DE. On portera ceue valeur de DE, à
partir du point O milieu de BC, à droite ou à gauehe de ce

point, et le lieu se composera en réaliié des deux perpendicu-
laires élevées à fiC par les points ohtenus.

THÉOHEME.

178. Le pro duit de deux côtés d'un triangle est égal au
carré de Ia bissectrice de l'angle qu'ilsforment, au gmenté du

produit des deu:x segmente que cette bissec-
trice détermine sur le troisieme coté (fig. 124).

Soient le triangle ABC et Ia bisseetrice CD

de J'angle C. Forrnons l'angle DBE égal à Ia

moitié de l'angle C. Les deux triangles ACO
et DBE seront évidemment équiangles et

semblables. L'angle f:AD sera done égal à
I'angle DER, ee qui entraine Ia similitude

des deux triangles ACD, CEE. On a, par sui te,

R

AC CD

CE = eu' dou AC.CB =CD. CE.

On peut rernplacer CE par CD + DE : on a alors

AC.CE =CD2 + CD.DE.
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La similitude des triangles ACO, DBE, donne d'ailIeurs

CD AO
DE =DE' d'oü CD.DE=AD.DB.

En substítuant dans l'égalíté préeédente, il vient flnalernent

179. Le produit de deu» côtés d'un triangle est égal at»
produit de Ia hauteur qui correspond au troisiême cõté par ie

diamêtre du cercle circonscrit au triangle
(fig. 125).

Fig. 125.

Lorsqu'un triangle est inserit dans une cir-
conférenee, on dit que Ia circonférenee lui est
circonscrite,

Soit le lriangle ABC inserit dans Ia círcon-
férence 0, soit AE perpendieulaire sur BC.

Les deux tríangles rectangles ABD, AEC sont semblables, ear
l'angle ADB et l'angle ACE sont inserits dans le même seg-
ment. On a done

AB AD
AE= AC' d'oü AR. AC= AE.AD.

IV. - Des lignes proportionnelles dans le cercle.

THÉOREME.

180. Si d'un point pris dans le plan. dí un. cercle on lui mêne

des sécantes, le produi t des distances de ce point aux intersec-
Fie. 126. [íons de chaque sécante avec Ia circonférence

[)

~ -E'---- C est constant (fig· 126).

Supposons d'abord le point donné intérieur
D _ -au cercle. Par ee point E, menons deux eordes

~ quelconques AR et CD. Joignons AC et BD.
U Nous formerons deux lriangles AEC, DER; ees

triangles sont équiangles, car les angles en E sont opposés par
le sommet, et les angles en C et en R sont égaux eomme in-
scrits dans le même segmento La similitude des lriangles con-
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sidérés perrnet done de poser

AE CE
DE =HE' d'oü AE.nE = CE.DE.

103

On énonee quelquefois ceue importante propriété en disant
que deu» cordes quelconques se cou pent dans une circonfé-

rence en parties inoersement proportionnelles.

Supposons maintenant le point donné extérieur au cercle.
Par ce point E, menons deux sécantes quel-

eonques EAB, EDC (fig. 1'27). Joignons AC
et BD. Les deux triangles AEC, DEB, sont sem-
blables. En eITet, ils ont l'angle E commun,
etles angles C et B sont égaux eomme inscrits
dans le même segmento On peut done poser

EC EA
EU = ED' d'ou EC.ED =EB.EA.

On énonce quelquefois ceue propriété en disant que deu»
sécantes issues d'un méme point sont inoersemeni proportion-

nelles à leurs parties extérieures,

COROLLA1RE.

181. Si l'on eonçoit que Ia sécante EC tourne autour du
point E de maniere à devenir Ia tangente EF, le théoreme ne
cesse pas d'être vrai; mais, à Ia limite, Ia sécante entlere se
confond avec 53 partie extérieure. On a done

Ef2= EB.EA.

Ce qui prouve que, lorsqu'une tangente et une sécarüe

partent d'un. méme point, Ia tangente est

moyenne proportionnelle entre ia sécante en-

tiereetsapartieextérieure (fig. 1'28).

On peut d'ailleurs le dérnontrer directement
eomme il suit. Soient Ia tangente EF et Ia sé-
cante EAB. Joignons AF et Bl'. Les deux
triangles EBF, EAF, sont semblables. En effet,
ils ont l'angle E comrnun, et l'angle EBF est
égal à l'anglc EFA, puisque ces deux angles
ont pour mesure Ia moitié du mêm e are AF. 00 a dono

ER EF
EF= EA'

d'oü EF2 = EB.EA.

p
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THÉOREME.

Fig. 129.

182. Réciproquement, lorsque deuo: droites AD, De, prolon-
gées s'il .r a lieu, se coupent
en un. point E, tel qu'on ait

-,
A TI A Il

AE.DE=BE.CE,

leurs ext.rémités A, D, B, C,
sont situées sur une méme cir-

conférence (fig. 129)'

Divisons Ies deux membres

de l'égalité doonée par BE.DE; iI viendra

AE CE
BE = 1m·

Les deux triaogles ACE, BDE, ont done un angle commun

ou un angIe égal eompris entre eôtés proportionnels. Ces trian

gles, étant alors semblables, sont équiangles. Par eonséquent,

si l'on déerit sur CD eomme eorde un segment capable de

l'angIe CAD, Ia círconfércnce qui passe par les trois sommets

C, A, D, passe aussi par le quau-íeme sommet B; en efTet, les

angles en A et en B sont égaux, d'aprés ee qu'on vient de dire.

00 pro uverait de même que, si par ra pport à l'angle E
(fig. 128) les trois points A, R, F, satisfont à Ia reIation

EF2= ER.EA,

Ia circonférence déterminée par ees trois points est tangente

cn F au côté EF.

183. Lorsque deux droites forment r espectivement des an-

gles égaux avec les côtés d'un

même angle, 00 leur donne le

110m de droites antiporatleles.
Soit l'angle A coupé par les

droites RC, DE; si les angles

ARC, AED, sont égaux, les

droites De et DE sont antipa-

ralleles (fig. 130). Prenons

AE' = AE et ADI = AD, joignons DIE' : les deux triangles

ADE, ADIE', sont égaux, et l'angle AED est égal à l'angIe

AE' D'. L'angle ABe est done lui-rn ême égal à l'angIe A.E'DI,

SeOLlE.

A

c
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et Ia droite BC est parallêle à Ia droite E' D'. On a done

AR AC
AE' = AV"

c'est-à-dire

AB AC
AE = A1)'

d'oü AB.AD = AC.AE.

Les distances du sommet de l'angle ausc points d'iruersec-
tion de cliacun de ses cõtés avec les deux droites antiparal-

feles forment done un produit constant.

Si le point D se eonfondait avee le point B, on aurait

AB2= AC.AE.

Lorsque les deux droites antiparallêles se croisent en un
méme point SUl' l'un. des côtés de I'angle, Ia distance du sommet

à ce point est done moyenne proportionnelle entre les segmente
comptés SUl' l 'autre côté de l' angle.

La propriété qu'on vient de démontrer permet de rendre
plus rapide l'exposition de quelques-uns des théorernes pré-
cédents. Considérons, par exernple (fig. 126), les cordes AB,
CD. Les angles en A et en D étant égaux comme inscrits dans
le mêrne segment, les droites AC, DE, sont antiparalléles par
rapport aux côtés de I'angle E; on a donc immédiatement

AE.BE =CE.DE.

On voit que deux droites antiparalleles déterminent deux
triangles semblables, qui deviennent semblablement placés par
le retournement de l'un d'eux.

v; - Prohlêmes sur les lignes proportionnelles.

PROBLEME.

184.. Diviser une ligne droite en un certain. nombre de par-

ties égales (fig. 131). Fig.131.

Soit A à diviser en einq parties égales. A

Formons un angle quelconque CBD et, sur 4B

le eôté Ee, portons une longueur BE égale F

il Ia droite A. Sur l'autre cõté BD, mar- li
E 11

quons à Ia suite l'une de l'autre cinq fois c G

de suíte Ia longueur arbitra ire BF. Soient H \D

el G les deux derniers points de division. Joignons GE et,

Jo5
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par le point Il, menons HK paralléle à GE; EK sera Ia cio-
quí êrne partie de BE ou de A. On a, en eITet, à cause des
'paralleles,

185. Diviser une ligne droite en pnrties proportionnelles à
des lignes données ou à des nombres donnés
(fig. 132).

Soit à divisar Ia droite A en parties pro-
portionnelles aux droites M, N, P. Formons
un angle quelconque cno et, sur le cõté BC,
portons une longueur BE égale à A. SUl'
l'autre cõté DB, marquons successivement

des longueurs BF, FG, GH, respectivement
égales aux longueurs M, N, P. Joignons le

ID point H au point E, et menoos à Ia droite HE
les paralléles GK, FL. La drolte BE ou A est divisée aux points
L et K, commc I'exige l'énoncé, 00 a, en effet, à cause des
paralléles, '

BL BF M LK FG N
LK - FG - N et KE = GIl = P'

Fia. ,32.
AI
M>------l

p~

4,',
E

C G

H

d'oü

EK GH
HI::- tlli-5'

PllOBLEME.

BL LK KE
11=-=p'

Si I'on devait partager A proporlionoelIement à des nombres
dormés, on représenterait ces nombres par des droites en fui-
sant choix d'une certaine uníté, et I'on opérerait comme on
vient de I'indiquer.

PROBLEME.

186. Construire Ia quatriême proportionnelle à t rois droites

données (fig. 133).
Fia. ,33.

Soient M, N, P, les trois
droites données. Forrnons un
angle quelconque BAC. Sur
le côté AE, prenons AR = M
el AD =N; puis, sur le côté
AC, AC = P. Joignons BC et,

par le point D, menons DE paralléle à EC. AE est Ia quatrieme

A

DA ~il------I---l
~
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proportionnelle demandée, car on a

ou
M P
N - AB (166).

Si les lignes N et P étaient égales, AE serait Ia troisléme
proportionnelle aux Iignes M et N.

187. Construire Ia moyenne proportionnelle à deua: lignes

tlonnées (.Iig. 134)·

Soient les deux lignes données A et B. Por-
tons ces lignes de C en D et de D en E, sur une
droite indéflnie. Sur CE comme díamétre, dé-
crivons une demi-circonférence, et soit DF
perpendiculaire à CE; DF est Ia moyenne pro-
portionoelle demaodée. On a, en eITet,

PROBLEME.

DF2=CD.DE=A.B (167).

Fig. 134.

~c o D II

Si les lignes A et B sont inégales, le rayon OF est toujours
plus grand que Ia perpendicuJaire FD. On vérifle ainsi géo-
métriquement que Ia moyenne proportionnelle à deu» lignes
lnéeales est pias petite que leur moyenne arithmétique.

Lorsque les lignes A et B sont trop grandes pour qu'il soit
commode de les porter à Ia suite l'une de
I'autrc, on opere autrement. On prend sur
une droite indéfinie (fi~. 135) CD = A, ~If-I---1-<---'

CE = B. On décrit sur CD comme diamêtre F

une demi-circonférence et, au point E, on ~
éleve EF perpendiculaire au diamêtre, La ~
moyenne proportionnelle dernandée est Ia c o E o' D

corde CF. On a, en eITet,

Cf2= CD.CE = A.B (167).

Fig, 135.

00 aurait pu aussl, dans le cas considéré, décrire une demi-
circonférence sur ED comme díamétre : ED représente Ia dif-
féreoce des deux lignes données. Si 1'00 mene, par le polnt C,
une tangente CG à ceue circonférence, CG représente Ia
moyenne proportionnelle cherchée, car on a cncore

CG2= CD.CE = A.B (181).
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On a évidemment CO'=B+A-B=A+B. De même,
2 2

O' G = O' D = li - B. Le triangle CO'G est d'ailleurs reetangle
2

en G. 11 en resulte que Ia demi-somme de deu» lignes, leur
moyenne proportionnelle et leur demi-différence peuvent

étre représentées par les trois côtés d'uti triangle rectangle.

PROBLEME.

188. Construire deu» droites, connaissant leur somme et
leur produi t (fig. 136).

Soit BC Ia .somme donnée ; soit A Ia droite dont Ie carré
égale le produit donoé. Sur BC comme dia-
rnetre, déerivons une demi-eirconférence.
Au point B, élevons sur Ie diametre BC Ia
perpendieuIaire RD égale à A. Par le point
D ainsi obtenu, menons Ia parallele DEE'
au díarnetre BC. Cette parallele coupe géné-
ralernent Ia circonférence en deux points E

et E'; par ees points, abaissons sur le diametre BC les perpen-
diculalres EF, E'F'. Les deux droites dernandées sont EF et
FC ou BF' et FiC : ees deux solutions n'en font qu'une seule,
car on a évidemment BF' = FC et F'C = BF; on a bieo d'ail-
leurs RF + FC = RC et BF .FC = EF2= A2.

Pour que Ia parallele DEE' rencontre Ia eirconférenee, il
faut que A ne surpasse pas le rayon de Ia eireonférence ou Ia

moitié de Ia somme BC : si A est égale à BC, Ia parallele devient
2

tangente à Ia eireonférence, et son point de eontaet se projette
au eentre. Le produit de deuo: lignes donl Ia somme est con-

stante est done matcimum lorsque ces deu» lignes sont égales.
Nous retrouvons ainsi par Ia Géométrie un théoreme déjà

démontré au point de vue algébrique (t. I, A 19. élém: 285).

Fir:. 136.

~

D~~

D F F' C

PROBLEME.

189. Construire deu» droites, connaissant leur différence

et leur produit (fig. 137)'

Soit BC Ia différence donnée, soit A Ia droite dont le carré
égale le produit donné. Sur BC eomme diarnetre, déerivoos
une eirconCérenee. Au point B, élevons sur le díametre BC Ia
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perpendieuIaire BD égale à A. Par le point D ainsi obtcnu et
le eentre de Ia eireonférenee, menons Ia sé-
cante DEF. Les deux lignes demandées sont
Ia séeante enuere DF et sa parti e extérieure
DE. On a, en effet,

DF - DE= EF = BC
et

DF.DE= DB2= A2 (181).

Les deux problemes que nous venons de
résoudre permettent de construire les raeines des équations
ou seeond degré ( 195 ).

PROBLEME.

190. Diviser une droite en moyenne et extrême ratson

(fig. 138).

Diviser une droite AR en moyenne et extrême raison, c'est
trouver, SUl' ceue droite ou SUl' son prolungement, un point

s:

Figo 138.

A X II

dont Ia distanee 11 l'une des extrémités A soit moyenne pro-
portionnelle entre sa distanee à l'autre exirémíté B et Ia droite

AB elle-mêrne.
Supposons qu'un point X situé entre A et B réponde à Ia

o O I' ldé I XR XA Q dquesuon. n a a orsa consi er er es rapports XA et AR' uan

le point X pareourt AB, le premi er rapport diminue dune
maniere continue depuis I'inflnl jusqu'à . zéro, tandis que le
seeond rapport allgmente d.'une maniêre continue depuis zéro
jusqu'à I. li Y a done entre A et B un point X et un seul ré-

pondant à Ia question, et pour lequel on a

(I)
XB XA
XA - AB

-,
ou XA =XB AB.
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Supposons qu'un point X', situé sur le prolongement de Ia
droite AB, à gauche de A, réponde à Ia questiono On a alors

, ldé I X' B X' A Q di' X'a consi erer es rapports X' A et AB' uan e poínt par-

court X' A, en supposant d'abord X' aussi loin que possible à<'
gauche de A, le premier rapport, qu'on peut écríre .

X'A + AB AB
X'A =I+X'A'

augmente d.'une maniêre continue depuis I jusqu'à l'Inflní,

tandis que le second rapport diminue ti'une maniêre continue
depuis l'infini jusqu'à zéro. II y a done, à gauche de A, un
point X' et un seul répondant à Ia question, et pour lequel on a

X'H X/A

X'A- AR

--2

ou X'A = X'B.AB.

11 est d'ailleurs évident que, sur le prolongement de An à.
droite de B, aucun point X" ne peut répondre à Ia question,
Ia distance X" A surpassant alors à Ia fois Ia distance X" B et Ia
droite AR.

Pour déterrníner les deu x points X el X' qui, seuls, répon-
dent à Ia question, retranchons membre à mernbre les rela-
tions (I) et (2). 11 vient

--, -2

X'A -XA =--=(X/B-XB)AB.

Mais le premier membre de eette égalité équívaut à

(X' A + XA) (X' A - XA),

c'est-à-dire à XX'(X' A - XA), tandis que le second membre
est XX'.AB. En supprimant le faeteur commun XX', on a
done

(3) X'A-XA=AB.

D'ailleurs, Ia relation (I) donne (t. I, A ri thm., 393)

XB+XA
XA

XA+AB
AB '

ou, d'aprés (3),
AR X'A
XA:- A"lf'
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c' est-à-dire

(4)
-2

X'A.XA=AB.

La recherche des points X et X' OU des droites AX et AX'
revient douc, en vertu des équations (3) et (4), à construire

--2

deux longueurs ayant pour différence AR et pour produil AIL
Le problêrne de Ia moyenne et extrêrne raison n'est, par con-
séquent, qu'un cas particulier du problerne résolu au n° 189 :
ce qui motive Ia construction suivante.

A I'extrémité B de AB, on éléve Ia perpendiculaire no égale
à Ia moltié de An. Du point O comme centre, avec OB pour
rayon, on décrit une circonférence que Ia droite AO rencontre
aux points C et C'. La parti e extérieure AC de Ia sécanie AO
represente l'inconnue AX, et Ia sécante enuére AC' représente
l'inconnue AX'.

On retrouve ainsi les valeurs obtenues précédernment, en
traitant le même probléme par l'Algêbre (t. J, Alg. élém., 256) j

cal', si l'on d ésigue par a Ia Iongueur AB, on a, SUl' Ia figure,

• / n2 a a -
AC=AX=AO-OC= V a2+4-;=;(y'5-I),

et, en. ualeur absolue,

AC'= AX'= AO + OC' =. /a2 + 1)4
l2

-;-- ~ = ~ (y'5 + I).V 2 2

li peut être utile de rernarquer que Ies deux autres segments
BX et nx' ont pour valeurs

a( -BX = a - AX = - 3 - y'5),
2 .

l~X'= a + AX' =~(3 + y'5).
2

PROBLEME.

191. Construire SUl' une droite donnée un triangle ou un
polygone semblable à un triangle

ou à an poly gone donné (fig· 139).

Si l'on veut construire sur Ia
droite A' E', homologue de AB,
un triangle semblable au triangle

ABC, on fera l'angle E' A' C' égal
à l'angle EAC et l'angle A' B' C'
égal à I'angle AEC. Le triangle

A' E'C' et le triangle ABC seront sernblables, comme équiangles.
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Si l'on veut construire SUl' Ia droite A' B', homologue de AB,
un polygone semblable au polygone ABCOE, 011 décomposera
le polygone donné en triangles en rnenant du sommet Ales
diagonales AC, AD. On construira alors SUl' A' B' un triangle
A/B' C' semblable au triangle ABC; puis, SUl'A' C', homologue
de AC, un triangle A/C'D' semblablc au triangle ACD; enfio,
SUl' A'D', homologue de AO, un lriangle A'D/E' semblable au
triangleADE. Les deux polygones ABCDE etA' B/C' D'E' seront
semblables, comme composés d'un même nombre de triangles
semblables et semblablemeot disposés.

PROBLEME.

192. Construire une éclielle (fig. 140).

Quand 00 a levé le plan d'un terrain, il faut le rapporter SUl'
le papier. Le rapport d'une droite, du.plan à celle qui lui cor-

100 80 60 40 20 OF
A

Fi 13'. 140.
100 3()1l n200

I I
I 2

I 3 I
4

;11 L Õ I' I
6
7 !

I 8 , I
I I , :9

I ,
Gil lUO 2CO 3VV 1)

respond sur le terrain s'appelle échelle du plano Si ce rapport
est ~,OJ, le plan est construit à l'échelle de 0,01 ou au cen-

_tiême .

Par exteosion, on appelle éclielle graplzique une flgure géo-
métrique qui permet de trouver immédiatement les longueurs
des lignes du terraln, réduites dans un certain rapport, et, réci-
proquement, de passer des lignes mesurées SUl' le plan aux
ligues qu'elles représeotent effecuvernent,

1
Soit à construire une échelle de -5-' 500011 sont alors re-

- 000

présentés par 1M et 100M par O!i, 02.

SUl' une droite indéfinie AB, on prend une longueur AF
égale à 0\1,02 et 00 Ia divise en 10 parties égales. AI<'représen-
tant 100~1, chaque division représentera 10M : on nu mérotera

donc les points de division 0,10,20, ••• , 100. On porte alors des
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longucurs égales à AF à Ia suíte du point F, et I'on indique ces
nouvelles divisions par les nornbres 100, 200, 300, etc., de
maniêre à atteindre le plus grand nombre de eentaines de me-
tres qu'on puisse avoir à considérer. Par les points A, F, 100,

200,300, etc., on eleve des perpendiculaires à Ia droite AB. On
porte sur l'urie d'elles, FE, dix fois une même longueur arbi-
traíre, et par les points de division I, 2, 3, ... , 10, on méne
des paralléles à AB. 00 pre nd sur CE, à partir du point E, une
longueur EG égale au dixieme de AF, on joint FG et, par les
points de division de AF, on méne des paralleles à FG.

Les cen taines de metres sont alors représentées par les di-
visions de FB, les diz aines de mêtres par les divisions de AF.
et les neuf premiers multiples du mêtre par les portlons de
paralléles il AR comprises dans le triangle FGE. En eff'et , sl
l'on considere Ia clnquiêrne paralléle et le segment L5 qui lui
eorrespond, 00 a

F5 L5 5
FE -li.E - ~~,

comme GE represente 10M, L5 en represente 5.
Si l'on veut marquer .sur le plan une longueur de 3251', ori

place l'une d es poíntes du compus sur l'Intersection M de Ia
parallele à FG qui correspond au point de division 20 sur AF,
avec Ia parallé!e à AF qui passe par Ia division 5 de FE, eL l'on
amene l'autre poirite du compas sur Ia parall àle à FE qui eSL
marquée 300 : on a 300M depuís cette parallele jusqu'à FE,

2511 dr-pu is FE jusqu'au point M.
Héciproquement, si I'on veut savoir Ia longueur ré elle d'une

ligne du plan, on prend une ouve: ture de cornpas égale à cettc
ligne, et 1'00 voit immédiaternent combicn elle reoferme de
ceotaines de métres. Supposons qu'e lle tombe eotre 200M et

300M• 00 place alors l'une des pointes du compus SUl' Ia paral-
lele 200 à FE, et on Ia fait glisser SUl' cette paralle}e jusqu'à ec
que l'autre pointe du cornpas vie nne rencontrer un point
d'intersectioo des paralléles à AF et des paralléles à FG ou
couper l'une des paralleles à FG entre deux parallêles à AF.
Supposons qu'on rencontre ainsi Ia parallele 30 à FG entre 1:.1

hulticme et Ia neuvierne paralléle à AF. La longu eur cherchée
renferme d'abord 2C O~I, puis 30M, puis un nombre de metrcs
compris entre 811 et 911• Cette longueur sera donc 238M ou 239~r,

à uo dc mi-rneu-e pres, en déterminant à vue quelle est Ia

DE C. - COIll'S. 11. 3
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parallele à AF Ia plus rapprochée de Ia pointe du compas.
Ce que nous venons de dire relativement au leoer des plans

s'applique évidemment à Ia -représentation graphique d'un
bâtiment, d'une machine, d'un objet quelconque.

VI. - Exercices et questions complémentaires.

PROBLEME.

193. Déterminer les hauteurs, les medianes et les bissectrices des
angles d 'lUi triangle en fonction de ses trais côtes,

Nous désignerons par ABCle triangle donné et par a, b, c, les longueurs
des côtés respectivement opposés aux angles A, B, C.

1° Cherchons Ia hauteur AE = It, qui correspond au sommet A. Des
deux angles B et C, l'un est nécessairernent aigu. Supposons que ce soit
l'angle e (fig. 122).

Le triangle rectangle AEe donne d'abord
-l

!t2= b2- CE.

Le triangle Ane, ou l'angle e est aigu, permet ensuite de poser (170)

c2 = a2 + b2 - 2a.CE,
d'ou

a2+ b2- c2

CE= •
2a

La premiêre relation devient alors

(a2 + b2 - C2)2 4 (L2b2 - (a2+ b2_ C2\2

ft2 = b2 - 4 a2 = . 4 a2 ,

ou, d'apres un théoreme élémentaire d' Agêbre (t. I, Alg. elem. 30, 11),

(aab + a2 + b2 - (2) ( 2 ab - a2 - b2 + c2)~= .
4(12

_ [(a + b)2_ ('2 ][c2_ Ia - b)21
- 4a2

= (a + b +c) (a + b - c) (c + a - b)( c - a + b).
4a2

Mais, si 1'0n designe par 2Jl le périmetre du triangle ABC, on a successí-
vement

a+b+c=2P,

c +a-b= 2jJ-2Ú= 2 (p - ú),

a+b -c = 2p-2C =2(p-C),

(' -a+ú = 2jl-2a= 2(p -a).

En ssbstítuant ces résultats duns Ia valeur de fl2, en simplifiant et cn
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extrayant Ia raeine carrée, on trouve

h =~vp(p-a) (p - b) (p -e).
a

Pour avoir les hauteurs !t', et ft" qui eorrespondent aux 'côLés b et c, iI

suffit de remplacer successivernent dans Ia valeur de !t le facteur ~ par Z

et ~.
c

2° Cherehons Ia médiane AO = 11I, qui correspond au cõté a (fig. 122).

On a Immédíatement, d'apres le théorême du n° '173,

On en déduit

Les médianes m' et 11I" qui correspondent !lUX cótés b et c auront de
même pour expressions

3° Cherchons Ia bissectrice CO ="/ de l'angIe C du triangle ADC
(fig. 124). Le théoreme du n° 178 donne immédiaternen t

ab = 12 + AILOD.
Mais on a (141 )

AO OB AO+ OB c
b = a = -a + b, =;:: a+ b •

Il en résulte

AD=~, DB=~.
a+b a+b

Il vient done, en substituant dans Ia premiêre relation et en ísolant "/2,

abc» ab[(a -t- b)2- c2]
":" - (a + b)2 = (a + b)2

ab ((l + b + c)( a + b - c)

= (a+b)2 •

Par suite, en remplaçant a + b -t- c par 'J,p, a + b - c par 2 (p - c l,et
en extrayant Ia racine carrée, on trouve

"/= -.-3-bVpab(p-c).
a+

Si l'on désigne par ~ et GC les bíssectrices des angles B et A, 011 a de Ia



2 J~= -"- v IJ(IC(P- b),
a+c

2
(J. = b + c ';I)/;C (p - a) •
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mõrne maniére

PROBLEME.

104. Calculer le ra)'oli da cercle circonscrit à /lIl trianglc, en [onction
des côtes de ce lriangle.

Soit R le rayon ou cercle circonserit au triangle ABC (fig. 125). Le
théorerne du n? 179 donne immédiatement

ab = 2RI/',

en désignant par !til Ia hauteur qui correspond au côté c. Si I'on remplaco
lI" par 8a valeur ('193, 1°), il vient

nbr:u= _ .
4 vp(p-aJ (p - b)(p- c)

PROBLEME.

HI:í. Construire les racines d'une equation da second dcgré.

Les équations du second degré, en meLlant les signes en évidence,
rcntrent toutes dans les quatre types suivants (t. I, Alg.) :

.1.'2+P.X+II=1l, .1·2-P.1.'+fj=O,

.1.'2+p.2' - fj = 0, .x2-f).1.' - Ii = o.

Le premier se r amene au deuxierne et le troisieme au quatrierne, par
10seul changement de x en - .1.'. On n'a donc à construire effectivernent
que les racines des équations

x2-P.1.'+fj=0, .1.'2_p.1.'-fj=0,

ou Ia sornme de ces racines est égale à p, landis que leur produit est == q.

En les mettant sous Ia forme

.1.'(p-X)=!f, .1.'(.1.'-p)=fj,

on voit que construire les racines de Ia premiere, c'est trouver dcua:
droites dont la sonime soit P et le proriuit 'I ('188), et que construire Ics
raeines de Ia seconde, c'est trouver deu» droitcs dont Ia difference soit p

ct lc produit 'I ('18!». Remarqucns en effet que, dans l'équation

.1.'2_/,.1:-!f = o,

les racines sont de signes contraíres, Ia plus grande élant positive. Si x
represente cette plus grande racine positivo, Ia racine négative prise en
ualcu» absolue est x;- p •..



, I

GEOMÉTRLC.

PROBLEM:E.

196. Construire une circonjércnce qui passc par deus: points rlonncs
et soit tangcntc à une droitc ou à llI1C circonjerencc donnee,

(0 Soient (fig. 141) A et B les deux points donnés, et KL Ia droilc
donnée. Supposons le prohlerne résolu.

Si Ia corda AB prolongée coupe KL, Fig. tljI.

et si cr désigne Ia clistance du point

dintersection C au point de contact do
KL avec Ia circonférence cherchée , on
doit avoir (181)

cr2= AC.BC.

On n'a donc qu'à construire Ia
moyenne proportionnelle CT aux lon-
gueurs AC, nc ('187), et à portor ceue moyenne SUl' Ia droile KL, de
part et d'aulre du point C, en CT et en C'l". En élevant alors les perpen-
diculaires TO et T'O' à KL et en menant SUl' le milieu de AIlla perpendi-
eulaire ao', les points d'inlersection o et o' sont les centres des deux
circonférences qui répondent à Ia questiono

Si AB était parallele à KL, ii n;y aurait qu'une solution. Le point de
contact correspondant T s'obtiendrait en menant une perpendiculaire SUl'

le milieu de AB jusqu'à Ia rencontre de KL.
2° Soient (Jig. 1'42) B et C les deu x points donnés, et O Ia circonférenco

donnée. Supposons le problema résolu. 11 n'est
évidemment possible que si les points B et C
sont ensemblc extérieurs ou intérieurs à Ia cir-
conférence O.

Cela posé, si A cst le point de contact de Ia

circonférence dormée O et de Ia circonférence
inconnue O', on voit qu'il suffit de trouver 10
point M de rencontre cle Ia tangente communo
Al\1 avec Ia corde Be prolongée. ar, si l'on fait
passer par B et C une circonférence auxiliaire
quelconque qui coupe Ia circonférence O en
deux points O et E, Ia corde DE prolongée coupe préeisément ne au
point M. En effet, désignons pour UII instant par € le point ou Ia droite
MO couperait Ia circonférence O. On aura à Ia fois (181 )

T' L

~I

G

MA'= l\1B.MC = l\fD.M,.

Il en résulte ('182) que le point € appartient à Ia circonférenco dó-
terminée par les trois points B, C, D, de sorte qu'il se confond avec le
point E.

Le point 1\1 étant ainsi à Ia rencontre de BC et cle DE, on mene par C:J
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point Ia tangente MA à Ia circonférence O. Le point A est le point de
contact de cette circonférence avec Ia circonférence cherchée O', dont le
centro est à Ia rencontre de OA prolongée et de Ia perpendiculaire éle-
vée SUf le milieu de BC.

La seconde tangente menée du poínt M à Ia circonférence O fournit une
seconde solulion.

Si les points Bet C étaient équidistants du centre O, les droites BC, DE,
scraient paralleles. La tangente AM serait donc parallele aux mémes
droites, et le probleme admettrait encore deux solutions.
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CHAPITRE IV.

l\IESURE DE LA CIRCONFÉRENCE DE CERCLE,

L - Des polygones réguliers.

197. Un polygone est régulierlorsqu'il a tousses côtés égaux
et tous ses angles égaux. Parmi les triangles et les quadrilateres,
le triangle équilatéral et le carré sont des polygones réguJiers.

Un polygone est inscrit dans 'un cercle lorsque tous ses
sommets appartiennent à Ia eirconférenee : on dit alors que le
eercle est circonscrit au polygone.

Un polygone est circonscrit à un eerele Iorsque ses côtés
sont tangents à Ia cireonférence : oÍ1 dit alors que le eercle est
inscrit dans le polygone.

Tout triangle est inscriptible et circonscriptible (95, 130).

198. Si l'on parta.ge une circonférence en un nombre quel-
eonque d'arcs égau», les eordes de ees ares forment uti poly-
gone régulier inscrit , les tangentes menées

par les points de division [orment un poly-
gane régulier circonscrit (fig. 143).

Supposons qu'on partage Ia eireonférenee
en n parties égales et qu'on joigne les points
de division. Considérons un angle quel-
conque ABC du polygone formé : les côtés
de cet angle interceptant deux divisions, il
a pour mesure Ia moitié de n ~ 2 divisions,
II en est de même de tous les autres aogles du polygone;
ses angles sont dane égaux. Quant à ses côtés, ils sont égaux

comme cordes sous-tendant des ares égaux. On obtient , par
conséquent, un polygone régulier.

THtOBEME.

G

c

K



120 GÉOMÉTRIE.

Supposons qu'on mene des tangentes à Ia circonférence par
tous les points de division obtenus, ces tangentes forment
un polygone circonscrit régulier. En effet, si l'on considere
les triangles AGB, BHC, ... , on voit que ces triangles sont
égaux comme ayant un côté égal adjacent à deu x angles égaux
chacun à chacun : ces triangles sont ísoceles, deux tangentes
issues d'un même poínt étant égales, 'et l'angle GRA est égal
à l'angle BEC, ces deux angles ayant même mesure par hypo-
thêse ; d'ailleurs AR =EC. Les angles G, lI, .. " sont donc
tous égaux. Gll, qu i est le double de EH, est égal à HK, qui
est le double de IIC, .... Les côtés du polygone circonscrit
sont done tous égaux. Ce polygone est, par suíte, régulier.

En rapprochant indéfiniment les points de divlsion, on peut
eonsidérer Ia eirconférence comme un polygone régulier d'un
nombre de côtés aussi grand qu'on voudra, ces d,t.és étant
eux-mêmes aussí petits qu'on voudra,

Tl-IÉORÉME.

199. Héciproquement, toul polrgone régulier esl inscrip-

tlble et circonscriptible (fig. 144).
Soit, par exemple,l'hexagone régulier ABCDEF. Détermi-

nons le eentre O du cercIe qui passe par
les trois sommets A, B, C : il passera aussi
par le sornmet suivant D. En eff'et, abais-
sons du point O SUl' BC Ia perpendiculalre
OG : le point G sera le milieu de BC. Com-
parons les deux quadrilateres OABG, ODCG,
en pliant Ia figure suivant l'axe OG. Les
angles en G étant droits, GB prend Ia di-

rectlon de GC et le point B tombe en C, puisqu'on a GB =GC.
Les angles en R et en C étant égaux, puisque le polygone
est régulier, le côté RA prend Ia direction du eôté CD, ct
le point A se confond avec le point D, puisqu'on a BA =CD.
Le point O est resté fixe: les deux droites OA et OD ayant
mêmes extrémités coüicident et sont égales. La circonrérence

décrite du poiru O cornme centre avec OA pour rayon passe
donc par le sommet J); on prouvera de Ia môrne maniere
qu'elle doit passer par tous les autres sornmets du polygone :
ce polygone cst donc inscriptible.

li est circonscriptible ; car les côtés AR, DC, CD, ... , étant
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des eordes égalcs de Ia circonférence O, sont également élol-
gnés du point O. Par eonséquent, si du point O eomme eentre,
avee Ia perpendieulaire OG pour rayon, on déerit une eireon-
férenee, elle sera tangente 11 tous les côtés du polygone donné

en leurs milieux.

SCOL! E.

200. Le point O, centre eommun du eercle cireonserit et du
eercle inserit, est le ceture du polygone régulier. Le rayo n
du cercle circonscrit est le rayon du polygone ; le rayon du
cercle inserit en est Yapothême, L'angle de deux rayoris co nsé-
eutifs OA, on, est l'angle au cetitre du polygone. Tous les
ongles au cenire sont égaux, puisqu'Ils intereeptent des ares
égaux. Le nombre des eôtés du polygone étant n et Ia somme
des angles formés autour du point O étant égale à quatre angles
droits, Ia valeur de l'angle au eentre d'un polygone régulier est

exprimée d'une maniere générale par 1.
n

On peut remarquer que les angles d'un polygonc régúlier
étant tous égaux, l'un qucleonque d'cntre eux a pour expres-

sion 2n-4 (63) ou 2-1. L'angle d'un polygone régulier
It n

et son angle au centre sont done sup plémentaires , leurs moi-
tiés sont dês lors eomplémentaires : on cn conclui, en eonsi-
dérant le triangle reetangle 130ll, dans lequel OR est Ia hissec-
trice de l'angle au eentre AOn, que no, à SOI1 tour, est Ia
bissectrice de l'angle Ane du polygone. Ainsi, tout rayon
dioise en deux parties égales l'angle au sommet duquel il
aboutit,

COI\OLLAIlIES.

20J. Étarü donné un polygone réguaer inscrit , si l'on pro-

longe ses apot hémes jusqll'à Ia rencontre de Ia clrconférence
e! que, par les points ainsi déterminés,
on mime des tangentes, ellesforment uti
polygone régulier circonscrit (fig. 145).

En effet, le point D étantle milieu de
l'arc AB et le po int E le milieu de l'arc
BC (!)3), l'arc DE sera égal à l'arc An.

l l s'ensuít que les nouve.iux points de division D, E, F,
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partagerit Ia eireonférenee dans le mêrne nombre de partíes
égales que les poínts A, B, C, ., .. Le polygone régulier eir-
eonserit ainsi obtenu ases cõtés paralléles à ceux du polygone
régulier inscrit, et les rayons du polygone inserit prolongés
sont les rayons du polygone cireonserit; car, les tríangles ree-
tangles MOI), MOE, étant égaux, MO est Ia bisseetriee de
I'angle DOE et doit se eonfondre avec BO, bisseetriee du
même angle. ,

Reportons-nous à Ia fig. 145. Si l'on joint Ie point D aux
points A et B, le point E aux points B et C, ... , on forme
évidemment un polygone régulier inserit de z n. eôtés, si le
nombre de eôtés du polygone ABC... est n, Le pérlmêtre du
nouveau polygone est plus grand que eelui du polygone ABC... ,
puisqu'on a BE +EC>BC.

De même, si lou mêne des tangentes à Ia eireonférence par
Ies points B, C, •.. , et qu'on les arrête aux tangentes qui
forment le polygone eirconserit LMN ... , on obtient un poly-
gone régulier cireonserit de a n. cõtés. Le périmetre de ce nou-

veau polygone est plus petit que celui du polygone LMN .•. ,

pulsqu'on a RS < RM +MS.

Ainsi. à mesure qu'on. double suecessivement le nombre des
côtés dun. polygone régulier inscrit dans une circonférence,
le périméire de ce polygone augmente.A mesure qu'on. double

successivement Ie nombre des c6tés d'un. polrgone régulier
circonscrit à une circonférence, le périmêtre de ce polygone

diminue.

Remarquons que le triangle rectangle BOI donne

BO-OI<Bl.

La différence entre le ray'on et I:apotheme d'un polygone
régulier est donc toujours plus petite que Ia moitié du côté

de ce polygone. A mesure qu'on double le nombre des eôtés
du polygone, son eôté diminue (94.) et t.end vers zéro, puisque
les sommets du polygone se rapproehent indéfiniment sur Ia
cireonférenee: par suíte, Ia différence entre le rayon et l'apo-

thême diminue en tendanl aussi uers zéro, à mesure que le
nombre des côtés du polygone augmente.
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TI-IÉOREME.

202. Deux polygones rêguliers qui ont le méme nombre de
côtés sont semblables, et Ie rap-

port de leurs périmêires est égal

à celui de leurs ra.r0ns ou de
leurs apothémes (fig. !,i6).

La valeurde J'angle d'un poly-

gone régulier ne dépend, comme
nous l'avons déjà vu, que de son nombre de côtés : les deux
polygoncs eonsidérés ont done leurs aogles égsux.

L • . . I I AB BC
eurs cotes sont proportíonne s, es rapports A'B" B'C" ... ,

étant nécessairement identlques. Ces deu x polygones sont
dooe semblables. .

Les périrnetres P.et P' des deu x polygones forment alors

• I d . '1' d AR .un rapport ega au rapport e sim I ítu e A'B' ou, ee qUI

revient au même, :~" OF elO' F' représentant les apothêrnes

des deux polygones (200). Mais les deux triangles reetaogles
AOF, A'O' F', sont évidemment semblables, puisque les rayons
AO et A'O' 500t bisseeteurs des angles A et A' des deux po-
Iygones. On a done

Fie. I~G.

'0/\, '\f\,
o

AF AO OF
A'F' = A'O' = U'F"

et 1'0n en eonclut
P AO OF
P' = A' U' = O' 1;' •

scot.rs,

203. Supposons une circonférence divisée en n parties
égales à a. En joignant les points de division dans leur ordre

. naturel, on obitient un polygone régulier ordinaire de 12

cõiés (198). Admettons mainteoant qu'on joigne ces points de
division de p en p à partir de l'un d'eux.

Si p est premier avee n (t. I, .drithm., 113), Ia circonfé··
rence représentée par na et I'are .pa sous-iendu par cha-
eune des cordes successives ont npa pour plus petit multip!e
comrnun (t. I, Arit/un., 14.4.), et I'on revient au point de
déparl aprés avoir pareouru n (ois l'arc pa ou p fois Ia cir-
conférence na. 00 forme done ainsi un nouveau polygone
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régulier de n cõtés. Seulemeot, ses côtés s'entrecoupent, et

on Iui donne le nom de polygone régulierétoilé,

Si p et n ont un plus grand commun diviseur d, le plus

petit multip!e commun de Ia circonférence na et de l'arc pa

est n~ll, et .I'on revient au point de départ aprês avoir pal'-'

couru ~ fois I'are pa ou ~ fois Ia circonférence na. On forme

done ainsi un polygone régulier de ~ côtés et non plus de

n côtés.

II résulte de ee qui précede que le nombre des poly-

gones réguliers, convexes ou étoilés, de n côtés, est égal

au nombre des nombres premiers et inférieurs à n, c'esr-

à-dire au nombre des nombres premiers à ti renfermés

dans Ia suite 1,2,3, "', n-I. Mais si J'on remarque [t. I,
Aritlzm., 168) que les nombres premiers ct í nf'érieurs à n

se répondent deux à deux à égale distance du plus petit et

'du plus grand de ces nombres, qui sont r et n-I, c'est-à-dire
qu'on obtient le même polygone éroílé en joignant les points

de division de p en p (p étant premier à n) qu'en les joignanl

de n - p en n - p, on voit qu'en réalité le nomhre des poly-

gones réguliers de n côtés est égal au nombre des nombres

. .' f' dans la sui 3 n-jprerniers a n ren ermes ans a suíte I, 2, , ... , --.
2

D'aprés cela, il n'y a qu'un seul hexagone régulier, puisque,

6 I ., idé 5. fpour n= , a surte a consi crer est 1,2,;, qUI ne ren erme

aucun autre nombre entier que 1 prernier à 6. li Y a deux

pentagones réguliers, Ull convexe, un étoilé, puisque, pour

n =5, Ia suite à considérer est J, 2, et que J et 2 sont pre-

miers à 5.11 ya de même deux décagones réguliers, un con-

vexe, un étoilé; quatre pentédécagones réguliers, un convexe,

trois étoilés, etc.

n. - Problêmes sur les polygones réquliers,

PRODLErrm.

20,... Inserire un. carré dans un. cercle donné (fig. 147)'

Menons deux diamêtres AC, BD, perpendiculaires entre eux ,

Cl joignons leurs ex trémités A, li, C, D. Le quadrilatere
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obtenu est un carré, cal' Ia circonférence est divlsée en quatre
parries éga!es PaI' les angles au centre AOE,
EOC, COD, DOA, qui sont droíts.

Le triangle ísocéle rectangle AOB donne

Fig. 147,

fR(1\
~Par eonséquent, le côté du carré inscrit

est égal au rayon du cercle circonscrit multi-

(lié par Ia racine carrée de 2.

Le diamêtre du eercle ínscrit dans le earré est évidemment
6gal à son eôté AB. L'apo tlieme du carré inscrit est donc égal
it la moitié de son côté,

On vo it facilement que le cãté du carré circonscrit est égal
ait diamétre du cercle considéré,

Si I'on divise en deux parties égales les ares seus-tendes par
les cõtés du carr é, les points de division et les sommcts du
carré partagent Ia circonférence en huit pariles égales. Par-
tant du earré, on peut done inserire l'octogone régulier.En
rontinuant de Ia même maniàre, on inscri t touie Ia série des
polygones réguliers ayant pour nombre de côtés une puissanee
enuere quelconque de 2, à partir de 22.

20õ. Inserire uti liex agone régulier et uri lriangle équila-

téral dans un. eercle donné (fig. r48).

Supposons que BC represente le eôté de I'hexagone régulier.
4dr ')

L'angle nu centre BOC est égal à 6 ou à ~

d'angle droit. Le triangle BOC étant lsocêle,
. ')

chacun dcs angles TI et C est aussi égal à }

d'angle droit. Par conséquent, le triangle BOC
étant équiangle est équilatéral, et le eôté De
de I'hexagone régulier inserit est égal au rayon OU d u cercle
ci reo nscri t.

POUI' inserire uri heicagone régulier, il suffi: done de port er

si» [ois le rayon SUl' Ia circonférence,

On inscrit le triangle équilatéral, en joignant de d eux en
deux les sommets de l'hexagone régulier inscrit.

Si l'on considere le trlangle reetangle ACD, on a imrnédia-

d'ou

PllOBLEME.

@
I~~C

V.\,/
! o J)

F E
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ternent

Mais
AC~= AD2- CD2.

AD=2AO et CD=AO.
li víen t done

AC'=4AO'-AO'=3AO', d'oü AC=AO{3.

Fig. '40.
11

F

AR OA OG I

DE=OD=OU=;'

Le cÓté du triangle équilatéral circonscrit est done double
de celui da triangle équilatéral inscrito 11 en résulLe évidern-

ment que toutes les lignes tracées dans Ia triangle eireonserit
sont doubles des lignes homologues du triangle inserit. En
partieulier, Ia hauteur du tríangle équilatéral eireonserit eSL
triple du rayon du eercle inserit.

Partant du triangle équilatéral et de l'hexagone, on peut
inserire les polygones réguliers de 12, 24, 48, 96, .•• cõtés,
en opérant sueeessivement Ia bisseetion des ares eonsidérés,
c'est-à-dire toute Ia série des polygones réguliers dont le
nombre de côtés est exprimé par 3.2".
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PROBLEME.

206. Inserire un décagone régulier dans uri cercle donné (t)
ifig; 150 et 151).

Divisons Ia circonférence en dix parties égales. En joignant
les points de division dans leur ordre naturel, naus obtiendrons

Fig.150.

A

le décagone régulier convexe ABCDEFGHIK; en les joignant
de trois en trois, nous obtiendrons Ie décagone régulier étoílé
ADGICFKBEH (.Iig. 151). En effet, pOUI'n = 10, Ia suite à con-

sidérer est I, 2, 3, 4, ~, et cette suite ne renferme que I et 3
2'

qui soient prerniers à 10 (203). Nous allons chercher à déter-
miner à Ia fois les côtés AB et AO des deux décagones.

Remarquons (fig. 150) que le rayon no prolongé passe par
le sommet G. L'angle en M a donc pour mesure deux divi-
sions de Ia circonférencc (111). L'angle inscrit ABG a Ia même
mesure.(108), ainsi que l'angle au centre BOD. Les .deux
triangles ABM, MOD sont donc isocéles, et l'on a AB = AM,
.MD = OD, d'oü

AD-AB=OD.

De plus, les angles DOA et GMA sont égaux comme ayant
tous deux pOUI'mesure trois divisions de Ia circonférence. Les
droites DO et GM ou OM sont donc antíparalléles par rapport

aux côtés de l'angle OAD, et I'on a (183) AM.AD = A0
2

ou

-2

AB.AD=OD.

(') Nous empruntons les démonstrations des n= 206 et 208 au TRAlTÉ DE

CÉOllÉTRIE, par Eugêne Bouché et Ch, de Cornberousse, 6' édition (189I).
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Les deu» inconnues AB et AD ne sont done autre ehose que
les deu x solutions qui répondent- à Ia dicision da rayon en
moyenne el esciréme rayon (190), et I'on a '

AD =OD {5 - <
2

AD=ODV5 -+ I,

2

PRODLEME.

207. Inserire uti pentagone régulier dans un eercle donné

(fig. 15,2et 153).

La eireonférenee étant divisée en 10 parties égales, si l'on
joint les points de division de deux en deux, on obtient le
pentagone régulier convexe ACEGKj si 1'00 joint ces mêmes
points de division de quatre en quatre (203), on obtient le pen-
tagone régulier étoiléAEKCGC/ig, 152).

On calcule facilernent les côtés de ees deu x pentagones, en

Fia. 15~L

A

,~,

Ji;/;tfl
F

Fig, ,53,

A

F

se reportam à Ia .Iig. 153.Si AD est le côté du déeagone régu-
lier convexe, BF est celui du pentagone régulier étoilé (203 l,
et, si AD est le côié du décagone régulier étoilé, DF est celul
ou peniagone régulier convexe. Les deux tríangles rectangles
ADF, ABF, donnent done immédiatement, en remplaçant AD
et A13 par leurs valeurs (206) et en désignant par R le
rayon OA,

• / lF (- )" H /DF=V4R2-4 ";5+1-=;\10-2,,5,

. I H" - )0 n I
BF=\/4IP-4(V5-1 - =2V10+2";5.

Partam du pentagone régulier et du décagone régulier eOI1-
vexes, on peut inserire les polygones réguJiers de :>.0,40,80,
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160, ..• côtés, en opérant successivement Ia bissection des
ares considérés, c'est-à-dire toute Ia série des polygones régu-
Iiers dont.le nombre de côtés est exprimé par 5.2".

208. Inserire UIl pentédécagone régulier dans un cercle

donné (fiÇ{. (54).

Divisons Ia eirconférence en 15 parties égales. En joi-
gnant les points de division
dans leur ordre naturel, nous
obtiendrons le pentédécagone
régulier eonvexe j en les joi-
gnant de 2 en '2, de 4 en 4, de

7 en 7, nous obtiendrons les
trois pentédécagones réguliers

étoilés. En effet, pour n = 15,
Ia suite à eonsidérer est I, 2,

3,4,5,6, 7, et ceue suíte ren-
ferme, comme nombres pre-
miers à 15, les nombres I, 2, 4 et 7 (203).

Considérons les côtés AB et AE du prernler et du troisierne
pentédécagone. Q étant le milieu de J'are CD, on a, en prenanl
Ia cireonférenee pour unité,

2,5 I

nreAQ = ---;-s = ti'

nreQB = areQE == 1'5
5= ~.

J 10

PROBLEME.

Done, pour construire AB et AE, il suffit de porter, à partir
ou point A, une eorde AQ égale au eôté de J'hexagone ou au
rayol1 (205); puis, de part et d'autre du point Q, une corde
QB =QE représentant le eôté du déeagone régulier eonvexe.

Abaissons du point Q les perpendieulaires QS et QT SUl' les
deux eôtés AB et AE. Les deux ~riangles reetangles QAS et
QAT étant égaux (4.7, 1°), 011a

AS= AT, QS =QT.

Les deux triangles reetangles QBS et QET som done eux-
mêmes égaux (4.7, 2°), et il en resulte

nS=ET.
DE C. -- Cours, 11.
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Par suite,

AB = AS - BS et AE = AT + TE = AS +BS.

Pour calculer AB et AE, il suffit donc de calculer AS et ES.
01', l'angle au centre du décagone régulier convexe ayant

pour mesure ..!.-. de Ia circonférence, l'angle inscrit BAQ est Ia
10

moitié de eet angle au centre, et, eomme AQ est égal au rayon,
QS est Ia moitié du cõté du décagone régu!iereonvexe. En dé-

signant par II le rayon du cercle donné, on peut donc écrire

successivement (206)

. I' 2 R /
AS=yAQ -QS =4\IO+2y'5,

. I 2 1 R
BS = Y BQ - QS = ~ (v' I5 - v:3),

B (./ --).-\.B=4 V 10 + 2y5- y'I5 + v'3 ,

AE = ~(V I o -r- 2 \' 5+ v' I 5 - {3).
-~

Considérons maintenant les eôtés AO et AI du deux ieme et
du quatrleme pentédéeagone. X étant le milieu de l'arc ML,
on a

areAX = 4,: =~,
I:J 10

XO Xl
7.,5 I

arc =3\'e =- =-.
15 ti

Oonc, pour construire AO et AI, il suffit de porter, à partir
du point A, une corde AX égaIe au côté du décagone rrgulier
étoilé; puis, de part et d'autre du point X, une corde XO = XI
représeruant Ie eôté de l'hexagone régulier ou le rayo n.

Abaissons du point X les perpendiculaires XY et XZ sur les
deux eôtés AO et AI. Les deux triangles rectaugles XAY et
XAZ étant égaux, on a

AY=AZ, XY=XZ.

Les deux triangles reetangles XOY et XIZ sont done eux-



GÉ011ÉTRIE.

mêmes égaux, et iI en résulte

OY= IZ.
Par suíte,

AO = AY - OY et AI = AZ +ZI = AY + OY.

Pour calculer AO el AI, il sufflt donc de calculer AY el Oy.
Or, I'angle au centre du déeagone régulier étollé ayant pour

mesure 2 de Ia circouférence, I'angle inscrit XIZ ou son égal
10 '

XOY est Ia moitié de cet angle nu eentre, et, eomme OX est
égal au rayon, XV est la moitié du eôté du déeagone régulier
étoilé. On peut done écrire sueeessivement (206)

R ('- )XY= T. 1/5+ I ,

4

• / ' ' 1 R (,.. ./ I
AY=VAX -XV =4 V'15+y3j,

Oy=v"OX' -XV' =~V!O-2Y5,

AO =~ ({0 + V3- VIO- 2 {iJ),

AI =~(y0;+ {J + V I °- 2 Y5).

Partant du pentédécagone régulier convexe, on peut inserire
les polygones réguliers de 30, 60, 120, 240, ... cõtés, pnr Ia
bissection des ares eonsidérés, c'est-à-dire toute Ia série des
po lygones réguliel's dont le nombre de eôtés est exprimé
par 3.5.2".

PROBLEl\1E.

209. Le ray-on d'un. cercle et le côté dun. polygone régulier
ins. rit dans ce cercle étant donnés, calculer
le côté' dú p olygone régulier inscrit d'un.

nombre double de cotés (fig. 155).

Soient AB = ale eôté donné et R le rayon
du cercle. Si naus abaissons SUl' AB le dia-
métre perpendieulaire CD, AC représentera le
côté eherché, que nous désignerons par a'.

On a immédiatement (,167)

AC' = CD.CE,

fir: .• 55.
c

CDR

E

o

D
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c'est-à-dire

Le triangle rectungle AEO donne d'ailleurs

OE=VOA~ -Ai',
ou bien

On a donc, en substituant dans Ia valeur de a'2 et en ex-
trayant Ia racine carrée,

Si 1'0n prend le rayon pour unité, il vient

1.1 14· o'a = 'I 2 - V - ao.

Ilemarquons que OE est l'apothême du polygone régulier

inscrit dont le côté est a.

soor.rs.

210. Si l'on connatt le côté du polygone régulier inscrit de
n côtés, on peut, par l'applicatlon répétée de Ia formule (I bis),
culculer successivement les côtés et, par suite, les périmétres
eles polygones réguliers inscrits dê an, 4n, 8n, .. ' côtés. On
peut, en même temps, calculer les apothemes des poJygones
réguliers inscrits de n, 2 n, 4 n, ... côtés,

Voici les résultats par défaut qu'on obtlent, pour les demi-
pérlmêtres des polygones considérés, à moins d'une unité du

cinquieme ordre décimal, soit· en partant du carré dont le

côté dans le cerclc de rayon I est V2,soit en partam de l'hexa-

gone dont le côté est J :

4········· .
8 .

16 .

32 .

64 .. · .. · ,· .
128 .•......•..

Dem i- I
périmêtres.

2,82842

3,06146
3,12144
3, r365j
3,14033

3,14127

Nombre
dcs cótés.

Demi-
pérdmõtres,

Nombre
des cótés.

ô . 3,oocoo
3,10582
3,13262

3,13935
3.14103

3,14145

J 2 •.••.••••.•.••.

24·· .

~~>:::::::.::::::'
192 •••..••.....•.



211. Étant dontié le côté d'ur: polygone régulier inscrit,

calculei' le côté du polygone régulier cir-

conscrit semblable (fig. 156).

Soient AB = a le côté donné et R le rayon
du cercle. Si l'on détermine le point de ren-
contre F de l'apotherne OE avec Ia circon-
férence, et si I'on méne en ce point Ia tan-
gente CD limitée aux rayons OA et OB

prolongés, on sait (201,202) que CD est le
côté du polygone régulier circonscrit, semblable au polygone

rrgulier inscrit dont le côté est a.
Si I'on pose CD =x, les triangles semblables AOE, COF,

donnent immédiatement

GÉo;'iETRm.

PROBLEME.

CF OF
AE -OE

T

;:x R

ou -,-= Ol~·
-a
2

Mais (209)

Par suite,

2aR

x = -;:V 4::==R:==2=--=a=~

Si l'on prend le rayon pour uníté, il vicnt

2a
(2 bis) x=-=~v4-ai

soot.re,

133

Fig. ,56.

212. La formule (2 bis) permet de calculer les demi-péri-
metres des polygones régulierscirconscrits, en opérant comme
nous l'avons indiqué au n° 210. Les résultats ci-aprés sont
obtenus par excês à moins d'une unité du cinquleme ordre
décima I :
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Nombre
des cótés.

Nombre
eles côtés,

Derni-
pérlrnétres,

Demi-
périrnêtres,

4,00000

3,31371
3,18260

3,15173
3,14412
3,14223

4···· .. ······· .
8 .

16 .
32 , .

64 .. ··········· .
128 ,

6 ' . 3,4641 J

3,21540

3,15967
3,14609
3,14272

3,14188

12 .

24············· .
48 .
96 .

192 •••••.••......

PROBLEME.

213. Étant donnés le rayon r et l'apotheme a d'tcn jJolJ"gone
. régulier, calculer le rayon r' et l' apothême a' du poly gone

rl>glllier de méme périmêtre, mais d'un nombre de côtés

double (fig. 157).

Considéroos le cercle O circooscrit au polygone régulier
donné dont le côté est AR. Si
1'00 mêue le ra~'oo OGe pel'pen-
diculaire à AB, on a OC = r et

OG =a.
Traçons les cordes CA. et CR,

et joignons leurs milieux D et E.

La droite DE, parallêle à AR et
égale à sa moitié, est le cõié du

polygone régulier de même pé-
rirnetre que le polygone donné et d'un nombre de cõtés
double. D'aílleurs, l'angle DOE, étant évidemment Ia moitié
de I'angle au centre AOR du polygone primitif, est l'angle au
ceotre du second polygooe, el il en résulte OD = ri et OF = a'.

Cela posé, le point F étarn le milieu de CG, il vient

OF = OG + ~(OC - OG) = ~(OG + OC),
2 2

c' est-à -dire
I

a'=- (a + r).
2

Le triangle rectangle ODC donne à son tour
-2

OD = OC.OF,
c' est-à-díre

r=+:,J = V r.a',
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seOLIE.

2U·. La figure montre immédiatement que OF est plus grand
que OG, tandis que OD est moindre quê OCo Ainsi, lorsqu'on
passe d'un polygone régulier au polygone réguIier ísopérí-
mêu-e d'un nombre de côtés double, l'apothême augmente et
le r:J)'on diminue: Ia différ ence entre le rayon et l'apothêrne
va dane en déeroissant. D'ailIeurs, on a, dans le triangle AOG,

OA - OG <AG ou que AB; ceue difIérenee est dane toujours
2

moindre que Ia moitié du eôté du polygone correspondant.
Mais, si, eonservant Ie même pérlmêtre, on double indéfini-
ment le nombre des cõrés, Ia valeur de chacun d'eux tend
vers zéro. Par suite, Ia différence entre le ra]'on et L'apothême

a aussi pOlir limite séro,

On peut démontrer que Ia diJJérE'nce r' - a' est moindre
que le quart de Ia diJJérence précédente r - (1.

En effet, les formu les (I) et (2) du n° 213 donnent

, , V a+r (/+-1'
I'-a= r-----

2 2

En multipliant et en divisant le seeond membre de ceue

égalité par Ia somme V-;' + V a : ,., il vient

. Ia + I'

V 2
r'-a'= ---'----- Va+r

Vr+ --
2

r- a
2

II Iaut dane simpIement vérifier l'inégalité

. /ú + r
V 2 I

---'---=== <-,
.r: V(/+r 2
Vr+ --

2

qui est évidente, puisque a est moindre que r. On a bien, par
conséquent,

, , r--fl

r -(/ <--o
'- 4
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m. - Méthode des limites (1).

211); X étant une quantité variable qui se rapproche indéfl-
niment de Ia quantité fixe A, de maniere que Ia valeur absolue
de Ia dilférence X -- A puisse devenir et rester plus petite
que toute quantité donnée (aussi petite qu'on voudra ), on dit
que A est Ia limite de X, et l'on écrit

IimX=A.

216. Une quantité variable ne peut tendre uers deu» limites
inégales,

Supposons, en eITet, qu'une parellle quantité puisse avoir
deux limites dilférentes a et b, dont Ia dilférence soit d, et

. d
prenons a <-.

2

Les intervalles compris d'une part entre a + a ct a - a e!,
d'autre part, entre b + a et b - a, n'ont évidemment rien de
commun et sont même séparés par un intervalJe égal à d - 2a.
Cela posé, une variahle qui aurait pour limite a finirait par
tomber entre a + a et a - a, tandis qu'une variable qui aurait
pOUI' limite b finirait par tornber entre b + a et b - a. ElIe
serait donc comprise à Ia fois dans deux régions complete-
ment distinctes, ce qui est impossible.

217. Considérons une égalité entre des varlables tenclant
vers leurs limites; dans les deux membres de ceue égalité,
les variables sont Iiées entre elles et avec des quantités con-
stantes à l'aide d'opératlons quelconques.

Si Ia fonction ainsi constituée est continue (t. I, A 19. élém.,

n° 310), on peut donner aux variables qu'elle renferme des
valeurs assez rapprochées pour que les valeurs correspon-
dantes de Ia fonction soient elles-mêmes aussi rapprochées
qu'on voudra. Les valeurs de ces variables x ,y, z , , peuvent
danc différer assez peu de leurs limites, a, b, c, , pour que
Ia fonction supposée des prerníêres differe aussi peu qu'on

(') Naus reviendrons SUl' Ia Theorie das limites dans l'Algebre supericure

(1" Partie, t. II1); nous n'en donnons ici que ce qni est absol urnent indis-
pcnsa ble aLI point de 'rue de I'étude de Ia Géométrie,
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voudra de Ia même fonction des secondes, qui sera alors Ia

limite de Ia fonction variable.
Par conséquent, si des oariables tendent vers des limites

finies, toute [onction. de ces variables tendra vers Ia méme

fonction de ces limites.
C'est là une proposition fondamentale, qui résume en réa-

llté Ia méthode des limites.

Nous dirons donc, avec DUHAMEL (I) : (( Lorsqu'on veut
obtenir une relation entre des quantítés qui peuvent être
considérées comme limites de quantités variables d'une espéce
plus sim pie, on chercbera d'abord Ia relation entre ces der-
niêres rt les données, et peut-être encore certaines autres

variables auxilia ires.
» Si cette re latiun est obtenue, on en aura une autre en

substituant à toutes les varíables leurs limites, et l'on aura
ainsi une relation entre les quantités proposées. »

En particulier :

La limite d'une somme est éga!« li Ia somme des limites de

ses parties ,
La limite d'un produit est égale aa produit des limites dcs

[acteurs (2) ;
Li! limite d'un quotient est égale au quotient des limites

du. dlvidende et du dioiseur.

218. Une quantité variable dont Ia limite est zéro est lIll

infiniment petit,

219. La limite de Ia somme d'infiniment petits reste Ia

méme quand on leur substitue d'outres qunrüités dont les
rapports respectifs avec les quaniités considérées ont tous

l'unité pour limite.

Soient les infiniment petits

dont Ia somme lend vers une limite déterminée quand n croit
índéflnlment.

(') Des Methodes dans les Sciences de raisonnement (lI' Parti e, p. 393).
(') Il est entendu que Ie nombre des parties de lá somme 011 des facteurs

du produit est un nombre fini.
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Soient d'autres infiniment petits

~I' ~" ~3' ••• , ~n,

tels que les rapports

alent tous I'unité pour limite.

Si I'on ajoute terme à terme tous ces rapports pris dans
leur valeu r absolue , le rapport résuliant est compris entre
Ie plus petlt et le plus grand des rapports proposés (t. I, Alg.

élérn., n- 66); iI a donc aussi pour limite l'unité, et les deux

sommes d'infiniment peuts ont par conséquent Ia même
limite.

11 en résulte que, si I'une des sommes est constante, l'autre
somme a ceue constante pour limite,

, 220. La limite du rapport de deux infiniment petits reste
Ia méme quand on leur substitue dautres quant ités dont les

rapporls .respectifs avec les infiniment petits proposés ont
l' unité pour limite. .

Solem les deux couples dinflniment petits a et ~, a' et W,
, W

tels que les rapporb; et i3 aient I'unité pour limites. 11 en

sera alors de mêrne nécessairement des rapports inverses :;-
IX

et f·
Cela posé, on a identiquemenl

, (.JJ
a o: t-' .a

~=~'i3~'

ou, en passant à Ia limite (217),

, (.l,f

lim ~ = lim~ lim t. lim::'"
~ ~'~ a'

Par hypothêse, les deux dernlêres limites sont égales 11
I'unité ; il reste donc slrnplement

I' a I' a'
Im~= ImÇ5i"
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IV. - Mesure de la circonférence.

221. Deux Iignes ont Ia même longueur ou sont égales,

lorsq u'elles peu ven l corncider (7).

Ceue définition peut recevoir immédiatement son applica-
tion lorsqu'Il s'agit de lignes droites limitées, puísqu'pn peut
toujo urs vérifier si leur coYncidence est possible ou les me-
surer en les comparant direetement à l'unité de longueur (11).

Mais iI n'en est plus de même pour les autres lignes, qui
ne peuvent coYncider que dans des cas três parucullers, par
exemple si l'on considere des ares de cercle dont les rayons
soient égaux.

Puisque Ia mesure directe de Ia longueur n'est possible que
pour Ia ligne droitc, c'est à elle qu'Il faut rapporter à ce point
de vue toutes les autres lignes. Seulement, dune manlere
générale, une droite el un are de courbe ne peuvent être
égnux, puisqu'on ne peut pas les faire coYncider; ils ne
pcuvern êu-e qu'équi(!alents, s'ils renferment le même nombre
d'unités de longueur.

01', pour constatar ceue équivalence, il faut nécessairement
indiquer ce qu'on entend par Ia longueur d'une courbe,

On ado pte Ia définiuon suívante : La longueur d'une

c.iurbe entre deux points est Ia limite vérs laquelle lend le
périmêtre dun. contour polrgonal inseri t dans Ia courbe entre

ces deu» points, lorsque les côtés de ce cont our tendent indé-

finiment uers zéro.

222. Higoureusement, il íaut prouver que Ia limite indiquée
existe et demeure indépendante de Ia loi dínscrlptíon choisie,
cest-à-dire de Ia maniere dont on fait tendre vers zéro les
cótés du contour polygonal auxiliaire.

Nous supposons l'are de eourbe proposé conoex e dans toute
son étendue; les eontours polygonaux inscrlts rempliront aIors
Ia même eondilion. S'Il n'en étaít pas ainsi, on décomposerait
I'arc donné en plusleurs ares convexos, à ehaeun desquels on
appliqueraít le raisonnement que nous allons présenter (1).

(') Foir TRAITÉ DE GÉOl\I~mlE, par Eugéne Rouché et Ch. de Comberousse,
6°édiLion, 189"
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223. Soit done l'arc de courbe quelconque AD (.fig. 158).

Adoptons Ia loi d'inscription suivante. Prenons sur Ia courbe
le point C, qui est égalernent distant dcs points A et D; puis,
les points D et E, qui sont respectívement à égale distance des
points A et C et des points C et D, ct ainsi de suíte indél1-
niment. 11 est claír que le nombre des côtés du contour poly-

Fie. ,58.

A

gonal inscrit de Ia sorte ira constamment en doublant ct
crottra sans limite; en même temps, Ia grandeur de ces cõtés
tendra vcrs zéro, puisque les poínts de division se rapproche-
ront indéftniment sur Ia courbe.

Chaque nouveau pérlmétre inscrit est plus grand que Ic
précédent (35), mais reste inférieur à une ligne polygonale
convexe terminée aux mêmes extrémités et enveloppant la
courbe (37). li en résulte que les pérlmetres inscrits sue-
cessífs tendent vers une certaine limite, car une grandeur
variable qui CI'O!t constamment, en demeurant cependaut au-
dessous d'un e valem fixe déterminée, tend néeessairemenl
vers une limite connue ou ineonnue.

Soit maintenant (fig. 159) le contou r polygonal AFGD,

Ilirr. 159.

M

A

répondant à une autre loi d'inscription, en vertu de laquelle
ses côtés doivent toujours tendre vers zéro.

En menant des tangentes à Ia courbe par les différents
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sommets A, F, G, B, nous formerons un contour polygonal

eirconscrit correspondant ALMNB. 11 est facile de voir que le
pérlmetre de ce contour eirconscrit tend vers Ia même limite

que le périmetre du contour inscrit, quelle que soit d'aílleurs

eette limite.

En effet, projetons les sommets L, M, N, en L', ]H', N', SUl'

les cordes AF, FG, GB, et cornparons, par exemple, les lon-
gueurs A L et AV. Quand AF tend vers zéro, cette eorde se

rapproche indéflniment de Ia tangente AL, de sorte que, dans

le triangle reetangle AL' L, I'angle aigu A tend vers zéro et le

rapport :é vers l'uníté. I1 en est de même des autres rapports

LF FM NB
L'F' FM" ... , N'B'

11 en résulte immédiatement (219) que Ia somme des numé-
rnteurs de ees rapports a Ia même limite que Ia somme de leurs

dénomínateurs, c'est-à-dire que le pérímetre polygonal eir-

conserit a Ia même limite que le périmêtre polygonal inserit,

lorsque leurs eôtés tendent indéfiniment vers zéro, quelle que

soit Ia loi d'inseription adoptée pour le pérlmetre inscrito

Cela posé, soit L Ia limite commune des deux périmêtres
Iormés d'apres Ia premiei-e loi d'inseription. Désignons par p

et par Pies pérlmêtres eorrespondants de deux contours

polygonaux inserit et eireonscrit apparteuant à une autre loi

queleonque d'inseription.1l faut prouver que leur limite com-

mune est aussi égale à L.
En eífet, les eôtés du contou r p tendant vers zéro, Ia diffé-

rence l' - P pourra, d'apres ce qui précede , être rendue

moindre qu'une quarulté lixe (3 aussi petite qu'on voudra ,

D'autre part, P, étant supérieur à I'un queleonque des eontours

inscrits (37), ne peut être qu'égal ou supérieur à Ia premiere
limite L. Puisque P - P est < (3, on a done, a fortiori,

p + ~> L ou P > L - (3.

D'ailleurs, p, étant moindre que l'un quelconque des COIl-

tours eireonscrits, est au plus égal à Ia limite L de celui con-

sidéré en premier lieu, et 1'0n peut éerire

p~L;

P étant ainsi compris enu'e L et L - (3, et (3 tendam iudéflni-
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ment vers zéro, Ia limite de p (eomme eelle de P) est eneore
égale à L.

224.. La démonstration qu'on vient de développer entralne
d'importantes propositions qu'il convient d'énoncer ici.

La corde AB (fig. 159), étant mcindre que tous les contours
polygonaux lnscrits (36), est moindre que leur limite, cest-à-
dire que l'arc AB quel qu'il soit. Done, Ia ligne droite est le

plus court chemin d'un point à un. autre.

225. Si l'on considere un are convexe Alí el un autre are quel-
eonque AIB, terminé aux mêmes extrémítés et enveloppant le

prernier, on peut inserire dans l'arc AB un contour polygonal p

et dans l'arc AIB un eontour polygonal p' n'ayant aucun poínt
commun avec I'arc AB. On aura alors (37) p' >p el, pai' suite, .
en passam à Ia limite (223), are AIB > are AR.

Donc, tout are convexe est moindre que tout are enoelop paut

termlné aux mémes extrémités, '

On prouverait de même que toute ligne convex e est moindre

que toule ligne enoelop pante,

226. Enfin, en se reportam à Ia figo 159, on a, d'apres ce
qui précéde,

eordeAF<areAF <AL+LF.

11 en résulte, en di visant par corde AI' = AL' + L' F,

are AF
1< eorde AF

Mais le dernier rapport a pour limite l'uníté quand l'arc AF

tend vers zéro, puisq u'il est Iorrné par l'addition terme à terrne
de deux rapports qui rernplisseut Ia même condition (219).
Donc, Ia limite d'un are de courbe quelconque à sa corde, quutul

cet are lend uers zéro, est égale à l'unité,

THÉOREME. -

227. Deu» circonférences quelconques sont pro portionnelles

à leurs ruyons ou à leurs diametres,

Soient C et C' les longueurs des deux eireonférenees pro-
posées, qui ont pour rayons R et R', pour diarnetres D et D'.

lnscrivons respeetivement dans ces deux circonférences
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deux polygones réguliers d'un même nombre de cõtés, dont
les pérlrnetres soient P et P'. Ces polygoncs seront semblables,

et 1'00 aura (202)

Si 1'00 fait crottre iodéfioiment le nombre de cõtés des d eux
polygones inscrits, leurs cõtés respectifs iendront vers zéro,
et, Ia même relation subsistant loujours,on aura, en passant
à Ia limite (217),

COROLLAIRES.

228. La proportlon précédente peut s'écríre

C C'
j)-D"

\)()\"\c, te rcppor; d'une cuconjérence à son dínmetre est un

nombre constant,

Ce rapport, qui est Ia longueur de Ia circonférence qui a
pour diamêtre l'uníté, est toujours représenié par 'Ir.

Le nombre 'Ir est incommensurable, mais on peut, comme
nous le montrerons, le calculer avec une approximatlon quel-
conque. Nous donnons ci-dessous sa valeu I', celle de son in-
verse et celle de son logarithme décimal, à moíns d'une unité
du quinzléme ordre par défaut :

T: = 3, 141592653589793 ,

~= 0,31830g8c61 8379° ,

Iog n = 0,497149872694133 .

229. De Ia relauon
C C
j)=21{=r.,

on déduit

C = 2 'IrR,
C

R=-·
2'Ir

Ces formules permettent, quand 00 connatt 'Ir, de calculer

Ia longueur d'une circonférence de rayoll donné et le rll)'on

d'une circonférence de longueur donnée.
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230. Dans une eireonférenee de rayon R, Ia longueur de
J'are de 1° est égale (107) à

2TíR í.R

360 = 180'

Done, dans eette cireonférenee, Ia longueur l d'un are de
n degrés est donnée par Ia formule

L_ToRn.
- ISO

Cette relation , qui sert à calculer J'une des trois quantités
I, R, n, quand les deux autres soru données, est d'un usage
continueI dans les applications.

THÉOREME.

231. Deux ares semblables sont proportionnels à leurs rayons.

On entend par ares semblables des ares qui répondent à des
angles au centre égaux dans des cercles de rayons différents.
Ces ares comprennent alors le même nombre de degrés sur
leurs círconférences respeetives (107).

Soient L et l' les longueurs des deux ares semblables consi-
dérés sur les circonférences de rayons R el R', et soit n leur

nombre de degrés eommun. On a (230)

1
- rr R »
- ISO'

l' = 1':R' n.
180 .

<l'ou

seOUE.

232. La proportion préeédente peut s'écrire

Par suíte, lorsqu'un angle est donné, Ia longueur de l'arc
qui lui sert de mesure (106) ehange avee le rayon ehoisi, mais
le rapport de eet arc au rayon eorrespondant demeure inva-
riable, On peut done adopter ee rapport eomme mesure C( de
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I'angle eonsidéré et poser

ou 1= aR.

Dans ee systéme, l'angle est numériquement égal au rap-

port de I'arc qu 'ii intercepte SUl' une circonférence déterminée

dont son sommet est le centre au roY'on de cette circonférence ,

et l'arc à son tOUI' est égal aa produit de l'angle par te rayon.

00 a a = I pour l = R. Par conséquent, Y unité angulaire

est alors représeotée par J'aogle qui intercepte SUl' une cir-
conf'érence quelconque un are égal au rayon de eette circon-
férenee. 00 obtient le nombre de degrés de eet are en faisant

I = R dans Ia formule

du n- 230. Il vient alors

__ 180 _ r:. () r .l" (,)
r: - - -:)7 (74, ,uO ... ,

rr

Si l'on prend de plus le l'ayon ehoisi pour unité de longueur,

au lieu de Ia laisser arbitraire, on a slmplernent

a=i.

L'angle est alors mesuré par l'are qu'il intercepte SUl'

Ia eireooféreoee de rayon I,' égale à 27t, 500 sornmet étant
au centre de ceue circonférence. Daos ce eas, I'angle droit

est représenté par :::= I ,57°7963 ... , I'angle de 450 par
2

ti4 = 0,7853981 ... , etc.

Quaod un angle est mesuré ainsi par un nombre abstrair A,
son nombre de degrés se déduit de Ia formule

1
_7tRn

- 18o'

ou 1'00 dolt faire I =A et R = I.

011 a done
ISoA

n---·
1":

l)g C. - Cours, li. JI)
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V. - Calcul de n,

233. 11 s'agit surtout ici de dérnontrer Ia possibilité de cal-
culer 1': avec une approxlrnation quelconque. La solutíon
complete et pratique de cette question appartí ent aux Mathé-
matiques supérieures, Nous y reviendrons plus loín i uoir t. 111,
A 19. sup., Ire Partio ),

11 résulte de Ia formule (229)

circ.U
'IT=2r

que, pour lrouver 11, on peut :

1° Se donner Ia longueur d/une circonférence et calculer

sim rayon (c'est Ia méth ode eles isopérimetresí.;

2° Se donner le rayon d/une circonférence et calcula sa

longueur (c'est Ia métliode eles périmêtress,

234. MÉTHODEDES ISOPÉRUlllTRES.- Cette méthode a été pu-
bliée à Nancy, en 1813, par le géornétre SCHWAB.ElIe conduit à

des calculs qui SOt1l, directement , plus simples que ceux que
Ia méthode des périrnetres exige.

Si nous prenons 2 comme longueur de Ia circonférencc
choisie, on a

ou R= ~.
t:

Le rayon de Ia clrconférence égale à 2 représente donc l'in-
verse du nombre tt,

11 en résulte que l'apothême et le rayon de tout polygone
régulier de pérlmétre égal à 2 som des valeurs approchées

de ~, l'une par défaut, l'autre par exces , cal', Ia circonférence
rr

inscrite dans ce polygone et Ia circonférence qui lui est cir-
conscrite éiant alors, l'une moindre, l'autre plus grande que
son pét irnêtre 2 (221, 223), les rayons de ces circonférences
comprennont nécessairement 10 rayon R de Ia circonférence
égale à 2 (227).

Cela posé, prenons pour point de départ le carré de péri-

metre égal à 2 ou de côté ~. Nous aurons, en désignant son
2
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apotheme par a, et son rayon par r, (20~))

[

({,= 7'q.

J;'
r,= (..

4

Nous pourrons donc, à l'alde des formules du n° 213, cal-
culer successivement les apothémes et les rayons a2, rs, a3, r3,

a4, ri , '" des polygones réguliers lsopérímétres de 8, [fi,

32, ... côtés.
Nous aurons

a,+r,
a ..)== ---,
- 2

On voit que, dans Ia su ite

chaque terme, à partir du troislerne, est alternatlvement Ia
moyenne arithmétique et Ia moyenne pro portionnelle des deux
termes qui le précédent. De plus, les apothernes ou les termes

de rang impair ai, a2, a3, ... , ali, ... vont en croissant

tout en restant inférieurs à !., tandis que les rayons ou
'ir

les termes de rang pair r" 1'1, 1'3, ..• , 1'11' •.• vont en décrois-

sant (2H), tout en restam supérieurs à ~. D'ailleurs, comme
T:

011 a (21q.)

rI-a,
r2- a.< ---,

- 4
on a aussi

ou

ou

......... ~ " ,

1""-1 - an-l
r,,-a,,< 4 ou

Par conséquent, en prenant n assez grand, on peut rendi-e
Ia différence r" - a; de deux termes consécutifs, assez éloí-
gnés dans Ia suite, moindre que toute quantité donnée.

Les iermes de cette suite, alternativement inférieurs et

su périeurs à !., OnL done ce nombre pour Iimi te (215).
'ir .



La valeur de!. est done égale à 0,318 à un rnilliême prés ,
7r

elle est même égale à 0,3183 à un dix-millleme pres, cor Ia
différenee 1'6- ao = 0,00°°959' En divlsant l'unité par 0,3r83,
011 trouve T. '3,142 à un mí lliemc pres (').

23rJ. MÉTHODE DES PÉRIMETRES. - Si nous considérons Ia circonfé-

rence de rayon I, sa longueur est le double du nombre 1'. Il faut donc
trouver l'expression de ceue longueur et Ia diviser ensuite par 2.

Inscrivons dans Ia circonfér ence proposée les polygones réguliers de 4,
8, 16, 32, ... côtés, et calculons leurs périmêtres eu faisant usage des
formules du n'' 209. .

Si nous appelons c" C2, Ca, ... les côtés des polygones réguliers sue-
cessifs et aI, "2, (Ia, leurs apothernes, nous aurons (204, 209)

=V4-cy,

CI=V2,

==v4-cL

. / Cfl-, ./-9-
2((,,= 2y r - -4- = v4 -CiL-l'

Remarquons que l'on peut borner le calcul à Ia recherche des diametres
inscrits 2al, 2a2, 2 (Ia, ... ,2(1" et du dernier cóté Cn. En effet, si, dans

!'expression de 2 an, on remplace Cn-I par sa valeuq/2 - Uln-l, on trouve

Chaque diamêtre inscrit peut donc être calcule à l'aide du précédent,
Admettons qu'on s'arrête au polygone régulier de 256 côtés, dont Ia

cõté est représenté par C7'

On pourra former le Tahleau suivant :

2al = I,4142r352,
2(72 = 1,847759°5,
2aa = r ,96157055,

20" = I ,99°36945,
2aõ= r ,99759°91,
2(16 = 1 ,99939764,
2a7 = I ,99984940.

(') On peut nhréger beaucoup les calculs, eu é(iard au de(ll'é d'approximation
obtenu, en adoptant Ia marche indiquée duns le TIlAITE DE GÉOM';TRIE, par
Eugéne Rouché et Ch. de Comberousse, 6' éd itio n (189I), P: 20I et suiv.
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De Ia derniere valeur, ondéduira

En mulripliant C7 par 256, on aura, pour Ie périmetre du polygone
régulier inscrit de 256 côtés,

P = 6,28301.

On en déduira, pour le périmetre du polygone circonscrit semblable (202),

P T- = --, d'oú P = 6,28349.
'P 117

Les théories exposées en Arithmétique (voir t. I, p. 204, et suiv.}
prouvent, en effet, qu'on ne peut pas compter sur plus de cinq décimales
exaetes dans le calcul des périmetres p et P.

La eirconféreuee de rayon I étant eomprise entre p et P (22'1, 223),
toutes les décimales cornmunes aux expressions des deux périmàtres
appartiennent à l'expression de cette eirconférence. 011 a done, pour sa
longueur, 6, 283 a un demi-rnilliêrne pres, et, eu divisant ce nombro par 2,

on trouve 'lt = 3,1415 a un quart de millierne preso Ici, Ie chiffre des
dix-milliernes se trouve Iui-même exaet.

236. Les dernieres formules indiquées conduisent ~ une expression
remarquable de 'Ir.

2a2=~, 2113= V2+V~,
211,,= V2 -+- V2 -f- V2 -+- J2 -t- V2-r- ... ,

le nombre des radicaux du second membre dans Ia derniàrs Agalit.é étant
égal à 11.

Ou a ensuito

De 2111= V2 et 2a,,= V2 -t- 2l1n_l on déduit sucoessivement

c'est-à-dire

C,,= V2- V2+ V2+ V2+J2+~,
le nombre des radicaux du second membre étant II -t- J.

Mais, puisqu'on part du carré, Cn. répond à un nombre de cótés représenté
par 2"+1. On a done, pour le périmetre du dernier polygone régulier
inseri! dans Ia circonférence de rayon 1,



ou, en divisant par 2 et en faisant tendre n vers l'inflni,

Ie nomhro des radicaux du second membre étant n +- I.

237. La méthode des pérímétres a été suivie par AncrrDIEDE,

l'illustre géornétre de Syracuse, qui, le premier (250 avant
J.-C.), a trouvé une expression approchée du nombre ir.

En partam de l'hexagone et en s'arrêtant aux deux polygones
réguliers inscrit et circonscrit de 96 côtés, ARCHlillEDE a montré

, . 3 10 3 10 22 C dque ir était compns entre + - et +- =-. ette er-
7 r 70 7

niere valeur, qui surpasse ir de moins de 2 rnl lllêrnes, est trés

souvent employée dans Ia pratique.

\ M d . I I . ,355
1 DRIEN ÉTIUS a ecouverl a va eur aUSSI par exces -,

rIS
qui est approchée à moins d'un demi-millionieme et qui est
facile à retenir. Pour Ia retrouver, on écril deux fois de suiie

les trois premiers nombres impairs. On a ainsi r 13355 : les
trois premiers chiffres composent le d éncminateur de I'expres-
sion, ei les trois dernicrs SOI1nurnérateur,



,



LIVRE DEUXIE~iE.
LES SURF ACES.

CHAPITRE PREMIER.

DÉTERMINATlON DES AIRES.

I. - Aires polygonales.

238. Apres avoir étudié, au point de vue élémentaire, les
propriétés des deux ligues planes les plus simples, naus
dcvons considérer de même les surfaces planes limitées dont
on fait I'usage le plus fréquent.

239. Un contour fermé de figure quelconque, tracé SUl' un
plan, détermine une surface plane limitée.

Deux surfaces planes Iimitées sont égales (7), lorsqu'on
peut les placer exactement l'une sur l'autre, c'est-à-dire les
Iaire cotncider.

Ajouler plusieurs surfaces planes limitées, c'est les disposer
les unes à Ia suíte des autres SUl' le même plan, dans un ordre
d'ailleurs quelconque, de manlere qu'elles n'aient aucune
partie intérieure commune et qu'elles ne se relient que par
certaines portions de leurs contours.

Si une surface A est ainsi Ia somme de deux surfaces B et C,
Ia surface C, à son tour, est Ia différence des deux surfaces A
et B.

24-0. Mesurer une surface plane limitée, c'est trouver son
rapport à une autre surface plane limitée prise paul' unité,

Le résultat de cette mesure s'appelle I'aire de Ia surface pro-
posée.
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II Y a done Ia mêrrie rlifférenee entre les mots surface et
aire qu'entre les mots ligne et longueur : on les confond
d'ailleurs três souvent dans le langage ordinairc,

Deux surfaces planes limitées peuvent n'être pas sllper-

posables et avo ir cependant des aires égales. On dit alors que
ces deux surfaces sont equivalentes (7).

Par ex emple, si l'on ajoute trois surfaces planes quelcon-
ques A, B, C, d'ahord dans I'ordre ARC, puis dans I'ordre ACB,
puis enfln dans l'ordre CAB, les surfaces sommes obtenues ne
sont p3S en général superposables, mais elles renferment
évidemment le même nombre d'unités superficielles, et sont
équlvalentes.

Si, à des figures planes de surfaces équivalentes, on ajoute
ou l'o n retranche d'autres figures de surfaces équivalentes, il
est elair que les sommes ou Ies différences ainsi formées sont
encere equivalentes. De mêrne, si I'on divise dcux figures
equivalentes en un même nombre de parties équivalerues,
les parties de Ia premiere sont équivaIentes à celles de Ia
seconde.

241. Le problêrne de Ia mesure des surfaces planes limitées
ou de Ia détermlnatlon des aires correspondantes présente
un caractére particulier, à cause de Ia difficulté de porter ou
d'appliquer successivcrnent SUl' une surface plane quelconque
Ia surface choisie pour unité. On ne peut donc résoudre ce
problerne directement que dans un três petit nombre de caso
Mais, une fois ces solutions obtenues, on peut en déduire,
par des considérations d'équivalence, I'expression des aires
de toutes les surfaces planes limitées par des lignes droites.

C'est le reclangle qui nous servira de point de départ.
Nous indiquerons d'abord les définitions suivantes.

2~.2. 00 prend pour base d'un triangIe le côté que l'on vent :
Ia Iiauteur du triangle est alors Ia perpendiculaire abaissée du
sommct opposé sur Ia base.

Un côté quelconque d'un parallélogramme étant pris pour
base, Ia hauteur de ce parallélogramme est Ia distance con-

stante qui existe entre Ia base et le côté opposé, égal et paral-
léle ,

D'apres cela, les deux côtés adjacents d'un rectangle con-
stituent indifféremment sa base et sa hauteur, ou encore les
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dimensions de Ia figure. Mais ceue demiere dénomínatlon
s'applique exclusivement aux côtés du rectangle.

Les deux côtés paralléles d'un trapéze sont ses bases; S~

hauteur est Ia dísiance constante entre ses deux bases.

2[~3. L'unité de surface est, en général, le carré construi!

SUl' l'unité de longueur, c'est-à-dire le mêlre carré,

Par conséquent, cbercher J'aire d'une figure plane, c'est
chercher combien sa superficie renferme de metres carrés et
de subdivisions du metre carré.

THÉOREl\IE.

2r..4. Le rapport des aires de deu» rectangles de méme base

est égal au rapport de leurs hauteurs (.fig. 160).

L'alre d'un rectangle dépend évidemment de sa base et de
sa hauteur. Nous allons chercher quelle
influence Ia variation de Ia hauteur peut
avoir sur Ia variation de J'aire, en suppo-
sant en premier lieu Ia base constante.

Deux rectangles de même base et
de même hauteur sont égaux , puisqu'ils

peuvent colncider.
Cela posé, soient deux rectangles ayant une même base fiC

et des hauteurs différentes BA et BE. On peut toujours les
supposer placés l'un dans I'autre, comme I'indique Ia figure.
Admettons l'existence d'une commune mesure entre les deux
hauteurs BA et BE. Si ceue commune mesure est contenue
clnq fois dans BA et deux fois dans BE, .on aura

Fit::. 160.

A~tlL -------------------- ~1

I --------------------j I{

E F
G -------------------- n
B G

Par tous les points de division G, I, L, meuous des paral-
leles à Ia base fiC. Nous partagerons le rectangle ABC]) en
cinq rectangles partiels et le rectangle BCFE en deux rec-
tangles partiels : tous ces rectangles parti eIs seront égaux
entre eux comme ayant même base et même hauteur. On
pourra prendre l'un de ces rectangles partiels comme com mune
mesure entre les deux rectangles proposés, et I'on aura

ABe]) 5

llCFE =;:.
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Le rapport des deux rectangles de même base est donc égal à
celui de leurs hauteurs, Et eomme on peut prendre, au con-
traíre, pour base du premíer rectangle le cõté RA et pour base

du seeond le eôté BE, de sorte qu'Ils ont alors Re pour hau-
teur eommune, on peut dire aussi que le rapport des aires de

deux rectangles de méme liauteur est égal au rapport de

leurs bases. '

Si Ia eommune mesuresupposée entre les hauteursBA elRE
n'existalt pas, on s'e reporterait aux indications déjà données
à ee sujet (105).

II résulte immédiatement de ee qui precede, d'aprés Ia
théorie des grandeurs proporlionnelles (t. I, Aritllm., r..t1),
que les aires de deu» rectangles quelconques sont entre elles

comme les produits de leurs deux dimensions.

THÉORíB1E.

21!.5. Lorsqu'oti prend pour unité d'aire le carré construit

SUl' l'unité de longueur, l'aire du rectangle a pour mesure le

produit des mesures de ses deux dimensions,

Désignons par R et R' les aires de deux rectangles quel-
conqu es ayant pour dimensions, le premier B et H, le second
R' et H'. Nous pourrons écrire (21!.fJ.)

R nu n II
R' = B' 1-1' = li' .H' •

Si R' est aiors l'unité d'alre ou le carré construít sur l'unlié
de longueur (2~.3), on aR/=IMq, R'=H/=lu, et !'égaiité
préeédente devient

U R H
0úi-~M·0·

Mais I~q' rapport de R à son unité, est Ia mesure de l'aire du

. I d • B H ,premier rectang e , e meme 7'\1 et 1M representent les mo-

sures des deux dimensions de ee rectangle. Le même nombre
abstrait eorrespond done à Ia mesure du rectangle proposé,
exprimée en metres carrés, et au produit des mesures de Ia
hauteur et de Ia base du rectangie, exprimécs en meu-és.

C'est ce qu'on énonee d'une mantere rapide, mais inexacte,
en disant : Un rectangle a pour mesure le produit de sa base
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par sa hauteur. Cette abrévlation n'a d'allleurs aucun incon-

vénient, lorsqu'on a bien saisi les explications précédentes.

On voit que l'aire d'un carré est représetitée par ia seconde

puissance du nombre qui mesure son côté .. C'est de .là que

vient le nom de carré, donné en Arithmétique à Ia seeonde

puissance d'un nombre,

THÉOREME.

24.6. L'aire dun. parallélogramme a pourmesure Ie produit

des mesures de sa base et de sa Iiauteur (fig. 161).

Soit le parallélogramme ABCO. Par les extrémités de Ia

base AB, menons à AR et à sa parallele CD

Ies perpen,dieulaires AF et BE. On forme

ainsi un rectangle ABEF qui a même base AS

etmême hauteur AI" que Ie paralléIogramme

proposé. Ce rectangle est équioalent au pa-

rallélogramme donné.

En effet, ces deux figures ont une parti e commurie ABED et

ne diffêrent quepar les triangles ADF, BCEj si l'on démontre

que ees triangles sont égaux, on aura prouvé l'équivalenee des

deux figures. 01' Ies triangles rectangl es ADI<', BCE, sont

égaux, paree que leurs hypoténuses AD et BC sont égales,

comme paralleles cornprises entre paralleles, et que leurs

eôtés AI" et BE sont égaux pour Ia même raison.

Mais le reetangle a pour mesure le produit de sa base par

sa hau teur (2lt-5) ; telle sera done aussi Ia mesure du parallé-

Iogramme.

COROLLA.I nz ,

24·7. Soient deu x parallélogramrnes P, P' j désignons leurs

bases par D, D', leurs hauteurs par H, H'. On aura

P=BH, P'=B'H'.

Il en résulte
P BH

P'-B'H"

Par conséquent, deux porallélogrammes de méme base et de

méme hauteur sont équicalents , deu» parallélogrammes quel-

conques sont entre eu» comme les produits respectifs de leurs

bases par leurs Iiauieurs , deux parallélogrammes de méme
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base sont entre eu» com me leurs liauteurs , deux parallélo-

grammes de méme hauteur sont entre eux comme Ieurs bases.

THÉOREME.

24.8. L 'a ire d'un triangle a pour mesure Ia moitié du

produit des mesures de sa base et de sa hauteur (fig. 162).

So it le triangle ABC. Par le point A, menons AD parallàle
à BC et, par le point C, CO parallele à AB.
00 forme aiosi le parallélogramme ARCD. Le
triaogle ABC est évidemment Ia moitié de
ce parallélogramme, qui a même base et
même hauteur que lui, puisque Ies deux
triangles ABC et ACD som égaux comme

ayant leurs trois côtés égaux chacun à chacun,
Le parallélogramme ayant pour mesure le produit des

mesures de sa base BC et de sa hauteur AE (:!4.6), le trianglc
a paul' mesure Ia moitié de ce produit.

c

COROLLAIRES.

24.9. Soient T et T' deux triangles que.conques ; désignons
leurs bases par B et B', leurs hauteurs par II el H'. On aura

T=BH,
2

T,=B/H'.
2

11 en resulte
T BH
Ti - B/I!"

Par conséquent, deux triangles de méme base et de niéme

luuiteur sont équivalerüs , deu» triangles quelconques sont

entre FUX comme les pro duits respectifs de leurs bases par

leurs liauteurs , le rapport de deu» lriangles de méme base est

I-gal 1i celui de leurs hauteurs , te rapport de deu» triangles

de méme tuuiteur est égal à celui de leurs bases.

250. 011 peut exprimer l'aire dun triangle équilatéral en

fonotion de son cõté,

Désignons ce côté par a: La hauteur du triangle cst évi-

d ' I '. /~ . a{3emment ega e a V ai-: 4 ou a -2-; par suite, 5011 aíre ~
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pour cxpressíon

251. Si I'on désigne respectívement par s, Ct et !t, l es
nombres qui mesurenl l'aíre, Ia base et Ia hauteur d'un
triangle, on a

Mais, Ia hauteur qui correspond au côté a ayant pour expres-
sio n (193, rO)

fi = 2 VPlP - a) (p - b)(p - c),
a

il vlern, en substituant,

S = VP(P - a)(p - b)(p - c;.

Dans cettc formule, qui fait connattre l'aire dun. triangle

eii fonction de ses trais côtés , p représente le demi-péri-
. a-l-b-l-G

d
. I

rnetre u tríang e.
2

252. Désignons par a, b, c, les trois côtés d'un triangle quel-
conque Ane, le côté a correspondaot au sommet A, le côté b au
sommet B, le côté c au so mmet C. En joignant le cenu-e O du
cercIe inscr it dans le triangle {figo 93) à ses trois somro ets,
00 décompose ce triangle en trois triangles partiels dont les
bases sont les côtés a, D, v, et dont Ia hauteur cornmune est

. le rayon r du cercle inscrito On peut donc exprime!' l'aire du

triangle ABC par Ia somme

ar br cr-+.._+-
222

ou

En désignant par 2P le périmétre a -1- b -1- c du triangle et

en représentant son aire par S, on a done Ia formule générale

S=pr, d'ou
S

r=-·
P -

253. Nous avens vu (170) que le produit de deux côtés a

et b d'un triangle est égal à Ia hauteur ft correspondant au
trolsierne côté c, multipliée par le diametre 21t du cercle cír-
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conscrit au triangle. On a donc

ab = 11.2B..

En multipliant par eles deux membres de ceue égal iié, il
v ient.

abc = hc . 2H..

Mais hc represente le double 2S de l'aire du triangle. On a
donc alie = 4SR. II en resulte Ia formule générale

S
_abe

- 4R'
doi R _ abc

ou -48 (19~).

Les r ésultats trouvés aux nOS251 et 252 permeuent de cal-
culer les ra)"ons des cercles inscrit et circonscrit à un t riangle

en fonction de ses côtés,

THÉOREME.

254 .. L 'a ire dun. trapeze a pour mesure le produit dós

mesures de la demi-somme de ses bases et de sa hau-

ieur (fig. 163).

Partageons le trapéze donné en deux triangles par Ia diago-
. ABxEF

nale BC. Le tnangle ACB a pour mesure (248) , lc
2

. CDxEF
triangle BCD a pour mesure . Le

2

trapez.e ABCD, qui est Ia somme de ces deu x
triangles, a donc pour mesure Ia somme
de ces deux mesures, c'est-à-dire, en met-
taut Ia hauteur commune EF en facteur,

Fig_ ,63_
f. E D

ffi
A F n

AR + CI) EF----x .
2

SCOLIE.

255. Si I'on represente par S, n, b, H, les nomLres qui
mesurenl respectivement l'aíre d'un trapeze, ses deux bases

el sa hauteur, on a Ia formule

S= B+ flH.
2

256. Si par le point G, milieu de AC, on mene GH parallele
aux deux bases, on sait (85) que ceue droite passe par le
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milieu H de BD et représente Ia demí-somme des bases du
trapéze. On peut donc dire encore que l' aire d' un trapêze a

pour mesure le produit de sa hauteur par Ia droite qui joint

les milieux de ses côtés non parallêles.

PROBLEME.

257. Mesurer l'aire d'un polygone quelconque,

Pour évaluer l'aire d'un polygone quelconque, on peut le
décomposer en triangles, soit en mennnt toutes les díagonales
qui aboutíssent à un même somrner, soit en choisissant un
point dans son plan et en le joignant à tous ses sommets. On
calcule alors l'aire de chaque triangle forrné , on fait Ia somme
arithmétique ou algébrique des résultats obtenus, et on a Ia
mesure demandée.

Lorsque le polygone est tracé sur le terrain, on suit ordinai-
rement une autre méthode (fig. 164).

On mene Ia plus grande diagonale AF du polygone proposé,
et l'on abaisse, des sommets exré-
rieurs sur cette diagonale, les perpen-
diculaires BN, CP, DQ, ER, HO, GQ.
Ces perpendiculaires partagent Ia
figure en triangles et trapézes rec-
tangles. En mesurant les différents
segments déterminés sur AF et les
perpendiculaires abaissées sur ceue droite, on a tous les élé-
ments nécessaires pour calculer les aires des différentes parties
du polygone, et par suíte l'aire de ce polygone lui-même,

Lorsque le polygone proposé est tracé sur le papier,on peut
le transformer en un triangle équivalent dont on cherche en-
suíte Ia mesure. C'est ce que nous montrerons plus loin (276).

Fig. 164 •

r: Il

G

lI. - Aires circulaires.

THÉOREME.

258. L' a ire d' un polygone régulier a pour mesure Ia moitié

du produit de son périmêtre par son apothême (fig. 165).

Soit O le centre du polygone régulier ABCDEF; joignons-Ie

à tous les sommets du polygone; nous le partagerons ainsi en
autant de triangles qu'Il a de cõtés, et.tous ces triangles seront
égaux entre eux. Considérons en particulier le triangle AOB;

DE c. - Cours, n. I I
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si AB est sa base, l'apotherne OG du polygone sera S3 hau-

t t I d J" d 'I 'I' ABX OGeur, e a mesure e arre u inang e sera ega e a ---
2

Firr. /65, S' J I '., 'I c d' J e po ygone propose a n cotes, I rau ra
B c multiplier Ia mesure précédente par n pour

avo ir l'aire du polygone : ceue aire S aura
D , nABXOG PXa

donc pour expression ou --,
2 2

en désignant par P le pérlmêtre du polygone

et par a son apotheme.

THÉonE~IE,

259. L 'aire d'un cercle a pOllr mesure Ia maitié du produit

de sa circonférence par son m,rou.

La circonférence étant Ia limite des pérlmetres des polygones
réguliers qui y sont inscrits et dont on double indéfiniment le
nombre des côtés (221, 223), le cercle est en même temps Ia
limite des aires de ces polygones. De plus, le rayon de Ia cir-
conférenceest Ia limite des apothérnes de ces mêrnes po-
Iygones (201), puisque Ia longueur de leur cõté tend vers
zéro.

Cela posé, soient S, P, a, l'aire, le pérlmetre et I'apotheme
de I'un quelconque des polygones considérés : on a constam-
ment entre ces varlables Ia relation

S = P X a (258).
2

Donc, elle aura aussi lieu entre les limites des deu x memnres
de I'égalité posée (217). On a, par conséquent, en désignant
pai' R le rayon du cercle,

I R circR X H
cer'c e = .

?

Nous avons d'ailleurs trouvé (22())

circR = 27r n,
•

et il vient, en substituant,

cercle H = ir [l'.

Ainsi, pour calculer I 'aire d' un. cercle , il [aut multiplier le

carré de son raJ'on pnrle nombre constani TI.
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De Ia formule préeédente, .on dédult

R= Veel'~eR.

Donc, pour calculer le rayon d/un eerele d'aire donnée, il

faut diviser par TI te nombre qui exprime eette aire et extraíre

Ia racine carrée du résultat:

Si l'on élimine R entre les relations

I R
cireRxR

eerc e = e1
2

circ Il= 2TIR,

on trouve
(eircR)'

cercleR= 47t' '

formule qui permet de calculer direetement l'aire du_ cercle
en fonetion de Ia longueur de sa circonférence, et reciproque-

meru.

THÉOREME.

260. L'aire d'un seeteur a pour mesure Ia moitié du produit

de l' are qui lui sert de base par le rayon da cercle dont {e

secteur fait partie (Jig. 166).

Un secteur AOB est Ia portion. de eercle comprise entre
deux rayons OA et OB; I'are AB qui eorrespond
aux extrémités de ces rayons .est Ia base du
seeteur.

Si l'on inserit dans Ia base du seeteur une
ligne brisée réguliêre (197), Ia portion de plan
comprise entre cette ligne brisée et les rayons
qui .Iimitent le seeteur circulaire constitue un
secteur polygonal régulier inserit dans ce seeteur cireulaire
et qui a pour base Ia Iigne brisée réguliêre,

Si I'on fait eroltre indéfiniment le nombre des eôtés de Ia
ligue brisée réguliere inscrite, elle a pOUI' limite' l'are AB
(221,223). L'aire du secteur cireulaire est done Ia limite des
aires des secteurs polygonaux réguliers inscrits, lorsqu'on
fait croitre indéfiniment le nombre des côtés de leur base.

Cela posé, désignons par R le rayon du cerele, par S l'aire
du secteur AOB, par lia longueur de sa base; soient de même s

I'aire d'un secteur polygonal régulier inserit, pIe perimêtre de

Fig. ,66.

8F i, ,
",

A G o E
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sa base et a l'apothême de éetLe base. En raisonnant eomme
au n° 258, on trouve immédiaternent

s=pa.
2

Cette relation, ayant constamment lieu entre Jes quantités
variables eonsidérées, a aussi lieu entre leurs limites (217),
et l'on obtient Ia formule '

S= iR,
2

qui justifie l'énoneé.

COROLLAIRE.

261. Si n est le nombre de degrés de l'are AB, on a (230)

1= nRn,
I~O

et l'expression de l'aire du secteur AOB devient

S= nR?n,

360

C f I faclle ] . nR' , I" deue ormu e est aCI e a ,retemr. 360 represente an-e u

secteur de 1°, c'est-à-díre de celui qui a pour base l'arc de 1°;

t:R' n . do I" d . b I'360 represente one aire u secteur qlll a pour ase are

de n degrés.

SCQLlE.

262. L 'aire d'un segment circulaire a pour mesure Ia moitié

du produit du ray'on par I'eaicês de l'are du segment sur Ia

moitié de Ia eorde qui sous-tend l'arc double (fig. 166) ..

Nous avons déjà défini le segment eirculaire (110).
Cherehons l'aire du segment AFB : il est Ia différenee du

secteur eorrespondant AOB et du triangle isoeéle AOB.
Si l'are AB correspond à un polygone régulier dont on sache

calcular le côté AB et l'apotheme OH, on a immédiatement

AO}' areAB X OAseet,= ,
2

trAOB=ABXOH,
2

d'oü

AFB areAB.OA - AB.OH
segm = 2
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Si I'are AB est queleonque, on écrit

lrAOB = 0.'\ X BG,
2.

BG étant Ia perpendiculaire abaissée du sommet B SUl' OA, et

iI vient
AFB OA(arr.AB-RGc)

segm = 2. •

ce quijustifie l'énoncé.

La Trigonomét rie (voir plus loin) permet, dans tous les cas,

de calculer Ia perpendieulaire BG, quand on connah le nombre

de degrés n de I'are AB.
Remarquons, en terminant, que, lorsqu'on a à calculer des

formules ou il entre des nombres complexes de degrés,

minutes et secondes, le mieux est, en général, de eonvertir les

minutes et les seeondes en parties déeimales de degré (t. I,
Arithm., 377).

III. - Aire approchée d'une figure plane terminée par une courbe
quelconque.

FORMULE DE SIl\IPSON,

263. B et B' désiguant les bases d'un trapêze, B" Ia parallele équidi-
stante de ces bases et h Ia demi-hauteur, ou peut exprimer l'aire du trapeze
par Ia formule

~ (B + B'+ 4B"),

qui se réduit eu effet à Ia formule connue h (B + B'), lorsqu'on y rem-
I

place B" par sa valeur - (B + B').
2

Cela posé, soit à évaluer approxlmativement I'aire comprise entre un
are de courbe quelconque AB, une droite fixe XYet les perpendiculaires

D

X A' C' D' E' F'. G' H' I' R' J/-B~

AA', BB', abaissées sur celte droite des extrémités de l'arc AB (fig, 167).
Supposons d'abord que l'are AB sou, dans toute sou étendue, concave

165
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vers Ia droite XV. Divisons Ia base A'B' en un nombre pair de parties
égales, en dix par exemple, et, par les points de division C', D', E', F', G',
H', I', K', L', élevons des perpendiculaires à XY. Désignons respectivo-
ment par YI> Y2; Ys, ••. , YlI, les perpendiculaires ou ordonnées AA', CC',
DO', ... , BB', et par h Ia distance constante de deux ordonnées consécu-
tíves. C, étant le point ou Ia corde AD coupe CC', on a, pour l'aire du tra-
peze rectiligne AOD'A',

~(AA'+DD'+ 4C1C') j

mais ce trapeze est moindre que le trapêze curviligne ACDD'A'j on est
ainsi conduit à remplacer C1C' par CC', et à prendre pOUI'valeur appro-
chée de I'aire du trapeze curviligne ACD D'A' l'expression

!t
3 ()1 + Y3 -t- 4)'2)'

En prenant de même

li
3 ()'s+)'s+ 4)'4),

h
3()'7+Y9+4ys),

pour expressions des aires des trapezes curvilignes DFF'O', FHH'F',
HKK'H', KBB'K', et faisant Ia somme, on obtient pour valeur approchée
de l'aire demandée

On retient aisément eette formule, attribuée à Simpson, en Ia mettant
sous Ia forme

h
S=3(E+2I+4P),

dans laquelle E désigne Ia somme des deux ordonnées extrêmes, I Ia
somme des autres ordonnées de rang impair, et P Ia somme de tentes
les ordonnées de rang pairo '

Quelle est l'approximation atteinte? La question est assez difficile, en
raison de Ia maniere dont Ia formule a été obtenue. EUe a été résolue
comme il suit par M. Mansion.

Menons des tangentes a l'arc de courbe AB par l'extrémité de chaque
ordonnée de rang pair, en Ies arrêtant aux deux ordonnées de rang ím-
pair qui Ia comprennont. On forme ainsi une suite da trapezes circon-
scrits, dont Ia sornme des aires est évidemment

L = 2h.P.
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D'autre part, si l'on considere Ia somme des aires des trapezes inscrits,
compris entre les ordounccs consecutioes, on a évidemment pour ccuo
somme

M. Mansion a remarqué que Ia formule de Simpson revient, comme il
est facile de s'en assurer, à

S = I+~(L -I).
3

ar, S est compris entre I et L, et il cn ost de même ele l'aire exacte.
Donc, S differe de l'aire exacte d'une quantité moindre que L - S ou
que S...:.. I, c'est-à-dire d'une quantité inférieure à

ou à
I
3(L-I).

L'approximation fournie par Ia formule de Simpson est donc représen-
tée par

E
P-l--

2h. 2

:)

ou par Ia moitié de cette quantité.

FORMULE DE PONCELET.

264. La base A'B' doit ici encore étre partagée en un nombre pair

de parties égales, dix par exernple (fig. 168). Nous désignerons les onze
ordonnées correspondantes par Yt ,)'2,Ya, ,YtO,YlI' Par les extrémítés
de toutes lesordonnéesde rang p air Y2,Y4, ,YI0, menons des tangentes
à Ia courbe AB et terrninons ces tangentes aux deux ordonnées voisines.
Nous formerons ainsi une série de trapezes dont Ia somme, évidemment
supérieure à l'aire cherchée dans le cas de Ia figure, sera une limite supé-
rieure du résultat 'demandé.

En appelant fi l'intervalle constant entre deux ordonnées consécutlves,
on a

trapezc AO' = 2ft 'Y2,

trapeze DF' = 211.y",
................. "

trapeze KD' = 2/1.Yto.

En désignant parS Ia somms de ces trapezes, il vient

Ia parenthêse renferrne toutes les ordonnées de rang pairo En désignant
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leur somme par P, on a donc

s = 2h.P.

Menons Ies cordes AC et BL, qui correspondent aux divisions extrêmes;
puis, dans l'intervalIe, Ies cordes CE, EG, GI, IL, qui correspondent

Fig. ,68.

A

Y, Y, Y, Y, Y, YlO Yu

X A' C' D' E' f' G' H' r K' I) B' Y

chacune à deux divisions. Nous formerons une nouvelle série de trapêzes
dont Ia somme sera une limite inférieure du résultat demandé. On a

trapeze AC' = li () I ~r2 ),

trapeze CE' = 2 li (r2
: r" ),

..................... O",

trapeze IL' = 211 (fB -:'Yl0) ,

trapeze.LB' = li (rio: rI1
).

En désignant par s Ia somme de ces trapêzes, iI viont

ou bíen, en ajoutant et en retranchant dans Ia parenthese Y2 +.YIO ,
, 2

I (ri +.1'11 Y2 +)'10 + p)
S=/I ---.---- 2 •

2 2

A étant l'aire cherchée, on a

s< A < S.

Mais Ia moyenne S + S tombe aussi entre s et S. On peut donc, sauf une
2

erreur que nous estimerons, prendre

A _ S +.f -I. ( P , E - E') .
--2-- 1 2 -'---4- ,
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dans cette formule, P désigne, comme nous l'avons dit, Ia somme de
toutes les ordonnées de- rang pair, E est Ia somme des deux ordonnées
ex trêmes, E' est Ia somme des deux ordonnées voisines des deux extrêmes.

L'avantage de cette formule, quand Ie nombre des divisions est grand,
c' est qU'11n'y entre que Ies ordonnées de rang pai r et Ies deux ordonnées
extrêmes, ce qui dispense de calculer Ies ordonnées interrnédiaires de
rang impair.

II reste à indiquer une limite supérieure de l'erreur commise en em-
. S+s S+s

ployant Ia formule. Comme A tombe entre S et -- ou entre -- et s,
• 2 2

I' I' r' bstí S+s'A ind S S+serreur que on taít en su stituant -- a est mom re que ---
2 2

S + S 'à diou que -- - S, c est- - Ire que
2

S - s = 11 (E - E') = ~(~_~) .
2 4 2 2' 2

Menons sur Ia figure Ies droites AB et CL; ces deux droites coupent
l'ordonnée du milieu GG' en deux points M et N, et I'on a

Y2 +.rtO = MG',
2

Yl +YIt = NG',
2

c'est-à-dire, en valeur absolue,

La limite supérieure de l'erreur eomrnise s'exprime dane géométrique-
ment par Ie produit

~.MN.
2

On peut dane, apres avoir tracé Ia courbe, mener provisoirement Ies
deux premíeres et Ies deux derniêres ordonnées, ainsi que celle du milieu,
en donnant à 11 une certaine valeur; puis, avant tout calcul, vérifier, en
mesurant MN, si l'approximation demandée est bien obtenue, c'est-à-
dire si Ia valeur choisie pour fi est convenable.

Si, dans ce qui précede, l'arc AB était convexe vers Ia droite XY dans
toute son étendue, une marche analogue conduirait aux mêmes formules.
Si cet are était en partie concave et en partie convexe, en menant une
perpendiculaire à XY par Ie point d'inflexion, on mesurerait, d'apres Ies
regles trouvées, Ies aires situées de part et d'autre de cette perpendi-
culaire et l'on en ferait Ia somme.
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CHAPITRE lI.

COMPARAISON DES AIRES.

I. - Rapports des aires semblables.

THÉOREME.

265. Les aires de deux lriangles qui ont un. angte égal

Fi'fr. 169. ou supplémen taire sont proportionnelles

D' aua: produits des côtés qui comprennen:

~

cet angle (fig. 169).

fi A Soient deux triangles ayant un angle

_------- E égal. On pourra les dispo ser de manlere
------- que cet angl e leur soit commun, c'est-

11 c
à-dire les placer l'un dans l'autre comme

les triangles ARC, ADE.
Formons alors le triangle ARE en menant Ia droite RE. Si

I'on prend R comme som mel comrnun des deux triangles ARC,
ARE,on voit que ces deux triangles ont leurs bases AC, AE,
sur une même Iigne droite; i1s ont donc même hauteur et

sont entre eux comme leurs bases (2lt.9). On a donc

ARC AC
ARE - AE'

Si I'on prend E com me sommet commun des deux lriangles
ARE, ADE, ces deux triangles ont aussi .même hauteur p3r
rapport à leurs bases AR, A]), et I'on peut écrire

ARE AR
A[)E= AO'

Si I'on multiplie terme à terme les egalités (I) et (2), le fae-



La démonstration précédente s'appllque identiquement aux
deux triangles ABC, AD' E, qui ont un angle supplémentaire.

266. Les aires de deu» trian gles semblab.'es sont propor-

tionnelles aux carrés de leurs

côtés homologues (fig. 170).

Soient les deux triangles sem-
blables ABC, A'B'C'. Si I'on porte
le second sur le premier de ma-
niere à faire coi'ncider Jes angles
égaux A et A', le triangle A' H'C'
deviendra le triangle ADE, et l'on aura

,

GÉOMÉTl\lE.

tem commun ABE disparatt, et il reste

ABC AB.AC
ADE - AD.AE

THÉOREME.

AR AC
A'E' - A'C'

Fig. '70

AB AC
ou AJ)= AE-

Cela posé, les deux triangles ABC, ADE, ayant un angle égal,
on a (265)

ABC AB.AC AB AC AB2
ADE = AD.AE = AD· AE =AI)2·

c'est-à-díre

ARC ABl
A' H'C' - A' B'2·

COROLLAIRES.

267. Les aires de deux polygones semblables sont propor-

tionnelles au» carrés de leurs côtés

homologues (fig. IJ I). Fig.171.

Décomposons les deux poly-
gones proposés en un même
nombre de triangles sernblables et
semblablement disposés, en me-
nant les diagonales qui correspon-
dent aux sommets homologues C

B~A / E

//~
C D

et c. Ces triangles étant
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semblables, on a

BCA BA2

bca· = ba2 '

GÉOMÉTRIE.

ACE AE2
--=-,
aCI:: ae'

ECD ED!
ecd = ed2'

La similitude des polygones donne d'ailleurs

BA AE ED
ba - ae - ed

ou
BA2 AE2 E02
ba2 = ae2 = ed" '

et \'on en déduit
BeA ACE ECD
bCll = ace = ecd'

En appliquant alors un théorémo connu (t. I, Alg. élém., 63),

ilvient

BCA + ACE + ECO BCA BA2
bca + ace + ecd - bca - ba2

ou
CBAED BA2

cbaed - b{(2 •

268. Si l'on désigne par S et s les aires des deux polygones,
par A et a deux de leurs côtés homologues, on a

d'ou ~=' /~.
a V s

Par conséquent, lorsqu'on veut amp lifie r ou réduire un poly-
gone dans un rapport donné, Yéchelle à employer pour am-
plifier ou réduire les côtés de ce polygone est égale à Ia racine
carrée du rapport des aires des deux polygones,. c'est-à-díre à
Ia racine carrée du rapport donné.

THÉOREME.

269. Le rapport des aires de deu» polygones réguliers sem-

blables est égal à celui des carrés de leurs rayons ou de leurs

apothêmes.

Désignons par S et s les aires des deux polygones, par P et p
leurs périmêu-es, par R et r leurs rayons, par A et a leurs

apothemes. On a

S=~·A et s=p·a (258),
2 2

d'oü

S P.A P A
-=-=-x-·
s p.a p a
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Nous savons d'ailleurs (202) que

P A R
-==-==-.
P a r

S,,I' I P I ' I A '1 .I on remp aee - par e rapport ega -, I víent
p a

S A A }\2 R2
-=-x-=- =_0
s a a ai r2

THÉOHEME.

'270. Deux cercles sont proportionnels aua: carrés de leurs

ra)"ons.

Soient deux eereIes queleonques dont Ies rayons sont R et

R'. On a (259)

eeI'cleR=7rR\ cereleR'=7rR'2,
d'ou

cercleR R2
-ee-/'-c:-le""'l{~1= -R-'2.

scotts.

271. Les aires de deu» secteurs semblables sont proportion-

nelles aux carrés de leurs rayons.

On entend par seeteurs semblables ceux qui ont pour bases
des ares sembkibles, c'est-à-dire d'un même nombre de degrés.

Désignons les aires de ees secteurs par S et SI, par R et }{'

leurs rayons, par n le nombre de degrés de leurs bases. Nous
aurons (261)

7rR'2n
S'--360' d'oü

Les aires de deux segments semblables sont prop ortionnelles

ausc carrés de leurs ra)"ons.

On entend par segments semblables ceux qui correspondent
à des seeteurs semhlables, Désignons par S et T les aires du
secieur et du triangle 'dont Ie premier segment est Ia diffé-
renee, par S' et T' les aíres du seeteur et du triangle dont le

second segment est Ia différence. Les deux secteurs et les deux
triangles étant semblables, on a, en appelant R et R' les rayons
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des cercles dont font par tle les deux segments,

S R2 r R2
8'= R/2' T' = R'2'

d'oü
r
1"

et

En général, les aires de deu» surfaces semblables quel-

conques sont proportionnelles aux carrés de deux lignes

homologues tracées d'une maniêre quelconque dans les deu»

surfaces,

TI-IÉOREME.

272. Le carré construit sur l' hrpoténuse dí un. triangle rec-

tangle est équivalent à Ia somme 'des carrés construits sur les

côtés de l' angle droit (fig. 172)'

Soit le lriangle ABC rectangle en A; soient les carrés ABDE,
ACFG, BCHK, construits sur ses trois

Fig. '72• côtés, L'angle en A étant droit, le cõté

G AE du carré ABDE sera le prolonge-
ment du côté CA du triangle, et le

(I côté AG du carré ACFG sera le pro-
longement du cõté BA.

Cela posé, abaissons SUl' l'hypoté-
ouse BC Ia perpendiculaire AL, et
prolongeons-Ia jusqu'en I, ou elle
coupe le cõié KH; menoos les droites

K [I AK et DC. Le triangle ABK a même
base BK que le rectangle BKIL, et il

a aussi même hauteur, puisque son sornrnet A se trouve sur
Ia droite IL : le triangle ABK équivaut donc (24.5,24.8) 11 Ia.
moitié du rectangle BI\IL. De mêine,le triangle BCD équivaut
à Ia moitié du carré ARDE, car il a même base BD et même
hauteur, puisque son sornrnet C se'trouve sur Ia droite EA.
D'ailleurs, les deux IrianglcsABK et BCD sont égaux comme
ayant un angle égal cornpris entre deux côtés égaux chacun
à chacun, savoir : l'aogle ABK égal à l'angle CnD, comme
formés tous deux d'un angle droit et de I'aogle ABC du triangle
donné; le côté BK égal au cõié Bf comme côtés d'un même

carré; le côté AB égal au côté BD pourla même raisoo. De
l'égalité des deux triangles ABK et ECO, 00 cooclut l'équí-

valence du rectangle BKIL et du carré ABDE.
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On démontrerait d'une mantere analogue, en menant les
droites AH et BF, l'équivalence du rectangle CLlH et du carré

ACFG.
Le carré I3CHK, somme des deux rectangles BKIL et CLlH,

est donc équivalent à Ia somme des deux carrés ABDE et

ACFG.

COROLLAlllES.

273. Deux rectangles de mêrne hauteur étant entre eux

cornme leurs bases, on a

BKIL BL
BCl;lK - llC et

CLlH CL
BCMK-BC'

d'oü, en remplaçant les rectangles par les carrés équivalents,

ABDE ACl"G BCHK
BL=cr-'=nc'

Les carrés construits sur les côtés de l' angle droit et sur

l'hypoténuse d'un triangle reclangle sont donc respective-

ment proportionnels aux projections de ces côtés SUl' l' hy'po-

ténuse et à l' hrpoténuse elle-méme,

274. Si I'on construit sur les cõtés de l'angle droit et SUl'
I'hypoténuse d'un triangle rectangle ABe trois polygones sem-
blables ,P, Q, R, on a (267)

P Q Il
AB! =AC2 = BC2'

d'oü P+Q R
AB2 + AC~=nu'

c'est-à-dire (168)
R= P+Q.

scot.rs.

275. On pourrait déduire le théoreme précédent du théoréme

du n° 168; cal', puisque I'aire du carré construit SUl' une.droite
a pour mesure le carré du nombre abstrait qui mesure Ia
longueur de celte droíte, on voit que le théoréme rappelé
exprime que Ia mesure du carré construit SUl' I'hyporénuse
est égale à Ia sornme des mesures des carrés construits sur Ies
cõtés de l'angle droit, et par suite quê le premier carré équi-

vaut à Ia sornme des deux nutres. Inversement, on passerait du
point de vue concret au polnt de vue abstrait, c'est-à-dire du
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n° 272 au n- 168, en remplaçant les aires des carrés par leurs
mesures respecttves.

La même remarque s'applique aux diverses relations numé-
riques que nous avons démontrées dans le § IIldu Chapitre Ill
du premier Livre, entre les divers éléments d'un triangle,
rapportés à une unité commune. De ces relations, résultent
immédiatement autant de théorernes sur les aires; et l'on pour-
rait inversement donner des démonstrations directes de ces
derniers théorernes, comme l'a fait EUCLlDE, et en déduire
ensuite les relations numériques correspondantes.

n. - Problêmes relatifs aux aires.

PROBLEME.

276. Construire un triangle équivalent à un polygone donné

(fig· 173, 174)·

Soit, par exemple, le pen'tagone convexe ABCDE (fi{!;'173).
En menant Ia diagonale EC, on détache de ce pentagone le
triangle ECD. Si, par le sommet D,on mene alors une paral-
léle DF à Ia diagonale EC, tous les lriangles qui ont EC pour base

Fig. '73.

~c

/ 'i{------l F

A U

et leurs sommets sur DF sont équivalents au triangle ECD(249)
et forment avec le quadrilatêre ECBA un polygone équivalent
au pentagone proposé. 01', pour que le nouveau polygone
ABCFE ait un sommet de moins, il suffit de choisir parrní tous
ces triangles celui dont le sommet est en F, à Ia rencontre de
Ia paralléle DF et du côté BC prolongé.

La construction indiquée permettant de transformer un

polygone quelconque en un poZrgone équioalent, mais ayant

uri côté de moins, on arrive toujours, en Ia répétant, à un
triangle équivalent au polygone proposé.

Dans Ia fig, 173, en menant par le sommet A, jusqu'à Ia ren-
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r,ontrt>, de FB prolongé, Ia paralléle AG à Ia diagonale EB, on
passe du quadrilatére EABF au triangle équivalent FEG. Ce
triangle est done équivalent au pentagone prlrnitif',

Lorsque le polygone considéré n'est pas convexe (fig. J 74 l,
Ia eonstruction reste Ia même, Le pentagone concave ABCOr:,
augmenté du triangle EOC, équivaut au quadrilatêre ABCEj e t

ce quadrilatere, diminué du triangle EFC, qui est équivalent
au triangle EOC, donne le quadrilatêre ABFE équivalent au
pentagone proposé.

Comme nous l'avons dit (257), le probleme précédent
fournit un nouveau moyen pour évaluer l'aire d'un polygone ;
on peut, en eflet, transf'ormer le polygone considéré en un
triangle équivalent, puis calculer l'aire de ce triangle.

PROBLEME.

277. Construire un carré équioalent à un polygone donné ,

Construire un carré équivalent à une figure donnée, c'est
opérer Ia quadrature de cette figure.

Supposons d'abord qu'on veuille construire un carré équl-
valent à un triangle donné. Soient X le côté d~ ce carré, B et Il
Ia base et Ia hauteur du triangle proposé. On devra avoir
(245,248)

Le côté du carré cherché sera done une moyenne propor-
tionnelle à Ia moitié de Ia base du triangle et à sa hauteur.

S'iI s'agít d'un parallélogramme, d'un irapéze, d'un polygone

régulier et, en général, d'un polygone dont I'aire soit exprimée
par le produit de deux lignes, il suffít de chereher Ia moyenne
proportionneIle à' ces deux lignes. On obtient ainsi le côté du
carré équivalent.

Dans tout autre cas, on transforme le polygone donné en un
triangle équivalent (276), et l'on cherche le carré équivalent à
ce triangle, comme on vient de le dire.

PROBLEME.

278. Trouver deu» droites proportionnelles aua: aires de deu»

polygones donnés.

On pourra ioujours remplacer les polygones considérés pnr

DE C. - Cours, 11. 12
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les carrés équivalents (277). Soient a et a' Ies côtés de ces
/ carrés, a: et y Ies droites cherchées. On devra avoir

On peut choisir arbitrairement I'une des deux droites cher-
chéesvj- par exemple, et posery=a'.II vient alors

x sera done, dans ceue hypothese, une trolslerne proportf on-
nelle (186) aux cõtés a' et a, et le rapport de eette troislerne
proportionnclle à a' sera le même que eelui des polygones
donnés.

PROBLEME.

279. Construire un. polygone équioalent à un. polygone P
et semblable à un polygone Q.

II s'agít iei de transformer un polygone donné P en un autre
polygone X équivalent au polygone P, mais sernblable à un
seeond polygone donné Q.

Soient q un côté queleonque du polygone Q, et :1: le cõté
homologue du polygone X. On devra avoir (2fi7)

Q q2

x: = x2'

ou, puisque le polygone X doit être équivalent au polygone P,

Q q2
p- x2'

Remplaçons les polygones Q et P par les carrés equivalents a2

et b2 (277). li viendra

d' •ou

Le eôté a: est done une quatrieme proportionnelle aux trois
droites a, b, q (186). et il restera à construire sur ce côté,
'homologue du côté q, un polygone sernblable au poly-
gone Q (191).
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PROBLEME.

280. Deux figures semblables étant données, construire une

figure semblable égale à leursomme ou à leur différence,

S'iI s'agít de deux carrés dont les côtés soient a et b (a> b),
le côté a: du carré rgal à leur somme sera I'hypoténuse du
triangle rectangle ayant pour côtés de l'angle droit a et b; le
côté y du carré égal à leur différence sera le second côié de
l'angle droit d'un triangle rectangle ayant a pour hypoténuse
et b pour premier côté de I'angle droit (272).

S'il s'agit de deux polygones semblables A et B (A> B),
dont deux CÔLés homologues quelconques soient a et b, le
cõté homologue x du polygone sernblable X = A + B sera
l'hypoténuse.du triangle rectangle construit SUl' a et b com me
côtés de l'angle dro it ; le cõté homologue y du polygone sem-

blable Y =A - B sera le second côté de l'angle droit du
triangle rectangle ayant a pOLIrhypoténuse el b pour premier
côté de I'angle droit (274.).

Dans le cas de deu x cercles ayant R et R' pour rayons, il
sufflt de remplacer dans I'alinéa précédent a et b par R et R'
pour trouver les rayons a: et y des cercles égaux respective-
ment à Ia somme ou à Ia différence des deux cercles donnés.

scoi.rs.

281. Il résulte de ce qu'on vientde dire que, si, surles trois
cõtés d'un triangle r ectangle ABC (fig. ,']5) comme diamétres,
on décrit des demi - cercIes, le. derní-
cercle décrit SUl' l'hypoténuse sera équí-
valent à Ia somme des demi- cercles
décrits sur les côtés de I'angle droit. En
enlevant de part et d'autre les parties
communes ApB, AqC, qui soru ombrées
sur Ia figure, on vo it que Ia somme des
deux lunules AmBpA, AnCqA, est équivalente à l'a ire du
triangle rectangle ABC. Ceue proposítíon est auríbuée à II ip-

pocrate.

Fig, 175.

179
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PROBLE~1E.

282. Construire un polygone semblable à un polygone

donné et dont l' aire soit à celle de ce po(rgone dans le rapl'0rt

de deu» droites données M et N (fig. 176).

Supposons d'abord que le polygone donné sou un carré, et
soit A son cõté, Si X est le côté du carré cherché, on devra

avoir (267)

La question est donc de construire un trlangle rectangle teI
que le rapport des segments déterminés SUl' l'hypot énuse par
Ia perpendiculaire abaíssée du sommet de I'angle droit soít

égal à ; (273) et que le côté adjacent au segrnent qui cor-

respond à N soit égal à A.
01', en portam SUl' une droite indéfinie BC=M, CD =N, en

décrivant une demi-ciroonférence sur
BD comme diarnetre et en menant à BD
Ia perpendiculaire CE jusqu'à Ia ren-
contre de ceue demi-circonférence, on
obtiendra un triangle rectangle BED
dans lequel les segments de l'hypoté-
nuse présenteront le rapport demande.
Il en sera de mêrne (152) pour tous les
triangles rectangles semblables qu'on

formera en menant entre les côtés de I'angle droit BED, pro-
longés ou non, une parallele à l'hypoténuse BD. Parrni t0l15
ces triangles, celui dont le cõté, dirigé suivant ED, est égal
à A, répond à Ia questiono

On portera donc SUl' ED Ia longueur EG =A; par le point G,
on menera à BD Ia paralléle GF jusqu'à Ia rencontre de J;:B, et

FE représentera le côté du carré cherché. On a, en eff'et,

Fig. Ij6.

Alf-----j

Mlf-----I

NI-----<

~

-2

EF FH BC
EG2-HG-CD

ou

Soit maintenant un polygone quelconque P; désignons par
p l'un de ses cõtés et par x le côté homologue du polygone
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cherché X. 00 devra avoir, d'aprés l'énoncé,

et

d'oü

Le problêrne se trouve done ramené à trouver le cõté d'un

carré qui soit à un carré dooné dans \e rapport de deux droites
données, question que neus venons de résoudre. Quand on
aura obtenu le côté x homologue de P» il restera à construire
sur ce côté un polygone semblable au polygone P.

Dans \e eas de deux eereles, en désignant par a: et r leurs
rayons, on devra avoir

rrx2 M x~ M
rrr2 - N ou -;:;= N .

C'est eneore le mêrne problême,

SCOLIE.

283. Si le rapport ; était donné numériquement et égal

par exemple à ~, 00 choisirait une certaioe longueur pour
7 -

unité, et I'on rentrerail dans le cas préeédent en prenant les
droites BC el CD égales à cinq Iois. et à sepl fois ceue lon-

gueur.

284.. La recherche d'une échelle de réduelion (192) revient
au fond à ce qui précéde. Supposons que l'aire du plan doive
être Ia millionieme partie de l'aire du terrain. On aura, pour le
rapport des carrés des Iignes homologues du pIan et du terrain,

x2

a2
---,
1000000

d'oü
X I-=--.
a 1000

Chaque ligne du plan devra done être Ia míllíêrne partie de Ia

ligne qui \ui correspond SUl' le terrain : en d'autres termes,
1)1 doit y être représenté par O~J,OOI. Telle est l'échelle à
adopter.



GÉOMÉTRIE.

1110 - Exercices et questions complémentaíres.

PIl.OBLÉMEo

28iío Diviser un triangte en deua: parties equivalentes par une droite

parailélc a sa base (figo 177)0

AfiC étant le triangle donné, admettons que Ia droite DE réponde à Ia

Figo 177.

A

E

B c

questiono Le point O suffit pour déterminer cette droite, puisqu'elle doit
être parallele à BCo

Cela posé, le triangle ADE, semblabIe à ABe, devant être équivalent à
s~ moitié, on a (266)

ADE A02 I

ABC = AB2 =;:' d'oü 2AD2 = AB2
0

AR est donc (169) Ia diagonale du carré dont Ia cõté inconnu est AOo011
en déduit irnmédiatement Ia construction suivante.

Par le point O, milieu de AB, on éleve SUl' ceue droite Ia perpendi-
culaire 00' = OA; on rabat AO' en AI) sur AR, et le point D est le point
cherché.

PROBLEMEo

2860 Diviser un trapéze en parties proportionneltcs a deux droites ou

à deua: nombres donnes par une paraltéle aux bases (figo 178)0

Figo 1780

ABeo étant "Ie trapeze donné, admeltons que Ia droite FG réponde à

Ia questiono Le point F suffit pour déterrniner cette droite, puisqu'elle
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FCOli =N'
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doit étre paral'ele à AB et a CD. Les deux droites ou les deus nombres
donnés étant représentés par M et N, on doit avoir

Cela posé, prolongeons les deux côtés non paralleles du trapeze jusqu'à
leur rencontre au point I.

Les trois triangles semblables (146) de Ia figure donnent (266)

lAB lFG ICD
IAt = U'2 = lC2'

On en déduiL*(t. 1, Alg. élém., 63)

IFG - IAB ICD - IFG
IF2-1A2 = 10-lF21

lA'2 ou IA 2 IC2
IH = lC'

IF'2 011 IF2 rc-
lK =YC'

c'est-a-dire, en échangeant les moyens,

AFGB
FCDG

IF2- IA2 M
lC2-11<'2 N'

Décnvons alors, sur lC cornrne diametre, une demi-circonférence. Si
l'on su ppose dans ceLle demi-circonférence les cordes IA' et lF' respecti-
vement égales à IA et à lF, et qu'on projelte les points A' et F' en H et
en K sur ie diarnetre lC, on a (273) .

Il en résulte évidemment

lF2- IA2= lC(IK- IH) = ICKH,

IC2- U'2 = IC(IC- lK) = lC.KC,

et, par suite, d'apres l'égalíté (I),

On n'a done qu'à trouver le point K qui divise Ia dislance connue HC
proportionnellement aux nombres donnés M et N (18;;). Le point K fait
connaltre le point F', qui" à son lour,détermine Ia point F.

Si l'on veut diviser le trapeze donné en deux par.ties équivalentes, il
Taut faire M = N, et le point K est Ia milieu de HC.
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PROBLEME.

287. Étant donnes un point et 1lI1 angle, mener par le point une droite

qui limite aoec les côtes de Pangle un triangle d'aire donnée (fig. 179).

Soient le point M et I'angle XOY. Admettons que Ia droite AMB
réponde à Ia questiono Le point A suffit pour Ia déterminer, puisqu'elle

Fig.- 179.

•. '--

x:

doit passe r par Ie point M. Représentons l'aire imposée au triangIe
cherché AOB par un carré de côté c.

Cela posé, menons par Ie point M Ia paralléle MH à OX, et, sur cette
parallele, déterminons Ie point K de maniere que le parallélogramme OHKL
soit équivalent au carré c2 ou au triangle cherché. li suffit, HH' étant Ia
hauteur de ce paraIléIogramme, de satisfaire à l'égalité

HK.HH'= c2, d'oü

On aura donc HK en construisant Ia troisieme proportionnelle aux
deux droites HH' et c (186).

Pour que Ia droite AMB réponde maintenant à Ia question, il faut qu'elle
coupe Ie côté KL du paralléIogramme en un point I tel, que Ie triangle MKI
soit équivalent à Ia somme des deux triangles MHB et LAI; Ie triangIe AOB
et Ie paralléIogramme OHKL, ayant comme partie commune Ie pen!a-
gone OHMIL, seront alors eux-mêmes équivalents,

Comme les trois triangles considérés sont semblables, Ieurs aires son!
proportionneIles aux carrés de leurs côtés homologues, et I'on est imrné-
diaternent conduit à Ia construction suivante,

On décrit sur MK comme diametre une demi-circonférence, dans
IaqueIle Oll prend Ia corde MP égaIe à MH, puis l'on joint PK. Si l'on porte
cette longueur PK sur t'axe OX, de part et d'autre du point L, on obtient
Ies deux points A et A', qui, joints au point M, déterminent Ies deux
solutíons AMB, A'MB'.

En effet, pour Ia premiere, l'aire du triangle MKI est bien Ia somme
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des aires des triangles MHB et LAI, puisqu'on a

MK2= MP2+ PK2= MI-12+LA2.

185

Pour Ia seconde solution, c'est le triangle MKR qui est Ia somme des
triangles MHB' et LA'R, de sorte que le triangle MHB' équivaut au tra-
peze MKLA'. Or le triangle A'OB' et le parallélogramme OHKL ne
different précisément que par ees deux dernieres aires.

Pour que le probleme soit possible, il faut et il suffit que l'on ait
MH <MK. Si l'on a MH = MK, Ia eorde PK est nulle. 11 en est done de
même de LA = LA', et les deux solutions précédentes se réduisent à Ia
droite obtenue en joignant le point L au point M, qui devient le milieu de
Ia portion de cette droite interceptée dans l'angle XOY.

Comme le minimum de HK, qui a Iieu pour MK = MH, réponrl à eelui
de c2, on voit que, de toutes les droites menées par le point M dons

l'al1gle XOY, celle qui determine te triangle d'aire minimum est dioisee

P'"' ce point en deux parties egates,





--------------------

LIVRE TR,OISIEME.
DÉVELOPPEMENTS DE GÉO:~H=TRIE PLANE (I).

CHAPITHE PREMIER.

T II É O u I E D E S T R A N S V E nS A L E S.

I. - Transversales dans le trianqle.

THÉOREME.

288. Lorsqu' une' droite rencontre les t rois câtés d' un tri-

a~gle, proiongés s'il est nécessaire, elle determine, par les dis-

tances de ses points d'intersection au.a: esctrémités de chaque

câté, si» segments tels, que le produit de trois segrnents sans

eaitrémité commune est égal aup roduit des trois autres seg-:

ments (fig. 180).

Il n'y a que deu x positions possibles. La transversale co nsi-
dérée peut couper deux côtés du triangle et le proIongerncnt
du troisiêrne côté, ou bien les prolongernenls des trois côtés.

La démonstration reste Ia rnêrne.
Le triangIe ABe étant coupé par Ia transversal e DEF, les

(I) Les deux premie rs livres renferment les éléments ordinaires de Ia Géo-
mé.rie plane. Nous nous proposons, duns ce n-oisiéme Livre, d'indiquer sue-

cinclement, comme nous I'avions fait duns notre premier e Édition, quelques
unes des théories nouvelIes qui sont venues peu a peu compléter ces élémcnts.

El le s sont n aturel lernent renfermées dans ce qui précédc ; mais elles perrnet-

tent, dans un gr and nombre de questions ; de frunchii- heaucoup plus rapi-
dement les anneaux intermédiaires et, par cela méme, ellcs peuvent it leur

tour suggérer d'aut res points de vue et accroítre co nsidérabl emen t le domaine

norma I de Ia Géométrié.

Les Anciens c~nnaissaient une partie de ces théories,
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segmenta correspondants sont DA et DB, EA et EC, FB et FC.
Menons alors par le sommet C, par exempIe, Ia parallêle CG
au cóté opposé AB jusqu'à Ia renconlre de Ia transversale.
, Les triangles semblables FCG, FBD, d'une part, ECG, EAD,

Fig. ,80.

--------~--~--~-------~--------A

F

D

d'autre part, donneront successivement

GC FC
DB = FS'

En divisant ces deux égalités membre à membre, il vient

DA EA.FC
DB = EC.FB'

c'est-à-dire

(I) DA.EC.FB = DB.EA.FC.

On met souvent cette relation sous Ia forme

(I bis)
DA EC FB
DBEAFC=+r.

On remarque, en effet, en se reportant aux signes des seg-
ments (12, 136), que, SUl' Ies trois rapports écrits dans le pre-
mier membre, iI y en a toujours un nombre pair qui sont né-
gatifs (o est un nombre pair).

289. RÉCIPROQUEMENT, si trois points D, E, F, situés en nombre

pair sur les câtés d'un triangle ABC, en nombre imp air sur

les prolongements de ses câtés, satisfont à la relation (I), les

trois points proposés sont en ligne droite (fig. 180).

Car, si Ia clroite DE ne contenait pas Ie point F, elle cou-
perait le côté BC en un certain point FI, et 1'011 aurait à Ia fois,
d'aprés I'hypothêse et d'aprês Ia proposition directe,

DA.EC.Fn = DB.EA.F C,

DA.EC.FI B = DB.EA.F/C.



· On en déduirait par division

1<'B 1<'C
1<":8 - 1<"C
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ou
FB PB
FC = PC'

relation qui exige (136) que le point P se confonde avec le
point 1<'.

290. Le théoréme que nous venons d'établír est souvent
appelé théoréme de Ptolémée (125 ap. J.-C.), bien qu'on le
trouve dans les Sphériq ues du géométre grec Ménélaüs (80 ap.
J .-C.). Il sert, en particulier, à proul'er que trois points d' une

figure sont en ligne droite, en imaginant un triangle dont les
côtés ou leurs prolongements passent par ces trois points.

Carnot a donné ce théoréme comme fondement à sa théorie
eles transversales (1806).

TI-IÉOREME.

291. Si l'on joint un. point quelconque pris dans le plan
d'uri triangle à ses trois sommets, les droitesobtenues deter-

minent sur les câtés dú triangle ou sur leurs prolongements

sio: segments tels, que le produit de trois segmetits sans ex-

tremité commune est égal et de signe contraire aa produit

des trois alares segments (fig. 181).

Il n'y a pour le point choisi que deux positions possibles :
il est íntérieur ou extérieur au triangle. La dérnonstratiou

reste Ia même,
Fig. ,81.

----------~------------D

Soient le triangle ABC et le point O. Les transversales OA,
OB, OC, couperont les trois côtés du triangle, ou bien elles
couperont un seul côté et les prolongernents des deux autres.

Cela posé, considérons le triangle ABF coupé par Ia trans-
versale COD. Nous aurons (288)

DA.OF.CB = DB.OA.C1<'.
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Considérons de même le triangle ACF coupé par Ia trans-
versale BOE. Nous aurons

EA.OF.BC = EC.OA.BF.

En divisant membre à mernbre les deux égalités prece-

dentes, u vient, en remarquant (136) que l'on a ~~ =-1,

DA DB.CF
- EA = EC.BF'

c'est-à-dire

DA.EC.FB =- DB.EA.FC.

On mel souvent cette relation sous Ia forme

(2 bis)
DA EC FB
DB EA FC =-1.

292. RÉCIPROQUIlMENT, si trois points D, E, F, situes en nombre

imp air sur les câtés d'un tríangle ABC, en nombre pair sur

les prolongements de ses câtés, satisforit à la relatiori (2), les

droites quijoignent respectioement les trois points proposés

aua: sommets opposés da triangle sont concourantes (fig. 18 J).

Cal', si Ia dro ite AF, par exempIe, ne passait pas par le
point O ou se croisent Ies droites BE et CD, Ia droite AO cou
perait le côté BC en un certain point F', etl'on aurait à Ia fois,
d'apres l'hypothése et d'apres Ia proposi tion directe,

DA.EC.FB =-DB.EA.FC,

DA.EC.F'B=- DB.EA.F/C.

On en déduirait par division

FB FC
F'B - F/C

ou
FB F/B

FC = F/C'

relation qui exige (136) que Ie point F' se confonde avec le
point F.

293. Le théorérne que nous venons d'établir est dú ali mar
quis Jean Cera, géométre italien du XVIl~ siecle. II sert, en
particuIier, à prouver que trois droites d'une figure sont con-

courantes,

On peut en déduire immédiatement certaines propriétés
déjà démontrées par une autre voie.
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[0 Dans tout triangle ABC, les médianes AD, BE, CF, sorü

concourantes (84).
En effet, les trois rapports

DC
DB'

EA
EC'

FB
FA'

qui eutrent alors dans le prernier membre de Ia relation (2 bis)

(291) sont tous égaux à - I.

On verra ele rnêrne que les perpendiculaires élevées SUl' les

milieuo: des cótés d'uri triangle son.t concourantes,

2° Dans tout triangle ABC, les bissectrices AD, BE, CF, des

trois angles, sont concourantes (82).

En effet, les trois rapports

nc
])B'

EA
EC'

FB
FA'

sont négatifs et Ia valeur absolue de leur produit est égale
(141) à

AC AB BC
AB BC AC'

c'est-à-dire à l'unité.
On verra d'une maniêre analogue que les bissectrices de deua:

angles eaitérieurs d'un triangle et ta bissectrice de l'angle in-

térieur qui n'est adjacent à aucuri d'euic, sont concourantes.

3° Dans tout triangle ABC, les hauteurs AD, BE, CF, sont
concourantes (81).

En eff'et, les triangles ABD et BCF étant semblables comme
équiangles, on a

BF BC
BD - AR'

On aura de mérne

CD AC
CE - BC et

La valeur absolue du produit des trois rapports négatifs

DC
DB'

FB
FA'

EA
EC'

est donc encore égale à l'unité,
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11. - Application au quadrilatére completo

294-. On appelle quadrilatêre complet le systêrne formé
par quatre droites indéfinies qui se coupent deux à deux en
six points.

Soit un quadrilatêre ordinaire ABCD. Prolongeons (fig. 182)
les côtés opposés AB et CD, AD et BC, jusqu'à leurs rencon-
tres respeetives aux points E et F. La figure ABCDEF ainsi
obtenue est un quadrilatêre complet, et elle a six sommets,
A, B, C, D, E, F et trois diagonales AC, llD, EF joignant les
sommets opposés deux à deux.

THÉOREME.

295. Dans tout quadrilatêre complet, chaque diagonale est

divisée harmoniquement par les deuai autres (fig. 182).

Fig. ,82.

A

Considérons, par exemple, Ia diagonale EF qui est coupée
en P et en Q par les diagonales AC et BD.

En appliquant d'abord Je théorêrne fondamental des trans-
versales (288) au triangle AEF eoupé par Ia transversale BD,

. on a
QE.DF.BA = QF.DA.BE.

En appliquant ensuite le théorêrne de Ceva (291) au même
triangle AEF et aux droítes qui joignent le point C à ses trois
sommets, il vient

PE.DF.BA =- PF.DA.BE.

En divisant membre à membre ces deux égalités, on trouve

QE QF
PE -- PF ou

PE QE
PF -- QF'

Les deux points P et Q sont done bien les eonjugués harrno-
niques des points E et F (137). •
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296. Ce théorême fournit un proeédé três simple pour dé-
terminar le eonjugué harmonique Q d'un point P par rapport
à une droite donnée EF; ear, en menant Ia droite quel-
eonque PCA et en joignant respectivement Ies points C et A
aux extrémités de Ia droite EF, on forme Ie quadrilatêre
compIet ABCDEF dont Ia diagonaIe BD eoupe EF au point
eherché Q.

THÉOREME.

297. Dans tout quadrilatêre complet, les milieutc des trois

diagonales sont en ligne droite (fig. 183).

Fig. 183.

f

Soient le quadrilatêre complet ABCDEF, et L, M, N, les
milieux de ses trois diagonales AC, BD, EF.

Prenons les milieux G, R, K, des cõtés du triangle BEC. II
est clair que Ies points G, K, M seront en ligne droite, de
même que les points R, K, L et que les points G, R, N. En
d'autres terrnes, GRK est un triangle dont les cõtés passent
respeetivement par les points L, M, N. La condition pour que
ces trois points soient en ligne droite est done (289)

MG.LK.NR =MK .LR.NG.

Mais eette condition est satisfaite, puisque Ie triangle BEC,
coupé par Ia transversale ADF, donne (288)

DE.AB.FC = DC.AE.FB,

et que les six faeteurs de Ia relation (I) sont respeeLivement
les moitiés eles faeteurs correspondanLs de l'égalité (2).

DE C. - Cours . 11.
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III. - Application à l'hexagone inscrito

THÉORÉi\lE.

298. Dans tout hexagone inscrit à une circonjerence, les pOlllts de

concours des côtes opposés prolonges deux à deux sont en ligne droite

(fig· 184)·
Fig. 18'1.

Nous entendons ici par côtés opposés ceux qui sont séparés par deux
côtés consecutifs. Ainsi , les côtés opposés AB et DE se coupent eu L;
les côtés opposés BC et EF se coupent en M; les côtés opposés CD et
FA se ;coupent en N : il faut démontrer que les trois points L, M. K
sonten ligne droite.
.: 01', les côtés non consectuifs BC, DE, FA de l'hexagoue déterminent
un triangle PQR qui est coupé par les autres côtés non conseciaifs AB,
CD, EF de l'hexagone; et, si I'on applique pour chacune de ces transver-
sales le théoreme fondamental (288), on ales égalités successives

(1)

LP. AQ.Bl\ = LQ. AR. BP,

NQ. CR. DP = NR. CP. DQ,

MR.EP.FQ = MP.EQ.FR.

On a d'ailleurs (180)

( z)

BR. CR = AR. FR

FQ.AQ = EQ. DQ

DP. EP = CP. BP

Si l'on multiplie alors membre à membre les égalités (-I), en tenant
compre de» égalités (2), il reste

(3) LP. NQ. 1\11\ = LQ. NR. MP,
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qui, appliquée au méme triangle PQR, prouve (289) que les trois
points L, 1\1, N, sont en ligne droite.

299. Le théoreme qu'on vient d'établir reste vrai, lors même que
l'hexagone proposé n'est pas convexe.

II ne dépend pas de Ia grandeur des côtés de l'hexagone considéré,
c'est-à-dire qu'il subsiste encore lorsque quelques-uns de ses côtés se
réduisent à zéro ou sont remplacés respectivement pai' des tangentes à
Ia eirconférence circonscrite.

Par exemple, un triangle étant inscrit dans une circonference, les

points de concours de ses côtes aoec les tangentes menees à la circon-

[érence par les sommets opposés sont eri ligne droite.

Enfin, cette propriété remarquabIe de l'hexagone inscrit dans une
circonférence n'est qu'un cas particulier du célebre théoreme général
connu sous le nom de theorême de Pascal ou de l' hexagramme mys-

tique, et qui s'énonce ainsi :

Dans tout Iiexagone inscrlt à une courbe du second ordre (1), les

points de concours des côtes opposés som en ligne droite.

IV. - Distance d'un point donné à un point ínaccessihle.

300. Calculer Ia distance d'un poiut donne II à un point inacces-

sible F (fig. 185).

Fif:. 185.

F

B

On peut toujours, sur le terrain, indiquer Ia direction d'une droite à
l'aide de jalons (2). On marquera alors un point C SUl' Ia partie acces-
sibIe de Ia direction BF, et l'on mesurera BC à Ia chaine; puis, on
choisira sur le terrain un point AteI, qu'on puisse tracer faciIement les
alignement.s AB et AC. On marquera un nouveau point D SUl' AB, et, en
jalonnant Ia direction DF, on déterrninera son point de rencontre E

(,) 00 entend pa,' courbe du second oi-dr-e toute cour be représentée en
coordo nnées recti lignes par une équatlo n <lu second degré à deux var iables.

(roi,. Ia Géomctrie ana0,tique, t. V.)

(') Voir Ia Nole III des Eléments de Gcometrie, par Eugêne Rouché et

Ch. de Comherousse, 4' éd ition, ,888.
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ave c AC. Le triangle ABC, coupé par Ia transversale DEF, donne (288)

DA. EC. FB = DB. EA. FC.

On déduit de cette égalité

FB = FC DB. EA.
DA.EC

On peut mesurer les quatre segments DB, DA, EC, EA, et en déduire
Ia valeur numérique ã e l'expression fractionnaire correspondante. On

a d'ailleurs
FC =FB-BC,

d'oü

FB = (FB - BC)/ç,
c' est-à-dire

k
FB=-k-BC.

-I
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CHAPITRE n.

DIVISIONS ET FAISCEAUX HARMONIQUES.

I. - Division harmonique des lignes droites.

301. Nous allons compIéter ce que nous avons déjà dit à

cet égard (136, 137).
Trois nornbres forment une proportion Iiarmonique, Iorsque

Ie rapport de I'excés du premier sur le deuxiéme à l'exces du
deuxiêrne SUl' Ie troisiême est égal au rapport du premier
nornhre au troisiême,

La dénomination employée vient de ce que, lorsqu'une
corde sonore rend l'accord parfait ut, mi, sol) elle est Irappée
successivement en trois points qui correspondent à des íon-
gueurs de corde proportionnelles aux nombres J, t, t, don-
nant précisément Ia proportion

302. Nous avons vu (136) que, A et B étant deux points
fixes pris sur une droite indéfinie (fig. 186), il existe tou-

Fig. 186.

c "BA D

jours sur cette droite deux points C et D situés nécessaire-
ment d'un même cõté du milieu I de cette droite, I'un inté-

, CA
rieur à AB, l'autre eaitérieur, teIs que Ies rapports CB et

DA .• 1 b" IDB soíent egaux en va eur a so ue.
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De cette égaIité

GÉONIÉT[\lE.

(I)
CA OA
CB = DI3'

on déduit, en échangeant les moyens,

DB DA
CB = CA'

o'est-à-dire
DA-AB DA
AB - CA - CA'

Les trois Ioogueurs DA, AB, CA constituent, par suite, une
proportion harmonique, et 1'0n dit que Ia droite AE est di-

visée harrnoniquement aux points C et D, qu'on appelle points

conjugues harmoniques par rapport à Ia droite AB. On donne
aIors, par extension, Ie nom de proportion harmonique à Ia
reIation (I).

Si l'on tient compte des signes, Ie rapport ~~ est négatij,

tandis que Ie rapport"~! est positif; La véritabIe forme de Ia

proportion harmonique est ainsi

ou

Comme cette même reIation peut s'écrire, par échange de
moyens et simples permutations de Iettres,

AC EC
AD :B1) =- i ,

Ia droite CD, à son tour, est divisée harrnoniquement aux
points A et E, qui sont conjug ués harmoniques par rapport
à CD.

Les quatre points A, E, C, D forment un systême ou une
division harmonique,

THÉORÉME.

·303. La moitié AI de la droite AB est moyenne proportion-

nelle entre les distances du point I aux deux points conjugués

. harmoniques C et D (fig. 186).

Nous n'avons besoin, pour démontrer ce théoréme, que de
considérer les vaIeurs absoIues des segments, puisque Ies
points C et D sont tous deux d'un même cõté du point I. Nous
déduirons done de Ia relation (I) (Tome I; Arithm., 393).

CA-CE DA-DE
CA + CB = DA +DE'



GÉOilfÉTRIE.

c'est-à-díre

(AI + IC) .-:...(BI - fC) AB

(Al+IC)+(BI-IC) = AB+2BD'

Puisque AI égale BI en valeur absoIue, cette derniere ex-
pression revient 11

2IC 2AI
2AI = 2ID'

et il en résulte immédiatement

AI =IC.ID.

Réciproquement, si un point M pris SUl' AB satisfait à cette

condition, ce point se confond nécessairement avec le milieu I
deAB.

Cal', s'il était à gauche ou à droite de I, on ne pourrait pas
avoir en même temps

-2

et AI = IC.ID,

puisque, AM étant < ou >AI, on àurait, au contraire, à Ia
fois MC > ou < IC et MD > ou < ID'

30t... La relation (2), qui est une autre forme de Ia propor-
tion harmonique, met bien en évidence Ia position rei ative
des points d'un systérne harmonique, et conduit à Ia déter-
mination facile par le calcul du quatriêrne point du systêrne
quand on connaít les trois auires (296).

Supposons, en particulier (fig. i86), que le point C vienne
en I; on aura IC = o et, par suíte, ID = 00 •

Le conjugué Iiarmonique du milieu d'une droite est done
à I'infini SUl' cette droite, dans un sens ou dans l'autre; et,
réciproquernent, le conjugué harmonique de l'infini est, SUl'

une droite, le milieu de cette droite,

On voit par là que deu» points quelconques, le milieu de la

droite qui les [oint et le point à l'infini SUl' cette droite, for-

ment une dioision. harmonique.

305. Traçons deux eercles orthogonauo: I et O (fig. 187),
c'est-à-dire se coupant à angle droit au point E. L'angle IEO
est alors droit, et les tangentes en E sont respectivement di-
rigées suivant Ies rayons dp~ deux cercles.

Si l'on mêne un diamétre quelconque AB du premier cercle,
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coupant le second en C et en D, on a done

Par suite (303), deu» cercles orthogonauic divisent harmo-

niquement toute droite passant par le centre de l'tcn d'eucc,

A

c'est-a-dire que leurs quatre points d'intersection avec ceue /
droite forment une division. harmonique (302).

11. - Faisceaux harmoniques.

306. Si l'on joint (fig. r88) un même point O aux quatre
points conjugués harmoniques A, B, C, D, on forme uti fais-

ceau Iiarmonique, donl le point O est le centre et dont les
droites OA, OB, OC, OD, sont les rayons, Les rayons qui cor-
respondent aux points conjugués harmoniques sont dits con-

jugués harmoniques, Les rayons OC et OD sont conjugués
harmoniques des rayons OA et OB ou dioisent harmonique-

ment l'angle AOB j réciproquement, les rayons OA et OB
divisent harmoniquement l'angle COD.

Nous avons déjà rencontré un exemple de faisceau harmo-
nique (i~3).

Fig. 188.

A'

A D

Si I'on mêne les bissectrices OC et OD des deux angles
intérieur et extérieur supplémentaires AOB, BOA', d'un tri-
angle AOB (fig. r88), on a (H.i, 142)

CA OA
CB - OB et

DA OA
DB = OB'
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d'oü
CA DA
CB -:- DB'

•

Les points C et D, pieds des deux bissectrices, sont donc
conjugués harmoniques par rapport au côté AB. Par consé-
quent, les deux côtés OA et OB du triangle et les deux bis-
sectrices OC et OD forment un faisceau harmonique.

L'angle COD étant droít, Ia circonférence décrite sur CD
comme diamêtre passe par le point O. II en résulte que, si

l' on determine SUl' le diamêtre CD d' une circonjérence COD
rêipoints A et B conjugués harmoniques des eictrémités C et D
du diamêtre, le rapport des distances dí tcn point quelconq ue

O de ta circonjérence aua: points A et B demeure constant;

cal' les bissectrices des angles variables AOB, BOA' passent
toujours par les points C et D, conjugues harmoniques des
points A el'B (1M•.).

THEOREM:E.

307. Tout jaisceau harmonique coupe harmoniquemenl

une transversale quelconque (fig. 189).

Fig. 189,

o

D'
~

Q
p

N

Soit Ia droite L, divisée harmoniquement aux points A, B,
C, D. En joignant un point O quelconque à ces quatre points,
on forme (306) un faisceau harmonique ayant pour rayons
les droites OM, ON, OP, OQ.

Prenons maintenant une transversale quelconque L', ren-
contrée par les rayons du faisceau aux points A', B/, C/, D'.

Il faut démontrer qu'elle est divisée harmoniquement en ces
points, en partant de l'hypothêse (302)

CA DA
CB:DB

20r
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Or, si l'on méne par le point B Ia paralléle ya au rayon OM, on
a éviclemment

CA OA
CB = yB'

DA OA
DB = oB-'

d'oüy en divisant ces égalités membre à membre,

CA DA aB
CB:DB = yB =-1.

Si 1'0n méne par le point B' Ia paralléle y' A' au rayon OM, on
a de même

C'A' _ O~ D'A' _ OA'
C'B' - y'B" D'B' - a'u"

d'oü, en divisant ces égalités membre à membre, et à cause
des paralléles ya, l' a',

C'A' D' A' à'B' es
C'U':D'B' = y'B' = yU =-I.

La figure rectiligne A' B' C' D' pouvant être consiclérée
comme Ia perspective ou Ia projection concourante au point O
de Ia figure rectiligne ABCD, on peut encore énoncer commo-
dément le théoréme qu'on vient de démontrer en disant que
le rapport harmonique de quatre points en ligne droite est
projectif'.

THÉORlnlE.

308. Dans tout jaisceau harmonique, toute parallêle à i'uri
des rayons est coupée par Les trois autres rayons en parties
égaLes (fig. 189).

En effet, le point B' est quelconque sur le rayon ON, et Ia
paralléle y' (j' menée par ce point au rayon OM et limitée aux
deux autres rayons eonjugués OP, OQ, du faisceau harrno-
nique eonsidéré, satisfait toujours, d'aprés Ia démonstration
préeédente, à Ia relation

o'B'
y'H' =- I.

On a done, en valeur absolue, (j' B' = y'B', et le point B' est
le milieu de Ia paralléle y' (j' à OM.

309. RÉCIPROQUElIENT, tout jaisceau de quatre droites OM,
ON, OP, OQ, est harmoniq ue, si une parallêle y'B' (j' à l' un
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des rayons OM est dioisée par les trois autres rayons eri par-
ties égales (jig. 189)'

En effet, le point B' étant, par hypothése, le milieu de Ia
transversale i'B' o', cette transversale est divisée harmonique-
ment par le pornt B' et par Ie point situé à l'infini sur y'13' o'
(30lJ,), point qui est à I'intersection de Ia transversale donnée
et du rayon OM. Le faisceau des quatre rayons OM, ON, OP,
OQ, divisant harmoniquement une certaine transversale, est,
par cela même, un faisceau harmoníque (306, 307).

COROLLAIRES.

310. On déduit de ce qui précéde Ia constructiori du qua-
triême rayon d'un faisceau harrnonique dont on connatt les
trois autres rayons.

Supposons donnés (jig. 189) Ies rayons OM, OP, ON, et

menons, pai' un point quelconque B' du rayon ON, une paral-
lêle au rayon OM. Cette paralléle venant couper en y' Ie rayon
OP, il suffit de prendre sur Ie prolongement de y'B' une lon-
gueur B'o'=y'B', pour avoir en o' un point du quatriéme
rayon OQ.

311. Lorsque, dans un faisceau Iiarmonique, deusa rayons
conjugués UM, ON, sont rectang ulaires, ces rayons sont les
bissectrices des angles supplémentaires formes par les deua:
autres rayons OP, OQ.

Admettons que Ia condition indiquée soit rempIie dans Ia
figo 189. Si I'on suppose Ia transversale y'B' o' perpendiculaire
au rayon ON, elle sera paralléle au rayon OM, et l'on aura
y'B' =B' o' (308). Les deux triangles reciangles y' OB', B' O o',
sont alors égaux, et le rayon ON est Ia bissectrice de l'angle
POQ. Le rayon OM, à son tour, est donc Ia bissectrice du
supplérnent de POQ.

C'est Ia reciproque de Ia proposítíon rappelée au n= 306.

IH. - Pôle et polaire par rapport à un angle.

3'12. Par un point B-pris d'une maniere quelconque dans le plan d'un
angle POQ (fig. 1$9), menons diverses sécantes telles que CBD, et
prenons sur chacune d'elles le point A conjugué harmonique du point R
par rapport au segment CD intercepté sur Ia sécante par les côtés de
l'angle POQ. li est évident, d'apres ce qui précede (306, 307), que le
lieu du point A est Ie rayon 01\1 conjugué harmonique du rayon ORl par.
rapport aux rayons OP et OQ ou par rapport à l'angIe POQ. Ainsi, Ia
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sécante CBD tournant autour du point fixe B, le conjugué A de ce point
fixe décrit Ia droite fixe OM.

On donne à Ia droite OM le nom de polaire du point B par rapport à
l'angle POQ, et, au point B, le nom de pôie de Ia droite OM par rapport

au même angle.
On voit que tous les points de ON considérés comme pôles ont Ia même

polaire mI par rapport à l'angle POQ et que, réciproqucment, tous les
points de OM considérés comme pôles ont Ia même polaire ON par
rapport au mêrne angle.

On voit, en mêrne temps, que le prohleme de trouver le pôle quand .
on connait Ia polaire ou Ia polaire quand on connait le pôle, revient à
déterminer le quatrieme rayon d'un faisceau harmonique dont on con-
nait les trois autres rayons (310).

Nous allons indiquer quelques applications intéressantes des notions
que nous venons d'établir.

PROBLEME.

313. On donne un angle COD et un pomt A Iiors de eet angle. o»
méne par ee point deua: seoantes quelconques AC D, Â C' D' et l'on joint
diagonaiement les points d'iniersection e et D', e' et D. Trouver le lieu
du point M d'intersection des droites CD' et C'D ainsi obtenues

(fig. 190).

Déterminons le point B, conjugué harmonique du point A par rapport
à Ia droite CD. Les quatre droites i\lA, Me, i\JB, MD, forment un faisceau
harmonique (306).

Fig. '90,

o

Par suite, le point B', ou MB prolongée coupe Ia sécante AC'O', est
le conjugué harmonique du point A par rapport à Ia droite C'D' (307).
Les deu x points B et B' déterminent Ia polaire du point A par rapport à
l'angle COD (312), et, comme Ia droite BMB' passe par le point O, on
obtíent cette polaire en traçant OM.

Le lieu clierche se conjond. donc a"ee Ia polatre du point A par rap-
port à l'angle COD.

314. R~;C[PROQUEMENT, si l'on prend un point M quelconque sur ta
polaire OB du point A par rapport à l'angle COD, et si l'on mêne par
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le point MIes droites CD', C'D, arretees aua: côtés de t'angle, les
droites CD, C'D' prolongees »iennent se couper au pôle A (fig. 190).

En effet, supposons un instant que Ie point A, conjugué harmonique
du pcint B par rapport à CD, ne se trouve pas sur C'D', et menons Ia
droite AC'. Cette droite AC' prolongée viendra couper OD en un point
DI différent de D'. Si l'on joint alors CDI, eette droite coupera C'D en
un point de Ia poIaire OB qui ne pourra être que le point M (313). Par
conséquent, Ies deux droites COI et CD' ayant deux points communsC
et M ne peuvent différer, et Ia droite C' D' prolongée passe nécessaíre-
ment par Ie pôle A.

. 315. On peut déduire de ce qui précede une nouveIle démonstration
de Ia propríété fondamentale du quadrílatere complet (295).

En effet, soient (fig. 191) G, H, L, les points d'intersection des trois
diagonales du quadrilatere complet ABCDEF.

Fig. '9

F

D'apres Ie résultat obtenu au n° 313, le point H est Ie pôle de Ia
droite ACG par rapport à l'angle EAF, de sorte que les points de ren-
contre I-I et G de Ia diagonale EF avec les diagonales BD et AC Ia
divisent harmoniquement. De même, Ie point F est le pôle de Ia droite EL
par rapport à l'angle AED, de sorte que L est sur AC le conjugué har-
monique du point G et, sur BD, le conjugué harmonique du point H.

Ainsi, dans tout quadrilatére complet, cliaque diagonale est dicisée
lrarrnoniquement par les deux autres.

PROBLEME.
,

316. Mener par un point donné une droite qui concoure aoec deu»
droites donnees, ces deux droites ne se coupant pas dans les limites da

dessin (fig. 192).

Soient d'abord AC et BD les deux droites données et M Ie point donné
intérieur à ces droites. Traçons par le point Mies droites sécantes AD
et BC. En joignant leurs points de rencontre respectifs avec les droites
données, on obtient les droites AB et CD qui, prolongées, se couperont
en général en un point I-I. On pourra toujours opérer de maniere que

205
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ce point soit compris dans les limites de l'épure. On menera aIors Ia
sécante HEF aux deux ligues données, et l'on joindra en croix les points
d'intersection correspondants avec les points C et D. Les droites CF et DE
se croiseront en I. La droite MI sera Ia polaire du point H par rapport
à I'angle que forment' les droites données AC et BD (313), et MI ira
passer par Ie point de concours O de ces droites.

Fig. 192.

JJ

Supposons maintenant que Ies droites données soient AB et CD, et
que le point donné F soit exterieur à ces droítes. Par ún point quel-
conque O, on rnenera les droites OAC, OBDF, dont l'une passe par le
noint donné F. En joignant en croix leurs points de rencontre avec les
droites données, les droites obtenues AD et BC se croiseront en M. On
menera alors Ia droite FC qui coupera en I Ia droite OM; puis, on
joindra DI qui eoupera AC au point E. La droite FE sena Ia droite
demandée; car Ia droite OMI est, par rapport à l'angle COD, Ia polaire
du point H ou viennent se rencontrer les droites AR, CD, EF (314).

On pourra mettre à profit les solutions préeédentes, pour trace r sur
le terrain une droite passant par un point donné et allant concourir
avec deux autres droites, visibles seulement dans une partie de leur
pareours; pour prolonger une droite donnée au delà d'un obstaele arrê-
tant Ia vue; etc.

IV. - Pôle et polaire dans le cercle.

THÉOREME.

317. Si, par un point O pris dans le plan d'un cercle de
diamêtre AB, on trace une sécante quelconque EF à ce cercle,
te lieu du point I, conjuguéharmonique du point O par rap-
port à la corde EF, est une droite perpendiculaire au dia-
mêtre AB qui passe par le point O (fig. 193).

Déterminons le point H, conjugué harmonique du point O
par rapport au diamétre AB qui passe par ce point, et soit J
le conjugué harmonique du même point par rapport à Ia corde
quelconque EF. 11 suffit, pour démontrer le théorême énoncé,
de prouver que Ia droite IH est perpendiculaire SUl' AB.
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Or, puisque Ies points o et H sont eonjugués harmoniques
par rapport à AB et que Ies points E et F appartiennent à Ia
cireonférenee, on a néeessairement (306)

EH FH
EO = FO'

c'est-à-dire

Suivant que le point O est eauérieur ou intérieur à ia eircon-
íérence, Ia droite HO est done Ia bissectriee de I'angle FIIL
ou de I'angle EHF, eaitérieur ou intérieur par rapport au
u-iangle EHF. D'ailleurs, Ies droites HO, HF, HI, HE, fol'-
mant par hypothese un faisceau harmonique, il faut que Ia
droitc III soit à son t our Ia bissectrice de l'angle intérieur EJIF
ou de I'angle eaitérieur FHL (306), c'est-à-dire qu'eJle soit
perp endicul aire à HO ou au diamêtre AOB.

Fig. '93.

-----:0 1)__

~----- ------ ---------~

L

On dit que Ie point O est le pôle de Ia droite IH, et que ia
droite IH est Ia polaire du point O, par rapport au cercle AB.

COROL!.A! nss.

318. Le point C étant le centre du cercIe ou le milieu de
AB, on a Ia relation (303)

-2

AC =CH.CO.

On peut dé duire de eette relation pIusieurs conséquences
importantes.

Par un point O extérieur à une eirconférence (.lig. 194.),
menons à cette eirconférence Ies tangentes OM et ON. Tra-
çons Ia corde MN qui joint Ies points de contact M et N,
et qui est perpendiculaire au di amêue OAB. Le triangle
rectangle OMC donne

-2 -2

MC = AC = CH.CO.

207
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Le point H ou Ia eorde MN eoupe le diamêtre OAB est done
Ie eonjugué harmonique du point O par rapport à AB.

Fig. '94.

N

En d'autres termes, la potaire du point O est la corde MN
q/u joint les points de contact des tangentes menées de ce
point à la circonférence.

On peut eonclure de là une nouvelle construction de Ia
tangente menée à Ia cireonférenee par un point extérieur.

La relation AC2= CH. CO prouve eneore que les points O
et H sont reciproques, c'est-à-dire que Ia polaire de l'un passe
par l'autre; ce qui est d'ailleurs évident (312).

La même reIation montre que, si le point O vient en B SUl'

Ia eirconférence, le point H vient aussi en B. Done, la polaire
d'un point pris sur la circonférence est la tangente menée en
ce point à la circonférence,

Enfin, si CO devient infiniment petit, CH devient infiniment
grand, de sorte que, si le pâle est au centre de la circonfé-
rence, la polaire passe à l'infini.

THÉOREME.

319. Lorsqu'on fait décrire au pôle O une droite XY, toutes
les polaires correspondantes aua: diverses positions du point O
se croisent en un méme point H qui est lepõle de XY (fig. ig5).

Fig. '95.

x

~

o'

fi'

A ~ Q

)~)(
r

Menons le diamétre ABO perpendiculaire à Ia droite XY,
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et déterminons SUl' ee diarnêtre Ie point H, eonjugué harmo-
nique du point O ou põle de Ia droite XY (318). Prenons un
point quelconque O' sur XV, et joignons-Ie au eentre du
eercle.

Nous obtiendrons ainsi un diamétre A' B'; Ia perpendicu-
laire HH', abaissée du point H sur ee diamétre, est Ia polaire
du point O'.

En effet, les triangles sernblables COO', CH'H, donnent

d'oü

CH'.CO'=CH.CO=AC
2

(318).

Le point H' est done bien le pied de Ia polaire du point O',
et eette polaíre est alors HH'.

320. RÉCIPROQUEMENT, si Ia droite XY tourne autour da
point O, son pôle décrit ta polaire du point O (fig. 196).

Car, si l'on détermíne Ia polaíre IH du point O et si I'on
abaisse, du centre C de Ia eireonférenee, une perpendícu-

Fig. 196.

!

o

r

laíre CO' sur Ia position quelconque de Ia droíte XV, les deux
triangles semblables CHI, CO' O, donnent toujoúrs

CI CH
CO = CO"

d'oü
-2

CI.CO'= CH.CO = AC .

Le point I est done le põle de Ia droite XY dans Ia position

qu'elle oeeupe.

321. On peut énoncer
qu'on vient d'établir, en

DE C. - Cours, 11.

plus rapidement les propositions
disant : par rapport à un cercte

14
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donné, les polaires de tous les points d'u ne droite passent par
le pâle de cette droite et, réciproquement, la polaire d'un
point est le lieu des póles de toutes les droites qui passent pai:
ce point,

COROLLAIRES.

322. lU On obtient le pâle d'une droite, en déterminant le
point d'intersection des polaires de deuo: de ses points,

2° On obtient ia polaire d'un point, en joignant les pôles
de deutc droites passant par ce point;

3° Si, des différents points d'une droite, on mêne des cou-
ples de tangentes à une circonférence, les cordes de conlact
correspondantes se croisent au pôIe de cette droite (318).

4° Si, d'un point, on mêne à un cercle une série de sécantes,
les points de renconlre des couples de tangentes qui répon-
dent à chaque sécante, se trouvent sur Ta polaire du point
donné (318).

5° Si deu» polygones d'un méme nombrede cótés sont tels,
que h son.mets de l'un soient les póles des câtés de l'autre
par rapport à une circonférence tracée dans leur plan, les
sommets du second polygone sont, à leur tour, les póles des
cótés du premier, Et iI en resulte immédiatement que, si l'on
prolonge deua: câtés non consécutifs de l' un. de ces poly gones,

leur point de rencontre est le póle de la diagonale qui joint
les sommets correspondants de L'autre polygone.

Deux pareils poIygones sont dits polaires-réciproques pai'
rapport au cercIe considéré qui prend le nom de cercle di-
'recteur.

Pai' exempIe, considérons (jig. 197) les deux pentagones

Fig. 197,

ABCDE, abcde,l'un circonscrlt, l'autre insorit à Ia même rJ.r'-
'conféreri'cé; Les sornmets a, b, c d, e du "1entagpae inscrit
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étant les points de contact ou les pôles (318) des cõtés AB,
BC, CD, DE, EA du pentagone circonscrit, les sommets B, C,
D, E, A de ce pentagone sont, à leur tour, les pôles des cõtés
opposés ab, bc, cd, de, ea du pentagone inscrit; et le point de
rencontre de deux côtés non consécutifs, telsque AB et CD,
de l'un de ces pentagones, est le pôle de Ia diagonale ac de
l'autre pentagone.

323. Les théoremes précédents constituent le point de
départ de l'importante méthode des polaires reciproques due
à PONCELET C). On peut donner l'idée de cette Méthode, au
point de vue descriptif; en disant que, si 1'0n forme Ia figure
polaire réciproque d'une certaine figure donnée par rapport
à un cercle di recteur, les points et les droites de Ia figure
c\onnée sont remplacés, c\ans sa figure polaire réciproque ou
corrélative, par des droites et des points ; de te 11e sorte qu'aux
points en lig ne droite SUl' l'une des figures, 'se trouvent sub-

stituées eles droites concourantes sur J'autre figure.
Toute propriété descriptive appartenant à l'une des deux

figures conduira ainsi immédiatemenl à une propriété corré-
[ative de l'autre figure polaire réciproque, et les énoncés des
deux propositions ne différeront que par J'interversion 'ou
l'échange des mots points et droites (2).

Nous allons en présenter un exemple remarquable.

V. - Application à l'hexagone circonscrit.

324. Dans tout hexagone circonscrit à une circonference, les diago-
nales qui joignent les sommets opposes (c'est-à-dire le premier et lo
quatriême, le seeond et le cinquieme, Ie troisieme et le sixieme) se
coupent en un meme point (fig· 198).

Soit l'hexagone eireonserit ABCDEF.En joignant les points de contact
sueeessifs, on forme l'hexagone inserit abcdef; polaire réeiproque du
eireonscrit (322).

Cela posé, désignons par L, M, N Ies points de reneontre des eôtés
opposés de l'hexagone inserit (~!.lx.\. r.(l~ sommeís Aet Détant Ies pôles
des côtés ab et de, Ie point de rencontre L de ces côtés sera le pôle de
Ia diagonale AD (322). De méme, les points de rencontre 1\1et N des
côtés bc et ef, cd et fa, seront les põles des diagonales BE et Cf'. 01'.

( ') Traicé des Proprietes projectives des figures, t. I et 11. - Gauthier-Vil-

lar>, 1866.
(') t/oir l'exposé complet de Ia Méchode des poluíres reciproques dans le

Traite de Geometrie, par Eugêne Rouché et Ch. de Cornberousse, 6' édirion ,
18gl.



?,12 GtOMtTHIE.

les trois points L, M, N étant en Iigne droite (298), il en résulte immé-
diatement que les trois diagonales de l'hexagone circonscrit se coupent
en un même point, pôle de Ia droite LMN (320).

Ce théorême, comme celui SUl' loquei il s'appuie (298), n'est qu'un

Fig. 198.

A

B

cas particulier d'un théorerne beaucoup plus généraI, applicable à toute
courbe du second degré, et qui est dú à Brianclion (1).

II ne dépend pas de Ia grandeur des côtés de l'hexagone circonscrit,
c'est-à-dire qu'il subsiste Iorsque, quelques-uns des angles de l'hexa-
gone devenant .égaux à deux droits, Ies côtés correspondants de eet
hexagone se réunissent suivant une seule tangente à Ia circonférence,
dont le point de contact represente encore Ie sommet qui se trouvait
au ·point de rencontre des deux côtés considérés.

Ainsi, I'on peut dire, d'apres cette remarque, que, dans tout triangle
clrconscrit à la circonjérence, les droites qui joignent chaque sommet
au point de contact da côté opposé se croisent en un. meíne point,

Le théorerne de Brianchon est le premier exemple qu'on ait donné
de l'emploi qu'on peut faire de Ia théorie des pôles et polaires au point
de vue. de Ia comparaison des figures corrélatives (323), c'est-à-dire
au point de vue de Ia reciprocité ou de Ia dualite des figures planes.

(') Journal de L'f:cole Poijtechruq ue, XIII' cuhler , ;806.
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CHAPITRE IH.

nu RAPPORT ANHARMONIQUE ET DE LA DlVISION
HOMOGRAPHIQUE.

I. - Du rapport anharmonique de quatre points.

325. La proportion harmonique (302) n'est qu'une valem'
particuliêre ou un cas particulier de ce que Chasles (1) a
appelé Ia fonction ou le rapport anharmonique de quatre
points,

Quatre points A, B, C, D étant situés en ligne droite d'une
maniére quelconque, on appelle rapport anharmonique de
ces quatre points le quotient des rapports des distances res-
pectives de delta: QUELCONQUES d'entre euai ausc deua: autres :
par exemple, le quotient

On dit alors que les pointsA et B sont conjugues, de même
que les points C et D.

On peut mettre aussi le rapport anharmonique considéré
sous Ia forme abrégée

(CDAB),

qui signifiera qu'on doit prendre le rapport eles elistances du
troisiême point A au premier et au deucoiême C et D, et le di-
viser par le rapport des distances du quatriême point B au
premier et au deu.ciême.

On peut d'aílleurs tout aussi bien, d'aprés Ia définition
générale, prenelre par exemple le rapport des distances du

point B aux points A et C, et le divise!' par le rapport des
distances du point D aux mêmes points A et C. On aura un
autre rapport anharmonique des quatre points (326).

(') -cocrçú historique, p. 34; 1837'
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'Les rapports qui entrent dans Ia fonction anharmonique ont
un signe qui dépend de ceux des segments ayant la méme
origine qui y figurent. Le rapport anharmonique, à son tour,
a done un signe qui dépenel, suivant Ia régle de Ia division,
de ceux des rapports qui le composent.

Lorsque Ia valeur du rapport anharmonique est égaIe à -1,

on retombe SUl' Ia proportion harmonique (302).

326. On peut former vingt-quatre rapports anharmoniques
arec les quatre points A, B, C, D, et ces vingt-quatre rapports
n'ont que sia: »aleurs differentes. .

On voit d'abord que Ia valeur du rapport anharmonique nc
change pas q uand on remplace chaque point par son conju-
gué, ou quand on intervertit Ies deux groupes de points con-
jugués,

En eífet, on a

AC BC AC.BD BD AD
AD: BD = AD.BC=BC: AC'

c'est-à-dire (325)

On a ensuite
(CDAB) = (DCBA).

AC BC AC.BD CA DA
AD: BO =AD.BC= CB: DB'

e' est-à-d ire
(COAB) = (ABCD).

Il en résulte qu'on peut écríre d'abord le rapport anharmo-
nique de quatre maniéres dífférentes, sans que Ies points
primitivernent conjugués eessent de I'être. Ces quatre valeurs,
égales entre elles, sont évidemment

(CDAB) = (DCBA) = (ABCD) = (BADC).

En prenant les inverses eles quatre rapports anharmoniques
précédents, on en a quatre autres, aussi égaux entre eu»,
mais diíférents des premiers.

Maintenant, au lieu de prendre le point B comme eonjugué
du point A, on peut prendre le point C ou Ie 'point D.

Si A et C sont conjugués, on obtiendra huit autres rapports
anharmoniques, deux à deux inverses l'un de l'autre, et dont
les quatre prerniers seront égaux à

AD CD
AB : CB = (DBAC).
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Si A et D sont canjugués, on obt iendra de même huit au Ires
rappouts anharrnoniques, deux à deux inverses l'un ele I'autre,
'et dont les qúatre premiers seront égaux à

AB DB
AC : De = (BCAD).

Les quatre points A, B, e, D peuvent donc finalemenl for-
mer vingt-quatre rapparts anharmoniques, d.ont six seule-
ment ont des valeurs différentes, Ce sont les trois rapports di-
rects

(CDAB), (DBAe), (BeAD),

et leurs inverses

(CDBA), (l!BCA), (BCDA).

On peut remarquer que les rapports inverses ne diffêrent
ici eles rapports elirects que par l'ínterversion des deux der-
niers points conjugués.

On peut toujours se contenter de considérer les trais
premiéres valeurs du rapport anharmonique, oü le point A
a successivement pour canjugué les trois autres points B,
C, D.

D'ailleurs, sur ces trois rapports, il y en a toujaurs deua:
positifs et un négatif. C'est ce qu'on vériflera facilernent en
tenan t compte eles signes des segments (321)).

327. Conn aissant L'uri des trois rapports anharmoniques
directs, trouoer les deua: autres.

Si J'on suppose les quatre points considérés A, B, C, D.
placés sur Ia droite qui les contient suivant l'ordre alphabê-
tique, on a J'identité

AC.BD =(AB+BC) (BC + CD).

Si l'on effectue dans le second membre, elle devient

AC.BD = (AB +BC + CD) BC + AB.CD,

c'est-à-dire

(o:) Ae.BD=AD BC+AB.CD.

Posons, d'ailleurs, paul' les trais rapports anharmoniques

2I~
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AC BC AC.BD
(CDAB) = AD : BD = AD.BC = "to

AD CD AD.CB
(DBAC) = AB : CB = AB.CD = "2'

AB DB AB.DC
(BCAD) = AC : DC = AC.DB = "3'

01', si 1'0n divise les deux m embres de l'identité (a) par Ie
produit AD.BC, il vient

AC.BD AB.CD
AD.BC = 1+ AD.BC'

c'est-à-dire, en tenant compte des expressions précédentes
et des signes des segments,

(~)
I"1= I - ,,-- OU
2

Si 1'0n divise ensuite tour à tour les deux membres de Ia
même identité (a) par' Ies deux autres produits AB.CD et
AC.BD, H vient égaIement

AC.BD AD.BC
AR.CD = AB.eD + I,

AD.BC AB.CD
1= AC.BD + AC.BD'

c' est-à-dire

(y) ~=-),.+I I
OU "3= --)-')'3 - [- '2

(ô)
I I

1= ~ + "3 OU "1=--'1- "3
Les reIations (~), (.y), (o) résoIvent Ia questiono

328. On peut remarquer que l'identité (a), indiquée au
numéro précédent, conduit évidemment, en remplaçant BD
par DB, à Ia condition

( a') AB.CD + AC.DB +AD.BC=o.

11 est facile de voir que cette condition subsiste dans tous Ies
cas, c'est-à-díre lors même que Ies points considérés ne sont

(') Le produit de ces trois rappor ts est évidemment égal à - I.
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plus disposés suivant l'ordre alphabétique. En efIet, si l'on
change, par exemple, A en B et B en A, Ia reIation ci-dessus
prend Ia forme

BA.CD + BC.DA + BD.AC = 0,

et, les signes de tous les termes étant changés, on retombe
SUl' Ia relation (0:') elle-même.

Ainsi, Ia somme des trois produits formés par les distances
du premier point au deutciême et du troisiême au quatriême,
du premier point au troisiême et du quatriême au second, du
premier point aú quatriême et du deutciême aú troisiême, est
toujours égale à séro lorsqu'on tient compte des signes des
segments.

·329. Connaissant un rapport anharmonique ). de quatre
points et trois de ces points, déterminer le quatriême,

Désignons par A, B, C, D, les quatre points, et supposons
qu'on doive déterminer le quatriéme point D par Ia condition
indiquée. On aura, par exempIe, par bypothêse,

AC BC AC.BD
AD : BD = AD.BC =À.

On en déduit

Le second membre étant connu en grandeur et en signe,
ainsi que Ies points A et B sur Ia droite qui doit contenir Ie
point D, ce point est compIêtement déterminé (136).

II est facile de voir que À peut prendre toutes les »aleurs
possibles, positives ou négatires, eaicepté les trois »aleurs 0,

00, + I.

En effet , si À était égal à 0, Ia relation (I) donnerait
BD = 0, et le point D coínciderait avec le point B.

Si À était infini, Ia relation (I) donnerait AD = o, et Ie
point D colnciderait avec le point A.

Enfin, pour À = + J, on aurait

BD BC
AD = AC'

et le point D coinciderait avec le point C.
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THÉORE~IE.

330. Tout f'aisceau de quatre droites OM, ON, OP, OQ,
partant d'un. méme point ou centre O, est coupé par une
transversale quelconque suivant un rapport anharmonique
constant, qui deoient alors le rapport anharmoniq ue du

faisceau (1) (fig· 199)'

Fig. 199-

o

Q
p

N

POUI' démontrer ee théorérne fondamental, on considérera

deux transversales quelconques L et 1/. La prerniêre eoupant
les quatre droites aux points A, B, C, D, et Ia seconde cou-
pant ces mêmes droites aux points A', B', C', D', il sufflra de
prouver qu'on a, par exemple,

(ABCD) = (A'B'C'D').

La démonstration est identique à celle que nous avons ex-
posée dans le cas d'un faisceau harmonique (307), avee cette :
seule différence que Ia valeur du premier rapport est sup-
posée quelconque au lieu d'être donnée égale à - L Nous
prierons done le lecteur de s'y repórter.

11 en resulte, en particulier, que le rapport anharrnonique

de quatre points en ligne droite est projectif;
11 est évident que le rapport anharmonique d'un faiseeau

ne varie pas lorsqu'on échange entre eux deux rayons quel-
eonques, pourvu qu'on échange en même ternps les deux
autres (326).

En résumé, tout ee que naus avons dit préeédemment du

(t) On trouve cette importante proposition dans le 7' Livre des précieuses

Collections mathematiq ues de PAPPUS (385 ap. J .-C. ).
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rapport anharmonique de quatre points en ligne droite peut
s'appliquer à celui d'un faisceau de quatre droites.

Les rayons, qui correspondent aux points conjugues sur
une transversule quelconque (325), sont eux-mêmes con-
jugués.

331. Quand deux systêmes de quatre p.oints qui se corres-
pondent un. à un, sont situés SUl' deux droites et présentent
un rapport anharmoniq ue égal, les deux autres rapports
anharmoniques du premier systême sont respectivement
égaux aux deux autres rapports anharmoniques du second
systême.

C'est ce qui résulte immédiatement des expressions des
trois rapports anharmoniques directs d'un systême rectiligne
de quatre points, qui sont telIes que Ia valeur d'un seul rap-
port fixe Ies valeurs des deux autres (327).

On peut done dire indifféremment que Ies deux systêmes
proposés ou les points se eorrespondcnt un à un, et qui pré-
sentent un rapport anharrnonique égal, ont alors les mémes
rapports anharmoniques ou, simplement, le même rapport
anharmonique,

THÉOREME.

332. Quand deuai systêmes rectilignes de quatre points, qlll

se correspondent un à uri sur deu» droites différentes, ont uri

point homologue commun et un. rapport anharmoniq ue égal,
c'est-à-dire le méme rapport anharmoniq ue, les trois droites
qui joignent les autres points correspondants pris deuai à
deu» sont concourantes (fig. 200).

Fig. 200.

o

"~

7r\'''''
SoientA, B, C, D etA', B', C', D' les deux systêrnes rcctilignes

de quatre points correspondants, dont Ies deux premiers, A
et A', eoYneident. Supposons que les droites BB' et CC' qui

. joignent les polnts eorrespondants B et B', C et C', se eoupent
en O. 11 faut prouver que Ia troisiêrne droite DD' passe aussi
par le point O.
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Admettons, pour un instant, que Ia droite OD' prolongée
ne contienne pas le poinl D et eoupe Ia droite ABCD en o.

00 aura alors, en raison du faiseeau partant du point O et
formé SUl' AB'C'D' (330),

(AB'C'D') = (ABCo).

Mais 00 a, par hypothêse,

(AB'C'D') = (ABCD).

Les points D et o comcident done oéeessairement (329), et Ia
droite OD'o n'est autre que Ia droite DD'.

THÉOIlEME,

333. Quand deua: faisceaux de quatre droites qui se cor-
respondent une à une, ont un rayon homologue comm uri et
un rapport anharmonique égal, les trois points d'intersec-
tion des autres rayons correspondants pris deua: à deua: sont
en ligne droite (fig. 201).

Les rapports anharmoniques d'un faisceau n'étant autre
ehose que les rapports anharmoniques des points que ses
rayons déterrninent sur une transversale queleonque (330),
Ia valeur d'un seul de ses trois rapports anharrnoniq ues di-
reets fixe Ia valeur des deux autres (327). Quand deux fais-
eeaux dont les rayons se correspondent ont un rapport anhar-
monique égal, on peut done dire indifféremment qu'ils ont
les mémes rapports anharmoniques, ou le mérne rapport
anharmonique,

Fig. 201.

A'

C'

D

B
C

Cela posé, 00' étant le rayon homologue cornmun des deux
faiseeaux eonsidérés, dont les rayons correspondants sont
OA et O'A', OB et O'B', OC et O'C', OD et O'D', admettons
pour un instant que Ia droite ~y, qui joint les points d'ínter-
seetion des eouples de rayons eorrespondants intermédiaires,



coupe en C( le rayon commu!,! et, en deux points différents a
et a', les deux derniers rayons correspondants OD et O'D'.

Il viendra alors, les deu x faisceaux ayant, tels qu'on les
considere, le même rapport anharmonique,

Cette égalité exige que les points a et a' se confondent et,
par suite, Ia droite ~y coupe les rayons OD et O'D' au mêrne
point a.

On remarquera que les deux théorémes précédents offrent.
un nouvel exemple de figures corrélatioes ou de Ia dualité
des figures planes (323, 324.).

11. - De Ia division homographique.

33[~. En nous reportam à Ia fig. 199 du n- 330, nous alloos
chercher à exprimer d'une autre maniêre Ie rapport anhar-
monique

CA DA
(ABCD)= CB: DB'

L'angle POM de deux droites OP et OM étant représenté par
Ia notation (P, M), on a sur cette figure (voir Ia Trig onome-
trie)

CA sin(P,M)
OA = sinOCA '

DA sin(Q,M)
OA = sinODA '

CB sin(P, N)
OB = sin OCB '

DB _ sin (Q,N)
OB - sinODB

Les deux angles OCA et OCB étant supplémentaires ont même
si nus, et l'angle ODB est l'angle ODA Iui-mêrne. II vient
donc par division

CA OA sin(P,M)
CB = OB sin(P,N)'

DA OA sin(Q,M)
DB = OB sin(Q,N)'

et 1'0n a finalement

CA DA sin(P,M) sin(Q,M)
CB: DB = sin(p,N): sin(Q,N)'

Le rapport anharmonique du faisceau des quatre droites OM,
ON, OP, OQ, pris sur une transversale quelconque, ne dé-
pend donc que des angles formés par les rayons correspon-
dants, et il conserve par conséquent Ia même valem, quelle

221
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que soit cette transversale. C'est -là une seconde démonstra-
tion de Ia proposition fondamentale du n- 330.

335. Le rapport anharmonique des sinus des angles forrnés
par Ies rayons du faisceau le caractérise complêtement. Deu:c
faisceau», pour lesquels ce rapport est le même, sont coupés
par une transversale quelconque suio ant le même rapport
anliarmonique, C'est ce qui arrive, par eaiemple, pOUI' des
Iaisceaux qui présentent respectivement les mêmes angles.

De pareils faisceaux sont dits homographiques,
On peut considérer des Iaisceaux formés par pIus de quatre

droites partant d'un même point : i1s formeront autant de
faisceaux de quatre droites qu'on pourra former de combí-
naisons avec les droites qui Ies composent prises quatre à
quatre.

Si 1'0n compare deux de ces faisceaux comprenant Ie même
nombre de droites, et si les groupes de quatre droites de
même rang dans les deux faisceaux ont des rapports anhar-
moniques égaux, les deux faisceaux sont encere homog ra-
phiques,

Pai' exempIe, deux faisceaux composés d'angles égaux dís-
posés dans Ie même ordre sont hornographiques.

11 faut bien rernarquer que, dans un faisceau, les rayons
doivent être supnosés prolongés de part et d'autre du centre
du faisceau. Pai' suite, deu» f aisceau a: dont les rayons, en
même nornbre et dans le même ordre, sont deua: à deua: per-
pendiculaires, ont des angles égaux ou supplémentaires (58),
et sont homog raphiques.

Nous allons indiquer quelques applications importantes
des notions précédentes.

336. Si 1'0n prend eles points fixes SUl' une circonférence
(quatre au moins), et si on les joint à un point variable de
cette circonférence, tous les faisceaux obtenus sont homo-

'graphiques, cal' ces faisceaux, en raison de Ia mesure des
angles inscrits (t08), conserve les mêmes angIes, quelle que
soit Ia position du point variable. Le rapport anharmonique
de l'un d'eux est :dit le rapport anharmonique des quatre
points fixes de ia circonférence.

..: 337. Remarquons que I'angle sous Iequel on voit, du centre
d'une circonférence, Ia portion d'une tangente mobile COll1-

prise entre deux tangeu tes fixes, est égaI à Ia. moitié de
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l'angle des deux rayons qui aboutissent aux points de eontaet
de ees tangentes fixes. Le prernier angle est donc constam
comme le second.

II en résulte que tous les fuisceaux obtenus en joignant le
centre d'une circonférence aux points ou quatre tangentes
fixes sont eoupées par une tangente mobile sont homogra-
phiques. Le rapport anharmonique des quatre points d'inter-
section des tangentes fixes avec Ia tangente mobile est done
constant, et on l'appelle le rapport anharmonique des quatre
tangentes fixes.

338. Le rapport anharmonique de qualre tangentes à, une
circonférence est égal à celui de leurs qaatre points de con-
tact;

En effet, si I'on mêne à Ia circo nférence une cinquléme
tangente, le rapport anharmonique du faisceau formé par les
rayons menés du centre aux points d'intersection des quatre
premiéres tangentes avec Ia cinquiême est le rapport anhar-
monique des quatre prerniéres tangentes (337); d'autre part,
le rapport anharmonique du faisceau formé en joignant le
point de contact de Ia cinquiêrne tangente ave c les points de
contaet des quatre prerniêres est le rapport anharrnoniquc
de ees quatre points de con tact (336). D'ailleurs , les deux
faisceaux eonsidérés ayant leurs rayons perpendiculaires sont
homographiques (335). L'énoncé est donc justifié.

339. Soient deux droites divisées par un certain nombre de
points qui se correspondent un à un, de maniêre que le rap-
port anharmonique de quatre points quelconques de l'une
soit égal au rapport anharmonique des quatre points corres-
pondants de l'autre. On dit que ees deux droites sont divisées
homographiquement, ou que les points considérés sur elles
forment deax divisions homographiques.

II est clair que, si l'on joint deux centres queLconques aux
points correspondants de deux divisions homographiques, on
forme nécessairement deux faisceaux homographiques (335),
ou les rayons se correspondent un. à uri eomme les poínts des
deux divisions.

THÉOREME.

340. Detuc divisions homog raphiq ues sont deierminées par
irois couples de poirus correspondants.

Supposons que les deux droites t et L' présentent les.trois

22~
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couples de points correspondants (a, a'), (b, b'), (c, c'). II
s'agit de déterminer les points d', e', 1',g' de Ia seeonde
droite, qui correspondent homographiquement aux points
donnés d, e, j, g de Ia premiére. Le rapport anharmonique
des trois points a', b', c' et d'un quatriême d', ou e', ou t',
ou 15", doit être alors égal au rapport anharmoniq ue des quatre
poinrs a, b, c, d, ou a, b, c, e, ou a, b, c, j, ou a, b, c, g.

Cette eondition étant remplie (329), les deux droites L et
L' seront divisées homographlquement, c'est-a-díre que le
rapport anharmonique de quatre points queleonques d, e,j, g
de L sera égal au rapport anharmonique des quatre points
eorrespondants d', e', j', s' de L'.

En' effet, transportons L', de maniêre à jaire cotncider les
deuai points correspondants a et a', L' faisant d'ailleurs un
angle quelconque avee L. Les deux rapports anharmoniques
(abcd) et (ab' c' d') étant égaux par construction, les droites
bb', cc', dd' concourront en un même point O (332), par le-
quel-passeront également les droites ee',jf', gg', en raison
de l'égalité respectíve des rapports anharmoniques (abce) et
(ab'c'e'), (abej) et (ab'c'j'), (abcg) et (ab'c'g'). On aura
done nécessairement (330) .

(dejg) = (d'e'1'g').

COROLLAIRE.

341. Deu» jaisceaux homog raphiques sont determines par
trois couples de rayons correspondants (339).

PROBLEME.

342. Deu» droites L et L' étant divisées homographique-
ment, déterminer SUl' la prerniêre droite le point qui corres-
pond au point situé à l'infini SUl' la seconde droite, et réci-
proquement;

Soient les points correspondants a, b, c, d, '" et a , b', c',
d', .'. SUl' les deux droites.

Géométriquement, il suffit de transporter Ia droite L' pa-
rallêlement à elle-même, de maniêre que les points corres-
pondants a et a' coíncídent, Les droites bb', cc', dd', ... ,
concourront alors en un même point 0(332), et formerout,
avec Oa, un faisceau hornographique. Eu menant par O
une paralléle à L', ou obtiendra le rayon correspondant au
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point situé à l'infini sur L', et ce rayon coupera L au point
correspondant I.

De même, en menant par O une parallêle à L, on obtiendra
le rayon correspondant au poínt situé à I'infini sur L, et ce
rayon coupera L' au point correspondant J/.

Par te calcul, les trois rapports anharmoniques directs des
deux divisions étant égaux deux à deux et se déduisant les
uns des autres (326, 327), il sufflt, en considérant Ies mêmes
points correspondants, de posei'

(cdab) = (c' d' a' b'),
c'est-à-dire

ac . bc a' c' . b' c'
ad . bd - aI d' . l} d"

Si le point b' passe à l'ínflni , cette égalité devient, en rem-
b' cl

plaçant b par I et en regardant le rapport b' d' de deux dis-

Lances infinies comptées SUl' Ia mêrne droite comme égaI à

I'unité (190),

(0:)
ac ld a' c'
ad . 1c = a' d' ,

.' Ic ac . a' c'
d ou ld = ad . a' d"

ce qui déterrnine le point I (136).
De même, si le point b de L passe à l'infini et si l'on désigne

spécialement par JI Ie point b' qui lui correspond sur L', on a,
en partant encere de l'égalité (1) et en remplaçant b' par J',

(o:' )
ac ai c' J'd'
--- .• --,
ad - a'd' J'c'

d'oú
J' c' a' c' ac
:r d' = aI d' : ad'

ce qui déterrnine le point J'.
Les relations (0:) et (0:') restent évidemment applicables,

lorsque les deux divisions homographiques considérées sont
distri buées sur une mêrne droite (3~.4.).

34.3. On voit que donner un point I ou J' correspondant de
J'infini revient à clonner cleux points corresponelants b et b'

situes à distance finie.
C'est ce qui résulte eles relations.(o:) et (0:') qui permettent:

soit de trouver d', lorsqu'on donne un point quelconque d de
Ia premiêre division, en même temps que les deux couples
de points corresponclants (a, a'), (c, c') et l; soit de trouver d,

DE C. - Cours, I!. 15
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lorsqu'on dorme un point quelconque di de ia seconde divi- .
sion, en même temps que les deux couples de points corres-
pondants (ai, a), (c', c) et JI (3~,O).

lII. - Divisions homographiques de même base.
Points doubles.

3lJ.lJ..Les deux droites L et L' divisées homographiquement
peuvent se confondre. On a alors deux divisions hornogra-
phiques situées sur une même droite ou deux divisions ho-
mographíques de méme base.

On appelle alors point double des deux divisions tout point
de l'une d'elles, qui est à lui-rnêrne son correspondant sur
l'autre,

THÉOREME.

3lJ.5. Deu» divisions homographiques de méme base qui ont
trois points doubles cotncideru,

En effet, désignons par a, b, c, les trois points doubles, et
par (m, ml) un couple quelconque de points correspondants :
on aura

(abcm) = i abcm'Y,

ce qui exige que les points m. et m' coincident.
Tous les points des deux divisions étant doubles, elles n'en

forment qu'une seule.

COnOLLA1IIE.

3t.6. Lorsque deua: divisions homographiques de méme base
sont distinctes, elles ne peuvent présenter que deusc points
doubles.

PROBLEl\IE.

3lJ.7. É tant données deua: divisions homog raphiq ues de méme
base, supposées distinctes, déterminer leurs points doubles.

Nous prendrons pour origine le point a de Ia premiére di-
vision.

Il s'agit de trouver Ia condition pour qu'un point d de Ia
prerniére clivision soit double, c'est-à-dire pour qu'il coincide
avec son correspondant di sur Ia secoude division.

Considérons à cet eífet Ia relation (cc) du nO3lJ.2

ac Id ai c'
ad . fZ = a' j' ,



(~)
Id a'.l' a'.l'
ad = a'd' = a'd'
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obtenueen supposant b' à l'inflni et b remplacé par I, et sup-
posons que le point c de Ia premiére ,division passe à son tour
à l'inflni. Sou correspondant c' sur Ia seconde division sera

alors J', et I'on aura évideniment, 1e rapport ~~ devenant égal

à l'uuité, Ia relation

si d est un point double.
En tenant compte des signes des segmenls, on peut alors

éorire d'une maniêre générale

Id= ad - aI, a'd = ad - aa', a'J'= aJ'- aa'.

Substi tuant ces valeurs dans Ia relation (~), il vient

ad-aI aJ'-aa'
---;;;:r-- = ad - aa' '

c'est-à-dire

(ad - aI) (ad - aa') = (aJI- aa'Yad,

ou, en effectuant et en simplifiant,

()') ad - (aI + aJI) ad + aI.aa' = o.
-2

Si O est le milieu de 1.adistance IJ' qu,i separe les points cor
respondants de l'inflni SUl' les deux divisions, on a nécessai-
rement

OJ'=- 01,
c'est-à-dire

-aO+aJ'=-aI+aO.
Il en résulte

J' O O aI + a.f'aI + a = 2a ou a = .
2

L'équation ()') devient ainsi finalement

(o)
-2

ad -2aO.ad+aI.aa'=o.

L'équation (a) qui détermine 1e point d cherché étant du se-
cond degré, iI y a deuic points doubles, réels ou imag iaaires,
La som me et le produit de leurs distances à l'origine a de-
meurent constants dans Ies deux cas, Ia somme de ces dis-
lances étant 10ujOUI'S2aO et. leur produit, aI.aa'.

On peut d'ailleurs construire três facilement les deux points
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doubles quand ils sont réels, à l'aide de Ia remarque sui-

vanre.
L'origine a étant arbitraire, on peut placer cette origine

SUl' Ia premiêre division au point O, milieu de Ia distance IJ'.
011a alors

aO=o et al=OI=-OJ'.

Si O' est alors, sur Ia deuxiéme division, le correspondant
de O, le point a' correspondant de a devient O' correspon-
dant de O, et l'équation (o) prend Ia forme

-2

Od -' OJ'.OO'= 0,

d'oü

Od= +VOJ'.OO'.

Les deux polnts doubles représentés par cette double valeur
de Od, et que nous désignerons pai' e et j, sont donc placés
sur la base de part et d'autre du point O et à égale distance
de ce point.

Les points doubles sont imaginaires, lorsque les segments
OJ' et 00' sont de signes contraires, c'est-à-dire lorsque les
points O' et J' sont de part et d'autre du point O.

Les points doubles sont réels, lorsque les segments OJ' et
00' sont de méme signe, c'est-à-dire lorsque les points O'
et J' sont d'un même côté du point O. Dans ce cas, on n'a (187)

qu'à mener par le point O une tangente OT au cercle décrit
SUl' O' J' comme diamétre, et à rabattre cette tangente SUl' Ia
base en Oe et en 0/, pour obtenir les deux points doubles
eu e et euf(jig. 202).

figo 202.

Si l'on a 00' =0, le point O devient un point doub!e,
Comme on a en même temps Od=o, les points doubles e etj
cotncident alors au point O.

3!~8. Deuxfaisceaux homographiques de même centre dé-
terminent, SUl' une transversale quelconque, deux divisions
hornographíques de mêrne base,
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Ces faisceaux ont touj ours deux rayons doubles (c'est-
à-dire tels que chacun d'eux, considéré comme appartenant
au prernier faisceau, COIncide avec son correspondant dans le
second faisceau), et on les obtient en joignant le centre com-
mun des faisceaux aux potnts doubles des deux divisions qu'ils
déterminentsur Ia transversale considérée, Ces rayons doubles
peuvent donc être eux-mêmes réels ou imagina ires,

3l~9, Soient les quatre points a, b, c, d et .Ieurs correspon-
dants a', b', c',d' SUl' deux divisions homographiques de même
base, On a, par définition,

(cdab) = (c' d' a' b'),
c'est-à-dire

ac , bc a' c' , b' c'
ad ' bd - a'd" b'd"

Admettons que les points c et c' se confondent et elevien nen t
le premier point douhle e et, ele même, que les points d et d'
se confondent et deviennent le second point double f, 11

viendra

d'oü 1'0n déduit

ae be a' e b'e
af: bf= ali: b'f'

ae a'e be b'e
af : a'i = bf : b'f = co~st.,

quels que soient les points correspondants a et a' dont on
prenne les distances aux points doubles,

En désignant par k une constante appropriée, on peut donc
écrire

ae _ k af,
ale - a'f

31>0. Supposons que l'un des points doubles f passe a l'in-
fini. La relation précédente donne, dans cette hypothése,

!!!!...-~-k
ale - b'e - ,

ou bien (t. I, Aritlim., 3(2),

ae - be ab
I b' =is=':a e - e a

Les segments corresponclants des deux divisions homogra-
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phiques sont alors proportionnels, et l'on dit que les deux
divisions sont semblables. La relation (~) du n') 3iJ.7 morrtre
que, dans ce cas, Ie pointdoubIe dou f s'éloignant à I'infini,
il en est de mêrne de }' qui est, sur Ia seconde division, le
correspondant du point à l'infini sur Ia prerniére.

On peut dire, d'apres cela, que deux droites quelconques
divisées errparties proportionnelles sont divisées homogra-
phiquement, avec cette condition que Ies points à l'infini SUl'

les deux droites sont des points correspondanls.
Si les deux points doubles e et f passent à Ia fois à l'infini,

Ia constante k devient égale à l'unité, et l'on a

ah zz: a'b',

On dit alors que Ies deux divisions sont égales et de méme
sens,

Enfio, si Ie point double f passant seul à l'infini, on a

les deux divisions sont égales et de sens contraíres. En même
temps,

ae=-a'e, be=-b'e, ...~

c'est-à-dire que le second poínt double e est, dans ce cas, le
milieu de tous les segments aa'; bb', ... , formes par deux
points correspondants quelconques (1).

(') Lorsque deux divisions homograpb iques de même base ont' leurs poin!s

doubles im aginaires , ces divisions et Ies faisceaux homographiques de même

centre qu'on peut éIever sur eIles jouissent de propriétés particuliéres. Nous
renverrons, pour J'exposé de ces propriétés, au Traite de Geometrie par Eu-
gêne Rouché et Ch , de Comberousse. 6' édition (189')

-1$11_
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CHAPITRE IV.,

PUISSANCE D'UN POINT PAR RAPPORT A UN CERCLE.

I. - Alta radical et centre radical.

351. Soient un cercle ° et un point M pris dans son plan
(fig. 203). Si I'on méne Ia sécante MAB au cercle, on a (180)

MA. MB = constante,

quelle que soit Ia direction de Ia sécante.

Fig. 203.

Steiner a donné à ce produit constant, qui est posit if ou
négatif, suivant que Ie point M est extérieur ou intérieur au
cercle, le nom de puissance du point M par rapport au
cercle O.

Si 1'011 considere spécialement Ia sécante passant par le
centre du cercle, on a, en désignant par R son rayon et en
supposant d'abord le point M eaiterieur ,

MA=MO-R, MB=MO+R,

d'oü (t. I, Alg. élém., 30)

MA.MB=M02_R2."

Si Ie point M est interiear, on a, eri ualeur absolue,

MA=R-MO, MB=R+MO,
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c'est-à-dire, puisque Ies segments MA et ME sont ici de sens
opposés,

On peut donc dire que Ia p uissance d'un point par rapport à
un. cercle est toujours représentee, en grandeur et en signe,

,par l' eiccês du carré de Ia distance du point considéré ali
centre du cercle SUl' le carré du rayon.

Lorsque le point M est etotérieur au cercIe, on a (181), en

menant Ia tangente MT,
_o

MA.MB=MT-.

La putssance d'urc point extérieur M est donc encore repré-
sentée par le carré de Ia tangente menée de ce point ali
cercle.

Lorsque le point M est intérieur, on peut mener par Mune

corde perpendiculaire à Ia sécante déterrniné e par ce point et

le centre du cercle (c'est Ia pIus petite cord e passant par M),

et le produit MA. MB ou Ia p uissance du point M est alors

(167), en oaleur absolue, égal aú carré de Ia moitié de Ia
corde minimum passant par M.

Lorsque le point M est SUl' le cercle lui-même, sa puissance

est nulle.

PROBLEME.

352. Trouverle iieu despoints d' égale puissance par rapport
à deusa cercles donnés O et 0/, dont les rayons sont R et R'.

POUl' que M sait un point du li eu, il faut qu'on ait (351),

en supposant R> R',

M0
2

-R2=MO'~H./\
c'est-à-dire

Le lieu cherché n' est, par suite, autre chose que le lieu des

points dont Ia différence des carrés des distances aux

centres O et O' est égale à Ia' différence constante des carrés

des rayons. Ce lieu est donc (177) une perpendiculaire ~ Ia

limite des centres 00/, plus voisine du centre du plus petit

cercle O', et dont Ia distance au milieu de 00' est égale à
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Gaultier (de Tours) [Journal de l'École Polytechnique.
XVI" Cahier] a donné à ceue droite le nom d'axe radical
des deuai cercles.

Se~UE.

353. Tout poiot commun à deux cercles apparLient à leu r
axe radical; cal' il a des puissances nulIes, c'est-à-dire égales,
pai' rapport aux deux cercles. Réciproqucment, tout point. de
l'axe radical qui appartient à l'un des cercles appartient
nécessairement à l'autre,

11en résulte que t'axe radical de deua: cercles qui se cou-
pent se confond al'ec leur corde comm une, et que l'axe radi-
cal de deu ..:ccercles qui se touchent est leur tangente comrnune .

Lorsque les deux cercles n'ont aucun point commun, leu!'
axe radical leur est extérieur à tous deux.

Le carré de Ia tangente menée d'un point exLérieur à un
cercle représe ntan t sa puissance par rapport au cercle (351),
te lieu des points d'o à l'on. peut menu des tangentes égales à
deua: cercles donnés est teur aaie radical, pris dans toute son
étendue, lorsque les deux cercles n'ont aucun point commun.
Si ces cercles se coupent, le lieu se compose seulement eles
parties de I'axe radical qui sont extérieures aux deux cercles.
La partie intérieure de l'axe radical ou Ia corde commune
est alors le lieu des points pour Jesquels les cordes de plus
petiLe longueur menées par ces points dans les deux cercles
sont égales (351).

354.. L' aaie radical de deua: cercles est éq uidistarü des po-
laires par rapport à ces cercles de l'un quelconque de leurs
centres de similitude.

Soit S l'un des deux centres d'homothétie ou de similitude
directe ou inverse (162) des cercles donnés, dont les centres
sont O et O' et, les rayons, R et R'. Soient L et P, P: Jes pieds
sur 00' de l'axe radical et des deux polaires de S par rapport
aux cercles clonnés (318).

On a, pOUI' Ia dist.ance de l'axe radical au cenLre O, en
supposant H> R' (352),

On peut écrire, d'aprés Ia déternrínation du centro de slmi-
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litude S (162),

GÉOMÉTRlE.

os O'S 00'
1f= R" =H.- R'.

Enfin, les propriétés eles polaires donnent (318)

R'~
O'p'--O'S·

En tenant compte de ces relations et en partant ele l'iden-
tité

R2-R'2 R(P.-H.') R'(R-R')
OU' 00' + 001' '

il vient

c'est-à-dire

OP+OO'+O'P' OP+OP' PP'
OL= =----=OP+-·

2 2 2

L'énoncé est donc [usüflé.
Ce théorêrne est C aiJleurs évident, lorsque S est extérieur

aux deux cercles j eu les polaires de S sont alors les cordes
de contact des tangentes communes menées par S aux deux
cereles, tandís que l'axe radical joint les mllieux de ces tan-
gentes communes (353).

COI\OLLAIRE.
,

355. L'aa:e radical d'un cercle O et d'un point O' est paral-

lêle à Ia polaire de ce point par rapport au cercle et equi-
distant de ce point et de sa polaire,

Cette proposition est une conséquence immédiate du
théoréme qu'on vient d'étahlir, en supposant que le second
cercle O' se réduise à son cenlre.

EI1!íaisant R'=o dans les relations précédentes, on a

-2

00' + R2
OL= 200' .

Le centre de similitude S se confondant évidemment dans
ce cas avec le point O', on a aussi
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,P étant SUl' 00' le pied de Ia polaire de O' par rapporl au
:cel'cle O.
Il en résulte

PO'=OO'-op= ~~R2

et

OO'~ R2 PO'
PL = OL - OP = --O-~ = -,

20 2

ce qui justifie I'énoncé.

THÉOREME.

356. Les aaies radicaucc de trois cercles considérés delta: à
deu» se coupent en un méme point (fig. 204).

Soient trois cercles O, O', O' n'ayant pas leurs centres en
ligne droite; soient A, A', A" les axes radicaux de ces cercles
pris deux à deux.

Fig. 204.

A

A"
À!

o~~--+--I---ro'

o'

Les axes radicaux A et A', étant perpendiculaires (352) à
deux droites 00' et O' O" qui se coupent, se rencontrent eux-
mêmes en un point C. Ce point, étant alors d'égale puissance
par rapport aux trois cercles donnés, appartient à l'axe radi-
cal Ali des deux cercles O" et O.

Le point C, ainsi commun aux trois axes radicaux, est
appelé le centre radical des trois cercles donnés.

Si les centres O, O', O' sont en ligne droite, le centre
radical passe à I'infini ou est indétenniné, suivant que les
axes radicaux des cercles O et O', O' et O" sont paralleles ou
comcídent.

COROLLAIIIE.

357. Si les trais cercles proposés se coupent delta: à deua ,
leurs cordes com munes se croisent en leur centre radical (353).

On peut se servi'r de cette remarque pour construire facile-
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ment l'axe radical ele deux cereles O et O', extérieurs ou
intérieurs.

Il sufflt (fig. 205) de les couper par un troisiêrne cercle
quelconque O". Les cordes communes à ce cercle et aux deux
cercles donnés se couperont au centre radical C eles trois
cercles el, en abaissant de ce point une perpendiculaire sur
Ia droite 00', on obtienclra l'axe radi cal cherché.

Fig. 205.

----------------------------

Héciproquement, si I'on mêne d'un point ele l'axe radical
des cercles O et O' deux sécantes à ces cercles, les quatre
points d'intersection obtenus se trouvent nécessairernent SUl'

une même circonférence O" (182; f!}6, 2°).

lI. - Points anti-bomologues de deux cercles.

3õ8. Soient (fig. 206) deux cercles O eL O'. Considérons un de leurs
centres de similitude; par exemple, le centre de similitude directe S.
Une sécante issue de S coupant les deux cercles en quatre points
M, N, 1\1',N', les points i\I et M' sont des points homologues par rapport
au centre S, puisque les rayons OM et O'M' sont paralleles (162); de
même, les points N et N' sont homologues.

Quant aux points 1\1et N' ou N et M', on les appelle points anti-
homologues.

Menons une autre sécante Smnm' n'. Les cordes telles que M» et N' 112',

qui joignent respectivement deux points quelconques du premier cercle
et leurs points anti-homologues sur lá second cercle, sont dites cordes
anti-liomologues,

Tl-lÉOREME.

3õ9. Deux cercles étant donnés, le produit des distances de l'un
quelcouque de leurs centres de similitude à deusa points anti-homologues
est constant ; dcux couples de points anti-homologues app artiennent à
une méme clrconjerence ; deu» cordes arui-homoiogues se coupent SUl'

i'axe radical des deux cercles donnés (fig. 206).
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Soient R et R' Ies rayons des deu x eereles et p Ia puissance du
pomt S par rapport au eercle O. On a (3;>1, 162)

S\I 8N R
8.\1' = SN' = R"SM.SN =P et

En divisant Ia premiere égalité par Ia seconde, il vient d'abord

R'
SN. SW = SM. SN' = p,U = const.

Si l'on considere une autre sécante Smnm'n', on aura donc, par
exernple,

SM.8N'= Sn.Sm' et S~.SM'= 8m,8/1',

Par suíte, Ies quatre peints M, N', n, m' appartiennent à une même

Fig. 206.

c

eireonférenee O', et les quatre points N, 1\1',m, n', apparlienncnt à une
mêrne circonférence 011I ('182).

Enfin, les cordes anti-homologues Mn et N' m' étant respectivement
les axes radicaux des cercles O et O' et des cercles O' et O", leur point
d'intersection C est Ie centre radical des trois cereles O, O', O" et, par
conséquent, se trouve sur l'axe radical des deux cercles O et O'.

Cette derniere propriété prise à Ia limite montre que Ies tangentes
en deux points anti-homologues, M et N', dos deu x cercles se croisent
sur leur axe radical.



GÉOMÉTRlE.

CHAPITRE V.

D E L' I N V O L U T I O N (I).

I. - Propriétés fondamentales.

360. Nous définirons d'abord l'involution de Ia maniêre
suivante :

Supposons six points en ligne droite conjugués deux ü

deux ou forrnant trois systêrnes de deux points conjugués,
tels que a et a', 8 et b', c et c'.

On dit que ces sia:points en Ligne droite sont en involution,
lorsque le rappori anharmonique de quatre de ces points PRIS

DANS LES TROIS SYSTllftlES est égal à celui de leurs points conju-
gués," parexemple, si I'on a (325)

(abcc') = (ai b' c' c).

Pour que cette définition soit admissible, il faut prouver
que si la condition indiquée est vérijiée pOllr une combi-
naisori convenable de quatre des si» points consideres, elle
sera également satisfaite pour toute autre combinaiso n ana-
logue,

Les seules combinaisons possibles de quatre points pris
dans les trois systêrnes réuniront évidemment, d'une ma-
niêre quelconque, deux points sans accent. et deu x points
accentués (prerniêre forme); ou bien trois points sans accent
avec un seul point accentué , et réciproquement (seconde
forme).

D'ailleurs, íl suffit d'examiner, pour chaque combinaison,

(I) La Théorie de I'Involution est due au célebre fféometl'e Desargues
(1593-1663). On en trouve des cas particuliers duns les Collections de Puppus,
Chasles a beaucoup étendu et perfectionné cette Théorie (Aperçu historique,

p. 3'7; Traite de Géométrie snpérieure s,
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un seul des rapports anharmoniques qu'on peut former avec
les quatre points choisis (326, 327).

Cela posé, pl'enons une combinaison teIle que c, a, c', b et
admettons qu'on ait, d'aprês Ia définition adoptée,

(o:) ( c a c' b) =(c' ai c b') .

11s'agit de démontrer qu'il en sera de même pour toute autre
. cornhinaison de quatre points pris dans les trois systémes et
comparés à leurs conjugués.

D'aprés ce qui précêde, on peut changer dans Ia prerniêre
combinaison e' ou c en a' (ou en b'), ou bien a en a' (ou b en b').

Changeons c' en a'. 11faut alors prouver qu'on a

(caa' b) = (c"a'ab')
ou

a' c bc ac' b'c'
ai a : ba - aa' : b' ai'

Or, l'égalíté conventionneIJe (o:) revient à

c' c . b c C c' . b' c'
c'a' ba - ca' . b'a"

On peut supprimer dans cette égalité les deux facteurs c' c
et cc', qui ne différent que par le signe, et les remplacer res-
pectivement par les facteurs a' a .et a a' qui remplissent Ia
même condition. 11vient aiusi

a'a bc a a' b' c'
-' ---_ ... _,
c' a . ba - c a' . b'a'

c'est-à-dire, précisément,

a' c . b c a c' b' c'
a'a . ba - aa' b'a"

Ou passe ainsi de Ia combinaison de seconde forme, prise
pour point de départ, à une autre combinaison de seconde
forme.

Changeons mainteuant b en b' dans Ia mêrne combinaison
c, a, c', b. Il faut prouver qu'on aura encore

ou (325)
(ca c' b' ) = (c' a' cb)

b' c' a c' b c a' c
v'c : ac - bc' : a'c"
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L'égaIité conventionnelIe (<x) revient aussi à

b c' ac' b'c a'e
b c : a c --·b' e' : ai e' ;

ce qui dorme précisément, comme il est facile de le voir, l'éga-
lité précédente.

On passe ainsi de Ia cambinaison de seconde forme prise
pour point de départ à une autre combinaison de premiére
forme, et Ia définition adoptée est complétementjustifiée. r

361. Nous veuons de vérifier (360) l'égalité

b' c' . a e' _ !!..!!... • ai c
b'c . ac _. b c' . a'ei'

qu'on peut écrir-e

h' c' . a c b c . ai c'
77;;:ae' - be'. a'C ou, encare,

ea.ea' e'a'.e'a
c b . C b' -- e' b' . e' b

on obti endra, par symétl'ie, les deux autres form ul es

b c . b c' b' e' . b' c
ba.ba' = ú'a'.b'a'

a h. a b' ai b' . a' b
a c . a e' - ai e' . a' c .

NOllS avons pu poser (360)

cc ; be cc' bc'
c'a ' ba - ea-' . b'a"

ce qui revient, en tenant compte des signes et eu simpli-
fiant, à

e'e. ba
c'a . be-

e'e. b'a'
ca' . b'e'

ou à
a b . ai e. b' e' + ai b' . a e' . b c = o.

Cette r elation est Iacile à retenir. En associant respectivement
b et c à a et à a', on obtient .Ies deux premiers facteurs du
prernier term e, le troisiéme facteur étant formé des mêmes
letu-es b et c accentuées. Quant au second terme, on le dé-
duit du premier, en remplaçant les difIérentes lettres par leurs
conj uguées.

On aura, par symétrie, les deux égalités suivantes :

be. b' a . c' a' + b' c' . ba' . ea = a,

ea. c'b . a'b' + c'a': eb' .ab = o.
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Enfin, s'il y a involution, on a

(acb'c') = (a'c'bc),

ab' cb' a'b. c'b
a c' . cc' - a' c . c' c .

c'cst-à-dire (325)

Cette égalité revient à

ab' a'b
ac'.cb' - - a'c.c'b

ou à
ac' . cb' . ba' + a' c. c' b. b' a = o .

Cette relation étant d'eIle-même symétrique, restera seule
de son espece. Elle est aussi facile à retenir.

362. En résumé, toutes les fois que trois systêmes de deuic
points conjugués a et a', b et b', c etc' sont en involution, on
a (361) les sept équations suivantes :

ab. ab' a'b' .a'b
ac. ac' = 7:i'c'-.a'c'

bc. bc' b'c' . b'c
ba. ba' = b'a' . b'à'

(3 )

ca. ca' c'a' . c'a
cb. cb' - c'b' . c' b

\

ab . a' c . b'c' + a' b' . ac' . bc = o,

bC.b'a.c'a'+ b'c'.ba'.ca~o,

. ca.c'b.a'b' + c'a' .cb'.ab = o.

ac' .cb'. ba' + a'c i c'b , b'cc = o.

RÉCIPROQUEMENT, chacune de ces sept équations, revenaut à
l'égalité du rapport anharmonique ele quatre des six points
considérés et de celui de leurs points conjugués, exprime
qlte les sia: points dont il s'agit sont en inoolution. et entratne,
par conséquent, les si» autres équations (360).

On voit que, si 1'0n dorme deux des trois couples de points
conjugués, tels que (a, a') et (b, b'), on peut prenclre arbi-
trairement Ie point c du troisiêrn e couple et détermíner

son conjugué c' à l'aide de l'une des sept équations précé-
dentes.

Comme cas p articuliers, les relatio ns d'involution auront
lieu entre cinq points seulement, quancl le point c' passera à
l'infini ou lorsq u'il coincidera avec son conj ugué c.

DE C. - Cours, 11. 16
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THÉOREME,
363. Quand trois systêmes de deua: points conjugues (a, a'),

(b, b'), (c, c') jorment une involution, si deuo: autres points
conjugués (d, d') forment une involution avee les deua:

premias couples (a, a'), (b, b'), ils formeront aussi une
involution avee le troisiême couple (c, c') et L'un. des deua:

premiers,
En effet, supposons qu'on ait, par hypothése, les deux éga-

lités
(bb'ae) = (b'ba'c') et (bb'ad)=(b'ba'd'),

e' es t-à -d ire

ab . eb a'b' . e'b'
ab' . cb' - a'b . c'b et

ab . db a'b' . d'b'
ab' . db' - a' b . d' b .

II en résu1te évidemment

cb . db e'b'. d'b'
ou (bb'ed) = (b'be'd').cb" db' - (!1)' d'b

Les trois eouples (b, bJ
), (c, c'), (d, d') forment dane une

involution.
Ce théorême montreque la propriété involu.tive peut étre

«etcndue à uri nombre quelconque de couples de deucc points
conjagues, ees couples étant combinés successioement trois à
trois, On dit alors que ces eouples, toujours situés SUl' une
m éme droite, sont en involution.

11. - Point central.

36lJ.. Soient, en nomhre queleonque (363), des eouples
(a,a'), (b,b'), (e,c'), (d,d'), ... , eninvolution. Enéerivant,
par exemple, que le couple quelconque (d, d') est en involu-
tion avee les deux premiers (a, a') et (b, b'), on aura

(abdd') = (a'b'd'd) ou
da . d'a d'a'. da'
d b . d' b - d' b' . d b"

Si l'on suppose alors que d' passe à l'inflni, et si 1'on designe
par O le eonjugué d de d', il viendra

Oa Oa' Ob'
Ob = 1 : Ob' = Oa"

e' est-à-dire
Oa. Oa' = Ob . Ob'.
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En remplaçant le couple (b, b') par le couple (c, c') ou par
tout autre, on aurait de même

Oa . Oa' = Oc . Ocl
•

Il en résulte que, étant donné un nombre quelconque de
couples de points conjugués (a, a'), (b, b'), (c, c'), ... ,
situes sur une même droite L et formant une involulion,
on peut toujours trouver sur cette droite un point O teI
qu'on ait

(1) Oa. Oa' = Ob, Ob' = Oc. Oc' = ... = consto = K.

Le point O prend alors le nom de point central de l'inco-
lution, dont Ia droite L est Ia base et K Ia constante.

RÉCIPROQUEMENT, si trois eles couples de points conjugués
considérés satisfont à Ia relation (1), tous ces couples pris
trois à trois sont en involution.

En effet, si le sixiêrne point c' ne formait pas une involu-
tion avec les cinq premiers points a, a', b, b', c, OIl pourrait
toujours déterminer un point c" remplissant cette condition
(362), et l' on aurait alors à Ia fois

Oa. Oal = Oc . Oc' = Oc . Oc",
c'es t-à-dire

Oc'= Oc",

ce qui exige Ia coíncidence de c' avec c": Les six points a, a',
b, b', c, c', sont donc nécessairement en involution.

365. La propriété du point central O permet de donner
de l'invoIution une seconde définition (360) três sirnple et
qui fait image.

La relation (1) du numéro précédenl est, en effet, suscep-
tible d'une importante interprétation géornéu-ique.

Soient les trois couples (a, a'), (b, b'), (c, c/); décrivons
trois circonférences SUl' les segments aa', bb', c c', comme
diarnêtres. La relation

Oa. Oa' = Ob . Ob' = Oc. Oc'

montre que le point O est d'égale puissance (351) par rapport
aux trois circonférences, de sorte qu'il appartient aux trois
axes radicaux de ces circonférences prises deux à deux (352).
Ces axes radicaux étant d'ailleurs perpendiculaires à Ia base L
de I'involution se confondent, et le point central O'est le point
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d'intersection de l'axe radical de deux quelconques de" trois
circonférences avec Ia base L.

RÉCIPROQUEMENT,si trois circonférences ayant leurs centres
sur une même droite L ont même axe radical, Ies extrérnités
de leurs.diamétres sur L sont en in voJu tion (36ft.).

En définitive, des couples de points conjug ués situés SUl' une
méme droite sont en involution, lo rsq u'on peut trouver sur
cette droite uri point qui soit d'égale p uissance par rapport à
chaque couple, c'est-à-dire satisfasse à Ia reJation (I).

Voici des conséquences imméeliates de cette nouvelle dé-
finition.

{o Si, sur les deua: segments a a' et bb', on décrit deua: cir-
conf'érences QUELCONQUES,leur corde commune passe par le
point central O.

En effet, p étant l'un des points d'intersection de ces eleux
circonférences, Ia droite OpIes coupera respectivement en
deux autres pointsp' etp", et 1'on aura (351)

Op.Op'= Oa.Oa',

Il en résulte

Op.Op"= Ob.Ob'.

Op'=Op", .

et les points p' et pu comcídent. La droite Op se confond donc
avec Ia corde cornmune des deux circonférences.

On en déduit cette autre proposition :
2° Si, SUl' les trois segments aa', bb', cc', on décrit trois

circonférences QUELCONQUES,mais passant par un mérne point,
ces circonférences ont une' corde cornm une passant par le
point central O.

3° Remarquons encore que si Ies trois circonférences dé-
crites SUl' Ies trois segments aa', bb', cc', comme diamêtres,
se coupent effectivement, les droites menées respectivement
de l'une des extrémités de Ia corde commuue aux extrémités
de chaque segment sont rectanguIaires.

Les points d'intersection eles trois circonférences peuvent
être imaginaires. Elles n'ont plus alors de corde commune,
mais elles ont toujours même axe radical.

Par suite, lorsque les eaitrémités de trois segments en ligne
droite forment une inoolution, il existe, deuic points (réeIs ou
imaginaires) de chacu n desquels on aperçoit les trois segments
SOllS un. angle droit ; et, réciproquement, ÚS extrémités des
segments déterminés SUl' une droite fixe par trois positions
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quelconques dí un. angle droit tour narit autour de son sommet
sont en involution,

366. Deux couples de points conjugués (a, a'), (b, b') suf-
fisent pour déterm iner le point central. Sa construction ré-
sulte de ce qui précéde (365).

Si Jes deux segments aa' et bb' empiêtent l'un sur l'autre,
c'est-à-dire si chacun d'eux comprend une seule extrémité de
l'autre, on décrira SUl' les deux segments comme diametres
deux cercles dont Ia corde commune coupera Ia base de l'In-
volution au point central O.

Si les deux segmeilts n'empiétent pas l'un sur l'autre,
c'est-à-dire s'ils sont intérieurs ou extérieurs l'un à I'autre,
on prendra un point p hors de Ia droite ab, et l'on fera passer
respectivernent deux circonférences par les trois points a,
b, P et par Ies trois points ai, b', p. La corde cornmune
de ces deux circonf'érences coupera Ia droite ab au point
central O.

IH. - Points doubles.

367. On appelle point double d'une involution tout point e
de Ia base L qui est à luí-mêrne son conjugué. Pour qu'un tel
point existe, il faut qu'on ait (36"-, 365)

-2

(J) O a. O ai= O b. O b'= O c. O c'= ... = O e = K.

II en résulte

Oe=+VR.
Si K est positif, il y a deux points doubles e et j, situés

de part et d'autre du point central O, à une distance égale

àVK.
Si K est négatij, ces deux points doubles deviennent ima-

ginaires.
Lorsq ue les points doubles e et j sont réels, le point central O

est le milieu de ef,

Par suíte, d'aprés Ia relation (I), ces points doubles sont
les conjugués harmoniques des extrémités de tous les seg-
ments aa', bb', cc', ... , ou divisent harmoniquement tous
ces segments (303).

On voit par là que le point central O ne peut alors jamais
être compris entre deux points conjugués de l'involution (302).
Les segmenls déterminé s par ces points conjugués sont donc,
cornme aa' et bb' (fig. 207), d'un même côté de O et, alors,
d'apres Ia relation (I), compris i'un dans i'autre ; ou bien,
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eomme aa' et CC', situés de part et d'autre du point O et, alors,
extérieurs l' un à l' autre ; et, dans les deux eas, les eireonfé-
renees décrites SUl' les segments en involution comme dia-
métres ne se coupent pas (365,3°).

Il est clair, d'apres Ia même relation (1), que, si 1'0n dé-
erit des circonférences de cercle sur les segments aa', bb',
cc', '" eomme diamétres, Oe et Oj seront représentées par
Ia longueur constante des tangentes menées du point O à ces
circonférences (181).

Fig. 207.

c' () a b f b'c a'

Si K est négatij, les différents produits Oa.Oa', Ob.Ob',
Oc.Oc', ... sont négatifs. Le point central O est alors com-
pris entre deux points eonjugués quelconques de l'involution;
et il s'ensuit, d'aprés Ia relation (1), que les segments détermi-
nés par les points eonjugués empiétent (366) tous les uns sur
les autres (fig. 208).

Fig. 208.

Les eercles décrits.sur ces différents segments comme dia-
métres ont alors une corde eommune P P', perpendiculaire à
Ia base L de l'involution au point central O, et qui est l'axe
radical commun de tous ces cercles pris deux à deux. On a
d'ailleurs

-2

. OP.OP'=- OP = Oa.Oa'= Ob.Ob'= ... = K,

e' est-a-dire

OP=v K,

quantité réelle, puisque K est iei négatif.
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aj: a'j=-I

Il en resulte évidemment

el
be b'e
bj: b'j'=-I.
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Une involution de cette espêce étant donnée (362) par
deux couples de points conjugués (a, a'), (b, b'), tels que les
segments aa' et bb' empiétent l'un sur l'autre, les circonfé-
rences décrites SUL' aa' et bb' comme diamétres determine-
ront Ia corde PP' et, par suite, le point central 0, projection
de P ou de P' SUl' Ia base de l'involution. II suffíra alors de
faire pívoter un angle droit autour du point P pris comme
sommet de cet angle droit, pour obtenir par les rencontres
de ses côtés avec Ia base L tous les couples de points con-
jugués.

THÉORÉME.

368. Les points doubles e,j, de L'Involution détermínée par
les deuai couples de points conjugués (a, ai), (b; b'), sorü
aussi en involuiion arec les deusa couples (a, b'), (ai, b).

En effet, les points e etj étant les conjugués harmoniques
des extrémités des segments aa' et bb' (367), on a

c'est-ã-dire (325)
(ejaa') = (feb' b).

Les quaire points e, j, a, ai ont donc leur rapport anhar-
monique ép;al à celui des quatre pointsj, e, b', b, Par suíte,
les trois couples (a, b'), (ai, b), (e,j) sont en involution (360).

IV. - Paísceaux en involution.

369. Six droites partant d'un mêrne point et conjuguées
deux à deux sont en involution ou forment un faisceau invo-
lutif, lorsque quatre droites, prises dans les trois couples, ont
leur rapport anharmonique égal à celui des quatre droites
conj uguées (360).

Un pareil faisceau jouit évidemment (330) de Ia propriété
de rencontrer une droite quelconque en six points en invo-
lution. Par suite, toutes les relations applicables à ces points
et dérnontrées précédemment (361) se trouvent transportées
par cela même aux six droites,
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En particulier (33[1,), les six droites du faisceau conjuguées

deux à deux, formam les couples (A, A'), (B, B'), (C, C/),

auront entre les sinus de leurs angles eles r elations telles
que (362)

sin (A, B) sin (A, B/) sin (A', B/) sin (A', B)

sill(A-:-C) sin (A,-(Y") = sin (A', C/) sin (Ai, C)'

sin(A, B) sin(A/, C) sinj B', C/) + sin(A/, B') sin(A, C') sin(B, C) = o.

Ces relations sont au nombre de sept, chacune entratne les

six autres et suftit pour définir l'involution e1u faisceau eles

six droites.

, 'De même qu'on a étennu Ia p ropriété involutive à un

nornbre quelconque de couples de points conjugués situes

sur une même droite, en les combinant successivement trois

à trois (363), on peut considérer des faisceaux en involution

f'orrnés d'un nombre quelconque de couples de droites conju-

guées partant. d'un même point, et combinées égalernen t

trois à trois. Un parei! faisceau déterrninera sur une droitc

quelconque eles couples de points en involution, en même

nombre que les couples de droites conjuguées.

AllX deuo: points doubles, réels ou imaginaires, de ce sys-

teme de points (367), correspondront dans le faisceau deu a:

raJ'ons doubles, réels ou imaginaires. Ces deuo: rayons, quand

ils existent, forment uri faisceau harmonique aoec deu:c

rayolls conjug ués quelconques (367,306).

THÉORÉME.

370. Dans tout faiseeau en involutio n, il existe un couple
de rayons eonjllgués rectang ulaires,

En effet, si 1'0n coupe un pareil faisceau par une transver-

sale quelconque L, on obtient sur cette transversal e eles

couples de points conjugués en involution, tels que (a, ai),

',b, b'), (c, c'), .... Et, si l'on décrit des circonférences SUl'

les segments aa'; bb', cc', ... , comme diamétrcs, ces circon-

férences prises deux à deux ont mêrne axe radical (361)). On

peut alors distinguer deux caso

Si les points douhles de l'involution rectiligne (ou les

rayons doubles du faisceau) sont réels, l'axe radical com-

mun OM est extérieur à toutes ces circonférences (367). Soit

alors co le centre du faisceau. Joignons le point central O de

l'involution rectiligne au point oo , et déterminons sur Ia
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droite Ow un point a: tel qu'on ait

Oa.Oal= Ow.Ox.

Si l'on éléve une perpendiculaire SUl' le milieu de wx, et si
ceue perpendiculaire coupe L en un point C, l'axe radical de
Ia circonférence ayant pour cenLre C et passant par le point r,l

ele Ia circonférence aa' sera encere OM, et les extrémités
du diamêtre de Ia circonférence Cw qui est situé sur L seront
des points conjugués de l'involution rectiligne. Or, en joi-
gnanl ces points à oi, on déterminera un angle droit, c'est-
à-dire un couple de rayons conjugués recLangulaires du
faisceau involutif donné.

Si les points doubles de l'involution (ou les rayons douhles
du faisceau) sont imaginaires, les ciroonférences décrites SUl'

les segments aa'; bb', cc', ... , comme diamétres, se coupent
toutes suivant une même corde qui est leur axe radical com-
mun (367). En faisant passer une circonférence par les extré-
mités de cette corde et Ie centre w du faisceau, et en j oi-
gnant co aux extrérnités du diamétre de cette circonférencc
qui est situé SUl' L, on aura encere un couple de rayons con-
jugués rectangulaires du faisceau donné,

D'ailleurs, si, dans un jaiseeau incolutif de eentre co, ore

considere si» rayons en inoolucion, et si deuo: des trois couples
sont formes de rayons conjugues rectangulaires, il en sera de
méme da troisiêrne couple.

En effet, Ia transversale L coupera alors ces six rayons sui-
vant les couples de points conjugués en involution (a, aI),

(b, b/), (c, c/), et si l'on décrit deux circonférences sur les
segments aa' et bb' qui répondent aux rayons conjugués rec-
tangulaires, comme diarnêtres, ces circonférences passeront
toutes deux par le point co, ElIes auront donc une corde com-
mune qui sera leur axe radical et dont I'une des extrémités
sera le centre co du faisceau. Ce même axe radical étant celui
de Ia circonférence aa' et de Ia circonférence décrite SUl' le
troisiême segment cc' comme diamêtre, cette círconférence
passara également par w, et le troisiérne couple de rayons
conjugués sera aussi rectangulaire.
Il en résulte évidemmen t (369) que, lorsq u'uri faisceau in-

oolutif possêde p lus d'rcn couple de rayons conju.g ués rectan-
g ulaires, tous les couples de rayons conjugues sont rectang u-
laires, et que ce cas ne peut se p résenter que quand les rayons
doubles da f aisceau sont imag inaires (367).
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V. - Divisions et faisceaux homographiques en involution.

371. Considérons SUL' une même droite L des couples de
points conjugués en involution (a, aI), (b,. b'), (c, c'),

(d, d'), .. ,.

II est facile de voir que ces points font partie de deuo: divi-
sions homographiques de mêrne base L (335, 3lt.ft.), et qui sont
telles que chaque point de Ia base regardé successivement
comme appartenant aua: deu» divisions a toujours le même
point correspondant SUl' I' autre division,

Prenons, par exemple, les trois couples (a, a'), (b, bl
),

(c, c') en involution. Le rapport anharmonique des quatre
points a, a', b, c sera égal au rapport anharmonique des
quatre points conjugués a', a, b', c',

01', les trois points a, a', b et leurs conjugués a', a, b' pris
comrne correspondants déterminent deux divisions homogra-
phiques (3lt.O); et, si 1'0n désigne par m et m' deux points
correspondants quelconques de ces deux divisions, 011aura

(aa' bm) = (a' ab' m').

Mais, par hypothêse ,

(aa' bc) = (ai ab' c/).

Par conséquent, si m coincide avec c, son correspondant m'
coincidera avec c',

Les points conjugués (a, a'), (b, b/), (c, c/), (d, d'),.",

de l'ínvolution font donc partie eles deux divisions homogra-
phiques indiquées qui, dês lors, sont en ínvolution.

En outre, Ia relation (aa' bm) = t a' ab' m') pouvant s'écrtre
à Ia fois (325)

ma . ba m'a'. b'a'
lna' . ba' - ln'a . b'a'

m'a ba ma' b'o'
m' a' : ba' = ma : b'a '

et Ia seconde expression revenant à (aa' b' m') = (a' ab' m),
on volt que, si l'on regarde m comme appartenant à Ia pre-
miêre division, son correspondant SUl' Ia seconde est m'; et
que, si l'on regarde m comrne appartenant à Ia seconde divi-
sion, son correspondant SUl' Ia prerníêre est encere m';

RÉCIPROQUE~IENT, deuic .dio isions homog raphiques de méme
base L forment une involution, lorsqu'u n point regardé sue-
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cessivement comme appartenant alta; deua: divisions a tOll-

jours le méme point correspondant SUl' l' autre dioision,

Soient a, b, c trois points de Ia premiére division, et a', b',

c' Ieurs correspondants sur Ia seconde division. Nous admet-
tons que le point c, regardé comme appartenant à Ia seconde
division, a encore comme correspondant SUl' Ia prerniêre le
point c'. Il est facile de voir que Ies deux divisions sont en
involution et que Ia propriété dont jouit le point c existe pour
tout autre point, le point a par exemple.

En effet, les quatre points a, b, c, c', regardés comme
appartenant à Ia premiére division, ont, par hypothése, comme
correspondants sur Ia seconde, les points a', b', c', c. Les rap-
ports anharmoniques de ces deux séries de quatre points sont
donc égaux et, par suite, les trois couples de points conju-
gués (a, a'), (b, b'), (c, c') sont en involution (360); ce qui
entraíne, d'apràs Ia proposition directe, I'involution des deux
divisions. Mais alors on a

(aa' bc) = (a' ab' c');

et le point a, regardé comme appartenant à Ia seconde di-
vision, a encore pour correspondant dans Ia premiêre le
point a'.

Deux divisions homographiques en involution ont Ia même
généralité que deux divisions homographiques quelconques,
et Ies relations qui existent entre trois couples de deux points
conjugués dans les divisions homographiques en involution
dépenclent seulement de Ia maniêre dont ces divisions, de
même base, peuvent être placées l'une par rapport à I'autre,

Considérons, en particulier, le point situe à I'inflni SUl'

l'une des deux divisions. II faudra qu'il ait le même point
correspondant SUl' l'une et SUl' l'autre, c'est-à-dire que les
points 1 et J/, correspondants de l'infini SUl' les deux divi-
sions (31~2), devront coincider entre eux,

Ainsi, dans deuo: dioisions homographiques en inoolution,
les deua: points correspondants de l'infini se réunissent eri uri
mêrne point, qui est le point central de l'inoolution (365):

372. En joignant un même point ou centre aux points cor-
respondants ele deux divisions homographiques en involution,
on obLient deux faisceaux hornographiques en involution qui
jouissent des mêmes propriétés (369).

II resulte de ce qui précéde (371) que toute droite regardée
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successivement comme rayon appartenant aux deux faisceaux
a toujours le même rayon correspondant dans l'autre faisceau.

Pai' exernple, si deux faisceaux ont mêrne centre et sont
formés par des droiLes respectivement perpencliculaires, ils
sont à Ia fois homogra phiq ues et en involu ti on (330, 371); cal'
chaque rayon, regardé successivement comme appartenant
aux deux faisceaux, a toujours pour correspondant dans
l'autre le rayon qui lui est perpendiculaire,

Deua: faisceauai homographiques en involution présentent

toujours un systême de deua: rayons conjugués rectangulaires

et, s' ils en présentent plus d' un, tous les systêmes de rayons

conjugues des deua: faisceau» sont rectang ulaires, Dans ce

dernier cas, les rayons doubles des deusa faisceauoi sont imcc-

ginaires (370).

VI. - Applications de l'homographie et de l'involution.

TRIANGLES HOMOLOGIQUES.

TllÉOREi\IE.

373. Quand deu» triangles ABe, A' B'C', ont leurs sommets situes

deux à deux SUl' trois droites concourantes OAA', OBE', oee', leurs

côtes se rencontreru deu» à deu» en trais points IX, ~, '(, situes - en

ligne droite (fig· 209).

La droite OCC' étant coupée par les deux cótés AB et A' R' en D et en
D', les droites O" OB, OA, oe, forment un faiseeau de quatre droites
eoupé par les deux transversales AD et A'E' suivant Ia méme rapport
anharrnonique (330). On a done

( , EAD) = (, B'A,' D' ) .

Les deu x faisceaux formés sur ees deux systemes rectilignes de quatre
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points, l'un de centre e sur rBAD, l'autre de centre C' SUl' IB'A'D',
ont alors même rapport anharmonique et un rayon homologue eommun
DD'. Les trois points d'intersection <x,~, I' des autres rayons eorres-
pondants pris deux à deux (CB et C'B', CA et C'A', el et C'I) sont
dono en ligne droite (333). •

HÉCIPROQUEMENT, quand les câtes de deu.c trlangles ABC, A'H' C',
se coupent respectivement en trols points <x,~, r, situes en ligne droite,

leurs sommets appartiennent deux à deua: à trois droites concou-

ranies (fig. 209)· .
Soit I le point ou Ia droite <X~I coupe Ia droite ec'. Les deu x faisceaux,

l'un de eentre e, l'autre de centre C', formés sur le systeme rectiligne
de quatre points <XII~, ont mêrne rapport anharmonique. En les cou-
pant respectivement par les droites AB et A'B', on aura done (330)

(IBAD) = (IB' A'O').

Or, ces deux systemes reetilignes qui ont même rapport anharrnonique,
ont aussi un point homologue eommun I' Les droites BB', AA', DD' ou
Cü', qui joignent deux à deux les autres poínts homologues, eoneourent
par suite en un même poínt O (332).

Les deux théoremes précédents, attribués à Desargues, ont été repris
par Poneelet, qui en a fait le point de départ de sa Theorie des figures

Iiomotogiques (1). Il a donné au point O et à Ia droi te <X~ r les noms de
centre et d'axe d'homologie. Les deux triangles ABe, A'B'C', sont dits

homologiques.

PROPRIÉTÉS INVOLUTIVES DU QUADRIL.\TERE.

THÉOREME.

374. Toute transoersale L, menee dans le plan d/un quadrilatére

ABCD, rencontre scs côtés opposes et ses deux diagonales en six

points (a, d), (b, b'), (c, c'), qui sont en involuiion (fig. 210).

En effet, les quatre droites AB, AC, Ae', -AD, issues du sommet A, et
les quatre droites CB, CA, Cc', CO, issues du sommet C, reneontrent
Ia diagonale BD aux quatre mêmes points. Les deux faisceaux corres-
pondants ont dono même rapport anharmonique (330) ou sont homo-
graphiques (330). Par suite, ces faisceaux rencontrent respectivernent
Ia transversale L en quatre points qui ont le même rapport anharrno-
nique, et l'on a

(acb'e') = (bca'c').

Mais on peut écbanger dans ee dernier rapport les
points conjugués (326) et éerire, par suíte,

deux groupes de

(acb' c') = (a' c' bc).

(') Traité des proprietés projectires de. figures, 2' édition, 1. I, p. 85 ct

154; 1865.
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On en conclut (360) que les trois couples de points conjugués (a, a'),

(b, b'), (e, e'), sont en invoIution.
On peut déduire de ce théoreme Ia construction du sixiême point

d'une inoolution dont on connaü les cinq premiers points. En effet,
étant donnés Ies deux couples de points conjugues (b, b') et (e, e') sur
Ia droite L (jig. 2.10), 'ainsi que le point a, on n'a qu'à mener par ce
point une droite queIconque aE sur laquelle on prendra arbitrairement
les points A et B. Les droites B b et Ae se couperont en C, et les droites

Fig. 210.

Be' et Ab' se couperont en D. La droite CD coupera L au point cher-
ché a'.

COROLLAIRES.

R75. Les six d~oites menees d'un point quelconque O du plan d'un

quadrilatére complet ABCDEF à ses six sommets forment un [aisceau

inooluii] (fig. 2.10).

Soit O le point quelconque choisi dans le plan du quadrilatere com-
plett et oonsidérons le quadrilatere OAFB dont les diagonales sont OF
et AB. Les côtés opposés et les diagonales de ce quadrilatêre détermi-
nent sur Ia transversale CD six points en involution. Done, les droites
OA et OC, OB et OD, OE et OF, qui passent par ces six points, forment
un faisceau involutif.

Considérons maintenant le quadrilatere ABCO (fig. 2.10), et décrivons
deux circonférences sur ses diagonales AC et BD com me diamêtrcs,
Plaçons alors le point O en l'un des points d'intersection de ces deux
circonférences. Les couples de rayons conjugués OA et OC, OB et OD,
seront alors rectangulaires. Par suíte, le troisiême couple OE et OF du
faisceau involutif indiqué ci-dessus le sera aussi (370), et Ia circonfé-
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rence décrite sur EF comme díametre passera par Ies points d'inter-
section des deux circonférences déerites sur les diagonaIes AC et BD.

Il en résulte que les circonjérences décrites sur les diagonales d'un

quadrilatêre complet ABCOEF comme diamétres, se coupent aua: deu»

mémes points ; ce qui prouve en même temps que les milieu» des trois

diagonaies d'un quadrilcaêre complet sont en ligne droite (297).

THÉOREME.

376. Une transversale quelconque L renoontre les côtés opposés d'un

quadrilatére ABCO inscrit dans une circonférence et cette circonje-:

rence elle-meme suicant trois couples de points (a, a'), ( b, b'), (e, f),

qui sont en inoolution (fig. 2 I o).
En eífet, Ies six points A, fi, C, O, e.], étant sur Ia circonférence cir-

conscrite au quadrílatere, Ie faisceau des quatre droites AB, AO, Ae, Af,

est homographique au faisceau des quatre droites CB, CO, Ce, Cf (335).
Ces deux faisceaux traceront donc SUl' Ia transversale L deux divisions
homographiques, qui auront pour points doubIes Ies points e et f (344),
et seront par suite en involution (371). D'ailleurs, AB et CB, AO et CO,
étant des coupIes de rayons correspondants des deux faisceaux, les
points a et b, b' et a', sont des coupIes de points correspondants des
deux di visions ; et iI en résulte (368) que Ies trois couples (a, ai), ( b, b'),

(e, f) forment une involutior..
Cet important théoreme est dó à Oesargues, et on Iui donne ordinai-

rement son nom.
La proposition corrélative est Ia suivante.

THÉOREME.

377. Le quadrilcaêre abcd ctant circonscrit à une ctrconjérence, les

quatre droites menees d'un polnt O pris dans le plan de cette circon-

[érence aua: sommets opposes du quadrilatére et les deu» tangentes

menees da meme point à Ia circonférence forment UI1 [aisceau invo-

lutij (fig. 21 I).
Fig. 211.

d-

En effet, chacune des tangentes ab et cd est divisée homographique
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ment par les quatre autres tangentes OE, OF, bc, ad (3n). Les droites,
menées du point. O aux points eorrespondants de ees deux divisions
homographiques, forment done deux faisceaux homographiques dont OE
et OF sont les rayons doubles et qui sont , par suite, en involution (369,
37'1). D'ailIeurs, les points a et d , b et e, sont deux eouples de points
eorrespondants des deux divisions homographiques, de sorte que Oa et

Od, Ob et Oe, sont deux eouples de rayons eorrespondants dAS deux
faisceaux, Il en résulte (369, 368) que les trois eouples de rayons Oa

et Oe, Od et Ob, OE et OF, íorment un faisceau involutif,



CHAPITRE VI.

DE L'INVERSION

I. - Propriétés des figures inverses.

378. Définissons ce qu'on entend par deux figures inverses,

Considérons dans un pIan un point arbitraire S et des poims
queIconques A, B, C, ... , isoIés ou dispo sés d'une maniêre
continue. Désignons par f.J. une quantité quelconque, positive
ou négative, et déterminons sur Ies rayons vecteurs SA, SB,
SC, ... , issus du point S, les points A', B', C', ... , teIs qu'on
ait

SA.SA'= SB.SB'=SC.SC'= .... = f.J..

On dit que Ies deux systêmes ou Ies deux figures ABC ... ,
.A'B'C' ... , sont incerses l'une de l'autre. S est l'origine et p.
-est la puissance de I'inversion. Si f.J. est positif, Ies points cor-
respondants A et A', B et B', C et C', ., ., sont situés d'un
mêrne cõté de S; si f.J. est négatif, ces points correspondants
sont situés de part et d'autre de l'origine.

379. Les figures inverses jouissent des propriétés suivantes:
{o Deua: figures F' et FI/, inverses d'une même figure F pai

rapport à une même origine S, sont homothétiques,

Soient, en effet, M un point quelconque de F, et M' et Mil

les points correspondants de F' et de F" qui sont situés sur Ia
droite indéfinie SM. En appeIant p.' et f.J." les puissances d'in-
version de F' et de fUpar rapport à F, nous aurons (378)

c'est-à-dire, par division,

DE C, - Cours , Il.
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Les deux figures F' et F" sont dane hornothétiques (158).
Leur centre el'homothétie est 8 et leur rapport d'homothétie
est égal au rapport des puissances p.' et p",

2° Dans deua: figures inverses, ta long ueur d' une corde de

Ia seconde figure est égale à la longueur de la corde corres-

pondante de la premiêre figure, multipliée par le rapport de

la puissance d'inversion au produit des rayons vecteurs des

extrémités de la corde de la premiêre .figure (fig. 2 12).

En effet, considérons deux figures inverses F et F', l'origine
étant S et Ia puíssance de I'inversion étant fL.

Les points M et N de Ia figure F ayant M' et N' pour points
correspoudants SUl' Ia figure F', les c1eux cordes MN et M'N'
sont correspondantes, et l'on a (378)

8M.SM'= SN .SN'= fL.

Il en résulte que les ,triangles SMN, SM'N' sont semblables
et que les cordes MN et M'N' sont antí-paralléles par rapport
à l'angle MSN (1ft.8, 183). On en déduit

M' N' SN' SN' . SN fL
MN - SM - SM.SN - SM.SN

ou

M'N'=MN SM~SN'

3° L'angle de deuic lignes quelconques qui se coupent est

égal à i'angle des deusa lignes inverses (fig. 212 et 213).

Fig. 212. Fig. 213.

On sait qu'on appelle angle de deua: courbes qui se .coupent
l'angle de leurs tangentes en leur point d'intersection.

Cela posé, considérons d'abord les deux courhes in verses
MN et M'N' (fig. 912). Les cordes MN et M'N' étant, comme
on vient de le voir, antí-paralleles relativement à l'angle MSN,
l'angle SM'N' est égal à ['angle SNM. 01', à la limite ele rap-
prochernent des deux rayons vecteurs SNN' et S1\11\1', le pre-
mier angle S1\1'N' devient l'angle SM'T Iormé par Ia tangente
en M' à Ja seconde courbe avec le rayon vecteur 5M' et au-
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dessous de ce rayon; le second angle SNM devient l'analc
S1\1T1forrné par Ia tangente en M à Ia premiére cuurne avec
le même rayon vecteur, mais au-dessus de ce rayon.

En rernplaçant l'angle SMT1 par son opposé par le sornmet,
on voit que les tangentes en 1\1 et en 1\1' aux deu x courhes

forment des angles égaux avec le segment MM', au-dessous de
ce segmento

Considérons maintenant (fig. 213) deux courbes Ma et MA
qui se coupent en M, et les deux courbes inverses M' a' et
WA' qui se coupent en M'. Si 1'0n méne Ies tangentes Mt,

MT aux deux prerniéres courbes et les tangentes M' t, M'T aux
deux autres, on a, d'aprês ce qui précéde,

tMM'=tM'M, TMM'=TM'1\1,

c'est-à-dire, en retranchant ces deu x égalités membre à

memhre,
tMT=tM'T;

ce qui démontre Ia propositicn.

THÉORin1E.

380. Lafigure inverse d'tine ligne droite qui ne passe pas

par l'origine est une circonférence passant par l'origine

(fig. 2I4)·
Fig. 214.

--------~----------

B

Si Ia droíte donnée passait par l'origine, elle serait à elle-
même son inverse (378).

Soit done Ia droite AB qui ne passe pas par l'origine 8. Me-
nons par eette origine les deux droites 8M et SP, Ia seeonde
perpendiculaire à AB, et déterrninons SUl' ces rayons vecteurs
les inverses M' et P' des points 1\1et P. Les droites MP et
M' P' étant anti-paralleles par rapport à l'angle MSP (379, 2°),

l'angle 8M' P' doit être droit eomme l'angle 8PM. Par suite,
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le lieu <lu point M' ou Ia figure inverso de la droite AB est
Ia cireonférenee déerite SUl' SP' comme diamêtre. '

RÉCIPROQUEMENT, la figure inoerse d'iine circonjérence pas-

sant par l'origine est une droite perpendiculaire au diamêtre

. mené par l'origine (fig. 214).

En effet, soit P l'inverse de l'extrémité P' du diarnêtre SP'
et M I'inverse d'un point quelconque M' de Ia circonférence.
Les droites MP et M'P' étant anti-paralléles par rapport à
l'angle M'SP', I'angle SPM doit être droit eomme l'angle
SM'P'. te lieu des points M ou Ia figure inverse de Ia cireon-
férence donnée est done Ia perpendiculaire élevée par íe
point P sur le diamêtre SP'.

On a (fig. 214), en grandeur et en signe, Ia relation

SP ,SP'= f1- ou SP .2S0 = f1-.

Elle montre qu'une droite AB et une circonférence O, situées

dans le même plan, peuoent toujours étre regardées comme

desfigures inverses l+ane de l'autre. n suffit de prendre pour
origine S l'une des extrémités du diametre de cette circonfé-
rence qui est perpendicu laire à AB, et d'admettre pour Ia
puissance f1- Ia valeur ci-rlessus.

THÉOREME.

381. La figure inverse d'une circonférence qui ne passe pas

par l'origine, est une circonjérence.

Si l'origine était sur Ia circonférence donnée, Ia figure
inverse serait une droite (380). 11 faut donc supposer l'ori-
gine S intérieure ou extérieure à Ia circonférence proposée O,
dont nous désignerons le rayon par R.

Soient f1- Ia puissance d'inversion et pIa puissance (351) de
l'origine S par rapport à Ia circonf'érence O.

Si 1'0n prend pour un instant p pour puissance d'inversion,

et si l'on mêne à travers Ia circonférence O Ia sécante SMN,
on a (351)

SM.SN=p,

de sorte que tout point M de Ia circonférence O a aIors pour
inverse le point N ou Ie rayon vecteur SM rencontre une se-
conde fois Ia circonférence, et que cette circonférence est à
elle-mérne son inverse,

La figure inverse cherchée est, par suite, homothétique à
Ia circonférence O (379, 1°), et elle est elle-même une cir-
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eonférenee. Le centre d'homothétie des deux circonférences

est l'origine S et leur rapport d'homothétie est égal à f!:
P

Si l'on appelle O' et R' le eentre et le rayon de Ia seconde
eirconférenee, on a (162)

SO' fL R'
Su =p =+- R'(a)

suivant que l'homothétie est directe ou inverse.
Reportons-nous à Ia théorie des points antí-hornologues de

eleux circcnférences. On sait (358,359) que ees points satis-
font à Ia eondition

R'
SM.SN'=SN.SM'=p R'

On a done, d'aprés Ia relation (a),

8M.8N'= 8N.8M'= fL.

Les points anti-hornologues sont done en mêrne ternps des
points inverses, et il résulte ele ee rapprochernent que les tan-

gentes aua: points correspo ndants de deua: circonférences in-

verses se coupent SUl' l'axe radical de .ces deua: circonfé-

rences (359).

Si p' est Ia puissance de l'origi ne par rapport à Ia circonfé-
rence O', on a d'ailleurs (351) et d'aprês Ia relation (a)

p' _ 80'2 - R'2 _ p.2
fi - S02-H2 - P"

ee qui montre que deux circonférences quelconques O et O',
situées dans le mérne plan, peuvetit toujours étre regardées

comme deuai figures inverses. II suffit de prendre pour ori-
gine 8 l'un de Ieurs eentres de similitude et, pOUI' puissanee
d'inversion, Ia moyenne géométrique des puissances p et p'

de 8 par rapport à ees deux circonférences, en donnant à cette
moyenne le signe de p ou le signe opposé suivant que 8 est
un centre de similitude externe ou interne.

11. - Méthode de transformation par rayons vecteurs
réciproques.

382. On donne encore à Ia figure inverse d'une figure
donnée le nem de transformée de eette figure par rayons

vecteurs reciproques. En effet, les rayons vecteurs correspon-
dants eles deux figures son t formes l'un par rapport à 1'autre
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de lá même mantere, en divisant pour chacun d'eux Ia puís-
sance d'inversion par l'autre rayon. I1s peuvent donc être

appelés reciproques,

II est clair qu'en construisant Ia figure inverse de celle qui
représente un théorêrne connu, on obtiendra nécessairement
une nouvelle proposition applicable à Ia figure inverse. Cette
méthode d'investigation constitue donc un précieux moyen
de recherche.

Par exemple, quel nouveau théorêrne répond à celui-ci :
Dans tout triangle rectilig ne, ta somme des angles est égale à

deua: angles droits?

Dans Ia figure inverse, on aura, au lieu des côtés du triangle
recriligne, des ares de cercle se coupant tous à l'origine (380).
D'ailleurs, Ia transforrnation effecluée ri'altêre pas Jes angles
(379,3°), et l'angle de deux courbes est l'angle de leurs tan-
gentes en leu!' point d'Intersection. On a donc ccl énoncé :
Dans tout triang le curo ilig ne forme par des ares de cercle se

croisant en uri méme point, la somme des angles est égale à

deua: angles droits.

CeUe indication sommaire suffit pour montrer de quelle
maniére on peut appliquer ce procédé fécond (I).

m. - Applications.

PROPRIETES DU QUADRILATERE INSCRIPTIBLE.

THÉORE!\IE.

383. Dans tout quadrilatére inscriptible conoexe,le produit des dia-

gonales est égal à Ia somme eles produits eles côtes opposés, et le rap-

port de ces meines diagonales est represente par cetui des sommes des

produits eles câtés qui aboutissent à leurs extremues.

La prerniêre partie de cette importante proposition est attribuée i;
Ptolémée (125 ap. J.-C.) qui l'a donnée dans son .4.lmageste.

Nous allons Ia démontrer élégamment à l'aide de Ia théorie des figures
inverses.

Soit un quadrilatere inscriptible convexe SABC (jig. 215). Les quatre
sornmets se trouveront sur une circonfórence O. Si l'on prend le som-
met S pour origine, Ia transformóe de Ia figure par rayons veeteurs

(') On u-ouvera d'uutres détails intéressants SUl' les propríétés des figures in-
verses et sur Ia méthude de n-ausformatlon par rUl"ons vecteurs récíproques
duns le Traite de Gêométrie, pUI' Eugàne Rouché et Ch. de Cornberousse,

6' édition, ,89',
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réciproques (382) sera une droite A'B'C' perpendiculaire au diametre SO

passant par l'origine (380).
Les points A', B', C', qui correspondent aux sommets A, B, C, étaat

en Jigne droite, on a, d'apres leu r ordre de succession,

A'C'= A'B'+ B'C'.
Mais (379, 2°)

A", AC fi-
. c = SA.SC' A'B'= ABS/SB' n'c' = BCstSC'

En substiluant ces valeurs dans l'identité précédcnte et en suppri-

mant le facteur commun p., il vient

(a)
AC AB BC

--=--+--,
SA.SC SA.SB SB.Se

c'est-à-dire, en multipliant les deux rnembres par le produit SA.SB.SC,

(r ) AC.SB= AB.SC+ BC.SAj

ce qui justifie Ia premiare partia de l'énoncé.

Fig. 215.

A'

s

HÉCIPROQt:EMEXT, si un quadrilatêre conoexe SABCsatisjait à la rela-

tion (1), it est inscriptible (fig. 215).

Transformons Ia figure SABCpar rayons vecteurs réciproques, en
prenant le sommet S pour origine et fi- 'pour puissance d'invérsion. Les
points A', B', C' seront SUl' Ia figure inverse les correspondants des
sommets A, B, C.

Mais Ia relation ([), en divisant ses deux membres par 10 pro-
duit SA.SB.SC, ramené à Ia relation (à), et celle-ci, en multipliant ses
deux membres par p., reproduit Ia relation

A'C'= A'B'+B'C',

qui prouve que les trois points A', B', C', sont en ligue droite (3~).
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La figure inverse étant une droite, Ies points A, B, C, de Ia figure
directe appartiennent à une circonférence O passant par l'origine S (380),
et le quadrilatere SABC est ínscriptible.

Passons à Ia seconde partie du théoreme, qui dépend immédiatement
de Ia premiere, et cherchons l'expression du rapport des diagonales
d'un quadrilatere inscriptible,

Considérons (fig, 216) un quadrilatere convexe inscrit ABCD. Pre-

Fig. 216.

nons sur Ie 'cercle circonscrit l'are DA' égaI à l'are AB et l'arc AD' égal
à l'arc CD : Ies cordes correspondantes seront égales, et nous pourrons
former ainsi deux autres quadrilateres inscrits ABCD' et BCDA'. Les
ares CDA' et BAD' sont évidemment égaux, leurs cordes sont égales et
I'on a

BD'= CA'.
Pour Ia même raison,

BA' :::: CD'= AD.

Cela posé, on peut appliquer Ia proposition précédente ou Ia relation (1)
aux deux quadrilateres auxiliaires ABCD', BCDA', et écrire

AC.BO' = AB.CD' -t- CB.AD',

BD.CA'= DA'.BC+BA'.DC.

En divisant ces deux égalités membre à membre et en tenant compte
das conditions ci-dessus, il vient

AC AB.AO + CB.CD
BD = BÁ-:-BC+ DA.De;

ce qui justifie Ia seconde partie de l'énoncé,
Ce tbéoreme perrnet de caleuler Ies deux diagonales d'un quadrilatere

inscriptibIe, quand on eonnait ses quatre côtés.
Posons, en effet,

AB=a, BC=b, CD=c, DA=d, AC=x, BD=y.

Nous anrons, en substituant dans Ies relations (J) et (2),

x ad+be
xy = ae+bd, - = -b--'

y a -)- cd
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11en résulte, par multiplication et par division,

(ac + bd)(ad + bc) (ac + bd)(ab + cd)

x2 = ab + cd ,)"2 = ad -t- bc .

CERCLE DES NEUF POINTS.

THÉOREME.

381.. Soient O le centre da cercle circonscrit à un triangle ABC et 1\1
te milieu. ele ta droite qui joint le point O aú point ele COIlCOlll·SH eles

trais liauteurs da trlangle : le cercle, dit eles neu] points, qui a pour

centre te point M et pour rayoll ta moiiié elu raron OA du cercle cir-

conscrit, passe par les milieux a, b, c, eles côtes du triangle, par les

pieds 1:1., ~, y, de ses Iiauteurs et par les milieux p, q, 1', des distances

du point H aux sommets du triangle (fig· 217).

En eff'et, Ia droite M p joint les milieux des eôtés HO et HA du tri-
angle OHA. Elle est done parallele au troisiême côté OA et égale à sa
moitié ou à Ia moitié du rayon du cercle circonscrit au triangle ABC.
Par suite, le eerele des neuf points passe par Ia point p, et l'on prouve-
rait de même qu'il contient les points q et r.

On sait (81) que les hauteurs du triangla ABC se eonfondent ave c Ies
perpendieulaires élevées SUl" Ias milieux des cõtés d'un second tri-
angle MNP obtenu en menant par les sommets du triangle AI3Cdes paral-
Ieles aux côtés qui leur sont opposés. Les triangles MNP et ABC sont
done semblables (Hí1) et Ieur rapport de similitude est égaI à 2. Il s'en-
suit que Ia droite AH, considérée comme liée au trianglo MNP, est
double de Ia droite O a qui est son homologue dans le triangle ABC.
Les droites Oa et Ap sont done égales et paralleles, Il en résulte que pa

est égale et parallêle à OA et passe par le po}nt M (70, VO), qui est alors
Ie milieu de pa. Le cerele des neuf points passe done par Ie point a,

et l'on prouverait de même qu'il eontient Ies points b et c.

Enfin, l'angle paa étant droit et pa étant un diamêtre du ccrcle des
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neuf points, ce eere1e passe par 1e point a, et: l' 011 prou verait de même
qu'il eontient les points ~ et ,.

Cette curieuse proposition est due à EULlm.
On peut _déterminer faeilement a priori 1es tangentes menées ali cercie

des neu] points par les neuf points indiques,

La tangente aE au point a est perpendieuJaire au rayon Ma ou à sa
parallele OA. Elle est done parsllele à Ia tangente Ar menée par le
sommet Aau cercle eireonserit au tríangle ABC. De pIus, les angles TAB
et ACB ayant Ia méme mesure, eette tangente AT es·! antí-parallele au
cóté BC par rapport à l'angle BAC. Il en est done de même de Ia tan-
gente aE. On construira d'une maniere analogue les tangentes au cerele
des neuf points en b et en c.

AlI point p, Ia tangente est parallele à zzE, De mêrne, aux points q et T',

les tangentes seront paralleles aux tangentes en b et en c.

Enfin,le triangle aMa étant isocele, Ia tangente «E en ct fait aveela
direetion CBle même angle que Ia tangente aE fait avec Ia direction BC.
On construira d'une maniere analogue les tangentes aux points ~ et ,.

Le cerele des neuf points jouit de nombreuses propriétés, Nous dé-
montrerons encere Ia suivante.

THÉOREME.

385. Le cercle des neu! points est tangem au cercle inscrit et aua:

cercles ex-inscrits au triangie ABC (jig. 218).

Fig. 218.

\

\
,,.v-:

c

On peut établir cette proposiLion due à Feuerhaeh par 1e caIeu!. Mais
i1 est plus simpIe et plus élégant d'avoir reeours à Ia théorie des figures
inverses.

Désignons par I le eentre du eercle inserit au triangle ABe et par I'
Ie eentre du cercle ex-inserit eompris dans I'angle BAC.

Le eôté BC est une tangente cornmune aux cercles 1 et l' aux points F
et F', et son milieu a est aussi le milieu de Ia distance FF' des points de
contaet.

En effet, si l'on représente par p Ie derni-périmàtre àu triangte ABC,
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on a (130)

BF = P, - AC, BF' = P - AB,
d'oü

BF+ BF'= 'ABF+ FF'= 'AP - AC -AB = fiC,

c'est-à-dire
FF' BC

BF+ - = - =Ba.
2 2

La seconde tangente commune intérieure KK' aux deux cercles I et l'
passe par le point A' ou Ia premiere BC renconlre Ia droite Il', bissee-
trice de l'angle BAC, et les deu x tangentes BC et KK' sont également
inclinées SUl' 1I' (129). Il en résulte évidemment que Ia tangente KK'
est anti-parallele à Ia tangente BC par rapport à l'angle BAC.

De plus, les points A et A' sont les eentres de similitude des deux
cercles I, 1', et Ies quatre points I, 1', A, A' sont harmoniques ('162),
Par suíte, le rapport harmonique de quatre points en ligne droite res-
tant projectif lors même que le centre de Ia projection concouranto
s'éloigne à l'infini (307), les projections des points considérés SUl' 10
côté BC forment aussi un systeme harmonique FF' (l A'. On a done (303)

(I) -2 -2
Fa = a<1..aA'= Fia.

Cela posé, cherchons Ia figure inverse du systeme des cercles I, 1', et
du cercle des neuf points, en plaçant I'origine au point a et en prenant
-2
Fa pour puissance d'inversion. Comme cette quantité est Ia puissance
du point a par rapport à chacun des cercles I et I' (3G I), ces deux
cercles se confondront ave c leurs inverses (38'1). Quant au cercle des
neuf points, puisqu'il passe par l'origine a, il aura pour inverse uno
droite perpendiculaire au diametre ap (.fig. 2(7), ou parallele à aE ou à
AT (jig.217), c'est-à-dire (384)anti-parallele au côté Bf par rapport a
l'angle BAC ou parallele à Ia seconde tangente commune intérieure KK'
aux cercles I et 1'. D'ailleurs, cette droite passe par le point A' et se con-
fond par suite avec Ia tangente KK' elle-rnéme, puisque, en raison de
l'égalité (I), le point A' est I'inverse du point (l du cercle des neuf
points.

L'inversion ne changeant pas les angles (379, 3°), et l'inverse KK' du
cercle des neuf points touehant les cercles I et l' dans Ia figure inverse,
le cercle des neuf points touche lui-même ces cercles dans Ia figure
directe. On démontrerait d'une maniere analogue qu'il touche les deux
autres cercles ex-inscrits au triangle ABC.

INVERSEURS.

386. Dans Ia maehine à vapeur à balaneier de Watt, l'illustre °ingé_
nieur s'est servi du paraIlélogramme articulé qui porte son nom, pour
lier tres approximativement, mais non exactement, le mouvement cir-
culaire alternatif de l'extrémité du balancier au mouvement rectiligne
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alternatif de Ia tige du piston du cylindre a vapeur. C'est Ia l'origine
du probleme des inverseurs, qui a trouvé sa solution rigoureuse dans
Ia théorie des figures inverses ou dans Ia méthode de transformation
par rayons vecteurs réciproques,

On doit a M. le général Peaucellier Ia premiere application qui en ait
été faite à cette importante question pratique. Nous indiquerons donc
d'abord le dispositif proposé par lui et auquel on a donné le nom de
reciprocateur,

Inverseur de Peaucellier, - Soit ABCD un losange articule, c'est-à-
dire formé de tiges rigides pouvant tourner librement autour des som-
mets A, B, C, D, de maniere à modifier les angles du losange sans chan-
ger ses côtés. Soient, en outre, OB et OD deux autres tiges égales entre
elles et articulées en O, B, O Cfig. 219)'

F'ig. 219,

B

D

Il est clair que, lorsqu'on déforme le systeme quant aux angles, le

point O restam fixe, les points A et e décrivent des figures inverses par
rapport au point O considéré comrne origine,

En elfet, pour toute position du sysieme, les points O, A, C reste-
ront a égale distance des points B et D, c'est-à-dire sur une même ligne
droite perpendiculaire au milieu de BO, Si l'on eonçoit maintenant le
cercle décrit du point B comme centre avec BA pour rayon, Ia puissance

-~ -2
du point O par rapport à ce cercle, égale a OE - BA (3vl), demeu-
rera constante, Mais cette puissance constante s'exprirne également par
le produit Oe.OA, Les points A ct e décrivent, par conséquent, pen-
dant Ia déformation, des figures inverses.

D'aprês cela, si 1'0n assujettit le point C à décrire une circonfórence
passant par l'origine O, le point A décrira une droite perpendiculaire
au diamétrc de cette circonf6rence mené par l'origine O (380).

11 suffit, pour obtenir ce résultat, de relier le point C à un centre
fixe w par une tige rigide articulée ayant pour longueur Ia distance Ow.

Le point e décrira alors autour de e une circonférence qui passera par Ú,

et le point A se déplacera suivant une droite perpendiculaire à Ia direc-
tion Ow. En reliant par une bielle l'oxtrérnité du balancier à Ia tê te de
Ia tige du piston articulée en A, dirigée suivant Ia perpendiculaire que
ce point doit décrire el soutenue par le systeme OwCEAO, Ia transmis-
sion du rnouvernent de Ia tige du piston au baIancier n'entrainera aucuce
déviation Iatérale de Ia tige du piston.

387. Inverseur de Hart, - L'inverseur de Peaucellier exige sept tiges,
celui de M. Hart n'en demande que cinq.
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Considérons dans un trapeze isocele CCIDOI les quatre tiges articu-
lées CCI et DO\) CDI .et DCI, formant les côtés égaux et les diagonaJes .

du trapeze (fig. 220).

Soient les points A, PI> P, qui lIivisent les tiges CCI, DC!, COI, dans
un même rapport, Il est facile de voir que, si le systeme se déforme, le

point A restant fixe, les points P et PI décrivent des figures inversas
par rapport au point A considéré comme origine.

En effet, dans toutes les positions du systême, Ia figure CCIDOI
dcmeure un trapeze isocele, D'ailleurs, en raison du rapport constant
supposé, les couples API et CD, AP et CI DI conservent leu r parallélísme,
en même temps que les bases CD et CI DI. Il s'ensuit évidemment (õO)
que les trois points A, PI, P restent en ligne droite.

Fig. 220.

c ________ D

I I
I I

A ~ ~ B
Pl 1)

I I
I I

-- L • L _

C, E o F O,

Cela posé, des proportions

AP CA
CIDI = CCI'

on déduit

et le produit AP .API demeurera constant, s'il en de même du pro-
duit CD.CIDI·

Or, si O est le milieu de CI DI et, E et F, les projections des som-
mets C et O sur CIO!, on a évidemment

CD.CIDI = EF.CIDI = 20E.CIDI = 2CIDI.OE;

et ce dernier produit revient, d'apres un thécreme connu (176) appliqué
-2 -2

au triangle C, COI, à Ia quantité constante CDI - CCI .
Le point P décrira donc une droite, si PI décrit une círconférence

passant par l'origine fixe A. Il suffira pour cela d'introduire dans le sys-
teme une cinquierne tige rigide articulée reliant le point PI à un centre
fixe a, et telle qu'on ait aPI = aA. La droite suivie par le point P sera
ve.r.oendiculaire à Ia direction A«.





GÉOMÉTRIE DANS L'ESP ACEo

LIVRE QUATRIÊME.
LE PLAN.

CHAPITRE PREMIER.
PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES.

I. - Premíêres notions sur le plan considéré en luí-même
et relativement à Ia droíte.

388. Comme nous l'avons déjà dit (6), un plan est une sur-
Cace telle, qu'une Iigne droite y est contenue tout entlere dês '
qu'elle y a deux polnts, Cette surface est illimilée; mais, pour
Ia représenter, on est obligé de lui assigner des limites. On
représente donc un plan par une figure tracée dans ce plan, le
plus souvent par un parallélogramme ; néanmoins, puisqu'il
s'agit d'une surface sans forme déterminée, il faut toujours
concevoir le plan cómme prolongé au delà du contour qui
sert à le figurer.

THÉOREME.

389. Deux plans P et Q, qui contiennent IOllS deux une

même droite AJ3 et un point C ea térieur à cetle droite, coiu-

cident dans loute leur étendue ({if{. 221) •

. Par le point C et par deux points E et F pris à volonie
sur AB, traçons les droites indéfinies CE et Cf', Comme elles
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ont ehaeune deux points dans les plans P et Q, elles appar-
tiennent tout entieres à ees plans (338).

Cela posé, par un polnt M quelconque du plan P, menons
dans ee plan une droite quelcor.que
?\lX. Ceue droite reneontrera au moins
(50) deux des trois droites AR, CE,

F/ CF, et les points de reneontre obienus,
-:-A--'or--1r-------;O;.c---;;1l I et K, appartiendront alors au plan Q.

Il en sera done de même de Ia droite
MX tout entiere et, en partieulier, du
point 1\1.

Ainsi, tout point M de l'un des plans considérés appartieut
néeessairement à I'autre, de sorte que ees deux plans com-
cident dans toute leur étendue.

390. Un plan est déterminé :

1° Par une droite AR et un point C eictérieur à cette droite ,

2° Par trois poinis A, R, C, non enligne droite;

3" Par deua: droites AB et AC, se coupant en un point A;
4° Par deux droites parallêles.

En effet (fig. 222) :

1° Menons un plan ABDE par Ia droíte AR, et Iaisons-Ie tour-
ner autour de ceue droite, eomme une porte
sur ses gonds, jusqu'à ee qu'Il vienne passer par
le point C. On obtiendra alors un plan ABGF,
eontenant Ia droite AR et le poínt C. Ce plan est
d'ailleurs compléiement déierminé, cal' tout autre

plan remplissant les mêmes eonditions coinoi-
dera avee lui (389).

2° On ramerie immédiatement ee deuxierne eas
au premier, en r ernarquant que tout plan passam

par Ia droíte AB et le point C contient les trois points A, B, C,
non en ligne droite, et réciproquement.

3° On rarnene aussi le troisieme cas au premíer, en remar-
quant que tout plan passam par AB et par un point quel-
conque C de AC contient les deux droites AB et AC, et récí-
proquement.

4° Par déflnlilon (50)" deu x paralléles sont toujours sítuées
dans un même plan, qu'elles déterminent, puisqu'Il n'y a

Fig. ?22.

..~

THÉOBEME.

G
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qu'un seul plan qui puisse contenir Ia premlêre parallêle et
un point quelconque de Ia seconde.

COilO:.LA1I\E.

391. Dans l'espace comme sur unplan, par ún point donné,

on ne peut mener qu'une parallêle à une droite donnee,

Soit (/ir;. 222) AB une parallele menée par le point A à Ia
dro ite !lE; AB sera alors située dans le plan déflní AOE, ei,

dans un plan, on ne peut mener, par un point donné, qu'une
seule parallele à une droite donnée (50).

scor.is.

392. Un plan et une droite ne peuvent présenter que trois
positions relatives :

1° La droite a deu x points communs avec le plan et, alors,
elle y est contenue tout entiere :

- 2° La droite a un seul point êommun avec le plan, et, alors,

Ia droite et le plan se coupent

3° La droite n'a aucun point commun avec le plan, et l'on
dit alors que Ia droite et le plan sont paralleles.

Quand une droite CC' et un plan P se coupent (jig. 223),

leur point commun D divise Ia droite CC' en deux parties De,
DC', situées de p .rt et d'autre du plan P.

Cela résulte avec évidence de ce que Ia droite et le plan som
índéflnis. Le plan partage I'espace (2)
en deux régions qui, p~r rapport à l'ob-

servateur, peuvent être qualifiées de
supérieure et d'inf'érieure au plan, de
sorte que le poi nt de rencontre de Ia
dro ite avec le plan Ia pariage nécessai-
rernent de Ia même maniere, On ex-
prime ce fait en disant que Ia droite
traverse le plan. Le po int d'íntersecuon de Ia droite et du plan
s'appelle le pied de Ia droite dans le plan.

Fig. :123.

AL.----'l---;

THÉOf\EME.

393. Deux plans P et Q, qui ont un point commun A, ont une

droite commune passant par ce point (fig. 224).

Par le point A commun aux plans P et Q, menons dans le
plan Q deux droites quelconques LAL', NAN'. Si l'une de ces

DE C. - Coa 1. 11. 18
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droites avai t avec le plan P un point commun autre que A, elle
serait comrnune aux plans P et Q, et le théoreme serait
démontré.

Supposons donc que Ies droites considérées coupent toutes

Fig. 22~. les deux Ie plan P. Prenons un point

~

' 1;/ , quelconque E sur Ia partie de Ia droitc
E LAL' qui est au-dessus du plan P et un

, point quelconque F sur Ia partíe de Ia
I __.~ droite NAN' qui est au-dessous du même

p ,'A·,
/' \ :' plan. La droite EF, qui appartient ali

L' plan Q, traversera nécessairement Ie
plan P en un point I; et Ia droite AI,

ayant deux points dans chacun des plans P et Q, sera com-
mune à ces deux plans.

COIlOLLAIIIES.

394-. L'intersection. de deu» plans est une ligne droite,

En effet, dês que deux plans ont un point commun, ils ont

une droite commune passant par ce point, et ils ne peuvent
avoir aucun point commun extérieur à ceue droite sans
comcíder (389).

395. Deux plans distincts ne peuvent préseriter que deux
positions relatives :

1° 115OOl en commun une droite unique, qui est leur inter-
section : on dit alors que les deux plans se cOllpent,'

2° 115n'ont aucun point commun; on dit alors que les deux
plans sont parullêles,

Quand deux plans P ei Q se coupent suivant une droite AR,
ils se traversent nécessalrernent, En eITel, une droite quel-
conque du plan P, non paralléle à AB, traverse elle-même AB
en coupant le plan Q en un point de cette droite com-
mune (389), c'est-à-díre en passant d'un côté à l'autre du

plan Q (392).

SCOLIE.

396. Deux droites AB et CD étant données d'une mantere
quelconque dans I'espace (fig. 223). le plan P mené par AB et
par un poíru quelconque D de CD peut couper cette droite cn
ou Ia contenir tout entiére.

Dans le premier cas; il n'exlste aucun plan qui contienne à
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Ia fois AR et CD; cal un tel plan, ayant Ia droite AR et 1e point
D cornrnuns avec le plan P, coYnciderait avec lui, de sorte que
le plan P contlendrait Ia droite CD, coutrairernent à l'hypothese.
Les deux droites AR et CD, ne pouvant étre situées dans u.n

méme plan, ne peuvent non plus ni se couper ni être paralteles

\390,3° et4°)·
Deux droites distinctes peuvent done présenter dans l'espace

trois positions relatives ;
)0 Elles se coupent;
2" Elles sont paralleles ;
3° Elles ne sont pas situées duns un même plan.
Comme dans les deu x dcrniers cas el\es n'ont aucun point

commun, on voit que, pOUI' prouver le parallélisme de deu »

droites considérées dans l'espace, il ne sulfit plus, comme en.

Géométrie plane, d' établir s=' elles ne se rencontrent pas, si loi n

qu'on les prolotuse , iifout, en outre, uérifier qu' elles sout

sit uées dans un méme plano

397. MODESDE GÉNBRATION DU PLAN. - Toute surface géomé-
trique peut être regardée comme engendrée par une lign»,
droite ou courbe, appelée génératrice, qui se déplace da;,s
l'espace suivant une loi déterminée.

Ceue loi astreint généralementla génératrice à s'appuyer sur
certalnes Iignes fixes appelées directrices,

D'aprés cela, on voit qu'un plan peut être eonsidéré commc
engendré par le mouvement d'une droite génératrice qui. pas-

sant par un point fixe de I'espace, s'appuie constamment sur
une droite fixe donnée comme dírecu'lce. Eu effet, Ia droite
mobile est constamrnent duns le plan déterminépar Ia droite
et le point fixes donnés (300, )0).

De même, une droite dannée, glissant parallelernent à elle-
même en s'appuyant SUl' une droite fixe donnée, engendre un
plan, En effet, Ia droite mobile est toujours dans le plan déter-
miné par l'une quelconque de ses positions successives et Ia
droite fixe donnée (390,4°).

Un lriangle est ioujours dans le plan déterminé par ses trois
sornmets (390, 2°). 11 n'en est pas nécessairement ainsi d'un
quadrilatére, dom les quatre somrnets peuvent n'être pas situes
dans un même plano Dans ce dernier cas, le quadrilatere pro-
posé est u n quadrilatére gal/clte. Même remarque pour un

polygone.
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lI. - Droite et plan perpendiculaires.

398. Quand une droite et un plan se rencontrent, on dit
qu'Ils sont perpendiculaires entre eu» lorsque Ia droite est
perpendiculaire à toutes Ies droites du plan qui passent par
son piecl. Une droite est dite oblique à un plan, lorsqu'elle le
rencontre sans Iui être perpendículaire,

THÉORÊME.

399. Pour qu 'une droite soit perpendiculaire à em plan, il

suffit qu'elle soit perpendiculaire à deu» droites qUl passent

par son pied dans ce plan (fig. 225).

Soit Ia droite AB perpendlculaire à deux droites BC et BD
qui passem par son pied B dans Ie plan P :
elle sera perpendiculaire à toute autre

droite BE menée par son pied dans ee plan,
En effet, traçons dans le plan Pune,

droite queleonque qui rencontre Ies droites
se, BD, BE, aux points e, D, E. Prolongeons
AB au-dessous du plan d'une longueur
BA'= AB. Joignons les points e, D, E, aux

poiots A et A'. Les deux triangles ACD, A'eD sont égaux :
i1s ont Ie eôté Cl) cornrnun ; le côté AC est égal au cõté A/C,

car, dans le plan AeA/, les deux obliques Ae et A' C s'écartent
égalernent du pied de Ia perpendiculaire eB élevée sur AA'; le
côté AD est égal au cõté A' D pour une raison analogue. L'é-

galité des deux triangles ACD, A'eD, entralne celle des deux
nngles AeE, A'CE. Les deux triangles AeE, A'CE, sont alors
égaux comme ayant un angle égal comprís entre deux côtés
égaux chacún à chacun. Par suite, AE = A'E. La droite BE,
ayant alors, dans le pIan AEA', deux de ses points à égale
distance des extrémités A et A', est perpendieulaire sur AA'
ou sur AB (lt.6). AB est donc perpendieulaire à une droi te
quelconque BE du plan P, c'est-à-dlre perpendiculaire à ce
plan.

Fíg. 225. '

A

TIIÉOHElIlE.

400. Le lteu des perpendiculaires menées à une droite AB
par un point B de cette droite est le plan P perpendiculaire à

A~ au point B (jig. 226).



Par Ia droite AB, on peut (aire passer une lnfinité de plans,
et, par le poiru B, on peut mener dans chacun de ees plans

une perpendiculalre à Ia droite AB. Fig.226.

C'est le lieu de ces perpendieulaires A

qu'íl s'agit de d éterminer.

Par les deux perpendiculaires BC,
BD, menées à AB au point B, dans les
plans ABC, ABD, faisons passer un
plan P; puis, par AB, faisons passe r
un plan queleonque ABE qui eoupe le plan P suivant BE. La
droite AB, étant perpendieulaire au plan P (399), sera perpen-
dlculaíre à BE, qui est alors Ia perpendiculaire élevée à AB par

le polnt B dans le plan ABE.
D'ailleurs, toute autre droite menée par le polnr-B dans le

plan ABE est oblique à AB (15). Le plan P est done le lieu
des perpendieulaires eonsidérées.

ft.OI. Ce théorerne conduit à un nouveau mode de généra-

tion du plan (397). On peut le regarder eomme engendré par fe "
mouvernent d'une droite qui reste coostamment perpendlcu-
luire à une droite donnée en u n point don né.

ft.02. Par un. point donné, on peut toujours mener un. plan

perpendiculaire à une droite, mais on n'en. peut mener qu'un,

1° Si le poínt donné estsur ladroite donnée, en B par exemplo
sur AB (fig. 226), on mene à AB lesperpendieulaires BC, BD,
dans les plans quelcooques ABC, ABD, et l'on fait passer un
plan P par les deux droites ainsi obte- -
nues. Ce plan est perpendiculaire à Fig. 227,

AB au point B (399), et iI peut seul
remplir cette eoodition (400).

2° Si le POiOI donné est extérieur à
Ia droite donnée, cornme le point O
par exemple (fig. 227), on fait passer
un plan par .ce polnt O et Ia droite AB
(390, rol. Dans ce plan ABO, menoos
oc perpendiculaire svr AB; élevons
au point C, dans le plan quelconque ABD, Ia perpendiculaire
CD à AB, et faisons passer un plan P par les .fleux droítes CD
et CO. Ce plan, perpendiculai.re à AR au point C (399), passe

GÉOMÉTIIIE.

COROLLAIRIlS.

o p
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au point O, et il peut seul remplir ees deux conditions,
puisque, du point O, on ne peut abaisser SUl' AB que Ia per-
pendieulaire OC (21).

ft.03. Si ti'un. point pris 1101'sd'tai plan on lui mêne une

perpendiculaire et plusieurs obliques : ta

perpendiculaire est plus courte que toute

oblique , deu» obliques qui s'écartent éga-

lement du pied de Ia perpendiculaire sont

égales; de deux obliques inégalement dis-

tantes da pied de Ia perpendiculaire, celle

qui s'écarte le plus est ia plus grande

(.fig. 228).

Soient le point A et le plan P, Ia perpendiculalre AR à ee
plan et Ies obliques AC. AD, AE.

Dans le plan AIIC, Ia perpendieulaire AB est plus eourte
que I'oblique queleonque AC.

Supposons BC = BD. Les deux triangles rectangles ARe,
ABD, sont égaux eomme ayant un angle égal cornpris entre
deu x cõtés égau x chacun à chacun. Par suíte, Ies deux obliques

AC, AD, sont égales.
Supposons BE> BC, et prenoos BD = BC; 00 a 810rs

AD = AC. Mals, dans le plan ABE, on a AE > AI) (ld). On a

done aussi AE> AC.

Fi!;. 228.

A

,~l!fEjj

COHOLLAlllliS.

THÉOREME.

ft.Oft.. Les récíproques de ces propositions sont évideotes. Si
1'00 se rappelle qu'en Géométrie le mot distance est toujo urs

synonyme de plus courte distance, 00 voi t, en pnrticulier, que,
lorsqu'une droite représente Ia distaoce d'un point à un plau,
elle est perpendiculaire à ce plan. .

Le lieu des pieds des obliques qui, passant par le poínt A,
sont égales à AC, est Ia circonférence décrite du point B
comme cenu-e ave e BC pour rayou.Tl en résulte que, si du point
A, avec une longueur convenable, on marque sur le plan P
trols poínts C, D, F, également éloignés du point A, le eentre
B de Ia circonférence détermioée par les trois pcints C, D, F,
cst le pied de Ia perpendieulaire abaissée du point A sur Ie
plan .P.

Aínsi, le lieu des points d'un plan P situés à égaie distance
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d'un point donné A est une circo nférence ayant pOlir centre

te pied de Ia perpendlculaire abaissée du point A sur le plan P.

4.05. Le lieú géométrique de tous les points de l'espace Li

égale distance des ext rémités d'une droite donnée est le plan

mené perpendiculairemetu ã cette droite par son milieu

(fig· 229)'

Soient Ia droite AB et le plan P, perpendiculaire à AB au
point 0, milieu de AB. Soit C un point quel-
eonque du plan P: dans le plan ACB, les deux
obliques C.·\ et CB sont égales comrne s'écar-
tant également du pied de Ia pcrpendiculaire
OCo Tout point du plan est done à égale dis-
tance des exu-émités de Ia droite. Soit D un
point quelconque e xtérieur au plan P : dans
le plan ADB, les distances DA el DB SOl1l inégales, parce
que le po int D est hors de Ia perpeudiculaire OC élevée sur le
milieu de AB dans le même plan. Tout point extérieur au plan
est done inégalement distant des extrémités de Ia droite , Le
plan P cst done bien le lieu géométrique indiqué.

THÉOHE.\IE.

COltoLLAIHIl.

~06. Trois points non en ligne droite sllfjisant pourdéter-

miner un plan (390, 2°), dês qu "un.plan a trois de ses points noti

en liglle droite à égale distance des extrémités dune droite

donnée, il est perpendiculaire SUl'le milieu de cette droite,

Fie. 230.

4.07. Soient la droit e AB perperuiiculaire au plan. P et la

droite CD queiconque dans le plan P j si l' on

abaisse BE perpendiculaire SUl'CO et si l'on

[oint AE, Ia droite .-\E est perperuiiculaire

sur CD (fig. 230).

Prenons EC =ED, et joignons les points
C et D au x poiuts II et A. Les droites BC et
BD som égales comme s'écartant également
du pied de Ia perpendícuíaire BE dans le
plan P. Dês lors, les droites AC et AO . sont égales eomme
s'écartant également du pied de Ia perpendiculaire AB dans

TI-IÉOHE.\lE.
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l'espace. Le triangle CAl) étant isocéte, Ia droite AE qui joint

son sommet A au milieu de sa base CD est perpendiculalre
sur cette base (27).

La proposition qu'on vient de démontrer est connue sous le
nom de théorême des trois perpeudiculaires,

m. - Droites et plans parallêles.

THÉOIIEME.

408. Toute droite parallêle à une droite d/un. plan est pa-

rallêle ti ce plarc ou contenue dans ce plan (firç. 231).

Soit Ia droite AB parallele à Ia droite CD du plan P. Si elle
n'est pas dans 'Ie plan P, elle détermine
avec CD (390,4°) un plan Q, dont l'intersec-
tion avec le plan P est Ia dro ite CD. La
droite AB, appartenant au plan Q, ne pour-

rait rencontrer le plan P qu'e n coupant CD:
elle est done parallele au plan P.

Fig. 231.

TIIÉOHEME.

409. Si par une droite AB, parallêle Li u.n plan P, on mêne

un. plan ABCD qui coupe le plan P, l'intersection CD des deux

plans,esl paralléle /1 AI3 (fig. 231).

En etfet, les deux ctroites AB et CD sont dans un rnêmo
plan, et Ia droite AB, parallêle au plan P, ne peut reneontrer CD,

qui est contenue duns ee plan \3(0).

COROI.LAIRES.

410. Si deu» droites AC et BD sont parallêles, tout plan P
qui coupe l'une AC coupe L'autre BD (.fig. 231).

En effet, Ia droite BD ne peut occuper que trois positions
par rapport au plan P (302); et; si Bf) ótait dans le plan P ou
parallele à ce plan, AC, qui, par hypothêse, a le point C
commun ave e le plan P, serait dans ce plan (300, 4°, 409) et
ne le eouperait pas.

[~l1.Deu» droites parallêles à une troisiême sont p aralléles

entre elles,

Soient les deux droites B et C paralleles à une mêrnc droi te A.
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Ellcs n'ont aucun point comrnun, puisque d'un poínt donné
00 ge peut mener qu'une parallete à une droite donuée (;)91).
De plus, elles sont dans le plan détermíné par Ia droile R et

un point quelconque de C; car, si ce plan coupait C, il cou-
perait A (410) el, par suíte, R contre l'hypothese, Les deux
droites B el C sont done paralleles l396).

l,.1~. Si, par deu» droites parallêles AR et CD, on méne deu»

plans qui se coupe.nt, leur intersection est paralléle au:x deux

droites données (fig. 232).

En effet, quel que solt le plan mené par AB, le plan con-
duit par CD le coupe suivant une droite EF pa- F' 3l!j, ? 2.

rallê!e 11 CD (l,.09) el, par conséquent, à AR, E

puisque AR et CD sont parallêles (q.11). !1Jf c
Si l'on imagine une paralléle quelconque à

AR et à CD, elle sera parallele aux deux plans
ll,.08) et à leur intersectlon. On peut done
dire encore que l'intersection. de deu» plans B D

parallêles à une meme droite est parallêle à cette droite,

TÜÉORÉ~1E.

l,.13. Deu» plans p erpendioulaires à une méme droite sont

parallêles,

En eITet, deux plans ne peuvent occuper l'un par rapport a
l'autre que deux posltions (395), el, si les plans considérés se
coupaient, on pourrait, d'un point de leur intersecrlon, abaisser
deux plans perpendieulaires sur une même droiie, ce qui est
impossible (l,.J2).

THÉOREME.

l,.1l,.. Quanrl deu» plans parallêles sont coupés par un. troi-

siême plan, les intersections ob- Fi!j.233,

tenues sont parallêles (fig. 233). R

Soient les plans paralleles P et
Q coupés par le plan R suivant les .LQ~--r-+--'"
droites A et B. Ces droites ne peu-
vent se renconu-er , puisque les
plans P et Q no peuvent avoir au-
eun point commun, et elles sont

situées dans un mêrne plan : elles sout done parallêles lJtJ6).

p

,.\----.,..

7'
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THÉOREME.

ld5. Si deux plans P et Q sont paralléles : lU toute droite n
Fi&.234. qui coupe le premier P coupe le second Q;

2° tout plati R qui coupe le premier P coupe

le second Q (fig. 234 l.
1° Par un point quelconque I du plan Q

et par Ia droite D qui coupe le plan P en
C, concevons un plan R; ce plan, oyant un
point cornmun avec chaeun des deux pre-
m iers , coupera eeux-ei suivant deux pa-
ralleles CE et FI (ft.1ft.). 01' D coupe CE;
elle coupe donc sa paralléle FI et, par

suíte, le plan Q.

2° Menons dans le plan R, qui coupe le plan P suivant CE,.
une droite CD non paralle!e à CE. Ceue droite CD, coupant le
plan P, coupcra le plan Q (1°); done le plan R coupe le plan Q.

Q

COROLLAIHES.

ft.16. Si deu» plans sont parallêles, toute droite parullêle
ali, premiei' ou contenue duns le premier est parallêle au se-

corul ou contenue daus le second j ear, si elle coupait le seeond
plan, elle couperait aussi le prernier, Ainsi, deux plans paral-
lêles ont leurs parallêles communes,

ft.17. Par un point A extérieur à un plan B' A'C', oti peut

toujours mener un plan parallêle à ce plan, et l' on. n/ en. peut

mener qu 'un (fig. 235).

En eífet , menons par A deux droites AB et AC paralléles au
p1an B' A' C'. Le plan BAC sera paralléle au plan B' A' C'; cal'.
s'il le renco ntrai t, leu!' intersection devrait être parallele a Ia
fois à All et à AC (ft.09), ce qui est. impossible. De plus, tout
plan autre que BAC mené par A coupe le plan B' A'C', puis-
qu' il coupe le plan BAC, qui est parallele à B' A'C' (4-15).

ft,18. Deux plans P et Q, parallêies à un. troisiême plari R,
sont pnrallêles entre eu», car, s'Ils avaient un point commun,
on pourrait, de ce point, mener deu x plans paralléles à un
m ême plan, ce qui esl imposslble (ft.17).
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419. Le lieu des paralleles menées à un plan Q par un
point A extérieur à ce plan est le plan P mené par ce point
parallêlement au plan Q.

En effet, toutes les paralle les menées par A all plan Q sont
paralléles au plan P ou contenues dans ce plan (4.16); et c'est
le dernier cas qui a Iieu, pulsque les paralleles considérées
ont déjà le point A commun avec le plan P.

THÉOREME.

4.20. Deux angles qui ont leurs côtés respectivement pa-

rallêles sont égàux ou supplémentaires, et leurs plans sonl

pnralleles (fig. 235).

lU Les plans des deu x angles sont paralleles en vertu du
n°ft.17.

2° Deux angles BAC, B' A'C', dom les côiés AB et A'B', AC
et A'C', som deux à d ux paralléles et de méme sens, sont
égaux. En effet, par deux points B et C pris à volonté et res-

Fig. 235.

A A'
f.I,

t ;
I \

/ \B'

1/
v

I ../
,/
"c c'

pectivement sur les côtés de l'angle A, menons des paralleles
3 AA' jusqu'à leur rencontre B'.et C' avec les côtés de l'angle A';
les droites BC, R'C', sont paralléles comme intersections des
deux plans paralleles BAC, BI A'C', avec le plan RR'C'C. Donc
les deux triangles BAC, B' A'C', ont Ieurs trois côtés égaux
chacun à chacun, comme paralleles comprises entre paralleles,

et les angles BAC, B' A' C
I

, sont égaux.
On prouvera d'ailleurs, comme en Géométrle plane, que

deux angles dont Ies CÔ1és sont deux à deux paralleles et de
sens contraires sont égaux, et que deux angles dont deu'(

côtés sont paralleles et de même sens, tandis que Ies deux
autres sont paralleles et de sens contraires, sont supplérnen-
ralres.
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se~UES.

t.21. Sur une droite quelconque MN (fig. 235), il y a deux
sens à distinguer : le sens de MN et celui de NlVI.

On appelle angle de deux droites, dont Ia position dans l'es-
pace et le sens sont donnés, l'angle que I'on forme en mennnt
[lar un point quelconque de l'espace, à chacune des deu x
droites données, une droite paralléle et de mêrne senso Ainsi
~IN et PQ étant les rleux droites données, par un point quel-
conque A de l'espace, menons AB parallele à MN et de mêrne
sens, AC parallàle à PQ et de même sens : l'nngle BAC sera,
par rléfinltion , l'angle des deux droites MN e~ PQ.

Pour que cette détinition n'offre rie n de contradictoire, il
faut que Ia grandeur de l'angle ainsi obienu soit inMpendante
de Ia posítion qu'occupe dans l'espace le point par leque! 011

mene des parulleles aux droites données. 01' soient BAC,
B' A' C', les valeurs obienues pour l'angle de MN et de PQ,
lorsqu'on mene à ces droites des paralléles par deux points
différents A et A'; les droites .AC et A"C', étant toutes deu x P3-
ralléles iJ MN et de même sens que ceue droite, son~ paralléles
entre elIes et de même sens (ft.11); il e n est de même pour AU
et A'B'; par suíte, les deux angles BAC, B' A'C', sont égaux
(ft.20).

422. On dit que deu» droites, non situées dans le méme

plan, sont perpendiculaires l'une à I' autre lorsque leur angle
est drait,

On voit, par Ia définition même de l'angle de deux droites,
que, lorsque deu» droites sont ainsi perpetuliculaires entre
elles, lo ul e parallêle à l'une est perpendiculaire r't t'autre.

Ceue remarque est importante. Elle permet de généraliser
des théorémes dont le sens demeurerait, sans elle, trop res-
treint.

Par exemple, nous avons dit qu'une droite et un plan sont
perpendiculaires lorsque Ia droite est perpendiculaire à
toutes les droites passam par son pied dans le plan (398).
Nous pouvons maintenant corupléter ceue définition en
dísant : Une droite et un plan sont perpendiculaires, lorsque

Ia droite est p erpendiculaire à toutes les droites situées dune
mantere quelcon que dans le plan ou parallêles au. piem. En
etfet, soit AB une perpendiculaire au plan P, dont le pied duns
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ce plan est A. Soient C une droite quelconque du plan P et D
une paralléle quelconque à ce piem. Si l'on mene par A une
paralléle C' à C, elle est, dans le plan P, perpendiculaire en A
à AB; et, si I'on faí t passe r un plan par Ia droite D et le point A,
i! coupe Ie plan P suivant une droite D' parallele à D (ft.OD), et
perpendiculaire encore à A13 au point A. La premiere défini ..•
tion est donc renfermée dans Ia seconde.

Nous avons démontré (399) qu'une droite est perpendi-
culaire à un pIan dês qu'elle est perpendiculaire à deux
droites passam par son pied dans ce plan. On peut, d'apres ce
qui précêde, étendre cet énoncé en disaru . Pour qu'une droite

soit perpendiculaire à un plan, il faut et ilsufjit qu'elle soit

perpendiculaire à deux droites quelconques contenues dans
ce plan ou parallêles à ce plano

De mêrne, le lieu des perpendiculaires élevées sur une
droíte par un de ses points étant le plan mené par ce poínr
perpendiculairement à Ia droite (ft.OO), on retrouve un lieu
identique lorsque le point donué est esctérieur à Ia droite. En
effet, soient Ia droite AB et le point extérieur O. Abaissons,
dans le plan ABO, OC perpendieulaire sur AB. Le plan P, per-
pendiculaire à AB au point C, est le Iieu des perpen f iculaires
menées à AB par le point C, et ce plan eontient en mêrne
ternps les paralleles menées à ees perpendiculaires par le
point O. 11 est done aussi le lieu des perpendieulaires menées
i1 AB par le poiut O.

De Ia remarque sur laquelle nous lnsístons, résultent immé-
diatement Ies théorernes suivanis :

THÉonE~IE.

ft.'23. Si deux droites A et B sont parallêles, tout plan. P

perpendiculaire à Ia premiêre est perpendiculaire à Ia seconde.

En effet, toute droite parallele au plan P ou située dans ee
plan, étant perpendieulaire à A (ft.22), est aussí perpendiculaire
n B, qui dês lors est perpendieulaire au plan P.

TIlÉOREME.

ft.2ft.. Si delta: plans P et Q sonl parallêles, toute aroue A

perpendiculaire au premier est perpendiculaire au secona,

En effet, toute droite située dans Ie plan Q ou parallêle à ee
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plan, étant parallêle au plan P ou située dans ce plan (4.16), est

perpendiculaire à Ia droite A.
Ce théorerne est Ia réciproque de celui du n° 413.

scot.rs.

425. On peut résumer les deux proposlrions précédentes
cn disant :

Deu» droites paralléles ont les mémes plans perpendicu-

Iaires ; deu» plans parulléles ont leurs perpendiculaires com-

munes.
THÉORErtIE.

426. Si une droite AB est perpendiculaire au plan P, toute
perpendiculaire CD à AB est parallêle au plan P ou située

dans ce plano

En efTet, si CD n' est pas située dans le plan P, on peut, par
un point de CD, faire passer un plan Q perpendiculalre à AB
(400, 422); ei, ce plan, qui contient CD, étant parallêle au
plan P (413), il en est de mêrne de Ia droite CD (4.16).

Ce théorême est Ia reciproque de Ia définition de Ia perpen-
dicularité entre une droite et un plan (398, 11-22).

THtoRE~IE.

h.27. Par uri point donné A, on pellt toujours ruener une
d roite perpendiculaire à uti plan donné P, mais on ne peut

en mener qu'une.

1° Supposons d'abord le point A situé dans le plan P
(fig. 236). Considérons à part une droite OH et le plan Q
élevé pernendlculalrernent à cette droite par l'un de ses

Fig. 236.

~\~ r~
~ QL0I

points li; puis, transportons ceue figure tout d'une piêce, de
mantere que, le plan Q s'appll quant SUl' le plan P, ce qui est
tonjours possible (389), le poinl H cotncide avec' le poíru A.
La droite OH, dans sa nouvelle position, sera une perpendi-
cutaíre AB menée au plan P par le point Â.

On ne peut en rn en er qu'une, car, si l'on pouvaít en mener



deux, AB et AR', le plan BAB' couperait le plan P suivant une
droite AC perpendlculalre à Ia fois à AR et à AB' .

2° Supposons le point A extérieur au plan P (fig. 237)'
Soit Q le plan mené par A parallelement
au plan P. Les plans paralleles P et Q
ayant leurs perpendiculaires communes
(4'24), dire que par le poínt A on peut
abaisser une perpendiculaire SUl' le plan P
et qu'on ne peut en abaisser qu'une, c'est
dire que par le POiOl A on peut élever
une perpendiculaire sur le plan Q 0l qu'on
ne peut en élever qu'une; 01' c'est ce que nous venons d'é-
tablir (ro).

428. Deux droites A et B, perpendiculaires à un méme
plan P, sont paralleles ou cotncident .

En eflet, si les droites A et R ont un point commun, elles
cotncident, puisque, de ce point, on ne peut mener qu'une
perpendiculaire au plan P. Si Ies droites A et B n'ont pas de
point commun, imaginons, par un point M de R, Ia paral-
léle A' à A. Ceue droite A' sera perpendiculaire au plan P
(423); elle colncidera donc avec B, puisque, du point M, on
ne peut mener qu'une perpendiculaire au plan P.

Cette proposition est Ia réciproque de celle du n° 423.

429. {o Les parallêles AB et CD, com prises entre

droite AC et un plan P parallêles, sont égales (fig. 238).
2° Les paralléles AB et CO, comprises entre

deu» plans parallêles P et Q, sont égales

(fig. 238).

Cette double proposition résulte de ce que
le plan des deux paralléles AB et CD coupe,
dans le premier cas, le plan P suivant une
paralléle BD à AC, et coupe, dans le second
cas, lr-s plans P et Q suívant des droites paralleles BD ei AC
(409, 414); les droites AB et CD sont donc, dans les deux caso
égales comme pcralleles comprises entre paralleles.

GÉOl\<IÉTI\lE.

COI\OLLAIRE.

THÉOREl\lE.

une

Fig. 238.

~
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Les droites AB et CD pourraient être perpendiculalres au
plan P : elles mesureraient alors les distances de deux polnis
queIconques de Ia droite AC ou du plan Q au plan P. Une
droite et un plan parallêles ou deu» plans parallêles sont done
partout également distants.

THÉOREME.

430. Deua: droites quelconques AC, A'C' (fig. 239), sont
coupées par trois plans parallêles P, Q, R, en parties propor-

tionnelles , en d'auues termes, si Ia
Fig.239· droíte AC coupe Ies plans P, Q, H, en A,

B, C, et si Ia d.oüe A'C' coupe les mêmes
plans en A', B', C', on a

En effet, menons par A Ia parallele à
A'C', et désignons par D et Eles points

ou elle coupe les plans Q et R. Les droítes BD ctCE étant paral-
léles (U4), on a

AB BC AC
AI) =DE = AE;

mais les segments AD, DE, AE, sont respectivement égaux à
A B', B'C', A'C', cornme parallel es comprises entre plans pa-
ralléles. La relation (I) est done démontrée.

COROLlAIRI!.

431. Deux droites concourantes AC et AE étant diviséesen
parties prop ortlonnelles par le point A et les plans paralléles
Q et R, il en est de même pour une série de sécantes partant
de A. En supposant, en effet, qu'il y ait trois sécantes, le rap-
nort des segments de Ia prern iêre étant égal à Ia fois au rap-
i)ort des segrnents de Ia seconde et au rapport des segments
de Ia trolsieme, ces deux derniers rapports sont égaux entre
eux.
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IV. - Projection d'une àroite sur un plano - Angle d'une droite
et d'un plano - Plus courte distance de deux droites.

/c.32.On appelle projection d'un point A sur un plan P le
pied a de Ia perpendieuIaire abaissée de ee point SUl' ee plan
ifig; 240).

La projection d'u ne ligne queIeonque ABC. o • sur un plan P
est le lieu des pro jections a, b, c, . " des divers poínts de
ceue ligne.

r j :
" Id! b

,
I

'd

F
Et B C nA ----r -T-;-;-r-I

~il I
r I ! I I

p

THÉOREME.

/c.33.La projection. díune ligne droite AB SUl' un plan P est

une ligne droite (jig, 241).

Car ioutes lesperpendieulaires Aa, Bb, '" abaíssées sur le
plau P par les divers points de Ia droite AB sont paralleles

(/c.28); leur lieu est done un plao (397), et, par suite, le lieu
de leurs pieds est Ia droite ab suivant laquelle ce plan eoupe
le plan P.

SCOLIESo

/c.3/c..Lorsque Ia droite est, comme EF, perpendiculaire au
plan P, sa projectíon sur ee plan se réduit évidemment à un
point e.

4.35. Lorsque Ia droite est, eomme CD, parallêle au plan P,
eIle est parallele à sa projection cd sur ee plan (4.09).

COROLLAtlIES o

436. Les projections ab et cd de deu» droites, parallêles AB
et CD, SUl' uri méme plan P, sont parallêles (fig. 242).

Cal' Ia projetante Aa d'un point queleonque de AR et Ia pro-
jetante Ce d'un polnt quelconque de CD étant paralleles, les
angles BAa, DCo, ont leurs plans parallêles(/c.20); et, par

DE c. - Cours • 11. 19
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suíte, les droites ab et cd, suivant lesqueIles le plan P coupe
ces deux plans, sont paralleles.

THÉOREME.

437. Lorsque deux droites AB et Cl) de l'espace sont per-
pendiculaires l'une à l'autre, leurs projections ab et cd SUl' un
plan. P parallêle à l'une d'elles CD sont aussi perpendiculaires

entre elles (fifi· 243).

En effet, Ia droite cd est, comme sa parallele CD, à angle

droit sur AB; elle est d'ailleurs à angle droil sur Ia pro-
jetante Aa, droíte perpendiculaire au plan P qui eonlient cd.

Done cd esl perpendiculaire au plan ABab et, par suite, à ab,

Fig. 243.

II

A! D
I I I

I t I-

c

Ainsi, ia projection dun. angle droit SUl' un plan est un
angle droit, lorsqu/un. des côtés de l'angle est parallele au
plan. de projection,

4.38. HI'lCIPROQUEDIENT, deu» droites de l'espace AB et CD

sont perpendicuiaires l'une à L'autre, si leurs projections ab
et cd SUl' un. plan P parallêle à I'une d'elles CD sont perpen-

diculaires entre elles (fig. 2~31.

En effet, Ia droite cd, étant à angle droit sur ab et sur Aa,
est perpendiculaire au plan AlIba. II en est done de même de

'ia parallele CD, qui, par suite, est perpendiculaíre à AB.
Dans le cas tres particul ier ou le plan P contient CD et ou

•les droites AB et CD se coupent, ceue réeiproque revient au

théoreme connu sous le nom de théorême des trais perpen-

diculaires (fig. 244) et déjà démontré (407).

COROLLAIRE.

439. Considérons une droite queleonque AB et un plan Q
perpendiculaire à ceue droite; soient ab Ia projection de AB
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sur un plan quelconque P (fig. 245), et CD I'intersection des
plans P et Q, ou Ia trace duplan Q sur le plan P. Les deux
droites AB et CD étant perpendiculaires l'une à l'autre, il doit
en être de même de leurs projections ab et CD; de là ce
théoreme, fondamental en Géométrie descriptive: Lorsqic'une
droite AB est perpendiculaire à uti plan Q, la projection de
cette droite et ia trace de ce plan sur uti plan. quelcon.que P
sont perpendiculaires.

THÉOREME.

lt.lt.O. Lorsqu'une drolte AB est oblique à uti plan-Y, l'angle

ai gu BA b que cette droite fait avec sa projection sur ce plan
est moindre que I'angle BAC qu'elleforme avec toute autre

droite AC passant par son pied dans te plan. (fig. ?~6j.

En effet, b éiant Ia projection d'un point quelconque B de
Ia droíte AB, prenons AC = Ab et menons BC. Les deux

Fig. 2'15.

A

PL-_-.--k:- __ -'

triangles BA b, ~AC, ont deux cõtés égaux; mais le troisiême
côté Bb du premier étant moindre que le troísíéme côté BC
du second, pulsque Ia perpendiculaire est plus courte que
l'oblíque, il faut que l'angle BAb soit moindre que I'angle BAC.

scous.

lt.M: En faisant parcourir au point C le cercle décrit dans le
plan P, du point A comme centre avec Ab pour rayon, on volt
que I'oblique BC crott d'une mantere continue depuis le
point b jusqu'au point b', puis décrott en reprenaut successí-
vemeot les mêmes valeurs depuís b' jusqu'en b. Par suite,
I'angle BAC, minimum lorsque le point C est en b, crott
jusqu'à ce que le poínt C soit en b' : il est alors maximum;
puis il décrott, en repreoant successivemeot les mêmes valeurs,
depuis b' jusqu'en b.

lt.42. On appelle ángle d'une droite et d'un. plan. I'angle
aigu que ceue droite forme avec sa projectlon sur ce plan,
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l,.f~3. 00 voit alsérneut que i'angle díune droite D et ti'un

plan P esl égal « l'angle díune droite quelconque J)' paral-
Iêle à D et d'uti plan quelconque P' parallêle à P.

THÉOREME.

l,.l,.!,..Étant données deu» droites AB et CD non situées dans

le même plan .. ,0 il existe une droite, et une seule, qui les

rencontre l'une et l'autre à angle droit ; 2° eette perpendi-

eulaire commune est Ia plus courte dislanee des deu» droites

(fig· 2~7 l·
1° Par un point quelcooque A de AB meoons Ia paralléle AE

à CD; le plan BAE, que nous désignerons par P, sera paralléle
à CD; par suite, nous auroos Ia projectioo de (:D sur ce plan (l

cn menant une paralléle de à Ia droite De par Ia projectlon d

d'un point quelconque D de ceue droite, Cela posé, pour

B D

p

qu'une droiLe rencontre à Ia fois AR et CD à angle droit, il faut
el il suffit qu'elle .soit perpendiculaire au plan P en un POiOl
de AB, et qu'elle ait son pied sur cd, lieu des pieds des per-
pendiculaires au plan P menées par les divers points de CO.
01' Ia perpendieulaire au plan P élevée par le point e eommun
à AB et à cd remplit seule ees condíuons. li existe done une
droite Ce, et une seule, qui reneontre à angle droit les deux
drenes données AB et CD.

2° Ceue perpendiculaire commune Cc est moindre que
toute nutre droite BD joignant un po int de AB à un point
de CD, ear, Dd étant Ia projetante du point D, on a évidem-
ment Ce = D~ et Dd <DB.

SeOLJES.

1~'t5.La démonstration qui précéde permet d'obtenir Ia plus
courte distance des deux droites AR et CD. Voiei un seco no
procédé três usuel (fig. 2~8).
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On projette l'une des droltes CD sur un plan P perpendicu-
laire a l'autre droite AB. Du pied A de AB SUl' le plan P, 011

abalsse Ia perpendlculaire Ae SUl' Ia projecuon Cd de CDj 011

mene eE paralléle à AB jusqu'à sa rencorure E avec CU, et
enfinEF parallele à Ae. La droite EF, étant perpendiculaire à
AB et a CD, est, en grandeur et en posiuon, leur plus courte
distance.

lJ.lJ.6. Souvent, dans Ia pratique, on n'a besoin que de Ia 1011-

gueur de Ia plus courte dístance : il suffit alors de mener par
I'une AB des deux droites un plan P paralle!e à l'autre CD, el

de prendre Ia distance Dd d'un point quelconque de CD au

plan P (fig. 2:+7)'

V. - Angles diédres.

1t.lJ.7. Lorsque deu x plans P et Q se rencontrent (fig. 249) et
sont termines à leur intersection cornmune BE, on dit qu'ils
forment un angle diedre. Les deu x plans P et Q sont lesfaces,
et Ia droite BE est l'arête de cet angle.

lJ.lJ.8. Pour désigner un augle diédre isolé, il sufllt dlndiquer
son arête; alnsi I'on dit (fig. 249)" l'angle diêdre BE. Mais
lorsque plusieurs angles diedres ont Ia même arête, pour dé-
signer celui d'entre eux que I'on considere, il faut employer

quatre lettres, savoir une lettre pour chaque face et deux
pour l'arête ; on place d'ailleurs les deux lettres reI atives a
l'arête entre les deux autres, Ainsi, dans Ia fig. 250, on dis-
tingue les trois diédres CABD, DABE, CABE,

Deux angles , tels que' CABD, DABE (fig. 250), qui ont Ia
mêrne arête AB, une face cornmune ABD, et les deux autres
faces situées de part el d'autre de Ia face commune, som dits
adjacents.
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449. Deux angles diedres sont égaux lorsqu'on peut les faíre
coYncíder. Pour ajouter deux angles diêdres, on transporte le
second 3 la suite du premier, de manlére à former deux angles
adjacents, tels que CABD, DABE (jig. 250); l'angle CABE des
deux faces non communes ABe, ABE, est Ia somme des deux
angles diedres proposés.

450. Pour avoir une idée neue de Ia grandeur de l'angle
diedre, iI faut supposer le plan P d'abord confonduavec le
plan Q (fig. 251); puis, qu'il s'en est écarté en tournant auto ur
de Ia droite AB comme axe, de maniere 3 prendre sa position
actuelle. L'amplitude de ce mouvernent de rotation corres-
pond à Ia grandeur de l'angle dledre, qui crott ainsi d'une
maniêr e continue.

Un plan P, est dit perpendiculaire sur un plan QQ' (fig. 251),

lorsque les deux angl es adjacents Pj A Bf), P2ABQ', qu'Il forme
av ec celui-cí sont égaux. Un plan P, qui forme avec QQ' des
angles adjacents PABQ, PAllQ', ínégaux, est dit oblique sur
le plan QQ'.

On nomme angle diêdre droit tout diêdre P2A BQ dont une
face est perpendicu laire sur l'autre,

451. Deux angles d iedres sont dits opposés par l'aréte

lorsque les faces de l'un som les prolongemenls des faces de
l'autre, Deux plans indéfinis PP', QQ' (fig. 252), forment, ense
coupant, quatre angles diedres qui sont deux à deu x opposés
par I'arête AB.

On nomme plan. bissecteur d'un angIe diedre Ie plan qui,
mené par l'arête, divise cetangle diedre en deux autres diedres
égaux entre eux ,

1~51. On appelle angle plan correspondant à un angle diêdre
l'angle recülígne que I'on forme en élevant, par un même

point de I'arête, une perpendiculaire 3 cette arête dans cha-
cune des faces. Ainsi, B étant un point de l'ar ête BE de J'angle
diedre PBEQ (fig. 253), si I'on élêve dans le plan P Ia perpen-
diculaire BA SUl' I'arête BE, et dans le plan Q Ia perpen-
diculaire BC SUl' Ia même arête, l'angle ABC sera I'angle plan

du d iedre considéré.
Pour que ceue définition ne soít pas contradlctoire, il faut

que Ia grandeur de l'angle plan correspondant à un angle
diedre reste Ia même, en quelque point de l'arête qu'on forme
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cet angle plano Or, soient les angles plans ARC, DEF, formés en
deux.points A et E de l'arête de l'angle diedre PREQ (fig. 253):
les côtés BC et EF sont paralleles et de même sens, comme
étant, dans un mêrne plan 0, perpendiculaires à Ia meme·
droite BEj il en est de même de HA et de ED par rapport au
plan P; les angles ARe, DEF, sont done égilux.

11 est à rernarquer que le plan ABC est perpendiculaire à
l'arête BE; réciproquement, tout plan perpendieulaire à l'arête

Fig. 25r. Fig. 252.

li

Fig.253.

coupe les faces suivant des perpendiculaires à eette arête et,
par suite, l'angle dledre suivant son angle plan.

THÉOI\EME.

/t.52. Par une droite AB, située dans uti plan QQ', on peut

toujours mener un plan P2 perpendiculaire à ce plan, et L'oti

ne peut en mener qu'un. (fig. 25 I).

COROLLA IRES.

453. Toas les angles diêdres droits sont égaux.

La démonstration de ee théoreme er de son corollaire est
tout à fait semblable à eelle qui a été donnée aux nOS15 et 16
de Ia Géométrleplane.

Un angle diedre est dit aigu ou obtus suivant qu'il est il1fé-
rieur ou supérieur à l'angle diedre droit. Deux angles dledres
sont complémentaires usvscvus leur somme est égale à un angle
díedre droit.

/t.5/t.. Tout plan P qui en rencontre un autre QQ' fait aoec

- celui-ci deu» angles diêdres adjacents PABQ, PABQ', dont lu

somme est égale à deu» diêdres droits (fig. 252). Réciproque-
ment, si deu» angles diêdres adjacents PARQ, PABQ', sont
sup plémentaires, c'est-ã-dire ont une somme é=ale à deu»
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diêdres droits, leurs faces non com munes Q et Q' sont dans le
prolongement l'une de I'autre, t Foir les nOl17 et 19.)

455. Lorsque deu» plans FP', QQ', se coupent, les angles
dtêdres opposés par l'aréte AB sont égaux (fig. 252). (Foir le
n° 22.),

THÉOREME.

6.56. Le rapport de deu» angles diêdres est égal au rap-
port de leurs angles plans.

11 faut d'abord établir que, lorsque les angles plans de deux
angles diedres sont égaux, ces angles diàdres sont eux-mêmes

cgaux. .
Soient{ figo 254) les dlêdres AR, EF, dont les angles plans

CBD, GFH, sont supposés égaux. Portons le second diêdre SUl'

le premier, de maniére que l'aogle GFH corncíde avec son
égal eBD : l'arête FE, perpendiçulaire au poiot Fau plan GFH,
prendra Ia directioo de l'arête BA, perpeodiculaire au point B
au plan CBD (427). Les deux plans ABe, EFG, auront alors

Fig.255.

ctJctJ
C D G li

deu x droites communes et eoi'ncideront (390,3°); il en sera
de même des plans ABD, EfR. Les deux angles diédres AB et
EF, coíncldent done et sont égaux.

Cela posé, soient les deu x dí edres FBDQ et P'B'D'Q'
(ji{;. 255), et admeuonsque le r.ip port de leurs aogles plans

ARC, A'B'C', soit égal à~, c'est-à-dire que ces deux angles

plans aient une commune mesure contenue cinq Iois dans AEe
et trois fois dans A' E'C'. Si, par chaque rayon de divisioo et par
chaque arête eorrespondante, on fait passer des plans, on par-
tage J'angle PEDQ en ciuq angles dledres partiels et l'angle
P' B' D' Q' en trois angles dicdres partiels. Ces angles diedres
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partiels sont tous égaux entre eux, comme eorrespondant à

des angles plans égaux, et l'un d'eux est une eommune mesure

des angles diédres PBDQ, P' B' D' Q'. Le rapport des deux

angles diédres es't done égal à ~, comme celui de leurs angles

plans.

Si les deux angles plans n'a vaient pas de commune mesure,

on suivrait Ia marche déjà indiquée (105).

COROLLAIRIl.

4-57. .L'angle diêdre droit a pour àngle plan un angle droit,

et, réciproquement, à un angle plan droit co rrespond un
angle diêdre droit (fig. 256).,

En effet, soient PABQ, PABQ', deux angles diêdres adjacents

déterminés par Ia reneontre des plans P
ct Q. Par un point O de l'arête eommune AB, Fig.256.

menons un plan perpendiculaire à ceue
arête : il coupera les plans P et Q suivant

les droites :EF et Cl), et ees dro ites forme-

ront deux angles adjacents EOe, EOD, qui Q'

seront lesangles plans des deux angles díé-
dres eonsidérés. Si ces angles diedres sont

égaux ou droits, ri en sera done de mêrne

de leurs angles plans , et réeiproquemem (4-56).

THÉOREME.

4-58. Si l'on [ait correspondre l'unité d'angle diêdre à
l'unité d'angle plan, le même nombre abstrait représente
Ia mesure de l'ongle diêdre et celle de son angle plano

L'angle droit étant l'unité d'angle plan, on prend pOlir unité

d'angle dlêdre I'angle diêdre droit (4-57). Si l'on snppose

r'angle A' B' e' droít dans lafig. 255, on a done (456)

PBDQ ABe
~=7'

Le rapport de PEnQ à un diedre droit est Ia mesure de I'angle

diêdre PBDQ, le rapport de ABe à Ull droit est Ia mesure de

l'angle plan ARe (106): les deux mesures sont done bien

exprimées par le mêrne nombre abstrair.

En ayant toujours presentes les explications qui préced ent,
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on peut employer sans inconvénient Ia locution plus rapide,
mais inexacte : Tout angle diêdre a pour mesure son angle
plano

Lorsqu'on dit qu'un angle diedre est un angle de '27°30',

cela veut dire que son angle plan est un angle de 27° 30' (107).

SCOLIE.

iJ.59. La proportionnalité des angles diedres et des angles

plans correspondants permet de conclure un grand nombre de
propriétés des angles diedres des propriétés analogues des

angtes rectilignes démontrées en Géométrie plane. Nous cite-
rons, par exemple, les proposilioos suivantes, qui sont sou-
vem utiles :

Le plan bissecteur d'un. angle diêâre est le lieu des points
qui, situés dans l'intérieur de cet angle, sont équidistants de
ses faces. (roir le n- 1!.8.)

Deu». angles diedres qui ont leurs faces parallêles deusa à

deu» sont égaux ou supplémentaires. (roir le n° 57.) .

THÉOREME.

lJ.60. Parmi toutes les droites que l'on peut mener par un

point A dans un pl{ln P, cel~e quifai t le plus granel angle aoeo
un autre plan donné Q est Ia perpendiculaire AB abaissée da

point A surl'intersection L'1' des deu» plans P et Q (fig. 257)'

Soient AC une droite quelconque menée pai' le point A dans
le plan P, et a Ia projection du point
A SUl' le pino Qj aB et aC seroru
les projections de AB et de AC, et il
s'agit de dérnontrer (1!.42) que l'angl e

ABa est plus grand que l'angle ACa.
Or, Ia droite aB étant perpendicu-
laire SUl' L1', en vertu du théorerne
des trois perpendiculaires, Ia droite

aC est une oblique, et I'on a aB<aC. Si I'on prend sur Ia
droite aB, à partir du point a, une longueur aD égale à aC, le
point D sera done situé au delà de B, et l'ang!e ABa, extérieur

au triangle ABD, surpassera j'angle intérieur Ana; mais, les
triangles AaC et AaD étant égaux com me ayant un angle droit
compris entre deux côtés égaux, l'angle ADa est égal à I'angle

ACa; donc, enfin, l'angle ABa est plus grand que I'angle ACa.

p
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scotrs.

4-ü1. Lorsque le plan Q est horizontal, Ia droite AB prend
le nom de ligne de plus grande pente du plan P. L'angle de
ceue ligne avec le plan Q esl I'angle piem du diedre PLTQ.
Par chaque point d'un plan passe une ligne de plus grande
pente de ce plan, et une seule.

VI. -- Plans perpendiculaíres.

THÉOREME.

l~ü2. Lorsque deux plans P et Q sont perpendiculaires l'un
à l'autre, loute droite An, menée dans le premier plan P pel'·
pendiculairement à l'intersection. commune CD, est perpendi-

culaire à L'ature plC(n Q (fig. 258).

En effet, les deux plans P et Q étant perpendiculaires l'u n
à l'autre, I'angle plan correspo ndant à I'angle díêdre PCDQ

Fig. 258.

p

4~
&fc Q

Fia. 259.

QL------Y,

doit être droit; or on forme cet angle plan ABE en élevant,
dans le plan Q et par le point B, Ia perpendiculaire BE à CJ);
done Ia droite AB est perpendiculaire a BE, et, comme elle
l'est aussí par hypothese à CO, elle est perperidlculaíre au
plan Q.

THÉOREME.

4-63. Si une droite AB est perpendiculaire à un. plan Q, tout
plan P passant par cette droite ou parallêle à ceue droite est

perpendiculaire au plan Q.

1° Si le plan P passe par AB (fig. 258), menons dans le
plan Q et par le point B Ia perpendieulaire fiE à l'Interse ction
CU des deux plans P et Q. L'angle ABE sera droit, puisque Ia
droite AB est, par hypothése, perpendículaíre au plan Q;

"d'ailleurs , cet angle AfiE est I'angle plan du diédre PCDQ;

done ce diedre est droit, et le plan P est perpendiculaire au
plan Q.
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2° Si le plan P est parallêle 3 AB (.fig. 259), menons par un
point quelconque E de ce plan Ia parallêle EF à AB; cette
droite EF sera à Ia fois perpendiculaire au plan Q et située

• dans le plan P. Donc le plan P, passam par une droíte EF per-

pendiculaire au plan Q, sera perp,endiculaire à ce plan (ro).

lt.64..Réciproquement, si deux plans Q et P sont perpendicu-
laires entre eux, toute droite AB perpendiculaire au premier
plan Q est située dans l 'autre plan P ou lui est parallêle.

En effet, si Ia droite AB n'avaít qu'un seul point commun
avec le plan P, en menant de ce point une perpendiculaire sur
I'intersection CD des plans P et Q (.fig. 259), cette perpendi-
culaire serait perpendiculaire au plan Q, el 1'0n pourrait
mener d'un mêrne point deux perpendiculaires au plan Q, ce
qui est impossible (4.27). La drnite AlI, ne pouvant couper le
plan P, est donc paralléle à ce plan ou sítuée dans ce plan (.302).

COROLLAIRR.

4.65. Par une droite AB oblique à un plan P (figo 260), on
peutfaire passer un plan perperuliculaire au plan P, et l'on
ne peut en faire passer qu'un,

En effet, le plan BAa, rléterminé par Ia droite AB et par Ia
perpendiculaire Aa au plan P abaissée d'un point quelconque

Fig.260. Fig. 261.

de AB, est perpendiculaire au plan P. C'est le seul, car tout
plan conduit par AB perpendiculairement au plan P doit con-
tenir Ia perpendiculaire A a (I~6lt.).

THtOHEME.

4.66. Si deux plans P et Q sont perpendicutaires à un. troi-
siéme H, leur intersectioti AB est perpendiculaire à ce Iroi- ,
siême plan (fig. 261).

Car si, par UIl poiru quelconque de l'intersection AB, on
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méne Ia perpendiculaire au plan R, ceue perpendieulaire doi!
se trouver à Ia fois dans le plan P et duns le plan Q (lt.6lt.); elle
ne différe done pas de An.

COROLLAlnES.

467. Un plan perpendiculaire à deux plans qui se coupent
est perpendiculaire à leur intersection.

lJ.68. Si les plans P et Q de lafig. 26J forment un angle diédre
droit, les trois plans P, Q, R, sont perpendiculaires deux à
deux. On dlt alors qu'íls sont perpendiculaires entre eux.
L'lntersectlon de deux de ces plans est perpenrliculaire au
troisierne, et les trois lntersecrlons correspondantes som per-
pendiculalres entre elles.
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CHAPITRE H.

ANGLES POLYEDRES.

I. - Propriétés fondamentales des anqles polyédres
et, en particulier, des angles triêdres.

469. Lorsque plusieurs plans ASB, BSe, CSD, o o o (fig. 262),
se coupentsuccessivement suivant des droites SB, se, SD, o o o,

concourant en un mêrne poinl S, on dit qu'Ils forment un
angle polyêdre. Le poínt S est le sommet de cet angle
polyédre, les droites SA, SB, se, o o o, sont ses arétes, et les
angles ASB, BSe, eSD, o o o, sont ses faces. Enfin, les angles
diedres formés par Ics faces successivesd'un angle 'polyedre
sont ses angles diêdres,

On désígne un angle polyedre Dar Ia lettre du somrnet sulvie
des lettres relativas aux diverses arêtes. Aínsi, pour indiquer
l'angle polyedre de Ia figo 262, on dit l'angle SABeDE, ou
plus simplement l'angle S, car, quand un angle polyédre est
ísolé, là lettre du sommet sufflt.

II faut au moins trois plans pour former un angle polyédre.
L'angle formé par trois plans prend le nom d'angle triêdre,
Dans un angle trlédre BACS (fig. 2'62), orr distingue six élé-

ments, savoír : les trois faces SBA, sue, ABe, et les trois
diedres BA, BC, BS.

470. On dit qu'un angle polyédre est convexe lorsqu'il ·est
situé tout entier d'un même cõté par rapport au plan indéfini
de chacune de ses faces (fig. 262); il est ooncave dans le cas
contraíre (fig. 263). Tout angle triedre est convexe.

Tout plan qui coupe un angle polyédre convexe, en rencon-
trant toutes ses arêtes d'un même côté du sommet S (figo 262),
donne évidemment comme intersection un polygone convexe
ABeDE.
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Lorsqu'un angle triédre présente un angle diàdre droít, il

est dit rectangle] il est birectangle ou irirectangle s'il ren-

Fig.262. Fig.263.

ferme deux OU trois angles diedres droits. Le plancher OU le

plafoud et .les murs d'un appartement se coupent en général

en Iorrnant des angles triedres trirectangles.

1,.71. Si 1'00 prolooge au delà du sommet S toutes les arêtes

d'uo augle polyédre SABCDE tfig, 264), on obtient un auu'e
angle polyêdre SA'B'C'D'E', qui est dit le symétrique du pre-

rnier.

Deux angles polyédres syméuiq ues SABCDE, S A' B' C' D' E',

ont tous leurs éléments respectivement égaux : les faces ASE

et A'SB/, BSC et B'Se', ... , sont égales deux à deux com me

aogles plans opposés par le som mel, et les angles diedres SA

et SA', SB et SB', ., ., SOOl égaux comme opposés pai' l'arête,
Mais Ia disposition des parties égales n'est pas Ia même dans

les deux angles polyedres. En effet, un observateur couché SUl'

l'arête SA, ayant Ia tête en S, les pieds en A et regardant l'in-

térieur de I'angle SABCDE, verra les arêtes se présenter de

droite à gauche daos I'ordre SB, se, SO, SE, tandis qu'uo

observateur placé de Ia mêrne maniere dans l'au tre angle

SA' B/C' J)'E', c'est-à-dire couché sur SA', ayant Ia tête en S.

les pieds en A' et regardant I'intérieur de I'angle, verra les

urêtes se succéder de drolte à gauche dans I'ordre inverse SE',

SD', SC', SB'.

A cause de ceue diiTéreoce de dlspcsition, deuic angles
polyedres symétriques, bien. qu 'égaiua dans toutes leurs par-

ties, ne sont pas superposables:
En effet, considérons, pai' exemple, deux triêdres symé-

triques SABC et SA' B' e' (fig. 265), et supposons, pour flxer

les idées, que l'arête se soit en avant du plan ASB et, par suite ,

F

~

~E

),_- -1- --- D. .
n c
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que son prolongement se' soit en arriere du même plan. Il y
a deux manieres ditIérentes d'essayer Ia superposition des
deux triéd res.

10 Concevons (fig·. 265) Ia perpendiculaire élevée par le
point S SUl' le plan ASB, et faisons tourner le triêdre SA'B' C'
de ,800 autour de cette droite dans le sens de Ia fléche f;
l'arête SA', qui dans ce mouvement ne sort pas du plan ASB,
viendra SUl' SAi de mêrne SB' s'appl iquera sur S8. Mais l'arêre
sC' restera ioujours en arriere du plan ASB; par suíte, dans
sa nouvelle position, le triedre SA'E'C' ne comcidera pas
avec SABC.

2° Menons (fig. 266) Ia bissectrice xSy de l'angle BSA', et,

autour de cette droite, qui est située dans le plan ASB, falsous
tourner le triêdre SA' B' C' de 1800 dans le seus de Ia Ileche rp.
L'arête SA' s'appliquera sur SR, l'arête SB' SUl' SA, et, par
suite, Ia face A' SB' corncídera avec BSA; de plus, I'arête SC'
viendra cette fois en avant du plan ASB. Mais Ia nouvelle po-
sition sei de ceue arête différera en général de SC; car les
angles diédres suivant les arêtes SA eL SE étant en général iné-
gaux, il en sera de rneme des angles diédres SE et SA', et,
par suite, les plans CSB et CISB, étant inégalement inclinés
SUl' le plan ASB, ne coíncideront pas,

On voit ceperidant que Ia comcidence aurait Iieu si le tdedre
SABe était isocêle ou avait les deux angles diedres SA et SI!

égaux entre eu x, cal', dans ceue hypothese, les plans CISB eL
CSB seraient égalemenL ínclinés SUl' le plan ASB; ils tombe-
ra ien Ldonc l'un SUl' l'au Lre. Il en serai t de même des plans C1 S A
et CSA, el, par suíte, les arêtes SC et SCI se confondraient.
Observons d'ailleurs que Ia face C'SA', qui eSL égale à CS:\~
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s'applique alors SUl' CSB, de sorte que l'égalité des deux angles
diédres SA et S8 entratne celle des faces CSB et CSA. Done, en
résumé, pour qu' un. triédre soit superposable à son symétrique,

ilfaut et il suffit que ce triedre ait deux angles diêdres égaux ,
et, dans un tel triedre, les faces opposées aua: diédres égaux
sont égales.

TI-lÉOREM~.

4.72. Dans tout angle poly êdre, une face quelconque est

moindre que Ia somme de toutes les autres,

11 n'y a lieu à démontrer ceue proposiLion que lorsque Ia

face eonsidérée est plus grande que ehacune des autres.
Cela posé, considérons d'abord un angle trledre SABC

(fig. 267). Dans Ia faee ASB, que nous supposons plus grande
que chaeune des deux autres, formons un angle ASD égal
à ASC, et prenons, à partir de S, sur les droites SD et SC, des
longueurs SC et SD égales entre elles. Par le point D, menons

s .

Fii;.268.

s

4
une droite ABD qui rencontre les arêtes SA et SB en A et en B;
enfin, joignons le point C aux points A et B. L'égalíté des

deux lriangles ASD, ASC, qui ont un angle égal eompris entre
deux côtés égaux, donoe AD = AC, et, comme on a

AB ou AD + DB < AC + CB,

00 voit que le segmenl DB est moindre que CB. Dês lors, les
deux triangles CSB, DSB, ayaut SB commun, SC = SD et
])B<CB, il faut (39) que I'angle DSB soit moindre que CSB.
Done, en ajoutaot d'une par! l'angle ASD et de l'autre son
égal ASC, 00 a

ASD +DSB ou ASB < ASC + CSB.

Pour éteodre le théorême au cas d'un angle polyêdre quel-
conque, il sufflt de décomposercet angle en tríêdres en me-

DE C. - Cours U. 20
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nant par l'une des arêtes SA ei par Ies arêtes opposées SC, SD,
des plans diagonaux ASe, ASD (fig. 264); Ia démonstrauon
est évidente.

COROLLAIRE.

473. Dans tout angle triêdre, à un plus grand angle diêdre

est opposée une plus grande face.

Soit (fig. 268) Ie triêdre SABe, dans IequeIl'angle díêdre se
est plus grand que l'angle diedre SB. 00 pourra mener dans Ie
diédre se et par l'arête se un plan CSD qui fasse, avec Ie
plan CSB, un angle diédre égaI au diêdre SB. Le triêdre SBCD
ayant deux diédres égaux, Ies faces BSD, CSD, opposées à ces
angIes, seront égales (471). Or le triêdre SACD dorme

ssc <ASD + nsc,

on aura donc, en rernplaçant Ia face Dse par son égale DSB,

ASe <ASn + nSB ou ASe <ASE.

En rapprochant ce théorérne de celui qui a été démontré
au dernier alinéa du n° 471, et en raisonnant comme au n° 33,
on verra que, réciproquement, si un angle triêdre a deux
faces égales, les diêdres opposés à ces faces sont égaux ; et, si

un angle triêdre a deux faces inégales, à Ia plus grande face
esl opposé le plus grand diedre,

THÉOREME.

474, Dans tout angle polyêdre convexe, Ia somme des faces

est moindre que quatre angles droits (fig. 269)'

En effet, soit ABCDE un polygone conoeae obtenu en cou-
pant I'angle polyédre par un plan qui rencontre toutes les
arêres (470). En ajoutant les inégalités

EAB <EAS + BAS,

ABe <ABS + eBS,

BCD<BeS ,+ DCS,
••••••••••••• 0 •• '

que fournissent Ies tríédres A, B, C,., .. (4.72), on voit que Ia
somme des angles intérieurs du polygone ABCDE est moíndre
que Ia somme des angles à Ia base des triangles SAB, S13C,
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SCD, ... , qui ont S pour sornmet, Or, Ia somme des angles
tant intérieurs qu'extérieurs du polygone eonvexe ABCDE est
égale à Ia sornme de tous les angles des triangles dont S est
le sommet commun, puisque le nombre des côtés du polygone
et le nombre des tríangles sont les mêrnes. Done, Ia somme
des angles en S de ces triangles, c'est-à-díre Ia somme des
faces de l'angle polyédre, est moindre que Ia somme des angles
extérieurs du polygone, e'est-à-dire moindre que quatre angles
droits(65).

scoias.

r~75. 11 résulte. des deux théorêrnes précédents (ft.72, 474)
que, pour qu'on puisse forrner un angle tríédre avec trois faces
données, il faut que Ia plus grande face soit inférieure à Ia
somme des deux autres et que Ia somme des trois faces soit

Fig. 269'

s

~

Fig. 270.

moindre que quatre angles droits. Nous allons prouver que
ces deux conditions sont suffisantes,

Soient (fig. 270) ASB Ia plus grande face, et ASC, BSC', les
deux nutres faces rabattues dans le plan de Ia premiere, de
part et d'autre de celle-ci; SC et SC' sont les deux droites
provenant du dédoublement de Ia troíslêrne arête,

Décrivons du point S eomme eentre un are de cercle ce' ds,

rayon arbitraire; cet are est moindre q u' une circonférence,
.puisque Ia somme des trois faces données est inférieure à
quatre angLes droits, Ce et C' c' étant les cordes menées des
points e et e' perpendiculairement aux arêtes SA et SB, les
ares Ae etAe sont égaux entre eux, ainsi que les ares Be' et
B o'; par suíte, Ia relauon

arcAB <areAe + areBe',

qui exprime que Ia plus grande face 'ASB est lnférleure à Ia
somme des deux autres, peut s'écríre

arcAB <areAo + areBe';



308 GÉOMÉTl'dE.

elle montre que le polnt c tombe entre B et c', que c' tombe
entre c et A el, par conséquent, que les deux cordes Cc et C'c'
se croisent en un point O intérieur au cercle CC'.

Élevons au polnt O Ia perpendiculaire OM au plan ASB, et
dans le plan DOM décrivons du point D comme centre, avec
un rayon égal à DC, un are de cercle qui coupera nécessaire-
ment Ia perpendiculaire OM, puisque OD est moindre que DC.
M étant le point d'intersecuon, menons 8M : le triedre SABM
sera formé avec les u-ois faces données. En effet, si I'on
tire MD et ME, ces droites seront respectivement perpendícu-
laires sur SA et sur SB, en verto du théorême des troís per-
pendiculaires j dês lors, les deux 1riangles SDM, SDC, sont

égaux comme ayant un angle drolt compris entre deux côtés
égaux chacun à chacun j on en conclut d'abord que Ia face ASM
est égale à Ia face donnée ASC et que I'arête 8M est égale
à SC.· Les deux triangles rectangles SME, SC'E, ont donc
l'hypoténuse égale etun côté commun, et leu r égalité prouve
que Ia face MSB est égale à I'autre face donnée ESC'.

11. - Angles tríédres supplémentaires et cas d'égalité
des angles tríêdres,

THÉORÉ.ME.

r..76. Siun angle triêdre SA' B' C' est le triêdresupplémentaire
d'un angle triêdre donné SABC, réciproquement SABC sera le
trlêdre supplémeniaire de SA'B'C'.

Pour bien comprendre Ia définition du trledre supplémen-
taire et I'objet du présent théoreme, il convient de faire une
remarque (1). Par un point O d'un plan P, menons une per-
pendiculaíre OM à ce plan et une oblique ON. Si les deux
droites OM et ON sont d'un. méme côté du plan P, I'angle MON
qu'elles forment est aigu (fig. 271), car il est compris dans
J'un des angles droits MOT ou MOI' que fait Ia perpendículalre
OM avec Ia trace TOT' du-plan MON sur le plan P. -Si lesdeux
droites OM et ON SOOl situées de part et d'cutre du plan P,
l'angle MON est obtus (fig. 272), car il contient i'un des
angles MOT .ou MOI'. Donc, réciproquement, suivant que

(') Foir TllAITÉ DE GÉOMÉTRIE, par Eugéne Rouehé et Ch. de Comberousse,

6' édition, 1891.
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I'angle MON est aigu ou obtus, on peut affirmer que Ia perpen-
diculaire OM et l'obJique ON sont d'un même côté du plan P ou
de part et d'autre de ce plan,

Cela posé, on nomme 'triêdre supplémentaire d'un tríédre

SABe (fig. 273) un nouveau triêdre SA'B'C' formé de Ia ma-
niêre suivante.

Par Ie sommet S, on éléve une perpendiculaire SC' à Ia

A

D' A'
N

fi

face ASB, du même côté que SC par rapport au plan de ceue
face; on méne SB' perpendiculaire à Ia face ASe, du même côté
que SB par rapport au plan ASC, et l'on trace enfin SA' perpen-
diculaire à Ia face BSC, du même côté que SA par rapport au
pIan BSC. .

11 s'agit maintenant de démontrer que I~ triedre SABC ré-
sulte du triedre SA'B'C', COJ1lmeceIui-ci du premier, ou, en
d'autres termes, que l'arête se, par exempIe, est perpendicu-
laire à Ia face A'SB' et du même côté que SC' par rapport au
pIan de cette face. Or, par hypothése, SA' est perpendiculaire
au plan RSC et, par suíte, à SC; de même, SB' est perpendicu
laire à SC comme perpendiculaire au plan ASC; donc se est
perpendiculaire au plan A'SB'. De plus, SC' ayant été mené
perpendicuIairement au plan ASB et du côté de SC, I'angle esC'
est aigu; par suíte, Ia perpendiculaíre SC au plan A'SB' et
I'oblique SC' formant un angle aigu, ces deux droites sont
situées d'un même côté par rapport à ce pIan A'SB'.

THÉORI~ME.

/j.77. Si SABC et SA' B' C' sont deux triêdres supplémentaires,

chaque angle diêdre de I' un. de ces triêdres est te sup plément

de laface qui lui est opposée dans l'autre (jig. 274).

La démonstratíon est fondée SUl' Ia remarque suivante :

Lorsque, par un point O pris SUl' l' aréte d'un angle âiedre OJ~
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on élêoe sur ia face lOA une perpendiculaire OA' du méme cõté

du plan IOA que Ia face IOB, et SUl' Ia face IOB une perpen-
diculaire.OB' da. méme cõté du plan IOB que Ia face IOA,

l'angle A'OR' est le supplément de l'angle plarc AOB qui

mesure le diedre Ol (fig. 275, 276).

En effet, les quatre droites OA, OB, OA', OB', sont dans le plan

perpendiculaire à 01 mené par O; d'ailleurs, OA', perpendicu-

laire au plan IOA, est perpendiculaire à OA, et de même OR'

est perpendiculaire SUl' OR; les angles AOB, A'OU', soctdonc

deux angles situés dans un même plan et ayant leurscôtés

pe'rpendiculaires chacun à chacun; pour prouver qu'lls sont

Fíg, 274.

n'

B

supplémentaires , il suffit de prouver qu'ils sont toujours

d'espece différente, c'est-à-dlre I'un aigu, l'autre obtuso Or,

cela resulte de Ia direction que l'énoncé impose aux perpen-

dículaires OA' et OB'. Car, si l'angle AOR est aigu (fig. 275),
l'angle A'OB' renferme l'angle droit AOA' et, par suite, est

obtus; si l'angle AOB est obtus (fig. 276), l'angle A' OB' est

contenu dans l'angle droit AOA' et, par suite, est aigu.

Cela. posé, revenons aux triédres supplémentaires SABC,

SA/B'C' (fig. 274), et consídérons, par exemple, le diedre SC.

La droite SH' est une perpendiculaire à Ia face ASC de ce

diédr e du cõté de SB, et par suíte du cõté de l'auue face BSC;

de même, SA' est une perpendiculaire à Ia face BSC du díedre,

du cõté de Ia face ASC; donc, l'angle A/SB' est le supplérnent

de l'angle qui mesure le diedre SC ou, plus brlêvernent.Te

supplément du diedre SC. On procéderait de même pour les

diedres SA et SR.

Puisque les deux triêdres SABC, SA'B' C', se déduisent l'un

de l'autre par Ia même construcuon, il est clair que Ia pro-

priété qui vient d'être établie pour les diêdres du premier

s"étend a ux diedres du second.
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C'est en ralson de cette double propriété que les deux
triedres ont été appelés supplémentaires.

SCOLIR.

478. Désignons par a, b, c, les nombres qui mesurent les
faces et par A, TI, C, les nombres qui mesurent Ies angles
diédres d'un angIe tríédre, l'angIe droit étant pris pour unité

d'angle. Les nombres a', b', c', qui mesureront les faces et
ceux A', B/, C', qui mesureront les aogIes diédres du triédr e

supplémeotaire, seront donnés par les formules

a'=2--A, A/
=2-(l,

b' = 2 - B, R' = 2 - b,

c' = 2 - e, C' = 2 - C.

Si 1'00 connatt une propriété queIconque d'un angle triedre,
c'est-à -dire une reIation entre ses éléments a, b, c, A, B, e,
en appliquant cette reIation aux éléments a', b', c', A', R', C',
du trlêdre supplémentaire, puis en remplaçant ces éléments
par leurs valeurs tirées des formules précédentes, on aura une
relation nouvelle entre a, b, c, A, R, e, c'est-à-díre une nou-
velle propriété du triédre primitif.

De même, toute propriété rei ative à plusleurs triedres con-

duira, par Ia considération des trledres supplémentaires des
proposés, à une propriété nouvelle de ce systéme de tr iedres.

On conçoit par là l'ímportance du théoreme précédent.
Voici d'ailleurs q uelq ues applications de Ia méthode générale
que nous venons d'indiquer.

479. Nous avons vu (:474)queIasomme des facesd'un triédre
était toujours comprise entre zéro et quatre angles droits.
Cherchons le théoreme correspondant, ou, COl11l11eon dit, le
théorerne corrélatif, Considérous à cet effet le tríédre supplé-

men taire du proposé; a', b', 0', étant ses faces, on a

o <a' + b'+ (;1<4.

Par sulte, A, B, C, étant les diedres du triêdre proposé, on a

0«2 - A)+(2 - R)+(2 - C)<4
oU

6>A + B+C>2 ..
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Ainsi, Ia proposition demandée est Ia sulvante : Dnns [ou!
triedre, Ia somme des angles diêdres est comprise entre deu.c

droits et six droits.
Nous avons vu encore (4-72) que, dans tout trlêdre, Ia plus

grande face est moíndre que Ia somme des deux autres : queI
est le théoréme corrélatif'?

Soient a', b', c', les faces du triédre supplémentaire du
trledre considéré. a' étant Ia pIus grande, 00 a

a'<b'+v';

par su ite, si A, B, C, sont les díedres du triedre proposé, on
aura

2-A«2-B)+(2-C) ou A+2>B+C.

D'ailleurs, le supplément d'un angle diminuant quand ce t

angle angmente, A doit être le pIus petit des d icd res A, B, C,
puisque a' eSI Ia plus grande des faces a', b', v'. Done enfio
Ia proposition demandce est Ia su ivante : Dans toui triêdre,

le plus petit angle diedre, augmenté de deu:x droits, est plus
grand que Ia somme des deu» autres diêdres.

480. En résumé, pour qu'on puisse íormer un angle triedre
avec trois díédres donnés A, B, C, il [aut que leur somme

soit comprise entre deux droits et six droits, et que le plus
petit augmenté de deu x droits soit supérieur à Ia somme des
deux autres.

Ces conditions sont suffisantes, ear, quand elles sont
remplies, les supplérnents a', b', c', des angles donnés A, B, C,
satisfont aux deux conditions du n° 415. On peut donc, avec
les trois faces a', b', c', construire un triedre et un seul; puis,
en constru isant le tr iedre su pplémentai re de celui-Ià, 00 obtient
le trledre dont les diedres sont Ies angIes donnés A, B, C.

THÉOREME.

4-81. Deu» angles triêdres sont é gau» :

10 Lorsqu'ils ont une face égale adjace;tte à deu» angles
diêdres égau.x: cliacuti à oliacun et semblablement disposés ,

2° Lorsqu 'ils ont un angle diêdre égal compris entre deu»
faces égales chacune à cliacune et semblablement disposées ,

3° Lorsqu 'ils ont Ieurs faces égales chacune à cliacune et

semblablement disposées, .
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4° Lorsqu' ils ont leurs angles diêdres égaux cliacun à chacun
et semblablemenl disposés.

[0 Soient les deux triedres SABC e t S' A' B' C' (fig. 277)' Par
hypothése, Ia face ASB est égale à Ia face A' 5' B', Ies angles
díédres SA et S' A' sont égaux entre eux, ainsi que les d iedres
SB et S' B'. On suppose en outre que Ia disposition des élé-

Fig. 277'

ments comparés est Ia même, c'est-à-dire que, si un obser-
vateur dont Ia tête est en S, le dos appuyé sur Ia face ASB et
le regard dirigé vers SC, a l'arête SA à sa gauche et l'arête SB
à sa droite, un autre observateur, dont Ia tête serait en S', le
dos appuyé sur Ia face A'S'B' et le regar.d dirigé vers S'C',
aurait l'arête S' A' à sa gauche et l'arête S'B' à sa droite ,

Dans ces conditions, les deux triédres sont égaux, c'est-à-

"dire superposabIes. En effet, si I'on place Ia face A' S' B' sur
son égaIe ASB, de façon que S' A' COIncide avec SA et S'B' avec
SB, l'arête S'C' tombe, par rapport au pIan ASB, du même
côté que SC, d'apres ce qu'on vient de dire sur Ia dispositioo
des éléments. Alors, Ies diêdres SA et S' A' éiant égaux, Ie
plan A'S'C' s'applique sur le planASC; de mêrne, les dledres SB
et S' B' étanl égaux, le plan B'S' C' s'applique sur le plan BSC;
donc enfin, les arêtes S' C' et Se se confondent, et les deux
lriédres colncident.

2° Le second cas résulte du précédent, dont il est le corrê-
latif (4.79). En effet, les deux triédres supplémentaires des
proposés ont une face éga!e adjacente à deux diedres resp ectl-
vement égaux et semblablement disposés; ils sont donc super-
posables, et, par suíte, il en est de même des u-iédr es primitifs.

D'ailleurs, Ia démonstration directe n'offre aucune difficulté;
on voit, par un raisonnement analogue au précédent (ro), que
Ia superposition est possible si, conformément à I'hypothése,
Ia dispositlon des éléments est Ia même.

3° Pour le trolsieme caso on pourrait suivre Ia méthode

3d
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de réduction à l'absurde, en étendant aux angles triedres les
propositions démontrées pour les triangles aux n° 38 et 39.

Voiei d'ailleurs une démonstratlon direete três simple :

Prenons (fig. 278) sur les arêtes du premier triedre des
longueurs SA = SB = SC. Prenons aussi SUl' les arêies du
second triédre des longueurs S' A', S'B', S'C', égales entre
elles el à SA. Formons ensuite les triangles ABC, A'B'C'. Les
six triangles ísocêles déterrnínés ASB, A'S' B', ASC, A'S'C,

BSC, B'S'C', sont égaux deu» à deu» eomme ayam un angle
égal eompris entre deux cõtés égaux : on en eonelut l'égalíté

S'

B

deseôtés ABel A' R', ACel A'C',BC et B'C', c'est-à-dire l'égalité
des triangles ABC, A'B'C'. Abaíssons du point S Ia perpendi-
culaire SO sur le plan ABe; les trois obliques SA, SB, SC,
étaru égales, le point O esi le centre du cercle cireonscriL au
triangle ABC (/t.O/t.). Si l'on abaisse de même S'O' perpendicu-

laire SUl' le plan A'B'C', le point O' est le centre du eercle

cireonscri 1au triangle A' B' C'. Si l' on transporte alors le lriangle
A'B' C' sur son égal ARe, le point O' tombe au point O et Ia
droite O'S' prend Ia direction OS. Mais les deux triangles rec-
tangles SAO, S' A'O', sont égaux eomme ayant I'hypoténuse
égale et un côté de l'angle droit égal (OA = O' A'). 11 en
résulte O'S'= OS, le sommet S' se confond avec le sommet S,
el les deux angles tríédres ayant les mêmes arêtes eoincident.

4° Le dernier cas resulte du précédent, dont il est le corré-
lati]. En effet, les deux tríédres supplémentaires des proposés
ont leurs faces respectlvement égales et semblablement dispo-
sées; ils sont done superposables, et, par suite, il en est de
même des tríédres prirnitifs,
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seOUE.

482, Si, dans chacun des quatre cas examinés, Ia disposition
des éléments égaux était dilférente dans les deux triêdres, iI
n'y aurait plus égalité, mais seulement symétrie, En effet,
soient T et T' les deux triédres proposés, et TI le symétrique
de T, c'est-à-díre celui que l'on déduit de T en prolongeant
ses arêtes au delà du sommet (fig. 265), Les triêdres T et TI
ont leurs éléments égaux et inversement disposés ; par suite,
comme T et T' remplissent par hypothése touies les con-
ditions de l'un des cas d'égalité, sauf celIe relative à Ia dispo-
sition des partics égales, les triêdres T' et TI satisferont à
toutes les conditions de ce cas d'égalité : ils seront donc
superposables, d'ou 1'00 volt que T' est superposable au
symétrique de T.'

483, On a pu se rendre suffisamment compte, dans le cou-
rant de ce paragraphe, de l'analogie entre certa ines propriétés
des triedres et des triangles rectilignes. 11 importe toutefois
d'observer , en terrninant , que, si à toute propriété des
lriangles répond une propriété des níédres , Ia réciproque
n'est pas vraie ; par exernple, tandis que l'égallté des angles
diedres de deux triédres entralne I'égalité de leurs faces,
I'égalité dcs angles de deux triangles n'entralne que Ia pro-
portionnalité de leurs côtés.

THÉORÊME.

484. Deu» angles polyêdres de méme espêce sont égaux

lorsque, sauf'une faoe et les deu» diêdres adjacents, tous leurs
autres éléments sont égaux chacun à chacun et semblablement
disposés.

La superposition s'opére en effet directement et de proche
en proche, les faces qui comprennent cellé qui est exceptée
SUl' les deux angles polyedres arrivant nécessairement à coín-
cider deux 11 deux.

Lorsque les éléments égaux se succédent en ordre inverse
dans les deux angles polyédres, le second est évidemment égal
au symétrique du pr emler (471).

On volt, par ce théoreme, qu'un angle po lyédre de n faces

est déterminé par n -I faces et n - 2 angles dledres. L3
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détermínatlon d'un parei! angle polyédre exige done 2 n - 3
conditions.

IH. - Exercices et questions complémentaires.

PROBLEME.

480. Trouocr le lieu géométrique des points egalemcnt distants c!es
trois faces d'un angle triédre,

Nous avons déjà remarqué (409) que le Iieu géométrique des points
qui, situés à Pintérieur d'un angle diedre, sont équidistants de ses faces,
est le plan bissecteur de ce diédre. On peut d'ailIeurs le démontrer comme
il suit. .

Soient (fig. 2í9) MAB, NAB, deux plans dont l'i nterseetion est AB;
soit O un point du lieu. Abaissons de ce point sur
les deu x plans les perpendieulaires OC et OD : elles
déterminent un plan perpendiculaire a l'aréte AB au
point I (410,417). Les deux triangles rectangles OCI,
ODI, sont égaux comme ayant l'hypoténuse 'OI com-
mune et un côté de l'angle droit égal (Oe = OD).
Par suite, il en est de même des angles CIO et DlO.
Si I'on mime par Ia droite 10 et l'arête AB un plan
PAB, ce plan partage I'angle diedre MABN en deux
parties égales, puisque les angles plans CIO, DlO,-

mesurent respeetivement les diedres MABP, PABN (400). Le lieu
cherché se eonfond done bien avec le plan bissecteur de l'angle diàdre
proposé.

Si l'on prolonge maintenant les faces de l'angle diêdre MABN au deJà
de l'arête AB, on forme autour de AB quatre angles diedres, deux à deux
opposés par le sommet et deux à deux supplémentaires. Le lieu des points
de l'espace également distants des denx plans donnés prolongés au delà
de AB se com pose alors évidemment, d'apres ce qui précede, des plans
bissecteurs, perpendiculaires entre eux et prolongés au delà de AB,de
deux de ces angles supplémentaires.

Cela posá, considérons un angle triedre SABe. D'apres ce que nous

venons de dire, le Jieu des points qui, situés à t'interieur de cet angle
triedre, sont à égale distance de ses trois faces, est l'intersection com-
mune des plans bissecteurs des trois diedres SA, SB, se. En effet, l'in-
tersection des deux premiers plans bissecteurs, ayant tous ses points à

égale distance des trois faces, appartient nécessairement au troisiême
plan bissecteur.

Mais, en prolongeant les arêtes de I'angle triédre donné au deJà de son

A

M N
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sommet S, on forme autour de S huit angles tríedres aeux à deux symé-
triques (471) ; ear, deux des faces prolongées du triedre formant, comme
on vient de le voir, quatre angles diêdres, Ia troisieme face constitue dans
chacun de ees diedres deux angles triédres. Le lieu des points de I'espace
équidistanls des trois plans donnés ASB, BSC, CSA, supposés prolongés
indéfiniment, est done eomposé de huit droites passant par le point S et
situées à l'interieur de chaeun des huit angles triêdres indiqués. Il est
clair d'ailleurs que les deu x droites qui répondent à deux angles triedres
symétriques sont en prolongement l'une de l'autre. Le liea cherclte se
call1pase done, en réalité, de quatre droites, une intericure, les trais
mares escterieures à l'angle triédre donné SABC, et concourant au som-

met S.
Les trois droites extérieures représentent respectivement l'intersection

commune du plan bissecteur d'un diedre interieur au triedre donné avec
les plans bissecteurs de deux diédres exterieurs à ce même triedre et
non adjacents au diêdre intérieur considéré.

PROBLEME.

486. Trouoer te lieu géamétrique des points également distants des
trais arêtes d'un angle triédre,

Nous commencerons par chercher le lieu des points de I'espaee égale-
ment distants des cótés d'un angle donné.

Soient BAC l'angle donné et O un point du lieu (fig. 280). Abaissons de
ce point 0.\1 perpendiculaire sur le plan BAC. Du
pied 1\1de ceue perpendiculaire, menons sur les côtés
de l'angledonné les perpendiculaires MP, MQ; puis,
joignons ÓP el OQ. Les droites OP et OQ. repré-
senLant les distanees du point O aux côtés AB et
AC (407), sont égales par hypothese. Les triangles
rectangles OMP, OMQ, sont done aussi égaux, et l'on
a MP = MQ, c'est-à-dire que le point M appartient
à Ia bissectrice de l'angle BAC. Les perpendieulaires
abaissées des points du lieu sur le plan BAC ayant leurs pieds sur Ia
bissectrice AM, le lieu demandé est le plan conduit perpcndiculaíre-
-ment au plan BAC par cette même bisseetrice.

Si l'on regarde les cõtés de l'angle BAC comme indéfiniment prolongés,
le lieu se compose de deux plans distincts menés par les bissectrices des
angles supplémentaires formés par ces côtés. Ces plans sont perpendicu-
laires entre eux, car leur angle diedre est précisément rnesuré par l'angIe
des bissectrices des deux angles supplémentaires.

Cela posé, considérons un angle triedre SABC. D'apres ee qu'on vient
de dire, Ie lieu des points de l'espace équidistants des deux arêtes SA et
SB indéfiniment proIongées, se compose des deux plans menés perpen-
diculairement à Ia face ASB par les bissectrices des angles supplémen-
taires formés par ces deux arétes. De mérne, le Iieu des points de I'espace

Fig.280.

A

B
c
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équidistants des deux arêtes SB et se, aussi prolongées, se compose de
deux autres plans menés perpendiculairement à Ia face BSe par les bissec-
trices des angles supplérnentaires formés par ces deux arêtes. Le lieu
eherché est donc formá par les intersections mutuelles des quatre plans
indiqués, qui se croisent au point S, les deux premiers devant être
combinés successivement avec les deux autres. Le lieú geomctriquc eles
points de l'espace equidistants des trois arétes da triédre SABe se com-

pose, par suite, ele qllatre droites concourant au sommet S.

THÉOREME.

487. Démontrer que les plans menés pcrpendicuiatrcment aux faces
d'un angle triédre par les arétes opposées à ces faces, se croisent sui-

vant une méme droite (fig. 281).

Soit I'angle triedre SABC. Menons par l'arête SA le plan ASa, perpen-
dicnlaire sur Ia face BSC et, par l'arête SB, le plan BSb, perpendiculaire
SUl' Ia face ASe. Par un point quelconque C de Ia troisiêrne arête, abaís-
sons CB perpendiculaire SUl' Sa, CA perpendiculaire SUl' Sb, et joignons
los points A et B. La droite CB étant, dans le plan BSC, perpendiculaire
SUl' I'intersection Sa de ce même plan et du plan ASa, qui lui est perpen-
diculaire, est perpendiculaire au planASn (462), et par sui teàAa. On prouve
de Iamême maniere que ç:A.est perpendiculaire sur Bb. Aa et Bb sont done

s

c c

deux hauleurs du triangle ABC,et leurpointd'intersection O appartient à Ia
troisieme hauteur Cc de ce triangle (8i). Le plan ABCétant à Ia fois perpen-
diculaire aux plans ASa, BSb, comme conlenant deux droites perpendicu-
laires à ces plans (468), estaussi perpendiculaire à leur intersection SO (467).
Dês lors, en vertu du théoréme des trois perpendiculaires, AB, perpendi-
culaire à Cc, 1'est aussi à Se, c'est-à-díre au plan CSc de ces deux droites.
Ce plan est doncle troisieme plan mené perpendiculairement par l'arête SC
SUl' Ia face ASB, et Ia proposition énoncée est dérnontrée.
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1,88. Démontrer que les plans menés par les arétes d'un angle triédre et

les bissectrices des faces opposées à ces arétes se croisent suivant une
méme droite (fig. 282).

Prenons sur les arêtes de l'angle triédre trois longueurs égales
SA = SB = SC, de maniere à former les triangles IsocêlesSáll, SAC, SBC.
Les bissectrices des angles au sommet de ces triangles isoceles passeront
par les milieux des bases de ces mêmes triangles, c'est-à-dire par les
milieux des cõtés du triangle ABC. Les médianes AD, BE, CF, de ce
triangle, se coupant en un même point O (8~), les trois plans ASD, BSE, .
CSF, se coupent suivant Ia même droite SO.





LIVRE CINQUIEME.
LES AmES ET LES VOLUMES DES eORPS.

CHAPITRE PREMIER.

LES PRISMES ET LES CYLlt\DRES.

I. - Définitions préliminaircs.

489. Un corps terminé par une surface fermée de forme
quelconque occupe une certaine portion limitée de l'espace
qui constitue ce qu'on appelle son volume (2).

Les volumes de deux corps sont égaux (7) lorsqu'on peut
les placer exactement l'un dans l'autre, c'est-à-díre les íaire

cotncider.
Ajouter les volumes de plusieurs eorps, c'est les disposer

à Ia suíte les uns des' autres, dans un ordre d'ailleurs quel-

conque , de mantere qu'Ils n'aient aucune partie intérieure
commune et qu'ils ne se reJient que par certaines portions
de leurs surfaces,

Si un volume A est ainsi Ia somme de deux volumes B et e,
le volume e, à son tour, est Ia différence des 'deux volumes
A et B.

490. Mesurer un volume limité, c'est trouver son rapport à
unautre volume Iimité pris pour unité,

Deux volumes limités peuvent n'être pas superposables et-
contenir cependant le même nombre d'unités de volume. On

DE C. - Cours. 11. 21

•
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dit alors que ces deux volumes sont équivalents (7). Par
exernple, si l'on ajoute troís volumes quelconques A, B, C,

• d'abord dans l'ordre ABC, puis dans l'ordre ACB, puis enfin
dans l'ordre CAB, les' volumes sommes obtenus ne sont pas,
en gériéral, superposables; mais ils renferment évidemment
le mêrne nombre d'unités de volume et sont équivalents.

Si, à des volumes équívalents, ou ajoute ou l'on retranche
d'autr es volumes équívalents, les sommes ou les différences
ainsi Iormées sont encore équivalentes. De mênie, si 1'00

divise deux volumes équivalents en uo même nombre de
~rlies équivalentes, les parties du premier sont équivalentes
à celles d u second.

4!H, Le problêrne de Ia mesure d es volumes limités pré-
sente, comme celui de Ia mesure des aires des surfaces planes

limitées (241), un caractere particulier, à cause de Ia difficulté
de porter à l'intérieur du volume coosidéré, pour eff'ectuer Ia
cornparaison nécessaíre, le volume choisi pou r unité. 00 ne
peut donc résoudre ce probléme directement que dans un
três petit no mbre de cas simples. Mais, une (ols ces solutioos
obtenues, les considérations -d'équlvalence et Ia théorie des
limites perrneuent de passer à des cas plus cornpllqués.

Nous indiqueroos d'ahord les déflnltions suivantes.

492. On appe'lle polyedre tout corps terminé de toutes parts
par des plans,

Ces plans, en se limltant mutuellernent, déterminent tes
arétes, les faces et les sommets du polyedre, Les ang[es
diêdres et polyedresformés par les faces 50tH les angles diêdres
et polyedres dela figure. te polyedre a pour diagonales les
droites qui unissem deux sornmets quelconques non situés

SUl' une même Cace.
011 a donné des noms particuliers à certains polyédres

d'aprés le nombre de leurs faces. Ainsi, tout polyedre ayant
quatre faces est un tétraêdre, Les noms' hexaêdre, octaedre,
dodécaêdre, icosaêdre, correspondent aux polyédres -de six,
huit, douze, vingt faces.

493. Un polyedre est convea:e lors qu'il reste tout entler
d'un m êrne côté de chacune de ses Caces prolongées índéfl-
nlment.

•



Une droite qaelconque ne peut rencontrer Ia surfuce d'un.

POZ) êdre convexe en plus de deu» points, car tout plan mené
suivant ceue droite rencontre nécessairement Ia surface du
polyedre sulvant un polygone convexe (62), dont ~'e contour
a, avec Ia droite doonée, les mêmes poínts d'íntersection que
Ia surface du polyêdre.

Dans ce qui suit, il ne s'agira que de polyêdres convexos.

lJ.9lJ.~ Parrnl les polyêdres, 00 distingue le pristne et Ia p)'Ta-

mide. Nous coosidérerons d'abord le prisme.
Le prisme est un polyedre compris sous plusieurs plans

parallélogrammes réunis entre eux par deux faces opposées
égales et paralleles,

On eonstruít un prisme de Ia maniêre suívante :

Soit (fig. 283) ABCDE un polygone plan quelcooque. Par Ic
, sommet A, menons extér ieurement au plan
de ce polygone Ia droite AF et, par, le point
F, un plan parallcle au plan ABCDE; puis,
par les sommets B, C, D, E, uaçons, jusqu'à
Ia rencontre du plan mené par le point F, les

droites BG, CH, DI, EK, paralleles à AF. Ces
droites sont toutes égules à AF(lJ.29, 2°); touies
les faces ABGF, BCHG, CDlH, o •• , sont donc des
parullélogrammes. De plus, les deux polygones
paralleles ABCDE, FG[UK, sone ég3f\'lX., cornrne ayant leurs
cõtés égaux et paralleles. Le polyedre obtenu est donc un

prisme.

FiG' 283,

fi

c

lJ.!)5. Si Ia droite AF est perpendiculaire au plan ABCDE, 'Ie
prisme est droit , sinon , il est oblique,

Les droites AF,BG, CH, ... , sont les arétes latérales du
prisme, et Ia sornrne des faces paralJélogrammes ABGE,
BCHG, ... , forme son aire latérale,

Le prisme a pour bases les deux polygones égaux et :\D'a'ral-
léles ABCOE, FGHIK, et sa hauteur est Ia distaace des plans

deses deux.bases.

lJ.!l6. Dans un prisme droit, ehaque arête laiérale est rgale
à Ia hauteur. Les faces latérales d'un prtsme droit som des
rectangles.

Dans un pt;ismeobliqu:e" Ia hauteur est mo lndre que l'arête

latérale.

•



Fig. 284. Fig. 285.
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Fig. 286.

GÉOMÉTÍtm.

Un prisme régulier est un prisme droit qui a pour bases des
polygones réguliers.

ft.91. Suivant que les bases d'un prisme sont des triangles,
des quadrilatéres, des pentagones, des hexagones, etc., le
prisme est dit triangulaire, quadrangulaire, pentagonal,

hexagonal, etc.

ft.18. Parrni les prismes quadrangulaires, on distingue celui
qui a pau r bases des parallélogrammes, et on lui donne le
nom de parallélipipêde, Toutes les faces d'un paralléliplpêde

sont des parallélogrammes (fig· 284)·

Un parallélipipede peut être droit ou oblique (ft.96).

Parrnl les parallélipipédes droits, on distingue le paralléli-
pipede rectangle, dont les bases sont des rectangles. Toutes

RG

dm~
A 11

E f---i-----<

A il
B

les faces d'un parallélipipéde rectangle sont des rectangles

(fig. 285).

On nomme cube le paratléllplpêde rectangle dont les bases
et les faces latérales SOLt des carrés, nécessairement égaux

(fig·286).

On rernarquera que; Ia perspective déformani les angles, Ia
figo 285 représente aussi bien un paralléllpipêde droit qu'un
parallélipipede rectangle.

ft.99. De mêrne qu'on appelle dimenstons d'un rectangle les
longueurs dedeux côtés adjacents, on appelle dimensions
d'un parallélipipede rectangle les longueurs de trois arêtes
contlguês, c'cst-à-dir e pariant d'un même sommet. Le paral-
léllpipéde rectangle AG (fig. 285) a pour dimensions les lon-
gueurs des arêtes AB, AD, AE.

500. L 'unité de colume eSI, en général, te cubç construi: sur
l'unité de longueur, c'est-à-dire le mêtre cabe.
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Par conséquent, évaluer Ie volume d'un corps, c'est cher-
eher combien ce volume renferme de métres eubes et de
subdivíslons du mêtre eube.

11. - Théorémes généraux relatifs au prisme.

THÉOREME.

501. Les faces opposées dun porallélipipêde sont égales et
parallêles.

Soit (jig. 287) le paral lé.lipipede AG. Ses bases ABGD, EFGH,
som, par définítion, des parallélograrnmes
égaux et paralléles. 11 faut donc prouver Fíg, 287'

seulement que deux faces latérales op-
posées, ADHE et BCGF par exemple,
remplisse nt Ia même condition. 01', AD
et BC sont rgaux et porallêles comme
cõtés opposés du parallélogramme ABCD j

AE et BF som aussí égaux et paralléles
eomme côtés opposés du parallelogramme ABFE. Par suíte,
les deux angles pAE et CBF sont égaux, et leurs plans sont
paralleles, Les deux paralJélogrammes ADBE, [leGF, sont donc
égaux et paralleles.

COROLLAIRES.

502. Le paralléllpipede étant un prisme compris sous sí x
faces parallélograrnmes dont les opposées sont égales et pa-
ralleles, on peut prendre pour bases d'uii parallélipipêde deu»
faces opposées quelconques (494).

_ 503. Tout plan qui rencontre deuxfaoes opposées d'un pet-
rallélipipêde le coupe suivant uti parallélograrnme, Soi t le

plan IKLM (fig. 287) qui reneontre les deux faces opposées
ADHE et BCGF du paralléliplpéde AG. Les côtés opposés de Ia

section IKLM étant paralléles comme intersections de deu x
plans paralleles eoupés par un trolsíerne, ceue secuon est un
parallélogramme.

SCOLIE.

504. Pour construire un paralléllpipêde sur trois droites
donnécs AB, AO, AE, partnnt d'un même point A et non si-
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tuées dans un même plan (fig. 287), il suffit de mener psr

l'extrémíté non commune de chacune de ces droites un plan

parnllele au plan des deux autres. Ainsi, par' le polnt.E, on

conduira un plan parallele au plan BAD, par le point D un plan

paralléle au plan nAE." par le point R U.!1 plan paralléle au

plan DAE. Le pclyàdr e compris sous Ies six pluns considérés

ser" un parclllélipipede.

THÉOIlEME.

505, Dans un porallêlipipéde, les quatre diagonales se
coupent mutuellement en porties égales,

Consídérons le parallélépipêde, AG. et Ies deux diagonales

Bll, et DF (fig. 288)., Le5 arêtes laté-
rales ll,F, DH, étant égales et.paralléles,
lu figurelHYBF est un parallélogramme
dom les díagonales BH et DF sont

inégales et se coupent mutuellement

en pnrties égales au point ° (71.,).
COl)~iMrQ)1s les deu" rliagonales DF

et AG,. Les arêtes A D et FG étant. égales
et paralléles, Ia figure ADGF est un paralléldgrarnme dont les

rliagonales DF et AG se coupent mutuellement en parties
égales: le point 0, étant déjà le milieu de DF, est aussi Ie

milieu de AG; on prouverait de même qu'il est Ie milieu de Ia

quatrleme díagonale C,E du paralléf lplpede.

Fig. 288.
H

COROLLA InES.

506. Si Ie paralléllplpéde devient, rectangle, ies pnrallélo-
grammes que nous venons de consirlérer se transforment en

rectangles, et leurs diagonales deviennent égales, Les quatre
diagonales d'un parallélipipêde rectangle sont dono égales.

507. Le point ° est appelé le eenlre du paralléllpipêde AG,

parce que toute droite limitée à Ia surface du parallélipipêde
et passam par ce point y est partagée en deu x parties égales :

c'est ce que les deu x triangles AOK, GOL, prouvent immédia-

tement.

508. Dans tout parallélipipêde, Ia somme des carrés des
quatre diagonalesest égale à Ia somme des carrés des douze
arétes.
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Les parallélogra m mcs A.CGE, BDHF, perrneuent de poser

(175:
AG2+ CE~= 2AE2+ 2AC·,

l3ll2+ Df2= 2RP+ 2n\l'.

Si I'on ajouie ees deux égalítés membre à membre, et si l'on

remarque que BF =AE, il vient

M2ÍS le par.allélogramme ABCD donne

AC2+ r[)2= 2AB~+ 2AD~,

En substituant, on a done

509. Si le paralléllpipede est rectangle, ses diagonales sont
égales (506) et le prcmier membre se réduit à 4AG2. En divi-

sant p:1r 4, on obtient done

AG2= AE2+ AB) + An~.

A insi, dans tout porallélipipêd e rectangle, le carré d'une
diagonaie est égal à ia somme des carrés des trois arétes qui
portent d'un méme sommet. Ceue relation est faeile à démon-
trer dírectement. Nous ne nous y arrêterons pas.

510. Si l:e paralléllpipêde reetangle devient un eube, toutes

les arêtes sont égales, et l'on a AG2= 3AE2 ou AG = AE t/3.
Ainsi, le carré de Ia diagonale d'un. cube est égal ali triple
carré de son aréte, La diagonale d'un cúbe est dane le côté riu

triangle équilatéral inserit dans un eercle ayant pour rayon
l'arête du cube,

TllÉORE~lE.

511. Les sections faltes dans un prisme par deu» plans pa-
rallêles sont deu» Rolygones égaux.

Soient (fig. 2899 le prisme AlI et les seetions LMNOJ.?,
QRSTU, faites par d eux plans parallel es. Les côtés de ees
seetions sont deux à deux paralleles, cornme intersections de
deux plans paralleles coupés par un troisiême, et égaux,
cornrne paralleles compríses entre paralleles. Les deux poly-
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gones obtenus ont done à Ia fois leurs angles égaux et leurs
cõtés égaux.

COROLLAlIlll.

512. Lorsque le plan sécant est parallele à Ia base du prisme,
Ia section obienue est égale à cette base.

En supposant les arêtes laiérales du prisme prolongées au
delà des bases, Ia démonstration précédente s'applique, que
les sectíons soient intérieures ou extérieures au prisme, et
mérne lorsqu'elles sont en partie lntérieures et en partie exté-

Fig.289·

K

11
11

rieures.lI suffit que les plans sécants renconLrent toutes les
arêtes laiérales.

seOUE.

513. On appelle section droite d'un prisme Ia seetion déter-
minée dans ce prisme par un plan perpendieulaire à ses arêtes
latérales,

514. Si I'on détache une portion d'un prisme par un plan
incliné à sa base, le polyédre restam est un prisme tronqué,

La secuon obtenue est Ia base supérieure du tronc de prismc.

IH. - Aire et volume du prísme.

THÉOREME.

515. L'aire latérale d'un prisme a pour mesure le produit
du périmêtre de sa section droite par son ~rête latérale,

Solent (Jig. 290) le prisme AH et sa seetion droite LMNOP.
Les côtés de eette section droite sont les hauteurs des pa-
rallélogrammes qui formenl l'aire latérale du prisme, et ces
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parallélogrammes ont pour bases égales les arêtes latérales du
polyêdre. La somme de leurs mesures sera done

AF.LM + BG.MN + + KE.PL

= AF(LM + MN + + PL).

COROLLAIRB.

516. Si le prisme est drolt, sa sectíon droite est égale à sa
base el son arête latérale à sa hauteur (512, fl.96). L'aire [até-
rale d'un prisme droit a done pour mesure te produit du péri-
mêtre de sa base par sa hauteur,

scot.is,

517. En ajoutant à I'aire latérale d'un prisme deux fois I'aire
de sa base, on obtient son aire totale.

THtOREME.

:)18. Deu» prismes droits de méme base et de méme tiau-:
teur sont égaux.

Car, si I'on falt coínclder les bases inféricures de ees prismes,
leurs arêtes latérales prendront deux 11 deux Ia même diree-
tion (!~27), et, comme elles sont égales à Ia hauteur donnée,
les bases supérieures des deux prismes cotncíderont aussí.

SCOLIE.

519. La démonstration préeédente s'appl ique au eas de deux
prismes droits tronqués de même base, lorsque leurs arêtes
latérales sont égales deu x 11 deux.

TlIl':onti\JE.

5'W. Tout prisme oblique est équivalent au prisme droit
f1yant pour base Ia section. droite da prisme oblique et pour
hanteur son. aréte latérale,

Soii (jig. 291) le prisme oblique ABCDEFGHIK ou AH. Par
un point G' de I'arête BG, menons Ia seetion droite F' G' H' I' 1('.
Prolongeons l'arête BG au-dessous de Ia base ABCDE d'une
longueur BB'= GG', et par le po int B' menons un plan pural-
lele au plan de Ia seetion droite. Les interseetions de ce plan
avec les arêtes latérales du prisme prolongées déterrnincront
un polygone A'B'C'D' E' égal (512) au polygone F'G' H'l'J('
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La figure A'B'C'D'E'l/'G'H'I'K' o-u A'H' sera done un prisme
droit ayant pour base Ia section droite du prisme oblique AR
et pour hauteur son arête latéraleBG, car on a B' G' = BG,
puisque, par construction, BB'= GG'.

Cela posé, le volume cornprls entre Ia base inféricure du
prisme oblique AR et Ia base supérieure du prisme droit
A' R' est commun aux deux prismes. Pour démonlrer l'équí-
valence de ces deux prismes, rI sufflt donc de démontrer l'é-
gallté des deux polyêdres ou prlsmes droits tronqués (51l;.)

Fig.291.

K I

A'

H

B'

A'B'C'D'E'ABCDE ou A'C et F'G'I]'I'K'FGHIK ou F'II.
Cette égalité résulte ímmédiaternont de Ia remarque faite au
n" 419, cal' les deux bases A' B' C' D' E', F' G' Il'I' K', sont égales,
ainsi que les arêtes correspondantes A' A et fiF, B' B et
G'G, ele. A' A, par exemple, est l'arêie latérale ou Ia hnut eur
du prisme droit A' H', diminuée de AF', et F' F est l'arête laté-
rale du prisme oblique AH, dirninuée de la même quantlté,

THÉO[\E~m.

521. Le plan mené par deux arêtes latérales opposées d 'un
paratlélipipede le partage en deu» prismes triangulaires équi-
valents.

Soit Cfig. 292) le poralléüplpéde quelconque AG. Le plan
AEGC, mené par les arêtes opposées AE et CG, partage ce pa-

ralléllpipede en deux prismeslriangulairesABCRFG, A.CDEGIJ,
dont il s'agit de dérnontrer l'équivalence.

Menons Ia section drcíte du pnrallélípipêde AG. Ceue se c-

tion OKLM est un parallélograrnme (503). et les deux triangles
égaux J(LM, KM'O, suivant lesquels 13 d.iagonale I{M Ia divise,
sont respectivement les sections dro ites des prísmos ABCEFG,
ACDEGH.



Or le prisme triangulaire ABÇEFG est équivalent au prisrne
droit ayant pour base I~U\1 et pour hauteur AE (1)~6); de
mêmc, le prisme triangulaire ACOEGl{, est équivalent au
prisme droit ayant pour base K~JO et pour hauteur AE. Les
deux prismes droíts énoncés étant égaux (518), les deu",
prismes triangulaires ABCEFG, ACDEGH, sont équivalents, et
chacun d'eux est Ia moitié du paralléllpipede AG.

scot.is.

522. Les théoremes précédeots font dépendre Ia mesure du
volume du prisme de celle du volume du paraltéf ipipêde et
permettent de ramerier Ia mesure du volume du paral.lélipipêde
quelconque à celle du volume du parallél iplpàde rectangle.

Pour obtenir l'expression du volume du parallélipipéde

rectangle, nous allons chercher quelle influence Ia variation de
Ia hauteur ou Ia varíation de Ia base a SUl' celle du volume.

THÉOREME.

323. Deux porallélipipêdes rectangles qui ont méme base,

oi.t des uolumes proportionnels à leurs hauteurs (fig. 293;.

Soient les deux parallélípipédes rectangles AG et IV, dont

l'

les bases ABCO, II<LM, sont égales. Supposons une cornmune
mesure Aa = li entre les deux hauteurs AE, IN, et admettons
que cette com mune mesure soit contenue cinq fois dans AE er

foi d I'N AE 5scpt OIS ans 1 ; on ama TN = 7'
Par tous les po ints de division des hauteurs, menons dans

lcs deu 'I: parallél iplped es des plans paralleles aux bases. Nous
déterminerons ainsi dans Ie parallélipl pêde AG cínq parallé-

lipipedes rectangles partiels et dans le paral lél ipipàde IP sept
parallélipi pédes rectangles partiels ; ces parallélipipedes par·
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tiels seront tous égaux entre eux, cornrne prismes droits ayant
m êrne base et même hauteur (518), de sorte que l'un d'eux
pourra servir de cornmune mesure entre les deux parallé-

I· . .d AG IN' . p3r. An 5 Jrpipe es et I, et qu 00 aura aUSSl ,,~=-.• es Vo-
par h~ 7

lumes de ces deux parulléljpipêdes sont donc bien propor-
tionnels à leurs hauteurs.

Si Ics deux hauteurs AE, IN, étaient lncommensurables, 011

ernp'uierait le raisonnement connu (105).

COllOLLAIRE.

524. Deux parallélipipêdes rectangles qui ont méme liauteur
ont des volumes proportionnels à leurs bases.

Soient P et P' les deux paralléli plpêdes.consldérés.Désignons

par a leur hauteur commune, par h et c les dimensions de la
base B du paralléliplpedc P, par li el c' les dimensions de ln
base 8' du parallélipipêde P', Prenons. un tro isierne paralléli-

pipede rectangle P", dom les dimensions (499) soient a, b', c.
Comparons les parallelipipedes P et P". On peut prendre

pour base d'un paralléllplpéde l'une queleonque de ses faces
(502); si l'on prend pour bases des paralléli pipêdes consi-
dérés les faces qui, dans ces parallélipipedes, ont pour dimen-
sions a ei c, on pourra dire que ees deux parallélip lpàdes ont
même base et qu'ils sont pro portionnels à leurs hauteurs b et
h', On aura done (523)

P b
P" --t;'

Comparons les parallcl ipip edes P" et P', et prenons pour
bases de ces parallel ipipedes les faces qui ont pour dimen-

. sions a et h'. Ces deu x paralléllp ipédes , ayant alors même

base, seront proportionnels à leurs hauteurs c et c'. On aura

done

Multiplions membre à membre les deux égalités obtenuesj
il viendra

PP" bc
p"p'- b'c'

P bc B
P' = i/ c' = B"ou

On énonee encore Ia proposition qu'on vient de démontrer



GÉO~IÉTRrE. 333

en disant que deu» parallélipipedes rectangles qui ont une
dimension commune sont proportlonnels aux produits de
leurs deu» autres dimensions.

THÉonE~1E.

525. Le volume d'un parallélipi pêde 'rectangie a pour me-

sure le produit des mesures de sa base et de sa liauteur, quand
on prend pour unités d'aire et de volume le carré et le cube
construits sur l'unité de longueur.

Soient deux parallélipipêdes rectangles P et I"; désignons
leurs bases par B et B', leurs hauteurs par H et H'. Les
volumes de ees paralléllplpêdes, étant proportionnels à leurs

·hauteurs et proportionnels à leurs bases, som aussi propor':'

tionnelsaux produits des bases par les hauteurs(t. I, Arithm"
411). On a done immédiatement

Si P' devient le metre eube, B' deviendra le mêtre earré et
R' le mêtre. 00 aura, par eonséquent,

P B H
1~lc - iMQ.~.

:1 représente Ia mesure du volume du parallélip ipede rec-
I" c

tangle P (500),) ~q represente Ia mesure d u reetangle qui Iui

H·
sertde base (245) elI!I représente Ia mesure de sa hauteur.

00 voit done que le même nombre abstrait represente Ia me-
sure du volume du parallélípipêde et l e produit des mesures
de sa base et de sa hauteur. C'est ce qu'on exprime plus ra-
pidement, en employant Ia locution inexacte : Tout parallé-
lipipéde rectangle a paU/' mesure 'te produit de sa base par sa

liauteur,

scotrs.

526, Si I'on désigne par a, b, c, les dimensions du parallélipl-
pede P et par a', b', c', celles du paralléllplpê de P', on peut
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écrire
P .ab c (l·6 'c
P' = a' b' c' =f2',p '2"

P' devenantle metre cube, on aa'-= b' , c'= 1M, c'est-à-dire

.P a b c
I Me = 1M . -;M' I li •

On aurait done pU énoneer les résultats precédents en
disant : Deu.c paralléli pipedes rectangles quelconques sont
proportionnels aux iproduits de l'eul's trois dimensions i tout
puallélipipede rectangle a paul' mesure le proâuit de ses trais

diniensions.
'Màis ceue Iorme n'est applicable qu'aux paralléltpipedes ree-

tangles, tandis que celle que nous avens adoptée est appli-
cable à tous les prismes.

527, Le volume d'rcn. cube est, d'aprês ce que nous venons
de dire, égal à Ia troisiême puissance de sou aréte, On com-
prend maintenant Ia synonymíe des mots cube et troisiême
puissance employés en Arithmétique.

THÉOREME.

52~• Le volume d'un parollélipipéde quelconque a pOUI'

mesure le pro duit de sa base par sa hauteur,

Soit (fig. 2g4)lle parallélipipede quelconque AS ayant pour
base JBCD ou EFf.lI et pour hauteur Ia perpendiculaire EP
abaíssée da somruet E SUl' le 'plan AnCD.· Menons 'par le

point E, dans le plan EFGH, Ia perpendí culaire EM à lIG. Si
l'on prend Ia face AEHD pour base du paralléllpipede pro-
pose (1602), son-arête latéralesera \E'F et sa secttoo droue (513)
sera le parallélograrnme EMQR déterminé par leplan MEP.
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Le paralléltplpéde AG sera donc équi valent au paralléllpipêde

droit fiK, ayant pour base Ia section droite EMQ,R el pour hau-
tem' I'arête U' (520).

Cela posé, reprotíuisons à part, pour plus de clarté (fig. 294),
ce parallél ipipéde droit RK, et construisons un parallélipi-
pede rectangle PK, ayant pour dimensions EF, E~f, EP. Le 'pa-
mlléliplpêde droit RK et le parallébpipàde rectungle PI{ ainsi
déterminé, pr-ésentent seulement 'comme parties 110n com-

munes les deux prismes droits qui 011t pour hauteur EF et
pour bases les deux triangles égaux EPB, MVQ. Ces deux
l'lrismes étant égaux (1)18), les deux paralléllpípêdes seront
érluivalents, et, par suíte, tl <eu sera de .même du parall élipi-
pede quelconque AG et du paralléllpi pede rectangle PK. Donc ,
le produit EF. EM. EP, qui exprime Ia mesure (526) du pa-
rallélipipede rectanglo PK, mesure aussi le volume du paral-
léliplpéde quelconque AG. 01', EF. EM mesure Ia base EFGa
de ce parallélipipéde, et EP est sa hautcur.

Donc enfin, le volume du parallellplpede quelconque AG
est égal au praduit de S;J base par sa hauteur.

THÉOREME.

529. Le volume d'un. prisme quelconque a pour mesure le
produit de sa base par sa hauteur,

1° Soit (fig. 295) le prisme triangulaire ARCEFG. Par l'ex-
trémité A de l'ar ête AB, menons le plan AOnE paralléle à Ia
face BCGF, et par l'extrémité C de l'arête BC le plan CD[IG

parallêle à Ia face A.RFEi prolongeons en mêrne ternps Ies
deux bases du 'prisme jusqu'à Ia rencontre de ces plans. On
obtiendra ainsi (50"') Je pnrallélipipede AG, construit SUl' les
trois droites AR, BC, RF. La face ACGE du prisme triangu-
laire consídéré étant un plan diagonal du parall élipipéde AG.

335
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ee prlsm e en sera Ia moitié (521). Done, le volume du paral-
Iéli plpede AG ayant pour mesure le pro duit de sa base ARCD
par S3 hauteur EP (528), le volume du prisme triangulaire
ABCEFG aura pour mesure Ia moitié de ce produit, c'est-à-
dire Ie produit de sa base ARC, moitié du parallélogramme
ABCD, par sa hauteur EP.

2° Soit (.fig. 296) un prisme quelconque ARCDEFGFllK. On
le décompose en prismes triangulaires en faisant passe r des
plans diagonaux par l'arête AF et chaeune des arêtes CH, DI.
Ces prismes trianguIaires ont pour bases Ies triangles ARe,
ACD, ADE, qui composent Ia base du prisme donné, et leur
lnuteur commune est celle H du prisme. La somme de leurs
cJesures (1°) -

ABe. H + ACO.H + ADE.H,

ou Ia"mesure du prisme AI, sera done égale au produiL de S3

base ABCDE par sa hauieur H.

COROLLAIIIES.

530. En désignant par V, B, H, Ies trais nombres qui me-
surent respeetivement Ie volume d'un prisme, sa base et S3

hauteur, on a Ia formule générale

V=D.H.

Done, deux prismes de bases equivalentes et de méme hau-
teur sont équivalents : deu» prismes sont entre eux comme
les produits respectifs de leur base par leur hauteur : deuo:
prismes de méme base sont entre eu» comme leurs huuteurs ,

deu» prismes de méme hauteur sont entre eux comme leurs
bases.

53J. Deu» prism es quelconques sont égau» lorsqu'tls ont un

Fig. 297, angle diêdre égal, compris entre une
K' base et une face égales cltacune à

cluicune et semblablement disposées
(fig· 297)·

•Supposons les deux prismes AH,
A'H'. Soient le dledre AB égal au die-
dre A'H', Ia base ABCDE égalc à Ia
base A'B'C'D'E', Ia faee ABGF é~alc

à Ia face A' R'G'F'. Portons les deux prismes I'un sur l'autrc,

R c R'

THÉOl\J!.ME.

C'
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de maníére que les bases égales coYncident. Le diedre A' B'
étant égal au díedre AB, Ia face A!B' G' F' tornbera dans le plan
de Ia face ABGF. D'apres l'égalité de ces deux faces, l'angle ABG
est égal à l'angle A' B' G' : I'arête B' G' prendra donc Ia direction
de l'arête BG, et le sommel G' coíncldera avec lesornmet G,

puisqu'on a B' G' = BG.
Une fois Ia comcidence des deux bases inférieures établie,

ainsi que celle de deux arêtes latérales BG, B'G', il résulte de
Ia régl e indiquée pour Ia construction d'un prisme (494) que
tous les autres sommets des deux bases supérieures des
prismes considérés devront aussi colncider. Ces deux prismes
eux-mêmes, ayant mêmes sommets, se confondront donc et
seront égaux.

SCOLIE.

532. L'égalité des deux bases inférieures exige 2 n - 3 con-
ditions (66); comme AB est alors égal à A'B', l'égalité des
deux faces latérales n'exíge plus que deux conditions, puisque
ces faces sont des parallélogrammes; enfin, I'égalité des deu x
angles díêdres compte pour une condition. L'égalité des deux

prismes AH, A'H', exige done 20n eondltlons, en désignant
par n le nombre des cõtés de l'une des bases.

IV. - Notions relatives au cylindre.

533. On nomme surJace cylindrique de révolution. Ia sur-
face engendrée par une droite GG' qui tourne autour d'une
droite fixe XX' à laquel!e elle est. parallele et invariablement

liée (fig. 298).
La droite fixe 'XX' reçoit le nom d' axe de Ia surface, et Ia

droite mobile GG' celui de génératrice ou d'ai'êle.

53lJ.. Tout point A de Ia droite GG' décrit une circonférence

dont le plan est perpendicu laire à l'axe et dont le Fig.2g8.

centre est sur l'axe; car, pendant Ia rotation, Ia x: G

perpendiculaire AO abaissée du point A sur XX' /-õ1~::'A.

reste perpendiculaire à eet axe et conserve tou- :
jours Ia même longueur. !

On appelle sectioii droite toute section faite par ,---1-:_-.
O'r--- A·

un plan perpendiculaire à l'axe, 11 résulte des I

considérations précédentes que les dicerses sec- '1'1 G'

tions droites d'une méme surface cylindrique sont des cir- /
DE C. - Cours, lI. 22
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conférences égales; le ra)'on commun de ces cercles, c'est-
à-dire Ia distance des deux paralléles XX' et GG', est le ra)'on
de Ia surface oylindrique, et I'on volt que le lieu des points
de l'espace situés à une distance donnée d'une droite fixe
est Ia surface cylindrique de réoolution qui a cette droite pour
axe et Ia distance donnée paul' rayon,

535. Considérons 'une droite fixe XX', un plan P parallêle à
cette droíte, etdésignons par R Ia distance d e Ia droite au plan ou,
te qui revient au même, Ia distance de Ia droite à sa projec-.
uon AA' sur le plan (fig. 299)' Le lieu des poims du plan P,
situés à une distancedonnée õ de Ia droite XX', se com pose
de deux droites Bll' et CC' paralléles à XX', placées de part et
d'autre de AA', et à une distance de cette droíre égale au
côté AB de J'angle droit d'un triangle rectangle OAB, dont
I'hypoténuse OB est égaIe à O, et l'autre côté OA de I'angle
droit égal à R, li en est ainsi tant que o est plus grand que R;
lorsque o devient égaI ou inférieur à R, le Iieu se réduit à Ia

droite AÃ' ou cessed'exister.
D'apres 'cela (53lJ.), un plan paralléle à l'axe d'une surface

cylindrique de révolution renferme deux génératrices de ceue
surface, ou une seule, ou n'a aucun point commun avec Ia
surface, suivant que Ia distance du plan à J'axe est lnférieure,

égale ou supérieure au rayon de Ia surface,

riU. 300.

536. Arrêtons-nous un moment sur le cas ou le plan et Ia
surface n'ont en commun qu'une génératrice AC (fig. 300).

Un tel plan peut être considéré comme Ia position limite
d'un plan variable 'qui, passant par Ia génératrice fixe AC et
par une génératrice volslne A' C', tourne autour de AC jusqu'à
ce que A'C' vlenne.i en restant sur Ia surface cyilndrlque, se :
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confondre avec AC. Cela étant, soit DB' une courbe Cjuel-
conque tracée SUl' Ia surface cylinrlrique; Ia sécante RB', qui
unit les polnts B et D' ou Ia courbe rencontre les génératrices
AC et A'C', reste constamment dans le plan variable ACA'C';
d'ailleurs, cette sécante devient Ia tangente DN li Ia courbe DU'
lorsque Ia génératrice mobile A'C' vient se confondre avec AC,
c'est-à-dire lorsque le plan variable ACA'C' atteint sapositíon
limite; donc ce plan limite contient Ia tangente DN. Ainsi, le
plan limite considéré renferme les tangentes à touies les
courbes que I'on peut tracer sur Ia surface, aux polnts ou ces
courbes rencontrent Ia génératrice AC; on lul donne le nom
de plan tangent suivant Ia génératrice AC.

La génératrice AC et Ia tangente à une courbe quelconqu e
tracée SUl' Ia surface, au point ou cette courbe rencontre AC,
suffisent pour déterminer le plan tangent suivant ceue géuéra-
trice. Si I'on choisit en particulier Ia tangente AM à Ia sectlon
droite AA', on voit que le plan tangent est perpendiculaire au
plan determine par l' axe et par Ia génératrice de contact,
plan qui est un plan méridien de Ia surface ; en effet, le plan
tangent renferrne Ia droite AM qui, étant à angle droit SUl' AO
et sur AC, est perpendiculaire à leur plan CAOX.

537. On appelle cvlindre de réoolution. le corps compris

entre une surface cylindrique et deux plans per- F' • "..; qg. JOT.

pendiculaires à I'axe de ceue surface , OU, en

d'autres iermes, Ia figure engendrée par Ia rota- n'[TI---i.--- A'

tion d'un rectangle AA'O'O autour d'un de ses I
, I

côtés 00' (fig· 301). I
~-

La surface cylindrique engendrée par le côté BEiC)A
AA' est Ia surface latérale du cylindre; les cercles
décrits par les cõtés OA et O' A' en sont les bases, et lu dr oite
00' en est Ia hau teur,

538. Deux cylindres de révolution sont dits semblables 101'5':

qu'ilssont engendres par dcs rectangles semblables.

THÉOREME.

539. L 'aire latéraled'un crlin.dre de révolutioii a pOla

mesure le produit de Ia circonférenoe de base du cylindre par
sa lututeur,

Si I'on construit un prísrne droit de même hauteur que le



eylindre donné et ayant pour base un polygone ABcnEF
inserit dans Ia eireonférenee de base du cylindre (fig. 30'1), on
obtient un prisme droit inscrit dans le cylindre.

L'alre latérale de ce prisme droit inscrit est égale au
produit du pérlmetre de sa base par sa hau-
teur (516). Or, quand on fait cro1tre indéfl-
niment le nombre des eôtés du polygone de
base, le pérlmetre de ce polygone tend vers
une limite fixe, indépendante de Ia Ioi d'ín-

scrlption, et qui est Ia longueur de Ia cireon-
férence de base du eylindre (221). D'ailleurs,
Ia hauteur du prisme reste eonstamment égale
à Ia hauteur du eylindre. Done, à mesure qu'on
fait crottre le nombre des eôtés de sa base,

. l'aire latérale GU prisme droit inserit tend vers
une limite définie (217), et c'est cette limite qú'on. appelle
l'aire latérale du cylindre de révolution:

Cela posé, soient S, C, H, l'aire latérale, Ia eireonférenee de
base et Ia hauteur du eylindre consídéré; soient s et p I'aire
latérale er Ie périmetre de Ia base d'un prisme droit inscrlt,
On a, d'aprês ee qu'on vlent de rappeler,

340

Fig. 302.

GÉOMÉTRIE.

s=p.H.

Lorsqu'on fait eroitre indéfiniment le nombre des cõtés de Ia
base du prisme, s tend vers S et p vers C; on a done, à Ia

limite (217),

COROLLAIRIlS.

S=C.H.

5ft.O. S! R est le rayon du eylindre, on a C= 2TC R, et. par

suite
S='21!RH.

En ajoutant à cette aire latérale Ies aires des deux bases ou
1e double 21!R2 de l'aire de l'une d'elles, on obtient, paul'

.I'aire totale T du cylindre,

,
5"'1. Soient S, S', les aires latérales, T, T', Ies aires totales,

R, R', Ies rayons et H, H/, les hauteurs de deux eyli,:dres de
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révolution semblables. On aura (538)

R H R+H
R' = I-l' - (li + H'

et, par suite,
S Jl'H' R H H2 R2
Si = JlH = R' • H' = H'2 = l{'2'

T R(R+H) R R+H H2 T\2

fi = R' (H.' + H') = R" R' + H' = H'2 = ~.

Done, les aires latérales ou totales de deu» cylindres de
révolution. semblables sont entre elles comme les carrés des

rayons ou comme les carrés des hauteurs,

seOLIE.

5lJ.2. Considérons un eylindre de révolution et un prisme
régulier ioserit ABCDEF A'B' C'D' E'F' (fig· 302); par une rota-
tion autour de l'arête BB', amenons Ia faee AnB' A' dans le
prolongement de Ia face BCC'B'; puis, par une rotation autour
de CC', amenons les deux faees déjà réunies dans le prolonga-

Fig. 303.

A', B', C',r---=r-'--;~--;D'~'~E'f",_~F;::',~~A',

ment de Ia face suivante CDD'C', et alnsi de suite [usqu'à ce
que ioutes les faces latérales du prisme soient réunies sur le
plan de Ia derniere d' entre elles AF F' A'. Dans son mou ve-
ment autour de l'ar ête BB', le cõté AB reste perpendiculaire

à cette arête j il se place done SUl' le prolongement de CB; de
même, Ia droite ABC, formée par Ia réunion de AB et de BC,
vient se placer sur le prolongement de DC, .... On obtient done
finalement sur le dernier plan un reetangle Al A2 A'2A'l
(fig. 3ó3), dont Ia hauteur est celle du prisme droi t et dont Ia

A, B, C, D. F,E. A,
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base est égale au pérlmetre de Ia base du prisme. Ce rectangle

est le dévelop pement de l'aire latéralc du prisme.

Si le nomhre. des faces du prisme régulier inscrit daos le

cyllndre crott indéflniment, le rectaogle A,A2A'2A'1 conserve

Ia même hauteur, et Ia longueur de 53 base AtA2 tend vers 1.\

clrconférence de Ia base du cylindre, Le rectangle limite, qui

a une haut eur égale à celle du cylindre et une base égale à Ia

circonférence de Ia base du cylindre, est dit le développement
de J'aire latérale de ce cylindre.

THÉonE~lE.

5"'3. Le uolume d'un. cylindre de réoolutioti a pour mesure
te produit de sa base par sa hauteur,

En se reportam au n° 539, on peut dire immédiatement que
le volume du cylindre est Ia limite des volumes des prísmes
droits inscrits, dout le nombre des faces crott indéfiniment.

D'apres cela, soieot V, B, H, le volume du cylindre, l'aire de

sa base et sa hauteur ; soient v et b le volume et l'aire de

Ia base d'uo prisme droit inscrit au cylindre ; on a (529)

v=b.H.

Maís.Torsque le nombre des faces du prisme crott indéfini-

meot, v teod vers V et b vers B; on a dooc, à Ia limite,

V=B.H.

COROLLAIIIES.

54[~. Si R est le rayon du cylindre considéré, 00 a B = TIl{2

et, par suíte,

5"'5. Soient V, V', les volumes,

hauteurs de deux cylindres de

aura (538)

H, R', les rayons, H, H', les

révolution semblables; 00

R H
R'=H'

et, par suíte,

;, = l~:!'= (:,r=, = :,33-_I~S3'

Donc, /es volumes de deu» cylindres de réoolution sem»
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blables sont entre eusc comme les cubes des rayons ou com me
les cubes des hauteurs.

5q·6. D'une maniêre générale, on appelIe surface cylin-

drique (fig. 304) ioute surface engendrée par une droite AA'
astreirue à rester paralléle à une direction donnée, en s'ap-

puyant sur une courbe fixe quelconque ABC. Ceue courbe
est Ia directrice de Ia surface, tandis que Ia droite mobile en
est Ia génératrice.

THÉOREl\fE.

54.7. Les sections d'une surface oylindrique par deu» plans
parallêles sont (-gaZes (fig. 304).

En eITeL, soien l Ia surface cylindrique AA' el deux sec-
tions ABC, A'B'C', faltes par deux plans paralléles. Prenons

.quatre points A, B, C, M, SUl' Ia premlere secuon, et menons
les génératrices AA', BB', CC', 111M',qui rencornrent Ia seconde
section eu A', fi', C', M'. Les quadrilateres ABCM, A'fi'C'M',
sont superposables comme bases opposées d'un prisme qua-

Fig. 304.

drangulaire. D'aprês cela, si l'on transporte Ie plan de Ia se-
conde section sur celui de Ia premierev dés que les trois
points A', B', C', seront appllquéssur leurs correspondants A,
B, C, tout poínt ~' de Ia seconde section cotncídera avec son
correspondant M de Ia premiére.

scor.rs.

&4.8. Si 1'0n méne d'un point une perpendiculaire ou une
oblique à un plan, le pied de cette perpendiculaire ou de cette
oblique est Ia projeotion orthogonale ou oblique du poin t sur
Ie pIan (432).
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Quand on effectue une projection oblique, Ia direction des
droites projetarues doit reste r Ia même pour tOU5 Ies points
de Ia figure projetée.

Cela posé, Ia section A' B' C' peut être considérée comme 13
projection oblique de ABC, et l'on peut encore énoncer Ie
théorérne précédent de Ia maniêre suivante : Une courbe plane
quelconque est égale à sa projection ob/ique (ou ortltogonale)
sur un plan parallêle au sien,

54.9. On nomme section droite d'une surface cylindrique
Ia section faite par un plan perpendicuIaire aux génératrices.

Un cylindre est Ie corps compris entre une surface cylin-
drique et deux sections planes paralléles. Ces sections sont
les bases du cylindre, et Ia distance de leurs plans paral leles
est Ia hauteur de ce corps. Le cylindre est droit ou oblique,
suivant que ses génératrices sont perpendiculaires ou obliques-
au plan de Ia base. Le cylindre droit à base circulaire n'est
autre que le cylíndre de révolution étudié pIus haut,

THÉOREMES.

550. L; aire latérale d'un. cylindre quelconque est éga!« aú
produit de son aréte par te périmêtre de sa section droite.

Le volume d' un cylindre quelconque est égal au produit
de sa base par sa Iiauteur.

On démontrelrnmédiaternent ces théorernes en considérant
le cylindre comme Ia limite d'un prisme inscrit quelconque,
lorsque les cõtés de Ia base polygonale tendent vers zéro.



I. - Theoremes généraux reIatifs à Ia pyramide.

551. La pyramide est un polyédre dont \'une des faces est
un polygone quelconque, et dont toutes les autres faces sont
des tríangles ayant pour bases respectives les différents côtés
de Ia face polygonale et, pour sommet commun, un point
extérieur à cette face.

Ainsi, soit (fig. 305) un polygone ABCOE et un point S
pris hors du plan de ce polygone. Le corps
limité par Ia face polygonale ABCDE et par
les faces triangulaires SAB, SBC, SCD, SDE,
SEA, est une pyramide.

La pyramide SABCDE a pour base le poly-
gone ABCDE et pour sommet le point S. Sa
hauteur est Ia distance du sommet S à Ia
base ABCDE, c'est-à-dire Ia longueur de Ia
perpendiculaire abaissée de ce point sur ce
plan. Les droites SA, SB, SC, •.. , som les arétes latérales de
Ia pyramide, et Ia somme des faces triangulaires SAB, SUC,
SCD, ... constitue son aire latérale.:

552. La pyramide est réguliêre lorsque sa base est un poly-
gone régulier dont le centre se confond avec le pied de Ia
hauteur de Ia pyramlde,

Les arêtes latérales d'une pyramide régullêre sont néces-
saircment égales, comme obliques s'écartant également du
píed de Ia hauteur; ses faces latérales sont donc des triangles
ísocêles, tous égaux entre eux. La hauteur d' un de ces triangles
est Yapothême de Ia pyramide régulier e,

GÉOMÉTRIE.

CHAPIT RE 11.

LES PYRAMIDES ET LES CONES.
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553. Suivant que Ia base de Ia pyramide est un triang!e , un
quadri latere, un pentagone, un hexagone, etc., Ia pyramide
est dite triangulaire, quadrangulaire, pentagonale, hexago-
nale, ete.

5M. Toute pyramide triangulaire nyant quatre faces, on lui
dorme souvent aussi le nom de tétraedre (492).

D'aprés Ia définition générale de Ia pyramide, on voit qu'on
ale droit de prendre pour base d'un tétraédre te!le face qu'on

veut ; le sommet du tétraedre est alors le sommet opposé à Ia
base choisie.

Les tétraedres sont dans Ia Géométrie de I'espaee ce que
les triangles sont dans Ia Géométrie plane. On fixe Ia positlon
d'un point sur un plan en Ip- rattachant pai' un triangle à deux
points donnés. On fixe Ia position d'un point dans l'espace en
le rattachant par un tétraedre 11 trois points donnés.

555. Si I'on coupe une pyramide par un plan qui rencontre
toutes ses faces laiérales, le polyédre compris entre Ia section
obtenue et Ia base de Ia pyramide est une pyramide tronquée
ou un tronc de pyramide.

Si le plan sécarn est parallele au plan de Ia base de Ia pyra-
mide, le tronc de pyramide est dit à bases parallêles.

Soit (fig. 306) Ia pyramide SABCOE. Coupons cette pyra-
mide par le plan abcde , parallêle à Ia base

Fig. 306. ABCDE et compiis entre ceue base et le som-

S met S. La section abcde et Ia base ABCDE
sont les bases d u tronc de pyramide à bases
paralléles ABCDE abcde. La hauteur du tronc
est Ia distance constante des plans de ses deux
bases. Les segments Aa, nb, Ce, ... , sont
ses arétes latérales, et son aire latérale est Ia
somme des irapézes ABab, BCbe, CDcd, .. ,.

Si Ia pyramide considérée est réguliere, le
trono de pyramide à bases parallêles qui lui correspond est
un tronc ele pyramide. régulier.

THÉOREME.

556. Si une pyramide est coupée par un plan parallêle à
sa base:

1° Ses arétes Iatérales et sa hauteur sont divisées m parties
proportionnelles;



20 La section est un polygone semblable à ia base de Ia
pyramide,

I" Soit (fig. 307) Ia pyramide SAECDE, coupée par le plan
abcde parallele à S3 base. Ce plan rencontre
ies arêtes latérales SA, SE, SC, ... , et Ia hau-
teur SH de Ia pyrarnide aux poiots a, b,
J, .•. , h. Deux plans paralleles coupant eo
parties proportionoelles une série de séeantes
issues d'un même point (331), on peut éerire
lmmédiatemen t

GÉO~1É'l'I\lE.

Sn S6 Se Sh
SA -SE=SC=" '-SH

s

c

B
2° Les polygones ABCDE el abcde ont leurs

côtés deux à deux paralléles (/t.l/t.) et dirigés dans le même

senso Les angles homologues de ees polygones sont done
égaux (4.20). De plus, le paralléllsme de leurs côtés entralne

Ia similitude des triangles SAB et Sab, SBC et Sbc, .••• Par
suíte,

ab Sb
AB=Sn'

Sb bc
SB =c 13(5'

d'oü

00 prouverait de Ia même manlere qu'on a
I

bc ed de ea
Be = CD =DE = EA·

Les polygones ABCDE et abcde, ayant leurs angles égaux ct
leurs côtés proportionnels, sont semblables.

COROLLA IRE.

557. La similitude des triangles SAB et Sab donne

ab Sa
AB-SA

ou, d'aprês ce qui précêde,
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La similitude des polygones ABCDE et abcde dorme à son
tour

-2

abcde ab
ABCnE = :=>'

, AB

On a done

abcde sh
2

ABCDE = ==2'
SH

e'est-à-dire que, dans une pyramide, les sectlons parallêles à

Ia base et Ia base elle-même sont proportionnelles aux carrés
de leurs distances au sommet de Ia prramide,

SCOLW.

558. Si I'on coupe une pyramide régullére par un plan pa-
rallàle à Ia base, Ia section abcde, étant sembla ble à Ia base
ARCDE, est aussi un polygone régulier. Comme les arêtes la-
térales d'une pyramide réguliere sont égales, il en est de
même des arêtes du tronc de pyrarnide régulier obtenu. Les
faces latérales d'un tronc de pyramide réguJier sont done des
trapezes ísocêles, tous égaux entre eux. La hauteur d'un de
ces trapezes est Yapothême du tronc de pyramide.

THÉOREME.

559. Lorsque deu» pyramides ont des liauteurs égales, les
sections faites dans ces pyramides parallelement à leurs bases
et à laméme distance de leurs sommets, sont proportionnelles
aux bases des deu» pyramides,

Fig. '308.

5'

A

B'

Soient (fig. 308) les deux pyramides SABCD, S' A' R' C', dont
les hauteurs SH et S'H' sont égales, Prenons S!t = S'!t' ei,
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par les points !t et h', menons Ia section abcd parallele à Ia
base ABCD et Ia section a' b' c' parallele à Ia base A' B' C'. Nous

aurons (557)
-2

abcd Sft
--=--2'
ABCD SH

c'est-à-dlre, en vertu de l'hypothêse et de Ia constructlon,

abcd a'b' c'
ABCD = A'B'C"

scotrs.

560. Si les bases des deu» pyramides sont équivalentes, les
sections obtenues sont équivalentes,

11. - Aire et volume de Ia pyramide.

THÉOREME.

561. L'aire latérale d'une pyramide réguliêre a pour me-
sure ia moitié du produit du périmetre de sa base par son
apothême.

Soit (fig. '309) Ia pyramide régulíêre SABCDE. Les triangles

ísocêles et égaux qui composentsa surface Fig.309'

latérale ayant respectivement pour bases s
les côtés AB, BC, ... , EA, de Ia base de Ia
pyramide et, pour hauteur, son apotheme SH
(552), Ia somme des aires de ces triangles,
c'est-à-dlre l'aire demandée, a pour me-
sure Ia moitié du produit de Ia somme des
cõtés AB, BC, •.. , EA, par I'apothêrne SH,

c'est-à-dire Ia moitié du produit du péri-
métre de Ia base de Ia pyramide par son apotheme,

A

THÉOREME.

562. Deu» pyramides triangulaires de bases équivalentes el

de hauteurs égales sont équioaleutes,

Soient (fig. 310) SABC et S' A' B'C' les deux pyramides pro-
posées. Si leurs bases ABC, A' B'C', sout placées sur nn mêrne
plan, leurs sommets S et S' seront à Ia même distance du plan
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commun des deux bases, puisque ces pyramldes (lOI mêrne
hauteur,

rig. 31U.

c

Dlvlsons l'arête SA en un certain nornbre de· parties égales
311X polnts D, G, K, et par ces points menons des plans paral-
leles au plan commun des bases. Nous déterminerons ainsi
duns Ia prerniere pyramide lessections DEF, GHI, KLM, et
dans Ia seconde pyramide les sectlons correspondantes D' E' F',
G'H'I', K' L'M'.

Comme les bases des deux pyramides sont équivalentes, les
sections faltes dans ces pyramides par un même plan paral-
léle au plan commun des bases sont équivalentes (560). La
section DEF est équivalente à Ia secríon D' E' F', Ia sectlon GHI
à Ia section G' H'J', ....

Construisons maintenant un prisme SUl' Ia sectíon DEF
comme base et SUl' Ia division DA comme arête, II suffit pour
cela (494.) de mener par les points E et F, jusqu'à Ia rencontre
des arêies AB et AC, des paralléles EN et FO à DA oU SA, et
de tracer Ia droite NO. En agissant de même pour les nutres
sccuons GHI, KLM, et les autres divisions GD, KG, on inserira
dans Ia pyramide SABC un nombre de prismes égal à celui des
seclions primitivement obtenues, et tous ces prismes Inscrits
auront pour hauteur Ia distance constante de deu x plans
sécants consécutifs.

En opérant d'une maniere idenlique, on inscrit dansJa
seconde pyramide S' A' B'C' les prismes D' E' F' A' N' O',
G'H'I'D'P'Q', ... , qui sont en même nombre que ceux in-
scrits dans Ia pyramide SABC.

Les prismes de même rang dans les deu x pyramid es sont
équivalents comme ayant des bases équivalentes et des hau-
teurs égales (530). Le prisme GHIDPQ, par exemple,est équl-

valent au prisme G'H'I'D'P'Q', parce que les deux sections
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correspoudantes GRl, G' H'l', sont équivalentes, et parce
que les hauteurs de ces prísmes représentent touies deux Ia
n,éme partle de Ia hauteur commune des pyramides données, si
I'on a divisé I'arête SA en n parties égales. Par suite, Ia sornme
des prismes inscrits dans Ia pyramide SABC est équivalente à
Ia sornme des prismes inscrits dans Ia pyramide S' A'B'C'.

01', si I'on fait crottre indéíiniment le nombre des divisions
rgales de l'arête SA, Ia sornme des prismes inscrits dans Ia
pyramide SABC a pour limite le volume de ceue pyramide ..
En effet, les points K, H, P, N, sont en ligne droite, puisque
les droites SK, LR, RP, EN, sont égales et paralleles, et Ia
droite KN est parallele à SB. De même, les points K, T, Q, O,
sont sur 'une droite KO parallêle à SC. Le plan KNO es t

donc paralléle à ,Ia face SBC, et le potyedre KNOSBC est un
tronc de pyramide à bases paralléles, dont Ia hauteur, distance
eles deux plans KNO, snc, est au plus égale à SK = Al). La
limite de AD, quand 00 fait croltre índéflnirnent le nombre
des divlsions égales de l'arête SA, est zéro. Donc Ia hauteur du
ironc de pyramideKNOSBC tend vers zéro, et il en est de même,
par cooséquent, du volume de ce tronco Mais ce volume eSL
évidemment supérieur ~ Ia différcnce qui existe entre Ia pyra-
mide SABC et Ia sornme des prlsmes qui y sont inscrits. Ceue
difiérence s'annule donc à Ia limite.

On prouveraiL de même que Ia diITérence entre Ia pyramide
S' A'B'C' et Ia somrne des prismes qui y som inscrits a zéro
pour limite.

Les deux sommes de prismes étant constamment equiva-
lentes, leurs limites (216), qui représentent les volumes des
deux pyramides SABC, S' A' 13' C', sont égales.

THÉOREME.

563. Le volume d'une pyramide a pOUI' mesure le tiers du
produit de sa base par sa hauteur,

1° Soít (fig. 311) la pyramide triangulaire EABC. Par les
sornm ets A et C menons les droites AD et CF, parallel es à
I'arête BE, jusqu'à leurs rencontres D et F avec le plan mené
par le SOO1met E parallelemcnt à Ia base ABC de Ia pyramide,
Le polycdre ABCDEF sera un prisme triangulaire ayant même
base et même hauteur que Ia pyramid e proposée.

Si 1'00 Iait passe r un plnn par Ies trois sornmets D, E, C. le
prisme triangulaire AllcnEF se trouve décornposé en trois
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pyramides triangulaires EABC, EOCA, EOCF. La prernlêre est
Ia pyramide donnée. Les deux autres sont équivalentes (562),
car elles ont même hauteur et leurs bases sont equivalentes
comme moitiés du parallélogramme ACFD. Or, si l'on prend

__ -711'

B

Ia face DEF pour base de Ia pyramide EDCF, son sommet est
Ie point C. Ceue pyramide a dono mêrne base et même hau-

teur .que le prisme ABCDEF; elle est done équivalente à Ia
pyramide EABC.

Les trois pyramides dont se com pose le prisme ABCDEF
étant équivalentes, ehaeune d'elles est le tiers de ee prisme.
Or, le volume du prisme a pour mesure le produit de sa base
par sa hauteur ; le volume de Ia pyramide EABC a done pour
mesure le tiers du produit de sa base par isa hauteur.

2° Soit (fig. 312) Ia pyramide polygonale SABCDE. On Ia
déeompose en pyramides triangulaires en faisant passer des
plans par I'arête SA et chácune des arêtes SC, SD. Ces pyra-
mides triangulaires ont pour bases les triangles ABC, ACD,
ADE, qui eomposent Ia base de Ia pyramide donnée, et leur
hauteur commune est celle de eette pyramide, La somme de
leurs mesures ou Ia mesure de Ia pyramide SAllCDE sera done
égale au tiers du produit de sa base ABCDE par sa hauteur SO.

COROLLAIRES.

564.. En désignant par V, B, H, les trois nombres qui me-
surent respeetivement le volume d'une pyramide, sa base ei
sa hauteur, on a Ia formule générale

Done, toute pyramide est le tiers du prisme de méme base
et de méme hauteur, Deu» pyramides qu~lconques de bases
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équivalentes et de méme hauteur sont équioalenies. Deux
pyramides sont entre elles comme les produits respectijs de
leur base par leur Iuuiteur, Deux pyramides de méme base
sont entre elles comme leurs Iiauteurs, Deu» pyramides de
méme hauteur sont entre elles comme leurs bases.

565. Quand un tétraédre est régulier, son volume s'exprime

en fonction de son arête a. '
Un tétraedre régulier est compris sous quatre triangles équl-

latéraux égaux, Sa base a donc pour expression (250)

a~{3
-4-'

Sa hauteur est le eôté de l'angle droit d'un triangle rectangle

ayant pour seeond côté de I'angle droit le rayo,n du cerele cir-

eonscrit au triangle de base, c'est-à-dire ~, et pour hypoté-
V3

nuse l'arête a du tétraêdre. Cette hauteur est, par su ite,

. Va2- ~2 =~fi.
On a dono, pour le volume du tétraédre régul ier en fonction
de son arête,

scoi.ts.

566. Pour évaluer le volume d'un polyédre, il sufflt de dé-
eomposer ce polyédre en pyramídes, de calcular les volumes
de ces pyramides et de faíre Ia somme des nombres obtenus.
Plus géné~alement, il suffit de déeomposer le polyédre pro-
posé en parties telles, que l'expression de leur volume soit

connue.
Pour opérer Ia décomposition en pyramides, on peut ehoisir

un point quelconque dans I'espace el le 'joindre à tous les
sommets du polyêdre, Les bases des différ entes pyramídes

formées sont les faces du polyedre, et leurs hauteurs sont
les perpendiculaires abaissées du point choisi sur ces faces.
Le volume du polyêdre est Ia somme arithmétique ou algé-

brique des volumes des pyramides obtenues, suivant que leur

DE C. - Cours. 11. 23
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som mel commun est lui-même intérieur ou extérieur au
polyedre.

Souvent, on efíectue Ia décomposition en prenant pour
centre l'un des sornmets du polyédre, c'est-à-díre en menant
toutes les diagonales qui partent d'un même sornrnet.

Si l'on peut trouver dans I'intérieur du polyedre un poínt à

égale distance de toutes ses faces, les pyramides qui le com-
. poseront auront alors pour hauteur commune Ia perpendicu-
laire abaissée de ce point sur I'une des faces, et le volume
du poly êdre aura pour escpressioti le tiers du produit de son
ai repar cette perpendiculai re,

THÉOIIEME.

567. Deux pyramides sont égales lorsqu 'elles ont un angie
diedre égal compris entre une base et une face égales chacune
à chacune et semblablement disposées (fig. 31(1).

Fig. 3r3.

U'

Soient I'angle diêdre AB égal à l'angle diêdre A' B', Ia
base ABCO égale à Ia base A' R' C'D', Ia face ASB égale à Ia
face A'S'B'. Portons Ia pyramide S'A'R'C'O' sur Ia pyra-
mide SABCD, de maniere que les deux bases égales cotncídent.
L'angle diedre A' B' étant égal à I'angle diedre AB, et les
parties égales étant disposées de Ia même maniêre dans les
deux pyramides, Ia face A'S'B' tornbera dans le plan de Ia
face ASB. L'angle S' A'B' étant égal à I'angle SAB, l'arête A/S'

prendra Ia direction de I'arête AS, et le poínt S' tombera au
point S, puisqu'on a A'S' = AS. Les deu x pyramides, ayant
mêrnes sommets, coínciderorn et seront égales.

scotre.

568. Si l'on désigne par n le nombre des côtés de I'une des
bases des deux pyramides, I'égalité des bases de ces pyramides
exigera 2 n - 3 conditions (66). L'égalité des angles dlédres AR
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et A'B' compre pour une condition. Enfin, I'égalité des
triangIes SAB, S' A'B', n'exige plus que deux conditions, puis-
qu'on a AB = A'B' d'apres I'égalité des bases. Ainsi, l'égalité
des deux pyramides exige en tout 2n conditions.

569. On appelIe surface conique de révolution Ia surface
engendrée par une droite GSG' tournant autour d'une droíte

fixe XSX', qu'elIe rencontre en un
point S, et à laque lle elle est invaria-
blcment Iiée (fig· 314).

La droite fixe XX' reçoit Ie nom d'a.Te
de Ia surface, et Ia droite mobile GG'
celui de génératrice ou d'arête. Le
point S, qu'on nomme sommet, divise
Ia surface conique en deux parties ín-

définies qu'on appclle nappes.
Le lieu géométrique des droites qui,

passam par un point donné S, font un
angle donné e avec unedroitedonnéeD,
est une surface conique de révolution ayant Ie poínt 8 pour
sommet et Ia parallele menée à D par le point 8 pour axe ,

Un point queIconque A de Ia droite GG' décrit une circon-
férence dont le centre est sur l'axe et dont Ie plan est perpen-
dicuIaire à l'axe (53"'). Par suite, toutes les sections faites
par des plans perpendiculaires à I'axe sont des circonférences
dont lo lieu des centres est l'axe lui-même, Quant aux rayo ns
OA, O' A', de ces cercIes, Ia similitude des triangIes 80A, S O'A',
prouve qu'ils sont proportionnels aux distances 80, SO', de
Ieurs pIans au sommet, ou encere aux portions correspon-
dantes SA, SA', de Ia génératrice GSG'. Leurs aires sont done
proporlionnelles aux carrés des mêmes Iignes.

m. - Notions relatives au cône.

G

570. Considérons une droite fixe XSX', un plan P passam
par un point S de ceue droite, et désignons par a l'angle de
Ia droite et du pIan, c'est-à-dlre l'angIe aigu de Ia droite SX
avec sa projection SA sur ce plan (fig. 315). Par Ie poínt S, on
peut mener dans le pIan P (4H) deux droites SB, SC, faisant
avec SX un angIe aigu donné w. Ces deux droites sont sJ'-



métriques par rapport à AA'. II en est alnsi tant que w est su-
périeur à IX; lorsque w devient égal ou inférieur à IX, les deux
droites se réduisent à Ia droite unique SA ou cessent d'exister.

D'apres cela, un plan passant par le sommet d'une surface
conique de révolution renferme deux génératrices de cette
surface, ou une seul e, ou enfin n'a de commun avec Ia sur-
face que le sornmetvsulvant que l'inclinaison du plan sur l'axe
est inférieure, égale ou supérieure à l'angle aigu de Ia généra-
trice avec I'axe, c'est-à-díre au demi-angle au sommet de Ia

surface conique.

356 GÉOMÉThIE.

Fig. 3r6..

Dans le cas ou le plan donné n'a de commun avec Ia sur-
face qu'une seule génératrice SA (fig. 3161, on peut le consi-
dérer comme Ia posltion limite d'un plan variable qui, passant
par Ia génératrice fixe SA et par une génératrice voisine SA'.

tourne autour de SA jusqu'à ce que SA' vienne se confondre
avec SA. On voit dês lors, par un raisonnement identique à
celui qu'on a fait pour le cylindre (1)36), que ce plan renferme
les tangentes AM,BN, ... , à touteslescourbesAA',BB', ... ,
que J'on peut tracer sur Ia surface, aux points A, B, ... , ou Ia
généralrice SA rencontre ces courbes. On donne à ce plan le
nom de plan tangent suivant Ia génératrice SA.

La génératrice SA et Ia tangente à une courbe quelconque
tracée sur Ia surface au point ou ceue courbe rencontre SA
sufflsent pour déterminer le plan tangent suívant cette géné-
ratrice. Si l'on choisit en particulier Ia tangente AM à une sec-
tion AA' perpendiculaire à l'axe, on voit, comme pour le cy-
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íindre, que le plan. tangent est perpendiculaire au plan déter-
miné par l'aa:e et la génératrice de contact, plan qui est un

plan méridien de Ia surface.

571. On nomme cône de révolution le corps engendré par

Ia rotation d'un triangle rectangle SOA au- Fig.3'7'

tour de l'un des côtés SO de l'angle droit

SOA (fig· 317)'
La surface conique engendrée par l'hy

poténuse SA est Ia surface latérale du
cône; le cercle décrit par le côté OA est
Ia base, Ia droite SO est Ia Iiauteur, et l'hy-
poténuse SA est le ooté ou Yapothême,

572. Si I'on coupe une surface conique de révolution
(fig. 317) par deux plans AB, A' E', perpendicu laires à J'axe
et si tu és d'un même eàté du sommet S, on obtient un volume
terminé par une portion de Ia surface conique et par Ies deux
cercIes AB, A' R', Ce corps, que l'on nomme tronc de cône de
révolution. à bases parallêles, est Ia différence des deu x eônes

SAB, SA/B'. On peut encore Ie considérer comme engendré
par Ia rotation du trapêze rectangle AOO' A' auiour du eôté
00': La droite 00' est Ia hauteur du tronc ; Ies cercles AB,
A'B' en sont les bases, et AA' en est le côté ou Yapothême,

573. En construisant une pyramlde de même sommet que le
cône et ayant pour base un polygone inscrit au cercle de base
du cône, on obtient une pyramide inseri te au cône (fig. 318).

Si le polygone de base est régulier, Ia pyramide inserite est

réguliere,
On appelle aire latérale d'un. cône Ia limite de I'aire latérale

d'une pyramide réguliére inscrite dont le nombre des faces
crott indéfiniment. On légitime ceue définition en montrant
que Ia limite considérée existe et est indépendante de Ia loi
suivant laquelle les côtés de Ia base de Ia pyramide tendent
vers zéro. Le raisonnement est analogue à celui qu'on a em-
ployé pour le cylindre (539); seulement, tandis que Ia hauteur
du prisme droit inscrit au cylindre reste fixe, l'apothêrne
de Ia pyramide régullêre inscrite au cône est variable et tend
vers l'apothême du cône.

On voit, comme dans le cas <lu cyHndre, que le volume
d'un cône de révolution est Ia limite des volumes des pyra-



358 GÉOMÉTRIE.

mides inscrites dont on fait croitre indéfiniment le nombre des
faces.

57ft.. Deux cônes de révolution sont dits semblables, lors-
qu'ils sont engendrés par des triangles rectangles semblables,
c'est-à-dire lorsque leurs hauteurs sont entre elIes comme
les rayons des bases.

THÉOREME.

575. L'aire latérale d'un cÓne de révolutioti a pour mesure
le produit de Ia circonférence de sa base par ia moitié de son
apothême.

L'aire latérale du cõne est Ia limite des aires latérales des
pyramides régullêres inscrites dont le nombre des faces crott
indéfiniment. D'aprês cela, solem S, C, A, I'aire latérale, Ia
circonférence de base et l'apothême du cône considéré, et s,
P» a, l'aire latérale, le pérlmétre de Ia base et l'apothéme
d'une pyramide réguliêre inscrite. On a (561)

Lorsqu'on fait crottre indéfiniment le nombre des côtés de Ia
base de Ia pyramide, s tend vers S, p vers C, a vers A; on a
donc, à Ia limite,

S=c. ':A.
2

576. Si R est le rayon de Ia base du cône, on a C = 27, H et,
par suíte,

En ajoutant Ia base 1rR2, on a, pour I'aire totale,

T = rr RA + rr R2 = rr R(A + R).

577. En raisonnant comme au n- 5ft.1, on reconnait que les
aires latérales ou lotales de deux cõnes de révolution sem-
blables sont entre elles comme les carrés des rayons ou des
apothêmes ou des hauteurs.

scot.rs.

578. Considérons un cône de révolution et une pyrarnlde
réguliére inscrite SABCDEF (fig. 318); par une rotation autour



GÉOl\lÉTI\IE. 359

de l'arête SB, amenons Ia face SAB dans le prolongement de
Ia face SBC; puis, par une rotatíon autour de se, arnenons les
deu x faces déjà réuníes dans le prolongement de Ia face sui-
vante seu, et ainsi de suite jusqu'à ce que toutes les faces

latérales de Ia pyramide solem réunies dans le plan de Ia der-
nlêre d'entre elles FSA. On obtiendra ainsi un secteur poly-
gonal régulier S,A,B,C,D,E,F,A, (fig. 319), ayant pour rayon
I'arête de Ia pyramide régullere, c'est-à-dlre l'apotheme du
cône, et pour base une Iigne brisée réguliêr e AI BIC1 01E, F, A2

égale a~ périmêtre ~e Ia base de Ia pyrainide.
Si le nornbre des faces de Ia pyramide réguliere inscrite

dans le cõne crott indéfiniment, le secteur S, AIBl C1DI EI FIA 2

conserve le même rayon, et Ia base dégénére en un are de
cercle ayant une longueur égale à celle de Ia circonférence du
cône. Le secteur circulaire S, AIDI A, obtenu est dit le déve-
loppement de l'aire latérale du cône. 11 est aisé de calculer le
nombre n de degrés contenus dans l'angle A,S, A, de ce secteur
circulaire. A étant l'apoiheme du cõne et R le rayoo de sa
base, on a

Fig.318.

s

D,f-------'--3j)S, s,

A,

~6 Rn=,J 0°_.
A

Pour A = 2H, 00 a n = 180°, de sorte que le développement
est un demí-cercle. Le cône correspondam est dit équilatéral ;
sa section par un plan passant par l'axe 80 est un triangle
équilatéral SAD.
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de l'arête SR, amenons Ia face SAR dans le prolongement de
Ia face SRCj puis, par une rotation autour de SC, amenons les
deux faces déjà réunies dans le prolongemenl de Ia face sul-
vante SCO, et ainsi de suíte jusqu'à ce que ioutes les faces

latérales de Ia pyramide soient réunies dans le plan de Ia der-
niêre d'entre elles FSA. On obtiendra ainsi un secteur po ly-
gonal régulier SlAlBlClDlElFlA2 (fig. 319), ayant pour rayon
l'arête de Ia pyramide régulíére, c'est-à-dire l'apothéme du

cône, et pour base une llgne brisée réguliere AI B, CIDIEI FI A2

égale a~ pértmêtre ~e Ia base de Ia pyramide,
Si le nombre des faces de Ia pyramide réguliêre inscrite

dans le cõne crott indéfiniment, le secteur SI AIBl CIDI EIFIA 2

conserve le même rayon, et Ia base dégénére en un arc de
cercle ayant urie longueur égale à celle de Ia circonférence du
cône, Le secieur circulaire SlAID, Ai obtenu est dit le déve-
loppement de I'aire latérale du cône. li est aisé de calculer le
nombre n de degrés contenus dans I'angle AISl Azde ce secteur
circulaire. A étant l'apothêrne du cône et R le rayon de sa
base, on a

s

DIf------'-~Sl

Fig.3Ig.

~6 Rn= J 0°_.
A

Pour A = 2R, on a n = 180°, de sorte que le développemenl
est un demi-cercle. Le cône correspondaru est dit équilatéral ;
sa section par un plan passam par I'axe SO est un trlangle
éq uílatéral SAD.
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THÉonEME.

579. Le volume dun. cãne de révolution a pour mesure le

produit de sa base par le tiers de sa liauteur,

Le volume du cône est Ia limite des volumes des pyramides
inscrítes dont le nombre des faces crott indéfiniment. D'aprés
cela, soient V, B, D, le volume du cõne, I'aire de sa base et sa
hauteur ; soient (I et b le volume et I'aire de Ia base d'une
pyramide inscrite dans ce cône. On a (563)

Mais, lorsque le nombre des faces de Ia pyramide crott lndé-
ünlment, (I tend vers V et b vers B; on a dane, à Ia limite,

I
V =3BII.

conoLLAIRES.

580. Si R est le rayon de Ia base du eône, on a B = 1C R! et,

p.aI' suíte,

V_I ~I\·tll-3" .

On voit, eomme ali n° 54.5, que les vofumes de deu» cônes

de réoolution semblables sont dans le rapport des cubes des

hauteurs ou des rajCons des bases.

581. Lorsqu'un rectangle ABCD tourne auiour de I'un de
ses cõtés AB (fig. 320), le triangle ABC 'en-
gendre un cône dont le volume est le tiers

---i--- D (54.3,579) de celuí du cylindre engendré par I~
reetangle ABCD. Par suíte, le volume engendré

en même ternps par le tríangle ADC est les deux
tiers du même cylindre. Ceue remarque nous
sera utile plus tardo

Fig.320.

1\
1\
I \
I \
I \

~--I---":

'---il--- c

582. D'une maniere générale, 00 appelle surface conique

toute surfaee engendrée par une droite mobile ASA1 (fig. 321),
qui passe constamment par un point fixe S en s'appuyant SUl'

uoe courbe fixe AMB, plane ou gauche. Cette courbe est Ia



directrice de Ia surface, tandis que Ia drolte mobile en est Ia

génératrice. Le point S est le sommet de Ia surface conique,

qu'il divise en deux nappes SAB, SAI 81" '

Fia. 321.

T1-IÉOREME.

583. Les sections d'une surface conique, par deu» plans

parallêles, sont semblables,

En effet, soient Ia surface conique SAMB et deu x sec-

tions AMB, A'M'B', faltes par deux plans paralléles (fig. 321).

Menons par le sommet une droite quelconque SOO' qui ren-
eontre les deux plans en O et O'. et projetons, parallêlement
à SOO', Ia premiêre section AME sur le plan de Ia seconde;

eette projection amb étant égale à AMB (5/i.8 l, Ia proposiuon

sera démontrée si nous prouvons que amb et A'M'B' som
homothétiques (160). Or, SMM' étant une généralrice quel-
eonque de Ia surface, les droites OM et O'M' sont paralléles,

et l'on a
01\1 SO

O'M' = SO"

ou, en observant que Ia projection m de M est sltuée sur O' M'

et que O'm =OM,

Le second membre de cette égalíté ayant une valeur indépen-

361
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dante de Ia positlon du poínt M' sur Ia courbe A/M/ B', les
courbes amb et A' M' B' sont homothétiques.

58'L Un cône est le corps compris SOllS une surface conique
Iimitée d'une part à son sommet et de l'autre à une section
plane, qui prend le nom de base; Ia hauteur du cône est Ia
distance du sommet au plan de Ia base. Un cône à base circu-

laire est droit ou oblique suivant que Ia projection orlhogo-
nale du sommet sur le plan de Ia base coincide ou non avec
le centre du cercle. Le cône circulaire droit n'est autre que
le cône de révolution étudié précédemment.

THÉOHEME.

585. Le volume d'un. cône quelconque est égal au tiers du

produit de sa base par sa hauteur.

On arrive à ce rhéoréme en considérant le cône comme Ia
limite d'une pyramide inscrite, lorsque les côtés de Ia base
polygonale tendent vers zéro,

g.



CHAPITRE IIJ.

LES CORPS TROKQUÉS.

I. - Aires et volumes des corps tronqués.

THÉOREME.
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586. L 'aire latérale d'un. tronc de pyramide régulier a pour

mesure le produit de Ia demi-somme des périmêtres de ses

deu» bases par soti apotliême. .

Soit (fig. 322) le tronc de pyramide régulier ABCDEabcde.

Les trapêzes ísoceles qui composent son aire
latérale étant tous égaux entre eux (558), il
suffit de multlpller l'aire de l'un d'eux AEae

par leu r nornbre n, 00 obtieot aínsl

AE + ae TI I
n ~~It ou

2

n. AE + n.ae HIt.
2

Les produits n.AE et n iae représentant les
périmétres des deux bases du tronc de pyra-
mide, I'énoncé est justiflé.

THEOHEME.

B

587. Le volume d'un trono de pyramide à bases parallêles

est équivalent à Ia somme de trois pyramides ayant pour hau-

teur commune Ia ltauteur du tronc et pour bases respectives

les deux bases du tronc et Ia moyenne proportionnelle entre

ces deu» bases.

1° Soit (fig. 323) le tronc de pyramide tríangulaire à bases
parallêles ABCDEF.



Les plans AEC, DEC, le partagent en trois pyramides trian-
gulaires EABC, EDCF, EDCA, dont nous désignerons les vo-
lumes respectifs par P, P', P",

La premlêre EABC a pour base Ia base inférieure ABC du
trone de pyramide, et elle a mêrne hau-
teur que ee tronc, puisque son sommet E
est un sommet de Ia base supérieure.

Si I'on prend le point C pour sommet, Ia
deux ieme pyramide EDCF a Jlour base DEI"
Ia base supérieure du tronc, et elle a
mêrne hauteur que ce tronc, puisque son
sommet C se confond avec un somrnet

'de Ia base inférieure.
Pour évaluer Ia troisieme pyramide EDCA, comparons-Ia

successivement aux deux autres.
Si l'on prend le point C comme sommet commun des deux

pyramides EABC, EDCA, elles ont mêrne hauteur et sont entre
elles comme leurs bases EAB, ADE; mais ces triangles, dom
Ia hauteur est aussi Ia mêrne, sont entre eux comme leurs
bases AB et DE, et l'on peut écrire

De même, si l'on prend le point E comme sommet commun
des deu x pyramides EDCA, EDCF, elles ont même hauteur et
sont entre elles comme leurs bases DAC, CDF, ou eomme les
bases AC et DF de ees triangles, qui ont aussi même hauteur.
On a, par suite,

364

Fig.323.

D F

'@'Jl

11 en resulte

GtUMÉ.TRLE.

p"2= PP/.

Le volume de Ia troislêrne pyramide est done Ia moyenne
I proportionnelle des volumes des deux premieres, c'est-à-dire

que Ia pyramide EDCA équivaut à une pyramide ayant pour
hauieur Ia hauteur du trone et pour base Ia moyenne pro-
portionnelle entre ses deux bases.

2°Soit(fig. 324) Ie tronc de pyramide polygonaI GHIKLMNP,
Ce trone a été obtenu en eoupant Ia pyramide TGHIK par un
plan parallele à sa base Prenons Vn point S à Ia même hau-
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teurque Ie point T au-dessus de Ia base GHIK, et construisons
dans le plan de cette base un triangle ABe qui lui soit équl-

valent. La pyramide triangulaire SABe sera équivalente à Ia
pyramide polygonaIe TGHIK (564). Si I'on prolonge le plan

T

G

u

s

c

LMNP jusqu'à Ia pyramide SABC, il déterminera dans cette
pyramide une section DEI" équivalente à Ia section LMNP (560);
les deux pyramides SDEF, TLMNP, seront done aussi équi-
valentes. Par suite, le trone polygonal GHIKLMNP, différenee

. des pyramides TGHIK, TLMNP, sera équivalent au tronc tr ian-
gulaire ABCDEF, difIérenee des pyramides SABC, SDEF. EL
eomme le trone de pyramide triangulaire est équivalent à Ia
somme de trois pyramides ayaru pour hauteur eommune 1:1

hauteur du trone et pour bases respeeLives les d eux bases du

trone et Ia moyenne proportionnelle entre ees deux bases, iI
en sera de même du trone de pyramide polygonaI qui a
même hauteur et des bases équivalentes,

COROI.LA!IIIlS.

588. En désignant par V, B, b, h.les nombres qui mesurent
respectivement le volume d'un trone de pyramide à bases
paralleles, ses deux bases et sa hauteur, on a Ia formule

ou

Souvent, au lieu de donner les deux bases B et b, on donno

l'une d'elles B et le rapport X de deux côtés homologues de
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ces deux bases; on a alors

b a2

-=-, d'oü
B A2

11en resulte

SCOLIIl.

Bft( a ai)v-- 1+-+- ,
- 3 A A'

589. On aurait pu employer, pour trouver le volume d'un
tronc de pyramide polygonal, Ia méthode de décomposition

déjà suivie dans d'autres cas (529, 563); mais, cette marche
exigeant ici Ia vérification d'une formule algébrique, il étaít
préférable d'avoir reeours à Ia méthode de transformation en
figures équivalentes.

590. On peut donner au mot tronc une extension utile (1).
De même que les théorêrnes relatifs aux seetions d'un prisme

s'étendent au cas ou elles sont extérieures (512), les théorémes
relatifs aux seetions d'une pyramide (556, 557) s'étendent au
cas ou ces sections deviennent extérieures, qu'elles soient
faites au delà du sommet ou au-dessous de Ia base de Ia pyra-
mide proposée. Les plans sécants doivent seulement rester
paralléles à Ia base de ceue pyramide.

On peut distinguer les deu x eas possibles en disant que les
sections faltes au-dessous du sommet donnent
des trones de premiêre espece et que les sec-
tions faites au-dessus du sommet donnent des
tronos de seconde espêce,

Pour évaluer le volume d'un trone de se-
eonde espêce ABCDEF (fig. 325), il suffit
d'effectuer Ia somme des pyramides SABe,
SDEF. La hauteur h du trone est d'ailleurs
égale à Ia somme des hauteurs II et H' des
deux pyramides. On a ainsi, en conservam

les notations du n° 588,

E

B

v =~BU +!. b H' = ~( II + b li ') .
3 3 3 \ B

(I) Foir TRAITI; OE GEom:Tr.IE, par Eugêne Rouché et Ch. de Comberoussc,
6' édition, ISgt.
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De Ia relation (556, 557)

B A' rp
li = a2 = H'2'

-il résuIte
H lI' II+ lI' t.
A= a-= A+a = A+a'

d'oü

H=~,
A+a

H'=~'
A+a

Par suite,

V=nlt A3+~=BIt(I_~-L (
2

) ( I AI l ~ft.)
3 A2(A+ll) 3 A'.'\.2 t., g.éém.,óJ ,

et anssi

V = ~(n _ Ra + Ba
2

) = ~(B + b _ \/Bb)
3 A A2 3 .

Pour un trono de seeonde espêce, Ia formule du volume est
done Ia même que pour un tronc de prerniêre espéce, sauf le

signe de Ia moyenne proportionnelle. On passe donc de I'une
à I'autre formule en changeant le signe de cette moyenne ou
en changeant a en - a.

On aurait pu suivre une marche analogue pour calculer
I'expression du volume d'un tronc de pyramide de prerniàre
espéce : seulement, au Iieu d'ajouter les pyramides SABe,
SDEF, íl aurait faliu les retrancher (fig. 324).

THÉOREME.

591. Le volume d'un tronc de prisme triangulaire est équi-

oalent à Ia somme de trois pyramldes ayant pour base com-

mune Ia base inférieure du tronc et, pour

sommets, ceux de Ia base supérieure.

Soit (firJ. 326) le trone de prisme trian-
gulaire ABCDEF (51ft.); soient EH, DK,

FL, les hauteurs des so mmets de 53 base
supérieure par rapport au plan de sa
base inférl eure ABC.

Les plans AEC, DEC, partagent le tronc
en trois pyramides triangulaires EABe, EDCF, EDCA.

La prerniere EABe a pour base ABe Ia base inférieure du
trono, et pour hauteur EU.
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Pour évaluer Ia deuxlême pyramide EnCF, cherchons son
rapport à Ia pyramide EABC. Si l'on prend pour sommets des
pyramides EDCF, EABC, les points D et A, leurs bases sont
les triangles ECF, ECB, et leur hauteur est Ia même, puisque
I'arête DA est parallele à Ia face EBCF. Ces pyramides sont
donc entre elles comme les triangles ECF, ECB. D'aílleurs
ces triangles, compris entre les paralleles EB, FC, ont même
hauteur et sont entre eux comme leurs bases FC, EB. Done,
Jes pyramides EDCF, EABC, sont entre eJles comme Jes arêtes
FC et EB ou eomme les hauteurs FL et EH, évidemment pro-
portionnelles à ees ar êtes en vertu de Ia similitude des
triangles rectangles EBH, FCL.

Pour évaJuer Ia trolsleme pyramide EDCA, cherchons son
rapport à Ia pyramide EOCF. Ces deux pyramides, ayant même
hauteur, sont entre elles comme leurs bases DCA, DCF, ou
comme les arêtes DA et FC, puisque les triangles DCA, OCF,
compris entre les paralléles DA, FC, ont même hauteur. Done
les pyramides EDCA, EDCF, sont entre eJles comme les hau-
teurs DK et FL, proportionnelles aux arêtes DA et FC.

Les trois pyramides EABC, EOCF, EDCA, étant proportion-
nelJes aux hauteurs EH, FL, DK; et le volume de Ja premíére
étant

ABC-EH

3 '

les volumes des deux áutres sont respectívemen t

ABC.FL
-3- et

ABC.DK
-3----

scotra.

592. ,Si le tronc considéré est un tronc de prisme droit, les
hauteurs EH, FL, DK, se eonfondent avec
les arêtes latérales EB, FC, DA, et Ia base
ABC ave c Ia section droite du tronco Le
volume du corps tronqué a donc alors pour
mesure le produit de sa section droite paI'

Ia moy'enne arithmétique de ses arétes la-

térales.

On étend facilement cet énoncé au cas
du tronc de prisme oblique. Solt (fig. 327) le tronc de prismc
oblique ABCDEF. Menons sa seetion droite MNP. Elle Je par-

Fig.327·

$J1
DF

M E"'-- ... ,-

A. ----- -~ c P

fi
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tage en deux tronos de prisme MNPABC, MNPDEF, qui sont
droits relativement à cette section, eonsidérée comme base.
Le premier a pour mesure

MNP (MA+~B + PC);

le second,

MNP(MD+ ~E + PF).

Le tronc de prisme oblique ABCDEF, somme des deux tronos
de prismes droits MNPABC, MNPDEF, a done pour mesure Ia
somme de leurs mesures, c'est-à-dire

MNP '( AD + B~ + CF).

COROLLAllIJ':S.

593. En déslgnant par V, B, (3, h, h', h", a, a', ali, les nom-

bres qui mesurent respectivement le volume d'un tronc de
prisme triangulaire, sa base et sa section droite, les hauteurs
des sommets de sa base supérieure au-dessus du plan de sa
base inférieure et ses arêtes latérales, on a les formules

(
h + h' + !til)

V=B --3-- ,

(
a +a' + a")V=(3 --3- .

59ft.. Si l'on représente par A et a, B et b, les arêtes latérales,
opposées deux à deux, d'un parallélipi-
pede tronqué quelconque (fig. 328) et Fig.328.

par S S3 section droite, les volumes v et v' fi

des deux prismes tríangulaíres tronqués EL--:---;------:71

qui le composent sont

, SA+a+B
"=; --3-; A""-"------,!/

par suíte, son volume Y = v + ,,'a pour expression

V - S 2 (A + a) + (B + b )••
- 6

Mais, si I'on représentepar õ Ia longueur de Ia droite qui
DE C. - Cours, lI. 2&
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unít les centres des deu x bases da trono, on 11

A+a=B+b=2o,
d'oü

v-:-s.o.
Le volume d'un. parallélipipêde tronqué quelconque a done

pour niesure le produit de sa section. droite par Ia moy'enne

arithmétique de deu» arétes latérales opposées.

THÉOREME.

595. L'aire latérale d' un trono de cóné de réoolution. à bases

parallêles a pour mesure le produit de Ia demi-somme des

circonférences de ses bases par son apothême. .

L'aire latérale du tronc de cõne ADD' A' (fig. 329) est Ia díf-

fêrence des aires latérales des cônes SAD, SA' D'. Cela posé, in-
scrivons dans le eône SAD une pyrarnide
réguliàre SABCDEF; le plan A'D' de Ia
base supérieure du tronc de cône décorn-
pose eette pyramide en deux parties qui
sont , J'une, SA'B:C/J)'E'F', une PFa-
mide régullére inscrite dans le eône
SA'D', l'autre, ABCnEFA'B/C'DíE'F',

un tronc de pyramide régulier ínscrit
dans le trono de eône ADD' A'. Or, les
aires latérales des cônes SAD, SA' D', étant
les limites des aires latérales des pyra-
mides SABCDEF, SA'B'C' D/E/F/, lors-

que le nombre comrnun de leurs faces crotlindét1niment,
I'aire latérale du trone de cône sera égale à Ia limite de J'aire
latérale du tronc de pyramide régulier inserit. Soient s, a, p,

p', I'aire latérale, l'apotherne et les périmêtres des bases du
tronc de pyramide; soient de même S, A, C, C', l'aire latérale,
l'apothême et les circonférences des bases du tronc de eône;
on aura (586)

s=: (p + p')a.
2

Mais, à Ia limite, lorsque les côtés du polygone ABCDEF
tendent vers zéro, s tend vers S, p vers ç, p' vers C', a vers A,
et I'on a

S=2(C+C')A.
2 .
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, 506. Si Il et R' sont les rayons 'des bases du trone, on a
C = 21l'R, C'= 27rR' et, par suite,

S=7r(R+ B.')A.

597. Par le milieu AI du eôté AA' (figo 330)', menons uno plan
paralléle aux bases du troncde eône; le
rayon AIOI de Ia seetion eireulaire dé-
terminée par ee plan est parallele (4.14.)
auxrayons AO, A' O', des bases et, par
suíte (85), égal à Ia demi-somme de ees
rayons. Done Ia cireonférenee AIDI est
Ia moyenne arltbmétique des círconf'é-

renees de base, et l'on peut dire que
l'aire latérale d'un trone de cône de révolution a pour mesure

le produit de l'apothême par Ia circonférence équidistante des

deu x bases.

Ce dernier énoneé s'applique aussi au eylindre et au eône:
car Ia circouférence équidistante des bases est égale, dans le
cylindre, à eelle de Ia base, et, dans le cõne, à Ia moitié de
eelle de Ia base.

598. Le volume d'un. tronc de cône de réoolutioti à bases

parallêles est équivalent à Ia somme des volumes de trais cônes

ayant pour hauteur commune Ia Itauteur du tronc et pour

bases, le premier ia base inférieure, le deusciême ia base supé-

rieure, et le troisieme Ia moyenne proportionnelle entre les

deu» bases du trone.

Considérons, eomme au n° 595, un trone de pyramide ré-
gulier inscrit dans le trone de cône. Les volumes des deux

pyramides, dont ee trone de pyramide est Ia différenee, ayant
respeetivement pour limites les volumes des deux eônes dont
le trone de cõne proposé est Ia. différenee, on aura le volume

.de ee trone de eône en prenant Ia limite da volume du trone
de pyramide. D'aprês cela, soient V, b, D, H, le volume, les
bases et Ia hauteur du trone de cône, 111' bh DI> le volume et les
bases du trono de pyramide inserit; on aura (588)

H -
111= 3(BI+ bl + VBlbl)·

THÉOREME.

Fig: 330.
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Mais, lorsque le nombre des faces du trono de pyramide crott
indéfiniment, VI tend vers V, bl vers b, BI vers B, et l'on a, .à
'Ia limite, Ia formule .

V=~(B+b+~]b),

dont l'énoneé ci-dessus n'est que Ia traductlon en langage
ordinaire.

COROLLAIRES.

599., Si R est le rayon de Ia base inférieure B, et r le rayon
de Ia base supérieure b, on a n 7r Rt,- b = tt r~ et, nar suite,

600. En coupant une surface eonique de révolution par deux
plans AB, AIBI> perpendiculalres à l'axe,
mais sltués de part et dautre du sommet S
(fig. 331), on obtient un eorps qui est Ia
somme des deux cõnes SAB, SAIB,. II eon-
vient de donner encore à ce corps le nom
de tronc de cõne , mais, pour le distinguer
du trónc de cône proprement dit, nous
l'appellerons tronc de cône de seconde

espêce (590).

Le raisonnement qui précêde s'applique au tronc de seconde
espéce ; il faut seulement substituer le mot somme au mot
différence et remarque-r que, le tronc de pyramide inscrit cor-
respondant étant de seconde espêce, le radical qui figure dans

J'expression de V1 doit avoir le signe - (590). On obtient alnsi,
pour le volume du trone de eône de seeonde espéce, Ia for-
mule

- 7tH
V= -(IP+ ,'+ fir) .

. 3

601. Parfois, dans Ia p-ratique, notamment pour Ie cubage

dei tronos d'arbres non équarris, les bases difíêrent assez

peu pour qu'on pulsse assimiler sans inconvénient le cône
tronqué à un cylindre ayant pour hauteur Ia hauteur du trono
et pour base Ia section faite dans le trone à égale dístance des
deux bases. L'erreur eommise est d'ailleurs facile à évaluer;
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en retranehant le volume eylinrlrique

(
R + r)1

v=rrH -2-

du cone tronqué dont le volume est donné par Ia formule (I),
on trouve

I (R-r)!V-V=37rH -2- .

L'erreur eommise est done égale au volume d'un cone ayant
pour hauteur Ia hauteur du tronc et pour rayon de sa base Ia
demi-différence des rayons des bases du tronco

Quand on veut appliquer Ia formule (2) au cubage d'un
tronc d'arbre, iI convient de Ia préparer de Ia maníére sui-
vante, Soit C Ia longueur de Ia circonférence moyenne, que
I'on évalue au moyen d'un cordon métrique; le rayon de cette

circonférence sera --º-, et, par suíte, le volume cherché·
27r

dans laquelle H est Ia hauteur totale du
double tronc, r le rayon du fond AA', et R
le rayon de Ia grande base BB', à laquelle
on dorme le nom de bouge. Mais cette for-
mule donne un résultat trop faible, car on
néglige deux fois le volume engendré par Ia rotation du seg:-
ment AMB compris entre Ia droite AB et l'arc AMB. En rem-
plaçant, dans Ia parenthêse, RI' par R2, on obtient une formule

602. La question du jaugeage des tonneaua: se rattache à
Ia mesure du tronc de cône.

En considérant le tonneau (fig. 332) comme Ia somme de
deux troncs de cone identiques opposés
par leur grande base, on aurait Ia formule Fig.332.

qui donne au contraíre un résuliat trop Iort, La formule qui
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s'adapte le mieux à Ia forme générale des tonneaux 'est Ia sul-
vante (1) :

Enfin, nous signaleronslafórmule

V = 0,525.1)3,

qui permet de jauger les tonneaux ordinaires d'une maniére
três rapide et sufflsamment approchée, en mesurant sente-
ment Ia diagonaIe BA' =,D qui va du trou B ou bonde au point
le pIus bas A' de J'un des fonds. Les [auges diagonales sont
surtout empIoyées dans Ies octrois. En calculam d'avance, à
I'aide de Ia formule précédente,:Ies valeurs de V qui répondent
aux diverses valeurs de D et inscrivant ces valeurs sur Ia tige
de fer que l'on introduit dans le tonneau, on obtient Ia capa-
cité du fUt par une simple lecture.

Pour comparer ceue derniêre formule avee Ia précédenie,
iI suffit d'observer que l'on a, dans le triangle rcctangle BA'I,

BA,2=A'12+BI2 ou

11. ~ Exercices et questions complémentaíres.

THÉOHEME. ,

603. Le volume de tout polyédre ayant pour bases deu» polygones

quelconques situes dans des plans paralléles et pour faces latérales des

trupézes ou des triangles, est escprimé par Ia formule

~(B+ D'+ 413"),

dans laquelle H designe Ia distance des deu» plans paratiéles, B Ia base

i/lfél'iellre du polyédre, B' Ia base supérieure et B" Ia section équidistante

des deu» bases (2).

En effet, soient LIMI NI PI QI Ia section équidistante des bases (fig. 333 )
et S un point pris à volonté dans l'intérieur de cette section. Le polyédre
peut étre décomposé en pyramides ayant pour bases ses diverses faces et

(I) Compres rendus des seances de l' Academie des Sciences, t. XLVIII, p. 96.

(') Foir TRAlTÉ DE GÉOMÉTRIE, par Eugéne Rouché et Ch. de Combcrousse,
6' .édition. 1891.
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pour sommet commun le point S. Le5 volumes des deux pyramides qui

I b B t B' "d BH B' IIreposent SUl' es ases e ont eVI emment pour mesures T' (;'

et il reste à évaluer les volumes des pyrarnides qui reposent sur les faces
latérales. Soit donc LMM'L' une quelconque de
ces faces, par exemple celle qui répond au côté

LIM! du polygone LIMINI PI QI; pour raisonner
d'une maniere générale, nous supposerOllS que
cette face soit un trapeze (si c'était un triangle,
l'un des cótés paralleles LM ou L'J\I' serait nul).
Abaissons du point S Ia perpendiculaire SO SUl'

le plan de Ia face LM M'L'; dans ce plan, menons L

par le point O Ia perpendiculaire I' O11 à LI MI; Ia .
droite SII sera perpendiculaire à LI MI; enfin, menons I'KI perpendiculaire
au plan de Ia section LI M1NIPIQI : I' K; sera Ia moitié de Ia distance H des
bases du polyedre. Cela posé , Ia pyramide SLl\l M'L' a pour mesure

Fig.333.

Or, le produit 1'11.80 peut être rernplacé par le produit SI1 .I'KI> qui,
comme lui, exprime le double de l'aire du triangle 1'11Si on a dono, pour
le volume de Ia pyramide,

H H
"6' 2LI MI' 81,= 6'48L\ M1•

Par suite, pour avoir Ia somme des volumes des pyramides qui reposent

sur les faces latérales du polyàdre, il faut multiplier par *quatre fois Ia

somme des triangles qui ont S pour sommet eommun et pour bases les

côtés de Ia section LI MIN IPI Q1! c'est-à-dire muJtiplier par ~ quatre fois

l'aire B" de cette section.

ApPLlC,~TION.

604. Les amas de pierres, les fossés ou cuvettes établies de distance eu
distance le long des routes, les tombereaux, ete.,
sont termines haut et bas par deux rectangles Fig.334.
paralleles LMNP, L'J\I'N' P', et latéralement par
quatre trapezes LMM' L', MNN'M', NPP'N',
PLL'P'. Exprimons le volume d'un pareil corps P -)';-------0;\

en fonction de Ia distance 11 des plans des deux
rectangles et des dimensions a et b, a' et b', de M

ces rectangles (fig. 334).
La section LIM! P, Q i> équidistante des bases, est un rectangle dont les

dimensions, LIMI, LIPl, sont évidemment égales a ~ (a + a') et: (b + 1/).
,22
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Le volume du corps est donc, en vertu du théoreme précédent, donné
par Ia formule

que I'on peut éerire de Ia maniére suívante :

b1i( 1 b'll( I ,

"6 2a+a)+/f 2a+aj•

Pour b' = o, le volume se réduit à

bh ( ')"6 2a+a ,

et le corps a Ia forme qu'on donne dans les pares d'artillerie aux piles de
boulets sphériques rectangulaires,

_~_.qCl_
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CHAPITRE IV.

LA SPHERE.

I. - Théoremes généraux relatifs à Ia sphêre.

605. On appelle surface sphérique Ia surface engendrée par
Ia rotation d'une demi-circonférence ABA'
autour du diamêtre AA' qui Ia termine

(jig. 335).

Dans ce mouvement, tout point de cette
demi-circonférence décrit un cercle dont B

lecentre est sítué SUl' l'axe de rotation AA'
et dont le plan est perpendiculaire à cet
axe,

La sphêre est le corps Iimité par une surface sphérique. On
confond souvent dans le discours les mots sphêre et surface

sphérique, de même qu'en Géométrie plane les mots cercle et
circonférence de cercle.

Fi!:. 335.

A

A'

606. Considérons Ia sphêre engendrée par Ia rotation du
dernl-cercle ABA' autour du diametre AA', et un polnt quel-
conque de l'espace. Quand le demi-cercle générateur vient

se placer suivant ACA' dans le plan déterminé par AA: el par
le polnt considéré, iI peut se faire que ce point soit comme E
à l'extérieur du cercle ACA', ou com me I 11 I'intérieur, ou
ênfin comme M sur Ia circonférence de ce cercle. Dans le pre-
mier cas, le point E cst ex térieur e Ia sphere, et sa distance au
centre O du cercle ACB est plus grande que le rayon R de ce
cercle; dans le deuxíéme cas, le point I est intérieur à Ia

sphere, et Ia distance 01 est moindre que Ri enfio, dans le
trotsleme cas, le polnt M est sur Ia surface sphérique et Ia dís-
lance OM est égale à R.

I
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La surfnce sphérique peut donc être encore définie le lieu

géométrique des points équidistants d/un. point fixe.

Ce point fixe O est dit le centre de Ia spher e. On nomme
ra.ron toute droite, telle que OA ou OM, menée du centre O
à Ia surface ; tous les rayens dune même sphêre sont égaux.

On nomme diametre toute droite, telle que MN, passant par
le centre et limitée à Ia surface sphérique; tous les diamêtres

d'une méme sphêre sont égaux, car chacun d'eux est Ia somme

de deux rayons.

Deux sphêres de méme ra)'on sont égales,

607. La déflnitlon donnée au n° 96 pour Ia tangente aux
courbes planes s'étend aux courbes de l'espace , 11 est aisé de
voir, d'aprés cela, que Ia tangente MT à une courbe quel-

conque AMB tracée sur ia sphêre est perpendiculaire à l'etctré-

mité du rayon OM mené au. poini de contact: En effet (fig. 336),

prenons sur Ia courbe AMB un point M'
voisin du paint M, menons Ia sécante

----'~-----'.,~_T MM' S et joignons le centre O au miÍieu I

de Ia corde MM'. Le triangle MÚM' étarn
isocêle, Ia droite 01 est perpendieulaire
sur MM'. Or, lorsque Ia sécante MM'S
tourne autour du point M de mantere 11

devenir à Ia limite Ia tangente MT, le poiot I, milieu de Ml\'I',
se réunit au paint M en même iemps que le point M'. L'angle
OMT, position limite de l'angle droit ~IS, est done lui-même
un angle droiL.

Fig. 336.

s

THÉOREME.

608. Toute section plane de ia sphêre est un cercle,

En efIet, les points de Ia section sont, puisqu'iIs appartiennent
à Ia sphere, situés à Ia même distance du centre de eette
sphêre : or, on sait (88, r..Oft.) que le lieu des points d'un plao

équidlstarns d'un point lixe est une circonférenee de cercIe.

COROLLAIRES.

609. Si le point fixe O, qui est ici le centre de Ia sphére
(fig; 337)' est situé dans le pIan sécant, ce point est le centre
même de Ia section ACll, doot le rayon ne diflere pas de eelui
de Ia sphêre.

Si Ie point lixe O est extérieur au pIan sécant, le centre P



de Ia sectíon DEF est Ia projection du centre O de Ia sphere
SUl' le plan sécant (404). Quant au rayon lE = r de Ia se'ction,
c'est le côté de l'angle droit d'un triangle rectangle OlE, dom
I'hypoténuse OE est le rayon R de Ia sphere
et dom l'autre côté de I'angle droit 01 est
Ia distance d du cenire de Ia sphére au plan
sécant. Ce rayon 'r résulLe donc de Ia for-
mule

GÉO:l1ÉTl\lE. '

A

On est ainsi conduit à diviser les sections
planes de Ia sphere en deux classes: les
grands cercles, dontles plans passent par Ie centre de Ia sphere
et qui sont teus égaux entre eux, puisqu'ils ont tous pour
rayon le rayon de Ia sphére , et les petits cercles, dont les
plans ne contlennentpas le centre de Ia sphere et dont les
rayons, inférieursàceIui de Ia sphére, décroissent à mesure
que Jeurs plans s'élolgnent du centre de Ia sphere,

Deux petits cercles également éloignés du centre de Ia

sphêre sont égaux, et, de deux petits cercles 'inégalement

éloignés du centre de Ia sphêreçle plus grand est celui qui est

te plus voisin de ,ce centre.

Ajoutons qu'Il faut trois points de Ia surface spbérique pour
déterminer un petlt cercle (95, 390), tandis que deux points

suffisent pOUI' déterminer un grand cercle, puisque le centre
est connu ; toutefoís, dans ce dernier cas, les deux points
donnés ne doivent pas êtré en ligne droite avec le centre de
Ia sphere, sans quoi Ie plan du grand cercle, assujeui seule-
ment à passer par un dlamétre, pourrait occuper une infinité

de positions (390).

610. Tout grand cercle divise Ia surface sphérique et ia

sphére en deux parties égales. Cal' si, aprés
avoir séparé Ies deux parties, on les applique
sur Ia base commune en to urnant leur con-
vexité dans le mêrne sens, les deux surfaces

"colncid eront, sans quoi tous Ies points de Ia
surface sphérique ne seraient pas à Ia même
distance du centre.

P'

Fíg, 338.

P

(J9----B

/5/
// o

A

P'

611. Deux grands cercles APBP', AllC (fig. 338), se divisent
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mutuellement en deu» parties éga/es. Car le centre O de 13
sphere, appartenant à Ia fois aux plans de ces deux cercles,
est situé sur leur intersection commune, qui est alors un
diamêtre.

612. Une droite ne peut couper ia surface sphérique en

plus de deu» points. Car cette droite ne peut avoir plus de
deux polnts communs avec Ia clrconférence de grand cercle
sltuée dans le pIan déterminé par cette droite et le centre de
Ia sphêre,

613. La sphêre est de réoolutioti autour d'un diamêtre quel-

conque AB. Car Ia circonférence ACB déterrninée par un plan
quelconque passant par AB, ayant mêrne centre O et même
rayon OA que Ia sphêre, engendrera évidemment cette sur-
face en tournant autour de AB (fig. 338).

61t,.. On nomme pôles d'un cercle de Ia sphêre, les extré-
mités du diametre de Ia sphére qui est perpendiculaire au
plan du cercle. '

Deux cercles DFE, ACB (jig. 339), dont Ies plans sont pa-
rallêles, ont les mêrnes pôles P et P'.

Le centre I d'un cercle quelconque DE, ses pôles P et P',

et le centre O de Ia sphêre sont sur une même perpendícu-
laire au plan de ce cercle.

Tout grand cercle PFCp' passant par les pôles P et P' d'un
cercle DFE a son plan perpendiculaire au plan de ce cercle,
puisqu'iI contienl Ia droite PP', qui est perpendiculaire à ce
dernier plan.,

615. Tous les points de Ia circonférence d'un cercle DFE de

Ia spltêre sont à égale distanoe de chacun.

des pôles P et P' de ce cercle (fig. 339).

En effet, Ia droite PI, qui joint le pôle P
au centre I du cercle DFE, étant perpen-
diculaire au plan DFE, les draites PD, PF,
PE, ... , sont des obliques qui s'écartent
également du pied I de Ia perpendiculaire
et qui, par suite, sont égales.

On volt encore que Ies arcs de grand cercle PD, PF, PE, ... ,
sont égaux comme sous-tendus par des cordes égales,

Fir:. 339·
p

1"

THÉOHEME.
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EnOn, dans le cas ou le cercle considéré DFE devient un
grand cercle ACB, Ia même propriété subsiste; mais, les angles
droíts POA, POC, POB, ... , ayant leurs sommets au eentre des
grands cercles PAP', PCP', PRP', ... , les ares PA, PC, PB, .•.
sont tous égaux au quart d'une circonférence de grand eercle.

scoias.

616. Des deux pôles P et P' d'un petit cercle DFE, nous ne
considérerons désormais, à moins d'avertissement contraire,
que le pôle P, qui est le plus rapproché du plan de ce cercle.
Nous donnerons à Ia dlstance rectiligne PD, qui separe le
pôle P d'un point quelconque O du cercle DF E, le nom de
distance polaire de ce cercle, et à Ia longueur de l'arc de grand
cercle PD, qui va du pôle à un point quelconque D du cercle
DFE, le nom de ra)'on sphérique de ce cercl e,

Le rayon sphérique d'un grand cercle est égal au quart de
Ia circonférence de ce cercle ou à un quadrant, et sa distance
polaire est égale à Ia corde de cet arc,c'est-à-dire au côté du
carré inscrit dans un grand cercle.

617. Le théorerne précédent permet de tracer des circonfé-
rences sur une sphere solide comme on les trace sur un plan.
On emploie à cet effet un compas à branches courbes, afin de
ne pas être gêné par Ia convexité de Ia sphere. On donne au
cornpas une ouverture (distance des deux pointes) égale à Ia
distance polaire voulue, et I'on place Ia pointe seche au point
choisi pour pôle; l'autre pointe décrit alors le cercle demandé.

Pour décrire un grand cercle, il faut avoir sa distance po-
laire, c'est-à-dire Ia corde d'un arc égal au _quart d'un gr::md

cercle, ce qui exige Ia connaissance du rayon de Ia sphere,

PROBLEME.

618. Trouver le rayon d'une sphêre solide (fig. 340).

D'un point P de Ia surface spbérique comme põle, avec une
ouverture de cornpas arbitraire, on décrit un cercle ARC. On
releve avec le compas les trois distances rectilignes AR, RC,
CA, et I'on coristruit sur le papier un triangle abc ayant pour
côtés ces trois-Iongueurs. On détermine lecentre i du cercJe
circonscrit au trlungle abcçe: Ia droite ai est égale au rayon AI
'du cercle ARC. Par suüe, sidu polnt, a comme -centre, avec

381
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uneouverture decompas égale à celle qui a servi à -décríre le
cercle ABC SUl' Ia sphêre, on décrit un petit are de cercle
jusqu'à la rencontre p de la perpendiculaire pip' élevée en i

sur ai, 00 forme un trlangle api égal à APl, et il ne reste plus
qu'à élever Ia perpendiculaire ap' sur ap pour avoir en pp' le
diametre PP' de Ia sphêre.

Pour obtenir des résultats précis lorsqu'on n'a à sa dispo-
sition qu'une portion de sphêre, il faut choisir le poiot P à
peu prés au milieu de Ia portion de surface dont on dispose,
prendre une distaoce polaire PA, aussi grande que possible, et
enfln, dans tous les cas, choisir les points A, B, C, sur le cercle
ABC, de telle sorte que le triangle ABC soit à peu pres éq ui-
Ia téra I.

THÉOIlEME.

6l9. Tout plan ACB perpendiculaire à l'extrémité d'un. rayon

OC est langenl à Ia sphêre, et, réciproquernent, tout plan ACB
ian gent à Ia sphêre est perpendiculaire à l' eaürémité du rayon

OC mené au point de contact C (fig. 341).

On dít qu'un plan ACB est tangent à Ia sphere lorsqu'il n'a
avec cette surface qu'un point commun

Fig. 341. C, qu'on nomme point de contact,

;~~ __ n Cela posé, soit ACB un plan perpen-
diculaire à I'extrémité d'un rayon OCo

A D étant un point quelconque de ce plan,
autre que C, OD est oblique à ce plan, et
l'on a OD> OC, de sorte que le point D
estextérieur à Ia sphêre, Le plan ACB,

n'ayant d'aprês cela que le point C commun ave c Ia surface
sphérique, est taogent à cette surface.

Inversement, si ACB est un plan tangent à Ia sphére au

point C, tout point D de ce plan, autre que C, est extérieur à
Ia sphêre, et 1'00 a OD> OCj donc OC, étant Ia plus courte
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distance du centre O au plan Acn, est perpendicuIaire sur ce,
plano

620. Par un point pris sur Ia surface sphérique, on peut

toujours mener uri plan. tangent à cette surface, et l'on. ne

peut en mener qu'un (402).

621. Le plan tangent à Ia sphêre en unpoint C contient les

tangentes en ce point à tC!ules les courbes qu'on. peut tracer

parce point sur la surface sphérique (607, 400).

612. Cousldérons une sphere O et un point extérieur S
(fig. 342). Par Ia droite OS, menons un plan quelconque qui
déterminera dans Ia sphere un grand cercle
PAP', et menons par S une tangente SA à
ce cercle. Pendant que le demi-cercle PAP'
en iournant autour de l'axe SO engendre Ia
sphére, Ia tangente SA engendre un cône
de révolulion qui a en commun avec Ia
sphere le cercIe AB décrit par le poínt A.

De pIus, en iout point M de ce cercle, le
cône et Ia sphêre ont Ie même plan tan-
gent, car Ia généralrice SM et Ia tangente MT
au cercle AB, qui déterrnlnem Ie plan tangenl au cône (570),
sont sítuées l'une et I'autre (621) dans Ie plan tangem à Ia
sphere , On dit d'aprés cela que le cône 'est circonscrit à Ia

sphêre et que Ia sphêre est inscrite au cône le long du cercle
commun AB.

On voit encore par Ià que, par un point extérieurS, on peut

mener une infinité de plans langents à une sphêre .0, et que
toutes Ies tangerues SA, SM, SB, ... , à Ia sphêre, issues du

méme point S, sonl égales,

Si Ie point S s'éloígne índéflníment sur Ia droite PP', le cône

dégénere en un cylindre circonscrit, et le lieu des points de
contact de Ia sphere et de ce cylindre de révoIution devient
le grand cercle perpendículaire à Ia direction PP' des généra-
trices du cylindre.

COROLLA IUES.

THÉOREME.

Fig. 342.

!"

623. L'intersection de deua: sphêres A et B est une ciroon-

[érence de cercle dont le plan est perpendiculaire à Ia ligne des
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centres AB des deu» sphêres et dont le centre est SUl' cetle

ligne (fig. 343).

Car cette intersection n'est autre que Ia circonférence
engendrée par Ia rotation autour de AB du point C commun
aux deux circonférences suivant lesquelles les deux sphêres

sont coupées par un plan queIconque passant par AB.

scor.rs,

62lJ.. Lorsque deux sphéres n'ont qu'un poínt commun, on

dit qu'elles sont tangentes en ce point,
qu'on nomme point de contact; Ie point
de contact est situé sur Ia ligne des cen-
tres, et en ce point les spheres ont Ie
mêrne plan tangent (101).

Les positions relati ves de deux sphêres
sont au nombre de cinq (102), et Ies re-

lations correspondantes entre Ia distance des centres et Ies
rayons sont celIes qui ont lieu pour Ies circonférences de
grand cercle déterminées dans Ies sphêres données par un
plan queIconque passant par Ia droite des centres.

Fig. 343.

THÉOREME.

625. Par quatre points A, B, C, D, non situés duns un méme

plan, on peut faire passeI' une surface sphérique, mais une

seule (fig. 344).

II s'agit de prouver qu'il existe un point, el un seul, situé à
Ia mêrne distance des quatre points A, B, C, D.

Or, tout point équidistant de A, B,
C, D, doit se trouver sur Ia perpen-
diculaire FH élevée au plan ABC
par le centre F du cercle circonscrit
au triangIe ABC, puisque cette per-
pendiculaire est Ie Iieu des points
équidistants de A, B, C (lJ.0lJ.);il doit

aussi appartenir à Ia perpendiculaire EG élevée au plan ACD
par le centre E du cercIe circonscrit au triangle ACD. Comme
deux droiLes FH, EG, ne peuvent avoir qu'un poínt commun,
on voit d'abord qu'Il ne sauraít jamais exister qu'un seul 'point
équidistant de A, B, C, D..En second lieu, un tel point existe,
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toujours si, conformément à l'hypothése, les points A, B, C, D,
ne sont pas situés dans un même plano En effet, Ie plan per-
pendieulaire sur le milieu K de AC, étant le Iieu des poínts
équídístants de A et de C, doit contenir EG et FH; d'ailleurs,
les deux droites KF et KE, suivant Iesquelles iI rencontre les
plans ABC et ADC, se eou,Pent, puisque les plans ABC et ADC
sont distincts ; done les deux droites EG et FH, étant situées
dans un même plan EKF, et étant, dans ce plan, perpendicu-
laires à deux droites KF et KE qui se coupent, ont un point
cornmun O qui est le centre de Ia sphêre demandée,

COROLLAIRES •

. 626. Deux spheres, qui ont quatre points eommuns non
situés dans un même plan, coíncident.

627. Les perpendiculaires élevées aux quatre faces d'un
tétraêdre, par le eentre du eercle circonscrit à ehaeune de ees

faces, se eoupent en un même point.

628. L'angle APB de deux ares de grand cercle PAP', PBP',
a pour mesure, soit l' are de grand cercle AB décrit de son som-

mel P comme pôle et compris entre ses côtés, soit te plus

petit are de firand cercle PPt. qui unit les põles de ses côtés

(fig· 345).

On nomme angle de deu» courbes passant par un même
point de l'espace l'angle de leurs tangentes en ee point.
L'angle de deux courbes traeées SUl' Ia sphêre est done égai à

l'angle des plans menés respectivement par le centre de ia

sphêre et par les tangentes à ces courbes au point commun;

ear, ces tangentes étant perpendiculaires au
rayon qui aboutít au point commun (607),
leu r angle mesure le diedre des deux plans
considérés. En partlculler, l'angle de deux

ares de grand eercle esl égal à I'angle des

plans de ces ares.

Cela posé, les ares PA, PU, étant des qua-
drarns, les angles POA, POB, sont droíts et
l'angle AOB est l'angle plan qui mesure l'angle dlédre formé
par les plans des deux grands cereles. Mais cet angle diédre
est égal à l'angleAPB des deux ares de grand cerc!e, et i'angle

. - DE C. ~ C;,"rs.II. . . ... 25 .

THÉOREME.

Fig. 345.
J'

385
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au eentre AOR a pour mesure l'arc AR; done l'are AR est aussi
Ia mesure de I'angle APB.

En second lleu, prenons SUl' Ia eireonférenee ARC, à partir
des points A et R, dans le méme sens, deux ares Ap et Bp!>

égaux à un quadrant; I'arc PPI est évidemment égal à l'arc AB,
et, pour justifler le second énoneé. du théorerne, il suffit de
prouver que P et PI soni les pôles des eercles PAP', PBP'. Or
Ia droite Op, perpendiculaire à OA, puisque l'arc Ap est un
quadrant, et perpendiculaire à OP, puisqu'elle est dans le
plan ABC, est perpendiculalre au plan du grand eerele PAP';
p est dane le pôle de ee grand cercle, De même, PI est le põle
du grand eercle PRP'.

Nous avons dit que nous portions les ares Ap et Bpl dans
le mêrne sens, à partir de leurs origines respeetives A et B; si
on les portait I'un dans un sens et J'autre en sens contraíre,
l'arc PPI serait le su pplérnent de I'angle des deux grands
cercles. II y a done une précautlon à prendre dans l'applica-
lion du second énoneé. li faut eonsidérer, pour l'un des grands
eereles PAP', le pôle P» qui est du même côté que le derní-
cercle PBP' el, pour l'autre grand eercle P'BP', le pôle p-, qui
n'est pas du rnêrne eàté que le demi-eerele PAP'.

COROLLAIHES.

629. Le lieu géométrique des pôles des grands cercles incli-

nés d/un angle donné SUl' un grand cercle donné se eompose

de deu» cercles dont les p()/es se confondent avec ceua: du grand

'cercle donné. Le la]'on sphérique de ces cercles est égal à l'arc

de granel cerele qui mesure l'angle donné.

630. Pour que deu» grands cercles se coupent à angle droit,

il faut et il sufjit que chacun d'eu» renferme le pôle ele i'outre,

631. Deux grands eereles APC, BPD (fig. 345), forment en
se eoupant au point P quatre angles APB, BPC, CPD, DPA; les
angles adjaeents APB, BPC, sont supplémentaires, les angles
opposés par le sommet APB, CPD, sont égaux.

n. - Des triangles et des polygones sphériques.

632. On appelle pol)"gone sphérique Ia portlon de surfaee
sphérique ABCDE cornprise entre plusíeurs ares de grand
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Cercle. Ces ares AR, BC, CD, DE, EA, sont les côtés da poly-
eone; les angles ARC, BCO, ... , qu'ils forment et les som-
mets R, C, ... , de ces angles sont les angles et les sommets da

polygone (fig. 346).

Un polygone sphérique est dit convexe lorsque chaque côté
prolongé laisse tout le polygone dans le même hérnísphêre.

Chaque côté d'un. polygone sphérique conoea:e est moindre

(lU 'une demi-circonférence de grand cercle, Cal', si le côté AB,
par exemple, était plus grand qu'une demi-circonférence, on
pourrait prendre SUl' AB, entre A et B, un point I tel, que AI

fút égal à une dernl-clrconférence ; dês lors, Ie grand cercle

auquel appartient le côté AE passerait par le point 1(611), et
le poIygone ne serait pas tout entier dans l'un des deux hémi-
spheres déterminés par ce grand cercle AE.

Un poIygone sphérique convexe ne peut être reneontré en
pIus de deux points par un are de grand cercle (62).
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633. Le polygone sphéríque le plus sim pIe est le triangle

sphérique , c'est la portion ARC de Ia surface de Ia sphere com-
prlse entre trois 3r~s de grand cerele AR, BC, CA, qui sont

cliacun moindres qu'une demi-clrconférence, D'apres cela, un
uíangle sphérique est toujours convexe (fig. 347).

On pourrait admettre des côtés qui surpasseraient Ia demi-
• circonférence et appeler encore triangle sphérique Ia figure

formée par des ares telsque AR, AC, BOe, dont le dernier est
supérieur à une demi-cireonférenee. Mais d'abord, cela serait
incommode, parce que ces nouvelles figures présenteraient
des angles tels que A, qui surpasse deu x angles drolts ; et en-
suite, cela est inutile, car Ia connaissance des éléments du
triangle sphérique proprement dil ARC entratne celle de tous
les éléments de Ia figure formée par les ares AR, AC, BOC.

Un triangle sphérique est isocêle, équilatéral, rectangle,

dans les mêrnes circonstances qu'un triangle rectiligne (24.).

387
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63ft.. En joignant les sommets d'un triangle sphérlque ARC

(fiO'. 348) au centre O de Ia sphére, on forme un angle tneãre
O:BC, dont les faces AOB, BOC, ... ,ont Ia même mesure (106)

que les côtés correspondants AB, BC, " ., du triangle sphé-
rique, et dont les angles díédres OA, OB, ... , ont Ia même
mesure (628) que les angles A, B, ... , de ce triangle. La mêrne
remarque s'étend à un polygone sphérique ABCD (,fig. 349) et

à I'angle polyedre correspondant OABCD.

Fig. 349'

D'aprês cela, à choque propriété des angles triêdres ou po-

Zredres rêpond une propriété analogue des triangles ou poly=

gones sphériques, et, pour énoncer cette propriété, il sufflt de
remplacer respectivement les mots face et angle diedre par
les mots oôté et angle ..

C'est même cette marche que I'on suit pour établir les pre-
mieres propriétés des figures sphériques. Mais plus tard, et
pour des propriétés moins simples, il est ordinairement pré-
férable de faire l'inverse, c'est-à-díre d'établir directement les

propriétés des flgur es sphériques pour en déduire les pro-
priétés des angles polyédres corrcspondants. On raisonne en
effet sur une surface, et en particulier sur Ia sphére, presq ue
aussi aisément que sur .un plan, tandis qu'il faut un ceriain
effort pour se représenter une figure de l'espace un peu com-
pliquée. L'étude de I'Astronomíe ne laisse à cet égard aucun
doute, et Ia conception de Ia sphére céleste esr un des plus
heureux artifices géométriques qu'on ait imaginés.

635. Si 1'0n prolonge les arêtes de I'angle polyédre OABCD

(fig. 349) au delà du sommet O, on forme un angle polyedre
symétrique OA' B' C' D', qui détermine sur Ia surface de Ia
sphêre un polygone A' B' C' D'. Les deux polygones ABCD,
A'B'C'D', dont les sommets sont ainsi diamétralement opposés
deux à deux, sont appelés polygones sphériques symétriques,
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Les considérations développées au n° 471 eonduisent aux pro-
priétés suivantes :

1° Deu» polygones symétriques ont leurs angles et leurs

côtés égaux deu» à deu x , 2° ces polygones ne sont pas en

général superposables, attendu que les parties respectioement

égales sont disposées dans un ordre inverse , 3° pOUI' qu 'un

lriangle spliérique soit superposable à son symetrique (fig. 348), ,
il faut et il sul.fit quil ait deux angles égl1ux, et dans un tel

triangle les côtés opposés aua: ~ngles égaux sont égaux ; en

d'autres termes, ee triangle est isocêle,

THÉOREME.

636. Dans tout polygone sphérique, un côté quelconque est

moindre que Ia somme de tous les autres,

En effet, soit ABCD le polygone proposé (fir:. 349). Dans
I'angle polyedre correspondant OABCD, on a (4.72)

AOB<BOC + COD + DOA.

Done (106)

are AB < are BC + are CD + are DA.

SCOLIES.

637. Dans tout triangle sphérique ABC (fig. 350\ à un plus

grand angle est opposé un plus grand càté, '

Fig.350. Fig.351 •

.~
n~

c

<==sB-----...
"':-o_">A.'

Ao ------. c

Cela résulte de Ia propriété analogue de l'angle trlédre (473).
On peut aussi le démontrer de Ia maniére suivante. Soit l'angle
ABC plus grand que l'angle C; on pourra mener dans l'angle
ABe un are de grand eerele BD qui fasse avee BC un angle DBC
égal à I'angle C. Le triangle BDC, ayant deu x angles égaux DBC,
DCB, sera ísocêle (635), et I'on aura BD = DC. Or, !e trlangle
ABD donne (636)

AB<AD+BD
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et, en remplaçant le côté BO par son égal DC,

AB<AD+ De ou AB<AC.

En rapprochant ce théoreme de celui qui a été énoncé au
n° 635 (3°), et en raisonnant comme au n- 33,on voit que, ré-
ciproquement, si un triangle sphérique est isocêle, les angles

opposés aua: côtés égau»: sont égaux, et si un triangle sphé-

fique a deu» cõtés inégau«, au plus grand côté est opposé le

plus grand angle.

638. De ce qu'un triangle sphérique isocele est superpo-
sable ~ son symétrique, il résulte, comme au nO27, que, dans

tout triangle sphérique iso cêle, l'arc de grand cerele qui jOlnt
le sommet (tu milleu de Ia base est perpendiculaire SUl' cette

base et divise l'angle au som met en deu» parties égales.

639. Enfín, comme au n° 28, tout triangle sphérique

équiangle est équilatéral, et tout triangle sphérique équila-

téral est équian.gle,

THÉOREME.

640. Dans tout polygone sphérique conoe x e , Ia somme des

côtés est moindre quune circonf érence,

Cal' Ia somme des faces de l'angle polyedre correspondani
est moindre que quatre angles droits (474).

La démonstration directe est d'ailleurs facile. Considérons
d'abord un triangle sphérique ABC (fig. 351), et prolongeons
les côtés AB et AC jusqu'à leur rencontre A'; les deux ares
ABA' ,ACA', sont des demi-eireonférenees de gl'and eerele (611),
et, eomme dans le triangle BCA' le eôté BC est moindre que
BA' + CA', Ia somme AB + AC + BC des càtés du triangle ABC
est inférieure à ABA' + ACA', c'est-à-dire à une circonférence
de grand cercle.

En opérant d'une manlere analogue SUl' un polygone, c'est-
. à-dire en rernplaçant un cõté par les prolongements des deux

qui lui sont adjacents, on voit que, si Ia proposition est vraíe
pour un polygone convexe, elle subsiste pour le polygone
convexe qui a un cõté de plus; donc elle est générale.
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THÉOREME.

64.1. Si un triangle sphérique A' B' C' est le triangle polaire

d'un triangle sphérique donné ABC, réciproquement ARC sem

le triangle polaire de A' B' C'.

Pour bien eomprendre Ia définition du triangIe polaire et
i'objet .du présent théorerne, iI eonvient de faire une re-
marque (I).

Soient EIF un grand cerele (fig. 352), P I'un de ses pôles
et M un point queleonque de Ia sphére, Si P et M sont d'un
mêrne côté du grand eercle EF, le plus petit are de grand
cercle qui va de P à M est moindre qu'un quadram PI. Si P
et M so nt de part et d'autre du grand cerele EF, le plus petit
are de grand cerele allant de P à M est supérieur à un qua-
drant,

Fig. 35~. Fig.353.

Cela posé, on nomme triangle polaire d'un triangle sphé-

fique ABC un nouveau triangle A'B' C' (fig. 353) dont les som-
mets sonl définis de Ia mantere suivante: A' est celui des deux
pôles du .grand eercle BC qui est, par rapport à ee grand cerele,
du même eôté que le sommet opposé A; de même, B' est le
põle de AC qui est situé par rapport à AC du même côté que B,

et C' est le pôle de AB qui est placé par rapport à AB du même
côté que C.

11s'agit de démontre r que, réciproquement, le triangle ABC
est le triangle polalre de A/B/C'. A cet eff'et, eonsidérons I'un
queleonque de ses sommets, C par exemple; A' étant le pôle
de BC, I'are de grand cerele qui juindraít C et A' est un qua-
drant; de même.T'arc de grand cercle CB' est un quadrant,
puisq ue B' est le pôle de AC. Done le point C (615) est le

(1) J70ir TRAITÉ DE CÉOMÉTRIE, par Eugênc Rouché et Ch. de Comberousse

6' édition, ,89"

r
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pôle de A'B'. De plus, puisque C' est le põle de AB qui se
trnuve par rapport à AB du même cõté que C, le plus petlt are
du grand cercle allant de C en C' est moindre qu'un quadrant;
par suíte, C est le pôle de A' B' qui se trouve par rapport à
A' B' du mêrne cõté que C'.

SeOLII!.

64.2. D'aprês cela, le triangle polaire A' B' C' d'un ttiangle
donné ABC peut étre eonsidéré comme obtenu en déerivam
des sommets A, B, C, pris successívernent pour põles, trois
cireonférenees de grand eercle. Ces trois cireonférenees di-
visent Ia surface de Ia sphére (fig. 353) en huit triangles, dont
l'un A' B' C' est le triangle polaire de ABC. C'est eelui qui est
tel que les sommets A et A' soient d'un même côté par rap-
port à BC, les sommets B et R' d'un même côté par rapport à
AC, et les somrnets C et C' d'un même côté par rapport à AB.

Les deux tríédres OABC, OA'B'C', qui répondent à deu x
. triangles polaires ABC, A' B'C', som supplémentaires (4.76).
En etfet, d'aprés Ia construetion du point C', on voit que I'a-
rête OC', par exemple, est perpendieulaire (614.) au plan AOB
et située par rapport à ee plan du même cõté que OC : on raio
sonnerait de mêrne pour les autres arêtes OB' et OA'. Chaque
angle de l'un des triangles ABC, A' B' C', doit done (4.77) être
le supplément du cõté opposé de I'autre trlangle. Mais ceue

propriété, en vertu de laquelle deux triangles polaires sont
aussi appelés triangles sup plémentaires, mérite d'être démon-
trée direetement; c'est lã l'objet du théorerne qui suit,

THÉOREME.

64.3. Si ABC, A' B' C', sont deu» triangles polaires , choque

angle de l'un de ces triangles a pOUI' mesure une demi-eircon-
[érence de grand cerele, moins le côté opposé dans l'autre

triangle (fig. 354).

En effet, considérons, par exemple, l'angle A et prolon-
geons, s'Il le faut, les cõtés AB et AC jusqu'à Ia reneontre de

I'are B' C'; puisque A est le põle de B' C', I'angle A a pour me-
sure l'arc DE ( 628); mais on a évidemment

DE= B'E+ DC'- B'C',

D'ailleurs B'E et DC' sont des quadrants, puisque B' est le
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pôle de AC et C'le põle de AR; on a donc

DE =~circo de grand cercJe - R'C'.
2

On procéderait de Ia même manlére pour les angles R et C.

Fig.354· Fig.355. Fig.356.
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Les tríangles ARC et A' R' C' résultant l'un de l'autre par Ia
même construction (641), Ia propriété que nous venons de
démontrer pour les angles A, B, C, du premier tríangle con-
vient aux angles A',B',C', du second. On prouveraít d'ailleurs
directement que J'angle A', par exemple, a pour mesure le
supplément de RC, en prolongeant RC jusqu'à Ia rencontre de
A'B' et de A'C'.

SCOLIE.

644. Les propriétés des tríangles polaíres s'étendent aux

polygones et aux courbes sphériques.
Soit (fig. 355) un polygone sphérique convexe ABCDE; pre-

nons, des deux pôles de l'arc de grand cercle EA, celui A' qui,
par rapport à EA, est dans le même hérnlsphere que le poly-
gone ABCOE; prenons d'une maniêre analogue les pôles B',

C', D', E', des côtés AB, BC, CD, DE. Le polygone A' BI C' D' E'
sera le polygone polaire du proposé, et l'on démontrera,
comme aux nOS641 et 643 : 1° que, si un polygone sphérique
A'BIf:'DIE' est le polygone polaire d/tai pof)'gone donné ARCDE,
réciproquement ARCDE est le polygone polaire de A' B' C' D' E' ;
2° que, dans deux polygones polaires, tout ángle de l'un est
le sup plément du cõté de l'autre Jont le sommet de t:angle
considéré est le pôle,

6l,.5. On appelle are de grand cercle tangent en un point M
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d'uRe courbe sphérique AMN (fig. 356) Ia limite des positions
que prend le grand eercle mené par le point M et un point
volsln N, lorsque ee second point N de Ia eourbe tend vers le
premier. Une courbe sphérique est convexe si le grand cercle
tangent en l'un quelconque de ses points laisse Ia eourbe tout
entiere dans un seul hémlsphêre (632). Une eourbe sphérique
convexe ne saurait être rencontrée par un grand eerele en

plus de deux points; et, des deux ares de grand eerele qui
joignent deu x points quelconques de Ia courbe, le plus petit,
e'est-à-dire celuiqui est rnoindre qu'une demi-circonférence,
est à I'intérieur de Ia courbe,

Cela posé, so it A' M' (fig. 356) une courbe sphéríq ue con- "
vexe; en un point quelconque M' de eette eourbe, menons le
grand eercle tangent et prenons le põle M de ee cercle, qui est
dans le même hémisphere que Ia eourbe A' M'; le lieu des
points M est Ia courbe polaire AM de A'M', lnversement, Ia
eourbe A' 1\1'est Ia eaurbe polaire de AM; en d'autres termes,
le point M' est le pôle de l'are de grand cercle tangent en M
11 Ia eourbe AM; ear, si N est le põle de I'are de grand cercle N' T'
tangent à Ia eourbe A' M' en un poin t N' voisin de M', le point 'I"
sera le pôle (615) de l'arc séeant MN, et, quand ee dernier are
deviendra tangent en M, le point T' se confondra avee M'.
Alnsi, les points M et M' des deux courbes se earrespondent
deux 11 deux, de telle sorte que le point M soit le pôle de l'arc
de grand cercle tangent en M' et que le point M' soit le pôle
de l'arc de grand eerele tangent en M.

THÉOREME.

64.6. Dans tout triangle sphérique .. 1° Ia somme des angles

est comprise entre deux et six angles droits , 2° le plus petit
angle augmenté de deu» droits surpasse Ia somme des deus:
autres angles,

La démonstration est Ia même que pour les angles triedres
(4.79), et Ies propriétés énoneées peuvent être elles-rnêmes
eonsidérées eomme une conséquence des propriétés corres-
pondantes des triedres,

11 résulte de là qu'un -triangle sphérique peut avoir un,

deux ou trois angles droits. Quand le triangle est birectangle,
le sommet de l'angle qui n'est pas droit est le pôle du côté
opposé, et les eôtés qui eomprennent cet angle sont des qun-
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drants. Dans le triàngle sphérique trireetangle, tous les cõtés
sont des quadrants : le triangle trirectangle est le huitieme de
la sphêre sur laquelle il est tracé : on le vo it immédiatement
en prolongeant les ares de grand cercle qui forment les cõiés
du triangle._

THÉOREME.

64-7. Deux triangles sphériques traeés sur Ia méme sphêre
ou sur des spliêres ;lgales sont égaux dans toutes leurs par-
fies: 1° lorsqtc'ils ont un. cõt« égal adjncent à deusc angles
égaux oliacun. à chacun : 2° lorsquils ont un angle égal eotn-
pris entre deu« côtés égau» cluicun à chacun , 3° lorsqu'ils

ont les côtés égau»: chaoun à ch acun , 4° lorsquils ont les
angles égaua: chacuti à chacun, - Dans tous les cas, ils sont
égallx ou sy métriques, suivant que Ia disposition des élé-
ments donnés est la méme ou est inverse.

Ce théoréme est une conséquence immédiate des propriétés
analogues (ft.81, 4-82) des angles triédres. On peut aussi Ic

démontrer direetement.

SCOLItI.

64.8. Un triédre, dont le sommet est placé au centre de
deux spheres conccntriques, détermine évidemment sur ces
spheres deux triangles sphériques dont les angles sont res-
pecuvement égaux et les côtés proportionnels (231). Deux
triangles sphériques de cette nature sont dits semblables,

THÉOREME.

64-9. Le plus court chemiti d'un point à un nutre sur la
surfaee de la sphére est l'arc de grand cerele, moindre quune
demi-circonférence, qui joint ces deua: points.

1° 11 Iaut, avant tout, définir Ia longueur d'un are de eourbe
gauche, c'est-à-dire dont tous les points ne sont pas situés
dans un même plano Ceue longueur se définit comme ceile
d'un arc de courbe plane. C'est Ia limite du périrnêtre d'rcne
ligne brisée qui est inscrite dans eet are et dont ies côtés
tendent uers zéro. Nous allons prouver que cette limite existe
et qu'elle est uni que, c'est-à-dire indépendante de Ia foi sui-
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vant laquelle on fait tendre vers zéro les divers côtés de Ia
ligne brisée (t).

Soient (fig. 357) AB un are de courbe gauehe, ab sa pro-
jection orthogonale sur un plan queleonque P, M un point
queleonque de AB et m Ia projection de ee point. Dans un

Fig. 357. Firr·358.
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plan pris à volorné, menons une droite indélinie XtYl (fig. 358),
et prenons sur ceue droite, à partir d'un point ai> une lon-
gueurajmj égale à Ia longueurde I'are amj puis, au point mi>

élevons sur X1Yl Ia perpendieulaire m, M1 égale à Ia projetante
Mm, A tout polnt M de Ia eourbe AB répondra ainsi un point
Mi> et, lorsque le point M décrira l'arc AB, le point Mt déerira
un are de eourbe plane AtBt, dont nous désignerons Ia lon-
gueur par I. .

Cela posé, soient AMNRB une Iigne brisée queleonque ín-
scríte dans l'arc AB, et amnrb, At MI NIRI 81> les lignes brisées
eorrespondantes inscrites dans Ia projeetion ab et dans Ia
ligné plane AtBt. La valeur du rapport

AIMI + M1N1 + N1 HI + R1tlj

est comprise entre les valeurs de deux des rapports

(I)
A M + MN + NU + RB

AM
AIMt'

NR
N1l{1'

RB
R

j
RI (t. I, Alg. élém., 66).

Par suíte, si I'on peut prouver que chacun de ees rapports
a l'uníté pour limite, il en sere de même du rapport (I). et,
eomme le dénorninateur de ee rapport a pour limite Ia quan-

(') Nous empruntons textuellement ceite importante démonstration au

TRAITÉ DE GÉOlllÉTRIE, par Eugéne Rouché et Ch. de Comberousse, 6· édition

(1891).
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tité bien définle 1, quelle que soit Ia loi suivant laquelle les
cõtés de Ia ligne brisée AMNRB tendent vers zéro (221, 222),

son numérateur aura aussi I pour limite, quelle que soit ceue
loi.

MN
Prenons donc l'un queleonque des rapports ('2), M

j
N

j
par

exemple. Désignons par o Ia différenee Nn - Mm ou son
égale Njnj- Mjm!" Le earré du rapport considéré aura pour
expression

-2

mn + 02

2

mjnj + 02

La valeur de ee earré est done comprlse entre

et

Mais, mjnj étant égal à I'are de eourbe plane dont mn estia

corde, le rapport mn a I'unité pour limite (2.26) quand mn
ntjnl

d 'L I' . d MN d 'I'ten vers zero. a um te e -N est one ega e a I.
~11 I

2° La longueur d'un. are de courbe sphérique est égaie à ia
limite du périmêtre d'une ligne brisée spliérique qui esl
inscrite dans eet are et dont les côtés tendent vers zéro.

En effet, soientAGB (fig. 359) un are de courbe quelconque

Fig, 359.

G

iII
B

traeé sur Ia sphére, et AEFGIB une Iigne brisée sphériquc
inserite dans eet are, c'est-à-dire une ligne formée de portions
d'arcs de grand eerele, ayant ses ·extrémités en A et en B et
ses sommets intermédiaires situés sur I'are de eourbe AGB.

Si les ares de grand eercle, dont Ia longueur de Ia ligne
brisée sphérique est Ia som me, tendent séparément vers zéro,
suivant une loi d'ailleurs queleonque, le rapport de ehaeun
de ees ares àsa eorde aura l'unité pour limite (226).11 en sera
done de mêrne du rapport de Ia longueur de Ia ligne brisée à Ia
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sornme des cordes. Et, comme (ro) Ia somme des cordes a
pour limite Ia Iongueur de l'arc de courbe AGB, on voit que
Ia longueur de Ia Iigne brisée sphérique inserite dans l'arc de
courbe queleonque AGB a aussi pour limite Ia longueur de
cet are.

3° Nous pouvons maintenant trouver le plus court chemin
entre deux points A et B SUl' Ia surfaee de Ia sphere (fig. 359).

Soient AMB l'arc de grand cercle, mo indre qu'uue derní-
clrconfércnce, qui unit les points A et B, et AGB une courbe
sphérique queleonque traeée entre ees deux points. AEFGIB
étant une portion de po!ygone sphérique inserite dans ceue
courbe, on aura (636)

AMB <AE + EF + FG + GI + m.

Or, si I'on fait tendre vers zéro les côtés du polygone inscrit,
le seeond membre a pour limite (2°) Ia longueur de l'arc de
eourbe AGE. Donc, l'are de grand cerele AM:B est moindre
que toute autre eourbe sphérlque allant de A à B; c'est le
plus eourt ehemin du point A au point B sur Ia sphere.

D'aprés cela, on appelle distance sphérique de deux points
A et B d'une sphere, Ia longueur de l'arc de grand cercIe,
moindre qu'une demi-eireonférenee, qui unit ees deux poínts.

THÉoninm.

650. Pour qu 'un. gl'and cercle soit perpendiculaire à un
petit cercle AMB, il faut et il suffit que le grand cercle
passe par les pôles P et P' du petit cercle (fig. 342).

En d'autres termcs, si l'on désigne par O le centre de Ia
sphere et, respeetivement, par MS et par MT Ies tangentes au
grand cercle et au petit eercIe au point commun M, pour que
I'angle 8MT soit droit, iI faut et iI sufflt que Ies plans OM8,
MPP', eoi'neident.

En elfet, le plan MPP' est perpendieulaire à MT, puisqu'il
contient deux droites OM et PP! qui sontà angle droit SUl' MT.
Done, si l'angle 8MT est droit, MS e5t dans Ie plan MPP' qui,
par suíte, cotncide avec Ie plan OMS. Inversement, si les
plans OMS, MPP', corncident, Ia droite MS contenue dans le
pian MPP' est à angle droit SUl' Ia perpendieulaire MT à ce
plan.
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COllOLLABll!.

G51. Par un point O de Ia sphêre, on peut mener uti grand
cercle perpendiculaire à un. cercle donné AB et l'oti ne peut
en mener qu'un , c'est te grand cercle OPI' P'I qui passe par
le point O et par les pôles P et P' du cercle AB (fig. 360).

FiG. 360.

Il y aurait toutefois indétermlnatlon si le point O coYncidait
avec I'un des pôles P et P'.

En laissant de côté ce cas singulier, on voit que, du poínt O,
on peut mener deux ares de grand cercle, 01 et OPl', normaux
à un cercle donné AB.

TllÉOREME.

652. Si, d'un. point O d'une sphere, on mime, SUl' un cercle
AB, le plus petit, 01, des deux ares de grand cercle normaux
et plusieurs ares de grand cercle obliques OC, OD, OE (fig 360) :

1" L'arc perpendiculaire 01 est moindre que tout are
oblique OC;

2° Deu» ares obliques, OC et OE, dont les pieds C et E sonl
«quidistaras da pied 1 de "are normal, sont égau» ,

3° De deux ares obliques, OC et OD ou OE et OD, celui dont le .
pied s' écarte le plus du pied Ide l' are normal est le plus longo

En effet, le cercle AB divise Ia sphére en deux calottes
dom l'une contient le poíru O; soit P Ie pôle de AB qui est
situé dans cette caloue. l\1enons les ares de grand eerele PC,
PIJ, el désignons par K l'intersectlon des ares OI) et PC.

1° Dans le triangle sphérique POC, on a

PC- PO<OC,
c' est-a-díre

PI -- PO ou 01 < OCo
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2° Dans les triangles sphériques OtC, OIE, les angles OJC,
OIE, sont égaux comme droits, le cõté 01 est eommun et I'on
a IC= IE par hypothése. Ces deux triangles sont done égaux
dans toutes leurs parties (6lJ.7, 2°) et, par suite, les ares obliques
OC et OE sont eux-mêmes égaux,

3° Les triangles sphériques OKC, PKD, donnent

OC < OI\. + KC, PD < PK + KD,

d'ou, en ajoutant,

OC+ PD < OD + PC,

et enfin, à cause de PD = PC,

OC<OD.

COROLl.AIRES.

653. Si le point C déerit le cercle AB en partant du point I,
I'are de grand eerele OC, d'abord égal à 01, crott, devient

~ égal à OPI', puis décrott jusqu'à Ia valeur primitive 01. Parmi

Ies chemins qui eonduisent du point O au eercle AB, le plus
court est done le plus petit, 01, des deux ares normaux qu'on
peut mener du point O au eerele AB. Aussi donnet-on à Ia
longueur de eet are 01 le nom de distance sphérique du poínt O
au eercle AB.

Les réeiproques des propositions préeédentes sont

vraies (40).

65lJ.. On peut se contenter d'énoncer les théorérnes qui
suivent, en se reportam aux théorérnes analogues démontrés

préeédemment:

Le lieu géométrique des points de Ia sphêre équidistants de

deu» points de eette surface est le grand cercle perpendicu-
laire sur le milieu de I'arc de grand cercle qui unit les deux
points (lJ.5, lJ.05).

Deux triangles sphériques reelangles sont égaux ou symé-
.triques : 1° lorsqu 'ils ont l' hypoténuse égale et un angle
oblique égal; 2° lorsqu'ils onl l'!typoténuse égale et un côté
égal(ft.7).

L'urc de grand eerele bissecteur de. l'angle de deu» grands
cercles est le lieu des points de Ia sphêre equidistants des
deux côtés de eet angle (4-8).
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THÉORE~1E.

655. L'arc de grand cercle, tangent à un petit cercle, est
perpendiculaire à t' eaitrémité du rayon sphérique qui aboutit
au point de contact.

Car le rayon sphérique, étant compté sur un grand cercIe
passant par Ie põle du petit cercle, est perpendiculaire (650)
à ce petit cercle et, par suíte, au grand cercle tangent.

SCOLIE.

656. Les propositions suivantes se démontrent sans diffi-
culté, en se reportant, s'il est nécessaire, à Ia Géornéu-ie plane :

Lorsque delta: petits cercles d'une sphêre se coupent, l'aro
de grand cercle qui passe par leurs pôles est perpendiculaire
SUl' le milieu ele l 'arc de grand eerele qui passe pa'- leurs -deux
points d'Ln tersection,

Lorsque deusa petits cercles dune sphêre SOUl tangents,
leur point de cont aot est situé SUl' le grand cercle qui passe
parleurs pôles, el L'arc de granel cercle mené par le point de
contact à angle droit sur celui qui unit les póles est tangent
à chacuri des deux petits cercles,

657. On dit qu'un point de Ia sphêre est irüérieur ou exté-
rieur à un petit cercle, suivant qu'il est situé dans Ia plus
petite ou dans Ia plus grande des deux caloues que ce cercle
détermine sur Ia sphere, Sa distanee sphérique (6"'9) au pôle
rlu petit cerc\e est, dans le premier cas, inférieure et, dans le
second, supérieure au rayon sphérique (616) de ce eercle.

Etant donnés deux petits cercles d'une sphere, on dit :
1° que les deux cereles sont extérieurs, lorsque tout point de
chacun d'eux est extérleur à I'autre; 2° que le premier est
intérieur au second, lorsque tout polnt du premier est inté-
rieur au second; et a lors, tout point du second est extérieur
au premier.

Cela posé, soient R et r les rayons sphériques de deux petlts
cercles, et D Ia dístance sphérique de leurs pôIes. Le quart
d'un grand cercle étant pris pour unité, R et r sont moindres
que I, et D est inférieur à 2 (6,.,9).

DE C. - Cours. lI. 26
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Si les cercles sont ecctérieurs, on a

D>R+r;

Si les cercles sont tangents eaiterieurement, on a

D=R+r;

Si les cercles se coupent, on a à Ia fois

R+r>D>H-r;

Si le cercle r touche intérieurement le cercle R, on a

D=R-r;

Enfln, si le cercle r est intérieur au cercle R, on a

D<R-r.

Les réciproques som vraies (~.o~.

IU. - Prchlemes graphiques relatifs à Ia sphêre.

PHOBLE~IE.

658. Tracer SUl' ia sphêre un grand cercle passant par deu»
pointsdonnés A et B (fig. 361).

L'inconnue de Ia question est le põle du eerele dernandé,
Or, Ia distance de ee pôle P à chacun des points A et B est
égale à Ia corde du quadrant (615); ou l'obtiendra done eu
décrivant sueeessivement deux ares de cercle, des points A
et fi comme pôles, avec une distance polaire égale à Ia corde
du quadrant,

PROBLÊME.

659. Mener par un point donné .A SUl' Ia sphêre un are de

grand cercle perpendiculaire à un grand cercle donné BP

(fig·362).

L'Inconnue de Ia question est le pôle du eercle demandé.
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Or ee põle P doit se trouver sur le eerele BP (630) et être à

une distanee du point A égale à Ia eorde du quadrant. On l'ob-
tlendra done en décrívant, du point A eomme pôle, avee une
distanee polairc égale à Ia corde du quadrant, un are de cercle
qui rencontre en Pie cercle donné BP. '

660. Mener un are de grand cercle perpendiculaire SUl' uti

are de grand cercle donné A R, en son milieu , ou diviser un.
are de grand cercle AB en deu» parties égales (fig. 363).

11 suffit de déerire des points A et B comme pôles, ave c Ia
même ouverture de' compas, deux ares qui se coupent en C
ct D; puis, de faire passer un grand cercle par C et D.

Remarquons que ce grand cercle CD divise aussí en deux
parties égales tous les ares de petit cercle dont les extrérn ités
sont A et B (4.05).

l'ig. 363. Fig. 364.

PROBLEME.

661. Trouver le pôle dun petit cercle passant par trais
points donnés A, B, C, SUl' Ia sphêre (fig. 364).

Ce põle P, étant équidistant de A, B, C, est à l'Intersectlon
des ares de grand cercle élevés perpendiculairement sur les
milieux des ares de grand cercle AB et BC (660).

Le pôle Pune fois connu, on tracera le petit cercle avec
une ouverture de compas égale à PA.

PROBLEME.

662. Par un point A donné SUl' Ia sphêre, mener un. grand
cercle faisant uri angle donné avec uti grand cercle donné
DED' (fig. 365).

Soit P eelui des deux põles du grand cercle donné qui se
trouve dans le mêrne.hémisphêre que le point A, et soit i l'arc
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de grand cercle qui mesure l'angle donné, lequel peut toujours
être supposé aigu.

Le pôle Q du cercle inconnu doit se trouver sur le grand
cercle EIE', dont A est le pôle, puisque le grand cercIe demandé
passe par A. Le pôle Q doit aussi appartenir au petít cercle
décrit du point P comme põle avec un rayon sphérique égal à a,
puisque ce petit cercIe est le lieu des pôles des grands cercles
qui coupent, sous l'angle donné, le grand cercle DED' (629),

On décrira donc deux cercles, l'un du point A comme põle
ave c une ouverture de compas égale à Ia corde du quadram,
l'autre du point P comme pôle avec une ouverture de compas
égale à Ia corde de l'arc (x. Tout point cO,mmun Q à ces deux
cercles sera le pôle d'un grand cercle satisfaisant à Ia quesuon
proposée.

Pour que le prohleme soit possible, c'est-à-dire pour que
les cercles auxiliaires se coupent, il laut ct il suffit, puisque
I'angle donné est aigu , que I'on ait

PQ> PIou a > O,

en désignant par o Ia distance sphérique AD du poínt donné A
au grand cercle donné DEU'.

Lorsque le point A est SUl' le grand cercle donné DED', le
grand cercle ElE' passe par P, et il suffit, pour avoir le poínt Q,
de porter SUl' le grand cercle EPE', à partir de P, une ouverture
de compas égale à Ia corde de l'arc (x.

FiG,365.

E

E'

fig. 366.

• J)'

E'

D

PROBLEME.

663. Construire uti triangle sphérique rectangle, connais-
sant : ,0 un côté de l'angle droit et l'liypoténuse, 2° un angle
etle côté opposé. '
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I" Aprês avoir tracé (fig. 366) deux grands cercles perpen-
diculalres l'un à l'autre, c'est-à-dire deux grands cercles DAD',
EAE', tels que le põle de I'un soit sur I'autre, on portera sur
l'un d'eux DD', à partir du point commun A, un arc AC égal
au côté donné b; puis, du point C comme pôle, avec un rayon
sphérique égal à I'hypoténuse donnée a, on décrira un cercle

, BB' qui coupera le grand cercle EE' en deux points B et B'; en
menant les ares de grand cercle CB, CB', on aura deux
triangles sphériques symétriques BAC, B' AC, qui répondent
à Ia question proposée,

Pour que le problême soit possible, il faut et il suffit que le
nombre a qui mesure I'hypoténuse soit compris entre les
nombres b et 2 - b, qui mesurent les distances sphériques
minimum et maximum du point C au grandcercle EE'.

2° On commencera .par tracer deux grands cercles BAB',
BCB' (fig. 367) faisant entre eux l'angle donné B; soient P le
pôle du prernier et EPE' le grand cercle qui est perpendicu-
laire à Ia fois sur BAB' et BCB'. Le problêrne se réduit à mener
un grand cercle perpendiculaire à BAB', c'est-à-díre passant
par P, et tel que ia partie CA, ínterceptée duns le fuseauBEB' D,
soit égale au cõté donné b. Or PC sera égal alors à 1- b. On
décrira donc du point P, avec un rayon sphérique égal à 1- b,

un cercle qui coupera BDR' en deux points; C étant l'un quel-
conque de ces points, le triangle BCA satisfera à Ia question,
ainsi que le triangle B' CA.

Fig. 368.

M'F'

//1

E(-,
I
A---->-E~

n'

Lu condítíon de possibilité consiste dans I'inégalité

PC> PD ou I - b ;» I - B,

c'est- à-díre
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Nous avous supposé l'angle B aigu; s'il était olitus, 011 auruit

PC=b-l, P])=B-r,

et Ia condition de possibilité serait b > B.

TROBLEME.

664. Construire un triangle sphérique, connaissant trois
quelconque~ de ses sia: élements (angles ou cõtés).

Ce problême offre six cas distincts j on peút donner : 1° les
trois côtés ou les trois angles j 2° deux côtés et l'angle eompris,
ou un cõté et les deux angles adjacents; 3° deux côtés et
l'angle opposé à l'un d'eux, ou deux angles et le cõté opposé
à l'un d'eux,

Dans eette énumération, nous avons réuni ehaque fois Ies
deux eas corrélatifs, c'est-à-dire qui se raménent l'un à l'autre
par Ia considération du triangle polaíre, II n'y a dane que trois
cas à traiter directement,

1° On donne les trais côtés a, b, c.

Supposons, pour fixer les idées, a> b ;» c..
Pour que le problema soit possible, il faut (636, 640) que

l'on aít à Ia fois

Ces eonditions sont suíflsantes. En efTet, sur un grand
eercle MW de Ia sphere, prenons un are TIMCégal à a (fig. 368);
du poínt B comme pôle, avec une ouverture de compas égale
à Ia corde de l'arc c, déerivons un arc de eerele DD', el, du

point C eomme pôle, avee une ouverture de compas égale à Ia
corde de l'arc b, décrivons un second are de eerele EE'.
Puisq ue l'arc BC est plus grand que chaeun des ares BD et CE,
les points D et E SOI1l situés dans Ia portion BMC du grand
cercle l\1M', et, eomme BC est moindre que Ia somme BD + CE,
Ies ares BD et CE empiêtent l'un SUl' I'autre : le point E tombe
donc entre B et D. D'ailleurs, Ia somme BD' +BC +CE' étant
moindre qu'une cireonférence de grand eercle, le poínt E' est
situé sur l'arc C M'D' entre C et D/.II résulte de là que le poínt E
et le point E' sont, le premier intérieur, le second extérleur à
Ia caloue qui, déterrnínée par le cercle DD', a paul' pólo H.

L'arc EE', qui, par rapport à ceue calotte, unit un point inté-
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rieur a un point extérieur, doit done couper Ia base UD' de
cette caloue en un certain point A, lequel est le trolsiéme
sommet du triangle demandé ABC.

Les cercles DD' et EE' se coupent en un second point A',
sornmet d'un second triangle A' BC, symétrique du premier.

Aiosi, pour qu'on puisse construire un triangle sphérique
avec trois côtés donnés, ilfaut et il suffit que le plus grand
cõté soit moindre que Ia somme des deux autres et que Ia
somme des côtés soit inférieure à une circonférence de grand
eerele. .

Dans les applications, il peut se faire que l'une de ces con-
ditions soit remplie d'elle-rnême , il ne reste plus alors qu'à
considérer l'autre. Par exemple, au n° 657, lorsqu'on cherch e
les conditions pour que deux petits cercles se coupent, on n'a
pas à faire interveoir Ia relation

D+R+r<4,

parce que, d'aprés Ia maniere dont D, R et r sont définis, ceue
relation est satisfaite d'elle-même.

Souvent, on ignore I'ordre relatif de grandeur des cõtés
donnés. Dans ce cas, on exprime que le plus grand côté est
ioférieur à Ia somme des deux autres, en écrivant quechaque
côté est moindre que Ia somme des deux autres,

Pour qu'on puisse construire un. triangle sphérique aoec
trois angles donnés, il faut et il sulfit que le plus petit angle
augmetué de deux droits soit plus grand que Ia somme des
deux autres et que Ia somme des trais angles soit supérieure
à deua: angles droits; car, en prenant les suppléments de ces
angles comme côtés, 00 peut construire le triangle supplé-
mentaire, d'oü l'on déduit ensuite le triangle demandé par le
tracé indiqué au n° 64.2.

2° On donne deux côt és a et b et l'angle compris C.

Même solution qu'en Géoméirie plane (117).

3° On donne deux côtés a et b et l'angle A opposé au côté a

(fig. 3691-

Construísons SUl' Ia sphére deux grands cercles formant un
angle égal à A (662). Prenons, à partir du sommet, SUl' l'un
des côtés de cet angle, un are AC ég:l à b, et du point C
cornrne pôle, avec une ouverture de compas éga!e à Ia corde
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de a, décrivons un are de cercle ; B étant l'intersection de ce
cercle avec le second côté de l'angle, Ie triangle ABC sera le
triangle demandé.

La discussion de ee probléme exige quelque attention.
Nous commeneerons par établir que, dans tout triangl«

sphérique rectangle, le nombre des côtés supérieurs à un. qua-

drant est pair (2 OU o), et que chaque angle oblique est de
méme espêce que le cõté opposé,

~

.P

Á B

D I D,

P'

Soient, en effet (.firç. 370), trois granrls eercles APB, AIB,
PIP', perpendieuIaires entre eux deux à deux, de sorte que le
point I est le põle de APB; sur AP, prenons un are AC moindrc
qu'un quadrant, et joignons le point C à un POiOI quelconquc
de l'arc AIB par un are de grand cerele CD ou CDI•

Dans le triangle reelangIe CAD, le côté AC est aigu, et, tant
que Ie côté AD reste aigu ou moindre que Ie quadram AI, CD
reste moindre que le quadram CI. Le triangle proposé a alors
ses trois côtés aigus.

Dans le triangle rectangle CAD!> ADI devenant obtus, il en
est de même du côté CDI>et ce triangle a alors un eôté aigu
et deux obtuso

Si 1'0n prenait, au contraíre, com me point de départ, l'are BC,
plus grand qu'un quadram, on aurait à consldérer les triangIes
rectangles CBD et CBDI> qui présentent chacun deux côtés
obtus et un aigu.

On voit, en même temps, que, pour les deux premiers
triangles, l'angle ACI étant droit, I'angle ACD est aigu, tandls
que l'angle ACD1 est obtus; or, le côté AD est aigu, et le côté
AD! est obtuso Pour les deux autres triangles, I'angle BeI étant

droit, I'angle DCB est obtus, tandis que l'angle D!CB est algu ;
01', le côté DB est obtus, et le côté DIB est aigu. La démons-
tration est analogue pour les autres angles. Ainsi, dans un
tríangle sphérique rectangle, chaqu ~ angle oblique et le cõté
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opposé sont toujous de mêrne espêce, c'est-à-dire ensemble

aigus ou obtuso

Cela posé, revenons à Ia figo 369. ProIongeons Ies côtes AR
et AC du triangIe ABC obtenu par Ia constructlon indiquée,
jusqu'à leur nouvelIe reneontre en A'. Les ares ABA' et ACA'
seront des demi-cireonférenees (611). Du point C, abaissons
l'are CD perpendicuIaire sur ABA'.

Dans le triangIe sphérique reetangle ADC, I'are perpendlcu-
laire CD est aigu ou obtus, d'aprés ee qui precede, suivant que
I'angle donné A est Iui-mêmeaigu ou obtuso Si l'are CD e:;t
aigu, il est le plus petit de tous les ares menés du point C aux
différents points de I'are ABA', et ees mêmes ares obliques
augmentent à mesure qu'ils s'éloignent du pied de l'arc per-
pendieulaire CD. C'est I'inverse si l'are CD est obtus, c'est-
à-dire que eet are perpendieulaire est un maximum el que les
ares obliques diminuent ~ mesure qu'ils s'éIoigncnt de son
pied (652).

Pour que le triangle ri construire soit possible, ilfaut done
d'abord qlle le côté a soit au moins égal à l'arc p erpendicu-

laire CD si l'angle A est aigu, et plus petit que cet are si l'angle
A est obtuso

Ceue premiére condition de possibilité est évi dernrnent
satisfaite , lorsque A et a sont d'espêces différentes. Dans
ceue hypothese, le problême, s'il est possible, n'admet qu'une
solution,

En eff'et, supposons, par exemple, A aigu et a obtus : I'arc
perpendieulaire CD sera aígu, Si I'on peut alors mener par
Ie polnt C, jusqu'à I'are ABA', un are oblique CB égaI au côté a,
cet are tornbera néeessairement du même côté de l'arc CD

que eelui des deu x ares obliques extrêmes, b ou 1800 - b,
qui esl de même espéce que a. Pour qu'il Y' ait une solution,
il faut que a soit moindre que eet are extrême; ceue solution
dísparatt el le problême est impossible si a surpasse ee même

are.
Si l'on suppose A obtus et a aigu, l'are perpendiculaire CD

est obtus, et I'on parvient aux mêmes eonelusions en retiver-

sant les signes d'inégalité.

Lorsque A et a sont de méme espêce, le problême, s'il est
possible, admet une ou deux solutions.

En effet, supposons, par exemple, A et a aigus : l'are pcr-
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pendiculaire CD sera aigu. On pourra donc mener du point c,
jusqu'à I'are ABA', un premier are oblique égal à a, tombam du
mêrne eôté de l'are CD que celui des deux ares obliques
extrêmes, b ou 1800

- b, qui est de même espéce que a;

mais on pourra aussi, à plus forte raison, mener un seeond
are oblique égal à a, du eôté de celui des deux ares extrêrnes
qui est obtuso Les deu» solutions indiquées existent, lorsque
a est moindre que le pIus petit des deux ares b el 1800

- b;
elles se réduisent à une seule, lorsque a devient au moins
égal à ce plus petit arc; enfin, le triangle à construire deoieni
impossible lorsque a est inférieur à l'arc perpendiculaire CD,
eomme on l'a déjà rernarqué.

Si 1'0n suppose A et a obtus, l'are perpendieulaire CO est
Iui-même obtus, et 1'011 parvient aux mêmes couclusions en
renversant les signes d'inégalité.

PROBLEME.

665. Par un point donne , mener un are de grand ccrcle tungent a un

petit cercle dorme (fig. 37 I).

Si le poinl donné est sur le cercle, il suffit d'élever par ce point un are
de grand cercle perpendieulaire au rayon sphé-

Fig. 371. rique eorrespondant (6:i5).

Supposons, en seeond lieu, que le point
donné A soit extérieur au petit eerele donné,
c'est-à-dire situé elans Ia plus grande des deux
caloties sphériques séparées par ce petit
eerele. Considérons le probleme eomme résolu ;
nommons P le pôle du petit cercle donné, B le
point ele contact de l'arc BA, et prolongeons
le rayon sphérique PB d'une quantité BC = PB.
Le point C se trouve d'abord sur un eerele dé-
crit du point P eomme pôle avec une ouverture

de rompas égale à Ia eorde d'un are de grand cercle double du rayon
sphérique r du petit cercle. 11 se trouve en outre sur un second eerele
décrit du point A eornme pôle avec une ouverture de compas égale à Ia

eorde de l'arc PA = D, car, DA étant perpendiculaire sur le milieu de
PBC, le point A est équidistant de P et de C.

Le point C une fois oblenu à I'aide de ees deu x cercles auxiliaires,on
menera l'arc de grand cercle PC qui coupera le petit cerele en B, et, en
[oignant B et A par un are de grand eercle, on aura l'arc tangenl
demandé.

Pour que le probleme soit possible, il faut et il sufflt que le triangle APC,
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dont on ales trois côtés, existe, c'est-à-díre qu'on ait (664,1°)

D<D+2r, 2r<D+D, D+D+2r<4.

La premiere condition est toujours remplie, et les deux autres équi-
valent à

r<D<2-rj

elles expriment que le point A doit être situé hors de Ia calotte sphé-
fique PB et hors de Ia calotte symétrique,

Les cercles auxiliaires se coupent eu deux points C et C' j de là, deux
solutions AB et AB'.

Observons enfin que, lorsque deux cercles de Ia sphêre ont deux
points eommuns, les symétriques de ees points par rapport au centre de
Ia sphere appartiennent évidemment à Ia Iois aux deux cereles syrné-
triques des premiers. Si les deux points eonsidérés se confondent, c'est-
à-dire si les deux cercies proposés se toucheut, les deux cercles symé-
Lriques se touehent au point symétrique du premier point de contact.
Enfin, si l'un des cercles est un grand cercle , eomme il est à lui-même
son symétrique, on voit que tout granel cercle t(lngem à un petit cercle
est aussi tangem «a petit ccrclc symetrique da premiar par rapport au
cen trc de Ia sphére. Ainsi, dans le probleme qui nous orcupe, les gr~nds
cercles trouvés AB et AB' touchent non-seulement l'l cArele donná rB,
mais encore 50n syrnétrique,

PllOBLEME.

666. Décrire un granel cercle tClngent à deua: petits cercles donnés,

Soient P et P' les pôles des deux petits cereles, H et H' leurs rayons
sphériques, D Ia distance sphérique des denx póles P et P'. Nous suppo-
serons, pour fixer les idées, R> R'.

Le granrl cercle cherché X peut laisser les deux cercles R et R' dans
un même hérnisphere ou dans das hérnispheres opposés.

Dans le premicrcas (jig. 372), nous prendrons pour inconnue le põle Q
du grand cerele X, qui est dans le même hémisphére que les cercles R
et H'. Si A et A' sont les points ou le cercle X touche respectivement les
cercles H et H', le póle Q est à Ia fois sur les grands cercles PA et PA',
il est donc le troisiérne sornrnet d'un Lriangle sphérique QPP', dont on
connait deux sommets P et P' et les trois cõtés

PP'= D, PQ = QA- AP = I - R, P'Q = Q,\'- A'P'= 1- R',

Les conditions de possibilite sont (636, 640)

D < I - R + I - R' ou

I-H'<D+J-H ou

I - H < D + 1 - H' ou

D + I - R + 1 - H' < 4 ou

2- D> R+R',

D> H-H',

D>H.'-H,

D< 2+H+ U',

411
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Supprimant Ies deux: dernieres relaLions, qui sont satisfaites d'elles-
mêmes, puisque l'on a D<? et R' < R, il ne reste pIus que Ies condi-

tions
D> R - R' et ? - D> R + R'.

La premiêre exprime que Ia calotte R' n'est pas contenue dans Ia
calotte R. Quant à Ia seconde, comme ? - D est Ia distance sphérique
de P au symétrique de P', elIe signifíe que Ia calotte R et Ia calotte
symétrique de Ia calotte R' sont extéríeures l'une à l'autre.

Fig. 372.

Q

"//
./
I

I

I
I
I,

Dans le second cas (fig. 373), on voít, d'une maniere analogue , que
le põle Q du grand c.ereJe X qui se trouve dans le mêrne hémisphére
que le cercle R est le troisieme sommet d'un triangle sphérique QPP',
dont on ales deux: sommets P et P' et les longueurs D, I - R, I -f- R',
des trois côtés. Les conditions de possibilité sont

D> R + R' et 2 - D> R - R'.

Elles expriment que les calottes R et R' sont extérieures I'une à l'autre
et que Ia caloue R ne contient pas Ia calotte symétrique de Ia caloue R'.

IV. - Aire de Ia sphêre.

THÉOREME.

667. Lorsqu'une droite AB tourne autour d'un aa:e xl' situé
dans son plan, l'aire qu'elle engendre a pour mesure le produit
de Ia projection CD de cette droite sur taxe, par Ia circonfé-
rence dont le ral'on est Ia perpendiculaire 10 élevée au mi-

lieul de Ia droite ABjusqu'à Ia rencontre de l'axe xy(fig. 374).

Nous supposerons que Ia droite AB est située tout enuére
d'un même côté de l'axe xy. Quelles que soient alors les
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posi tions relatives de AR et de xy, l'aire engendrée par AR a
pour mesure (597)

(I) 21C. 1M.AB,

1M étant Ia perpendiculaire abaissée du point I SUl' xy.

Fig. 374.

fi p.

~
A u
I j

,t'~-'~\----~R J I I
I I

I 1 \ I " I I

_J : \. :
I ,

I II ,
I I,

lt C M o D y X A M o E -g a: C M D ~

Si Ia droite AB est parallele à xy, le théoréme proposé est
tout dérnontré ; sinon, il faut transformer l'expression (I). A
cet effet, menons AE parallele à xy jusqu'à Ia rencontre de Ia
projetante BD; les triangles ABE, IMO, sont semblables
comme ayant les cõtés respecLivement perpendiculaires, et
l'on a

1M 10
AE= AB' d'ou IM.AB=lO.AE.

L'expression (I) peut donc être remplacée par

'21C. IO. AE OU '21C. IO. CO,

ce qui démontre Ia proposition énoncée.
Dans Ie cas ou le point A est sítué sur l'axe xy, le raisonne-

ment subsiste j seulement Ia droite AE se confond avee J'axe.

COROLLAIIIE.

668. Remarquons que, dans les trois posltlons índiquées
sur Iafir;. 374, AR engendre l'aire d'un tronc, de cõne, d'un

. cõne ou d'un eylindre, dont sa projection sur l'axe xy repré-
sente Ia hauteur.

On peut donc dire que l'aire dun. quelconque de ces trois
corps est égale au produit de sq hauteur par la circonférence
ayatu pou/' rayon la p erpendiculaire élevée sur le milieu du
cote gt-nérateur et prolongée jusqu' à ia rencontre de cette
méme hauteur,

THÉOHEME.

669. L'aire engendrée 'par une ligne brisée réguliêre qui

tourne autour d'un diamêtre qui ne Ia traverse pas a pOUI"
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mesure le produit de la circonférence inscrite dans la ligne
brisée par ia projection de cette ligne sur l'axe choisi.

00 appelIe ligne brisée réguliere une ligne brisée, plane et
convexe, dont les côtés forment des angles égaux et sont
égnux. .

Une ligoe brisée réguliére jouit de toutes les propriétés d'un

polygone régulier: elle est ioseriptible et eircooscriptible au
cercle, elle a un eentre, uo rayon, uo apothêrne. Seulemenl,
l'angle au eentre d'une ligne brisée réguliêre n'est p3S, en gé-
néral, une parti e aliquote de quatro angles droits. On appelle
diamêtre dune ligne brlsée réguliére toute droite passant par

son eentre.
Pour inserire une ligne brisée r éguliere duns un are de

eerele, il suffit de diviser eet are eo partieségales et dejoindre
les points de division par des cordes,

Cela posé, soieot (jig. 375) O le eentre et 01 l'apotheme de
Ia ligne brisée rrguliere ARCO tournant
autour du diarnetre xy. L'aire engendrée
par eette ligne est Ia somme des aires
engendrées par les côtés AB, BC, CD,
dont le dernier est paralle!e à l'axe,
Ces côtés engendrent respeetivement les
aires eonvexes d'un cône, d'un trooe de
cône et d'uo cylindre, pour chacun des-
quels Ia prrpendieulaire élevée sur le
milieu du eôté générateur jusqu'à Ia ren-

contre de l'axe n'est autre ehose que l'apotheme 01 de Ia ligne
brisée réguliere. On peut dooe éerire (668)

aireAB =AR.eireOI.

aireBC = EF.cireOí,

aireCD =FG.circOL

Si l'on ajoute les égalités précédentes membre à membre,
00 a, eo meuant circ 01 en facteur cornrnun,

aireABCD = (AE + EF + FG).cireOI,

c'est-à-dlre
aireARCD = AG.cireOl.
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COROLLAll\E.

670. Cherchons, ca nme exercices, les aires engendrées par un demi-
polygone régulierd'un nombre pair de cõtés et par un demi-polygone
régulier d'un nombre impair de côtés,

Si l'on désigne par R le rayon du polygone et par r son apotheme, on
:J dans le premier cas, pour I'aire engenrlrée,

S = 2R.2rr7'= 4rrRI'.

Dans le sccond cas (fig. 376), le diametre xy de Ia ligne hrisée
réguliere passe par IIn sommet A et coupe le
côté opposé CD en son milieu , c'est-à-dire que Fig , 376•

AO est le rayon du polygone et OI son apotheme. B

L'aire engendrée par les deux côtés AB et BC a
pour expression (R + I').2rrl'. Le demi-côté CI
engendre un cercle de rayon CI. On a donc,
pour Ia surface cherchée,

S = (R + r). 2rr7' + rrCI2.

Mais le triangle rectangle OCI donne CI2 = R2- 7'2. En substituant

dans l'égalité précédente et en simplifiant, il vient

c'est-à-dire
S = 2rrR r + rrl'2+ rrR\

s= '7l"(R+ 1')2.

Les deux expressions qu'on vient de calculer conduiraient immédiate-
ment à l'expression de l'aire de Ia sphere, si l'on supposait les polygones
réguliers considérés remplacés par leurs circonférences limites : on
devrait, d~ns cette hypothese, faire r = R, et l'on trouverait S = 4 rrR2.

671. L'aire d'une zone sphérique a pour mesure le produit
de sa liauteur par ia circonférence d'un grand cercle,

On appelle zone Ia portion de Ia surface sphérique eomprise
entre deux eereles dont les plans sont
parallêles, Ces eereles sont les bases de Ia

zone, et Ia distanee de leurs plans est S3

hauteur. Alnsl, tandis que Ia demi-circon-
férence PABP' engendre une sphere en
tournant autour du diamêtre PP' (fig· 377),
l'arc AB d ~crit une zone dont les bases
sont les eereles AC et BO déerits par les

points A et B, et dont Ia hauteur est Ia projection CD de l'arc
AB SUl' l'axe PP'.

THÉOREME.

Flg. 377'
p
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Si l'un des plans eonsidérés devient tangent à Ia sphére, le
cercle eorrespondant se réduit à un point, et Ia zone, quí n'a
plus alors qu'une base, devient une calotte sphérique. Alnsl,

l'arc PA, en tournant autour de P P', engendre une calouo
sphérique dom le eercle AC est Ia base et dont PC est Ia hau-
teur.

Cela posé, l'aire d'une zone est, par définition, Ia limite
vers laquelJe tend l'aire engendrée par une Iigne brisée régu-
Iiere inscrite dans l'arc générateur de Ia zone, lorsque le
nombre des eôtés de ceue Iigne brisée crott indéfiníment.

Désignons alors par S l'aire de ,Ia zon e, par R sa hauteur et
par R le rayon de l'arc générateur, c'est-à-dire le rayon de Ia
sphere à laquelle Ia zone appartient ; soient de même s laire
engendrée par une ligne brisée réguliêre inscrite dans l'arc

générateur, et a l'apotheme de cette Iigne brisée. On a (639),
puisque Ia projection de Ia Iigne brísée sur l'axe est aussi égale
à R,

s=R.27ra.

Mais, lorsqu'on fait crottre indéfiniment le nombre des cõtés
de Ia ligne brisée, R reste invariable, s tend vers S, et a vers B..
On a done, à Ia limite,

COHOLLAIIIES,

672. Dans des sphêres égales, deu» zones sont entre elles
comme leurs hauteurs, et, par suíte, deu» zones de méme
hauteur sont équicalentes,

673. Corisidérons Ia calotte sphórique engendrée par l'arc AR
tournant autour du diametre AD (fig. 378). En vertu du théo-

XA C o lJ Y

reme précédent, l'aire de eette caloue a pour mesure

27r.AO.AC=7r.AD.AC ou (167) 7r.AH~

Donc, une calotte sphérique quelconque équivaut au cercle
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dont te rayon est égal à Ia corde de raro générateur de Ia
calotte,

THÉOREl\fE.

67ft.. L'aire de Ia sphêre a pour mesure le produit de son
diamêtre par Ia circonférence d'un grand cercle.

Car eette aire peut être eonsidérée eomme eeIle d'une zone
dont Ia hauteur est égale au dlamêtre de Ia sphêre. D'ailleurs,
le raisonnement fait pour Ia zone s'applique textuellement à
ce cas partieulier.

COROLLAIRES.

675. S étant l'aire d'une sphere de rayon R ou de diametre D,
on a

S = 2R.2nR = 4nR2=nD2.

E'aire de Ia sphêre est done égale à quatre grands cercles.
On peut dire eneore qu'elle équívaut à l'aire d'un cercle dont
le rayon serait égal au diametre de Ia sphêre. .

676. Les aires de deu» sphêres sont entre elles comme les
carrés des rayons ou des diamêtres,

677. Deu» triangles sphériques symétriques ABC, A'B'C',

sonl équioalents (fig· 379).

Prenons le põle P du petit eercle qui passerait par les points
A, B, C, et menons les ares de grand eerele
PA, PB, PC, qui sont égaux entre eux (615).
Traçons le dlamêtre POP' et les ares de grand
cercle P' A', P'B', P'C'. L'égalité des angles
POA, P'OA', entraine eelle des ares PA e1
P' A'; on voit de même que PB == P' B' et
PC = P'C'; par suiLe, eomme PA = PB=pe,
il faut qu'on ait P'A' = P' B' = P' C'. D'aprês
cela, les triangles PAB, P' A' B', sont symétriques et tsoceles:
ils sont done superposables, eomme les angles triedres cor-
respondants. De même, les triangles PAC, P' A' C', sont égaux
entre eux, ainsi que les triangles PBC, P' B' e'. Done, enfin,
le triangle ABC, somme de PAB, PAC et PBC, est équívaleni
au triangle A/B/C', somme de p' A/.B', P' A'C' etP' Ire'.

DE C. - COUIS. 11. 27

THÉOREME.

Fig.379·
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Si te pôle P tornbalt à l'extérieur du tríangle A fie, ee trianale

ne serait plus une somme, mais une différence,

THÉOl\EME.

678. Lorsqu'on. prend pour unité d'ang!e l'angle droit et
pour unité d'aire l'aire du triangle trirectan gle qui est le
huitiême de Ia surface sphérique (6'~G), uri fuseau a pour
mesure le do'uble du nombre qui mesure son angle.

00 appelle fuseau Ia portion de surface sphérique comprise

entre deu x demi-circonférences de grand cercle terminées au

même diarnetre. L'angle de ees deux derni-circonfér ences est

I'angle du fuseau.

Deua: [useau x , situés SUl' Ia méme spliêre ou SUl' des sphêres
égales, sont évídemment égau«, c'est-à-dire superposables,
lorsque leurs angles sont égausc,

Le rapport d'un fuseau à Ia surface sphérique est éga! aú
rapport de l'angle dufllseau à qualre nngles droits .

En elTet, sou (fig. 380) le fuseau APP'B, compris entre ies
. deux demi-eireonférenees PAP', PEP'. Du point P comrne

pôle, décrivons Ia eireonférenee de grand eerele ABC : l'arc AR
est Ia mesure de I'angle du fuseau (628).
Admettons qu'Il y ait une commune mesure

entre eet are et Ia eircon férence entiére dont

iI Iait partie, qu'on ait, pai' exernple,

Fig. 380..

I'

AB 2

eircOA = "iS'
P'

Si l'on divise alors Ia eireonférence OA en

quinze parties égales, l'are AE contierrdra deux de ses part íes.
Par le dlarnêtre PP' et chaeun des points de division obtenus,

faisons passer des plans. Nous déeomposerons ainsi Ia surface

sphérique en quinze fuseaux tous égaux entre eux eomme ayant

mêrne angle, et le fuseau APP'B eontiendra deux de ees Iu-
seaux, Son rapport à Ia surface sphérique sera done aussi égal

à 2,.. On pourra éerire, par eonséquent,
!:J

fusAPP'B AE AOB

surLspb. = cireOA = 4àr '

01 la rernarq ue énoncée est établle,
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LSi l'arc AR et Ia eireonférence ARC n'avaient pas de eommune
mesure, on emploierait le mode de démonstralion préeédem-
ment indiqué (105).]

Cela posé, deux fuseaux quelconques d'une mém e spliêre
sont entre eu» comme leurs angles, puisque, lorsque deux
proportions ont les mêmes eonséquents, leurs antécédents
forment proportion (t. 1, Arilhm., 391).

Soient done F et F' les nombres qui mesurent les deux
fuseaux eonsidérés, et A et A' Ies nombres qui mesurent leurs
angles, dans [e systeme d'unités adopté. On aura

Si I'on suppose alors A' = I, le fuseau correspondant, ayant

son angle droit, sera égal au quart de Ia sphére ou au double

du triangle trireetangle, et I'on aura F'= 2. La proportion ci-
dessus deviendra done

F A
-=-, d'oü F=2Ao
2 1

THÉOREME.

679. Lorsqu'on prend l'angle droit pour unité d'angle et le
triangle trirectangle paul' unité d'aire, l'aire d'un. triaugle
sphérique quelconque a pOUI' mesure Ia somme des nombres
qui mesurent ses angles, diminuée de 2.

Soit (fig. 381) le triangle sphérique ARC. Ce triangle se
trouve sur l'hémísphere limité par Ia círcon-

férenee à laquelle appartient le eôté AR.
Aehevons de mêrne les circonférences aux-
quetles appartiennent les deux autres 'cõtés

AC et nc.
Le triangle ABC, augmenté du triangle.BCA',

forme évidemment le .fuseau limité par les
, deux demi-cireonférences ACA', ARA', c'est-à-díre le fuseau

dont l'angle est l'angle A du triangle proposé.
Le triangle ABC, augmenté du triangle ACB', forme de même

[e Iuseau dont I'angle est l'angle B du triangle proposé.

Si l'on considere enfln [e triangle ARe, augmenté du
triangle A'CB', 011 voit qu'on peut remplacer le triangle A'CE'

Fig.381.
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par le triangle symétrique AC'B, qui lui est équívalent (677).

Par conséquent, Ia somme indiquée revient au fuseau limité
par Ies deux demi-circonférences CAC', CBC', c'est-à-díre au
fuseau dont l'angle est I'angIe C du triangle proposé,

On peut done éerire les égalités suivantes :

ABe + BCA' = fus A,

ARC + ACB' = fus B,

ABC + A'CB' = fusCo

La somme des premiers membres de ces trois égalítes équi-
V:JUt évidemment à Ia demi-sphere, plus deux fois Ie triangIe
ABC. Com me, dans Ie systeme adopté, Ia derni-sphere est me-
surée par Ie nombre 4, si I'on désigne par 5, A, B, C, les
nombres qui mesurent l'aire et les angles du triangle ABC, on
a flnalement, en se reportam à Ia mesure du fuseau (678),

4 + 2S = 2A + 23 + 2C,
d'ou

S =A + li +C-- 2.

scot.rss.

680. Soient R le rayon de Ia sphere évalué en Hletrc3, o l'aire
du triangle en metres carrés, et a, O, '/, les angIes de ce tríangle
évalués en degrés : 00 aura, en observant que le tríangle tri-

reetangle est égal au huilieme': 7rR2 de Ia sphêre,
2

o
B=-,

90

et, par suíte, en vertu de Ia reIation (,),

o: + 6 + Y - ,80 no
0"= 180 tt -.

681. Eu Analyse, 00, évalue généralemeot les angles en par-

tles du rayon (232); aIors l'angle droit r épond 11 ~, et, si I'on
2

désigoe par A', B', C', les angles du triangle évalués en parties

du rayon, 00 a

A=A' = 2A', B=2li', c= 2C'.
7r 7r 'ir rr
?
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et, par suíte,

A + B + C - 2 =~(A' +B' + C' - n},
'Ir

D'ailleurs, le rayon de Ia sphere étant I, I'aire du triangle tri-

rectangle est alors mesurée par ~, de sorte qu'on a, S' étant
2 .

le nombre qui mesure l'aire du triangle dans ce nouveau
systêrne d'unltés,

S' 2S's=-=-·
'Ir 'Ir

2

00 o cone eufln (679), à cause de Ia formule (I),

S'= A' +B' +C' -'Ir.

On donne à ce nombre abstrait A' + B' + C' - 'Ir le nom d' ex cês
sphérique du triang!e, et I'on peut dire alors que l'aire d'un
Iriangle sphérique a pour mesure son excês sphérique,

THÉOREME.

682. Lorsqu'on prend l'angle droit pour unité d'angle et le
triangle trirectangle pour unité d'aire, l'aire d'un. poly gone
sphérique de n côtés a pour mesure ia somme des nombres qui
mesurent ses angles, diminuée de '2 (n - 2),

On arrive à ce résultat en décomposant le polygone en
triangles à l'aide d'ares de grand cercle diagonaux issus d'un
même sommet, et en appliquant Ia formule (I) du n° 679 aux
(n - '2) triangles ainsi obtenus.

En se reportant au numero précédent, on voit ce qu'on
doit entendre par l'ez'cês sphérique du polygone proposé.

L'aire d'un. polygone sphérique convex e a pOlir mesure sori
ex cês sphérique;

V. - Volume de Ia sphêre.

THÉORl~ME.

6S3. Lorsqu'un. triangle tourne autour d'un axe situé dans
son plan et passant par l'un de ses sommets sans traverser sa
surface, il engendre un volume qui a pour mesure le produit
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de l'aire qr~e décrit le cõté opposé au sommet fixe, par le tiers
de Ia hauteur relative li ce côté, .

Soit le triangle ABC ayant son sommet A sur l'axe xy et AE
pour hauteur relative à ce sommet : nous distinguerons trois
cas:

Fig. 382. Fiff. 383.

A' B' C
r-----T-----
I ,
I I

I
I

i
A D B 'J

J
O Supposons l'un des côtés AB du triangle ABC confondu

avec l'axe xy. Suivant que Ia hauteur CO qui correspond
au côté AR tombe à l'intérieur (fig. 382) ou à I'extérieur
(fir<. 383) du triangle ARC, Ie volume engendré par ce ulanglo
est Ia summe ou Ia différence des cônes engendres par les
triangles rectangles ACD, BCO.

En même temps, le cylindre engendré par Ia rotation du
rectangle AB B' A', qui a mêrne base et même hauteur que le
triangle donné ABC, est Ia somme (.Iig. 382) ou Ia différence
(fig· 383) des cylindres engendres par Ia rotation des rec-
tangIes ADCA', BOCR', dont le rectangle ARB' A' est lui-mêrne
Ia somme ou Ia différenee. D'allleurs, le cône ACO est le tiers
du eylindre ADCA', et le eône BCD, le tiers du cylindre BOCB'
(579). Done, dans l'un et I'autre cas, le volume engendré par
le triangle ABC est le tiers du cylindre A BB' A', et l'on a

puisque les produits CO. AR et BC. AE représentent tous deux
le double de I'aire du triangle donné. Or, Tr.CO.BC exprime
(576) I'aire latérale du cône BCD ou J'air.e de Ia surfaee en-
gendrée par le cõté BC dans Ia rotation du triangle ABC. Par
suíte,

vol ABC = aire BC. A3
E
.

2° Supposons (fig. 384) que, le cõté AB du triangle n'ayant
plus que le sommet A SUl' !'axe xy, le côté BC prolongé vienne
rencontrer J'axe au point D.



fig, 385, Fifr' 386,
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I..e trian~;le ARe étant Ia différenee des triangles ACD, ABD,
le volume qu'il engendre est Ia différence des volumes engen-

..
drés par ees triangles. On a done (1°)

voIABC=(~ireDC - aire D'B]A3
E
= aireBC, A3Eo

3" Supposons enfln que, le côté AB du triangle n'ayant plus
que le sommet A sur I'axe xy, le eôté BC soit parallele à cet
fixe.

Le volume engendré par le triangle ABC est la somme
lfig. 385) ou Ia différenee (fig. 386) des volumes engendrés
p~lI' les triangles ARE, ACE. Or, Ie volume engendré par le

I '
I I
I I
I I

z~~C'--~A~----}.--y
:J. A C' B' !I

triangle ABE est les deux tlers du eylindre engendré par le
rectangle AJ;'BE, et le volume engendré par le triangle ACE,
les deux ue.s du cylindre engendré par le rectangle AC'CE
(581). Done, dans l'un et l'autre cas, le volume engendré par
le triangle ABC estIes deux tiers du cylíndre engendré par
le rectangle B'C'CB, somme (fig. 385) ou dífférence (figo 386)

des rectangles AB'BE, AC'CE, et I'on a encore

2--2 • AE
vo/AliC = :37rAE .DC= alreDC·3;

27r. AE.DC exprirue en effet l'air e latérale du cylindre engen-

dré par le rectangle B'C'CB ou l'alre de Ia surface décrile par
le côié BC de ee reetangle.
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THÉOREME.

G8;'. Le volume engendré par un secteur polygonal régulier
toumant autour d'un diamêtre extérieur à sa surface a pour
mesure le produit de l'aire que décrit la ligne brisée qui lui sert
de base, par (e tiers de l'apothême de cetle ligne brisée,

On appelle secteur polygonal réguLier Ia surface comprise
entre une ligne brisée réguliere et les.. "rayons qUI correspondent ases extre-
mités.

Soit !fig. 387) le secteur polygonal
régulier OABCD, tournant autour du
diametre xy. Décomposons ce secteur

;.:----~---'iTy en triangles, en joignant au centre O

les sommets de sa base ABCD, et appe-
lons a l'apotheme de cette base. Le volume engendré par
le secteur sera Ia somme des volumes engendrés par les
triangles qui le constituent. Or (683)

D'

D
t' .

A

volAOB = aireAB . i, .
volBOC = aire BC.~,

\'oICOO = aireCD· ~.

En ajoutant ces égalités membro à membre, iI vient

vúlOABCD = (aireAB + aireBC -1- aireCD) ~

ou

volOABCD = aireABCD .~.

GCOLIE.

685. Si l'on se reporte au nO670, on voit que les volumes engendres
par les demi-polygones réguliers considérés dans ce numéro ont pour
expressions, suivant que le nombre de cótés des polygones est pair ou
impair,

Ces deux expressions conduiraient immédialemenl à l'expression du
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volume de Ia sphere, si l'on supposait les polygones réguliers considérés
remplacés par leurs cercles limites: on devrait, dans cette hypothese,

faire r = fi, et J'on trouverait, pour le volume de Ia sphere, ~ 7r R3•.

THÉOREME.

686. Le volume d'un. secteur sphérique a pour mesure le
produit de l'aire de Ia zone qui lui sert de base, par le tiers
da rayon de Ia sphére,

Solem (fig. 388) x AB}' le demi-cercle générateur d'une
sphere et, dans ce demi-eerele, le see-
teu r AOB dont Ia projection de Ia base
AB sur xy est ab. Pendant que Ia demi-
círconf'érence x ABy engendre Ia sur-

face sphérique, I'are AB engendre une
zone (671), et les rayons OA et OB qui
lirnitent le secteur engendrent les surfaces latérales de deux
cônes de révolution ayant pour bases les cercles Aa et Bb.
La portion du volume de Ia sphêre eomprise entre les sur-
faces latérales de ces deux cônes et Ia zone AB est le secteur
sphérique correspondant au secieur cireulaire AOB.
- Un secieur sphérique est done le volume engendré par Ia

rotation d'un secteur circulaire autour d'un díamêu-e extérieur
à sa surfaee; Ia zone engendrée par l'arc du seeteur circulaire

est Ia base du secteur sphérique.
Cela posé, le volume d'un secteur sphérique est, par défínl-

tion, Ia limite des volumes engendrés par les secteurs poly-
gonaux réguliers inscrits dans le secteur circulaire correspon-
dant, quand on fait croltre indéfiniment le nombre des côtés

de Ieurs bases.
D'apres cela, soient (I le volume engendré par un secteur

polygonal régulier inscrit, s I'aire de Ia surface décrite par sa
base, a son apothéme , soient de mêrne V le volume du sec-

teur sphérique, S l'aire de Ia zone qui lui sert de base, R le
rayon de Ia sphére, On a (684)

Fig. 388.

.QJ
a: a O b y

Mais, lorsqu'on fait crottre indéflniment le nombre des cõtés
de Ia base du secteur polygonal, (I tend vers V, s vers S et a



GÉO:o1tTillE.

vers 11. On a done, à Ia limite,

fi
V=S.-_.~ 3

COnOLLAII:E.

687. Dans des sphêres égales, deux secteurs sphériques sont
entre eux comme les zones qui leur seroent de bases, et, par
suíte, deux secteurs sphériques dont les bases ont méme lututeur
sont équioalents,

THÉORE~fE.

688. Le volume de Ia sphêre a pour mesure le produit de
son aire par le tiers du ra)'on.

Car ce volume peut être eonsidéré eomme celui d'un sec-
ieur sphérique ayant pour seeteur .circulaire correspondant un
demi-eercle ou pour base l'aire de Ia surface sphérique elle-
même. D'ailleurs, le raisonnement fait pour le secteur sphé-
rique s'applique textuellement à ce cas particulier.

COROLLA IRES.

689. V étant le volume d'une sphere de rayon R ou de dia-
metre D, on a

690. Les volumes de deu» sphêres sont entre eu» comme
les cubes des rayons ou des diamêtres,

THÉOREi\fE.

691. L'atre d'une spliêre et les aires totales dcc cylindre
droit et da cône équilatéral cir-
conscrits à cette sphêre sont pro-
portionnelles aua: nombres 4, 6 et
9; les volumes de ces trois r:orps
sont proportionnels aua: mémes
nombres (fig. 389).

Fie-. 389.

s

Soíent le cercle OA, le carré et
le tríangle équilatéral circonscnts

Ft--B+-~-~~J:::~7;;-jGReDE et SFG. Pendant que le cercle

tournant autour de l'axe SA engen-
drera Ia sphére, Ie carré engendrera le cylindre circonscrít et
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le triangle équilatéral engendrem le cône équilatéral círcon-

scrit à Ia spherc,
Si l'on désigne par R le rayon 0--\, on a

alre surr.sph. = 4n1F.

La base du cylindre circonscrit étant égale à un grand cercle
de Ia sphere et sa hauteur étant le diamétre de Ia sphêre, son

aire totale est

On a dane
aíre tot.cyl. =6nIP.

Le cõté du eône clrconscrit, qui est celui du triangle équi-

latéral circonscrit au eerele OA, est égal à 2R J3; le rayon de
S3 base, mo itié du eôté du triangle équilatéral eireonscrit, est

égal à n ';3. On a done, pour l'aire total e du cône équllatéral
circonscri t,

et l'on peut écrirc

ai re tot. cone = ~)nIF.

Le théorêrne est done vérifié quant au x surfaces.

Le volume de Ia sphere est égal à ~nR3, celui du cylindrc

à 2nlP. La hauteur du cône, qui est celle du t.riangle équila·
téral circonscrit au cercle OA, est égale à 3 R; par suite,
son volume a pour expression 3nIP. Les volumes des trois

eorps sont done proportionnels aux nombres~, 2 et 3, e'est-

à-dire aux nombres 4,6 et 0, comme les aires totales corres-
pondantes,

caHOLLAII\Il.

692. Si I'on remarque que 6 est Ia moyenne proportionnelle
entre 4 et 9, on peut énoncer les proposluons suivantes :

L'aire totale d« cylindre droit circonscrit à ia sphêre est
moyenne proportionnelle entre l'aire de Ia sphêre et i'aire
totale du cône équilatéral circonscrit ; il en est de méme du

volume du crlindre droit circonscrit par rapport aux volumes
des deua: autres corps.
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Le théorérne du n° 691 n'est d'aílleurs qu'un cas particulier
d'un théorêrne plus général que naus allons établlr,

THÉOREME.

693. Les volumes des polyêdres circonscrits à Ia mém e
sphêre ou à des sphêres égales sont proportionnels aux aires
de ces mémes polyêdres,

Un polyedre est inscrit dans une sphere, lorsque tous ses
sornmets appartí ennent à Ia surface de cette sphere ; un
polyédre est circonscrit à une spherc, lorsque toutes ses faces
sont tangentes à cette sphêre. Dans le premí er cas, Ia sphere
est circonscrite au polyedre j dans le second cas, elle lui est
inseri te.

Cela posé, déeomposons les polyàdres eireonserits donnés

en pyramides, en prenant pour eentres de décomposition les
centres mêmes des spheres eonsidérées. Chaque polyedre
aura pour mesure de son volume son aire multipliée par le

-tlers du rayon de Ia spbere inseri te (566). En .désignant par
V et I' les volumes de deux quelconques des polyedr es,
par S et s leurs aires, par R le rayon cornmun des spheres, on
aura done

, R
V=S,-,

3
et, par suíte

V S
- ==-.
v s

THÉonE~IE,

6()~,.Le volume engetulré par un. segment circulaire tour-
nant aul our d'un diamêtre ex térieur à sa surface équioaut
au sixiême du c rlmdre qui a pour rayon Ia corde du segment
et pour hauteur Ia projection de cette corde SUl' taxe.

Le segment AmB (fig. 390) est Ia différence du secteur cir-
culaire AOB et du triangle ísocêle AOBj

Ia portion du volume de Ia sphere engen-
drée par Ia rotation de ee segment sera
dane égale à Ia différence des volumes
du secteur sphérique AOB et du triangle
tournant AOB.

, DF étant Ia projection de AB SUl' x.r et OJ Ia hauteur du

Fig. 390'

._,-~
jj D o F Y



On appelle segment sphérique Ia portion du volume de Ia
sphere comprise entre deux plans sécants paralléles. Les
cercles déterminés par ces plans paralleles sont les bases du
segrnent sphérique, etleur distance en estia hauteur.

Lorsqu'un des plans paralleles devient tangent à Ia sphere,
le cerele correspondant se réduit à un point, et I'on a un seg-
ment sphérique à une base.

Cela posé, si l'on se reporte à lafig. 391, on volt que, tandis
que le demi-cercle OA engendre Ia
sphere en tournant autour de son
diametre xy, le trapéze mixtiligne
DAmBF, obtenu en abaissant SUl'

l'axe les perpendiculaires AD et BF,
engendre un segment sphérique ayant

pour bases les cercles nA et FB et pour hauteur DF. Ce seg-
ment est donc Ia somme des volumes engendrés par le segmcnt

Fir,'. 391.

GÉOMÉTRIE:

triangle AOB, on aura (686, 671, 683, 667)

OA 2-2

S3Cl.sph.AOB=zoneAB·T='31tOA .DF.

01 2-2

vol AOI~= aireAB . '3 = '31t01 .DF.

Par suite,
2 (-2 -2)

volAmB = 31t~AO - 01 DF.

Le triangle rectangle OIA donnant

-2
-2 -2 -2 AB
OA - 01 =AI ="4'

il vient, en réduisant,

I -2

vol AmE =61t Ali .DF,

ce qui vérifie I'énoncé.

TUÉOREME.

695. Le volume d'un segment sphérique équivaut au volume
d'une sphêre ayant pour diametre Ia hauteur du segment,
augmenté de Ia demi-somme des volumes de deux cylindres
ayani pOUl' Iiauteur commune celle du segment et pour bases
respectives les bases du. segmento .

•

A~\'
~._---
[L D F U :/
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circula ire AmB et le trapéze rectangulaíre DABF. On a d'abord
(G04.)

Le trapeze DABF engendrant un tronc de cõne de révolution,
on a aussi (508)

volDABF =i7rJ)F(B17
2

+ Alf + BF .AD).

Par suite,

vOID'AmBF=~7rDF(AB2+ 2Bl + 2A02+ 2DF.AD).

D'ailleurs, Ia corde AB est liée à Ia hauteur DF et aux rayons
DF et AO des bases ÚU segment sphérique par Ia relation

-2 -2 -2 -2

AB=AE+BE=DF +(BF-AD)2

ou
_.) -2 -') -<'I

An-=DF + BF-+AO--2BF.AO.

-2

En substituant cette valeur de AB et: en simplifiant, il vient

ce qu'on peut écrire

•
\'o!DAmBF = -6111 DF

3

+ ~ (rr BF
2

.DF + rrAD2. nr),
. 2

de maniere à vérifier l'énoncé (689, 51~3).

Si le segment considéré n'a qu'une base, c'est-à-díre si

(fig. 391) le poiot D vient occuper l'une des extrémités du
díamétre xy, on a simplement

scoi.rs.

696. Quand le segment sphérique n'a qu'une base (fig. 391),

on peut exprimer son volume V en fonction de sa hauteur
DF = h et du rayon R de Ia sphêre, 00 a alors, d'aprés Ia for-
mule précédente,
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D'aiJleurs (167),

d'ou

--2

BF =h(2H-h),

ou, en simpliúant,

Tl-lÉOREME.

697. Le volume d'une pyramide sphérique a pour mesure
le produit de sa base par le tiers du rayon de Ia sphêre

Une pyramide sphérique est Ia portion du volume de Ia
sj here comprise entre les faces d'un angle potyedre dontle
sommet est au centre de Ia sphêre ; le polygone sphérique
correspondant à cet angle polyédre est Ia base de Ia pyramide.
Deux pyrarnides sphériques sont diless)'Inétriques Iorsqu'elles
ont pour bases des polygones sphér iques syméuiques.

Cn appelle onglet Ia porrion du volume de Ia sphere com-
prise entre deux derni-grands cercles PAP', PBP' (fig. 380); le
fuseau correspondanL est Ia base de I'onglet, et son angle est
J'angle de I'ong! et.

On démontre que:

10 Deux pyramides sphériques triangulaires symétriques
sonl équivalentes (677);

20 Lorsqu'on prend pOllr unité d'angle l'angle droit et pour
unité tle volume la pyramide trirectangle qui est le liuitiéme
dú volume de Ia sphere, un. onglet a pour mesure le double du
nombre qui mesure sori angle (678);

3" Dons le méme systême d'unités, le volume d'une pyramide
sphérique triangulaire a pour mesure le nombre A +B +C - 2,

A, B, C, étant les mesures des angles du triangle sphérique qui
ser! de base à Ia pyramide (679).

Il resulte de là que le rapport du volume d'une pyramide
spherique n-íangulaire à I'aire de sa base est rgal a u rapp ort
de ia pyramide sphérique trírectangle au lriangle trireclangle;
mais ce dernier rapport est égal à celui du volume de Ia sphére
à son aire, c'est-à-dire au tiers du rayon , Donc le volume
de Ia pyramide sphérique triangulaire est égal au produit de
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sa base par le tiers du rayon ; et ce théorêrne s'éiend à Ia
pyramide sphérique polygonale, en décomposant sa base er,
triangles,

VI. - Exercices et questions complémentaires.

THÉOREMB.

628. Le lieú geométrique des sommets C eles trianglcs sphériqucs COE,
ayant une base fixe DE et dans lesquels Ia rlifférence entre l'anglc ate

sommet C et ta somme O + E des angles à Ia base demeure constante,
est lUZ petit ccrcle passant par les points D et E (fig. 3çp).

Soient OCE un des triangles satisfaisant aux conditions de l'énoncé et
PIe pôle du petit cercle circonscrit à ce triangle; les

Fig. 392• trois triangles PCD, PDE, PEC, sont alors isocêles. 1',
en résulte immédiaternent, en se reportant aux nota-
tions de Ia figure,

(D + E) - C = '2(J.

Par conséquent, I'angle (J est constant et le triangle
isocele PDE est fixe, de sorte que Ia distance PC = 1)D

estelle-même constante. Le sommet C, dont on cherche
le lieu, est done toujours sur le petit cercle décrit du point P eomme póle
avee le rayon sphérique PD, ce qui justifie l'énoncé.

THÉORÉME.

699. Le liell géométlique des SOJ1/J1/etsC des triangles spliériques Alle,
arant une base fixe AB et 'me aire constante, est un petit cercle passam
par les points D et E, qui sont diaruetralement opposes aua: cxtrcmites B
et A de Ia base AB (fig· 39:").

Ce théorerne est une conséquence du précédent.

En effet, si I'aire du triangle ABC est constante, Ia fonction de ses
angles A -t- B + C - 2 est elle-même constante (679). Maisçsi I'on acheve
les demi-circonférences ACE, BCD, en considérant l'hémisphàra limité
par le grand cercle dont Ia base AB fait partie, on obtient un lriangle
CDE dans lequel on a, d'apres les fuseaux formés, A = 2 - E, B = 2 - D.
Par suíte, I'expression A + B + C - '2 revenant à C - (D + E) + 2,

l'expression (D + E) - C est elle-même constante, et l'on est précisément
ramené à Ia question du n° 698, puisque, Ia base AB étant fixe, il en
est de même de Ia base DE.

Le théoreme qu'on vient de démontrer est souvent désigné par le norr,
de son auteur, le géometre LEXELL.

On peul proposer sur Ia sphere un grand nombre de problemes inté-
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ressants, ou l'Algebre intervient utilemcnt. Nous alloíis en résoudre
quelques-uns par cette voie.

PROBLEME.

700. Inserire dans une sphére un cône dont i'aire conve.re soit équivu-
lente à cclle de Ia calotte spherique terminée au méme cercle (fig. 393).

Désignons par x Ia hauteur AS du cône et par R le rayon de Ia sphére.
La hauteur AD de Ia calotte sphérique aura pour expression :1R - x.

L'énoncé du probleme exige qu'on ait

1r.AB.SB = 2rrR(2R-x),

d'oü

Mais
AB2= x(2R - x) et SB2= 2Rx.

En substituant, il vient

:1Rx2(:1R - x) = 4H2 (2R - x)2,

d'oú, en supprimant le facteur commun 2R(:1R - x) et en écartant Ia
solution x = 2R, qui convient en ce sens que le cône et Ia caloue
cessent alors en même temps d'exister,

x2 = 2 R ( 2 R - x) .

Cette équation prouve immédiatement que l'inconnue x est le plus
grand segment du diarnetre di visé en moyenne et extrêrne raison (190).
Deux zones étant proportionnelles à leurs hauteurs, on voit que le plan de
Ia base du cône cherché partage aussi Ia surface de Ia sphere en moyenne
et extrêrne -raison.

Fig. 393.

D

PROBLEME.

701. Un cône equilateral etant inscrit dans une sphére, chercher entre
quelles limites peut »arier Ia rli.fJérence eles sections determinées dans ces
deux corps par un plan paraltéie à Ia base du cône (fig. 3g4). '

Le cône étant équílatéral , sa hauteur SH est 3 fi , et le rayon AH de sa
2

base, moitié du côté du triangle équilatéral inscrit dans le cercle qui

OE C. - Cours . 11. 2.8

433
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'engendre Ia sphere, est R ~3, R désignant le rayon de Ia sphêre donnée.

A une distance SII = a: du sommet S, menons un plan sécant parallele
à Ia base du cône. La section faite dans Ia sphere aura pour expression

-2 -2
,..MIl ; celle faite dans le cõne aura pour expression '!r.all . On a d'ail-
leurs, d'apres Ia figure,

c' est-à -dire
-~ .2-2

d'oú !.
ai =3·

La différence des deux sections est donc

tt .:1.,2

'!r.:C(2R - x)- -3-'

or. si on Ia désigne par D, on a Ia relation

(
2.1')D = 21r.x R - 3" .

Ceue diITérence s'annule pour x = o et pour x = ~~. En effet, dans
2

lu nrcmier cas, le plan sécant est tangent à Ia sphere au point S; dans Ia
serond, il se confond avec Ia base du cône. Entre ces deux valeurs égales
~ zéro, O doit nécessairernent passer par Ull mnaitnum, c'est-à-dire que,
le rayon de Ia section Iaite dans Ia sphere croissant d'abord, plus rapide-
rnent que le rayon de Ia section falte dans le cóne, D cornmence par
croitre 11 partir de zéro , pour diminuer ensuite et revenir à zéro.

I . d D 2X d' , 3XPour trouver e maximurn e , nous poserons -3 = X, ou x = -'.
:I

En substituant, il vient

D = 3T..y(R -y).

Le max irnum de D ne dépend que de celui du produit y( R - y), et, Ia
sornrne de ces deux facteurs étant égale à Ia constante R, leur produit est

maxirnurn lorsqu'on a r = ~(t. I, Alg.elém., 28';)), c'est-ã-dire ,r = ~;.
.2. 4

O est donc maximum lorsque le plan sécant passe par Je milieu de Ia

hauteur du cône SAB, et ceue valeur maximum de D est égaJe aux J de

l'aire d'un grand cercle. Lorsque le plan sécant passe par le centre de Ia

sphere, D est égal aux ide I'a~re ~'un grand cereja.



702. Couper une sphére par un plan de maniére que le segment sphâ-
rique determine par ce plan et te secteur spherique

ayant pour base Ia calotte qui termine le segment
soient dans un rapport donné (fig. 395).

Soient a: Ia hauteur AI du segment, c'est-à-dire Ia
dístance du plan sécant au point A, et R le rayon de
Ia sphere. Le volume du secteur a pour expression
23"" R2x; le volume du segment est représenté par

.i11" x2 (3 R - x). Si le rapport du secteur au segment est désigné par e,
-, .' q

on doit avoir

CÉOMÉTRrE.

PROBLEl\1E.

d'oü

Fig. 395.

435

En chassant les dénorninateurs, on arrive à l'équation du second degré

En divisant ses deux termes par p, on peut mettre cette valeur sous
Ia forme

et l'on en déduit

x=

Pour que Ia valeur de x soit réelle, il faut qu'on ait 9 - 8 ~ > o)

, . di P 8c est-a- Ire - > -.
q 9

Si l'on suppose !l. = I, il vient
fj ... .

. R(3'±I) .
x= ,

2.

c'est-à-dire
x'=2R et.xn=R.

Dans le premier cas, le segment et le secteur se confondent avec Ia 'sphere ;
dans le second, avec Ia moitié de Ia sphêre,
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Si l'on suppose e = 2, c'est-à-dire si le plan sécant divise le secteur
q

sphérique en deux parties équivalentes, on a

THÉOREME.

R(3±y'5)
x= •

').

La premiére valeur surpasse le diametre de Ia spl ere et doit être

rejetée. La seconde valeu r x = R (3 - V5) est seule admissible et repré-
2

sente le plus petit segrnent du rayon divisé en moyenne et extréme raison.

703. L'aire engendrée par une ligne plane quelconque, tournant atuour
d'un axe extérieur quelconque situé dans SOlI plrrn, a pour mesure le pro-
duit de sa longueur (22'1) par Ia circonference que décrit son centre des
moyennes distnnces,

Nous avons défini pr6cédemrnent( 86) le centre des moyennes distances
d'une série ele points donnés dans un plan. D'aprês ceue définition, on
entend par centre des moyennes distanccs d'une ligne plane quelconque
le centre qu'on obtient en considérant les points milieux des élémcnts

pgallx infinirnent petits dans lesquels on peut supposer que ceLte Iigne
a été divisée.

Cela posé, soient (fig. 3g6) Ia courbe planeAB de longueur L et l'axe.er.

Fi!:.3g6.

. p.

a~
Vi I: :

I : I I
I '" : I Z

~ : r :
I J I I
! " I

a; a' g' b' G' Y

Divisons cette eourbe en éléments égaux tels que ab, et représentons
par (7. I'ordonnée du milieu g de ab par rapport à xJ.

ab, étant infiniment petit, peut être regardé comme rectiligne (226); cet
élément, en tournant autour de I'axe, engendre ainsi l'aire d'un trone de
cóne, et eette aire a pour expression (1)97)

Si l'on désigne par S l'aire totale engendrée par Ia rotation complete de
Ia courbe AB, on peut dono poser

s= '2,{(b.21r7..



Mais, les éléments ab étant égaux entre eux, on peut faire sortir du
signe ~ le facteur 21<. ab et écri re

S = 21<.ab:f.a.

D'ailleurs, si n est le nombre des éléments ab et si Z est l'ordonnée du
centre G des moyennes distances de Ia courbe AB par rapport à xy, on a,
par définition,

Z= ~C(

n
ou ~a = nZ.

Il en résul te
S = n.ab.21<Z,

c'est-à-dire, puisque l'on a à Ia limite n iab = L,

S = L.27rZ.

Le cenlre G reçoit souvent le nom de centre de gravité de Ia courbe AB
(voir Ia Mécanique).

scot.rs.

704. Proposons-nous, comme application, de trouver Yexpression de
Paire engendres par une circonference de rayon r, tournant autour d'un
axe xy qui est situe dans son plan et qui ne Ia coupe pas.

Soit dIa distance d u cenlre de cette circonférence à l'axe xy. Le centre
d'une circonférence est évidemment le centre des moyennes distances de
ses élérnents égaux ou son centre de gravité , car, dans Ia recherche du
centre des moyennes distances, iI est clair qu'on peut remplacer plusieurs
points par leur centre particulier, et le centre qui correspond aux extré-
mités d'un diamétre quelronque est le centre même de Ia circonférence.
L'aire de Ia surface engendrée, qui est celle d'un tore, a done pour
expression

THÉOREME.

70~. Le volume engendre par une surjace plane quelconque tournant
autour d'iin axe exterieur situé dans son plan a pour mesura le produit
de Paire génératrice par Ia circonference que decrit son centre dcs
moyennes distances.

On entend par ccntre des moyennes distances d'une aire plane quel-
conque le centre qu'on obtient en considérant les centres des éléments
rectangulaires égaux infiniment petits dans lesquels on peut supposer
que Ia surface donnée a été divisée par deux séries de droites paralleles,
menées à angle droit.

Cela posé, soient (fig. 397) Ia surface AMB, dont l'aire est S, et l'axe xX.
Divisons cette surface en éléments rectangulaires égaux tels que abcd,
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donl le~ côtés soienl les uns paralleles, les autres perpendiculaires à .ry,
et représentons par IX Ia dístance du centre g du rectangle abcd à I'axe xy.

Fig.397·

M

1l

a[1]b
,G
I

A
,g I

C d I
I11 J IZ

L Ql! !
I :I ;I I
I I I

X ai g' b' G' Y

abcd, en tournant autour de l'axe, engendre IlD volume qui est Ia dif-
férence des deux cylindres décrits par les rectanglesaba'b', cda'b', Ce
volume a donc pour expression

(
-2 -2) aa -t- ca' I

n ab aa' - ca' = 21':ab . (aa' - ca ).
. 2

Mais aa' ~ ca' = ar, et le produit ab. ac exprime I'aire du rectangle abcd,
. ao' + ca'

De plus, on a évidernment = gg' = z ,
2

Le volume élémentaire engendré par abcd est donc égal à

abcd c-xn a,

Par suite, V étant le volume engendré par Ia rotation complete de Paire
totale S, on peut poser

V = ~abcd.o-r:«,

I

Mais, les éléments abcd étant supposés égaux entre eux, ou peut faíre
sortir du signe ~ le facteur 27r .abcd et écrire

V = '{.7r.abcd ~C(.

D'ailleurs, si n est le nombre des élérnents abcd et si Z est l'ordonnée
. du centre G des moyennes distances de Ia surface AMB par rapport à .xy,
on a, par défínition,

Z= LIX

n
ou ~CI.=nZ.

11en résulte
V = n.abcd.21':Z,

c'est-à-dire , puisqu'on a à Ia limite n.abcd = S,

V = S.27rZ.
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Le centre G reçoit souvent le nom de centre de graoué de ia surjace

AMB (voir Ia Mécanique ).

seoLIES.

706. Proposons-nous, comme application, de trouver le volume du tore.
En conservant les notations du n? 704, on a immédiaternent, pour l'expres-
sion de ce volume,

Le volume du tore est dono égal à son aire multipliée par le rayon du
cercle générateur.

707. Les deux propositions qui précedent constituent le theorême de
GULDIN.

Les anciens les connaissaient déjà, et on les trouve mentionnées dans
les collections de PAPPUS

_0--
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CHAPITRE V.

SIMILITUDE ET SYMÉTRIE DANS L'ESPACE.

1. - Des polyêdres semblables.

708. On donne te nom de polyedres semblables aux polyédres
qui ont leurs angles polyedres égaux et qui sont compris sous

un même nombre de faces semblables chacune à chacune,
L'égalité des anglespolyédres entralne évidemment l'éga-

lité des angles diédres homologues.
On appelIe homologues les éléments (faces, arêtes, diê-

dres, etc.) qui se correspondent dans deux polyêdres sem-
blables.

709. Les arétes homologues de deu» poly êdres semblables
sont proportionnelles.

Car les faces semblables de ces polyedres ayant le même
rapport de similitude, puisqu'une même arête appartient sur
chaque polyedre à deux faces adjacentes, le rapport de deux
arêtes homologues quelconques est consiant.

THÉOREME.

710. En coupant une pyramide par un plan parallêle à Ia
base, on determine une seconde pyramide semblable à Ia
premiêre.

Soit (fig. 398) Ia pyramide SABCDE, dans laquelIe un plan
paraIlêle à Ia base a déterminé Ia section FGHIK. Les' deux
pyramides SABCDE, SFGHIK, ont leurs faces semblables, car
Ies polygones ABCDE, FGHIK, sont semblables (556), et Ies
faces latérales SAB et SFG, SBC et SGH, ... , le sont aussi par
suite du parallélisme des côtés de ces deux polygones.
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Quant aux angles polyêdres, l'angle polyédre S est commun,
et deux angles tríédres homologues, teIs que A et F, som

Fig. 398.

s

n

égaux comme ayant un angle diedre commun compris entre
deux faces égales chacune à chacune et semblablement dis-
posées, savoir : l'angle di êdre SA commun, Ia face SAB égale
à Ia face SFG et Ia face SAE égale à Ia face SFK.

THÉOREME.

711. Deu» pyramides triangulaires sont semblables, lors-
qu' elles ont un angle diêdre égai compris entre deus: faces
semblables chacune à chacune et semblablement disposées.

Soient (fig. 399) les pyrarnides SABC, S' A' B' C', dans les-
quelles l'angle diedre SA est égal à I'angle díedre S' A', et Ies

F:g.399·

B'• B

faces SAB, SAC, semblables aux faces S' A' B', S' A' C', et sem-
blablement placées.

Portons Ia seconde pyramide sur Ia prerniêre, de maniêre

qu'elles aient même sommet et que Ies faces homologues de
leurs angles diedres égaux cotncident. Le triangle S' A'B' étant
semblable au triaogle SAB et le point A' tombant en D sur SA,
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S'B' se confondra avec SB, et lepolntB' vlendra en un pointE
tel, que DE soít parallele à AB. De même, le triangle S' A'e'"
étant sernblable au tríangle SAC, S' C' se confondra avee SC,
et le point C' viendra en un point F tel, que DF soít parallele
à AC. La base A' B' C' occupera done alors Ia position DEF, et
son plan sera parallel e au plan de Ia base ABC (lt.20). La pyra-
mide SDEF étant semblable à, Ia pyramide SABC (710), iI en
est de même de Ia pyramide S' A' B' C' qu'elle représente.

THÉOREME.

712. Deu» poly edres composés d'un méme nombre de
tétraêdres semblables chacun àchaclln et semblablement
disposés sont semblables.

Soient (fig. 400) OABD, OBCD, OCDE, ... , O'A'B'D',
O'B'C'D', O'C'D'E', .. " deux séries de tétraedres respectí-
vement semblables et semblablement disposés; le polyédre

Eíg. 400.

" o·

B

formé par les premiers tétraedres est semblable aupolyédre
formé par les seconds.

En elfet:
}o Les faces homologues. des deux polyêdres sont sem-

blables comme composées d'un même nombre de triangles
sernblables et semblablement disposés. Considérons, par
exemple, Ia face ABCD du premier polyêdre. Les triangles
ABD, BCD, qui Ia constituent, sont semblables aux triangles
A' B'D', B' C' D', c~mme faces homologues de tétraédres sem-
blables. De plus, les triangles ABD, BCD; étant dans un même
plan, les angles diêdres OBDA, OBDC, des deux tétraedres
OAB.D,OBCD, sont supplémentaires; il en est donc de même
des angles dledres homologues O' B' D' A', O' B' D' C', des
tétraédres semblables O' ,A'B' D', O' B' C' D'. Par suíte, les deux

triangles A' B'D', B' C' D', sont aussi dans un même plan,,, e1
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constituent sur le second polyédre une face A' R' C' D' sem-
blable à Ia face ABCO.

2° Les angles polyedres des deux polyedres sont égaux
comme ayant tous leurs éléments égaux et semblablement
disposés; car, les faces homologues des deux polyédres étant
semblables et semblablement disposées, leurs angles polyêdres

ont d'abord toutes leurs faces égales chacune à chacune et
semblablement disposées. De plus, les angles dlêdres homo-
logues de ces angles polyédres sont égaux, soit comme d iédres
homologues de deux tétraêdres semblahles , soit comme

somme d'angles diêdres égaux. L'angle diedre BCDE, par

exemple, formé par les deux faces ABCD, CDE, du premier
polyédre, est Ia somme des deux angles diedr es BCDO, ECOO,
qui apparriennent aux deux tétraédres OBCD, OCHE; el
I'angle diedre B' C' D' E', formé par les deux faces A' B' C' D',
C'D'E', du second polyêdre, est Ia somme des deux angles
diédres homologues B'C'D'O', E'C/O'O', qui appartiennent
aux deux tétraedres semblables 0' B' C' D', O' C' D' E'.

713. Réciproquement, deu» polredres semblables peuvent
étre décomposés en un méme nombre de tétraêdres semblables
et semblablement disposés.

Soit (fig. 401) un point O pris dans I'intérieur du premier
polyêdre , décomposons-le en tétraedres en prenant le poínt O

Fig. 401.

o

c

o'

~

'//

""A ------- C'

n-
B

pour centre de décomposition (566 l, er soit OABC l'un des
tétraédres obtenus. Les points A, B, C, ayant pour homo-
logues sur Ie second polyedre les points A', B', C', menons
un plan O' A' B' faisant au-dessus de A' B' C' un angle diedre
égal à celui que forme le plan AOB au-dessus de ABC, et, dans
ce plan 0' A' B/, construisons le triangle O' A' R' semblable au,

443-
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triangle OAB. En prenant le point O' pour centre de décom-
position, on décompose donc le second polyédre en tétraédres
qui correspondent à ceux du prernier polyédre, et il reste
seulement à prouver que ces tétraédres sont semblables deux
à deux.

Soit D un quatriéme sommet du premler polyédre, tel que
les deux triangles ABC, ARD, aient un côté commun et soient
situés sur Ia même face ou sur deux faces adjacentes. Com-
parons les deux tétraedres OABD, O' A' B' D'. Les faces OAB,
O' A' B', sontsemblables comme faces homologues des deux
tétraédres semblables OABC, O'A' B'C'; les faces ABO, A' B' D',
le sont aussi comme triangles homologues de deux faces sem-
blables des polyedres donnés. De plus, si les deux triangles
ARC, ABD, sont dans un même plan, les deux diedres OABD,
O'A'B'D', sont égaux comme suppléments des angles diédres
égaux OARC, O'A' R' C'; si les deux triangles ABC, ARD, ne
sont pas dans un même plan, les deux angles diédres OABD,
O'A' B' D', sont encere égaux comme différences dei; angles
diedres égaux, DABC et OABC d'une part, D' A' B' C' et O' A' E'C'
d'autre part. Dans les deux cas, les tétraédres OABD, O'A' B' D',

sont semblables (711).
La même démonstration s'appliquera de proche en proche,

ta similitude des deux tétraedres considérés en dernier lieu
permeura toujours de vérifier Ia sirnilitude des deux tétraêdres
suivants.

scot.is.

71ft.. Deux points O et O' rapportés à deux polyêdres sem-
blables sont dits homologues, lorsque, en joignant \'un d'eux O
aux sommets consécutifs A, B, C, de l'un des polyedres et
I'autre O' aux sommets homologues A' ,B', C', de l'autre po-
lyedre, on obtient deux tétraedres OABC, O'A'B'C', semblables
et semblablement dispo sés par rapport aux deux polyédres.

11 résulte de Ia démonstration précédente que deux point.s
homologues quelconques peuvent être pris pour centres de
décomposition de deux polyédres semblables, en tétraédres
serD'blabIes et semblablement disposés.

Si le point O est extérieur au premier polyédre, son homo-
logue O' est aussi extérieur au second polyedre ; il faut alors
considérer les deux polyédres com me cornposés de tétraêdres
additifs et de tétraêdres soustractífs.
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Si le point O coincide avec l'un des sommets A du premier

polyédre, son homologue 0' coincide avec le sommet A' du
second polyedre, et les diagonales homologues des deux
polyédres, relatives aux sommets A et A', se confondent avec
les arêtes latérales de leurs tétraedres homologues.

715. Deux droites rapportées à deux polyêdres semblables
sont dites homologues, lorsque leurs extrémités sont deux à
deux des points homologues. Telles sont, par exemple, les
diagonales relatives à des sommets homologues.

Le rapport de deux droites homologues quelconques est
égal au rapport de similitude des faces homologues des deux

polyedres.

Soient (fig. 402) ABCDE, A' B' C' D' E', deux faces horno-

D

E

logues quelconques des polyédres donnés, et FH, F'H', deux
droites homologues q uelconq ues. Formons les tétraedres
homologues FABC, F'A'B'C', HABC, R' A'B'C'. La similitude
de ces tétraedres entra1ne celle des tétraêdres FHAC, F' R' A' C'.

En effet, les faces FAC, BAC, sont respectivement semblables
aux faces F/A'C', H'A'C', et I'angle diedre FACH, ditférence
des angles diédres FACB, HACB, est égal à l'angle diédre
F' A' C' H', ditférence des angles diedr es égaux F' A'C' B' ,
H' A' C' B'. Les deux iétraedres FHAC, F' H' A' C', étan 1 sem-

blables, 00 a (709)
FH AC AC
F'H'= A'C'= A'B"

THÉOllEME.

716. Les volumes de deux tétraêdres SABC, S'A' B' C/, qui
ont un angle triêdre égal (S = S'), sont proportionnels aux
produits des arétes qui couiprennent les angles triédres égaux

(fi{; 403).

Les deu x tétraedres prcposés ayant un même angle tríedre,
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on peut toujours les supposer placés I'un' dans l'autre, comrne
l'Indique Ia figure, Faisons alors passer un plan par les som-

Fig·403.

(5.5')

Fig·404·

5

8

mets A, B', C. Les deux tétraédres B' A' C' S' et R' A CS, ayant
même hauteur, sont entre eux eomme leurs bases S' A' C', SAC,
qui ont un angle eommun. On peut done éerire (265)

B'A'C'R' S'A'C S'A'.S'C
R'ACS - SAC = SA.Se

De mêrne, les tétraedres CS'AB' el CSAB ont même hauteur et
sont entre eux eomme leurs bases S'AB', SAB, qui ont encore
un angle eommun. 11 en résulte

CS'AB' S'A R' S'A .S' R' S'B'
CSAR - SAR = SA.Sll = Sll-'

Multiplions alors membre à membre les éga!ités (I) et (2),
et simplifions le résultat en remarquant que les deux té-
traédres B' A CS et CS' A B' ne font qu'un, 11 vient alors, en
ehangeant sirnplement I'ordre des lettres dans les terrnes
du premier membre,

S'A'B'C
SABe

S'A' .S'B' .S'C'
S.-\.. SB .sc

THÉOUEME.

717. Le rapport des v~Úunes de deux polrêdres semblables
est égal au cube du rapport de similitude de leurs faces homo-
logues, ou deux polyé dres semblables sont entre eu» comme
les cubes des arétes homologues.

Soienl d'abord (fig. 404) deux tétraedres.semblables SABe,
SDEF, qu'on peut toujours supposer placés l'un dans l'autre,
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cornrne l'indique !li figure (711), de manlêre que leurs bases

ABC, DEF, soient paralléles.

On a alors à Ia fois (716, 709)

S!BC 'SA.SB.SC SA SE SC
S' A' H' C' - S' A' •S' H' . S' C' = S' A' . S' H' . S' C'

et
SA SH SC

S'A' =S'B' =S'C'
c'est-à-dire

-3

SAHÇ SA
S'A' H'C' = S'A?'

Soieht maintenant deux polyédres semblables P et P;. Le
rapport de similitude de leurs faces homologues sera (709)
celui de deux arêtes homologues quelconques AR et A'R'. Ces
deux polyêdres sont décomposables en un mêrne nombre de
tétraédres semhlahles et semblablement disposés (713), et le
rapport de similitude des faces homologues de deux tétraedres

homologues est égal (715) au rapport :!" Si le polyêdre P

est eomposé des tétraédres 1', 1'1' 1\, et le polyedre P' des
tétraedres homologues 1", 1"1'1"2' on aura done, d'aprés ee
qui precede,

et, par suíte, en appliquant un théorérne connu,

-3
1'+1',+'1'2,- AB

1', + '1". 'I" - -31+ 2 A'H'

-3

P AB
ou P' = A'B,a'

scor.re.

718. Les aires de deux polyêdres semblables sont propor-
tionnelles aux carrés de leurs arétes homologues.

719. De Ia relation démontrée (717), on déduit réeiproque-
ment

:!'= V:,·
Done, lorsqu'on veut amplifier ou réduire un polyedre

dans un rapport donné, Yéchelle à adopter pour amplifier ou
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réduire les arêtes de ce polyédre est égale à Ia racine cubique
du rapport donné. Par exemple, si le volume du nouveau
polyêdre doit être Ia milliême partie de celui du polyédre

donné, iI faut faire ses arêtes dix fois plus petites que les
arêtes homologues du polyêdre donné,

11. - Des figures homothéti!Ille9.

THÉOREME.

720. Si l'on. joint un point O quelconque aux sommets d 'un
polyêdre P, et si l'on prend sur les rayons uect eurs OA, OB,
OC, ... , des longueurs Oc, Ob, Oc, ... , telles qu'on. ait

OA OB OC
9a = Ub = Oc =... ,

le polyêdre P» qui a pour sommets les points a, b, c, "', est
semblable au polyêdre P (fig. 405).

Considérons Ia face ABCDE du polyedre donné et le point a.
Si I'on menait par le point a un plan pa-

rallele au plan ABCDE, ce plan couperait
en parties proportionnelles les arêtes
latérales de Ia pyramide OABCDE (556),
et passerait, par conséquent, parles som-
mets a, b, c, d, e. Ces sommets forment
donc, dans le polyedre p, une face abcde
semblable à Ia face ABCDE. Les faces
correspondantes des deux polyedres P
et p sont donc semblables.

Remarquons ensuite que, les arêtes
homologues des deux pclyedres étant,

d'aprés ce qu'on vient de dire, paralleles et dirigées dans le
même sens, les angles polyêdres homologues des deux po-
lyedres ont leurs faces égales et leurs angles diedres égaux
chacun à chacun (4.59); Ia disposition des parties égales étant
d'ailleurs Ia même dans les deux polyedres , ces angles po-
lyêdres sont égaux. Les polyêdres P et p sont, par suite, sem-
blables. .

Le point O est un centre de similitude directe,
Si les longueurs Oa, Ob, Oc, ... , sont portées sur les pro-

longements des rayons vecteurs OA, OB, OC, ... , on obtient

FiG. 405.
B

o
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un polyedre p', dont les faces sont encore semblables aux faces
eorrespondantes du polyédre P, mais dont les angles polyédres
sont symétriques (471) des angles polyédres du polyedre P, par
suite du parallélisme en sens inverse des arêtes homologues
des deux polyédres. Le point O est, dans ce cas, un centre de
similitude inoerse, .

Pour abréger, on donne lé nom d' homothétie à Ia simili-
tude de forme et de position qu'on vient d'examiner. Les deu x
polyêdres considérés sont dits homothétiques, le point O est
le oentre d'homothétie directe ou inverse, le rapport con-

stant °OAest le rapport de similitude ou d'/wmolMlie. En fai-
. a

sant varier ce rapport de o à -t- Cf) , on obtient tous les polyedres

directement ou inversement semblables à un polyedre donné

(12,136).

SCOLIES.

721. Ce qu'on vient de dire par rapport aux sommets d'un
polyédre peut évidemment s'appliquer à un systéme quel-

eonque de points.
Ainsi, d'une rnaniére générale, étant donné un systêrne de

points A, B, C, ... , sítués d'une maniêre queleonque dans l'es-
pace, si, sur les rayons SA, SB, se, ..., issus d'un point S pris
à voIonté, on prend à partir de ee point des segments SA', SB',
SC', ... , teIs que

SA' SB' se'
SA = 'SB = se = ... = Ir,

Ir étant un nombre queIeonque, on dit que le nouveau sys-
teme de points A', B', C', .. , est homothétique au systéme

primitif A, B, e, .... Suivant que le rapport Ir d'homothétie est
positif ou négatif, les points homologues teIs que A et A' sont
situés d'un même eôté ou de côtés différents par rapport au
cenlre S d'Iiomothétie, et Ies deux systémes A, B, C, ...•
A', B/, e', ... sont dits homothétiques directs ou homothétiques
inverses.

La définition de I'homothétie est done Ia même pour les
figures de l'espace et pour les figures planes (160).

Suivant que le systêrne proposé est formé de points isolés
ou se suceédant d'une maniére continue, le systérne homo-
thétique du systérne donné est lui-même formé de points

DE C. - Cours, 11. 29
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isolés ou se succédant d'une maniere continue, Les pro-
priétés précédentes s'étendent ainsi aux surfaces courbes.

722. Lorsqu'on transporte \'un des deux systemes horno-
thétiques parallelernent à lui-même, l'homothétie n'est évidern-
ment pas al.érée , .

Par canséquent, les extrémitJs de droites concourantes et
les extrémités d'autres droites eoncourantes respectioement
parallêles et proportionnelles aux premiêres forment deua:
systemes homothétiques.

L'homothétle des deux systêrnes est directe ou inverse,
suivant que les draites paralleles sont dirigées dans le même
sens 'Ouen sens cantraires.

De plus, si A et B sont deux paints du premier systême,
A' et B' les deux po ints hornothétiques du secand systeme,
les deux droites AB et A' B' sont paralleles, el leur rapport est
égal au rapport d'hamothétie des deux systémes, c'est-à-dire
qu'elles sant de même sens 'Oude sens contraíres, suivant que
l'homothétie est directe 'Ou inverse.

723. Les propriétés que naus allons énancer résultent im-
médiatement de ce qui précêde,

Lafigure hornothétique d'une droite est une droite parallêle
à Ia p remiére,

L 'angle de deu» droites est done égal à celui de Leurs
droites homothétiques, et une droite qui passe par te centre
d'homothétie est à elle-méme son homotliétique.

~a.figllre homothetique d'un plan est uri plan parallêle au
premie!'; car, si l'on considere dans le plan donné une droite
qui taurne autour d'un point A, dans chacune de ses posltions
cette droite ama paur homothétíque une droite parallele pas-
sant par un po int fixe 1\', homothétique de A. 11 resulte de là:
1° qu'un plan qui passe par te eentre d'homothétie est à lui-
ménie son homothétique , 2° que l'angle de deux plans esl
égaL à l'angle de leras homothétiques.

Les tangentes en deu» points homologues de deu» courbe;
homotliétiques sont parallêles, cornme limltes de sécantes
parallóles.

Deu» sphêres quelconques sont à Ia fois homothétiques
directes et homothétiques incerses (162); les deux centres
d'homothétie divisent harmoniquement ia Iigne des centres
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des deux sphêres; ces ceotres sont, en outre, les sommets des
deux côoes qu'on peut' circonscrire aux deux spheres.
Lorsque les deux sphéres sont tangentes, leur point de
cootact est un ceotre d'homothétie, directe si le contact est
intérieur, inverse si le contact est ecctérieur,

Comme un cercle peut toujours être coosidéré com mo .
l'Intersection de deux sphéres, Ia figure homothétique d'une
circonférenae par rapport à un point quelconque de l'espace
est une circonférence.

72"'. Deu» systêmes homothétiques à un troisiême sont
homothétiques entre euai, et les trais centres d'homothétie
sont sur une méme ligne droite, qu'on nomme aa:e d'homo-
thétie des trois systemes (16"').

Trois spheres considérées deux à deux ont trois centres
d'homothétle directe et trois centres d'homothétie inverse
(165). Elles ont donc quatre axes d'homothétie: un axe
d'homothétie directe, qui contient les trois centres d'homo-
thétie directe, et trois axes d'homothétie inoerse, qui ren-
fermeot chacuo deux centres d'homothétie ioverse et Ic
centre dírect qui répood au trolslême centre inverse. Ces
quatre axes d'homothétie sont ceux des trois cercles (165) que
l'on obtieot en coupant les trois sphéres par le pIa o qui passe
par leurs centres.

THÉORÉME.

725. Lorsque quatre systêmes P, P', P", P"', sont homothé-
tiques deuo: à deusa, leurs si» centres d'homothétie sont situés
dans un méme plano

Eo effet, solent respectivemeot 01> O2, 03, les centres
d'homothétie de P et P', de P et P", de P et P'''; le plan
010203 est à lui-rnême son homologue da os les systémes
P et P', puisqu'il contient leur centre 0\; il est aussi à lui-
même son homologue dans les systemes P et P", puisqu'il
contient leur centre O2, Donc ce même plao est encore à lui-
même son homologue dans les systemes P' et P" (72'.), et, par
suíte, iI contient leur centre d'homothétle, 00 prouverait de

• même que ce plan passe par les centres d'homothétie de p'
et P"', et de P" et P". 11 a reçu le nom .de plan d'Iiomothétie
des quatre systémes P, P', P", PIIf

•

726. Considérons en partículíer le cas de quatre spheres.
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Comme deux spheres sont à Ia fois homothétiques directes et
homothétiques inverses, on aura douze centres d'homothétie,
dont sia: directs et si» inoerses. II est aisé de voir qu'j] ya
huit plans d'homothétie. En effet, imaginons le tétraédre
dont les sommets sont Ies cemres dcs quatro sphéres ; sur
chaque face de ce tétraédre, j] y a six centres d'homothétie,
trois direets et trois inverses (724). Considérons l'un O des
six centres qui sont SUl' l'une des faces; ce point O appartient
à deux droites A et B, dont ehaeune passe par deux autres
centres de Ia mêrne face. D'ailleurs, ce mêrne point O est
commun à une autre face du tétraédre, et, par suíte, iI appar-

tlent egalement à deux autres droites C el D situées sur cette
seconde face. En combinant les deux droites A et B de Ia
premiére face avee les deux droites C er D de Ia seconde, on
obtient quatre plans AOC, AOD, BOC, BOD, dont chacun,
passam par einq eentres d'homothétie, renferme nécessaire-
ment le sixlerne centre correspondant. Ainsi, par chaque
centre O de Ia prerniere face passent quatre plans d'homo-
thétie : mais ehaeun de ees pIans est commun à trois centres
de eette même face. Done le nornbre total des plans d'homo-
thétie est égal à huit.

727. Deux figures de l'espace som semblables lorsque, par-
un déplacement convenable, on peut amener Ia seconde SUl'

l'une des homothétiques directes de Ia premiêre. Or, d'apres
le n° 724, pour avoir tous Ies systêrnes homothétiques à un
systêrne donné, il n'est pas nécessaire de faire varier le centre ,
j] suffit, en prenant un centre arbitraire, de faire varier k
de o à ÇfJ • Donc on obtiendra toutes les figures sem bIables
à une figure donnée en construlsant , avec un centre pris à
volonté, les surfaces homothétiques qui répondent à toutes
les valeurs du rapport é, depuis zéro jusqu'à l'infini.

Ainsi, deu» sphéres quelconques sont semblables (722).
Ia seule figure semblable à une surface conique est cette

surface conique elle-méme, car, si I'on prend le sornmet O
pour centre d'homothétie, l'homologue A' d'un point quel-
conque A de Ia surface conique proposée est situé sur Ia
génératrice OA (723).

Enfin, deu» surfaces cylindriques sont homotbétiques;
lorsque leurs génératrices sont parallêles et leurs directrices
deux courbes Iiomothétiques, car Ia figure hornothétíque d'une
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droite est une droite parallele. Par suite, les sections par un
méme plan de deux cylindres homothétiques sont deux courbes
homothétiques dontle eentre est à Ia rencontre du plan séeant
et de Ia parallêle aux génératriees menée par le centre d'ho-

mothétie des deux eylindres (723).

lU. - Des figures symétriques.

728. Deux points A et A' sont symétriques par rapport à un
centre O, lorsque ce eentre O est le milieu de Ia droite AA'

(fig. 406).

Deux points A et A' sont symétriques par rapport à un axe

xy (fig. 407) ou à un plan P (fig. 408), lorsque eet axe ou ce
plan est perpendiculaire au milieu de Ia droite AA'.

Deux figures sont symétriques par rapport à un centre, à un

FiS'·406. FiS'·408.

).' o A
.------ --.-- .•_._---------- .---------- -----_ ..•

6.' a A

y

axe OU à un plan, lorsque leurs points sont deux à deux symé-
triques par rapportà ce centre, à eet axe ou à ce plan. Les
points symétriques des deux figures sont dits homologues.

Deuxfigures symétriques par rapport à un aa:e sont égales,

ear une rotation de 1800autour de l'axe, imprimée à l'une des
deu x figures, amêne évidemment eette figure sur l'autre.

La symétrie par rapport à un axe n'offre done rien de parti-
culier. Aussi, dans Ia suíte de ce paragraphe, ne sera-t-il ques-
tion que de Ia symétrie relative à un point ou à un pIan.

THÉOREME.

729. Deu» figures F' et F", symétriques d'une mémefigure F
par rapport à deu» centres différents O' et O", sont égales

(fig. 4°9) (I).

(') BRAVAIS, Journal de Mat"ématiques, t. XIV.



454 GÉOMÉTIUE.

Soient A un point quelconque de Ia figure F, A' son homo-
logue dans Ia figure F' et A" son homologue dans Ia figure P'.
O' étant le milieu de AA' et O" le milieu de AA", Ia droite A' A"

Fig. 409.

p
A'

D C[''' ", O'

Á,k:~::r~_::,~,~

est paralléle à 0'0" et égaIe à 20'0". La figure F" n'est donc
que Ia figure F' lransportée parallêlement à Ia direction 0'0",
d'une quantité égale à 20'0".

COI\OLLAIRI!.

730. La position du centre de symétrie n'influe ni sur Ia .
forme ni même sur I'orientation de Ia figure symétrique d'une .
figure donnée.

THÉOREME.

731. Si deu» figures F et F" sont srmétriques par rapport
à un plan P, on peut toujours les placer de tellesorte qu'elles
soient symétriques par rapport à un centre O' pris à uolonté
.dans ce plan, et, réciproquement, si deu» figures F et F' sont
symétriques par rapport à un oentre O', on peut loujours les
placer de telle sorte qu'elles soient symétriques par rapport à

un plan quelconque P passanl par ce centre (fig. 409) (1).

I! suffit de faire tourner Ia figure FI! dans Ie premier cas, Ia
figure F' dans Ie second, de 1800 autour de Ia perpendiculaire
O' CB élevée en O' au plan P.

En effet, considérons une figure F, un pIan P et un point
quelconque O' de ce pIan; soient F' Ia figure symétrique de
F .par rapport au point O', et F".la figure symétrique de F par
rapport au plan P. Le théorerne direct et sa reciproque seront
démontrés à Ia fois, si I'on Iait voir que les figures F' et F"
sont symétriques par rapport à Ia perpendiculaire O'B élevée
en O' au plan P (728). Or,soient A, A', Ali, trois points horno-

t': BRAYAIS, Journal de Mathématiques, t, XIV.
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logues des figures F, F', F", et O" le point ou Ia droite AA"
rencontre le plan P. O' étant le milieu de AA' et O" le mílieu
de AA", Ia droite A'A" est paralléle à O' O" et, par suíte, per-
pendículaíre sur O'B. ])'ailleurs O'B, étant menée parallêle-
ment à AA" par le milieu de AA', passe par le milieu C de A'A".
Donc, enfln, les points A' et Ali sont symétriques par rapport

à Ia droite O'B.

COROLLAIRES.

732. Deux figures symétriques d'une même figure F, par
rapport à deux plans difl'érents P et Q, ne sont autre chose,
quant à Ia forme, que Ia figure symétrique de F par rapport à
un centre quelconque (729) j elles sont done superposables.
Mais leur orientatioa dans l'espace n'est pas Ia même, à moíns

que les pIans P et Q ne soient paralleles.

733. En résumé, si l'on fait abstraction de I'orientation pour
n'avoir égard qu'à Ia forme, on voit qu'unefigure F n'a qu'une
seulefigure symétrique. Toutes les figures obtenues en pre-
nant Ia figure symétrique de F par rapport à tel centre ou à
tel plan qu'on veut sont superposables.

scoi.m.

73ft.. TeIle propríété de deux figures symétriques (728) est

plus ou moins aísée à démontrer, suivant que l'on considere
Ia symétrie relative à un plan ou à un centre. Le théorerne
précédent (731) permet de choisir le mode de symétrie qui
facilite le pIus les raísonnements. C'est généralement Ia symé-
trie relative à un centre qui rend les démonstrations plus
simples, parce qu'en déplaçant le centre de symétrie, on
n'altêre pas même I'orientation de Ia figure symétrique (730).

D'ailleurs, deux figures symétriques par rapport à un centre
constituent, relativement à ce eentre, deux figures homothé-
tiques inverses dont le rapport d'homothétie oude similitude
est égal à - t. La proportionnalité se change done lei en éga-
Iité, saufce qui peut résulterde l'inversion, et ceue remarque
permet d'énoncer immédiatement, sans dérnonstratíon, les

propositions suivantes :

735. (a) La figure symétrique d'une ligne droite est une
ligne droi te.
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(b) La distance de deua: points est égale à celle de leurs
symélriques.

(c) L' angle de deu» droites. est égal.à l'angle de leurs symé-
triques.

(d) Lafigure symétrique d'un plan est un plano

(e) Lafigure symétrique d'un polygone plan est un poly-

gone égal au premier.

(f) L'angle de deu» plans est égal à l'angle de leurs symé-
triques.

(g) Deu» polyêdres symétriques ont: 1° leurs faces égqles
chacune à chacune [d'aprês e]; 2° leurs angles diédres homo-
Logues égaux [d'apres f]; 3° leurs angles polyêdres homo-
logues symétriques [d'apres le paralIélisme en sens contraíres

des arêtes homologues des deu x polyedres (ft.71, 720)J.

736. 11 importe de se figurer nettement Ia sltuation de deux

droites symétríques par rapport à un centre ou par rapport à
un plan,

sóu AB (fig. 410) une droite dont on veut Ia droíte symé-
trique par rapport à un centre donné O'. Prenons d'abord Ia

Fig. 410. Fig. 4)1.

;- o ~n

I I "

/ I '
I o' I

/ /n;------A' ;PRo~~'
" B

A"A

droite symétrique de AB par rapport à son milieu O : le point A

aura son symétrique en B et le point B son symétrique en A,

de sorte que Ia droite syrnétriq ue de AB, par rapport à son

milieu O pris pour centre, sera BA. Pour passer ensuite du

centre O au centre O', iI suffira (729) de faire décríre, aux

points A et B, des droítes BA' et AB' paralleles à 00' et

doubles de 00'. On trouve ainsiv pour symétrlque de AB, Ia

droite A' B' parallêle ri AB, de sens contraire, et située à Ia
méme dlstance du centre O' de symétrie.

Soit OA (fig. 4J1) une droite dont on veut Ia droite symé-

trique par rapport à un plan P qu'elle rencontre en O. En pre-

nant d'abord Ia droite symétrique de OA par rapport au point O,
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on trouve son prolongement 0;\', et il suffit (731) de faire
tourner 0;\' de 1800 autour de Ia perpendiculaire OB au
plan P pour avoir Ia droite OA" demandée. 00 voit que les
deux droites OA et OA", symétriques par rapport au plan P,
sont également inclinées de part et d'eutre de ce plan ,

qu'elles rencontrent d'ailleurs au méme point O.

737. Deux plans symétriques par rapport à un centre sont
évidernment paralléles et équidistants de ce centre.

Deux plans symétríques par rapport à un plan sont égale-
ment inclinés de part et d'autre de ce plan, qu'ils coupent
d'ai!leurs suivant Ia même droite.

THÉOBEME.

738. Deu» polyêdres symétriques P et P' sont équioalents,

Si I'on décompose le polyedre P en tétraédres, à chacun de
ces tétraedres répond un tétraedre symétriq ue, et I' ensemble
de ces tétraédres symétriques forme le polyédre P'. Deux

polyédres symétrlques P et P' étant d'apres cela composés
d'un même nornbre de tétraédres symétriques deux à deux,
il suffit de démontrer que deux tétraédres symétriques sont
équivalents.

01', soit (fig. 412) SABC un tétraédre quelconque. Formons

S'

son symétrique S A' B'C' par rapport au point S. Les trlangles
ABC, A'B'C', sont égaux (735), et leurs plans sont équidis-
tants du point S (737). Par suíte, les deux tétraêdres SABe,
SA'B'C', ayant des bases et des hauteurs égales, sont équiva-
lents.

La symétrie relalive à un plan fournirait dans ce cas une
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démonstration tout'aussí simple; car, comme Ia propriété dont
il s'agit concerne Ia grandeur et non Ia situation,on peut
prendre à volonté le plan de symétrie (732). Or, en construi-
sant (fig. 413) Ia-figure S' ABC symétrique de SABC par rap-
port au plan ARC, on voit que les deux tétraédres SABC,

S'ABC, ont même base ABC et des hauieurs égales SO el 8'0;
d'ou résulte leur équlvalence,

scotrs,

739. Les deux prismes dans lesquels un parallélipipêde esi
décomposé par un plan diagonal som évidemment symé-
triques par rapport au centre O du parallélipipêde (fig. 288).
C'est pourquoi ils ont même volume (521), bien qu'ils ne
soient pas en général superposables. On ne peut les faire
coruclder que lorsqu'Ils sont droits.
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CHAPITRE VI.

PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES POLYtmltES.

I. - Des polyédres convexes quelconques.

THÉOREME.

740. Dans tout poljédre conoexe, le nombre des arétes augmenté de 2

est égal aa nombre des faces augmcnte de cetui des sommets,

Soient A le nombre des arêtes, F celui des faces et S celui dés sornrnets
du polyedre proposé ; il faut démontrer l'égalité

A+2= F+S.

Considérons d'abord une surface polyédrale convexe oueerte, terminée
à une ligne brisée plane ou gauche. Si l'on conserve les notations précé-
dentes, les élémsnts analogues de cette surface satisferont à Ia relation

A+I=F+ S.

En etfet, cette formule est vraie dans le cas d'une seule face j cal', pour
Ull polygone, le nombre des arétes est égal à celui des sornmets. D'aprés
un mode de démonstration connu, il suffit donc de prouver que, Ia for-
mule étant vérifiée dans le cas de F faces, elle l'est encore dans le cas de
F + I faces.

Pour cela, modifions Ia ligne brisée qui termine Ia surface polyédrale
en ajoutant à celte surface un polygone ayant m côtés et!ll sommets. Cette
nouvelle face laissant toujours Ia surface ouverte, son contour ne pourra
co'incider entierement avec celui de Ia ligne terminale primitive j et, si elle
a avec ceue ligne p arêtes communes, elle aura avec elle p + I sommets
cornmuns. En désignant par F', A', S', les nombres de faces, d'arêtes et
de sommets de Ia nouvelle surface polyédrale, on aura donc

F'=F+I, A'=A+m-p, S'=S+m-(p+ I).
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Ces valeurs satisíaisant encore à Ia relation A + I = F -t- S, Ia généralité
de celte relation est établie,

Cela posé, revenons au cas d'un polyàdre convexe et à l'égalité (I). Pour
passer de ce polyedre à une surface polyédrale ouverte, il suffit d'en
enlever une face. Les nombres d'arêtes et de sommets ne seront pas
modifiés et resteront A et 8; mais le nombre des faces, diminué d'une
unité, deviendra F -I. En appliquant Ia relation trouvée à ces valeurs,
on aura dono

A +1 =(F -1)+8,
c'est-à-dire

A+ 2 = F+8.

Le remarquable théoreme exprimé par cette égalité a été découvert par

EULER. La démonstration qui précede appartient à l.AUCHY.

COROLLA,lRES.

741. Soient, dans le polyedre proposé, I le nombre des faces triangu-
laires, q le nombre des faces quadrangulaires, p eelui des iaces pentago-
nales, h, h', o, ••• , ceux des faces hexagonales, heptagonales, octogo-
nales, •... Chaque arêle étant commune à deux faces, on aura évidemment

(2) F = t + q + P + h -i- h' + o -r- ... ,

(3) 2A=3t+4q+5p+6!t+7!t'+8u+ ....

Soient T, Q, P, H, H', O, ... , les nombres d'angles triédres, tétraedres,
pentaéd res, hexaédres, ... , du polyédre proposé ; chaque arête unissant
deux sommets, on aura de même

(4) S = T + Q + H + H' + O + ... ,

(5) 2A=3T+4Q+5P+6H+7H'+80+ ..••

D'aprés I'égalité (3), le nombre des faces dont le nombre des côtés est
impair (c'est-à-dire le nombre t + P + !t'+ ... ) est toujourspair; d'apres
l'égalité (5), te nombre eles angles polyedres ou eles sommets dom le
nombre eles arétes est impair (c'est-à-dire le nombre T + P + H' + ... )
est toujours pairo

742. On peut exprimer F en fonction de T, Q, P, H, H', O, ... ; il suffit

d'éliminer 8 et A entre Ias relations (I), (4) et (5). On trouve

(6) 2F=4+T+2Q+3P+4H+5H'+60+ ....

De même, on peut exprimer S en fonction de t, q, p, 11,11', O, ••• ; il
suffit d'éliminer F et A entre les relations (1), (2) et (3). On trouve

(7) 2S=4+t+2q+3p+4h+5h'+60+ ....
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seOUE.

743. Si t'on conçoit Ia surface d'un poiyédre conorxe décomposé en
plusieurs portions, chaque portion étant une face seule ou le systéme de

plusieurs faces »oisines, le théoréme d' Euler a encore lieu entre le nombre
des portions dont il s'agit, le nombre eles arâes qui servent de limites à
ces mémes portions, et le nombre des sommets compris entre ces arétes.

En effet, que les droites qui terminent chaque portion soient ou non
dans un même plan, les nombres considérés ne varient pas. Or, dans Ia
premiere hypothàse, sans rien changer à ces mêmes nornhres, on pourrait
former un nouveau polyedre en substituant à chaque portion une face
plane terminée au même contour, et le théorême d'Euler serait applicable
à ce polyédre.

Toutes les formules que nous venons d'établir subsistent dans ce eas,
seulement, t est alors le nombre des portions de Ia surface terminées par
un eontour lriangulaire, q, p, ... , les nombres des portions dont le con-
tour est quadrangulaire, pentagonal, ete.

THÉOREME.

744. Dans tout polyédre conoexe, le nombre des faces triangalaires
augmenté de celui eles angles triédres, est au moins égal à hait,

En elfet, si dans Ia relation (1), qu'on peut écrire

4F+4S=4A+8,

on remplace F·par Ia valeur (2), S par Ia valeur (4), et 4A par Ia sommo
des valeurs (3) et (5), on trouve .

t + T = 8 +(p + P) + 2(h + lI) + 3 (h' + H')+ 4 (o + 0)+ ....

D'apres cela,·U n' existe aucun polyédre convea:e qui ne renjerme ni
face triangulaire, ni angle triédre,

THÉOREME.

740. 1° II n'existe aucun polyédre conoexe dont toutes les faces aient
plus de cinq côtés ; 2° il n'etciste aucun polyédre conoexe dont tous les
anglcs polyédres aient plus de cinq arétes,

En effet :
1° Si dans I'inégalité 2 A> 3S, qui resulte de Ia comparaison des rela-

tions ( 4) et (5), on remplaee A et S par les valeurs ( 3) et ( 7), on trouve
Ia formule

3t+2fj+P>I2+(h +20+ •.. ),

qui prouve que t, q et p ne peuvent être nuls à Ia fois.
'),0 Si dans l'inégalité 2A> 3F, qui résulte de Ia comparaison des
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relations (2.) et (3 l, on remplaee A et F par Ies valeurs (5) et (6), on
trouve Ia formule

3r + 2Q -t- P > 12+(H'+ 20+ ... ),

qui prouve que r, Q et P ne peuvent être nuls à Ia fois.

SCOLIE.

746. La symétrie de Ia formule d'Euler par rapport aux nombres Fel S
et Ia similitude des équations (2) et (4), (3) et (5), imposent aux rela-
tions qu'on peut en déduire une corrélation remarquable.

rHÉOREME.

747. Il ne peut exister que cinq espéces de polyédres conoeaies dom
fontes les faces aient le méme nombre n de côtés et dont tous les angles
polyédres aient le meme nombre m d'aráes,

En effet, .chaque arête appartcnant à deux faces et joignant deux
sommets, on a alors

2A = nF = mS.

L'élirnination de A et de S entre ees équations et Ia formule d'Euler
donne

F= 4m -,
2(m +n)- mn

Pour n = 3, cette relation devient

F-~ ..
-6-m'

et I'on ne peut donner alors à m que les valeurs 3, 4 E.!t 5, auxquelles
répondent respeetivernent les valeurs F = 4, F = 8,F = 2.0.,

Pour n = 4 ou n = 5, on a

F=~
4-m

4m
ou F = 3

10- m

On ne peut donner duns les deux eas à m que Ia valeur 3; et iI en résulte
F = 6 ou F = 12.

Pour n = 6, on a
F=_11_1_.,

3 - /ll

et l'on ne peut donner à m aueune valeur. 11en est de même a [ortiori
pour n > 6; ee résultat était d'avanee indiqué par le théoreme du n° 741$.

Il n'y a done que einq espêces de polyedres convexes dont toutes les
faces aient Ie même nombre de côtés et tous' les angles polyêdres le même
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nombre d'arêtes : ce sont le tétraedre, l'octaêdre et l'icosaedre à faces
triangles; l'hexaedre à faces quadrilatéres j le dodécaedre à faces pen-

tagones.

THÉOREME.

748. L'angle droit étant pris pour unite, Ia somme des angles de toutes
les Jaces d'un polyédre conoexe est égale à quatre fois le nombre des

sommets diminué de 2.

L'angle droit étant l'unité d'angle, on sait que, pour une face quelconque
de n cõtés, Ia somme des angles est un - 4. En désignant par n , n',
n", ., ., les nombres de côtés des dilférentes faces, on aura donc pour

tou tes les faces

l:.l. n - ~) -t- (2/1' - 4) + (21L" - 4) -1- •.••

Cette suite contiendra d'ailleurs F termos. La somme cherchée a donc
pour expression

2(11+ 1I'+ll" + ... )-4F.

Chaque côté appartenant à deux faces, Ia parentbese est égale à 2A, et

l'on obtient Ia formule

4(A-F) ou 4(S-2),

d'apres le théoreme d'Euler.

scoi.re.

749. On démontre que deu» polyédres convexes, compris sous un méme

nombre de Jaces égales, sont égau» ou symétrtques, suivant que les Jaces
égales sont ou non sembtabiement placées.

On démontre de même que deux polyédres conoexes, compris soas lUZ

meme nombre de Jaces semblables, sont sembiables ou que le second est
semblable à un troisiéme polyédre symétrique da premier, suivant que

les faces semblables sont ou non semblablernent placées.
Nous renverrons, pour le développement de ces pro~ositions, au Traité

de Géométrie par Eugene Ilouché et Ch. de Cornberousse, et nous ler-
minerons ce paragraphe par Ia résolution du probleme suivant, d'apres
LEGE!'\OIlE.

PROBLE~fE.

7ÕO. Cliercher le nombre de conditions necessaires pour determiner un
polyédre conccxe,

1° Le polyedre est d'une nature déterminée, c'est-à-dire que l'on connalt
pour ce polyêdre les nombres A, F, S, t, q, p, h, h', •.••

Prenons pour base une des faces du polyédre. Si elle a n côtés, il faut
2 n - 3 conditions pour Ia déterminer. 11 y a hors de ceue base S - n
sornmets. Pour déterminer un point dans I'espace, il faut trois conditions.
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3(F + 8 - 2)-(n + n'+ n"+ 12"'+ ... );

On aurait dono en tout a n - 3 + 3 (8 - n) ou 38- n - 3 ccnditíons.
Mais Ies somrnets qui répondent à une même face sont dans un même
plan , et trois points suffisent pour déterrniner un plan. Par conséquent,
pour tous Ies sommets d'une même face, en sus des troís premiers, iI ne
faut réellement que deux conditions. On doit donc diminuer 3 (8 - n) de
Ia somme i n' - 3)+ i n" - 3)+ (nl/l - 3) -t- •.. , en désignant par n',
n", nl/l, ... , les nombres de côtés des F - I faces qui restent en dehors
de Ia base choisie. Le nombre de conditions demandé est donc fínalement

mais (TtO, 741)

n -r- n' + n" -t- n" + ...= 2A et S + F - 2 = A.

Le nombre cherché se réduit donc à A. Ainsi, le nombre des donnees
neccssaires paur dcterminer un polyédre, dans les conditions indiquées,
est égal ou nombre de ses arétcs,

« Bemarquez cependant que Ies données dont il s'agit ne doivent pas
» étre prises au hasard parmi les lignes et les angles qui constituent les
» éIéments du polyedre ; car, quoiqu'on eút autant d'équations que d'in-
,) connues, iI pourrait se Iaire que certaines reIations entre les quantités
» connues rendissentle problerne indéterminé. Ainsi, il semblerait, d'aprês
» le théoreme qu'on vient de trouver, que Ia connaissance des arêtes
» seules suffit en général pour déterminer un polyedre ; mais il ya des
» cas ou cette connaissance n'est pas suffisante. Par exemple, étant donné
)) un prisme non trianguIaire quelconque, on pourra former une inflnité
» d'autres prismes qui auront des arétes égales et placées de Ia même ma-
l) niere. Car, des que Ia base a pIus de trois côtés, on peut, en conser-
» vant les côtés, changer les angles et donner ainsi à cette base une infi-
» nité de formes différentes ; on peut aussi changer Ia position de l'arête
» longitudinale du prisme par rapport au pIan de Ia base; enfín, on peut
» combiner ces deux changements l'un avec l'autre, et il en résultera
» toujours un prisma dont les arêtes ou cõtés n'auront pas changé. D'ou
» l'on voit que les arêtes seules ne suffísent pas dans ce cas pour déter-
» miner Ie polyedre. Les données qu'il convient de prendre sont celles
» qui ne laissent aucune indéterrnination (1). ))

2° La nature du polyédre n'est pas déterminée, et l'on connait seul e-
ment le nombre de ses sommets.

Prenons trois de ces sommets à volonté, en construisant un triangle ou
iI entre trois des éléments donnés. Si l'on considere ce triangIe comme
base, iI y a 8 - 3 sommets hors de cette base, et Ia détermination de
chacun d'eux exige trois conditions. Le nombre cherché est dono ici
3+3(8-3) ou 35-6.

(t) LEGENDRE, Éléments de Géometrie, 14' édition. Note VIII.
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SCOLIE.

71>1.Si un côté et A - I angles déterminent un polyedre de nature
donnée, un autre côté pris à volonté et les mêmes angles déterminent un
polyêdre semblable au premier. Donc, pour que deu» poiyédres de méme
nature soient semblables, il faut A - I conditions,

Si les deux polyêdres ne sont pas de nature déterminée, et s'ils ont
seulement le même nombre 8 d'angles polyedres, il faut 38 - 7 condi-
tions pour qu'ils soient semblables.

n. - Des polyêdres réguliers convexes.

7;-;2. Un polyédre régulier est un polyedre dont toutes les faces sont
des polygones régulíers égaux et dont tous les angles polyedres sont
égaux entre eux.

THÉOREME.

7;-;3. Il ne peut exister que cinq poljédres réguliers conoexes .

Cette proposition n'est qu'un cas particulier de celle du n° 747. On
peut d'ailleurs Ia démontrer directement en quelques mots.

La somme des faces d'un angle polyedre convexe devant être inférieure
à quatre angles droits (474), si les faces sont des triangles équiJatéraux,
on ne peut assembler autour d'un même point , pour former un angle
polyédre, que trois ou quatre ou cinq de ces triangles. On construit
ainsi : le tetraédre régulier, compris sous quatre triangles équilatéraux ;
Y octaédre régulier, compris sous huit triangles équilatéraux ; Yicosaédre

régulier, compris sous vingt triangles équilatéraux, Au delà, sia: triangles
équilatéraux assemblés autour d'un même point donnent six angles plans
dont Ia somme est égale à quatre angles droits; il n'y a: plus d'angle
polyedre : les six triangles se trouvent développés dans un même plan.

On ne peut employer les carrés et les pentagones régulíers qu'en les
assemblant par trois, puisque l'angle d'un carré est droit et que celui d'un
pentagone régulier est égal à ~-d'angle droit. On a ainsi Yhexaédre régu-
lier ou cube, compris sous six carrés égaux, et le dodácaédre régulier,
compris sous douze pentagones réguliers.

Aucun autre polyedre régulier convexe n'est possible, puisque, l'angle
d'un hexagone régulier étant égal à t d'angle droit, trois angles d'hexa-
gone régulier font en somme quatre angles droits.

Nous prouverons l'existence des cinq polyedres régulicrs éuoncés, en
montrant comment on peut effectuer leur construction.

PROBLEME. "

7;-;4. Construire un polyédre- regulier, connaissant son aréte,

La construction du tétraedre régulier (fig. 4(4) et celle du cube
(fig. 4(5) ne peuvent offrir aucune difficulté, d'apres ce qui a été dit aux

DE C. - COl/l'S. 11. ;0
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nO' õõ2 et 498. Nous ne nous occupons donc que de]' octaedre, du dodé-
caedre et de l'icosaêdre.

Fig. ~r4.

Octaédre réguiicr,

Prenons (fig. 416) un carré ABCDde côté a. Élevons en son centre °
une perpendiculaire indéfinie, et portons de part et d'autre du pointO, sur

Fig·4r6,

ceue perpendiculaire, une longueur égale au rayou JlI carré A3CD, c'est-

à-dire à a V2. En joigriant les points S et S' ainsi obtenus aux sommets
2

A, B, C, D, on forme un octaedre régulier SABCDS'. En e(fet, les huit
arêtes SA, SB, ... , S/D, sont égales entre elles et à

V ,2 2 V2a2 2a2
OS -t- OA = - + - = a.

4 4

Les huit faces du polyedre construit sont dono des triangles équilatéraux
égaux. De plus, les six angles polyedres sont égaux entre eux; car les
angles S et B, parexemple, sont les angles au sommet de deux pyramides



quadrangulaires régulieres SABCD, BASCS', évidemment superposables
comme ayant même base et même hauteur,

On peut résumer Ia construction de I'octaedre régulier on romarquant
que trois droites égales et perpendiculaires entre elles en leur milieu,
telles que AC, BD, SS', ont pour extrérnités les six sornmets d'un parei!

polyedre.

Dodecaêdre regulier.

Soit (.fig. 4 17) un pentagone régulier ABCDE de côté a. Prenons d'autres
pentagones réguliers de côté a. Avec deux de ces pentagones joints au
pentagone ABCDE, formons en A un angle triedre qui, ayant ses faces
égales, aura aussi ses angles diedres égaux. Les trois CÓLésBA, BC, BH,

déterrninent alors un angle triêdre B, égal à l'angle triêdre A, comme
ayant un angle diedre égal compris entre deu x faces égales entre elIes et
chacune 11 ehacune. On peut donc former à tons les sornmets du penta-
gone ABCDE des angles triedres égaux à A, en ernployant des pentagones
réguliers égaux à ce penlagone et disposés comme I' indique Ia figure. Le
pentagone AI3CDE est commun à tous les angIes triedres : le deuxieme, le
troisierne et le quatrieme triedre nécessitentl'addition d'un nouveau pon-
tagone ; le dernier angle triedre en E se trouve tout construit,

On obtient ainsi un assemblage de six pentagones réguliers égaux et
également inclinés. Cet assemblage constitue une surface polyédrale
ouverte, moitíé du dodécaedre, el les 'sommets du décagone gauche (1)

(I) Ce décagone est gaaclte; ear si les quatre points R, F, G, H, étaient dans
un méme plan, ec plan eontenant aussi le poiut A, il n'y aurai t plus d'anr:le
u-icdrc C11 A.
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FGHIKLMNPR qui Ia termine, correspondent successivement à un et à deux
pentagones. D'ailleurs, les angles de ce déragone sont égaux entre eux ;
en effet, Ies deux angles triedres en A et en F sont égaux, comme ayant
un diedre égal compris entre deux facas égales entre elles et chacune à
chacune. L'angle RFG est donc tlgal à I'angle EAB et, par suite, à I'angle
FGI:l. On peut alors faire tourner le polygone FGHIKLMNPR sur lui-mêrne,
en faisant passer le sommet F en G, le sommet G en H, etc., sans qu'il
cesse de co'incider avec sa premiere position.

Si l'on construit de Ia même maniere Ia seconde moitié du dodécaedre
et si on Ia retourne pour I'opposer à Ia premiere moitié , on pourra,
d'apres cela, rapprocher les deux calottes polyédrales et appliquer I'un
sur l'autre les décagones qui les lerminent, en établissant Ia ccmcidence
des sommets du premier, ou iI n'y a qu'lln pentagone, et des sommets du
second, qui eu réunissent deux, Comme les plans de ces pentagones ont
déjà entre eux l'inclinaison nécessaire pour composer un angle triêdre
égal à l'angle A, l'ensemble obtenu sera bien un dodécaedre régulicr
compris sous douze pentagones réguliers égaux formant vingt angles
triédres égaux,

Icosaédrc régulier.

Prenans (fig. 418) un pentagone régulier A13CDEde cóté a. Élevons en
son centre O une perpendiculaire, et, dans le plan déterrniné par le
rayon OA et celte perpendiculaire, décrivons du paint A comme centre,
avec a pour rayon, un are de cercle qui coupera Ia perpendiéulaire au

point S; car a est plus ~rand que OA = rt' /
5
+ Y5. L~S arêtes SA,V 10

SB, ... , SE, seront égales entre elles et à a. Par suite, Ia surface latérale
de Ia pyramide pentagonale SABCDE sera formée de cinq triangles équi-
latéraux égaux entre e'JX et é~alement inclinés, puisque les angles triedres
isoceles en A, B, ... , E, sont égaux entre eux, comme ayant leurs trois
faces-égales chacune-à chacune.

Cela posé, en chacun des sommets A et B du triangle SAB, plaçons
(comme l'indique Ia seconde figure) le .sommet d'une pyramide identique

_ 11 Ia premiere SA13CDE,de maniere que les deux nouvelles pyramidcs
ABSEFG, BASCHG, aient respectivement avec Ia prerniere les faces com-
munes ASB et ASE, BAS et BSC, et entre elles les faces communes AS13
et ABG. Nous aurons ainsi un assemblage de dix triangles équilatéraux
égaux et également inclinés.

Cet assemblage forme une surface polyédrale ouverte, moitié de l'ico-
Si edre, et les sommets de l'besagone gauche (1) CDEFGH qui Ia termine,

(') Le contour CDEFGH cst gauche ; car, si les quatre points C, D, E, F, étaient
dans un mêrrie plan, les deux p entago nes ABCDE, BSEFG, qui ont déjà dans
le plan CDE los sommets ti et E comrnuns, seraient tons denx dans ce même
plan, qui contiendrait le point A en même temps que les polo rs B, E, F; ce
qui est impossi hle, d'nprés ce qui precede.
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réunlssent successivement dcua: et trois triangles. D'ailleurs, les angles
de cet hexagone sont égaux : l'angle DEF, par exemple, est égal à l'angle
EFG, ear tous deux sont évidemment égaux à I'angle EAG. On peut done
taire tourner le polygone CDEFGH sur lui-même, en faisant passer le

Fig. 418•

.,c-----K---..:::,. C

G

somrnet C en H, 10 sornmet II en G, etc., sans qu'il cesse de corncider
avec sa prerniere position.

Si 1'0n construit de Ia mê'me maniere Ia seconde moitié de l'icosaedre
et si on Ia retourne pour l'opposer à Ia premiàre moitié, on pourra done
rapprocher les deux calottes polyédrales et appliquer l'un sur I'autre les
hexagones qui les Iimitent, en faisant correspondre les sornmets de l'un,
qui réunissent trais triangles, aux sommets de I'autre, qui en réunissent
deu», Comme les plaus de ces triangles ont déjà entre eux l'inclinaison
nécessaire pour constituer alors en chaque sornmet un angle polyêdre
égal à l'angle S, I'ensemble obtenu sera bien un icosaedre régulier compris
sous vingt triangles équilatéraux égaux, formant douze angles pentaedres
égaux.



scot.is,
'nF I1F

7~;). En ayant recours aux formules S = - et Â = - du n" 747, on
111 2

forme facilcment le Tableau suivant, qui renferme les nombres des élé-
ments des cinq polyédres réguJiers convexes, dont nous connaissons les
nombres de faces:

r--------- ---'-----.-._-_ ..__ .._---

F Il S no A

Tetraàd r e ré{llllier ... 4 3 4 3 6
Hexuédr e régu lier ... 6 IÍ 8 3 12

Octuédro rCljulier .... 8 3 6
,

12q

Dodécaédre r-égulier , 12 5 20 3 30
Icosaédre régulier .•. 20 3 12 5 30

Le nornbre des faces de l'hexaêdre et le nombre de côtés de ses faces
sont respectivement égaux au nombre des somrnets de l'octaedre et au
nombre d'arêtes de ses angles polyedres. Il en est de même reciproque-
ment pour l'octaedre comparé à l'hexaédre ; le nombre d'arétes reste le
même de part et d'autre. Les mémes condítions sont remplies par le
dodécaedre et l'icosaêdre. On peut donc regarder les polyedr es réguliers
convexas comme conjugues deux à deux; car le tétraedre régulier , ayant
autant de faces que de sommets, est conjugué à lui-mêrne.

TlIÉOR~:~IE.

7õ6. Tout potyédre regulier conve.xe est inscriptibte et circonscriptible
ti Ia sphére,

O'

Soient (fig. 419),dans le polyedre régulier considéré, deux faces adja-
centes ABCDE, ABC'D'E', dont O et O' sont les centres.

Les perpendiculaires OK et O'K au côté commun AB se couperont en
un même point K j les perpendiculaires OS et O'S aux deu x faces ABCDE,.
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ARC'D'E', lieux respcctifs dos points à égale distance de leurs sornrnets,
se couperont en un point 5, cal' elles sont situées dans le plan OKO', per-

pendiculaire à AB au point K. Les deux triangles rectangles K05, KO'5,
seront d'ailleurs égaux entre eux, puisqu'ils ont I'hypoténuse K5 com-
mune et le côté KO égal au côté KO' comme apothemes de deux polygonrs
réguliers égaux. L'angle OKO' mesurant I'inclinaison constànte de deux
faces adjacentes du polyédre, I'angle OK5, égal à I'angle 0'K5, sera Ia
moitié de cette inclinaison, et le triangle K05 sera, par suíte, constant
pour toutes les faces.

Si l'on considere une troísierne face O", contiguê à Ia face ABCDE par
le côté CD, dont le milieu est L, Ia perpendiculaire élevée à ceue face par
son centre O" coupera donc Ia droite OS au point S, de maniére que le
triangle LO"5 soit identique au triang!e KOS ou àson égal OL5.

En continuant de proche en proche, on voit que les ·perpendiculaires
élevées aux différentss faces du polyedre par leurs centres se coupent
mutuellement en un même point S, situé à Ia même distance de toutes les
faces et à Ia mêrne distance de tous les sornmets. ,

Il en résulie que Ia sphere de centre S et de rayon SA passe par tous
les sommets du polyedre régulier ou lui est circonscrite; Ia sphêrs de
même centre S et de rayon SO est tangente à toutes les faces du polyedre
en leurs centres ou lui est inscrite,

Le point S est le centre du polyêdre régulier ; SA est son rayan, SO
son apotliéme,

COROLlAII:ES.

7~7. Si I'on décompose un polyêdre régulier en pyramides en prenant
pour centre de décomposition le centre même du polyêdre, les pyramides
ol.tenues sont réguliéres : tOIU polyédre réglllier peut dane étre partagé
en atu ant de pyramides réguliéres qu'i! a de [aces,

Les faces latérales de ces pyramides, étant prolongées, décomposent
éviriemment Ia sphére inscrite ou cireonscrite en autant de polygones
sphériques réguliers égaux que le polyédre considéré a de faces.

Le volume d 'un polyédre r/gulier a pour mesure le produit de son alrc
par le tiers du rayon de Ia sphére inscrite (~66).

Deux polyédres réguliers de méme ordre étant nécessairement sem-
blahles, te rapport des c6tés, eles aires ou eles volumes de ccs polyetlres
cst aussi celui rles rayims, des carris ou des cubes eles rayons des sphéres
inscrites ou circonscrites,

758. Lcs centres des faces d'un polyédre régulier sont les sommets d'llll

ature potyédre regulier conjllgué du premier (fig. 420).

Soient A l'un des sommets du polyêdre donné et S le centre commun
des sphêres inscrite et circonscrite à ce polyedre. Désignons par O, O',
O", ... , les centres des faces réunies autour du point A. Ces points,
étant également distants des points S et A, sont situés dans un même
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plan perpendiculaire à SA en un point qui est le centre du cercle circon-
scrit au polygone 00'0" .... De plus, L étant le milieu du cótl\ 1\1$, le
triangle OLO' est constant, et le polygone inscrit 00'0" .. , ayant ses

D

H

côtés égaux, est régulier. Le polyedre formé en joignant les centres des
faces du polyedre proposé a donc déjà pour faces des polygones réguliers
égaux , et le nombre de ces polygones est égal à celui des sommets du
polyedre donné. 11 reste seulement à prouver que ces polygones sont
également inclinés, 01', si 1'0n considere les deux faces du nouveau
polyedre qui s'appuient SUl' le côté 00', I'angle diedrequ'elles comprennent
est le supplément de l'angle constant ASB des deux perpendiculaires SA
et SB à ces deux faces.

La réci proque de ce théorerne est évidente.
On voit qu'en appliquant Ia construction indiquée sous l'une ou sous

l'autre forme, le tétraedre régulier conduit à un nouveau tétraédre :
l'hexaedre régulier à un octaedre réguJier, et, réciproquement, le dodé-
caêdre régulier à un icosaedre régulier, et réciproquement : ce qui jus-
tine Ia dénomination de conjugues donnée à ces polyêdres (7:>~).

PROBLEME.

759. Un pol)'edre régulier convea:e étant donné, trouver : 1° Pincli-
naison de deux faces adjacentes; 2° les rayons des sphéres inscrite et
circonscrite (1).

1° Soient (fig. 421) S le centre de Ia sphere inscrite ou circonscrite,
AB le côté commun aux deux faces adjacentes dont les centres sont O et
O', L son milieu : l'angle OLO' mesure l'inclinaison cherchée I.

AB étant perpendiculaire au plan OLO', les plans OLO' et ASB sont

(1) La résolu tion de cette question exige Ia connaissance de formules de
Trigonométrie spherique, qu'on trouvera démontrées plus loin dans ce mêrne

volume. Mais nous avons cru devoir, à cause des résultats numériques que
ce problême fournit et qui complétent 13 théorie des polyêdres réguliers, le

maintenir à cette place.



perpendiculaires. Par suite, si du point S comme centre nous décrivons
une sphere, sa rencontre avec l'angle triêdre SAOL déterminera un
triangle sphérique aol, rectangle en i.

Fig.421..

B

O'

s

Soient, dans le polyêdre considéré, n le nombre de cõtés de chaque
face, /Il le nombre d'arêtes de chaque angle polyedre, On aura évidem-
ment

2.'7t" r.
angleaol = angleAOL = - =-

2.1/ 11

et

I O
2.rr rr

angleoal = ang e AL = - = -.
2.11I m

Le triangle sphérique rectangle aol do~ne d'ailleurs

cosoal = cosol.sinaol.

cosol= cosOSL = sinOLS = sin!.l,..
On a donc Ia formule générale

7r
cos-

sin:I=~.
2. • 7r

sm-
n

En l'appliquant aux différents polyedres réguliers convexes, on trouve
pour l'inclinaison I les valeurs suivantes :

Tétraêdre régulier .
Hexaed re régulier .
Octaêdre régulier .
Dodécaedre régulier .....•
Icosaedre régulier .

70°31'43",6
90°

109°2.8' 16",4
116°35'54",2.
138°11'2.2.",75

Les valeurs indiquées sont exactes pour l'hexaedre et I'icosaêdre,
approchées pour les trois autres polyedres. Les inclinaisons des faces du
tétraedre et de l'octaêdre régulier sont supplémentaires l'une de l'autre,



4?''l GÉOMÉTIUE.

2° Soient a le cóté du polygone donné, r son apothême, R son rayon.
Le triangle OLA donne .

OL = ALcot AOL= .:a cot:: •
2 II

Le triangle rectangle SOL donne à son tour

50 = OL tangOl.S,
c'est-à-dire

I 'Ir I
r = - n cot - tang - I.

2 II 2

Le triangle sphérique aol donne enfin

cosoa = cotaol.cotoal.

01'
. 50

cosoa = cos05A = 5A'

On a donc
5A
50 = tangnol. tangoal

ou
R 'Ir rr
-;.= tang;; tang~.

On en déduit
I 'Ir I

R = -a tang- tang- r.
2/112

En appliquant les formules (I) et (2) aux différents polyedres réguliers
convexes, on obtient les valeurs suivantes :

Tétraedre régulier . av6
r=--,

12

R = av'6.
4

R=a{3.
2

Hexaedre régulier ....•..
a

r= ;:,

Octaedre régulier ...•..•

Dodécaedre régulier .

Isocaedre régulier ...•...

scotrs,

760. Pour deux polyedres conjugués, les nombres n et m ne faisant que

s'échanger (7õõ), le rapport ~ demeure constant. Donc, si R est le même
r
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pour ces deux polyédres, r est aussi le même. En d'autres terrnes, si les
deux polyedres conjugués sont inscrits à une mérne sphere, ils sont aussi
circonscrits à urre mérne sphere, et réciproquement.

761. li nous resterait à parler des polyédres réguliers d'espece supé-
rieure, c'est-à-dire dos polyédrcs réguliers etoiles découverts par POINSOT:

mais nous renverrons SUl' ee sujet au TRAITÉ DE GÉmlÉTRJE par Eugene
Rouché et Ch. de Comberousse, ou il est présenté avec tous les dévelop- .
pements désirables, et ou les auteurs ont généralisé Ia formllle d'Éuler

et donné pour Ia premiare fois Ia représeutation graphique des nouveaux
polyedres,
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LIVRE SIXIEME.

truDE GtoMtrRIQUE DE QUELQUES COURBES

USUELLES.

--
I. - Propriétés fondamentales de I'ellipse.

762. L'ellipse est une courbe plane ielle, que Ia somrne
des distances de chacun de ses points à deux points fixes rle
son plan est égale à une longueur constante. Ainsi (fig· 422),
les deux points fixes étant F et F' et Ia longueur donnée
étant représentée par Ia droite AA'. on a pour toul point M de

relli pse
l\1F+ MF' = AA'.

D'aprés cela, pour décrire une ellipse d'un mouvement con-
tinu, on plante sur Ia feuille de dessin, en F et en F', deux

Fig. 422.

épingles qu'on enioure d'un fil saos fin (c'est-à-dire dont les
deux bouts sont réunis), auquel on donne Ia longueurtotale
FF' + AA'. On tend constamment ce fil à I'aide d'un crayon
que l'on fait mouvoir sur le papier jusqu'à ce qu'on soit ra-
mené au point de départ. La pointe du crayon trace évidern-
ment l'eJlipse demandée; car, pour une position quelconque
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M de cette pointe, on a

FF' + MF + MF' = FF' + AA' ou ftiF + MF' =AA'.

GtO~lÉTRIE.

Le procédé qu'on vient d'indiquer est surtout applicable
sur le terrain : 00 remplace alors les épingles par des piq uets, .
le fil par une corde et le crayon par un jalon. Nous mention-
nerons plus loin d'autres tracés bien préférables au poínt de
vue de I'exécution des épures.

763. Les points F et F' sont les foyers de l'ellipse, les
droites MF et MF' SOtl1 les rayons uecteurs du point M. La
lougueur constante AA' est ordinulremeut représentée par 2a.

La distance FF' ou distance focale est représentée par 2C.
L'exístence du triangle MFF' entratne alors Ia condition

2c<2a ou c<a.

Le rapporl:' est l' excentricité de l'ellipse, Cette exeentricité
. a

peut varier de o à I. Pour c = 0, elle est nulle, les foyers
se confondent et l'ellipse devient un cercle de rayon a. Pour
c = a, I'excentricité est égale à I, et l'ellipse se réduit à Ia
portion de droite FF' = z zz , Entre ces deux limites, I'ellipse
se rapproche d'autant plus de Ia droite FF' que son excentri-
clté est plus grande.

7(jiJ.. On peut aussi tracer l'ellipse par points.
En etTet, marquons (fig. 423) le milieu O de Ia distance focale

FF', et, de part et d'autre du point O, prenons OA= OA' = a;
puis; un poínt quelconque K SUl' AA'. Si, des poi nts F et F'
comrne centres. avec des rayons respectivement égaux à AK
et A'K, nous déerivons des ares de cercle, leurs points d'in-

tersection M et M' appartiendront à l'ellipse, puisqu'on aura

MF + MF'= M'F + M'F'=AK + A'K = 2a.
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La distance des centres FF' étant toujours moindre que Ia

somme a a des rayons, il suffit, pour I'intersection des deux

circonférences, que cette distance soít plus grande que Ia
différence des rayons, c'est-à-dire qu'on ait

La condition cherchée est donc AI\.> a - c ou AK> AI'.
D'ailleurs, on peut échanger les centres F et F' sans modi-

fiel' les rayons employés, de maniêre à obienir pour chaque

po int K quatre polnts M et 1\1/, N et N', de I'ellipse. Les li-

mires des positions du point K sont alors \'un des foyers F et

le point O. Tout cela resulte immédiatement de Ia symétrie de

l'équation de condition MF + 1\1F' = 2a par rapport aux deux

rayons vecteurs d'un même point.

Si le point K est en 0, les points correspondants de, \'ellipse

sont en B et en B' sur Ia perpendicuIaire élevée à Ia droite

FF' par son milieu. Si le point K est en F, les deux points
correspondants de l'ellipse sont en A et en A'. Le rayon vec-

teur minimum est AF ou a - c, le rayon vecteur maximum

est A' F ou a + c.

TllÉORiIME.

765. L'ellipse a: 1° pour axes, ia droite AA' qui passe par
ses deux foyers et Ia droit e BB' perpendiculaire au milieu de
Ia premtêre , 2° pOUI'centre, !'intersection de ces deux droites.

On appelle axe d'une eourbe ioute droite par rappori à·
laquelle les divers poínts de ceue courhe sont symétriques

deux à deux; 011 appelle centre d'une courbe tout point par

rapport auquel les divers points de ceue courbe sont syrné-

triques deux à deux (728).

1° Soit M un point de l'ellipse (fig. 424) ; on aura

MF + MF'=2a.

Supposons alors que le plan de Ia figure fasse une demi-révo-
Iutíon autour de AA/. Dans ce mouvement, les íoyers resten 1

fixes, le point M vient dans Ia posilion symétrlque MI> el,

comme le triangle MFF' ne se déforme pas, on a

1\11F + M1 F' = 2(1,

c'est-à-dire que le po int MI appartient à I'ellipse. Done, à tout
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point M de r'ellipse correspond un point Ml' symétrique de M
par rapport à AA'.

Si le plan de Ia figure fait de même une demi-révolution
autour de BB', les foyers ne font que s'éehanger, le. point M
vient dans Ia posiLion symétrique M2' et, eomme le triangle

[ .

MFF' ne se déformc pas, on a eneore

ee qui menu-e qu'à tout point M de I'ellipse eorrespond Ull

autre point M2 de Ia eourbe, symétrique de M par rapport
à BE'.

'}.o L'autre partie de Ia propositlon n'est qu'un cas particu-

Fig. 424. Fig. 4~5. Fig, 426.

M, B M Y~-- --;"1 M M

.> '\ I
~,-.'

/
/ 1\

/ I \
/

/
I '-_

A' t" o i F A P z
I
I
I

• N

D'
Mt.

Y'
1\1'

lier de ee théoreme plus général : Quand une courbe possêde
deu» axes rectan gulai res xx' et rr, leur intersect ion. O est
un centre de ia courbe (jig. 425).

Soieot M un point de Ia courbe, M' son symétrique par
rapport au point O, et N l'lntersecuon des paralleles menées
respeetivementaux deux axes par les points M et M'. L'égalité
des triangles rectangles MOP, OlW'P', donoe

MP=OP'=PN et M'P'=OP=P'N.

Le point N est done à Ia fois symétrique de M par rapport

à xx' et symétrique de M' par rapport à yy'. 01', le point ~
étant sur Ia courbe comme symétrique de M, le point M' en
fait aussi partie comme symétrique de N. Done, à tout point M
de Ia courbe eorrcspond un point M', symétrique de M par
rapport à O.

Il résulte de là que le milieu O de Ia distanee foeale FF' est

un centre de I'ellipse.
On peut d'ailleurs le démontrer directement comme il suit

(fig· 426).
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Soient 1\<1un point de I'ellipse et M' son symétrique par
rapport à O; menons les rayons vecteurs de ees points. Les
diagonales MM' et FF' se coupant mutuellement en partics
égales, le quadrilatere MFM'F' esl un parallélogramme, et le
point M' apparrient à I'ellipse en vertu de I'égalité des deux
contours FMF' et FM' F'.

COROLLAlRES.

766. On appelle longueurs des axes de l'ellipse les longueurs
AA' et BB' interceptées SUl' ces axes par Ia eourbc (fig. 423).
La longueur du premier axe AA' est done (764,) égale à 2 a,
Ia longueur du seeond BB' est représentée par 2 b,

La perpendiculaire BO (}ig. (123) étant moindre que I'oblique
BF = a, 011 a

AA' est dit alors le'grand axe et BB' le petit axe de I'cllipse.
Les extrérnités A et A', B et B', des deux axes sont appelées

les sommets de Ia courhe,
Le triangle rectangle BOF (fig. 423) donne a2 = b2 -i- c",

relatlon qui permet de déterminer I'une des trois quantités
a, b, c, lorsqu'on connalt les deux autres.

767. Quand on donne les longueurs a et b, il cst faeile de
déterminer graphiquemenl les foyers : on n'a qu'à déerire de
I'extrémité B du petit axe comme centre (fig. 423), avec UI1

rayon égal à a, UI1 are de eerele qui eoupe le grand axe aux
deux íoyers F et F'.

THÉORÉME.

768. Suivant qu'un point est intérieur ou extérieur à l'el-

lipse, la somme de ses distances altx deu» foyers est pias petite
ou plus grande que z a,

Soit d'abord (fig. 42:7) un point N intérieur à l'ellipse. Joi-
gnons ce point aux deux foyers, prolongeons F'N jusqu'à Ia
renconlre de Ia courbe en M, et menons MF. Un théorême
connu donne immédiatement .

NF + NF' <MF + MF' ou NF + NF'<2a.

Soit de même un point N' extérieur à J'ellipse. Joignons ce

DE C. - CO"1'8. [I. 3 I



point aux deux foycrs; N'F' coupant Ia courbe au point M,

A' F'

menons MF. En s'appuyant sur le même théoreme, on aura ici

N'F+N'F'>MF+MF' ou N'F+N'F'>2a.

COROLLAIRE.

769. Le théoreme précédent, rapproché de Ia définition de
l'ellipse, fournlt un critérium pour juger de Ia position d'un
point quelconque du plan de Ia courbe, par rapport à ceue
courbe supposée non tracée, Suioant que ia somme des dis-
tances d'un. point aux deu» foyers est supérieure, égale ou
inférieure à 2 a, ce point est 1101'S de Ia courbe, SUl' ia courbe
ou dans son intérieur.

THÉOHEME.

770. La tangente à l' ellipse fait des angles égaux aoec les

rayons uecteurs da point de contact, extérieurement à leur

angle.

Prenons surl'ellipse (fi~. 428) deux poínts voisins M et 1\1';
menons Ia sécanie MM'8 et les rayons vecieurs des deux polnts
Mel M'. Portons sur F' Mune longueur F'D = F' M' et sur
FM une longueur FC = FM'. Le segment MD represente alors
l'augmentation que subit le rayon vecteur mené du foyer F'
quand on passe du point Mau point M', el MC Ia diminution
que subit le rayon vecteur mené du foyer F quand on passe
du même point M au mêrne point M'; comme Ia somme des
rayons vecteurs d'un point de I'ellipse reste constante, MD est
égal à MC.

Cela posé, d'un point quelconque G de Ia sécante MM'8,
menons aux droites M'D et M'C des paralleles Gl et GH jus-
qu'à Ia rencontre des rayons veeteurs du point M. Le quadri-
latêre GHMI étant semblable au quadrilatere M'CMD (153),
l'égalíté de MD et de MC entratne celle de MI et de MH.
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Les droites GH et GI, étanl paralleles aux bases M' C et M'D
«és triangles lsocéles CFM', DF'M', sont perpendieulaires aux
bisseelrices de leurs angles au sommet. Mais, à mesure que le
point mobile M' se rapproche du point fixe M, Ia sécante MM'8
se rapproche de Ia tangente au point M. Les bissectrices des
angles CFM', DF'M', ayant alors pour limites les rayons vec-
teurs FM, F'M, du paint M, les droites GH et Gl ont elles-
mêmes pour limites les perpendiculaires abaissées du point G
sur ees rayons vecteurs. D'aílleurs, pendant ce mouvement,
l\1H varie en restam toujours égal à MI.

La tangente MT au point M (fig. 429) doit done être telle,
que si, d'un point quelconque G de cette droite, on abaisse
des perpendiculaires GH et GI sur les rayons vecteurs MF et
MF' du point M, on ait MH =MI. Les triangles rectangles
MGH, MGI, sont alors égaux, et iI en est de même des angles
GMH, GMI. La tangente à l'ellipse est dane bissectrice de
l'angle formé par l'un des rayons oecteurs du point de contact

et le prolongement de l'autre raron-

L'angle F' MT! étant l'opposé par le sommet de l'angle GMI,
Ies deux angles GMH ou FMT et F/MT1 sont égaux, ce qui vé-
rifle le premier énoneé du théorêrne,

COROLLAlH ES.

·771. La tangente à l'ellipse n'a qu'uu point commun avec

Ia courbe,

Abaissons du foyer F (fig. 430), sur Ia tangente MT au point
M, une perpendiculaire FK qui vient reneontrer en cple pro-
longement de F' M. La tangente étant bissectriee de l'angle
FM cp, l'égalité des triangles rectangles FMK, cpMK, donne
FK = cpK, c'est-à-dire que le point cpest le syméu-íque du

483

r
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foyer F par rapport à Ia tangente MI'. L'égalité des mêrnos
triangles donne MF = Mcp, CI, par suíte,

F/cp = MF + MF' = 2a.

D'ailleurs, Ia tangente étant perpendiculaire SUl' le milieu

Fi~. 430.

T

,/
/

/
/

/

~

, de Fcp, un point quelconque TIde ceue droite est équldlstant
de F et de cp. On a done, d'apres le triangle F'T,cp,

T,F + T, F' =1\ cp +T,F' ou l\F +TIF'> F/<;> = 2a,

Tous les points de Ia tangente MT, sauf le po int M, sont
done extérieurs à I'ellipse (769).

772. La tangente en un poínt d'une eourbe peut couper Ia
courbe en d'autres points; mais elle a néeessairement (96)'
avee Ia eourbe au moins un pcint commun de moíns que les
droítes qui en ont le plus. De ee qu'on vient de démontrer,

il résulte done qu'une droite ne peut reneontrer l'ellipse en
plus de deux points, c'est-à-dire que l'ellipse est une courbe
convea:e,

773. Si l'on méne au point M (jig. 429) une perpendicu-
laire MN à Ia tangente MT, Ies deux angles FMN, F/MN, som

égaux comme eompléments d'angles égaux. Done, Ia normale
à l' ellipse est bissectrice de l'angle [ormé par les rfl.yons uec-

teurs da point de contact,
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1.3 narmale en un sommet de l'ellipse se confond avec l'axe
correspondant, et Ia tangente est perpendiculaire à cet axe,
de sorte que Ia courbe est inscrite dans le rectangle construit
SUl' ses axes.

Les rayons vecteurs d'un paint de l'ellipse, Ia normal e et
Ia tangente en ce point déterminent SUl' une sécanie quel-
conque quatre points conjugués deux à deux (14.3).

scoi.rs.

774.. Les propriétés précédentes justifient Ia dénominati on
de foyer. L'angle dincldence et l'angle de réflexion étant
égaux , les rayons lumineux, sonores ou calorifiques, qui
partent de l'un des fayers F d'une ellipse, viennenl, en vertu
d'une loi physique et aprés leur réflexion sur Ia courbe, con-
verger à l'autre foyer F'.

TIlÉonEME.

775. Le Iieu des points sy-métriques qJ de l'un. desfoyers F
de l' ellipse par rapport aua: tangentes est un cercle décrit de

l'autre [oyer F' comme centre, avec Ia longueur 2a d« grand

aaie pour rayon (fig, 430).

Le premier alinéa du n° 771. renferme Ia démonstratlon de
ce théoreme,

On donne au cercle flep le nom de cercle directeur relatif

au foyer F. L'ellipse a deux cercles directeurs correspondant
à ses deux foyers.

scous.

776. Le lieu des points équidistants d'un cercle de centre F'
et d'un point F intérieur à ee cercle est une ellipse dont les
points F et F' sont les foyers et qui a pour cercle directeur
retatif aufoyer F' le cercle donné (fig. 430).

En effet, soit M un point du lieu. En le joignant aux deux
points F et F' et en prolongeant F'M jusqu'à sa rencontre q>
avec Ia circonférence donnée, on a par hypothése

MqJ =MF, d'oü MF + MF' =\',<p.

Pour construire le Heu, il sufflt évidemment de joindre le
poínt F à un point quelconque <p de Ia circonférence donnée
et d'élever une perpendiculaire TT, sur le miJieu K de Ia

485
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droite Fcp; ceue perpendieulaire eoupe le rayon F/ep en un
point M du lieu, et elle est Ia tangente en ce point (770).

Le eercle direeteur d'une ellipse peut dane servir à tracer
Ia courbe par points lorsqu'on connaít son Ioyer et son grand
axe. Ce nouveau proeédé est plus long que eelui indiqué au
11° 76l,., mais il a le grand avantage de donner en même temps

Ia tangente en ehaque point déterminé. On peut résumer cette
construction eomme iI suit: Si, d'un. point F pris à l'intérieur
d'un. cercle F' ep, on mime des droites aux dioers points de sa
circonférence, les perpendiculaires éleoées à ces droites par

Leurs milieux touclient ou envelop pent une elli pse, qui apour

foyers les points F et F' et pour grand axe le rayon F' cp.

THÉOREME.

777. Le lieu des projections des foyers d'une eLLipse SUl' ses
tangentes est Ia circonférence de cercle décrite sur Le grand
ax e comme diamêtre.

Soient (fig. 43r) F et F' les deux foyers, K Ia projectlon du
foyer F sur une tangente queleonque
T1\, et eple symétrique de F par rap-
port à cette tangente. Le côté F' ep
d u triangle FF/cp' étant égal à '2a

(771), Ia droite OK qui joint les mi-
lieux des deux autres cõtés est égale

à a. Le point K appartient done à Ia
eireonférence décrite SUl' le grand axe eomme diamétre.

Réeiproquement, tout point K de eette eireonférenee est Ia
projeetion de I'un des foyers F sur une tangente; car, si l'on
prolonge .FK d'une quantité Kep = FK, on a évidemment

Fig. 431.

);::f
,., o F

F'ep = 20K = 2a.

Par suite, le point cp appartient au cercle directeur relatif au

foyer F', et Ia perpendiculaire élevée sur Fep par son milieu K
est (776) une tangente à I'ellipse.

Le eercle 01( est dlt le cercle principal de l'ellipse.

scor.rs.

778. Si le sommet d'une équerre décrit le cercle principal

d'une eliipse; pendant que l'uti de ses côtés passe constam-
meu! par un foyer de Ia courbe, l'autre côté de i'équerre lui
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reste toujours tangent. C'est là UI1 nouveau moyen (776) d'oh-
tenir l'ellipse comme enveloppe de ses tangentes.

PROBLEME.

779. llfener une tangente à l'ellipse par un point donné,

1° Si le point donné M est sur Ia courbe, 011 le joint aux
deux foyers (fig. 429), et l'on méne Ia bisse ctrice de l'angle
FMI formé par l'un des rayons vecteurs MF et le prolonge-
ment MI de I'autre rayon MF' (770).

2° Si le point donnéP est extérieur à l'ellipse (fig. 432 ),
on remarque que Ia question serait résolue si l'on connais-
sait le symétrique <pde l'un des foyers F par rapport à Ia tan-
gente cherchée, car on aurait dês lors ceue tangente en abais-
sant de Pune perpendiculaire T1'1 sur F<pi Ia droite 1'1'1

T,

F'

I
I

I
I

I

/
/

couperait d'ailleurs F' <pau point de contact M (776). 01', le
point <pse trouve à Ia fois sur le cercle directeur relatif au
foyer F' (775) et sur le cercle de centre P et de rayon PF.

Ces deux cercles se coupent toujours quand le point P est
extérieur à l'elllpse, En eflet, PF' étant Ia distance des centres,
PF et 2a les deux rayons, le triangle PFF' donne

PF' <PF + FF' tI, afortiori, PF.'<PF + 2a.

Le poínt P étant extérieur à Ia courbe, on peut avo ir PF plus
grand ou plus petit que a a. Si PF est moindre que z rz, on a

Pl~+ PF'> 2 a" d'oü PI"> 2a - PF.
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Si PF est plus grand que 2a, le triangle PFF' permet de poser

PF'> PF - 1'1" el, afortiori, PF'> I'F - ua,

Aínsi, Ia construction précédente réussit toujours quand le
point P est extérieur à Ia courbe; et, comme les circonfé-
rences tracées se coupent en deux po.ints tp et tpl' iI ya deux
solutions.

COROLLAIRES.

780. Cherchons Ia condition pour que les deux tangentes
menées du' point P à I'ellipse soient à angle droit. c

Si les deux tangentes TTIJ TT'I' menées du point P, SOnL à
angle droit (fig. 433), comme elles sont respectivement per-
pendiculaires sur le milieu des droites Ftp, Ftpt, l'angle tpF<p,
de ces deux dr oites doit être lul-méme un angle droit. Cet
angle etant inscrit dans Ia circonfér ence PF, dont le centre est
P, Ia droite <PCPIest un diarnetre de cette circonférence, et P
cst le milieu de ce-díamétre.

Le lieu du point P est donc le lieu décrit par le milieu de
Ia corde ínierceptée daus le cercle directeur relatif au foyer F',
par un angle droit iournant autour de son sommet fixe F. Or,
si I'on joint le point P aux foyers F et F', on a Pcp= PF, et le
triangle rectangle F'Ptp donne alors

-2 "-2 -2 _'I -~

PF' +Pcp =1'1" + I'F =F'<:p =4a~.

La somme des carrés des dístances du polnt P aux points F
et F' étant constante, le lieu cherché est une circonférence
de cercle concentrique à l'ellipse et qui a pour rayon Ia mé-
diane OP du triangle PFF' (174.). Comme les sornmets du rec-
tangle construit sur les axes et círconscrtt à I'ellipse (773)
font nécessairement partie du lieu, le rayon OP est égal à Ia

demi -diagonale de ce rectangle, c' est-à-dire à va2 +b",

781. Les tangentes PM, PM', menées à l'ellipse par un point
extérieur P, font des angles égaux avec [I'1S droites qui vont

du point P aux deux foyers; Ia droite qui va du point P à

l'un des foyers est bissectrice de l'angte formé partes rayons

uecteurs qui vont de ce foyer aux deua: points de contact M

et M' (fig. 434).
Menons les deux cercles directeurs de l'ellipse. tp étant le
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symétrique de F par rapport à Ia tangente PM et cp' Ie symé-
trique de F' par rapport à Ia tangente PM', les deux triangles
PFcp' et PF'cp sont égaux comme ayant leurs trois côtés égaux

chacun àchacun, Les angles FPep' et F'Pcp sont donc égaux.
Si I'on enleve Ia partie commune FPF', les restes FPcp, F' Pcp',
sont égaux, ainsi que leurs moitiés MPF, M' PF'.

En second lieu, I'égalité des triangles PFq/, PF'cp, entratne
celle des angles PFcp', PcpF'. Mais, lesdeux triangles PMcp,
PMF, étant rgaux, I'angle PepF' est aussí égal à I'angle PFM,
et Ia droite PF estia bissectrice de I'angle MFM'.

PROBLEME.

782. Mener à l' ellipse une tangente parallêle à une droite
donnée.

Tout revient encore à trouver le point symétrique cp de I'un

Fie. 435. ~·ig. 436

D

._-~

o

--

des foyers F par rapport à Ia tangente cherchée. Or, ce point

489
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est à I'intersection du cercle directeur relatif au foyer F' (775)
et de Ia perpendlculaíre menée du foyer F sur Ia droite
donnée DD' (fig. 435). Ceue perpendiculaire coupe toujours
le cercle F' en deux points 'fi et 'fIl, puisque le point F est ín-
térieur à ce cerele. Les perpendiculaires TT! et T' T'. élevées
aux droites F'P et F'Pl par leurs milieux sont les tangentes
demandées, et leurs points de contact M et M' sont à leurs
rencontres respeetives avec les rayons F' 'fi et F' 'fI1 (776).

783. Les deu» points de contact, M et M', des deu» tangentes
parallêles TTj) T' T'., sont symétriques par rapport au centre O
de I' ellipse.

En effet, les triangles FM q>, FM' q>1' 'f F' 'fi> sont des triangles
lsocéles ayant tous un angle égal à Ia base j ils sont done
semblables et ont leurs cõtés paralléles. La figure MF M' F'
étant un parallélogramme s , Ia diagonale MM' passe par le
milieu °de 1a diagonale FF' et y est divisée en deux parlies
égales.

lnversement, les tangentes menées à l'ellipse en deu» points
symétriques par rapport au centre sont paralleles, car le
quadrilatere MFM/F' étant dans ce cas un parallélogramrne,
puisque ses diagonales se coupent en partíes égales, les
angles FMcp, FM''Pl ont leurs cõiés paralléles et sont égaux.1l
en est done de même de leurs moítíés (770) FMT, q>!M/T', ce

qui entratne le parallélisme des tangentes MT, M'T/, aux poínts
l\1 et M'.

784. La proprlété précédente appartíent d'ailleurs à toutes
les eourbes à centre, Dans toute courbe à centre, les tan-

gentes eti deu» points M et M' symétriques par rapport au
centre O sont parallêles, et par suíte équidistantes du centre,

En effet, si N (fig. 436) est un point de Ia eourbe voisin
de M, et N' son symétrique par rapport à 0, l'égalité des
triangles MON, M/ON', prouve le paralJélisme des eordes ou
sécantes MN, M'N', et leur égale dístance au eentre. Quand N
tend vers M, N' tend vers M/. Les deux séeantes tournent
done à Ia fois autour des points M et M', de manlére à devenir
ensemble tangentes, en restant toujours paralléles et équídi-
stantes du eentre.
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785. Les polnts K et K' (fig. 435) appartiennent au cercle
principal de I'ellipse (777). Les deux segrnents FK, FK', étant
alors ceux d'une corde quelconque de ce cercle passam par
le foyer F, leur produit est constam. On peut donc díre que te
produit des distances d'un foyer à deu» tangentes paralléles

est constant. Si J'on mime par le foyer F' Ia corde LU du cercle
principal qui est paralléle à KK', on a évldernment FK' = F' L.

On peut done dire aussi que le produit des distances des deu x
foyers à une méme tangente est constant; Si I'on veut con-
naltre ceue constante, il suffit de considérer Ia tangente à I'une
des exlrémités du petit axe, et 1'00 obuent immédiatement le
carré du demi-petlt axe ou b2 pour sa valeur ..

scot.is,

786, Les constructíons des nOS779 et 782 n'exigent pas que
Ia courbe soit tracée ; il faut seulement qu'elle soit définie
par ses deux foyers et Ia longueur du grand axe.

PROBLEME.

787. Étant donnés les foyers F et F' et te grand axe AA'
d'une ellipse, déterminer ses points de rencontre avec une

droite DD' (fig. 437).

Supposons -le probléme résolu, et détermioons le symé-

D

A' F'

trique <pdu foyer F par rapport à DD'. M étaot l'un des polnts
de rencootre de Ia drolte DO' avec l'ellipse, on aur~ M <p= MF.
Prolongeons F'M d'une loogueur MG = MF j F' G sera égal
à AA', et le point G apparliendra au cercle directeur relatíf au

foyer F', Le cerçle décrit du point M comme centre avec MF
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pour rayon passe done par les deux points F el 'fi et est tan-
gent au eerele direeleur F' G. La questlon est alnsi ramenée à

trouver le eentre M d 'u n eerele passant par deux poin ts
donnés F et cp et tangent à un cercle donné F' G. Nous avons
résolu ee problêrne (196,2°).

Comme le royer F est intérieur au eerele direeteur relatH
au royer F', il yaura évidemment deux solutions, une seul e
ou zéro, suivant que le point q> sera lui-même intérieur, com-

mun ou extérieur au eerc\e direeteur F' G. La droite DD' sera
done sécanle, tangente ou extérieure à I'ellipse, suivant les
mêrnes conditions,

COROLLAIHE.

788. Une droite ne pouvant renconfrer une ellipse en plus
de deux points, l'ellipse est une courbe convexe (772).

11, - De l'ellipse, considérée comme projection orthogonale
du cercle,

TlIÉOHEME.

789. IA projection orthogonale d'une circonjârence de ccrcle SUl' un
plan est une cllipsc,

Quel que soit le plan de projection,on peut toujours supposer qu'il

Fi,:. 438.

B'

passe par Ia centro du cercle, puisque les projectrons d'une même figure
sur deux plans paralleles sont égales ([-aS).

Soit dane AA' (fig. 438) le diamêtre suívant lequel le pIan de projec-
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~ion coupe Ie cercle donné. Le diametre DD' perpendiculaire à AA' a pour
projection Ia droite bb'; et ceue droite, d'aprés un théorerne eonnu (407),

est elle-méme perpendiculaire sur AA'. D'ailleurs, de" droites paralleles
ayant sur un même plan des projections paralleles et Ia projeetion du
milieu d'une droite étant le milieu de sa projection, Ia courbe projection
du cerele a nécessairement pour axes les droites AA' et bb'. Par suite,
si cette projection est une ellipse, son grand axe sera AA' et Ia dis-
tance de son centre O à l'un des foyers sera égale à 13ú (766). Portons
donc sur AA', de part et d'autre du point O, des longueurs

OF=OF'=Bb.

II reste à démontrer que Ia somme des rayons vecteurs m F et m F' d'un
point quelconque m de Ia projection obtenue est constante.

Le point m étant Ia projection du point l\I dont I'ordonnée par rapport
aux ases AA' et BB' est MP, Ia droite III P sera aussi perpendieulaire
sur AA'. Abaissons des points F et F', sur le diarnetre ~IM' qui répond au
point M, les perpendieulaires FG et F'G'. L'égalité des triangles rec-
tangles FOG, F'OG', donne à Ia fois GF = G'F' et OG = OG'; par suíte,
~lG' = GM'.

Cela posé, Ia similitude des triangles rectangles FOG, MOP, d'une
part, l\lP 11I, BOb, d'autre pari, donne

FG ~IP Mm
OF ou Db = 0,\1 ou UB = Bb'

et iI en résulte Mm = FG. Les triangles rectangles MmF, l\lGF, sont
alors égaux , et mF = !\IG.

Comme GF= G'F', les triangles rectangles MmF', MG'F', sont aussi
égaux, et l'on a

mF'= MG'= GM'.

La somme mF + mF', égale à Ia somme l\IG + UM', est donc bien égale
au diamêtre AA'; ce qui démontre Ie tbéoreme,

On voit que le grand axe de l'ellipse obtenue est toujours égal au dia-
metre du cerele donné. On a de plus, dans le triangle rectangle BbO
(voir Ia Trigonometrie [,

Ob = OB cosBOb

Si l'on désigne par 2a et ab les axes AA' et bb' de l'ellipse projeetion du
cercle, et par V l'angle de leurs plans, on aura done

b
b = a cos V et cos V = -.

a

COROLLAIRES.

790. L'ordonnée MP du cercle (fig. 438) étant représentée par Yet
l'ordonnée correspondante JJ/ P de l'ellipse par J-, le triangle rectangle
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b
J = Y cos V, c'est-à-dire y= - Y.

a

On passe dono du cercle principal d'une ellipse (777) à cette ellipse, en
diminuant toutes les ordonnées du cercle dans le rapport du petit axe au
grand axe. Cette remarque fournit un nouveau procédé pour décrire
I'ellipse par points.

Ou trace un cercIe sur chaeun des axes de I'ellipse comme dia-
rnêtre (fig. 439); un rayon queleonque eoupe ces cercles aux points T et

S. Si I'on mene alors l'ordonnée NP du point N et Ia parallele S1\I au
grand axe, l'intersection l\I de ces deux droites est un point de I'ellipse.
On a, en effet,

MP = g~NP, c'est-à-dire l\IP = ~NP.

791. On peut déduire de lã Ia réeiproque du théoreme précédent, La
projrction orthogonale d'une ellipse dom les axcs som 2 ti ct 2 b, sur un
plan passam par .I0R petit axe et jaisant aoec le plan de l'ellipsc /lIl

b
angle V tel que cos V = -, cst un cercle de diamétre 2 b, Car, si 1'0n

a
considere SUl' l'ellipse et sur le cerele 2 b (fig. 439) deux points 1\1et S
ayant Ia même ordonnée OQ, leurs abscisses x et X sont liées par Ia
relation

a: ON
X=OS' d'ot X bou = -x.

a

Pour passer de I'ellipse au cercle, iI faut donc diminuer les abseisses de
l'ellipse dans le rapport de b à a ou les multiplier par cos V j c'est-à-dire
que, pour que le cercle 2b devienne Ia projection orthogonale de I'ellipse
proposée sur son plan primitií, iI suffit de faire tourner cette ellipse de
I'angle V autour de I'axe BB'.·

L'ellipse peut donc être regardée comme provenant de Ia contraction
ou de Ia dilatation des cercles qui ont ses axes pour diametres,

Cette maniere de considérer Ia courbe conduit à des solutions simples
paul' un grand nombre de problemes.
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792. Si I'on ne suppose plus que le plan de projection passe par le
centre du cercle donné, le grand axe de sa projection elliptique, toujours
égal à son diametre, est Ia projection du diametre du cercle qui est paral-
lele au plan de projection. Cette remarque est utile dans les applications,

PROBLE~IE.

793. Mener à I'ellipse une tangente par un point donné.

1° Soit d'abord te point donné m situe SUl' Ia courbe,

Supposons le probléme résolu (fig. 440), et soit mT Ia tangente

Fig. 440.

B

ro

demandée. Dilatons toute Ia figure, perpendicnlairement à AA', dans le
rapport de OB à OA. L'ellipse deviendra le cercle AA', le point m devien-
dra le point M, le point T ne changera pas, et Ia droite MT sera Ia tan-

Fig. 44 r .

n,

r:

B'

gente au cercle principal. On déterrninera done réciproquement le point T
en construísant Ia tangenté en M au cercle principal, et, en traçam mT,
on aura Ia tangente à l'ellipse au point m.

2° Solt maintenant le point donné R extérieur à i'ellipse (fig. 441).
Supposons de méme le probléme résolu, et soient RmT, Rm'T', les

tangentes qui réponde!ll à Ia questiono Dilatons Ia figure, comme dans

495
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le premier caso L'ellipse deviendra le cercle AA', Ia droite RBK devien-
dra Ia droite B, K, et le point RI correspondant au point R, devant se
trouver à Ia fois sur l'ordonnée PR et sur Ia droite B,K, sera déterrniné.
On en déduira les tangentes R,MT, R, M'T', au cercle principal, et par
suile les tangentes RmT, Rm'T', à l'ellipse, dontles points de contactm
et m' se trouveront d'ailleurs sur les ordnnnées des points M et M'.

PiWBLEME.

791. Mener à l'cllipse une tangente paralléle à une droite donnée

(fig· 442).

Soit OD Ia droite donnée. En .suivant toujours le même procédé, on
considere Ia droite quelconque BK qui coupe OD au point N; à cette

Fig. 442 .

• T'

droite BK correspond Ia droite B,K qui rencontre en N, l'ordonnée GU
point N. La droite ON, D, est donc celle qui correspond à OD. On n'a alors
qu'à mener au cercle principal les tangentes MT, M'T,', paralleles à ON, D"
et à tracer, par les points T et T', des paralleles à OD qui sont les tan-
gentes demandées; leurs points de contact m et m' appartiennent aux
ordonnées des points M et M/.

79;;. Les constructions précédentes (793, 794) n'exigent pas que
l'ellipse soit tracée : il suflit que ses axes soient donnés.

PROBLEME.

796. Connaissant les-axes d'une ellipse, construire scs points d'intcr-
section aoec une droite donnee (fig. 443).

Soit DD' Ia droite donnée ; son point L ne changera pas dans Ia dilata-
tion de l'ellipse. La droite quelconque BK rencontrant DD' au point C et
devenant BI K, le poiut C devient CI' La droite L~ correspond donc à Ia
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droite DD', et, comme elle coupe Je cercJe principal aux points 1\1 et M',

A

fi'

ou n'a plus qu'à ramener ces points sur DD', par des perpendiculaires
à AA', pour avoir en m et en m'les points dernandés.

THÉOREME.

797. Tons les diamétrcs de I' ellipsc sont des lignes droites passant par
SOI1 crntre,

On entend par diamétre d'une courbe le lieu des milieux des cordes de
cctte courbe paralleles à une direction donnée. Dans le cercle, tout dia-
metre est une droite perpendiculaire au systeme de cordes qu'il divise en
deux parties égales (93) ou qui lui est conjugue,

Cela posé, tout systerne de cordes paralleles du cercle a pour projection
un systeme de cordes paralleles de I'ellipse projection du cercle, Les
milieux des cordes riu cerele étant sur un mêrne diarnetre , les projections
de ces rni\ieux ou les milieux des cordes correspondantes de l'ellipse sont
SUl' une rnérne droite, projection du diarnêtre du cercle, c'est-à-dire pas-
sant par le centre de I'ellipse. Le théorerne est donc démontré.

798. Réciproquement, toute droite passant par le centro de i'ellips«
est 1lI1 diametre de Ia courbe, car elle est Ia projection d'un eertain dia-
metre elu cerele dont l'ellipse est Ia projection. Les cordes conjuguées au
diarnstre de l'ellipse sont les projections des cordes conjuguées au dia-
metre correspondant du cercle.

COROLUIRES.

799. Deux diametres sont dits conjugues quand chacun d'eux fait
partie du systàme de cordes conjugue à l'autre. Dans-Ie cercle, deux
diarnetres conjugués sont perpendiculaires entre eux. Pour avoir des dia-
metres conjugues de l'ellipse projeetion du eerele, i] faut done 8rojeter
deux diamétres rcctangulaires du cerele; ehaeun eles diametrcs obtenus
en projection divisera alors en deux parties égales les eordes paralleles a
l'autre.

Les diamétres conjugues de l'ellipse jouissent d'importantes propriétés.
DE C. - Cours 11. 32
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800. La tangente à l'extrémité du diarnêtre du cercle, étant perpen-
diculaire à ce diametre, est parallêle au systéme de cordes qui lui est
conjugué. II en résulte que Ia tangente à l'extrémité it'un diamétre de
l'e/lipse cst floral/ele aa systéme de cordes conjuguâ à ce 'diametre.

801. Si l'on mene deux tangentes à un cercle par un point extérieur,
le diametre mené à leur point de concours est perpendiculaire sur le
milieu de Ia corde qui joint leurs points de contact, Par suíte, si i'on
méne a une ellipse deux tangentes par un point exterieur, le diarnétre ,

mené à leur point de concours passe par le milieu de Ia corde qui unit
lcurs points de cuntact.

THÉOREl\m.

802, L'nire de L'ellipse est Ia moyenne proportionnelle des aires des
cercles construits sur ses deu» axes comme diatuétres,

L'ellipse .donnée, dont les axes sont a a et 2 b, peut être regardée comme
Ia projection orthogonale d'un cercle de diarnetre 2a, dont le plan fait

avec celui de l'ellipse un angle V, tel que cos V = ~ (789). D'apres un
a

théoreme connu (voirla Triganométrie), on obtiendra alors I'aire de I'ellipse
en multipliant I'aire du cercle par cos V. On trouve ainsi, pour l'expres-
sion de cette aire,

at ab, c'est-à-dire Vr.a'. 7<Ú'.

TIlÉORlDIE.

803. Lorsque les extremités d'une droite AB de longueur constante
~lissellt SUl' deu» droitcs rectangulaircs Ox et Oy, un point quelconque
M de cctte droite décrit une ellipse dont les axcs sont dirigés ..suioant Ox

ct Oy, et ont palll' dcmi-longueurs a et b les distances MA et MBdu point M
atca:extremites de Ia droite AB (.fig. 444)·

Fig. 444.

o
"

\' a:
I II
I r

A ------y
1

Fig. 445.

Prenons pour axes coordonnés (t. I, Alg. élém., 312) les deux droites
Ox et Oj-; les coordonnées du point l\f seront !.\lPet OP. Par le point 0,
menons ON parallele à ABM, jusqu'à Ia rencontre de l'ordonnée MP. La
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figure OAl\IN étant un parallélogramme, ON sera égale à Ia longucur con-
stante AM ou a. Les triangles rectangles sembJables BPi\l, OPN, donnent
d'ailleurs

l\lP _ B~'I MP - ~NP
N P - ON ou • - a .

Le point M décrit dono l'ellipse (790) dont le cercle ON est le cercle
principal, et qui a pour demi-axes a et b, c'est-à-dire les distances MA
et MB. .

Ce théorérne donne un moyen pratique tres simple de construire une
ellipse par points, à l'aide.d'une bande de papier SUl' les bords de laquelle
on marque les trois points A, B, M. Il existe un compas etliptiquo fondé
sur ce même principe.

COROLLAlI\ES.

804. Consídérons (fig. 445) Ia droite donnée dans les deux posítions
voisines ABM, A/B' M/. Sur les milieux de AA' et de DB/, élevons les per-
pendiculaires Cl.W et ~w qui se coupent en w. La perpendiculaire élevée
sur le milieu de 1\1111/passera par le point co , En effet, les deux triangles
AwB, A/~)B/,étant égaux, les angles ABw, A/B'w, sont égaux. Les angles
wBàI, wB/M', le sont alors eux-rnérnes comme suppléments d'angles égaux.
li en résuite l'égalité des triangles wBM, w13'M/, et, par suíte, celle des
distances wM, w M/.

Si l'on suppose maintenant que le point M' se rapproche indéfiniment
du point 1\1 considéré comme fixe sur l'ellipse qu'il décrit, 1\1M/ tendra
vers Ia tangente à Ia courbe en M, et Ia perpendiculaire élevée SUl' le
milieu de 1\11\1' vers Ia normale au même point. D'ailleurs, <zw et ~w ont
pour limites les perpendiculaires élevées en A et en B aux axes O)" et Ox.
En joignant le point 1 d'intersection de ces perpendiculaires au point M
(fig. 4'Í 4), on aura donc Ia norrnale en M à l'ellipse tracée.

80~. 11est utile de remarquer que Ia longueur l\H, comptâe SUl' Ia nor-

male en M (fig. 444), est égale à Ia longucur du dcmi-diatnétre qui est
conjuga« ate diamétre OM.

Soit en effet (fiXo 446), Ol\i/ le diametre conjugué au diamêtre OM; ce
diamêtre conjugué est parallele à Ia tangente en 1\1 (800), c'est- à-dire
que Ia normale 1\11 lui est perpendiculaire. De plus, le rayon du cercle
principal qui correspond à ml est parallele à Ia position de Ia droite AB
qui donne le point M de I'ellipse (803), et le rayon de ce cercle qui cor-
respond à O~I' est de même parallele à A/B'l\1/, Les diametres conjugués
de I'ellipse répondant à des diametres rectangulaires du cercle principal
(799), on en conclut que ABM est perpendiculaire à A/B/M'. Cornrne BI,
d'ailleurs, est perpendiculaire à OB', les deux triangles MBI, 111/B/O, qui
ont le côté MB égal au cóté M/B', ont leurs angles égaux et sont éguux , par
suíte, 1\11= OM/.

499
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PROBLEME,

806. Etant donnés deu» diamétrcs COfljU{;llésde l'ellipse en grandeur
et en direction, construire les axes de Ia courbe (t),

Soient (!iri. 446) OM et mi' les demi-diametres eonjugués donnés,
dont les longueurs sont a' et b'. En rnenant par le point Mune per-
pendiculaire à OM' et en prenant sur ceue perpendiculaire MI = b',

nous aurons le sommet I du rectangle inconnu !AOB (80~). Les sommets
B et A de ce rectangle se trouvent à Ia fois sur le cercle circonscrit dont
le diamàtre est 10 et SUl' Ia droite qui unit le point M au centre K de ce
cercle: ils sont done déterminés, En joignant ces points B et A au point
O, on ales axes de l'ellipse en direction ; de plus, MA et MB représentent
leurs demi-Iongueurs (803, 804).

THÉORÉ~1E.

807 .. Qlland les esctremités d'une droite AB de longueur constante
gliSSCfltSUl' dcua: droites fixes quelconques 0.1' et Oy, un point queiconque
fll, fie invariablentent à AB dans le plan AOE, decrit une rllipse (fig, 447).

Considérons une position quelconque ele Ia droite AB et faisons passer
un cercle par les trois points A, B, O. Si l'on suppose ce cercle lié à Ia
elroite AB et entrainé dans son mouvemer.t il passera toujour ..; par le
point O; cal' I'angle AOB, ayant pour mesure h moitié de l'arc invariable
AB cornpris entre ses cótés, ne peut pas cessei' d'être inscrito Le elia-
metre oe ele ce cercle, dans Ia position actuelle de Ia droite AB, s'obtient
eu élevant en A et en B, aux axes Oy et O», des perpendiculaires qui se
coupent au point C.

(') VOII' TnAtTÉ DE GÉOMÉTRlE, par Eugéne Rouché et Ch. de Cornherousse,

6' édition, 1891.
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Le cercle oe changeant do position en même temps que Ia droite AB,
I'arc AO qui sépare le point A d'un point quelconque O de sa circoníé-
rence reste constant; par suite, I'angle AOD restant lui-même constant et
ayant son cóté OA fixe, tout point D du cercle oe décrit une droite OY.

Si l'on trace le diamétre du cercle oe qui passe par le point donné 1\1,
les extrérnités D et E de ce diametre décrivent donc pendant le rnouve-
meut de AB les deux droites fixes OOY et OEX. Ces droites étant à angle
droit, il resulte du théoreme précédent (803) que le point M décrit une
ellipse ayant pour demi-Iongueurs de ses axes, dirigés suivant OY et OX,
les distances :\10 et ME.

Les perpendiculaires variables élevées en D et en E aux droites OYet OX
se coupant au point mobile e, on obtiendra Ia norrnale en M à cette
ellipse en menant Ia droite Me (flO4).

seOLIE.

808. La position du point e est indépendante de celle du point donné M.
Donc, si le point M varie, toutes les normales aux points correspondants
des c1ifférentesellipses obtenues. viendront, pour une même position de Ia
droite AB, se couper au point e.

D'ailleurs, le lieu du point C est Ia circonférence décrite du point O
comme centre avec Ia longueur constante oe pour rayon, et 10 cercle o.e,
variablecle position, reste constamment tangent au cercle oe, dont le rayon
est double du sien.

On peut donc se figurer le mouvement du lriangle AB~l en le suppo-
sant entrainé dans le rnouvernent du cercle ",C, qui roule sans glisser a
l'intérieur du cercle fixe oe de rayon double.
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On sait que, dans un parei I mouvement, tout point da cercle mobile
décrit un diamétre da cercle fixe [théoreme de Ia IJire), résultat qui
corncrde avec Ia remarque sur laquelle Ia dérnonstration précédente est
fondée. De plus, d'apres ce qu'on vient de voir, tout point i\1lié inoariable-
mcnt aa cercle mobile et situe en dehors ou en dedans de ce cercte,
decrit une ellipse:_c'est un autre énoncé de Ia propositíon du n° 807.

111. - Propriétés íondamentales de l'hyperbole.

809. L'lzyperbofe est une courbe plane telle, que Ia diffé-

rence des distances de chacun de ses points à deux poirns
fixes de son plan est égale à une longueur constante. Ainsi

(fig. 448), les ' deux points fixes étant F ct F' et Ia Jongueur

donnée étant représentée par Ia droite AA') on aura pour tout

point M de l'hyperbole

:\fF - MF' =+ AA',

suivant que le point considéré sera plus éloigné du point F ou

riu poiru F'.

D'apres cela, pour décrire un are d'hyperbole d'un mouve-
ment continu, on prend une regle F'K dont on fixe I'une des

extrémítés au point F' (fig. 448), de rnaniere qu'elle puisse

Fig. 448.

/

seulement tourner autour de ce point. Un fil, dont Ia longueur

est moindre que celle de Ia régle de Ia constante AAi, est fixé

pai' I'une de ses extrémités au pointF et par l'autre au point K.

Si I'on tend alors constamment ce fil Ie long de Ia regle à l'aide

d'un crayon, en íaisant tourner Ia regle au tour de FI, Ia pointe

du crayon trace un arc de I'hyperbole demandée; car, pour
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tine position quelconque M de eette pointe, on a (dans le cas
de Ia figure)

MF'- MF = (MF' + MK) - (MF + MK) = AA'.

En prenant pour centre de rotation de Ia regle le point F et
en attachant Ia seconde extrémité du fi! au point F', 00 obtient
Ia seeonde parti e de Ia courbe. Quand Ia regle est au-dessus
de FF', le fil doit être tendu eontreson arête inférieure; c'est
l'inverse quand Ia regle est au-dessous de FF'.

On voit que I'hyperbole est formée de deux parties qui ne
peuvent avoir aueun point commun, puisqu'on a toujours,

pour Ia partie de droite de Ia figure, MF'> MF, et pour celle
de gauche, MF >MF'. Chaque partie est d'aiJleurs composéc
de deux branches qui s'étendent indéfiniment au-dessus et
au-dessous de Ia droite FF'; rien ne limite en effet .I'éloigne-
ment des poínts obtenus sur 1'<1 courbe, que Ia longueur même
de Ia regle et du fil employés. L'hyperho le est done une
courbe à branches infinies, aussi bien dans Ia direction FF' que
dans Ia dírection perpendíeulaire.

810. Les points F et F' sont les joyers de l'hyperboIe; les
droites MF et MF' sont les ra)'ons uecteurs du point M. La lon-
gueur AA' est ordinaírement représentée par -i a, La distance
FF' se nomme distance focale, et on Ia represente par 2C.

L'existence du triangle MFF' entratne Ia conditíon 2C > 2d
ou c> a.

Le rapport ~ est Yeaicentricité de l'hyperbole. Ceue excen-
a

trieité peut varier de I à 00. Pour c=a, elle est égale à I, et
I'hyperbole se réduit aux deux portions de Ia droite FF' qui
sont séparées par Ia distance FF' ; pour a = o, elle est infinie,
et I'hyperbole se réduit à Ia perpendiculaire élevée sur le mi-
lieu de FF'. Entre ees deux limites, l'hyperbole se rapproehe
d'autant plus de Ia droite FF' que l'excentrici té est plus petite.

811. On peut aussi tracer l'hyperbole par points (fig. 449).
En effet, marquons le mílieu O de Ia distanee foeaIe FF', et,
de part et d'autre du point O, prenons 01\ =OA' =a, puis UI1

point K quelconque sur le prolongement de OA. Si des
points F et F' com me eentres, avec des rayons respectivement
égaux à AK et à A' K, nous décrivons des ares de eerele, leurs
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po ints d'intersection M et 1\1' appartiendront à l'hyperbole, car
on aura

MF/-NIF = M'F/- M'l" = A/K -AK = 2l!.

La distance des centros :FF' étant toujours plus grande que

B

FiC'·449·

F' A' o A F (-

,
I

N~- -7~I-;

R'

Ia différence 2a des rayons, il suffit, pour l'intersection des
deux circonférences, que cette dísiance soít moiudre que Ia
somme des rayons, c'est-à-dire qu'on ait

F1'" <.ATe -'-- A' K ou a c < 2AK + 21"1.

La condition cherchée estdonc

AK>c-a ou AK>AF.

Comme on peut échanger les centres sans modifier les
rayons, chaque point K permet d'obtenir quatre points M
et M', N et N/, de l'hyperbo!e. Le point K dou seulernent être
au delà du poiru F, sans que rien limite sa position à droite
de ce point. Ce que nous venons de dire résulte d'ailleurs de Ia
symétrie de I'équation de condilion MF' - MF =+ 'W, par
rapport aux deux rayons vecteurs.

Si le point K est en F, les poims carrespondants de I'hy-
perbole sont les polnts A et A'. Le rayon vecieur minirnum
est c - aj il n'y a pas de rayon vecteur maxlrnurn, puisque
les rayons vecteurs d'un point de Ia courbe peuvent croilre
j usq u'à l'infinl. '

THÉOHEME.

812. L'hyperbole a: 1° pour axes, ia droite AA.' qui passe

par ses deux foyers et ia droite BB' perpendicuiaire ate milieu
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de Ia premiêre , 2° pour cenlre, l'intersection O de ces deu»

droites (fig. 449).
Même démonstratíon que pour I'ellipse (765), en considé-

rant Ia différence des rayons vecteurs au lieu de leur somme.

COIIOLLAIRE.

813. Des deux axes AA' et EE', le premier seul rencontre
1:1 courbe. L'ax e AA' est dit I'axe transverse de l'hyperbo!e,
l'axe EE' est dit son axe non transverse, Les extrémités A et A'
de l'axe transverse sont les sommets de Ia' courbe,

THÉOREME.

81ft.. Suivant qu'un point est intérieur ou extérieur à l'lty-

perbole, Ia différence de ses distances aux deu» Joyers est

plus grande ou plus petite que 2a (fig. 450).

/
/N

M!----'

Le point N étant intérieur, joignons-Ie aux deux foyers.
NF' coupantau point Mia branchede courbe qui correspond
au foyer F, on a

NF<MN+ MF, d'oü NF'- NF> NF'-l\lN - MF,

c'est-à-dire

NF'- NF> MF'- MF ou 2a.

Le point N' étant extérieur, joignons-le aux deux foyers.
F'N' prolongé coupant au point M Ia branche de courbe qui
correspond au foyer F, on a '

N'F+MN'>MF, d'ou MF'-N'F-MN'<MF'-MF,
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c'est-à-díre

COIIOLLA IRE.

815. Ce théorcme, rapproché de Ia définition dela courbe,
fournit uncritérium pour juger de Ia position d'un point quel-
conque de son plan par rapport à l'hyperbo le supposée non
tracée, Suioant que Ia dÍ;{férence des distances du point con-
sidéré aux deu» foyers est inférieure, égale ou supérieure à

2a, ce point est hors de Ia courbe, sur Ia courbe ou dans son
intérieur.

THÉOREME.

816. La tangente à l'liy-perbole est Ia bissectrice de l'angle

formé par les rayons uecteurs du poi nt de contact (fig.45 r , 452 ).

Même démonstration que pour l'ellipse (770), en remar-
quant que dans l'ellipse ies rayons vecteurs d'un même poiut

variem en sens contraires, tandis que dans l'hyperbole ils va-
rient dans le même senso

817. RÉCIPRoQuE~rENT,Ia courbe dont Ia tangente fait des
an,'gles égaux , extérieurement ou intérieurement, avec les

rayons uecteurs menés du point de corüact à deux pointsfixes,
est une ellipse ou une hyperbole don.t ces points fixes sont les
foyers. '

Fig. {fS!.

T

En effet, si l'on abaisse d'un point G de Ia tangente MT
(fig. 451) des perpendiculaires GH et GI sur les rayons vec-
teurs du polnt M, les triangles rectangles ainsi formés seront
égaux, puisque Ia tangente est par hypothese Ia bissectrice de
I'angle HMI; on aura donc MH =~n.

Considérons maiotenant Ia sécante MM' S (fig. 452) qui
coupe Ia courbe en M et en M', et portons les rayoos vecteurs
du point M' sur ceux du point M en FC et eo F' D, Si I'on mene
alors d'un poínt G quelconque de Ia sécante les paralleles GH
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et GI à M'C et à M'D, les quadrilateres M'CMD, GHMI, seront
semblables, etl'on aura eonstamment

Mais à Ia limite, quand le point 1\'1' vient en M, Ia sécante

Fig, 452,

F'

MM'S est remplacée par Ia tangente MT, et l'on a 1\'11-1=Ml.

D I I' . d MC 'I" ,one, a Imite u rapport MI) est aussi unite.

Or, si les deux rayons vecieurs varient en sens contraires,
MD étant Ia diminution du pr emier, MC est l'augmentation
égale du second, et Ia courbe est une ellipse, puisque Ia
somme des rayons vecteurs d'un même point demeure con-
stante. Si les deux rayons vecteurs varient dans le même sens,
MD étant l'augmentation de l'un, Me est l'augmentation égale
de l'autre, et Ia courbe est une hyperbole, puisque Ia diffé-
rence des rayons vecteurs d'un mêrne point demeure con-

stante.

COROLLAIRES.

818. Tous les points de Ia tangente MT, sauf le point M,
sont extérieurs à l'!typerbole, qui est, par suite, une courbe
conoexe,

Même démonstration que pour l'ellipse (771), en rempla-
çant Ia somme des rayons vecteurs par leur différence.

819. Si l'on mene au point M (fig. 453) une perpendícu-
laire MN à Ia tangente MT, les angles FMN, LMN, sont égaux
eomme compléments d'angles égaux. Donc, Ia normale à

Z'hyperboZe est la bissectrice de l' angle [ormé par l' un. des
rayons uecteurs du poirit de contact et le prolongement de

I
Z'autre rayon.
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La normal e en un sommet de l'hyperbole se conf'ond avec
I'axe transverse, et Ia tangente est perpendiculaire à cet axe.

La tangente, Ia normal e et les rayons vecteurs menés en un
même point de Ia courbe rencontrent une sécante quelconque
en quatre points conjugués deux à deux (14-3).

Fie· 453.
TI

N ,

Si une ellipse et une hyperbole ont les mêmes foyers ou
soru liomofocales, elles se coupenL à angle droit, car, en l'un
quelconque des points d'intersection, Ia tangente de l'une est
Ia normale de l'autre (770, 773).

820. Dans le cas de l'hyperbole, les rayons lumineux,
sonores ou calorifiques, qui partem de l'un des foyers F, s'éloí-
gnent de plus en plus de l'autre foyer F' aprés leur réOexion
sur Ia courbe; mais toutes leurs directions prolongées viennent

y converger.

nIÉOHE~lE.

821. Le lieu des points symétriques <p de l'un des foyers F
par rapport au:x tangentes est uri cercle (direc/eur) décrit de

l'outre foyer F' comme centre avec Ia lon.eueur 2a de l 'aa:e

transverse pour rayon (fig. tí53).
Le lieu des points équidistants d'un cercle de cenire F' et

d'uti point F extérieur à ce cercle est une Ityperbole dont les

foy ers sont les points F et F', et dont le cercle directeur rela-

tiJ au foyer F' est le cercle donné,

Même dérnonstratlon que pOUI' I'ellipse (775, 77G), en rem-
plaçant toujours Ia somme des rayons vectcurs par leur dilTé-
rence. L'byperbole a, comme l'ellipse, deux cercles directeurs.
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COIIOLLAlnE.

822. Ce théorerne fournit une nouvelle consLruction par
points (811) de I'hyperbole, qu'on peut résum er comme il
suit : Si d'ioi point F, pris à l'extérieur d'un. cercle F', on
mime des droites aux divers points de sa circonférence, les
perpendiculaires éleoées à ces droites par leurs milieu x enve -

loppent une hyperbole qui a pour foyers les points F et F' et
pour axe transverse le rnyon drc cercle F'; les points de con-

tact de ees tangentes sont li leurs rencontres ave c les prolon-
gements des rayons riu cercle F' qui correspondent aux points
considérés,

THÉOHEME.

823. Le'lieu des projections des foy ers d' une h.rperbole SUl'

ses tangentes est Ia circonférence décrite SUl' l'aa:e transverse

comme diametre (fig· 454). !

Même démonstration que pour l'ellipse (777). Le cercle
obtenu eSI dit le cercle principal de I'hyperbole.

COIIOLLAIIIES.

R2~. Soient (fig. 454) Ia tangente MT, les rayons vecieurs
MF, MF', de son point de contaci, cp le syméu-ique du Ioyer F
pai' rapport à Ia tangente MT, K Ia projectlon de ce foyer SUl'

Ia tangente. Les rayons OK et F'cp du cercle principal et du

Fig.4·'i5

I r

f'

cercle directeur relatif au foyer F' restent toujours paralleles
entre eux pendant que, le point cp parcourant le cercle direc-
teur, Ia droite Fcp tourne autour du foyer F (822, 823). Au
moment ou cette droite devient tangente au cercle directeur,
elle le devient donc aussi au cercle principal (163); soient cp

et K ses poínts de contact avec ces deux cercles (fig. 455). La
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tangente à l'hyperbole qui passe par le point K, étant perpen-
diculaire à F <p, n'est alors autre chose que le prolongement du
rayon OK et devient paralléle au rayon F' <p, de sorte que son
point de contact M s'éloigne à J'infini (822). La droite OKM
ainsi obtenue, qui touche Ia branche supérieure de Ia derní-
hyperbole de droite à I'infini, est appelée as}"mptote de
I'hyperbo!e.

La seconde tangente commune menée au cercle principal
et au cercle dírecteur F' par Ie foyer F correspond à une
seconde asyrnptote OK'M', qui touehe a J'infini Ia branche
inférieure de Ia demi-hyperbole de droite.

Les droites OKM, OK'M', étant également ioclinées de part
et d'autre de I'axe transversa, si l'on fait faire à I'hyperbole
une demi-révolution autour de son axe non transverse, les
foyers ne font que s'échaoger, ainsi que les deux demi-hyper-•boles, de sorte que le prolongement OM1 de Ia droite OKM
est asympiote à Ia branche inférieure de Ia demi-hyperbole
de gauehe, tandis que le prolongement 01\1', de Ia droite
OK'M' est asyrnptote à Ia branche supérieure de eette derni-
hyperbole.

En résumé, l'hvperbole a pour asymptotés les deu» droites
indéfinies tracées par son centre, parallelement aux rayons
du cercle directeur F' qui correspondent au:x tangentes com-

munes menées du foyer F au cercle F' et au cercle principal
de Ia courbe, Ces droites sont d'un grand secours pour Ia con-
struction de l'hyperbo!e, puísqu'elles font connaiLre les direc-
tions vers lesquelles tendem ses branches infinies.

825. Soient (fig. 456) Ies asyrnptotes xx', rr. de l'hyper-
bole dont Ies foyers sont F et F' et les uxes AA' et BB'. Menons
au point A Ia perpendiculaire AC à l'ax e iransverse, jusqu'à
Ia rencontre de l'asympiote yy'. D'apres ee qui précede, si
l'on abaisse aussi FK perpendiculaire SUl'rr. 00 aura OK = a.
Les deux triangles rectangles OAC, OKF, sont donc égaux, et
OC= OF = c. 00 voit que, a et c éiant donnés, on en déduit
AC; de même, a et AC étant connus, on en déduit c.

Achevons le rectangle CC'D'D. Par analogie avec l'elltpse
(766), Ia longueur BB' = 2AC aiosi déterminée est appelée Ia
longueur de l' axe non tr ansverse de l'hyperbole, et 00 Ia re-
présente par 26. Remarquons que le parallélogramme ABA'B'
ases cõiés paralleles aux asyrnptotes.
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Les trols longueurs a, b, c, sont liées entre elles par Ia rela-

lion c2 = a2 + b2• Elles sont liées dans l'ellipse par Ia relation

c2 = a2 - b2, qui ne diffêre de Ia précédente que par le chan-
gement de b2 en - b". Par suíte, les propriétés de l'ellipse et
de l' hyperbole qui ne dépendent que des longueurs de leurs
ares se déduisent les unes des autres par le simple changement
de b2 en - /;~.

Fig,456,

s:

826. Lorsqu'on donne les longueurs des axes de I'hyper-

bole, il est faclle de déterminer graphiquement les foyers. On

n'a qu'à élever à l'extrérnlté A de l'axe transverso une perpen-

dlculaire AC = b (fig. 456) et à décrire du polnt O comme

cenire, avec OC pour rayon, une circonférence qui coupe I'axe

transverse aux deux íoyers F et F'. On trouve en mêrne ternps
l'asymptote OC et sa syrnéu-íque OC'.

827. On appelle Iiyperbole équilatêre une hyperbole dont

les deux axes ont Ia même longueur. Le rectangle CC/D/D
(fig. 456) devenant alors un carré, on voit que les asymptotes
d'une hypel'bole équilatêre sont à angle droit l' une SUl'l' autre.

828. On entend par hyperboles conjuguées deux hyperboles

qui ayant les mêmes axes, et par suite le 'même centre, Ia

même dístance focale et les mêrnes asymptotes, sont situées
par rapport à ces asymptotes dans des angles différents, c'est-
à-dire que I'axe transverso de l'une est l'axe non transverse

de l'autre, el réclproq uement (fig. 456).
Deux hyperboles conjuguées ne som identiq ues et ne peuvent
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se substltuer l'une à I'autre par un quart de révolution, que
lorsqu'elles sont équllatêres (827).

PROBLEME.

829, Mener une tangente à l' ftyperbole par uti point donné.

Mêmes procédés que pour l'ellipse (779).

COROLLAIIIES.

830. Le lieu des sommets des angles droits circonscrits à
l'!typerbole est une circonférence concentrique à Ia courbe

et ayan t pour rayon Va2 - b2 (780, 825).

La démonstration directe est Ia même que pour l'ellipse.
Seulement, Ia question revient ici à chercher le lieu des mí-
lieux des cordes interceptées dans le cercle directeur relarif au
foyer F', par u n angle droit dont le sorpm et Flui eSt extérieur.
Le problêrne peut alors être impossible, et le lieu' cesser
d'exister, si l'on a a < b.

La tangente de I'angle aigu formé par l'asymptote O)' avec

\'axe transverse étant représentée par~ (voir Ia Trigonométrie),
a

le prohleme est impossible quand cet angle est supérieur à
45 degrés ou quand l'angleyOx des deux asymptotes (fig. 456)
est obtus; il est possible, au contraire, quand cet angle est aigu.

En cffet, l'angle des deux asymptotes est précisément (821~)
le supplément de celui des deux tangentes qu'on peut mener
au cercIe directeur F' par le foyer F. Or, ce n'est que lorsque
l'angle de ces deux tangentes est obtus que les deux côtés de
I'angle droit dontle sommet est en F peuvent rencontrer à Ia
fois le cercle F',

Lorsque l'angle des asymptoies est droit, celui des deux
tangentes menées du foyer F au cercle directeur F' est aussi
droit, et il n'y a pas d'autre angle droit circonscrit à l'hyper-

bole que celui de ses asymptoies. Ce r ésultai limite est d'ail-
leurs évident, cal', Ia courbe étant alors équilatere (827), on
a a = b, et le lieu se réduit au centre de I'hyperbole.

En général, le probléme n'est possible que pour I'une des
deux hyperboles conjuguées (828) déterminées par les axes
a et b.

831. Les 'tangentes PM, PM', menées à l'liyperbole par un.
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point ex térieur P, font des angles égaux avec les droites qui
vont du point P aux deua: foyers; Ia droite qui va du point P
à l'un. des foyers est bissectrice de I' angle intérieur ou etcté-

rieur des rayons uecteurs qui vont de ce (oyer au» deux points
de contact M et M', suivant que les deu» tangentes touclient
l'flyperbole dans Ia méme régioti ou dans deu» régions diffé-
rentes.

PROBLEME.

832. Mener à l'hyperbole une tangente parallêle à une

droite donnée (fig. 457).

Même procédé que pour I'ellipse (782). SeuIement, le pro-
bleme n'est pas toujours possible. II faui que, si l'on mene

T

pai' Ie centre de Ia courbe une paralle!e à Ia droite donnée,
elle ne tombe pas dans les angles des asyrnptotes qui ren-
ferment I'hyperbole. En effet, pOLIr que Ia perpendieulaire
menée du foyer F à Ia droite donnée reneontre le eerele diree-
teur F', il est nécessaire qu'elle tombe au-dessous de Ia droite

FK, perpendieulaire à Ia fois à l'asymptote Or (fig. 456) et
tangente à ee eercle directeur. Le problême n'est done en gé-
néral possible que pour I'une des deux hyperboles conju-
guées déterrninées par Ies axes a et b.

COROLLAIIIES.

833. Les deux tangentes parallêles à une droite donnée ont

leurs poitus de contact symétriques par rapport au centre (783).

83~. Le produit des distances d'uti {Oy21'à deux tangentes

DE C. - Üonrs, II. 33



514 GÉO"\IÉTlIlE.

parallêles ou le protluit tles distances des deu:x [oyers à une

méme tangente est constant (785).

scoi.m.

835. Les constructions des nOS 829 et 832 n'exigent pas que
I'hyperbole soit tracée (786).

PROBLEME.

Même procédé que pour l'ellipse (787).
\

836. Connaissani les forers F et F' et l' axe transverse d'tme
hyperbole, d éterminer ses poinrs de rencont re auec une droite

donnée,

IV. - Propriétés fondamentales de Ia parabole.

837. Ln parabole est une courbe plane telle, que chacun de
ses points est équidistant d'un point fixe et d'une droite fixe
donnés dans son plano Ainsi (fig. 458), le point fixe étaru F

Fig. 458.
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et Ia droite fixe DD', on aura, pour tout point M de Ia parabole,
en abaíssant MH perpendiculaire SUl' DD', MF = MH. Par sa
définition même, Ia parabole est nécessairement située tout
entiêre du même côté que le point fixe par rapport à Ia droite

fixe.



GÉoMÉTnm.

D'aprés ee qu'on vient de dire, pour décrire un are de para-
bole d'un moucement continu, on faít coYncider l'arête d'une
r~gle ave c Ia d roi te DD', et I'on a pplique eontre ceue rêgle
Ie petit côté KH d'une équerre KHG. Un fll, égal en longueur
au grand cõté HG de ceue équerre, est fixé par ses deux
extrérnités, d'une part au point F et de l'autr e à l'exrrémité G

du eôté HG. Si l'on tend alors consiamment ee fi! contre le
grand côté de I'équerre à I'aide d'un crayon, et si I'on falt eu
mêrne temps glisser I'équerre le long de Ia régle, Ia poínte du
crayon déerit un are de parabo!e , En effet, pour u,ne posltion

quelconque M de ceue pointe, on a

.GM + MF =GM + MH, d'oü MF = l\IH.

En opérant de ceue maniere , on trace d'un mouvement
continu l'arc BA, qui va du point B de Ia courbe, dont Ia dix-
tance au point F est égale à GH, jusqu'au point A, milieu de
Ia perpendiculaire FL abaissée du pointF SUl' Ia droite no'.
11 Iaut ensuite retourner I'équerre, comme l'Indique Ia figure,
pour décrire l'are AB'.

00 voit que Ia parabole est formée de deux branches qui
s'étendent indéfiniment, à partir du point A, au-dessus et
au-dessous de Ia droite FL; car, si I'on emploie une régle, une
équerre et un fi! assez longs, rien ne limite I'éloignement des
points obtenus SUl' Ia eourbe. La parabole est done une courbe
à branches infinies, mais sans séparation, et d'un seul cõté de

Ia droite fixe.

838. Le point F est le foyer de Ia parabole; Ia droite DD'
est S3 directrice, La droite MF est le rayon l:ecteurdu point M.
La distance FL du foyer à Ia directrice se nomme le paramêtre

de Ia courbe, et on Ia représente par P:

839. On peut aussi tracer Ia parabole par points,

En effet, prenons (fig. 4:>9) un point P quelconque SUl' Ia
perpendiculaire FL abalssée du foyer SUl' Ia directrice .. Par le
point P, menons une perpendiculaire à FL ou une parallàle à
Ia directrice, et du foyer F comme centre, avee PL pour rayon,
décrivons une circonférence qui coupera eette parallele en
deux points M et M' appartenant à Ia paraboIe, comme équi-
distants du foyer et de Ia direetrice.

Pour que les points d'intersection M et M' existem, iI sufflt
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que le point P soit à l'intérieur du cercle décrit du fayer F

comme eentre avec PL pour rayon, c'est-à-díre qu'on ait

FP < PL. Ceue eondition sera toujours remplie lorsque le

point P sera à droite du foyer F (dans le eas de Ia figure);

mais elle exige, si le poínt P est à gauehe de F, qu'll reste à
droite du point A, milieu de FL. Si l'on a dans ee cas, eomme

conditlon limite, FP = PL, le point P se eonfond avec le

point A, et les deux points M et M' se réunissent en ee point,

Le rayon veeteur minimum est done AF ou ~: il n'y a pas de

rayoo vectêur maximum, rien ne Iimitant I'éloignement du

point P à droite du foyer F.

THÉOREME.

8~O. La parabole a pour axe la perpendiculaire menée da
r [oyer sur Ia directrice (fig. 459).

Mêrne démonstration que pour l'ellipse (765, 1°).

Fit:.459· Fig·460.

D
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Le point A, commun à Ia parabole et à son axe, est le som-

mel de Ia eourbe.

THÉOREME.

8~1. Suioant qu'un point est intérieur ou extérieur à Ia

parabole, sa distance au foyer est moindre ou plus grande que

sa distance à Ia directrice (fig. 460).

Soit d'abord un point N intérieur à Ia courbe, Menoos Ia

droite NF et Ia perpendiculaire NH à Ia dírectrlce, laquelle

eoupera Ia parabole au point M (837). Le triangle NFM dorme

alors

NF<NM +MF ou NF<NH, pulsque MF=MH.
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Solt de même un point N' extérieur à Ia courbe. Si le
paint N' et le foyer sont de cõtés différents par rapport à Ia
directrice, Ia propasition est évidente. Sinon, menons Ia
droite N'F et Ia perpendiculaire N'H à Ia directrice, laquelle,
prolongée, coupera Ia parabole au point M. Le triangle N'F M
donne alors

COROLLAIlIE.

•
N'F>MF-MN' ou N'F>N'H, puisque MF=MH.

St..2. Ce théorerne, rapproché de Ia définition de Ia courbe,
fournit un critérium pour juger de Ia position d'un point
quelconque de son plan par rapport à Ia parabole supposée
non tracée. Suivant que Ia distance du point considéré aú

foyer est égale, supérieure ou inférieure à sa distanceà Ia

directrice, ce point est à Ia courbe, il lui est extérieur ou in-
térieu r.

THÉOREME.

St..3. La tangente à Ia parabole fait extérieurement des

angles égallx aoec le rayon uecteur du point de cont act et
avec Ia parallele menée à l'axe par le même point,

Prenons sur Ia parabole (fig. 461) deux points voisins M et
M'; menons Ia sécante MM'S; abaissons des deux points con-
sidérés les perpendiculaires Mep. M'ep', SUl' Ia directrlce DO',
et traçons leurs rayons vecteurs. Portons sur FM une lon-

Fig·46,. Fig·462.

T,

Il' D'

gueur FC= FM' et, SUl' epM, une longueur epE= 9' M'. D'aprês
Ia définition dela parabole, MC est égal à ME.
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D'un point G quelconque de Ia sécante MM'S, menons à lWC
et à M'E, jusqu'à Ia rencontre de FM et de cpM, les paral-
léles Gl et GH. Les deux quadi-ilatêres eM' E~], TGI-DJ, sonr

semblables (153), et l'égalité de Me et de ~lE entralne celle

de Ml et de MH.
A mesure que le point M' se rapproche du point M, GH

reste, comme M'E, perpendiculairc à Mcp, tandis que GI, per-
pendiculaire à Ia bissectrice de l'anglc au sornmet du triang!e
isocele M'Fe, tend à le devenír au rayon vecteur FM. On a de
plus constamment MI= MIl. La tangente à Ia parabole (fig'LÍ62)
doit done être telle que, si, d'un point quclconquc G pris sur
cette droite, on abaisse des perpcndic:ulaires GI eL GIl sur le
rayon vecteur du point de coniact M et SUl' Ia perpendiculaire
abaissée de ce point sur Ia dírectríce, on ait MI = MIl. Lcs

triangles rectungles MGI, MGH, soni donc égaux, ainsi que
les angles G~ll, Gl\1H. La tangente à ia parabole est done
bissectrice de l' angle formé par le rayon oecteur du point de
eontact et ia perperuliculaire abaissée de ce point SUl' ia direc-

trice.
Mais, l'angle GMH étant I'opposé par le sommet de I'angle

1\1\10, les deux angles GMI ou TMF et T, MO sorn égaux; ce
qui conduit à I'énoncé adopré.

8lJ.lJ.. llÉCIPROQUEMENT, Ia courbe dont Ia tangente est bissec-

trice de l' angle formé par les droites menées d' uri point de Ia
courbe à un point fixe et prrpen diculairement à une droite

fixe, est une parabole ayant le point et Ia droite fixes pour

foyer et pour directrice.

Démonstration analogue à celle donnée paul' l'ellipse et

l'hyperbole (817).

COI\OLLAlIIE.

8lJ.5. Soit S le point ou Ia sécarue MM'S (fig, 461) coupe Ia
directrice DD'. On a, à cause des paralleles,

Ia droite SF est donc Ia bissectrice de l'angle extérieur en F du
lriangle MFM' (1r..3). La droite qui joint le [oy er d'une para-

bole au point de rencontre d'une sécante quelconque avec



GÉO'\'lÉT1\lE.

Ia directrice est donc bissectrice de l' angle ex térieur des

rayons uecteurs des poirus d'inters'ection de Ia sécante avec Ia

courbe,
A Ia limite, quand Ia séeante devient tangente, c'est-à-díre

quand l'angle MFM' devient nul, Ia droite SF est remplacée
(fig. 462) par Ia droite RF, bissectrice de l'angle supplémentaire
de cet angle nul. Par suite, Ia droite qui joint le foyer d'une
parabole au point oü une tangente quelconque rencontre Ia

directrtce, est perpendlculaire sur le rayon uecteur du point de

contact,

86.6. TOllS les points de Ia tangente MT, sauf le point de

contact M, sont extérieurs à ia pa-

rabole, qui, par suite (772), est une
courbe convexe (fig. 463).

En effet , le trlangle FMq> étant
ísocéle et Ia tangente étant Ia bis-
sectríce de son angle au sommet
(8!~3), elle est perpendiculaire sur
le milieu K de Ftp. Pour un point TI
quelconque de Ia tangente, on a
donc, 1\ II étant Ia perpendiculaire
abaissée de ce point SUl' Ia direc-

trice, TIH<Tltp ou TIH<TIF.
Le po int '1\ est donc extérieur à Ia courbe (86.2).

Fig. LÍ63.
D
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81~7. Si 1'0n meue au point M (fig. 463) une perpendieu-
laire MN à Ia tangente MT, les deux angles FMN, OMN, sont
égaux comme eornplérnents d'angles égaux (86.3). Done, Ia

norrnale à Ia parabole est bissectrice de l'angle formé par le
ra.r0n. uecteur du point de contact et Ia parallêle menée à

l'axe par ce point ..

Au sornmet de Ia parabole, Ia normale se confond avec
l'axe et Ia tangente est perpendiculaire à cet axe.

Soient T et N (fig. 463) les points ou Ia tangente et Ia nor-
male reneontrent l'axe, Les triangles Tl\'IF, NMF, étant évidem-
ment isoceles, on a MF =FT = FN. Le [oy er F est done à une
distance, soit du pied de Ia tangente, soit du pied de Ia nor-

ma/e sur taxe, égale aa rayon uecteur du point de contact .

. 86.8. Dans le cas de Ia parabole, les rayons lumineux, so-
nores ou caloriflques, qui partem du foyer, deviennent ious

o

N
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paralleles à I'axe apres leur réOexion sur Ia courbe , C'est pour-
quoi l'on emploie des réflecteurs paraboliques lorsqu'on veut
projeter au loin un faiseeau de rayons lumineux paralleles
(lanternes de voitures, phares). Réeiproquement, tout rayon
qui vient reneontrer Ia parabole parallélement à son axe se
réOéchit au foyer de Ia courbe, De là, par exernple, I'usage des
réflecteurs paraboliques dans les téleseopes, pour concentrer
au foyer les rayons lumineux venant de l'astre observé.

THÉOREMR.

849. Le lieú des points syrnétriques (j? du foyer F par rap-

port aua: tangentes à Ia parabole est Ia directrice (fig. 463).

Cette proposition est évidente d'aprés ce qui a été dit au
n° 84.6.

SCOLIIl.

850. Étant donnés un point F et une droite DD' (fig. 463),
si l'on mêne des droites F<p aua: différents points de Ia droite
DD', les perpendiculaires élevées à ces droites par leurs mi-

lieux enveloppent une parabole qui a pour foyer le point F
et pOUI' directrice Ia droite DD'; les points de contact de C('S

tangentes sonl à leurs rencontres aoec les perpendiculaires
menées à Ia directrice par les points <p.

C'est là un nouveau proeédé pour déerire Ia parabole par
points (839). En le suivant , on n'obti ent qu'un point à 13

fois; mais on a en même temps ia tangente en ee point.

851. On voit que les parallêles à taxe de Ia parabole ne

rencontreru la courbe qu'en un seul point, 11 serait done faux
de dire qu'une droite qui n'a qu'un point commun avec une
courbe, même convexe, lui est tangente. Une droite tangente
à une courbe convexe n'a qu'un point commun avee elle (772);
mais Ia réciproque n'est pas vraie,

THÉOREME.

852. Le lieu des projections du foyer de Ia parabole SUl'

ses tangentes est Ia tangente au sommet.

lUT étant Ia tangente à Ia courbe au point M (fig· 464), et <p
le syméu-íque du foyer F par rapport à cette tangente, Ie



point I( ou F<j1 coupe ia tangente est le milieu de Fcp. D'ail-
leurs, le sommet A est le mllleu de FL. Done, dans le triangle
FL <j1, AI( est parallele à Ia direetriee
ou se eonfond avec Ia tangente au som-
met (847'). La projeetion I( du foyer
sur une tangente se trouve, par suite,
sur Ia tangente au sommet.

Iléeiproquement, I( étant un point de
Ia tangente au sommet, si l'on mene Ia
droite FI(cp, le point cp sera le symé-
trique du Ioyer 1<' par rapport à Ia tan-
gente qui passe par le point I( (850);
le point l} sera done Ia projecrion du foyer F sur ceue tangente.

GÉOMÉTlUE.

COROLLAIIIE.

Fig.464.
D

T

O'

853. Si l'un des côtés d'une équerre passe eonstamment
par le foyer F, tandis que son sommet parcourt Ia tangente AK
au sommet de Ia eourbe, l'autre côté de l'équerre reste con-
siamment tangent à Ia parabole.

THÉOREME.

854. Dans toute courbe rapportée à des a.ces rectangulaires,
l'ordonnée est morenne proportionnelle entre la sous-tan.getüe
et Ia sous-normale,

Pour indiquer Ia position d'un point 1\1dans un planv on
peut douner ses distances MP et MQ à deux axes reetangu-
laires indéflnis xOx', y 0r' (fig. 465), traeés dans ee piano Le
nombre qui mesure Ia distance MQ =OP du point M à l'axe
r Oy', s'appelle I'abscisse de ee po int ; son ordonnée est le
nombre qui mesure sa distanee MP =OQ à I'axe xOx'. L'ab-
seisse est d'ailleurs positive ou négative, suivant que P tombe
sur Ox ou SUl' Ox'; l'ordonnée est positive ou négalive, sui-
vant que Q tombe sur Oj- ou SUl' Oj-', L'abscisseet I'ordonnée
d'un point M consutuent ses deux coordonnées. 'Les axes xOx"
et rOr' sont les axes des coordonuées, et leur interseetion o
en est l'origine (voir Ies indications déjà données à ee sujet,
i. I, Alg. élém.., 312).

Quand un point appartient à une eourbe donnée, son or-
dounée r dépend de son abseisse x, et elIe est déterminée
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par le choix de cette abscisse. Par exernple, l'abscisse x et
t'ordonnéey d'un point quelconque d'une circonférence de

Fig.465.
11
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rayon B., rapportée à deux axes rectangulaires passam par son
centre (fig. 465), sont évidemment liées par Ia relation

y2 + x2 = B.2, d'"QU r = R2 -- x2•

Le choix des axes coordonnés est arbitraíre. On adoptc de
préférence les droites les plus remarquables du plan relati-
vement à Ia courbe, telles que ses axes, ses tangentes aux
sommets, etc. Dans Ia parabole, on choisit l'axe et la tangente
au sommet.

Cela posé, soit (fig. 466) une courbe C rapportée à deux

Fig.466.
y c

~l
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axes de coordonnées rectangulaires xOx', y Oy'. Menons en
un point quelconque M Ia tangente MT, Ia normale MN et
l'ordonnée MP. La projection TP SUl' l'axe Ox de Ia portion
de tangente MT comprise entre son point de contact M et son
pied '1' sur cet axe, s'appelle sous-tangente; de même, PN est
Ia sous-normale, Le triangle TMN étant rectangle en M, et MP
étant perpendiculaire sur I'hypoténuse TN, le théoréme

énoncé est démontré (167).
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Au Iieu d'axes rectangulaires, on peut employer des axes
obliques. Les coordonnées d'un point sont encore ses dis-
tances aux deux axes, mais comptées parallélernent à ces axes.
Les projections ne sont pIus alors orthogonales, mais obliques,
et le ihéoréme précédent cesse d'être vrai.

855. Dans Ia parabole: Ia la sous-tangente est double de

l'abscisse du point de oontoct , 20 Ia sous-normale est con-

stante et égale au paramêtre (fig- 467).

[o Sou Ia tangente en M à Ia parabole. Si l'on prend pour axes
coordonnés l'axe A x de Ia courbe

- et Ia tangente au sommct Ar, le
poi nt 1\1 aura l\1P pour ordonnée et
AP pour abscisse. Le triangle TFM
étant isocêle (84-3), Ia projectíon

K du foyer F sur Ia tangente MT
est le milieu de :\1T. La tangente
au sommet, AK}", étant paralléle à
I'ordonnée MP, le sommet A est
donc le milieu de Ia seus-tangente

TP, ct TP = 2AP.
20 Soit Ia normale MN. ElIe est perpendiculaire à Ia tangente

MT com me Ia droite F 9. La figure M 9 FN est donc un paral-
íélogramme, Clrç. F =NIN. Les deux triangles rectangles NIPN,

'? LF, sont a lors égaux, et l'on a PN = LF = p.

THÉOREME.

COUOLL.HIIE.

Fig.467·
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856. Le carré de l'ordonnée d'un point de la parabole est

proportionnel à l'abscisse de ce point (fig. 467)'

Soient J" et x les coordonnées MP et AP d'un point quel-
conque NI de Ia parabol e. On a (8511., 8(5)

PR013LEl\fE.

857. Mener une tangente à Ia parabole par un point donné.

10 Si le point donné M est sur Ia courbe (fig. 467), on ménc
le rayon vecteur MF el Ia perpendiculaire M cp SUl' Ia directrice;

x
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puis, Ia blssectrice de l'angle FMcp, qui est Ia tangente deman-
dée (8ft.3).

IIvaut mieux prendre sur l'axe, du côté du sommet, une
longueur FT égale à MF; en joignant le point T ainsi obtenu
au point donné M, on a (8ft.3) Ia tangente demandée.

2° Si te point donné P est extérieur à ia porabole, on re-
marque que Ia question serait résolue si l'on connaissail le
symétrique cp du foyer F par rapport à Ia tangente cherchée;
car on aurait alors cette tangente en abaissant du point Pune
perpendiculaire TP sur Fcp (fig. 468). La droite TP coupe-

rait d'ailleurs Ia parallele menée
à l'axe par le point cp, au point
de contact M. Or, le point cp se
lrouve à Ia Iois sur Ia direclrice
DD' (81J.9)et sur le cercIe décrit

ou point P comme centre avec
PF comme rayon.

Ce cercle et Ia directrice se
coupent toujours, quand le point
P est extérieur à Ia courbe; car
il est alors plus prés de Ia direc-
trice que du foyer (8ft.1), et iI

y a deux solutions, qui se réduisent à une seule quand le
point P est sur Ia parabole, ou dísparaissent lorsqu'il est inté-
rieur à Ia courbe.

Fig, 468.

D
T
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COROLLAIIIES.

858. Cherchons Ia condition pour que les deux tangentes
menées du point P à Ia parabole soient à angIe droit.

Ces tangentes. éiant supposées à angle droit, c:omme elles
sont respectivement perpendiculaires aux milieux des droites
Fcp et Fcp', I'angle cpFcp' est aussi droit: par suíte, cpcp' est un
diametre de Ia circonférence PF, et Ie poiut P est SUl' Ia di-
rectrlce , Le lieu des sommets des angles droits circonscrits à

Ia parabole est dono Ia directrice.

Dans ce cas, l'angle PFM est droit ainsi que I'angle PFM'
(8ft.5); Ia corde des contacts MM' passe donc alors par le foyer
et est perpendiculaire à PF.

859. Les tangentes PM, PM', menées d'un. point exté-

rieur P à Ia parabole, font des angles égaux aoec Ia droite
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qui joznt ce point au foyer et aoec Ia parallêle menée à l'axe

par ce point , Ia droite qui va du foy er au point P est bissec-

trice de l'angle formé par les rayons uecteurs des points de

contact M et 1\1'.

Reportons-nous à lafig. 468, et soit PH Ia paralléle menée

à l'axe par le point P. La tangente PMT étant perpendiculalre

sur le milieu de Fq>, cornme Ia tangente PM'T' SUl' le milieu

de F q>', les deux angles MPll, F qJqJ', ont leurs côtés respec-

tivement perpendiculaires et som égaux; Ia droite PM' est Ia

bissectrice de l'angle qJ' PF, et l'angle a u centr e M' P F, égal
alors à l'angle inscrit Fq>q>', I'est 'aussí à ~angle MPH. De plus,

les angles l)FM, PFM', sont respectivement égaux aux angles

PqJM, Pq>'M'. 01', le triangle <pPq>' étant ísocêle, les angles

PqJM, Pcp'M', sont égaux cornrne composés d'angles égaux ; et

leur égalité démontre celle des angles PFM, PF1\1'.

PROBLEME.

860. Menerà ia parabole une tangente parallele à une droite

donnée.

Tout revient encore à trouver le point q>, symétrique du

foyer F par rapport à Ia tangente cher chée. Or, ce point se

trouve à I'intersection de Ia directriee et de Ia perpendiculaire

abaissée du- foyer F SUl' Ia droite donnée. II y a toujours une

solution, et une seule.

scot.rs.

861. Les constructions des nOS857 et 860 n'exigent pas que

Ia courbe soit tracée : i\ suffit d'en connaltre le foyer et Ia

direetrice.

PROBLEME.

862. Connaissant le [oyer F et ia directrice DD' d'une pa-

rabole, déterminer ses points de rencotitre avec une droite

donnée LL'.

Supposons le probléme résolu, et prenons (fig. 469) le sy-
métrique qJ du foyer F par rapport à LL'. Si 1\1 est I'un des

points de rencontre de Ia droite LL' ave c Ia eourbe, on a

MqJ = MF = 1\1H, 1I1H étant Ia perpendiculaire abaissée du

poínt M sur Ia directrice. Le eercle décril du point 1\1 comme



eentre, avee MF pour rayon, passe done par les points F et cp
el est tangent à Ia direetrice. La question est ainsi ramenée

à trouver le eentre M d'un cercle pas-
sant par deux points donnés F et cp et
tangent à une droite donnée nrr. Nous

li
avons résolu ee problerne (196,1°).

Comme iI n'est possible que lorsque
les deux points F et cp sont situes d'un
même cõté de Ia droite DD', Ia droite

LL' coupera Ia parabole, lui sera tan-
gente, ou ne Ia reneontrera pas, SlI i-

- vant que le point cp sera du même
côté que le foyer par rapport à Ia di-

rectrice, sur ceue directrice, ou de l'autre côté de eette droite

par rapport au Ioyer,

Fig.469'
D

COIlOLLA IIlE.

GÉOMÉTlllE.

863. La parabole, ne pouvant être coupée par une droite
en plus de deux points, est une courbe convexe (84.6).

v, - De Ia parabole, considérée comme limite de l'ellipse.

864. La limite d'une ellipse (ou d'une hyperbolc ; rlont IIlZ sommet ct

le foyer »oisin restent fixes, tandis que t'autre foyer s'en éloign« indé-

finiment dans la direction du grand aae (ou de l' lixe transverse), est

une parabole qui a pour sommet ct pourjoyer le somtuet et le foyer fixes

(fig. 470).

D

En effet, le cerele directeur relatif au foyer mobile F' coupe toujours
le grand axe à droile du foyer fixe F, en un même point L déterminé par Ia
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ccnditíon évidenle AL = AF. A mesure que le centre F' de ce cerclo
s'éloigne dans Ia direction AA', son rayon crolt indéfiniment , de sorte qu'iJ
a pour limite Ia perpendiculaire DO' menée par le point L au grand
axe AA'. D'ailleurs, tout point M de l'ellipse étant également distant du
fcyer F et du cercle directeur F' (776), on a constamment MF = i\1G,
c'est-à-dire à Ia limite, quand I'ellipse se déformant le point M vient
en MI, i\f1 F = M. H, en désignant par i\I1 H Ia perpendiculaire abaissée
du point M1 sur Ia droile DO', limite du cercle F'. Le lieu des positions
limites des points de l'ellipse donnée est done une parabole ayant pour
foyer et pour sornmet les points F et A, et, par suíte, Ia droite DO' pour
directriee.

La mêrne dérnonstrarion s'applique à I'hyperbole (821). Dans ce eas,
Ia parabole est Ia limite de Ia demi-hyperbole de droite à laquelle appar-
tiennent le sornmet A et le foyer F; l'autre demi-hyperbole de gauche
disparait à l'infini. .

COIIOLLAlllE.

86tí. Le théoreme précédent permet de prévoir et de démontrer les
propriétés de Ia parabole, en les déduisant par voie de transformation des
propriétés correspondantes de I'ellipse.

Par exemple, pour démontrer que Ia tangente à Ia paraboie fait exte-

ricuremeru des angles egaua: aoec te raXo!l »ccteur du point de contart et

aocc Ia paraltéle mcnéc à l' aXI: par te. métne point (8 ~3) ,il suff t de

rernarquer que, lorsque l'un des foyers de l'ellipse s'éloigne à l'infini , le
rayon vecteur relatif à ce foyer tend à devenir parallele au grand axe.

De même, pour établir que le lieu des projections da .f(J)"U de Ia para-

bole sur ses tangentes est Ia tangente 1I11 sommet (852), on n'a qu'à
observer que le cercle principal de I'ellipse tend vers Ia tangente au som-
met fixe du grand axe, lorsque l'autre sornmet se transporte à I'iufini.

Si les propriétés considérées dépendent expliciternent des axes ({ et b

de I'ellipse et de sa distance focale e, on substitue à a et à b leurs valeurs
en fonction de c et du parametre p = 2 ((l - c) de Ia para bole Iimi te;
puis, en supposant e infini dans les formules obtenues, on passe des
propriétés de I'ellipse représentées par ces formules aux propriétés cor-
resporídantes de Ia parabole exprirnées en Ionction du pàrametre p.

THÉORE~1E.

866. TOllS les diamétres de Ia parabole sont des droites paralléics à

I'axe.

On démontre immédiaternent cette proposition en regardant Ia parabole
eomme Ia limite d'une ellipse (864) dont l'un des foyers et le sommet
voisin comcident avee le foyer et le som met de Ia parabole, mais dont
I'autre foyer et, par suíte, le centre se transportent à l'inflni sur le grand
axe de Ia courbe.

Les propriétés de l'ellipse démontrées aux n'" 800 et 80'1 appartiennent
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aussi à Ia parabole limite. Ces propriétés vont nous permettre d'étabJir
Ia proposition sui vante.

THÉOREME.

867. La parabole etant rapportee au systéme díaxes obliques forme

par un diamétre et Ia tangente à son extremite, rlans ce nouocau systéme

d'axes, Ia sous-tangente est encore double de l'abscisse du point de con-

tact (8~~).

En eflet, soient (fig. 471) Ia tangente Ay et le diarnàtro Ax pris pour

-'~IL----1~--~-------~

axes coordonnés; menons Ia tangente MT en un point quelconque M de
Ia parabole. Si, par le point d'intersection G des tangentes Ay et MT, on
mime une parallele à Ax, cette parallele coupera Ia corde AM en son
milieu (801): le point G est donc le milieu de TM. AGy étant parallêle
à l'ordonnée MP, le point A est al.ors le milieu de Ia seus-tangente TP,

THÉOREME.

868. L'aire d'un segment parabolique est les deua: tiers du parpllelo-

gral7lme qui a pour côtes ta corde et Ia fléclu: da segment, cette jteche.

etant mesuree SUl' le diamétre conjugué à ta corde da segmento

Soit (fig.47~) le segment parabolique MAM, déterminé par Ia corde
MMI' Prenons pour axes coordonnés le diametre Ax canjugué à cette
corde et Ia tangente parallele Ay. Évaluons d'abord l'aire de Ia portion
MAP.

Inscrivons dans I'are AM une ligne brisée MM'M" •• ,1, et, par les som-
mets de ceue ligne brisée, menons à Ia courbe les taugentesMT, M'T'" , "
jusqu'à Ia rencontre du diametre Ax; menans aussi Ies ordannées MP,
M'P' , •.. des sommets de Ia ligne brisée.

Comparans le trapêze MM'P'P au triangle correspondant GTT', Si l'on
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mõne par le sommet G du triangle une parallele GIl à Ax, elle passera
par le milieu I de Ia corde l\11\1'(866). La perpendiculaire abaissée du
milieu du cõté Ml\l' SUl' le cõté PP' dn trapeze MlIl'P'P est donc égale à
Ia hauteur du triangle GTT'. Pour avoir Ie rapport de leurs aires, il suffit

alors de comparer le cõté PP' du trapeze à Ia base TT' du triangle ; cal',
en menant par Ie point I une parallele à PP' jusqu'à Ia rencontre de MP
et de M'P', on transforme le trapeze en un parallélogramme équiva-
lent. 01' (867) AT = AP et AT'= AP', d'oú TT'= PP'. Le triangle est
dono Ia moitié du trapeze, Et, comme on peut répéter le mêrne rai-
sonnement pour chaque trapeze et pour Ie triangle correspondant, Ia
somme des trapézes reste toujours égale au double de Ia somme des
triangles. La limite de Ia premiere somme étant I'aire i\IAP et Ia limite
de Ia seconrlc l'aire MAT, I'aire MAP est les deux tiers du lriangle total
MTP ou du parallélogramme équivalcnt APMQ.

L'airo M, AP étanl de même les deux tiers du parallélogramme APM1 Q"
l'aire cherchée 1\1.'\1\1,est enfin les deux tiers du parallélogramme l\1QQ, ~l"
qui a pour cõtés Ia corde MMI du segment ou le double de I'ordonnée J'.IP,
et Ia Ileche de ce segmenl ou l'abscisse AP.

VI. - Ellipse, hyperbole et parabcle, considérées comme sections
planes du cône de révolution.

THÉOREME.

8G9. La section d'un. cône circulaire droit par uti plan. est

une ellipse, une liyperbole ou une parabole.

(0 Supposons que le plan sécant rencontre toutes les {{éné-

ratrices da cõne SUl' une méme nappe (fig· 473).

ÚE C. - Cours. 11. 34
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Menons le plan méridien (570) du cône, qui est perpen-
diculaire au plan sécant AMA'; il coupera le cône suivantles
deu x génératrices S1 et SA', qui font entre elles I'angle au

sommet de Ia surface, et Ie plan sécant suivant Ia droite AA'.

\'~'!---+-+-----;'

Dans le plan méridien ainsi considéré, construisons les clrcou-
férences ° et O' qui, situées de part et d'autre de AA', sont à
Ia fois tangentes aux géoératrices SA et SA' et à Ia droite AA',
Iju'elles touchent aux points F et F'. Si I'on fait tourner le
plan méridlen autour de l'axe SO, ces d eux circonférences
engendreront deux spheres tangentes à Ia surface conique
suivant les parallêles (622) BC et B'C', et tangentes au pIan
sécant en F et en F'.

Cela posé, prenons un point M quelconque SUl' Ia courbe
d'Intersection, menons les droites MF, MF', et Ia génératl'iceSM
qui coupera en G et en G'Ies paralléles BC, B/C', La droite MF
étant tangente à Ia sphére 0, on a (622) MF =MG. On a de
même, par rapport à Ia sphere O', MF' . MG'. Par suíte,

MF + MF' = MG + MG' = GG' = BB' = consto

D'uilleurs, en vertu des propriétés rappelées, on fi

B fi' = A B + A B' = A F + A F'
et

níl' = CC' = C A I + A' C' =A' F + A/ F'.
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11 en résulte évidemment

AF=A'F' et RB'=AA'.

La courbe obtenue est donc une ellipse ayant AA' pour grand

aa:e et les points F et F' pop,r foyers.

Si l'on trace A'H paralléle à BC, AlI est Ia distance focale

de cette ellipse. En effet,

AF'=AR' et HTl'=A'C'=AF.

Les plans des parallêles RC, R' C', prolongés jusqu'à Ia ren-
contre du plan sécant, le coupent sulvant deux d roitcs DE, 1)' E',
perpendiculaires au plan méridien consídéré (763). SI i'on

mene le parallêle LV de Ia surface qui passe pm' 10 point M,
son intersection avec le plan sécant ost de même dirigée sui-
vani I'ordonnée l\1P de ce point par rapport nu grand axe AA',
et 111) représente Ia distance du point M àIa droitc DE. Les
tríangles APL, ADB, AA'H, évidemment semblables, donnent

alors
RL ou MF AB AH

1'1) = AI) =AA' = const .

Ainsi, les distances de chaque point de l'ellipse trouvée au
foyer F et 3 Ia droite DE sont entre ellcs dans un rapport égal
à l'excentricité (763) de Ia courbe. La méme démonstration
s'applique au foyer F' et 3 Ia droite D'E'. Les droites DE, D'E',
sont appelées les directrices de Ia section; eJles sont exté-

rieures 3' Ia courbe.
2° Supposons que le plan sécant rencontre les deutc nappes

du cône (fig· 474).

On a alors

MF'- l\1F = MG' - l\1G =GG' = I3B' = const. ;

d'ailleurs,
RB' = AR' - AB =AF' - AF

et
RB'= CC'=A'C - A'C'= A':F - A'F'.

11 en résulte évidemment

AF=A'F' el RB'=AA',

La courbe obtenue- est donc une Izyperbole, ayant AA' pour

axe transverse et lespoints F et F' pour foyers.
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Si I'on trace A' H paralléle à B' C', AH est Ia distance focale

de ceue hyperbole. En effet,

AB'=AF' el B'H=C'A'=A'F'.

Les droítes DE et D' E', intersecLions des paralleles BC, R' C',

Fig. 474·

~+t-Wf---I----+-~r.

\

avec le plan sécant, sont les directrices de I'hyperbole; elles
sont intérieures à Ia courbe. Le rapport des distances du
poínt M au foyer F et à Ia droite DE est égal à l'excentricité de
Ia courbe. C'est ce que les triangles semblables APL, ADR,
AA' H, montrent immédiatement.

3° Supposons le plan sécant parallêle à l'une des génératrioes

du c6ne (fig. 475).

Ayant mené le plan méridien LSL' perpendiculaire au pIan
sécant, ce dernier se trouve parallele à Ia génératrice SI.' et
est alors coupé par Ie plan méridien suívant une droíte AP
parallêle à ceue géoératrice. Dans le plan méridien, construi-
sons Ia circonférence 0, tangente aux généraLri cesprinci-
pales en R et en C, et à Ia droítc AP au point F. Si 1'00 faí t

tourner Ia figure auto ur de I'axe SO, Ia sphere engendrée par
Ia circonférence ° est tangente au cône sui vant le parallele BC
et touche en F le plan sécant.

Cela posé, prenons un point quelconque M SUl' Ia courbe
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d'intersectlon ; menons Ia droite MF et Ia génératrice SM qui
coupe en G le parallele BC de Ia surface : menons également
le parallele LU de Ia surface qui passe par le point M et qui

rencontre le plan sécant suivant I'ordonnée MP de ce point
par rapport à AP. On aura toujours

~!F=Me =RI..

D'ailleurs, l'intersection du plan secant et du parallele IlC
est une droíte DE perpendieulaire au plan méridien, et PD
représente Ia dísiance du point M à Ia droite DE. Les deux
lriangles APL, ABD, étant ísocéles, pulsqu'Ils sont tous deux

semblables au triangle SLL', on a

PD = RL, c'est-à-dire MF = PD.

La courbe obtenue est done une parabole ayant le point F
pour foyer et Ia droite DE pour directrice.

COROLLAIRES.

870. Ce théorêrne permet de réunir les trois courbes éiu-

diées précédemment sous Ia dénomination de sections co-

uiques,

Les propriétés de ces courbes, relativement à leurs Ioyers
et à leurs dírectrlces, eonduisent à Ia déflnition générale sui-
vante : Le lieú des points dont le rappor! des distances li un.
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point fixe (foyer) et à une droite fixe (directrice) est con-

stant, est une sectio« conique.

Suivant que le rapport donné est inférieur, supérieur Oll
égal à l'unité, Ia courbe est une ellinse, une hyperbole ou
une parabule.

t;71. Les spheres considérées dans Ia démonstration pré-
cédente peuveut, to ut en restant inscrites au cône, cesser
d'être tangentes au plan sécant, qui les coupe alors suivant
deux cercles. Les rnêmes raisonnements étant applicables à ce
cas, on arr ive à ceue propusition ; Le liea des points tels

que te rapport qui existe entre les tangf'.ntes meuées de ces

points à Ull cercle fixe et les distances de ces mémes points

à une droite fixe soit constant , est une section conique dont

Ia nature dépend de Ia ualeur de ce rapport comp arée li

l'uniié (870). '

PHOBLEME.

872. Placer une ellipse, une hyperbole ou une parabole

donnée sur uri cône de révolution donné.

1'0 Si l'on se reporte à Ia figo 473, on vo it qu'on connatt
dans le triangle AA'H le grand axe AA' de I'ellipse donnéc et
sa distance Iocale AH, ainsi que I'angle AHA', complément du
demi-angle au sornmet du cône donné. La question revient
donc à construire un triangle avec deux cõtés et l'angle opposé

à l'un d'eux. Comme l'angle donné est opposé au plus grand
des deux côtés donnés, ce trtangle est completement dé-
termine (t20). Quand iI sera construit, on élevera une perpen-
diculaire SUl' le milieu de A' H, et Ia surlace conique engendrée
par AH en tournant autour de ceue perpendiculaire sera
coupée sulvant l'ellipse donnée par un p lan mcné sulvant AA'

pel'pendicuIairement au plan du triangle AA' H. On peut donc

toujouis placer une ellipse donnée sur uti cône donné.

2° Si l'on se reporte à Ia figo 474, onvoit qu'on connatt
dans Ie triang!e AA'H l'axe transverse AA' et Ia distance fo-
cale AR de l'byperbole douuée, ainsi que l'angle ARA', com-

plément du demi-angle au sommet du cône donné. Comme
cet angle est opposé ici au plus petü des de!lx cõtés donnés,

le probleme peut avoir deux solutions ou n'en avoír au-
cune (120). Pour qu'tl soit possib!e, il Iaut que AA' surpasse
Ia perpendiculaire abaissée du poin t A SUl' Il A", e' est-à-díre
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qu'on ait, en appelant 2~ l'angle au sornmet du cône et en

posant (810)AA'= a a, AH = 2C,

2a> 2CCOS~ ou ~
a

cos <-,
c

Mais, si I'on appelle 2() l'angle des deux asymptotes rle

I'byperbole proposée, on a évidemment (825)

~= cose,
c

La condítlon eherehée est done

cosê < cosO,

ou, puísqu'Il s'aglt d'angles inférieurs à un droit (voir Ia Tri-

gonométrie ),
ou

Done, pour pouooir placer une h.y perbole donnée sur un

cône de réoolution. donné, il faut que l'angle au sommet da

cOne surpasse celui des deu» angles des asymptotes de l'hy-

perbole qui comprend Ia courbe,

3" Si I'on se reporte à Ia fig. 475, on volt que Ia droite OA
est perpendieulaire à l'axe SO, d'aprés Ia détermination du
poinL O et le parallélisme des droites SL' et AP. Dans le
triangle reetangle OBA, on connatt por suite le eôté

. FI)
AB=AD=-,

2

deml-paramétre de Ia parabole donnée (838), et l'angle BAO,
eomplément du demi-angle au sommet du eône donné. Ce
triangle est done completernent déterminé (30). L'ayant con-
struit, on élevera OS perpendieulaire SUl' OA, et Ia surface
eonique engendrée par Ia rotation de AB autour de SO sera
coupée suivant Ia parabo!e donnée par un plan mené perpen-
diculairement à celui du triangle OBA et passant par Ia
droite AP, tracée de maniere que AO soit Ia bissectrice de
I'angle SAPo On peut done toujours placer une parabole donnée

SUl' un. cône donné

SCOUE.

873. Le sommet d'un eône de révolution s'éloignant à l'in-

uni dans Ia direction de l'axe, ee eône dégénére en cylindre
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de révolution. Un cy lindre circulaire droit est donc coupe

suivant une ellipse par uri plan sécant quelconque (869, 1°).

C'est ce qu'on démontrera, du reste, directement eu adop-
tant Ia même marche que précédemment. Cettemarche per-
mettra de déterminer le grand axe, le foyer et les directrices
de Ia section proposée. 011 en déduira facilement que toutes

les ellipses trouvées en coupant par un plan quelconque un

cy lindre de réoolution ont pour petit aa:e le diamêtre de ce

cylindre.

On peut toujours placer une ellipse don née SUl' un. cy lindre

de réoolution. donnée (872, 1°), lorsque le petit aaie de i'eliipse

est égal au diamêtre du cylindre,

VII. - Section anti-paralléle du cône oblique à base circulaire,

THÉOREME.

874.. Dans ún câne oblique à base circulaire, toute section

anti-p arallêle à Ia base est uri cercle.

Soit S le sommet d'un cône oblique ayant pOUI' base le
cercle O (fig. 476). On nomme plan principal de ce cône le

Fig. 476.

plan SAB mené par Ia droite qui joint le sommet S au centre O
de Ia base, perpendiculairement au plan de cette base, et l'on
dit qu'un plan CMD est anti-parallêle à Ia base lorsqu'il est
perpendiculaire sur le plan principal SAB et que sa trace CD
sur ce plan principal est anti-paralléle à AB par rapport à
l'angle ASB. Il s'agit de prouver que Ia section CMD est un
cercle.

Par UI1 point quelconque M de Ia section, menons un plan
paralléle à Ia base; ce plan coupera évidemment le cône sui-
vant un cercle AI MBI décrit sur AI BI comme diamêtre, et le
plan CMD suivant une droite MP perpendiculaire au plan prin-
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cipal (4.66). Dans ce cercle A'MB', on a (167)

-2

MP =PA'.PB'.

D'ailleurs, les triangles PCA', PDB', semblables comrne
ayant leurs angles égaux, donnenl

PA' PC
PD - PB"

li ell résulte

-2

pA'.PJ3'=pe.PD et MP =PC.PD.

Par suíte, le point M appartient à un cercle décrit SUl' CD
comme diamétre.

La propriété qu'on vient de dérnontrer subsiste pour le cy-
lindrc oblique à base circulaire,

RÉCIPROQUIlME!iT, toute sectioti circulaire non parallêle à la

base lui est anti-parallêle (fig. 476).

En effet, soit Ia section círculaire CMD non paralléle à Ia
base du cône oblique, et dont Ia trace sur le plan de ceue hase
est Ia droite RR'. Abaissons du centre O Taperpcndiculaire OQ

sur RR' et, aux points A et B ou cette perpendiculaire ren-
contre Ia circonférence de base, menons les tangentes AK et
RL, nécessairement parallêles à RR'. Les plans SAK, SBL,
évidemment langents au cône (570), couperont Ie plan eMD
suivant deux droites CG et DH, tangentes à Ia section circu-
laire CMD et parallêles à H.R' (H2). CD est donc un diamêtre

de Ia section CMD cornme AB est un diametre de Ia base. Si
I'on fait alors passer, par le point i\I de Ia secüon CMO, Ia
section A'II:IB' para lléle à Ia base, leur intersecrion MP sera
paralléle à RR' (4.14.) ou perpendicu laire à Ia fois à A' B' et à
CD, c'est-à-dire au plan ASB (399). Le plan ASB, perpendicu-
laire à Ia base du cône el au plan CMD (ldj3), est le plan prin-

cipal, et l'on a en même ternps

-2

MP = PA'.PB'=PC.PD ou
PA' PC
PD - PIl"

Les deux triangles PA'C, PDB', sont donc semblables, et CD
est anti-parallêl e à A'B' ou à AB.

conor.t.xmes.

875. Deua: sections, l'une A1B1parallete, l'autre Cl) anti-
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oaralléle à Ia base d'un câne oblique à base circulaire, sont

toujours situées sur une méme sphêre (fig. 477).

En eífet, les deux sections circulaires AI BI et CD sont per-
pendiculaires à un même plan SAB passant par leurs centres,
et le quadrilatére AI BI CD situé dans ce plan est inscriptible,
puisque ses angles opposés sont supplémentaires (114.). Les
deux sections considérées appartiennent donc à Ia sphere qui
a pour grand cercle le cercle A I BI DC.

876. Dans un cóne oblique à base circulaire, les centres des
sections paralléles à Ia base sont distribués SUl' Ia droite SO;
les centres des sections anti-paralléles à Ia base se trouvent
aussi évidemment SUl' une même droite, que nous nous pro-
posons de construire.

Soít (fig. 478) SAB le plan principal du cône oblique dont

Fig. 477'

A(-------------JB

Fig. 478.

Ia base est le cercle décrit sur AR comme diamétre. Le cercle
circonscrit au triangle ASB est un grand cercle de Ia sphérc
'déterminée par le cercle AB et le sommet S du cône (625). La
tangente SG au granel cercle SAB est Ia trace SUl' le plan de Ia
figure du plan tangent à cette sphére en S, et ce plan tangerit
est perpendiculaire au plan SAB (621, 619). D'ailleurs, Ia
droite SG est anti-parallêle à AB, à cause de I'égalité des
angles BAS, BSG. te plan tangent SG est done paralléle aux
pJans des seetions antí-paralléles à Ia base AB, et Ia question
est rarnenée à marquer le centre d'une section quelconque

paralléle à ee plan tangent.
Nous choisirons eelle qui passe par le point de concours T

des tangentes en A et en B au cercle ASR, c'est-à-díre par le
sommet T du cône qui estcirconserit à Ia sphére considérée



GÉOMÉTIllE.

VIII. - Propriétés fondamentales de l'hélice.

suivantle cercle AB. En menant par le point Tia parallêle CTI)
à SG, on aura le diarnétre de ceue section, ct il est facile de

. voir que T en est précisément le centre. En effet, l'angle TBD,
égal à SBK, a pour mesure Ia moitié de l'arc 8113; l'angle TD13,
alterne interne de BSG, a cette mêrne mesure. Le triangle T13D
est donc isccele, et l'on a TD = '1'13.On verra de même que
TC = TA. Par suite, comrne TA = TB, TD =TC, et le point '1'
est le milieu du diamétre CD ou le centre de Ia section corres-
pondante,

Ainsi, le lieu des centres des sections anti-parallêles à la

base AB est ta droite ST qui joint le sommet S au sommet '1'
du câne autciliaire circonscrit, suioant ta base AB, à ta sphêre

déterminée par cette base et par le sommet S da câne donné.

877. Soit un cylindre droit àhase queIconque, mais fermée.
On peut déterrniner un point quelconque de Ia surface de ce
cylindre à l'aide de coordonnées c1éfinies de Ia maniêre sui-

vante.
Considérons une section droite AA1 (fig. 479) qui coupe au

point A Ia génératrice GG/, et prenons
ce point A pour origine des ares comp-
tés sur le périméu-e de cette section
droite. Ces ares seront positifs dans un
sens, négatifs en sens opposé.

Cela posé, soient M nn point quel-
conque de Ia surface cylindrique, et MP
Ia génératrice qui passe par ce point et
qui rencontre en P Ia section AA/: Ia
longueur MP est Yordonnee .Y da point
M, et l'arc AP est son aúscisse curvi- A' -~i\(------------- A

ltgne ai,

Comme le point M peut appartenir à
une courbe qui décrit plusieurs circonvolutions autour du
cylindre, son abscisse peut dépasser le périmétre de Ia sec-
tion AA1 et comprendre ce pérlmêtre un nornhre quelconque
de fois,

En suivant Ia courbe proposée à partir de sun prerníer point
de rencontre avec Ia génératrice GGI et en cornptant combien
de fois elle coupe cette génératrice avant qu'on parvienne au

Fig. 479,

M :_----------- ,\
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polru M, 00 devra ajouter le pértmetre de AA' ee mêrne nornbre
de fois à l'arc qui separe le point A du pied de I'ordonnée du
point M, pour avoir I'abscisse curviligne de ce point.

878. Parmi toutes les courbes qu'on peut alnsi tracer sur
Ia surface d'un eylindre droit, Yhélice est déflnie par eette
eondition que l'ordonnée d'un point est proportionnelle à son

abscisse curviligne.

L'équailon de I'hélice, dans Ie systéme de coordonnées
adopté (877), est donc

y=kx.

Désignons par e le périmétre de Ia section droite AA'
(fig. 479)' x variant de o à C, on a un premier are d'hélice
qui part du po int A el qui, apres avoir coupé toutes les góné-
ratr ices du cylindre, vient reneontrer de nouveau en AI Ia gé-
nératrice GG'. x variant de e à '2C, de '2C it 3C, etc., on a de

nouveau x ares de courbe allant de AI à "2' de A2 à A3' etc.
Les valeurs extrêmes de y som, en mérne iemps, o, Ir e, '2 ke,

3 Ir c, .... Les distances AAI' AI A2' A2A3' ... , qui séparent les
points ou l'héliee vient reneontrer une même génératriee GG',
sont donc égales. Ceue distance, constante quelle que soit Ia
génératrlce eonsidérée, est ce qu'on appelle le pas de l'héliee.

Les ares de courbe A.\I' AIA2' A2A3' ... , so nt de mêrne égaux
entre eux; ils ne sont évidemrnent que Ia reproductlon du
premier are AAI qu.on f'erait glisser successivernent le Jong
du eylindre d'une hauteur égalo uu pas. Ces ares rgaux, dans
lesquels I'héliee se trouve ainsi naturellernent partagée, eon-
stituent les spires de Ia courbe.

TIlÉOI\E~IE.

879. Lorsqu'on effectue le déoeloppement d'une surface

cy lmdrique SUl' I'un. de ses plans tangenis, toute hélice lracée

surla surface se développe suioani une ligne droite (fig. 480).

Soit l'héliee AMB[; pour deu x points quelconques 1\1 et M'
de ceue eourbe, 011 a Ia relation

MP M' P'
AP - AP' .

Si l'on su rpose qu'on développe Ia surfaee du cylindre dans
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le plan tangent suivant la généralrice ABj (536,51.-2), Ia ctrcon-
íérence de Ia section droite en A s'appliquera sur Ia droite Aa
rnenée perpendlculalrement à ARj dans ce plan, et les arcs

Fig. 480.

AP et ;\.P' seront rectiflés en API et AP'!. Les points M et M'

viendront d'ailleurs se placer en MI ct en M'! sur les perpen-
dículaires élevées à A a en PI et en P'j, et I'on aura

MIP!=MP, M'!P'j=M'P'.

I) . h h' MP M' P' .
uisque par ypot ese AP = AP' , on aura aUSSl

MjPj M'I P'I
-A~= AP'! '

et les points A, MI' M'I' seront en Iigne droite. Si l'on déve-
loppe une seule spire, Aa représente le périmetre de Ia sec-
tion AA' et aR le pas de I'hélice.

THÉOREME.

880. La sOlls-tangente en un point de l'hélice est ~gale à

l'abscisse curviligne de ce point (fig. 48 r).

La sous-Langenie en un point de I'hélice est Ia projection,
sur le plan de ia section dro ite prise pour base, de Ia portion
de tangente en ce point comprise entre son point de contact
et sa trace SUl' le pian de Ia base.

Considérons sur Ia courbe Ies deux points voisins M et M',
dont les ordonnées sont MP et !\ti' P' el les abscisses curví-

lignes A A' AP et AA'A P'. On a (878)

MP

AA'AP

M'P',
AA'AP'
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Prolongeons Ia corde MM' jusqu'au point T ou elle rencontre
forcément Ie plan de Ia base, puisque l'on a M'P'>MP. Ce

I'ig. ~8J.

~c
/ .

T

point T appartiendra au proloogement de Ia corde ppi de Ia
base. Les deux trlangles semblables MTP, M'TP', donneru
'alors

MP M'I"
TI:-' - T1>"

Par suíte, en verto de l'équatlon (I),

TP TP'
AA'AP=AA'AP"

c'est-à-díre
TP'- Ti>
AP'-AP

TP'
AA' AP'

00 peut écrire cette derniere égalité sous Ia forme

TP' ('orde pp'

AA'AP' arcPP'

Lorsque le point M' se rapproche indéfiniment du point M,
regardé comme fixe, l e po int P' se rapproche indéflniment du
point P. La sécante M'MT devient Ia tangente Me à l'hélice
au point M j Ia sécante P' PT devient à Ia fois Ia tangente eu P
à Ia base et Ia seus-tangente pe au point M. La limite du rap-

corde PP'
port ---- étant l'unlié (226), on a Iinalement

are PP'

. TP' pe
11m. AÃ'AP' = AA' AP = li

ce qui démontre le théorême.

COIIOJ.LA II\ES.

881. Le rapport:r étant consiant (8781. le rapport de l'or-
x .

donnée d' uti point à ia sous-tnngente de ce point est aussi



GÉO:\1ÉTRlE.

constant . Le triangle MPe étant alors toujours sernblable à
tui-rnêrne, Ia tangente ti l'hélice fait uri angle constara, aussi

bien ave c Ies gl:nP.ratrices du cylindre qu 'ooeé /e plan d'une

section droite. Ces deux angles sont complémentaires.
Si l'on désigne )31' 11 le pas de l'hélice et par C le périmêtre

de ta base, on a (879)

si I'on désigne par i (fig. 480) l'angle suivant lequel les géné-
r.nrlces du cyl in dre sont coupées par l'hélice, on a (voir Ia
Trigonométrie)

, C
tangi = h'

Pour construire Ia tangente en un point M de I'hélice, iI
suffit donc de mener, dans le plan tangem au cylindre en ce
point, une droite Iaisant l'angle i avec Ia génératrice qui passe
par ce point.

On peut aussi prendre, à partir du point P, pied de 1'0r-
rlonnée du point M, SUl' Ia tangente à Ia base, une Iongueur pe
égale à J'arc AA' Ar recufié, et joíndre le point e au point M.

882. Si l'on enroule un fil SUl' une courbe quelconque, une
de ses extrémués étant fixée en un point de Ia courbe, puis

qu'on le déroule en le tendant constamment dans Ia direction
cies tangentes à Ia courbe, so n extrémité Iibre décrit une déve-

toppante de Ia courbe proposée, qui, à son tOUI', est Ia déve-

lop pée de Ia courbe obtenue.

On volt que le lieu des points e ou des traces des tangentes
à lhelice SUl' le ptan de Ia base est une déoelopp ante de ceue

base. La surface formée par les tangentes elles-m êmes est
connue sous le nom é'héliçotde développ able.

SCOLIE.

883. L'hélice que I'on considere le plus souvent dans les
epplicatlons est tracée SUl' un cylindre de révolution. Dans ce
ras, le pérímêtre C de Ia base doit être r emplacé pai' ú tt r, et,
<1101'S, iI est commode d'Inuodulre dans les formules précé-

.1 I' d I I .. !t , dé "o entes, au leu e ti, a quauute -1 qu on esigne par 1I et
2TI

qu'on nomme pasré.htit.
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IX. - l.xercices et questions complémentaires.

884. On peut proposer U\l tres grand nombre <de problémes sur Ia
déterrnination graphique des seclions coniques, d'apres un nornbre suffi-
sant de conditions. Nous nous contenterons ici d'appeler l'auention du
lecteur sur l'intérêt de ces questious par les exemples suivants,

PROBLEME.

880. Csnstmire une ellipse ou une It)'perbo!e dont on cànnaã l'cxcen-

tricite :., l'un des [oyers, et deux points ou deus: tangentes, ou une tan- .
a

gente et son point de contact .

Nous résolvons ce probleme pour montrer de quelle utilité peut être
Ia considération des directrices.

1° Soient F le foyer donné, M et N les deux points donnés ; détermi-

nons les longueurs r et r' par les conditions

MF c-=-,
r a

puis décrivons deux circonférences des points M et N comme centres avec
les rayons r et r'. La directrice correspondant au foyer F sera une tan-
gente commune aux circonférences décrites. En abaissant sur 'cette tan-
gente DE une perpendiculaire FD et en marquant sur cette perpendicu-

laire les deux points A et A' qui Ia diviscnt dans le rapport:', on aura
a

l'axe focal AA' de Ia section conique ; sa distance focale FF' s'obtiendra

en prenant dans le seus convenable, suivant Ia valeur de :., A/F' = AF.
a .

La question ser a alors ramenée à construire une ellipse ou une hyper-
bole, connaissant ses axes,

2° Soient F le foyer donné, lIU, M/T/, les deux tangentes données

(fig. 482). Déterrninons I.es points '1' et '1" symétriques du foyer par rap-
port à ces tangentes. La perpendiculaire indéfinie KF' élevée iI 0/'1"par SOl!

milieu K est un lieu du second foyer F' (77 S, 821). Ce second Ioyer Cait
égalerncnt partie du Iieu dont le rapport des dístances anx deux points

fixes F cl'1' est égal à :.. Nous détcrminerons donc les points G et G' qui
a

divisent F'1' dans ce méme rapport, et sur GG' comme diamétre nous
décrirons (144) une circonlérence qui coupera KF' au point cherché. lJ

ne restera plus qu'à construire uno ollipse ou une hyperbole, connaissant
Ia distancc Iocale FF' et I'<lXE! foca! F' '1' de Ia courhe.
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3° Soient F le foyer donné et ~IT Ia tangente donnée qui doit toucher

Ia conique au point donné M. Déterrninons le symétrique 'f du foyer par
rapport à MT; en joignant 'fM, nous aurons un lieu du second foyer F'

(776, 822). Divisons comme précédemment (:1.0) F1', aux points G et G',

dans le rapport donné ~. La circonférence décriie sur GG' comme dia-
a

metre viendra couper en F' Ia droite 1'1\1prolongée, et le probleme sera
résolu. (Pour ee 3· cas, le Iecteur est prió de faire Ia flgure.)

886. Construire une parabole dont OIZ connaü le foyer F ct deu» tan-

gentes LT, L'T' (fig. 483). '

Fie· 483.

L

L'

Du foyer F, abaissons les perpendiculaires FH, FH', SUl' les tangentes
données, La droite HH' représentera alors Ia tangente au sommet de Ia
courbe (8J2). En abaissant du foyer F une perpendiculaire sur ceue
derniere tangente, on obtiendra le sommet A de Ia parabole, e·t Ia digo
tance FA achevera de Ia déterminer completement (838).

DE C - COUI!. 11. 35
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PROBLEME,

887. Construire la projection de L'hétice et de la tangente cn un potnt

de ir: courbe sur un plan perpendiculaire á Ia base du cylin dre (fig· 484)·

Fig. ~í84.

a"r-_----.,. __ ,b"

r

Soient abcd Ia section droite du cylindre de révolution considéré, et xy

une droite tracée duns son plan parallelement au diarnetre ab qui passe
par le point de départ a de l'hélice. Concevons par xy un plan parallele
à I'axe ou cylinrlre; c'est sur ce plan qu'il s'agit de projeter une spire de
l'hélice.

Donnons au cylindre une hauteur égale au pas a' a" de l'hélice ; Ia pro-
jection du cylindre sera alors le reclangle a' a" b" b', Divisons l'arête a' a"

et Ia circonférence de base abcd en un même nombre de parties égales ;
sur lafig. 484, le nombre de ces parties a été pris égal à 12. m étant I'un
quelconque des points de division de Ia base, I'arête qui a son pied en 11/

rcneontre l'nélice en un point dont Ia hauteur au-dessus du plan abcd est
au pas a' ti" de l'hélice eomme l'arc acm est à Ia circonférence acbd (878 l;
lei, I'arcacm étant les ~ de Ia circonférence, Ia hauteur du point considéré

12

est les~dea'a".Onobtiendradonc Ia projection JII' de ce point en menant
12.

por le point 11, extrémité de Ia cinquierne division de a'o", une oarallàle
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it xy jusqu'à Ia rencontre de Ia per-pendiculai~F"'"' m, En
opérant de rnême pour tous les points de division de Ia base, on ob-
Iiendra une série de points tels que m'; qu'il suffira de joindre par un
trait continu pour avoir Ia projection de l'hélice.

Pour avoir Ia projection de Ia tangente au point considéré, on prendra,
SUl' Ia tangente mt au cercle de base, une longueur mt égale à l'arc acm,

c'osr-à-díre ici aux 2. de [a circonférence abcd ; t sera Ia trace de Ia
12 .

tangente sur le plan de Ia base (880). Ce point se projette au point t' que
I'on obtient en abaissant Ia perpendiculaire tt' sur xy. Par suite, Ia droite
t' 11I' est Ia projection de Ia tangente.

On reconnait facilement d'apres cela que Ia courbe obtenue touche
l'aréte a'a" en a' eten a", l'arête b'b" en son milieu, etqu'elle est syrnétrique
par rapport à Ia parallele à xy menée par le rnilieu de b' b". Cette courbe
est connue seus le nom de sinusoide . Nous I'étudierons bientôt, en établis-
sant les premiers princioes de Ia TrigollOmétrie.

REMARQUE.

888. En cxposant l'ensemble des propriétés fondamentaJes qui con-
stituent Ia Géométrie, nous avons, par cela même, indiqué chemin fai-
sant Ia plupart des Méthodes employées d'une maníere générale pour
résoudre les Problémes de Geometrie.

11 nous resterait à préciser davantage et à compléter ces notions
éparses, en les condensant dans un Appendioe spécial et en les aecom-
pagnant d'exemples choisis. C'est ce que nous avions fait dans Ia pre-
miere édition du Tome II de ce Cours, sous le titre de Complément de

Céométrie, Mais notre plan s'est étendu, et nous comptons consacrer à

cette étude, ave c tous les détails nécessaires, un volume entier ou nous
pourrons faire appel, non seulement aux ressources propres à Ia Géomé-
trie proprement dite, mais encore à celles que l'Algeb,.e superieure (t. m·
et IV) et Ia Ceometrie analy tique (t. V et VI) peuvent otfrir à ce point
de vue. •

FIN DE LA GlÍo~lIánlll.

r
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