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PRÉFACE 

Cette nouvelle édition differe peu �e la; _précédente. J1a'i
ajouté quelques pages sur les correspondances entre les 
points de deux surfaces, en particulier sur la théorie des 
surfaces applicables. D'autre part, pour ne pas augmenter 
les dim.ensions du volume, j'ai dt'.i supprimer quelques para
graphes consacrés à des questiona. accessoires, comme la 
transcendance du nombre e, les intégrales pseudo-ellip-

. tiques, etc., qui, malgré leur intérêt, ne sont pas indispen
sahles à un candidat à la licence. \" 

J'adresse de nouveau mes sipceres remerciements à 
M. René Gosse, qui a continué à me prêter son c�mcours
pour la correction des épreuves.

,G septembrc �!)23. 
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COURS 

D'ANALYSE MATHÉMA'flQUE 

CHAPITRE 1. 

INTRODUCTlON. 

I. - LIMITES. - ENSEMBLES.

De la notion d n nombrP. entiP.r on s'éleve successivement à celles 
du nombre rationnel, du nombre irrationnel et du nombre algé
briquc. Nous supposons que le lecteur a déjà acq_uis ces notions, 
qu'il connnit aussi la théorie des opérations algébriques et l'appli
cation des nombres à la mesure des grandcurs concrêtes ( 1 ).

i. Limites. - On dit qu'un nombre variahle :r: a pour limite un
nombrc fixe a, ou tend vers a, lorsque la valeur absolue de la 
différcnce x - a finit par dcvenir ct rester plus petite que tout 
nombre positif donné à l'avance. Lorsque a= o, le nombre x est 
dit un in.finiment petit. Il revient évidemment au même de dire 

(') N ous supposons un nombre irrationnel défini par la décomposition de l'en
semble des nombres ralionnels en deux classes, satisfaisant à certaines condi
tions. A toute longueur B, n�dmettant pas de commune mesure avec la lon
gueur A choisie pour unité, correspond un nombre irrationnel i qni e· t dit la 
mesure de B quand on prend A pour unité. Inversetneot, à tout nomhre irrll
lionoel i défini d'unc Caçoo aritlimet ique correspood une lougueur B n'a<lmettant 
pas de commune mesure avec la lougueur choisie pour unité. Pour établir ce 
point esseotiel, on e1t obligé de s'appuyer sur un postulat qui dérive de notre 
intuition de la ligne droite. Ce postulat peut d'ailleurs s'énoncer- sous des formes 
uu peu dilférentes, quoique équivalentes en réalité. 

OOURSAT. -1. 



2 CHAPITRE 1. - INTRODUCTION. 

que .i; a pour limite un nomhre a, ou de dire que la différence 
x- a est un infiniment petil. Pour prouver qu'un nombre x
a pour limite le nombre a, on partage généralement la différence
x - a en un certain nomhre de parties, trois pat· exemple, et
l'on prouve que la valeur ahsolue de chacune de ces partiÓs finit

par restcr plus petite que j, z étant un nombre positif arbilraire. 

Ce type de démonstration, que nous emploierons souv-ent, est 
appelé quelquefois la preuve par s. 

On dit aussi parfois, cu se servant d'une locution incorrecte 
mais commode, qu'un nomhre x a pour limite+ cx:i ou - :x>, ou 
tend ve1·s ± e.o. Dire que x a pour limite+ cx:i, par exemple, signifie 
<(lie le nombre x finit par devenir et rester supérieui: à tout 
nombre positif donné à !'avance A, et non pas que la différence 
( + cx:i - x) tend vers zéro, C<' qui n'aurait aucun sens.

De même, on dit souvent qu'une figure géométrique, variahle
de forme ou de position, a pour limite une figure fixe. Si, dans 
chaque cas partic.ulier, on veut mettre un peu de précision dans cet 
énoncé, on est conduit à mesurei· l'écart de la figure fixe et de la 
figure mobile par- un ou plusieurs nombres variahles, et l'énoncé 
précédent signifie préoisóment que ces nombres tendent vers zéro, 
dans des conditions déterminées. Prenons, par exemple, deux 
points voisin.s M, M' sur une courbe C. On dit que la corde MM' 
a pou1· position limite la tangente MT au point M lorsque le 
point M' se rapproche indéfinimcnt du point M sur la courhe C. 
Les deux aroites MM', MT. se coupant en un point fixe M, il est 
uaturel de prendre pour mesure de leur· écart l'angle nigu ac que 
font ces deux droites, et la proposition énoncée signifie, en langage 
analytiqu-0, que l'angle ac sera plus petit qu'un angle donné E choisi 
à volonté pourvu que la dislance MM' soit elle-même plus petite 
qu'une autre longucur p convenablement déterminée. 

2. Coupures. - Supposons que, pai- un moyen quelconque,
l'ensemblc des nombres positifs et négatifs nit été décomposó en 
deux classes A el R de façon à satisfaire aux conditions suivantes 

1 • ll existe des nombres des deux classes; 
2" Tout nombre, positi/ ou négatif, appartient à une des

deu.1.; ,·lasses; 
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3° Un nombre quelconque de la classe A esl plus petil qu'un 
nombre quelconque de la classe 13. 

De cette derniere conditiou il suit immédialement que, s1 un 
nombre a est de la classe A, toul nomln·e inférieur à a est aussi de 
la classe A; au contraire, si ·un nombre b est de la classe B, tout 
nombre supérieur à b est ai.Jssi de la classe B. Les dcux classes 
enferment donc toujours une infinité de nombres rationnels et 
une infinité de nombres irrationnels. 

Nous allons démontrer qu'il existe un nombre L jouissanl des 
deux propriéts suivantes. 

1 ° Tout nombre inf érieur à L est de la classe A; 
2" TotLt nombre supérieu.r à L esl de la classe B. 

L'existeoce de ce nombre separatif L est une conséquence de 
la notion même de nombre irrationnel. Ne considérons, en effet, 
dans les deux classes A et B, que les nombres rationnels. On 
décorupose ainsi l'ensemble des nombres rationncls en deu:x 
classes (G'() et (/3) de telle sorte que Lout nombre rationnel appar
tienne à l'une des dcux classes et que tout nombre rationnel de l a  
classe ( «) soit plus petit qu'un nombre rationnel quelconque de  la 
classe ( /3 ). Cela fait, il peut se présenter plusieurs cas que nous 
allons exnminer l'un apres l'autre 

1. II peut se faire qu'il existe un nombre rationnel f. de la classe
q 

( oc) supérieur à tous les autres nombres rationnels de la méme 

classe. C'esl ce nomhre rationnel !!. qui est lui-meme le nombl'eq 
séparatif L. En effet, il est clair que lout nombl'e inférieur à l!. estq 
de la classe A, puisque l!.. est de la classe A. Tout nomhrn a supéq 

- rieur à !!. est de la classe B. Cela est évidE:nt si b est rationoel: si bq . . 
est ii-rationnel, prenons 11n no111bre rntionnel ,. compris enll'e !.!..q 
el .b. Ce nombre ralionnel ,. est de la classe B; donc il eu t·:-1 de 
mcme de h. 

li. S'il existe un nombre l'ationncl E.,' <le la classe B. i11férie11rq 
à tous les autres nombres rationnels de la ,nêmc classe. on voit 
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de meme que tous les nomhres inférieurs à P,' sont de la classe A, 
• q 1 

et tous les nombres supérieurs à P, de la classe B; !!, est le nombre 
séparatif L. q q 

UI. Enfin, il pcut arriver qu'il n'existe aucun nombre rationnel 
de la classe A qui soit supérieur à tous les autres nombres ration
nels de la meme classe, ni aucun nombre rationnel de la classe B 
qui' soiL plus petít que tous les autres nombres rationnels de la 
meme classe. Cette décomposition -des nombres rationnels en deux 
classes A et B définit alors un nombre irrationnel i, qui est 
plus grand que tous les nombres rationnels de la classe A et plus 
petit que tous les nomhres rationnels de la classe B. C'est ce 
nombre i qui est le nomhre séparatif. 11 est clair, en effet, que tous 
les nombrcs rationnels inférieurs à i sont de la classe A, et lous 
les, nombres rationnels supérieurs à i de la classe B, d'apres la défi
nition mêrne de ce nombre i. Prenons maintenant nn nomhre irra
tionnel i' < i, ct soit ,. un nombre rationnel compris entre i' et i: 
r étant de la classe A, il en est de meme dei'. On verrait de même 
que tout nombre irrationnel supérieur à i est de la classe B. 

Le nomhre L, dont nous venons de démontrer l'existencc, s'ap
pellc aussi une coupure. ll peut appartenir à la classe A ou à la 
classe B; il est de la classé A dans le premier cas examiné, et de 
la classe B dans lc deuxieme. Dans le troisieme cas, il peut être d .. 
la classe A ou de la classe B. 

Cette notion de coupure se préseote dans 11n grand nombre de 
questions tres élémentaires. Prenoos, par exemple, Ja série dont 
le terme général est n-v-; si l'on met dans une classe A tous les 
nombres /.L qui rendent la sfrie divergente, dans une classe B 
tous les nombres /.L qui rendent la serie convergente, on a une 
décomposition de tous les nombres en deux classes, qui satisfait 
t�videmment à toules Jes conditions voulues. On a ici L = 1: et ce 
uombrc L appartient à la classe A. 

3. Ensembles bornés. - Nous avons déjà employé plusicurs fois 
le mol d'e,uemble. La notion d'ensemble est une de celles qu'il 
parait inutile de défiuir autrement que par des exemples. Toute 
collcction d'un nombre fini ou infini d'objets constilue uu 
ensemble; tels l'ensemhle des nombres entiE>rs, l'ensemble des 
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uombres rationnels, l'ensemble des droiles d'un plan, etc. Nous 
nc no11s occuperons, pour le moment, que des ensembles de 
uombres. On dit qu'un ensemble de nombres (E) est borné supé
rieurement s'il' existe un nombre a supérieur à to�s les nombres 
de cet ensemble; s'il en existe un, il est clair qu'il y en aqra une 
i,i6nité, et' tout nombre jouissant de cette propriété es·l une limit_1/ 
supérieure des nombres de l'ensemble (E)._ De même, un 
ensemblc (E) est dit borrté inférieurement s'il existe u-n nombre b 
plus petil que· tous les nombres de l'ensemhle (E); tout nombre 
jouissant de cetle propriété est_uuc limite inférieur� des nombres 
de· cct ensemble. Un ensemhle borné supérieureme'nt et inférieu
rement est appclé un erisemble borné. L'ensemble des nombres 
positifs est horné inférieurement; l'ensemble des nombres néga
Lifs est �orné supéri•mrement; 1'ensemble des nomhres ·compris 
entre o et I est borné dans les deµx sens; l'ensemble des nombres, 
ta�t positifs que négatifs., n'est horné dans aucun seus. 

Soit (E) un ensemble de nombres horné supérieurement. On 
peut'ranger tous les nom�res positifs et négatif.s en deux clâsses A 
et B; relativemcnt à l'ensemble.(E). Nous dirons qu'un nombre .e 
appartient à la classe A, s'il existe un ou plusieurs nomhres de (E)
supérieurs à x,- et qu'il appartient à la classe B s'il n'existe aucun 
nombre de (E) ·plus grand que x. L'ensemble (E) étant borné 
supéricurement, il est évident qu'il existe des norobres des dcux 
classes et qu'un nombre quelconque de la classe A est pl11s petit 
qu'un nombre quelconque de la classe B. S01t M le nomhre sépa
ratif entre ces deu:x classes. Ce nombre M possêde 1·es deux pro
priétés suivantes 

1" ll n'existe aucun nombre. de (E) supérieur à M; 
:.a" Quel que soit le 1wmbr_e posJtif i, il existe toujou1's un 

nombre de (E)plus grand, que M-i .

. En etlet, suppo5ons qu'il existe dans (E) un-nomhre 

M+h(h"-o) 

h plus grand lluc l\f. Le nombre M + :;-• qui est aussi plus graud

que M, serait de la classe A; ce qui est-11bsurde. D'un au tre cõté, 
i étant un no111l,re positif quelcouque, le nomhre M - e cst de la 

: 
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classe A; il existe donc dans (E) au moins un nombre supérieur 
àM-e. 

Le nombre M ainsi défini est appelé la borne supérieure précise 
ou, plus simplement, la borne supérieure de l'ensemble (E). Ce 
noinbre M peut appartenir lui-même à (E); c'est toujours ce qui 
arrive lorsque cet ensemble est formé de n nombres ( n élant fini). 
Mais, si (E) comprend une infinité de nomhres, la borne supé
rieure ne fait pas nécessairement parti e de l' ensemble. Par exemple, 
considérons l'ensemble des nomhrcs ralionnels dont le carré ne 
dépasse pas 2; la borne supérieure est le nombrc irrationnel \0, 
et ne fait pas partie de l'ensemble. Au contraire, l'ensemble des 
nombres 1 ,·ationnels ou irrationnels, dont le carré ne dépasse 
pas 2, a encore pour borne supérieure V2, mais ce nombre fait 
partie de l'ensemble. Ohservons encore que, lorsque M ue fait 
pas partie de l'ensemble (E), il existe toujours une infinité de 
nombres de (E), supérieurs à M - e, aussi petit que soit t. Car, 
s'il n'en existait qu'un nombre íini, c'est le plus grand de ces 
nombres qui serait la borne supérieure de (E). 

On démontre de la même foçon que, lorsqu'un ensemble (E) est 
borné inférieurement, il existe un nombre m possédant les deUl: 
propriétés suivantes 

1 º Au,cun nombre de (E) n'est inférieur à m:

2
º Étant donné un nombre positzf E, il existe toujours 11n 

nombre de (E) plus petit que m+ E. 

Ce nombre m est la borne infüieure de l'cnsemble. 
II est clair qu'il ne peut exister qu'un seul nombre possédant Jc, d1cux 

propriétés caractéristiques de m, et il en est de même pnur M . 

. ,t,. La plus grande des limites. - Soit (E) un ensemhle Lorné, 
comprcnant une infiriiLé de nombres. RelativemcnL à cet cnsemble, 
nous pouvons ranger tous les nombres positifs el né�atifs en deux 
classes A' et D' d'uue �utre façon .. NoQs rlirons qu'un nomhi-e :ii 

est d,e la .classe A' s' il existe une infinité de no1t1bres de r e11-

semble (E) supé_rieurs à x. Dans le cas contraire, nous <lirons 
que le nombrc x est de la classe B'. L'c•nsernhle (E) étant l,orné 
et formé d'nne inuuité de nomhres, ,il esL 11vidcnt"cp1'il c:iistc des 
nom�res de.� deux classes, et qu'un nombre quelconque de la 
classe A' esl plns petit. qu'un nombre qu-elconque <le la classe:> �• -
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Soit ,\ le nombre sé.paratif entt·e les deux classes A' et B'; c'est ce 
nombre A qu'on .appelle la plus grande des limites des nombres 
de l'ensemble (E), d'aprês Cauchy. Soit s un nombre positifquel
conque; d'aprês la définition même de A, le nombrc A + e est de 
la classe B' et l.i nombre A-;; est de la classe A'. H existe donc 
toujours unt' infinité de nombres de l'ensemble (E) compris entre 
,\ - � �l \ +e: tandis qu'il n'en existe qu'un nómbre fini • ( ou 
zéro) qui soient plus grands que A + s. 

Ce nombre .\ •e rattache à une question importante. 
Pour la facilité des énoncés, faisons cotrespondre à tout nombre a le 

point d'abscisse a sur une droite :z:' :z:, et désignons par la même lettre un 
point rle J'ue et de son abscisse. A tour ensemble (E) �e nombrescorrespond 
ainsi un ensemble de points sur une droite, ou ensemble lineaire. Les 
poinls d'un ensemble horné sont wus sur un segment de l'axe de longueur 
finie. Êtant donné un ensemble linéaire (E), un f>Oint l est dit un point 
limite, ou un p'Oirtt d'accuniulation, s'il existe une infinité de points de 
l'ensemble dans le voisinoge de l ou, en termes plus précis, si, t étant un 
nombre positif abitraire, il existe toujours. une infinité de points de l'en
s�mble entre l - .. et l + i. 

Le point d'abscisse A, que nous venons de définir, est évidemment un 
point limite de í'tnsemble (E) et nous voyons que tou.t ensemble linéaire 
horrté, comprenant une infiníté de points, admet au mo1'(1,S un point 
limite. 

C'esl. un cas particulier d'une proposition plus générale, ·appelée prín
cipe de Bolzano, d'apres laquelle tout ensemble borné, comprenant une 
inllnité de points, dans un espace à un nombre quelconque de dimensions, 
admet au moins un point d'accumulation, c'est-à-dire un point tel qu'il 
existe toujours une inliniti de points de l'cnsemble E, dont la distance à 
celui-là est inférieure à un nombre •e, aussi petit qu-'on le suppose. Nous le 
démontrerons, pour fixer les idées, dans un espace à deux diinensions. 

Sõit E un ensemhle d'une infinité de points distincts, contenu dans un 
domaine plan D, et soit Q un carré renfermant ce domaine D. Si o� Je 
divise e� quatre carrés égaux par des paralleles aux côtés, un au moins de 
ces quatre carrés renfermera aussi une infinité de points de E. Soit Qt un 
de ces nouveaux carrés, possédant cette propriété. En le divisant à son 
tour en quatre carrés égaux, on en déduira un nouveau carré Q,, égal au 
quart de ·Q,, et renfermant encore une infinité de- points de E. Cf'tt.e opé
ration pouvant être répétée indéfiniment, on 'obtient.ainsi une suite indéfinie 
de c'arrés Q1, Qt, ... , Q,., ... dont chacun est égal au quart du précé
dent et renferin.e une infinité de points de E. 

Soient (-':=A, y=R), (:z:=A+H, y=B), (:z:=A, y=B+H), 
( x = A..,... H, y = B + H ), H > o, les coordonnées des sommets du carré Q 
'(lar rapport â un systeme d'axes rectangulaires paralleles aux côtés de ce 

' 
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carré. Les coordonnées· des sommets du carré Q,. seront 
(a ,., ú,,), ( ª" + h,., b11), (a,., b,. + h,.), (a,.+ h11 , b,. + h,.), 

Hou hu = - , D'apres les constructions précédentes, Jes nombres a i , 
2n 

a,, . . .  , a,., . . .  ne peuvent aller qu'en croissant, et ne peuveot dépasser 
A+ H; ils tendent donc vers une limite À ( voir n° ti). Pour la même raison 
les nombres b,, b,, ... , b11, ... tendent vers une limite fl· Le point de coor• 
données ( À, 1-1) est un point d'accumulation pour l'ensl!mble E. En effet, , 
étant un nombre positif donné à !'avance, à partir d'une valeur de n le 
carré Q .. sera situé à l'intérieur du cercle de rayon t décrit du point (À, f.1-) 
comme centre. Ce cerde renferme donc, quel que soit ,, une iofinité de 
points de l'ensemble. 

Un eosemble E peut avoir plusieurs, et m.ême une i1.finité de points 
d'accumulation. 

L'ensemble íormé par Jes points d'accumulation d'un ensemble E est 
appelé l'ensemble dériPé, et se représen•.e par E'. 

õ. Suites convergentes. 
nombres 

Considérons une suiltl indéfinie de 

(1) -o, SI J . 1!, . . .  1 Sn, , . ..  , 

dont cht1.cun occupe un rang déterminé; celtc suite cst dite con
vergente si s,. tend vers une limite S lorsque le rang n augmente 
indéfiniment. Toute suite, qui n'est pas convergente, esl dite 
divergente; cela peut arriver soit que I s11 I finisse par rester supé
rieur à tout nombre donné à l'avance, soit que s,. ne tende ver� 
aucune limite, sans que sa val�r absolue ,augmente indéfiniment. 

Une suite est- dite croissànte, si l'on a, qucl que soit n,
s,.+1-s,.�o. Elle est dite décroissante, si l'on a S11+1 -sn $o,
que) que soit n.

Toute suite croissanle, dont le terme général n'ar·gmente 
pas indéfiniment, est convergente. 

En effet, les nombres de la suite (,) forment alors un"ensemblc 
borné (E). Soit M la hornc supéricure de cet ensemhle; E étant 
un nombre positif quclconque, il existe un nomhre Sm de la suite ( 1) 
supérieur à M - ê. Pour toute valeur de n supérieure à m
on a s,,2sm , et par suite M - e< s,.� M. La différencc M - Sn e�t 
donc pÍ;;_s petite que�, si l'on a n�,;;:; ce.qui revient à dire que s11 

a pour limite M lorsquc n augmente indr-finiment. On démontrc 
de même que loule suite décroissanle, dont Le terme général
reste plus gra11d qu'un nombre fi.ce, est convergente('). 

( 1) Le meme raisonnement 1,ermtt ,!e d,·rnont1·<'r plns généralement qu'un
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Le critérium général de convergence d'une suite se déduit aisé
n1ent de la considération de la plus grande de s limites. 

Poµr que la suite (1) soit convergente, ilfaut et il suifitqu'à 
tout nombre positif E on puisse f aire correspondre un nombre n 
tel que la différence s,. _,.p - s,. soil moindre que E en valeur 
absolue, quel que soit le nombre entier posittfp. 

La condition est nécessaire. En effet, si s11 a pour limite S 
!orsque n augroonte indéfiniment, on peut trouver un nombre n
a5sex grand pour que toutes les différences S - s,., S - Sn-H, .•• ,

i - S11+p, ... soient inférieures en valeur absolue à � • La valeur 
2 

absolue de Sn+p
-Sn sera donc moindre, quel que soitp, que 2 ;= L 

Ln condition e:.t suifisante. En effet, soit E un nomhre positif 
quelconque. Par hypothese, il existe un nomhre entier n tel que 
la valeur absolne de Sn+p

- s,. soit inférieurc à. e, quel que soit p. 
li s'ensuit que tous les termes de la suite (, ), à partir de s,., sont. 
compri� entre s11 - e ct s,. +e; i1 n'y a donc qu'un nomhre jini de 
termos de cett� suite qui ne soient pas compris dans l'intervalle 
( s,. - e, sn + e). II en résulte que la plus grande des limites S de 
cet ensemble ne peut être inférieure à sn - s, ni supérieurc 
às,. + e. On a donc / s,.-S /�e, et de l'identité 

Sn+p - S = (Sn+p - s,.) + (s,. - S)

ou déduit que la valeur ahsolue d� s,. .. µ- S est inférieure à 2 e 
quel que soit p. Or e cst un nomhre positif arhilrnif-e; par consé
'luent, s,. a pôu1· limite S. 

Si . la suite ( 1) ne renfermait que k nombres différcnts, pour que 
1.:eltc 5uitc f1àl convergente, il faudrait évidemment qu'à partir 
d'uu cHrt,tin rang tous les termes fussent égaux. Ce cas singulier 
rentre 4011c dans la rêgle générale. 

Étanl donnée une suite inlinie quelconquc, dQnde terme général 
,·sl �n, on dit que la série 

'� ·,1. 1 Uo+ U1+, • · + 1t,. + • · · 

uomlire varial,le z, •1ui ne va jamais en dccroissant, toul eo restaot pias petit 
4u'un nombre lixe, len,I Ycrs une limite, ou qu'un nombrc x, qui ne •·a jamais 

,m croissant et qui reste plus gTand qu'un nombre lixe, Lend •ers une limite . 

.. 
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est convergente, si la suite formée par les sommes successives des 
termes de ceUe série 

•..= uo, s 1 = u0 + u,, ... , Si,= Uo+ llt + ... + u ,. , 

esl elle-même convergente. Soit S la limite de cette seconde �uite, 
c'est-à-dire la limite vers laqudle tP.nd la somme s,. lorsque " aug
menle indéfiniment; S s'appelle la somme de la série préc.,.dente 
et l'on indique cette dépendance par l'égalité 

+z 

S = u0 + u1 + .. . + u,. + .. . = I u,. 

Y=O 

Une série qui n'est pas conver�ente esl appelée divergente. 
Reconnaitre si une série est convergente 011 divergente revient 

donc à. reconnaitre si la suite formée par les somrne·s succcs
sives s0 , s1, s2, • • • est elle-méme convergente ou divergente. 
Inversement, pour savoir si une suite infinie quclconque 

Sot St, St, • . .  , 

est convergente, il suffit d'examiner la série 

so+ (s,-10) + (s!- s,) + ... + (s,. - s11_,) + ... , 

car la som me des ( n + 1) premiers termes de cctte série est i-vi
demment égale au terme général s,. de la suite considérée. Cette 
remarque est d'une application fréque·nte. 

Le critérium de convergence d'une suite infinie quelconque, 
appliqué au1 .séries, donne la régie générale de convergence de 
Cauchy. Pour qu'une série soit convergente, il fcu,t et il 
suffit qu'à tout nombre positif i on puisse faire correspondre 
un nombre entier n, te'l que la somme d'un nombre quelconque 
de termes à partir de Un+t so"it moindr.e en valeur absolue 
que e. 

La différence s,...,p-s,. est, en effet, égale à la somme de p termes 
consécutifs de la série ( 2 ), à partir de Un+I • Le théorême sur les 
suites croissantes, appliqué aux séries, donne de même la propo
sition suivante, si utile dans l'étude des séries 

Pour- qu'une série à termes positifs soit convergente, il faut 
·et il suffit que les somm,es s,. soient toutes inférieures à ltn

nom�re fi:ce.
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Remarque. - Considérons une suite (1), convergente ou non, 
dont les termes forment un '!nsemhle l>orné E. li est toujours pos
sible, et d'unc infinilé de maniéres, d'extraire de cette suite,
une suite partielle convergente. Soit, en effet, S' un poinl limite 
de l'ensemble linéaire E. Considérons une suite de nombres 
positifs décroissants Eo, e1 , • . •  , En, • . •  , e,. tendant vers zéro avcc ..!. • 

n 

A chaque nombre E,. de cettc suite, nous pouvons associer un 
nomhre s� de la suite considérée tel que I S' - s� I· soit inférieur 
à E,. et à IS' - s�_, j. Nous obtenons ainsi une nouvelle suite 

contenue dans la prem�ére, et qui est convergente, la limite étant S'. 
Si la série ( 2) est convergente, il est évident que toute suite par
tielle extraite de (1) sera aussi convergente el aura la ruême 
limite. 

[l est clair aussi que ce ra-isonnement ne s'applique pas seu
lement aux poi_nts d'nn ensem'ble linéaire, mais peut être étendú 
aux points d'un ensemble borné quelconque. Par exemple, soient E 
11n cnsemble borné de points dans un plan et M un point limite 
de cet ensemhle. On peut, d'une infinité de maniéres., choisir 
dans E une suite de points A4 , A2 , . . •  , An , ... , tels que la 
distance MA,. tende vers zéro avec � • ,. 

Le nom Jc la plus grande des limites donné au nom.bre A 
( n" 4) se justific de lui-meme; on oe peut trouver dans un ensemble 
linéaire borné une suite conv.ergente de nombrcs nyant pour limite 
un nombrt-l A ----L.. h ( h >o), puisqu'il n'_r a dans cct ensemble qu'un 
11omhre fini de nombres supérieurs à.\ + � • 

li. - FO�CTIO;\'.�. - G�:NÉRALITÉS. 

li. Dé.ftnitions. - La dófinition moderne du- mot fonction est
,l11,.. à Cauchy �t à 1-licmann. On dit quey estfonction de x lorsque
à une val,:ur de .r cqrrespond une valeur de y. On indique 
ccltP dl!pendancc par l',·•galité y = /( x ). Ln plupart des fonctions 
que nous étutl i�rnns �nnt ,lélinies analytiquement, c'est-à-dire pai' 
l'in<lication des opt'-ration, qn'il faudrait effectuer pour déduire la 
valcur de y de celle de x, mais le plus souvent celte circonstance 
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n'iot.ervient pas dans les raisqnnements. Soient a et b deux nombres 
fixes (a< b); si à tout nombre x compris entre a et b corres
pond uu nomhre y, on dit que la fonction /(x) est définie dans 
l 'intervalle ( a, b ). La différence b - e cst l' amplitu<l.e de l'inter
valle, les nombres a et b en sont les limites Õu lcs frontieres.
Relativement à ces deux nomhres a et b, on peut faire plusieurs
hypotheses; on peut les regarder com me faisant partie eux-mêmes
de l'intervalle ( a, b ), qui est dit alors uu inter"alle fermé. On
pourrait aussi considérer l'un de ces nombres, ou les �eux à la
fois, comme n'appartenant pas à l'intervalle (a, b), qui est dit
alors un intervalleou11ert. Par exemple, l'ensemble des valeurs de x
satisfai,ant aux conditions o� x � 1 formo un inlervalle fermê.
tandis qu'on a des intervalles ouverts en prcn3:nt l'ensemble des
valeurs de x satisfaisant aux conditions o< x < 1, ou aux condi
tions o< x � 1. Dans la suite, quand nous parlerons d'une fonc
tion définie dans un intervalle ( a, b ), il sera toujonrs cntendu, à
moins de mention expresse, qu'.il s'agit d'un intcrvalle fermé

_. 
·

c'est-à-dire qn'aux nombres a et b eux-mêmes correspondent deux
\'aleurs.f(a) et/(b) pour y.

Soit (E) l'cnsemble des valeurs d'une fonclion/(x) définje dam 
un int>:ivalle (a, b); si cel ensemble est borné, la fonction/(.x) 
est dite bornée dans l'inter11alle (a, b). Les nomLres M et_m. 
définis plus haut, s'appellent aussi borne supérieure et la borne 
inférieure de/( x) dan& cet intervalle; la différence l1 = M -- m 
cst l'oscilla.tion. 

Ces définitions donnenl lieu à quelCJues remarques. Pour qu'unc 
fonction soit bornée dans un intervalle ( a, b ), il ne suffit pas 
qu'elle ait une valeur finíe pour chaque valeur de x. Ainsi ln fonc
LÍon /(x) définie de la maniere suivante entre o ct r (voir nº :lO). 

((o)=", 1 

f(:l") =-;;; pour .:i·>c,. 

possédc une valeur finic pour chaquc valem· de J:, ct ccpcn1la111 
dlEJ n'est pas bornée au seus que nous attachons à ce mot, car 011 

a/( x) > A, pourvu qu'on prennc o<,,-< I, D!l meme un� fone-
• tion bornée dans l 'inlervalle ( a, b) peut prendre des valeurs qu i
<liffért!nt d'aussi peu qu'on voudra de la borne supérieure M ou <ll! 

· 1a borne inférieure m, mais elle n'attP.int pas n�cessllircmcnl cei;
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valeurs elles-mêmes. Par exemple, la fonction .f ( x) définie dans 
l'intervalle ( o, 1) par les conditions 

/(o)= o, /(x) = 1-.x, pour 

admet pour borne supérieure M = 1 CI: n'atteint jamais celte 
,·aleur. 

7. Continuité. - La définition moderne de la cóntinuité est due
également à Cauchy('). 

Soity=/(x) une fonction définie dans l'intervalle (a, b); pre
nons une valeur x0 comprise dans cet intervalle et une valeur 
voisine x0 + h comprise dans le même intervallc. Si la diffé
rence /( :c0 + h) -/( ..c0 ) tend vers zéro, lorsque la valeur absolue 
de h tend vers zéro, la fonction /(x) sera dite continue pour la 
valeur x0 • D'aprês la définition même de la limite, on peut dire 
en-.:ore qu'une fonction f(x) est continue pour x = x0 , si à tout 
nomb,e posilif E, aussi petil qu'on le suppose, on peut faire 

· correspond:re un aulre nombre positif YJ tel qu'on ail

1/(xo+ h)-/(xo) 1 < t, 

pour toute valeur de h moindre que YJ en valeur dbsolue. Nous 
dirons qu'une fonction / ( x) cst continue dans l'intervallc ( a, b) si 
clle est continue pour toute vàleur de x comprise dans cet inter
valle et si les différences /(a+ h )-/(a), /( b - h )-/( b)
tendent vers zéro lorsque la différc_nce h tend vers zéro en rcstant 
positive. 

On démontre dans tous les cours d'Algêbre que les polynomes, 
\es fonctions rationnelles1 la fonction e:xponentielle, la fonction 
logaritbmique, les fonctions trigonométriques et les fonctions 
inverses sont des fonctions continues, sauf pour certaines valeurs 
particuliêres de la variable. 11 résuhe aussi' de la définition que la 
somme ou le produit d'un nombre quclconque de fonctions conti
nues esl encore une fonction continue; il en est de même du 

( 1) Pour lcs géomêtres contemporaios de Newton et de Leibniz, une fooctiou
était continue quand on pouvait l'exprimer au moyen dessymboles d'opérations 
qu'oo avait l'habitude de �oosidérer, telles que les opératioos arithmétiques, 
logarit.hmiques et trigonométriques. Ceue sorte de cootino.ité, asse:i; mal d�finic, 
cst connue sous le nom de continuité eulérienne.
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quotient de deux fonctions continues, sauí pour les valeurs de la 
variable qui annulent le dénominaleur. Mais il esl à remarquer que 
le quotient de deux fonctions continues peut étre discontinu pour 
une racine du dónominateur, lout en restant borné. Par exemple, 
le quotient I si:.x I tend vers -+ 1, suivant que x tend vers zéro par 
valeurs positives ou par valeurs négatives. 

Étanl donnés duns un plan deux axes de coordonnées Ox et Oy,
et un trait continu C, dont on regarde l'épaisscur commc négli
geable, si une paralléle à Oy ne peu t renconlrer ce trait C en plus 
d'un poinl, l'ordonnée y d'un point M de C est une fonction 
continue de l'abscisse du même point M. Soit y =f(x) celle 
foµction continue; on dit que la courbe C représente la fonc
tion /(x). Mais, inversement, toute fonction continue n'est pas 
susceptible d'une représentatioo graphique de cette espêce. On a 
démontré, en elfet, qu'il existe des fonclions continues a..yant une 
infinité de max.ima el de mínima dans loul interPalle. Or il nous 
est évidemment impossible de nous figurer un trait continu présen
tant une infinité d'oscillationc; entre deux ordonnées qnelconques, 
aussi rapprochécs qu'elles soient. Ceei nous rnontre que la repré
sentation graphique, qui est un e:xccllent moyen d'induction pour 
Jécouvrir les propriétés des fonctions continues, ne snurait fournir 

• de démonstration rigoureuse de ces propriétés .

.8. Propriétés des fonctions continues. - En s'appuyant uni
quemcrit sur la définition de la continuitó, on a établi un cerlain
nombre de théorémes sur les fonctions continues a11:xquels il sera
fait constamment appel dans 1a suite.

Soit /( J:) une fonction continue dans un inlervalle (a, b):

ll'aprês la définition même de la continuité, .r étant un point déter
miné quclconque de cet inlnrvallr, à tout nombre positif E on peut
associer un autrc nombre positif O, tel que l'on ait

f(.r + /, 1 - /'(x) lorsqu..: 'h 1 .,,, r,, 

le nombre ,),' + h étant supposé dans l'inlervalle (a, ú ). 
ll existn tlvidemmcnt nne inlinité de nombres positifs remplis

sant cette condiLion, el nous dósignerons p.i r fJ ( .r, e) la borne 
.�upéricure de ces nombrC's f). 
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A chaque valeur de x de l'intervalle 1. a, b) correspond ain5i ,m 
nombre positif IJ(:l', E). pour une valeur Mterminée du nomhrn 
positif e. 

TufoüME A. - La horne inf érieure des nombres fl( .r. E} est
11,n nombre posittf. 

11 •suffil évidemment de prouver que celle borne inférieure ne 
peut êtrc nulle. Admettons, en cffet, c1ue cette bornr soit zéro; 
comme cette limite n'est atteinte pour aucune vale.ur de .r: on 
pourrait tro·1ver, dans l'intervalle ( a, b 1, une infinitf de points 
distincts r;, x;, . . .  , .r�, ... , tcls que fJ( .x�, E) lCnde vers zéi:o 
avec _.: • L'ensemble E de ces points .r� étant borné admet au 
moins nn point lim:tc À, qui appartienl aussi à l'intervalle. (a' b.). 
La fonction / ( :r) étant continue pour .1.·::;::: l, .soit k un nomhru 
positif, tel que l'on ait 

\.f(i. + h)- t'(i.) J < :: ,· lorsque, h • -: k.

Soil x' un nombre quelconque de l'intervalle ( À - t, Ã + 1) 
appartenant à l'intervalle ( a, b); il est facile de vérifier que le 
nombre O(x', E) est au moins égal à r En effeL, si le nombre 
positif h est inférieur à f, on a 

' .r' + li -- i. 1 < �,
\ f ( .. r' + lt '! - ((À) ! < � , . 

'.). 

: .t·' - ;, , < k. 
f(x') - /(À) 1 < ;' 

et, par suite, 1 /( x' .- h) - f ( x') 1 < E. Il ne peut clone y avo ir une 
infinité de points de l'enscmble E dans l'intervalle (À-�• ,. + �)
et nous sommHs conduits à une contradiction en supposant que la 
borne inférieurc des nombres 0(.x, e) est égale à zéro. Cette borne 
inférieure est clone un nombre positif 'tl, et le théoréme peul 
encore s'énoncer comme jl suit 

A tout nombre positif e on peut .faire correspondre un <wtre
nombre positif YJ, tel que, x' et al étant deux nombres quel
conques de l'intervalle (a, b), on ait 1/(x')-/(x") ! < e Coutes
les fois que l'on a I x' - x''I < ·fl. 
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On exprime aussi cette propriété en dis:rnl <i'.le la fonction /(:e)

esl uniformément continue dans l'intervalle (a, b).

Corollaire. - Le nombre Yl étant dé11ni, comme on vient de le 
dire, si la différence I x'- x1'1 est inférieure à pYl, il cst clair qu'on 
aura aussi 1/(x')-/(x'') 1 <pE.. II s'ensnit que toute fonc
tion continue dans un inten1alle ( a, b ! 1:st bornée dans cl3t
intervalle. 

THtoRirnE B. · - Une JOnction f(x) continue dans l'inter
"alle ( a, b) prend au moins un,, fois toute valeur comprise
entre f( a) el f( b ), pour ,rne valeur de x comprise entre a et b.

Prenons d'abord un cas pai-t.iculicr. Supposons que/( a) et/( b :) 
soient de signes contraires, par exemple qu'on :iit f(a) < o, 
f( b) > o. Nous allons montrer qo'il existe au moins une valeur 
de .r, comprise entre a et b pour laquclle /(x) = o. En effct, /(.r) 
cst négatif aux cnvirons de a et positif aux environs de b; consi
dérous l'ensemble des valeurs de x comprises entre a et b qui 
rcndent la fonction f(x) posifo•e et soit À la borne in_férieure de 
cet ensémble (a< À< b ). D'apres la dófinition mêrue de la borne 
inffrieure, /(Ã- h) est négatif ou nu!, po11r toule Vjlleur positive 
de h; /().) qui est la limite de/(). - h) est donc aussi négalif ou 
nul. D'un autre côlé, on ne peut avoir /(),)<o. S11pposons, en 
effet, /().) =- m, m t\umt 11n nombre positif. La fonction /(.r) 
étant coutinue ·rour x =· i., on peut trouver un nombre Yl tel qu'on 
ait lf( x) -f(Ã) 1 < m, lorsq.u'on a I x - "1 < Yl; la fonction /( x)
serait donc négntive pour les valeurs de x comprislls entre }. 
et- À+ Yl, et ). ne serait pas· la bornc inférieure des valeurs de :i.· 
rendant la fonction positive. On a donc /(),)=o. 

Soit maintenanl N un nornbre compris entre /(a) et/(b). La 
fonction continue q, ( x) = f ( x) -·N prend des valeurs de signes 
contraires pour x = a et pour x = b. Donc, d'apres le cas parli
culier qui vient d'être traité, ell� s'nnnule au moins une fois dans 
l'intervalle ( a, b ).

THfoREME e. - Tou(e fonçtion continue dans un inler
valle (a, b) atteinl au moins uae fois sa borne supérieure et 
sa borne inférieure. 
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IYabord Loute fonction continue restanl finie, comme on l'a 
déjà démontré, admet une borne supéricure M et une borne infé
rieure ni. Démont.rons, par exemple, qu'on a /(x) = M pour une 
valem· de .r; au moins dans l'intervalle ( a, b ). 

En effeL, si la fonction /( x) ne prenait pas la valeur M pour 
une valeur Jf de l'intervalle ( a, b ), elle prendrait une infinité de 
valeurs différentes supérieurcs à M - E, aussi peti t que soit E (nº 3). 
ll existeraiL doo.e dans l'intervalle (a, b) une suite de points tous 
distincts. x,, .r2 , . . .. Xn• . . . , tels rp1e /(:r11) tende rnrs M lorsque 
n croil indefinimenl. De celle suite, on pourraiL extraire une suite 
convergente x·,. x� .... , .1·;,, . . .  , x� tendant vers une limite 1. 
lorsque n croit indéfiniment. �On aurajt donc, puisquela fonction/ 
est continue pour x = ).,f().) = lim/(x;,) = M. 

En rapprochant ce• théorémc du prócédent, on cn conclut 
qu'une .fonclion continue dans un intervalle (a, b) passe. au 
moins une fois, par toute valeur comprise entre sa borne supé
rieure et sa borne inférieure. Le Lhéoréme A peut de memc 
s!énoncer ainsi : Étant donuée llne f onction continue dans l'in
tr:rvalle ( a, b ), on peul trouver un nombre Yl assP.:;; petil pou,. 
que l".oscillatio11 c.'r: la foncúon dans tout intervalle d'ampli
tude inférieure à YJ soü moindre que toul rwmbre posittf clwisi' 
arbitrain:ment. L'oscilla-tion d'une fonction conti'nue esL. en 
dTet, égale à la différence des valeurs def(.:r) pour deux valeurs 
particuliêres de la variablP. 

Remarque. - Nous supposons toujours qu'il s'agit d'un inter
valle /ermé (a, b). Cette condition est essentielle. Par exemple, la 
fonction /( x) = 1 - x, définie dans l'intervaUe ouvert (o< :e$ 1) 
l]UÍ ne contient pas la limile .1: = o, est continue pour toutc valeur·
de :J: da ris cet intervallc. La borne supérieure est M = 1, et/( .r)
n'atteint pas cette valeur.

9. Fonctions discontinue.s. - Soit y = f( :r) u,ne foncti,,n dé
finie dans un intel'valle ( a, b ). Si cetle fonclion n'e�t pas continue 
púul' une valeur :x,, comprise entre a ct b, le point x0 est dil ,w 
poin� de disconlinuité. L'un au moins desdetrxóombres/(x,, +e). 
f(.r.,- õ ), ou l'on suppose E> o, ne tend pns vers/( x0 ), lorsque e 
Lend vcrs zél'O. On dit que x,. cst un point de discontinuité de 

OOUfHU.T, - 1. 
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premiêre espece lorsquef(x.,+ o) etf(.1·0 -ê I ont l'nn el l'aulre 
une limile quand e tend vers zéro, cl l'on représenfoces limites par· 
/(Jo +o) et / ( x.,- o) respectivement. Lorsque ces de11x limites 
j\.r.,+ o). /(.r:0 - o) sont égalrs, le point .r

0 ne peut être un point 
de discontinuité tiue si celte valeur limite cst différentc de /1. . .1· 11 ); 
il suffirait dans ce cas de modifier la valeUI· de la fonction au 
point :r., pour supprimer la discontinuité. :.\Iais si les deux nombres 
/(.r 11 ,+ o ) ,,, .f(:r,,- o) sonl dilJérenL�, quelle que s;)it la valCUJ' 
de /( .r-.. ), le poinl Xu est nécessairement un point de disconti
nui té. Un point de cliscontinuité de premiêre espêct• esl dit rél(u
lier si l'on a 
(3) / .. ) _ /(:ro+ o) +.fi r,,- <J).

(.,1 o r- � ) 

remarquons que cette égalité subsiste pour touL point .r., 01·1 la 
fonction est continue. On verra plus loin ( nº 30) des exemples dc
fonctions, rcprésentées par des séries, qui ont des poinls de ,lis
continu ité Uf> cette espece. 

Soity=/(x) une fonction n'ayanl dans un intervalle (a. b) 
qu'un nom bre fini des poin.ts de disconlinuité, tous de premiêrc 
espece, Pl qu'un nombr<> fini de maxinia et de mínima. La ccmrb1: 
représentéc par l'équationy = /( x) se com pose de plusieurs traib 

Fi�. ,. 

o�
8 

continus, ne se r,eJ01gnanl pas, tels que AC, C' D, D1 B; la valeur 
de y, qui correspond aux ahscisses e ct d des points de disconti
nuité, peut être quelco.nquc. Si ces points de disconlínuité sont 
l'éguliers, les points milieux des segments CC1, DD' doivent être 
considérés comme faisanl partie de la courbe représentalive. La 
f. . . l h 1 sin.c 1 . é _, d oncllon c1tée p us aut y = -- sera1t repr sent.-c par eu,.x 
traits continus aboutissant respectivement aux deux points d'or-
données + 1 11t -1 sur l'axe Oy.
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Si x0 est un point de discontinuité de seconde espece, l'un au 
ú1oins des nomhres· /(x0 +e), .f(x0 -t) ne tend vers aucune 
limite lorsquc le nombre pósitif e tcnd vers zéro. Si, par e:iêmple, 
.f ( Xo + ·E) ne tend pas vers une limite, il y aura �ncore à distinguer 
deux cas possibles, suivant que/ ( x0 +e) augmente indefiniment 
ou non eu valeur absolue. 

Considérons une fonction /(x) définie analytiquement, par 
. exempie au moyen d'un nomhre fini de symboles élémentaires; 

cette fonction est en -gónóral une fonction continue, mais- il ·peut 
arriver que, pour certaines valeurs de la variahle 1 

la défiiiition 
devienne illusoire. Prenons par exemple la fonction/(x) =si:�,
qui est continue pour. toute valeur .x0 �o; ce symbole n'a aucun 
sens pour x = o. Mais, lorsque x tend vers zéro, / ( x) tend vers 
l'unité, et il est nnturel de poser f (o)= r. 

Prenons au contra ire la fonction / ( x) = :i: � a qui est continue
pour toute valeur x0 de x, différente de a. L'opérntio_n qu'il faut 
effectuer pour dédnire la valp.ur de y de la. valeur _de x n'a plus 
aucun sens lorsqu'on d9nne à x la valeur a; mais nous remarquons 
que, lorsque x a une valeur tres voisine de a, y est tres' grnnd en 
valeur· absolue et positif ou négatif, sui�ant que x est plus grand 
ou plus petit que a. Lorsque la dilférence x � a dimjnue de plus 
en plus, la valeur absolue de y augn1ente indéfiniment, de façon à 
devcnir supórieure à Lout nombre donné à l'av;,.nce. On exprime 
ce fail d'une façon abrógée eu �isanl que la fonction 

X
� a esl

infinie pour ·x = a. 11 est évidemment impossihle de ré1ablir la 
continuité pour x = a, quelle que ·soit la valeur que l'on con
\'Íenne de prendre pour / (a). 

Prcnons encore la fonction y = sin �- Lorsquf.l x tend vers z-éro, 

,� augmente- indéfinimenl et y · ne tend vers aucune limite, tout en
restanl compris e_ntre - 1 et + 1 ; l'équation sin; = A, m) l'on
suppose IA 1 < 1, admet toujours une infinité de racines comprises 
entre o et e, aussi petit que soit é. Quefle que soit la voleur que 
l'on convienne de prendre pour y lorsqu'on suppose x = o, la 
fonction y est discontinue pour x = o, et a en ce point une dis
continuité essenlielle.
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Dans les exemples précédents, on voit directemenL commen\ se 
comporte la fonction dans le voisinage de la valeur singuliere 
de x. Mais il n'en c�t pas toujours ainsi. Supposons, po.ur fixer 
les idées, qu'on ait une fonction F ( x), définic par son exprC5sion 
analytique, pour toute valeur de x supérieure à un nombre fiie a, 
et qu'on veuille reconnaitre si F( x) tend vers une limite lorsque x 
tend vers + oo. Si l'expression analytique de F ( x) ne permet pas 
de 1� reconnaitre directement, on peut, dans bien dcs cas, lcver 
le doutc au moyen de la proposition suivante 

Pour que F(x) tende vers une limite lorsquex lendvers + cc,
il faut et il suffit que la différence F (p) -- F ( q) tende vers
zéro lorsque les deuz nombres p et q augmentent indé.fini
ment," indépendammenl l'un de l'autre . 

En termes plus précis, pour que F(x) ait une litnite, il faut ct il 
suffit qu'à tout nombre positif ê on puissc faire correspondre un 
autrenombreA telquela valeur absolue de la différence F(p)- F( q) 
soit infêrieure à E, lorsque chacun des deux nombres p et q r,st 
supérieur ou au moins égnl à A. 

La condition est nécessaire. Si F(x) tend vers une limite L, il 
existe un nomhre A tel que, pour toute valeur de x �A, la valeur 
absolue de la différence F ( x) - L csl inférieure à : · Si p et q 
sont deux nombres quelconques supérieurs ã A, la valeur absoluc 
de la différence F(p)-F(q) sera donc inféricure à ê. 

La condilion est sujfisante. En eílet, considérons la suite 
F(a), F(o + 1), F(a + n), 

oú n est un nornbre cntier positif. CeLLe suite est convergente.
car la différence F(a + n + k)-F(a+ n) sera, qnel que soit k 
nombre positif k, inférieure cn valeur absolue à E, pourvu que a+ n
soit supérieur à A ( nº õ ). Donc 'F (a+ n) tend vcrs une limite L 
lorsque le nombre entier n augmente indéfinimrnt. í.onsidérons 
·maintenant un no_mbre quelconque x, et soit n un nombre enlicr
positif, tel que a+ n soit au plus égal à x, mais supéricur à x - 1:
on pent écrire

F(z)- L = F(z)- F(a + n) +[F(a + 11, - L J:

lorsque x croit iudéfiniment, il en est de même d<i a + r,, ct le� 

E, N, E, .· ·,· e" 

DIRETÓRIO ACADÊMICO



-

, 
:,, (''l • ·.; ; •.�• "..;.,! 1 

li. - FONCTIONS. - GÉNÉRALITÉS. 

deux différences, 11ui 6gurent dans lc second membre de l'égalité 
précédcnte, tendent vers zéro: F(x) a donc pour limite L. 

De rnême, pour qu'une fonction F ( x) tende vcrs une limite 
lorsquc x tend vers a, en restanl supérieur à a, par exemple, il 
faut et il sufGt que la différence F(p)-E(q) tende vers zéro, 
lorsque les deux nombres p el q, supposés plus grands que a, 
tcndent versa, indépendamment l'un de I'antr('. 

10. Fonctions monotones. - Une fonction / (x ), définie dans
un intervalle (a, b), est dite monoton.e dans cel intcrvalle si, x1 

ct x2 étanl deux nombres quelconques appartenant à l'intervalle, 
le produit 

a toujours le mê111c signe. La fonction cst croissante si ce pro
duit est positif ou nul, quels que soient x 1 et x2 ; elle est décrois

sante si ce produit est, au contraii--e, négatif ou nul, quels que 
soicnt x1 ct x2 • 

Si nous supposons x�>x,, la diíférence/(x 2)-/(x 1) est 
positive ou nul!e pour une fonction croissante et négative ou nulle 
pour une fonclion décroissante. Lorsqu'une fouction monolone a 
la mêmc valeur pour x = x 1 et pour x = x2 , eHe conserve la mêmc 
valeur dans tout l'intervalle (x1 , x1 ). Une fonction monolon<l peut 
avoi_r des points de discontinuité en nombre quelconque dans l'in
tervalle ( a, b ), mais tous ces points de d iscontinuité sonl de pre
miere espéce. Considérons, par exemple, une foncLion croissanté 
et soit x0 un point de discontinuité. Lorsquc E tend vers zéro, cn 
restant positif, /(x0 -E) ne peut décroitre; d'ailleurs, il reste 
toujours'S_/(b). Donc/(x0-z) a une limitef(x,.--o), ct l'on 
verrail de même que/(x0 + E) a une limitc/(xo-t-'0). Soit X0 un 
point quelcooque. Com me on a toujonrs f ( x0 • -ê )�/( x0 +E), 
on en conclut qu'on a aussi /(x0 -o)�/(x0 +0). Lorsquc 
.f(x0 -o)=/(x0 +0), on a forcément /(x,,)=/(x0 - )) t'l 
la fonctidu cst continue au point x0 . Mais, si f(x0 - o) est infé
rieur à/ ( x0 +o), f ( x0 ) peut être un nombre quelconque com
pris enlref(x0 - o) et.f(x0 +0). 

Remarque. - li y a quelquefois lieu de distinguer une fonc
tion croissante d'une fouction qui va conslamment en croissant. 

C, N, E. .. 

DIRE'i·Ó ,IO ACAO��ICÇ 
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Nous appelons ainsi une fonction/(x) telleque, si l'on a x1 >x.,

�>n ait aussi .f (X�)> f ( X1 ), le signe = étanl exclu. On dé6nit 
de même uw· fonction qui va constammcnt en décroissant. 

t 1. Fonction• A Vll,l'iation �rnée. - Soit /( x) une fonction bornée 
dans un intervoJle (a, ·b), ou a< b. Partageons cet intenalJe en inter
valles partíeis au mo,ven de nombres croissants x,, x,: . . .  , x,._,

.1·0 = a< x,< z,< ... < x,._,<x,. = b 
et posons 

(O v = \f(,r,,) -/(a),+ !/(x1)-/(x,) ! + ... + 1/(b) ,;_ /(z,1-1) !, 

.\ chaque divi11ion de l'intervalle ( a, b) correspond ainsi un nombre "� o 
qu'on appelle la nriation de j(x / pour cette division. Si l'ensemble des 
nombres v, qui correspondent à tous les systemes de di, isioo poss1bles, 
esl un ensemble borné, on dit que la fonction /(x) est à val'iation l>orn.ée 
dans l'intervalle ( a, b ). La borne supérieure V des nombres " s'appelle la 
11ariation. tntale de la fonction /(x) dans cel inten alie. L'introduction de 
Cl!tte classe importante de fonctions esl due à M. Jordan. 

Toute fonction monotone est évidemmenl à, ariation uornée, car toutes 
les dill'érences/(x1)-/(x1_1) sont de même si:.nc. li résulte aussi de ln 
définition que la somme des deux fonctions à , uiation bornée est aussi 
une íonctioo à variation bornée. Si/(x) est à ,ariation bornéc dans l'io
tel'\'alle (a, b), elle sera aussi à , ·ariation bornée dans tout inten alie (a., b,) 
intérieur au prernier et en p11rticulier dans l'intervalle (a, J, ), :r. étant un 
'nombre quelconqtre compri� entre a et b. 

Soient p la som me de c-elles des di!Térence,/(.c;) -/(z,_,) qui sont posi
tives, et - ,1 la ,omme de celles de ce� difforences qui sont oégati\'es. On 
a évidemm�nl 

,. = p-+- ,, .
fU./1 -/i'a) � p - "• 

I'\ par 1uitt· 

•· = 2p +f� a J - f(b). ,. = ·rn + /(b) -/(a).

Si la fonction /V·) esl it ,ariation bornée, l'ensemble des nomhre� /' et 
l'ensemble des oombres ri, pour 1ou1es lcs di,,·isio11s po�sihlts de l'inter
valle, sont dooc aussi des ensembles hornés. Soient P et N le,s hornes supé
, ieures de ces deull enscmbles qu'on Hppcllc aussi variat io11 totale posi
tive et nariatinn totalr n(f(atfre. lS:ntn: k:1 nombre� V, P, � on a, d'apri-s 
"� qui p_ré<'edc, les relutions

V = ? p - f V-'! - f! h ), 

/\ppi-lon� de méme V(.r/, P(x), N(..t·) les·trois variatinnst<>tale,<l,11i- l'in
tNvalle ( a, .r ), .;r, "lHnt cnmpris �Ili re f1 et f,. U'aprr� lt:111· 1léti11ition m ,'mt>, 
<''!S · ru is fonctions \, .r 1. Í'(.r.), N\ ,- ·, so11l tlcs fou,;tion, .:roissunt1)<: il c,1 
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évident, en ell'et, que P ( x) et N ( x) ne peuvent décroitre quand x aug
mente. Entre les fonctions /(x), V(x), P(.x), N(.x), on a toujours, que!"
q�el que soit a:, les deux relations

(5) V(x) = '2 P(.x) + /(a) -/(a:),

d'ou 

'Y(.x) = 2 N(x) + f(xJ -f(a), 

(6) f(x) =/(a)+ P(.c)- N(.x).

Les deux fonctions j( a) + P ( x). et l'I ( x) étant croissantes, on en conclut
que toute jo(l,Ction à variation bornée e$l la différence de deux fonc
tions croissantes. Cette propriété pourrait être prise pour définition; ,en
effet, la dilférence de deux fonctions croissantes est égale à la �omme d'une
fonction croissante et d'une fonction décroissante, c'est-à-dire de detix
fonction� à variation bornée. Elle est donc elle-même à nriation bornée.

Si l'on ajoute aux deux fonctions croissantes P(a:), N(x) une fonction
croissante quelconque 9(x), les deux fonctions Pt (a:), N 1 (x) ainsi obtenues
sont aussi des fonctions croissantes et leur différence n'a pas changé; on 
voit donc que toute fonction à variation bornée peut être -::onsidérée,
d'une infinité de ma_nieres, comme la diíférence de deux fonctions croi,
santes. Une fonctiot1 monotone o'ayant que des points de discontinuité de 
premiere espece, il en est de même de la somme de deux fonctions mono
tones; par suite, toute Jonction /(x) à varia.tion bornée n'a. que des
points de discontinuité de premiere espece. 

Comme, exemple de fonctíon à variation non bornée, reprenons la fonc-

tion /( x) = sin !... , en conxenant de poser /(.o)= o. La variation total e deX 
cette fonction dans, l'intervalle compris entre les inverses des deux
uombres .'.'.. et n,. + .'.:. est égale, comme il est facile de le voir, à 2n. La 

2 � 

fonction est donc à variation illimitée dans l'intervalle ( o, i"), ce qui

résulte aussi de ce fait que x = o est un point de discontinuité de seconde
espece.

C.onsidérons maintenant en particulier une fonction continue /(a:) à
variation born,le (' ). Lorsque le nombre n augmente indéfiniment de
jaçon que la valeur maximuni }, des différences x,- X;-1 tende vers
zéro, le nombre " a pour limite la varifltion totale \". 

La démonstration repose sur la remarque suivante. Supposons qu'on
subdivíse chacun des iotervalles ( a, x, ), ( x 1 . x2 ), ... en intervalh,s plus
petib par de nou1·eaux points de division, et soit

ª· y,. y,, Yk-1, X1, Yk+l• y, ,, x;, YI+•• . . .. a

(') Une fonction continue n'est pas nécessaíremeot à vaJ"iatioo bornée. La
fonction continue ritée pi., Joio (n• 31) est à variation illimitée dans toul
iotervalle. 
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la nouvelle suite obtenue; le nou1·e11u mode de subdhision est dit consé

cutif au premier. Soit 1>' le nombre analogue à " pour cette nou,·elle 
di, ision. On a é, idemment 

l/(x1 )-/(a) 1 � l/(.x1 )-f(Yk--1) 1 + • • .+ l/(y1)-j(a) 1, 
l.f(x!)-/(x1)I;; l/(x!)-/(Y1-1) l +. • .+ lf(Yk+1)-.f(:�1),

et par suite "$ v'. 
Ci;la posé, soient V la borne supeneure dcs nombres I' et º un nombrc 

positif quelconque. D'aprcs la définition même du nombre V, il existe une
suite de nombres croissants 

ti< a1 <a,< ... < a
1
,_1 <f,.

1els que !e nombre "•· 

"" = 1/(a,) -/(a);+ 1/(a, )-/(a, J + ... + 1/(b)- f(a1, .. ,) 1, 

,oit supérieur à , - � • Soit À un nombl'e ·positif plus petit que t,rntes les 
2 

clifTérences a, - a, a, - a,, ... , b - ap-•· Considérous une division quel
conque de l'intenalle ( a, b) en intenalles partiels moindres que À par de, 
nol)lbres croissants a, ,-i;,, x,, . . . , .x,,_,, b, el soit" la ,a,.iation corres
pondante. Rangeons maintenant tous lcs nombres x; et a; par ordre dt• 
grande ui' croissantc: nous obtenons nnc nou1·elle di, ision de l'i nter-
1 alie ( a, b) qui est consécuti, e aux deu� preroieres, et par suite la , aria
tion cm-respondante p' est supérieure ou au moins éi?ale à l'o ct à "· 

Cherchons une limite supérieure- de ,.· - 1·. On passe de lo division qui 
donnc v à la di, ision <Jui donue v' cn décomposant quelques-uns des iotcr
,alles leis que (x; _,, x1) en deux intenallcs plus petits au moyen de l'u11 
des points a1, ai, ... , ap-1- Lc nombre total des intenalles qn'on décom
pose alnsi en deu-.: csl au plus égal à p - 1, ct l'on a 

,.· - e-=! [ 1/(.r;) -/(ai-) 1 + /(<1d- /(x;-1) \ -- i/(a·,)- /(X;-1) 1 /.

le signe I étant étendn i1 tous les intenalle,; (:r.,. 1, .r:1 ) tels qu'entre :r:1_, 

et .r:1 �e lrouYe un dcs points ak, Soit "'lu , aleur tlla:1.imnm de l'uscillatio11 
de /(x) dans chacuu des inten alies pnrtiels {a, a·,).(.,.-,. ,r, ) ..... li e�I. 
clair que la diff,'reucc 

1 /(x,) -f(a,) 1 + 1/( tik) ···.f(:1:;-1) 1 - 1/(rr,)--/( ,r, , ) i 

est au plus égale i1 ·i 1,1, et pai' cons,i1111�nl ,.• - "est 'Ili plu� ,::,:ai,: i, :i(p - 1) 1,,. 
La fonction f(,t·) étant ,�ontiuuc, s,iit l\ uu 11omb1·c positif td que, tlon� 
10111 íntenallc partiel <!'amplitude inféricure i, ·r,, l'oscillntion dc/(:r) soi1 
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inférieure à ( E ) 
Si la valeur maximum À des dtfTérences x1 -a, 

4 p-1 

x, -X 1 , .•. , b - Xn-1 est inférieure à ·r,, on aura d'apres cela v' - "< � •2 
D'ailleurs, nous pouvons écrire• la difTérence V - ,,. 

V-v=V-1·ú +(v'-v)-(v'-v11),

ct par conséquent on a V - v < , : comme i, ne peut être supérieur à V,
v a donc pour limite V.

Ce théoreme perruet de démontrer que la fonction V ( x ), q ui repré
sente la variation totale de f(x) dans fintervalle (a, a:), est unejonc
tion continue de x.

Soient x0 une valeur de a: eomprise entre a et b, et a, y1, y,, ... , y,., 
x0 une suite d'e nombres croiisants : V (x0) est_ la limite de la variation 

"= 1 f (y1 )-/(a) 1 + l/(y,)-f(y1) 1 + ... 
+ IJ(y,.)-J(yn-1) 1 + lf(xo)-J(y,,) !-

La som me de tous Jes termes, sauf Je dernier, oe peut dépasser V (y,,) ni 
par suite V (x0 - o), puisque V (x) est une fonction croissante. On a 
donc 

v�V(x0-o) + ij(xo)-f(y,.) j; 

or /(a:0)-f (y,.) tend verszéro puisque/(x) est continue. La limite V (a:.,) 
de " ne peut donc dépasscr V (a:0 - o); comme la fonction V (x) est crois
sant e, on a nécessairement V (x0 ) = V (a:0 - o). 

Pour démontrer qu'on a aussi V (a:0 ) = V (a:0 + o), posons 

,:-a:=y, V1 (y) = V(b)- V(x);

V 1 (y) représente la va:-iation totale de la fonction /( b -y) dans l'inter
valle (o, y). On a donc V1 (y0) = V1 (y0 - o), d'apres ce qui vient d'être 
démontré, et par suite V ( x0) = V ( x0 +o). 

La fonction V(x) étant continue, ainsi que/(x), il en est de même de� 
<leux fonc1ions 

P(a:)= V(x)+f(x)-/(a)� 2 N(x)= 
V(x)-.f(x)+j(a)

, 
2 

Donc toute fonction conti·nue à variation bornée est la dijf érence de 
deux f onctions continues croúsantes. 

E.xemple. - Quand une fonction continue f(.x) n'a qu'un nombre lini 
de maxima ou de mi,;ima dans un intervalle ( a, b ), iJ est ela ir qu'elle est 
à varialion bornée dans cet intervalle. Considérons, pour lixer les idées, 
une fonction /(x) cruissante de a à a,, décroissante de n 1 à a,, croissante 
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de a1 à b. Prenons les deux fonctions /1(x), /1(x), définiescomme il suit: 

,,, Dans l'intervalle lª, a1) :/1(.cJ =.f(x), /s(X) = o: 
·•"' Dans l'intel'Valle (o,, a!,: f,(x) =/(a1), /2(xi =/ta, )-/(x):

3° ()ans l'intervalle (ai, b,: }/_ilX/=,((x) -/(a2)+/(ni):
1 _h(.,·) =./(a,) ·-/(a2 /. 

li est clair que les deux fonctions /, ( x 1 et .f�(x) sont continues et crois
santes dans tout l'intervalle, ", b ,, et leur différéncc est égalc it/(x). On 
opérerait de la mime façon, quel que soit le nombre des maxima et des 
minima dan, (tt, b) pour décomposer /(.e) en une différence de deux 
fonctions continues croissantes. 

Plus 1,énéralement, soit /(x) une fonct ion telle qu·on puisse décomposer 
l'intervalle ( a, b ·, en p intervalles pa rtiels dans cl,acun desqueli. la fonc
t ion est monotÓne, la fonction n'ayant que des points de discontinuitt\ 
réguliers en nombre fini. Le proc,,dé précédenl permet d'exprimer /(r) par 
la difftirence de deux fonctions croissantes n'ayant elles-mêmes que des 
points de discontinuité réguliers. 

f2. Fonctions de plusieurs variables. - On di: que w es_L fonc
tion de x, y . .:;, . .. , t lorsqn'à toÚb SJSLeme de valeurs de x, )',

�, .... t correspond une valeur de w. Pour fixer les idées, sup
posons qu'il y ait deux variables indépendantes x et y, et consi
dérons x et y comme les coordonnées d'un point dans un plan. 
A tout systeme de valeurs de x el de y correspond un point M, et 
inversement. Lorsqu'à lout point M pris dans uni! certaine .rógion 
du plan correspond une vnleur de w, on dit que la fonctiou 
,,i = /( x, y) est définie dnns cette région, qu 'on appelle en général 
un domaine ou un champ.

Un domaine A peul être formé par la portion du plan ·inté
rieure à une courbe ferm,\e C, ou par la portion du plnn limitée 
par plusieurs courbes fcrmées, une courbe extérieu re C el une ou 
plusieurs courbes inLéricures C', C", .... Les courbes C, C', C", ... 
form�nt la frontiere <le ce domaine; nous su pposerons en géuéral 
que les frontiércs font partie du domaine, c'est-à-dire qu'en 
chaque point de C, par exemple, la fonction w a une valeUt· drtur
miuée. Le domaine est dit alors fermé. li PSL dit connexe si l'on 
peutjoindre deux points quelconques de ce cloinaine par une ligne 
brisée sitnée toul entiére dans le domaine. 

Une fouction '•J =f(x, y) es� boméc dans un domaine A si 
l'ensemble des valeurs de w pour tous les points de ce domaine 
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est un ensemhle · borné. On définit comme plus haut ( nº 6) les 
nombres M, m et l'oscillation. 

Soient (x0 , y
0

)" les coordonnées d'un point M0 pris dans cette 
portion du plan. On dit que la fonction f(x, y) est continue 
pour le systeme de valeurs x0 , y0, si, à tout nombre positij E1 

on peut faire correspondre un autre nombre. positif -ri, tel

qu'on ait 
J(x0 + h, Yo + k) -.f(xo, Yo): <. ,, 

à la seule condition qu'on ait Ih 1 < YJ, 1 k 1 < YJ. 
Oo peut interpréter comme il suit la définition de la continuité. 

lmaginons que l'on construise, dans le plan des xy, un carré de 
centre M0 , de cõté égal à 2 ri, e ta  y ant ses cõtés paralléles a ux a xes: 
le poinl M' de coordonnées ( x0 + h, y0 + k) est à l'intérieur de 
cc carré, pourvu qu'on ait Ih 1 < ·ri, 1 k 1 < YJ. Dire que la fonc
tion est continue pour x = x.,, .Y = y0, cela revient à dire qu'on 
peut prendre le côté de ce carré assez petit pour que la différence 
des valeurs de la fonction au point M

0 
et en un autre poinl quel-· 

conque de ce carré soit moindre que E en valeur ahsoluc. II est 
évident, d'aprés cela, qu'on pourrait rernplacer ce carré par un 
cercle de centre ( .x

0, y0); car, si la condition précédente est satis
faite pour tous les points situés à l'intérieur d'un carré, elle le sera 
aussi pour tous les points intérieurs au cercle inscrit. lnversement, 
si la condition est satisfaite pour lous les points intéricurs à un 
cercle, elle Fest aussi pour tous les points intérieurs à un carré 
inscrit dans ce cercle. On pourrait donc dé6nir la continuité en 
disant qu'on peut fnire correspondrc les nombres positifs e et -r, de 
telle façon que i'inégalité J h1 + k1 < -ri entrainc l'inégalité 

,/(!Co + h, Y• + J.:) -f(x0, yo); < L 

De même, la fon'ction/(x, y) est dite continue en un p__oint m
de la fronticre si la valeur do w en un point voisin m' du 
domaine A tend vcrs la valeur de w en m lorsque la distance mm'
tcnd vers zéro. 

U11c fonction .f(x, y) continue en tout pcint intérieur à un 
,lomain.: A ct en tout point desa frontie1·e est dite continue dans A. 
li existe pour les foncLions continues dan� un domaine borné A, 
limiLó par un conlour formé G, des théorémes tout à fait analogues 
à ceux qui onl été démontrés plus haut (nº 8). 
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Le nombre positif s étant supposé fixe, à tout point (x, y) du 
domaine A correspond un nombre positif 0(x, y, t) que l'on peul 
dé6nir comme la borne supérieure des nombres 9 tels que l'on ait 

1/(x', y')-j(x, y) 1 -: E, 

toutes les fois que 111 distance des de�x poinls (x, y), (x', y') est 
infórievre à 0. La démonstration du nº 8 s'applique encore ici, 
et prouve que la borne i�férieure des no111bres 9(x,)', E), lorsque 
le point (x, y) décrit le domaine, ne peut être égale à. zéro. 

Cctte borne inférieure est clone un nom b1 e positif YJ, et par con
séquent à tout nombre posiuf é on peut faire correspondre u11 
autre nombre posittf ri tel qu'on ait 1/(x', y') -f(x, y) 1 < t, 
pour11u que la dislance des deu.:,; poir1ls de coordonnées (x, y), 
( x' 1 y') pris dans A ou sur le contour C soil moindre que Y,. 

En d'autrcs termcs, toute fonction continue de deu.z; variables 
rlans un domaine borné et sur le contour est uni/ ormément 
continue. 

De la proposition précédente on déduit, comme plus haut 
1 nº 8), que toute fonction conti11uc dans A est néccssairemcnt 
.finie dans A. Lc raisonnement Ju nº 8 pcrmet de démonlrer 
de la meme fac;on que /(.x, y) allt'Ínt au moins une fois c!tacune 
dcs valeurs M et m à l'intérieur ou sur le contour d11 domainc. 
Soient a un point. pour leque! on a w = m, et b nn point pour 
leque( w = M. Joignons a et b par une ligne polJgonale tout 
entiêre inférieure à C. Lorsque lc point (x, y) décrit celle ligne, 
w est une fonction continue de la longucur de la ligne polygonale 
comprise entre le point a et le poinL (x, y); elle passe donc nu 
moins une fois par toute valeur 1-' comprise entrem et M (n" 8). 
Comme ou peut joindre a et b par une infinité de lignes polygo
nales, on voit que la fonction /(x, y) prend uue valeur 1-' com
prise entre m út M pour une infiniLé de points intrrieurs au 
contour e. 

li est clair que toutc fonclion continue des deux variable x, .l 
est une fonction continue de chacune des dP.ux vrn·iables prise iso
lément, mais la réciproque n'est pas toujours cxacte. 

Prenons, par .exemple, la fonction /(.e, y) t'"'0alc à _•u;v
• 

.&' + ,., 
lursque !'une au moins des valeurs de x et y est diíl�n•nte de 
r.éro, ct posons / \. u, o)= o. La fouctio:.i ainsi 1.h11i11iti C;-.l une fone-
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Lion continue de x lorsqu'on suppose y constant, et inversement. 
Cependant elle n'est pas une fonction continue de deux variables x 
�ty, pour le systéme de valeurs x =y = o, car, si le point (x,y) 
tend vers !'origine en restant sur l

0

a droile y = mx, la fonc-
tion /(x. y) a pour limite�, et cetle limite est variable · 

1 + 1n• 

avec m. Oans cet exemple, il serait évidemment impossible de choisir 
pour / ( o, o) une valeur telle que la fonction /( x, ·y) fut continue 
à !'origine. II n'en esl pas de mcme p.our la fonction {x, y) égale 
à .r,y lorsque a:2 + y 1 est différent de zero; si l'on pose en

i/x• + y• 
oatre / ( o, o)= o, la fonction, ainsi définie, est continue pour 
.r = y = o, c.i.r la valem· absolue de/ ( x, y) est inférieure à I x 1-

Toutes ces considérations s'étendent sans ·difficullés aux fonc
tions d'un nombre quelconque de variables indépendantes. 

13. Courbes continues. - Nous avons admis, dans ce qui pré
céde, qu ·une courbe plane fermée C Mcompose lo p!an en deui; 
Jomainês, un domaine intérieur D; et un domaine extérieu1· D.,. 
leis qu'il est impossible de joindre un point de D; à un point 
Je D., par une ligne hrisée n'ayant aucun point commun avec C. 
G'est là une propriété qui est bien conforme á la notion intuilive 
Je courbe fournie par la Géométrie, et qu'il est d'ailleurs facile 
J'établir pour les cou1·bes définies par une propriété géométrique, 
telles que l'ellipse. 

Mais, pour pouvoir raisonner d'une fuçon précise, il est néces
saire de remplacer cette uolion un peu vague empruntée à la Géo
métrie par une définition purement analJtique. Soient/(t), cp(t), 
H t) trois fonctions continues d'une variable t; l'ensemble des 
points dont les coordonnées sont données par les formules 
�7) .c=/(t), y=9(t), .z=o/(t), 

q1.1and on fait varir,r t, constitue une courbe continue r, ou 
plus SÍf!tplement une courbe. Supposons que les trois fonctio,ns 
continues /(t), cp(t), 4'(t) admetlent la période w, c'est-à-dire 
soient telles qu'on ait, quel que soit t, 
uq /(t+ol)=/(t), cp(t+w)='f'(l), tj,{L+w)=4(t); 

il suffira de faire varier t dans un intervalle quelconque ( a, a+ w) 
J'amplitude w, pour ohtenir tous les points de La courbe f, qui est 



3o CHAPITH 1. - INTRODUCTION. 

dite une courbe fermée. Nous pouvons évidemment supposer w 
positif; nous supposons en 0titre c1ue c'est Je plus petit nombre 
positif .salisfaisant aux trois relations ( 8 ). Si pour deu:1. val�urs 
différentes t1

, t", on a à ,fa foi:; 
(9) f(t') =/(t'), t(t')=Ht'), 

sans que la di lf érence t' - t" soit un multiple de w, 1-c poinl corres
pondant de r est un point double. S'il est)mpossible de trouver 
deux valeurs t', t" satisfaisant au:1. relations ( 9), sans que 11 

- f' 
soit un mulliple de w, ·1a courbe r n'a pas de point double. Poui
appliquer ces définitions aux courbes planes, il suf6t de sup-
poser lji(t) = o.

M. Jordan a démontré rigoureusement ( voir �on Cours d'Ana
lyse) qu'une courbe plane ferm�e C sans points doubles divise 
le plan en deux régions, l'une intérieure, l'aulre e1térieure, deux 
points d'une même région pouvant coujours etre joints par une 
ligne hrisée sans traverser C, tandis ·que toute ligne continue 
joignanl un point de Ja région intérieure à un point de la région 
extérieure traverse nécessairement la courbe C. 

Sur ce point-là, le raisonnement ne fait que confirmer l'intui
tion géomélrique, mais il ne fa,11 pas croire qu'il en est toujours 
ainsi. M. Peano en a donné un exemple bien curieux -en faisant 
connaitre une· courbe plane qui jouit de la singuliére propriété sui
vante : lorsqu'on fait varier le paramêtre t, le point, dont"les coor
données sont x = f( t ), y = cp( t ), vient co'incider successivemenl 
�vec tous les points in.térieurs à zm carré ( 1 ). 

Nous n'avons cité ce résultat que pour montrer combieu 
la notion analytique de courbe est plus complexe que la notion vul� 
gaire. Dans la suite, nous ne nous occuperons !e plus souvent que de 
cour"bes satisfaisanl aux conditions suivantes qui sont véri6ées par 
les contours que l' on considere babituellemen t. Soient x = f ( t), 
y = <p ( l) les équations qu i définissent une courbe C, et soi t ( a, b)
l'intervalle dans iequel il faut faire variet· t pour oblenir tous lcs 
points de �ette courbe. Nous supposerons qu'on peut décom
poser ( a, b) en un nombre fini d'intervalles partíeis. dans chacun 
desquels chacune des fonctions /, <p va constamment en croissant, 

(1) Pl!ANO, Sur une courbe qui rempli.,t une aire plane (.llath. Annaleu, 

f. X X X VI). Voir auss i "1LB8RT (lbid., t. XX� VI II).
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ou constamment en décroissant, ou reste constante. Si, par 
exemple, la fonction x = f ( t) va en croissant dans un intervalle 
( a, f3 ), on peut, d'apres l� théorie des fonctions inverse·s, en 
déduire pour t une fonction continue de x, et l'arc correspondarít 
est représenté par une équation telle quey=G (x). De même, si 
la fonction <p(t) va constamment en croissant ou en décroissant 
dans un intervalle partiel, l'arc correspondant esl représenté par 
une équation telle que x= H(y). 

Toutes les courhes dont il sera question par la suite sont 
formées d'un certain nombre d'arcs de cette espece mis bout à 
bout. Considérons en particulier un conlour fermé C, sans point 
double, et prenons les points de C ou x est maximum ou minimum 
(y compris les points dcs portions de droites paralleles à O y, si le 
contour é: en contient ), et soient a:1 , x2, ••• , Xn les abscisscs de 
ces points rangés par ordre de grandeur .'.!roissante. Toute paral
léle a:= ac à l'ue Oy , a étant compris dans l'un des inter
vailes (x;_ 1, x,), rencontre C en un nombre pair de points d'or
données (y1, Y:i, ... , Y2p); Yh étant une fonction continue cph(x) 
dans l'intervalle (x;_1, xi). Nous supposerons qu'on a 

yl < 'r:< ;.,<. • ·< 'f!p-1 < 'ytp• 

Tout poin t de la bande limitée par les d�oiles x = x;_1, x = x, 
ct compris entre les courbes .v i = <p4, y2 = <p2, est intérieur au con
tour C; au contraire, tout point de cette bande compris entre les 
deux courbes Y2 = q>2 el Y=- = <p3 est extéricur au conlou.r e, etc. 

En continuant ainsi, on voit que le domaine intérieur à la courbeC 
peut êtrc décomposé en un nomhre fini de domaines partiels, 
dont chacun est limité par deux paralleles x = a, x = b à Oy et 
dcux courbes y.=<p 1 (x), y=q>2 (.r), les fonctions q:,1 etcp�étant 
continues dans l'intervalle ( a, b ). 

EXERCICES. 

1 '' Le pruduit de deux fonclions à variation bornée cst ii variation bornée. 
?.0 Si /(:e) est ia variation bornée, il en est de même de 1/(.:c)l-
·i� .Pour qu'1.1ne fonction soit à_ variation bQrnée, il faut el, il suffit que

la sorume des oscillations dans chaque inlervalle partiel reste linie. 
íº Si une fonction /(.x, y) est. 11.n1jormément continue par rapport à 

cl,aque vuriàbk dans un domaine. cllé est continue par rapport à l'ensemble 
des deux vari11bles dans ce domaine. 

-·-



CHAPITRE H. 

DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES. 

l. - DKFINITIONS. PROPRIÉTE:; GENÉRA.LE�. 

14. Dérivées. - Soit/(x) une fonction continue; les <leux
termas du rapporl 

f(a: + h)-j(a:) 
h 

tendent vers zéro simltanément Iorque, :i: reslant fixe, la valeur 
absolue de h diminue indéliniment. Si ce rapporl tend vers 
une limite, on dit que celle limite est la dérivéc de la fonclion 

/(x), et on la représente par y1 ou f'(x), suixant la notation 
d.e Lagrange. 

A la notion analytique de la dérivée se raltache une notion géo
métrique importante. Soit y=/(x) une fonction continue dans 
un intervalle ( a, b); considérons dans un plan le point de coor
données (x, y). Lorsque x varie de a à b, ce point décrit un art: 
de courbe AMB, qui représente graphiquement la marche ele la 
fonction /(x) dans l'intervalle (a, b). Soint M et M' deux points 
voisins de cet are de courbe, d'ahscisses x etx· + h. Le coeffici<•nl 
angulaire de la droite MM' est égal à 

j(x+h)-f(a:). 
lt , 

lorsque h terid vers zéro, le poipt M' se rapproche indéfiniment du 
point M et, si la fonction / ( x) admet une dérivée, le coefficient 
angulaire de la droite MM' tend vers la limite y'. La droite MM'

tend donc vers une position limite MT, r1u'on. appelle la tangenlt• 

à la courbe; l'équation de celle tangente est, d'aprés ce qui 
precede, 

Y -y=y'{X-x), 

X et Y étant les coordonnées cour-antes. 
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Plus généralement, considérons une courbe quelconqu<' dans 

!'espace, et soicnt 
( 1) .t· =/\1 }· ,1 = ?(t), :; = -�(t 1

les cxpressions des coorJonnécs d'uu point de ccttc courbc en 
fonction d'un parametre variable t. Prenons snr celtc courbe deu:\ 
point Ml M' correspondant aux deux n leurs t cl f ..!.. li du parri
metre; les cqoations de la cord,: MM' sont 

X-/(1) _ \-9(t) _ Z-•}\tJ 
.f(t+h)-f(t)- ,-(t+h)-�(t)- ·}(t+lt)-'}(tJ 

Si l'on divist:: tous les dénominaleurs de ces rapporls par h, P,l 
qu'on fasse eusuite tendre h vers zéro, on voit que la corde MM 
teud vers une position limile qui cst reprtls<'ntée parles équatiom 

\-f(t) '-:p(t) Z-<1,(t). 
/ (t) = ? (t) = ·} (t) . 

ceei suppose, bien �ntendu, que les Lrois fonctions J\t), <y(t),
·;,( l) admettent une dérivée. La détermina tion de la tangente
;i une courhe se ramene tlonc analytiquement à un calcul de
dérivées.

Toute fonction qui admet uue déri,·tlc t>sl nécessairemeut 
continue, mais la rrciproque n'cst pas vraic. li est facile de donner 
oles exemples de lonctions continues n'aJant pas de dérivée pour 
des valeurs oxceptionnellús de la variable. Tclle cst la fonc-
tion y=.• ,;in; pour ,r=o; lorsque x teml vers zêro, il en 1'sl 
de mern1: d1· f et la fonctiou est bicn continue. mais le rii p-

,. • 1 d 1· . ( 9)port '.;;' = sm ; ne tcn , cr� aun1nc mutc nº 

Soit encorl' v =--- x': cclle fouction est continue ponr toult' 
,. 

' 
, alcur Jú ., <'t l'ou a .1· e-::-= o pou.r :r =o; mais le rapporl '.i: = .,.- : 
rroit indétiuimenl lors(lUC' x tend vers zéro. Nous dirons pou1·· 
abrégor que la dériq1e est iufinie po11r .x =o; la courbe qui 
1·cprésente la marche de la fonction est tangenlc à l'originr à

l'ax1· dcs y.
..! 

e· La fo11ction y = :l· --.-, 1:st nullc pour :1· = o, ma1� le rap-
1 + ex 

C,tL'n,AI. - 1. 
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port �� tend YC'r,-; dc11x limites différentes suivant que :1: t<.:nd \'ers 
zéro en n·stant positif, 011 en restant né�atif. Lorsquc· .1 est positif 
t•l lr•·s prtit, e·; cst positif et tres granJ; 1c rapport � Lend vers 
l'unité; au contraire, si .x: est négatif et tres petit en valeur abso-

' ' 

luc, é cst trús ,oisin <le 1,éro et le rapporl :; a pour limite zéro. Il 
,/, 

existe clone deux valcurs distinctes pour la dérivée, suivant ln 
façon dont x tend vtirs zéro; la courbe qui représcntc la marche 
de ln fonction a un point anguleux à l'origine. 

D'une façou général<.:, toute l.ignc briséc, qni u'est rencontrée 
qu'en un point par une pa1·allelc à Oy, définit une fonction con
tinue dont la Mrivée a deux v11.lcurs distinctes cn chaque sommcl. 

On voit par ces exemples qu'il est facile de Corroer des fonc
tions continues n'admettant pas de dérivéc pour certaincs valP.urs 
particulieres de la variablc. Mais les inventeurs du Calcul infinité
sima! ct lcurs successeurs n'avaient jamais rnis cn doute qu'unc 
fonction continue n'eut en général �ne dérivée. 11 J avait même 
eu quelques tenta tives de démonstration, insuffisantes il est vrai, 
lorsqm' W eierstrass est ,·enu trancher completcment la que.,
tion, 1m rionnant des exemples de fonctions continues qui n'ad
mettent de dérivée pour nucune valeur de la variablc: ( 1 ). Ces 
fonclions n'a_,·ant reçu jusqu'ici aucune application, nous ne nous 
en occuperons pas. Quand nous dirons par la suite qu'une fonc
tion j ( x) a une dérivée dans l'intcrvalle ( a, b ), il faudra toujours 
cntendre pai· là, à moins de mention expresse, qu'ellc admet une 
déri, ée unique ct finic pour chaque valeur de la variable romprisc 
entre a et h . 

W. Dériv&es successive1. - La dérivée d'une fonction/ (x) est
elle-meme une autre fonction de x·, f1(x); si /'(x) admet elle
mcme une dérivée, on appelle la nouvelle fonction la dérivée

seconde de/(x) et on la repri'.isentc par le symboley''ouj11(x). 
On dófinira de meme la déávée troisieme y"' ou/"' ( :r') com me la 

( 1) Note lue i, I' Académic des Scienccs de Berlin, le 8 juillct 18,2, On t1·ou
vcra d'autres exemples dans lt· �lémoire de M. Darboux, sur les fonctions discon

. tinues (A1111ale.i de l'École Normale superiem,'e, ·,• série. t. IV). Un exemple de 
\\'cientrass c�I iudi<Jué à la fin du Cliapitre. 
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dérivée de la dérivée seconde, et ainsi de suite : d'une maniere géné
rale, la dérivée n1º"'º y111 > ·ou /1"1(:r) est la dériYée de la déri\'ée
d'ordre (n - 1 ). Si, en prenant ainsi les dérivées successives-, on 
n'arrive jamais à une fonction qui n'admcL pas de déri\ée, on peut 
imaginer cette suilé d' opérations prnlo�ée indéfinimcnl; la 5uite 
des dérivées de la fonction / (x) d'ou l'on est parti est illimitée. 
C'est ce qui a lieu pour la plupart des fonclions qui présentent 
jusqu'ici quelque intérêt pratique. 

La notation qui précede est cellc de Lagrange; ou se sert aus�i 
quelquefois de la notation D,,y ou Drr/ ( x ), due à Cauchy, pour 
représenter la dérivée d'ordre n. Nous vcrrons un peu plus loin la 
notation de Leibniz. 

i6. Théoreme de Rolle. •- L'emploi des dérivées dans l'étude 
des équations repose sur la proposition suivante, connue sous le 
nom de théoreme de Rolle : 

Soient a et b deux racines de l'équation f (x) = o. Si la 
fonction f(x) est continue et admet une déri1Jée dans finter-
1Jalle ( a, b ), l'équation /1 ( x) = o a au moins une racine 
comprise entre a et b. 

En effet, la fonction /(x) est nulle par hypothese pour x = a 
el pour x = b. Si elle est constammenl nulle dans l'intervalle ( a, b ), 
il en esl <le même de sa dérivée et le théoréme est évident. Si la 
fonction/(x) n'est pas constamment nulle, elle prendra soitdes 
valeurs positives, soit des valeurs négatives. Supposons, par 
exemple, qu'elle prenne des valeurs positives; �lle prendra alors 
une valeur maximum M pour une valeur Xi de x comprise entre a 
et b ( nº 8; théoreme C ). Le rapport 

f(x, + h)-.f(x,) 
h 

, 

ou l'on suppose lt > o, est nécessairement négatif, à moins d'être 
nul, et la limite de ce rapport, c'est-à-diref'(x1 ), ne peut et-re un 
nombre positif; on a donc f'(x1 ) < o. En considéranl de m�me 
/' ( :r,) com me la limite du rapport 

/(.,·,- '1)-/(:r,) 
�h 

, 



36 CHAPITRE II. - DtRIVtES ET DIFFÉRENTIELLES. 

ou lt est positif, on verra de la même façon qu'on doit avoir 

.f'(x,) < o. La comparaison de ces deu-x résultals prouve qu'on a
nécessairement/'(x 1 ) = o. 

t7. Formule des accroissements flnis. -- Soient/(x) et f(.2;-J 
deux fonclions continues dans l'intervnlle ( a, b ), et admettant 
une dérivée pour toute valeur de x dans cet intervalle (les limites 
n'étanl pas comprises ). 

Nous pouvons déterminer lrois coeflicients constanls A, .B, C 
te_ls que la fonclion auxiliaire

'!'(x) 
= 

A/(x) + B ,:(.x) + 1: 

soit nulle pour x = a et pour :1,: = b. Il faut el il suffil pour cela 
qu'on ait 

A/(a) + B,-(a) + C = o, A/(b)+B ,i (b)+C=o: 

on en déduit, en retranchant membre à membre. 

A.[f(a)- /(b)) + B ['!'(a)-'!'(b)] = o. 

Commc les relations précédentcs ne déterminent que les 1·apports 
des coefficients A, B: C, on peut prendre 

A= '!'(a)- ip(b), B =.f\ú)-/(a), 

et la valcnr correspoudante de C !>'obtient immédiatement. Lcs 
coefficients A, B, C étant ainsi déterminés, la fonction au:Ki
liaire lj,{x) est nulle pour x=a et pour x=b; d'ailleurs clle 
admet une dnrivée pour toute valeur de x comp1·ise <lnns l'inlel'
valle (a, b), comme les fonctions /(x) ct cp(x) ellcs-mêmes. li 
existe clone un nombr.J e compris entre a et b qui annule la

dérivée 
,

V(:r) = Af'(x) + By'(x). 

Remplaçons A et B par leurs valcurs; i\ vient 

[ 9( a)- <p(b )] J'(c) + f/(ú:, -/( a)] '!'',e)=,.,_ 

011, en divisant par qi' (e)[<? ( a - q, ( b)], 

j(b)-j(a) /'(e) 
'r ( b) - 'r (a) = 9' (e)· 
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Faisons dans celle formule �(x) = x; nous pouvons énoncer le 
théoreme suivant 

Soit f ( x) une f onction continue dans l' intervalle ( a, b)
admettant une dériPée pour toute Paleur de x comprise entre 
a et b. On a la relalion 

/(b)-/(a) = (b- a) J'(c), 

e désignant un nombre compris entre a et b. 

Cette formule ( 3) est la formule des accroissements Hnis pro
[Jrement dête ou formule de la moyenne. On remarquera que la 
démonstration ne suppose pas la continuité de la dórivée ui l'exis
tencc de celle dórivée pour les valeurs limites x = a, x = b.

L'interprétation géométrique est trop connue pour qu'il soit néces
saire de la ra ppeler ici. 

De cette formule on dnduit que, si la dérivée /' ( x) est nulle 
dans toul l'intervalle (a, b), la fonction/(x) conserve une valeur 
conslante dons cet inlervalle; car l'applicotion de la formule à 

deux valeurs x1, .x2, appartenant à l'intervalle ( a, b ), conduit à la 
relation /(x2 ) =/(x1 ). ll en résulte que, si deux fonctions 
admcttent la méme dérivée, leur diíTrrencc est constante et la 
1·éciproque est é".idente. Quand on connalt une fonclion F(.x)
ayant pour dériPée une fonction donnée /(x), on obtient 
toutes les autres fonctions ayant la même dériPée en ajou-tant 
li F ( x) une constante arbitraire ( 1 ) • 

Voici une autre couséqnencc de la formule (3), qui nous sera 
,ouvent utíle. Supposons que la dérivée f'(.x) soit bomée dans 

(1) On a(lplique quelqnefois ,·e tl,eorême sans avoir fgard à toutes les condi
tions de l'énoncé. SoienL, p,,r exemple, /(x) et q,( x) dcux fonctions rontinues, 
admcttant eles dérivées /'(a;), <p'(.x), dans un intervalle (a, b). Si, entre ces 
,1uatre fonctions, on a la rclation f'(x)q,(.x)-/(.x)r f (.x) = o, on en condut 
,1ue la dêrivée de la fonction 1 est nulle et, par suite, que le raµport L est.cons
tanl dans l'intervalle ( a. b ). �lais la conclusion n'cst absolument lé:ili ne que 
si la fonction <p(.i:) ne s'annulc pas dans l'inlerrnlle ( a b). Supposons, puur lixer 
les idêes, qm: ,p(.x) s'annule, ainsi que cp'(.x), pour une valcur e de :r; com
prise ent1·c a et b. l•ne fonction /(.x) ég;1lc à C, <p( x) entre a et e, eL à C,f(X) 
entre e ct b, C, et e, êlant dcux constantes difTérente�. est continue ct admet 
une dérivée cnnLin1t� dans l'mtervalle ( a, b). et la relation proposée �st bien 
vérilir.e pour toute \'a lcur de .x com1,rise dans cet intel'Valle. L'interprétation 
,:éométrique est facrlc. 
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l'intervalle ( a, b ), de sorte qu 'on ait1 pour toiite valcur de x 
comprise entre a ct b, jf' ( x) 1 < K, le nombre positif K étant 
indépeudant_ de x·. 11 suil de là que, x 1 et :r2 étanl deux nomhres 
quelconques de l'intervalle (a, b 1, on a.. toujours Pinf'{?'alité 

l l(:1:,)-/(x,) 1 < K 1 :1:2 - :1:, I•

Nous appellerons, pour abréger, condition de Lipscllltz la 
condition exprimée par cette inégalilé, ou K désigne un nombrc 
fixe, x, el x2 ·deux nombres quelconques appartennnl à un certain 
intervalle. 

La formule (,) est appelée quelquefois formule de la moyenne 
généralisée. Le théoreme de !'Hospital sur les form<>s indétP.r
minées s'en déduit aussitôt. Supposons en effet/( a)= 'f (a)= ó. 
En remplaçant b par x, la formule (2) devienl 

f(x) /'(:r:1) 
1'(:r:) = ,p'(x,)' 

x, élant compris entre a et x. Cette relation.nous monlrt> que, si 
(( ) te rapport · '(

x., tend vers une limite lorsque x tend versa, le'P x, 
rapport {·�:� tend vers la même limite lorsqu'on a 

/(a)= '/'(a)= o. 

i.8. Formule de Taylor. - Lors.que/(x)est un po1Jnomeentiêr 
de dcgi,é n,_ �n developpant _cc polynomc .suiYnnt les puissanccs
de .x - a, on obtient'la formule 

(4) 
X - u ., ( /t - a )• . /(.l:)=/(a)+ -1-/ (a)+... ..... ,, ! J '")(a.)-: 

- le développement s'arrête de lui-même, car toutes les dérivées ·
sont nulles à partir de la ( n + • )1é"'º. 

·considérons maiutP-n�nt une fonction/(x) ditlérente d'nn poly
nome. La formule ( 4) ne p'eut être applical.ile à .cette foncl iun.
aussi grand qu<J soit lé nombre entíe1· n. Nous 11011s proposohs de

trouver une· expression de l'erreur commi�e q u11nd on l'�mplace
celte fonclion / ( x) parle polynom-c1 

P,,(:i·) =.f(.i) i X� a f'( ,t) + ... + (x -;;,a)· pnJ(<J.) 
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Nous ferons sur la fonction/(x) les hypothêses suivantes: cetle 
fonction est continue, ainsi que les dérivées /' ( x), /11 ( x ), ... , 
/1111(x), dans un intervalle (a, b), et la dérivée d'ordren,/1111(.x),
admet elle-meme une dérivée/ln+t) (x) pour toute valeu1 de x com
prise entre a et b. Le polynome Pn(a:) satisfait aux conditions 

P,. fa'i =/(a), P;,(a) = j'(a), 

cl par suite la d ifférence /( x )- P n ( x) est nulle, ainsi que ses 
d6rivées successivcs jusqu'à la nth•• pour x = a. Il en est de même 
de la fonction auxiliaire 

'?�.1·) =f(x) + C(.c- a)11+1 _ P,,(a:). 

quelle que soit la constante C. Or on peut choisir cette constante 
do façon que q,(x) soit nulle aussi pour x = b; il suffit pour cela 
de poser 

/(b)- P,,(b) + C(b- a)11+1 = o. 

La constante C étant déterminée par cette relation, la fonction 
auxiliaire ;>(x) est contini.tc, ainsi que ses n premiéres dérivées, 
<Ians l'intervalle (a, b), et qi1111(z) admet elle-même une dénivée 
�(,nt' ( x) pour toute valeur de x comprise entre a et b. De plus, 
on a les n rela lions 

. . .  , 
?''"(a)= o, ;>(b)=o. 

Appliquons le théorême de Rolle à.la fonction cp(x) et à ses déri
vées successivement. La fonction cp( x) s'annulant pour x = a et 
pour x = b, l'équation cp' ( x) = o a une racine c1 comprise entre a 
ct b. Cette fonction q,' ( x) étant o.ulle polir x = a el pour x = c 1 , 

l'équation q,'(x) = o a elle-même une racine c1 comprise entre a 
l'l e,, et par suite comprise entre a et b. En continuant ainsi jus
qu'à la dérivéc n1ém•, on voit que l'équation q,l")(x) = o admet la 
racine a et une autre racine e,, comprise entre a el b. Par suite, 
la dérivéc l" � 1' ( x) s'annule aussi pour une valeur e comprise 
entre a et b. Or cette dérivée a pour expression, puisque le poly
nome P n ( x) esl de degré n au plus, 

�{n+2(z) =/<n+l(--X) + 1.2.3 ... (n + 1)C. 
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On en déduit que la constante C satisfait à la relation 
J111+•l(c)+(11+1)! C=o, 

e étant un nombre inconnu compris entre a et b.

Remplaçous maintenant C.et P,.(b) par leurs expressions dans 
la relation ( 5); nous lÍl'ons de l'égalité obtenue la valeur suivanle 
de/( b): 
(6) b-a /(b) =/(a)+ -1-f'(a) + ...

(b - a)" (b- a)11+1 + -'------,---'--f\"l(a) + ..:._---'--/111+1l(c).n.! (n+1)! 

C'est La formule générale de Taylor que nous écrirons, sous une 
fqrme un peu différente, en remplaçant b par a+ x, et en obser
vant que e est de la forme a+ 0x, 0 étant compris entre o et 1, 

X X1 xu 

(7) /(a+ .x) ·=/(a)+ -/'(a)+ -f'(a) + ... + -, f.11l(a) + R,,.
1 1. 2 n .  · 

le reste Rn ayant pour ei:pression 
xn+t Rn = -,...---/1 11+1l(a + Ox). 

(n +·1) ! 

Ce reste Rn représente l'erreur commise quand on remplace 
f(a+x) par le polynome Pn (a+x). Si 1/!"+'l(z)I reste infé
rieur à un nornbre M lorsque z varie de a à a+ x, la valem· 
absolue de cc reste est inférieure à M (I x

n+i

} 
1
, et nous avons ainsi

n+l 

une idóe de l'approximation obtenue pour f (a+ .-e) en n{ ;ligeanl 
le reste. 

Remarque. - Lorsque la dérivée j<11+ll ( x) est continue, on 
peut encore écrire 

,xn+t 
R,, = --- [/1n+ll(a) +, 1,(n+t)! 

E désignant un infinirnent petit lorsque x tenrl -vers zóro. Si l'on 
considere x comine l'infinimcnt pctit principal, on voit que Rn es1 
un infinimcnt petit rl'ordre n + 1 au moins par rapport à x. En 
faisant successivemcmt n = 1, n = 2, n = 3, ... , on obtif•nt donc 
des polynomcs qu i different de f ( a + x) d'infinimcnt pctit., 
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tl'ordre croissant. En faisanl a= o <lans la formule ( 7 ), la formule 
obtenne s'appelle quclqucfois formule de lrfaclaurin. 

H.remple. l. - Appliquons la formule (7) à la fonction/(x) = log(1 +.1·),
lc signe log désignant le loi:rarithme népérien, en supposant a= o, n = 1,

- 1 : nous trou,·ons
X' log(1+x)=.r- ( 0 )2;::>. t+ X 

,i daus cctte formule on remplace x par l'inverse d'un nombrc entier 11,
il nent

( J) J o,, Jog 1 + - = - - - ,

lt li �n,'2 

f1,, étant un facteur positif inféri.eur à l'unité.
On déduit de _là que la série dont le terme général est j;- log ( 1 + j;) 

,•;t une série conv-ergente, car le terme général est inférieur à -1- •
2p• 

Or la sommP. des n premiers termes de cette série est égalc à

, +.: + ... + .!. -log(n + 1) = 2:,,- logn + log(� );
2 n n+1 

pM suite, la différence l:,, - log 1t tend vers une limite finie, lorsque u croit
indt':finiment. Cette limite est la constante d'Euler C, dont la valeur esr, 
;wec w décimales euctes, C = o,57721566490153286060.

/;·xemple 11. - Lcs équations de la tangente à la courbc rcprésentée par
ks formules ( 1) se réduisent à des identités si les trois dérivées j'(tj,
·;·,:1), ,;,'(t) sont nulles à la fois pour t = lo , Pour Jever la difficulté, repre
nons lc raisonnement qui a seni à trounr les équntions Je la ta11gente.
'5oient M' un poi11t ele la courbe C voisin dn point M, et to+ h la valeur
cc•rrespondantc du parametre; les équations de la cordc MM' sont

y -: �(f.,) Z- lj,(to)
f(to + ltj-f(t. 1 q;(fo+lt)-7{tu) = <j,(tu +h)-'}(tu )'

l'1Jur plus de générnlité, oous supposeroos que toutes les dérivées d'ordre
inférieur à p(p > 1) eles fonctions /(t), 9(1.), '}(t) sont nulles pour t = t0,
mai� ,1ue !'une nu moins ,les dérivées d'ordrc p, par exemplej1Pl(tu), n'est
pa, uullr.. En divisant tous les dénominateurs des cxpressions précédentes
par hP et appliquant la formule g1:nérale (7), on peut encorc écrire ces
t\11 u� L ions

\-/\lo ,1 Y-:;,(t,.). Z-'i'(ln)
f'!'·i_lu )+' = �'J•l(lo)+ ,' = ·}'Pl/t.,)+ t' 1 

' étnnt troi� iuliniment pctit�. f;i mainten:rnt on fait 1endre h vers
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zéro, ces équations deviennent à la limile 
�-/(to)_ Y-9(to) _ Z-'f(to)
j•Pl(to) - f1P)(t0) - •}1Pl(f0 ) 

el nc présentent plus aucune indétermination. 
Les poiuts d1une courbe C �u cette circonstance se pi·isentc s<,nt cn 

général des points singuliers, ou la courbe olTre quelque particularité ele 
forme. Ainsi la courhe plane représentée par les équaiions ,,. = f', y = /3 

passe par !'origine et l'on a, en ce point, ':; = 'J; = o. La courLe prúente
à !'origine uu point de rebroussement de premiere e,pêce, a1·ec raxe 
des x pour tangente. 

19. Dérivéés partielles. - Soit w =f(x, y) une fontlion de,,
deux variables indépendantes x et y définie dans un certain 
domaine D. Si l'on attl'ihue à l'une des variables, y par exemple, 
une valeur constante, ce qui revient à faire mouvoir le point ( :r, y)
sur une parallêle à l'axe des x dans le domaine D, on a une fonclion 
de la seule variable x, dont on désignera la dérivée, si elle existe. 
par /�.(x, y) ou w�; on désignera, de mêmc, par,,>:. (lll f'.:(x, y).
la.dérivée de la fonction /(x, y), ou l'on regardc :i: comme une 
constante et y comme la variable indépendante; f�(x .• -Y) 
et J;.(x, y) sont les dérivées partielles de la fonction /(x, y1.
Ces dérivées partielles soot elles-mémes des fonctions des deux 
variables x, y; si l'on prend, à leur tour, leurs dérivét•s partielles. 
on obtient Ies dériYées partielles du second ordre de/(a.·! y). On a 
ainsi quatre dérivées partielles du second ordre J�'•: f:

y
, J;,, J:

>
,. 

On dófinira de mêmc les dérivées partielles du troisiême ordre, 
du 'luatriême ordre, etc.; d'une maniêrc générale, élanl douni'•(• 
une fonction d'un nombre quelconque de variables indépl·n
dantes w =f(:r, y, z1 . • • • t,), une dérivée partielle d'ordre n est 
le résultat de 11 dérivations successives effectuécs sur celle fonc
tion / dans un certain ordre, par· rapport à qúelques-unes d1•s 
variables qui y figurenl. Nous allons établir que ce r(\sultat º"

dépend pas de l'ordt·e dans lequet ou cffectue ces dé1·i,ations. 
Nous démot1,trerons d'ahord 1c théoreme sui,anl 
Soit w = f ( x, y y une fonction des deu:,; val'iables .('. y: 

on a/;._,. =/: .. ,., poun-u que ces deuz dérivées partielles soi�n, 
continues. 
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Nous nous appuierons pour cela sui' un lemme analogue au théo
reme de Rolle. Soit F·(.x, y) une fonction continue à l'intérieuc et 
sur les côtés -d'un rectangle ABCD dont les sommets ( 1) ont pour 
coordonnées (x0,y0), (xo + h,yo), (x0 + h,y0 + A), (x0,y0 .+ k), 
et qui est nulle aux quatre sommets de ce rectangle': nous sup
posons de plus qu'elle admet une dérivée F�(.x,y) continue dans le 
même domaine, et qúe cette dérivée admet elle-même une dérivée 
par rapport ày, F_�,.(.x,y). Nous allons démontrer que cette dérfrée 
F;

t
. est m,lle en un point au moins à l'intérieur du rectangle ..

En effet, la fonction auxiliaire $(.x) = F(.x, y0 + k)-F(x, y0) 

est nulle pour a;= .x0 , x = Xo + h. La dérivée 41' ( .x) ou 
F�(x, y0 + k) - F

..,
(x, y0) est donc nulle pour une valeur 

x0 + 9 h comprise entre x0 et x0 + h. Le nombre 0 ayanl 'été 
choisi ainsi, la fonction F',,(x0 + 0h, y) de la variahle y prend la 
mêmevaleurpour y=yo ety=yo+k. La dérivéeF;

T
(x0+6h

1
y) 

cst donc nulle pour une valeur de y comprise entre y0 P.t y0 ,+ k ,  
et l'on a 

o< 8'< 1, 

Soit maintenant /( x, y) un_e íonction sat�sfaisant aux mêmes 
conditions que F (x, y) dans le rectangle ABCD, mais prenant 
des valeurs quelconques aux sommets. On peut choisir les 
constantes >-, /J-, 11, p de façon que la fonction auxiliaire, 

F1.l'.' 1 y) =/(.t,_l')-). (x�.:r:o) (y-y�)-fL (x-xu)-v (.y-yo)-p 

soit nulle aux quatre sommets. du rectangje. On trouve en parti
culier qu'il faut prendre 

• /( 2·0 + h, .Yn + k) -f(xo+ h,yo)-/{xu,)·o + k) + f(xo,Ye) U'· = hk = hk. 

D'autre part, on a F;, = f;
.i 

- À, ct en appliquant lc lemmc 
prifo�dent à la fonction F(x, y), on obtient la relation 

U = hk_r:;, { Xo + 6h, Yo + 6' k), o< b' < 1, 

D'apres la symétrie de l'expression U en z0 , y0, h, k, on a de 
même 

o< a,<, o< 8', < ,. 

(') Le lecteur e9l prié de faire la figure,
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Égalons ccs deux valeurs de U; en divisant par !tk, ct suppri
mant les indices, il reste 

lcs dérivées /;r, lrx étant supposées continues, si l'on fait tendre Ji
et k vers zéro, les deux membres de l'égafüé précédente tendent 
respectivement vers ,fxy et r;

x
, et l'on parvienl à l'égnlité qu'il 

s'agissait de démontrer. 
li est à remarquer qne la démonstration précédente ne suppose 

rien sur les autres dérivées du second ordre .fx, et J;,; elle s'np
plique aussi au cas oti la fonction/(x,y) dépend d'autres variables 
indépendantes que x et y, en nombre quelconque, puisque ces 
vnriables doivent être traitées comme des constantes dans le� déri
vations précédentes. 

Cela posé, soient w =f(x,y, .::, ... , t) une fonction d'un nombre 
quelconque de variables indépendantc,, et .Q une dérivre particlle 
d'ordre n de cel�e fonction. Toutc permutation, dans l'ordre dcs 
dérivations qui conduis·ent à Q, peut être obtenue par une suite 
d'échanges, entre deux dériva(ions consécutives, et, comme ces 
opArations ne changent pas le résultat, d'apres ce que nous ,·enoos 
de voir, il eo sera de même de la pennutation considérée. 11 suit 
de là que, pour avo ir une nolation qui désigne saos ambiitu'ilé une 
dérivée partielle d'ordre n, il suflira d'indiquer le nornbrt> de déri
valions qui sont effecluées par rapporl à chacunc des variable:, 
indépendantes. Ainsi les dérivécs particlles d'uoe fooction de Lrois 
variables w =f(x, y, z) scront représentées por l'une ou l'autrl" 
des deux notations 

ou p + lJ + r = n. L'une ou l'autre de ces deux notations repré
sente le résultat qu'on obtitml en dérivant successivemeol p foi., 
par rapport à x, q fois par rapporl à y, r fois par rapport à z, ce� 
opérations élant clfectuées dans un ordre arhilrai1·e. Il y a troi:
dérivées partiellcs du prcmier ordre, /�, 1;., 1;; six d�rivées par

tielles du second ordre, í..,.,, /;,, /;,, /�.,, J;�, J:., . . . . 

D'une faç_on générale, une· fonct;on de p variables indépendantes 
a autant de dérivées partielles d'orcfre n qu'il y a de tcrmcs distincl� 
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dans un pol-ynome homogene d'ordre n à p variable!i., c'est-à-dire 

( li + 1 )( ll + 2 ) .. . ( n + p - 1) 

J. 'L .. ( 1J - 2) (p - 1 ) I 

comme l'ap1wend la théorie des combinaisons. 
H existe, pour les fonctions de plusieurs variables, des formules 

analogues à la formule de la moyenne. Considérons, pour fiier les 
idécs, une fonction / ( x, y) de denx variables indépcndanles .2· 

ct .Y· (.,a diílérenc� / (x . .:- h, y + k) - f ( x, y) peut s'écrire 

[/(x + h, y + k)-f(x, .Y + k)] + [/(x, y + k)-f(x, y)}; 

cn appliquant la ÍOl'mulc de la moyenne à chacune des deux diffé
rences, nous trouvons 

(8) J(x + h, y + 1.) -/(a·♦ y) = h'f!t:(x + 8 h, y + k) + kJ;.(x, y +Q' k),

'i et 0' étanl corupris entt·e zéro et un. 
La démonstration ne suppose pas que les dérivées/� etJ; soienl 

continues. Elle rcnfcrme deux nombres indéterminés 0 et 0'. On 
peut la remplacor par une formule du même genre ne renfermant 
qu'un facteur 0('). Supposons que x, y, h, k aient des valeur.s 
déterminées. ,,t soit 9 ( t) la fonclion auxiliait·o 

;,(t) = f(x + ht, J:+ k )  + /(x, y+ kt) 

1fo la ,•a1·iabl(' r. On a évi<lemment 

f(:1: + h, .• + k)- f(.,·. _v) = 'r (1)- ip(o) = cp'(O), 

011 

�9) /(.e+ h,y + k)-/(.x, y) = hf!,,(:r + Oh,y + k) + kf�(x,y + fJ/r) 

Lcs fotmul.es (8) ct (9) sont analogues à la formule de la 
moyenne (3) úl elles peuvenl évidemmenl s'étendre au:i font:lions 
,i'uu nombre quelconque de Yariiihles. 

Lors1p1e lt•s ciérivées partielles/; et.f;. sont continues, on peut 

, ') .1c dois r.clle 1·enrnr,1ue à M, Hedrid,: 
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encore écrire l'accroissement de/ sous Ia forme 

(10) /1,1· +li,)'+ k)-f(.r, Y) = hlf�(x, y) + ,J + Á u; (x, y) + ,'l,

t et e! tendant-vers zéro on même temps que h et k. Celte expres
sion de la dif

f
êrence/(x + lt, :1· + k) -f(:c,y) cstsouventutile;

elle a servi en A.lgebre pour établit- la régie qui donne la déri.véc 
d'une fooction composée. 

Remarqu�. - II ne suffit pas que la fonction j(x, y) admette des déri
vées partielles pour que l'accroissement de / puisse se mettre s0115 la 

forme (10). Considérons par e,cemple la fonction f(x, y)= xy ,
\f :r;'+ y! 

lorsque .z: et .I.' ne sont pas nuls à la fois, et égale à zéro pour a:= j' = o. 
Cette fonctioo est coutinue, même pour !'origine, ct les dérivées par• 

tielles /�, J:. ont des valeurs finies pour tout systeme de Yaleurs de x et 
dey. On a én particulier 

/.�(a:, o)= o, 1;-(0, y) = o, 

puisquc la f0&1ction f (:x:, y) est nulle sur chacun des axes. La formule ( 10) 
oe s'applique pas à cette fonction pour :.e = .Y = o, car elle donnerait 

(11) /(h, k) = !t� + k,', 

z ct ,' éta1ít inliniment petits en meme temps que h et J.:. Or, si l'on fait

k = li, on a/( li, lL) = 
h

1 .. 
, et non pas li 1\, "'l étant infinjment petit. 

1 '.! 

20. Plan tangent à une surface. - De même que la dérivóe
d'une fonctio11 d'une seule varia_ble donne la tangente à une 
courbe, lcs dérivées partielles d'une fonction de deux variables 
intervienncnl dans la recberchc du ph1n tangent à une surfacc. 
So-it 

� 1 ·• 1 ; = F (.r., J') 

l'équation d'une surface S; nous supposons que la fonction F est 
continue el admet des dérivées parlielles continues en un point 
(x0 , )'o) du plan des xy, auquel correspond la valeur .z0 pour;;: et 
un point M0 ( x.,, y0, �o) de la surface S. Considérons une courLc 
quelconque C située sur la surface et passant au point M0, et soient 

(11) x=J(t,. r = 9(t), z=yl/) 
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les coot·données d'un point de cette courhe, exprimées en fonction 
d'un paramêtrc variahle t; .f(t), cp(t_>: lj,(t) sonl trois fonctions 
continues du paramêtre t qui se réduisent respectiYemcnt à x.,,

y0, .z8 pour une valeur particuliere t0 de t. La tangente à cette 
courhe au point M0 est représentée par les équations (nº 14) 

(t 4) 
X1:.._.,... ' - i·o Z- :;o 

j'(to) = ?'(t:) = <j,'(to) • 

D'autre part, puisque la c·ourhe C est située su1· la surface S, on 
a la relation 

,J,(t) = F[f(t), 9(t)]

qui doit être vérifiée, quel que soit t. Les deux memhres doiveut 
donc �tr� identiques; prenons la dérivóe du second membre 
d'aprés la regle qui danne la dórivóe d'une fonction compoi.ée, et 
faisons t = l.,. 11 ,·ien t 

( 15-) f (to)= /'(to) F'..:. + <?'(lo)F'.,·,· 

Entre les équations (14) et ( 15) on peut éliminer /'Uo): tf1 (t.,), 
lji' ( t0), et le résultat de l'élimination est 

( 1-6) Z-zo=CX-.x0 ) F'.,-,+(Y-yo) F�,;

cette équation représentc un plau, qui est le lieu des tangentes à 
toutes les courbes situées sur la surface et passanl au point M0 • 

On l'appelle le plan tarigent à la surface. ( Cf. Exnc. 18.) 

21. Passag� des différences aux dérivées. - On n délini les déri, ées 
de proche en proche, les dériYées d'ordre ri se déduisant des dérivées 
d'ordre n - 1, et ainsi de suite. li éH naturel de se demander si l'on ne 
pourrait pas définir directement une dérivée partielle d'ordre II comme 
limite d'un •1uoticnt, sans passer par l'intermédiaire des déri,•,:es d'ordre 
inférieur à 11. Nous- a\ons fait quelque chose de ce- genre pour f:

-r 
(coir 

n° 19), car la dcmonstration donni:e plus haut prom-e ,,ue f.;:, est la limite 
flu rappor� 

f(x + �x, Y + J..y)-f(:r + J..x, y)-f(.c, .Y + Ay) + /(.1:, y)
Ax l:J.y 

lorsque Ax et �y tendent tons les deux \'ers zéro. Qn démontre de 111 
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méme íaçon que J.:, est la limite <lu rapport 

f(:c + li, +h!)-/(x + h, )- /(x + h1 ) +/(.r) 
lt, ht ' 

lorsque h1 et h1 tendent l'un et l'autre vers zéro. 
Si l'on pose, en effet, 

j,(x) =f(x + h,)-/(.e), 

ce rapport peut s'écl"ire 

ou encore 

/1 (:r:+h,)-/1 (x) 
lt 1h! 

/; (x + &ht·) 
h, 

La limite de ce rapport est donc lo dérivéc seconde f',',, pounu que ceue 
dérivée soit continue 

Passons maintj!nant au cas général. Soit, pour fixer Ies idt'es, 

w =f(x, y, z) 

une fonction de trois variables indépendantes. Nous po5cron� 

A�<>> =/(x + !t, y, z)-f(x, y, ZJ. 
A}-">= /(:r:, y + k, z l - /(x, y, z 1,
à�. (o) = f(x, y, .:; + l)--/(x, y, z); 

utw, Afw, õ.�w sont les d,:/férences premii:res de w. Si l'on considere h, 
k, l comme des constantes données, ces trois difTfrences premieres sont 
elles-mêmes des fonctions de x., y, z dont on peut. prendre les différence� 
relativei à des accroissements kt, k1, 11 des variables, et l'on a ainsi les 
différe"'c"s secondes A} A�w, A�• à}w, .... Le procédé peut se continue1· 
indéfiniment; une différence d'ordre n se définira comme une difTérence 
premicre d'une différcnce d'ordre n - 1. Com me on peut intervertir l'ordre 
de deux quelconqucs des opérations précédentcs, il suffira d'indiquer les 
accroissement!I successifs attribués à chaque variable. Une difTérence 
d'ordre ,i sera représentée par un symbole tel que !e sui vanl 

_l(lllc,, = A� Ãi' ... ô.)' À�;• ... Õ.�J A� ... A�f (x, y, :;) oit /1 + <J + r = 11. 

les accroissemenls li;, Á;, l1 pOU\'ant étre égaux ou ioégaux. Cette diff0-
rence peut s'exprimer au moyen d'unc dérivée partielle d'orclre 11; elle est 
égaJe au produit 

t,J,, ... h
,,

k, ... !.,
1

l, ... l,.

x .f;�J,,:(.c + 61/,1 + ... + Opltp ,y+O', /.:1 + ... +flq,k,, z + (J'; l, + ... + 6,�[,.), 

1011� les 9, rtanl compris entre o el 1. 1.a t,,rmule a déjà été établie pm11· 
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k; diffcrences premiêr.-s et secoudcs. Pnur démontrer qu'elle est généralc. 
adrnntons qu'ellc ,·st .cxacte pour une difTél'encc d'ordre n - r. et soit 

:;,(.r, J'· :;) = 11;, .•. i,�1�! .. .  it,i�, ... t:.�-j;

on .1u1·«, p<1r h�·pothese, 

� (.e,_,-.. ::', = lt, ... h,, k, ... 1.:,1 l, ... l,.f::.r-',,,,,� .t· + Oi h, + ... +Oµ hp, ,1 + ... ). 

!\faí� la différencc 11k""' considérée est égale à 

;,(.e+ h J, y, ;) + 9(.1·. J', ;;), 

d il ,uftit d'appliqucr de nou,-eau la formule des accrnis;;emeuts fluis à 
l'<'llc différencc pour par\'('.nir à la formule qu'on voulait démontrer. 

1 nver,cmcnl, la dérin:c partielle J�;;-,,, est la limite du rapport 

A��ll.';� ... 1_;•.,.. �� ... �;.,A�• ... A�/ 
h1he••,h,,f.-,k, ... k1l1 . .. T,. '

l«rs,1uc tou$ les 11ccrois�eme111� li, k, l tendent vers zéro.
li eõt intéres�ant de remarquer que cette définition des dérivées pa1·

tielle� d'ordre supéricur cst quelquefois plus étendue que la définitio11
C1rdinain'. Considí•rom, par exemple. la fonc1ion

,., =j\x, .n = ;,(;1.·) + ·}(y) . 

.. it lcs fonctious 9(.c1 �t tj,()') n'admettent pas de dérivét;. La fonction 1,, 

11·-1dmet pas non plus de déri,·í-e;; partielles du premiei' ordre; il n'y a donc 
pas lien a .fortiori ele parler des rléri,·ées partielles du second ordre. 
1 :cpendant, si l'on adoptait la nou,1elle définition, on serait conrluit, pour· 
1,·,111\·cr /�·.•· à chi'rchel' la limite du rapport 

/i'.,· + h, y + k 1-.f\.,· + h. y\ -f,.v, y + !.:) +.f'{ .c, yl, 
!ti. 

•1ui ,·,;t ,,gal à

� t.i - A)+ tj,\J-+- !.:)- 9(.1 + ltl-·}ty)-y(.r).'..... '-1-(y + /,.) + �(xJ+Hy) 
hk 

L� numératcur ele ce rappor1 cst. toujours nul; il''a donc zéro pour limite, 
<'l 11ou, snmmcs conduit i1 écrir·c J;_,. = o (1 ). 

1 ') (Ir, peut faire des remarques analogues pour les fonclioos d'une seule

,�riahle. Par exemple la fonctio11 /(x) = x'cos.:. a pour dérivée 
X 

j' 1 .L') = 3 .e' <'OS : + X ;Íll ..'._,.X X 
�• / :.x, n'admet pas de dérivée pour .x = o. Cependant, !e rapport

/(2a. )-2/(«)+/(o) 
"' 

ou 

;i póur limite zéro lorsque "' tend vers zéro. 
C�l)VR�\T. - 1. 

8 X COS � - l « COS : 
.2" "' 
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li. - NOT .\ TION IIIFFÉlrnNTIEI.LE.

La notation différenticlle, la plus anciennc des notation, (•m
ployées, esl duc à Leibniz. Quoiqu'elle ne soit pas intlispensable. 
elle of

f
re des nvanla�es de symótrie dans Ies formules de géné

ralité qui sont três appréciablcs. surlout clans l'étude des fonctiom 
de plusieurs vnriables. L'origine de cctle notation s1• lrouv<· d:ms 
la considération des infiniments pelits. 

22. Différentielles. - Soil y =f(:r) une fonction contirn1c
admettant une dérivee f' ( :r); altribuons à a: un accroi�scment A .T 

et désignons pat· .:iy l'accroissement correspondanl de y. l)'ar-rr� 
la <lófinition même de la .Mrivée, on a 

.h 1·· 

.l�,-
= . ( .r / + t, 

E tendant vers zéro en même temps que Ax; si l'on considen• .L, 
comme l'infiniment petil principal, Ay cst lui-même un infiniment 
petit donl la pnrtie principale esl f (x)&x, pourrn que j'(:r 1 
ne soit pas nul. C'est cette putie principale qu'on appc•JJ,. 1a 
différentielle de y et qu'on représcnte p:w dy, 

,{y = ./' ( _,.) .l.,·. 

Lorsque la fonction /(.r) se t·é�uil à x, la formule prclcl•dt-nt1• 
se réduit à d:r= Ax, el l'on écril pour plus de s.rmétrie 

mais en convenant de considérer l'accroissemenl d:1· de la , ariabl<• 
indépendante comme une quantilé constante, d'aillems qu<·l
conquc. 

Considérons sm· la courbe C représentée par l'équat ion 
z =/(.1·), les dcux poi'nts M c>t M' cl'abscisse� x <•l :r + d.T. Dans 
le triangle MTN on a 

NT représente donc la différcntielle rly, tandi!> que .1y C.!>t égal(• 
à NM'. II est visible sur la figure q�e la partic )l'T Psi in6nimt-nl 

' 
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petile par rapport à NT, lorsque le point M' se r�pproc�e indé6,. 
nimenl du point M. 

Les différcntielles suc-cessives se définissent de proche en 
prC'cho comme les dérivées súccessives. Ainsi on appelle di.ffé-

Fig. 2. 

!I 

p 

rentielle du .second 01·dre lo différentiel� de la dilférentielle du 
p1:emier ordrc, dx étant toujours considéré comwe une const!'lnt�, 
et ou la i-epréseute por d�_,·, 

d•y = d( dyj = [f"(.r) d.e] d.e = /'(_.e) d.x1• 

On a de mê1nc pou1· la dilféreótieUe troisieme 

rf·y = d(c/1 y) = [j"'�.r) dx1] d.e= F(x) dx\ 

et ;1insi de suite. Ü;une mani'ere générale, la dilférentielle d'ordre n, 
qui se définit comme la ditlerentielle de la différentiêlle d'ordre 
n - 1 , ,, pour expression 

d11 J' = /'"'(.t·) dx 11 • 

Les dérivées /'(.x), /'(x), ... ,.f 11l(.x); ..• peuve�t inverse
m1int s'exprimer au !1)oyen des différentielles, etl'on a une nouvellc
notation pou1· représenter lés dérivées 

. dy 
.r = d.r' 

d•;' 
,··=-· 
. 

d.,:!' 

,!11y 1•!1t =--, • d:,;1t . 

:\. cb,,que régie pour calculer une dérivée correspond une regle 
poul' calcole1· une différe�tielle. Arrêtons-nous un• momenl sur le 
ca, d'une fooction de fonction. Soit_Y=/(u), u étant une fonc
tion ,fe b variahle indépen4an�e x; on a 

.Y'.,, = f' ( 11) u\., 
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et, en mulliplianl les dcux membres par dx, il vienL 

y;.dx =/'(u) x 1(,.(fr , 

c'est-à-dire· 
l�Y =f'(u)du.

La formule qui donhe dy est clone la même r1ue si u, élaiL la 
variable indépendanle. C'est là un des avantages de la notation 
ditférentiell�. Avec la notation des dérivées, on a deux formule� 
différcnles 

y':,; = /'(x:1. Y�: = /( 11 ) tt'.,--

pour représe11ter la dél'i vée de y par .ra pporl á x, suivau t que y ,,si 
donné direcleme11t en fooction de x, ou que y dépend de x par 
l'intermédiaire d'une autre fonction u. Avec la notation ,lifféren
tielle, la mêine formule s'applique aux deux cas. 

Si y = f( u, ,., -w) est une fooction composée. on a 

et, en multipliant par dx, il vient 

c'esL-à-dire 

Ainsi 
1fl· = f�du ...- J: ,t.--,-f;,,dw. 

d(.w·) = u ,l,; + ,· du, ,/(�) = vdu-11d,·.
,· ,·� 

Lcs mêmes régles permettront de calculer les dillerentielles :,u1·
cessives. Soit, par exemple, à calcol�r les différenlielles SHCf'f',

�ives d'une fonction de fonction y=f(11); on a Mjà trouvt'· 

,�, =/'111),Í11. 

Pour calculer d-Jy , il fouL remarrpier que du uc doiL p:is éll·c· 
traité comme consLant, ptíisque u n'est pas la ,·nriablc indépen
dante. On n clone à calculer la dilférentie11e d'uue fonction t:orn
rjosée f1(u)du, oli u et du 1rnnt dcux foncLions intermc\diaires, e<·
l[ni donne 

,f!.1 =/"/ 11'\du'� .f'(u) ,1,,,. 

Pou1· calculer d"y, il fáudr,1 consid-éi-1:r d·iy commc une fonc
tion compost'•e nvee trois fonctions intermédinir<'� ,,. da. d�u.: ,m 
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trouvc de cette façon
,Jay = j'"( u) ,fa3+ '1/'( it) dit d• u + f' ( u) c{J u,

53 

et ainsi de suite. ll est à remarquer qu'à cause des termes en d:Ju,
d3u, . .. , les formules qui donnent les differentielles d2

:y, dª
y, ...

ne sont plus les mêmes que si u était la variable indépendante.
Les dérivées partielles d'une fonction de plusieurs variables se

représenlent par une notation analogue. Ainsi la dérivée partiellc
d'ordr·e n de /(x: y, z), qui esl représentée dans la notation .de
Lagrange, par .f.:�>w est repr('>sentée, dans la nota tion de Leibniz,
par <)n j

da:P ôy'I dzr'
cetle notatiou est purement symbolique et ne représente nulle
menl un quotient, comme dans le <'as d'une fonction d'une seule
varíable indépendante t').

23. Différentielles totales. - Soit c,1 = /( x, y, z) une fonction
des trois variables :r:, y, z, admcltant des dérivées partieUes du
premier ordre continues. L'accroissemen.t âw, correspondant il
dcs accroissemcnts dx, dy, dz des variables x, y, z, a pour
expression

�w = (f'...:+ ,) d.e+ (f'., + !') dy + (/;+,')eh,
r, E

1
, t" tendant vers zéro cn même temps que dx, d1·, d.z.

On appelle différentielle totale l'exprcssion
Ji" J'j' )/' tlw = _!_ dx + - d·v + '.,_ d::;.da: rJy . 

J,::; 
qu'on obtient fln uégligeant E, e', e'' dans .:1w. Les trois pro~
duils k d.i:, j{ dy, !{ dz sont les différentielles partielles.

La différentiellc totalc du second ordre d2w est la différentiellc
totale de la Jifférentiellc tutale du premier ordre, les accroisse
ments dx, d_y, dr. restant constanls et toujour5 les mêmes quand

( 1) L'�inploi dl' la lettre tJ, pour désigner une deriv1'c partielle, est clú à Jaçobi.
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on passe d'une différentielle à la suivante. On a donc 
d de,, d dw ,J d1,, d•1,, = d(dr.,>) = d.x dx + tJy dy + J;; rlz,

ou, cn développant, 
d�(•l =

( d! f d! f d'f' ) + dxdy d:r+ dyt dy + dyd• dz dy 

(i:L_ dlf dlf + d:e dz 
dx + dy dz 

dy+ d�! dz
dº/ J•J dlf ---d.x' + ---dyt + -dz•dxt ,JJ• dzt 

+'!. ,r-J d:r:dJ·+·� d'f dxrlz+'!. rJ•j dy d�.· n.x <ly n.x dz ny rJz 
Si l'on remplace, dans le second membre, à2/ par à/�, on ale 

développelllent du carré de °f dx + °f dy + r d;s; on peut doncvX t1y uz écrire l'égalilé symbolique 
d' w = (:{d.e + % dy + l dz r 1, 

ou l'on doit convenir que àp doit être rempla.cé par d1/ ap-res le 
développement du carré. Cettc !oi est généralc; si nous convenons 
d'appeler différentielle totale d'ordre n la ditlérentielle totale de 
la dilfércntielle totale d'ordrc n- 1, on a, quel que soit n, l'éga
lit� SJmbolique 

( d')" ,Jf d,. ) lnJ 
,t11 ,., = dx d.r + rÍy r(r + ,/z d;;, ,

à/11 devant êtrc remplacé par <)"f apres le développement. Cell1· 
loi étant vérifiéc pour n = 1, 11 = 2, il uous suf6ra de montrer 
que, si elle est vraie pour d" w, clle est encore vraie pour d"+'r,J. 
La loi rLant admisc pour d11 w, on a, en dévelo'ppant, 

� 
d"/ d",,, = A 1.,1,. n O d d.ri' dy•1 dz•·.

:r.P yq ,zr • 
011 p + q +,. = n, le coefficient Apqr étanl le rnême que le coef
ficient de dxPdyqdzr dans la puissance n1º""' du trinome 

(d.,,·+ ,(r + d'<>)". 

' 
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• 1.2 •• ·" 
l'-pqr = ----------

1.2, .. p.1.2 ... q.1.'.L . . r 
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On déduit de la formule précédentc 
dn+l1u= :\ ,, ,. ----='---d,1:1•-'-1dr•1dzr+ -----=:........,.-da:l',lv<l�l,fr,r 

� ( r)n-'- lf 1)11�11 

. 
• I 1 da;fJ+I rJy'I J:;1· • tJ.r.Pdy?+l<):;r ? · 

+. -,----,---;'--- dJ•f' dv'l <l •,. ·· ' • 
<)1t-'-lf ) da;Pf),_Y'ld:;;r�•• ✓ ' 

si l'on remplace maintenant à11+ 1 f par -f")J'.•·t- 1, lc second rnemhre 
peut s'écrire symboliquement 

I 
o/" ·( ,Jf ,Jf _ ,!f -) A1,,,,. ) 0 t} 

. dJ:11 dy<1 dz1 

-:,- d.i: + :, eh+ 
1

- d,. , 
, xP y•1 z' r,:r ,1y 

• 
, z 

ou encore. 
�,/.e+ 

1
-tlv+ '...,_,J:; 11 -dx+ -d>·+ '_,_d:: • ( Jl ''I. Jl ) ( J'f' tJ'}' Jf 

) 
,).J; ,)}· . ,);; r}a; ày • ,):;; 

Ou a donc bien, avec les mêmes conventions, 
,ln+t tú = - dx + --· ,l�· + - d:; ( ,Jf df df )v,+1) 

,)x ,�- . ,)z 

Remal'que. - Suppos.on" que, par un moyen quelcunque, on 
a._it ohtenu l'expression de la différentielle totale de,), 

di,} = l' d.e + Q dy + R d:;;, 

P, Q, R étant Jes fonctions de x, y, z. Comme on a par dMinition 
,)w ,)w ,Jw 

,lt,1 = -,- rlx -+- T dy + T d.:,. 
IJJ' < C,,Y fJZ 

on 1�11 déduit la relati!Jn 
(dw 

) 
(dtu ) 

(
,)1,1 

) ,d;1· - P d.,· + 
dy 

- Q dy + ,)z - li ri:: = o: 

•>r d.i;, dy, d:; sont, par convention, dcs constantes quclconques.
li faudra donc qn'i:)11 ait séparémcnt

Jw = R: ,)z 

l'équc1tion.,..(,; l est (•quivalentf" aux trois relations distinct<>s (, !< ·' 
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nous fait connaitre à la fois les trois dérivées partielles du premiei· 
ordre. Plus généralemenl, si l'on a obtenu, par un rnoyen quel
couque, la diíférentiellc Lotalc d'ord°re n 

les coefficients C,,,/1. sont égau_x, à des facteurs numéric1ucs p1·es, 
aux dérivées partielles d'ordre n de c.i. On a ainsi à la fois toutes 
les dérivées partielles du même ordre; nous verrons un peu plus 
lo·in une application de cette remarque. 

24. Différentiellea sueeessivea d'une fonction composée. - Soit
�J = F( u,.1·, 1v) une fonction composée, u, v, w étant des fonctions
des variables iudépendantes x,y, z, t; écriwns les e:xprcssions des 
uérivées partielles du premier ordre 

,lo) JF ,)u dF ,Jv Jj<' ,Jn• 
J;1; = dtt J-:ê + Jv J.-c + rJn· 1h ' 
de,, dF du dF 01· dF dll' --=--+--+--,,Jy du r�,- d,· dy dw rJy 
dw dF ,Ju JF dv dF cJ11, -=-- +--+--,,J:; d11 rJ:; . d,· d;;. rJ,i• J;;, 
,Ir,, oi" 1Ju. ,)t,' Jv ,)F d1v ----+--+--·,)1 du ,}/ J,, dt ,J.., dt 

En mult.ipliant ccs quatro équations par dx, dy, dz, dt respecti
"ement et les ajoutant, on a au premier membre la <liffércntielle 

l d d· l ffi . d dF dF dF · é tota e w, tan 1s que es coe 1c1ents e d-, T"' :,- sont ,gaux
lt uV f/lV 

respectivement à du, dv, dw. II vient donc 
cJF ,JF r)F de,,= dn du + di• tio-+ rJw d ....

de sorte que l'expression. de la diiférenlielle totale d11 premier
ordre d'une fonction composée est la même que si les fonc
tions intermédiaires étaient des variables indépendantes. Nous 
voyons se man-ifester icí un des principaux avantagt'!s de la notalion 
diffé1·entielle; la relati ou ( 19) �e dépend ni du nombre ni d u choix 
des variables indépend�ntes, et elle équivuut à autanl de relations 
distinctes qu'il y a de vari:\hles indépendanles. 

Pour calculer d2 ,,i, nous appliquerons fo rcgle qui vien1 11'êtr,· 
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éLahlie à dw, en observant que, dans le second membre de la for
mule (, 9 ), il entre six fonctions inlermédiairí's u, v, ·w, êlu,

di,, dw. On a donc 

d'<v = 

rJ!F d ·- u2 du2 rJt F rJ2 F t)F + -- du dv + ·-- du dw + - <P 11 dudv du dw du 
a�F dF +--d,·dw+ -d!,·dv dw di; 

�F rflF rflF + --dudw+ --d,·dw+ -dw2du J,v r}i, d,v cJw2 
,JF+ ,Jwd'w,

ou, en réduisant et employant la mêmc notalion symbolique que 
plus haut,

,l2w = -du + -dv + -dw + -d�u +-d'•·+ -d'o·.( cJF ,JF dF )'2J dF JF dF 
du ,Ji; dw du J., dw 

La formule est plus compliquée que dans le cas ou 11, P, o- sont 
ies ,•ariables indépendantes, à canse des termes en d2u, d"v, d2w, 
qui disparaissent lorsque u, v, w sont les variables indépendantes. 
Pour avoir d 3w, ou appliquera de nouveau la même rêgle à d1w, 
en observant que d 2w déptmd de ncuf fonctions intermédiaires : 
u, v, w, du, dv, dw, d2 u, d1 P, d2 n•, el ainsi de suite. L'expression 
générale de ces diffé1·entielles devient de plus cn plus compliquéc; 
d"w est une fonction eutiêrc des différentielles de u, v, w,jusqu'à 
l'ordre n, et l'ensemble des termes oú figurent les différenLielles 
d'ordre n ct n - , est, pour n > 2, 

- d" U + - d11 � + - d" w + J/ tl - d11- 1 u +. . . . .JF dF dF 1 ( dF ) '1 
011 ,).- dw du \ 

Si dans d"w on remplace u, v, w, du, dv,· dw, ... par leurs 
expressions au 111oyen des variables indépendanLes, d"w devienL 
un polynome cnLier en dx, dy, dz dont les coefftcients sont égaux 
(vuir la remarque du 0 ° 23) aux dérivées parLielles d'ordrendew, 
JJJullipliées par certaius facteurs numériques. On a ainsi du mêmc 
coup toules les dérivées partielle� d'ordre n. 

Supposons,. par e1emple, qu'on veuille calculer lcs dérivées 
parLielles d�t prem,icr et du second ordre de la foncLion com
posée w = /( u ), ou u est une fonction de denx varinbles indépe11-
dautes, u = c,(X-,_1'). Si l'on calcule ces ·dérivóes sóparément, on a 
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d'abord les duux dérivée-s pai-tielles du premier ordrc 

(io) 
do1 àw àu 
-=--, rl:r du tlx 

dw dw du 
-=--, àj àu ày 

eL, en p1·enant lcs dérivées de ces deux équations par rapporl à x 
ct par rapport à y, on a t�ois relations distinctes seulement qui 
donnenl les dêrivées du second ord1·e 

d11,, = rJ!1t> (ª")!+do> <J!u, 
,J:r;! cJu1 d:c du d:t1 
d'-w d•w du àu àw ,P-11 
-- = -·- - - + - --,õx dy du1 dx Jy Ju dx dy 

rJ! 1,i i)t w ("du)' di,1 <}'t. u 
,J_,,, = dui dy + du tJyi ;

la secondc dcs rclations ( 2 1) s 'ohlient en difierentiant par rapport 
à y la premierc des équatious (20), ou Ja seconde par rapport à x. 
A"ec les différentielles totales, ces cinq �elations ( 20) et ( 21) 

pouvcnt être remplacé�s par deux sculemenl 

(n) 

l ,Jw 

dw = du lÚt,

d1 o, J1,, cfloi = -du!+ -d'-u·ou• Ju '

· l ,)li dus1 'on remplace dans ces deux. formules du par :;- dx +
:.

d1·, úZ ti)' ·· 

t)e II t)i u d• u d1 u pi:u· -
1 

. rl.r2 + 2 :,--:, dx di· + -:;-:; dy2 , les coefficfonts de dx
, .,., u:l,f/J' • <1y- • 

et dy dans la premiere donneront les dérivées partielles. du 
premicr ord1·c de w,·ct les coefficients de dx2 , 2 dxdy, dy' dans 
Ia deuxiéme donn�ront de même les dérivées partielles du secon<l 
ordre de ',>. 

25. Dift'érentielles d'un produit. - La formule qui dom1:e -la
diflcrentielle totale d'ordre n d'une fonction composée se sim
plifie dans certains cus _d'une applicat1on fréquente dans la 
pratique. A.in-si, soit à calculer la différenlielle Lo.tale d'ordre n 
d'un produil de deus. facteurs w = ui,. On a, pour les premieres 
,·aleurs de 11, 

d1,, = ,, du +·u dP, dl w = " d'- u + 2 du dP + u d',,, 
. . . , 
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el cl'une maniêrc générnle, 11 cst visible, d'aprês la !oi <le for,onlion 
de ces diff<\renliellcs, qn'on o 

C 1 , C�, ... étant dcs nombrcs entiers positifs. On pourrail démon
lrer de proche eu proche que ces coefficients sont idcntiqu('s à 
ccux du dcveloppement de (a+ b )", mais on J ani,·c d'une façon 
plus élégc1.nte au moyen de l'artific11 suivant qui s'appliquc a nne 
foule de queslions du même gonre. Ohservons que C,, C1 , . . • • 

Cp, ... ne dépcndent pas de la nalure des fonctions ri et e:; il suffi t 
donc de les déterminer j>our Jes fonctions particulieres. Prenons 
pour cela n=e:x, c•=:::é-, :z: ct .r étant deux variahles indépen
dantes; on a 

,/,,) = e•·'.•·( ,/.e+ d.y ). . . .  , rl" t•> =e•·-.,,_ dJ· + tly)", 
rltt = e-� dr. 
rlv = eYdy. 

dt u = q-� dx2, 
ri'-«• = e.' dy1, 

,,1 la formule générale devient, aprês avoir divisé par e·•·+.i·, 

( dx + dy )" = dx" + e. <iy d:x: 11-• + r., d;,·! d.-i: 11-z + .... -+- dy", 

Com me dfx ct d)' sont nrbitmircs, il s'ensuit qu'on doit a,·oir 

11,=�, 
' 

• 11(11-11 
'•t = ---, 

1 • :>. 
e Jt(l/_-1) •.. (11-J>-'-II 
/' = , 

1.2 . . •  p 

1!1. ln formule générale est par cnnséquent 

• • •  J 

11 111n-1) 
(·•!) ,/11(111·)= ,•,/1111 + - ,/vdn-•n-+- · · ,/1,•,/"··•11 ........ - ud"t'. 

1 J • -� • 

Cctle formule -�'applique quel tptc suit lc nombr� de,, ,·ariables 
indépc1ulan1e.�: si, cn particuli('r. u el v sont foncliou-'> cl'nnc scull' 
,ariable x, on aura, cn <li\'is;ml par. dx1', l'c:1.prcs.,ion de la 
,l.'!rivc'ic. nF·mc d'uu produit Je deu� factcuri.. li exi_.,t,· dl'S formule, 
analogucs à Jn formules ( 23) po11r lc produit d'nn nombre <p1el
e•HHJUC cl1\ foetc•ur,, On les dcnwntrc de la mi\me maniêrc. 

l..i for11111!1: cp1i donue ,l"r., :,C ..,in1plifie é�alenwut lnr�<1u(• !,·� 
f.,11,:tin11, iu1 t-1·111i'•dinirC'., 11. ,,. ,v sont dl'., fonction� ,·nlio'·r<•� c·I 
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lint•aires de� q1riahfos indépen<lanl<'" x, y. :;
11 = rt.r + l,; -+- e:; + /.
,·=a·., ...... bJ -+-,:';;-,...J·.

n· = e/'.> 4- f,"_1 -+- f••:. ;-, /".
1 .. � cocfficiPnt, ,1. a'. a•·. ú, b' . .•. élanl de,- conslanlcs. On 11

1/11 = n dJ· + '1 dJ + e d:;.
11'- = a' d.x + l/ dy + e' dz.
riu·= o· d.r + h" d1 + e" dz.

cl t.outes lC',- _diffi"•renliclles d" u, d11 1-·, r/11 ,v, oú n. > 1, sont nulles.
La formule lt ui 1lonnc a,, w est donc la même que si u. v. n· étaienl
l1•- v;u·iable� indépc,ndante�

,/" <-> = - d11 -;- - dr + - dw •(dF ,JF dF )'" 
U/1 ,)(' 11W 

�- Fonctions homogênes. - Une fonction 9(.c, y. s) cst dilt'
h,,mogene et de degré m, si l'on a identiquemcnt

;i(t.i-. ty, f �, = t'!' y(,r. _1. :;). 

Considét·on, pour un momcnt x, X, ,:; com111c ª) ant Jes valcur�
dútenuiuées l'I l rnmrnc la �culn variablc indépcndante; la ÍMmuh·
p 1·écl•rlenle P'' 11 t �• ér ri rc

f(lL ,. ll'J=l"'�(.1',)', .:;·,. 

t'n posant r1 = t.1.· �- = ty, 1,1:: = t::,.
Égafon� lc, dillcrcnticllcs d'ordrc n des dcu-x nll'mb1·cs cu

uh�••rvnnt qut· u. e·, w �ont de� fonclious linéaircs d<' t ct l1u'on a
d11 = .z: dt. ,/,· = _1 dr. dw =,; dl:

il ,·icnt, d'apre, la r<'marque de lout à rtwur<', t•n �11ppri1111tnl 1,,
f:ecteur commuu dt",

( df d; ,)':; )'" :;:· -:,-- + " .. · +:;-'- , = m(,,, ' uu ,), ,),.,. - 1 l .•• ( m - 11 + 1)f"'-" :,.,_:i:, )', z).

Si maiutenaut ou fait t =· 1, u. v, w "'� t·,;duisant ii ,7:. _J', ;:; nt u11
1,•r111•· (JUdco1Hfllt.' du pn•mícr memhn• ·'"1'11º": <f,;v,,l11pp1'
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A U"f XI' .,. ,.. '"pq,·., _. ., . )' .z ,,,xP "Y" uzr 

,m est donc conduil à l'égalité symbolique 

( dy d'? º'l') !n' :e-;;; +.v 
11' +zdz =m(m�1) ... (m-11+1)ip(:.r:,y, z),

ciui se réduit pour n = 1 à la formule bien connue 

Ili "' ( á.'' y, z) = .r �: + J' :; + z :! . 

61 

Notations diverses. - En définitive, nous avons trois notallons
rour représenter les d.érivées parliell�s des différent,<; ordres d'une 
fonction de plusieurs variables: celle de Leibniz, celle de Lagrange 
et cellc de Cauchy. Ces différentes nolations ayant l'inconvénient 
,l'être un peu surchargées, on a imaginé divcrses notalions plus 
:tbrégée�. Une des plus employées est ceUe qu'on doit à Monge 
pour les dérivées partielles du premier et du second ordre d'une 
fonction de deux variahles ; si z est une fonction d.es deu-x 
, nriahles x el y, on pose 

dz dz 
/' = dx ' 'I = dy' 

dtz r=-,
rJx� 

d!z 
s=--,

dx d_y 
d!z l=
dy

•' 

\"I !('s diflerenlicllcs to tales d:; el d2 
Z ont pour expressions 

dz = p dx + q dy, 
d)z = r d:r,t + 2s dx dr+ t dy�. 

!7. Formule de Taylor pour les fonctions de plusieurs variables.
-· Soit pour frxer les idées, w =/(x,J·, z) une fonction de trois
variables; on penL obtonir, pour l'accroissement de celte fonction
correspondanl à des accroissements h, k, l des variables, un déve-
loppcment analogue à la formule (6) (nº 18). ll suffit d'employer
l;artifice suivant, du à Caut:by. Considérons x, y, z, h, k, l comme
ayant des val�urs determinées, et posons

<?(t) = /(x + ht, y + kt, z + lt).

f désignant une variable auxiliaire. Lo. fonction <p( t) ne dépend 
1111f' d'une variable indépendante t; si nous lui appliquons )a 
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formule géuérale (13) il, ic11t 
(24) ;;(l) =;;(o)+ i y'(o) + f;_ ?"(o)+· ...

tn tn+t + --- 'ri"l(o) + . ;i<n+1)(9t);
1 • ? •.• li 1 • ') •.. ( 11 + 1) 

cp(o), cp'(o), ... <pt"l(o) <'•tant les valeurs de.la fonction 'f(t) el 
de ses dérivées pom t = o, et cp<11+ 1 l (0t) étant la rnleur de la 
dérivée ( n + , )16m• pour la valeur 0 t, (j ótant compris entre zéro 
et un . ..,On peut considérer q:(t) comme une fonction composée 
do t, cp(t) =J(u. ", 1v), les fonctions intermédiai1•es 

·tt = X +·Jit, ,,-=_:r + kt, w =:: + lt 
étant des fonctions linéaires dti t. D'aprt':s ce qu'on a remarqué 
antérieurement, l'expression de la dilférentielle d'ordre m·, d!" 9, 
est Ia même que si u, 1>, w étaient tles variables in�épendantes; ,m 
a. donc l'égalité symbolique

d111 '? = (ªf du � ?[_'di> + df 'dw)'."'l = dt111 ( <},f.. h + ,y k + Jf 1)'"'1, 
du ,)p . dw du ,A- dw 

qui peut encore s'écrire, en divisant ·par dt"', 
. (rJi' ,)( rJf )'"'' :,lm•(t)= -'-h+ •-k+-l · dtf ,),, Jw 

Pour t = o, u, v, w se réduisent respectivement à x, y, � N · 
l'egalité précédente devient, en employ:rnt toujours la même 
notation symbolique, 

9!ml(o) =(d//,+ df J.: + of 1)·<"'1.
Ou a de même dx ily . ,h 

(JJ ,)f rJf )'"·H) :p(n+tl(Ot) = -h + -- 1.-+ - l · d.r ,Jy dz. 
x, y,.:; devaill etre remplacós, apres le <lé�eloppemeut, par 

.,: + 6ht, y + 6kt, .:. + 6lt
respectivement. En faisanl maintenant t = 1 dans la formult> ( 24) 
il vient 
(ó) J'(a·+h y+kz-t-!11=((.t·y.:;)+ --1t+ '. •--k+ _j_ l + ...(rJf Jf ,) . ) ' ' · ' · · dx dy . ,J: 

+ 1 (Jf J, + '!l 1, - ·!l 1)· ,,, '+ B,,. 
1 .'.� •• • 11 ,)a; dy ,Jz 
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fo krn11' complé111cnt.nin• aJ:mt ponr ex.prc.-sion 
1 ( d/ :,Jf Jj ){h-1) li,,=( \t d-h...-d-1.+:,--I · 11 + 1.. .r )' c/Z 

f,J 

l'l .11 • •  1 • � dcrnnt t;Lre remplacés par .x-!- fJ !, , y + & k, .;; + 91, apres 
lc· tl,\veloppcmrn 1. dan:-. les dfri\·óes particllcs. 

�i 1' ,,n nêglig,: lc reste H11 on a dans le scconJ mcmbre de la for
m ult: ( .25) uu polJnome de degré n en li, k, l, P,. ( /,, k, l) ;· lorsque 
lcs dérivéc., particlles d'ordn• (n + 1) de la function f(x, y . .:;) 
�ont b,,roéc,., la d.iífé1·encc entre ln fonction.f( a:+ 1,·, y + k,:; + l) 
et <:'-.! p<1lynomr P,. est un polynome homogênc d'ordre (n + 1} 
c.n '1, k. /. 1lout lcs cocfficicnts dépcndent cux-memcs de h, k, /,
11H1i� sont borné�.

Cette formulo ( 2·5 ), dont on, urra d_'autres applications e:u Cha
pilr6' llf, 1i,1 utilc dans Ia recherchc de., valeurs limites des fonc
tion, qui ,;t: rep1·ésen1ent suus forme indéterminée. Soient/(.x,y), 
cp ( x .. .") dctu fonctions qui s'annulenl à la foi� pour x = a, y = b, 
mai, lp1i 1'(•�10111 continues, ainsi que leur, dérivées partielles jus
<p1'ã un cel'Win ordrc, dans le voisinage du point x = a, .r = b;

}'n•p0svn,-1w11, \lC trom·er la limite ,·cr� laquelle tend le quolicnt 
.f(:i:, y) 
�(.i·,y)

lor,11uc ,e ct y ten<lent rcspcctivemc•nt ven a ct b. Nous supposerons 
J'afi.,nl qnc ·1c·s <1uatrc dérivéc� du premier ordre ;:, t{, !:, �
n(• 5únl pa5 nullc.s à la fois: nous pouvons écrirc 

(d.f _. ·(df -'). I l '· . h. -d � ' ) + /. Tt + ' l(n-r 1. ,-1-,,1 n "' .:;(!!-h.h.-kJ=. l(
d-:., ·) 1.:('J-:., ·') 1 da -t- ' 1 -t- ;51, + ' 1 •

,. ". :-,_. e; tendant ver,- zéro lorsquc lt et k tcndent ver,- zt\ro. 
Lur,qul' 1(1 point (x.y) hm.d vet·� (a, b), li et k tendent \'Crs zéro;

. l t.: d 1· . ' 11011, ,,uppo,c,ron, que e rapport Tt ten vers une imite a, e est-
iHlin� \fUC le point (x,.1·) décril um• cuúrLo aJanl une tangente au 
1'•.1Í11t cr. l, ). Di, i�um lcs deull tcrnH-!'- du rapporl pré-céd'!nl par li; 
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nous voyons que la fraction{�:'. �--� a pour limite

ccue limite dépend en général de ex, c'cst-à.-dil'c de la façou dont
les variables x et y tendent rcspe<'li 1emen1. ve1·s leurs limites ,.,
ct b. Pou r que cettc limite fíit jndépéndantc de ix, il fo udrait q u '011 

cf1t

. ' 1· é ' l s· l dé .· ' uj uj U'JI J:,.cc qm na pas reu en g nera . r es quatre uvec,., ua' db' "da' à7,
sont nulles, on poussera le développement jusqq'aux terme,- dn
second degré eu h et k, et ainsi de suite.

Ili. - FONCTIONS DÉFINIÉS COMME LHIITES. 

28. Moyen de déftnir de nouvelles fonctions. - Lcs fonc:1i11m
ét udiées dans les éléments sont I,,s fonctions l'ationnclle, , · 1 
irratiollnelles, l'cJponcnticlle ct le logarithme, lc,, fonction,
circulaircs et les fonctions inversc.�, ct cellcs que l'on obticnt par
leurs combinaisons. Toutes ces fonctions admellcul ,-les dérivfr,
cn nombrc illimité, que l'on sait calculcr au moJcn ele� régl..·,
établics cn Algebre. On peut définir une infinitc de fnuçtinn,
uou\·elles par passage à la limite.

Soit /,. ( x) une fonction de la variahlc x définic dam. 1111 inu·r
vallc ( a, b) dépendanl en outre d'un nombrc cnlicr positif 11. 

Auribuons à x une valeur 1lélermi11éc d'ailleurs quelconqu<:, <lau,
l'inlcrvalle (a, b); si la valeur correspon<lau1c/11 (x) lt!ud vcrs uu,·
limite lorsque lc nombrc n augmcntc indpfini111cnl. t'<'llti valcur
limite, cn général variablc avcc la valcur atlrihuêc à x, cst ell,·
mêmc une fottction de ..e; <{Ue nous rHpré$Cllll'runs pa1·F(.v): t·I
nous écrirons

F(,r) = li11, /�,\-''.•-
.. .:..;; 



til. - FONCTIONS DÉFINIES COMME LIMITES. li:> 

ou plus simplement 
F(.r) = lim,1;,t.1·). 

li est cssentiel de remarquer que la fonction f,. ( x) peuL être une 
fonction continue de .r, que! que soit n, sans que la limite F (.-1') 
soit continue. Prenons par exemple j�, ( x) = x", en supposanl 
n �..v � 1. Cette fouction est continue dans l'intervalle ( o, 1) quel 
que soit n; si n croil indéfiniment, on a lim x" = o, lorsque .r est 
inférieur à un, eL limx"= 1, si .i·=t. La fonction limite F(x)
est donc discontinue pour x = 1. 

Prenons encore 
1-.r" 

/,,(.1:)= --. 

t+,r11 

la limite F(x) est cgale à+,, pour x < 1, à - 1 pour x >,, el 
à zéro pour x = 1. La limite de ( 1 + .r� )-11 esl de rnême égale à 
zéro, si x n'est pas nu!, et égale à un si x = o. 

Soit /,, 
( x) une fonction continue ayant pour limite une fonction 

continue F(x). Si/11 (x) a une dérivée/�(x), d1i l'égalite 
limf,,t.i:) = fl.c), 

on ne peut pas toujours conclure qu'on a aussi 
lim/;,(.1·) = F'(.1·). 

Soit par exemple /11 ( .x) = V x3 + ,> la limite F( x) esl égale 
i1 l .r 1- Or la dérivée /' (.x) est nulle, que! que soit n, pour :r = o, 
tandis que F ( .1.' 'i n'a pas de <lérivée pour cette valem· de x. Dé

méme, la fonction /,, (x) = sin,;i:c a pour limite F(x)=n; l.1
dilrivée P(x) e:.t nulle aussi, tandis queJ;,(..c)= cosnx n'a pas de 
limite lorsque n augmente indéfiniment. La représentation géomé
triq11e rend ces ré,,ultats intnitifs ( '). 

\ '/ :SoiL /,. ( ,l') = cus ( m '. .: .1:) ''", ,ii, m est un uomhre entier po,ilif dék•'min,'. 
11n a :;;,.,/.1·1 lim/,, (.,·) = ,, si lc produit m ! x est un nomhre entie,· N, et 

-,,,,,(.e)= o. si ce procluit n'est p;ts un 1101111.>re cnticr. Tous lés points .1.· ''" � 
Jl't ! 

�onl des points Lle •liseontinuité pour :;;.,,(..t'). La limite de 9,,,(.,:) est la fonction 
·!-(.L') de llirichlet 

-�, 1 / _., lim 1· lim 1 cus(m: .:.r)]'• \,
1/(�ZI 11::::::10" J 

,,u, e,t ('gale � un pum· .1: 1·ationncl et ◄'gale ;, zéro pour .i; irratio1111<'l. 

•.H)�RSAT� - 1. 
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29. Convergence uniforme. - Soit/n ( x) une fonction qui, dans
un intervalle ( a, b ), tend vers une limite F(:ç) lorsque n augmente 
iJ1définiment. La différence dn ( x) = F ( x )-/n ( x) tend vers zéro 

avec �; nous dirons que /,, ( x) tend uniform.ément ou converge

uniformément vers F ( x) si à tout nombre positif s on peiit fairc 
correspondre un nombre entier N .tel que, pour toute valeur de 11 

égale ou supérieure à N, on ait 

1 õ,,(x) 1 < s, 

l'inégalité dcvant avoir lieu pour toutes les valeurs de x dans 
l'intervalle ( a, b ). 

La condrtion que le nombre N soit indépenJant de x et ne 
dépende que de s est essentielle dans cette -définition. Pour chaque 
valeur de x dans l'intervalle ( a, b ), il est certain qu'il existe un _ 
nombre entier Nx tel que j-ô,. ( x) 1 est inférieur à e pourvu que n
soit � Nx; mais rien ne pronve a priori qu'un même nombre N, 
aussi grand qu'on le suppose, peut satisfaire à cette condition pour 
toutes les valeurs de x considérées. Pour voir qu'il n'en est pas 
toujours ainsi, il suffit de reprendre une des fonctions citées pbs 
haut, la fonction xn par exemple, en supposant o� x < , . La diffé
rence 011 ( x) est égale en valeur absolue à x,.. Pour que ª" ( x) 
tendit uniformément vers zéro, il fáudrait que, quel que soít le 
nombre positif s, il existât un nombre entier N tel que l'inégalité 
x''<s, fut vérifiée pour toutes les valeurs de x et de n satisfaisanl 
aux conditions o < x < 1, n � N. On devrait avoir en particulier 

1 
-

xr-; > e, et par suite x < e:(, pour toutes les valeurs positives de x 
inféricures it un; or, aussi grand que soit N, si ron suppose e< 1, 

t 

il existe des nombres compris entre EN et l'unité. On verrait de 
. 1-Xu • meme que la fonct10n -- ne tend pas umformément vers 

I-t-X 11 

l'unité, lorsque x est compris entre zéro et un, car la différence 
<>11(x) est supérienre à x11

• 

Considérons cncore l'expression 

;·,, ( .r) = n:x:e-11-l:'i , 

dont la limite, ponr 11 infini, est Í-'(.r) = o. Cclle c:xpression ne 
tend pas uniform�ment ver� ,:r,ro dans tout intenralle comprenant. 
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la valeur zéro, dans l'intervalle ('o., 1_) par exemple. En effet, elle 

est égale à .r,i pour x = -2:; dans toi.tt intervalle ( o, h ), aussi petit
e Vn 

que soit le nombre positif h, elle peut donc prendre des valeqrs 
qui augmenteni indéfiniment avec n. 

Les propositions suivantes expliquent l'importance de cette 
notíon de convergence uniforme. 

A. Si une fonction co,ntinue /n(x) tend uniformément vers
une limite F(x), dans un inter_valle, cette fonc_tion F(x)) est 
aqssi une fonction continue (i,ans cet intervalle. 

Soicnt x et x + h deu:x valeu_rs de la variable dans l'intervalle 
considéré ( a, b ).; des égalités 

F(x)-=/,.(x)+ 011(.x), 

op tire par soustraction 

F'(x+h)=/n(x:h)+õ,.(x+h), 

F(.x + h)- F(.x) = l/11(.x + h)-f,.(.x) ! + 6,.(x + h)- ôn(.x). 

Puisque /,.(x) tend .uniformement vers F(x), on peut prendre 
pour n un nombre assez grand pour que la valeur absolue de <>n( x) 
soit inférieure à un nombre posilif donné à l'avance e, quelle que 
soit x dans l'intcrvalle ( a, b ). Le nombre n ayant été choisi de 
cette façon, puisque la fonction /,. ( x) est continue, on peut trou ver 
un -autre nomhl'e positif Yl tel que l'inégalité j ll [ < Yl ait pour 
conséquence l'inégalité 

!f,.(.x + h)-/,,(x) I < ,,

.e et x + h étant deux valeurs de Fintervalle ( a, b ). La différence 
F(x + h) - F(x) est la somme de trois tcrmes donl la valeur 
absolue est inférieure à e. On a donc a Jortiori 

1 F(x + h)- F(x) 1 < 3,, 

pourvu qu'on ail Ih 1 < Yl; lc nombre e étant un nomhre positif 
arbitraire, F( x) est une fonction continue dans l'intervalle ( a, b ). 

B. Si unefonction continuef,,(x) a une limite F(x) et si la
dérivée j� (:e) tend UNJFOnlllÉME:r.tT vers une fonction lll( .x ), cette 
fonction 41(x} est la dérivéc de F(x). 
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Posons pour abrége1· f,,�,,( x)-/n(x)=ti.(x), n et p étant
deux nombres cntiers positifs. Nous démontrerons d'abord qu'on
peut choisir pour n un nombre assez grand pour que, quel gue
soit p, la valeur· absolue de ti.' ( :.z;) soit inférieure à un nom bre
positif donné é, pour toute valeur de x dans l'intervalle consi
déré ( a, b ). �ous avons en effet 

t:.'(r) =f�+p (x)-f�(x) = [1>(x)-/�(x)]-(<l•(.-cJ-/�+p
(x) ];

puisque J;,(x) tend uniformément vers «l>(x), soit N un nombre
entier positif tel que, pour n � N, la valeur absolue de li>( x) - /� (x)
soit infórieure à .: dans tout l'intervalle. II en r.era de même de la., 
valeur absolue de ·IJl(x J-/��p(X), que! que soit le nombre
positif p, et par suite la valeur absolue de A1(x) sera inférieure
à E dans tout l'intervalle ( a, b ). 

Ayant choisi pour n un nómbre enLier satisfaisant à la condition
précédente, nous pouvons encore écrire, en désignant par x
et ..e+ li deux valeurs quelconques de l'intervalle ( a, b ), 

f,,�/1(:r + lt 1 -/n+p (:r) = .f,, (_.r + !t / -f,,(.r) + A(.r + h)- A(x).
ou. en appliquant. la tormule de la moyenne à la différence
ti.(:v+!t) - ti.(x), 

f,,. 1,(.r + !t) -f,,_,,(:r 1 = /,,(:r + h)-f,,( .,_. J + /ij,'(.r + 11 /,)(o<' O< 1 )_ 

Dans celle relation, supposons que le nornbre n reste fixe et que
le nombre p augmente indcfinimcnt; le premier memhre a ponr
limite F(x+ti)-F(x). Quant à ti.1(x+9h). la valeur absolue
de sa limite ne peut etre supérieure à e, d'apres la façon dont ou a
p1·is le nombre n. On a donc, en divisant par h, 

F ( .?· + h) - F ( . .e 1 _ /,, ( .r + li 1 -/,, ( .r 1 • I/, - h + 1.(.r , , 1. 

la valeu1· absol ue de À ( x, lt) étant $e: ou en déd ui t
F(,r + li)- F(..t· J (,( h -• J>

[ (,, ( x + h) - /,, ( ,,- ) -, ] Í /' "' · 1 ' f = _· /, · -/,, (.ri + . ,,\.c)-<,.(.r) ..... ,.(.r. ,l.
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La valeur absolue de la différence /� ('x) - 41 ( x) est inférieure 
à ;-et par suite à e. D'autre part, puisque J;,(x) est la dérivée 
de f,Jx ). on peut.lro�ver un nornbre positif YJ tel qu'on ait 

lfn(x + /�� -/,,(x) _ J;,(x) 1 < i, 

pourvu qu'oil ait Ih 1 < YJ, x étant une valelll' délerminée de 
l'intel'"afü, ( a, b ). On a urra donc aussi, pour toutes ces valeurs 
de h, 

-1 F(:X + !ti- F(x) -<I>(x) 1 < 3 e,

et par suite F(.z·) a pour dérivée 4't(x). 

30. Séries uniformément convergentes. - O'apres une re
marque antérieure (nº ó), la limite d'une suite convergente peut 
être définie comme la somme d'une série convergente, et inver
sement. II revient clone au même de définir une fonction F ( x) 
comme limite d'une suite de fonctions /n ( x ), quand n augmente 
indéfiniment ou comme somme d'une série convergente. La rela
ti0n F1 x) = lim/11 (x) est en effet équivalente à l'égalité 
(->.7\ f(.1") =/1 (x) + /2(.r) -f,(:c)] + ... + [/n(.x)-/,,-1(x)] + ... , 
qui exprime que Ia série du second membre est convergente et a 
pour som me F ( x ). Réciproquement, étanl donnée une série 
convergente 

u0 -(x) + u1 (x) + ... +u,,(.r) + ... , 
la som me F (;,:) de cette série est la limite de la samme 

S,,(x) = cto + u, + ... + ""' 
l01·sque II croil indéfiuiment. Au moyen des fonctions/11 (.x� citées 
plus haut, on peut donc former des séries ú termes conlinus, dont 
la somme esl discontinue. Pru- exemple la s.érie 

.r-+- J·(.'l·� 1) + ... + .r" (.1· - 1) + .... 
q11i est convergente dans · l'intervalle i' o, 1 ), est discontinue pour 
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'x= i. De même la série 

(3ó) 
· 1 - X '(1 -. .xs 1 - X) F(.x) = --- - --, - -- + 

l+X . l+Z. .J:+S 

( 1 - X" I - .xn-1 ) + �- ,+xn-1 + ... 

a une disconti,;i,uité réguliere pour la vnleur x·= 1. ,On a en 
effetF(1+·.o)=.:.....1, F(1-0)=1,F(1)=0. La somme de la

série 

xt x1 . xs 
.1 + .r' + 

(1 + zt )1 + .. • + ( 1 + zt )" + ' • • '

dont le terme général peut s'écrire 
1 . J 

-
1 

(.1 + xt)"-1 (1 + x')"
présente une di�continuité d'un autre genre> car sà somme est 
nulle pour x = o, et égale à un pour toute autre valeur de x·.

La .série 
x.+ .x(1- .x2) + ... + x(1-x1)" +. :. 

est convergente dans l'intervallé ( - 1, + 1'). I:.a somm� est nulle 
pour te= ô, et éga_le'à .!. pour x: différent de zéro. 

, - X 

La· dift'érence entre la somme F ( x-) de la $&Íe convergente ( 28) 
et la somme Sn ( x) des ( n + 1 ) premiers termes de celte série est 
êgale à la somine·R�(x) de·l� s�rie obtenue·en supprimantce_s 
termes 
(32) Rn(x) = U11+1 (x) + U11+i(x) + ....

La s�ríe est dite uniforménient con1Jerg_ente dans un inter
yalle (a; b) si la somme Sn (x) tend un.iformément vers F(x) da:11s 
cet inter'valle, c'est---à-díre si à toul nóÍnhre positif f 0D peut asso
çier" óP; ' n.ombre entier � te} que, p�ur: toute valenr de n� 1', ·la 
valéur ahsolue de R,.(.x) reste inféricure á: e dans toui l'i�ter
valle (a, b). Le théorêmc A. conduit.alors à la oroposition suirnnte:

La somme d'u:ne série uniformément conve,·genle dans rtn 
inter1JaUe ( a, b ), do_nt les termes sont des fonctions r·,1ntinues 
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de la variable dans cet intervalk, est elle-même une fonction 
continue de la variable ('). 

En effet, la somme S,.(x) d'un nombre quelconque de termes de 
la série est une fonction conlÍnlle, si tous ces termes sont 
continus. 

Le théoreme B, appliqué aux séries, conduít de même à la 
nouvelle proposition : 

Si une série à termes continus est convergente dans un inter
valle ( a, b ), et si la série formée par les dérivées de ses termes 
est elle-méme uniformément convergente dans cet inlervalle, 
la somme de la seconde série représente la dérivée de la somme 
de la premiere série. 

Soient en effet F( z) et •( x) les sommes des deux séries 

.F(x) = u0(:e') + u1(x) +_. .. + un(x) + ... ,
<l>(x) = u� (x) + u\ (x) + ... + u,.(x) + ... . 

La som me des ( n + 1) premiers termes de la seconde série est 
égale à la dérivee de la 1omme S,.(x) des ( n + 1) premiers termes 
de la prern'iere série. On a donc 

' F·(x-) = limSn(x), ♦(.x) = limS',.(x); 

mais, par hypolhese, S� (x) tend u�iformément vers 4>(x), puisqúe 
la seconde sé_rie est uniformément convergente. On a do!lc, d'apres 
le tbéoreme B, 

<l>(x:) = F'(x). 

On voit par là quclle _est l'irnportance des séries uniformémetlt
co11vergentes. La régie suivante, d'une application fréquenle, 
permel dans bien _des cas de reconnaitre si une série jouit de cette 
propriété. Soit 

(33) uo(x) + u1(x) + ... + u�(x)+ ...

une série à termes variables; soit, d'autre part
1 

(34) l'o+ V1+. · ,+ 1'11+, · • 

í') La condition ·énonâe est seulement une condition suffisante. On doit à , 
M. Arzela une condition nécessaire et suffeante pour qu'une série à terme� 

continus 1·eprt'sentc une fonction continue. ( Voir É. BoREL, Leçons sur les /011c

tfons de varia!Jles réelle1, p. 42.) 
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une autre série convergente dont les termes sont des nombres posi
tifs constants. Si. pour toutes les valeurs de x d'un intervalle (a, b).

qn a, quel que soit n, / Un 1 � Vn, la premiere �érie ( 33) est urufor
mément convergente dans cet intervalle. 11 est clair, -en fffet, 
qu'on a, pour toute valcur de :r: de l'intervalle, 

1 U11+1(x) + U11+2(x) + .. -1 < P,. __ , + v,,+t+- .. , 

c'est-à-dirc 
f R,.(.x)i < n;,, 

en désignant par R:, la soínme 'de la série ( 34 ), dont on alirait 
supprimé les ( n·+ 1) premiers termes. Cette série (34) étant con
vergente, on peut trouver un nombre N assez grand ponr qu'on 
ait R;, <.t, lorsque n est f N. On aura donc aussi, pour ces valeurs 
de n, 1 R11 ( x) 1 < E, dans tout l'intervalle considéré. 

Par exemple, 11
1 ; 112 , ••• , v,,, . . .  ayant loujours ln même signifi

cation, la série 

i•u + 1·, sinx + ... + v11 sin(n.x) + ... 

est uniformément convergente dans tout intervalle. 

Remarque. - On délinit quelquefois la con,·ergente uriifonne crunc 
série d'une façon un peu différente. Une série est dite ltn�form,'m,mt 
corwergente dans uu intervalle ( a, b ), si à tout nomh(e positif , ,111 peut 
faire correspondre un nombre entier n tel que la sommc d'un nc,rnbr<, 
quelconque de termes à partir ele 11 11+1(.x), telle que 

1Ln+t(3') + ... + Un+p
(.x), 

soit iníérieure en rnleur absolue à ,, ífuel:; que soient le nombrt> po;i11f p
et la valeur de .x dans l'intervalle. II est faciíe de montrer la conc<•r·dancc 
des deux définitions. Supposons d'abord la sfrie uniformément con, er�cn1e 
comme on l'a définie plus haut, et soit n un nomb1·e positif tel 'fll<' le� 
valeurs absolues de tous les restes R,. (.x), R,.+, (.x), ... , R,.+i,

\.'l') �<,ic111 
iníérieures à : dans tout l'inlervalle ( a, b ). li est clair •1ue la , ,tl,:u,·:.! 
absolue de la somme U11+1(x)+ ... +Urt+p(x)=R,,.,,,(.x)-fl,,1:c1 •er•;, 
inférieure à E dans Je même intervallc. Réciproqucment, suppo;,.on, <1uc la 

,·aleur absolue <le u,..,.1(.x) + ... + u,.+,,(.x) soit inft'ricure i• :, qud ,i11•• 
.,, 

soit p, dans tout l'in"tervalle; la val<!ur de la �ommc 

111,,.,(.c) + .... + tt1,., ,1(x) 

�era i11C..:rieu1·c à,, •1ucl que soit le n11mlirc pllsitif q, pounu q11\,11 ai1 p: "· 
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En supposant que le nombre q croit indéfiniment, le nombre p restanl Gxe, 
on en conclut que la valeur absolue de R,(:c) est inférieure à t dans 
l'iotervalle ( a, b) pourvu que p soii ? "· La série est donc uniformément 
convergente au premier sens du mot. 

�H. Fonction continue sans dérivée. - Nous terminerons ce Chapitre 
eu donnant un exemple, du à Weierstrass, de fonction continue qui n'ad
met de 1dérivée pour aucune valeur de la variable. Soient h une constante
positive inférieure à l'uoité et a un nombre entier impair; la fonr.tion 
F(.x), qui est égale à la somme de la série convergente 

+ .. 

(35) F(:c) = � bn cos(an r.x), 
11:0 

est continu1: pour toute valeur de x, car la serie est uniformément con
,ugente dans tout intervalle. Si le produit ab est infériei'ir à un, il en est 
de même de la série formée par les dérivées; la fonction F ( x) admet donc 
une dérivée, qui est ellc-même une fooctio_n continue. Nous allons démon
t,·er qu'il en est tout autrement si le produit ah est supérieur à. une cer
taine limite. 

Nous pouvons écrire, en désignaot par m uo ooml>re entier quelcooque, 

(36) 

en po,ant 

F(x + hl- F(.x) 
= .Sm + Rn,,

♦ 

m-t 

Sm = 7i � b11 { cos[a":-;(x + lt)]-coslan :-;z) :, 
n ::o 
+-.. 

Rm = XI b" 1 cos[ a" .. .(:c + li)]- cos(a11 ;;;x) J. 
m=11 

La formule des accroissements fio is appliquée à la fonction cos( aª it :e) 
montre que la dilJ'éreuce cos[ a11 r.(x-+- !t)J- cos(an -r.x) est inférieure en 
rnleur absolue à .. a" 1 h !. La valeur absolue de S m est dooc inférieure à 

( ab)'" el, a Jortiori, à ,: -ab , si l'on suppose ah> 1. Nous chercberons-1 
maintenant une limire iufél'ieure de la valeur absolue de R ,,., en donnanL 
à l'accroissement /, une valeur parliculiere. On a toujours 
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é . b . e • . r r' N :xm tant un nom re ent1er et ,m etant c@mpris entre -

2 
et + 

2 
• ous

poserons 

e,n étant égale à ± r ; jl est clair q11e h est de m�me signe que e,,., et infé
rieu� en valeur absolue· à -3- • Le nombre h étant choisi de cette façon,-2 ª"' 

on a. 

a étant impair et e,,.=+ r, le produit an-m( :x,,. + e,,.) est de même parité 
que a:m + r et, par suite, 

On a aussi 
cos[an,r�.x + h)] = (-1 ):Xo,+1• 

cos(a" ::r.x) =cos(an-111am ::rz).= cos [a11-m :-:( cx 111 + l;m)) 
:,:: cos(an-• a,,. ir) cos(a:•-1•1; 111 :-:), 

a�-,,.a,,, est d,e même parité que ai,,. et l'on a encore 

Nous pouvons donc écrire 

tous Jes termes de la série étant positifs, la somme de cette série est supé
rieure à soo premier terme et, par s�ite, à bm puisque !;,,, est co�pris· 
entre - � et + � • Par suite, nous avoos 

2 2 

b• 1 R,,.j > j1i"j' 

ou encore, en tenant compte la de ,·aleur de h, 
2 

1 Rm[ > 
3 

(ab)"'.
�upposons qu'on ait 

2 (a.b) =-:(ab)m
3 '"> ab-1; 

it suffira pour cela qu'on ait 
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et la relation ( 36) prouve qu'oo aura alors 
' 31t, . ab-1---

l F(:,; + hJ,_-F(x)I > 1 R�I- ! s, .. 1 > �3 (ab)m
2 

, _ ab-1 

Lorsque le nombre entier m augmente indéfin,jment, il en est d.e méme 
de·cette expression, tandis que la valeur absoiue de h teod vers zéro; li est 
donc possihle, quelque pet_it que.soit un nombre ,, de tronver un accrois-
sement h inférieur à , en valeur absolue et tel' que F ( ir + h 2- F ( x) 

soit supérieur en valeur absolue à tout nombre donné à !'avance. La fonc
tion F(x) n'a doo.e de•dérivée pour aucune valeur de x, pourvu que la 
relation ( 37) soit vérifiée. 

EXERCICES. 

t. Soit p = /( 1,i) l'équation en coordonnées polai'res d'une courbe plane.
Par le põle. O on mene une droite perpendiculaire au rayon vecteur OM, 
dont_ on prend l'_intersection a_vec la tangente �T et la normale MN_ On 
·demande d'eltprimer les diverses lignes OT, ON, NM, NT en fonction
de /( w) et de f ( w ). Quelles sont les courbes pour lesquelles l'une de ces 
l"ignes est constante ?

2. Déterminer un polynome entier en x el du septieme degté f(x),
sacfl-ltnt que/(x)+1 est divisible par (x-1)� et/(x)-1 par (x.+1)�. 
Généraliser la qúestion. 

3. Soient P et Q deux polyn'omes entiers en x tel que l'on ait

✓ 1 -ps = Q ✓ 1 -x2 ;

on a, en désignant par n un nombre entier, 

, R. De la relation 
(a) 

ou tire, en difTérenliant, 

(!>) 

dP nda: -=== -=--

v' 1 -}'! VI -X' 

la 1·elation /·a J montre que Q est premier a\'ec P, et la seconde que Q
divise P'. 

4 •. Soient H ( x) un polynome du quatrieme degré n'ayant quedes racines 
simple�. e! x = � une fo�ction rationnelle de t telle que l'on ait 

=-,--,--P(t)
✓
-y'R(x) = Q(t) R1(t), 
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R,(t) ét:rnt un polynome du quatriême degré, el; une íonction ration
nelle. Démontrer que cette fonction � satisfail à une relation de la forme

eh: lu.ü
VR(x) = \fR 1('t)'

/e étant une constante. (hcou. J 

R. On remarque que toules les racines de l'équation R ( �) = o. qui
n'annulent 1)8s R._(t), doivenl annuler UV'- VU' et par suite':::.•

5. Giniralúatian de la formule de Taylor. - Soit /(x) u.n�font:lion
continue, ainsi que f'(z), f'(x), ... , JC'"'(:r) dans uo intervalle (a, l1), 

la dérivéeft..+t1(x) exisltnt dans le mlme intervalle. Soit :p(x) un poly
nome de dP.gré n satisfaisant aux n + 1 conditions

9(Z;) = f(z;), </ ( .x;) = /' ( x,), . . .  , 

( i = 1, 2, • .. , q ),
.x,. x,, ... , x,, étant, q valeurs de x '.ians l'intervalle (a, b) et la �o,0111e
rn1 + 111,+ .. • + m., étant égale à n + 1. Si l'on pose

q 

P(x)= fl<x-xiY"•, 
l=I 

on a, e étant une valeur quelconque de .1; dans l'intervalle ( <t, b ),
/<" • 11(;) /(e)= ?(e)+ (n + ,) 1 

P(c),

; étaot une autre rnleur de x dans le menu: intervalle.
R. On applique le théoreme de llolle à la fonction /( ..1:) - :;; ( .. 1 - 1_:1' l-C:)

et à ses dérivées successives, la constant•! C étanl choisie de telle faron
que cette fonction soit nulle poür x = e.
..•. , . Si l'on pose .E = cos u, on a

,Lm-•(1-x•)"'-, 1.3.5 ... (:.1m-1). 
dx,,,,__, = ( - 1 )•-•

n, 
s,n 11111.

1 ÜLTNDB RODIIJGtJB. j
"í. 1.e polyoome de 1.egendre
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satisfait à l'équation différentielle

dl X,, r!X,. ( ) • 
(1-.r2)-d. -2x-

1
-+n n+1 X,.+o;

X· <X 

en déduire les eoeffieients de ee polynome.

8. Les quatres fonctions

y1 = sin (n are sin x),
y, = cos (11 are sin x),

Ya = sin (n are cos x),
y,= eos (n are cos x)

sntisfont à l'équation difTérentielle

{1 -x1)y"-xy' + n•y = o.

En déduire les dé\·eloppements de ces fonctions lorsqu'elles se réduisent
à eles polynomes.

\1. Démontrer la formule d'Halphen

( , . . 

d" -
e·

" 

-- x 11-1 e-�)= (-1)" -- •dx" x11+1

Ou peut la déduire du développement en série de ex, ou se seni1· de la
formule générale ( Beman)

x"+1 !',. )x11-1/(x): =I -1y•(x2 :fa:)1">/(x).

10. Toute fonction z = x;, (�) + ·} (�) satisfait, quellcs 11ue soient

les fonctions :;, et ·h à la relation

rx + 2sxy + tyt= o.

11. La fonctiun z = x :;,(x + _v) + y ,j,(x + y)satisfait, quelles que soient
Jes fouctions <p et ,:,, à la relation ,- -2s + t = o.

li. La fonction z = f l J
º + :,; (y)] satisfait à la relation ps = qr, qudJ,,�

•1ue �oient les fonetions .f et 9.

IJ. La fonetion ;; =.e";, (i) + _v-" •} (�) satisfait, quelles •iue soient

11•� fonctions :;, ct ·J,; à la 1·elatir111

r.1:! + 2s.ry + r_r1 + px + 'IY = n�z.

li. Troú, er une rel111io11 entre les déri,·ée� du premier <'l du �ccoud
ordre tle la fouetion:; =f,.-c,. UJ, ui1 11 =:;, (J:�, X3), x,, .r,, .r,;élanl lr(lis
Yariahlcs indépendante�, f {.r 1. u),:; <.e,,...::,) ueux {onctions arbitrair<'�-

1:;_ Soicnt f (x) 11111: fon,:t ion qneh:onque de :r et /' (.r) si, tl,iriv,;c_ �i r,,n 
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_L -! 
pose 1t = [/'(x)] •, v =f(x) [/'(.z) J •, on a 

1 d1u 1 i:P" 

16*. La dérivée n1•me d'une fonction,de fonction u = 'P. (r), oiiy = 'V (J:), 
a pour expr,ssion 

n! (W'')'(\}J")j( \f"'.,h 
( 

lf(t) )k 
-Dn

;, - . Df<p - - -- •.•• - ' -�· - �i!j! ... k! . , 1.2 --1.2.3) r.2 ... l 

le signe :E étant étendu à toutes Jes solu�ions en nombres entiers et 
positifs de l'équation i+2j+3h+ ... +lk=n, et p étant égal à 
i+j+ ... +k. 

[FAA DR BlluNO, Qualerly Jou-rnal of Mathematici, t. I, p. 359- l

i 7. Démontrer la formule 

, d" --- -- [x"( loax)n] 1.2 ... 11d:,cn " 

S 
s. s. I =, + 11ogz-+' -- (logx)�+ ... + --- ( ogx)",
1 .2 . 1.2 .... n • 

S
p 

désignapt la somme des produits p à p des n nombres. 
[MUllPHf. J 

[ On part de la formule 

[ 
a1(1ogx)i a"(logx)" 

] a;n+Cl = .1:11 1 + Cl Ioga; + -'--"--.:.. + .. • +- _..._-"--'- + · " '1.2 1.2 .. . n 

que l'on différentie n fois de suite par rapport il x.] 

18. Plan tangent et dijférenlielle totale. - Le plan tangent à une
surface S peut être défini par la propriété 'suivante : Un plan est tangent 
à une surface S en un point M si l'angle que fait avec ce plan P la droite 
MM' joignant le point M à un autre point M' de S est infiniment petit en 
meme temps que la distance MM'. 

Une surface S, représentée J>ar l'équation .z = f (.x, y), a un plan tangent 
si la fonction/(.x, y) a une différentielle totale, c'est-à-dire si l'accrois
sement ti.::, correspondant à des accroissements ti.x, õ.y, est de la forme 
t;.:; = t:.x [ A (x, y) + i] + t:.y [ B(x, y) + E'), e et E' tendant vers zéro 
lorsque t:.x et t!>.y tendent \'ers zéi-o. 

19. Trouver une progression géométl'ique

x + xq (x) + ... + x[ q (x) ]" + ... 

<lont la somme pour x ;;= o soit égale ú une fonction 9 (., ). Pour quelles 
Yaleul'S de .1· cette série est elle convergente? 
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CHAPITRE 111. 

FONCTIONS IMPLICITES. - MAXIMA ET MINIMA. 

CHANGEMENTS DE V ARJABLES. 

I. - FONCTIONS IMPLICITES. 

32. Étude d'un caa partleulier. - II arrive souvent que l'on a à
considérer des fonctions dont on ne possêde pas l'expression expli
cite, mais qui sont définies par des óquations non résolues. Nous 
commencerons par l'étude d'une seule fonction définic par une 
équation, en supposant, pour fi:ier les idées, qu'il y a deux variahles 
indépendantes. 

Soit F (x, y, z) une fonction des variables x, y, z, satisfai
sant aux conditions,suiPantes : 1 º. elle est continue ét admet une 
déri"ée partielle continue F: dans .le voisinage d'un systeme de  
valeurs x0 , yo, z0

; 2
º F(x0,y0 , zo) est nul, tandis que F�(xo,y0 ,zo) 

est différent de zéro. Dans ces conditÍons, l'équation 
F (.x, y, .z) = o 

admet une racine el une seule <jui tend vel's z0
, lorsque ::e et y 

tendent l'espectiPement vers x0 et y0 • 

Les fonctions F et F� étant continues dans le vo1S1nage des 
valeurs x0 , y 0, z0 , prenons trois nombres positifs a, b, e, assez 
petits pour que ces fo1;1ctions soient continues dans le domaine D
défini par les inégalités 

-

! X - Xnl �a,

et que F� conserve lc même signe dans ce domaine, par·exemple 
reste positif. Alors la fonction de z que l'on obtient en donnant 
à x et y des valcurs déterminées, comprises dans les limites précé
dentes, est croissante lorsquc .z croit de .z0 - e à .z0 + e. En parti-
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culicr, la fonction F(xo,.fo, z) est croissantc dans cet inlervall(,; 
com me cll<' cst nullc pour;:, = z0 , cllt- (•SL positive entre z0 ct .z0 +e; 
et négative entre z0 - r; ct z0 , de sorte que·, li étanl un nomhre 
positif q11eleonque inféri1·11r à e, on a 

l' ( J:,., y,.. z,. - /,) o. 

Mais lcs deux fonctions F(x, y, z0+h), F(x, y, z,.-h) de., 
variablcs x ct y sonl continues pour x=.l'o , y=y0 cL n1• 
s'annulent pas pour ce systeme tiP valcurs de x ct de y. Ou p1:ul 
donc assigner un nombre positif YJ, au plus égal au plus petit d1•s 
deux no111bres ct el b, lei que les dcux fonctions F (.,r, y, z0 + li), 
F (x, y, z0 -lt) conscrvcnt chncunc• leur signc lor�quc lcs <lill�
rences x - x

0
, y- y0 sonl moindrcs que ·f/ en valcur absolue. Par 

suite, pour tout systemc de valeurs de .e cl de y satisfoisant aux 
dcux condition� 

on aura aus51 

F(x, y, z0 + A)_. o, F(.c,y,.z,.-hl -o. 

L'équntion (, ), 011 l'on doniw à .e et à y <lcs valcurs quclconqu('s 
coinprises entre les limites précédentcs, <:t oti .:; t'Sl l'iuconuue, a 
douc UIH' racine au moins coniprisc enlrCZn-ltNz,.+h. EllC'nt· 
pnnt <'11 avoir plusicurs puisque la fonction 1'' (x, y, z) d\· la 
rnriable.:; esl croissanlc dans Ct�l inlervallC'. Lc nomLrc !t pouvanl 
eLJ'C pris aussi pclit qu'ou lt' vouclra, lc théon::mc énoncé l'Sl 
<\ta bli. 

Soi1•nt /, et r, uu systérnc d1· tlt·ux no111hres positifs "éri6ant i(.� 
conditions qu i vienncnL d'êtrc précisécs. La rncinc dl' l'équalion (, ). 
cloot ou vicnl de dénionlrcr l't•xistcnce, \•SI définic à l'inléricur d'un 
carré H, ayant pour centre 11' poinl :\l u de coordonn{•cs (.e,., ,Yo ·,. 
lcs côtés parallelcs aux ax\·s <l1· <·oordonnées ( supposÍ>s rectan
gulaircs ), l.'t �YJ pour lon�ueur dcs côtés. Soi,mt (.v 1 , y1) 11,,, coo1·
donnét's d'un autn: poinl M 1 , pris à l'int<'-ricnr cll' c·1• carré; il 
r1:sultc <lC' la démonslration qu1· l'équal ion F ( :1,• 1 , y 1, .; ) = o nd1 1 wt 
un<' racim: ::, , ct uw; senlt', co111prise ,·nlre ..:;., -· /, c•t z., + li. 1•1 
par s11Íll' F�(x,, _.- 1 , ::: 1 ) Psi. posirif. Le raisornw111eul qni prt'·i·é<l,· 
s'npplique douc aussi au poinl t .1· 1 • y 1 /: lorsq111· .1· 1•1 y lend1"11l 
rt'�pl'ctiv1•111ent v1•rs .e, t'I y., l'i\q11a1ion ( 1) a 1111e raeirn· <!I 11111· 
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sr.nlt, q11i 1cn1l v1'rs :; 1 . Cctte racinc est fotcénienl comprise <·nln· 
:;1, - /, ..t :;

0 
+ /, et par suite co'incidr avcc la preiniére.- La racine 

considt\rét· csl donc continue en tout point intérieur au carré R. 

CPllt- racinc n'étant défini<' qu'à l'intérieur du dom:iinc R, nous 
n'avons ainsi qn'un élément de foncliou implicite. Pour définir 
Ct'lte fonction en Jehors du- domaine R, on procede de prochc en 
proche dt• la foçon suivanle. Soit L un chcn1in continn partanl tlu 
poiut , .r,,, y O) C'l '.1boutissnul à un point ( X, ) ) situé eu dchors tlu 
tlorn:iinr• R. lmaginons que lcs variabh,s:,; ety varient simultané-
1111.ml d,· tdlc façon que le point dt' coordonnécs (.x, y) décrive lt
chcmin L. Si l'on pari du point (.x0 , y.,) avec la valem· z., pour z. 

Fig. :l. 

!I 

o 

,,. • ., ..... ... 1 

: ' ... ,. : 

º1 ;�{-·\··:
.�.;-·· 

(!t.Y) 

on a une val\-ur dctcrminée pou1· cctl<• raciuc, tant qu'on n'esl 
pas sorti du domaine H. Soient M 1 ( x1 , y,) un point de cc chr 111in 
intéric:ur à R, et z 1 la valem· correspondantc de:;; les condition� 
d u t h1:oré1nt• général se trouvan t encorC' \'Órifiées pour .x = 3" 1 , 
y = ,r,, � = .;; 1 . il exislt• un atilre do1naine H 1 , ayant pour centre· 
I,� r�oint J\l 1 , à l'intérieur duqucl la racinc- qui s(• réduit à s 1_pour 
.,· , .r,, y-:y,, cst d�finie. Ce nouvcau do111aine R, aura cu gé
uéra I d<'s poiuls cxléril·m·s à H; l'll prenant dt· nouveau sur lc• che-
1 11in L un aulL·t� point M1 , l'J:léri,•ur ú H et inléricuràR 1 • on pourra
reco 111111encer la n1ê111e construction pour obtcnir ·uu nouveau 
clo111aiue R2 , à l'inté1·i,•111· duque! la racine de l'l\quatiou ( 1) scrrt hicn 
dd,·r 1 11inéc, _et àin�i d1' suite. On ponrra continuer l'opératioo tant
1p1',-11 n'arrive1·a pas à un systémc de valcurs pour .x, y, .z, pour 
léqw-1 F: .e= o . .le 111e contt•nlcrai ici de ccs indica-tions; nous anrous 
à Lrailf•r ,m détail ila11� tl'autr1·s Chnpitres dcs questious analogues. 

:;:; Calcul de la racine par approximation1 successives. - '.ou� 
, .. ,u, ,,r,, t,,u_jrmr, rat111·110-:r l't:rprnt io11 .:,:u.:n,I.! { 1 , it ltne forme particuher� 

•• 1 Ai.\T - l. 
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qui se prête a11 calcul de lá racine p�r approximations successives. Soit

mF�(xo, ;·o, ·•o)i

par hypotbese, ,n n'est pas nu!, et l'équation (1) est équivaleóte à l'équa
tion 

z = z0 + [z - z0- .!.. F (x,,y, z) ]·
. ,n 

C'est une équation de la forme

(2) z = zo+ f (x, y, z),

ou f ( x, y, z) et )',, ( x, y, 11 J sont continues dans le voisinage des valeurs x0,. 
y0, z0, et s'annulent pour ce systeme de valeurs. 

D'apres le théoreme général, cette équation admet une racine qui tend
vers z0 lorsque x et y tendent respectivement vers 'x0 et y0• Cette racine
peut être calculée par une méthode d'approximations successives analogue
à celle qu'on emploie en Algebre pour calculer une racine d'une équatíon
du secend degré tres petite en valeu,· absolue.

Soient a, b, e trois nombre positifs tels que j(x, y, z) et f; (x, y; z> 
soient continues daus le domaine D défini parles mêmes inégalités que plus
haut; nous supposerons de plus qu'on a. pris ces nombres a, b, e ass_ez
petits pour que la rnleur ahsolue de/; soit inférieure dans ce clomaine à
uo nombre positif K < 1. On peut toujours satisfaire à cette nouvelle con
•cJition puisque//' (x0 , y0 , z0) = o. Cela étant, posons successivement

Z1 = Zo+-J(':x, y, .Zo), '.z1= Z@+-/(x, y, Zt),

et d'une façon générale

(3) z,. = zo+ /(x, y, Zn-1) ( n = 1, 2, 3, ... , x, ). 

Nous allons d'abord montrer que toutes les différences .z,, _.:.. z,, restent
plus petites que e en valeur absolue, pourvu que les différences a: - .e,,
et y "-y0 soient ellP.s-mêmes asse:,. petites, et par: cooséquent cett e suite
d'opéràtions peut être prolongée indéliniment. Soit .z tin nombre cor.1pris
entre z0 - e et z0 + e; nous. pou \·ons écrire 

j(x, y, z) =/(x, y, Zo) + /(x, y, z)-f(x� y, zo),

et, pa,,; suite, en appliquant la formule ele la moyenne et tenant compte de 
la condition f� (x, y, z) < K, 

(4) lf (x, y, z) 1 < 1/(x, y, zo 1 + K ! z - z0 !,

Prenons maintenant un nombre positif h, au plus égal au plus petit des 
deux nombres a et b, et te! que, le point (x,y) restant dans le domaine D
défini par les conditions
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la valeur absolue de /(x, y, zo) soit plus petite que (11-K)c .. L'iné
galité (Ü montre qu'on aura aussi 

i/(;i;, :r,z) i < (1 -'- K)c+ Kc':"'c.

D'apres cela, si le point (:r:, y) est un point du dooiaine D', on voit de, 
proche eu proche que toutes les diff'érences z, --.110, z2 - z0·,, .. , z;.- z0 , ... , 
sont plus petites que e en vale.ur absolue. On obtient donc une suite indé-
finie de fouctions définies par la loi' de récurrence ( 3), qui sont toutes 
continues qans !e domaine D', et restent co�prises- entre z0 -e et z0 + e. 

La fonction z,.(x, ,r) tend vers une limite' lorsque n augmenu índé
finimenl. On tire en efl'et des relations 

.,z,. = z0 + f(x, y, z,,_,), z,,_J = Zo + j(x, y, Zn-!), · . 

en tenant compte de la cooditio'Q f/; 1 < K, 

i z,
1

-z,,_'_,J< K I Zn-1-.a:11-!i 

et, par suite, 

: z,,-z,,_1 j < K"-11 Zt-z0 ;-<: K11-
1(1-K)c. 

La-série 

(5) z,."+(z, -z0) + (z,- z,) + ... +(z,. - Zn-1)--t- •.•

est donc uniformément convergente dans le domaine D' et a pour somme 
une fohction "z( x, y) continue dans ce domaine. Cette fonction Z slÍ._tisfait 
à l'équation ( 2 ), car si le nombre n augmente indéfinim�nt, l'équation ( 3) 
dedent· à la limite 

Z=z,,+f(x,y, Z). 

U'ailleurs. pour x = x,,, y = y0, toutes les fonctions z 1 , Zt, ... se réduisent . 
il .z,,. Ou a donc aussi Z(.x,,, y0) = .z0 , et la fonction Z(x, y) satisfait à
toutes lr.s. conditions dé l'énoncé, 

C'est la seule racine satis/aisant à ces conditions. D'une façon plus 
précise, lorsque le 1>oint (x,y) est dans le domaine D', l'équation (t) n'admet 
pas J'autre racine que Z qui soit comprise entre z0 - e et z,, + e. Soit en 
effe1 z, une telle racine; des deux relations 

z, = :;,.+ /(:r. y. z, ), z,, = :;,,+ /(x, y, Z11-1), 
on tire 

Z,-z,,=f(.r. y. Z,)-.f(x,y, z,. __ ,) 
et. par suite, 

Z, -'-- z,,' < KiZ,-z11-1!, 

o·n aura donc aussi ; z, - z,., < Kn-11 z,---, :;, ·. La .différence Z 1 - z 1

tend door; vers 1..:ro lorsque n augmente indéfiniment, et z, est-identique 
à z.



CHAPITRE Ili. 

li est à remarquer que ce mode de cale ui prouve directement !"ex i�1 cn..:e 
<le la racine et sont unicité. 

:34. Dérivées des fonctions implicites. - La démonstration du 
1 héorême ue suppose pas l' existence des dérivées partielles F:"' F�. 
On peut se rendre compte aisément que l'existence dé ces déri
vees n'est nullement nécessaire. Soit par exemple 9(.r) une fonc
tion continue sans dérivée prenant une valeur positive b pour :r = a.

L'équation y2 
= cp ( x) admet deux racines qui tendent respecli\·e

rnent vers + � lorsque x tcnd vers a, et qui sont aussi des 
fonctions continues. Mais, si la fonction F(x, y, z) admet des 
dérivées partielles continues :F�, F:., Ia fonction implicite que nous 
venons de définir admet des dérivées particlles du premier ordre. Eu 
effet, laissons y constant �t attribuons à x un accroissemen t A:c, 
au11ueI correspond pour z un accroisseruent Az; nous avons 

F(x + t:..x, y, .:; + Az)- F(x, y, .z) 
= .l.r F'...,(x + 6t:..x, y, :; + .l::) + .lz F;(x, _v, :; + ()' .l.::;') = o. 

On en tire 
t:,, z F.x(x + 0Ãx . .Y, ,:; + A z) .
.l.r = - F'.,_ (x, y, z + 6' t:..z)

lorsque Ax tend vers zéro, il en est de même de .6.z, puisq11e ::.: c•st 
.une fonction continue de x. Le second· mernbre tend clone vers une 
limite, et z admet une dPrivée partielle par rapport à :1·, 

,J.,- V' 

,J� =- F�; 

on <lémontrerait de mêmc la formule 

(8) 

R,emarq1u·. - Si l'équation F = o est de degr� 111 par rapport 
à ..;;, ellc définiL m fonctions eles v:iriahles I cl y, en �uppv�nnl 
1 . · 11 L lé . 1 . II ,h '1; l es m racmes ree es. �s < r1n es pari.te es T, - :1< mNtenl

tJ,t' '�l 

elies-mêmes m valenrs pour chaque systi'me <le , al,•11 r:-- des 
rnriahles .r el y; les formules précédentes donnent ,,an., aml,igu,11-: 
celt dérivP-t'S parlielles, po11rn1 qu'on remplace;:; d:rns h·� -.·con<ls 
membrcs par lu v:ileur de la fonction dnn't on cherclH• la ,kri\·i:,,,_ 
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Parexémplc, l'équation 

;J;1 + .'Yt + :;t - J = O 

définil deux fonctions +t/1-x2 -y2 et v1-.:.r:2-y2 , qui 
sont continues tant qu'on a .x2 + y: < 1. Les dérivées partielles de 
la premiere sont 

et les dérivées partielles de la seconde s'ohtiendront cm changeant 
les signes. On ohtiendrait les mêmes valeurs en partant des for-
m� • 

,);z X 
-=--, 
J.c z 

r)z y - =�-,
rJy z 

et y remplaçant .z successivement par ses deux déterminations. 

35. Application aux surfaces. - Si l'on regardc .1·, y, .:; commc
les _coordonnées cartésiennes d'un point dans !'espace, toute 
équation 

F(..r:. y. Zi = ,,

représente une surface S. Soient (x0 , y0 , z
0

) les coordonnées d'un 
point A de cette surface : si la fonctlon F est continue, ainsi que 
ses dérivées partielles du premier ordre dans le voisinage des 
valeurs x0 , )'o, .z0 , sans que ces trois dérivées soient nuUes simul
tanément au point A, Ia surface S admet un plan tangent en A. 
Supposons, par exemple, que la dérivée partielle F� ne soit pas 
nulle pour x = Xo , y = y0, .z = :::0 • D'ap1·és le théoreme général, 
l'équation de la surface peut aussi s'écrire, dans le voisinage du 
point A, en la supposant résolue par rapport à,::;, 

::; = ;>(a.·, y),

qi(x,y) étant uue fonction continue, et l'équation du plan tangent 
en A est 

Z - ;;,. = ( �z ) ( "( - ,r,, l + (' J).;; ) ( Y - y,,); 
�.& n . , 'Y ,, 

1 ,J:; ,J,:; 1 l f remp açons -, et -
1 

par eurs ,·a eu1·s Lirées des orrnules précé-
, .1.· ( y 
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dentes : l'équation du plan tangent devient
(10) (!: ),,<X -x0) �(!; t (Y -y.) + ( ��). (Z-zo) = o.

S. l' . (dF) ( dF) .dó . 1 on ava1t rh. 0 
= o et dx O

� o, on cons1 rera1t y et ;;
comme les variables indépendantes et x comme une fonction de
ces variables; on arriverait encore à la même équation ( 1 o) pour
le pl&n tangent, ce qui est évi'dent a priori d'apres la symétrie du
preroier membre. On verrait de même que la tangente en un
pgint (x0 , J'o) d'une courhe plane représentée par F(x, y) = o a
pour équation • . ((JF) (ªF) (X-x,,) dx ,,+(Y-'-J'o) dy 0=o.

Si l'on a·à la fois
(dF) (dF) (ªF) - - - - - ::::i:::() 

dx ,, - dy ,, - dz o ' 

le point A est uo point singulier; les tangentes aux diverses
courbes située.s sur la surface et passant par A forment en génóral
un côue et non un plan. Ce cas sera étudié plu; loin. Dans la démonstralion du théoreme général sur l�s fonctions
implicites, nous avons supposé que la dérivée F�. n'était pas nulle.
L'intuition géométrique fait hien comprendre po�quoi cette con-
dition est essentielle. Si, en effet, on a ( ��) 

0 
= o et ( :: ) 

0 
":;t- o, 

le plan t.angent à la surface S est parallele à l'axe des .z; une paral
lele · à l'axe des z voisine de la droite x = x0 , y = y0 rencontre
généralement la surface en deux points voisins du point de con
tact. L'équation (9) admet donc deux racines tendant vers z ..
lorsque x et y tendent vers x0 et J'o respecti.vement. Par exemple, si l'on coupe la sphere a:9 + y� + .z� - , = o par
la droite y = o, x =, + e, il y a deux valeurs de .::; tendant vers

.zóro en même temps que e, róelles si e est négatif ct imaginaires
si t est positif.

:.i6. Dérivées 1ucceasives. - Dans lcs formules qui donnent
lcs dérivées du p1·emier ordre 

dz F'.,
ux 

=- F','
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on peul consi dérer les seconds mcm,hres comme des fonctions com
posées, ,:; étant une fonction intermédiaire. On pourrait donc cal
culer les dérjvées successives de proche en proche en appliquant 
la regle de différentiation des fonctions composées. L'existence de 
ces dérivées successives est d'ailleurs suhordonnée à l'existence des 
dérivées partielles des díffórents ordres de la fonction F(x, y, .z). 

On obtient ces dórivécs d'une 'façon plus simple en appliquant 
la proposition suivante : Lorsque plusieurs fonctions d'une 
variahle indépendante vér.ifient une relatíon F = o, leurs 
dériPées vérifient la relation obtenue en égalant à zéro lçi. 

dérfrée du pre'mier membre, prise par la regle de différen
tiation des fonctions. composées. Il est clair, en effet, que,• si la 
fonction F se réduit identiquement à zéro quand on y a remplacé 
les variahles dont elle dépend par des fonctions de la variable 
indépendante, il en est de même de sa dérivóe. Le théoréme sub
siste encore si les fonctions liées par la relation F = o dépendent 
de plusieurs variables indépeod·antes. 

Cela posé, supposons d'ahord qu'on veuille calculer les dérivéés 
successives de la fonction implicite y de J� �eule variable x définie 
par la relation 

F(.r,y)=o; 

on en déduit successivement 
,JF dF , 
<J:c + dyY =o,

à• F ,J• F ,)2 F oF 
-J • + 2-rJ _, y'+ -:,-2Y''+ :.-Y"= o, :e- :r:vy _,1y vy .

�F �F �F �F 
-+3--y'+3--y'•+3--y,Ja:3 Jx•oy d:cdy• · àxoy 

+ 
daF 'ª

+ 3 
,J!F 'y 

+
·JF y"'= n ,Jyª y .tly•Y ,Jy , 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  '

et l'on calculera ainsi de procbc en proche y', y", y"', . . . . •

Exemple. - Êtan; donnée une fonction_ y =.J(:x), on peut inversement 
considé!-er y com me la variable indépendante et :r: com me une fonction de y 
d,�finie par l'équation y = .f(:c) (! ). Si la dérivéej'(x) n'est pas nulle pour 

(1) L'existence de la fonction inven.e se démootre lres simplemeot lonque la
fonetioo /(x) va constammeot eo croissant· ou en décroissant dans un intervalle. 
Soit, par exemple, y = /(x) une fonction continue qui va ·constamment en 
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la ,·aleur x0, qui donne y0 = f(x.,), il existe, d'apres le théorême général, 
une fonction et une seule de y qui satisfait à la relation y = /(:,;) et qui 
prend la valeur x0 pour y = y0; c'est ce qu'on appelle la fonction inverse 
de /(x). Pour calculer les dérivées successives x'.,, x�·•, x{,, . . .  de·celte 
fonction, il suffit de différentier plusieur fois de suite, en considérant y 
comme la variable indépendante, ce qui nous donne 

on en tire 

1 

:i:
', = f'(x), 

1 =/' (x) x;, 

o=/' (x )(x'.,Y + f'(x )x;., 
o= r<x) (x'.,)"+ 3 f"(x)x'.,·x;.,+ f'(x)xj',, 

f'(x) x�,
=

- [f'(x)p' 
,,, 3ff''(x)P-f'(x)r(.7:) x,-, = 

lf'(x)]' 
, 

li est à rema rquer que ce systeme de formules ne change pas qu�nd on per
mute x'.,- et j' ( x ), x;.,, et J' ( x ), x;, eL /"' ( x ), ... , car la relation ent,,e Jes 
deux fonctions y = f(x) et x = 9(y) est évidemm.ent réciproque. 

Pour donner une application de ces formules, supposons qu'on ,·euille 
obtenir toqtes les fonctions y 

= 
f(.x) qui satisfont à la relntion 

)'1 ylll - 3 _y .. ! = 0; 

quand on p1·end y comme la variable indépendante, et .r comme la fonc
tion, cetle équalion devient x;, = o. Or, les seules fonctions dont la 
dérivée troisiéme soit nulle sont des polynomes, du second degré au plus. 
On aura donc, pour .x, une expression de la forme 

C,, Ci, C3 étant trois constantes quelconques; en résolvant cette équation 
par rapport à y, on en conclut que toutes les fonctions non linéairesy = j(,i.-)

croissant de A à 8 lorsque x croit de a à b. A toute valeur de y comprise 
entre A et B correspond une valeur de x et une seule comprise entre a et t, 
(nº 8). Cette valeur de x est une fouction ,p(y), qui !lSt clle-même croissante 
dans l'inter�alle (A, B). C'est une /onctio1< continue. Soient, en efTet (x,, y,) 

un couple de valeurs correspondantes; lJ étant un nombrt!' positif tel que x,- -,,

et x0
+ 'l soit compris entr-e a et b, soient y0

- < et y,+ i' les valenrs corres
pondantes de y; si la valeur absolue de y -y, est inférieure au plus petit des 
deux nombres • et t', la valeur absolue de x -x, est inférieure à 1\• Si la fouc
tion /(x) va constamment eu croissant do - � à + oo ou inversement, lorsqne 
x crolt de - oo à+ oo, à toute valeur de y correspond une valeur de x et une 
<1eule. Tel est te cas pour la fonction x•, n étant un nombre positif impair. 
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qui satisfont à la condition J>roposée sont comprises dans la formule 

y= a+l/bn+c,

a, b, e étant trois constan�es arbitraires. {;eue équation représente une 
parabole ayant son axe parallele à l'axe des x. 

37. Dérivées pa.riielles. - Considérons main.tenanl une fonction
implicite de deux variables définie par l'équation 

(11) F(x,y,z)=o; 

les dérivées partielles du premier ordre sont données, comme nous 
l'avons déjà vu directement, parles relations 

(12) àF àF àz
dx + uz dx = o,

,JF àF àz 
-+--=,,. dy dz dy 

Pour avoir les dérivées parLielles rln second ordre, i) suffit de diffé
rentier de nouveau les deux équations ( 12) par rapport à :e et à y, 
ce qui donne trois relations distinctes seulement, car la dérivéedc 
la premiêre par rapport à y est identiqne à la dérivée de la seconde 
par rapport à :e, 

1 

àtF rJ2F dz tJ!F
(

dz 
)
� dF <l'-z 

rJxi + 7 d:r: dz Jx + dz2 ,Jx + dz dx1 = o,
<l'-F d2F d.z d!F dz d!F dz d.z dF dt.z --+---+ ---+---+----o

1 
dx dy dx ,J.z dy ,Jy dz dx dz1 dx dy dz d:x dy - ' 

rPF ,J2F àz d!F ("z)' ,JF <l'z 
dy• + ?. dydz dy + àz2 dy + dz dyt = o,

et l'on calculerait de même les dérivées du Lroisieme ordre et 
d'ordre plus élevé. 

L'emploi des différentielles Lolales permel encore dé déterminer 
en même tcmps Loutes les dérivées pa..rtielles du même ordre. II 
suffit poui: cela de s'appuyer sur le théoreme suivant: Lorsque 
plusieurs fonctions u, v, w, ... d'un nombre quelconque de 
varia.bles indépendantes :e, y, .z, .•. vérifient une rel.ation 
F = o, les différentielles totales satisfont à la rel.ation dF = o, 
obtenue en prenant la différentielle totale de F comme si toutes 
les variables dont elle dépend étaient des variables indépen
dantes. Pour le démontrer, supposons qu'on ait une relation 
F(u, v, 1v) = o, u, v. n> étanl des fonctions des variables ind,L 
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pendantes :e, y, z, t. Les dérivées partielles de u, v, w satisfo�t 
aux quatre équations 

dF du dF ,Jv dF dw 
du dx + º" dx + dw dx =-o,
dF du àF dv dF Jw --+--+--=odu dy dv dy Jw dy 
dF du dF dv .dF Jw 
du dz + àv dz + 

Jw Jz = 

0•
dF du dF dv dF Jw 
,Ju Jt + Tv íit -+- Jw Jt = 0 ;

multiplions-les respectivement par dx, dy, dz, dt et ajoutons-les, 
il vient 

rJF JF dF -1 du + -:;- dv + -, dw = dF = o. 
( li uv < .., 

Nous voyons encore ici l'avantage de la notation différentielle, car 
la relation précédente est indépendante du choix et du nombre 
des variahles indépendantes. Pour avoir une relation entre les 
diff érentielles du second. ordre, il suffira d'appliquer lc théoreme 
général à la relation dF = o, considérée comme une équation 
entre u, v, w, du, dv, dw, et ainsi de suite; on remplacera seu
le�ent par zéro toutes les différeútielles d'ordre supérieur des 
variables qu'on a choisies po_ur variables indépendantes. 

Appliquons ceei au calcul des ditférentielles totales successives 
de la fonction implicite définie par l'équation ( 1 1 ): x et y étant 
les variables 'indépendantes; il vient 

-dF ,W ,JF - d.r + - dy + - dz = o, d.1, dy • dz 
( ,JF dF rJF ) " dF :--1 d.r + -, dy + -1 dz + -d d;t;;; = o, 

( .t· ( 'Y ( :; z ' 
. . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  , 

et les deux premiei-c-s de ces équalions peuvent remplacer les cinq 
relations ( 12) et ( 13); de l'expression de dz on déduit les deux 
dét·ivées du premier ordre et de l'expression de dz2 on dédcit les 
trois dérÍ\'ées <ln second ordre, etc. Considérons par exemple 
l'équation 
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qui donne, en différentiant deux fois, 
Ax�+A'ydy+A"z dz =o, 

A dxt + A' dy1 + A' dz2 + A" z d1z =o; 

de la premiere on tire 
dz=-Axdx--i-A'ydy

A' z 

et1 en porlant ceue valeur de dz dans la seconde, il vãent 

A(Ax2 + A'zZ) dx2+ 2AA' xydx dy + A'(A'y2+ A'.l;�) dy! dtz =- ,\'t s . • - z 

On aura donc, en employant Ia notation de Monge, 
Ax A'y 

P = - ,\_!z' q = - >,.' z'

. A(Axt+ A'z')r =- A'• ..;
" ' 

AA'xy 
s=- . .\..lfllt

..z
:: , 

\'( .\'y<+ ,\":;�)t = - --'---'
..\.
'--.

,
-
.;
-
,:
--

La méthode est évidemment générale, 'quel que soit le nombre 
des variables indépendantes et l'ordre des dérivées partielles qu'on 
veut calculer. 

Exemple. - Soit z = f(x , y) une fonction des deux variables .x et y . 
Considérons, dans la relation précédente, y et z comme deux , ariahles 
indépendantes, et x comrtle une fonction implicite de ces deux variables : 
proposons-nous de calculer Ies différentielles du p;emier eL ilu second 
ordre d.L· et. d'- x. On a d'abord 

,)f i}lj dz = 2 dx + - dy ·d.x dy '

comme on prend y et z pour variables indépendantes, on doit _supposer 
nulles tP y et d! z, et, en prenant de nouveau la différentielle, il vient 

., = dZ.f d:r;t + :! rftf dx dy + ,J!.f dyt + �.[ <fl .x -
,Jx, dx dy ,Jy' J.x 

e :es équations peuvent s'écrire, e1.1 employant la notation abrégée de 
;\longe pour désigner les dérivécs partielles du premier el llu second 
or!lre de la fouction f(x, y), 

,/.; = p dx + q dy. 
,, = rd.x•+ ;2s d.e dy + t dy2+ p ,tzx; 

on tire de la prémicre 
l e!::. - 'f dy <.l"=--��,
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et, en portant cette valeur de d:,; dans la seconde on a 

dtx =- rdz%+ 2(ps-qr)dy dz + ( q1r- 2pqs +-p't)dy%
p3 

Les dérivées partiP.lles du premier et du second ordre de x, censidérée 
comme fonction des variables z et y, ont -donc les valeurs suivantes 

d:r: 'I 
dz· = jj' 

d'x r 
;;;;

=

-p°'J' 
<f!x qr - ps 
dycdz = p" ' 

cJt.x 2pqs-p1t-q'r 
, dy% = p� • 

Propo!-Ons-uous, comme applicatit,n de ces formule�, de trou\·er toutes 
les fonctiors f(x, y) satisfaisant à l'équation q'r + p't = 2pqs. Si, dans 
la relation;;: =f(x, y), on considere x comme une fonction des variables 

. dé d I d. . ' 'd d · d'x C 10 pen antes y et z, a con 1t1on prece ente ev1eot -
0 

• = o. elte
• • • d:,; dé d d -=quat1on e:11pr1me que dy ne pen pas e y;
'?(-") étant une fonction quelconque de z. Cette 
s'écrire 

d
dy[x-y'l'(z)]=o.

y-
dxon a donc ,Jy 

= 9(z),
nouvelle équation peu1 

et elle exprime que x - y;;(z) ne dépend pas dey. On a donc encore 

x = y ,p(z) + <J,(z), 

.:,(;;:) étant une autre fonction 4.uelconque de .z, et l'on obtiendra toutes 
les fonctions z = f(:z:, y), répondant à la question, en résoivant l'équation 
précédente par rapport à z. Cette équation reprçsente une surface engen
drée par une droite qui reste parallele au plan des xy. 

38. Bquationa aimultanées. - l'Jous définirons d'abord un déter
minant qui jouera un rôle essentiel dans la suite. Soient F., 
f\, ... , F,. un systême de n fonctions de n variablesy� ,)'�, ... , J'n, 
pouvant dépendre. en outre d'autres variables. Le déterminant 

formé parles dérivées partielles du premier ordre ,JdF; 
'Yk 

dF, ,JF, r)F, 

rly, rJy, tJyn 

,.w, rJF2 dF, 
{t.0 li= dy, dy, 

. . ' 

dy" 

dF,, dF,, dF,. 
àJ', dy, dy,. 
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s'appdle le jacobien, ou le déterminant /onctionnel des n fonc
tiom F 1, F � ... , F,. par rapport aux n variablcs .Yi , ..• , y,.. On 
l!l réprésente par la notation 

D(F1 , F, ..... F,,) 

D(y,, Y•· . .. , Yn) 
Cd.,, posó, ic théoreme général d'existence des fonctions impli

citt-s s'énoncc ainsi: 
Soit (E) un systeme de n équations entre n + p variables 

.Ci, • • , , x,,, )'1 • • •, J'n, 
(E). F 1 1 .r,, :r, . .... :c

1
,; y,, y,, .... y,, ) = o (i=1, 2, ... , 11)

dont tous les premiers membres sont nuls pour un systeme de 
valeurs x,=x�, ..• , Xp=x;,, y,=y�, ·: ., Yn = Y!• Si les
fonctions F; sont continues et admettent des dérivées partielles

· du premier ordre par rapport aux variables Yt, continues
dans le voisinage de ce systeme de valeurs, et si le jacobien
D(Fi, F: . ... , F,,) , l o o t'lD , , ) n est pas nu pour Xi=x,, ... , Yu =Yn, IJ,.y,, ... , } 11 

existe un systeme de /onctions, et un seul, 

.v, = :,;,(:r,, .. ,r,, . . . .  , .,r,, i- ... : Y11 :::;;:; tf-,,(x 1 � X:t., . . .  , .T1i) 

satisfaisanl aux équatiom (E), se réduisant à y�, ... , y� res
pectú,ement pour x4 = x�, ... , ..v�= x;,, et continues dans le
roisinage de.ce systeme de valeurs. 

J_,..! théorême étnnt déja démontré pour n = 1, il suffira de 
111·ouvt>r que, s'íl est vrai pour un systême de n - 1 équations 
à n - 1 fonctions inconnues, il s'étend à un systême de n équa
tions à n fonctions inconnues. Par hypothêse, lc déterminant .i 
�crit plus haut <·st différcnt de zéro pour les ,,aleurs x;, yf; par 
suiL,·, Sl'S élérnents ne sont pas tous nuls. Nous pouvons clone sup
pus"r, cn ·changeant s'il est nécessaire l'ordrc des indicPs, que la 
d,'•rÍVt!•' (ª1�") n'cst pas nulle. Alors, d'aprés le théorêrne établi/ J 

li 41 au 11·' :l2, l'éyuation 
F,,(.r 1 . :r 1 .•.... ,:

1
,:)",.J��- ····,.l°

i,.l=o

délinit un,· fonction 
.,-,, = /1 .,·, .. ,·, ...... 1·,.: .r,, y, ..... y,,_,) 
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des n + p - i variables x,, x2 , ••• , Xp, y,, ... , Yn-,, qui est égale 
à .r! pour Xi= x:' . . .  ' Yn:_I = Y!-t, et qui est continut' dans le 
voisinage de ces v�leurs. En remplaçant Yn par cette fonction / 
dans les n - I" premiêres équations du systéme (E), on ol>ti<'nl �tn 
nouveau -systeme de n - 1 equations . à n - 1 inconnUl'S Y•, 
Y2, · · ·, y,._,, 
(17)· cf>,(x,,x,, ... ,x,,;y,,yt,Yri-1)=0, • • •  7- •1>,r--l = o, 

ou l'on a posé

cf>;(.X1 ... , Xp; Yi, . . .  , Yn-t) = F1(xi, ... , xi'; y,, · .. .. y,,_,_ f); 

· le systeme formé par les équations ( 16) et ( 17) est évidemment
équivalent au systéme (E). Nous allons montrer que le jacohien
des fonctions 4),

est différent de zéro pour .x4 = x�, ... , y,._1 = y!_,. En eífet, ce 
déterminant 

Õ= 

rJF 1 ,JF, Jf 
-+--
Jy. 1Yn dy:, 
rJF. ,JF. rJf 
--+---·-
dyi dy,. dy1 

dF, · ,JF, Jf 
-+--·-
dy2 dy,. dy2 
dF. ,JF • ,Jf 
--+---·-
dy! ,Jy,, ,Jyi 
. . ......... . . . . 

dF,,_, ,JF,,_, dj dF,,_, <>F,._, rJf 
--+--- --+----·-dy, dy,,· tJy, ,Jy, dyll dy, 

dF,,_, dt<',,-'• d/ 
-- +---·-

Jy,,_, ,Jy,. .Jy,._, 

cst la somme de 2
/l-t déterminants; eii supprimant tous ceu-x qui

sont nuls comme ayant les éléments de deux colonnes proportion
nels, il reste 

Õ= D(F,, Fi, ... , F,._1) + 
,�f D(F,, F1 .... , F,,_1) 

D(y,, y,, ... , Y1t-1) tJy, D<,y,., Y2, ... , Yn-, 1 
+ ....................... .

df D(Fi , ... , F,._,) 
+ -·-=-,,--------

dyn�, D(y,, ... , .J:11-2, y,,J 

D'autre part, le$ dérivées J,y sont données (nº 37) par les r�la-
'Y1 

tions 
,JF,. JF,, ,Jf 
-+--=o

Jy, dy,, ,Jy; 
(i = 1, :�, ... , tt - 1 ). 
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L'équation précédente peot donc s'écrire, en multipliant les 

d h dFn eux mem res par -:;--- ,uy,. 

1/Fn -==- D(F1, F!, ... , F,,_1) dF,. D(F., Fi, ... , Fn-t) dF,. 
dy,. D(y1. y, .... , Yn-1) dy,. - D(y,., y,, .•. , J'n-1) dy1 

D ( F,, F ,, ... , F n-1) dF n i 
D(y,, y,, ... , Yn-•, y,.) dy,._, 

le second memhre de la nouvelle relali.on est identique au déve'

loppement de à par rapport aúx élémenls de. la derniere ligne. 
On a donc 

,JF,. D(<I>,, 4fl2, ••• , tl>,,_,) D(F,, F,, ... , F,.) 
rJy,. D(y1, y�, ... , Yn-1) = D(yi, y,, ... , Yn)' 

el par suite le ja.::ohien o est différent de zéro pour les valeurs 
Yn-• =Y�-,-

La proposition énoncée ét,anl vraie pour 1l - 1 équations, les 
équations ( 1 7) détcrminent un systeme de fonctions y 4 = q,4, ••• , 

Yn-, = <pn-, des .variables x,, x�, . . .  , X
p
, et en substituant dans 

la fonction/ ( x, .... , x
p

, y,, . . .  , y,._ 1 ), on aura la valeur dey,. . 
On peut encore calculer ces racines par approximatiotls successives,comme dans le cas d'une seule équation. Su'pposons, pour simplifler, que l'on rem1,lace :r1 par a:7 + :r,, et Yk ·par Y2 + y1;, de façon que,les valeurs 

dFI initiales :r;", YÍ soient nulles. Soit ªi" la valeur·de la dérivée - pour dy1,; ce� rnleur initiales; par hypothese, le déterminant 
au ª1; a 1 ,, 

6. = 
a,1 Cl11 a211 

. (l,, 1 a,,:! ''-1111 

esl ditrérent de 1.éro. te systeine (E) est é,·idemment équi valent au systt'.·me -;uÍ\'9111 : 

,,.,, 

\ ''11Y1 + ... + ª'" Y11 = ai, y, + ... + a1,,y,,- F, = e;:,, 
j fl.''. �'-�---·.·_+_ �.·:•.J::'�-�'.'.�-1 �----.·�-��,'.�"-� �'- � ��:

� /l,r1Y1 + · - ·-+- a,,,,yll = a111Y1 + • • • + a,u,Y1J - Jt",.t = ;:,,, ..
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ou les fonctions 'P i ,. '!'2, ... , 'Pn sont nulles, ainsi que h!s dérivfr� pat·

tielles �'Pt pour x; = o, .n· =.o. En résohant ce s_vstcme d'équati,-ns par
u)'k 

rapport à y,, y2, ••• , Yn, ce qui est possíble. puisque j, n'est p;is nul. ou 
obtient un nouveau systême 

(:to) y,=f,, y,=./�, Yu = f,,. 

ou /1 , /!, ... , /,, sont des comhinaisous linéaires ii coeflicient� ron�tants 
des fonctions 91, '1':1, .•. , 'l'n• Ces fonctio1 3 j;- sont donc null�s, ain�i que 

toutes lcs déri,·ées partielles )
,�Ji pour les valcurs ..e;= o, J"k = o. ún p�ut 

''Yk 
résoudre ce systême par approximations successi, cs eu prenant 1.ér" puur 
premicres Yaleurs approchées des racines, et en posant ensuite ( 1 J 

(y;)"' = /; [.xi, • ·., Xp; ()'1)"'-1, . · •, <y,, ) 111• 1 1 { 111 = J, �� t ••• , Z. ). 

39. Calcul des dérivées. - Lorsque les fonctions Fronl ele�

dérivées partielles continues º0Fi, les fonctions implicite� dt,finies 
X/ 

par les équations (E) admettent aussi des dérivées pari iellt•s dn 
premier ordre par rapport aux Yariables x;. Prrnons•pàr exc_,rnple 
un systeme de deux équations 

(:.>1) F,(.1:, y; z, tt, 1•) = "· F,(.1:, y. :;, n. ,·) = "·

Laissant y et :; constants, donnons à x un accroissemPnl 4:r, et 
soient 4u et ,ir, les accroissements currespondants des foncti()n� u 
el r,. Les équations (2 1) peu\'ent s'écrire 

(
cJF, 

) (JF, •
) (,JF, •

) J..r . ,)-.,; + , . + J.u tlrt + , + .}.v -;rz:- + , 
1 

= o.

(
,JF.. 

) 
(<JF. ·) (,JF., , ) .}..i-

,J.i
: + ·11 + .}.11 

. 
,h; + ·r, + A,· 7r;: + ·r,' = o,

e. e' ,e",· ·r,, ri', r,'1 tendant ,·ers 1.éro lorsque A..1:, .ó.u, �v fc_,ndeut 
vers zéro. On déduit <le là 

J.ll 
17· =

(,JF, ··) (,JF, . ") ,·,JF, . ·•) (,JF., 
)-+· -+( - -�· __ , 

J:.,; • ,J,• ' \ ,,,. • ,).,-(dF, ··) ("i!'! •) (''F, ·•) (,JF,. ) . 
7,;_ + .; � � T1 

--
-;J-;; + .; 

;;;; - r, 

( 1) l'our la dE.'1nou�trati,111 '11· la ,·onvergf"1u:e des .-tpproxi1111u;,_.1·1,,;. ivo,r º'"" 
,,rticle ,tu 11,úletin de la SQ<·iet,i mathém11tu1ue, 1. \\XI, ,.,,.�-
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lorsq uc ..ix lend vers zéro, il en est de même de ..iu, 4, · et, par 
. d , 11 , " L Au d 1. · , . smte, e t. t, t , 1l, 1i , ri • e rapport t.x a onc une 1m1te, e est-

à-dire que u adm� une dérivfo parttelle pnr rapport à x, 
,JF, JF, JF, dF, 

r)u J77Ji;--;fp-;J;; 

'ilx = rJF1 dF, dF, rJF2 
du Jv - 7fv" dn 

A,, On verrait de même que le rapporl :h tend ,·ers une limite
Í• . J,, . d r l l . mie d�7, qm est onnée par une iormu e ana ogue; prat1quement,
on calculera ces dérivées partielles au moyen des deux·équations 

,JF, dF, ,Jt, ,JF, ,iv 
,J.r + du Jx + d,· J.i: = o,
,/F ., ,JF. Ju ,) 7

• dv 
,h: + 

01: Jx + J/ ,Ú; = o,
et l'on obtiendra, de la même foçon, les dérivées partielles par 
rapport aux variables y et z, 

Les dórivées successives se calculent comme dans le cas d'une 
seule équation. 11 faut encore observer que, lorsqu'il y a plusieurs 
variables indépendantes, il est avantageux de calculei- les différen
tielles totales, pour en déduire toutes les dérivées partielles du 
même ordre. Supposons, par exemple, qu'on ait deux fonctions u 
et v des trois variables x, y, z, définies parles deux relations ( 2 1); 
les différentielles totales du premier ordre du et dP sont données 
par les deux équations 

rJF, dF, ,JF, JF, . dF, -
) 

d.e+ -
d 

dy+
-:,-

d;;,+ -:,-du+ 7d,,=o, 
1 ): :J' //;;. vu vv 
,JF. rJF.. JF2 dF. oF. -

J
-· d.r + -:.=, dy + -

1
- dz + -

J 
· dn + -:.=, dv = o.

' .1.: r;y ' ,;, ,. U, uv 
On aura ensuite d�u et d�v au moyeli des équations 

(JF, dF, ) JF, dF, 
o:c d.,· + ... + � dv ltl + du d2 u + 7fv" d' " = o.

(. rJF. dF. )(ti JF2 rJF. -;;-'-d..1;+ ... + 7 dv + -1-dtu +-0 "d'v=o. 
vJ: ui-' ,· u " . 

el ainsi de suite. Dans les équations qui donnent d" u el d",, lc 
OOt:R!lAT. - 1. 
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dé terminant 

AP T E li .
1 

q.ue soit n, au jacobien ----

es[ �ff'.ér 

, par 

40. Inveraion. - S,,ien

indépend11-ntes x1, x,, ... , . 

soit pas identiquement nul,' 

définissent inverseinent ( 1) , 
li suffit, en effet, de considé e 
lesquelles le jacobien n'est a 
correspondantes de u1, u2, 
un systeme de fon�tions 

si l'on considere 
x et y comme les fonctions, 

d'ou l'on tire 

(') Nous ne défioissons ainsi le 
systeme de ,ate urs particulier s 
u,; ... , u. correspond un sys ê 
· é étudié aussi par divers gé 
tion I ponct uelles (Bulletin de l 

• •  , X ), 

,) . . , 

rs x , 
11 rs s 

o 
2 

d s 
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On a donc les formules 

dqi 
dx dy 
du = df dqi df dqi ' 

d.e õy - dy dx 
tJtp 

dy -Jx

du= df d'P dfdqi' 
dx dy - dy dx 

df 
dx - dy 
d11 - rJJ d,p df d,p,

dx d)< - õy dx 
d/ 

qy ai: 

d11 = df df dj df 
dx dy - dy dx 
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♦i. Tangente A une courbe ganche. - Considérons une courbe C
représentée par un systeme de deux équations 

{ F1(x, y, z) 
= 

o, 
F2(x, y, z).= o; 

soient x0 , y0 , z0 les coordonnées d'un point M0 de cette courbe, 
tel que l'un au moins "des trois jacobiens 

soit différent de zéro, quand on y remplace x, y, z pai· x0 , y0, .::0• 

Supposons, pour fixer les �dées, que D��::)
) ne soit pas nul

pour les coordonnées du point M
0

; des équations (23) on peut 
alors tirer 

y = ;,(x), z = <j,(x), 

cp et lji étant des fonctions continues de x se réduisant respccti
vement à y0 et z0 pour x = x

0
• La tangente à la courbe C au 

point M0 est alors représentée parles deux équations 

X-.to Y-y0 Z- ... o 
-J-

= 

f (xo) = <J,'(xo); 

quant aux dérivées cp'(x) et <j;'(x), elles se calculent au moyen des 
deux. relations 

JF, dFt , ,JF, - + - 'P (x) + - •.!/(.r) = o.dx dy ,)z · · 
JF2 dF, , JF! , 
Tx + ày ,p(x)+ r):; tp(x)=o. 

Faisons dans ces relations x = x0 , y = y.,, z = z,. et rempla-
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Y-y0 Z-z0 çons cp' ( x0 ) et ljl' ( x0) par X_ xo et X_ x •. respect1vement; les
é'fuations de la tangente peuvent encore s'écrire 

ou

l / rJF 1 
) ( 

dF 1 
) ( 

dF t 
) 

• \ ,J.c /X-x0)+ dy 0
(Y-yo)+ dz 

0
(Z-z0)=o,

dF2 . , dF2 dF2 • ( ,J.i; ) 0 
(X- Xo) + ( dy ) 0 (Y -yo) +( dz )

0 
(Z -zo) = o,

X -Xo Y -Yo Z - Zo.,,..[D
"""("""F,-1

,--=F=-2
.,...,)],.... = [D(F 1 , F,)] -[D(F., F2 )]

D(y, z) 0 D(z, x) _ n D(x, y) o 

L'interprétation géométrique du résultat est bien facile. Les
équatíons ( 23) représentent respectivement deux surfaces S1 et S,,
dont la courbe C est l'intersection; les équations ( 24) représentent
les deux plans tangents à ces deux surfaces au point M0 , de sorle
que la tangente à la courbe C est la droite d'intersection de ces
deux plans tangents.

Les formules deviennent illusoires, lorsque les trois jacobiens
écrits plus hau t sont nuls à la fois pour les coordonnées x

0 , y 01 Zo

Lorsqu'il en est ainsi, les deux équations ( 24) se réduisent à une
�eule, et les surfaces S,, S2 sont tangentes au point M0 . Oans ce
cas, l'intersection de ces deux surface·s se compose en général,
comme nous le ve1Tons plus loin, de plusieurs branches distinc.:te�
passant parle point M11 • 

II. - POJNTS SINGULIERS. - MAXIMA ET I\IINl!\IA.

42. Points doublea d'une courbe plane. - Lorsque les coor
données ( x

0 , Yv ) d'un point M 0 aunulent à la fois une fonclion
F(x, y) et ses deux dérivées partielle!> �:, !;, ce point M0 est un
point singulier de la courhe C représentéc par l'équatinn F = o.

Pour ótudier une courbe plane dans le voisinage d'un poiut
singulicr, nous supposerons qn'on u lransporté !'origine eu ce
poinl, que la fonction F(x, y) admet des Mrivées du second
ordre continues dans le voisinage de l'origine ct des dérivées du
truisieme ordre qui restenl bornées dans ce domaine, enfin que
les trois deri,·ées du sC"cond ordre ne sonl pas nulles ã la foi:.
[H>lll" .. e=}'= O. 
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L'équation de la courbe C est donc de la forme 

aa:2 + 2bxy + cy1 + Q(a:, y) = o, 

a, b, e étant des constantes non toutes nulles, Q(x, y) une fonc
tion qui s'annule à l'origine, ainsi que ses dérivées du premier el 
du second ordre, et qui admet des dérivées du troisieme ordre 
bórnées pour les valeurs de x et de y voisines de zéro. 

En appliquant la formule de Ta:vlor à cette fonction Q(.x,. y ), 
on voit qu'elle esl de la forme 

(26) Q(x, y) = aa:3. + 3 �a:1 y + 3-ya:y' + ôy3,

ct, �, y, a étant des fonctions de x et de y qui ont des valeurs 
Gnies pour les valeurs de x et de y voisines de zéro. 

Nous avons plusieurs cas à distfngu'�r, suivant le signcde b2

1 ac.

Si b-J - ac est positif, l'équation a.2.2 + 2 b xy + cy2 
= o repré

sente deux droites réelles et distinctes passant par }'origine. Im·agi
nons qu'on ait pris ces dcux droites pour axes de coordonnées, ce 
qui r�vient à effectuer un changement· linéaire de variables; l'équa
Lion (!25) prend la forme 

( 25) a:y + R(x, y) = o, 

la fonction R(x, x) satisfaisant aux mêmes conditions que la fonc
tion Q(x, y), et pouvant par conséquent se mettre sous la même 
forme ( 26). 

En posanty = ux dans cette équation, on en tire 

U=_R(x,ua:)
.7;! , 

R( x, y) pouvant être mis sous la forme ( 26 ), il est clair que 
R(x, ux) est divisible par x3 , et lP second membre de la rel11-
tion (27) s'annule pour x = o. 

II en est de même de la dérivée par rapport à u. En effet, par 
hypothese, R;.(x,y) ndmet des dérivécs du premierordre qui sont 
nulles à l'origine, et des dérivées du second ordre qui restent 
bomées; en lui appliquant la formule de Taylor., on a donc 

W1 
(,r, y) = la:1 + 2mxy- 11y2, 
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l, m, n étant des fonctions de :r, y qui oonservent des valeurs 
finies lorsque x et y iendent. vers zéro. 

D'nilleurs R� (x, ux) = xR;.( x,y), et par conséqucnl R� (x, ux) 
est divisi_b,e pa.r xª . Nous ,pouvons appliquer à l'équation ( 27) le 
théoreme du nº 32; cette équation admet une racine et une seule 
u = t(x) tendant vers �éro aveé x. Par l'origine il passe clone une 
hranche de la çoui"he C, représentée par une équation y = x � ( x), 
qui est tangente à l'origine à l'axe des x. En intervertissant le 
tôle des .vãriables .x,et·y, on verra de même qu'il passe par l'ori-. 
gine une seconde branche de cõu�be tangente à l'axe Oy.

Le point O est un pf)in,t douf,/,e à tangentes distin.ctes ('). 
Lorsque b2

- ac est négatif, l'originé est un point double isolé.
A l'intérieur d'un cer.cle de rayon ass_ez petit décrit du point O 
pour centre, le preroier membre F(x, y) de l'équation (25) ne
s'-annule que pour le point O lui-même. Posons, en effet, x et y
étant les ooo�données d'un point _voisin de l'origine, x = p coscp, 
y = psincp; il vient 

F (z, y) =. p1(acos" 'I' + 2!, cos ,p sincp + e sin.f + pL ), 

.L étant une fon�tion de p et de <p qui reste bornée lorsque p te_nd 
vérs zéro. Soit H une ,limite supé�ieure de I L l lorsque p est infé
rieur à un nomhre positif r. 

· Lo�'l'?e cp varie de zêt-o à 2 ,r, le trinome

a cos2 'I' + 2 b cosi sin 'I' + e sin2 (? 

conserve un signe constant, puisqu'on a sopposé 62
- ac < o. 

Soit m le miniinum· de sa valeur absolue. Pour. tout point pris à 

l;intérieur d'un cercle de rayon inférieur à r et à !, ayant pour 

centre !'origine, il est clair que le coefficient de p2 ·ne peut s'an-

( ') II ne peur exister · plus de deux brancbes de courbes passant par un point 
double. Suppo�ons, en elfet, que l'équation de ta courbe soit de la forme ( 25 ), le 
coef6cie.t e 11'étant pás aul; ,;,n peut tonjours '5atisCaire à cette_conditioo par un 
choix convenable des axes de coordonnées. Si cette équation admett.iit trois 
ra�incs y_., y,, y., tendant ven zéro axec x, l'équation f'r(x, y) = o aurait au 
moins deux racines tendant aussi yers ,i;éro avec x, d'apres le théorême de Rolle. 
or;•cetteéquation eatdela forme 2l,:,;,+2cy+(.x,y)=o, l�s deux fonctions 
cp (x, y) et cp�(x, y) étant nulles poúr x = y = o. Doôc cette équatíon adrnet 
u»e racine et une seule tendaot Y.ers iêro avec x ( u• 32). 
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nuler; l'équationF(x,_y)=o n'admet dooc pas d'autresolution 
que p = o à l'intérieur. de ce cercle. 

Lorsque- b� - ac = o, les deux tangentes au .point dou.ble sorrt 
v�nnes se confondre, et il y a eo général deox b�-imches de conrbe 
tangentes à une même droite, et íormant un rebro11ssement. 
L'étnde complete de ce cas �ige une discussión tres délicate qur 
sera faite pfus tard. • Observons seulement que la variété des cas 
po�sibles pour fa forme de la courbe est heaucoup p!us grandeq_ue 
dans les deu-x cas déjà examinés comme le montrent lés exemples 
suivants. 

La courbe y2
= x' presente à l'origine un poiot de rebrousse

ment. de premiere espece, avec deux branches de courhe tan-
- gentes à l'axe des x, situées de part. et d'aulre de ceu.e tangente,
et à droit.e de Oy. La. co�rbe y2 ____. :a x2 y + :r;4 - x5 

= o présente
un rebroussemenl de seconde espece; les deux hranches de courbe
tangentes à J'axe des x sont situées du même cõté de la tangente.
L'équation nous donne, en effet,

" 
y =:z:!+x•, 

et les deux nlenrs de y sont de même srgne lorsque :r; est tres 
petit, mais ne sont réelles que si x est posilíf. La courbe 

prétente deux branches de courbe n'offrant rien de partinlier, 
tangentes l'une et l'autre ú l'origine . à l'axe des x. 0n tire, en efFet, 
de cette équation 

3r�±r•ví="xt
y = ' l + zS 

1 

et les h'ranches ohtenues en prenant succcssivement les deux signes 
'devant le radical n'ont aucune singularité à l'origine. 

'11 peut aussi se faire que la courhe se com pose de deux branches 
confondues, cornme c'est le cas pour la courbe représentée par 
l'équation 

F (.x, y) = y2- 2.x'y + x• = o; 

lorsque le point ( x, y) ·se meut dàns le plan, ie premier mcmbre 
-F (.e, y) s'annule sans changer de signe. 

Enfin, il peut aussi arriver que le poin't ( x0 , y0) soit un point 

/ 
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do�ble is olé; e' esl ce qui. ãrrive pour l� courbe y2 + x4 + y' = u., 
<lont l'origine e;;t un póint douhle isolé. 

4-3. 'l>oints coniques d'une •urface. - Un poinl M0 d'une sur
face S, représentée par une êqualion F ( x, y, .z) ±::: o, est un point 
singulier de ceue · surface, si les coordonnées x

0
, y0, zo de ce 

point annulent les trois dérivées du premicr ordre F�, .F;, F�. 
Supposons qu'on ait transporté -!'origine des coordonnées en ce 
point, et conservons les mêmes hypotheses qu'au paragraphé pré
cédent relatiN"ement aux dérivées clu second et du troisieme ordre 
de F(x, y, z) dans le voisinage de l'orig_ine. L'équation de la -�ur-
face est de la forme · 

(28) F(x,y,z)=a1 x2 +a1y1 +a3 z2 

+ 2l>,yz + 2 b2 zx + 2b3 a;y + Q (x, y, z) ::o: o,

a�, a2, • • •  , bs étant des constantes non toutes nulles et Q(x,y, .z) 
un polynome homogêne du troisieme degré en x, y, z, dont les 
coelficients sont eux-mêm.es des fonctions de x, y, .z qui rest.ent 
finies dans le domaine de l'origi.nt:. 

La nature du point singulier dépend avant tout de la naiure du_ 
cône (T) représenté par l'équation 

Supposons d'abord ce cône réel et indécomposable, et soient G 
et. G' deus. génératrices quelconques de ce cône. Si l'on fait une 
transformation de coordonnêes de façon à prendre ces de·u génê
ratrices pour axes Ox, el Oy, l'équation (28) est remplacée par 
une équation de même forme, ou les coefficients a1 et a2 seront 
nuls, le no11veau coefficient b3 n'étant pas nul [ sans quoi le 
cône (T) se décomposerait en deux plans]. 

La section de la surface S par le nouveau plan des xy est donc 
représentée par une équation de la forme ( 25'); d'aprés ce que 
nous avons vu, cette section se compose de deux hranches de 
courbe passant par !'origine et tangentes respectivement aux 
deux génératrices G, G'. L'aspect de la surface dans le voisinage 
du point singulier est donc analogue à l'aspect qu'offrent. les deux 
nappes d'un cône dans le voisinage du sommet; d'ou le nom de 
point coniqu,e donné à ce point singulier. 
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Lorsque l'équation ( 29) repr.ésente un côn� imaginaire indé
composable, le point O est un point singulier isolé de la sur
face S. On peut décrire de ce point comme centre une sphére de 
rayou assez petit pour que l'équation F(x, y, z) = o n'admctte 
pas d'autrc solution à l'inté"ricur que x = o, y = o, z = -o. 
Soient M un point voisin de l'origine. p sa distance à l'origine, 
,:. ;3, ·; lPs cosinus dirccteurs de la droite OM. En remplaçant x,

,,·, .z par poi, p(3, py, la fonction F(x, }', z) devicnt 
F(x, y, z) = p'(a,a.t+ a, ;3• + ... + ?.b3 ::i� + p L), 

le facteur L conscrvant une valeur finic lorsquc p tend vers zéro. 
Puisque l'équation ( 29) représente un cône imaginaire, Ie polJ
nome 

ne pcut s'annulor lorsque le point O!, '3, -y décrit la sphére d<' 
rayvn un ayant pour cent;c !'origine; désignons par m une limilc 

- inférieure de la valeur absolue de ce polynome. Soit, d'autre part,
H une limite supérieure de la valeur absolue de L dans le voisinage
du point O. Si de ce point comme centre avec un rayon moindre
qne !:!. nous décrivons une sphere, il est clair que le coefficicntn,. 
de p1 dans l'cxpressiou de F(x, y, z) ne peut s'annuler à l'inté
rieur rlP cettc sphére. L'equation (28) n'admet donc pas d'autre
solutioo que p = o.

Lorsq11CJ l'équation ( 29) rcprésenle un s:_rstéme de deu-x plans
réels et distincts, il passe par le point O deux nappes de surface
dont chacuoc est tangente à l'un de ces plans. Certaines surfaces
présentcnt une ligue de points douhles ou 1c cônC' des tangentes se
décompose en deux pinos. Cell('. ligoe est une conrbe douhle de
la surface, suivanl laquellc deu:x nappes distinctes se traversent
mutuellcment. Par exemple, ll' cercle représenté p111· les deux
,\q1..atious z = o, x2 + y� =---= 1 est une li!!;ne douhle de la surface
qui a pour équattou

:;\ + -, z' (x' + _v! )-(..1.-t + y'-1 )'=o, 

Lorsque l'équation ( :>.!)) rcprésentc un systéme de deux plans 
imaginaires conjugés ou un plan douhle réel, il faut dans chaque • 
c,1s particulier une discussion spéciale pour etudier la forme de la 



106 CHAP11'RI! Ili. 

surface au voisinage du poinL O. La discussion que nons venons 
de faire se retrouve daos l'étude des maxima et mínima. 

44. Maxima ei minima dea fonciions d'une variable. :- Soient
f (:r) une fonction continue dans un Ílltervalle ( a, b) et e un point 
de cet intervalle. La fonction /(x) est maiimum ou minimum 
pour x·= e si 1'on peut trouver un nombre positif l'l assez petii 
pour que la différence / ( e + h) -/ (e) conserve un signe constant 
lorsque h varie de - l'l à+ l'l• �i cette différence est positive, la 
fonction/(x) est plus petite pour x= e que pour les valeurs de x 
voisines de e; elle passe donc par un minimuru. Au contraire, 
lorsque la ditférence / (e+ h) -/ (e) est négative, ia fonction est 
maximum pour x = e.

Lorsque la fonction / ( a-) admet une dérivée pour la valeur e de 
la variable, cetto dºérivée doit être nulle. En effet, les deux quo
tients 

j(e+h)-j(e) 
h 

' 

/(c-h)-j(c) 
-h ' 

qui ont la même limite /' (e) lorsque h tend ,,ers zéro, sont de 
signes différents; il faut donc que leur limite commune f'(c) soit 
nulle. Inversement, soiL e une racine de l'équation /' ( .r) = o, 
comprise entre a et b; supPosons, pour prendre le cas général, 
que la premiere dérivée qui n'est pas nulle pour x = ,. est la 
dérivée d'ordre n, et que cette dérivée est continue dans le vois� 
nage de la valeur e. La formule générale de Taylor doone ici, eu 
se limitant au tP.rme de degré n, 

h" /(e+ h) - /(e)= ---/111) (e+ 6h),
1.2 • . . n 

cc qui peut encore s'écrire 
/(c+h)-/(c)= 

Jt,11 1 

•) f /1")( e)+ , 1,
'- -· •. li 

e étant infinimenl petil avec h. Sôit l'l un no111brc positif tel que, 
.e' variant de e - Yl à e+ Yl, la valeur absolue de e soiL moindre 
i[ue l.f'"1(c)I; pour ces valeurs de .i-,j<11 l(c) + E ale même signc 
que /111 ! (e) et, par suite, /(e+ h) -f (e) a ll'l signc de h 11f"t1 ( (' ). 
Si n est impair, on voit que cette diflercnce change de signe 
avec h; il n'y a ni 111aximum oi mioimum poür :e=(·. Si n. <'SL 
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pair, /(c+/i)--/(c) ale même signe que.ft 11l(.c), que h soit 
posiLif ou négatif; la fonction est minimum si f, 11 1 (e) est positif, 
et maximum si pni (e) est négatif. Én rés'cimé, pour que la fonction 
soit m.aúmum ou mioimum pour z = e, il faut et il suf6.t que la 
premiere dérivée qui ne s'annule pas pour z = e soit d'ordre 
pair. 

En langage géométrique, les conditions précédentes signifient 
que la tangente à la courbe y . J(x) au point A d'abscisse e ·est 
parallele à Ox et, en outre, que le point A n'est pas un point 
d'inffexion. • 

.ft5. Fon�ÍODJ de d81D: variables. - Soit z =f(x, y) une fone
tion continue de deux variabl&s :c,.Y, lórsque le point :M de coor
données ( x, y) reste à l'"mtérieur d'un domaine D, limité par un 
contour C. On dit que cette fonction /(x, y) est minimum pour 
un point (x0 , y0) de D lorsqu'on pent trouver un nombre 
positif 11 tel q.u'on ait 

A =/(xo+ h, yo+·k) -/(xo, 'yo) ?,o 

pour tous les systemes de valcurs des accroissements h et k, 
moindres que 11 en valeur ahsolue, et le maximuni se définit de la 
même façon '( ◄). Si l'on considere pour ua moment y comme con
stant et égal à )'o, z devient une fonction de· la seule variable x et, 
d'apres le cas que nous venons d'étudier, la. différence 

f(xo+ h, Y•) -/(:ro, Yo) 

ne peut coQserver un signe constant pour les petites valeurs de h 

( 1) Si l'on exclut le signe = dans les con.ditions d. ;;;: o ou a $ o, on dit que l'on
a un maximum ou un ininimum au. seru itrict; mais, si l'egalilé d. = o peu1
subsister. pour certàioes valeurs de h et de k inférieures à 1\ en valenr absolue, aossi
petit que soit 11, on a no maximum ou un mioimum au sem large. Considéroos
la surface S représentée par l'équation :& = / (x, y), l'axe Oz étant vertical; les
mn.ima ct les mínima de/ (x, y) correspoodeot aux sommets et aux/onds de Ia
surface. Uo maxi'!lum ausens strict �orrespood à uo aommet isolé, mais ces points
peuvent former des lignes ·sur la surface. Si l'oo prend, par exemple. uo tore donl 
l'axe est vertical, les parallêles extremes for111eot uneligne de maxima et une ligne 
de minima au s·ens large. 

Les conditions tJ/ = o, ,Z. = o sont aussi uécessaires pour qu'uo point ( a, b) 
"ª vv 

corre�ponde à un max,mum ou à oo mioimum au seni large. 

, 
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que si la dérivée jf esl nnlle pour x = . .t·.,, y = y0; on démontre
de la meme façon que ces valeurs doivent aussi annuler •?/, de 

,Jx sorte que les systemes qui rendent la fonction/(.1·, y) maximum
ou minimum doivent être cherchés parmi les solutions des deu'l.
équations simultanées

,){ 

d�-= o,

'U°=n.
,�,-

Soit x = x0 , ;· = y0 une solution. de ces deux équations. Nous
supposerons que les dérivées pnrtielles du second ordre de/(.1,y)
sont continues .dans le voisinage des valeurs .2·

0 , y O et nP. sont pas
loutes nulles pour :r=xo , y=y0 , el que les dériv.ées du troi
siémc ordre existent. La formule de Taylor nous. donne
(3o) 6. = /(xo+ !t, y., + k) -f(:i:t1, Yo) 

- - h•-· + ·• hk--·-+ k� -·- + - h - + k-'--- .,·,�'J1,., ( 1Pf ,P( ,J'l) '( J/ ,)/)•·" - 1. :.> d:i: � - dx0 dyo ,)yi\ f\ 1)_1- ,� 1 '• _ fJ(·' 

ppur les vnleurs de lt et de k, voisines de zéro, c'est é\·idemment
le trinome

,J2 r Jt;· ,J2 llt• - + 2 hk--- + k• -· rJ.rii 1l.ru ºYo ,Jy,� 
qui Jonnc son signe au second membre, et. l'on prévoit que la
discussion du signe de ce trinome va jouer 11n rôle prépondc:rant.

Pour qu'il y ait ma:x.imum ou minimum pour J; = .r.,, y-=-= _ 1·,11 il faut et il suffit que la différence .:l conserve un signf' constnnl
lorsque le point (..1·

0 
+ li, y0 + k) reste compris à l'intfrienr d'un

carré assez petit ayant pour centre le point (.r�, y0 ). CettP diffé
reucc .i conservera clone aussi un signe constant lursque le
point ( :r., + k, _1·., + /,) restcra à l'intérieur d'un cercle de rayon
assez petil de centre (.t·,,, }'o), el inverscmeut; car on pe11L rem
placer un carn': parle cercle in:.urit et réciproquement. Soil clone C
un cercle de rayon r décrit <l11 point (.r,,, Yv) co111111e cenlrt-: 011 

obtient tous les points iutérieur:. à ce ceI'cle en pus:rnl
f.=�,siH�, 

ct foisant ,arier � de o à 2n, et ? de - ,. ú + r. On �•ourrait
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même se contenter de donner à p des valeurs positives, mais il 
vaux mieux, pour la suite, ne pas introduire cette restriction. En 
faisant cette substitution dans A, il vient 

en posant 

! ' 

À=� (A cos1 9 + ctB sin9 cos;, + Csin1 9) + � L, 

d•f A= -J •' 
t Xo 

L étant une fonction dont il, est inutile d'écrire l'expreuion déve
loppée, mais qui conserve une valeur finie dans le voisinage du 
point (.xo, y0). Cela posé, nous avons plusieurs cas à distinguer, 
suivant le signe de R:i - AC. 

Premier cas. - Soit B1 - AC> o. L'équation 

admet deux racines réclles en tang<p, et le premier memhre esl la 

difl'érence de deux carrés, de sorte qu'on peut écrire 

À= f f a (a cos9 + b sin9 )'- � ( a' coscp + b' sin,p) 'J + � L, 

oú 
:i.> o, �> o, ab' - {,a' ,é o. 

Si l'on attribue à l'anglc <p une valeur Lelle qu'on ait 

acoscp + bsincp = o, 

A sera négatif pour les valeurs infiniment petites de p; au con
Lraire, si l' on prend pour q> un angle tel que a' cos <p + b' sin <p = o. 
4 sera positif pour les valcurs infiniment petitcs de p. Jl est donc 
impossible_de trouver un nombre r tel tjUe la différence A conserve 
1m .�igne constant lorsque la valeur absolue de p est inférieure à r, 
quel que soit l'angle cp. La fonction j (x, y) n'est ni maximum,

ni minimum, pour ,,1; = Xõ, y =y0 • 

Deuxieme cas. - Soit B 1 - AC< o. Le trinome 

ne s'annule pas lorsque q, Yarif' de o à 21t. Soit III une limite infé-
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rieure de sa valeur absolue; soit, d'autre part, H une limite supé
rieure de la valeur absolue de la fonction L dans un certain cercle 
de ·rayon R et de centre (x0, Yo)• Désignons par r un nombre 

positif inférieur à R et à \t; à l'intóricur du cercle de rayon r, Ia 

différence i:1. aura le même signe que Ie coefficient de p 2, c'est- · 
à-dire.que A ou C. La fonction f(x, y) est d,onc maximum ou 
minimum pourx=xo,y=yo. 

En résumé, si au point x
0

, y0, on a 

( <Jl f )i <}! f <}i f--- -- ->o 
dx0dy0 dxl dyl ' 

il niy a ni maximúm ni minimum, Si l'on a 

( d/' )' dtf dt /
-- ---<o 
dxodYo oxi oyi ' 

il y a maximum ou minimum, suivant le signe des deux déri

vées �
s
�, � � • II y a ma:ximum, si ces dérivées �ont négatives,ux0 uy0 

minimum si elles sont po·sitives, et l'on remarquera qu'on a un 
maximum ou un minimum au sens strict.

46. Étude du cas ambigu . -, Le cas o'\l B2 
- AC= o échappe

à la discnssion précédente. La Géométrie montre bien à quoi tient 
la difficulté du probleme dans ce cas spécial. Soit S la surface 
représentée par l'équation z =/ ( x, y); si la fonction / ( x, y) est 
maximum ou minimum en un point ( x0, y0 ), dans le voisinage 
duquel la fonction et ses dérivées sont continues, on doit avoir 

df 
1Jx0 

= o, 
df --o

dyn - ' 

ce qui montt·e que le plan tangent à la surface S .au point M
0 

de 
coordonnées (x0 , .'l'o, ..;0 ) doit etre parallele au plan des xy. Pour, 
que ce point corresponde à un maximum ou à un minimum, il 
faut en outre que, dans le voisinage du point M

0 , la surface S soit 
. tout entiere d'un même côté du plan tangent, et l'on est ainsi 
ramené ii l'étude d'une surface par rapporl à un plan tangent dans 
les environs du point de conla<'t. 

lmag-inons qu'on ait transporté l'origine au point de eontact; le 



li. - 'POINTS SINGULIERS. - MAXIMA ET MINJMA. 111 

plan tangenl étant le plan des xy, l'équation de la surface est de 
la forme 

a, b, e étant des constantes, a, f), r, ô des foµ.ctions de x, y qui 
restent finies lorsque x et y tendent vers ,zéro. 

Pour savoir si la surface S est située tout entiêre d'un meme 
côlé du plan des xy dans le voisinage de }'origine, il suffit d'étudier 
l'intersection de cette surface par le plaó. des xy. Or cette inter
section est représentée par l' équation 

(32) 

et présente un point doublc à }'origine des coordonnées. Si b2 
- ac 

est néga.tif, l'originc est un point double isolé (n° U) et l'équa
tion ( 32) n'admet pas d'autre solution que x = y = o, Jorsque le 
point (x, y) reste à l'intérieur d'un cercle C de rayon assez petit r, 
décrit de l'origine comme centre. Le premier merobre de l'équa
tion ( 3�) conserve un sigo e constant lorsque le point ( x, y) se 
meut à l'intérieur de ce cercle. Tout les points de la surface S qui 
se projettent à l'intérieur du cercle C sont donc situés d'un même 
côté du plan des xy, sauf l'origine. C'est le cas ou la fonc
tion /(x, y) présente un mu.imum ou un minimum. La portion 
de la surface S voisine de Forigine esl analogue à une portion de 
sphere ou d'ellipsoi'de. 

Si b2
- ac > o, l'intersection de la surface S par le plan tangent 

présente deux branches de courbe distinctes C 1 , C,, passant par. 
!'origine; les tangentes à ces deux branches de courbe à l'origine 
sont représentées par l'équation 

axt+ 'J.bxy + cy•= o.

lmaginons un poínt ( x, y) mobile dàns le voisinage de l' origine; 
lorsque ce point traverse une des branches de courbe Cc, e�, le 
premier :memhre de l'équation ( 32) change de signe en s'annuJant. 
On a donc, en atlrihuant à chaque rég.wn du plan voisine de l'ori
gine le signe du premier membre de J'équation ( 32 ), une disposi
tion analogue à celle de la figure 4. Parmi Jes point.s de la surface 
qui se projettent sur le plan des xy, à l'intérieur d'un cercle ayant 
pour centre l'ori1?ine, il y en a toujours au-dessus du plan des xy 
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et d'autres au-dessous, quelque petit que soit le rayon de ce ccrcle. 
La surface est disposée par rapport à son plan tangent comme un 
hyperbolo1de à, une nappe ou u11 paraholo'ide hyperbolique. La 
fonction /(x, y) n'est ni maximum ni minimum pour !'origine. 

Lc cas oú b? - ac = o est précisément le cas ou la courbe d'in-

Fig. 4. 

JI 

.r 

tersection de la surface par son plan tangent présente un poinL d� 
rebroussement à !'origine, cas dont nous avons réservé l'étude. Si 
l'intersection se compose de deux brancbes distinctes passant par 
!'origine, il n'y au1·a ni maximum ni minimum, car la surface tra
verse encore son plan tangent. Mais, si !'origine est nn point double 
isoló, ou si l'intersection se com pose de deux branches confondues, 
la fonction / ( .x, y) sera maximum ou minimum, et, dans le dernier 
cas, on aura un maximum ou un minimum au sens large. 

Pour reconnaitre dans leque! des. deux cas on se Lrouve, il faut tenir
compte des valeurs des dérivées du troisiême ordre et du quatricme ordre,
et quelquefois des dérivées d'ordrc plus élevé. La discussion suivante, qui
est d'ailleurs suffisante le plus souvent dans la pratique,. ne s'applique
qu'aux circonstances les plus générales. Lorsque l,� - ac = o, on peut
l'crire l'équation de la surface, en poussant le développemeut de Taylor
jusqu'an-.:: termes du quatricme ordre,
(33) z=f(.-i:,y)=A(:.csinw-ycosw)�+:p3(x,y)+ - ,r

-;;-
+y-:,- e.�,i ( dj <lf)< 1 

·d ,,;r "Y a, 

ct 11011s supposerons, pour fixcr les idties, A. > o. Pour que la surface S soit
tout entiere d'un même cóté du plan des :r: y dans le Yoisinagc de !'origine.
il est nécessaire que tollte, les courbcs d'intersection de cette surface par
des pinos passnnt p�r O:; soient d'un même côté du plau :cO.r dans les 
en\'irons de l'orii:i1rn. Or, si nou� coupo1\s la surface par le plan

,. = :r: tan" ,:; 
•. õ • ) 
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l'é•1uatiou de la courbe d'ii1tersection s'obtient en posant dans l'équation (33) 

:r =? cosq;. y = p sin9 

(les axes étant Oz et la trace du plan sécant sur ;rOy), ce ,yui donne 

z = Ap1(cosf sintr> -cosw sin9)�+ Kp!+ Lp•,

K ·désignant un coeíficient indépendant de p; si l'on a tang hlGtang 9, z sera 
positif póur les valeurs infiniment petites de ?· Toutes ces se'ctions sont 
donc au-dessus du j>lan des xy dans le rnisinage de !'origine. Coupons 
maintenant par le plan 

y=xtangw; 

si la \aleur correspondante de 1, n'est pas uulle, le dé, eloppement de ;:; 
est de la forme 

et change de signe a,ec f'· II s'ehsuit que la section de la surface par le 
plán precédent présente un point d'inflexion à !'origine et traverse !e plan 
des :cy; la fonction /(x, y) n'est donc ni maximum ni minimum à !'ori
gine. C'est ce qui a lieu lorsque la section de la surface par sou plan tao
gent presente nn point de rebroussement de premiere espece, comme par 
e"em pie la 5urface 

z=y•-x3• 

:,,, pour la section considéree, on a h. = o, ou poussera le de,eloppe
ment jusqu'aux termes du quatrieme ordre, et l'on aura pour zune expre:,
síon d,· la forme 

;;=?'(K,+,·J. 
"' .:taut une constante donl il serait facile d'a,·oir l'exp,e�sion au moyen 
Je, déri,ées du quatrieme ordre; nous supposerons que ce coeffieient n'esr 
pa, nul. Pour des valeurs infiniment petites de;;, z a le signe de K1 ; si K, 
e,t négatif, .la section est au-dessous du plan des .-r:)' dans le voisinage de 
!'origine. fl n'y a encore ni maximum ni minimum pour z; c'est ce qui a 
l,eu, par exemple, pour la surface ;; =y!- :i: 1

, .dont l'intersection par le 
p!an eles :r:y se com pose des deux para boles y =±,e•. On voit donc que. 
,i l'on n'a pas i1 la fois K = o, h 1 > o, il est inut ile de pousser le calcul 
pl11, loin: on peut aflirmer <rue ln ;urface tra\-erse s011 plan tangent dans 
lt.• , oi..,inage de l'origine.

Lorsqu 'on a en même tem ps K = o, 1, 1 > o, toutes .les sections de la sur
fa,;e p:ir des pl:ins passant par O:: sont au-dessus du plan des xy dans le 
vüisinage de !'origine .. \fais cela ne suffit pas pour pouvoir affirmer que la 
,uríace ne tra,·erse pas son plan tangent, com me le prou,·e !'exemple ( 1) 
,.lt: la surface 

;; = <.r - .r') (y - :>.x'), 

( 1, Cet exemple. géoéralemeut attrilrnê à Peano, était donné par Bouquet dans
-,>o Cours à la Sorbonne, en 18;6.

CUIJIU•AT. - 1, 8 
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qui coupe son plan tangenL suivant deux paraboles dont l'une •est inté
rieure à J•autre. Pour que la surface ne traverse pas son plàn tangent, il 
faul en outre que, si l'on coupe cette surfa.ce· par un cylindre queleonque 
ayant ses génératrices paralleles à O z_ et pusant par 0.z, la courbe d'inter
section soit au-dessus du plan des :xy. Soit y = :p(:x) l'équation de la trace 
de ce cylindre sur le plan des :xy, la fonction :p(:r:) étant nulle pour a:= o; 
la fonctiÕn F( a:)=/[ a:, :p( a:) J doit étre minimum pour a: = o. quelle ,,ue 
soit la fonction :p (a:). Afin de simplifier Jes calculs, je supposerai qu'on a 
choisi les axes de coordonnées de façon que l'équation de ta surface soit 
de la forme 

z = A y2 -+-: :Pa (a:, y) + ... , 

ou A est positií; avec ce systeme d'axes, on a pour !'origine 

rJ/ 
=O rJ:r:o . ' rJJ. 

rJyo 
= o

, 
1Ji/ 
d:r: 3 = o, 1)'f --- =o,dx,. dyn 

J•f -, • >o. 
f.'.)' o 

Les dérivées de la fonction F(:x) ont pour expressiou 

F' (x) = 

df + �[_ '?'(x) da: dy 

,Jif o• f ,1:1 f rJl F' (x) = - + 2 -·- '?' (x)+ -· :;,'t(.x) + "- -"(x) dx.' da: dy ,Jy• ,)y 1 ·'

F�(x)= vJj +3 a3J o' (.x)+3 ,J3f :p'1(x)+ rJ3/
:p

'ª<.i·)
d:r:3 dx2dy • d:z: dy1 rJya 

+3 Jtf ,-,'(x)+J ai/ ,-,'o' + r}f Q"'(..r) 
dx ay T ,Jy• T • 

,Jy . . ' 
<)• f ,J•j tJ•f u'f '" ,. F"(:r:)=-· +4-- '(x)+ti--- ':t+t.--:::.·�+-'- :p'• da:• dx3dy :;> d:r:1dr :p "da: dy1 • dy� 

(j ,)3 / • ,)3 / '-• ,. tfJ_f 'I • + 
da;1dy '? 

+ 12 dx rJyt :p ,, 
+ 

'' rJy3 :p :p 

+4 dl/ o'"+ rJt /(4Q'o'"+3C1>'1)+d/ :::."(x)· dx dy ' dy:t ' ' · dy ' ' 

pour x = y = o, ces formules donnent 

F'(o) = o, 

Si :p'(o) n'est pas nul, la fonction F(.x) préseute bien un minimum 
pour a: == o, ce qui était facile à pré,·oir d'ap,·es la discussion vrécédente. 
Si l'on suppose :p' (o) = o, il Yient 

F'(o)=o, F'(o)=o, F'"(o)='J:!,.
1:, 

{ .Xô 

d•f u-1 f ,}I f Fn·(o) = -+ li--· - :::.'(o)+ 1---'. [;,•(o))';d.x; QZõ dyn ' U.Yõ · 
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pour que F, ( x) soit minimum, il faut que :i soit nul, et en outre que �e 
trinome du second degré en ,'(o) 

rJlj dªf -· (}2/ • 
rJ---:--. + 6 d----:r-d .,. ( o ) + 3 rJ-"i [ 'i' (o)]'
Xo Xo Ye YG 

soit positif, quelle que soit la valeur de <p'( o). 
[I est facile de vérilier que ces conditions ne sont pas satisfaites pour la 

fonctioo considérée tout à l'heure z,= y2
- 3x2y + 2x1

• tandis qu'elles le 
'sont pour la fonction z = yt+ x1

• li est évident, en effet, que cette ·derniere 
surface est tout. entiere au-dessus d� plan des xy. 
. Je ne pousserai pas plus loio la disenssion, ,qui exigerait, pour être 
rendue absolument rigoureuse, des cousidérations fort délicates, et je 
renverrai le lecteur désireux• d'11pprofon<l.ir ce sujet à un important 
Mémoire de M. Ludwig Scheffer, dans !e Tome XXXV des Math<:rnatische 
Annalen. 

47. Fonc�ions de �ois variables. - Soit u =/(:e, y, z) une
fonction continue des trois variables x, y, ·z. On dit encore qu'elle 
est maximum ou minimum pour un systkmà de valeurs x0 , y0, z0 

lorsque la différence 

11 =f(x.,+ li, )'o+ k. z.,+ /)-/(3?,o, Yo; zo). 

conserve un signe constant pour tous les systemes· de valeurs 
de h, k, l, moindres en valeur áhsolue qu'un nombre positif Yl suffi
samment petit. Si l'on considere une seule des trois variahles x, 
y, z commE: ayaot reçu uo accroissemen�, les deux autres variables 
étant traitées com me des constantes, on voii comme plns haut que u 
ne peut être maximum ou minimum que si l'on a à la fois 

dj tJf df 
dxo 

= o. d_Yo = o, d;o 
= o,

en admettant, bien entendo, que ces dérivées sont continues dans 
le v:oisinage des valeurs x0 , y0 , z0• Supposons qu'on ait troµvé 
uo systême de solutions de ces trois équations simultanées, et 
soil Mo le·point de l'espace de coordonnóes (x0 , y0, ze)- Il y aura 
maximum ou minimum si l'on p_eut trouver une sphêre de 
centre Mo, telle_que/(.x, }', z)-f(x0 , y

0, .z:0 ) conserve tm signe 
constant lorsque le point x, y, z reste à l'intérieur de cette sphêre. 
Représentons les coordonnées d!un point voisin de M0 par 

.,· = }',, + p�, Z=Z 11 +py, 
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oc, (3, 'í étallt liés par la relation a2 + /32 + y' =,, et remplaçons 
x - .x,,, y- y,)I .z - z 11 par poc, p(3, pr, dans le développement 
de f(x, y, .z) par la formule de Taylor; il vient 

� = �"(?(,:,. �:l, y)� pL], 

q> ( a, (3, y) désignanl une forme quadratique en a, (3, y dont les
coefficients sont les dérivées du second ordre de /(x, y, z) et L
une fonction qui reste finie dans le voisinage du point M

0
• Cette

forme quadratique peut s'exprimer par une somme de trois carrés
de fonctions linéaires distinctes de a, (3, y, multiplíés par des fac
teurs coustants, en n"égligeant 1c cas exceptionnel ou le discrimí
nant de cette forme serait nul. Soit

;>(o:,�' y) = n:P•+ ,lP'•+ a"P"t; 

si les trois coefficieuts a, a1
, a" sont de même signe, la formt• 

quadra tique cp ( a, (3, y) reste supérieure en valeur absolue à un 
certain mi.ninmm lorsque le point a, (3, y décrit la sphêre de 
rayon un, ayant ponr centre !'origine. et par conséquent J. con
�erve le sígne de a, a', a" lorsque p est inférieur á une certaine 
limite. La fo0:ction / (.x, )', z) est donc muimum ou minimum. · 

Si les trois coefficients a. a', a" ne sont pas de meme signe, il 
n'y a ni marimum ni minimum. Supposons, por exemple. a><•, 
a'< o; prenons pour a, (3, y des valeurs sntisfaísanl aux rela
tions P' = o, P" = o. Ces valeurs n'annulent pas P, et 4 �era 
positif pour les petites valeurs de p. Si l'on prend au contraire de� 
valeurs de oc, �. y vérifiant les relations J> 

= o, P6 
= o, A sera 

négatif pour les petites valeurs de p.
La méthode est la même, quel que soit le nombre des vnriable� 

indépendantes; c'est toujours la discussion d'une forme quadra
tique qui joue un rôle prépondérant. Dans le cas d'une fonction 
de trois variables seulement u =f(x, y, z), on peut remarquer 
que la question revient à étudier la nature d'une surface daos le 
voisinage d'un point singulier. Considérons, en effet, la surface l 
qui a pour équation 

F(.r, y, .=) =.f(.c. y. �)-f(.i·0, )"o,::,,)= u; 

cette surface passe évídemment par le point M 11 de coordonnees 
(.-i:0 , y01 .Zn) et, si la fonction/(x,y, ::) est maximum ou minimum. 
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ce point M., est un point singulier de I. Cela posé, si le cõne des 
tangentes en M., est imaginaire, on a vu que F(x, y, z) conserve 
nn signe constant à l'intérieur d'une sphere de centre M0 et de 
rayon assez petit; il y a ·effectivement maximum ou mínimum 
pour /(x, y, z). Mais si le cõne des tangentes est réel, ou se 
décompose eu deux plans réels et distincts, il y a plusieurs nappes 
de surfacc passant au point Mo, et F(.v, y, z) change de signe 
lorsque le point (x, y, z) traverse une de ces nappes. 

i8. Distance d'un point à une surface. - Soit à trouver les valeurs 
maxima et minima de la distance d'un point fixe ( a, b, e) à une surface S 
représentée par l'équation F(x, y, z) = o. Le carré de la distance 

n = ,1, = ( x - a)� -+- (y - b )2 + ( .: - e )2 

est une fonction de deux variablcs i11<lépendantes seulement, x et y par 
exemple, si l'on considere z comme uni fonction de x et y délinie par 
l'équotion F = o. Si u est roaximum ,111 minimum pour un point (x, y, .:;) 
de la suríace, on doit avoir pour les coordonnées de ce point 

1 iJu . ,Jz 

:; d.i: = ( .r - <t) + (:; - ,. ) ,J.,· 
= o,

1 ,Jn ,!::. 
- )- = ' y - ,, ) + ( z - ()) 

r)
- = o ;�,.v y 

d'3utre part, de l'équation F = o on tire 

,)}<' ,)F ,J::;
,D· + ,,-; iii. = ()'

d les relations precedentes devii:nnent 

,),,. ,Jv 

,JF ,Jfi' ,J::; 

,�y + ,)= ,�y = o, 

,) ::; 

,.., ,1ui 111(,nlr,• qu,' la 11nn11ale ú ln 5urfoc1· !-- au point (.r, .Y, ::;) pa,,e par 
le point (a, b. e). Lcs l'"inr, ,-hcrchcs sont donc, cn laissant de rutc' le
points si11g11licrs Jc la ,urfar,• :-;, le,; picds rles 11ormales ,1baisôJes du 
JIOint (a, b, <") sur la ,urfare .,. l'our cxamirier si un de ce, poi111, n:pon<l 
Pffccti1cmcu1 ;", "" n,axi,1111111 »u i1 11n mi11immn, nous pre11dron, cc point 
pour 11ri,:ine el lt- J1la11 1,111�•·11L puut· pl.111 J,·� .1y, de fnçon que lt: point 
<1 .. 11n,' ,oit -ur l";,xc ú :.. l.a fun\'ti1111 ú úudier 1:-1 ,dor; 

IJ ::_;.. ,•-:.+ ,r:.!- (:, -- 1;}-!, 
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z étant une íouction /(x, y), «JUÍ est nul!e ainsi que- !es dfri-,ées du pre
aúer ordre. pour .:e= J' = o, E.o. déaj.gnant pu r, s, t les dérivées partielles.
du second ol"dre d·e z., on a, pour !'origine,

tft.u J;; = 2(,-c,}; 
el toul revient à é.tud/er le signe dc:1 polynorne

<ft.u 
-· =2(1-ct\ 
<Jy! "

.l(c! = c2-s'- (1 - cr�(1 � ct)= c2(s�- rt) + (r+ _t)c -1;
les racines de l'équation A( e) = o sont !Oujours réelles, en vertu-de l'iden
tité (r + ,)1 + 4(s! - rt} = 4s2 + (i- -. t)2• Cela posé, plusieurs ca-s sont
à distinguer, suivant le signe de s2- r{.

Premiu cru. - Soit 12 - rl < o. L'équ.ation A( e)= o a deux ni�ncs de
mêmc signe c1 et e,, et ·l'o·n peut �C:rire A( e) = (s1 -.rt) ( e - c1)( e - c2).
Mnrquons les points A-1 et Ai de raxe des z de coordonnées c1 et e,; ces
deux points l!Ont du même côté d,: l'orig�ne et, en supposan� ,- et t positifs,
ce qu'on peut toujours íaire, ils sont tou� les deu,;c; sur la partie pm,itive
de 0.z. Si 1e point donné A(o, o, e) est en dehors du segraent A 1 A,,
d(c) est négatif et la distance OA est maximum. ou minimwn. Pour sa-voir
leque! des deux cas se présente, il faut consulter le signe de 1 - cr; ce
coefficient ne s'annu.le que ·pour la valem· e= �, qui est compríse entre e,. r 

A ( 1 ) -<2 o . 'f ·1 d et e:, car 011 a ... ,. = :;:,: • · r, pour e= o, 1 � cr est pos1t1 ; 1 est onc
positif si le point A est du même côté que !'origine par rapport au 
segment A1 A,, et la distance OA est minimum. Elle est au contraire
maximum si !e point A est situé de l'aatre cr'\té qne f'origine par rapport
au s.egment A, A!, Si le point A est entre les poi:nts A1 et At , la distance
n'est ni maximum ni minimum. Il y a doute pour Jes points A I et A, eux
mêmes.

Deuxieme cas. - Soit sé- rt > o. Les racines e, et Ct de· .1( e)= o
sont l'une pos'itive, l'autre négati,·e, e.t les points i\, et Ai sont de part eL
d'autre de !'origine. Si le potnt A n'est pas compris entre A1 et Ai, A(c) est
positif, íl n'y a ui maximum ni mm1mum. s:• Je point A est comprís
entre A, et A2 , �(e) est négatif, 1- cr est positif, et, par suite, h1 dis
tance OA c_st rQinimum.

Troisiéme cas. - Soit s2-r/=o. On a il(c)�(r+t)(c-c 1 ). Ou
YOÍt comme LouL à l'beurc que la distance AO est minimum, si le point A
est du même oõté que !'origine par rapport au point A, de coor
données (o, o, e,), et qu'il n'y a ni maximum ni minimum si le point A,
est entre le poiut A et !'origine. 

Les points A 1 et A t jouent un rôle foodam�ntal uans l'étuclc de h, cour
burc; ce sont le� centres de courbure principaux de la surface S a11
point O.
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-i9. Ma:d�a et minimai. de11 foncUons impücites. - ll arrive 
souveut qu'on a à chercber le maximum ou le minimum d'une 
fonction- de plusieurs variables, ces variables étanl liées par ·une 
o u  plusieurs relations. Soit, par exemple, w =J(x, y, z, u) une
fonction des quatre variables x, y, z, u assujetties à vérifier les
deu:x relations

J,(x, y,z,u)=o, J2(x, y, z, u) = o. 

Considérons, pour fixer les idées, :,; et y comme deux variables 
indépendantes, z et u comme des fonctions de z et y définies 
par les relations précédentes. Les conditions pour que w soit 
ma,ximum ou minimum sont lcs suivantes : 

rJf rJf dz df Ju 
rlx + r)z da; + ;Jii, rlx = o, 11[. 

+ 
1Jf r)z + � du _ 

0
_ 

,)y r}z oy · du dy - '

d'ailleurs les dérivées partielles •�z, �u, �z, �u sont données par,,$ ,,:,: vy "Y , . 
les rda tions 

1}J1 of, dz rJJ, 1)u 
rJx + Jz ox + Ju dx = o, 
,JJ1 1JJ, dz Jf, ou --+--+--=ody ,Jz dy. 1Ju oy 

1JJ2 ,JJ, ,Jz ,JJ, J1, 
oa: + dz dx + ,Ju dx = o, 

dfi d/2 Jz rl/2 du -+--+---n
1Jy dz dy ou ,)y - ' 

l'él. • . d dz du dz du d . d J . et 1m1nat1on e :, , :. , ::, , :, con mt aux eux re ations vx </X '-'Y 11y 

( H) n (/,/,, /2) _ 1 D (j, Ji, la) _ 0 H(x, z, 1t) - >, D(y, z, u) - '

qui, jointes aux relations /1 = o, /2 = o, déterminent les valeurs 
de .x; y, z, u correspondant à un maximum ou à un minimum. 
Or les deux équations ( 34) expriment qu'on peut trouver pour À 
el /J- des valeurs telles qu'on ait 

(Vi) l 

Jf df, JJi 

,)-+ ), :,- + u. -, = o,
X ,_,a; ' f .X 

of , ,JJ, ,Jf,,. 
-,-+ ,. -, + u. 

-
) = (). ( � , :; 1 'z 

,y ' ,Jf, ,�,� - +1-- +•1.- =o
,Jy dy ' dy ' 

,Jf ' 1�/', 1Jf2 
,Ju + '· 1)u + ;1. du = º·

On pcut donc remplacer les deu:x conditions ( 34) par les quatre 
équations ( 35 ), en considérant À et /J. comme deu11. inconnues 
auxilia ires. 
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La démonstration est évidemment générale, ct l'on peul énoncer 
la régie pratique suivante : Étant donnée une fónction 

de n variables liées par h relations distinctes, 

:;:,= º· ';'t,= o. 

pour trouver les valeurs de x1 , X;, . . .  , x,. qui rendent celle 
fonction ma.úmum ou minimum, il /aut égaler à zéro lés 
dérivées partielles dé la /onction auxiliaire 

en regardant À,, À2 , •.. , Àh cornme des constantes. 

L'app.lieation de cettc regle générale peut être facilitée par certaínes 
remarques, cn paniculier dans les problcmes de maximum ou de minimum 
íournis par la Géométrie. Supposons, par exemple, qu'on demande le 
maxi1j1um de l'aire du triangle M, M, M,, dont les sommets décrivent res
pecti vement trois coud>es planes fumée� C,, r.,, r.,, distinctes ou non. 
Supposons les coordonnées d'un point de la courbe C1 exprimées en fonc
t ion d'un paramelre t1 (i = 1, ·2, 3); il est ela ir que l'airl? du triangle est 
u1w fonction F(t 1 , t,, l:1) des trois variahles indépendantes t,, t,, t,. La 

d. . JF .. l' . . . . 1 con 1t1on -:,- = o exprime que airc esl maumuw ou m1nimum orsque,
u/1 

le!i points M, et M3 restant lixes, le point :\1, �e déplace sur C, à pal'lir d,• 
�a posit1on initiale. II faut évidemment pour cela que la tangente en 1\-1 1 i,

la courbe C, soi_t parallele a\l ct.Lé M, '1 3 ; pour ln même raison, les tau
gentes aux points 1\1 ! et M3 aux cou1·bes C, et Ca doivent être parallclcs 
.iu'C côtés opposé�. Lorsqur lcs courbes C,, C!, C., �e réduisent à une même 
l'llip�e, il y a u11,: infinité de trian{{l<'S ,l'air<' maximnm; on a donc alfain· 
a uu 111uxim11m au •l!ns large. 

:iO. Remarques générales sur les maxima et minima absolus. -
Pour déterminer le maximum et le minimum absolus d'une fonc
Lion continue dans .un domaine déterminé, coniprenant ses /ron
tieres, on doit lenir compte de quclques remarques dont il est 
facile de reconnaHre l'importancc. Prenons, par exemple, une 
fonction d'une seule variable J(x), définie dans un inter
valle ( a, b): elle peul. attein<lre sa valem· maximum ou sa valenr 
minimum pour- un point inléricur r de cel iutcrvalle sans que la
dériVt)t' s'ann11ll'- Si la dérivéc .rr .1,· \ cst disi;oulinue pour X= I". 
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il suffit qu'eUe :hange de s1gne pour que la fonctton présrnte un 
maximum ou un mi::ún,··m; ainsi la fonction y = x" est minimum 
pour :e= o, et la dórivée i x -ã devient infioie pour cette valeur 
de x. Cette remarque �'étend évidemmenl aux fonctioo_s d'un 
nombre quelconque de variables. Pour fixer les idées, soit 
w =f(x, y), une fonction de deux variables x ety, continue dans 
un domaine D. Les regles qui ont élé données pour reconnaitre si 
un point ( x0 , y

0
) intérieur à ce domaine correspon.d à un rnaxi

mum ou à un minimum supposent expressément que les dérivées 
de f, jusqu'à celles du troisieme ordre, conservent des valeurs 
finies dans le voisinage de ce point. Mais il peut arriver que 1a 
fonction w atteigne son maximum ou son minimum pour un point 
( Zo, y0) intérieur au domaine D, ou ces conditiom ne sont pas 
remplies, par exemple en un point ou les dérivées J:, J; sont dis
continues ( 1 ). 

11 peut aussi arriver que la fonction·considérée at tcigne sa nleur 
max11num ou sa valeur minimum en un point de la frontiere du 

( 1) Soit, par exemple, / = V .x' + y' +;:, ( .x, y ), la foncti on ,> é ta·n l continue
ainsi que ses dérivées parlielles jusqu'au second ordre dans le voisinage de !!ori
gine. Les dérivées partielles /'x, /�- étant discontinues par .x = y = o, on ne peut 
appliquer la r�gle générale pour reconnaltre si/ esl maximum ou minimum 
!'origine. Supposons que t'on ait dans !e domaine de ce point 

'? = a.x+by+ ... , 

les termes non écrits étant du second degré au moins. Si l'on pose, comme au 
n• ,1.5, a;= p cosw, y = p sinw, il vient 

f = p (1 + a cosw+ b sinw) + p'P (p, w), 

la fonction P restant finie dans le domaine de l'origine. On voit, com me au u• 45, 
que, si l'on � a•+ b'< 1. le coef6cient de p re�te supérieur à un minimum positif, 
et f est miniml.lm à l'origine. Si a'+ b'> r, le coefficient de p change de sigoe, 
el il n'y a ni maximum ni minimum à !'origine. Le cas oü a'+ b' =, correspond 
au cas doutem,. Oo a �n exemple ioteressant en cherchant le point M d'uo plan tel 
que la somme MA+ .)18 + MC de ses distances à lrois p.;ints du plan so1t mini
mum. Si lous les angl�s clu Lriangle ABC sont inférieurs à 120•, le point &f est le 
point d'oil l'on voit les lr->is eôtés AB, BC, CA sous des angles égau:.. à 120•; si 
l'un des angles, A par exemple, cst supêrieur à no•, te point &f est Je point A 
lui-méme, el en ce poinl les d'érivees partiellcs de la fonction sont discont1nues. 
On "Vfrifiera aisément que la ré�lt- préce lente s'applique en prenanl le point A 
pour oi·igine. 
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domaine. et ce cas échappe évidemment ã l'applicat;on des regles 
générales. Supposons, pour prendre un exemple, qu'on cherct1e la 
plus courte dis'tance d'un point fixe P de coordonnées ( a, o) 
au cercle C de rayon R ayant pour centre !'origino. En prenant 
pour variahle indépendante Pabscisse x d'un point M du cercle C, 
on a 

-:!. 
dt= PM = R�+ a�-2ax. 

L'a.pplication de la regle générale conduirait à chercher les. 
racines de l'équatio� 2.a = o, ce qui est absurde. On s'explique 
aisément ce résultat en observant que, d'apres la nature de 111 ques� 
tion, la variablc z ne peut varier que de - R à + R. Si a est 
positif, d:J est minim_um pour x = R, et maximum pour x =-R. 

Une discussion spóciale, relative à la frontiére du domaine, 
semhle donc nécessaire dans chaque. cas particulier. Mais. celte 
discussion devient inutile, toutes les fois que le domaine considéré 
n'a pas de frontieres. Tout.e surface fermée peul êLre considérée 
comme définissaot un domaine sans frontieres à deux dimensions. 
Pour fixe,· Jes idées, prenons une sphere de rayon R et supposom 
les coórdonnées rectangulaires d'un point de ceue sphere exprimées 
au moyen des coordonnées géographiques 

.r=Rsin6cos'i', y=RsinOsin=r, z=Rcosü. 
A toute fonction qui admet une valeur unique en cha'{Ue point 

de la sphere correspond une fonction w=/(0, <p), des deuxvaria
bles O et 9

1 
admettant la période 21r par 1·apport à chacune de ces 

variables. 
Si ceuc fonction est continue et admet des dérivées partielles 

continues pour toutes les valeurs de 6 et de cp, il est clair que les 
couples de valeurs de O el de <p, qui donnent à cette fonction sa 
vulenr maximum ct sa valeur fl1Ínimum, font parlie des solutions des 
d 

. ,Jw ,J.,i euJ. équallons ,, = o, _,_ = o. 
t, J U'T 

51. Valeur maximum d'un déterminant.
mum de la 1•aleur absolue d'un dt:terminant 

a, b, e, 

(36) ..\= 
a, ú, e, 

a ,, '" ,, � l" 

Soil à trou1·er le mui-

/, 
I. 

l,, 
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co111u12ssant h. !lamme des cerrés des él-ém-euts à'une mê111e Jigft,e. Cala 
revient à trouver le maitimum et le mi-nimum de Ili fonctiOJI A des n.1 war.ia
bl-es a1, b1, -e;, liées par le; n t-elations 

ar+ b; + cl + ... + tf !:= ff / (i=1, 2, ... , n), 

les H, étant .des ronstantes positives -données. Le domaine .,.,i11s.; défini est 
un dom!line sans írontie.res, car nous pouvons considérer a,, bi, .c1, ••• , l1 

comme les coordónnées d'Ull 'P<Jinl d'une 'hyp-ersphere 1le rayon vH, dans 
!'espace à n dimen"liions. 

Supposons A développé suivant les éléments de la ,1ême ligne, 

(38) A= A;a1 + B1 b;+ ... + L1 l1 ; 

noús avons à cbernber le maximum eu le mioimuR'I de la fonction A des 
n variables a,,· b1, e;; ... li, liées par la i-elation ( 37). L'application de la 
.méthode des multiplicateurs ( n° 49) conduit immêdiatement anx oondi
tions 

Soient a:.:, ,bt, ca, ... , l.1; les éléments d.'UD4l autre ligne de A. On a 

·''ª* +. B1.h..l,+ .... --.+- .L.ilk=•O,

et, par su'ite, d'aprês les relations ( 39.), 

(4o) 

•si i ,"e k. ·On -en oonooot que -1,e délermi.11GBt A ne peul prr,11.dl"f! ,a.val.811,r
maximum ou sa valeur minimum que lorsque ce 'détermina,it est
orthogonal.

Lonque les conditions (.4o) sont vérifiées, Je ca.rré de .O. est uu détermi
nant dout t0us les -éléments sont nuls, &auf oeux de la diagonal e prin.cipale,
qui sont respectivement égaux à H1 , .H!, ... , ll,.. On a donc, daos· ce
cas, 

ct. le maximum de la valeur absolue du déterminant à est Bonc 

Remarque. - Dans le cas de n = 3, A représente le '\folume du parallé
lépipede construit sur les droites O.Ai , O A,, O A.a, joignant l'origine aux 
points A,(a,, b1, c1), A,(a,·, bt, e•) et A3(a3, b3, c3). Le résultat obtenu 
n'est donc que la géhéra'lisation de ce tbéoreme de Géométrie : De tous les 
parallélépipedes construits ai:ec trois arêtes dcnnée.;, celui qui a le 
pl11,s grand volume est le parallélépipede rectanl{le. 

Comme on peut faire occuper ;\ ce parallélépipede une infinité de posi-
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11ons dans }'espace sans chaDger le sommet O, Dous voyons que le maxi
mura obteDu pour ó.' est uu maximum au sen1 large 

Soit � un déterminant quelconque d'ordre n.; si Dous représeDtons pai· 
a1• b1, ••• , l; les éléments de la ,itme lignc, on a, d'apres ce qui précêde,
l'inégalité 

(41) i�l�Vaf+b�+ ... +lfVa�+bi- ... +tl ... y'a�+b�+ ... +l�.

Si le� Yaleurs absolues de tous les éléruents de A ne dépassent pas un
nombre positif M, on a donc a fortiori ( 1) 

(4i) 

111. - DETERMINANTS FONCTIONNELS.

52. Proprieté fondamentale. - Nous avons vu déjà le rõle
important que joue le déterminant fonctionnel dans la théorie des 
fonctions implicites. Toutes les démonstrations supposent expres
sément qu'un certoin jacobien n'est pas nu!. Étant donné�s n fonc
tions de n variables indépendantes, continues et admeuant des 
dérivées partielles du premier ordre continues, le jacobien de 
ces 11 fonctions jouit de propriétés analogues à celles de la dflrivée. 
Ainsi, pour qu'une fonction d'une variable x se rióduise à une 
constante, íl faut et il suffit que sa dérivée soit nulle identique
ment. Le théoreme correspondant pour le jacobien est le sui
vant: 

Soient u 1 , u�, ... , 1t,. , n fonclions des n variables indépen-
dantes x1 , x� . ... , Xn• Pour qu'il existe entre ces n fonctions 
une relation indépendante des variables x 1 , x,, . . .  , x,., ilfaut 

'l .n; l dé 
. 

f 
. [ D(u,, Ut, .. . , Un} 

et L su
J/

it que e lerminant onctionne D(x,, .r�, ... , x,, )
soit identiquement nul. 

1 º La condition est nécessaire. - Considórons, pour fixer les 
idées, trois fonctions de trois variables 

( � l) \:=/,(:1:.y. :;), Y =/,(x, y, z), Z = f,(.c, y, z), 

(') Ce théorême est du à .M. Hadamard ( Bulletin des .Sciences mathéma
tiques, 1• série, t. XVII, 1893 ). ta rl�monstration du textc est due à M. Wi1·

tinger ( fbid., 1908). 
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continues et admettant des dérivé�s pRrtielles continues, et suppo
sons que le jacobien

(ti í) D(/1, /t, /,) 
D(.c, .l', Z) 

n'est pas identiquement nul. Soit en particulier (x01 y0 , .:-0) 

un systéme de valeurs de x, y, z pour lequel ce déterminant est 
diffórent de zéro; soient X0 , Y 0, ?,

0 
lés val�urs correspondantes 

dti X, Y, Z. D'aprés le théoréme général du n" 38, on peut assigner 
un nomhre positif h tel qu'à tout systeme de valeurs X, Y. Z 
Satisfaisant aux conditions 

(45) X,-ft�X�X11 +/t, Y,,-h�Y �Y,,+ h, z .. - h � z�z.+ li, 

corresponde un systeme de valeurs da x, y, z, vérifiant les équa
tions ( 43 ). Les valeurs des fonctions /1 , /2, /3 pouvant être 
choisies arbitrairement dans le domaine précédent, il ne peut donc
y a,·oir aucune relation F( X, Y, Z) = o entre ces fonctions.

Remarque. - Le même raisonnement prouve qu'il ne peut y 
a\'oir de relation entre les deux fonctions X et Y, si les trois 
. bº D(X, Y) DO,. Y) D(X, Y) 'd . Jaco 1ens I>( . ) , D( • -) , V ) ne sont pas 1 ent1quement

a, y } . _.. (Z, X 

nuls. D'une facon générale, pour que n fonctions u41 
u2 , • • •  , u,. 

de n + p variables indépendantes x1 , :e2, ••• , Xn+p soient liées 
par une relation, il est nécessaire que tous les déterminanls fonc
tionneb 

D(u,, u,, .. . , a,.) 
D(xa.., .x�, ... , x«-,.' 

ou les índices oc 1 , oc�, ... , o:,. sont n quelconques des ( 11 + p) pre
mie1:s nombres, soient identiquement nuls. 

:.." La c,mdition (!Sl suf!isaute. - Pour le démontrer, prenons 
un systême de quatre fonctions de quatre variables 

X =/,1,1·.y, z, t),

' = /,(:i.·. )', z, t), 
Z =/,U·. y. z, t), 
T=/;1.t',J', �, t), 

' 
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telles que le déterminant 
d/1 JJ, 1�/'1 tl/1 

d..r: dy dz Tt 

d/1 ,Jh rJ/1 "h dx rJy <)z
�= 

ob' 
d/a r)J, rJ/a 

�.X dy r}z. 
Tt

rlfi ªf• ,y. Jf. rJx rJy Jz Tt 

soit n_ul identiquement. 'Supposons d'abord que l'un des mineurs 
du premier ordre,-<l= D�{''f,,f)) par exemple, n'est pas nul X1Y, z identiquement. Des trois premieres équatio':).S ( 46) on tire alors, 
en les résolvant par rapport à .x, y, :;, 
(47) x = 9,(X, Y, z, t), y = <pi(X, Y, Z, t), :;; = 13tX, Y, Z, t), 
et par suite 
(48) 

Nous allons démontrer que· cette fonction F ne contient pas la 
variable. t, ou q_u'on a identiquement °J:. = o. On a, en eff�t, 

,JF _ ,Jf• rJ<p, df• J91 Jf• dfs df•. -- -- - +- -+- - +-� h � & � h � �• (49), 

d'aille'!rs les dérivées ºJ;, ��;, JJ/ des foncl!ODs implicites q,4, q.2, 'f:i 
sont données par les lrois relations 

(5o) 

rJ/1 J:;i, d/, d92 d/1 df, J/1 dx dl + �Jv rJt + tJz -Ji + --;Ji = o, 
Jfi df, df� J:;,, ,J.f, <J:f, ,JJ! - - + - - + - ·- + - - o dx dt rJy rJt 1Jz dt 1Jt - ' 
J/. a,p, rJ.f1 d;t 1�r, 1J;,, ,�h - - + -- - - + - - - + . -- = "·J..r: Jt '')' 1)( ,}:;; ,}( ,Jt 

Les relations (,:ig) et (5o) forment un systeme de qu�trt- équa-. 1· é . J::;, d,p, do� tJF O d d . . "' 1 llons m aires en -J· - , -J , -ri·-, -1 • n e.n é mt a,-�ment a l l t , t 
df valeur de r)t' en observant que, si l'oncajouk (\IJX. f'•lérnents de la 

J.erniere colonne de .1 ceu:r de la, premiêre multiplié& par �/, 
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ceux de la deu:r.iéme. multiplies par 01' et ceux de Ia: troisieme
. 

ut 

ruultipliés par ºJ/, il reste � = cl ��, en tenant compte des ·rel!l
tions ( 5o ). Puisque ô n'est pas_nul, il Íant donc que F ne reníerme 
pas la variable t, e-t par suite il existe entre les qÚatre íonctions 
X, Y, Z, T une relation de lil forme 

.T = F(X, Y, Z). 

On peut remarquer qu'il n'existe pas, entre ces quatre fo'nct,ions 
d'autre relatiori indépendante dé x, y, z, t, �uí soit distincte .de 
la précédenle, Autrement, 0n ·en déduirait une relation entre X, 
Y, Z et, par suite, le mineür ô serait nul. 

Passons au cas ou tÓus les mineu'rs du premier ordre de A ;ont 
nuls identi

/,

uement, l'un au moins des mineurs du .!iecond ordre_, 
ô'= º�t: ;,';, par eiemple, n'étant pas nul identíqnement. 

Des deux premier�s équations ( 46) on tire 

:r ='c;:,1(X, Y, z, t), y = ;:2(X, Y� .i, t), 

et, par suite, 

Z =f3(X, y, z, t) = Fi(X, Y, -': t), T = F2 (X, Y,,z, t). 

D· l ' dF, . D . l . emontrons par exemp e qu on a Tt = o. es trots re ijllons 

dF, dfa r.lf1 d/3 d;;i d/1 
- = - -

+ - - + --,dt dx dt rJy dt dt 
d/1 df1 d/, d;;'l d/1 o= -- -+ - - + -,dx dt dy dt dt 
d/t d;;1 dft df2 dft O=--+--+-. dx dt dy dt _dt 

on déduit, en opérànt comme tout à l'heure, la r_elat:ion 

D(/i, /t, /3) = ô' dF1
D(x, y, t) dt 

et, par suite., 
cJF, d( =O.

On verrait, de même qu'on a 

rJF, 
-=u.

t};; 

dF., � dF2 
ô::;. =.O, ",jj" = o,

-
,r 
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et il existe dans ce cas deux relations distinctes entre les quatre 
fonctions X, Y, Z, T, 

Z = f 1 (\., Y), T=F,(X. '); 

il n'en existe pas d'autre, distincte de ces deux-Ià, car on en déd11i
rai1 une relation entre X et Y etl'on Jevrait avoir 

D(:\. ') 

ll(.r. y) 
=o, 

contrairement à l 'h ypothese. 
Enfio, si tous les mineurs du deuxieme or<lre du jacobicn 

étaient nuls, sans que les quatre fonctions X, Y, Z. T Sf' rédui
sent à des constantes, on verrait de même que trois d'entre eUes 
sont fonctions de la quatrieme. Le ra:isonnement qui vient d'être 
fait est évidemment général; si le jacobien des 7t fonctions F1 , 

F �, ... , Fn dt: n. variables indépen<lantes x1 , x2 . • •  , .v,. esl nul 
ainsi que tous les mineurs à n - r + 1 l.goes_, l'un au moins dt'.'s 
mineurs à n - r lignes étant di-fférent de zéro, il y a exactement 
r relations dislinctes entre les n fonctions, et r d' entre elles peuvent 
s'exprimer au moyen de n - r restantes, entre lesquelles n'existe 
aucune relation. 

Nous laisseroni. au lecteur le soin de démont!'Cr la proposition 
�uivante, qui s'établit de la méme façon. Pour que n fonctions de 
n. + p variables indépendantes soient liées par une relation ne
contenant pas ces variables, il fau t et il suffit que les jacobiens de
ces n fonctions, par rnppurl à n quelconques des \'ariablei. ind1'•
pendantes. �oicnt lous nuls. En particulier, pour que deux fonc
tions F 1 (x 1 , x2 , • • •  , x,.) et F�(..c1 , ..L'2, • • •  , x,,) soient fonclion�
l'une de l'autre, il faut et il suffit que les dérivées particlles cor-

d · tJF 1 tJF, . . 
li respon antes -

1
- et -

1
- s01ent proporllonne rs. 

, .. r:t (J't 

Remarque. - Les fonctions F,, F �, ... , F,., qui figurc•nt <lans 
les énoncés précédents, peuvenl dépendi:e en outrt de certain4.'i. 
variables y,, y2, • • •  , {."'' différentes des variahles a· 1 , x� .... , :1.·.,.

Si le jacobien �t'' _'�, · · ·· F,,� est nul identiquement, les fonc-
x,, :.r:, ... ,x,, 

tions F1 , F 2, . . .  , F n sont liées par une ou plusieurs relations ne
renfermant pas les variables x1 , :r� .... , .l·,., mais les aulres varia
ble!, Yt, y�, ... , Ym figurerons en général dan.� ces relations. 
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Le jacobien considéré est en etJ'et ídentique au détermioant 
O(F,. F� .... , F,,,y,.y!, ... ,_:,-·,,,) 

D(x,, .... x,., y, Y1, ... , Ym) 

129 

Applieation. - Le théori>me précédent est d'une g-rande importence 
en Analyse. Par exemple, il permettrait de démontrer la propriété fonda
mentale du logarithme, sans se sen•ir de la déllniti,:m arithmétique. On 
démontrera, en effet, au début du Calcul intégral, qu'il existe une fonctiou 
bien définie pour toutes les valeurs positi \'e5- de la ,·ariable, qui se réduit 
à 2.éro pour x = 1, et dont la dérivée est égale à .!.. Soit /(x) cette foncA 

X 

tion; poson$ 

clll a 
li = /(.x:) + /(y), 

0(11. ") 
- .r. yD(x, y) -

j" .r 

II existe donc une relation de la forme 

l'=J:y; 

=O. 

f(x) + /(y) = ;,(.ry); 
pour déterminer la fonction '?, il sufftt de faire y = 1, ce qui nous donne 
/(x) = f(x) et, par suite, p,üsque x est quelconque, 

/(x) + /(y) = f(xy). 

On voit comment la définition précédente aurait condt1it aux propriétés 
fondamentales des logarithmes, si leur invention n'avait précédé cdle du 
Calcul intégral. 

La formule qui donne la dérivée d'une foncti.on de fonction peul 
de même êlre é tendue au jacobien. Soient F1, F2, ••• , F n un sys
téme de n fonctions des variables u 1, u2, • • •  , u,., et supposons 
que u,. u 2 , •••• Un soient elles-mêmes des fonctions de n variables 
indépendantes x 1 , x,, . . .  , x,. . On a la formule suivante : 

. n <_ F,. F �· .... F,, ) D ( F 1, F 2 .•.• F,.) o ( 11" u�, .... 1t ,, ) 
( j 1) -------� = �-�----- ' D1_.r,, X!- ... , .rn) D(u,, 11!, .... u,,) O(.c,, X2- •••• .r ,.) 

donl la démonstralion résulte immédiatement de la régie de multi
plication des déterminants, el de la formule qui donne la dérivée 
d'une fonction composée. Écrivons en effet les deux déterminanls 

,JF l ,)F, ,JF, dtt, rJ11, 1)11,, 

7Ju; ,/112 ,Ju ,. rJ.r ) d.r, ,J.r.,. 

rJF,, ,JF,. ,JF,, 1)1t, ,)u, ,Ju ,, 

J11-, du,, 1)J:,, ,).r ,, ,J.r,, 

GOCft.8.Ã.T. - 1. 
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en permutant les lignes et les colonnes du second; le pi:emier élé
ment du produit est égal à 

dF 1 ,)u 1 JF, du, r)F 1 ,Jun 
--+--+ +--, 
dtt 1 d:r:1 tJu, rJ.r, 

· • · 
,Ju,. d.r i 

c'est-,.à-dire à �Ft, et de même pour les autres. 
u:.l:1 

La formule qui donne la dérivée d'une fooctioo composée peut 
aussi étre éteodue aux déterminaots fonctioooels. 

Soient, par exemple, X et Y deux fonctioos de trois vatiables x, 
y, z, qui soot elles-mêmes des fonctioos de deux. variables indé
pendantes u et v. On a 
D(X, Y) _ D(X, Y) D(:r, y) + D(X, \) U(y, z) + O(.X, ') D(z, x).
D(u, ") - D(x, y) D(u, ") D(y, z) D(u. ") li/ z .. e) D(ct, ")' 

il est facile de démontrer et de générnliser cette formule. 

IV, - CHANGEMENTS DE VARIABLF,S. 

õ3. Oénéralité,. - Dans un gran_d nombre de questions d'Aoa
lyse, il arrive fréquemmeot qu'on est cooduit à changer de varia
bles indépendaotes. 11 laut alors pouvoir exprimer les déri,·ées 
prises par rapport aux variables primitives au moyeo des dérivées 
prises par rapport aux nouvelles variables. Nous avoos déjà traité 
un problema de· ce genre à propos de l'inversioo. La solution du 
probleme générlll n'exige pas de príncipes oouveaux. U suffit 
d'appliquer les regles qui donnent les dérivées des fonctions com
posées et des fonctions implicites. On simplifie beaucoup les 
calculs par l'emploi des différeotielles totales, quand il y a plu
sieurs variables indépeodantes, eo s'appuyant sur les remarques 
suivantes, que nous énoocerons, pour 6xer les idées, en suppo
sant qu'il y a trois variables indépendantes x, y, z. 

1 ° Soient u, v, w trois fonctioos distinc'tes (c'est-ii-dire entre 
lesquelles il n'y a aucune relation) de x, y,:;; entre leurs dilltL 
rentielles totales du, d,·, dw, il ne peuL exister nuc11ne relation de 
la forme 
(5:!) i. ,tu + :.1 rll' -"' ·, ,/w = o. 
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it moius que les coefficients À, f-L, v ne soient nuls à la fois. En effet, 

cn égalant à zéro les coefficients de dx, dy, dz dans la relatio� 
précédente, on a trois équations linéaires et homogénes en À, p., v, 
el le déterminant des coefficients de À, p., v est précisément le 
. b" D(u.v w)
laco 1en · • ,· D (x,y, .z) 

2
c Soient w, u, ", w quata·e fonctions des trois variablcs indé-

D ( u v w) . 
pendantes x, y, z, tclles que D ( ' ' -) ne s01t pas nul. On peut

x,y, .... 
inverscmenl exprimer x, y, z en fonction deu, �, w et en portant 
ces valeurs de x.: y, z dans w, on ohtient une fonétion 

w= f1>(11, v, w) 

dcs trois variables u, v, w. Si par un moyen quelconque, on a 
obtenu entre les différentielles totales dw, du, dv, dw, prises 
par rapport aux 11ariables indépendantes, x, y, z, une relation 
de la forme 

,doJ = P da = Q dv + R dw 

Les coefficients P, Q, R sont égaux respectivement aux dérivées 
partielles de 41 (u, v, iv), 

I' = 
,J<l>, 
,h, 

,)li• 
R = ·-·.

,Jw 

Ou sait, eu effet, d'aprés la régie qui donne la différenticlle totale 
d'une fonction composée (nº 24), qu'on a bien 

,)<Jl J4> ,}(J> 
dw= --- d1t+ -dv+ -dw,Ju ,)e, dw 

ct il ne peut pas exister entre dw, du, dv, dw une relation linéaire 
distincte de celle-la, car on en déduirait une égalité de la 
forme ( :i2) entre du,. di·, dw, ou les coefficients À, f-L, v ne 
scraient pas tous nuls, ce qui est impossible, d'apres la premiére 
remarque. 

Nous allous appliquer ces príncipes géné1·aux en passant en 
rcvue les problémes qui'1te présentent le plus souvent. 

:a. Problema I. - :•,oit y une f O{iction de la variable indé-
111•11dant,· :1. On prencl une nou1·elle variable indépendante t 
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liée à x par la relation x = cp ( t); on pro pose d' exprimer les 
dé1'iPées successiPes de y par rapport à. x au moyen de t et des 
dériPées successiPes de y par rapport à t� 

Soienty =/(x)la fop.ction considérée et F (t) =/[qi (t)] ce que
devient cette fonction quand on a remplacé x par o (L). D'aprês la
rêgle qui donne la dérivée d'une fonction de fonction, on a

d'oti l'on tire
q - 1!. -''(t)dt-dx x -: 

dy 
dt y; 

y';r
= 

;,'(t) = 9'(t); 

ce qui peut s'énoncer ainsi : pour avoir la dériPée de y par rap
port à x, on prend la dériPée de cette fonction par l'apport 
it t, et on la diPise par la dériPée de x par rapport à t.

On obtiendra la dérivée second.e �� en appliquant la regle
préoéd11nte à l'express1on qui vient d'ê-tre obtenue pour la dérivée
premiere

m;1c 11,ou-velle applicatiol!, de la même régie donn.era la dérivée du
troisiéme ordre

ou, en effectuant les calculs,
dJ y y;�;i'(t)]1- 3y7,9'(t),r'(t) + 3,r; [ 9'(t)]'--y; 9'(()9"'(1 J 
fi:c3 

=

(cp'(l)J" 
. 

Ces dérivées successives se calculeront, de prochc en proche,
par l'application de la meme régie; d'une maniére générale, la
dórivée d'ordre n de y par capport à x s'exprime au moyen de
qi' (t), qi (t), ... , cp!11 l (t) ct des dérivées successives de y par
rapport à t, jusqu'à celle d'ordre n. On peut mettre les formules
précédentes sous une forme plus SJmétrique; designons par dx.
dy, d2 x, d1y, ... , d11 x, d"y les différentielles successives de x
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, ct de y p1·ises par rapporl à la variable t, et par y', y', ... , y!nl 
.les derivées successives de Y. par rapport à .x; les formules précé
dentes peuvent s'écrire 

y = dx' 
\ 

' dy 

• dx di .Y - dy d1 x 
( 53) ' y = d;i;3 ' 

ly'" 
= 

dJ.Y dx!- 3 <P-_y dx d!x + _3 d_y(dJx)'- d_y dJx dx 1 r dx·• 
1 ..................................................... . 

La variaLle indépendante t, par rapporl à laquelle sont prises 
les différentielles qui 6gurent dans les seconds mcmhres de ces 
formules, est absolument quelconque, êl l'on passe d'une dérivée 
à la suivante par la loi de récurrence 

d[y<n-tl] 

y
(n)

= dx '

ou le second membre est le quotient de deux différentielles. 

55. Applications. - On se sert. de ces formules pour étudier
une courbe plane, lorsque les coordonnées d'un point de cette 
courhe sont exprimées au moyen d'une variable auxiliaire t, 

X =/(t), 

pour étudier cette courhe dans le voisinage d'un de ses points, il 
faut pouvoir ca lculer les valeurs des dérivées successives y, y1 

• • •  , 

de y par rapport à x pour le point considéré. Or les formules pré
cédentcs nous donncnt précisément ces dérivées exprimées au
moJen des dérivées successives des fonctions /(t) et <p(t), sans
qu'il soit nécessaire d'avoir l'expression explicite de y cn fonction
de x, ce qui pourrait être pratiquement -impossiblc. Ainsi la pre
mit:·rc formul1·

, dy :;;' ( /1 
y = /i.7- = /'1.t 1 

donne le coeflicient augulaire de la tangente; la ,·aleur de J)' inter
\'Íent dans uu élémcnt géométrique important, le rayon de cour
/111,-,,. c1ui a pour e'.\.pre5sion 

• 
l • + y·2 ,,R = "--_..::.._.

lf'I 
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Pou r avoir la valeur de R lorsque les coordonnée'S :,.; et J' sont 
données en fonction d'un paramêtre t, il n'y a qu1ã rempluccr y' 
et y'' par les expressions précédentes, et il vient ainsi 

R = (ax1+ <{►';)' •
1 dJ· d• _v 

- dy d•x I '

le second membre ne renferme que les dérivées premiêres et 
secondes de:,.; et de y par rapport à l, 

Voici, au sujet de cette question, une remarque iotéressante que j'em
prunte au Traité de Calcu'i dijférentiel et intégral de M. J. Bertrand 
(t. I, p. 170). lmaginons qu'en calculant un élément géométrique d'une 
courbe plane, dont les coordonnées :x et y sont supposées exprimées au 
moyen d'an parametre t, on. aiJ obtenu l'expi·ession 

F(x, y, dx, dy, ri•,c", d:' y ..... d11 x. d11 y), 

toutes les diff�rentiellés étant prises par re.pport à t. Puis11ue, par hypo
the_se, cet élt\ment a une sigoification géométrique, sa ,·aleur oe doit pas 
dépendre du choíx de la variable indépendante t. Or, si I'on prend x = t,
on doit faire dx = dt, cPx = cPx = . . .  =-d"x = o, et l'expres1ion précé
dente devient 

f(x, ;y, y', / . ... 'yl">); 

c'est !e résultat qu'on aurait obtenu en supposant tout d'abord que l'iqua
tion de la courbe considérée est résolue par rapport �- y, soit )' = cJ> (x).

P.our remonter de ce cas particulier àu cas ou la variable iodépendante est 
quelconque, il suffit de remplacer y', y', y"', ... , par leurs Yaleurs tírées
des· formules ( 53 ). En elfectuant cette substitutioo dans

-f(x,y,y',y', .... y1"1, 

on devra donc reu·ou_ver l'expression F (x, y, da;, dy, <Px, d•y, ... ) d'ou 
l'on est parti. S'il n'en est pas ainsi, on - pourra affirmer que le résullat 
obtenu est erroné. Par exemple, l'expressíon 

<J.c cP y + dy <Px. 
(d:c'+ dyi} 

ne 1>eut a,·oir, pour une courbe plane, de signilication géométriquc indé
pendante du ehoix de la variable; car, si l'on suppose x = t, cette expres-

�ion se réduit à :v''_ ", et, en remplaçant y' et y' par leurs valcm-s 
( 1 + y'• )'!

tirées des formules ( 53 ), on ne retrouve· pas l'expression p'récédente. 

On se sert aussi fréquemmen,t des formules ( 53) dans l'étude 
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des équations différentielles. Supposons par exemple qu'on veuille 
déterminer toutes les fonctions y d'une variable indépendant,e x 
qui sntisfont à la relation 

rfl y. dy 
( :i4 > ( 1 - .x2) d.x• - z dx -+- n• y = o.

oi'1 n esl constant. Prenons une nouvelle variable indépendante t,

en posant x = cos t; on a 
d" y 

dy dt 
d.r: = -siot' 

. dJ.y dy 
d• y sin t df! - cost di
dz2 := sin� t 

et l'équation ( 54) devient, apres la substitution, 

(:,:i > rr-Y ;__d•+ n•y= o.t-

li �sl facile de trouver toutes les fonctions de t qui satisfont à celte 
relation, car on peut l'écrire, en f\lultiplant par 2 'J;, 

dy d'l y dy d l("dJ")' ] 2 
dt dt• + 2 n� y dt = dJ, dt 

-+- n! Y2 = 0: 

on doit clone avoir ( 1) • + nt y• = n• a•,

a désignant une constante quelconque, et par suite 

cz = nra! -y•, 
oú 

d.y
dt.

-n=o.

va•-y• 

Le premiei- inembre est la dérivée de aré sin l - nt; il faut donca
que cette di:fférence soil é�ale à une nouvelle constante b, et l'on a 

;y = a sin(nt-+- b ). 

C(' qui peut encore s'ócrire 
y = ,\ �innt + B co,11/. 
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En reveunnt à la V.ílrinble primitive x, on en conclut cp1e toules les
fonctions de x qui- vérilicnl ln rclutiou proposée (:>4) sont com
prises dans ln fo1·mule

y = :\ sin ( 11 nrc cos.r) + B cos(n are cos.r ).
A cl B dósignant deux constantes arbitraires.

56. -Problàme II. - A toute relation entre x et y, les for
mules de transformation .x = /( t, u), J' = q>(t, u) font corr,,s
pvndre une relation entre t et u .. On propose d'exprimer les
déri1Jées de y par rapport ,, x au moyen de t, u, et des dérivées
de u par rapport à t.

Ce problême se ramene immédiatemeot au précédcnl, en remar
quanl que les formules de lransformation

.,: =/(1. I(), )" = :;,(t. 11)

nous donnenl les vnriables primitives x et )' expr�mées au moyen
de la variable t, si l'on imagine qu'on ait remplace u dans ces for
mules par sa valeui· en fonction de t. II suffira donc d'nppliquer la
méthode générale, en reg.ardant toutefois x et y comme des fonc
tions composées de t, la lettre u jou.ant le rõle d'une fonction inler
médiaire. On a d'abord

,h:, ,)::, r/1(
·-"-+-º --·,/y dy ,fr ,Jt ,J,, ,/t.

-'-= - . =-,-,---,-,----,., ,/.,: ,/t · rll ,Jf ,J l dn-·· + ·-· -· 
·,)/ r)n ,/t· 

pu1s
,/2 r ,t (dy) ,IJ·
,1.,:, = ,ti i::c , : �,t"' 

ou, en elfectunnl les cnlculs,
(,�/ ,�/ ,/")f ,Jt:;, ,)<9 ·,/u ,J•:;, ('riu)" ,):;, ,/'11] (":;, ,)� ,/11') ('''f ) 

Ji -+- J1� dt -;;,:; + ·i � �li +. °Jü, dl + 
_,)11 df' - ,)Í + 1)11 ,// ,T,J•-+- ... 

( ,y + ,�/ r{u )"
,Jt ,Ju ,// 

O'une façon générale, la dóri\'éC n1t""' J""l s'exprime au 1110Hm 

, . . tln ,/• 11 ,/" 1<de t n ct des derivecs - , - , • • •, - •, , ,// ,//• ,/!" 
Supposons. par exemjlle, qn'on ait l'é11ua1io11 d'une courtll' l'"n
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coordonnécs polaires p = /( w ). L�s formules qui donnent les coor
données rectangulaires d'un point sont los suivantes 

:r= p cosw, 

soient p', p'', ... les dérivées successives de p p1·ises par rapport à w, 
considérée comme variahle indépendante. On tire des formules 
précédentés 

et, par suite, 

d.1: = cosw dF -: ? si,11,1 d,,;. 
dy = sin,.i dp + poosw d,,,. 
r{ta; = cos,.i d1 p - 2sinto> dto, d2 - F cosw d1.,:. 
d; J' = sin w d1 � + 2 cos,,; d,,, d? - p sin <o.1 dw·• 

d.1· 1 + <(r• = d�•+ p' r/,,1 1 , 

rl.r dty - r(v d" .e = :� d1,, d?'- p tl<•> d'� + p� d,,,,:. 

.. 

L'expression ciu rayon de courbure obtenue plus haut devien t 

57. Transformation des courbes planes. - Imaginons qu'à tout
point m d'un plan on fasse correspondre, d'apres une construction 
déterminée: un autre point M du même plan; si l'on désigne 
par ( x, y) les coordonnées du point m, par (X, Y) les coor
données du poinl M, on a entre ces coordonnées deux relations 
telles que 
\ iH J y = ?(.x,,y). 

Ces formules définissent une transformation ponctuelle; la 
Géométrie en offre de nombreux exemples, tels que la transfor
mation homographique

1 
la transformation·par rayons vecteurs réci

proques, etc. Lorsque le point m décrit une courbe e, lc point 
correspondant M décrit une autre courbe C, dont les propriétés 
peuvent se <léduirf: de cclles de la courbe e et de la nature de ln 
lransformation elllployée. Soient y', y, . . .  les dérivées succes
sivcs dey par rapport ú x, et Y', Y", ... les dérivées successives 
Je \' par rapport à X; pour ?tl.!dier la courbe C, il cst nécessairc 
1 • . ,., vu J ,/ .;, l l' pouvo1r ei:pruner , i , . . .  au moyen ex, y,.) , J •....
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C'est precisément le probleme que nous venons de trai ter; on n 
d'abor<l 

d'i' dy df ,
- -+-y 

Y' = d.x = dx dy ' 
dX rJJ df , 
d.r: d:r: +. oyy 

� (i + fy') (� + ... )- ... y• = dX = 
( Jlj ô'f ) 

' 
�+-r' d.x 1)x ,Jy-

et ainsi de suite. On voit que Y' ne dépend que de x, y, y': si 
<lonc on applique la transformation (56) à deux courhes e, e,, 
tangente� au point (x,y), les courbes transformées C, C1 seronl 
tangentes au point considéré (X, Y). Cctte remarque permel de 
remplacer la courbe e par toute autre courbe ta1;1gente à celle-là, 
quand il s'agit seulement de trouver la tangente à la courhe trans
formée e.

Considérons, par exemple, la transformation définie par les for
mules 

My 
y = ---,

.r'+ Y' 

qui n'est autre qu'une transformation par rayons vecteurs rééi
proques ou inversion, avec !'origine pour põle. Soient m 11n point 

Fig. 5. 

o ,J! 

d' unt: courhe e d M le point correspondanl de la courhe C. Pour 
frouver la tangente à cette -�ourbe C, nous n'avons qu'[1 appliqm·r 
ce ré8ultat de Géométrie élémentaire, que la figure inverse d'1111P 
ligne droite est un cercle passant parle pôle d'invcrsion. 

Si nous remplaçons la courbe e par la tangfnte, nit, ia fil.! ure 
i11verse de mt e�l nn cercle pass.ant par les deux points l\'[ ct () ,,1 
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1ont ·lc centre A est situé sur la perpendiculaire O t abaissée de 
!'origine sur mi. La 1angeute MT à ce cercle est perpendiculaíre 
ú ,\�l et les angles M mt, mMT sont égaux comme complémen
tai1·es de l'angle mOt. Les tangentes ml et MT sont donc anti
parallêles par rapport au rayon vecteur. 

58. TranaformaiioD41 de coniact. - Les transformations précé
denles ne sont pas les plus gév.érales qui cbangent deux courhes 

. tangtntes en deux nutres courhes tàngentes. Imaginons que Pt� 
lont poinl m d'une courhc e Qn déduise un autre poinl M par une 
cnnq_ruction <léterminée qui dépende non seulement du point m, 
mais de la tangente en ce point. Les formules qui définiss<•nl ceuc 
transformation sont de la forme 

X =.f(a:. y. /.1, 

ct le coefficient angulaire Y' de la tangente à la courbe transform�e 
a pour expression 

,J� + dt: '+ t)� i-• ,, • dY ,).i; rlyY rJy' · 
\ =- =---�----· 

rlX df df • ,JJ •--- + -·. ,. + - 1' 

,),,- t)y• ,)y'· 

En �énéral, Y' dépend des quatre variahlcs x, y, y', y"·; si l'on 
applique la transformation (57) à deux courbes e, c1 ta.ngentes cn 
un point (.z·, y ), les_ courbes correspondantes C, C 1 auront un 
point commun (X, Y), mais elles ne seront pas tangentes, à moim 
que _y" n·11it la même valcur pour les deux courbe� e et c1 • Pour 
r1ue 1,•s d1Útx courbes C, C1 soient toujours tangentes, eu mêrnc 
temJJ'-' que les courhes c-ct e 1, il fant et il_ suffi L que Y' ne dépende 
pa, ·de _y", c'est-à-dire que les fonctions /( x, J·· y'.) e� ?( x, y, .1·'1 
satisfa�ent il la coudition 

✓ • + · r - · + · 1· • • ,)f ( ,/:, ,/-:, ·) rJ;,. ( ,)f ,)f . 
� ,D· n,-- - ,Jy-:, ,1,,. ,�,-- ) ·

ou Jit alurs que fo transformaLion considéréc est nne transforma
tir.,n de r;ontacl. li est clair q'u'une traO:sforrnation pon<.'tuell1• 
1i�1 1111_ ca� partic1�lie1· des transformations de coótact { 1 ). 

1 1 1 L�gentlre et A-n,p_érf• a,·:1Ít:11t d�mn� .te nombreu;\. e;,.emples <le rP.s transfor-
111:,ti<>ns. Soplous 1.ii' a d,•veloppé la Lhéorie générale dan� différt'nt< travaux. 
, Vr,ir, en parliculier, Geometrie der Beriif11·m1gstra11sformrttio,wn. voir au,,i 

... J ,,·1110� Vor/e ... u,1:.ren iiú,�r [)_1·nt11'itik.,1 
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Considérons, par exemple, la transformatiou de Legendre qui 
consjste à faire correspond.re·à un point (x, y) d'une courhe e le 
poinl M de coordonnées 

X=y', Y=xy'-y;

on déduit de ces formules 
Y' = dY = 

xy" = x,
dX y' 

ce qúi montrc hien que cette transforination est nne transformation 
de contact. On aura de même 

v• dY' dx 1 

' = dX = y•d:r = y'
lY,, m 

Y'"
= 

,,.� 
=- �3'

«.-.. J 

et ainsi de suite. On déduit des formules précédentes 
J: = Y'. y=XY'-Y, y'=X, 

cc qui prouve que la transformation est reciproque. Tôules ces 
propriétés s'expliquent aisément si V.on remarque que le point de 
coordonnées X = y', Y = xy' - y est précisément le pôle de la 
tangente à la courhe e au point (x, y) par rapport à la parabole 
x" - 2y = o. Or, d'line maniere générale, si l'on prend le pôle M 
de la tangente en m à une courbe e par rapport à une coniquc 
directrice �, le lieu du point M est une courbc C dont !a tangénte 
au point M est précisément la polaire clu point m par rapport il .2:. 
II y a clone réciprocité entre les deux courhes e et C; d'ailleurs, si 
l'on remplacc la courbe e par une autre courhe e, tangente à e au 
point m, 1-a cou1·be reciproque e, est tangente à la courbe (: illl 

point M. 

/>or/rúre, - Si d'un point fixe O, pris dans le plau d'unc �,•url,�· ,., 011 

.ibaissc une perpendiculairc 0,1 sur la t�n�ente a11 Jll)int m à cette ro111·b,·, 
lc lieu du pied M d,• ..:l'tte pcrpendiculaire est un·e cotirbe C •111i c,1 di1,· 
la porlaire d,, /11. prcmi;·re. li �erait focilc d'obtenir par le calcul les L'Our

données du poin1 M, CI d,· ,·érilier que la tran�fornn,1 ion 11in,i 11bte11uc •·�t 
110e u·ansform11tinn de contad, mais 1111 �- ani,., J?l11� simplemcnl c»111111r. il 
�11it : e '.nnsidérons, cn df,•t. u11 ccrcle ·: de rnyon H tl,'i.:rit tln p11in1 < 1 
c11111111,• ,· .. 11Jrc, cr suit 111, 1111 poinr pri,�urU�l ,•r tel11111: 0 111 1 ••• •>:\1 = IP. 
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Le point mi est. le pôle de la tangente mt par rappo1·t a'u cerclc y; de sorte 
que la transformation qui conduit de e à C résnlte d'une transformation 
par p<1l11ires réciproques, suivie d'unc inversion. Lorsque lc point m déc1·it 
la courbe e, \e point m,, pôle de mt, déerit une courbe c1 tangente à la 
polaire du point m par rapport eu eerc\e y, e'est-11-dire à la droite m1 l i 

perpendieulaire sur Om. La tangente MT à la courbe C et la tangente m, t i 

Fig. 6. 

e 

á la courbe e, f Jes angles égaux avec le rayon ,·eeteur O m, M; si donc 
n11us menons 1� ,ll"lnale MA, les angles ÁMO, AOM sont égaux comme 
c,,mpléments d'angles égaux, et le point A est le milieu du rayon Om. D'ou 
l'on conclut qu'on ohtient la normale à la podaire en joignant le point l\I 
au milieu de Om.

!59. Transformations de contaci géné1'ales. - Si les formules (57)
<léfinissent une transformaiion de eontaet, ne se réduisant pas à trens
formotion ponctuelle, l'une au moins des fonetions .f et ,> dépend de y'.
Supposons, par exemple, que/ rcnferme la nriable y; en tiranty' de la
premiere eles relations ( 57) et en substituant dáns la seeonde, on peut 
.:crire ees équations sous la forme équivalente 
' 

(58.> 

On en déduil 

Or 

X =/(x, y, f), Y = ll>(x, y, X). 

rlX ,y tJ.f , df • 
- = ---- + -- y + -ydx d.-r dy dy' 

d,'pend de _-v"; pom· que �!! ne dépende que de J', y, y', il íaul néeessaire-

1111•nt que les valcurs de X cl de Y fournies par les formules (58) vérificnt 
1111,;si la relation 

,,JI) r)IJI ' 
rJx 

+ dyY = o,
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et, comme celle-<:i ne renferme que x, y, y', X, elle·doit être identique à 
la premiere des équations ( 58). 

fni,er•ement, soit F(x, y; X, Y) une fonction des dl"ux couplcs de 
�ariables (x, y), ( X, Y). Si les deux équations 

(59) F(x, y; X, Y) = o, 
,JF rJF , -+--y=.o d.r dy 

peuvent être, résolues par rapport i1 X, Y, les formules obtennes 

X =/{x, y, y'), Y = ;;(x, _Y. y') 

définissent une transíorrnation de contact. De la premiere des 1·elations (59) 
on tire, en eff'et, 

dF rff dF . ,JF 
d;c. dJ, + rJy dy + dX ,IX+ d\ d\ = º· 

qui devient, en tenant compte de la seconde, 

rJF 
1

,.. JF _,..-
d:\ c,_,., + ;)y "" = o; 

· 1 dY d' d d ' on vo1t que e rapport dX ne 1•pe11 que t· .r, .Y, y .-

60. Problême m. - S01'.t w=.f(x, v) u,wfonclion des dezu;
v<;1,r1."ables ·indépenda11tes x et y; on pre11d d('(t.X: nouvellcs 
variables indépenda11tPs u et v liées aux anci<-n11es par les 
formules 

.r = ;;(11. 1·1. J' = •j,(11. I'). 

et l'ofl se propose d'e:.cprimer les dérivées partielles de w par
rapporl aux variaúles .x: ,-t y au mo_yen de U: v r:t des dérivées
partielles de w, pri.w-s par rapport aux variables tt et ,,. 

Soitw+F(u, �·) ce que dcvient la foncLion /(x,y) aprés la 
substiluti.on; la régie de dérivation dcs foncti.ons compos�1es nous 
donne 

d,,, ,)(,, ,),:; ,J,,, ,J•'., = . - ! + . . 
iJ11 d.e ,111 ,�r ,111 

,Jr-i ,/(., ,) ::. ,)(., ,),'., - . + .. 
,J,· - ,J,r ,),· ,�,- ,J,•, 

. t d 
. '"'' ,Jw 

on pcut Lirer • l' ce� eux équatwns ,,.,. el ,Js-. car, �i l,· <létcq11i-
u ( :.l, o/ 1 , • 

• 

nant -1-·-- cta,t nul. le chan;;c111cut dl· va .. ial,les cffcclué n'aurnit1 ( /l. I' _) 
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aucun sens. On déduira donc des équations précédentes 

( (io) 

l �� = A ?� +- B iJw,dx Ju ,Jv 

?� =e?� + D'?�, dy d1t ,Jv 

A, B, C, D ctant des fonctions déterminées de u el v, et ces for
mules résolvent le prohléme pour les dérivées du premier ordre. 
Elles montrent que: pour ob�eni"r la dérivée. d'une fonction par
rapport à .x, il faut multiplier p(!,r A la dérivée prise par rap
port à u, par. B la dérivée prise par rápport it v, et ajouter les
deux produits; on opere de même pour avoir la dérivée partielle 
par rapporl à J': en remplaçant A et B -par C et D respectiveme.nt. 
Pour calculer les dérivées du second ordre, il suffira .d'appliquer 
aux dérivées du premier ordre la régie e\primée par les forlt).ules 
précértentes; on aura 

1)2(1) _ i_
(

r)w
)
' _ !...(A dN + Bº�)1).x• - ,Jx ,Jx - dx àu àv 

= .-\ '� ( A 
dw + B '�) + 'B _i ( A 

Jw + B rJw),,Jn du dv àv rht rJv 

ou, en développ�nt les calculs, 

,)'!. (•) 

r).c2 = A A - + -- + - - + - ---
( J! w B ,J2 cq ,JA dw JB ,Jw

)rJu• Ju d,· r)u rJu ài, Jv 
+ n(A ,J•w + B rJ�w + àA �� + 1JB rJw), 

rJu rJv ,h·2 rJv Ju tJv rJv 

1, d J'l w a� i,, l d . . et on tronvera e même -
à 

.., , -
0 

• et es érivées sutvantes.
;euy y-

Dans toutes les dérivations à effectuer, il snffit de remplacer les
•. J d I é" opera tions ;;; et ;,; par es op rat1ons

1/ 
) ,J ,\ -·- + )� - ' Ju ,}!-

. 

... ,) r) 
C-+U-

1)11 "" 

r('spectivement; tout rc,:i(•nt donc au calcul des cocfficients A, 
B,C,D. 

Exemple /. - Considérons l'équation 

( tiJ _) ,)<1,1 d1 w J!o> 
a-+:!b--+c- =o, 1/.1:� d.r ,Jy ,r}y! 

' 
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ou lcs cocfficients u, b, e ,ont constan ts, nous 11llons chcrcher i1 ramenr.r 
cctte équation à l!Oe forme aussi simplc que possible. Observons d'abord 
que, si l'on avait à la fois a= e= o, il 3erait superílu de cherchcr à sim
plifier l'équation; nous pouvons donc supposer que e, par exem11lc, n'cst 
pns nul. Cela étant, prenons deu� nou�elles variablcs iudépendantes 1t rl ,., 

ll:::: X+ ay, ''=Z+�J',

a et �:I ét;rnt deux coeíficien�s constants inJétctminés. 0 1) a aussitôl 

,Jw dm 
-+ ····, 
du ,J,, 

de sorte qu'on a, dans ce cns, A= D= 1, C = a, D= r:1. La méthode géné
rale donne ensuite 

,11 w d�<•> ,r- "' ,J! "' 
dxt == dtt + 2 

r)u ,Jv + ,Jv• 1

rr-w rr-w �w �w 
-- =«-+(a+�)-- +�:1-, 
dx d_y d1t! 1• dlt d11 1 ,Ji-, 

r}!t.,) =:z!r)ti,, +2Gl� c}!i,) +��,1)2.,,1,Jy• d111 ,J11 rk ,),•! 

et l'équation proposée dcvicnl 

Cela posé, plusieurs cas sGnt it distinguer : 

Preuiier cas. - Soit //l - ac >o; en prenant pour a el ;1 
!'ílcincs de l'équation 

ti + 2 ,,,. + cr! = o, 

1•,:,p1atit111 premi líl forme simple 
1)-.!. (t) 

,)11 ,J.· = o.

les deu� 

''· I'' J ( º"') . ,J,,, d . • f '--',rume on p!'ul. ccnre 7 :,- = o, 011 \·o,t que -, 01t ctn· une 011l·-
,..,,. ull , li 

ti,,11 d,, la seule varinblc 1t, soil .f(a). Dé5ignous pnr F(u) uni' fu11clio11 
,I<' ii <lont ln cJ,:rivéc f'(u) =/(11); la dt'rhéc de,,, - F(u) par rapporl 
i1 u dant nulle, cettc difl'érence cH indé11eud1111te de u, et l'on a par cc,11-
�équ,•11! w = F(11') + •I>(,·\. l..i réciproqnc <"ºl i111111t:Jiate. En n·,·enunt ou:<. 
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nniahles x et y, on en conclut que toutes les fonction! i,; qui satisfout à 
l"i11uation t 6i) sont de la forme 

w = F(x + «y) + lf>(x + �y). 

les fonctinus F et 4> étant.arhitraires. Par exemple, t'intégrale générale de 
l'équation 

dtw ,Jtw 
-- =a'--, 
rJyt <).;l 

q11i se présente dans la théorie des cordes vibrantes, est. 

o,= F(:c + ay) +' �(x - ay). 

Detxxieme ca.t. - Soit b2 - ac = o. En prenant :x égal à la racine
double de l'équation a+ 2 6r + cr! 

= o, et prenant � différent de ex, le 

coefftcient de 0
�;" sera nul, ca'r il eat égal à a+ b:c'+ �( b.; e«); l'équa-

. 'd · d • <J1w O . d . ê f . t,on se re u,ra onc .., º"! = o. n vo1t que w 01t tre une onct1on

linéaire de �-, w = P/(u) + �(u), le� fonctions /(u) e� <r(u) rtant quel
conques; en re,·enant aux 1•ariables x et ·y, l'expression de w est 

w = (x + �y)j(x + cxy) + <;>(x + «.Y), 

ce •1ui peut s'écrire 

N = [x + cxy + (� - cx)yj f(.i: + CJ..Y) + 9(.r + ày 1, 

ou encore 
1,1 = yF(x + «y) + <J,(;r + «y). 

Troisieme cas. - Si 61 - ac < o, la "transformation 1>récédénte Qe 
9'applic1ue plus, à moins d'introduire des vari:ables imaginaires. On peut 
nlors déterminer 1 et � de telle façon qu'on ait 

Ct: qui donne 

à+ 2bcx + ccx!= a+ ;lb�+ <�•,

a+ b(cx + �) + ca<f1 = ?, 

[: 
?.b 

:x+ j=--,e 
:>.b!- ac cx r'= ---·t' e• ,

l\',1untion du second degré, qui a pour r11cines ex et r,

2b '.ib•- a.e ri + - 1·+ --,---=o
e ct 

:,, en effet, ses racines réelles. L'équation proposée del'ient alou 

c:01:k�AT. - t. 

,J! (•) 1)'! <-> Ó,,N = - + -- = o• • ,)11! ,,,., .

li\ 
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cette équation .i,w = o, connue sous le nom d'éq1talion de Laplace, joue 
un rôle íondamental dans un ,grand nombre de questions d' Analjse et de 
Physique mathéroatique. 

Exemple 11. - Cherchons ce que dévient l'équatión préci:denle en 
posant x = p cos ;:, y = p sin ip. On a 

·Jw · Jt., dw . 
d p 

= d.:c 
cos;i + dy 

sm 9,

,]w dw . dw 
;J9 

=- dx p �nip + dy 
p cos;:,

dw dw 
• et, en résol vant par ra pport à -

) 
, 

d
-,,_x 'Y 

li vient ensuite 

d.o> dw sin <;> dw 
- =cosip- - -- -, 
,).e Jp p 09 

tlw . dw COS:l,dw 
- = S)D <p - + --• - •d_r dp p d9 

,J•t•> ,) 
( 

dw · sincp dw
) 

· sin9 rJ 
( 

dw sin;: d
.
<JJ

)- = cos9- cos:p- - -- - - ----" - cus,- - -- -
cJ.1:2 _ rJp Ô? · p df , p r)r:r dp r, 09 

rl2 t•> sin•o ,J•w ?. sinq> cos; ,Jtt•> 
= cos! <ll -- + --· - '-- ---'----'- --

• '1P' P' d9• P ,Jp rJ9
2sincpcos;, d1" sin! ,> dw. 

+ ---'----'- - + - - -
pº ,J9 P dp , 

,)'w on a une expression analogue pour -:,-:;-, et, en les ajoutant, on trouve 
IJ y• 

<)2 t•.). ,)'!. t•.) ,)t (lj t ,p. t•> l ,}M
-+-=-+---+--
,1.r, ,)y• ,Jpi "·! 0

9
• ,- ,)�

6:l. Auue méthode. - La méthode précédenle esl la plus pra
tique, lórsque la fonclion, dont on chercbe les dérivées partielles, 
n'esl pas connue; mais, dans certaines queslions, il est plus avan
tageux d'employer le procédé suivant 

Soit z = f ( x, y) une fonction des deux variables indépen
dantes x et y ; si l'on suppose x, y et z exprimées au moyen de 
deux variables auxiliaires u et v, on a entre les différentielles 
totales dx, dy, dz la relation 

dz = 

d
f dx + 

d
f r!yc/J: . ,Jy • 



IV. - CH4NCll4&NTS OE VARIABLES. 

qui est équivalente au deux relations distinctes 

tlz _ df dx d/ 1�y 
----+---, rJu dx du ôy d11 
dz d/ dx d/ ,Jy. 
- = - - + -- -, d" dx dv dy "" 

· . d/ d/ � . d tlz tlz d d'ou l'on tirera -::.- et -
d 

en 1onction e u, "· -
1 

,,-
0 

comme ansux . y . ( u " 
la premiêre méthode. Mais, pour calculer les dérivées suivantes, 
nous continuerons à appliqúer la même rêgle; arnsi, pour · cal-

culer ,Jtf et rJ·tfldf , nous partirons de l'identitéd.ct x y 
(ª/) (}2/ -�11/ d - =,-dx+--dy.dx dx• dx dy 

qui est équivalente aux deult l"elations 

,(ªf) ' rJx d•j dx · d•j. dy 
-:--.=--+---,,J11 dx' du · dx ôy nu 
,,("f) rJ.i: ôt f d.e d! f ôy .
---=--+----, ,Ji- dx• d,· àx dy J,, 

ou l'�n suppose que % á été remplacée par son expression d�jà 

calculée. On trouvera de même d!'{Y et t en partant de l'identité 

(,J() d• f tJ• / ,! .,•· = -'t., d.r + -, ·• tfJ·.J )' "· •,:'Y 1 ..,.. 

el les deux valeurs ohtenues pour .t � doivent être ide.ntiques, �euxvy 
•1ui fournit une véri6cation des calculs. Les dérivées d'ordre supé-
rienr se calculent de )a même façon . 

. lpplication aux surfaces. - On se sert du calcul précédent 
dans l'etúde des surfaces. Supposons que les coordonnées d'un 
point d'une surface S soient P.xprimées en fonction de deux parn
mêtres variahles u, " par les formules 

.t' =.f\11. ,·j. _,- = :;(u. ,.,, 

on obtiendrait - l'équativn de cette surface en éliminant les va-



tí8 CHAPITRE Ili. riables u et ,, entre les trQis équations ( fo ), mais on peu t se proposer d'étudier directement les propriétés .de la surface S sur ces équations elles-mêmes, sans effectuer l'élimination qui peul être pratiquement impossible. Remarquons d'abord que les trois jaco-. D( f o) D(o, ·!.,) D( l <l.i) • • bicns -·-'-· ; --· -· , _._,_T_ ne peuvent être nuls 1dent1quement 
D(u, i,) D(u, 11) P(u, <') à la fois, car l'élimination de u et v conduirait à deux relations dislinctes entre x, y, .z, el le point de coordonnées (x, y, z) décrirait u�e courbe et non une s1,1rface. Soit, pour fh:et les idées, D(/, 9) ,zé o·D(u, i,) '

des deux premiéres équations (62) on peut alors imaginer qu'on ait tiré ú et v, et, en les portant dans la. troisieme, on aurait l'équation de ·1a surface .z = F ( x, y). Pour étudier cette surfacc dans le voisinage d'un point, il fau t pouvoir calculer les ·dérivées partiellcs p, q, r, s, t, . · .. de celte fonction F(x, y) au moyen des parametres u, v. Les-dérivées premieres p et q s'obtiendront au moyen de la relation rlz = p d.x + q dy, qui se dédouble en deux équations 
(G:l) l q±.=p <!1. + 

q 
º?' 

àu àu àu J,!, ,Jj rJo rJ� =p dv- + q d� 'pPrmettant de calculer p el q. L'éqUation du plan tangeot s'obtienJra e� portant ces valeu.rs de p et g· dans l'équalion Z -.z =p(X - x)+ q(Y -y), ·ce q!li conduit 'à l'équation 
(n4) -(X -.x) D(y, .z! + (Y - F) D(.z, .x) + (Z -.z· D(.x, .Yl = o._ D{u, v) • D(u, i,) / IJ(u, <') 

Les rela\.i.oµ.s ( 63) ont une signification gcométrique facile à retenir; elles expriment queJe plan tangeni contient les tangentes aux deux courbes situées sur la surface, qu'on obtient en laissant v 
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constant et faisanl varier u, puis en laissanl u constanl et foisanl 
varier v ( 1) 

Apnt obtenu p et q, p = f• ( u, v), q = /,( u, �•), on obtinndra 
r, s, tau moyen de� égalités 

dp = r d.i: + s dy, 
rlq = s ,1.,. + t rly. 

dont chacune fournit deux relations distinctes, el ainsi de suite. 

62. Pr.obleme IV. - Si l 'o n pose

f lki) .c=f(u, ,·, w), y = :;i(u, ,., w), � = •Hu, ,·, w). 

ces formules font correspondre à toutes relations entre les va
riables x, y, :; une nouvelle relation entre u, v, w. On se pro
pose d'exprimer les dérivées partielles de z par rapport aux
vm·iables x, y, au moyen de u, v, w, et des dérivées partielles
d,, <V par rapport aux variables u et , .. 

Ce probleme se ramP.ne à celui qui vient d'être traité. Si l'on 
suppose en elfet que w ait étfl remplacé dans Ies formules i' 65) par 
une foncLion deu et de v, on ales expressions dex,y, .zau moyen 
des <leux paramétres u eL v, et il suffit de reprendre la méthodc 
précédente en considérant/, f, � comme des fonctions composf'cs 
de u, v, la ,·ariable 1P élanl traitée comme une fon.ction intermé
diaire de u et L On a, par exemple, pour calculer les dérivécs du 
prcmier ordre p, q, les deux relations 

,J? d·} d:1• 
( 

,�( df ,)...,
) 

('J'? ,)9 dw
) ;,ii + J;;, Ji: = p r)t� + J-;;, du + q ;;;-, -+ r)w r)u ' 

,),!, ,),!,. .1)w (,J/ ,)f dw) ('h !}::;; dw)
,,;: ...._ d,·,. -;;;.- = p iz. + J;., dv + q ,J;, + rJ,:, dv '

et de milme po11r les dériv�es suivanLes. 

(') On peut auss, arrh·er à l'1•quatiu11 ,lu plan tan;;cnt par un raisonnement 
,1,r,•.:t. Tout� courl,e située sul' la ,urf,,ce est d.;finie par une rclation entre u ,:t v. 
soit v - li (u), et la tan�entc· ,, cellc courlie a pour éq11at.ions 

'/,-:; 

1. ,,J1,11111a1101, de li' {111 •;u11duit ;, l'êqn311u11 1lu plan tangenl (G4). 
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En langage géométrique, le ptoblême précéd�nl peul s'én�nccr 
comme il suit: à tout pointmde l'espace, de coordonnées (x,y, :.), 
on fait corrP-spondre, par une construction déterminée, un autre 
poinl M, de coordonnées X., Y, Z. Lorsque le .point m _décrit une 
surface S, · le point M décrit une ·surface I, dont on se propose de 
déduire Ies propriétés de celles de la premiêrc. 

Les formules qui défüiissent Ia transformntion sont de l;t forme 
X =/(.r. J', ;;·1, y = ;,(:r, Yi z). Z = ,Ji(.7·, y, z); 

soient 
.;=F(.'.l'i,J'!, 

les équations des deux surfaces S, l'. II s'agit d'exprimer les dérr
vóes partielles P, Q, R, S, T, ... de la fonct.ion 4>(X, \') au 
111<1yen de x, y

1 
z et des dérivées pa1:tielles p, q, ·,., s, t, ... de hi 

fonction F(x, y). C'est précisément, à la différence dés notations 
pres, Ie problême que nous ,·enons de traiter. 

Les dérivées premieres P et Q ne dépendent que de x, y, :., 
p, q, de sorte que la transfor�ation change deux surfacc·s- trm
gentes e·n deux surfaces tangentes. Mais ce ne sont pas les tran�
formations Ies plus générales qui jouissent de cette proprié1,··. 
comme on le verra par les exemples ci-dessou!>. 

63. Transformation de ·Legendre. - Soit .z =f(.r, y) I'équa
tion d'une surface S; au poinl m(:.c, y, .z) de cette surfacc, foison� 
,·oi'respondre le point M, de coordonnécs '\, Y, Z, en·posanl 

X =p. \ = q. z = p.c + 1/Y - ;;. 

et soit Z=<l>(\., \) l'équalion de la 'surface l décrÍlú p,tr lc 
· .,, s· 1· 

· · · ' · 
1 

r tJl "l pomt tu .. 1 on mrngmo qu on att remp acé z, p, q par ... ,j,,.• j;:,•
on a lcs expl'essions ,les troi� coordonnées du point M en fonct.i;,n 
Jcs deux variables inMipendanlcs x el. )'. 

Désignons encorc par P, <r R, S i T, les Mrivée" partiellti!> ,J.� 
la fonction 4>( \., , ) : la relation 

,/Z = I' ,/\ _._ t: ,/\ 
nous donue 

/' ,lt � '/ d,• - .1. ,/; - .1· ,!,/ - ,!; -: 1' ,l1, -- 1 ! ,t,1 
Oll 

:1.· ,l11 -t- y ,l,1 = �• tlf' -+ Q dq. 



IV. - CHANGEMENTS DE VARIABLES. 151 

Su pposons que,. pour Ili surface considérée, p et q ne soient pas 
fonctions l'une de l'autre, de telle sorte qu'on ne puisse avoir une 
identité de ln forme ).dp + p.dq = o snns qu'on ait, à la fois, 
). = p. = o. On déduit alors de la relatiou qui précêde

P=x, Q=y. 

Pour avoir R, S, T, nous parlirons de meme des relations 

rlP = R,d\ + S dY, 
dQ=SdX.+'rdY, 

qui deviennent ici, en remplaçant X, Y,. P, Q par leurs valeurs, · 

de= R (r dx + s rl:f) + S(s rl.r + t dy), 
,ly = S ( r dx + s r(v) + T ( s d.r. + I r(r); 

on en tire 
Rr+Ss=1, 
Sr+ Ts = o. 

Rs + St = o, 
Ss+Tt=1. 

et, par suite, 
R=--'-, rt-st 

-s S=---, 
ri - s1 

T = ___ ,._,
ri - s'! 

Des formules précédentes on déduit inversement 
x=P, .r=Q, z = P.\ + Q\' - Z. 

-S 
p="'<. fJ = Y, 

r = RT -s,' s 
= H.T- s2' I= HT-S2

1 

ce <Jui prouve que la transformation est réciproque. Dailleurs, 
c'est hien une transformation de cont.act, puisque X, Y, Z, P, Q 

. ne dépendent que de :1:, y, z, p, q. Ces propriétés devicnnent 
iutuitives, si l'on observe que les formules dMinissent une trans
formation par poloires réciproques_, relativement au paroboloi'de 

.r'+/'-:,z=o. 

Remarqlle. - Les expressions Je R, S, T deviennent intinies 
lorsque, en lous lcs poinls de lá surface ch'•crite par le point m,

011 a la relation rt - s2 
= n. Dans ce cas, le point M décril une 

courbt•, et nou une surface, car on a 

IH X.,)' 1 

I►(.-.·. y) 

IJ 1 /'· r(1 = ri - .,, '"' " 
1)1.L_l'} 
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ct Je mêmc 

D(\'.,Z1 l>1p.p.r+qy-.:;)_ ( , _ 
D(x,y) e= D(.r,_r) -Y rt-s )-<>.

C'est prfÕcisément -le cas qu'on a laissé de côté. 

!i.i. Transformation d'Ampàre. - Les notation� res1ant les mt1111es que 
dans l'e)(emple précédent, posons 

la relation 

Jevient 

ou 

'= ,/', '= 1/, Z = qy-z; 

dZ=Pd':'-.+Qri'i 

q ,�r + J' dq - dz = I' t/;J: + Q dq 

,r dq -p 1/.r = l' d.r + Q dq: 

on a donc, en supposanr 1.1(.&. q) = t·différent de zéro 
D(1,y) ' 

et in, er.se111e11t 

,J'= \. y=Q. 

I' =-p, Q=J', 

z = QY-Z, /1 =- P, 'I = \. 

de sorte que la transformation est b'ien une transformation de contact et 
r,·ciproquc. La relation 

rf P = H d� + S ri\ 
,!onoe ensuite 

c'e,t-/1-rlire 

et l'on 'en tire 

- r d.r - s r(v = R d.,·+ S(s rf.r + I dy ·

H+:--s=-r, 

s1- ri ll=--,-, 

SI =-s.

s 
,S=-,; 

cn partant de la relati ou dQ = S (/''\ + T d\', on trou\'era de 111,·11,e 

Prop(•,nn,:-nous, co111me application de ce:; formule,. de ll'o11ver !oute, 
les fonctions /(:e, y) qui satisfont à !à re!ation ri - s' = o. Suient S la ,ur
face repré,en!t:e par l'équation z =f(x: yl. � !u �urface tran,forme.e. 
et Z = •í•f\. \) l'équntion de�- D'aprê� la fornnüe qui donne R. on doit 
u, 01r 

et •I• doit etre une fonction linéaire de :\., 

z = \�(\ /+•}(' 1. 
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9 et •,!, étant étant des fonctions arbitraires de Y. On en déduit 

P=9(Y), 

et les coordonnées (x, y, .:) d'un point de la surface S s'expriment inver
sement en  fonction des deux variables X, Y, parles formules 

x=X, y=X ;, '(Y)+IJ,'(Y), z=YLX9'(Y)+'}'(Y)]-X9(Y1-•1'{Y); 

l'équation de cette surface s'obtiendra en éliminant X et Y ou, ce qui 
re,·ienl 11u même, en éliminant le parametre ,·ariable "' entre les deux 
équations 

.z = xy -x;, (:r)-,j, (:z),

o =y - .q'(:z)-'}'(:2),

dont la premiere représente un plan mobile dépendant du parametre :r, 
tandis que la seconde s'obtient en différentiant la premiere par rapport à 
ce parametre. On obtient aiosi les swjaces développables. qui seront 
étudices plus tard. 

65. Êquation du potentiel en coordcm.nées curvilignes. - Les calculs
qu·exige un changement de variables peu\'ent, dans bien de; cas, être
�implifiés par diffêrents artífices. Je prendrai pour exemple l'équation du 
potentiel en coordonnées curvilignes orthogonales ( 1 ). Soit:nt 

.F (.-v, Y, z)= P, 
F 1 (x,y, z)= p,, 
Fi(x, y, z}= �t 

les équat ions de Lrqis families de surfaces formant un systeme tripie orl ho
gonal, deux surfaces quelconques apparteno.nt à deux families différente� 
�e coupant toujours à angle droit; �i l'on résout ces trois équations, on en 
tire .e, y, ,:; en fonction des p11rametres p, p,. p!, 

(_(ili) 
.r = 9 (p, p,, p,), 

)' = '( 1 ( p, p 1: p2), 

; = 9t(P, ?•, p2); 

p .. �,. p�, forment un systeme de coordonnées curvilignes orthog11nales. 
l'ui�que les rrois surfaces précédentes sont orthogonales, les tongenle� 

nux courbes d'intersection de ces surfaces prises d.:ux à demc doi, rnt 
former un triedre trirectangle; il faut donc 11u'on ait 

1 li�) S 
,)-;, ,J;, ......:.. .......:.. -,. L... ,JoJ ,}o,, - , 

( 1 / 1.-t)IE, Traité des coordonnées curvilign.-s,. - Voir aussi BBIITIU�r,. Trait,; 
de Calcul clUftlrentiel, l. 1, p. 18,.
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!e �igne S indiquant qu'�n doit remplaeer 9 par y1 puis par ?t, et ajouter-. 

Ces conditions d'orthogonalité peu,ent encore s'c?crire sous la form� ,:qui
, alente 

(,Gx) 

,Jp dp, ,Jp tli;, d� dp, _ ---+----+---0 
,J.r ,J.r dy ,Jy dz ti; ' 

,J_o ,h, 
,J.r ,j_; + ... = o. 

Cela posé, �herchons ce que devient l'équation du potentiel 

. ,J! \' ,J2 \: ,Jt V .l, \· = -- + - + -- = o. 
,J.rt ,Jy! d;! 

a, ec lcs , ariahles p. ?t· p,; on a d'abord 

puis 

JV ,J\' rlp d\" Jp, ti\- ,Jp; 
- = - . .. + - - + - -, ,J.F ,Jp ,J.r dp , dx ,Jp1 dx. 

,J!V - ,Ji\" ( ,)p)' + J1\' (''"l)j + J!\' (rJp,)' 
d.r i ,1,;,: ,J.1· dp; dx dp l , da: 

,Jt \" ,h d�, tJ1 V dp , dp2 <J'1 V ,J? dp , +�-- -·- _, __ +'>--- - -+2- � -
,Jf dp, d.r ,J:r . rJp, ,Jh d:r ,Jx dp dp2 rJ.r. dx 

,JV ,J' � d\. ,J,;,, ,J\' ,J! p, 
+ - _, + - -- + -- --- . 

1lr, ,J.c• ,Jp, ,J.c� ,)? , dx� 

En ajoutant les trois équations analogues, les déri\'ées du second ordr..-

11 . ,/IV d" . d I d 1 -te es que :,--
d 

1spara1s�ent an·s a �ommt=, en vertu es re auon:; (68). 

et il reste 
up f,'1 

,/tV d1 Y ,/1\ 
((it1) ·-+-+-= . ,J.,,! dy• ,J::; : 

41 et .l! désignant les paramiJtres différentiels de La,ué 

. (d/) ! (''l' � (''/)' 
.::., ( /) = . + . " + -· ' 

. ,J.i· ,Jy) ,J: . 
,,, l ,J, f d" f .l,( f•= -· ...... - + -· 

• . ,J.r• ,))'' ,J;.a· 

Le� paramêlre� riilférentiels du premier ordre .:l 1 (p·1. J.,(;:;, ). A 1 (?d �� 
calculenL facilement. lles re!ation� (fi6) on tire 

±:_ ,J� ri:. d;- , ,J'r ,)r,� 
,)-; ,J:1:•- ri;, , J:i'

-+- r)p , ,J.,· =I. 
':;i: • ,/;, + ,J�, rJ;-, -+- ,J9, dpo 
,J? ,l.r ,Jp 1 ,h1.: ,Ir� ,l.t.· 

,/; j 

,l."r 

=h 
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1 . 1 · é . ,};:; <);:; 1 d?t . et, en mu t1p 1ant ces quations par-:,'-, + 1 --:;-, et aJoutant,
,,p ,;p uP 

rJ;, 
�e_ = 

Jp . 
rJx -

(
�

�
---

)
-,-+-

(
ª�

J
�
;

-
)
-1

+
-

\
�

�
-
�
-,
)
-''

on calcule de même �; et �:, et il vient 

( dp ) ! ( Jp ) • ( �) • , 1 
.dx + dy + r}z = ('!3)

"'+(
º?t

)
'2+(

rJ;>•
)

!.

Si donc l'on pose 
,Jp, ,Jp · dp-

H, = -!.. ' S( ,h, )2 
dp, 

H, = - '
S (.r)

;, 

)� rJp2 
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le signe S indiquant toujo�rs qu'on doit remplacer '? par 91, puis par 9,, 
et ajouter, on a 

A,(p)= 
H

' 
1 

�,(p,)= H1'
1 

�,(�,)= ·-• , . H, 

Lamé obtient les expressions de Â! (p), A2(p,), Â2(p2), en fonction qe p, 
p,, p2, par un calcul assez pénihle, qu'on peut abréger comme il suit. 
Dans l'identité (69 ), 

1 ª' V I r}! V I ª' V JV ,JV ,JV Â•V= - - + - - + - - +.l.,(c}- +.l.,(c,)- +A2("•)-,. H dp• H 1 rJpr H., dp f - ' !J? 
- ' df, 

' - d;-i 

faisons successivement V = x·, V = y, V = z; nous a vons les trois relations 

qu'il n'y � plus <tu'à résoudre par rapport à l!.2 (p), ll,(p,), A,(p,). On en
. 1 1 1 . 1· do ,J-:,' d;:;i . . t,re, par exemp e, en es mu t1p 1ant par d�, dp , J� , et aJoutant, 

• ( )H , s�f º'? , Sº-::,· ,,.� , s,,-::,-,/2:;: .. , � + - - - + - - - -+- - . -· = o. ' H rJ:, 1)2' 11, d: ,J,o; li, .._ ,/2 ,/2 i 

D'ailleurs, 011 a
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et, en dift'érentiant la premiere des reletions (67) par rapport u pi, il Yient 

S
dy ,)t9 s àry à•<y I àH1 
d� lt?i -

àp, º? dp, - 2 d'p 
On n de méme 

i ' .1 � td· En posant H = ,., H 1 = 
h

!, H! = -
h

,, cette ,ormu e enent 
ll • t ! 

et l'on a de méme 

d (i h ) .l,(r,)= h1 - og-- ,dp lt,lt, 

, ,J 
( 

h1 ) �,(p,)= /q-:.- l_og-1 h ,'/'P1 i ! 
�.(e,)= li. - lo<>- -

• r) ( 
lt1 ) .,. ·rJ21 "hA, 

La formule (6g) de\'ient donc en défioitiH 
,;2 Y d1 V ,J! \" ,,)! V ,)! \' d2 \' 

(;o) _r)_.x_! + -t}y
-! + -,)-:;� = /i2 r)

p
! + ld rJ

r t + hi tlp ;

,) 
( /, ) à\/ • r) ( li, ) ,)\" 

+h,-:, log-1 1 T +hi:;- lo�,, ,.-<,? 1 1 l :! 11:; v:;1 ,,,t"! u,""I

+l1;- •••"' -- -1 

., ,J ( lt, ) a,·• ,J2, " hlt, .rJ;-, · 

ou. sous une forme plus condensée, 

. [ ,J ( /, ,J\. ) n ( ,;, d\" 
) ,J 

( 
t,, rJV ) ] �. \ = h lt1 h2 ·· · -- ·· · + - -- - + - - - ·

tl-,, h, lt, ,J_, .J-;, , h lt, rJp , ,J::,, h /, 1 ,J?, 

.\ ppliquons cette formule aux coordonnées polaires. Les for111ules llc 
1,·ansformation sont, en remplaçant P.1 et p, par 8 el 9. 

_,-= sin 6 ,in '?· Z- = r-, C11:--Ú.

�1 lc,. coefticients li. I,,. lt, ont les Yaleurs suh anti':! : 

/, = 1, "·= �'-;· ;- sin � 

l:1 fornrnle g<"nérali- devient donc 

l,,V = -1-. -[ '1 (":.=�inlJ 1)\ )+ ,J (sinti'" )..-. -''. (-.-1- •�-' lj, 
.'' ,111 li ,/o · ,J;- ,/!1 ,111 ,!; ,111 11 ,/� _-
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ou, en développant, 

�.V= d V+� J!V + __ , __ rJ!V +�d\'+ cot8 t'!. 1- dp
º r' dl!! p'sintij dy• F dr, p1 1)6 

comme il est facile de le vérifier directemtl'll

EIERCICES. 

i. En posant u=x!+y�+z!, v=x+y+z, w=xy+yz+.zx,
"d · D(u, "• w) 

T 1 1 . . li ' .on a I ent1quement D( . ) = o. rouver a re allon qu1 e u, v, w.x3y, z 
'!. Soient 

on a 

... ,

D(u,, ui , .. ·., u,, ) 
---.;.....---'-----'-=-------------

l>(x1, xi, ... , a:") (/ 

!+-

( 1 - .x; - x; - ... - .xJ) ' 

:l. Si l'on pose 
x, = coscpi, 
.r,= sincp1coscp,, 
,-i;3 :::= sin,p,sincp,cosc;;s, 
.................... , 

x,. = sin 91 sin 'l't· .. sin9,,_, cos9,,; 
on a 

D(x,,.r,,· ... ,x n ) ( . . . , 
,....,---�--------;- = -1 )" sm'lcp1 sinn-l cp,s111.11-� y-3 ••. s1n1 9,,_, sm 9,,.
D(<f-1, '?t, ... , 9n ) 

4. Vérifier- direct·ement que la fonction z = F (x, y), définie parles deux
équations 

; = ax + yf (a)+ y �a). 
O= X + yj'(2) + r;/(a). 

ou "' est·une variable auxiliaire, satisfait à la relation ri -s• = o, quelles 
que soient les fonctions / (a) et 9 (a). 

5. Vérilier de même que toute fonction implicite z = F(a:, ,Y), clélinie
par une équation de la forme 

y=:c9(z)+'}(z), 
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salisfait, qu_elles que soient 'les-fonctioos <p( z) et ,J, <..,z ), à la rela'tion

rq't_ 2pq1 + tp•= o.

H., La fonction z = F ( .e, y),' définie par Jes deux. équations

z?'(.t)•= [y- :P(_'.")t,

oit 2 est une variable auxiliaire, satisfait à la relation pq = ::, quelle •1ue
soit :p(:x).

7. La fonction ,z = r ( x, y ), déíinie par les deux équa tions

J.z - :;,(0t:)j9'(2)= Ot:X1,.

sastisfait de même à la relation pq = x y.

8. Si l'on pose x = f( u, v ), y = q:, ( u, v ), les fonctions /( u, v) et :;. ( u, v)
�atisfaísant aux conditions 

ón a identiquement

df J:p 
-=-, 
,)u Jv 

of . rJ:;, 
-=--, rJv Ju 

!l. Si la fonction V ( x, y,. z) satisfait à l'équation A1 V = o, il en est de
même de la fonction

- V k; -·, k' - , k2 - ,1 ( ;,f.' y Z) 
r r'- rt r! 

•>li k est une constante, et ou l'on a posé r2 = x• + yt + z2 .
(Loao KBLVIN.) 

10. Soient V(.i:, y, .:;) et V,(..c, y, z) cleux intégrales de l'.:quation
.l; Y = o; la fonction

U = V(..c. y. :.)+ (��+ y• + z2 )V 1 (.(,·, y, ;;)

satisfait à l'équation
à,�, l, == o.

11. Que deYient l'équation

(.t:- .r•_)y"+( 1 - ·;..,•• 1y' -- .iy = o.

,1ua11d 011 foit le changement de variable .i: = \ � ·!
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12. �Um� q:uestion pour l'équation

�z h h - +2xy!- +2(y-y3)- +x'y!z =odx1 dx dy 

quand on f9it le changetnCIJt•de variables x = uv, y_ = ;·

13. SoieniX=/(:c,y, .i), Y='f(x,y,z),Z=o/(x,y,•z)les équations
q ui délinissent une transformation ponctuelle dans !'espace. A touté direc
tion õ issue d'un point m(x, y, ..i) correspond une diréction À issue du 
point :IL A trois directions de param�tres directeur� ( a,, bí, c1 ), (�, b,, e,),

( a3 , b3 , c3 ) iss':les de m correspondent trois directio!ls issues de M, de para
Dletres (A1, B,, C1 ), (At, B1, Ci,) (A.3 , B3, Ç3) respectivement. Démontrer 
que le déterminant formé par ces neuf coefficients A1, B1 , C1 est égal au . 
Jiroduit du déterminant formé ·de la même feçon avec les, neuf coef-

ficients (a1,· b1, c1) pa� le jacobien ��X, Y, 
Zj° En déduire que l�s deux

a:, y, z 
triedres ont la même dispositioo ou une disposition ínverse, suivant !e 
signe du jacobien. ( Les deux systemes d'axes de coordonnées soot supposés 
de même disposition.) 

· · 

14. Si les fonctions f, q,, <j, de l'exercice _précédent sont nulles pour
:e = y = ;; = o,. montrer qu'il existe en général · trois directions rectan
gulaires issues de l'origine, et trois seulement, auxquelles córrespondent 
trois autres directions rectangulaires issue:;·de !'origine. 

!\·lemes problemes pour les tri-nsformations' ponctuelles dans le plan. 

1:'>. En chaque point M â'une surface S, on mene la normale MN dont 
on prend le point de rencontre N avec .un plan fixe P, puis on porte sur la. 
j>erpendiculaire au plan menée pa� ce point N une longueur N m = NM. 
Trouver le plan tangent à la surface décrite par le point m.

La transfnrmation précédente est une transformation de contact. Étudier 
la transformatiou inversc. 

f6. Á partir des différents points d'une surface ·donn€e S, on porte, sur 
les normales à cette surface, une longueur constante l; chercher le plan 
iiingent à lu surface l:, lieu des points ainsi obtenus (surfaces paral{eles) .

.\'lême probleme pour une courbe plane. 

1;•. 1\taut donnés une surface S et un point fixe O, on joint le point O 
à un point quelconque M de la surface S; par le rayon OM et. la nor
male .\11' i, la surface S au point M on fait passer un plan OMN. Dans ce 

. plau O.\l;',i on éleve, parle point O, une perpendiculaire au ráyon OM sur 
laquelle on porte une longueur OP = OM. Le· point P décrit une· surface � 
qui est dite l'apsi,/ale de la premiêre. Tl"OU\'er Ie plan taogen·t à cette sur

.face. La transformation précédente est une tran�formation de contact. et.il 
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. v a réciprocité entre les surfaces S et :!:. Lorsqu'on prend pou1· la su.,bce S 
un ellipso'ide, le point O étant au centre, la su.rface I est la st.1rface des 
ondes·. 

18 . ltwariatits di.Jférentiels d'Jfalphe11. - Véquntion dilférentielle 

(r/ty)trfly , d'y dly �y (dly)3 
9 dx• dx' - ·•.5 dx' dx• ,,x•. + 40 da;' = 0 

1je change pas de forme quand on effectue sur les , ariable5 :r, y une trans
formutioo homographique quelconque. 

19. Dans l'expressiou
P d.r: + Q d,y + R dz, 

oi, P, Q, R sont .des fonctions quelconqoes de x, y, z, on pose 

:r: =.f(u, v, w), y = 9(u, v, w), z = ,f,(u, 11 , w), 

u, v, w étant de nouvelles variabl�s; elle se change en une expression de 
même. forme 

l',dLt + Q,dv + R,dw, 

P,, Q1 , R, étant des fonctions de Lt, v, w. Vérifier que l'on a ideotique
ment 

li,= D(.x,y. z)H,
D(Lt, v, w) 

en posant 

li = P ( ,JQ - �) + O ( � - ,JP ) + R ( JP ,JO ) 
,J::. ,Jy , tJ.x ,Jz ºY - ,,_; , 

11, = P, (''<.!, _ ,m,) + Q, ("R, _ ,JP,) + H, (uP., -· ,JQ,).
rJw dl' r)µ 1Jw --;r,: ,Ju . 

�- Les notations étant les même1 que dans l'exercice préctdent, vérilier 
que les équations différentiell.is 

d.,; dy ,/;, 

,J(J ,Jl{ ,)H ,JP = 

,JP ,}� 
,Jz - ,�y ,).J: - ;f; ,Jy - ,}.; 

sout remplucées pnr d,!s équations de memc forme niJ .r·. y,

soul. n:mplacées par 11. i>. w, P,, Q,, R, respecti\·emeut. 
P, Q, R 

•• 1 (t:C + b · f . 1 :!I. Scltwar;ieu. - s, 'on. pose y = c.r + ,{, .L" etanl 1111c orwtion < " , 

..... 
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et a, b, e, d étant des constantes 11uelconques, on n 

x', x•, .r.'", y', y•, y''' désignant les dériyées par rapport à la vnriable t. 

�•. Soient u et "deux fonctions quelconques des deux vai-i11bles indé
t>endantes :i.· et y. On pose 

l' nu+ bv + e
1 

= a.11 11 + b",, + e"'
,t'u + b'v + e' V=------, 
a•u + b•.., + e' 

a, b. e ..... e• étant des constantes. Démontrer les formules 

,J' u ,J.., à• v àu d• l, àV ,12 V ,JU 
Jxi J:; - J;i Jx ,Tis Jx - rfxt Tx 

(u, "') ( L-, V) 
,Jt lt ,)v d• v ou ( dv ·,)i tt ,)u <Ji v )-;fêi r�>- ,).i;! ,Jy + :� à.,: ,)a; rJy ,J.1; d.e <ly 

( n, P) 
,Jt lJ JV _ d� V dU + ·, ( JV ,J2 li _ ,JU .!!:.Y._)
,J.1·� r�y rJ.r.! ,Jy · J.1· ,J.1; ày Jx àx dy 
----'------"----�----"------"--'-, 

(U, V) 

ct les formules analogues obtenues eu pei-mutant .e et y; on pose 

. dtt ,J i- ,)n ,).., (,n, 1').,;= r)J.: ,)y 
- ,)y ,).r,1 ( u V) = 

<JU ,JV - ,)U av .
> J.r. ,J_y Jy 1).1.: 

( Gou11sn et P .USLBVK. Comptes rendus, 188;.) 

�3. Trouver les valeurs maximn et mínima de la distance d'un point à 
une. courbe plane ou gauche, de deux poínts de deux courbes, de dcux 
poínts de dcux surfaces. 

-M. Lcs. points d'une su1·fncc S. l'our les,1uels la som me des carres des 
distan.:es à II points lixes est ma"'4mum ou minimum, sont les pieds des 
normal e� abaissées sur .:elle surfa.:e du centre des moyennes distances des 
11 poi nts fixes donnés. 

:?5. 1 lt- tuus lcs 1p1adri ln teres •1ue l'on peut formcr a\'eC •ttt,11.l'e cotés 
.tonné,. cclui qui a la plus ;.:rande surface est inscriptible dans une circon
férenre. Ex t.,·nsiou nux pol� gones de " c,·,tés. 

� •. \laximu111 dn ,·oluruc d\111 parallélépipcde rcctangle inscrit dans un 
,·lli 1 1,o·;de. 

11 
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'1.7. Trouver les axes d'une quadriq.ue à centre en considérant les som
mets comme les points dont la distance au centre est maximum ou 
minir;num. 

28. Même probleme pour les axes de la section centrale d'un ellipso,de.

29*. Trouver l'ellipse d'aire minimum passant par les Lrois sómmets 
d'un triangle, et l'ellipso,de de volume minimum passant par les quatre 
sommets d'un tétraedre. 

30. Trouver la plus courte distance d'un cercle et d'une droite dans
!'espace. 

31 •. Le carré du module d'un déterminant D à éléments imaginaires est 
au plus égal à la racine carrée du produit des sommes des carrés des 
modules des éléments d'une même ligo e. ( HADAIIABD.) 

32. Soit F (x, y, z; X, Y, Z) une fonction des 6 variables x, y, .z, X, Y, Z.
Les trois équations 

F=o, dF dF
dx + <izP = o,

dF dF 
dy -+- d.z q = 

o,

résolues pai< rapport à X, Y, Z, définissent une transformation de contaet. 
(Cj. n° 59.) 

33. Soient F(x, y, .z; X, Y, Z), cfl(x, y, .z; X, Y, Z) deux fonctions
des six variables x, y, .z, X, Y, Z; les trois équations 

F=o, 4> =O,

dF dF d4l d$ 
dx + dz p dx + .àzp 
dF dF d$ a<P 
dy + d.z q dy + dz q 

=o 

définissent de même une transformation de contact. 

-·-



CHAPITRE IV. 
, 

INTÉGRALES DÉFINIES. 

l. - i:\IÉTHODES DIVEHSES DE QUADRATUHE.

66. Quadratura de la parabole. - La détermination de l'aire
d'une courbe plane est un des problemes qui ont le plus exercé -la 
sagacité des �ometres. Parmi les exemples que nous ont laissés 
les. anciens, un des plus célebres est la quadrature de la parabole 
par Archimede; nous indiquerons une de ses méthodes. 

Soit à déterminer l'aire comprise entre l'arc de parabole ABC et 

Fig.;. 

la corJe AB. Menons le diamêtre CD joignant le milieu D .de AB 
a11 poinl (: oi", la tangente est parallêle à AB, les cordes AC etBC, 
ct prenons les points E et E' oú la tangente est paraUêle respecti
' l'•nent aux <l<'ux corde.<. B(: ct AC. Nous allons d'abord comparer 
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l'aire du triangle BEC, par exemple, à celle du triangle ABC. 
Menons la tangente ET qoi coupe CD nu point T, le diametre EF

qui coupP. CB cn F, et enfin lcs parallêlcs EK, FH à la corde AB. 
D'apres une propriélé élémentaire de ln parabo1e, on a CT = CK;
d'nill�urs CT = EF = HK et, par suite, EF 

= CiH = Ct • Les aires
des deux triangles BCE, BDC, aynnt Ia base commune BC, sonl 
entre elles comme les hauteurs, ou comme les droites EF, CD ..

L'airc du triangle BCE est donc égale au quart de l'airc du 
triangle BCD, ou au huítieme de l'aire S du triangle ABC; l'aire 
du triangle ACE' a évidcmment la même valeur. En opérant de la 
même façon sur chacune des cordes BE, CE, CE', E' A, on ohtient 
quatre nouveaux triangles donl l'aire est égale à f., et ainsi de 
suite. La n;" 111 º opération concluira à :>." triangles, l'aire de chocun 
d'eux étont égale à i,-. L'aire du segmcnt de para bole est évidem
ment égale à la limite vers laquelle tend la som medes aires de tons 
ccs triangles, lorsque n augniente ind.éfiniment, c'est-à-dire à la 
so111 me de la progression géométriquc décroissonlc 

.. s s s s + /. + 7.,; + ... + ,- + ... '
1 'I" ·1 11 

cpn n pour valeur 1/ • On voit Jonc que l'aire cherchée est êgale

au..c � de l'aire du parallélogramme construit sur AB et CD . 
.) La méthode précédente est une méthode d'exhaustion; l'aire 

que l'on veut colculcr est exprimée par la somme d'une série con
\'Crgente. -\.t-chimêde a emploJé aussi, pour le même problcme, 
un, autre 1néthode, beaucoup plus voisine des méthodes modernes, 
oú0 l'aire du segmcnt parabolique est décomposée en 1m nomhre 
infiniment croissant de parties infiniment petites. J usqu'à l'in
vention du Cale ui intég!'ill, les géomHres se sont sen·is de procédés 
plus ou moins analogue:. à ccux: d'Archimede pour le calcul des 
aires, dt>s .ires et des \olumes (' ). Quelle que soit l'ingéniosité de 
ces prucédés, ils offrent surtout aujonrd'hui un intérêthistorique. 
Aussi nous allons indiquer tout de suite la rnéthode gt'>nérale de 

1 1 , nu 1r .. u1·era, dau,; lo: l'raité d.: Duhamel, un graud nomb1·e d'el.emplcs ele 
,l�t.:r111ina1 ion; d'ai,·e, .. d'ar,·s et ,te ,·olume,. p.tr le-i procé<lts de, audens. 
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décomposition qui nous conduira tout naturellement au Calcul 
intégral. 

67. Jléthode générale. - Soit y == j(x) une fonction continue,
positive et croissante dans un intervalle (a, b); à cette fonction 
correspond un are de courbe AM:B situé au-dessus de Ox. Propo
sons-nous de calculer l'airo comprise entre l'arc AMB, les deux 
ordonnées AP, BQ et Ie·segment PQ (fig. 8). Pour cela, décom
posons le segmenl PQ en, un certain nombre de segments plus 
petits par des points de division d'abscisses x,, x2 , .•• , Xn-t, ces 
absc:isses croissant avec l'indice, puis par ces poínts de division 
menons des parallêles à O J ·. L'aire à évalu!ir se trouve ainsi décom
posée en uu ce1'lain nombM de trapêzes mixtilignes. 

Considérons, par exemple, le trapêze mixtiligue Ci-1 m;- 1 m; Ci;

Pia. 8 • 

., 

f .

1 .  ,t. 

111 

1 L. -
·1 r e�, e, 

1 

l'air1i doce trapêze est évidemment comprise entre l'aire r, du rec
tangle C;-1 m;_1p;c; e.t l'aire R; dn rectangle e;-, q,m,c;, En dési
gnant par él l'aire à évaluer, on a clone la double inégalité 

Mais il est facilc de calculer lr; et !R; : 

s =Ir;= /(a.) (..z;, - ,,) -.f (:r: 1 )( a:,- x 1) ...- ••• + /(x,,_1 )(b -x,,_ 1 ), 

S = �H; = /(.i·, itz, - t1, + /(x 2 )(.i·.,- .c 1) + ... + f(b)(b - :r:,, __ , ). 
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La diff érence � - s a pour expression 

S -s = (a:1- a)[/(x,) -/(a))+ (x:1- X1 )(/(x1) -J(x,)] + ... 
+(b -X,,-1)[/(b)-/(.x,._,.)J; 

soit l'l la plus grande des différences .x1 - a, .x2 -.x,, ... ; il est 
clair qu'on augmente le second memhre en remplaçant toutes ces 
différences par n. On a donc 

S - I < 1) 1/(.x,) -j(a) + f (xt) -/(.xi)+ ... + /(b)-/(x,r-i>] 
et, par suite, 

S � s < '1) [f(b) -/(a)]. 

La différenoe S - s tend donc vers zéro lorsque le nom bre n aug
mente indéfiniment de façon que la valeur ma:ximum des diffé
rences X;-· X;- 1 tende vers zéro. A plus forte raison, les diílê
rences S-d, d-s tendent vers zéro dans les mêmes conditions, 
et d est la lÍmite com mune des áeux so�mes S ct s. On a, par 
exemple, 
( l) d= lim[(.x 1 -a)/(a) + (.X:1 - .X1)/(.x1) + ... + (b -Xn-1)/( x,,_, )].

Le raisonnement serait le même si la fonction/ ( .x) était décrois
sante dans l'intcrvalle ( a, b ). Si cettc fonction présentait un 
certain nomhre de maxima et de mínima !ians cet intervalle, on 
décomposerait le iegment total en plusieurs segments partíeis par 
l�s ordonnées des points ou /(x) es"t maximum ou minimum.
Nous allons d-Onner un exemple dti à Fermat.

Soit à trouver l'aire comprise entre la courbe y = -\..xl1, l'axe 
des x et le.s deux droites x = a, .x = b (o< a< b ), l'exposanl p. 
étant quelconque. Pour cela, nous insérerons, entre. a el ú, 
n - 1 moyens �éométriques, de façon à avoir la .s�ite 

a, a(1+:x), a(1+:x)2, ... , a(1+�)11-1 , b, 

le nombre ex s_attsfaisant à la con<lition a( 1 + .x )" = b; les nombres 
précédents élant pris pour abscisses <les points de Jivi.�ion. les 
ordonnées correspondantes ont pour vàleurs 

Aal'-, Aal'-(1+2)11, Aa!1(1+oc)•11, 

et l'nire du p•emc rectanglc a pour expressi,on

' . .  , 

'[a ( l.+ :x)i'- a ( 1 + 2)1•- '] AafL( I + a)'/1-1 •i-'- = A a:J.•·\ :x(1 + -:z.j ,.-11111·-J '. 
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La somme des aires de tous ces rectangles est donc 4gale à 

A a.!L+1 a [ t + ( I + a)11-+1 + (1 + e11)!(11-+1> + ... + ( 1 +•a)l 1•-1H1L+1) ]; 

si p. + 1 n'est pas nul, ce- que nous supposerons d'abord, la· 
( 1 + 0t)nl1L+t)_ 1 sorume entre parenthêses est égale à ( )1L+t , et, en rem-

1 + « -1 -

plaçant a ( 1 + « )" par b, on peut écrire Ja somme précédente 

il A( b!L+1 - a1L+1) -----
( 1 + oc)!L+1 - 1 

Q 1 • ( 1 + O< )(L+I - J 
}" • uand oc tend vers zéro, e quottent « a· pour 1m1te 

la dérivée de ( 1 + oc )t-L+ • par rapport à ix, pour a= o, c'est
A ( bY.+I - a11-+1) à-dire ,,. + 1 ,· l'aire cherchée est donc égale à---'-------•r . rf,+1 

Lorsque p. = - 1, le calcul ne s'applique plus. La somme des 
aires des rectangles inscrits est égale à nA«, et il faut chercher la 
limite du produit na, n et oc étant liés par la relation 

On tire de là 
b « b ne11 = log - ---- = log -

1 , alog(1+e11) a 
log(1 + �l'

log désignant le logarithme népérien; lorsque oc tend vers zéro, 
J 

( 1 + QC / a pour limite le nombre e, et le produit na a pour 

limite log !!. • L'aire cherchée est donc é gale à A log !?.. • 
a a 

68. Fonctions primitives. - L'invention du Calcul intégral a
ramené le calcul d'une aire plane à la recberche d'une fonction 
ayant pour dérivée une fonction connue. Soit y = f ( x) l'équation 
d'une courbe rapportée à deux axes rectangulaires, la fonction/ (x) 
étant continue.• Considérons l'aire eomprise entre cette courbe, 
l'axe des x, une ordonnée fixe M11 P O et une ordonnée vnrinble MP 
comrne fonction de l'ahscisse x Je l'ordonnéc variable. Cette aire d 
c5t évidemment une fonction continue dn x, tant que la fonc-
1iou f (x) reste ellc-m�mc continue. Afin d'embrasser tous les 
1·;1s pos,ihles, nous convien<lrons de désigner par e:t la somme algé-
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brique des aires limiLées par la courbe donnéc, l'axe des .7: el les 
droiles M0 P0 , MP, chacune des portions donl peul se compo�n 

Fig. ·9 . 

. 1/ 

M., 

cette aire étant affectée d'un signe, lc signc + pour les aire� à 
droite de M0 P O ct au-dessus de O x, le signe -- pour les aires à 
droite de M0 P 

O et au-dessous de Ox, et la comention contr,ire 
étant faite pour les aires à gauche de M0P

0
• Ainsi, lorsque :MP 

vient en M'P', on prendra ét égal à la différencc des deux aires

.\l.,P.,C- \l'P'C; 

de même, si MP est en �PPU, on aura cl = M" P" l) - t\lJ0 P 
O 
D.

Ces conventions étant faites, uous allons montrcr que la fonc
tion continue et ainsi définie a pour dérivée/ ( x ). Preno�s, com me 
l'indique la figure, deu-x ordonnées voisines MP, NQ, d'nbscisses x 
et x + Ax. L'accroissement de l'airc At1. est évidemment compris 
entre les deux rectangles qui auraient pour base commune la dis
tance PQ et pour hauteurs respectivcs la plus grande et la pl.1� 
petite des ordonnées de l'-arc MN; désignons ces or<lonnées maxima 
et '11inima par H cl h, nous pouvons écrire 

h �.i, < �cl < li�.,-.

d. . .. , Atl 11 1 . d ou, en 1v1sant par �x, ,t < t,,.x < 1. ,or,quc Ax I.Pn Yers zén•, 

la fonction f (x) étant continue, H ct /, onl pour limite com
mune MP ou/(x); la fonction d a donc pour dérivee/(.-r). l.c 
lecteur vérifiera sans peine que la conclusion est la même, cp1dle 
que soit la position du point M. 

Si l'on connait déjà une fonction primiti\'e de /(x). c'est
á-dire une f�nction F(x) ayanl pour dé1·inlc f(x), la diffé-
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rence tl -- F(x) ayant sa dérivée égale à zéro se réduit à une 
constante C (nº f7). Pour déterminer la constanle C, il suffit de 
remarquer que l'aire <.,"1, est nuUe pour l'abscisse x = a de la 
droite Mo l\. On a donc 

d.= F(z)-F(aJ. 

Le raisonuement qui précede prouve : d'une part, que la déter
mination d'une aire plane se ramene à la recherche d'une fonction 
primitive; d'autre part ( et cette conséquencc est beaucoup plus 
importante pour nous ), que toute /onction continue/ ( x) est la 

déri11ée d'une autre .fonction. Ce tbéoreme fondamental est ainsi 
élabli à l'aide d'une notion géométrique un peu vague, celle <le 
I'aire d'une courbe plane. On s'est contenté pendant longtemps de 
cette dt!-monstration, mais elle ne saurait suf6re aujourd'hui. Pour 
four1.ir une base solide au Calcul intégral

1 
il est indispensable de 

donner de cc lhéoreme une démonstration purement analytique, 
ne faisant aucun appel à l'intuition géométrique, d'autant plus 
qu'une fonction continue n:'est pas toujours susceptible d'une 
représentation graphique ( nº' ·7 et 31). Si j'ai rappelé la démonstra
tion précédente, c'est non seulement à cause de son intérêt hi.slo
rique, mais aussi parce qu'elle nous fournit l'élémenl analytique 
essentiel de la nouvelle démon-stration. C'est en effet l'étude des 
sommes telles que (,) et de sommes d'une forme un pcu plus 
géoérale, qui va jouer un rõle prépondérunt ( 1 ). 

l!. - INTÉGRALES DÉFINIES. - NOTIONS GÊOMÉTRIQUES 
QUI S'Y RAITACHENT. 

-69. ·Les sommes S et s. - Soitf (.x) une fonclion hornéc, con
tinue ou non, dans l'intervalle ( a, b), oú a< b. lmaginons l'in
tcn-alle (r1, h) décomposé en un certain nomhre d'intcr,valles 

( ') Parrni fos tra,·aux les plus importants sur la notion générale d'intégrale 
définie, je doi; ciler i<:i le Mémoire de Riemann, Sur la po'slibilité de repré
se11ter u1ie /011ctio11 par une série trigonométrique (Cl-.:uvres de Riemar111, 
traduiles par Lauge!, p. �ü), et le !lfémoire déjà cité de G. Darboux, Sur les
foncti.011s disconti11uu ( Awtales de l'i:cole Norma/e supérieurc, e,• série, 
t. VI). Nous adoptons la- délinitic,n de l'intégrale définie qui est due it íliemann.
M. Lebesgue a proposé une définition plus générale ( Leço11s sur l'i11tégration et
la ,·echerche des fonctions primi_ti1Jes; Gauthier-Villars, 190 ', ). M. Denjoy "
tlonné depuis lors une définition euccre plus générale.

,, 



... 

170 CH.\PITRE IV. - INTéCRALES DblNIES. 

partíeis plus p�lits ( a, X1) ( x1 , x2 ), ••• , ( Xn-11 b ), les nombres x1 , 

x2 , • · •• , x11_1 allant ,m croissant; rlésignons par M et m les bomes 
de /(x) dans l"inter•.alle total, et par M; et m, les borncs de la 
même fonctio11 dans l'intervalle ( Xi-i, x;), et posons 

S = M1(x,- a)+ M2(w'1- x,)+ ... + Mn( b - x,,_,), 
s = m, (x1- a)+ m2(x2-X1) + ... + m,, (b - x,,_,). 

A tout mode de subdivision de ( a, b) en intervalles plus petits cor
respondent une somrae S et une sl mme s < S. Toutes les sommes S 
sont évidemment supérieures à_ m( b - a), car tous les nombres Mi 
sont supérieurs ou au moins égaux à m; ces sommes S ont donc . 
une borne inférieure 1. De même, les sommes s, qui sont toutes 
plus petites que M( b - a), ont 1,me borne supérieure I'. Nous 
allons montrer que l' est au plus ég,1,l à I. II suffit évidemment 
pour cela de •nontrer qu'étant donnés deux modes de suhdivision 
quelconques de l'intervaUe ( a, b) auqueis correspondent retipec
tivement les sommes S et s, S' et s', on as< S', s' < S (' ) .. 

Supposons g'ahordqu'on su bdivise chacun des intervalles (a, :.t, ), 
(xi , x�), ... en intervalles plus petits par de nouveaux points de 
division et soit 

a, y,, y,, . . .  , Yk-,, x,, Yk+1, . . .  , y,_,, x,, J'L+•• . . .  , b 

la nouvelle suite obtenue; le nouveau mode de subdivision est 
dit consécullf au prcmicr. Désignons par I et u les sommes ana
logues à S et. à s relatives à cette nouvelle division de ( a, b), ct 
comparons S et I, s et u. Comparons, par exemple, les portions 
des de_u:s: somrnes S ct 1 qui provienncnt de l'intervalle ( a, x, ). 
Soient M", et m', les hornes de/(x) dans l'intervalle (a,y1), M� 
et m� les hornes dans l'intcrvalle (y1, y2), ... , M� et m� les horncs 
dans l'intervalle (.r.t-1, x1 ). La portion de l: qui provient de ( Cf, x 1) 

est donc égale à 

M', (y,- a)+ M'.;(y,-y,) + ... + Ml-(x, -.n--, ), 

( 1) Ce résultat peut s'établir sans aucun calcul. Supposons, pour fixer les idécs,
f(x) > o dans l'intervalle (a, b) et soit O le domaine forme par l'ensemble 
des points du plan doot l'abscisse x est comprise entre a et b, et l'ordonnée. y 
entre x ct /(x). Toutc somme S mesure l'aire d'un domaine polygonal P qui
renferme le domaine D à l'intérieur, tandis qu'une somme s' mesure l'aire 
d'un domaine polygonal p' contenu dans D. Le domaine P renferme donc le
domaine p', et, par suite, ou a S > s'. 

/ 
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et, comme les nombres M�, M'�, ... , Mk ne ptt..vent dépasser M,, 
il estclair que la somme précédente estau plus égale à M, ( x. - a) 
de même, la portion de l qui provient de l'intervalle (x,, x2 ) est 
au plus égale à M2 (x2 -x1 ), et ainsi de suite. En ajoutant toutes 
ces inégalités, on trouve l � S, et l'on verrait de même qu'on 
aa-�s. 

Considérons maintenant deux modes de subdivision tout à fait 
, quelconques, auxquels co1respondent les sommes S et. s, S' et s'. 

En superposant les points �e division des deux subdivisions pré
cédentes, on obtient un troisieme mode de subdivision qµi peut 
être considéré comme consécutif à chacun des premiers. Soicnt l 
et a- les· sommes relatives à cette division auxiliaire. D'apres ce que 
nous venons de voir, on a les inégalités 

� �S', afs'; 

comme ! est supérieur à a-, on ec. conclut que l'on as'< S, s -:::: S'. 
Toutes les sommes S étant supérieures aux sommes s, la borne I 
ne peut être inférieure à la borne l'; donc on a I � l'. 

70. Théoràme de O. Da'!"boux. - Les sommes S et s tendent
respectivement vers les nombres I et 1' lorsque le nombre n 
croit indéfiniment, de façon que la plus grande des dijfé
rences x;- x;_, rende vers zéro. 

Dómontrons-le, par exemple, pour les sommes S. Nous suppose
rons, pour simplifier, que la fonction/ ( x) est positive dans l'inter
valle (a, b); on peut toujours ré:iliser cette condition en ajoutant 
une constante convenable à/( x ), ce qui revient à augmenter toutes 
les sommes S d'une quantité constante. Soit E un nombre positif 
arbitraire. Puisque I est la borne inférieure des sommes S, il 
existe une suite de nombres croissants 

a < a, < a,< .. . < ª"-, < l,

tels que la somme l, qui corre�pond à cette division de l'inter

valle ( a, b ), soit inférieure à I + ; . Prenons maintenant un nombre 

positif quelconque 'fl, inférieur à la plus petite des différences 
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·et cons;idérons une suite de nomhres croissants

a= .c0 < x, < .r2 < ... ·<: .1:,,�., ·< .:c,,oc b 

tels que toutes les différences :r; - .e;_, soient < 'I), e� soit S la 
som,ne supérieure qui correspond à celte nouvelle division ele 
l'intervalle ( a, b ). Nous allons mon.rer que cettc somme S st'ra 
plus pctite que I + E, pourvu que le nomhre Y/ soit assez petit. 

Pour cela, imaginons que l'on range tous las nomhres X; et ltk 

par ordre de grandeur croissante, et soit S1 la so·mme supérieure 
qui correspond à ce troisiême modP. de d ivision de l'intcr
valle (a, b ). Comme il peut être considéré com me consécutif à 
chacun des deux premiers, on a S1� S, S'� I, et parsuiteS' < I +; · 
Pour avcír une limite supérieure de la différence S -S', remar
quons qu'on passe de la divisiçm qni donne Ia sommc S à la divi
sion qui donne S1 par la décomposition de quelques-uns des inter
valles ( :r;_,, .t:;) cn deux inl<'rvalles partíeis plus petits au moyen 
de l'un des points a,, a2 , .•• , a,,_,. Le nombre total ·des inter
valles (x,- 1, x,) que l'on décompose ainsi en deux autres est au 
plus ógal à p - 1, et la différence S - S1

, qui provient uniquement 
de ces iotervalfes, est au plus égale à la portion de S qui correspond 
à ces (p - 1) intervalles, c'est-à-dire à (p - 1) H-fl, en dêsignant 
par H une limite supérieure de I/(:r) 1 dans fintervalle (a. b). 
Par suite, on n, a fortiori, 

S < r + - + (p - 1) lhi, 
:� 

€ et si le nom.bre 'IJ est inférieur au plus petit des nomb1·es :, lP _ 1) 11,
a 1 - a, a, - a 1, • . .  , b - a p-1, la som me S, correspondnnt à 1m

mode quelconque de division de l'intervalle ( a, b) en intenalles 
partiels d'amplitude inférieure à ·f/, sera inférieur ,i T,+ E; cc qui 
démontre la proposition énoncée ( 1 ). 

Reo1arques. - Si l'on changc arbitrnircment h1 rnleur <l"u1w fu1wtio11 
horoée f(x) en un nombre jini de points de l'íntervallt:, _jl est. dair que 
les différences S - S', s - s' entre le, deux som111e·, relati1·es ;"o 1111•' mt!n1t· 

(') Le raisonnement est absolument parei! i, celui qui nous a sen i au tl" 11. 
On en trouvera encore d'autres exemJ>les aux n" ,9 ( 111Jte) et 111. 

/ 
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division tendent vcrs iéro lorsque la loogueur inaximum des inten·alles 
tend vers zéro. Les nombres r, l' sont les mêmes pour les deux fonctions. 

71. Fonction& intégralea. - Une fonction bornée dans un
intervalle ( a, b) est dite intégrable dans cet intervalle si les 
deux sommes S et s tendent vers une limite commune lorsque 
le nombre des intervallcs partiels augmente indéfini111eo.t de façon 
que lo plus grand de ces intervalles partíeis tende vers zéro. 

Pour qu'une fonction soit intégrable dans un intervalle ( a, b ), 
il faut et il suffit que l'on ait 11 

= 1. Cette condition peut être rem
placée par la suivante : 

Pour qu'.une fonction f(x), bornée dans un ititervalle (a, b),
soit intégrable dans cet intuvalle, il faut et il suffit que la 
différence S - s tende vers zero lorsque le nombre des inter
valles partiels augmente indéfiniment de f açon que le plus 
grand de ces intervalles parliels tende vers zéro ( 1 )

( 1) Cette condition peut etre établie �an� se servir du théoreme de G. Dar
boux. D'abord ellle est nécessaire, car, si S et s ont une limite commune, Ia dif
féreoce S -s tend vera zé.ro. 

Elli: est suffisa,ite. Nous pouvon& écrire, en e!Tet, 

S - s = S - 1 + ( I - I') + 1' - s; 

aucun des nombresS- I; 1-l', I' -s ne pouvant être négatif, pour que leui· 
somme tende vers zéro, il faut que chacun d'eux tende vera z.\ro ou soit nu), 
En parliculier, la différence I -I', qui esl un nombre fixe, doit 6tre nulle. Les 
deux autres nombres S - 1, 1' -s leodant vers zéro, S et s ont pour limite le 
nombre I. 

On doit à Stieltjes (Annales de la Fczcultd des Sciences de 1'ov.lov.se, , .. série, 
t. VIII, 1894, p. 1-122) une géoéralisation de la notioo d'intêgrale, qui nous sera
11tile dans la théorie des intégrales curvilignes. Soient /(x) une fonction
•·ontinue dans l'intervalle ( a, b), c;,(x) une fonction crnissante dans le mtmc
i nterv;.lle. 1 :e, 1plaçons, dans les expressions des sommes S et s, x,- x,_;
par c;,(x.) - ··(x,_, ); les raisonnemeots du texte prouvent que les sommes

s,""' m,(9(x,) -:;,(x, 1)]

ont respectivement ,.ur L,,rnt· inférieure I et une horne supérieure I', et que 
l'oo a I' � I. D'ailleurs on ,, 

oú w est une limite supérieure de l'osci;lalion de /(x) dans chacun des inter-
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En el:Tet, la différence S - s a pour limite J - l'. Si S -:-- s teud 
vers zéro, c'est que l'on a I = I', et les sommes S et s ont la même 
limite I. 

On peut encore remplacer cette condition par la sui,vante 

Pour que/( x) soit intégrable dans l'intervalle ( a, b ), ilfaut 
et il suffit qu'étant donné un nombre posittf arbitraire e on 
puisse trouver une division de l' intervalle ( a, b ), telle que la 
·différence S - s soit inférieure à e.

En effet, la différence S - s étant supérieure à I -1', on aura
I - l'>e, et par suite l'= I, puisque t est un nombre positif
arbitraire.

Toute fonction continue est intégrable. -La dilférence S - s 
est, en effet, inférieure ou au plus égale à ( b - a) w, en désignant 
par w une limite supérieure de l'oscillation de/(xj dans chaque 
intervalle partiel. Or on peut choisir un nombre Yl tel que l'oscil
lation soit moindre qu'un nombre positif donné dans tout 
intervalle inférieur à Yl ( nº 8 ). Si I' on choisit Yl de façon que 

l'oscillation soit plus petite que b ..:_ a' la différence S - s sera
inférieure à e. 

Toute fonction monotone est intégrable. - Supposons, pour 
fii:er les idées. la fonctiou / ( x) croissaute, de telle sorte que I' on 
ait 

.f (a)?:/( :J.'1) �f (,c,) ?:· . -�.f (,i:,,_,) �./( b ). 

On a, pour la division considérée (a, x,, .L'2, ••• , x,._1, b), 

S = /(x,)(:r, ·-a)+ /(.1.·,) (.l·,- .r,) + ... + .f(b) (l, - ,'l'n-1 \, 

.,·=/(a) (:r, - a.)+ /(.rd (.r, - .i-, 1 + ... + /(x,,._,) (b - ,1·n-• ,1. 

D'oprês un calcul déjà fail (nº 67)
1 

si toutes les différcnces 

valles partiels. On en condnt que les sommes S, et ,,, ont un<• limit,, con,mun�. 

r i, . . 
que l'on représente par la uolatioo /(x) ,l; <y· (.L·) ;. li c,t ela ir 4uc: ,.t'., 

�,, 

sorumc :,, ct .�, ont au�si une limite ,·011111,une lotsr1uc ,. (.l') r,t la dill'én·u<:e rlc 
,loux fooct_iuns eroi�santcs. c'est-à-dire 1111e fo11ction à vari,,tio11 bonuJe. 
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x 1 - a, x2 - x,, ... sont inférieures à un nombre Yi, on a 

S - s < ·r,lf(b)-/(a)], 

et il suffit que Yl soit plus petit que /(b) .:_ f (a) pour que S - s soi1.
inférieure à E. 

Soient oc 1 , oc2 , ••• , oc
p 

une suite quelconque de nombres crois
sant de a à b, Si une fonction bornée /(x) est intégrable dan,
chacwi des intervables ( a, oc1 ), (oc., oc� ), .•• , ( oc

p
, b ), elle est inté

grable dans l'intervalle total ( a, b ). Si l'on considere, en effet, 
une subdivision de chacun des inlervalles ( 111;, OCi+t) telle que la 
dillerence S.-s pour chacun de ces inlervalJes soit inférieurc à,, 
la différence analogue pour l'intervalle total sera inférieure à pi.

Une fonction bornée /( x), qui présente un nombre quelconque. 
de points de discontinuité dans un intervalle, est intégrable, 
poun,u que l'on puisse renfermer toutes ces discontfouités 
dans un nombre fini d'interl)al/es dont la somme soit moindre 
que tout nombre positif donné. En effet, E étant un nombre 
positif quelconque, soit II une limite supérieure de 1/ ( x) 1; nous 
pouvons par hypothése renfermer les discontinuités de/(x) dans 
un nombre fini d'intervalles dont la somme des amplitudes est 
inférieure à ,í � • La portion de S - s provenant de ces intervalles
est évidemment inférieure à ;. • D'a�tre part, la fonction/ ( x) étant 
continue dans les intervalles restants, on peut les décomposer eux
mêmes cn intervalles partiels plus petits tels que la portion cor-
respondaute de S - s soit inférieure à �. On aura donc S -s < c 

2 

En particulier, une fonction bornée qui n'adrnet dans l'inter
Palle ( a, b) qu'un nombre fini de poin..ts de discontinuité est
intégrable clans cet intervalle. 

II résuhe aussi immédia tement de la définítion que, si une fonc
tíon /(x) Qst intégrable, il eu est de même de C/(x), quelle que 
soit la constante C. Si .f, (x) et /'l. (x) sont deux. fouctions inté
grables, il en est de méme de leur somme .f • (x) + f � (x ). Soient 
en elfet, S, .s, S1

, s', I, u les sommes correspondant à une même 
division de l'iutervalle, pour ces trois fonctions; on vérifie immé
dit1tement que I'on a I - a-;S - s + S1 + s1

• En particulier, 
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toute fonction à variation hon11\e (nº t1 ), étant la somme de deux 
fonctions monotones, est intégrable. 

Nous démontrerons encore que le produit d,, dr:ux fonctio11s 
i,itégrables esl une fonction intégrable. Supposons d'abord les 
fonctions/,(x),/�(x) positives; soient l\.Ji, m;, M;, m;, JTI.;, p.;, 
les borncs supérieures et inférieuri. s des trois fonctions / 1 ( x ), 
f "J (_ x ), / 1 ( x) /2 ( x) dans l'intet.-vallc, (x;_,, x,), S, s, S', s', I, u les
sommes correspondantes pour une certaine division de ( a, b). On 
a évidemmcnt .'.m.;;;M;M;, M;�m;m;, et. par suite, 

,1ll; - :i;� \f 1 l\11 -11111111 = \f;( �t; - m; ) + 111/ (M;- 111;), 

et, a Jortiori, 

M ct �1' étant les hornes supérieures de /1 (x) et de /2 (x) dans 
l'intervalle ( a, b). En multipliant Cí;tle inégalité par x; -X;-, el 
ajoutant toutes les inégalités analogues, il vient 

�-,; < :\'l(S'-s') + M'(S-.1J. 

La différencc I - O' tend donc vers zéro. 
�i les deux fonctions /, (x) 1 /2 (x) ont des signos quelconques, 

on peut toujours leur ajouter des constantes C,, C:1 telles rp1c 
/, (x) + C,, f� (x) + C2 soient positives. Le produit 

í/1 (.i:) + C, Jf/,(x) + C, I = /,/, + C,/, + C,/, + C, C., 

étant intégrable, il en est de même de/, /1 . 

En combinant ccs di,•erses propositions, on voit qne, si /,, 
/1, ••• , j� sont de& fonctions, intégrables, tout polynome entier 
en/1 • f�, ... ,/,, cst aussi une fonction inti&gr:ible. 

72. Intégrales définies. -• Soit /(x) une fonction intégrabl<'
dans l'intervalle (a, ú). La limite commune des sommes S et s 
s'appelle une i11tég-1·nle dé.finie et se roprésenlc par le symbole 

1, 

I = f /(.,·)d.r,
,, 

qui rappellc son origine, ct qui se lit .wmme de a à ú de/(x) dx. 
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1 >'uprês sa dé6nition mêmc, 1 cst toujours comprise entre les deui 
sommes S et s, correspondant à un mode quelconque de subdi
vision: en prenant pour valeui· approchée de I un nomhre c1ucl
conque compris entre S et s, l'erreur commise cst plus petitc que 
la différence S - s. 

On peut rcmplaccr, dans la MfiniLion do l'intégrale, lcs sommes S 
els .par dcs e1pressions plus générales. Étant doun·ée uno subdivi
sion Je l'intervalle ( a, b) 

,, . . r1 • •  r'!. . . �- .1·;-1- a�,. . . .. . r11-1. b. 

soient ;1, ;� .... , �;, .. , des valeurs quelconques appartenant 
respectivement. à ces intervalles partiels. La somme 

(·i) /(E, )(a-,.,-- a) +/(E, )(.r'- .r,) + ... +/(t,)(b _:a;,._,) 
,, 

est évidemment comprise entre· les sommcs S et s, car on n 
_loujours in;�f (�i) � M;; si la fonction est intégrable, ceth� som me 
a aussi pou1· limite I. En particulier, si l'on suppose que �1 , 

; :i , .... �,, co'incident l'espectivement avec a, x, . . . .  , x,._,, on 
retrOU\'C la somme (1) considérée plus haut (nº 67). Le pro
cluit/(�;) (x;-.x;_t) est appclé un élément de l'intégrale. 

Oe la définition de l'intégrnle résultent immédiattJment quelques 
conséquences. On a supposé dans lc raisonnement a< b; si l'on 
Pchange les deux limites a et b, tous les facteurs x;-x;-1 sont 
changés de signe, et la limite des sommes S et s elle-même est 
changée de signe; oo a donc 

,h n 

j /( .,·) r/.1· = -í /(:r) d.e.

ti � 

li ,·ésulte aussi de la dé6nition que l'on a 

J
/, 1·· ,,, 
/< .r) d.,· = /( ,r) rf.r + j /( .1·) ri.e;

() ,, 1 

si 1: esl compris entre a et b, c'cst évident. Si b est compris eult·e 
a et e, pai· exemple, la formule- subsiste encore pourvu que la 

th.H'ftS,\T. - 1. 12 



CHAPITRE IV. - INTÉCRALES DÉFINIES. fonction /(x) soit intégrable entre a et e, car on pent I'écrire 
e b h h ,..,.,· 

[ j(x) dx = [ j(x) d.r -f j(x) d.i: = 1 j(:1:) d.e +.J,, f(.r) d.,:. 

Plus généralement, e, d, ... , l étant dos nombres riuclco!}ques, on a 
I, I' d 1, f .f(x)dx=f j(.1:)d.L·+J f(x)dx+ ... +J f(.r)d.,:; 

« ,1 e / cette décomposition est cmployée pour le calcul d'nne intégrale, lorsque la fonction / ( x) pré sente des points de discontinuité ou n'a pas là mêmc expression analytique dans tout l'intervalle (a, b). Si l'on 11 /(x) = A<p (x) + Bo/(x), A et B étant de111. constantes quelconques, on a aussi 
., I, " /, 

j f(.r)d.i:= \J <p(.r),/J-+nj ,Ji(.r)d..t·, 
U ll U eL il en serait de même pour la somn,e d'un uombre quelconqu<' Je fonctions. On peut remplacer /Ui) dans la som me ( 2) pai· une e-xprcssion encore plus génerale. L'intervall<' (a, b) étant partagé en n intervalles partiels (a, x1

), (x1 , x2
), •.• , associons à chaq11(' int!'r·v11lle ( Xi-i, x;) nn nombr!' t qui tcnd untformément Ycrs zéro cn mêm<' temps que la différcncC' x;- x;_ 1• Nous C'nli'ndons parlà que, à toul nombrc positi'f E, on peut fai�c·. corr!'spondrc• un autrc nombre positif 1J, indépendant dr x;_ 1 et dC' :r:;, trl que• la condition I x;- .c;_1 1 < ·/J entrainC' l'inégalité 1 �; 1 < E. Nous [lllons montrer que la s011111111 

(3) 'f = Iu< ,L';-1) + Ç1 j (.r;- ., i-1) 
i=l a pour limitl' l'intógralc dúfinit > f f(x) dx, flt•ur, u que Ç; teHdcuniformément rnrs zero. S11ppl1s1;11s, !'ll eflnt qnc l'on prrnnr 1111 nomhrP Y/ nssez petit pour que l'on nit à la fuis 

�/(..t·1-,) ( .i·,- .)'1 .. ,) -f /(.,·) ri., < '1
,.

b 1l=J 
,t 

y 

" 

lorsque chacun dC's nor11brcs I x;-X;- 1 ! •'st plus pC'tit 1111r ·/J. 
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Comme on peut écrire 
b T-1 f(x)dx 

" 

on voit que l'on aura aussi, dans les mêmes conditions, 

lc théoreme est donc établi. 
C'est lc plus souvent commc limites de sommes de la forme (3) 

qu<' lcs intégrales définies se préscntent dans Ies applications. 
Aussi aurons-nous souvent l'occasion d'appliquer cette propriété, 
qui s'étend aux intégrales doubles et aux intégrales tripies. 

7:J. Premi�re formule de la moyenne. - Soicnt/(x) ct � (x) 
dcux fonctions intégrables dans un intervalle ( a, b ), telles que 
l'on cst constamment/(x) �lj, (x). Si l'on suppose, pour fixcr les 

j,b 

i1lées, a< b, 1m élémcnL quelconque de l'intégrale /(x) áx est 

au plu, égal à l'élé111C'nt correspondant de l'intégrale f Hx) dx,
li 

l'L l'on a pai· conséqm•nt 

,I, I, 

j l(.c)d.r�J 4(x)d'1'. 
" o 

Si l�s foncliuns l>Ont continues, les <leux iutégrolcs nc pounont 
c11·,� égalrs que si l'on a constamment /(x) = �(x); si l'on 
a1·ltit b < a. le signf> d'inégulité clcvrail êlr0 r('nv11rsé. 

Cd,1 <1tanl. suppusons que Ia fonction à .intégrcr soit de la 
fnn111' /• .1.:)? ( .r). la fonction_ 9 (.r.) conscrvan1 un signe constant . 
.\dmetl11m. p.ir 1•xcmplr·. qrn• l'lln a a< b. et 9(.x) > o dans 
l'inlt'rvalle � "· ó). Soicul M et m les hurnes de j(x) <lans ceL 
Ínlerv�ÍI<::. l>e la ,l"11l>it• inégali1t'• 

m � /( J,' J; .,1 
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on déduit, en rnuhipliant par le factcur positif gi ( x ), 

<:t, par suite, 
ln?(X) $.J(x)?(_x) � .\19(.r)

b b /, 
mf 1(x) dx < 1 /(x)'f(.r) d.e< �I f ?( x) dx, 

ll ll tt 

ce qui peut s'êcrire 
h b 

(4) f J(.r)9(.1.:) dx = f-L f ;,(x) d.x, 
• n 

1-'- étant un nombrc compris entre :\f ct m. Cette égalité consiitu<> 
la premiere formule de la moyenne.

Elle s'applique, quelles que soienl les limites a et b. pourrn 
que gi(x) conset·ve un signê constant. Sí la fonction /(.r) est 
continue, elle prend la valcur· 1-'- pour une valeur � comprisc <>ntre 
a ct b, et l'on peut écrire la formule de la moyenne 

( 5) 

b b 1 j(J:)9(:r:)dx=/(Oj f1!(X)rb:, 
n n 

·; étanl co111pris entre a et b. Si cn particulier ou su ppo�e 9 ( :r) = 1, 

b 

l'inLégrale [. dx est, <l'apres la définition mênie, égale à (b - a),
et il reste 
(6) 

1, 

f f(.i:)dx=(b-a)f(ç). 
" 

· "'."-t. Seconde formule de la moyenne. -- On doit à M. Bonnc·L
un" autre formule qu'il n déduitc d'un Jemme d'Abel.

LEMME. -Soient E01 E1, • • .  , Ep un nombre quelconque de 1u.an
tites positives décroissante!J, et u0 , u,, ... , u,, un même nombre
de quantités positives ou négatii,es quelconques. Si toutes le.1·
sommes So = Uo, St = llu + U 1·, , • • . ,ç,, = ll,, + ll 1 +, , . -Í- ll;, St,Jlll 

comprises entre deux nombres A et B, la somme

sera comprise entre Ai0 et Br,,. 
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On peul écrire, en effct, 

U11 = ,fu, u1 =s1-s0, - . . .  , 

Ja somme S est donc égale à 

lt/1 = Sp - Sp-1; 

Toules les diff érences i 0 - E i; E 1 - e1, • • .  , .,,_ 1 - Ep étant posi
tives, on aura deux limites pour S en remplaçanl s,., s,, ... , s1, 

par leur limite supérieure .A, puis par leur limite inférieurc B. On 
trouve ainsi 

S < A(, .. - ' I +.• t- • 2 +. • .-+' ,·,,-1- •1• + ,,,)= .\ .,,,

et l'on voit de même que l'on a S > He 11 • 

Cela posé, soient f( x) ei (jl ( x) denx fonctions int(•grablcs, la 
fonction c:p(x) étant positive et décroissante lorsque x croit de a 

b 

jusqu'à b. L'int6grale-{ f(x)rJ?(x) dx est la limite de la somme 
. " 

I = .f( a) 9(a)(.r, - a)+ /(x,) 9(.i·,) (.r.2- ..e,)+ ... , 

qui est comprise entre les deux sommes 

I' = � M1 9(x1-1) (.e;- .z·;-1)

1 

Cl 

M; et m; étant les bornes de/(x) dans l'intervalle (x;-,, Xi)• 
D'ailleurs la différence 11 

- 111 est inférieure à 

ct, par suite, tend vers zéro, puisqucf(x) est intégrable. L'inté
grale définie considérée esl donc la limite commune des sommes 
I' ct I", et par conséquentde la somme 1 1 = �f-l;cp( X;_ 1 )(x; - x;_, ), 

p.; étanl un nombre quclconquc compris entre m; et M;. 
Choisissons ces nombres p.; de façon que 

:i:, 

1'-1(.i:1 -· .r 1 -,) = I f( X) d:r:., 
::t"i -1 
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ce qui est possible d'apres la premiere formule de la moyenne. 
Les nombres cp(a), cp(x, ), ... étant positifs et décroissants, il 
résulte du lemme d' Abel que cette derniere somme I, est comprise 
entre Acp(a) et B cp (a), A et B dêsignant le marimum et le mini-
mum de l'intégrale j"J(a:) dx, lorsque e varie de a à b. Comme 

fl 

cette intégrale est évidemment une fonction continue de e, on 
peut écrire, en passant à la limite, 

(7) (a< e< b). 

Lorsque la fonction <p ( x) est décroissante, sans resler positive, 
entre a et b, on peut appliquer une formule plus générale due à 
Weierstrass. Posons, en effet, cp(x)= cp(b)+Hx); la fonc
tion �(x) est positive et décroissante, ct l'on peut appliquer la 
formule ( 7) qui donne 

ou 

f l, 

�� 
/(.r:) 'f(x) dx = f <;( a)-- 9( b )]j /(x) d:r. 

• a 

On en tire 
t, . " ç 

f j(x) 9(.i·) rlx = j .f(x) ,;,(ú) d..1.· +[=:(a)- 9( b )Jf f(x) dx
fl ,, r, 

• ú .� ,.1, 
j f(.r:)":: (.r:)d.i:=c;,(a)j j(x)d.c+9(b)j /(.r)rl.c.

(( " ; 

On a des formules aualogues lorsque la fo.oction <p ( x) est crois
sante. 

75. Retour 5ur les fonctions primitivas. - Les théorêmes géné
raux qui précêdent s'appliquent à toutes les fonctions íntégrables. 
Dans lcs appücations qui vont suivre, la fonction à intégrer est le 
plus souvent une fonction continue ou, du moins, ne présente 
qu'un nombre fini de discontinuités dans l'intervalle d'intégratíon. 
Remarquons, une fois pour toutes, que la valeU1' d'une intégralc 
ne dépendant que de la n�tnre de la fonction qu'on integre et des 

, 
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i
h h h 

limites, te� symboles f(x)dx, f f(z)d�, f f(t)dt, ...
" a " 

ont absolument la même signification. 
Si l'on considere une des limites, la limite inférieure a par 

exemple, comme fixe, la limite supérieure étant variable, l'inté
grale est une fonçtion de cette limite q·ue nous écrirons 

F(.z:)= J"J(t) dt, 
" 

ou plus simplement 1·"1 (;e) dx, s'il n'y a aucune ambigui:té à

craindre. La fonction /(x) étant bornée, il est évident que F(x) 
est une fonction continue de x. 

Si lafonction f(x) est continue, F(x) admet pour dérivée 
/(x). Nous avons en effet. 

F(x + h)- F(x)=.[·
t:+h

.f(t) dt

ou, en appliquant la formule de Ia moyenne ( 6 ), 

F(x + h)- F(x)= h/(0,

ç étant compris entre x et x + h. Lorsquc h tend vers zéro, / (0 
a pour limite/(x); la fonction F (z) a donc-pour dérivée/(x), et 
le théoréme fondamental du Calcul intégrnl est ainsi établi sans 
fairc aucun appel à l'intuition géométrique ( 1 ).

Toute autre fonction admettant la même dérivée s'obtient en 

(') Quand la fonction / (x) est continue, la recherche d'une fonction primi

tive dc/(x), ou le calcn lde l'intégraledéfinie {
x

f ( x)dx, ne forment qu'un
� a 

seu! probléme. II n'en est pas de même pour une fonction quelconque. Tout ce 
qu'on peut affirmer, c'est que, si une íooction intégrable /(.x) esl la dérivée
d'une fonction F(x), la fonction primitive F(x) est égale, à ooe constante pres,

à l'iutégralc définie 1 j(x) dx. Cela résulte immédiatement de la relation 
(I 

F (b) - F(a) = (x,- a) f (;,)+(..e,- ..c,)/(ç,) 4-... + (b - x.-,) f (�.),

qui est une conséquence de la formule des accroissements finis. Mais il pcut se
faire qu'une fonction intégrable /(x) ne soit pas la dérivée d'une autre íonctioo,
ou 11u'une fonctiou dêriv�e ne soit pas intégrable. ( Voir l'Ouvrage cité plus haut 
de '1. Lebesgue.) 
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ajoutant à F ( x) une constanLc arbitraire C. Jl existe une de ces

fonctions, et une seule, prenant une valeur donnée à !'avance y0 

pom·:,; =a; c'est la fonction 
]'o+ ;·'>(t)rft.

n 

Toute fonct.ion ayant pour dérivée / ( x) est une intégrale indé
flnie de/ ( x) ct se repr�senLe par le symbole 

f /(x) d.i:, ' 

ou l'on n'indique pa"s Ies limites. D'aprês ce qu'on vient de ,•oir, 
on a 

jf ( J') d.;, = J"->( x) d.e + C.

(< 

Inversement, si l'on a obtenu par un moyen quelconque uoe 
fonction F. ( x) admettant pour dérivée / ( x ), on peut écrire. 

j:r..f(x)dx = F(x)+ C; 
" 

pour déterminer la constante C, il suffit d'observer que le premier 
membre est nul pour x = a .. On doit donc prendre C = -F(a), 
et l'on a la formule fondamentale 

(8) 

Remplaçons dans ceLte formule/(x) par F'(x); il vient 

F(�)- F(,i)=1·•·F'(.-v)d.t· 
(t 

ou, en appliquanl le théo1·eme de la moyennc, 
F(,r:)- F'( a)=( .r - a) F'm, 

; ótanl compris entre a et x. Nous retrouverons le théoreme des 
accroissements finis; mais la démonsLration est moins générale 
que la premiere (n" t7), car elle supposc la continuité de Ia 
dérivée F' ( x).

La formllle fondamentale ( 8) a été étublie en supposant la fone-
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tion/(x) continue entre a el b. Si l'on n'a pas égard à celte con
dition, on peut être conduit à des conclusions paradoxales. Ainsi,
en prenant/(:r) = _:

1
, la formule (8) donnc

fb d.r 1 1 
,x2 = « - 7ji 

le premier membre n'a de sens jusqu'ici que si a et b sont de
même signe, Landis que lo second membre a une valeur déterminée,
alors même que a et b sont de signes différents. Nous verrons plus
Lard l'ei:plication de ce paradou, en étudiant les intégrales définies
prises entre des valeurs imaginaires.

Le logarithme de la valeur absolue de/(x) est, dans tous les cas,
une fonction primitive de/'(xi :/(.x); mais, d'aprês la remarque
qui vienl d'être faite, l'égalité correspondanle

f ú f'(x) 
1/(b) 1 

" /(x) dx = log f( a) 

n'est valable que si /(x) ne s'annule pas et reste fini et continu
entre a et b; dans ces conditions, on peut remplacer ,�� :;1 par j� !� • 
On reviendra plus tard sur celte formule.

La formule ( 8) peut aussi présenter quelque ambigui"lé : ams1,
cn prenant/(x) = -

1

-
2

, elle donne1+.c 

J
·" d.1·

" 1 + .e' = are tangb- ore tanga. 

·Le premier membre a un sens bien déterminé, lan<lis que lc
second memhre présente une infinité de déterminations. Pour lever
l'ambiguHé, posons

1• ) 1·•· d.e º(,1' = --·

o J + .. 

celle fonction F(x) est continue dans tout intenalle ct s'annule
avec x. Désignons, d'autre part, par Are tangx l'arc compris
entre - .::. el + !:. • Ces deux fonctions onl même dérivtle el s'an-

2 ,, 

nulent pour x =o; elles sont donc égalcs, ct l'on peut écrire
·•'' ,tr 

('' d.1· 
f" d'f: 

{ --· - = -- - · --· - = .\.rc uingb- A retanga,
• ,, 1 + ,1·"! • ,1 1 -+ ,r1. 

._ 11 
J -+- �t•! 

. 
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en prenant toujours pour Are tang la vafeur comprise entre -·; 
"' 

et + -·
2. ' 

On établit de même la formule 

6 . -

1 dx = A,rc sinb - Are sina,
º t/1 -•:r1 

ou lo radical est pris en valeur absolue, ou a et b sont compris 
entre - 1 et + 1, et ou l'on dési6ne par Are sinx l'arc compris 

r. "' 

entre - - et + - • 
2 7. 

D'une maniere générale, lorsque la fonction primitive F(x) admet plu
sieurs déterminations, on choisira une des valeurs initiales F (a) et l'on 
suivra la ,·ariation continue de cette détermination lorsque x varie dans le 
même sens de a à b. li est quelquefois plus commode d'intro.duire une 
fonction primitive discontinue, en g'énéralisant d'abord la formule ( 8). 
Cette formule fondamentale ( 8) a été établie en supposant que les deux 
fonctions f( x) et F(x) sont continues dans l'intervalle (a, b) et qu'on a, 
en tout point de cet intervalle, f'' ( x) = /( x ). Nous allons faire des hypo
theses un peu plus générales. Supposons qae les deux fonctions F(x) 
et /(x) satisfont aux conditíons précédentes, sauf en un nombre fini de 
points de l'interPalle ( a, b ), que nous appellerons des points exception-
1tels. Nous admettrons de plus queJ(x) reste bornée et que F(x) n'a, 
dans cet intervalle, que des points de discontinuité de premiere espece. 
Pour voir comment on doit modifier la formule ( 8) dans ce cas, supposons · 
d'abord qu'il n'y ait dans l'intcrvalle ( a, b) qu'un seu! point exceptionnel e; 
i désignant un nombre positif tres petit, nous pouvons écrire, en suppo
sant a< e< b, 

b e-a c+a b 

[ j(x)d.r= J. j(x)d.c +.(._z 
f(x)d.r+ f+/(x)dx,

ou, puisqu'il n'y a pas de points exceptionnels entre a et ,. - ., ni entre 
e+• et b, 

i •·+i 

f /(x)d.,·=F(c-t)-F(a)+ J· _ /(:r)d.r+F(b)-F(t·+•).
li ,·-.:. 

Lorsque, tend ,·ers zéro, il en e�t de 111ême. de f•·+$f( :c)d.r, et il vient
t·-E 

à la limite 
/, 

1 /( J.· ! d.r = F ( b )- F (a) = � .. ,
" 
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ô.e désignant la différence F ( e +o) - F ( e - o), ou la discontinuité

de F(x) relative au point e.

S'il y n plusieurs points exceptionnels dans l'intervalle (a, b), on le 
partagera en intervalles partiels ne renfermant chacun qu'un point exccp
tionnel : en raisônnant sur chacun de ces intervalles partíeis comme on 
vient de le íairc, et en ajoutant les résultats obtenus, iJ vient 

(9) i h
n 

11 

j(x)dx=F(b)-F(a)-��, 

I.à désignant la som me des discontiouités de F ( ic) dans !'inter vali e ( a, b ).
Cetté formule (9) se réduit à la formule (8) lorsque F(a:) est continue; 
on voit donc que la formule (8) est encore applicable à une fonction 
hornée /(x), ayant un nombre tini quelconq11e de points de discontinuité 
dans (a, b), pourvu que la foqction primitive soit continue. Cette remarque 
sera encore étendue plus loin au cas d'une fonction non bornée. 

76. Indices. - Pour donner une ap_plication de la formule générale ( 9 ),
considérons l'intégrale définie 

! 1' f'(x) d,i; 11, P'Q- PQ'
"--;......,a-- - _,,,�---= ...... dx " 1 + /2(x) - a Pt+ Qi ' 

'/() P P  Qé d f . . .. 1 ou x = Q, et tant eux onctlons continues, ams1 que eurs 
dérivées, dans l'intervalle (a, b), et qui ne s'annulent pas en même temps . 
Une fonction primitive est F(x) = Are tang[/(a:)). Si la fonction/(x) ne
devient pas infinie dans l'intervalle ( a, b ), cette fonction primitive reste 
continue et l'on a, d'apres la formule ( 8), 

fh 

j'(x_
)d.r:

)
= Arc tang/(b)- Arc tang/(a).,, 1+/'(x 

Cctte formule n'est plus applicable en général si /(x) devient infinie 
entre a et b. Soit e un point ou /(a:) devient infinie en passant de +,:) 
à -oo; on n F(ç-o)= �, F(c+o)=-.:'. et par suite�=-::. Si

2 2 

/(x) passe de - x: à + oo pour x = e, la discontinuité est égale à "· 
Enfin, on a 6.c= o, si /(a:) devient infinie sans changer de signe. La 
somme des discontinuités de Are tang[/(x)) est donc égale à-(K- K');;,
K désignant le nombre de fois ou /(x) devient infinie en passant de + ,o 
i1 - oo, K' le nombre de fois ou/( x) passe de - oo à + x,.

Le nomhre K - K' est appelé l'indice de/( x) dans l'intervalle ( a, b) et 
se représente par 1� íf(x) ]. On a donc la formule générale 

lb f'(x)dx 
. · .,, ) = Arcta11gj(b)- Arctang/(a)+ itl;;fj(.x)].

li 1 +./·(:r 
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Lorsquc /(.t·) se réduit à une fonclion rationnelle �1, on peut calculer
J'indice par des opérations élémcntaires, sans connaltre les racines de V.

li est c:air qu'on peut supposer V, premier avec V et 4'e degré · inférieur
à V

, car on ne chaoge pas l'indice en retranchant uu polynom�. Cela posé, 
imaginons la suite des divisions à effeetuer pour trouver le plus grand
commun diviseur entre V c:t V1 , en changeant chaque fois le signc du reste.
On divise d'abord V par V li ce qui donne un quotient Q, et uu reste - V 2;
on divise ensuite V, par V,, ce qui donne un quotient Qt et un reste - Vl,
ct ainsi de suite; on linira par arriver il un reste constant - V n�I • Les
operations donoent la suite d'égalités

et la suite des polynomes

(10) V, V,, V,, V,._,. V,., Y,-+1• .... Y,, . V,.+1 

jouit des propriétés essentielles d'une suite de Sturm : 1" deux polynomes
consécutiís ne peuvent s'annuler en même temps, car on en déduirait de
proche en proche que cette .-aleU1· de :r: doit annuler tous Jes autres poly
nomes, et en particulier V n+t: 2° lorsqu'un des polynomes intermé
diaires V,. V,, ... , \' n s'annule, le nombre des variations présentées par la
suite ( 10) ne change pas, car, si V r s'annule pour :r: = e, \' ,-., et V r-+1 sont
de signes eontrnires pour :r: = e. li s'ensuit que le nombre des variations
présentc!es par ln suite ( 10) ne peut changer que lorsque :r: passe par une

. d V s· 
V, d à b d' rac111e e = o. 1 V passe e + ao - oc, ce nom re augmente une

unilé; il diminue au conlraire d'une unité, si � passe de - oe à + ""·
L'indice est donc égal à la différence entre le nombre des variations de la 
suite ( 10) pour x = /J et :r: = a.

77. Aire d'une courbe plane. - Appelons domaine polygo11al
loul domaine plan borné donl la frontierc se com pose d'un nombre
tini de porti0ns de droites; ce domaine peut être formé de plu
sieurs polygones dont les fronlieres n'ont aucun point commun.
L'airc d'un domaine polygonnl a été définie en Góométrie élémen
taire ('). Considérons maintcnant une courbe fermée sans point
double C (uº 13), qui divise le plan en deux régions, un domaine
intérieur D et une région extérieure. Attribuer une aíre an
domaine D, cela revient au fond à admettre le postula l suivant:

l. Il existe un nombre, et un seu!, qui est plus grand que

(' / 1·oir, par exemple, la ;\ote D des /.e,;o,u de Géomélrie élementaire do:
M. Hadamard. 
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tout nombre mesurant l'afre d'un domaine polygonal quel
conque contenu dans D, et plus peti, que tout nombre mesurant 
l'aire d'un domaine polygonal qitelconque contenanl D.

L'existence d'un nomi>re unique satisfaisant à ces deui condi
tions peut être établie rigoureusement lorsque la courbe C i1atisfait 
à untl condition tres générale qu i esL toujours vérifiée par les 
courbes que l'on considere habituellement. 

Soient P un domaine polygonal- contenant D, p un autre 
domaine polygonal conte nu dans D, A et a les aires respectives 
de ces deux domaines. II est clair que, quels que soient les deux 
domaines po!:rgonau:s. P el p, on a A> a. Les nomhres A onL donc 
une borne inférieurP. ét, et les noml;>res a une borne supérienre <.'t'; 
tie plus, on a néccssaircment ét'� C:t. Le domaine D est dit qua,·
rabü·, si l'on a C:l'= tt, et le nombre <.,'t mesure l'aire du 
domiline D ('). II esl clair ql_1e c'est le seul nombre satisfnisant à 
la condition (1). 

Pour que le domaine D soit quarrable, il f<:ful et- il suffit 
q1w; quel que soit le nombre positif e, on puis�e trouver u11 
domaine polygonal P renfermant D, et un autre domaine 
polygonal p, contenu dans D, tels que la dijférence A - a des 
rril-es de P et de p soit infédeuré lt E. 

La coudiLion est nécessaire, d'apres la définiLion même. Elle est 
aussi suffisante, puisquc la diffét'ence A - a ne peul êlre infé-
1·ieurn à la différencc <;t - cl'. li suit de là que, si le domaine D 
cst quatTabl� et a pour aire ct, il est loujours possible de trouver 
deui domaines polygonaux P et p, l'un contenant b, l'autre con
lenu dans D, tels que les différences A- c:t, Cl - a soient 
moindres que tout nombre posit.if donné E. La condition précé
dente pour que D soit quarrable peut encore s'ónoncer ainsi : Il 
faut et il sujfit que la frontiere C puisse être renfermée dans 
1m domaine polygonal dont· l' aire soit moindre que tout 
nombn· donné. Cu toul domaine polygonal 1'cnfermant C cst la 

( 1) Cette définition <le l'aire d'un domaine plan est empruntéc aux Ler;on, 1ur
les tt.éorie, GMéralt!I de l'Anal;y,e (l. I, p·. 148) de M. Baire: elle peut a'oppli
quer à des rlomaines définis d'une fo�on plus généra

,
le que ceux considbéa ici. 
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diff6rence de deux domaines polygonaux, l'un contenant D, l'autre 
contenu dans D. 

Imaginons· qu'on décompose un domaine D, formé de points 
intérieurs à C, en deux domaines analogues D, et 01 , en joignant 
par exemple deux points de C par un are de courbe C' situé 
dans D. Si.D1 et D2 sont quarrables, i1 en est de même de D, et 
l'aire de D est la somme des aires de D 1 et de D2 • 

Soient P1 et p4 deux domaines polygonaux, l'un renfermant D 1 , 
l'autre contenu dans D1 , A 1 et a, leurs aires respectives; P2,p2,

. A2 , a2 ayant" la même signification pour D2 , il est clair que fo 
domaine polygonnl formé par la réunion, de p, et p2 est contenu 
dans D. On a donc a1 + a2 < ét'. D'autre part, les deu")(. do
maines P I et P 2 forment par leur répnion un domaine polygQnal 
contenantD. Commeils ont une partie commune, on aA 1 +A2 > l.'t, 
et par suite ét-ét'<(A,-d1 )+(A2 -a2). bes domaines D, 
el D2 étant quarrables, les différeilces A4 - a 4 , A2 - a2 peuvent 
être rendues aussi petites qu'on le veut. On a donc tl' = ét, et la 
double inégalit6 a,+ a2 < ét < A 1 + A2 montre bien que l'aire 
de D est égale à la somme des aires de D 1 et de D�- lnversement, 
si D et D1 sont quarrables, il cn est de même de D2 ; en effet, D 
et D1 étant quarrables, on peut cnfermer les frontieres de ces deu). 
domaincs dans des domílines polygonaux dont l'aire est moindre 
que tõut nombre donné. 11 en est donc de meme de fa frontiére 
de D2 ; D2 étant quarrable, il résuhe de la premiére propriété que 
son aire est la diff6rence des aires de D et de D . 

Le raisonnement peut être généralisé. Si lc. domaine. D, dont fa 
frontiére se com pose d'un nombre quelconque de courbes feqnées, 
peut etre décomposé en une som me ou une différence de domaines 
quarrahles tels que ceux donl il vient d'etre.question, ce domain(' D 
est quarrable et son aire t'!Sl la som me ou _la diffé,·ence desaires d,:s

domaines.qui le composent. 

78. Calcul d'une aire plane. - Nous ne considérerons c1ue dcs
domaines plans limilés par des courbes formées telles que celles 
que l'on considere hahituellcmenl. 11 est facilc de monher c1u'ils 
sont quarrables. 

H.eprenons d'ahord un domaine O analogue à celui 11úi no_us a 
se1·vi de point d� d6part (nº 67). li111ité par un are de cúurLt' 1\13. 
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qu'une parallele à Oy ne pe�t rencontrer cn ph_1s d'un point, les 
deux ordonnées· AP, BQ et le segmeut PQ de l'axe Ox. Soient a
et b les abscissas des points P et Q (a< b ), y = /( x) l'équation 
de l'arc AB, /(x) étant une fonction continue et positive dans 
l'intervalle ( a, b ). Prenons une suite de nombres croissants x1 , 

x2 ... , Xn-, compris entre a et b, et soienl m; ct M; les valeurs 
extrêmes de/ ( x) dans t'intervalle ( x;_1, Xi). Considérons les deux 
séries de rectangles ri et R, limités par lcs droites y = 9, x =Xi

";""
,, 

x = Xi d'une part, et par les droites y = m;, y = M1 respeclive
ment. ll est clnir que les rectangles r, forment un domail;le poly
gonal contcnu dans D, tandis que les rectangles R; forment un 
�omaine polygonal contenanl D. Or, les aires de ces deux domaínes 
sont respectivement 

la borne supérieure · de l.r; et la borne inférieurc de IR, sonL 
égaJes. Le domaine D est donc quar·rable, et son airc est. rcpré-

íb 
sentée pu l'intégrale définie n f ( x) dx. · Lc résullat cst bien con-
forme à la notion mtu1tive de l'aire fournie par la Géomélrie. 
R�marquons que, quel que soit le signe de/(x) dans l'intervalle 
(a, b). on peut regarder l'intégrale définie1

6/(x) dx comme 
rcprésentant une aire, pou1·vu qu'on adopte la convention faite plus 
haul ( nº 68). On a conservé le nom de quadrature pour désigner 
le calcul d'une intégrale définic. 

Coosidérons en second lieti un domaine limité par deux seg
ments AA', BB' de droites paralleles et deux courbes Am1 B, 
A'm 2 B' situées entre ces droites et rencontrées en nn seul point pai· 
une parallelc à cette direction, et ne se coupant pas (fig. 1 o). Choi
-�issons pour aú Oy une droite parallele à AA', et pour axe Ox 
une droite perpendiculaire telle que le domainc soit tout 1mticr 
au-dessus de cet axc. Dans lc cas de la figure, le segment BB' se 
réduit au point B; soient y1 = 1} 1 ( x ), y2 = 1}2 ( x) lcs équations 
des <leme. ares de courbe Am1 B, A' m2 B'. 

Lo domainc D est la diífér�nce entre les deux domaines quar
rab]cs limités µ11r les contours Am1 BQPA, A'm�BQPA'; il est 
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donc lui-mêmc quarrable et ·son a ire est éga,e à la différcnce <l(•s 
deus. intégrales 

1'' o/1 (.x) cl.x.

Tout. domaine, qui pourra se déco,nposcr en domaincs tels qu<
le précédeut, sera donc quarraLlc et son aire s'es.primera pBl' une 

Fig. 10 • 

y . A'

� 

D B 

A 
m,, 

o p Q 

sommc algébriquc d'in�égrales définies. Si les axcs de coordon
nées, au lieu d'et.rc rcctangulaircs, font nn anglc O, lcs intégrales 
définics devront être multipliées par sinO. 

1l cst quelqucfois commodc d'cmployer dcs coor<lonnécs 
polaires pour le calcul dcs aires. Soit à évalucr l'aire d'un domai1w 
limité par dcux -scgmenls de droite OA, OB faisant des angl,•s wu 

cl Q avec un axe polaire O.:c ( c.10 < Q), et un nrc AMB situé dans 
l'anglc AOB ct qui n'cst rencontro qu'en un point par une <lemi
<lroitc située dans l'anglc AOB. Soi1 p =/( w) l'équation cn coor
donnóes polaires de cet are AMB. Divisous l'angle AOB en un 
certain nombre d'angles plus·petits au moyen de rayons vecteurs 
f�isant dcs. angles croissants w 1 , w2 , • • •  avec Ox. Soicnl OM;. 
OM,+1 deux rayons vecteurs consécutifs fnisanl an�c O .'C les 
angles w,, Wj.,.,, p; et p: le minimum et le maximum de/(<•') dam 
l'intervalle ( w;, w,, 1). Construisons d'une partle triangle isoscele t, 
de sommet O, et dout les deux nutres sommets sont à une dis
tance p'; d,J O sur 01\I, et OM;

+
,, d'autre part lo triangle rec

longle T; de somm<:t O, f'l dont le sommet de l'angle d1·0Ít s·oh-
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tient en portant sur O)li une longueur égale à p;, le troisiéme 
sommet étant sur 0)1;+ 1• 11 cst ela ir que l'ensemble des triangles l; 
forme un domaine polygonal contenu dans D, et l'ensemble des 
lriangles T; un nutre domaine pol�·gonal contenant D. L<'s aires 
de ces deui domaines sont respecti,·emcnt 

/,Q et 011.t l'une et l'autre pour limite� p�dw. La premiere pal'
:z .. t,) .. 

exemple peut s'écrire 

êi l<'ndant w11formément ,·ers zéro en méme temps que 
(w,. 1 -w;). L'aire du domaine D est donc égale à l"intégralc 
dt?fiuie 

! 0
1 dw est l'élément d'aire·en coordonnées polaires. La significa-

2 • 

tion géométrique cst évidente. 
On raménera aisément à ce cas particulier le cas d'un domaiue 

limité par un contom- de forme habituelle, en le considérant 
com me Ia somme ou la différence d'un certain nombre de donu1ines 
Ir.Is que lc précédent. 

Hemarque J. - Le nombre qui mesu1·e l'aire du domaine 
limit� par une courbe fennée a été défini comme une coupure 
Jans l'ensemble des nombres positifs. De cette définition résulte1i1t 
un ccrtain nombre de propriétés qui pourraient aussi seni1· c1e 
dt\1111itions. En Yoici une qui rapproche peut-être davantagc de 
la notion vulguire de l'nire. Soit C une courbe plane fermée limi

tan t 1111 domaine quarrable D d'aire ct. Prenons un domaine 
pol_\ gonal P contenant D, et tiont l'aire soit iuféri1mre à <.:l -. e. et 
1111 autrc domaine polygonal p coutenu dans D dont l'aire soit 
snpérieure à d. -- e. L'aire du domaine polygonal K, différence 
des deui: donrnines P et </, est alors inférieure à u. 

( )n peut enco,·e remplacer cc domaine polygonal .K par un 
U\)l"A:,,.A 1. -- 1 1� 
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autre domaine polygonal K,, renfermant C et d'aire inférieure 
à 4e., et dont la /rontiere L n'a aucun point commun avec C. En 
effet,. on peut remplacer la ligne poly.gonale l qui limite K exté
rieurement par une .autre ligne polygonale formée de droites pa
ralleles aux côtés de la premiere et à une <listance assez petite pour 
que l'aire du domaine compris entre lcs deu. ligues soit inférieure 
à e, et opérer de même pour la ligne l' qui limite K intérieurement. 

Cela posé, effectuons un carrelage plan au moyen de paralleles 
à deux directions rectangulaires distantes de p. Nous aurons trois 
especes de carrés: ! º les carrés intérieurs à D, ceux dont tous les
points intérieul's font partie de O; 2

° les carrés extérieurs, qui 
. n'ont aucun point commun avec D; 3° les carrés mixtes, qui onl

à la fois des points dans D el des points extérieurs à D. II esl aisé 
de voir que la somme des aires des carrés mixtes tend vers zéro 
lorsque p diminue indéfiniment. En effet, soit ô le minimun de 
la distance d'un point C à un point de la ligue pol_ygonale. L qui 

limite le domaine K,. Si l'on a pris p < J,. , tous lP.s.carrés mixtcs

sont certainement dans le domaine K,, puisq,ue chacun d'eux a un 
point sur C. La somme des aires de ces carrés mixtes est donc 
inférieur à 4e, et par conséquent tend vers zéro avec p, puisque e 
est un nombre positif arhitraire. On voit de la même façon que la 
somme des aires des carrés intérieurs tend v.ers l'aire du 
domaine D lorsque p diminue indéfiniment. En etfet, cette som me 
est inférieure à .d.., mais la somme des aires des ca·rrés intérieurs 
et des carrés mixtes est supérieure à d. et, commc la somme des 
aires des carrés mixtes est inférieure à 4t, on en conclut que la 
diíférence entre l'aire d. du domaine D et la somme des aires des 
caq·és intérieurs est inférieure à 4t, 

Remarque II. - Considérons, en pa-rticulier, un domaine tel 
que celui de la figure 1 (nº 9), limité par le contour 

ACC'DD'BBoAoA. 

L'ordonnéc d'un point de la ligne ACC'DD'B est une fonc
tion /( x) de l'abscisse qui présente un nombre quelconque 
de points de discontinuité de premiere espece. L'aire de 
ce domaine .est évidemment égale à la so.mme des aires des 
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domaioes ACC0A0 , C1 DD0 C0 , D1 BB0 D0 , c'est-à-dire à la somme 
des intégrales 

(11) 1•·/(:c) ri.,:+ f.
d 

f(x) d:,;+ [
ó

f(.x) dx = J,
ó

f( :i:) d.i.:. 

Si l'on remplace l'ordonnée BB0 par une ordonnée variable, 
l'intégrale définie F(x) = J:"f(x') dx est encore une fonction 
continue de x. En un poi�t x, ou /(x) est continue, on a 
encore F'(x) =/(x). Pour un point de discontinuité, :.r = e par 
exemple, on a 

r+h 

F(c+h)-F(c)=f f(x)da:=h.f(c+6h) (o<'J<11;. 
e 

F(c+h)-F(c) 1 ..• /( ) /.( ) le rapport li. a pour nmte • e+ o ou e - o ,
suivant que lt est positit ou négatif. Cet exemple montre bien 
claircment que, si/(x) est une fonction intégrable non continue, 
l'intégrale F(x) = J"/(31) dx n'admet pas nécessâirement/(x) 

r, pour dérivée. 

79. Longueur d'un are de courbe. - Soient
J.' = .f(t), y = ?(t), .:; = '}(t), 

trois fonctions continues de t dans un intervalle ( a, b ), oú a < b. 
En faisant croilre t de a à b, le point de coordonnées ( .-z·, y, .z) 
décril un are de courbe AB, fermé ou non, pom·anl avoir un 
nomhre quelconque_ de points doubles. Prenons entre a et-b une 
snitede nombrescroissants( a= t0 < t 1 < t2 <- ··< t,,_, < t" = b ), 
et soient Pó , P 1 , ... , P11_t,- P,. les points correspondants de la 
courbe, P0 co'incidant avec A, et P" avec B. Ces points P

0
, P1 , 

P
2

, • • •  , P,. sont les sommets successifs d'une ligne pol}gonale 
iuscritc dans l'arc .. \B: de longueur L. Si le nomhre n augmcnte 
iudéfinimcnt, de façon que toutes les différcnces l; - l;- 1 tendent 
Yers zér:o, to11s les côtés de cette ligne polygonale tendent anssi vers 
zéro. Lorsque la lougueur L t.end ,·ers une limite S, on dit que la 
courbe est rect,jiable, et la limite S représenlf! la longue11r de 
!'are d<· courbe .\13. 
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Nous aHons démonlrer que la courbe est rectijiable lorsque les 
/onctions f(t), <p(t), qi{t) admettent des dérivées f'(t), ;,'(t).

lj,' ( t) continues dans l'intervalle (a, b) ( 1 ).

Soient x;, ,r;, z; les coordonnées du sommet Pi el C; la longueur 

(1) Ce sont là des conditions suffisantes mais non nécessaires. Les conditions
à líl fois néce,saires et suffisantes pour qu'une courbe soit rectiliable ont éto: 
données par M. Jordan : Pour qu'une cour/Je C soil rectifiable, il faul ct if 

suffit que J'ensemble des nombres L, gui mesurent les périmet,·er des lignes 
polygo11ales insc, ites da11s C, soit borné. 

La condition est nécessaire. Supposons, en effet, 4ue L tende vers une liuiite S. 
quand n croil indéfiniment, le maximum À des cótés de la ligne polygonale ten
dant vers zero. II ne peut e,<ister aucune ligne polygonale inseri te dans C dont 
le périmetre L' soit supérieur à S. En effet, s'il en existait une, en divisant chacuu 
des intervalles en intervalles partíeis de plus en plus petits, les pêrimetres des 
nou•elles lignes polygonales seraient tous supérieurs à L' et, par conséquent, ne 
pounaient tendre vers S. 

La conditon est 8ltjfisante. On le démontre pu un raisonnernent lout à fait 
parei! à celui qui a dejà été employé deux fois (n•• 11 el iO). Soit S la Lorn� 
supériellt'e des nombres L; • étant un nombre positif donnt' à !'avance, il existe 
une suite de nombres croissants 

(a=ª•< a,< a,<., .. < a,,= b/, 

telle que le périmêt1·e A de la ligne polygonale i�scrite correspondante soil supé

rieur à S - :.. Considérons une suite quelconque de nombres croissant, 
, 

(a=l
0
<1,<t,< ... --.::t._,<l.=Ú), 

tellc que tons les iutervalles t,- t,�, soient plus pctits qu'un nombre positif ,., 
4ui est lui-mtine ioférieur à la plus petite des différences u,- a., a,- a,. , ... 
b- "

P
-'; soit L le pcrimHre de la ligne polygonale insrrite correspondante. 

Nous allons montrer que L - S sera< e, pourvu que ·,, soit as�ez petit. 
Pour cela, imagioons qu'on range les nombres t, et n� par ordre de gra11deur 

crois$ante, et soit L' la longueur de la ligne pol�·gonale auxiliaire obtenue par 
re nounau mode de division. Lc nombre L' est supérieur ou au moins égdl li 1. 
et à A, et par suite plus grand que !S - �-

2 

On passe de 1� ligne polygonalé de longueur L à la ligne pulyg .. nalc de 1011-
gueur L' eu rempl,u;ant les c<ltés e,, tcls qu'il y ait ,in point a, dans l'intcr
vallt (<,_., t,), par les deux autres <'ôtés du triangle ayant pou1· sommets lt• 
points qui correspondent aux valeurs t,_ 11 n,, t, de t. Le nomhre de ces •:ótés est 
au plus égal à p - 1. Supposous que 1'011 ait pl'is lc uombrc 11 as,ez vetil pou1· 
qne l'iu�i;alité • t'-t" j <. T, entraine l'inêg-alité 

✓ucn -J<t"Jl' +e�(,., - "<nr + í<;,<t'> - <;-<nJ-< 
1 
e,,'._,;:

l'C qui rst possible, puis4ue /. ;; , '1 sout �ontinues: un aura L' - L < i, et. comn,e



ll. - INTÉCRAU:S DÉFINIES. - NOTIONS QUI S'Y RATTACHENT. 1(l7 

<iu cólé P;-1 P;; on a 

nu. e11 a ppliquant la formule des accroissements finis à :r:; - x;_,, ... , 

�i, Y,1, ç, ótant compris entre (_1 et I;. Lorsque l'inlervalle ( t;,..1, t;) 
est tres petiL le radical diffêre três peu de 

vU'(l1-4)]' �t ;,',.,; -•>l'+L <
V

< 11-• 1 1'= 

pou1· tronver umi limite de la diílifrence, nous pouvons l'écrire 

ff' (ç! l-/'(1,-, )11.f'(;tl-+- f'(t,-,)1-+-... 

Or, on a 

l'l 1 par suit·e, 
1 _r·r�,•-f'tt;_,, 1-, 
✓r·, 1 ;, I + .

.
. +- \"/'' � f;.- 1 1 +. . . - . 

L,..:, trois fonclious /(t), :/(t), �'(t) étnnt continues, à tout 
nombrt! positif a on peut associer un autre nombre positif YJ, 1el 
'lue. dans tout iulervallc J'amplitude rnoindre que YJ, l'oscillation 

rles fonctions /'(t), i(t), y'(t) soit inférieure à i· Nous avons

1:· e.;,. - ;• on aura aussi L .... S -,. Le 11omLre L a donc pour limite S.
Lt nornbre J. est au nioins égat � cbacun de� nomLres 

V' 
.... . 1,-:r, ,1· r y,-y,_,1 .

Pour que L soil hornê, il faut donc que les troi• fouctions /(t1, 9(t1, ,j,(l, 
soient • var1ation liornê�. Ce, ,·011di1ion� sont suffi�antes. car on a, d'u11 autre 
C()tf, 

. ,.... ,� )� L 7 .t· - :e -- r -1· - .:: - • 1 • ,._. · --· � , • • •  -1 4lilllf , ,-1 

E:n réfüm,:. pow· ,,u·u11e c11urbe. �,.it re,·tifiable. il Jaw ,•t il s11j!it que les 
troiJ fonctic,11s /li), ,,,,,, 'f'" ,,,;�111 ,, ,.,,riation bor11ée. 
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pi lendant 1miformément vers zéro av.ec t; - t;_,, el par consé
quent le périmêtre L ;= .Ic; a pour limite (nº 72) l'int�grnle 

· (13) T = j
º 

Vf''+ :;;'•+ ,r d,. 
/t 

La dérríonstration précédenle s'étend aussi au cas ou les déri
vées j', cp', 411 seraient discontinues en un nombre fini de points 
de l'arc AB; ce qui arriverait si la courbe présentait des points 
anguleui. II suffirait de partagér l'arc AB en plusÍP,urs autres, 
pour chacun dcsquels /', ip', 41 1 seraient continues. 

De la formule ( 13 ), on déduit que l'arc compris entre un point 
fixe A et un point variable M, correspondant à la valeur t du para� 
mêtre, est une fonction de t ayant pour dérivée 

dS = ·f'2+ :o'2�,v2, 
dt V. ' . ' 

en élevant au cRrré les deu::s: membres et mulLipliant par rlr1
, il 

vient 

(14) dS• = dx2 + dy2 + dz2 , 

formule qui il lieu, queílc que soit la variable indépendante. On 
peut la retenir aisément, d'apres sa signification géométriqur; e!Je 
exprime que dS est la diagonale d'un parallélépipede rectan�le 
dont dx, dy, dz sonl les Lrois arêtes. 

Rema,·que. - En appliquant la formule de 1a moyenne à l'in
tégrale définie qui représente l'arc M0 M i , dont les extrémitt's cor
respondent aux valeurs t0 , ti du parametre (t i > t,,), on a 

6 étant compris' dans l'interv!}lle (t0 , ti)• On a de même, <?n dési
gnanl par e la cordc M0 M,, 

t"' = [f(/1)-/(lo)F+I �/ 1,)- rt'u)]'+(y(ld- '?' /.,,]': 

en ilppliquant la formule. des accroissemcnts finis à chacune dcs 
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différences / (tt )-/ ( t0 ), •.• , nous pouvons écrire 
e= (t, - to)\/ f''<n + 9'2(11) + 'P(O, 

les lrois nombres �. ll, Ç appartewmt à l'intervaUe ( t.,, t, ). O'aprés 
Je calcul fait plus haut, la différence des deux 1·adicaux est infé
rieurc à t, pourvu que l'oscillatio11 des fonctions/'(t), <p'(t)·, r.ji'(t) 
soit inférieure à â dans l'intervalle (to, t1 ). On a donc 

et par súite 
s - e < t (t1 - to), 

C E 

1 - - < --;:::;:;=:;:;:==;=:;:;:==:=;;:;:;;::;:·s v/'2(6)+1'·'<º)+·P<ª) 

Si !'are M0 M, devient infiniment petit, t1 - t0 lend Yers zéro; 
il en est de même de e et, par suite, de 1 - :. Donc le raj,ports 
d'un are infiniment petit à sa corde a pour limite l'unité. 

E..cemple. - Soit à trouvér l'arc d'une courbe plane donnée 
par son équation en coordonnées polaires p = f (e.>). En prenant w 
pour variable indépendante, la courbe est représentée par les trois 
équations x = p cosw, y = p sin w, z = o, d'oú l'on tire 

cb-2 = c{J:2 + d.yt = (cos wdp - p sin wdw )'. + (sin wdp + p cos wdw)1,

ou, en réduisant, 
ds• = dp1 + p' dw'. 

Prenons. par exemple, la cardioi"de ·représentée par l'équation 
p = R + Rcos w. 

La formule précédente donne 
. 

, 
w ris'= R2do,!f sintw + ( 1 + cos w)1] = 4 Rtcost 2 dw2 í

si nous faisons varier w de o à rc seulement, on en déduit 

ds = 2 R cos � dw, 
2 

et la longueilr d'un are a pour expression 

4 R sin - •( 
w) "'' 
2 w, 

La longneur totale est donc égale à 8R. 
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80. Cosinus directeurs. - l'our étudier les propriétés d'une
courhe, on est souvent conduit à prendre l'arc pour variable indé
pcndante. On adoptc alors sur la courbe considérée un sens de 
pnrcours positif, et l'on d�signe par s la longueur de fnrc Al\1 
compris entre un point fixe A et uu point quclconque M, afl'ectée 
dn signe + et du signe -, suivanl que la dircction de A en M 
est la dircction positive ou la direction opposée. En un point qnel
conquc M de cctte courhe menons la direction de la tangente qui 
coi:ncidc aveo la direction des ares croissants, ct soicnt ;.e� /3. ·; les 
angles que fait cette direction avec les dircctions positi,·es d<> trois 
axes rectangulai1·cs O.1·, Oy, Oz. On a 

cos :i cos 3 cos y , r :-t I 
d.x = dy

0 

= dz =·e: 
1 

da:'+ c1y2+ (i;;Z = d�;

pour savoir le signe qui convient, supposons que la directio1� po�i
tive de la tangente fasse un angle aigu a,,ec Ox; x ct s croissent 
en memc temps, on doit donc prcndre le signe +. Si l'angle (;(.

h ' 'f 1· . d d.,-cst .o tus, cos ct est negat1 , x < 11nmue quan s augmentc. -,/,; est
négatif, il faut cncore prcndrc le signc +. On n clone, dans tous 
les cas, 

d.,; 
oosa = ds,

rfr 
cos '1 = -,· t • JS 

dz 
cos ·t = ris,

d.r, dy, dz, ds êtant les diífórcnlielles prises par rapport à la
variahle indépendanle, qui peut êtrc quelconque.

8L Variation d'un segment de droite. - Soit l\iL\1 1 un segnwnt 
de croite donl les extrémités décriYeot deux courbes e. e,. Sur 
chacune des deux courbes adoptons 1111 point pour ol'iginc• et nn 
scn:c. positif de parcours. 

Soient s l'arc AM, s, 'l'arc A, �1 1 , ces denx ares étant pris aYec 
un signe, l la longueur MM,, O l'angle de MM 1•avec la direction 
positive de la tangente MT, º· l'angle de M, M a,·ec la <lir('Ction 
positive de la tangente :M, T1 • Nous allons chercher une re,r.tion 
.entre 6, O, et les différentielles ds, ds 1 , dl.

Appelons x, y, z, x 1 , y 1, z1 les coordonnées des points '.\L ;\1 1 

respectivement, ex, 13, 1 les angles de MT avec les axes, v. 1, �:, ·;1 

les angles de M, T t avec les RXC5. Ou a 
,� = (x - x,)�+(.Y - .v,t+(; -z1 )1; 
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on en. déduit 

l d/= (x-x1)(dx ••- dx,) + (y-y,)(dy- dy1) + (z -z1 )(ds - dz1),

ce qui peut s'écrire, en tenant compte des formules ( 15) et des 
formules analogues pour C 1 , 

I :& -X1 y -y1 Z - Zt . ) til= \--1-cos at + --1-cos � +-1-c05T ds

(x,-x Yi-Y A Z1-: ) ds + -,-cos «1+ -
[
- cos l't+ -,- COST1 I• 

M · ;1; - Xi r -y, z - z, 1 
· d' d M M ais 

--1-, ·-1-, --
1
- sont es cos1nus 1rectcurs e 1 , 

Fig. ,_,.

,. 

et le coefficient de d.i esL - cosa. De même, le coefficient de ds 1 

e5t - cos Í11 et l'on obtient la relation cherchée 

dl.= -ds coso - ds1 coso,, 

dont nous allons indiquer une application intéressante. 

8:1. Théoremes de OraTes et de Chaalea. - Soient E, E' deux ellipses 
homofocales (fig. 12); d'un point M de l'ellipse exlérieure E', on mene lcs
deux tangentes MA, MB à l'ellipse E; la diflérence MA+ MB - are ANB 
reste r.omtnnte lorsque le point M parcourt l'ellipse E'. 

Soient s eis' les ares OA et 0B, 111'arc O'M, l et /' les longueurs All"I 
et B M, 6 l'angle de MB avee la direction positive de la tangente MT ; 
d'apres les propriétJs foeales, l'angle de MA a\"ec MT est égal à x - e. En 
ohservant que AM co'ineide avee la direetion positive de la tangente en A 
et que BM est opJ osée à la direction positive de la t�ngente en R, la for
mule ( 16) donn·e successivement 

dl = - ris - d-1 cos&,
dl' = ds' -- d-1 cose,

, 
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ct, en ajoilt11nt, il Yient
rl(l + l') = d(s- -O= d are _.\:'\B.

ce qui démoutre la p1•oposition énoncie.
Ce théoreme est dli à lm géometre anglais, Gra,·cs. On dénwntre de la

même façon le théoreme sni,·Ant, découvel't par ChAsles : Étant donnt:es
Fig. Jl. 

T 

�N 

E 

une ellipse et une hyperbole homofocales ,e rencontrant l'll '-, �i d'un
point M, pris su1· la branche d'hyperbolc qui passe au point \', on 111/:nc
lcs deux tangentes !\IA, ;\IB à l'ellipse, la dilJérence des ares:'>.\ - :'\IJ e,1
égale à la différen·ce des tangentes l\lA - i\lB.

III. - CIIANGEMENT DE VARI .\BLE. - JNT�:GRATIO� PAR l'ARTIF.S.
Un grand nombre d'intégrales définies, que l'on ne p('ul obtenir

immédiate�enL, se calculent.au mo.,·en de deux procédés généraux
que nous allons faire connaitrc.

83. Changement de variable. - Si, dans une intl'·g1·alt> dô-
b 

finie .[ /(.e) dx, on rcmplacc la variable .1.· par une 11011,·rlle

rnriable indépendante l an moyeu de la substi1 ulion ;1 = � (t), 011
obtient une nouyelfe intégral-c définie. Nous supposerom qu(• ln
fonction 9 ( 1) cst continue et admct uue dériYéc couLiuue entre cr.
et /3, eL que 9 ( l) varie toujours dans le même sens depui � a jus
qu'à b lorsque l varie de ct à �-

L'intel'vàlle (x, (3) étaut partagé cn inten·allcs plu:, petib par
dcs valeurs intcrmédiaires oc, t,, t2 , • • • • l,,_,, (3. soie'nt a .. e,,

,1·1, . . .  , .1·11_,, b Ies valeurs conespondantes <le .r = q, ( t ). On a,
d'apres le théorem� drs accrni�semcnts finis,
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O; étant compris entre t;-; et t;; soil ;;= <f.(Oi ) la valeur corres
pondante de X: qui est comprise entre :r;_1 et :r,. La somme 

a pour limite l'intégrale définie considérée. Mais ceite som me peut 
aussi s'écrire 

ct, sous celte forme, on reconnait qu'elle a pour limite la nouvelle 

intégrale définie J:.'J[ rp ( t) Jrf' ( t) dt. On a donc l'égalité

b '1 

(17) 1 f(x)dx =1· f[�(t)]q,'(t)dt,
" "' 

qui constitue la formule du clwngement de variable. On voit
qu'on obtient la nouvelle différentielle sous le signe d'intégra
tion en remplaçant, dans/(�) dx, :r et d:c par leurs valeurs rp(t) 
et 9' ( t) dt, tandis que les nouvelles limites sont les valeurs de t 
correspondant au:r. anciennes limites. En choisissant convenable
ment la fonction 91 ( t ), il peut se faire que la. nouvelle intégrale soit 
plus facile à calculer que la premiere: mais on ne snurait donner à 
cet égard de 1·egles hien précises, 

Exemple. - Soient a et b deux nombres positifs; nou!' a,·õns 

r"b dx =f II d.r: +Jnb d.r. 
X X X

I 

• \ J " : 

en posant dílns la demiere intégrale x = _ay, il vient

nú ., 6 I i, d 
f � =f '1 =f -.::., ,. _ .i· 1 .e 1 :r 

el, par suilc. on a J"égalité

"
1
' I . º"d fbd r ,.r. -f .r '" 
-- ,-+ -·
x ·. .r a· 

·: •• 1 1 , 

Nofü i-etrou,·"ns la propríété fondamentale du logarith
0

me (e/. n• 5i). 

Toutes les hJpotheses qui ·ont été faites póur établir la for-
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mule ( 17) ne sont pas indispensables. Ainsi, il n'est pas néces�airn 
que la fonction 9(t) varie toujours dans !e même sens lorsque t

,·arie de IX à [3. Pour fixer les ídées, supposons que t croissant <le :x 
à y (y < �), qi(t) aille en croissant de a à e (e< b), puis que, l 
croissant der à /3, cp(t) décrois.se de e à b. Si la fonction/(.1· 1 est 
continue dans l'inter\'alle ( a, e), on peut appliquer la formule .i 
chacun dcs intervalles ( a, e), ( r, b ), ce qui donne 

f'>(x)dJ: = j
1 ·:_f'l'f(I)] "!'(t)dt,

" "' 
� 3 

f .r(x) r/,x = ;· f[ ;i(t)J f (t) dt;

en ajoutant ces deux égalités, il Yienl 
/J 

,, 

1 /(.1:)dx =J"_l[-t(t)]9 (t)dt. 
" ex 

Par contre, il est nécessaire qu'à une valeur de a· cumprise 
entre a el b corresponde au moins une valeur de t entre IX el ?,. Si

l'on ne tient pns compte dé cette condition, ·on peut étre conduit 
à des résultats absurdes. Par exemple, si à l'intégrale J�' d:1· on 
applique telle quelle la formule ( 17) en posant .i· = _t'i. c..n est 
conduit à écrire 

f�, ('J 
_ 

1 

d.r =.. � \ i dt,

résultal c1ui esl absu1·de, puisque la seconde iutégrale esl nulle. 
Pour' appliquer correctemenl ln formule. il faut parla�e1· l' in IC'r

valle (-= 1, + 1) en deux inter\'allt-s ( - 1, o). ( º: 1 ). Dans k• 
premier intervalle, ou posera :.e= - /i\ (•l l'on fel'a rnrier , 
,le 1 ,1 o; dans !e �econd intenalle, on posera x = I,;, et l'on fern 
vari·er t de o ;i 1. Ou lrouve ainsi un résultal eial'I.

f�\ f' ( l)'d:r: = 3 Vl dt = 2t
l 

O = 2. 

_, o 

Remarque. - Si 1•·on remplace. daos·la formule ( 17), ·�s limites 



Ili. - CHANGEMENT OE VAltlABLE. - INTÉGRATION PAR PARTIES. :•oj 
supórieures ú et (3 par les limites ,·ariahles x et t, il ,•ient 

f
0

f(r)d.c= j
1
,l[-r:(t)J,:/(t)dt; 

" "' 

ce q11i montre qu'une fonction F(.r) donl la dérivée est /(.1") se 
change, r1u,10d on pose x ==-?(t), en une fonction <b(t) dont la 
dérivée est/[<p(t)]?'(t). C'est aussi ce qui résulte immédiatenÍent 
de la formule qui donne la dérivée d'une fonction de fonction. 
�ous pouvons donc écrire, d'uue maniêre générale, 

ff<.1.·, r1.r. = J.tr 9(n1 '?'<')"':

c'est la formule du changement de ,,uiable dans les intégrales 
indéfinies. 

tu .. Intégration par partiea. - Soient u et v deux fonctiom 
continues, ainsi que leurs dérívées u' et v', entre a el b. On a 

d(w·) d11 du 
� = 11 dx 4- v dx' 

t•l, en intégrant les deux membres de cette égalité, 

(1,rl(1t1·) 11, d,• fb du • 
-1-d.1.·= 

u-1 d.r + v-1 dx,
(,l; ,.e GJ; 

• tl li il 

ce que l'on peut encore écrire 

( l ti) 
l1 

J

L 

r lt ,/,· = l uv ]�. - V du, 
� n ,, 

en désignant d'une fuçou générale par [F(:.z'))� ia ditrérence 
F(b) - F(a). Si l'on remplace la limite h par une limite 
rnriable x, u restant fh.e, ce qui re,·ient à considérer les intégralrs 
indPfinies au lieu des intégrales définies, 011 a de même 

J u ,/,· = uv -f •· du. 

Le calcul de l'intPgrale J u di· est ainsi ramené au ca!...:ul d<· 
l'iutégrale j'1·d11. qui peuL êlrE' plus facile. Soit, par exempk, 
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b 

à calculer 1'-intégrnle définie .f, :x"' logx d.r: ( m + 1 �-o); en 
xm+l posant u = logx, "=--,la formule ( 18) donnem+1 

(
1, lo<>.x.:z:111 d.e =[xm••1 tog:z:]b - -•-1b :z:m d.1

· 
.., n 

e 111 + t r, Ili + 1 Jt 

= [..c m+-1 logr _ ,xm-i-1 ]''. 
111 + 1 ( m + 1 )• ,, 

La formule ne s'applique plus si m + 1 = o; on a, dans ce cas 
particulie1·. 

La formule ( 18) peut être généralisée. Oésignons par u', 
u\ ... , u' 11+ll, "', v', ... , pl"+ 1 1 les dérivêes successives des 
deux fonctions u et P. L'application de la formule ( 18) aux inté-
grales f u dl'!111, f u' d1111•-4 1, . . . conduit aux égalités suiYantes : 

t, b 1 u1•!11+1, d.x =111 dvl11 l 
K a 

b =[uv(nlJ�-1 n'v(n1 dx, 

1 1, 

1, 

lb u'r•l11• d:c =f 11' dvl11-1, =[u'v(11-1J�- u"v111-i\ d.e,
« a a 

i b f 11 11 ,.• d.,· = 1 11 1111 de· 
,, (f 

ô 
=[111•111 r)t-1 u1 11+1)d.r. 

(l 

En multipliant ces égalités par + 1 et - 1 alternativement ct ajou
tant, il \·ient 

b (20) f 1wl11�1•rl.r=(uvl 11 -11'1• 11-1 +11."rl11-,·-... +(-11"u""c·]'.;
(, +(-1)n-1 r 111n+l)vd,r. 

� "  

formule qui ramene le calcul de l'intégralef w-1u� 11 dx au calcul 
de l'iutégrale j ul 11+1 1 I' dx.

Cette formule s'applique cu particulier quand on a sous lc sigue 
d'intégrati,1n le produit d'un polynome u ·de degré nau plus par 
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· la dórivée d'ordre { n +,) d'une fonction connue v; on ;, cn
effet, u(11+• >=o, el le second membre ne renferme plus ·aucun
signe d'intégration. Soit, par exemple, à calculer l'intégrale définie

b f e"'·"f(x) dx, 
" 

ou f(x) est un polynome de degré n; ón posera u =/(x), 
�X v = w+i, et la formule ( 20) donne, en mettant e"'� en fac teur, 

(21) fb 
e(�X j(x) dx = f e"'-" [f(:x) _ f'(:x) + ... + (- ,)n fl">(x)] }b.

" l U) l•)' wn....,1 a 
La même méthode, ou, ce qui revient au même, une suite d'inté
grations par parties, permet de calculer les intégrales définics 

h j cosm:xj(x)da:, 
tl 

b 1 sinm:xj(a;) dx, 
" 

ou/(x) est un polynome. 
85. Formule de Taylor. - Dans la formule (20), remplaçons u

par ( b - x )", v par une fonction F ( x), continue ainsi que ses 
dérivées jusqu'à l'ordre n + 1, entre a et b. Elle devient 

b 

r (b- . .c)11Fl11+•)(:x)d:x 
. " 

= [( b - .1:)" F1nl(:x)+ n( b _ .z:)n-1 F<n-tl(:x)+. _. 
+ 11 ! (b-x) F'(:x)+ n ! F(x)J�-On tire de là 

F(b)= F(a) + b- ª F'(a)+. __ 
1 

(b-a)n 

J fb + -'-----,-----F111J(a)+ - F1n+tl(x) (b- .c)11 d.1." 
TI! ,d 

,n 
le facteur (b-x)" conservant un signe constant lorsque x varie 
de a à b, on peut appliquer la formule de la moyenne à l'intégrale 
du second membre, ce qui �onne 

b b f Fl11+ 1>(x) (b - x)" dx = F(11+1 >(0j (b -x) 11 t/,1.· 
" n 

1 
= --(b-a)"+1p<n�11(0 

li +I 1 
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:; étant compris enLrc a et b. En substituant cette valeur dans 
l'égalité précédente, nous retrouvcrons précisément la formule 
de Taylor, avec la forme du reste de Lagrange. 

�t1. Polynomes de Legendre. - Proposons-nous de déterminer un 
polynome de degré 11,P ,.(x), tel que l'intégrale 

b 

1 QP
,. 

d.r, " 

oú Q e;t un polynome de degré inférieur à 11, suit uulle, quel que soit ré 
polynome Q. On peut considérer I',. comme la dérivée n1�m• d'u11 poly
nome R de: degré 211, et ce polynome R n'est pas completement déte,·
miné, car on pem lui ajouter un polynome arbitraire de degré n -1, sa11,; 
changer la dérínie n1ém•. Nous pou,·ons donc toujours supposer que l'un .i 
P n = ddn 

R
I le polynome H s'annulant ainsi que ces (11 - 1) premier.:s

Xn 
dtirivées pour x = a. D'autre part, la formule d'intégration par parties
nous clonne 

'b d'' R ( r{n-J R , d"-� B r{n-1 (.1 )
" 

·>2l • --d.e= --- -O---+ _f--- Jl --- · ( .. · J Q éf
.1

•11 Q ,/.i•n-1 � tf.rn-e · · · - cLrn-1 n' 
li 

puisque ron a, par hypothese, 

R(a)= o. R'(a)= o, Rl11-ll(a)=u, 

il faudra •[UC l'on ait aussi, pour •1ue l'intégrale soit n.ulle, 

Q(b) R<"-"(b)- Q'(b) R ,1-1 1(h) + ... ± Qt11-1l(b) R(b)= o.

Le polynomc: Q de degré 11 = 1 t:.tant arl>ítrairc:, les rp1antités Q(b). 
Q'(b•, .... Q!"-IJ(b) sont ell�s-mêmes arbitraires, et il fnndra ']Ue 1'011 
air -0ussi 

R( b)= o, H'(b)= u. )1!11-1 (/,)=o.

Le polynome 1-l(x) est donc cgal. à un factem· co1>�t1111t pris, au pro
duit �x-a)"(:r:-b)11, et le polynome cherch� P,, est coinplêtemen1 
détermiut!, ,\ un iacteur constant JH'es, 

,!11 

I' • = C -- ((:1: -a)"(:1: - b)" '·
t!J.''' . J 

Lors,1ue ll!s limites a et /, sónt -1 CI + 1, lts polyuomes P II sout 1�, 
polynomes de Legendre. En choísiss.ant h\ constante C <'0mme Le�e11dre. 
nou, poserons 

(2..í. 1 X,, =-,----- d" [(:t:1-1)"]. ·1. í.t.i .. . 211 d.i:n · 
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Si l'on con,·ient en outrc de poser X0 = r, on a

X,=:r:. X 
5x3 - :lx 

� = ' 

X,, est un polynome de degré 11, ou tous les exposants de x sont de même 
parité que 1t. La formule de Leibniz, qui donne la déri,·ée n"010 d'un pro
duit de deux factrurs, montre immédiatement que l'on a 

X,, (1)= 1. X,, (- 1)=(- 1)". 

D';iprcs ln l'ropriété générale que nous ,·enons d'établir, on a, 9(x) 
dé;i�n.,nt un polynome quelconque de degré inférieur il 11, 

( 2ti) 

en p�rticulier, si m et n sont' deux nombres entiers différents, on a tou
jour, 

( 'lj) 

�, 

1 .\,,,X,, d.r: = r,. 

_, 

Cctte formule permet d'établir três simplement une relation de récur0 

1·ence entre trois polynomes X,. consécutifs. Obsenons d'abord que tout 
polynome de dcgré II peut s'exprimer com me fonction linéaire à coefficients 
c,,n,tant, au moyen dt! Xo, X 1, • • •  , X,, . Nous pouvons doncécrire 

.rX,, = CoX,,�, + C, '\ ,, + C,X,,_, +e_.'\:,, _,+ ... , 

.i:, .. f ·•. C,, ... étant d,"s codficieuts constants. Pour déterminer C,, piir 
,•xemple, multiplion� les dcux membres de cettc égalité pnr Xn-l et inté
�ron,i entre les limite;: - 1 ct + 1; il reste, en vertu des formules (26 / 
ct ( '7 \. 

�, 

C:, ( X}._� d;e = o. 
�-, 

ct.1,ar,uitc. C:.=•,. On démontreraiL de 111êm1: qu1· l'on a C,=o, 
C,= o ..... Le codlicient C, cst nul atissi, puisque le produit .i: X,, n�· 
l'Cnferme pas d,; rermc en .1·". Enfin, pour déte'rmincr Co et C2, nou, 
n·a,·on:; qu'à égalcr les coefficients de .:r;n-1, et à égafor le1; deux membre, 
p,.Hir .1: = 1. �ous ohtenons ainsi la relation de récurrence 

(n + 11 \ n .. ,-(211 +1)xX,,+ nX,, .. , = d. 

•1111 permel de calculer trés simpkment les polyuomes X,, de proche en
proi;h,;.

l.;1 rdation (28) montrc que la suite des pólynomcs 

"••: X,, . . .  , 
X,. 

GOCRSAT, - 1. 
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jouit des propriétés d'une suite de Sturm; x veriant d'une maniere con
tinue de -1 à + 1, !e nombre des veriations présentées par cette suite né 
peut cbangcr que lorsque x passe par une racine de Xn = o. Or, Jcs for
mules ( 25) monlrent ,que, pour x =-: r, la suite ( 29) présénte n Yaria
tions, et n'en présente eucune po11r x ,= 1. L'équation. X,.= o a donc 
n racines réelles, comprises entre - 1 et + 1; ce qui résµhe amsi três 
focilcment du d,éoreme de Rolle. 

IV. - EXTENSIONS DIVERSES DE LA NOTION D'Il'fftGRALE. 
INTÉGRALES CURVILIGNF.S. 

Nous allons généraliser encore la définition de l'intégrale 
définie .. On a toujours. supposé jusqu'ici la fonction bornée et 
l'intervalle d'intégration borné. On. peut, dans certains cas, 
écarter ces restrictions. 

87. L'une des limites devient inftnie. - Soit/(.x) une fonction
bornée · ei intégrable dans toul intervalle ( a, l), ou a est un 
nombre fixe, l un nombre quelconquc supérieur. à a. L'inté

, 

grale f /(x)dx, ou l> Cf, a une valeur déterminée, aussi gran<l 
" 

que soit l; si cette intégrale tend ,•ers une limite lorsque l aug-

mente indéfiniment, on représente celle limite par 1
+

�/(x) d.x. 

Lorsque l'on connait une fonction primitive de /(.x), il est facile-
de voir si l'intégrale a une limite. Ainsi l'on a 

1 1 d.x --. = Are tangl;
0 

1 + X· 

lorsque l augmente indéfiniment, le second membre a pour 
limite ; , el nous pouvons écrire 

On a ele même, en supposant ·a positif et /J, - , différent de 
zéro, 

[1 kdx k ( 1 1 ) 
• a � = J - !-1 {':S,--• - - a�-t ; 

si /J, est plus grand que 1, le seconcl membre tencl vers une limite 
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lorsque. l croit indéfiniment, et l'on peut éc,rire 

1+• /.:d.r: k 
a Xµ. =(:i --:- I)a11-1• 

Au CQntraire, si !J, est plus petit que 1; l'intégrale augmente indé
finiment avec l. Il en est de même si· /J- = 1, car _ l'intégrale 
s'exprime par un logarithme: 

Dans le cas général, il s'agit de reconnaitre si la fonction 
1 

F(l) = f /(x) d.e 
(1 

tend vers une limite lorsque l augmenlo indéfiniment. D'aprês un 
résullat établi plus haut (nº 9), il faut et il sutfit, pour que 
F(l) ait une limite, que la dijférence

. 
íq F (q).'...... F(p)= /(x) d.r:

' 
1' 

tende i-ers �éro lorsque les deux nombres p et q croisse!Ít indé
Jiniment, indépendamment l'un de l'autre. 

Le nomhre a ne figu1·e pas dans cette condition, ·ce qui
s'explique, puisqu'on peut prendre pour limite foférieure <le
l'intégrale tout nombre supérieur à a. La condition est facile à
vérifier sur !'exemple de tout à l'heure ou/(x) = kx-11. 

Si q est plus grand que p, on a 

l f
11

f(.r) rf.r 1 �J'' [/Sx)J rl.i.·, 
p ,, 

1 

et par con�équent l'intégrale f f(x) dx a une limite si l'i71:U-
,, 

1 

grnle [ !/(x)j dx a elle-même·une limite, mais la réciproque

n'est pas naie. 
On remarquem l'analogie de la regle précódente avec la régie 

générale de convergence des �éries ( nº· 5 ). Comme ceUe-ci, elle 
est, en général, <l'une application · difficile,· si la fonction / ( x) est
quelconque. Xous allons passer en revue quelques cas particuliers, 
qu'on rencontre souvent, oú l'_on peut reconnaitre si l'intégrale a 
une limite ou n'en a pas. 

Supposons que la fonction/(x) soit de fa forme x-"4'(x), 'f{x) 
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étanl une fonction qui reste bornée, lorsquc .r. angmente in<léfini
ment. Le premier théorême de la moyenne ,lonne l"égalité 

(3o) 
9 � 1 ✓--"•}1_./')d:1.:-=�1 _,.-z,!J-. 

. p p 

p. étant un nombre compTis entre la bornc i;upürieure �1 et la
bi>rne inférieure m de lj,(x), pour toutes los ,·aleurs de_:c sup,··
rieutes à un nombré fixe \, plus petit que lcs nomhrc� p et q.

Cette formule tonduii à une conclusion certaiuP dans l<>s ,\.-(ux 
cas suivants : 

I 

1" Si le nombre est plus .:rrctnd que un, l'i",ité_::rale ( /� .r I d.e 
., ., 

a une limite, car le facteur p. reste fini, tandis que le fa..:-
teur jq x-r,.dx tend vers zéro lorsque p cl q croissenL i11,IMini� 

p 

ment. 
2 º Si le nombre oc est �,, el si M et m sont du même �i.�•rw, 

l'intégrale n'a pas de limite. 

En elfet, la valeur ab�olue <le 1-'-, qni est compris entre deu:1. 
nomhres du même signe Mel m, reste forcémeut plus grande qu<' 
le plus petit des deux nomhres ! m j el IM: 1· Quanl au íac-
teur Jq x-:1.dx; il augmente indéfiniment avec p, si l'on prend 

p par exemple q = p:. 
li y R doute lorsqne 7- est � 1, si les deux nombres .:\f ct m sont 

de signes différents, car le second facteur du pro<luit ( 3o ·'i nc temi
pas vers zéro, mais on ne peul rien affirmcr dn premier factcur J.J-· 

1 

P l 1,. é l r cosa:r d 1· . 1 ar exemp e, mt gra e --2 
x a une 1m11e, c:ir .e pro-

• ., l+X 

duit x2/(x) est ccinstamment plus petil que l'unilé en valeur ahso-
1 • 

l O . d' . , .. d 1·· é l f SIIIX d ue. n ne peut r1en ire Jusqu 1c1 e mt gra e -· -.. - .i·: nous 
e) 

J, 

'11.vons en efiet dans ce cas « = 1, M = 1, m = - r. 
Le.s regles précédentes s11ffisent poui· décider si une int,··grak a

une limite ou uon quand on peut trom·er un nombre pusitif � te!
que lc produit a;x/( x) tende Yers une limite dij}erent,, de z, lro
pour x infini. Dans ce i;as. eu effet, lcs deux nombr<'s M et m 
sont du même signe que la limite de ce produit. ·L'int.�grnle n donc 
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une limite si C( est plus grand que 1, et n'a pas de limite si a est 
inférieur ou égal à 1. 

Par e1.emple, pour que l'intégrale d'une fraction rationnelle ait 
une limite, lorsque la limite supérieure de l'intégrale augmentc 
indéfiniment, il faut et il suffit que le degré du dénominateur sur
passe le degré du numérateur d'au moins deux únités. Prenons 
encore 

(( x)= P(x) 1 . . 
� R,x) 

P et R étant deux polynomes de degrés p et r respectivement; le 
produit :r�-''/(x) a une limite différente de zéro pour x infini. 
Pour que l'intégrale ait une limite, il faut et il suffit- que l'on 
. ,. a1l p < 2 - t.
88. Application de la seconde formule de la moyenne. - Le 

rnisonnement qui précede peut être généralisé. Lorsque Ia fonc
tion /(x) est de la forme /(x) = 9{x) 'f(x), la fonclion 1ji (x)

étanl positive et la fonction q,(x) restant bornée lorsque x aug
mente indéfiniment, la premiére formule de la moyenne donnl!

,,, 
J'' j f( .1·) rl.x = p. 4(x) dx,

" " 

p. étant un nombre qui reste borné lorsque p et q augmentent

1,1 

indéfiniment. Si l'intégrale '-li(x) dx tend vcrs une limite, 
(1 

(' IY( x) dx tendant vcrs zéro� il en est de méme de 1·,, /( x) d:c,
� p ,, 

,/ N par suite l'intégrale j /( x) d:c a aussi une limite . 
La seconde form.ule d; la moyenne condnit de mêmc à une nou

vclle condition suffis:intc de convergence. 
Si la fonction/(x) est de la forme 'P(:c) Y'(x), (f(x) étant une 

fonction positive décrnissante. on a ( nº 74) 

f•'I 1� ?t✓·)'}(.rJ,/.r = �(p) ,}(x)d.c 
�,, p 

(p < � < q), 

d'ou l'on déduit immédiatement la proposition ci-dessous : 
.• 1 

L'intégrale f '? (..e) y(cc) dx, 01"t ?(:e) est une fonction posilfre
•·,, 
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décroissante qui tend vers zéro lorsque x crott indéjini_ment, a 

une limite pourPu que lavaleur absolue de l'intégralef 'I 4'(x)dx 
p 

reste plus petite qu'un nombre·jixe, quels que soient p etq. 
On a un exemple simple en prenanl t(x) = sinx, car la valeur 

> ., 

ahsolue de j sin.x d:r; est au plus égale à 2. li est facile de montrer
p 1 

directeme_nt que l'intégrale f 9 ( x) sinx dx, ou q>( x) est une fone-
ª 

tion positive et décroissante, qui tend vers zéro lorsquc x croit 
indéfiniment, a une limite, et que la convergence est comparable 
à celle d'une série alternée. 

Supposons, pour fixer les idées, a/ o, le produit 9(.x) sinx
rcstant fini pour x =o.La courhe y = q>(x) sinx a l'aspect d'une 
sinusoide, traversant l'axe Ox aux points x = kTC. Nous sommes
ai11si conduits à étudier la série alternée 

(32) 

ou l'on a posé 

a0 - a 1 + a,- a3 -,- • • •  +(-1)11 a,,+ .... 

1!{11+1,;: 

1a.,,= 
,,,. 

;;(x)sin:r d.i; ; 

a11 représente l'aire de la boucle comprise entre la courhe et le 
segment de Ox limité par les points d'ahscisses nr. et (n + 1)1C. 
En posanl x = y + nz, on a aussi

o,. =J" :;c,(y +li:;) siny «r•
" 

II est évident q�e la fonction sous le signe d'intPgration diminue 
quand n augmcnte, puisque q> ( .x) est une fonction décroissante, et, 
par suite, ou a 0:11� 1 < a,.. D'autre part, an ·est plus petit que 
r. 9 ( nz) et pai' conséquent tend vers zéro quand n augmente indé
finime:i.t'. Ln série alternée ( 32) est donc convergente. Soit l un
nombre compris entre nn et (n + 1)rr; nous avons 

l 

j ",'(.r '1 sin.r d.r = S,, ± 6a,, 
,, 

(O� 0 < 1 ). 

511 étanl la som me des n pl'emiers termos de la serie ( 32 ). 
Lorsque l augmente indéfinimenl, il en est dC' même du 'nombrê 
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entier n, a,. tend vers zéro et l'intégrale a pour limite la somme S 
de la série ( 32 ). 

On démonLre de la même façon que les intégrales f -.,_ sin.1·� d:r,
o 

... ,, 
f cosx" dx, qui se présentent dans la théorie de la dilTraction:

o 

ont une valeur finic. La courbe y = sinz2, par exemple, a la forme 
onduléc d'une sinusoide, mais, les ondulations vont en se re�ser-

rant de plus en plus, car la différence V ( n + 1 ) ·1r - {-;;-; de deux 
racines consécutives de sinx2 tend vers zéro quand n c•oit indéfi
niment: On peut du reste ramener ces int�grales à la forme précé
dente en pósant x'l 

= y. 

Remarque. - Ce dernie1· exemple donne lie.u à une remarque intéres
sante. Lorsque x croit indéfiniment, sin .i;i oscille entre - 1 et + 1 ; l'inté
grale peut donc aYoir une limite sans que la fonction sous le signe d'inté
gration tende , ers zéro, autrement dit sans que la courbe y = f(x) soit 
nsymptote à l'a-xe des x. \'oici encore un ex�mple ou il en eH de même et 
ou la fonction /(x) consel'\e de plus un signe constant. Soit 

. 

.i
· 

j(:i:)
= 

1 + .ih,in� "'.; 

cette fonction e,r constamment pos1t1 \'e si .J: est positif, dle ne tend pns 
Yers zéro, car on a /(k�) = k�. Pour faire Yoir r1ue l'intégrale a une 
limite, considérons comme plus haut la série 

OÚ 

a11 + a,+ . .. + a,,+ . . .. 

J
,,,..,,,:-: 

J
! d:r

a,, = 

J + .xr.sin2.r' 
nt:: 

.,· 1 arianl de 11:: à ( 11 + 1) ::. x'· est sunérieur à 11'' �•, et l'on a 

l ne fonction primitive eH

--===' == .\rr tang( V 1 + n• �•; Lan�.,;): 
\ 1 + 11'' ::r, 

... 

_,. ,ariant de 11 .. à 111-+ 1, ::, wng.1: de,·ient infinic une s�ule fois en pn�-

�anl de --.- x: ;·1 -- r-: rionc l'inté:;rale est égalP (nº 76) à -==
·
=· == et 

1 ...,.. 11·· :: '• 
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(n+1)r.� (n+1 
ª" < -:==== < -.-. 

1/i + n' r.' n·' r. 

' La série :Ean étant con,•ergente, l'intégrale j f (x) dx a une limite. 
o li est d'ailleurs à peu pres évident que, si /(x) a une limite dijférentede .;éro pour x infini, l'intégrale ne peut avoir de limite. On a en

efTetfqf(x1dx=11-(q-p); si/(x) a une limite�hf'-d' a lamême,, limite lt, et le produit fJ,(q -p) ne peut tendre vers zéro. 
89. La fonction à intégrer devient inftn.ie. - Considérons

d'Rhord le cas particulicr suivant. La fonction /(x) es.t bornée et 
intégrable dans tout intervalle (a+ e, b ), ou a< b, e étant un 
nomhre positif quelconque plus petit que b- a, mais elle devient 
iníinie pour x = a. L'intégrale de/( x ), prise entre les limites a+ É 

et b, a µne valeur finie, aussi petit que soit E, Si cette intégrale 
tend vers une limite lorsque e tend vers zéro, on convient, comme 
il est naturel, de représenter cette limite par 

b 

1 j(x)d.x. 
"

Lorsque l'on connait une fonction primitiva de /(x), soit F(x),
on a 

b 

j f(x)dx=F(ú)-F(a+;;) 
a+e 

et il suffit d' examiner si F ( a + e) lend vers une limite lorsque e 
tend vers zéro. On a, par exemple, 

f 6 M d.e M [ 1 1 ]n+s<x-a)f'. =- µ-1 (b-a)fL-1 - t11-1 
Si I'· > 1, le 'terme ,111_ 1 

augmcnte indétinimcnt lorsque ;; tend
vets zero; au contraire, si fJ- est moindre que 1, on peut écrite 
,11�1 

= e'", et l'on voit que ce terme tend vers zéro avec e. L'in
tégrale définie tend donc vers une limite 

j ,b M d.e . _ M(b -ajt-11. 
a 

(.:r - a)\J. - 1- I'- 1 
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si /J, = 1, on a
f

,. 

M d:c = M lo" ( b - a) 
x-a 

" 
• 

n+s. 

el le �ccond membro augmente indéfinimenl lorsque e tend vers
zéro. En résumé, pour que l'intégrale considérée ait une limite, il
/aut et il suffil que J.J, soit moindre que un.

La courbe qui a pour équation
.M 

)'= (x-a)i-< 

ad-met la droite x = a pour asymptote, si p. est positif. CepP-ndant
l'aire comprise entre l'axe des x, une ordonnée fixe x = b, la
courbe et son asymptote a une valeur finie, d'aprês ce qu'on vient
de voir, pourvu qu'on ait /J- < 1. 

Dans le cas général, la question rcvient à reconnailre si la fonc
tion de e

b 

F(r)= f /(x) dx

a+E 

tend vers une limite lorsque e tend vers zéro par valeurs po�itives.
llfo.ute.t il sutfit pour cela�nº 9) que la différence

�a+�• 

F(r)- F(,')= j f(x) d:c 
n+• 

tende vers zéro, lorsque les deu:r nombres positifs e, e' tendent 
vers zéro, indépendamment l'un de l'autre. 

On en déduit les memes conséquences qu'au p" 87; nous les
indiquerons rapidcment. Si la fonction / (x) esl de la forme
/(:i:) = (}�xl)a. , a étanl un exposant positif, et lj,(x) une fonc,
tion qui, dans le voisinage du point a, reste comprise entre deux
nombri!s fixes M et m, on a

J"� s>(.r) d.e= fJ-j"�
ª

' (x �a)a.,
•+• a+• , 

p. étnnt compris ePtre M cl m. Cela étant:
•

º Si oc est in/érieu;· à un, l'intégrale a une limite;
2" Si «� 1, les deux nombres .M et m étant de méme signe,

l'intégrale n'a pas de limite. 

Il y a doute si cc� 1, lorsque M et m sonl designes diíférents.
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Toutes les fois qu'il existe un no�bre a tel que le produit 
(x - a }°'•f ( x) ait une limite K différente de .zéro, lorsque x tend 
vers a, il /aut et il suffit que rJ. soil in/él'ieur à un pour que 
l'intégrale ait une limite. 

E.cemples. - Soit/(x)·=; une fonction rationnelle.; si a esl
une raciue d'ordrc m du dénominateur le produit (.e - a)'"/(x) 
tend vers une limite différenle de zéro pour x = a. Comme m est 

/, 
. 

au moins égal_à 1, on voit quel'intégralef /(x)dxéroit indé-
a+:s � finiment lorsque e tend vers zéro. Supposons au contraire 

f( )- P(:v) 
a; - ' 

yR(.r) 

P et R étant deux polynomes et R ( x) étant premier avec sa dérivée; 
a étant une rncine· dc R(x), le produit (x- a)'lf(x) a une limite 
pour :i; =a; l'intégrale a donc elle-même une limite. Ainsi 

lo d.e 

' . 

_ \11- .r-t-r.:. 

a pou1· limite'.:. pour e= o. 
2 

' 1 Prenons encore l'intégralcf logxdx; le produit x' logx a 
g zéro pour limite; à partir d'une ,,aleur de x assez petite on peut 

_! ... donc écrire j log..c J < Mx ', M étant un nombre positif choisi à 
volonté. L'intégralc ã donc une limite.Tout ce qui a été di t de la limite inféricure a peu L �trc répété snns modification pour la limite supérieure b. Si la fonction/(x) 

(, est infinie po�1r x = b, on definira l'intégralcf /(x) da: comme 
limite de _l'intégrale r b-if(x) dx , Iorsque e' ':enJ "e1·s zéro. Si 

V ,t 

h ./\ ..e) est infinie aui: deux limites, on définiraf /( x) dx com me l� 
b-� s.•limite de l'intégralé f f ( x) d.r:, lorsque e ete' tenJent Ye1·s zéro,

a-+-!: indépllndamment l'un de l'autre. SoiL e un nombre 4uelconq11e 
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compris entre a el b; nous ·p.onvons écrire 
li>-!' f(x) d.r =1·· f(:r) d.x +J''-''_t, ..e),!.,:,

n-+.; ll+Z r 

et chacune des intégrales q11i sont a u s1:1cond membre doit adme11 re 
une' limite. Enfin, si / ( x) devient infinie pour une valeu1· e com

b prise entre a et b, on définit l'integrale { f(.c) dJ.· comme la 
. " 

t'-.!' & somme des limites des deui intégrales [ /(x) dx, f_/(x) dx,
et l'on procede de la même façon pour un nomhre quelconque de 
discontinuités comprises entre a et b.

li est à remarquer que la formule fo1}damentale ( 8 :1, qui a été 
tHablie en supposant / ( x) continue entre ci et b, s'applique encore 
si f(x) devient iafinie entre ces limites, póurvu que la lonction 
primiti\'e F ( .:v) reste continue. Pour fixer les idées, snpposons qne 
la fonction /(X) ne devienne i_nfinie que pour une rnleur e com
prise entl'e 'a et b. On a 

l
h
f(x) d.x = }.i_� J' -,>(.r) d.r + !�1 j J: /(xl d.J:: 

tt ... _o il --O c·+-!Z 

si F(x) est une fonction primitive de /(x), nous pouvons écrire 
c·eci : 

b 

!. f(.i·) ,/.,·=!!�•/(e - !.'J- F (u)+ F(b)- ]�1.,1 Fie� q.
La fonction R( ,x) étunt supposée continue pour x =e, F ( e + �) 
et F( e - E') ont la même limite F( e), et par suite il reste 

Par exemple, 

h [ f(.1·Jt1.,, = F(ú)- f(a).
• n 

j,.,.,r/,r (· ,.!,)-' . -]" = i..1.."' ·-1 = h.
,. ' _, . 

Si la fonction primilive F ( x) de, ient elle-meme infinie en Ln' a 
et b, la formule n'cst plm applicable, car l'intégrale qui e�l un 
premicr membl'e n'a, du moins jus<p1'à présent, aucnn sens. 

Les formules du changcmcnl de variable et de l'intégration par 
pnl'ties s'étendent de la meme fa,;on aux nou,·elles intégrales. en 
les considérant r0mme limites d'intégrales ordinail'es. 
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90. La fonetion r(a). - L'intégrale définie
(31) l'(ci)=[�-� x"-1 e-xd.r 

• o 

11 une valeur déterminée, pourvu que a soit positif.
Considérons en effet les deux intégrales 

1 

�( .?:" - 1 e-.x d.r.
1 f x":...1 e-.r ri.r.

oi1 • est 1111 nombre positif tri!s peLít, et / un uombre positif tres grand 
La seconde intégrale a toujours une limite, car à partir d'une valeur de x 
assez grande on a x"-1 e-·" < �, ce q_ui revient à écrire e•·> x"+ 1

• Quant
X· -

ú la premiere intégrale, Je produit x•-n f(x) a pour limite I lorsque x tend 
,•ers zéro; pour que l'intégrale ait une limite, il íaut et il suffit que 1 -,, 
soit infédeur· á un, ou que a soit positif. Supposons ceue condition rem
plie : la sommc des deux limites est la fo11ction f(a), appelée aussi i11té

grale eulérie,1111/de seconde espece. Cette fonction r(a) devicnt infinie 
lorsque a tend ,·en zéro; elle a nne valeur positive pou1· toute ,·aleur 
positi,·e de a, el augmente indéfiniment avec a. Elle présente un minimun� 
po11r x = 1,4tii6321 ... , et la valeur correspondante est o,8556o'!:>. .... 

lntégron;; par parties la formule (3J) et supposons a>,; en cu11sidé
rant e-.r rfx comme la ditTérentielle de - e-,1·, il vient 

mais le produit xn-, e--r e5t 11111 :•ux deux limites, puisque a> 1, et il 
re�te 
(30 l'(a)=(a-1)1'(a-1). 

L'application répétée de cette formule permet de ramcner le calcnl 
de f(a) :iu cas oú l'argument a est compris entre o et 1. li est facile d'en 
t.lé,luire la uleur de J'(ai, lorsque a est un nombre cntier. On a d'nbc•rd 

l'(r)=j ... .,, e-� ,l.r = -[ e-·''Jõ ,, 
= 1: 

" 

la formule prt!cédente donuc ensuite ,uccessivement, eu faisa11t a= 2, 
�i . .... ,,. l'('.1.1 = I'( 1). 
et. d'une mani!!re g,'nérale, si 11 .:st un nou,l>rc ,:ntier positií. 

(' ( /1 1 = 1 . '. ;> .•. \ li - I i-
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!ll. Intégrales curvilignes. - Voici une exLension d'une autre
nature. extrêmement impnrtante, de la notion d'inLégraie. Pre
nons, pour fixer les idées, une courbe plane C, représentée par 
les deux équations x=/(t), )'=f(t); en faisant varier t de a 
â l>, on obtient un certain are AB de cctte courbe. Supposons, 
par exemple, a< b, et prenons entre a et b une suite de nombres 
croissanb (a= t0 < t1 < t2 < ... < ln-i < t11 = b), et dans 
chaque inte1·valle partiel ( t;- 1: t;) prenons à ,·olonté une aulrc 
valeu!' (Ji (t;_ 1 �Oi�li)- Soicnt (x;, y;) les coordonnées du point 
de C qui correspond à la valeur ti du paramêtre, (;;, Yli) les coor
données du point qui cortespond à la valeur fJ;. Soit P (x, y) une 
fonction des deux variables x et y continue tout Ie long de 
!'are AB; considérons la somme 

(Jf;) P(e1, 1l1)(.x1-Xo)+ l'(ç2, ·r,2)(.x2-X1) + .. · 
+ P(ç;, ·r,;)(x;-X;-1)+ ... ,

étendue à tous les intervalles partiels. Lorsque le nombrc n croit 
indéfiniment, de façon que la plus gran_de des différenccs t;- li-•• 
tende vers zéro, la som me précédente tend ,,e1·s u.ne limite que l'on 
appelle l'/ntégrale curPiligne de P (x, y) étendue à l'arc AB, et 
f(lll' l'on représcnte par le symhole 

qui se lit: somme le long de AB de P(..c, _y) dx. 
Pour démontrer I' exislence de cette limite, nous supposerons 

que l'on peut partager l' intervalle ( a, b) en un nombre fini d'in
tcn·alles partiels dans chacun desquels la fonction x =/(t) va 
constammc11L en croissant ou en décroissanl, ou reste constante. 
Suppusons J'abord que, l croissant de Ú à b, x croisse constam-
11wnt de .r0 à \.. 

L'a1·c de courbe AB n'est rencontré qu'en un point par une 
1froite parallele à Oy, et peul être représenté par une équa
tion y = '+(x), ln t'onction lf'(X) r.tant continue de x0 à X. 

Eu remplaçant y par ·-Hx_1 dims P(x, y), Ie résuhat est une 
fonctiou contin"1e cll(x) = P(.r, ·}(x)], et l'on a 
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La somme �Mi) peut donc s'écri1·c 

cite a po11r limite l'intégrale clélinic ordinairc 

f\ 
1·" .

rJ>1 ,r I d.r = J•j ,1·. ·1t .,· 1j ,/.,· 
.•·o • • ' 

PI, par suite, on a l'égalit,1 

;• l'(,1·. y·, ,/.,· =f \ I' 1,,·. ,;,,,,,. ,J ,/.r. 

\li 1'
1,, 

Supposons, eu sccond lieu. qu<' l'on ail une courb,.• telle 
que s\BCD (fig: i3 ), sur laquelle se ll'0UYent deu:x points e ('l D. 

Fi;_;. 1J . 

• 1/ 

º1 

ou rabscisst· esl llHlXllllUIII llll llllllllllUlll. ( :hacun \leíi ill'�5 .-\.C, 
CD, DD sati�fait à la condition prrc,'•<lcnte, tJl non, {•crirc•ns 

, · l't. ;. y) ,/.,· ,;-�, · J.:, .r, ,1) dr - , · 1'1.1· .. 1 ·, ,l.r - , · I', ..- . ,1· ,/.r; 
• \Bt lt ... \1. · ih • lJH 

mais il est à rc111art1uer que. p11ur cakul,,1· h·, l1"0i� intégralt•� d11 
,l''.:únd memhre. un devra n•111plaC<:t' y par lnús funct.ion� dill(.
l'enles de la uiriahlc :.r !Ians P( e. y). 

Si l:i fonction /11·1 gard1· une ,alt-ur constante <lnns 1111 ínter
,alle partiel (r.. ,./), une portiou d,· (: se réduit ;1 uu s,•g1w·ut de 

parallêlc à O. 1 ·, l'I l'inlt!�l'alc c11r,·ilignv curn•spou<la111,�( l', ,r. 1 · , dr

cst nu lll'. d 'apre, la dt'·fi ni I i,m 1111:me. 

Llls iutt\:nd,·, c11r,·iligncsf. Q, :r. f1 dy ��· J,'·li11i,�•·!1t ,i,, ]., 
'll 



, 

IV. - EXTENSIONS DIVERSlS Dt LA NOTION D'INTfoRALE. 223 

même façon; ces intégrales, com me on le voit, se ramenent immé
diatement aux intégrales définies ordinaires, mais leur introduc
Lion se justifie par Ieur utilité. Nous ferons remarquer aussi que 
lorsque l'arc AB se compose de plusieurs segments de courbe 
distincts, tels que droites, ares de cercle, etc., on doit calculer 
st'•parément les intégrales curvilignes provenant de chacun de ces 
segments. 

Cu cas três fréquent dans les applications est celui oú les fonc
tions .f ( t ), ? ( t) ont des dérivées continues dans l'intervalle ( a, b ). 
Dans ce cas, nous avous 

:i·;- .r; _, =f'(O;)(t;-11-,)· 
O; étant compris entre l;- 1 et t;; si l'on p1·end pour le point (�;, YJ;) 
cclui qui correspond à cette valem· (Ji, il vient 

� I'( �;. ·r,;) 1.1·;- .r,_,) = _l'i Pf/(0 1), <p(O;)]/'( O;) (t,-t1-,), 
et, en passant à la limite, 

ri, 
r l'(.1:, y) d.r = P[f(t), Cf(t)lf'(t) dt. 

,. ,\1: ... li 

On obtiendrait de la mêtne façon une formule analogue pour f Q dy

et, en ajou tant les deux formules, il vient 
f, 

(371 1 l'd.r+Q((I'= f rr/'(l)+Q9'(t)Jdt; 
.\I; (( 

e' est la formule du changement de variable dans les intégrales cur
vilignes. Bien cntendu, si l'arc d� courbe AB se compose de 
poitions de courbes distinctes, les fonctions / ( t) et cp ( t) n'auront 
pas la même expression tout le long de AB, et l'on appliquera la 
formule à chacune des portions séparément ('). 

( ') li est facile de démontrer l'existencc <l'une limite pour la somme (36), 
<lans un cas plus général que cclui qui est considéré dans le tcxte. Cette somme 
pcut s'éGrire, en effet, 

r •1><a,,u<e,,-1<e,_,)];

�i 1'011 se reporte à la note du nº 71, on voit que cette som me a une limite lorsque
la fonction /(t J est croissante.

11 en sera évide111ment de meme ·si/(/) est la différence de deux Conctions 
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92. _Applieation à l'aire d'une courbe fermée. - Pour donner
un exemple de l'utilité des intégrales curvilignes dans la généra
lisation des- énoncés, reprenons la formule qui donne l'nire du
domainc limité par la couroe fermée Am 1 B m� A',\. de la figure I o

b b (nº 78). Les dcux intégrales [ 1h (x)d.x, J 1J- 1 (x)d..c sout
égales respcctivement au-. intégrales curvilignes f y d.x,

. .\'m,ll 

J y dx; d'autre part, l'intégrale J y dx est nulle, ct l '  on
Am,D AA' 

change le signe d'une intégrale curviligne en changeant le �cns
du parcours. Si nous convenons de dire que le contour C est
décrit <lans le sens direct lorsqu'un observateur debout sur lr plan
et décrivant ce contour laisse à sa gauche l'aire cnvclopp<'·e [ ks
axcs ayant la disposition habituelle, comme dans lc cas de la
figure (')], le résultat oblenu pcut s'exprimer comme il suit
L'aire Q enveloppée par le contour fermé C a pour valcur

Q =-1• yclJ:,!Cl 

(311) 

l'intégrale curviligne étant prisc le long du contour fermé C dan,,
le sens direct. Celte intégrale ne changcant pas, quand on déplact•
l'origine des coordonnées, la formule subsiste, quelle que soit la
position du conto11r C par rapport aux axes de coordounées.

croissantes, c'est-à-dire une fonction à ,·ariation hornée. De mcme, l"intêgral,· 

curviligneÍ, Q (x,y) dy a"ra une valeur déterminéc si la fonction y = 'f(I) 
AD 

cst à variation bornée. En appliquant celte remarque aux intégrales �ul'Vi-

1 ignesf y dx,j x dy, on en conclut que le domaioe D, limité par une courhe 

fermée C[x=f(t),y=q:(t)], est quarrable pourvu qu'il existe une ,·ombi
naisoo linfaire ax + by qui soit une fonction à nriation bornêe, car 011 pourra 
toujours choisir les axes de façon que l'abscisse soit u11c fonction à Yariatiún 
bornée. 

( 1) O'une façon génfrale, quelle que soit la disposition des axes de coor 
données Ox, Oy, on dit qu'un contour fermê C est decrit dans lc sens direcr �i 

la rotation de.!: qui amêne la direction positi,-e de la· tangente sur la dil-ei:tion 2 
de la normale inf�rieure au contour C, -;'cífectuc <Ians le 111,·111e sens que la rota-

tion de .:: qui amêne O.x sur Oy. 
2 



IV. - EXTENSIONS DIVERSES DE LA NOTION D'INTÉGRALE. 2'.2:Í 

Considérons maintenant un contour C de forme quelconque. 
Nous supposerous qu'on p1mt, cn mcnant des transversales joignant 
deux points de C obtenir <les contours parliels dont chacun. n'est 
rencontré qu'en deux poiuts par une droite parallele à O y. Tel est 
le cas de la région limitée par un contour C de la figure , 4 que J'on 

Fig. 1�. 

q 

décompose, au moyen des transversales ab, cd, en trois rPgions 
limitées respectivcment parles contours amba, abndctJa, cdpc; à 
thacune desquelles on peut appliquer la formule précédenle. En 
ajoutant lcs résultats connus, les intégrales curvilignes pro,,enant 
des lignes auxiliaires ab, cd se détruisent, et l'aire lim; tée par C 
est encore égale à l'intégrale curviligne -J y d:e, prise 1c long
de C dans le sens direct. 

On démontre de la meme façon que l'on a 

n =J xdy,
,q 

et, en comhinant les deux formules, il vient 

!} = : f .l' d:y - 1· d.,·,
:;! 

• 

� t_ t . .' 

les íntégrnles étant toujours prises dans le sens direct. 
Par exemple, l'aire de l'ellipse, représentée par les formules 

·" = (1 cos f, 1· = b �int,

a pour express10n 

!2 = � 1 ::-: ah( co,'t + �in2/) dt = :-; ai.,.
? - " 

Qnand on passe dcs coorJonnées rectangulaires aux coordonne<'s 
-(;.0UR1'At .. - 1. ·�
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polaires parles formules x = p cosw, y = p sinw, on lrouve aussitõt
la relation x dy - y dx = p1 dw, de sorle que l'intégrnle curvi-

ligne ( 4o) est idcntiquc à l'intégrale ;: j p1 dw_, prisc lc long de la

courbe C (cf. nº 78).

Remarque. - Toute intégrnle curviligne j P d.:r: + Q dy, prise h: lung

d'un contour fcrrné C, dans lc sens direct, peut s'écrire ,ous Utlt) forme 1111
peu dilférente, en fnisant inter\'enir l'arc du conto11r. Soic11t a,� lc, angl�s
de la direction positive de la taogen1e avec Ox et Oy (cornptés de o it .. ;,
a' et W les angles de la direction de la norma/e. i11térieure a,·cc O .i· et O.r. 
!'iupposons que, pnr 1m point M de C, on mene <leux dcmi-droites ,\l x', My
respectivemenl paralléles à O.x et à Oy; une rotation 11ui ;in1éne )l.r' sur
la direction positive de ln tangente nmencra My' su1· la normale intérieurn
et pai· suite on a W= �, cos;3'= cosa. La rel;ition d'ort.hogonalit,'

donne ensuite

et, par suite,

cos., cos .,, + co, r� cos í1' = º 

t'o!,f� =- cose/.

dx = co,a ds = cosW ris, c�v = cos � ds = - cn,o, ri,.

L'intégrale curviligne [ P d.e+ Q dy de,•ii:nt donc
• r 

.[ ( P cos �' - Q cosa') ri-",

l'élément d.s étant essentiellement r,ositif. Si le contom C )'n:senl e d,·,
point, anguleux, on le <lécompuse cn plusieurs ares, de façon •1ue su,· cl111cu11
d'eux a' et W soient des fonctions continues de s, tl l'on fera li, smnme de
intégrales étendues à chacun des ores.

Par exemple, l'nire d'un domaine D est représeutée par 1'1111c 011 J':w1 r�
des int égral.:s

-f.r cos:-/ ds. 
,: 

-• [)' C(IS W d.,·,
• 1. 

et ce résultat est indépendnnt de la <lisposition des ux,-�.

93. Valeur de l'intégrale;. J .,; rfy - y dx. � li eH 11atun:I de _,,

demander ce .que 1·.:prés.:11te l'inttigrale; J x cty-y ,!.e, prise 1,· '"""
d'.une courbe de forme 11udconquc, fcrmtie ou nu11.

Considérons, par exempk, te� dt)UX courhe� frn11écs O:\ O B ().
ApB q CrAsBtC11.\ (/h•. 15). 1p1i ont rc:1pecti"em!'111 un p,,int d,n1LI,:
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et truis points tloublc,;. II eH clair que l'on peut les l'emplace1· l'tme et l'autre 
par la réunilln de deux courbes fermées san,. point double. Ainsi le contour 
foru1é OAOBO est équirnlcut à la suite des dcux eontours OAO, 0B(). 
L'iuté�Tale prisc le long du contour total est égale li l'uire de la boucle OAO 
diminué de l'aire de la boucle OBO. De même, le second contour peut 
êt re rem placé par les ,leux courbes fermées A/' H </ C r A et As B t Ç u A. 

FiJ,?. 15. 

.P 
L'i11tégrnle est donc égale à la somme des aires des boucles Ap Bs A, 
Ht Cg B, ..\.rCu .\. plus deux fois l'aire de la boucle As Bq Cu A. Le rai-· 
,;onnement est général. Un contour fermé, a, ec un nombre quelconque de 
point,; doubles, détermine un certain nombre de domaines partíeis, d'aires 
,-,. o-2, • • •  ,"p, qu'il ne tra,·ei·se plus et qu'il limite complétement. L'intégrale. 
pris� le long du contour total, est égale à une somme de la forme 

111 i . 111,, ... , mp étant des nomb1·es cntiers positifs ou négatifs, que _1'011 
,ktenuine par la régie sui\'ante : Ii:tant do1111ées t!eu.:i.· aires limitrophes 
:;. rr' sépr1rées par 1t11 are ab d11 contour C. 011 i,1111_:.:ine un obserµateur 
,/eb,wt sur /e pla11 et décrfrant le conto11r da,a !e �ens indiqué parles 

./leche:1: l'aire laissie à f(auche a un coefficient supérieur d'w,e unité
,i celui d,: l'aire laissée à droitt>. On donne le cncftident .&éro à l'aire illi-
11\it,'.: extérienre an contour, ct l'on détermine lcs autres coefficients de 
pnJch� en proche. 

Si l',m a un are de courbe AB non fermé, on le transforme en une courbe 
f,•rmJ<' en j .. i�nant le; extrémit,'s A et R à !'origine, et l'on applique la 

r�;lc• prt.'cédente à ce contour; car l'intégrale j� x dy - y dx, prise Je long
<ks ril_\tm, (IA d OH, est éYidemment nulle. 

,·. - lllFFt°éHENTIATH 1N ET INTÉGRATION SOU!- LE SICNE f 

. 
V í. Différentiation sous le signe J · - On a sou vcnt à éludicr 

d.:·s intégralcs définies oú la fouction à intégrer dépend non seule-
111t•nt de la ,·ariab!C' d'iutégration, mais d'une ou plusieurs variables 
•1ne l"on considêre comme des parnmetres. Soit/(x i a) une fone-
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tion des deux. variablcs x el ex, continue lorsque x varie de x., à À et que ex varie entre ccrtaines limites cx0 , o-:1 • L'intégralc définie 
X F(a) = r j(x, a),!,.-. 

" t·u 

oú l'on suppose que O! ait une valeur déterminée comprisc L·ntrc O'.,, et 0!1, et ou les limites x0 et X sont indépendantes de oc, cst unt• fonction de la variable oc, dont nous allons étndier lf's propriéti•,. Nous pouvons éçrirn 
X ( 11) F(" + .la)- F(:z 1 = j lf(.t'. 2 + :n l-f(.r. O'.)j ,!J;

Je, 

la fonction / ( x, O!) étanl continue, on peut prendrn AO'. asscz p(:Li t pour que la diffórencc sous le signe d'intógration soit moindrf' f•n valem· absoluc qu'un nombre positif donné à !'avance e, que! q11e soitx. L'accroisscment AF (e<) sera donc moindre cn valeur absolu1· que e IX-x0 1; ce qui prouve la continuité. Si la fouction/(x, a) a une dériv,\e par rapport à w. variabh· :1., on a 
J(x, a+A2)�j(:L', 2)=.i2fj�(.-r. a)+zj, 

i tcndant vcrs zéro en même temps que .lcx. Ou peut donc ócrirc. en divisant lcs dcux. membl'C's de l'égnlité (41) par .1.x. 
F(2+�2)-Fp,1 (� .

, 
fx 

· �" =,. ,. /2t.r. 21r/.,·� ,. ,dr:
. o . .. 

désignohs par n une limite supérieure de 2 en valcur absol111:, L, <lL'rniere intégralc est moindre en valeur absolue qne "1 X -- x., et, en passant à la limite, il vient 
(42) ,/F j' . ,17. = ./ �p:. :,-) d.r:.,., 

Poul' qne la conclusiou soit absolument rigoureuse, il fauL �tre assuré qu1• l'on p,rnt p1·•!nt..li·e ,1,: assez pclit pour qne la valcur absoluc tk z soil moindre que tout nomb1·c posiLif ·r, «Jonné à !'avance, ct cela pou,· toutl'S 11.:s \·alt·urs de x comprises t:nln: !es limites x11 l'l X. ll vu est c1.wtaim·111ent ainsi lol'squc la d1fril'ée 
j1 (x, a) est elle-111t'm,· coutinu,·. Eu cflet, le théoreme des accroi� 
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sements finis donne 

f(x, 2 + 6.a)-f(x, a)= 6.af�(x, a+ 06.a)

et l'on a, par conséquent, 

t=f�(x, a+etJ.a)-j�(x, cc). 

(o< fl < 1), 

229 

Si la fonction /� est continue, la différence e sera moindre que TI 
en valeur absolue, quels que soient x et a, pourvu que I Aoc j ·soit 
inférieur à un nombre positif h cboisi assez petit (n" 12). 

Suppo·sons maintenant que les limites X el x11 sont elles-mêmes 
des t'onctions de a. On peut écrire, en désignant par AX et Ax0 les 
accroissements correspondant à un accroissement Aoc, 

X 

F(2 + A:.)- F(a)= f_ [j(x, o:+ Âo:)-/(x, a)J d.x 
x. 

r x+tu 

J"'•+�-"• +;Jr j(x,rz+t.a)dx- f(x,a+ó.a)d.x, 
� � 

ou, en appliquant le tbéoreme de la moyenne aux deux dernieres 
intégrales et di\'isant par A«, 

F(2 + 6.2)- F(a) =Jxf(x, a+ Â«)-f(x, a) dxt.« t.2 
:r, 

+ !: /(X+ 6 áX, «+A«)-�o f(xJ + 6' t.x0, 2 + A«).

Lorsque Ax tend vers iéro, la premiere intégrale a la même 
limite f{Ue plus haut, et il vient, en passant à la limite, 

('J) dF j
x

f
' )d dX

f X d.xu. ) 'I da 
= a(x," X+ dct ( , 2)- eh J(:i.·o," . 

:(', 

C'est la formule générale de dt'fférentiation sous /e .,igne f ·
Toute intégrale curviligne pouvant se ramener à une somme 

d'intégrales d(':finies ordinaires1 fa. formule s'y étend immédiate
ment. Par exemple, soit 

i-:( °') = 1 P(x, y, a) d.e+ Q(x, y, ac) dJ·, 
.\U 

une intégrale cun·iligne prise le long d'un are AB qui .cst. le même, 
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que! que soit cc; on a 

F'(o:)=j P�(.L·, y, a.)rb-.+ Q�(:r, y. o:)dy ,
All 

l'intégrale étant prise le long de la rnême courbe. 

9õ. Int�gration sous le signe J · - Soil / ( x, y) une fonction
des deux variables x, y, qui est continue dans le domaine D défini 
par les conditions (a�x�b, c�y�d) 1 a, b-, e, détantdes cons
_tanl!!S- La si�nific11tion de l'expression 

b ,I 

[ dx J j(.1:, )') dy 

e.st hien ela ire; x ayant une valeur déterminée comprise ent.re a 
,f 

et b; l'intégrale f f (x, y) dy esl une fonction continue de x qm· 
e 

l'on integre ensuite entre les limites a et b. Dans celle expression. 
on peut intervertir l'ordre des intégrations sans changer le 
résultai. En d'autres Lermes, on a l'égalité 

6 d ,f b 

(44) !, r.Lx f /(:e, y) dy. = f dy !, f(x, Y) t:lx,

qui est la formule d'inté1rration sous le signe j •
Pour le démontrer, laissons a, e, d constants �t remplaçons b 

par un nombre variable· t compris entre a ct,b; l' égnlité devient 

Les deux membres de celte formule sont des fonctions de t qui 
sont nuJles pour t =a; il suffira donc de prouver que leur� dérivées 
par rapport fJ. t sont identiques. Or, si l'on pose 

{ ,/ 
f(x.y) ,(v= F(._c). 

L C 

1 f /1 .I'. )')ri.,·= 4'( ,. J' ). 
" 

la relation (45) s'écr.it 

' . .
\ � 1 ·' 

f l 

,/ 

F(.i·)d.r=[ \11(1. yl,/1·. 
. " ... ,. 
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et l'on vérifie immédiatemenl que les dérivées des deux membras 

par rapport à t, F( t) et [r1: dy, sont égales à .[
d

/( t, y)dy .

Les démonstrations précédentes supposent essentiellement que les 
fonctions sous le signe d'intégration sont continues et que les limites de 
l'intégration sont finies. Lorsque ces conditions ne sont pas remplies, les 
conclusions peuvent être loutes différentes et l'application des formule, 
habituelles (43) et (44) peut conduire à des résultats illi.isofres oY même 
absurdes. 

On a, par exemple, 

1, a.d:r; l x]' , 
F(a.)= -.--.=·Arctang- =Arc tang-; o a.-+ X.- a. v 11. 

cette fonction est discontinue pour a = o, et l'on a 

lt 
F(+o)=-, 

. 
2 

r. 
F(-o)=-

2
;

ici 111 fonction sous le signe J est discontinue au point x =a= o. Prenons
de mcme l'intégral� 

F(a.)=1
+ • sina.x dx;

O 
X 

en posant 0<X = y, il vient 

le signe devant la seconde intégrale étant le signe de a, car les limites de 
la nouvelle intégrale sont o et + :,o, ou o et - "", suivant que a est positií 

+e 

ou négatif. On a vu plus haut (nº 88) que l'intégrale f Sm_r dy est
. "· y 

une quantité positive N. L'iotégrale considérée e,-t donc égale à ± N, sui
vant le sign·e de ex. En appliquant à cette intégrale la formule (!i3), o·u 
arrive à l'égalité 

+,o 

F'(a.)= f cosa.x clx,
o 

dont le second membre n'a aucun sens. 

C:onsidérons encore la fonction j(x, y) = (:,2�; ;t�
p, et appliq11ons-lu1

la formule (4-1 ), Jes liq1ites 'des deux intégl'ations étant o et r; on obt ient 
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aiosi l'églllit.: 

(46) 

Une premiere intégration nous donne 

1 • .,..( x-
x
�,...'-:�;....,.:"""")1 dy = e-.. -, :-y-!.): = -• +-'-x-•

et le premicr membre de. l'égalité a pour valeur Ti• En opéra11t Jes inté
grations dans l'ordre inverse, vn trouve de même pour valeui· du seeond 

membre - � • L'absurdité du résultat tient à ce fait que la fonction/(x,y) 
4 

est discontinue pour le point x = y = <>, situé sur la frontiere du domaine 
considéré (voir plus loin n° 1:lO). 

96. Iniégrales uniformément convergentes. - On peut cepen
danl appliquer les formules ( 43) et ( 44) dans des cas plus géné
raux que ceux qui ont été considérés dans la démonstration. Soit 
f(x, et) une fonction continue des variables x eta, lorsque x esl 
supcrieur à un nombre a et que a reste compris entre a,, et <X 1 • 

1 

Si l'intégrale f f ( x, a) dx tend vers une limite lorsque l aog-
ª 

mente indéfiniment, quel que soit <X, ceue limite 

(47) 

est une fonction de et. qui n'est pas nécessairement continue com me 
le prouve un des exemples cités tout à l'heure. 

Nous dirons que l'intégrale ( 4?) est uniformémenl conçergente 

si à tout nombre positif ê on pen L faire correspondre un autre 
nombre L tel que l'on ait 

(/48) 

pourvu que l'on ait l�L, ce nombre L étant le même pour toutes 
les ,·aleurs de oc dans l'inlervalle ( oc.,, oc1 ). La fonction 

<I>,, (á)= ;·"+"f(x, a) dx," 
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ou n est un nombl"e entier positif, tend donc uniformément vers sa 
limite F( IX), lorsque n croil indéfin.iment, et, par suite, F(1X) est une 
fonction continue de 1X. 

Supposons maintcnant que l'intégrale obtenue par la regle habi
tuelle de différentiation sous le signe f 

(49) 

ait un sens et soit elle-même uniformément com·ergente dans l'in
tervalle ( IXo, IX1 ). La fonction 

in+"dj
W,,(a)= 

a da 
dx

tend uniformément vers sa limite Fi (IX); or, on a, quel que 
soit n, 'fn (ac)=:«(4',. (1X)]sikest continuc. Par suite, F4 (ac) 
est la dérivée de F(1X·) (nº �). 

Ainsi, on a le droit d'appliqucr à l'intégrale (47) la formule 
habituelle de différentiation sous le signe J, pour1Ju que l'inlé
grale oblenue de cette Jaçon soit uniformément corwergenJe. 

De même, si /(x, ac) est infinie pour Ia limite x= a de l'inté
gration, on dira que l'intégrale 

b 

F(a)= 1 f(:r:, a) dx(5o) 

est uniformément convergente si, à Lout nombre positif e, on peut 
faire correspondre un autre nombre positif Yl, indépendant de ac, 
tel que l'on ait 

pour Loutes les valeur.s positives de h, inférieures à YJ. On peut 
encore appliqner à l'intégrale ( 5o) la formule habituelle de diffé
rentiation, si l'intégrale ohtenue ainsi est uniformément conver
gente; la démonstra tion est analogue à la précédente. 

On pe111 de meme étcndre la formule d'intégration sous le 
signe J au cas oü l'une des lirnitcs est infinie. Soit /( x, o:) une 
fonction des deux variables x eL o:, cuntinue pour x 2; a, IXu� IX ;S o:,.
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Si l'intégrale f + � /( x, oc) dx est uni/ormément co,wergente
a 

dans l'intervalle ( a0 , oci ), on a , 

f+,. J"'' j"'' f+ ..
(51) da; .f(x,a.)da.= da. .f(x,a.)dx. 

te cx.. «. 4 

Soii. l un nombre quelconque supérieur à a; d'apres la formule 
générale ( 44 ), on a 

(52) f1
dx J"'1

f(x, a.)da. = j
ª1

da.f
1
f(x, a.)dx. 

a cx:0 a.., a 

Lorsque l augmente indéfiniment, le second membre de cette éga
lité a pour limite 

[a., J+" • a., da. " 
j(.c, a.) d.r,

car la différence entre ces deux expressions est égale à 

fa., f+,.
ri« f(x, a.) rlx, 

�(I • t 

quantité inférieure en valeur ahsolue à E I ix 1 - oc0 1, pourvu que l 
soit supérieur à un nombre· L. Le premier membre de l'équa
tion ( 52) lend donc aussi vers une limite qui est représenlée par 
le symbole 

r+,. 
j"' 

d.e /(;,:. ")ri"-. 
• li a., 

En égalant ces deux limites, on obtient 111 formule ( 51). 

F.xemples. - 1" 'Considérons l'intt'grale F(a.) = e-:,..r � ,fr. f+
.. 

o 
.i

· 

oit :x � o. Cette intégrale esl uniformémeut co11\'ergcnte, car on peut icrir�. 
<l'apre, la seconde formule de la moyenne, 

f ·t sinx e--a.l
f

; . 
e-= -- d.x = -- s10.x dx, 

I J; • l I 

ou l--::; < q, et, par suite, nn a 

smx 2

1 +oc • 1f ,,-:J.••--rl:x- < -·
J.' l' 
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si l est supérieur à:, le premier membre de cette inégalité sera inférieur • 
à ., que! que soit cx � o. Donc la fonction F ( cx) sera continue pour :x � o. 

L'intégrale obtenue par la différentiation est unifor1J1ément convergente 
pour toutes les valeurs de a supérieurj!s à un nombre positif k. On a, en 
effet, 

1 

+
" 

1 

+
� 

f e-=sin.rdx <[ e-axdx= ;;e-:J.I. 

et il sufíit de prendre l assez. grand, de façon que l'on ait kel·1 > 7 pour
que la ,·aleur absolue de cette intégrale soit inférieure à , lorsque 2 est 
supérieur à k

. 
On a clone 

J+ .. 

F'(o:)=-
0 

e-o:.rsin.r. dx; 

l'intégr�le indéflnie s'ohtient aisément, et l'on trouve 

on tire de là 

, 
[

e-"'·"(cosx+o:sinx)
]

+"' -1 F (o:)- --"---------' - -- .-
1 + «1 o - 1 + a2 >

F(o:J= C-Arc tango., 

et l'on détermine la constante C en remarquant que l'intégrale délinie F(cx) 
tend vers zéro lorsque :x croit indéfiniment, ce qui donne C = .'.:. • On a2 
ilonc en définitiYe 

(53) 
+x 1 smx 1 e-,u· -- dx = Are tanq -- ,

X "O! 
,, 

Cette formule n'!!st établie que pour les valeurs positi "es de "'· mais on a 
remarqué que F ( cx) est une fonction continue de a, rriême pou1· O( = o. En 
íaisan l ten<lre CI vers zéro, il vient donc à la limite 

! 54)

2° Soit
J+>< . 

Slfl ., { ;-: 
--i.r=-· 

o .{' '.! 

F(e<J. 
=Jªft.r 'd.i:

--, 
o \·:, - .r 

la fonction /(.1:) étant continue, ainsi que j'(x) dans un inter,·�lle (o, a), 
et cx étant compris rlans cet intervalle. La formule habituelle de différen
tiation conduit à un résultat illusoire, car on obtient la différence de deux 
infinis. En posant .-r = :, /. il vient 

.F , . f i 1 ; /! "n r/1 
'lCI}= . -- ;

• ,, 1 1 - t 
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l'intégrale obtenue par difl'érentiation 

1 1 
1 --=f(at)+ ti;;.f'(a.t) 

2\fa <.à 
0 

VI t 

est uniformément convergente dans to1tt intervalle ( a.0, a1), 010 et 011 étant 
j t Mdi 

positifs et inférieurs à a, car elle est comparable à une ir>tégrale -= • 

0 i/1-t 
M étant un norobre fixe. lfo revenant à la variable x, on a donc 

Proposons-nous, comnte application, de déterminer la fonction /(x) de 
façon que la fonction F (a) sOit indépendante de 01. La déri vée F' ( 01) doit 
être nulle, ce quine peut avoir lieu '}Ue si la fonctíon/(x) +2x/'(x)est 
oulle identiquement, du moins si l'on admet que cette expression n'admet 
pas une infinité de zéros dans le voisinai;e de )'origine. Cette condition 
peut s'écrire-

f(x) + J -o
/(x) a - ' 

e 
et l'on en tire / ( x) = --=. Cetle fonction répond bien à la question ; on 

vx 
a, en effet,

« e dx 

f. vx(01-x)
=Cit

, 

com me 011 le voit aisément au moyen de la substitution x' = a sin' '1'· 

EX�RCICES. 

1 1 1 i. Démontrer que la som me - -+- -- + ... + - a pour limite log-2,li li -+- l 'l.. n 
lorsque n augmente indéliniment. 

[On prouve que cettesomme a pour límite l'intégrale définief 
1 �.]

0 l+ X 
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2. Trouver de même la limite d�s sommes

1t li 

�+ ... + 11"+(11 - 1)' l

--- + --==== + ... + -======-'

i,/11'-1 �•11•-:it \ll1-(11-1)1 

en les rattachani. à des intégrales délinies. D'une façon générale, la limitl! 
li 

de la somme·I <f(i, n) pour n infini est égale à une iotégrale définie 
i:O 

lorsque ',>(i, n) est une fooctioo homogene de degré -1 dei et de n.

;J, Trouver la valeur de l'intégrale définie J' log(sio x) dx = - .:'. log2. 
o 

1 

[ On peut partir de la formule connue de Trigonomécrie 

• 7t. 2:-: . (11-1):-: li srn 7,_ S111 -;; •• , �Ili lt = 2.11-l l 

ou s'appuyer sur les égalités presque é, identes 

.!. Déduire de la précédente la ,·aleur de l'intégrale délinie 

,: 

1-;;_ 

( .x- �)tang..rc/.c. 

(' lo"(t + J'l :-: :;. Dcmomrer que l'on 11 " 
_, d.t· = - log:t.

.... ]+..('• 8 

j On peut poser :r = tang-:;; et parta ger l'i ntégrale ol.,tenue en t rr,is 
pnrties. j 

•(;. Troul'er la , alem· de l'inttigrole définie j'
;: 

l,1,:(1 - a cos x + ,.�) d.i: 
,, 

[PotSSON.) 

En partag,)ant l'ioten·alle de o à :-: en n parties égales et appli,1uant 
1111e formule connue de frigonométrie, on e,t conduit à chercher la limite, 
pour n iuíini, de l'expressi<'n 

-lo« --,2'"-1) · 
:-: [2�1 ] 
n " ;e -r l • '
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si ,. est compris entre -1 et + 1, cette limite est nulle. Elle est égale 
à :t logtz• si ,zt> 1. 

7. L'mtégrale definte --:========> ou tz esl pos1ttf, est . , . 1·· sin.r d.r . . . 

0 v' r - 2 o: cos.c + "''

à 2 si tz est < 1, et à � si a est > 1.tz 
+1 sintz d.r: a. es onct1ons (a)= 2, º L f . F 

J

t tz,{; d,:r. 
F 

(
:r:

)
-f 1 -

1-2:rcostz+.r'-1 
o (x2+at)'

sont discontinues pour tz = o. 

9. Soient /( x) P.t 9( :e) deu:donctions intégrables dans l'intervalle ( a, l, ).
Démon trer l'inégali,é de Sch" arz 

( 
b 

)
"' b b 

fhd.x -�1f2(x)d:cxf 92 (x)d.r,
" " a 

l'égalité ne pouvant avoir lieu que si le rapport.[ est constant. 
'? b 

On peut remarquer, par exemple, que l'intégrale J (cx/(.c) + �;p(.c ),' d.r

est une forme quadratique définie positive en ex, �-

iO. Soient /(.r) et ;;(.e) deux fonctions continues dans l'i1nenalle (a, l,� 
et ( a, .e i, .e,, ... , b) une division de cet intervalle. Si l'on prend deux 
valeurs quelconques ;1 , l)t dans cheque interrnlle partiel (.r1_, .. r t ). la 

somme I /(/;,);p(-1)1) (_.1· 1 - X;-1) a pour limite l'intégrnle délini.-
b l j°(.,·) �(.i·) d.r.

" 

H. Soit /(x) une fonction continue et positi\"e dans l'intenalle (a, b 1 •
•. ,, ',, 

I 
Le produit des deux intégrales définil'S j j\.c) ,fr, j 

J
'.(::., est mi,1imu11,

" " 
lorsque la fouction est constante. 

1-:1. Soit 1·•·• l'indice d·une fonction ( •�º iü) entre :e,, et .c 1• On a la relatiün
... 

/'(.1·1+ -.-. = , .1.,, 1�·- 1 . '\-.· ,_:-.}{,l" 1 

ou , = + 1 lorsqu<! /{:r,,J > o. /\J.' 1) < o. , = - 1 lor:;q,1c /(.1·0) < o, 
/(x1 ) > o·, , = o lorsque /(.r0 ) el /(.e,) 0111 h: mc111c ,;igue.
On applique la formule de la pagt! 187 au, dt!u, !'únction� /\.r, 

1 
�l/(:c)· 



EXERCICES. 

• 13. Soíent U et V deux polynomes de degrés 11 et 11-1 premiers entre

eux. Vindice de la fraction rationnelle;, entre les limites - oo et + oo 

de la rnriab!e, est égal à la différence entre le nombre des racines ima
gilrnires de l'équation U + ,· V= o, ou le coefficient de,: est positíf, et le 
nombre de ccs racines ou il est négatif. 

[HERMITR, Bulletin de la Société mathématique, t, VII, p. 128.) 

*-14. Établil' Ie second théoreme de la moyenne au moyen d'une intégra
tivn par parties. 

Soient /(.,t;) et ip(x) deux fonctiops continues dans l'intervalle (a, b)
dont !a premicre j(x) est constamment croissante ou constamment 
décr0issante et admet une déril'ée continue. On a, en posant 

<t>(.r)= 1·� ,>(x.) dx,

et intégrant par parties, 

ib 1,b 
/(x) \'(x) d:i: =f(b)<l>(b)- f'(:r)cJ>(:r)dx; 

U li 

lu clérivée f'(.r.) B� rull un signe constant, il ,uffit m�intenant d'appliquer 
la premiere formule de la moyenne à Ia nouYelle iutt;igrale. 

•rn. Soit.f(.,:) une fonction continue positi,·e dans l'intervalle (a, b). 
1:expressin11 

to::nd 1·ers le maximurn l\J de /(.e) dans l'i.ntenalle 1 ", h), lorsque n aug-
r11entc indéfiniment. lRrnz.J

H. On peut, pour la démonstration, supposer 1/ - a= 1. li est évident
:,lors que l'on a I,,,;;;; M. J►'autre part, ,if(.i·) e;t rnpél'ieur à M-i dans 

1 
un iutenalle (é

c 
�), 011 a aussi l,, >(M-i)(�-gc'j"ii, d'oi1 l'on conclut 

aisém�"nt q·u'cn prena111 11 a�se:t µ-raud. ui\ a aussi 1 11 > M- :J.E.

1 ti. Étaut dunuées deu't r.ourbes planes •1u�lco11,1u<'s C. C'. 011 fait corres-
. pondre les points (:z:, .r), (..e', y') des denx conrbe� ou le, tangentes sonl 

parall,,.lt!s. L� poi11t de <'<>ordonnees x, = p.r + q:r:' .. Y, = P.Y + q]'', oú p
et q $Ollt rlcs constnntcs données, décrit une nouvelle courhe C,, ct l'on a, 
en�re le• ares correspondants de� trois cou1"bes. la rtlation 

s, = ±ps ±qt'. 
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t7. Les ares correspondants des deux coui·be,

C
) X= tj'(t)-j(t)+ cp'(t),

{ y= f'(t)-t,p'(t)+ cp(t),

C' ( a:'= t/'(t)-f(t)- ?'(Í),
( y' = j'(t)+ tcp'(t)- <p(t) 

ont la même longueur, quelles que soient les fonctions/(t), cp(t).

18. Soient· C une eourbe fermée, C1 la podaire de cette courbe relaLÍ\'e
ment à un point A, C2 le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées d\\
point A sur les normales à C. On a, entre les aires de ces trois coutbes,
la relation d = Cl.1 - Cl.1.

D'apres les propriétés de la poda1re ( n° ã8 ), si p el w sonl les coor•
donoées polaires d'un point de C 1, les coordonnées du point corres-
pondam de C, sont p et w + '.:, et eelles du point eorrcspondant de C2 ' 

--- o sont r = o,/p!+ p'• et cp = w + are tang�-

•19. Lorsqu'une courbe C roule sans glisser sur une droite, tout point A
iovariablement lié à la eourbe C déerit une eourbe appelée roulette :
1° l'aire eomprise entre uo are de la roulette et la base est égale au duuble
rle l'aire eorrespondante de la podnire du poinl A par rapport â C; 2• l'are
de la roulette est égal à !'are correspondant de la podaire.

(STEINt:B.J
Pour démontrer ces théoremes par l'analyse, soient X, Y fes coordonnées

du point A par rapport à un systemc d'axes mobiles formé par la tangente
et la normale en un point M de C, s )'are OM compté à partir d'un point
fille O de C, et w l'angle des tangentes en O et en M. On établit les
relations

dJ+áX= Y dw, dY +·Xdw =O, 

d'ou les propositions se déduisent.

. , j+-.. lsinxl 
J+" 

dx �- Les mtegrales ---' dx, ou n > 1, 1o :.e" o (1+x!)(sinx)" 
ont-elles des ,·aleurs finies?

--



CHAPITRE V. 

CALCUL DES INTÉGRALES DÉ.l<'INIES. 

1. - INTÉGHALES INDÉFINIES. 

11 csl, en genéral, tres difficile de cnlculer la valeur d'une inté
grale définie, en partant de la définition ( 1), tandis que l'intégralc
s'ohtient immédiatement, quelles que soient les limites, quand on 
cónnait une fonction p.rimitive de /( x ). On a vu, en Algêhre, 
comment on trouve les fonctions primüíves des fonctions ration
uelles, et de celles qui s'y ramênent par un changement de variable, 
comme les fonctions rationnelles de x et d'un radical-carré portant 
sur un pólynome du second degré, el les fonctions rationnelles 
de sinx et de cosa:. Ce calcul n'exige que la résolution d'une éqúa
tion algébrique, et l'intégration d'une fonclion ra1ionnelle n'intro
duit qu'une seule transcendante, le logarithme, car nous verrons 
plus loin ( t. II) que la fonction Are tang x se ram'ene à la fonction 
logarithmique. 

En dehors de ce cas três simple, l'intégrale indéfinie d'une fonc
tion algéhriquc /(:e) est, en général, une fonction transcendante, 
qui ne peut s'exprimer par une combinaison · en nombre fini de 
s_ymboles élémentaires. L'étude des propriétés de ces transcen
dantes et leur classification sont un des objets les plus iuiporfants 
du Calcul intégral. Au point de vue du calcul _ pratique des inté ... 
grflles définies, il y a un intél'êt évident à réduir� ces transcen
dantes nouvelles eu plus pctit nombre poss'ible, afin de pouvoir. 
dresser des Tables de leurs valenrs numériques pour des valeurs 
suffisammenl rapprochêes de la variable. 

(') Voir !'exemple du n• 67 et les exercices 3 et 6 du Cbapitre iV. 

OOURSAT. - 1. 16 
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97. Formule générale de réduction. - Dans l'intég1:ation des
fonctions ratioonelles et de quelques autres fonctions, on a souvent 
l'oocasion �•appliquer la méthode générale de réduction suivante. 
Rappelons d'abord que toute fonciion rationnolle R(x) peut être 
décomposée en une partie entiere E(.x) et une somme de fractions 
rationnelles de la forme ;n, X étant prernier avec sa dérivée eL 
avec A, et ce demier polynome étant de degré inférieur à X". Si 
l'oo connait les racines du dénominateur, oo· peut prendre 
pour X un binome du premier degré, p,rovenant d'une racine 
réelle, ou un trinome du second degré, provenant d'un couple 
de racines imaginaires conjnguées. Mais cette décomposition d� 
la fraction rationnelle R(x) en une somme de fractions de la 
forme ;,, n'exige pas que l'on conn11isse les racines du déuomina-

. teur, et peut êtrc obtenue par des opérations rationnelles, multi
plications et divisions de polynomes. Seulement les polynomes X 
peuvent être de degré quelconque, chacun d'eux étant le produit 
des facteurs binomes qui corresponde�t aux racines du dénomi
nateur de R(x) d'un même degré de multiplicité. Le calcul d'une 
intégrale indéfinie de la forme jR(.x) rp(x) dx, R(.r·) étant une 
fonctjon rationnelle et q,(,.1:) une fonction quelconque, se r,1mé11e 
donc au calcul de deux types particuliers d'intégrales 

./ E(.�·)'!' ( :l' ) ri:r, J
Af(X)d 

Xn x. 

Lorsque n esl > 1, on peut, dans bien des cas, remplacer la 
secon<le intégrale p.ir une intégrale de même forme, 011 l'eipo5anl 
de X nu dénominateur est diminué <l'nne unité. 

En effet. X étaut prerniêr avec sa dérivee, d.'aprês un théurêmc 
classique d'Algebre, on peu"i trouver dcux autres pol.Yuomcs B 
et e donnanl lieu à l'identité 

BX + CX'= A. 

ét nous pouvons écrire 
JA,,(:ddx -[BX+CX' i )d -JB'í'(X)d ;·X'C�(x)d 

X" -. xn 'f' X :t - XP-1 X -t- Xtt .:e. 
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lntégrons par parties l.i derniêre intégrale, en posant 

lt = C c;, (.r), li=� . '(r1-1)X11-1 

il vient 

JC !C X'dx =- Cq:,(!e) +-'-J[C<p(!e)]'d.c 
q:,( ) X" (n _ i)Xn-t n _ 1 xn-t • 

el, en portant dans la relation précédente, on a 

II peut se faire que cette formule de x-éduction ( 1) soit avantageuse 
pour certaines formes de la fonction cp. 

Suppos(?ns par exemple q,( x) = e'•"'7, w ét.ant un facteur cons-

tant. Une intégrale jR(x)e"':,; se ramene à une intégrale que l'on 

sait calculer jP(x)e"'x d:i;, .P(x) étant un polynome. (nº 84), 

augmentée d'une somme ·d'intégrales de la forme 

r 
Ae"' ·"d:r. 

X11 
. 

. 

La formule générale de réduction (1) devient dans ce cas 

t3) 

·( C' + Ct") · e�>.r ll + --- dxf Al!°'·•d.c _ Cew.c f 11 -1 -=-- - - ,---..,.......,.- + -----=---,---,xn (11.-1)Xn-1 X,.-, . 

et le calcul de l'intégrale ( 2) est ramené a 11 calcul d'une intégrale 
de meme forme, ou l'exposant de X esl. diminué i.l'une unité. En 
continuant de la sorte, 011 est conduit à une intégrale 

J 
Bew:i; cl:c 

X 
' 

oú l'on peut toujours supposer B de degré inférieur à X, aug-
mentée d'une partie toute intégrée de la forme 

::.(x) étant un polynome. 



24 'i CHAPITRE V. - CALCUL DES INTÉcRAUS OÉFINIES.
Considêrons maintenant une fonction rationnelle quQlconque

-,�:�, ou/(x) est premier avec F(x).
Supposons cette fonction rationnelle décomposée en une partie

entiêre E et une suite de fractions ;n, X étant premier avec sa
dérivée; imaginons qu'on applique la méthode précédente à cha
cune de ces fractions, qu'on ajoute les résuhats obtenus ainsi que
l'inl�grale. J ewxE(x)dx; on obtiendra finalemenl une identité
de la forme
(4) Je•>-� f(x) dx = ew--.: P(x) +f e'"·" Q(x) dx,

F(x) V(�} U(x) 

V ( x) étant le plus grand commun diviseur entre F ( x) et sa
déri .. ée, U(x) le quotient de F(x) par V(x), P(.x) .el Q(x) deux
polynomes. Si l'équalion F ( x) = o, de ·degré n, a r racines dis
tinctes, U est un polynome de degré r premier avec sa dérivée,
V est de degré n - r, et ces deux polynomes s'ohtiennent par des
opérations rationnelles. Quant au polynome Q ( x ), on peut tou
jours le supposer de degré au pios égal à r-1. Les deux poly
nomes P et Q s'obtiennent aussi par des opérations rntionnellcs.
En effet, égalons les dérivées des deux membres de l'identité ( 4);
il vient, aprês 1woir multiplié par UV e-w.r.

V'U 
/(.t·) = (�ru + P'U - p

\/ 
+ QV.

Soit p le-degré inconnu du polynome P. Le produit V'U esl <livi
sible par V, d'apres 'Ia défini tion des polynomes U ct V, et,
si w � o, l'ensemble des trois premiers termes du second mcmbre.
est de dcgré p + r. Quant au produit QV, íl est au plus de
degré n - 1. Cela posé, deux cas sont à distinguer suivant le
degré m def(x):

1
° Si l'on a m > n - 1, 011 doit avoir forcóment p � ,. = m;

iº Si m$_n-1, on a aussi p+r$_n- 1 et, par �11itc,
p�n-r-1.

Connaissnnt ainsi une limite super1eure dcs dcg1·t\s dos deux
polynomes P ct Q, 011 n'a pl_us qu'à idendiíier les dcux mcmbres
rle la relation ( 5 ). Les cocfficients inconnus sonL dóterminés par
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des équations linéaires, dont le nombre, il cst aisé de le voir, est 
égal au nomhre des inconnues. 

La méthode s'applique cmcore pour w = o. 5upposons, pour 
simplifier, m � n - , , ce qui est évidemment permis. On voit 
alors aisément que le degré du second memhre de ( 5) .serait supé
rieur à n - , , si le degré p de P ( x) était supérieur à n - r. Si P(x) 
esl de degré n- r 1 on peul évidemment, en retranchant une con-
stante convenable, rcmplacer la fraclion ralionnelle ; par une 
fraction rationnelle �1

, dont le numérateur est, au plus, de 
degré n - r - 1, et la conclusion esl la même que Lout.à l'heure. 
Dans oe cas particulier ou w = o, on a ainsi ohtenu, par des 
calculs rationnels, toute la partic rationnelle de l'inLégrale indéfinie 
d'une fonction rationnelle. II est clair, en effet, que l'intégrale 

(Q(x)dx
., U(x) 

1 

ou Q(x) est d�gré inférieur à celui de U, et U premier avec sa 
dérivée, ne renferme que des termes transcendants. On ne peut 
pousser plus loin le calcul sans décompos�r U en un produit de 
facteurs de degrés moindres, sauf dans le cas ou Q ( x) serait, à

un facteur constant pres, la dérivée de U ( x ). Pour qúe l'intégrale 
d'une fonction rationnelle soit elle-même une fonction rationnelle, 
il faut et il suffit que Q(x) soit identiquement nul. 

Si w cst différent de zéro, on ne peut plus simplifier l'inté-
grale f e""z Qt���x; m_ais, si l'on connait les racines de U, on
peut ramener cette intégrale à une seule transcendante nouvelle. 
Supposons, pour fixer les idées, toutes les racines r.éellcs; l'inté
grale se décompose en plusieurs intégrales de la forme 

f aew.>:dx,
.x- a 

que l'on peut ramener à !'une ou l'autre des formes suivantes, en 
posant x +a+!.., u = er, et faisant ahstraction d'un fac.t_eur 

(o) 

constanl, f eYdy.
--, 

y 

f du 
logu 
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e d . . . té ) f du r . d ette ermere m gra e -1 - est une t0nct10n transcen anteogu 
qu'on appelle logarith.rne intégral.

98. Oourbes unicursales. - Considérons maintenan_t d'une
façon générale les intégrales de fonctions algébriques. Soient 
(6) F(x, y) = o 

l'équation d'une courbe algébrique, et R(x, y) une fonction 
rationnelle de x et de y; imaginons que dans R(.x,y) on rem
place y par une des racines de l'éqtration (6); le ·resultat est 
fonction de la seule variable x et l'intégrale

jR(.i.'. y)dx 

est une intégrale abélienne attachée à la courbe ( 6 ). Lorsque la 
courbc donnée et la fonction R( x, y) sont quelconqucs, ces inté
grales sont des fonctions transcendantes. Mais, dans le cas parti
culier ou la courbe est unicursale, c'est-à-dire ou les coordon
nées x et y d'un poin.t de cette courbe peuvent s'exprimer par 
des fonctions rationnelles d'un pars.metre variable t, les intégrales 
abéliennes attachées à cette courbe se ramenént immédiatemenl à 
des intégrales de fonctions rationnelles. Soient, en effet, 

a; =f(t). y = �(t) 
les expressions des coordonnées x et y en fonction de /: en pre
nant t pour nouvelle variable indépendantti, on a 

jR(:c.y)dx= jR[f(t), cp(l)]f'(t)dt, 

et Ia nouvelle fonction à intégrer est évidemmcnt rationnelle. 
On démontre dans les Cours de G�oméLrie analytique que 

b 
. 

1 d d é 'd (n-i)(n- 2) . toute cour e umcursa e e egr n posse e 
2 

pomt, 
áoubles, et que réciproquement toute courbe de degré n possédant 
ce nombre de points doubles est unicursale. Je rappellerai seule
ment comment on peut ohtenir les expressions des coordounée3 
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en fonction du paramétre auxilia.ire. Étanl donnée une courbe Cn 

de degré n, possédant il = 
(n -i)(n -?.) points doubles, par ces

2 

il points doubles et n - 3 points sim pies de C,., faisons passer un 
faisceau de courbes de degré n - 2; ces points déterminenl bien 
un fa isceau de courbes de degré n - 2, ca r 

(n-1)(n-2) +n-'-1= (n-2)(n+1) _1
2 2 

el il faut (n-2)(.n,+i) points poul" déterminer une courhe de
2 

degré n - 2. Soil P(.c, y) + tQ(.c, y) = o l'équation des courb'es 
de ce faisceau, t désignant un paramétre arbitraire; chaque courhe 
du faisceau rencontre la courbe C11 en n( n - 2) points, dont U!'} 
certain nomhre sont indépendants de t, les n - 3 points simples 
choisis et les il points doubles dont chacun compte pour deux points 

· d'intersection. Mais on a

n - 3 + 2 õ = n - 3 + / n - 1) ( n - ., ) = 111 n - 2) - 1; 

il reste donc un se11l point d'intersection variable avec t. Les coor
données de ce point sont données par <les équations du premier 
clegré dont les coefücients sont des polynomes entiers en t; ces 
coordonnées sont donc elles-mêmes des fonctions rationnelles de t.

On pourrait aussi employer nn faisceau de courbes de degré n - 1 

l (n-1)(n-2) . d bl 3 . passant par es · :> pomts ou es et :� n - pomts

simples pris à volonté sur Cn , 

S. (n -1)(11 - 2)
1 n = 2, on a · = o; toute courbe du second 

2 

1 é d . l ~· 3 (n-1)(11-2) l e egr est onc um cursa e. �• n = , on a 
2 

= 1; es 

courbes unicursales du troisiéme degré sont clone celles qui ont 
un point double. Le point 'doublc étant pris pour origine, l'équa
tion de la cuhique est de la forme 

q>3(.r. y) + <p2(..1·. y) = "·

<J12 et C!l:i étant des polynomes homogenes <l'un degré marqué par 
leur índice. Une sécante y = t..c passant par le point double ren
contre la cubique en un seul point vuiahle avec t, dont les coor-
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donnres sont 
�, ( 1. 'J

x=--·--,

<;'3(1. /) 

Une courbe unicursale du quatriéme dcgré possede lrois points 
doubles. Pour àvoir les coordonnées d'un point, on formera l'équa
tion d'un faisceau de coniques passant parles trois points doubles 
et par un autre point simple pris à volonlé sur la courbe. Chaque 
coniquc de ce faisceau renconlre la quartique en un seul point 
variable avec le paramétre; si l'on forme, par exemple, l'équation 
aux abscisses des points d'inLersection, cette équation, déharrassée 
des facteurs qui correspondent aux racines connues, se réduira au 
premier degré et donnera x en fonction rationnelle du porametre. 
On opérera de même pour J'· 

Prel.lons par exemple la lemniscate 

qui a un point double à l'origine et qui admet en outre pour 
points doubles les points circula ires à Pinfini. Un cercle passant 
par l'origine et tangent en ce point à une des branches de la lem
niscate 

X'+)''=l(.r-y) 

rencontre C(\tte courbe en un seu! point varinble avec t. Une co111-
binaison facile de ces deux équations donne 

i�(.i· - J')2 = a2(.c2 _ y2 ), 

et, en div isant par .i: -, ,. , il reste 

t;(x -y) = a2(.i· + y): 

celte dernie1·e équation rcprésente une droite passant par l'origine, 
qui coupc !e cercle en un poiut différent de !'origine, dont les 
coordonnées sont 

. _ a't(tº+ q! ) 
.t - l• +a• ' 

a't(t'- a•) r=--'-----'· 
. t'•+ a·• 

On arrive encore plus vite à ces formules par la mrthode suivante, 
qui est applicable à toute courbe unicursale du quntriéme ordre 
dont on connait un poinl doublf'. Cc,upons Ia lernuisca te pai' la 
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sécante y = Àx; elle renconlre la courhe en deux poiuts de coor
données

±al/1-).• 
X=---'---,

1+).2 
y = , . .e. 

Le polynome llous le radical est du second degré et, pour faire
disparaitre l'irrationalité, il suffira de poser ; + �: .= ( 7) 

2

, ce qui
conduit bien aux formules précédenles.

Remarque I. - Lorsqu'une courbe plane admet des poinls
singuliers d'espece supérieurc, on démontre que chacun d'eux est
équivalent à un certain nomhre de points doubles distincts. Pour
qu'une courhe soit unicursale, Ü suffit que ses poinls singuliers
soienl équivalents à ( n - 1 

)( n - ?.) points doubles. Par e�emple,
2 

une courhe de degré n ayant un point multi pie d'ordre n - t est
unicursale, car une sécante issue du point multiple la rencontre
en un seul point variable.

Remarque II. - II peut se faire que l'on ait sous le signe .f 
une fonction rationnelle de x el de plusieurs irrationnelles dis
tinctes y, .z, ... : on démontre, en Algêhre, que toutes ces irra
tionnelles peuvent s'exprimer au moyen d'une seule irrationnelle
auxiliaire. Supposons, par exemple, que l'on ait l'intégrale

f H.(J·, .r", x"', . . . )rh·, 

R étant une fonction rationnelle et les exposants a, a', a'',

étant des nombres fractionnaires. La fonction. R ne contient, cn
t 

réalité, qu'une irralion.nelle x", D désignanl le dénominateur
commun des fractions a, a', a", ... réduites au même dénomina
teur, et il suffit de poser x = t" pour être ramené à une fonction
rationnelle.

!li:). lntégrales algébrico-logarithmiques. - Toute intégrale
abélicnne attachée à une courhe unicursale est, d'nprcs le para
graphe p1·écédent, une fonction algébrú:o-logarithmique, c'est
à-dire qu'elle est égale à une fonction ralionnelle de x et de y,
augmentée d'une somme de lognrithmes de fonctions rationnc\les
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de x et de y multipliés par des facteurs constants. Lorsque la 
courbe ( 6) n'est pas une courbe unicursale, une intégrale abé
lienne attachée à cetle courbe est, en général, une fonction trans
cendante qui ne peut s'exprimer at1 moyen de la seule transcen
dante logarithmique. Cependant, quelle que soit la relation 

F(x, y) = o,

il existe toujous une infillité de fonctions rationnelles R(x, y) 
telles que l'intégrale f R( x, y) dx soít algébrico-logarithmique, 
car la dérivéc d'une fonction de cette espéce est tou1ours une 
fonction rationnelle de x et de y. La fonction R( x, y) étant 
donnée, il est en général três difficile de reconnaitre si l'inté-
grale jR(x, y)dx est une fonction algébrico-logarithirique. II 
en est ainsi en particulier lorsqu'une substitution algébrique, 
mais non forcémcnt rationnelle, permet de ramener R(x, y) dx
à une différentielle rationnellc. 

Nous citerons comme exemple les diiférentielles bino·mes

.-v"' ( ax" + ú )P dx, 

ou m, n, p sont cornrnensurables. ll est clair que la rela
tion x = xm ( ax" + b )" peut être remplacée par une relation 
algéhrique entiere en x et y, F(x, y) = o, qui ne représente 
pas: en général, une courbe unicursale. 

Cette courbe est unicursale si p est un nombre entier. En effet. 
en désignant par D 1c dénominateur commun des deux nombres m 
et n, il est ela ir qu'en posant .x = l', y sera aussi une fonction 
rationnelle de t. Mais ce n'est pai, le seul cas ou l'on puisse faire 
disparaítre l'irrationalité et achever l,intégration. Pour découvrir 
de nooveaux cas d'intégrahilité, essayons du changemenr de 
variable 

il vient 
-(' -1,)" 

J'- --
' 

,, 

a.c"+b = t:

t!.r=.....!....('-b)''-
1

t1t. 
11ft a 

m+1 

f .r"'(fl.r'•·+ b )I' t!,r = ..'... f tt• (' - b)7,-• d,: 
na ,t 
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la nouvelle i"ntégrale est de même forme que la premiem, et l'ex
posanl qui remplace p csl ici ,n.: 

1 
- 1; on pourra clone achever

1 .. , . . m+i b . ·mtegrallon s1 -n- est un n_om re cntier.
o•autre part, l'intégrale peut s'écrire

f ,xna+"/'( fl, + b.c-·" JI' d.,·.

el l'on voit qu'on a un nouveau cas d'intégrabilité lorsque
m + � = m + 1 + p est un nombre entier. En rés um é. onn ,, 
peul effectuer l'integration lorsque l'un des trois nombres p,

m + i m + • . C . 1 1 . 1•· 
-,-, -, -1-1 -

+ p esl enlter. es tro1s cas sont es seu s ou m-
tégrale s'exprime au moyen d'un nombre fini de symboles élé
mentaires lorsque m, n, p sont commensurahles.

Pour effcctuer l'intégration lorsqu'elle est possible, il est com
mode de ramener d'abord l'intégrale à une forme plus simple ou
ne figurent que deux exposants. Posons pour cela ax" = bt; il
vient

' 

( b );,, 
' 

X= a t", 1 (")' !_, rlx = - - t" dt.
li ·, (t 

111-J 

f l,1° ( /,) ".c"'(aa·"+b)1•rl.1.:=- -
-

" a 

111+1 

.r t-,,-- · í• + ,),, dt.
En faisant abstraction du facteur constant et posant

Ili+ 1 
q=-,-1--1.

on est conduit à l'intégralc
f t1 ( 1 -+- l)J• dt. 

et les cas d'integrabilité sont les suirnnts : l"un des lrois

nombres p, q, p + (] doit être un nombre entier.

Si p est entier et q = ; , on posera l = u·; s1 q est entier
,. 

E el p= -, on posera de même 1+l=1l'. ntin, si p+q ests 
entier, on peul écrire l'intégrale

f . (1
-'-

')/' • f/•·•I -,-, ,/( 
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,. et l'on n'a qu'à poser 1 +/=tu·', en supposant p = 5, pour faire
disparaitre l'irralionalité. 

Prenons par exemple l'inlé�rale 
J .I.' \I 1 + ,,-:: d:r:; 

1 m+1 O d d on a m = 1, n = 3, p = 
3
, -

1

-

1
- + p = 1. n est onc ans un 

cas d'intégrabilité. En posant d'abord .r" = t, on cst conduit à la 
uou ,·elle intégrale 

1 fv:: f1+t d 
3, -,- ,, 

et il suffira du nou\'eau changement de variable 1 + t =tu", pour 
fairc disparaiúe le radical. 

100. Réduction das intégrales elliptiques et hyperelliptiques. -
Soit P ( x) un polynome entier de degré p, premier avec sa dérivéc. 
llne intégrale 

oú 1\ d!'.•signe une fonction rationnelle de .vet du ·..adicalJ· =\' P( x \, 
nc peut pas en général s'exprimer au moyen des fonctions élé111en
taires. lorsque le dcgré de P(x) est snpérieur à 2. Ces intégrales. 
qui sunt des cas particulicrs des intégrales abéliennes les plns 
générales, se décomposent en une partie algébrique t•l l01,arith
mique, et en un certain nombre d'intégrales spéciales qui consti
tuent <les lranscendantes nouvelles qu 'on ne peut <:1;prinwr au 
111oyim d'un nombre fini de symboles élémeutaires. Nous allons 
exposer celle réduction. 

La, fonclion raliounelle li (x, y) esl le quoticul de doux poly
nomcs entiel's en .1· et cn J·; en remplaçaut une pui�saucl' paire 
de y, tPlll' que y�q, pal' [P(r)]'', et une puissance iiup1:1ire, telle 
11ue .1·�•1· ', par YI P(.r)lt, 011 vuit qu'on peut supposer le, de11, 
termes de la frncLion du premier degré cn,r. 

A +B,r 
R(x.y) = 

B ➔ Dy. 

,\. B. 1 :. O étanl de; polyn0mes �ntiers en x. En multipliant Je 

a 
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deux termes par C - D y et remplaçant de nouveau y2 par P ( .i: ) 1 
on peut encore écrirc

F+Gy 
H(x 1 y)= K , 

ct Pintégrale considérée se partage en deux autres, dont l'une
f Fti: est l'intégrale d'une fonction rationnelle et dont la seconde

.f �1 dx, qui peut s'écrire
f Mdx 

N\fP(x/ 

.\1 et N étanl deux polynomes entiers en x, doit seule nous
occuper. La fraction rationnelle ; peut être décomposée en une
partie entiere E( x) et en une somme de termes fractionn;iires

,1 . A1 ,\' :\ 1, 
-\ = 1-.( :r) + -X + y' +' .. + \.I' 1 

1 4"\, ':.! � ,� 

<:haque polJnome X, étimt premier avec sa dérivéP.. On n'a donc
à considér.er que deux sorl'es d'intégralcs

f J"'"dJ· 
\ m = --===== ' 

1 P, J' 1 
Z f .. \ ,/

.
r ,, = \.11 1P1.1·1° 

Les intégrales Y,,, s'expriment toutes au mo_1·en des p - 1 pre
mieres \,,. \ 1, ••• Y

p
-,, el de quantités algl:briques, si P(.i;)

e,t de def!l'l; p.

Soit, en effet,
I' i ,'t') = a,, .t·/' + a, .ri' 

011a 

1+ .... 

,l --1
-- .r 111 l l '1.i:1 

-l.1·"• 1 f', .'t; 1 = 111.r. 111 -1 \ PL1· 1 + -�=�
,/,. ·•11'1:1;1 

!J: 111.r 111 1 Pf .i-, + .,· 111 i > ' 1 ,"t: 1 

.. ,�, 

te numén11e11r est ·1f, polynome de dcgré ,n + p - 1 donl le terme
de degré le plu, l\leq', cst (_:rnt+11)ato x"'rt•- 1• li vic!l,l, cn inté
:-:-raut les dcu:t 111cnrbre:, <lc l'égnlilé préc�dentc.

!I :r�• \ jõ;7, e=, 2 m -- /' f''. Y m -;,-, - , . • • 
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les te1·mes non écrits conlenant les intégrales Y d'indice infé
rieur à m + p- 1. Faisons successivement dans cette for-
mule m = o, 1, 2, ... ; nous pourrons calculer de proche en 
pi;oche Y

p-1, Y
µ

: ... , au moyen d'un terme algébrique et des 
p - 1 intégrales Y 0, Y., ... , Yµ_2• 

Helativement au� intégrales de1a seconde forme, il y a deux cas 
à distinguer, suivant que X e·s� premier ou non avec P(.1;).

1
° Si X est premier avec P(x), l'intégrale Zn se ramime à

un terme algébrique, à une somme d'intégrale Yk, et à une 
nou, 1elle intégrale 

f Hdx
X \1 P(x)' 

01't B est .un polynome d'un degré inférieur ll celui de X. 
Puisque X est premiei' avec sa dérivée X' et avec P(x), Ã" est 

premier avec le produit PX'. On peut donc trouver deu:x poly
nomes À etp. tel que l'on aitidentiquementÃX11 +p.X'P=A, et 
l'intégrale se partage en deux 11utres 

f A dx =f À dx +j µ JPX' da:.
X" 1'1P(x) vP(x) \" 

La premiére partie esl une s_omme d'intégrales Y;; si n > 1, on 
peut intégrer par parties la seconde intégrale cn posant 

ce qui doune 

-L
v= 1 (n -1)X11-1 

f µ\l'PX'dx -1-q/p I f 2µ'P+µP'
------�--- +-- --'----===dX 

X11 -(n-1)X�-1 n-1 2x11-1y'P(x) . 

La nouvelle intégrale est de m�me forme que la premiére. sauf 
que l'exposant de X esl dimioué d'une un.ilé. En conlinuant Ja 
réduction autant de fois que possible, c'est-à-dire tant quc,l'expo-. 
sant de X est supérieur à 1, on aJTivera à un résullat de la forme 

r A d:r; f B dx 
J 

C dx D JP 

• X11y'P(x) = X/P + v'f> + xn- 1' 

B, C, D élanl trois polJnomes, ct l'on peul toujours supposer le 
premier B de degré inférieu1· à cclu i de X. 
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2º Supposons que X et P aient un divis-eur commun O, de 
façon que X= YD, P = SD, les polynomes D, S, Y étant pre
miers entre eux deux à deux. On peut trouver deu,i: polynomes )., 
/J- tels que A= ÀDn+ /J- Y", et, par suite, on peut écrire 

}' Adx f Àdx 
J 

1-'dx 
x12 vP = Y 11 Jp + Dn vP.

La premiere intégrale est de la forme de celles dont on vient de 
s'occuper; quant à l'intégrale 

ou D est un diviseur de P, elle se ramene à un terme .algé

brique et aux intégrales Y. 
En effet, D" étânt premier avec le produit D'S, soieut À1 et p. 1 

deu:x polynomes, tels que l'on ait À1 D11 + /$-1 D'S = /J- : l'intégrale 
considérée peut s'écrire 

J 
f.1-dx · {À' dx j" 1-1, SD' d 

D11 /P =. ✓P + D 11 ✓r X.

Écrivons la seconde de ces deux intégrales, en remplaçant P 
par SD, 

D' f f.l,, ✓s--
l

dx, 
n+-

D t 

et intégrons par parties en posant 

U= f-'1\IS. 

il vient 

f fJ- dx =f À, d.-i· _ 1-1, vS 
+ 

_1_ f 2 p.'a S + 11:_'. S' dx.
D 11 /P . {r (n-DD"-� 2n-1 Dn-t ✓p 

C'est encore une formule de réduction; mais ici, à cause de l'ex

posant fractionnaire n - �, on peut pousser la réduction jusqu'áu 
2 

terme oú D ne· figure plus qu'à la premiere puissance au dénomi-
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nateur et l'on arrive à un résulíat·de la forme 

H et K é\ant deux polynomes. 
En définitive, toute intégrale j M� se ramêne à une partie

N\IP 
algébrique ct à une somme d'intégrales de la forme 

J
xm d:c 
vi> ,

ou m est au plus éga:l à p- 2, ou X est premier avec sa dérivée X 
et avcc P, et ou ·x, est d'un degré inférieur à celui de X. Cette
réduction, n'exige que des additions, mult1jJlications el divi
síons de polynomes. 

Si l'on connait les racines de l'équation X= o, on pe1Jl décom-
poser chacune dns fractions rationnelles ;' en une som me de frac

tions simples de la. forme 

A 
--, 
:r.-a 

Rx+C 
(x - a)t+ 81' 

A, B, C étant des constantes, de sorte qu'on est conduit à deux 
nouveaux types d'intégrales 

f d.x (.e - a) vP(a:·)' 

qu'on peut ramener à un seul, le premier des deux, eu convenant 
d'admettre pour le paramétre a des valeurs imaginaires. Les inté
gralcs de cette forme sont appelées intégrales de troisie111e espere.
On appellc intégrales de premiere espece les iutégrales Y,,., oti m

est inférie_ur à f - 1; les intégrales Y,,., oú m esl égal ou supé-

rieur à� - 1, sont les intégrales de deuxienui espi:·ce. Les inté
p·al,is de prcmiêre espêce posse<lent une propriété caractéris
tique : elles conservent une valeur finie lorsque la limite supf'rieure 
de l'intégrale croit indéfiniment ou· devient égale à une racioc 
de P(x) (nº' 87, 88, 89). Mai,i la distinction actuelle entre 
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les intégráles de deuxiême et de troisiême espêce ne doit etrc 
acceptée qu'à titre provisoire. La véritable distinction sera faite 
plus tard. 

Remarque. - Nous n'avons rien supposé jusqu'ici sur }e 
degrép du polynome P(x). Si ce polynome est de degré impair1 
on peul toujours augmenter le degré d'une unité. Soit en effet 
P (x) un polynome de degré 2q� 1 

P (x) = Aox1'f-1+ .\1.x2'1-•+ ... + A2,,-1; 

posons x =li+ f a n'étant_pas racine de P(x). II vient
, 1 p12q-1l(a) 1 P1(y) P(x) = P(a) + P (a)--+-... + ( )' -.-1 = -.-,

y 2 q - 1 . y-1- Y-" 

P 1 (y) désignant·un polynome de degré 2q. On a par suite

\IP(x) = VP1(Y),
Y'' 

ct toute intégrale qui contient rationnellement x et \ 'P ( .x) S<' 
change en une intég1'ale d'une fonction rationnelle de y et 
de /P 1 (y). 

lnversement, si l'on a sous le radical un polyno·.ne P(.x) de 
degré pair 2q. on pcut ahaisscr d'unc unité le degré de ce polJ
nome, pourvu qu'on en connaisse une racine. Soit en effet a

une racine de I' �qua tion P ( x) = o; eu posant x = a + ! , il vien t 
y 

P(:r) = P'(a· .!_ + .. ·. + p(tql(a) _1_ ·= P1(Y)
'! 

.V ( 2 q) ! -Y''' Y'" 

I', l_y) étant de degré 2 q- 1, et l'on a par suite 

\IP( . .i.:) = vPi<.r). 
J"' 

Ln nouvcllc intégrale ne contiendra d'antre irratioualil.é que 
\/l',(y) sous le siguc d'intégration. 

101. Cas d'intégration algébrique. - On peul obteni1· par un cakul 

l'lus direct la formule finale qui exprime roule int,'grale f �- �' ,;an,

O\ll Rs\T. - 1. 17 
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passer pe.r tous les, intermédiaires qui on1 été employés. Soient V le plu, 
graod commun didseur du polynome N et de sa déri\ée, W le plus grand 
commun d.iviseur des deux polynomes l\ et P, et enfin U le quotient de N 
parle produit YW. D'apres ce qui a été démontr<! au numéro précédent. 

l'intégrale considérée est égale à une parti e ulgéh1·ique de la forme i� • 
augmentée d'un certain nambre d'intégrales Y 1, et d'une iutégrale f � ;; , 
Q et S étant deux pol) nomes . Com me toute expression F (x) /P. 01\ F (X)
est un polynome, est une somme d'intégrales Y1, on peut écrire 

JM dx 
J

T dx QvP f S d:c
N {P = 

{P + VW -+- u v'P'

le degré de Q étant inférieur au degré de V\\, et le degn! de 5 inférieur 
au degré de (J. Les trois pol_} non1es U, V, W s'obtiennent par des opéra
tions rationnelles; il en esl de même des trois pol_vuomes Q, 5, T. Eu 
effet, en égalant les d.;ri,·ées des deux rnembres de la formule précédent<! 
et multipliant par N ✓í>, il vient 

, 1 , UW' UV' M = TN + Q PU + 2 P QU - QP ----W- - QP V + SVW. 

et l'on a une limite supérieure du degré de T en observant que le degré 
de TN est au plus égal au plus haut degré de tous les autres lerme,;. Aya111 
ainsi obtenu une limite supérieure du degré des 1>olynomes Q, S, T, on 
déterminera leurs coefficients par un calcul d'identification. On est assure 
à !'avance que les équations trouvée� sonl compatibles, puisque cetk 

d. . . ºbl L'' . 1 f T dx d· ecompos1t1on est poss1 e. mtegra e 
vi> 

peu, à son tour se ecom-

poser en une partie algébrique et une combinaison linéai1·e des p - 1 inté
grales Yo, ... , Y p-!· On peut donc toujours, par <les opéra1 ions rationnelles. 
mettre l'intégrale proposée sous la forme 

f2!_d =R( )·'P 
JT 1 d:i.-

J
Sd.{ ✓- X X V,- + ✓- -+ . ln,

A P P UvP 

le degré de 'l' t étanl au plus égal à p - 2, et celui de S étant inférieur au 
degré de U, R(x) désignant une fonctiou rationnelle. 

Pour que l'inli'grale soi1 une fr,nclion algébrique. il faut et il q11ffi1 que 

les deux polynomes T1 et S soient nuls. Toute iutégrale jR(x. /Í')dxs� 

décomposant en une integl'alc de fouction rationnelle et une intégrale de 
IH forme précédente, on peut donc toujours par· óesop,:rn1ions.rat1onnelles 
reconnaitre 5Í cette intégraJe e5l une fonction algébriqne et dan;, ce cas 
l'obtenir explicitemenl. 
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t 02. Intégralea elliptiques. - Lorsque le polynome P ( x) est 
du second degrtl, la méthode de réduction générale qui vient d'être 
exposée permet de ramener l'intégration d'une fonction ration-

uelle dP X el de vP(x) auºcalcul des intégrales 

}• d:c
--, 

,IP(.i-) 
f dx 

(.r - n) VP(x). 

qu'on a appris à calculer directement en Algéhre. 
Le cas le plus simple aprés celui-là est celui des intégrales ellip

tiques. oú P ( x) est du troisieme ou du quatriéme degré; les deux 
cas se ramenent d'ailleurs l'un à l'autre, comme nous venons de · 
Ir voir. Soit donc P(x) un polynome du quatriéme degré, n'ay1mt 
que des facteurs linéaires simples, et à coeffieients réels; nous 
allons dºabord montrer qu'on peut toujours, par une suhstitution 
linéaire réelle, Ie ramener à un polynome n'ayant que des termes 
de degré pair. 

Soient a, b, e, d les quatres racines de P(:1:) = o. 11 existe une 
relation d'involution 

I:;-) L..c':.c"+ M(..c'+,c')+ N = o, 

(JllÍ est vérifiée p,,r :if = a, x" = b et par x' = e, x" = d. On a, 
pou1· déterminer les coefficients L, M, N, les deux relations 

Lnb+M(a+b")+N=o, 
Lcd + M(c + d)+ N = o, 

<>t l'on voit qu'on peut prendre 

L=a+b-c-d. M = cd- ab. N = ab(c + d)- cd(a+ b). 

Appelons a et 13 les poinls doubles <le l'involution précédente, 
c'('st-à-<lire les racines de l'ilquation 

L u2 + 2 Mu -+: � = o. 

La condi tion de réalité de ces racines 

(cd- ab)2- (a+ b- e - d) f ab(c + d)- cd(a + b)] > o 

peut s'écrire, comme le prouve un calcul facilc, 

( a - e) 1 a - d.)( b - e) ( b - d) > o. 
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On peut loujours s'arranger de façon que cette condition soil véri
fiée. Si les quatre racines a, b, e, d sont réelles, il suffira de prendre 
pour a et b les deux plus grandes; les quntre facteurs .de ( 8) sont 
alors positifs. Si l'équation P(x)= o a deux racines réelles seule
ment, on prendra pour a e.t b ces deux racines réelles et pour e 
ct d les deux racines imagi_naires conjuguées; les facteurs a - e 
et a -d sont alors des imagina ires conjuguées, ainsi que b - e 
et b - d. Enfio, si les quatre racines sont imaginaires, on prendra 
pour a et b deux racines conjuguées, el pour e etd les deux autres 
racines conjugnées. Les quatre facteurs de (8) sont encore conju
gués deux à deux. D'ailleurs, les valeurs correspondantes de L, M, 
N sont réelles. 

Cela posé, observons que la relation (7) peut s'écrire 

(9) 
, " .i:-a. x-a. 

---;---:-p + � = o ; :r.-,., x-,; 

si nou� posons a: -: = y, ou x = ��- - ", il vient 
x-p J -1 

P(x) = 
P,(y) ,

(y-1)• 

P, (y) étant un nouveau polynome du quatriême d1•gré à cocfli
cients réels dont les racines sont 

a- a.
a-�'

b - a. 
b-f:!'

e-a.
e-�'

d- a.
d-p·

D'apres la formule (9), ces quatre racines vérifienl par couples la 
relation y1 + ,,-;, = o; le polynome P, (y) n'a donc que des termes 
de degrê pair. 

Si ies quatre racines a, b, e, d ,·érifient la relation a+ b=c +d, 
on a L = o, ct l'un des points doubles de l'involution s·en vn à 
l'iulini. En poso.nt oi:= - �M, l'éqnation ( 7) peut s'écrire

2 

:1:' - a: + ..e" - :X = u. 

et il suflira de poser x =oi:+ .r, pour obtenir un polynome n'ayant 
que des termes de degré pair. 

Nous pouvons donc supposcr Pi' .r) ramenr à la forme cano-

nique 
P(x) =A .. �·<+ A, X''+ 1\�; 
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toute intégrale elliptique se ramene alors, abstraction faite d'un 
torme algébrique et de l'intégrale d'une fonction rationnelle, aux 
intégrales 

et à des intégrales de la forme 

L'intégrale 

f.c da; u--

:,; \f Aox•+ A,x'+ A2 

est l'intégralc elliptique de premiêre espêce; si l' on considere 
inversement x com me fonction de u, on a une fonction elliptique. 
La seconde intégrale se ramenc à une intégrale élémentaire en 
posant x2 

= u. La troisieme intégrale 

est l'intégrale 'd-e seconde espêce de Legendre. Enfin on peut 
écrire 

!___ da;_· ___ -f---x_d_x-=_ + af---d_x==--.(x-a)\!P(x) - (x1-a1)\!P(x) (x�-a1)\!P(:i:)' 
l'intégralc ' 

da; 
.
r (xt+ h) \f A0 x4+ A 1 x!+ A 

est l'intégrale de troisiême espêce de Legendre. 
Les intégrales elliptiques ont étó appelées ainsi, parce qu'on les 

�1 d'abord rencontrées dans le probleme de la rectification de 
l'ellipse. Soient 

x=acos<;;, 

lús coordonnées J'un point d'une ellipse; on a 

dst = dx2 + dJ•: = ( a1sin2 :p + b2cos2 :p) d:p 2, 
ce qu'on peut encore écrire, en posant a2 

- b2 
= e'!. a2

, 
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et l'intégrale qui -repI'ésente un are d'ellipse devicnt, en posant 
cos, =l, 

un are d'ellípse s'exprime, comme on le voit, par la somme d'unc 
intégrale de premiere P.spece et d'une intégrale de seconde espece. 

Prénons encore la lemniscate représentée par les équations 

_(10) 
t(t1 + a2) 

:,; =
a• t• + a• '

on tronve, en faisant le ealcul, qu'on a 

(11) 

L'arc de la lemni.scate s'exprime donc par une intégrale elliptique 
de premiere espece ( 1 ). 

t03. Intégration de quelques fonctions transcenda.ntes. - Con
sidérons un produit d'un nombre quelconqne de facteurs de la 
forme oos( aa: + b ), a el b étant des constantes, et un même fac
teur pouvánt figu_rer plusieurs fois dans le produit. La formule 

cos(u + v) cos(u - v) cosucosv =' . + --'-----'-
?. ?. 

remplace un produit de deux facteurs de cette espece par une 
&omme de deux cosinus de fonctions linéaires de x, et un produit 
de n facteurs par la somme de deux produits de ( n - 1) facteur:.. 
En appliquao,t la même formule autant de fois qu'il est nécessaire, 
o_n arrivera à remplacer le produit considéré par une somme telle 
que_ .I.Heós(A.x + B), dont chaque terme s'integre immédiate
ment; si ·A _n'est pas nul, on a 

f (A B) _, __ sin(Ax + B) C cos X+ <=-
A 

+ ,

et, dans Ie cás particuJier ou A= o, f cosB dx = x cos R + C.

' . 
(') Cette propriété appartie1\t à toute 9ne claase de courbes découvei-tes par 

Serret ( Cours de Calcul dijférentiel et inLégral, t. IL, p. 264)-
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Cette transformation s'applique en particulier anx produits

cosm xsin"x, 

qu'on peut écrire
cos'" ::e cosn (; -- x),

lorsque m et n sont deux nomhres entiers positifs; en appliquaot
le procédé précédent, on remplace ce produil pllr une somme de
sinus el de cosinus de multiples de l'arc, et l'intégration est
immédiute.

Considérons encore Ies intégrales

J eª"' /(sínx, cosx) dx,

ou/ est une fonction entiere de sinx et de cosx. Un terme quel
conque de cette 1ntégrale est de la forme

J eª·"sinm x,cos" x dx,

m et n étant des nombres entiers et positifs. D'aprês ce qu'on vient
de rlire, le prod ui t sinm z cosi> x peut être remplacé par une som me
de sinus ou de cosinus de multiples de x, et_l'on n'a en définitive
que deux types d'intégrales à étudier,

�
( eªxcosbx dx,

En integrant par parties· chacune de ces intégrales, il vient

f eª"'sinbx ªf eª:rcosbx da:= b - b eª·rsin b::c d.:c,
f . eª·'"cosb.:c ªf eªr.smbxdx =- f, + h. ea:ccosbxd:r:,

ct l' ou tire de ccs relations

! 1 ·> 1 

J' 
r"·"(,.1. cosb.,· + b sin l,:r:) e<1.rcosbx ,l.r = --"------,---�,a2+ I)! 

('e".r sin b .:c dJ· = eºJ'( « sin b J: - b cos /, .1.·),• a-2 + b2 
l'a r111 i l,�s intégl'ale� <p1 'on peul r;imener anx prt'>cédnnt,•�, citon�
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eneore les types suivaots 

j /( logx) x·,,, d.t:, J f( are sjn :r) d.e, 

j .((x) are sin.c d.r., J j( x) are tangx dJ·, 

ou / désigoe une fonetion entiere. Dans les deux premiêres, 011 

prendra· pour nouvelle variahle logx ou are sin.x; dans les deux 
dernieres, on appliquera d'abord une intêgration par parties en 
CQnsidérant/(.x) dx cómme la différentie1le d'un polynome F(a·,1. 
cc qui conduira â des types déjâ étndiés. 

li. - C \ LCUL APl'HOClllt DES INT��GHA LES Ot:FINJE�. 

104. Oênéralitéa. - Quand on ne connait pas de fonction pri
rnitive de /( x ), on a rccours à des méthodes d'approximation 

b 

pour Lrouver la valem· approchée de l'intégrale Mfinie f /( x) dx.
a 

Le tbéorême de la rnoyenne fournit d�ux limites entre lesquelles 
t'St comprise ceue intégrale, et l'on peut, par un procédé analogue, 
cn trouver une infinité d'autres. Supposons que, x variant de u 
à b( a< b ), on ait coustamment cp(:r) </(x) < f(x); il est /•vi
denl qn'on aura nussi 

• h -.b .,,b 

/, 
:p(x)ú..i;<J. f(x)dx<), 

H:r),b-;

si l'on a choisi, pour les fonctions cp(x) ct lji(x), les dérivét'� de 
dcux fonetions eonnues, on obtiendra de celle façon deux limites· 
entre lesquelles sera comprise la valeur de l'intégrale consid�rée. 
Prenons, par exemple, l'intégralc 

,1 d l=;,f X ' 

•·o 1/1 - x•

on pcul écrire VI x• = \/ 1 - x" v1
1 + x�, ct, x variant de o à 1, 

V 1 + .x� reste compris entre I et 1/2. L'intégrale cherehée est clone 
comprisc entre les deux intégrales 

1 r• d:c 
----;= __ , 
� 2 � n \ 1 - ..çt 

/,, d:r
� .. v ,- .ct' 
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c'est-à-dire entre �r et '.: • On peut trouvet deut. limites plus 

2 V 2 2 

-� xt rapprochées en ohservant que ( 1 + x2) 'est plus grand que 1 - 2,
1 

comme le JQontre le dévêloppement de ( 1 + u f' par la formule 
de' Taylor, limitée aux deux preriúers termés. L'intég_rale I e'st 
donc supérieure à 

1 1 dx , 1 1 x1 dx 
o i/ 1 -.x' - 2 · o y 1 - x1' 

la derniere intégrale a pour valeur j, at, par suite, I est compris 
31t 1t entre.a et 2. 

_ll est clair qu'on n'obtient de cetle Caçon que des indicalions 
sur la valeur exacte de l'intégrale. Pour avoir des valeurs plus 
approchécs, on partagern l'intervaUe ( a, b) en intervalles plus 
petits à cbacun desquels on appliquera la formule de la moyenne. 
Pour fixer les idées, supposons que /( :e) aille conslamment en 
croissant depuis a j.usqu'à b. Divisons l'intervalle ( a, b) en n par
ties égales ( b - a= nh); d'nprês la définition même de l'inté-

b 

grale,j /(x) dx est comprise entre les deux sommes 
li 

s = h·IJ(a)+ /(a+ h)+ ... + j[a +(n - 1) h]l, 
S = h [j(a + h)+f(a + 2h)+ ... + f( a+ nh)]. 

En prenant pour valeur de l'intégrale S: s·, l'erreur commise 
est certainement inférieure à S-s= b. ª[/(b)-/(a)]. La n 

1 s +-s 'é . va eur -- peut s crire
2 

hlf(a)+�(a+h) +f(a+h)-+,_f(a+2h) + ...
+ j[a+(1t -1) h]+ /(a+ 11h)}.

� 
, 

s1 l'on observe qu<i �{/(a+ ih)+/[ a+ ( i + 1) h]} représente 
l'aire du trapeze qui aurait pour hauteur h et pour hases/(a + ih) 
et / (a+ ih+ h ), on voit que la mélhode revient à remplacer 
l'aire de la courhey=/(x), comprise entre deux ordonnées voi� 

I 

/ 
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sines, par l'aire du trapezc rectiligne ayant pour bases ces deux 
ordonnées. :..a méthode est pratique, quand on n'a pas besoin 
d'une grande approximation. 

Prenons, par exemple, l'intégralef 
I 

dx • ; si l'on prend n = 1,o 1 + .X· 
on a pour valeur approchée de l'intégrale 

.!_ (.!_ + 16 + i + � + .!.) = o,7ll27 .... 4 2 l'; > 2:• /i 

et l'erreur commise esl moindre que /6 = 0,0625. On en déduit
une valeur approchée de 11" qui a une décimale exacte 3, 1308. 

Si la fonction f (x) ne varie pas dans le même sens lorsque x croit 
de a à b, on partage cet intervalle en plusieurs autres pour les
quels cette condition soit satisfaite. 

·105. lnterpolation. - Voici une autre méthode pour évaluer
ó 

l'intégralef /(x) dx : On fait passer une courbe parabolique 
" d1ordre n y = :p(x)= a.,+ a,x + ... + a,,x" 

par ( n + 1) points B0, .B 1 , ..• , B,. pris sur la courbe y = f ( x ), 
entre les deux points d'ahscisses a et b, et l'on prend pour 
valeur approchée de l'intégralc à évaluer la valeur de l'intégrale 

j,b 

définie <p(x)dx, qu'il est focile de calculer. 
" 

Soient (a::·0 , y0), (x1 , y,), ... , (x,,, y,,) les r,oordonnées des 
(n + 1) points 80 , B 1 , ... , B,,. Le polynome <?(x) est donné par 
la formule d'interpolation de Lagrange 

:p(;,r)=_-voXu +y, X,+ .. . +y, X,+ ... + y,, X,, , 

011 le coefficient Xi de y; 

X·_ (.r -.r.,j ... (.r - .1·i ,h,r;- .r;. 1) ••• (x - .i.:,.)
,-(.r 1 --.r,.) ... l.r,-,r 1 1 )(.r -.r1,,) ••• (.r. 1 -.x,,) 

est un polynome de degré n qui s'annule · pour les valeurs 
données x,,. :l't , . .. , x,. , sauf pour x = i,- , et qui est égal à un 
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pour :r = ..e;. On a donc 

or, nous pouvons écrire 

.x0=a+6o(b-a), x<,=a+O,(b-a), x,, =a+6 n(b-a), 

00 , 0, •... , 011 étant des nombres croissant avcc l'indice entre o 
-et , ; en faisant le changement de variahle x =a+ ( b - a) t, la
vnleur approchée de l'intégrale prend lo. forme
r 1 3)

oi', \'ou a post'

L.-[' (t--Úo), .. (/-81-1)(t--0,�1) ... (l-6,.) _,
n 1 - �---,-:---,---,,.----,--:-::----::---,---,--:,--...,,.-,-ui.

• 
0 

(fli- Ho) ... (fJ,- 61-1)(61- 6H ,) ... (61- On) 

::ii, quellc que soit la fonction /(..e), on décompose l'intervalle 
( a, b) en intervalles plus pelits dans tm rapport constant, les 
nombres 8

0
, 0,, ... , Bn et, par suite, les coefficients K; sont indi

pl'ndants de / ( x ). Ces coefficienls étant calculés une fois pour 
toutes, on n'a plus qu'à remplacer y0 ,_y1, • • . • y11 par leursvaleurs 
correspondantes dans la formule ( 1 3).

Lorsqu·e la courbe y = f ( x ), dont on Yeut avoir l'aire, est 
donnée graphiquement, il est commode de diviser l'intervalle 
( a, b) en parties égales, et l'on n'a plus qu'à mesurer sur cetle 
courbe des ordonnées équidistantes. Si l'on divise en deux partias 
égales, on doit prendre 00 = o, 0, = i, 0 2 = 1, ce qui donne pour 
valeur approchée de l'intégrale 

b-a
I = -1-i -(yo+ 4y, + ;✓,). 

On trouve de même, p011r n = 3, 
b-a 1 =-�-•-()'o+ 3y, + :ly�+ y3),

et, pour n = 4, 
h-a 1 = --(7,·,,+ hv,+ 1:;,,r,+ 'h Y,,+ 1)·,\.!l" . . . . 

, 
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La méthode précédente est due à Côtes. Celle de Simpson est un 
peu différente. Imaginons l'intervalle ( a, b) divisé en 2 n parties 
égales, et soient y0, Y•, y2, .. . .  r Y2n les ordonnées correspondant 
aux pç>ints de division. Si' l'on applique la premiêre formule de 
Côtcs à l'aire comprise entre deux ordonnées d'indice pair consé
cutives, telles quey0 ety2 ,y.1 cty,, ... , on trouve pourvaleur de 
l'aire totale à évaluer 

P-t, en réduisant, on est conduit à la formule de Simpson 
b-a I = 6n [)'o+ J'tn + 2(y2+ y,+. • .+ _Y2n-2)+ l(y1 +.1·:1+ ... + )'2n-1)]. 

106. Méthode de GauBS. - Dans la méthode de Gauss, on prend
d'autres v!lleurs pour les quantitós 91• Voici comment on y esl 
conduit : admettons qu'on puisse t1;ouver des polynornes de 
degrés croissants, qui different de moins e,1 rnoins de la fonction 
à intégrer f(x), dans l'inlervalle (a, b). Admettons, par exemple. 
qu'on ait 

le reste R,,.(x) étant moindre en valeur ahsolue qu'unnombrefixc 
positif ,,. pour foutes les vaieurs. de x compriscs entre a et b ( 1); 
nous ne connaissons pas en général les coefficients oc;, mais ils 
n'interviennent pas, comme on va le voir, dans le calcul. Soient 
maintenant x0 , x1 , • • •  , Xn-i des valeurs de x comprises entre a 
et b, et 9 ( x) le polynome de degré n -- , , qui prend les mêmes 
vnleurs que/(x) pour les valeurs x0 , x1 , x,, ... , X11-1• La for
mule d'interpolation de Lagrange montre que ce polynorne peut 
s'écrire 

!n-1 

:;: (x)= � ª"' 9m(.:i:) + R,,. (.e") lVo (.c) + . . .  + R,,, (xn-t) lJI' n-t (x), 
m=o 

9,,. et W1, élanl d�s polynomes de degré n -- 1 au plus. II est visible 

(1) C'est une propriété générale dts fonclions continues tlans l'iotervalle lo. I,) 

d'apres un théoreme de Weierstrass ( ,,vir Chap. IX). 
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que le polynome 'Pm(.x) ne dépend que des valeurs cboisies Xo , 
X i , .•. 

1 
Xn-t· D'aulre part, ce polynome cp111(.x) doit prendre les 

mêmes valeurs que X"' pour x = x
0

, x = x1, ••• , x = x,._ 1; car, 
si l'o� suppos-ait tous lesa, nuls, sauf «m , ainsi que R�,.(x),/ (x) 
se réduirait à «m xm et cp(.x) à «m cpm (.x). La différence x111 - cpm (.i) 
doit donc être divisible par le prodúit 

P,,(x)=(x -Xo) (;e� x1) •.. (x -.x,._1), 

et l'on doil a,•oir x,m _ cp,,.(.x) = Pn Qm-11(.x), Qm-n(x) étant un 
polynome de degré m-n, si m2:n, et xm -qim(x)=o, sim 

flst � ,t - , . Cela posé, l'erreur commise en remplaçantf b f( x) d:.c
b 

a 

par [ cp ( x) dx est égale à 

Les termes q11i dépendenl des coefficients a01 a1 , • • •  , «n-1 sonl 
identiqucment nuls, et l'on voit que l'erreur commise dépend unir 
quement des coefficients «n , an+i, • •• , «2n-, et du resteR2 ,.(x). 
Or, en général, ce reste R21, esl três petil par rapport aux coeífi
cients a,. , «11+1 , • , • , a2 ,._, ; on aurn donc de grandes chances pour 
augmenter l'approximatioll, si l'on peut disposer de .x0 , x,, . . .  , 

Xn-• , de façon que les termes qui dépendenl de a,., a,.+4, ••• , 

a
:)

n-t soient nuls anssi. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit 
que les n intégrales 

b 
[ P11Q11-1 dx 

• n 

soient nulles, Q, étant un polynome de dcgré ,·. Nous avons vu 
plus hant (nº 86) qu'on satisfait à ces condi_tions en prenant 

( 15)
d" P11 = dx11 [(:c-a)"t.i·-b)•1]; 

il suffira donc de prendre pour x0, x,, ... , X11-t les n racines df' 
l'équation P,. = o, racines qui sont bien comprises entre a et b.

Lorsqu'on a a =-1, b = + 1: cas auquel on p�nt ramene-
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ú + ,i b-� a tous les autres pai· la substitution :r: = -.-, - + -'.-,. - t, les va-
leurs x

0
, xi . · ... , x,,-� sont les racines du po'lynollle de Legendre 

X11 = o. On trouvera, dans le Traité de Calcul intégral de
M. Bertrand (p. 34�), les valeurs de ces racines, ainsi quedes
coefficients K, de la formule ( 13 ), jusqu'à n = :>, avec 7 et 8 déci
males.

L'erreur commise dans la méthode de Gauss est égale à 

(16) 

les fonctions 'l''i (x) na dépendent pas de ·111 fonction dont 011 
cherche l'intégrale. Pour avoir une limite de l'erreur commise, il 
suffit donc de connaitre une limite de R2 ,.(x), c'est-à-dire de 
sa voi1· avec quelle approximaLion la fonction / (:e) peu l être repré
sentée par un polynome de degré 2 n - 1 dans l'intervalle ( a, b ), 
sans qu'il soit nécessaire de connaitre ce polynome. 

107. lntégration des séries. - Soitf,, /2, ... ,/,, une suite dê
fonctions continues, tendant uniformément vers / ( x) dans uu 
intervalle (a, b). On a (nº 29) 

.f �,e)=/,, ( .1:)-+- õ,. ( .,. ) 
la valeur absolue de º" ( x) restant plus pelite qu 'un nomhre posi
tif E choisi arhitrairement d�ns tout l'i11tervalle ( a, b ), pourvu que 
l'indice n soit supérieur ou au moins égal à un nornbre entier N. 
dont la valeur dópend du nombre e. De la formule ( 17), on tit·e 

l18) b b ó 

1 /(.i:) dx = r j,. (.c) d;i,-+- { <>n (,t·) ,/J. 
li '- li .._ lf 

/, 

Mais l'intégrale J. ó,. ( x) dx est inférieure en valem· absolue 
à •ê I b -a 1, pourvu que l'on ait n � N. Celle intégrnlc tend donc 
vers zéro lorsque n croit indMiniment, et l'o.n a 

b b 

f .f(r)dm= limf /,.,., ,,t.,.

n ,, 
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ou encore 

[
b

[ 
lim/,,(.1:)] d.x = lim [ f bf,.(x) dx],

• 11 n::;Je 11::::::;:,o n 

de sorte que l'on peut íntervertir le signe d'intégration et le signe 
limite (' ). 

Lorsque la fonction /,, (.x) ne tend pas uniíormément vers/(x), l'éga
lité (19) n'eft pas toujours Yérifiée. Prenons, par exemple, 

j,.(x)= 11xe-11-
0

·•, a=o, b = '-

On a ici /( :1::) = lim [ nx e-11.r•] = o: le premier membre de la formule ( J g) 
n=• 

e�t nul, tandis que le second a pour valeur 

. (J' ) . ( e-1e.e')1 . (1-e-") 1 l1m 11.x e-11"''dx = h� - -- = Jim --- = -· 

n=• 
0 

n=.• 2 o 2 2 

Appliquons le th.éorême p1·écédent à la somme d'une série à 
termes continus, uniformément convergente dans un intervalle 
(a, b), 

(w) /(.e)= u0(x)+ ... + w,.(x)+ Un+1(.x)+ .. . , 

on a 

/(x)= S,, (x)+ R,. (x), 

S,,(x) étant la summe des n + 1 premiers termes et R,.(x) la 
som me de la série co1nmençant à u,.+1 ( x ). Dire que la série est 
uniformément convergente dans l'intervalle (a, b), c'est dire que 
S,, ( x) tend uniformément vers / ( x) dans cet intervalle. Com me 
S,, est aussi tine fonction continue-, on a clone 

/ "J.1\ ( h.t'l.1·) ,!J, = ·10\[ f b u0 (x)d:c + .. +J
b 

u,. (x) d:c], 
• �

h-• 
ff N 

,, 
tígalité qui exprime que la série dont le terme général est 1 u,, dx

r 1) D'une façon plus générale, si des íonctions intêgrables /. (x) bornées dans 
leur ensemble, c'est-à-dire quels que aoienl x et n, ont une limitc/(x), l'intégl'ale 
de /.(x) a pou.r limite l'intégrale de /(x) (L&BESOOE, Leçons sur l 'intégratio11, etc., 
p. 114). Le cas particulier de ce theoreme, ou/ et /. sont �ontinues, avait déjà
.:-t<' démont.ré par �- Osgood < A.merican 101<,r.nul, 18!J7Í·
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b 

est convei·gente et iJ. pour sommej /(x) dx. On exprime ce ré-
" 

i,ultat d'une façon abregée en disant qu'une série uni/ormément
corwergente à termes continus peut étr.e · intégrée terme. à
ternie. 

De même, une ·série peut être diff'érentiée terme' à terme pourPu
que la série d.es dér,:vées soit uniformément convergente. 

Soit 
/(!.e)== u0(x)+ u1(x)+ ... + u,,(:c)+.:. 

une série convergente daO:s l'intervalle ( a, b); supposons que la 
série formée par les dérivées est uniformément convergente dans 
le même intervalle, et désignolis par <p ( x) la som me de cette 
nouvelle série 

· duo dt,1 dtt,, 
<p(x)= dx + dx +. · .+ dx +. · ··

En intégrant terme à lerme entre deux limites x0 et a:, comprises 
entre a et b, il vient 

[ •
. x <p(x) dx = [ ue(x)- uo{;o))+ f u, (x)- u1 (xo)]+ .... ,

e'est-à-dire 

(22) 1
:1.

· <p(x) dx = f(x)- f(x0), 
a·, 

relation qui montre que cp ( .x) est la dérivée de/ ( x ).

Cette démonstration suppose que les dérivées �:1 sont des

fonctions continues, hypotbese quí est inut'ile dans la premióre
d-émonstration (•) (nº 30).

( ') Le théorctne du nº , 96, relatif à la di!férentiation so!ls !e signef peut de 

même se déduire de la formule (51) du ml:me paragrapl,e. Supposons que les 
tleux fonctious /(x, a) et /'

,,_ 
(x, «) sou\ continues pour x;;; a, "• ;5a �,,,,,que 

les dc,tx intégrales 

(+� F{'.l) =� f (x, a) dx 
' (I (+" <1•(-x} = /� (x, a) d,1; 

. " 

nut uu sens, et enfin qúe la dernii:re converge uniíormement diris l'iuter-
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Exemples. - 1 ° L'iotégrale f e; dx ™! peut s'exprimer par ,uie com
binàison en oombre fini de íonctions élémentaires; écrivons-la com me 
.il suit : 

}' �� dx =f e/$ +J � d:,c =Ioga;+ {
e"'-1 dx. 

X X X , X 

On. peut trouver pour Ia derniêre intégrale un développement eo série 
,·alable pour toute valeur de :r; ; on •• en effet, 

ex -1 X a;t a:n-• 
--a:-= 1 + 'i":'i 

+ 
1.2.3 +. · .+ -..2 .. . n +. ·. 

et cette série est uniformément convergente, dans l'intervalle de -'R 
à+ R, -aussi grand que soit R, .car les valeurs absolues de ses termes sont 
moindres que les termes de la série 

R Rn-1 
!+-+ ... +---+ .... 1.2 1.2 • . .  n 

On en cóoclut -que la série, obtenue par l'intégration 

a;. J a;I I q;71 
F(x)= 1+ -+ - -·+ ... + .... -.--+ ... 

1 2 1.2 n 1.2 •• -� 

qui est convergente que) que soit :e, représente une fonétion dont la 
e:r-1 dérivée est -11;--• 

·2° Le périmetre d'une ellipse, dont le grand axe est 2a et l'excentri
cité e, es't égal à l'intégrale.définie (nº 102) 

,t 
t 

S=4a .[ v'1-e si_nt
ip <4. 

Le produit e2 sin1
ip est compris entre o et e•< 1, de sorte que le radical 

:valle (Ote, a:,). Si a: est compris entre a:
0 

et a:., nous avons, d'apr�s la for
�mle (51.), 

/ à du f +• /� (x, u)da;.= · Í
+

• dx [ ex
.(� (x, u)du, 

Ja.o n J,, tio 

ce qui ·peut encore s'écrire 

l
a: 

f
+

..
{'+"' <l>=(u)du= /(x, a:)dx- !� /(x, a.,)<Í,:&·= F(cx)-P(a..): 

ct1 a -• ti 

d'oit l'on déduit l'égalité 
F' (a:J = <I>(�). 

OOl:llSA'T. - l. 18 
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est égal à la s.omme de la série, obtenue par la formule rlu binome 

t . 1 t , 1 • . ,, 1 ·-e s1.01"' = 1 - - e s1n� � - - ti• s1n': - ... > • T 2 ' :2.4 

· 1.3.5 ... (2n-3) t • 1 -
2.4.6 ... 2n ti "sin ":P -.. ·'

et l_a série du second membre est uniformément convergente, car ses 
termes sont moindres en valem absolue que ceux de la série obtenne eu 
faisant sin ,p = 1. On peut donc intégrer terme à terme, et, en observa:nt 
que l'on a, d'apres une forffillle connue (1 ), 

il ,ient 

1t 

1t 

f I sintn:!p d,p =
• 

1.i L 5 ... (2n-1) ..
2.4.6 .. ,2/1. -, 2 

1! ✓ . d r. { 1 3 5 . 1 -e2 sm2 :n :p = - J - - t,i - - e' - - e• -... 
li . ' 2 4 64 256 

- [1.3.5 .... (211 - 3)]\ - ) '"- (
2 • 4 . 6 ..• 2 n. . 2 n I e . . . \ .

Si l'excentricit� e est três petite, il suffit de prendre un petit nomb1·c 
de termes dans lê second membre pour avoir la ,·aleur de l'intégrale a vec 
une grande approximation. 

On peut, de la même façon, développer e11 série l'intl\grale 

quelle que soit la limite supérieure ,p. Nous citerons encore la formule 

..

J
, dr 1t ( 1 ., . 

0 \ J -e2sin' :p 
= 2l 1 +_4 e'-+ ti4e•+. · · 

-+ . . e!u+ ... � [1.3.5 ... ,211-1)]! ) 
2 . 4 . o .. ::> n \ 

qui donne le développement de l'intégrale cr,mplete de premier,; e:;pece 
de Legendre. 

JII. - MÉTHODES DlVERSES. 

108. Application dei formules de différentiation et d'intégr ation

(') 111110-r. /.e�·ons d'Algebre, 18• édition, p. 5�,. 



Ili. -· MtTHODU · DIVERSU. 

LOUS le _ signe f _ - Les formules des n°· 94 et 95 permettentsouvent de trouver la valeur de certaine_s intégrales définies, en les rattachant à d'autres intégrales définies qui sont connues. Par exe_mple, on a, si a est positif, 
[_,. da; . 1 :X --· - =.e _ 1_ Arc talig-------:::;j• ,, ..r.t+ a va va··_en appliquaut la formule (42) (p. 228) n - , fois de suite, on en d�duit 

, . _ 1·•· da;.. .d1•�• (., _ x·) _ _ <_-1,1"-11.2 ... (11-1) (. ) =-
d

_, -----=Arctang_1:_ ·• . o .-r� + a n. an . Va ·V a Dans cet exemple, on aur8it pu obtenir directenient fo. vale'ur de l'intégral� définie en calculant · d'abord l'intégrale indéfinie. Il n.'en e-s_l plus de memc dans l'exemple suivant. On démontrera plus loin (Chap. VI, n•! ·128) la formule 
(+» 

1;. 
e-·-•·• d:r- =· L;

.... ,, ,2 en posant :e=:= y .;;: 2 étant positif, il vient ,'.» .r.:: ·,V ,r --1. e-2! 'dy = - a '
'} ' • • 2 ' et il est íacile de vérifier que toutes les intégrales que l'on déduit de celle-là par des dilférentiations successives pa·r ·r1Jppo1·t au paramétre a sont uniformément convergentes; poun u que a 1-�st� supérieur à un nombre fixe ·k > ,,. De la formule J)réc.:de111t: on d_éduit. donc. les valeurs de. toute une série d'intégrales · · · 

[ i+x 1 • .,., - .... ,,, -
/ J

+x 1·',• -Z>',fr= �\'-;.: ::,-� 
1. o ••.• _· •••••••• • ••••• ·?,··· •••••••. : 1 1�:,,; 

.,. !UT\ ... , --:,, I 1 .. l.:, ... (2n-1) .- --.-� - ,: , J' = 211+1 V ,r •7. : ' o et, en' les combinaut,- 011 pourra en déduire une infinité d'autres. On a, 
\ 
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par exemple, 

1 .. e-,--«Y"�QS2 �y dy
o 

= e-«.•'dy- e-r,.:!";!.J:..l_dy+.,.
f+... 1+"' . ( Q )' 

o . o 1.2 

1+.. (23y)2" + (-1)" -�� l dy+ .. . .

0 
1.2 .. ;2n. 

Toutes Ce5 intét::re.les vicnncnt d'être celcu]ees, et il reste 

{; 
!n+I 

( , (2�)'" � r. 1.3.5 ... (2n-1) --,-+ -,,,, . - . (l + ...1. 2 • 3 ,· •• 2 tl ?. 21< . 

ou, en réd_uisan�, 

Dans d'autres �as, on calcule d'abord la dérivce de l'íntégrale 
que l'on veul obienir par rnpport à un pa_ramelre. Soit, par 
exemple, l'.intégrale 

J = F(a.) = ·J« Jog(1+ a..x) d.x·
. . ó 1 + ,xt '. 

la formule de différentiation sous.le signe f �onne 

df _ log{1 + a.•) +J« .x dx -
tl« - Í + 01' , 

O 
(1 + «.x)(1 + .x') 

Mais on a, en décomposant en fr.actions simples, 
X l (X+« a ) 

(1+xx){1+:i-1)= 1+«� ·1+;,-�

et par S\1itc 

Í«. _ ;e d.r 
loJ?{l + x1 ) · a 

--------=- . +--Arctan::1. 
0 l._l+«�)_(J+J·2) .2(1+012) 1+012 ' 



11 reste donc 
Ili. - MÍTHODES DIVEISES. 

dl a log(1 + at) .
7 =·--! Are tanga-+ ( ") , 
aOt 1 -+ Ot -

2 J + 0t• 

et, en observant que I est nul pour a= o, on peut écrire 

fªlog(1+a! ) Í .. a I = 
( 

!) do.+ --. Are tanga da;
0 

2 l + o: 
0 

l + a-

en intégrant par parties fa premiere intégrale, it vient 

1 
1 = - Are tanga Jog( 1 + :t2). 

2 

'J.Ji

La formule d'intégration sous le signe J permetaussi quelquefois
de calculer certaines intégrales. 

Considérons, par exemple, la fonction xr; elle esl continue
lorsque x varie de o à 1, et y de a à b, Ies deux nombres a•et b 
étaot positifs. On a donc, d'apres la formule générate (U) (n° 95), 

t b 'b t 
1·dx f x:rdy= f dy f a;Ydx,

o a a o 

Mais xY dx = -- = --, 
. j' 

(
a;Y+ 1) 1 1 et, par conséquent, lc 

o y+1 o y+i 

second membre a pour valeur 

r b dy .=log(b+1)· 
� a y+i a+i 

D 
. f 

b 
( 

a;Y. )b :xb- :xª 
'autre part, on a auss1 xY dy = -, -. = 1 , et il 

a ,og� " og a; 

vient 
1 1 _x_b_-_x_ª dx = log(-b_+_1) • 

0 logx a+ 1 

D'une façon générale, soient P (x,y), Q (x, y) deux fonctions 
li l' . dP oQ 

d O te es que on a1t dy = dx, et x0, x 1 , y0, Y1 es constantes. n a,

1l'apres la formule d'intégration sous le signe j, 
1.r, 1·.,·, dP 

( y, r "-'• dQ 
dx -dv 

=
d1• - dx dr· " · • . dx '

'-"o Yo • .., XÕ ._, Xo 
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c'est-á-dirc 

f ,., (P(x, y,)-P(x, y1)] dx = J·'• [Q(x, y)-Q(xu, .Y)I dy.
-� !• 

Cauch.:'' a dédu!t de là un g1·and nomhre d'intégrales définies. 

'109. Cal�ul de i"'tog(1-2�cosx+a2 )dx.•- Voici encur,' 
un exemple d'intégrale définie calculée par un artífice toul puti
culier (cf .. Exe,·cice 6, p. 237). L'intégrale 

• F(a)= J"1og(1,-27.COs,c+a.2)dx
u 

n une valP.ur finie même pou1· z :.::- :l..-: 1 . Cette fonction F ( oc) p,Js
sedc les propriétés suivanies : 

1 º F (-oc) = F (a). En etfot, on a 
F(-:x) = {" 10�1.1 + :,a. ci•�.c + 2•) d.e, 

� "  

nu·. en changeant x en 1t - y, 

. uu 

" F(-:x)= r log-(1-·1:xcos.r+a.t)t(r=F(a.). 
� ,1 

2" F( o:')= 2 F( a). Nous pouvons écrire, en efl'et, 
:• F ( a. J = F ( :x) + F ( - :i: ) • 

2 F(a.) = í"·[log(, -2a. C•HX + oc•) + log(t + 2ot ,•us.r + ,:i)j ,t., 
7t 

= í 10�(1 -2a.• cns2.c + oc 1 ) d:r. 

Posou, :1,x = y; il \'Íent 

,i 1lnus ln derniere intégrale on pose 1'UC0l'e y = :>. rr .; , 1)ll 
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trouve 

Í,,. log(1 - 2«' cosy +cr4)4J' = [" log(1 - 2«' cos:z + cr•)d:z 
" .. o 

el: par suite, 
1 1' 2F(cr) = - F(«') + - F(cr') = F(cr'). 
2 2 

De la formule précédente on déd11i1 successivement 

1 ) 1 F(cr) = - F(:i') = - Flcr4) =···= - F(cr'n). 2 4 2" 

Remarquons maintenant que, si I oc I est inférieur à un, oc1" tcnd 
Yers zéro lorsque n augmente jndéfiniment; il en est de mê111e 
de F ( cx2" ), car le logarithme tend �iformément vers zéro. On a 
donc, si I oc 1 < 1, F ( cx) = o, et il en est de même pour oc = + 1 . 

Lorsque I cx I est supérieur à un, on a, en posnnt o:= i, 

f (IX) = [ r. log ( 1 -
2 

cr :t· + ;, ) dx 

= [" log(1- 2:� NSX + >•) dx - 7. log�'; 
.. o 

1 � ! étant inférieur à un, il reste

L'intégrale définie F ( cx) est, comme on lc voit. une fonction 
discontinuc de :x, au sens éulérien, pour les valeurs rx. = + 1. 

110. Valeur approchée de log r ( n + 1 ). - On peut employer aus-i 
<les artífices lres variés pour avoir. sinon la ,·aleur exacte, du moins une 
, �leur approchée d'une iotégrale définie. :\ous allons en donner un 
txemple. On a, par définition, 

r (,, + 1) = f- � _,. ,, ,,. • ,1,. ;

'" fonction x11 r-< est maximum pour :e= 11 et sa ,aleur maximum 
tH n 11 e-1•. Lorsque x croit de o� 11, xn e-· troit de o à n" e-11 (n >" 1, 
d, lorsq ue x croit de II à + -"", :r II e-.r: décroit de n" e-n à o. La (onc-
1 ron nn en e-'' crolt d� même de o .t 11 1• e-1

• lorsque t croil de - :ic ,, fJ. 
1•c>ur rlécroit1·e cnsuile de 11 11 1>-" i, u. lorsquc t croit de o li+ x. N1111s 

. 
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poúvons·donc, en faisant le changement de variàble 

(aire correspondre les valeurs de x et de t de teJle façon que, t croisslm t 
de -oo à+ Õ9, :z cr0isse de o à +«>. 

li nous_ faut encore calculcr : • En prenant les dérivées logaríthmiques. 

des deux membres de la formule (28), il vient 

d.1; 2tx 
dt

=
�· 

D'autre- p.art, on a aussi, d'apres la for�ule ( 28) 1 

/! 
= x - n -n log (�) • 

Posons, pour íaciliter Íe calcul, x = n + z et développons. log( 1 + ;) 

-pa-r I& formule de Taylor limitée áu second terme; nous trouvons

[z z: ] nst 

t! =z-n 
n- ( .s•)' =2(n+6-.s)''

211 1 1 + 8 -

e étant coropds. entre o et ••, On en tire successivement 

n 1, /n 
:z=

+ª=

,v;' 
2tx (n ) [✓n 

· ]
--· - = 2t - + 1 = 2 - +-(1-8)t , a:-n. z 2 

· 

et la formul_e du changement de variab\e.donne, pár suite, 

La premi�re -intégrale ( voir plus loin nºi �) 

+• +oe 
f e" dt = 2 f e-1' dt = i/n.

_,. o 

Quand à la seconde intégrale, on ne peut la calculer exactement, puisqu'on 
ne conaatt pas 6, mais il es.t facile d'en trouver une limite. En efTet, entre 

. - oo et zér-o, tous les éJémenls sont négatifs; ils sont tous positifs de zéro 
o +• 

. à + :x,, D'ailleurs, chacune des intégrnles 
.[ 

.. 
, 

;{ est moindre en 
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. +• 
·valeur absolue que f ·. te-Pd,t � ;• Nous pouvons.donc écrire

o 

(29) r(n + 1) = v'2nn"e-1í (�
.
+ �)í

i,i étant c'ompris entr.e -1 et + 1.
Si n es.t. un nombre tres grand, w est trêa petit, et, en prenant'pour

. i,/2n _ 
,·aleur_approchée de J'(n�·1)

f(n + 1) = nli e-n J2n íc,

l'erreur relative est tres petite, quoique l'erreur absolue'.puisse être consi
dérable. En prenant lea .logerithmes des deu� membres à-e la formule (29),
on a aussi 

( I) 1 · (3o) logl'(n + 1) = n + 2 logn -n + 2 l�g(2r.) +--,

• étant tres petit, lortque 11, est tres grand. En négligeant ,, on a ce qu'on
appelle la valeur a8ymptotique de logr(n + 1) .. Cette formule e.i ioté
ressante,. parce qu'elle nous lait connattre l'ordre de grandeur d'une 
factorielle. 

EXBRCICES, 

l. Calculer les intégrales indéfiniea· des lonçtioqs sui'vantes : .

' 
1 +X+ VI+ :z:! 

1 x• - x• - 3 xt - x 
x(x•+ 1)3' - (xt+ 1,)ª '

3--1 + v1+ X 

�,--' ,-vi+x 

xi 

J + v"i'+"x. 
.,- '1-vx 

. a;, 

--, co.s'x

xezcosx, xi'- arctangx,

ou fL est un nombre íractionnaire !!. •
q 

i. Déterminer le pnlynome le plus général du cinquieme degré P (x)
tel que l'intégrale 

snit une fonction rationnelle.
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3. C,lculer l'intégrale f y dx, x .:t y étant liés par !'une de! rcl1.tions

(x•-a1 )•-ayt(2y + 3a) = o, y1(a -x) = :z:3 , 
y(x1 +y1)=a(y1-x1 ). x1 +y3-3axy=o. 

4. Établir les formules

f siu"-1.:e_cos(n + 1)x dx =

j�sinn-1 x sin(n + 1)r <h· =

f cos 11-1x cos(11-+- 1)-x d.1: = 

sin11x cosnx C n. + )

sinn X SÍD n:,; 
C n + '

COS11 X sin,i:,; + C.
n 

' 

J 
. cos"x cosnxcos"-'x sin(11-+- 1)x tfx = - ll + e.

(Evu11.)
IS. Calculer les intégrales pselllio•elliptiques 

f (1 + x1) d:t·
( 1--,- x1) 1/ 1 + .r''

◄;. Ramener aux intégrales elliptiques lesintégrales

f 
R(x)dx 

Va(1 + x6) + bx(, + x•) + cx'(1 + x') + d:,;3' 

f R(x)dx 
\la(1+x1 )+bx1(1 +x•)+cx•' 

ou R ( x) désigne une fonction rationnelle. 

7. La rectification des courbes y = A xi'-. conduit à des intégral<', de

di fférentielles binomes. Cas d'intégrabilité . 

. �. 011 a, en supposanl a > 1, 

En Mduire les intégrales dé1iui(,; 



EXIRCIC2S. 

9. On a, en supposant AC - B1 > o,

On •P.plique la formule de réduction du n° 9i.

i r. . sintzd.z tO. Cal.caler l'intégrale définie 1 
0 

1 + 2a CO!!.X + q 

f 1. Établir· les formules 

283 

(«�>o), 

t�. On a, en désignant par m et n deux entier& positifs ( m < n ), 

1+• a;lll-1 dz = ,t 

o J + xn 

li sin mit
· n  

On emploie la décomposition en fractior.1 rationnelles, 

t3. Déduire de la formule qai précede la 1·elation 

·1+• .xa-1 cú: r. 
0 

1 + x = sina,. (o<a<1). 

U. On a, en posant 1,,., 
= 
j t'I( t + 1 )P dt, les formules iie réduction

(p + ,q + 1)Ip,q = t'f+' ( t + 1)P :+ p lp+t,q,
(p -1)Lp,q= ff-'-l(t + 1)1-P- (2 + q- p)Lp+t,q 

et-deux formules analogues pour réduire l'exposant q. 

HS. Établir des formules de réduction pour le calcul des intégrales 

J
• xnd,x 

J,. = -;====:;:::==:;;;, V A zl + 21:l X + C J� 
·dx

Zm = -:----:--:===;:===; 
( .r - a)"' 'V A x1 + 2 R X + C 

16. Etablir une formule de .réduction pour les intégrales définies
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1 1 ,cn d:,,: 

� 
· "En !féduir:e une formule

o l-X� 
analogue à celle de Wallis pour 

l'intégrale défÍnie f' 2=
o .,/1-x�

t7. CaJculer l'intégrale définie __ :e __ ........ ....,.... 
f_7 1 4d:,,: 

-1 (:c1+1)v'1-zt

·ts. L'ai1·e d'un secteur elliptique compris entre l'axe focal et un rayon
vecteur issu du foyer a pour expression 

pt í"' dw d=- -----,2 0 ( 1 + e cosa> )1 

p désigaant le parametre � et e l'excentricité. En poaant suivant la mé-
a 

w . vi+e thode générale tang -= t, pu1s t = -- u, on ;rouve
2 1-e 

d= ab(arct -angu-e--u-) •1+u2 

Démontrer que cette expression peut aussi s'écrire 
ab a.= - (;: - e sin,.),

2 

e, désignaut l'anomalie excentrique. 

19. Étant donnée une courbe plane C, so_ient M un point de cette.courbe,
N e, T les points d'intersection de la normale et de la tangente en M avec 
la perpendiculaire élevée en un point fii.e O au rayon vecteur O M. Trouver
les courbes t�lles que la Jongueur NT ou l'aire du trian,gle MNT soit cons
tante; consrruire les deux branches de la courbe. 

z111+1 1• 
�- Soil A n = 

4 & 
· 

( 1- zt)n cosxz dz. 
2 . . ... 211, 

0 

Démontrer la loi de récurrence 
dA,. An+i=(2n+1)An-X 
dx • 

On déduit .de là les formules 

�•P = U!p si.nx + v�p cosx, 
A2p+1 = Uip+1 sinx + Y1p ... , cosx, 

ou U,p, V2p
, U1p+1, V1p+1 sont des polynomes à coeíficients entiers, U,1,, 

U,,,�1 ne renfermant que les p�issances paires de :e. On vérifie que la Joi 
est vraie pour n = 1, et l'on en déduit qu'elle est génér-ale au m oyen de la 
formule de récurrence . 
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Cette expressfon ·de A,p permet de démontrer que ::2 est incommensu-
bl S · 1' · it' b l " d A . ra e. 1 on .ava1t - = -, en remp açant x par - ans tp, (m aurill

4 a 2 

une relation de la forQÍe 

( b)''
'

ã· j' 
::z, Hi=aP - 4 6 4 (1-.z2 )'Pcos-dz, 

a 2 • • ••• p " :i 

H, étant un nombre entier. Une teUe égalité est impossible car le second 
membre tend vers zéro Jorsque p augmente indéfinitnent. 

!1. Calculei- l'intégrale définie

[+ .. 1-e-·•� ----,-- d,1:
..,, o 

xt 

en �tilisaiu la diirerentiation sous le signe f •
n. Démontrer la formule .

. f+" -x•-� � 
'J = e x" dx = - e-211. 

o 2 

[ On .dfmoiltre que l'on à-:= - 21.] 

�. 'Déduire de la formule précéden.te l'intégrale définie 

1+ .. -«-�

da: 

-
e °' � = .,/1te-t( 

o {ô. 

+• !4. De la relation � = : f x' e- 11 :r: dx déduire la formulea 2 0 

+ .. .

� 1 [+ .. .r2 d.t· 
,..,7zã = eX-J 

• 

• o -
n=t ■ 

1 �- Démoutrer que l'intégrale f xn logx dx tend v,ers zéro lorsqne leo 1--:z;._1 
_nombre II augmente indé&niment. En déduire tm dc:,·eloppement en série 
j,our l'intégrale délinie 

f 1 logxdx. 
u 1 - a,1 



CHAPITRE VI. 

INT�GRALES DOrBLE�. 

1.. - lNTÉGRALES DOUBLES. - PROCÉDÉS Ois" CALCl.iL. 

FORMULE DE G REEN. 

111. Les sommes S et s pou.r une fonction de deux variables. -
Soit A un domaine plan borné, limité par un contour f, qui peul 
se composer d'une seule courbe fermée C, ou d'une courbe fermée C 
et de plusieurs autres courbes fermées C', C", ... :nr.erieures à C.· 
lma-ginons que l'on décompose oe domaine A en n domaines par
tiels a,, a2 , • • . •  , an au moyen de lignes auxiliaires. Cette décom
position peut être effectuée d'une façon arbitraire; nous suppose
rons seulement que les domaines a; sonl qua,·rables. Soient 
Wt, w1 , . • •  , wn les aires de ces domaines partíeis el Q l'aire du 
domaine A. On a évidemment, quelle que soit la façon dont on a 

n 

partagé A, la relation n = �Wi, 
1 

Soient f ( x, y) une fonction bornée dans le domaine A (y com-
pris le contour f), M et 'm la borne supérieure et la borne infé
rieure d.e/ (:e, y) dans ce domaine. La portion A du plan étant 
divisée an parties plus petites a 1 , a2 , • • •  , an d'une façon arhi
traire, soient Wi l'aire de la portion a;, M; el mi les bornes de 
f (x, _v) dans cette portion, a,. Consi<léróns les deux sommes 

li 

S = �w1M1, 

f=I 

" 

.,= �w1m-1; 
l=t 

à chaque subdivision de A_ co1·respond ainsi une som me supérieure S 
et une somme inférieure s. Toutes les sommes S sont évidemment 
supérieures à m.Q, elles ont clone une borne inférieure 1. De même, 
toutes les sommes s sont inférieures à M Q; elles ont donc une 
borne supérieure l'. On démontrerait comme plus haut (n" 69) que 
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l'on a l'�I, ce q�i résulte d'ailleurs de la t>roposition générale 
suivante, tout à fait pareille à celle du nº 70 : 

Les sommes S et s ont respectivement pour limi'les les nom
bres I et l', lorsque le nombre n crott indéfiniment, � façcn 
que tous les domaines ai tendent vers .zéro dans towtes leurs 
dimensions. 

Nous dirons, pour abréger, qu'une por1ion finie du plan � est 
inférieure à l dans toutes ses dimensions, s'il est possible de 
trouver un cercle de diametre l renfermant A à l'intérieur. Une 
portion variable du plan sera dite infiniment petite dans toutes 
ses dimensions, s'il est possible de trouver uo cercle de rayon 
aussi petit qu'on le voudra renfermant cette portion du plan à 
l'intérieur. Par exemple, un carré dont le côté tcnd vers zéro ou 
une ellipse dont les deu:,. nes tendent vers zero sont i1,16niment 
petits dans toutes leurs dimensions. Au contraire, un rectangle 
dont un seul côté tend vers zéro ou une ellipse dont un seul axe 
tend vers zéro ne sont pas infiniment petits dans toutes leurs 
dimensions. 

Oémontrons, par exemple, que S a pour limite J. Nous pouvons 
supposer que/ ( x, y) est positif dans le domaine A, car on peut 
toujours trouver une constante positive C tclle que la foncti�n 

:p(x, _r) =e+ f(x, .r) 

soit positive dans A, et Ies sommes S et S', relatives à un même 
mode de subdivision, pour ·ies deux fonctions / et cp, different 
d'une quaüté constante CQ. 

Soit E no nombre positif-quelconque; 1e nombre I éiant la borne 
inférieure des sommes S, il e-xiste un mode de partage du domaine A 
en n domaines partiels a 1 , a2: • • •  , an , tel que la somme S corres
pondante soit inférieure à J + ;· Désignons par L l'cnsemble du 
conlour r et des lignes anxiliaires qui onl été tracées dans A pour 
obtenir ce mode par:ticulier de snbdivision. Soient w; l'aire- du 
domaine a; ct -y; 'le contour de ce domaine. A l'intérieur du 
do111ainc a; traçons uu contour fermé y;, n'ayant aucun point 
comrnun avcc 1;, mais suffisamment voisin de 1; pour que·,l'aire 
compri,e entre les deui. 1:ontours 1;, 1', soit inférieure à 1., YJ étant 

li 

llll nomhre positif arbitraire. lmaginons que l'on opére de même 
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avec tous les domaines particls a·1 , a2, ••• , a,. , et soit L' l'ensemble
dcs lignes rrainsi tracées. Ce sy_steme L' décompose le domaine A 
en deux domaines A' et A"; A' se compo!ie de l'ensemble des· 
domaines a' intérieurs aux lignes y;, et A" du dornaine restant 
apres que l'on a supprimé A1• Si!!',!!'' désignent les aires de ct>s 
deux domaines, on a Q = !!' + �', et, d'apres la façon dont on a 
choisi les lignes y;, la diftérence Q -!!' ou Q" est inférieure à r,. 
Les lignes L et L' n'ayant aucun point commun, désignons par ). 
le minimum de la distance d'un point de-L à un point de L'. 

Considérons maintenant une. décomposition · quelconque du 
domaine A en domaines partiels, inféricurs à À drms toutes leurs 
dim_ensions, et soit S' la somme supérieure correspondante. La 
portion de S' qui provient des domaines partiels n'ayant aucun 
point commun avec la ligne L est évidemment inférieure à S. 
D'aut1·e part, les domaines partíeis qui ont un point commun avec 
la _ligue L sont à l'intérieur du domaine A" et fournissent dans S' 
une somme inférieure à MY1. On a donc 

S'<S+MYi<I+' +M'I); 
'2 

si l'on a pris le nombre arbitraire. YI inférieur à :>.-M-, on aur�
S1 

< I + e, ce qui démontre le théoreme. 
On démontrerait de �ême que s a pour limite l'. Si le domaine _\ 

est décomposé eo p rlomaines partíeis A1 , A2 , ••• , A,,, il cstclairque 
l'on a les relations I = l 1 

+ ... + Ip, I' = 1'
1 
+ ... + 1;,, 1, et I; étant 

les nomhres qui vienncnt d'être dé6nis relatifs au domoinc A;. 

H2. Intégrales doubles. - Lorsque les deux nomLres J eL J' 
sont égaux, la fonction /(x, y) est dite intégrable dans ](' 
domaiue A. La limite commune I des sommes S et s s'appelle 
l'intégrale double de la fonction/(.x, y) étendue au domaine A. 
Ou la représente par la notation ( 1) 

1 = J/' j(x, y) d:z.· dy,
.!J,�) 

et. la portiou \ du plan est le charnp d'intégration.

1') t1n la reprt'sentc auss, p,\r /[ F(x, y) dw, d�, .éta111 'un élé,nPnl d"ai,:,·,
'" (Af 

ct 1"011 Pruploic u11e notat ion an�hg-ue vour lcs intégrales multi pie,.

, 
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. On voit i.mmédialement, wmme dans le cns d'une intégrnle 
simplc, que, pour qu'une fonction f(x,y) soit intégra..blc 
dans A, il faut et il suf flt que ta d,jference S - s tende 11ers .zéro 
lorsque la plus grande dimension des domaines partíeis tend 
ver; ,:;é/'o. U en résulte qne toute fonction continue f(x, y) est 
intégrable. Supposons, en effet, que l'on ait pris un nombre 
positif YJ LCl que l'oscillation de la fonction soit moindre que e dans 
tou'te portion de A dont toutcs les dimensions sont inférieures à 'fl, 

Si toutes les porlions a1 , a2 , • • •  , a,. sont de dimensions inférieures 
à YJ, chacune des différences Mi - m sera inférieure à t et la diffé
rencc S - s sera inférieure à e�. 

On démontre comme plus haut ( nº 71) que la somme ou le pro
duit d'un nombre quelconque de fonctions intégrables cst nussi 
intégrable. Si une fonction /(x, y) est intégrable dans un do
maine A, elle est intégrable dans tout domaine A' intérieur à A; si 
le domaine A est décomposé en plusieurs domaines pertiels A,, 
A2 , • • •  , Ap, l'intégrale double étendue nu champ e�t égale à la 
somme des intégrales doubles étendues aux ch-amps Ai , 
A1, ... � .-\.,,. 

Considórons eucore le cas plus général d'une fonction /(x, y) 
bornée dans le domaine A, et admettant dans ce domaine une infi
uiLé de points de discontinuité: tels qu'en puisse renfermer tous 
les points de discontinuité dans un domaine a dont l'aire soit infé-
1·ieure à tout nombre positif donné à !'avance. Vne telle fonction 
est inMgrable dans A. La condilion poul' qu'uue fonction/(x,y) 
soit intégrable pcut, en etfet, s'énoncer ainsi : il faut et il su[Jit 
qu'à tont nombri: positif z on puisse faire correspondre un par
tage de A en domaines partiels tels que la différence corres
pondante. S - s soit inférieure à e. Cela résulte immédiatement 
d!' ce que la diflérencc S -· s cst au moins égale à l - I'. 

Cela étant, supposons, pour fixer les idées, que la fonction 
bornée f(x, y) soit continue dans tout le domain� A limité par la 
courbc fermée _C, à Pexception des poinls d'une ligue L, qui 
décompose le domaine A en dcux domaines A' •et A". Dans le 
domaine A', /(x, y) coincide avec une fonctton continue/, (x, y) 
ct dans le domaine A'' avec une fonction continue /2 (x, y). Nous 
ne faisons aucune hypothese sur les valeurs de la fonction /( x, y)

le long de L, sauf qu'elles restenl bornées. De part et d'autre de 
GOURS.\T. - 1. 
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la ligne L, menons dans A deux lignes infiniment xoisines L'. L"

telles que l'aire comprise entre L' et LN soit inférieure it (ME ,
2 - 111) 

eétant un nomhre positif donné. Ces deux lignes L'. L" décom-

Fi�. ,6. 

�

/'L· 
/ .-· 

e 

posent A en trois domaines A', A!', A111
; A111 étant le domaine qui

renferme L. lmagi.nons qu'on décompose A', A", A"' en domaines

plus petits; la portion de S - s provenanl de A"' est inférieure. à :. ,
'). 

et, comme/(x, y) est continue dans les domaine.s A' et A'', la

portion de S - s provenant de A' et A" est aussi infé1·icure à:;• 

pourvu qn'on choisisse conven-ahlement le mode de suh<livision.
On aura donc S - s < e; t étant ttn nombrc positif arbitraire,
/(x, y) est clone intcigrable dans A. 11 est- clair que le raisonue
ment est général •.

L'intégrale double dans le champ A est égale à la somme dcs
intégrales doubles dans les champs A', A", A'''. Lorsq ue les lignes L',
L" se rapprochenl indéfiniment de L, l'intégrale double <lans A''!
tend vers zéro:; l'intégrale double dans A est donc la l imile de la 
:som me des intégrales dans les domaines A' et A", et ne Jl:pend pas
des valeurs de la fonction le long de li\ lignc J.. Plus généralcm<mt,
si une fonction /(x, y) est int,�grable dans ,m champ A, on peut
changer arbit1;airemen1. la valeur de la fonction en une infinité de
points, pounn qu'clle reste boroée el que tous ces points puissenl
etre renfcrmós dans un domaine ô ( conve:xe ou non ), dont l'aire
soil inférienre à tout nombre positif douné, sans changer la valem·
de l'intégrale. Ceu.e remarque est ú rapp1·ocher de l:i suivante. Si
!'ou calcule I co111me limite de la somme S, on peut négli�er dan.,
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cet.Le somme les portion.s provenant d'un nombre quelconque de 
do1uaines partiels, pourvu que la somme des aires de ces domaine11 
tende vers .zéro, 

La déGnition de l'intégrale double peut être généralisée. 
Soit ((,, YJ;) un point quelconque à l1intérie1.1r ou sur le contour 
de la portion ai; il est clair que la somme 1./ ('E,;., 'Ili) t.>, ést com
prise entre les deux sommes S ét s; elle à donc aussi pour limite __ 
l'intégrale double, quelle que soit la façon dont on choisit le 
point (�;, YJ,). 

· · · 

Le premier théoreme de la  moyenne s'étend sans di(flculté au1 
intégrales douhles. Soient /(x, y), <p ( x, y) deux fonctions inté
grahles dont l'une, '{'(x, y), garde un signe constant.dans A; nous 
supposcrons, par exemple, cp(x, y) > o. Si M et m sontle!I bornes 
de f(-x, y) dans A, il est ela ir que l'on a 

M,p(ç1, 1)1)<<>1,>/(�1, 1J1)_,p(ç1, 1;,)w1> mcp(�,, 1J1)w,; 

en ajoutant toutes ces mégalités, et passant à la limite, on en 
conclut que l'on a 

(1) //' /(x, y)�(:c, .r) dx dy = p. J cp(x, y) d:x dy,
�• lj\ lA) 

f1- P-tanl compris enll·e M et m. Si la fonction f(x, y) est continue, 
elle prend la valeur p. pour un point ((, ll) i�térieur au contour C 
et l'on peut cncore écrire 

(2) f f(x,y)<p(x,y)dxdy=J(e, lJ) [[ ,p(x,y)d:xdy,
(AI • (A) 

c'est la formule de la moyenne pour les intégrales doubles. Si par 
exemple cp( x, y) = 1, l'intégrale J dx dy: �tendue à la portion 
du plan A, est évidemment égale à l'aire Q de cet(e porlion du 
plan, et la formule ( 1) devienl 

0) j[ /(x, y)dx dy = 0/(ç, 71).
(A) 

l:13. Calcul d'une intégrale double. - Le calcul d'une intP-grale 
tlouble se ramêne au calcul de deux intégrales simples prises suc
cessivement. Prenons d'abord le oas ou le champ d'intég_ration_ est 
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un rcctangle R, limité parles droites x=xo , x=X,y=y0
, y= l, 

OÚ X0 < X, Yo < Y. • 

Soit l(x) la valcur de l'intégrale double j
0

f(:r:, y) dx dJ·

élendue à la portion de ce rectangle, située à gauche 1l'une paral
lele PQ à l'axe O y d'abscisse x, comprise cnlrc x0 el X. Ccuc 
intégrale l(x) est évidemmeut une íonction continue de x, qui 
est nulle pour x=x0 ; pour nvoir sn dérivée l'(x), il suffit de 
calculer la partie principalc de l'accroissement I (x + lt)- I (x). 
Cette différence est égale à ln �aleur de l'intégralc double élcndue 
à la bande in6niment étroite du rectangle comprise entre les paral
leles PQ, P'Q' à l'axe O y, d'11bscisses x et x + h. Pour avoir son 
expression, imaginons qu'on divise celte bande en petits reclangles 

par des .paralleles à l'axe des .1·, .r = y; (i = 1, -�, •••• · 11 ), le 
nombre y; croissant avec l'indice. En appliquanl la formule de la 
moyenne à chacun de ces petits rectangles, on a 

(4) l(:.r + h)- l(x)
= hl(y, - ,l·ú )/( ;, , .,., ) + ... + (y;- _l °

i -• )/l�;. ·r,t) + • •. j.

(�;, Yli) étant les coordonnées d'un point du 1·ectangle formé par 
les droites PQ, P'Q' et les paralleles J' = Yi-i, y =--= )'i à l' axe O x. 
D'autre part, on a, d'apres le thécrémc de la mo_,cunc appliqnfr 
à une int�grale siniplc, 

fy. 
/(:e, y) dy = (y,- y,-, )/(x. YÍ ), 

y, ' 

Yt-, <yí <.y,. 

Si l'on pose/(�;, 'fl,) - f(x. yí) = s;, la diffé1·ence 

l(.v+h)-1(.r) 
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peu� s'écrire 

1i[.[
v
f(x, y)dy + •1(Y1- )"o)+ ... + •1(Y1- r1-1) +. · · J

.. 

Les deux points (�, ri;) et (x, Yí) sont. dans un même rectangle 
partiel; puisque /(x, y) est uniformément continue, on peut 
prendre le nomhre /t et toutes les différences y; - y,-t assez 
petites pour que toutcs les valeurs absolues J a, J soient inférieures 
à un nombre positif e choisi à volonté, et l'on a flncore 

(5) I(x-h)-l(x) = h[J.
Y

f(x, y)i:(Y+ •'l
la valem· absolue de e' étant' inférieure à e(Y - y0). Le quotient 

J(.x+h)-l(x) 
h 

y , 
a donc pou1· limite 1.J(x, y) dy lorsque h tend vers zéro,·et J:lªr 

� 
y 

suÍle l'intégrale I(x) est égale à.J�.
"' dx !.. f(x, y) dy. &i parti-

culier, l'intégrale do1,1hle étendue à tout ·le rectangle est donnée 
par la formule 

(li) !/<x, y)d:cdy = 1
,
xd:x J:.

Y

f(.x, y)cly; 

pour avoir la valeur de l'intégrale double; on doit à'abord ínté
grer f(x, y) entre les limites y0 et Y, en y regardant x comme
cons_tant et y comme 'l?ariable: le résultat est une fonction de 
la seule variable x, qu'on doit intégrer de nouveau entre les 
limites x0 et X. 

En operant dans l'ordre i�verse, c'est-à-dire en évaluant d'abord 
lo portion de S provenant d'une file 'dé rectangle comprise entre 
deiú paralléles à Ox, on trouverait de même 

j[ f(x, y) d:x cly = f y dy j \(;i•, y) d.t·, 
{li) ,., .,·, 

et le !'approchement de ces deux formules permet d'écrire 
X Y Y X 

f d.xi f(.r,y)cly= i d,•·f j(:1·,y)dx; 
.. ., " • '. , ti ,( o 
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nous retrouvons la formule d-'intégralion sous le signe 1·: La
démonstration suppose, comme la premiere ( nº 95 ), que les limileló 
x

0
, y0, X, Y sont fixes, et que la fonction /( x, y) est conlinul· 

eotre ces limites. 

Exemple. - Soit z = x_y • La formule générale nous donne 
ª-

X y 

1 :e y dx dy = 1 dx [ x f dy
(111 ª x, • 1, 

a 

I
X .'X - 1 = -(Y1- võ)d.z:.=-(X!-zõ)(Y•-yt). 

2a ✓ ' 4a · ·

:,;, 

D'une façoo générale, lorsque la fonction /( x, y) est le produit 
d'une fonction de la seule variable x par une fonclion de la seule 
variahle y, on a 

-�: 
cp(x)<!i(.r) dx d_y = 

�(�•'l'(x):d-r;:x .{.:
, 
,j>(y) d�;

les deux intég1·,°les du second membre sont absolument indépen
dantes l'une de l'nutrc. 

M. Franklin (American Jounwl of Mathe1JialÍc$, t. VH, !!'• 77) a
-déduit de cetle remarque une démonstration tres simple de quelques tbéo
remes. intéressaµts dus à Tchebicbeff. Soienl <p(.x) et �(.x) deux. [fonctioos
continues dan� µn iatervall� (a, b ), ou a< b. L'i11tég111.le 'doublej

./f ( ,;(x)- '!'Cr)] 1 tj,(.x) - ,j,(.y)J dx d_y,

étendue au carré limité µar les •1uat1·e droites x = a, x =.b, y = a,y = b, 
e!!t égale, d'apre, la remarque 1wécédente, à la différencc 

l
b 

·1" r
b 

2(/,,-a) f(:i:)+(x)da--2 'f(x)d.:z:x tj,(x)d:i: .. 
4 Q ... " 

Mais lous Jes éléments de l'iutégrale double ont le même 5igne lorsque Jes 
deux fonctions f(:&) et <j,(x) sont loujoun croissantes oú décroissante� en 
même teQlps, ou si l'u-ne d'elle esl toujours crois:;ante lorsque i1'aut1·e est 
décroissante. Dans le premier cas, les deux différence, 'f ( x) - 'f' ( y ). 
4(x}'- 4(.r) ont toujours le mémc signe, tandis .qu'elles sont de signes 
differents dans le second cas. P�r sµite. nous avons 

b b b 

(b-a.)i 'f(X)4'(
1

x)dx>'[_ 'f(x)dxx.{ ,j,(x)�x,
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si les deux fonctions !P(s:) et·lj,(x) sont toutes deux croisS3ntes, ou toutes 
deux décroissantes dans l'intervt1lle (a, b). Nous avon1 au oontt'llire 

b I, 

J

b 
(b-ti)Í cp(.x)4(x}dx<.{ tp(a:)dxx

" 
,j,(a:)da:,

Iorsqu'une des fonctions est cróissante et l'autre décroissanle dans le 
m�me intervalle. 

Le signe de l'intégrale double n'est pas douteux, lorsque ,j,(.x) = cp(x),

car 111 fonction à intégrer·est ators un earré parfait. On a donc la rel11tion 

quelle que soit la fonction cp(.x), l'égalité ne pQuvant avoir lieu que si ;>(XJ 
est une constante. 

On peut déduire de ce· r.:sultat la solution d'un probléme intéressanl. d1t 
calcul des variations. Soient P et Q deux points donl'lés du plan, de coor
données (�, A) et (b, B) respectivement. Soit y =f(x) l'équation d'une 
courbe joignant ces deux points, /(x) étant continue, ainsi que sa dérivée 
premiere /' (z), dans l'intervalle ( a, b). li s'agit de trouver, parmi ces 

h 

cou rbes. cclle pour laquelle l'intégrale 1 y'1 dx· est minimum. 

En remplaçant cp tx) par y' dans l'inégalité précédente, et observant 
•1u'on a por hypothese .f(a) =:A, /(b) = B, il nent 

h 

(b-a)f y'tr/a;f(f1-A)2. 
n 

La vale111· minimum de l'intégrale est dnnc égale à ( � - A)•, et cette-a 
vo.leur minimum est atteinte lorsque ;r' est constant, e'est-à-dire lorsque la 
courbt' se réduit à 111 ligne droite PQ. 

l U. Cas d'un champ quelconque. - Avant de passer au cas
d'un champ d'intégration quelconque, nous ..allons d'ahord géné
raliser· la formule (ô), en supposant que la fonction .f(x, y) 
adme( dnns le rectangle ABCD une ou plusieurs lignes de discon� 
riouité, tout en restant hornéP.. Pour fixer les idées, supposons
que la fonction .f( .-c, .r) est discontinue le long d'une ligne L ( ou
du 1t10in, su 1· certaines portions de cette ligne ), joig-nant tfn point
de AD à_ un point de BC, et représentée par uneéquationy :- q, ( x ), 
la fonction :p(x) éta_nt continue dans l'inlervalle (x

0
, X). Cette

ligne L décompose le rectangle ·R en deux portions, une portion R, 

' 
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au-dessous de L, ou l'orl aj(x, y) =/1 (x, y), /1 (x, y) étant
continue dons R 1 , et une portion R� au-dessus de L 011

f(x, y) = /t(X, y), 

la fonction/2 (.x, y) étant continue dans R2 • On a déjà remarqué
(nº 112) que/(x, y) esl intégrable.

U suffit, pour nvoil' l'expression de celte intégl'ale double, de.
�nodifier un peu le raisounemeot du paragraphe précédent. L'in
tégrale I (x), définie comme toút à l'heure, est la somme de deux
intégralés doubles 1 1 (x), 12 ( x) étendues aux portions du domaine
à gauche de la parallele PQ à oy, situées respectivement au-dessous
et au-dessus de Ia ligne L. Pour calculer 1'

1 
( x), désignous par Ç

l'ordonnóe minimum de q,(:r:) dans l'inlervalle (.x, :r: + h): ·nous
po�Yons décomposer J1 (.T + '1 )- f 1 ( .x) en deux intégrales

J 1 ( X + /,) - 1, (X) = J + j, 

J étanl l'intég1·ale double étendue à la partie de la hande I\. 1 

au-dessous de la droite y = �. et j étant étcndue à la portion de
cette bande au-dessus de la droite y = t- On démontre. com me au
paragraphe précédent, que l'on a

J = h [f �f,(x, y),2y +''li] 
= h [ 1. f(:<l/1 ( x, y) dy + �,:/• ( rr, .Y) ({}' + "l1 l, 

et par suite
[ f(:t·) 

] 

J = h J, f,(a:, y)dJ'+ l)! :

n 1 et YJ2 étanl inliniment petits avec h. D'autre part, on a
ljl < Mhõ.

M étant une limite supérieure de I f I et ô l'oscillation de '..( 1:,1:}
dans l'intervalle (:r, :r + lt). La fonction/ élant continue, le rap-
porl { tend vers zéro a vec h, .et I' on a

'? (<1 1',(x)={ /,(.1·,.J)d;.·
.. y. . 
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La dérivée I�·(x) se calcule de la même façon, et en p�sant 

.• )' :;;�•··, y 

j f(.r,.J)áy = J j,(.7·,y)dy+ 1 j,(.c,y)c�r,
.rn ,1"e - 91.'f"I 
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la valeur de· l'intégrale double }},' f(x, y)dxdy est donnée par 
{li) 

la formule ( 6 ). 11 est.clair que la· méthode esl générale, et la con
clusion est la même, quel que soit le nombre des lignes de dis
continuité nnalogues à J, dans le rectan_glé ABCD, pourvu que la 
fonction / ( .1:, y) reste bornée. 

Cela étant, considérons maintenanl un contour qui n'est ren
contré qu'en deux pointS par une parallêle à Oy. On peut toujours 
le supposer formé par deux segments de droites AA!, BB', appar
tenant à deux parallêles x = a, x = b à l'axe O y( a< b), et deux 
ares de courbes Am 1 B, A' m 2 B1, représentés parles deux équations 
y, = (ft (x), .1·� = 92 (x'), Y:1�:1·,, les fonctions <p 1 et 9� étant continues 
entre a et b. li peut d'ailleurs se faire que les points A et A' se 
confondent, ainsi que B et B'; c'est ce qui aura lieu, par exemple, 
si le contour est une courbe fermée analogue à une ellipse. Soit 
/ ( x, y) une fonction continue dans le cha'1}p R limité par ce con
lour et sur le contour lui-même. P.our calculer l'intégrale doub)e. 
imaginons de111 paralleles ,Y = Yo, J' = Y à l'axe Ox 1 telles que le 

!I 

o 

A' 

,. 

Fig: 18. 

R" 

e· 

R 

champ· lt soit tout enlier entre ces deux paralleles, et soit T le 
rectangle Jimité parles quatre droites x=a, .r=b; ;;r=J'o, 
.r= Y (.fig. 18). 
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Les courbes .\ m. B, A1 m� B' décomposent le rectangle T en
trois domaines, le domaine .R, 1� domaine R1 a u-dessous de Am1 B,
-et le domaine R" au-dessus de A'm1 B'. Soit F(z, y) une fonction
auxiliaire définie de la maniêre suivante dans T: 1 ºF(x, y) =f (x,y).
dans R et sur le contour de R; 2

º F( x, y) = o dans R' et Rq. ll est
évi·dent qu'on a

ff_J(x,y)dxdy= 1 F(x,y)dxdy.
(a) (T) 

. Mais la for�nule ( 6) cst applicahle à la fonction F (x, y) .qui admet
les lígnes de disconlinuité Am 1 B et A' m1.B', et l'on a

1 F(�,,y)dx �y = f
b dx (

t 

F(x, y)dy.
i'tl a � Jõ 

D'aulre part, d'aprês la dé�nition même de la fonction F( :.i-. y),
on a

I.. Y. F(x, ;r) dj = r•• f(,-r;, y) dy

et, par couséqnent,
(7) ff. 

,..,, l_t, 
• 1R1 / (.r, ,v) d.e ,i,y =.t ,b; _Y, f (.e, y) dy, 

La premiêre intégralion doit encore être etfectuée en regardant :r •
comme constant, mais les limites y 1 et y2 sont elles-mêmes des
fonctions de x, et non de� constantes.

Exemple, - Soil à calculer l'intégrale double de la fonclion xy à l'in-
.

a 

lérieur d'un quart de cercle limité par tes axes et la circonférence 

.rh+_-V�- R2= o.
Les limites pour ..e sont," el R, et, x reslant constant, y peut varier de o 
à yR2- .c'i. L'intégrale u donc pour expression 

dx - d,1·.= - [ y! J1'11'-"' da: = J ,1.,.; I
R 1··11•�1:' xy j. ll ..e 111 x(H'- ..e' 

o o a º -� a ... o o '1 u 

, . 1 ' b . . ' L R� cette mttli?Ta e s ,, L1ent aisement el a pour , a eU1' - , · 
8a 

Lorsque le champ d'intégration est limité par un contour do



forme quelconque, on le décomposera en plusieurs parties, de 
façon que le contour de chacune d'elles ne soit rencontré qu'en 
deux points par une parallêle à l'axe Oy. On pourrait aussi le 
décomposer en parties telles que le contour de chacune d'elles ne 
soit rencontré qu'en deux points par une parallele à·Ox, et com
men_cer par une intégration relative à la variahle x. Prenons, par 
exemple, une courhe fermée convexe comprise à l'intérieur- du 
reclangle x = a, x = b, y = e, y = d, dont les côtés passent par 
les quatre points A, B, C, D pour lesquels x ou y est minimum 
ou maximum. Soient ( 1 )y; = cp� (x),y,= cp�(x), les équations des 
des deux ares de courbe ACB-, ADB; soient de même x 1 = IJ,1 (y), 
x2 =1J,,(y) les équations des deux ares de'courbe CAD, CBD;

q> 4 ( x) et ,� ( x) sont continues entre a et b, 1f4 (y) et tJ,,(y) sont 
continues lorsque y varie de e à d. On peut calcular l'intégrale 
douhle d'une fonction / ( x, y ), contin_ue à l'intérieur de ce con
tour, de deux façons différentes et, en égalant les deux expressions 
ohtenues, il víenl 

on voit que les limités sont tout à fait dilférentes dans les deux 
intégrales. Tout contour convexe fournit une formule de celte 
natnre. Par exemple, si l'on prend pour champ d'intégratíon le 
triangle limite par les droites y = o, x = a, y = x, on pnrvient à 
une formule donnée par Lejeune-Dirichlet, 

j�" dxf . . ,·.f(.c: y) dy =j·•" t/:Y (".f , .e, y) d.e . o li o .... _,. 

1111. Allalogiea avee les intégrales simples.· - L'intégrale 1�
"'

.f(t)dl, 

considérée comme_ fonclion de x, a pour dérivée .f(x). li existe uo théo
ri:me ãnalogue pour les intégrales doubles. Soit .f (x, y) une fonction con
tinue, à l'intérieur d'un reêtan�le limité par les droites x = a, x '= A, 
y = b, y = B (a - A, b <� B). L'intégrale doublr de /(x, y), étendue à 
l'aire du ·rectanglc limité par les droites te= a, x = X, y = b, y = Y, 
(a< X< A, b ,.. Y. < U). est u,ne fonction des coordonnÚs 1{-, Y du 

(') Le lecteu,· est prié ·(le faire la fii:ul'e. 

' 
': 
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-sommet v_ariable, qu'on peut écrire 
X y 

F(X, Y) = 1 dx;: j(x, y) dy ..

y 
Soit <I>(x) =J j(x, y) dy; une premiere différentiation par rapport 

b 

à X n-0ut donne 
dF 

fy dX = lf>(X) = /(X, y) dy,
b 

et, en différentiant de nou\" eau par rapport à Y, il vient 

(9) tJ!F ♦-
dXdY =/(A, Y).

La fonction la plus générí!,le u(X, Y) satisfaisant à la rélation prt!cé
dente (9) s'obtiendra íac.ilement en ajoutant à F(X, Y) une fonction • 

dont la dérivée seconde dc;;_;y sera nulle. Elle est donc de la forme (n° 60)

. X y 

(10) u(X, Y)=f dxí /(x,y)dy+cp(X)+4(Y);
" b 

9(X) ot 4(Y) étant deux fqnctions arbitraires. On peut disposer de ces 
deux fonctions arbitraires de íaçon que, pour X= a, u(X, Y) se r"éduise 
à une fonction donnée V(Y) et, pour Y = b, à une autre Conction 
donnée U(X); ces deux íonctions étant liées nécessairement par la rela
tion U(a) = V(b). En faisant successivement X= a1 Y = b dans la rtla
tion précédenre, on a les deux conditions 

V(Y) = c;>(a) + HY), U(X) = cp(X) + <4'(b);

ori en tire 
7(Y) = V(Y)- ip(a), ·-li(b) = V (b)-'<p(a), 

ip(X) = UCX)- V(b) + cpÇa), 

et la formule ( 10) devient 
X y 

(11) u(X,Y)=l dxJ. /(x,y)dy+U(X)+V(Y)-V(b).
a li 

Réciproquement, si, par un moyen <[uelconque, on a obtenu une fonc
tion u( X, Y) vérifiant la relation ( 9 ), on trouve, par un calcul tout pareil 
au précédent, qu'on a, pour , al"eur. de l'intégrale double, 

' X y 

(12) r dxi j(:r,y)d_-v=u(X,Y)-u(X,h)-u(a,Y)+u(_a,b).
, a b 
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Plaçons-11ous mainteuant dans une hypothese un peu diff,:rente, en rem
plaçant lcs deux ct',tt;s du rectangle par un are de courbe tel 11uc All 
(fitt· 19), oü l'ordonnée rn constamrnent en diminuant lorsque l'abscisse 
augmcnte. 

�oit /(.r, y) une fonctivn continue it.l'intérieur du rcctangle AC!ll): 

Fig. 19. 

}1 étant un point quelconque de ce 1·ectangle, le; paralleles aux axes 
menées par M rencontrent l'nrc A ll en deux points P et Q respectivement, 
er l'intégrale douhle 

F(\:. Y) = /{ f(.r,y).tl.,· ,�1·,
• (rllQl 

êtcnduc à l':iire du triangle mixtiligne P MQ, est une fonction continue 
dans cc rectangle. Rn t<cri vant cette intégrnle double sous la forme ( 7 ), on 
en déduirait aisément qu'elle satisfait 1mssi à la relation (9). On peut 
encorc le voir directcment comme il suit. Donnons à X et à Y des accrois 
sements h et k; on passe ainsi du point Mau point voisin 1\1'. 

Désignons par (1), (2), (::1), (4) les intégrales doubles étendues aux 
domaines rlési�nés par les mêmes chiffres sur ln figure. On a 

F(X+lt, \'+/;)=(1)+1>)+('1)+(í). 
F ( X + !, , \ ) = ( 1) + ('l ), F(.r; Y + k) = (1) + (:'-), 

et, par suite, 

F(X+h, Y+k)--F(X, Y+/,)-F(X+h, Y)+ F(X, Y) _ (í).
1,/, - ,.�) 

,J• F 
le rapport dans le premi�r mcmt.re a pour limite rJ\d\' lors411,: /, et /, 
tendent vers zi,ro (nº :!I ). D'autre part, si l'on applirp1c ln formule de la 
moycnne à l'intégrnlc douule 1 .1). il Yic::nt (4) = /,/./ ('- + U lt, Y + 8' !..). 
Eu faisant tenclre /, t!I k ,·,·rs z('rn, on obti,:nt préci•érn,·nt la formule (9). 
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L'intégrale F(X, Y) de J'équation (9) eit nulle tout le long de AB. li eu 
e&t de même de se� deqx dérivées partielles du premier ordre; on voit en 
effet immédiatement sur la figure que, si le pQint M est sur A.B, à 1111 

accroissement h de X conespond un accroissement infiniment petit Ju 
seconct ordre de F (X, Y ). 

La formule (12) est analogue à la formule fondamentale ( 8)( voir n° 7:S). 
La formule suivante olfre aussi une certaine analagie a\"et la formule 

d'intégration par parties. 
Soit A une région finie du plan, limitée par une ou plusieurs courbes 

de forme quelconque. Une fonction /(x, y), continue dans A, varie en�re 
un minimum ,,0 et un maximum V. lmagiuons qu'on·ail tracé les courbes 

de niveau f (x, y) = "• ou " est compris entre "" et V, et supposons qu'on 
puisse trouver l'aire de la portion de A pour laquelle /(x, y) est compris 
t!ntre "º et "· Cett� aire est une fonction F(v) qui croit avec "'., et l'aire 
comprise entre deux courbes de niveau infioimeot voisines est égale 
à F(v+àv)-F(v)=àv F'(v+6àv). Si l'on décompose cette aire en 
parties infiniment peti\es par des lignes joignant les deux courbes de 
niveau voisioes, on peut prendre dans chacune de ces parties un point (E, 11). 
tel qu'on ait /(�, 11) = "+ DAv, et la somme des éléments de l'inrégrale 

double J J d:x: dy, provenant de cette région, a pour expression

(v + 6A'1) F'(v + 84v)àv. 

L'intégrale double est <ionc égale à la limite de 

:E(v + 0Av) F'(v + O Ar)�•·, 

c'est-à-dire à l'intégrale simple 

IV 

,

V vt'"(p)dv = VF(V)-j F(v)d1·.
� � 

Cette méthode est !jurtoqt commode lorsque le champ d'intégrnl ion est 
limité pAr deu:t courbes de ni,·ea\1 

/(.r:, y) = V". /(.e . .r) = \'.

Soit, par exemple, à évaluer l'intégrale double J t/, +.e�+ y2 ,{.:,: d)'

étendue à l'intérieur du cercle .x1 + y' = 1. Si nous posons v = \' 1 + x' + x�.
le champ d'intégration est limité par les deux courbes de niveau "= 1. 

" = � et la fonction F ( "),. qui est l'aire d'un cercle de rnyon v' .,1 - 1. 

est égale à ,,;( vt -1 ). L'intégrale douhle est donc égale it 

(1) On trouvera de nombreuses applications de cette méthode dans un Mé_moit·t: 
de M. Catalan (Journal _de liouville. 1•• série, t. IV, p. ,33). 
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La formule précédente s'étend aisément aux intégra-hls do11bles 

J /(a:, y) cp(x, y) d:rdy,

en désiguant par F(v) l'h1tégrale double J <p(x, y) dx dy, étendue à la

portion du champ d'intcigration Hmi(ée Jlªr la c·ourbe de niveau v = f {$, y). 

H6. Formule de Green. - Si la fonction/ (x, y) est la dérivée 
partielle, par rapport à x ou à y, d'une fonetion eonnue, une des 
intégrations s'.effectue immédiatement et l'on est ramené à une 
seule quadratura. Cette remarque bien simple conduit à uo.e•lor
mul-e importante, appelée formule de Green. 

Considérons d'abord une intégrate dou'hle J :; dx dy, é'lend'ue

à la portion du plan, timitée par un contour C tel que 
eelui de la figure 18·, composé de deux segments de droi tes AA1, BB' 
pa!!alleles à Oy ct de deux ares Am 1 B, A' m�B'. Une paral
lele à Oy compri-se entre AA' et BB' rencontre les ares Am 1 B 
úl A' m2 B' en deux points m1 et m� d'ordonnées y1 ety2• L'inté
grale double a pour expression, en intégrant d'abord par rapporl 

ày, 

ff dP f 1' fY'uP 
J

b 

ddx<{►'= dx ddy= fP(X,J't)-P(x,y1)Jd.x. 
' _'Y <• Yt y n 

b b 

Mais les deux intégrales 1 P(x, Yi)dx, 1 P(x,y:1)dx sont

précisément des intégrales eurvilignes prises respectiveme1:1t le 
long des ares Am 1 B et A' m2 B1• Com me les intégr.ales cUTvilignes 

f Pdx, 1 Pdx sont nulles, nous pouvons écrire la formule pré-
.u.- 8B' 

cédentc 

(d) 
lf dP 

f ---: dxrly = - l' d.r:,
. JJ ,ti 

l'intégrale curviiigne étant prise le long du contour C dans le sens 
direct, si les axes out la disposition de la figure. Pour. étendre la 
formule à une aire limitóe par un eontour de forme quelconque, 
on pl'Ocêdc eornmc plus haut ( nº 92) en partageant cette aire en 
plusicurs autres par des transversales, de façon que le contour de 
chacunc des aire,, putielle!, �alisfasse à la co.ndition précédente, 



304 CHAPITRE VI. -- INTÉGRALES DOUBLES_

ct appliquant Ia formule à chacune d'elles, On établit de même Ia
formule

(14 ) [[ààQ dxdy = r Qd.r,
• x ~C)

l'intégrale cuuviligne étant l,oujours prise dans le même senso Eu
retranchant les égalités (r 3) et (14), il vient

j" P'(dQ dP)I' da,' + () dv = ---o - --- d.cdv,
(el ". da,- (}y •

l'intégrale double étant étendue à I'airo Iimitée parCo e'est Ia
formule de Green, qui a d'importantes .applications. En posant
Q = x, P =- y, on retrouve Ia formule ontenue pIus haut(n092)
qui exprime l'aire d'unc courbe fermée par une intégrnle curvi-
ligne. '

En d(!signant paI' a', W les angles de Ia norrnale int érieurc avec les axes
(l1oir nv V'2), on peut encore écrire Ia formule de Green, en remplaçant ()
par - Q, '

fi' (àQ dP) "(15') .t/ dx+Jj--- d.rd.J-+.l(PCosW+'QCOS,,"')ds=n-

Cette formule est indépendante de Ia disposition des axes Oer , 001'_ Lu
formule (15) s'applique aussi, quelfe que soit cette disposition, pourvu
qu'on définisse le seus direct de parcours d'un coutour ferrné comme plu~
hnut i note de Ia page 2:>.4)-

Remarque. - Remplaçons P. paI' u n produit de deu x facteurs uv
dans Ia formule (13) -; il vient

et paI' suite

n' dv j" I'i' duli' -- d.cdv = - IIl'd.c-, ",j- d.rdv.
• ' ti.!' -, ,fi •• (,)" -

On irouverait de mêmo

,., ';u . I' )''lI' ')'~d.r(~,' = I n\'(I" - !,1I(_,1_. rl.rd v,.11 ( .r .' :,:: . d.T: '

L'aualog io ave c Ia formule dintégration par parties est éviduutr-.



11. - CHANGEMENTS DE VARIABLES.

11. - CH,\;'<I'GEI\IENTS DE VARIABLES. - VOLUMES,
AIRE D'UNE SURFACE COURtlE.

Pour évaluer une intégrale double, nous avons supposé jllsqu'ici
. qu'on décomposait le champ d'intégrntion en rectangles infini-
, ment petits par des parallêles aux aaes de eoordonnées. Nous

allons maintenant supposer qu'on décompose le.champ d'intégra-
tion par deux familles de courbes absolument quelconques.

-1-17. Formule préliminaire. - Soient u et v les coordonnées
d'lI11 point par rapport à un systême d'axes rectangulaires dans un
plan , .c et j- les coordonnées d'un autre point par rapport à un
nutre systéme d'axes rectangulaires de même disposition que les
premiers, dans le même pIan ou dans un plan différent. Les for-
mules

:í' =.f(u, v ), )' = ",(u, o )

détinisseni une certaine correspondauce entre les points de ces
deux plans. Nous supposerons : 1° que ces fonctions ft u, «).
rp (u, v) sont continues et admettént des dérivées partielles con-
tinues, lorsque lo point (u, v) décrit une portion AI du plan
(u, v) limitée par un contour Cl j 2° que les formules (16) font

, \

correspondre à Ia portion AI du plan (u, v) une portion A du '
plan (x, y), limitée par un contour C, et qu'il y a corraspondance
univoque entre les points des deux aires et des deux contours , de
façon qu'à un point de A ne corresponde qu'un point de Ai;'
3" que le déter minant fonctionnel Â = ~~'~,:) ne change pas de
signe à l'intérieurde C, (il peut d'ailleurs s'annuler en certains
points de AI)'

li peut encere se présenter deux caso Lorsque Ie point (u, v)
décr it Ie contour C, dans le sens direct, Ie point (x, y) décrit le
COlltOUI'C en marchant toujours dans Ie rnême seus, qui peutêtre
le seus direct ou le sens inversa. Nous dirons, suivant les cas, que
Ia correspondance est directe ou inverse.

Cela posé , l'aire Q de Ia portion A du plan a pom' expression

!2 = (x dy,
•... f:

20
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l'intégrale étant prise Ie Iong du contour C dans Ie sens direct. Si
I'on emploie le ehangement de variables défini par les formules (16),

-on a encore

1) = ''::1J(u, I')d~(u, 1'),
(e,)

Ia aouvelle intégrale étant pl"ise le long de C1 dans le sens direct ;
on doir prendre le signe + ou Ie signe -, suivant que Ia. corres-
pondance est dieecte ou inverse. Appliquolls à ceue nouvelle inté-

tk
graIe Ia form ule de Green, en posan t u = X, F = .y, P =I J:'"
Q =f ~, ce qui nous donne (voir plus loin Exercice 13, p .. 345)

,JQ _ dP =.l = DU, 'f),
Ju ~'D(u: ç)

et il vient

ou encore, en appliquant à l'intégrale double le théorême de Ia
moyenne,
(f 7') o __ ;-" D (f, '!')

-- - - ><, D-(E, "l)'

(~, Yl) étant les coordonnées d'un point intérieur à Ci, et !~1 l'aire
de Ia portion Ai du plan (u, v). On voit d'abord qu'on doit
prendre le signe + ou Ie signe - _devant Ie second membre,
suivant que â est lui-rnême positif ou négaLif. Par suite, Ia corres-
pondance est directe ou inverse, suivant que â est positif ou
négatif t cf, Exercices t,3 et 14, P: 159).

La formule (17'): étabht une analogie de plus enlre les détermi-
nants fonctionnels et les dér ivées, Imaginons, en effet, que Ia por-
tion Ai du plan diminue indéfiuiment dans tous Ies sens, tous les
points tendant vers un point déterminé (u, li). II en sera de même
de A, et le rapport des aires Q, Q. a pour limite Ia valeur absolue
du déterminant 4 j de me me que Ia dérivée est Ia limite du rapport
de deux éléments linéaires, A est Ia limite du l'appol·t de deux élé~
ments superficiels. La formule (17') eS1, à ce point de vue-Ià ,
I'analogue de Ia fO",~ule des accroissements finis.

\

Remarques. -Les hypotheses I'(ue nous avons fuires sur Ia correspon-
dance entre ,\ et AI ne sout pas toutes indépendantcs. Aiusi, pour que Ia
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correspondance soit univoque, il est nécessaire que .l, ne change pas de
signe dans Ia portion AI du plan (u, 1». Supposons, en effet, que ~ soit nul
tout le long d'une courbe ''(1) séparant Ia région de AI ouâ est positif de

• Ia région ou à est négatif; Prenonsun petit are m.o". de "(, et une région
três petite de A, renfermant Pare m, "'; elle se déconipose en deux
régions af et a'. ayant mf 1&. pour ligne de séparation (fig. 20).

Fig. 10.

Lorsque le point (u, 1» décrit I'aire ai, oü à est positif, Iepoint (x, y)
décrit une aire a, de contour mnpm, et les deux contours ml n,pl ml,
mnpm sont parcourus en même temps dans Ie sens direct, Lorsque le
point (li, 1» décrit Paire '«to ou A est oégatif, le point (x, y) décrit une
aire a', dont le contou r 'nmqr doit être décrit dans [e sens inverse,
lorsque /t. m. qt nl est décrit dans le seus direct. Ceúe aire d doit done ,
recouvrir en partie l'aire préeédente a; à tout point (x, y) de Ia partíe
commune nrm correspondent deux points (u, 1» de part et .d'autre de Ia
ligne mlllt. '

Posons, par exemple, ,,=x, Y=y~; on a à=2y.,Sile point(x,y)
décrit une aire fermée renfermant un segment ab de I'axe des x, on voit
sans peine que le point (X, Y) décrit denx aires situées au-dessus de l'ase
des X, et terminées Pune et l'autre à un même segment AB de cette axe,
Une feuille de papier repliee sur elle-même suivant une ligne droite
tracée dans cette feuille donne une idée nette de Ia surface décrite par le
point (X, V). ' ,

li ne suffit pas que A conserve Ie inême signe dans A'I pour que Ia eor-
respondance soit univoque. Prenons, par exemple, X = x!~ r'. Y •••2xy;
le jacebien A = 4(x'+ y') est toujours positif. Or, les formules préeé-
dentes peuvent s'écrire, en désignant par (r, 8), (R, ú1) les coordonnées '
poJaires des deux points (x, y), (X, Y) respectivement, R = r', Ul = 28.

Cela posé, faisons varier ,. de a à b ( a' < b) et li de o à 1r + :x (~ étant

compris. entre o et :'). Le point (R, eo ) dé~rit Ia couronne circulaire com-2 '
prise entre les deux cercIes de rayons a2 et b2• Mais à' toute valeur de'
I'angle w compris entre o et 2CZ correspondent deux vaieurs de 6, l'une ,81

comprise entre o et Cl, I'autre entre 7t:, et 7t: + Cl. On peut encare se repré-
senter I'aire décrite par le p~int, (X, Y) au moyen d'une eouronae cireu-,
laire en papier qui se recouvrirait partiellement. '
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118. - Changement de variables : premiêre méthode. - Conser-

vons les hypothêses faites plus haut sur les régions A et Ai, et
les formules (16), et soit F(x, y) une fonction continue dans Ia
région A. Décomposons Ia région Ai en régions plus petites (x"
01:2, •.. , 01:" d'une façon arbitraire; il y correspond une division de
Ia région A en régions plus petites ai, a2' ... , a". Soient Wi et 17j

les aires des deux régions correspondantes ai et 01:,; on a, d'aprês
Ia formule (17'),

U" ~'i'étarit les coordonnées d'un point de Ia reglOn IXj. A ee
point (Ui, Vi) correspond un point Xi=f( ui, Vi), ri= 'P( Ui, Vi)
de Ia région ai. En posant cIJ.(u, v)=F(f(u, V), ~(u, v)J, nous
pouvons done écrire

en passant à Ia limite, nous obtenons l'égalité

JJ' F(x,y)dcd:r= fI FLl(u, v), q;(u, v)ll~~f, ~~Ir/II't. ..
(A) . JJ(A,) I ) U, I

Done, pour ejjectuer u.n changement de oariables dans une
intégrale double, on doit remplacer x et y par leurs vnleurs
en fonction des nouvelles »ariables u, v, et le produit d» d)"
par I t11 du do, Quant nu nouveau ehamp d'iiitégration, nous
avons expliqué comment ou lc determine.

Pour trouverentre quelles limites doivent être effectuées les
intégrations qui donnent Ia valeur de Ia nouvelle inlégrale double.
il est en général inutile de tracer Ie contour CI du nouveau ehamp
d'intégration AI' Considérons, en effet , u et v comme 11n systême
de coorclonnées curvilignes; lorsque, dans les formules (I ti), 011

attribue à I'une dos variables u, V une valem' constante, et qu'on
fait varier l'autre, on obtient deux familles de courbes u = const.,
v = const. D'aprês les hypothêses faites SUl' Ics formules (16), par
chaque point de Ia région A il passe une courbe et une' seule de

•ehacune 'dos deux familles. Supposons, pour fixer les idées, qu'uue
courbe V = const, rencontre le contour C en deux points seule-
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ment Ml' M2 correspondnnt aux valeurs Ul, U2 de u (u, < U2) et
que toutes les courbes (v) rencontrant Ie contour G sont eomprises
entre Ies deux courhes ~.= a, v= b (a < b) (fig. 2). Alors, si

Fig. '1.

1'0n integre d'abord par rapport à u, v restant constant, on doit
faire varier u de Ul à U2 (Ul et U2 sont en généraJ des fonctions de v)
et intégrer ensuíte le résultat entre les limites a et b,

L'intégrale double cberchée a done pour expression

16 j"Sdo FI/(u, v), cr(u, v)] 1 Â I du dv .
a ' lIt

Un ehangement de variables revient au fond à décomposer le
charnp d'intégration eu régions infiniment petítes par les deux
systérnes de courbes (u) et (v). Soit w l'aire du quadrilatêre CUl'-

vilighe limité par Ies courbes (u), (u+du), (v), (v+dç), ou
du et do sont positifs ; à ce quadr ilatêre correspond, sur le pIan
(rr:, 1-'), un rectangle de côtés du et dv, On fi done, d'aprés Ia for-
mule (17'), w =l .1(1;,1)) Idu du, ~élanl compris entre u et U + du,
1) entre I' et I-' + de, L'expression IA( u, 1-') I du do s'appelle Yélé-
ment d' aire dans le systêrne de coordonnées (u, 1'). La vaIeur
exacte de (.<l est w = 11 A( u, 1-') I + ê Idu dv, s étant inflniment petit
en mêrne temps que du et do, Mais, quaud on cherche Ia limite
de Ia somme l:F(x, y)w, on peut négIiger s ; en eflet, A(u, v)
étanl une fonction continue, on peUl supposer Ias courbes (u)
et (I-') assez rapprochées pour que tous les e soient moindres en
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valeur absolue que tout nombre positif donné et, par conséquent ,
pour -que iasomme lF(x, y)e du do soit elle-même plus petite
en valeur absolue que tout nombre positif.

119. Exemples : 1° (;oordonnées polaires, ~ Supposons qu'on
passe des coordonnées rectangulaires aux coordonnées polaires.
On a X = p cosw,y = P sin o, et l'on ~btient tous Ies points du'
plan en faisant varier P de zéro à+ GO, et w de zéro à 27f.· On
trouve ~ = p, de sorte que l'élément d'aire est p dw dp, comme Ia
Géométrie le montre sans peine. Supposons d'abord qu'il s'agisse
d'évaluer une intégrale double dans Ia portion du plan Iimité par
un arc AB qui n'est rencontré qu'en un point par une derni-droite
issue de I'origine, et par Ies deux droites OA, OB faisant avec Ox
des angles Wl, W2' Soi-t R = cp( w) l'équation de I'arc AB; w étant

. -
compris entre WI et 'W2, p peut varier de zéro à R, et l'intégrale
dou ble de f( x, y) a pour valeu rr [Rdto) f( P COS U), ~ sin «i) P dp.

(dt •. /I

Si I'arc AB forme une courbe fermée comprenant l'origioe à
son intérieur , on prendra WI = o, W2 == 27f: Tout champ d'inté-
gration peut être décomposé en plusieurs régio~s telles que Ia pré-
cédente. Supposons, par exemple, que le contour C soit une courbe
fermée convexe laissant I'origine à l'extérieur. Soient OA et OR
les tangentes menées par l'origine à ce contour, RI=/I(W),
R2=b(w), les équations des deux ares de courbe ANB, AMB.
Pour une valeur donnée de W~ comprise entre WI et W~, p peul
varier de RI à R2' et 1'0n a pOUl' valeur de l'intégrale double. rw~ [R,

dw /ü COStU, p sinw)p dp .
•.. ,,). '" U,

2U Coordonnees elliptiques, - Considérons tine feuilIe de coni-
ques homofocale-
(19 )

oil i. désigne un paraiuétro arhitraire. Par tout puin t du plan passelll
deux coniques de ceue espéce, une ellipse ct une hyperbole , car
I'óquation (lq) a, quels que so ient z. e tj-, une rncine ), supér ieu r»
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à c2, et une racine positiveu, inférieure à c~. De larelation (I!)) er
de ia relation analogue, ou 1est remplacé par fL, on tire

VfP...c=-,
c

pour éviter toute arabiguíté, D()'Il'S ne eonsidérons que Ia régiondu '
plan des xy située 'dans l'aagle xOy. Cette pégion correspond,
point par point, d'une Iaçon univoque, à Ia région du plan (Ã, fL)
Iimitée par les droites '

Lorsque I~ point (1, fL) décrit le contour de cette région dans Ie
sens indiqué . par les flechas, les formules (20) montrent que le

Fig. 22.

point (x, y) décrit les deux axes Ox, Oy dans Ie sens indiqué par
les fléches, La correspondance est -donc invense ; c'est. ce qu'on
vérifie en calculant ~,

I}(x, .Y) I ). - fL

~= DO·, f-l) =- 4 vÀf-l(),-C2)(C2-:J.)·

120. Changement de variables : deuxíeme méthode - Nous
allons établir Ia' formule générale (18) par une nutre méthode, qui
s'appuie uniquement sur Ia façon même dont on. calcule une inté-
grate double. Nous vconservons , bien enteudu, les hypothéses
faítes au début sur Ia correspondance entre les points des deux
région A, At. Observons d'abord que, si Ia formule est vraie
pour deux transformations particuliéres,

a:=f(u, 1'), u =ji(u', 1"),
y = ~(lt, v), ,,= Y1(U'. p'),

eBe est vraie pour Ia transformation obtenue en .les effectuant SQC-'

cessivement ; cela résulte dela propriété connue des déterminants
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fonctiunnels (n? 52)

J)(:L', yl
1I(1t', v')

!.l1.L Y I )j (/t. ")
D(u. r) P(u', ,.')

De même , si Ia formule est vraie pour plusieurs régions distinctcs
A, B. C, ... , L, auxquelles correspondent des régions AI, Bt,
C., .... LI' elle est vraie aussi pour la région '\+B+C+ ... +L.
Enfin, la formule esL vraie si Ie changement de variables se róduit
II une transformatiou de coordonnécs

.:1"= .1"n+ .1/f'US::l - Y-'i)ln::L y = y.,+ ,r';;,ill::< + y'l"OS::';

on a .1 = I, eL Ies dellx intégrales sont égalcs

J( Fix, fi d» dy

rr F( x,,+ ,r'"">,, -- y si n z . y,,+ :r' "ill a. + ,'"••,,,) rI.!' dy'.
JJ(A'

d'aprés Ia définition mêrne des intégrales doubles.
Cela posé, nous allons d'abord dérnontrer Ia formule pOlir Ia

transformarion particuliêre

•.21,'

qui fuil correspondre à Ia région .\ une région A' comprise entre
Ies .rnêmcs paralleles à Ox,)' = Xo, y =:.0 y I' NOlIs supposons qu'à
tout poiut de\ ne correspond qu'un point de A' et inversement.

Fir;...d.

~,C,

I "-. .Mt

: ;~,,:
filO .L,I',

/c'

o .P

Si une paralléle à Ox ne rcncontrc Ie contour C de ,\ <lu'eu deux
points , il ,'U seru de même du contour (;' de A'. AIIX deur points 111"

et 11I1: d'ordonnéc y du conrour C correspoudr-nt rleu x point- 11/'"



11. - CHANGEMENTS DE VARIJ.BLES. 313

et m', du contour C'. :\1ais il peut se présenter deux cas suivant
que Ia correspond:mce est directe ou inverse, Pour distinguer les

deus cas, remarquons que, si :::' est positif, a: croit avec x', les

points mo et ml' m'; et m', sont disposés comme Ia figure 23 l'jn-

dique, et Ia correspondance est directe. Au contraire, si ;;, était

négatif, Ia correspondance serait inverse.
Prenons le premier cas, et soient ZO, XI, x'o, X', les abscisses

des points mo, m" m~, m't' On a, en appliquant la formule du'
changement de variable dans une intégrale simple,

1~ 1~ .~F (.'t', y) d» = F ['f'(x', y'), y'] dx' dai':
;('0 :1':~1

y etr' étant considérés comme constants, et , par 'sllite,

JY' r f"" 1"'" ), dy " F(x,y)dx=, ,,,-v', F[,!,(x',y'),y']~~~d/.
,'ti ,I" ','41 ,tu

Mais le jacobien se réduit ici à ::' et Ia formule précédente peut

s'écrire

jj' F(x, y) da:dy =1 F[ ,?(x', y'), y'116.1 dx' di';
'A) IA')

La formule se démontre de Ia même façon si )d?, cst négatif et
lX

s'étend évidemment à une région limitée par un contour de forme
quelconque.

On étahlira tout pareillement qu'en posant

(:.n) x=x') y = 'f(x', y').

on a Ia Iorm ule

j[ F(x, y,' d» dy =1 Ff x', <j.(x', y')l \..'.1 da:' dy',
~) :~

Ic nouveau champ d'mtégration A' correspondant point par poiut
à Ia région A.

(lonsidérons maintenant les formules générales de trausfor-
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mation

y =f~(x" y.),

et, pour plus de clarté, désignons par (x, y), (x., y.) les coor-
données de deux points cerrespoudants m, M., par l'apport à un
même systéme d'axes. -Soient A, AlIes régions correspondantes
limitées par les contours C, C •. Si aux deux points m, Mt, on
associe un point m' de coordonnées x' -:- x.; y' =y, ce point m'
décrit une région auxilia ire A', et nous supposeronsd'abord qu'elle
correspond point par point ri ehaeune des régions A, At. Entre Ies
Sl1 coordonnées x, y, X., y., 3f. r, on ales quatre relations

x=.!(X',.r1), y=ft(Xl,y,), x'=x" y'=YI;

on en tire d'abord

r' =fl(X" y,),

ce .qui définit une transformation de Ia forme (22).' De Ia rela-
tion .'1"=--=/. (x'YI) on tire ensuitc y. = 1t(x', y') et, par suitc,

(25) a: =/(x',11) = If'(x', y'), Y =y'.

La transformation considéréo (23) résulte donc des deux transfor-
mations particuliéres (24) et (25), auxquelles s'applique Ia for-
mule générale. EUe s'applique done aussi à Ia transformation (23)
elle-même.

Remarque. - Nous avons supposé que Ia région décrite par le
point m' corrcspondait poini par point à chacune des aires A, A •.
On peut toujours SUppOSeI' qn'il en est ainsi. En eflet, eonsidérons
les courbes de Ia région AI qui correspondent aux droites de A
pnrallêlos à Ox. Si ces courbes ne sont rencontrées qu'en un point
par une pnralléle à Ox, il est ela ir qu'à un point m de A ne corres-
pondra qu'un point m' de A'. 11suftira donc de partager l'aire AI
en régions assez pctitcs pour que, dans chacunc d'elles, Ia eondition
soit satisfaite. Si ccs cóurhes étaient des parallêles à Oy, on com-
mencerait paI' efl'ectuer SUl' (x;, ,Yl) une transformatiou de coor-
données.

121. Volumes. -- De mérne que Ia notion intuitive de Palre
d'une conrbe plane conduit à Ia notiorr analytique d'intégrale
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dófinie (n'" 66 à 68), de même l'expression analytique que DOUS

avons prise polir définition d'une intégrale double peurrait se
déduire de Ia notion intuitive du volume limite par un cylindrc,
un plan perpendiculaire aux génératrices et une portion de surface
quelconque. Laissant de côté cette extension bien facile du raison-
nement employé plus haut (nO67), nous allons inversement
donner une définition purement analytique du volume limité par
une surface fermée. SOil 2 une surface fermée, qui décompose
l'espace en deu» dornaines distincts, un domaine intérieur D,
et un domaine eaitérieur D'; deu x points d'un même domaine
peuvent toujours être joints par une ligne polygonale qui ne tra-
verse pas Ia surface 2, tandis que toute ligne polygonale joignant
deus points de deux doma ines diffórents a. ao moias un point
commun avec I.

Pour definir le volume d'un pareil domaine, nous suivrons exac-
tement Ia même marche que pour définir l'aire d'une courbe plane.
Appelons domaine polyédral tout domaine borné dont Ia fron-
tiêre est constituée par un nombre fini de domaines polygonaux
plans, qu'on appelIe ses faces. Tout domaine polyédral peul s'ob-
tenir par Ia réunion d'un nombre fini de polyédres convexes, et son
volume a été défini en Géométrie élémentaire. Cela posé, soient P
et ~ deux domaines polyédraux, le prem:ter contenant D, le second
contenu dans D, Vp et V; leurs volumes respectifs. On a tou-
jours Vp> Yp, et par suite les nombres Vp ont une borne infé-
rieure V, tandis que les nombres Vp ont une borne supérieure VI;
de plus, on a V' ~V. Lorsque V' = V, on dit que le domaine Da
on volume déterminé, et 1'on prend le nombre V pour mesure de
ce volume. Les propositions suivantes se dérnontrent comme dans
le cas desaires planes (n os 77 et 78) :

I

POUI' que le domaine D ait un volume, il fnut et il su iiit
que, quel que soit le nombre positif e, on puisse trouver deu»
domaines polyédrau,.c P et p, i'un contenant D, l'autre con-
tenu dans D, leis que la différence Vp - VI' soit inférieure à é.

Si un domaine D peut se décomposer en plusieurs domaines
Di, D2) •.• , D", dont les/.)olumes sont respectioement \' I,

V2, ... , Vn, le domaine D admet un volume

v = V1+ Vi-+- ..• + Vn•
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Si l'on divise l'espace en cubes de cõté pau moyen de platis
parallêles à trois plans rectangulaires et équidistants, Ia somme
des volumes des cubes intérieurs à D a pour limite le volume V,
lorsque le côté p tend vers zéro, tandis que la somme des
volumes des cubes qui ont un ou plusieurs points communs
avec lu frontiere de D tend »ers zéro, I

Prenons d'abord un domaioe D limite par un cyliodre dont Ia
sectioo droite est une courbe plane fermée C sans point double,
par un plan Q perpeodiculaire aUI géoératrices du cyliodre et par
une portion de surface S, intérieure au cylindre, q.ue touteparal-
lêle aux génératrices du cylindre rencontre en un. poiot et eo un
seul. Ayar.t pris le plan Q pour plan das :.r:y, une paralléle aux
géoératrices du cylindre pour axe des a, soit z =/(x, y) l'équa-
tio o de Ia surface S; f (x, y) est une foncLion continue à l'intérieur
du domaine plan d iutérieur à Ia courhe C, section droite du
cj lindre par le plan z = o. Nous supposerons de plus que 1'00 a
f(x, y)~o. Cela étant, effectuons un carrelage du plao des x)"
nu moyeo de parallêles aux axes équidistantes de p, puis formons
deux domaines polyédraux P et p de Ia façon suivante, SUl' chaqu«
car ré mixte du plan xy plaçons un prisme droit a:yaot pOUl'
base ce carré et pour hauteur Ia borne supérieure M de f (x, y);
SUl' chaque carré intérieur à C plaçons de même un prisme droit
ayant pour base ce carré et pOUl' hauteur Ia borne supérieure M;
de /(x, y) dans le carré, II est clair que cet ensemble de prismes
forme un domaine polyédral P qui conti.ent D. SUl' chaque carré
intérieur-, plaçons de même un prisme droit ayanl pOUI' base ce
em-ré et pour hauteur Ia borne inférieure m, de 1(x, y) dans le
méme carré , L'ensemble de ces nouveaux prismes forme un domaine
polyédral p contenu dans D. La dilférence VI' - VI' des volumes de
ces deux domaines polyédraux est inférieure à M Ti +.'\ w, Tj étant
Ia somme des aires des carrés mixtes, A l'aire du domaine d, w Ia
horne supérieure de l'oscillation de I(x. y) dans un carré de
côté P: Or, 00 peul prendre p assez petit pour que chacun des pru-
duits M Y/, Aw soit inférieur iJ. to li t nombre donné s . Le domaine I}
a donc un volume déterminé.

Ce volume est {'g;ll à I"iutégralc doublc

V = rI' [tr ,y) d» «r.n;
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car, quel que soit p, le volume V p est supérieur àcette intégrale
double, tandis que le volume Vp Iui estinférieur ,

Un dornaine Iimité par une surface fermée qui n'est rencontrée
qu'en deux points pai' une paralléle à O z peul être considéré
com me Ia différence entre deux domainos tels que le précédent.
Le volume sera donc égal à la différence de deux intégrales doubles.
Enfin, tout domaine limité par une surface fermée quelconque, qui
n'est rencontrée qu'en un.nombre jini de points par une paralléle
à 9z, se décornpose en un certain nombre de domaines dont Ia
frontiêre n'est rencontrée qu'en deux points par une paralléle à O z.
Le volume de ce domaine s'exprimera donc par une somme aIgé-
brique d'intégrales doubles.

122. Calcu! des volumes. - Considérons, comme tout à l'heure,
une portion de l'espace limitée par une surface S située au-dessus
du plan xOy, ce plan lui-même et un cyIindre ayant ses généra-
trices paralléles à Oz; nous supposerons que Ia section par le
plan z = ú est un contour teI que celui de Ia figure 18, formé de
deux paralléles à l'axe Oy et de deux ares de courbe Am. B, A' m2B'.
Si z =f(x. y) est l'équation de Ia surface S, le volume ainsi limité
a pour expresslOn

b )'
V =I dx J. 'f(x, J') dy .

. 1

i:Mais l'intégrale .h f(x, y) dy représente Paire c:l de Ia section

faite dans ce volu me par un plan parallêle au plan des y.z, et ia
formule précédente peut s'écrire

ú
V =f t1 d.1'.

a

01', un volume limitá d'une façon quelconque est égal.à Ia somme
algébrique 'd'un certain nombre de volumes limités eomme le pré-
cédent. Par exemple, pour évaluer Ie volume limité par une surface
fermée convexe, cn peut circonscrire à cette surface un eylindre
ayaut ses génératriccs paralléles à Oe, et l'on aura à calculer Ia
diflérence de deux volumes teIs que Ie premier, La formule (26)
s 'applique done à tout voiume compris: entre deux plans paral-
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leias x z::'a, X:= b( a <h), et une surface de forme quelconque;
d désignant .l'aire de Ia section faite dans ce volume par un plan
parallêle aux ptemiers. SupposonsI'intervalle (a, b) déeomposé
eu intervalles plus petits par des nomhres croissants a, Xf I x~~... ,
$n-l" b, et soient do, dI,; ~, . , di, ... les Rires des sections corres-, 6 .
pondant aux plans x = a, x = XI' ..•• L' intégl'ale définie r ddx

• a
est Ia limite de ln somme

dont Ia signification géométrique est évidente, cal' di-1 (Xi - ;1;;-1 ),

par exemple, représente le volume d'une tranche cylindrique ayant
pour base Ia sectionfaite par Ie plan x ='$i-4, et pour hauteur Ia
distance desqeux pIans voisins. Le volume cherché est donc lá
limite d'une somme de tranches cylindriques infiniment miuces,
définies comme Ia précédente; ce qui est bien conforme à Ia notion
vulgaire du volume.

Si l'on connait l'expression de l'aire L't eu fonction de x, le
volume cherché s'obtient par une seule quadrature. Supposons, par
exemple, qu'on veuille avoir IevoIume compris entre une surfaee
de révolution et deux plans perpendiculaires à rue. Cetaxe étant
ptis' pour axe des x, soit z =/(x) l'équation de Ia méridienne
dans le pIan des x-z; Ia section par un pIan paralléle au pIan
des y-z est un cercle de rayon I( x) et le volume cherché a pour

16 -
expression 7t [I (x) P da:

, tJ

Cherchons encere le volume de l' ellipsorde

eompris entre les deux plans x = xu, x = X. La section par
un plan paralléle à x = o est une ellipse dont ,ie5 .demi-axes

sont égallx à b \/ I - '~:, c' / 1- ,-c:; 00 a done pour le volume'
. a= V 11-

cherché

fx '(' "'2), ( X;I~X")V= ,::hc 1---- dx="bc X-x,,--"-_o •
~ 3~

.)""* .
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Pour avoir 'le volume total, il suffira de prendre Xo = - a, X = a,

ce qui donne ~ TI abc .

12a. Volume limité par une surtace réglée. - Lorsque Paire d est
une fonction entiére et du second degré de x, le volume s'exprime três
simplement au moyen des aires B, B', b des deux sections extrêmes et de
Ia seetion moyenne, et de Ia distanee h des deux seetions extrêmes. Si I'on
prend le plan de Ia section rnoyenne pour plan des yz, on a

d'autre part, on a

h= 2a, B = la2+ 2ma + n, B' = la!- uma + n,ú = 11,

et I'onen tire fi = b, a =~, 21al= B+ B'- »b, ce qui conduit à Ia for-, 2
mule

h
V=6[B+B'+4bj.

Cette formule s'applique en particulier au volume limité par deux pians
parallêles et une surfaee réglée quelcoaque. Soient, en eãet, y = aai +p,
..z== bx + q les équations d'une dmite mobjJe ou a, b, P» q sont des fone-
tions continues d'un parametre variable, qui reviennent à leurs valeurs
initiales lorsque t eroit de to à T. Cette droite décrit une surface réglée, et
I'aire de Ia section Caiu dans cette surfaee par unplan parallêle au
plan ,7: = o a pOlir expression (nv 9'2)

'. Têt=j (ax+p)(b'x+q')dt,
t -

a', b, r', q' étant les dérivées de a, b, p, q par rapport à t; ees dérivées
peuvent être discontinues pour ua nombre fini de valeurs de t entre to
et 1" ce qui arrivera si Ia surface réglée se eompose de plusieurs morce!,ux
de surfaces distinctes. ~ous pOllvons encore écrire

T T T
d = ,1'· .1' al)' dr + :1:!(aq -t- pl,') dI +.r pq' (/r,

", ., 'I'
e1 les inrégrales qui figurenl dans le second membre sont évidemment indé-
pendantes de ;l:. J.a formule (27) est done applicable au volume cherché : ,
011 peut remarquer qu'elle donne Ia plupart des volumes que I'on calcule
en Géométrte élémentaire.
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12~. Aire d'une surface courbe. - Une surface est déíiuie ana-
lvtiquement comme il suit. Soientf(u, 1'), ep(u, v), l\I(u, v) trois
fonctions continues des deux variables u, (" lorsque le point de
coordonnées Çu, 1') reste dans un domaine R du plan, limitô
par ün contour fermé L. Le lieu des points de I'espace donl
les coordonnées rectangulaires sont x = f( u, v), y = <:p(u, v),
:;= Hu, v), lorsque le point (u,' v) décrit Ia région R, est une
surface S, et lã courbe r, qui correspond à Ia courbe L du
plan (u, (.!), est le contour de cette surface. Nous dirons que Ia
surface S est réguliêre lorsqu'on peut choisir les paramétres u
et (.! de façon à satisfaire aux conditions suivantes : 10 Ia 5U1'-

face S et Ia région R du plan (u, v) se correspondent point par
point d'une façon univoque ainsi· que les contours r et L;
:,"" Ies fonctions f, ep, 1\1 admettent des dérivées partielles du
premier ordre continues dans H et sur L; 3u les trois jacobiens
D(x, y), D(y, z), D( z, x) ne s'annulent eu même temps pOUl'n(«, v). D (u, v) D (/t, v) .
aucun point de R ou de L. Nous ne considérerons d'abord que
des surfaces régulie.res ou se composant d'un nombre fini de por-
dons de surfaces réguliéres.

En un point M d'une façon réguliêre, correspondant au
point (u, 1') de R, cette surface admet un plan tangent qui a pour
équation (nO 61)

A(X- .z ) + B(Y - y) + C(Z -z) = 0,
oú

\._ D()', .e )
J _---,' D (u, v)

B= D(z,x),
D(u, v)

(' _ D(x,)").
,- D(u, v)'

les cosinus directeurs de Ia normale ont pour expressions

±A
;.<= ,

\/A2+B2+C2

le signe étant Ie même dans Ies trois formules. Ce double signe
correspond aux deux directions opposées que l'on peut prendre
SUl' Ia normale. Si, par exemple, on veut avoir les cosinus de Ia
direction qui fait un angle aigu avec O.e, on prendra le signe
de C.

Si l'onremplace u et (.! par des fonctions d'un paramétre t, le
point (x, y, .s) décrit sur S une courbe, et le carré de I'élérnent
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liuéaire de ceue courbe, obtenu en élevant au carré les expressions
de dx, dy, ds, et les ajoutant, est donné par Ia formule

(28)

ou I' on a posé

E = S (J.c)\
. dll

le sigue S indiquant qu'iI faut rernplacer x par y, puis par z , et
faire Ia somrne. Ces fonctions E, F, G jouent un rôle important
dans l'étude des surfaces; si j, (f', tf sont des fonctions réeIles,
comme nous le supposons, il est ela ir que E, G, EG - F2 sont
positifs.

Les coefficients A, B, C dépendent uon seulement rdu point
considéré SUl' Ia surface , mais aussi des axes de coordonnées,
tandis que E, F, G no dépendent pas du choix des axes de coor-
données, mais seulement de Ia surface S et des variables u et v que
I'on a prises. Cela est évideut, d'aprês Ia signification géométrique
da ces coefficients ; Ia vérification est d'ailleurs immédiate au
llloJen des formules de transformations de coordonnées, l\Iais ces
six fonctions sont liées par une relation importante

que I'on déduit de I'identité de Lagrange

(al/- ba')2+ (úc'- eb')2+ (ea'- ae'r
= (a'+ b2+ c2) (a'2+ l/2+ e'~) - (aa' + bb' + ccy.

I b' b" da: dy Jz .en y remp açant a, , c, a, ,c par du' du' ... , dv respecuve-
ment.

Nous établirous encere une formule préliminaire, Soient r une
portion de R limitée par un contour fermé c, m' un point intér ieur
à r, s Ia portion de S qui correspond à r, r Ie contour de s et M le
point de s qui correspond à m. Supposons Ia région r assez petite
pour qu '1I11eparallélc à Ia uormale en M ne puisse rencoutrer s eu
plus d'un poiut. Cette surface s se projette orthogonalement sur
le plau tangenl en .M suivant nne portiou de plan s', limitée par
IIHC courbe ferrnée r', projection de y. Soient w l'aire de r et
sr I'aire de s'; nous allons d'abord chercher une exprcssion du

(;Ot.:RSAT. - I. 21
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rapport!. (cI. n" 117). Pour cela, imaginonsqu'on ait choisi le
I/)

point M pour origine des coordonnées, pour axe des z Ia normale
en M et pour axes des x et des y deux droites rectangulaires quel .•.
conques du plan tangent issues de M. Si uo," "o sont les coor-
données du poinl m dans Ie plan (u, ,,), Ie plan tangent à l'origine
étant le plan z = o, ona Ao = Bo = o, et par suite C! = Eo Go- F~,
en désignant par l'indice zéro Ia valeu r d'une fonction de u et
de " pour u = uo, ,,= "o.

L'aire ". est l'aire enveloppée par" Ia courbe y' décrite par Ie
point (x, y) dans Ie plan z = o lorsque Ie point ( u, ,,) décrit le con-
lour C; on a donc (nO 117) ".= w ] C (u', v)], u' et ,,' étant les coor-
données d'un point m' intérieur à c. Les deux fonctions ]C(Uj ,,) I
et VEG - F~ sont égales, on vient de l'observer, pour u = Uo,

"= "o ; ces fonctions étant continues, si Ia région r est três petite,
leur différence est aussi três petite pour u = u', ,,= v, et 1'on a

a = w \ V:éG' - F'! + E J,
E/, F', G' étant les valeurs de E, F, G pour Ies coordonnées u'; "
d'un poi t de r, et e étant infiniment petit en même temps que Ie~
dimensions de cette région r.

Ce nombre • tend uniformément vers zéro en même temps que Ia plus
grande dimension de Ia région r. Nous avons en efret

A"+B'! ~ A'!+8'2! "IEI= < "/A'2+B'!+C'2 <Hsint6
! v "~". ,IC' ! + \' A'2+ 8'1+ C'2 A 2+ B -+ C !

H étant Ia valeu r maximum de VEG - FI, et O I'angle des normales aux
deux points (u,,, vo), et (u', v') de S. fi suffit donc de montrer que I'angle
aigu 6 des normales en deu x points voisins M, M' de S tend uniformément
vers, zéro avec Ia distance MM/, Or on a, quel que soit le systême d'axes,

.' 2 _ (AB'-BA')2+(BC'-C8')2+(CA'-AC')2
,111 6 - (A2+ 82+ (2)(A'2+ JP+ C'I) ,

et le second membre est une fonctioncontinue des quatre variables u, v,
u', v', qui est nulle pour u'= u, "i= v. 11 tend donc uniformément vers
zéro en même temps que (u' - U)2 +(,,'- V)l (nOl 8, 1:!).

Cela posé, imaginons qu' on décompose Ia région R du plan (u, 1')
en 11 portions ri, , .. , r", Ia région ri étant Iimitée par une
courbe fermée Ci, et prenons un point quelconque m;(ui, I'i) à
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l'intérieurde ri. A cette \'égion ri et à Ia courbe c, correspondent
SUl' S une portion de surface Si et son contour /1. Soit Mi le point
de Si <fui correspond au point mi; nous supposerons qu'on a pris
lontes Ies régions ri assez petites pOUI' qu'une paralléle à Ia nor-
male au point Mi ne puisse rencontrer Si en plus d'un point (I).
La surface Si se projette SUl' le plan tangent en Mi suivant une-
portion de surface plane d'aire f7i' Lorsque le nombre tt augmente
indéfinirnent, de façon que les régions ri tendent vers zéro dans
loutes leur-s dimensions, Ia somme de ces aires planes

a, 7 ~:! -+- ... -+- 'J/t = ~l

tend vers une limite qui est, par déíinition, I'uire de la surface S,
Nous avons en efl'et, d'aprês ce qu'on vient d'établir,

!..l- .tw;{ ~ Ej Gj - F? + .tI,

Wi étant l'aire de ri, u;, v; les coordonnées d'un point de ri, e, un
infiniment petit. La somme IW;êi tend vers zéro, puisque êi tend
uniformémcnt vers zéro , et par suite º a. pOUl' limite l'intégrale
doubIe

c\ = ir vEG - F2 dudv .
~U{R)

Telle est l'expression de l'aire de Ia surface S (2).

125. Élément de surface. - L'expression v'EG - F~ da dv est-
l'élémenl d'aire de Ia surface S dans le systêrne de coordon-
nées (u, v). L'aire de Ia petite portion de surface comprise entre

(I) Ce poi nt peut étre démontré rigoureusement (Bulletil~ de III Société
mathématique, t. XXXVIII, 1910, p. 13C\). On évite toute dífficulté en appelant

aire de Ia projectioti de s Ia valcur absolue de I'intégrale! J' da: prise le 101lg
lI.: 'fi (cf. li' 93).

1') Cettc "délinition revieut. au fond, à rernplacer un morceau infiniment pet it
de Ia surfa-:c S par un morccau infiuiment pet it du plau tangent ':1\ uu point de
ce morceau. 11 semhlerait plus naturcl d'adopler une défini tiou analogue à celle
de Ia I"n;:eur <!'un are de courbe, c'est-à-dire de définir I'aire de S cumme Ia
limite d» I'air,: .I'ulle surfare polyédrale iu scr ite dont le nombr-e des faces aug-
Illellte indéfiniment, IaIongueur max imuui des aré tes tendant vcrs zéro. 011 doit
,\ M. Schwarz UII e xemple simple qui met bien eu évi deu.:e un íait d'apparence
parado xale : l'ai re de •.ett e surfac« polydrale ne t eud pas vers une limite si 1'011
n'aj'Hltl' pas quelque aut re cun d it ion t coir I'Exerrire 1'1 de Ia p,,;:e ~~~).
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les .courhes (u), (u + du), (v), (v + dv) a pour valeur exacte
Ú/EG - F1+ e) du dv; s étant infiniment petit en même temps
que duet do; et 1'0n voit comm~ plus haut qu'on peut négliger Ie
terme ê du do, Quelques oonsidérations de Géométrie infinitési-.
male permettent de retrouver aisément Ia valeur de I'élément d'aire.
En efíet, si nous assimilons Ia portion de surface considérée à un
parallélogramme situé dans le plan tangent à S au point (u, v),
I'aire sera égale au produit des longueurs des deux côtés paI' le
sinus de I'angle des deux courhes (ú) et (v). Si l'on confond de
même l'accroiss.ement de l'arc avec Ia di.fférentielle ds, les lon-

gueurs des côtés seront, d'aprês Ia formule (28), VEdu, v'G dv ,
eu supposant du et dI' positifs. Quant à l'angle a: des deux courhes,
Ies paramétres directeurs des tangentes à ces courbes sont respec-
• ô» dy dZ ' d» dy dz. dtwement :;- , T" T' et :;-, T', ::;-,on a onc

uU uU uU uV uV uP .

. . VEG _F2 E J:' I duiet, par surte, SlUOC = .~. n taisant e pro uit, on retrouve
vEG

bien I'expression de I'élérnent d'aire. On peut remarquer sur Ia
formule qui donne cos«, que Ie coefficient F est nul lorsque les
deus familles de courbes (u) et (v) forment un réseau orthogonal,
et dans ce cas seulement.

Lorsque Ia surface S se réduit à un plan, on retrouve Ia valeur
obtenue plus haut (nO H8). Eneffet, si l'on suppose ~(u, v) =0,
on a

E = (dX)2 + (dy)\ou du l .
da: d.c dv dj'

F=--+-'---,. du. do âu dv (dX)2 (dy)2G= - + - ,di' , rJp

et Ia rêgle pour forrner le carré d'un déterrninant dorme

vEG - P se réduit donc à 1111.
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Eaiemples, - 10 Soit à' trouver l'aire d'une portion de surface
représentée. par l'équation s ·'-f(x, y), qui se projette sur Ie
pIan XO~l' suivant une région R ou Ia fonction f(;, y) et ses

dérivées p = % et q = Z sont continues. En. prenant x et r pour

variables indépendantes, on a E = I + p2, F =pq, G = (+ q~,
et I'aire cherchée est l'intégrale double

(30) 1 1dxdy<:1.:= ,lI + p2+ q2 da;dy = --.-'
(R) (R) cos (

~. désignant l'angle aigu que fait avec O z Ia normale à Ia surface.
20 Soit à calculer l'aíre d'une portion de surface de révolution

comprise entre deux paralléles. Prenons pour axe des z I'axe de
Ia surface, et soit z' =f(x) I'équation de Ia ~éridienne dans -le
plan de." ais. Les coordonnées d'un point de Ia surface sont

:r=ecosw, y=psinw, ~"'1( p).

en prenant pour variables indépendantes les coordonnées polaíres p
et w de Ia projectionsur le plan xOy. On a ici

ds2= dp2[1 + f'2(p)J+ p2 du)',
E=I+f'2(p), F=o, G=p2.

Pour obtenir Ia portion de surface compnse entre les deu"
paralléles de rayons PI et P2 (PI < P2), il faut évidemment faíre
varier P de Pl à P2 et w de zéro à 21':.' On a donc, pour l'aire
cherchée,

(:1 =1"dp [2;; p ,/I+ /,2 (p ) dw = 2;:1P,P V I + /.'2 ( ? ) d?
PI • o PI

er I'on a une seule quadrature à effectuer. En désignant par s l'arc
de Ia méridienne , on a.

et Ia formule précédente peut s'écrirc

L'interprétation géométrique est immédiate; 21':p ds est Ia sur- •
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face latérale d'un tronc de cône qont Ie côté serait ds et dont Ia
circonférence moyenne aurait pour rayon p. En assimilant l'aire
comprisc entre deux parallêles infinimenl voisins à I'aire laté-
rale d'un trono de cône; on retrouve précisément Ia formule qui
donne d. Par exemple, l'aire de Ia caloue d'un paraboloide de
révolution, engendre par Ia rotation de Ia para bole x~= 2PZ,
comprise entre Ie sommet et Ic parallêle de ra'y0n r, a pour valeur

r [3 ]d=21t[ f';p2+p~dp=21t (r2+p2)'_p3 .
• o p 3p

126. Probleme de Viviani: - Sur un rayon OA d'une sphere de rayon R
comme diamêtre décrivons un cercle C, et proposons-nous de trouver le
volume de Ia portion de sphêre intérieure au cylindre de révolution ayant
pour section droite le cercle C. Le centre de Ia sphere étant pris pOUI'ori-
gine, le quart du volume cherché est égal à I'intégrale double

érendue au demi-cercle décrit sur OA comme diamêtre .. Si nous passom

aux coordonnées polaires p, w, l'angle w pourra varier de o a :. er p de o
2

à R cosw, et l'on a encere
1t ;;

V fi l' Rcolw fi [ 3]RCOSW
-= dw pv'R2-"-p.dp=- ~(R2_p2?Q dw
4.0 o . o 3

ou

Si l'on retranche de Ia sphêre Ia portiou intérieure au cylindre considér é

et au cylindre symétrique par rapport à Oz, Ie volume de Ia portion
restante est égal à

L'aire !l de Ia surface de ia sphêre intérieure au cylindre precedem est
donnée de même par Ia formule

º=4JV.1-t-p2+ q;dxdy:

rernpl açons p e t q par leurs valeurs _::. et _2., ~t passons aux coor-
z z
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dounées polaires, 11 vient

ou encore
!:

Q = "Ri!· (I- sinw) di» = 4R2(; -I)'

Si l'on retranche de Ia surface totale de Ia sphere Ia portion intérieure

Fig.24.

A
x

s
aux deux cylindres, I'aire de Ia partie restante est égale à

4lt R2 - 8'R?(; - I) = 8 R2.

m. - EXTENSION DE LA NOTlON D'INTÉGRALE DOUBLE.
IlWÉGRALES DE SURFACE.

'12i. Intégrales doubles dans UD champ illimité. ~Soitf(x,y)
une fonction bornée et intégrable dans toute portion du plan exté-
rieure à une c,ourbe fermée r. L'intégrale double J f(x,y) do: dy,
étendue au domaine compris entre r et une autre courbe fermée C

extérieure à r, a une valeur finie. Si cette intégrale tend vers une
limite lorsque Ia courbe C s'éloigne indéfiniment dans tous les
seus, ceue limite est par définition l'iutégrale double de/(x, J')
é teudue à Ia région du plan extérieure Í\ r. Nous disons qu'une
courbe variable C s'éloigne indéfiniment dans tous les sens si, à
partir dun certain mornent, cette courbe reste à l'extérieur d'un
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cercle de rayon R arbitraire, décrit d'un point fixe pour centre,
La condition nécessaire et suffisante pour que cette limite existe

est Ia suivante : soient C, C' deux courbes fermées queleonques
enveloppantla eourbe r, ct o (C , C') Ia différence des deux
intégrales doubles étendues aux deux domaines limités par les
courbes (r, C) et (r, C') respectivement. Ilfaut et il sujftt que
Ia diflérence o(C, O) tende »ers séro , lorsque les deux courbes
C et C' s'éloig nent indéfiniment dans tous les sens, indépen-
damment l'une de l'autre.

II est évident que eette condition est nécessaire, Elle est aussi
sulfisante. Considérons en effet une suite de courbes fermées
Cl, C2, ••• , Cn, .•• entourant r, s'enveloppant mutuellement et
s'éloignant indéfiniment, lorsque n croít indéfiniment, La diffé-
rence o(Cn'l7 C,,~) tendant vers zéro lorsque les deux nornbres
m et n augmentent indéfiniment, l'intégrale double étendue nu
domaine compris entre r 'et C" tend vers une limite 1 (nl' ;)).
Prenons maintenant une autre courbe fermée C', de forme quel-
eonque; qui s'éloigne indéfiniment dans tous les sens. Puisque ,
par hypothêse, Ia diflérence o(C', C,,) tend vers zéro, I'intégrnle
double étendue au domaine eompris entre r et C' tend aussi
vers L

Nous avons supposé, pour fixer les idées, que le domaine din-
tégration était iljimité dans tous les sens, mais il est clair que eette
hypothêse n'a rien d'indispensable. On peut, par exemple, consi-
dérer un champ d'intégration limité par. deux droites fixes. et une
eourbe variable qui s'éloigne índéfiniment dans l'angle formé par
ees deux droites. Les raisonnements qui précédent s'appliq .rent
sans modifieation.

Exemple, - Soit j(x, y) une fonction qui, à l'extérieur d'un cercle de
rayon a décrit de l'origine comme centre, est de Ia forme

\

le numérateur 4(x, y) restant compris entredeux nombres positifs li! et 1\1.
L'intégrale double étendue à Ia couronne circulaire comprise entre deux
cercles de rayon r et R, décrit.s de Porigine pour centre, a pour expression
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elle est done comprise entre les deux intégrales

fR de
27:/11 --'-,

::;.:!x-t,. ,
r de;27:M __ '_o

r r=-'2X--t.

í 'our que eette intégrale tende vers z éro lorsque r et R augmeutent
indéfiniment, il faut et iI suffit que l'on ait <X> I. Uintégralc double,
étendue au dornaiue compris entre deux courbes fermées queleonques,
tendra alors vers zéro lorsque ces deux courbes s'éloig nent indéfiniment,
car ce d~maine est compris dans une eouronne eirculaire telIe que Ia pré-
cédente, L'intégrale double de f(x, y), étendue à Ia région du pIan ext é-
rieure au cercle de rayon a, a done une valeur finie si I'on a <X> I, et
dans ce cas seulement.

De Ia condition nécessaire et suffisante obtenue plus haut, il
résulte aussitôt que l'intégrale double ir (x, y) dx dy a une

limite toutes les fois que I'intégrale J If(x, y) I dx dyen a une.
'Iais ici se préscnte une distinction importante. Lorsque Ia fone-
tion f( x, y) conserve un signe constant, si, par exemple,
elle est positive, pour reconnaitre si l'intégrale a une li-
mite, iI suffit de considérer une suíte de courbes fermées C"
C2: •• , j Cn, '" s'enveloppant mutue11ement, de telle façon
que C" s'éloignent indéfiniment lorsque n croit indéfiniment. Si
I'intégrale double tI= ./f f( x, y) dx dy, étendue à Ia région R"
cornprrse entre r et Cn, tend vers une limite I, lorsque n croit
indéfiuiment, l'intégrale I', étcnduc à Ia région R' comprise entre r
et une courbe fermée C' de forme quelconque qui s'éloigne indé-
finiment dans tous les sens , tend vers Ia même limite; En effet ,
le contour C' esl compris entre deux contours Cn., C 11I+11, qui
s'éloignont indéfiniment en même temps que C'. On a donc
I,,, <.:: I' < 1"'+11, et pai' suite I' a pour limite I.

:';i Ia Ionction f(x, y) n'a pas un signe constant, I'intégrale
double étendue à un domaine quelconque est la-diflérence de deux
intégrales doubles à élérnents positifs

JT/(.l" y) d.c tiy = .9'/1 (x,}) dx dy -.g'f~(x,y) dr ri)',

tandis que l'on a

jlf(x, y)1 dx cly =J//1(:<; y) d:c dy -t- if/!(X, y) dx dy;
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on a' .posé fi = f, si I> 0, et 11 = 0, si f < o, et de
même 12=0, si/>o, et 12=-f, si f «;», Céla étant, si

l'intégrale douLle ,U"l(x, y)1 dxdy n'a pas de limite, l'une au

moins des intégrales doubles .Ir 11 dx dy, .Ir12dx dy eroit indé-,

finiment. Si les deux intégrales augrnentent indéfiniment I'une et
l'autre, leur diíférence est indéterminée, On démontre, en effet,
en raisonnant com me poul' les séries semi-convergentes (voir plus
loin, Chap. VIII), qu'il est possihle de ehoisir une famille de courbes
variables telles que Ia limite de l'intégrale double .Ir I( x, y) da; dy
soit un nombre quelconque donné à l'avanee, en supposant Ia
fonction I bornée.

Voiei un exemple da à Cayl~y. Soit I( x, y) = sin (x2 +yt);
si nous intégrons d'abord à l'intérieur d'un earré de côté a, nous
trouvons pour l'intégrale double

[
a i"da: sin (x2 +y2) dy

, O Oa a ia a
=f sin z ? dx X1cosy2 dy + cos z'" .t» Xf ~iny2 d»,

O li O • O

Lorsque a augmente indéfiniment, les intégrales qui figurent au
second membre ont une limite (n° 88). On démontre que cette

limite est égale à!.' /~, et le second membre a pour limite :.>
2~ ~ I

Au contraire, si 1'0n intégreà lintérieur d'un eercle de rayon R,
on a pour l'intégrale double

et le second membre est indéterminé lorsque R eroit indéfi-
niment.

I':18.La fonction B (p, q). - Soit

f(x, y.)= r.X2/'--t y2'1-1 e-":'-j",

OU 1'011 suppose p > 0, q > o; cerre fonction est continue et positive dan 5

l'angle .e.O y_ Si nous intégrons -d'abordà l'intérieur d ucarré de cóté a,
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forrné par les axes et les droires a: = a, y = a., on a pour valeur de I'inté-
grale double n ia12 x2/"-1 e-x' da: X o 2y2q-l e-Y' dy ;

chacune des intégrales du second membre a une limite lorsque a augmente
indéfiniment. En elfet, si, dans I'intégrale qui définit Ia Conction I' (p) (n090),

I'(p)=i -t-

z

IP-1e-1 dt,
o .

on pose I = x~, il vient
+00

(31) r(p)= f 2X2p-1 e-X~ da .
o

L'intégrale double a donc pour limite le produit r(p)l'(q).
Intégrons maintenant à I'intérieur d'un quart de cercle limité par les

axes et le cercle xt +)'t.= Rt; nous avons pour l'intégrale double, en
coordonnées polaires,

11

R !r 2 ?Z~I'+q)-1e-'" dp xi 2COStp-l '!1 sin2Q-t cp ds .
'" (. o

l.orsque R augmente indéfiniment, I'intégrale double a donc pour limite

f(p + q) B(p, q)
en posant

~
!

B(p, q)= I 2Cost_l<psin2q-19 de ;

en écrivant que ces deux limites sont les mêmes, on a Ia relation

(33 ) l'(p) f(q)= r(p + q) B(p, q).

L'intégrale B (P, q) est I'intêgrale eulérienne de prendere espece ; 00

. peut encere Pécr ire. en posant sin!<p = t,
I

('Iqj B(p, q)= 1tq-I(I-t)p-I dto

La formule <: 33) ramene le calcul de Ia fonction B(p, q) à celui de Ia

fonction r. Si "011 y' fait, par exemple, p = q = ;.. il vient

et par suit e' r (7) = ~.::..La formule (31) donne alors
+~ l-i. e-,t:' d.r = V 1': •

P ~
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D'une façQn générale, en faisant q = I =P et supposant p compris
entre o et I, on a

r (p) r (I _ p) = B (p, I _ P ) =f 1 ( I - t) p-l ~ ;
.- o t t

on verra pius tard que cette intégrale a »our valeur ~.. ~npx

129. Intégrales de fonctions non bornées. - On définit de Ia
méme façon I'intégrale double d'une fonction/(x, y) qui devient
infinie en un point ou tout le long.d'une ligne. Pour cela, on com-
mence par enlever le point ou Ia ligne du champ dintégration eu
les entourant d'un contour três petit, ou três voisin de Ia ligne de
discontinuité, et l'on fait ensuite diminuer indéfiniment le dornaine
intérieur à cette ligne. Par exemple, lorsque, dans.Ie voisinage
d'un point (a, b), Ia fonction j'{z , y) peut s'écrire

j') of(x, y)
(x,y = [(x_a)2+(y_b)2jet'

ou Ia valeur absolue de t} (x, y) est comprise entre deux nombres
positifs m et M, l'intégrale double de / (x, y), dans une région qui
ne contient pas d'autre discontinuité que le point (a, b), a une
vaIeur finie pourvu que a soit inférieur à un, et dans ce cas seule-
ment. La démonstration est toute pareille à celle qui a été donnée
tout à l'heure (nO 127). .

Considérons encore une fonction /(-x, y) satisfaisant aux condi-
tions suivantes : J ° elle est continue dans le domaine A defini par
les conditions a~x~b, o~y<g(x), g(x) étant une fonction
continue positive entre a et b; 2° dans Ie voisinage de Ia ligne
y=g(x), elIe est de Ia forme

j-( ) 4(x, y)
«, r = [g(x)-yj'x'

a étant un exposant positif; et le numérateur restant borné , L'inté-
grale double étenclue au domaine a limité par les droites 3.: = a,
x = b et les deux courbes y = g(x) - s, Y = g(x) --I), € et -I)

étant deux infiniment petits positifs, a pour expression

Jb dxjY}4[X, g(x)- a) da
"e llCL
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et tend vers zéro pourvu que ~ soit inférieur à uno L'intégrale
double def(x, y), dans le domaine A, a donc une valeu r finie,

Quand on a reconnu que I'intégrale double d'une fonction non
bornée dans un certain domaine a une valeur déterrninée, on peu t,
pour le calcul de ceue intégrale, proceder comme dans le cas d'une
fonction bornée. Soit, par exemple , à calcule r l'intégrale double
de Ia fonction

à I'intérieur du triangle T Iimité par les droites y = o, y = x,
x = a, Ia fonction ~ étant continue dans ce domaine, et (X étant
inférieur à uno Cette intégrale est Ia limite de l'inlégrale double

a ."C-h
J'= I dxf. j(x, y)dy,

h "

lorsque h tend vers zéro. Mais 00 a
,,-It .,.f j{x, y) dy =f j(x, y) dy - ·'l(x, h),

o

'1) (x ~h) étant un infiniment petit qui tend uniformément vers
zero avec h, lorsque x est dans l'intervalle (o, a). Par suite, nous
pouvons écrire

I'=f.· adxf·"j(X, y)dy- Ia Y)(X, h)dx,
h O h

et I' a pour limite l'expression

I=fa dYj"j(X, y) da.
o ).

Ou trouverait de même pour Ll'exprsssion

La formule de Dirichlet (nO iU) est donc encore applicable.

Remarque. - Lorsque l'intégrale double d'une fonction non bornée,
qui u'a pas constamment le même signe dans un domaine R, n'a pas de
valeur déterminée dans ce domaine , '·00 peut avoir une Indétermination
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toute pareille à celle qui a déjà eté remarquée dans le cas d'un champ illi-
mité. Supposons, pour fixe r les idées, qu'on ait un point de discontinuité.
Si l'ou isole ce point au moyen d'une courbe c, I'intégrale double étendue
an champ qui reste peut avoir des limites tout iI fait ditTérentes, suivant Ia
forme de Ia courbe c. Prenons, par exernple ,

le champ d'intégration étant le rectangle R Iimit é par les droites x = 0,

x = a, y = o, y = b, a, et b étant positifs. Commençons par isoler l'ori-
gine en retranchant Ia portion intérieure au rectangle limité par les axes
et les droites I ;: E, À = E', E et t' étant deux nombres positifs três petits.
Le ehamp restam R' peut être déeomposé en trois reetangles au moyen des
droites .'t. = U, s: = E, X = a, y = o, y = <', Y = b. D'autre part, on a

d
2

( )")/(.1:,)")= dxdy Arctang;;, ,

et, en appliquant Ia formule (12) à chacun des trois reetangles successi-
vement , iI vient, aprês quelques réductions faciles,

g' b.'
ft», y) da: dy = Arc tang - - AI'c tang- •

• ,11', a E

On volt que Ia limite de cerre intégrale double varie avec Ia limite du rap-

port f, lorsque E et E' tendent vers zéro (cf: n095).

130.Équation fonctionnelle d~Abel. - L'étude d'un problême, de
Mécanique a conduit Abel li l'équation suivante :

(35) 'í'(x)=fXfe,y) dy,
o {'l'-y

Oll 9 (X) est une fonetion donnée, continue dans un iut ervalle (o, a),
a étant positif, eI /(y) Ia fonetion à dérermiuer. Si eette fonetion est
continue pour .y = o, il est clair qu'on doit avoir '1'(0) = o. C'est ee qU,e
nOU5 supposerons tout d'abor d.

Multiplions les deux membres de I'équation (35) par .~l C/. étant
vet-X

compris dans l'intervalle (o, a), et inrégrons les deux mernbres de Ia nou-
velle égalité entre les limites ° et a . lI vient
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ou, en appliquant 'Ia -formule de Diriehlet à l'intégrale double du second
membre,

j~oeCP(X)dX =1°C f(Y)dyi
OC

dx
o voe-x o r \/(oe-x)(x-y)

La premiere quadrature s'effectue immédiatement en posant

et il reste

(36) jOCrp(X)dX = ;o;focf(Y)dY.
o voc- a: o

((OC)= ~I~l"(X)dx •
• , ;o; o Voc-x

Les deux membres de Ia formule sont nuls pour oe= o; il suffira done
d'exprimer que les dérivées sont égales. La dérivée du seeond membre
est ;o;f(oe) : Ia dérivée du premier merohre, qui a été déjà calculée (n096),
a pour expression

IOCr(x) +:u ,'(x) dr
o 2OCVOC-X

ou, eomme on le vérifie immédiatement ,

I'arp'(x)da: I [ ( )./-:]11':"";"=''===- - - o x voe -.L O.
o Va.-x ~'

PaI' hypothêse, 'P(0)= o; il reste done

Si f (o) n 'est pus mil, 011 peut écrire l'équation (35) sous Ia forme équi-
. valente (n096)

f(y)- '1'(02

I
X, ./::yy

:p(x)- rp(o)= ./ . dy.
o yX-y

Le premier membre de Ia nouvelle équation s'annule pour x = 0, et il
vient , d'uprês Ia formule (37), eu y re mpla çant a. par y,

( 381 f(y)= 2 [rp(O) -T f'(X)dX].
lt vy o v'y-x

131. Intégrales de surface. -Soient S une surface réguliere. F(M.I une
fonctioo qui varie d'une maniere continue avec Ia position du point )} sur
cette surface. Les raisonnements des n0sj 1'1-112 peuvent êt re repris sans
modification en remplaçant les portions de plan par des port ions de Ia
surfuce S. hnaginons qu'o n décompose S en port ions plus pet it es s,. S2, ••• ,
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Sn, d'aires ai, a2, ... , a", et qu'on prenne à volonté un point I\('dans Si.
La somme ~ F (M/) aj tend vers une limite lorsque le nombre fi augmente
indéfiniment, de façon que les dimensions de chaque portion de surface
tendent vers zéro. Cette limite est une integr ale de surface étendue 11 Ia

surface S et 'Se représente par l\ F da. Si les coordonnées x , y, z d'un
\ .

point de S sont exprimées en fonction de deux parametres u , 'v, de façon
que S corresponde point par point à un domaine D du plan (u, v), F (M)
est une fonction continue f çu, v) des variables u, li dans ce domaine, et
I'intégrale de surface a pour expression , avec les notations du n01'24,

1ftu, v) v'EG - F2 dtc (li-.
(D)

Dans beaucoup de questions, ou inten iennent les intégrales de surface,
F(M) est une fonction linéaire des cosinus directeurs de Ia norrr-ale à Ia
surface. Nous supposerons, dans ce qui va suivr e, que cette surfuce présente
deux côtés dist incts , que si I'on peint, par exernple, un d,es córés en rouge,
I'autre en bleu, il est impossible de passeI' du cõt é rouge au cót é bleu pu I'
un chemin situé SUl' Ia surface sans franchir une des courbes qui Iimitent
cette surface (I). Regardons Ia surface S comme une .surface matér iel le
ayant une certaine épaisseur, et soient m, m' deux points infiniment voisins ,
pris sur deux côtés ditTérents. Menons au point 11/ Ia normale TIIll suiv an t

Ia direction qui ne t raverse pas Ia surface; on dit, pOUI' abrég er, que Ia
direction ainsi définie SUl' Ia surface correspond à ce cót é. La direction de lu
normale à }'autre côté de Ia, surface au point TIl' ser a opposée li Ia prerniere.
Par exemple, tout e surface S qui ne peut ét re rencontrée en plusieur-
points paI' une parallcle à O z a é\ idemment dcux cõt.és ; les directions cor-
respondantes de Ia normale font respectivement un augle aigu et un angle
obtus avec O .s : le côté sup erieur est celui pour lequel Ia normal e fait un
angle aigu avec Oz.

Cela pose, soient P(,~',y, a ), Q(.:c, y, z), R(.l.', J', z) trois fonctions
continues sur S; ", ~, "( les angles que fait a vec les axes Ia directiun de Ia
normalc co rrrespondant à un cót é déterrniné de Ia surface. Les intégrales de
'Ilrface qui int erviennent le plus souvent dnus les applicat ious sont le-
int égrales de Ia forme

1(P'COSCl + Q cos B + R COSI) da;
(SI

quaud 011 changc lc côté de Ia surface , cos«, cos ~:l,COSI' et /)<11' suite I'in-

(I) 11 est três Iacile de former une surface ue satisiaisant pas à ceu e condi-
tion, II n'y li qu'à déforrner une Ieuílle de papier rectangulaíre, telle que ABCD.
de fa~oll à coller le cóté BC SUl' le cõt é AD, le point C veuaut en A et le point n
en D.
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tégrale elle-même, changent de signe, Supposons, comme tout à l'heure,
que les coordonnées d'un point S soient exprimées en fonction de deux
parametres u, v, de façon que S corresponde point par point à u~ domaine D
du plan (u, I'); on a

(40) ,,=.,..CO_S_Cl-,- = cos ~
D(y, z) D(z, x)
D(ú, 1') D(lt, v)

±I
, ,cosy

D(x,y)
D(ú, j')

et l'intégrale précédente prend Ia forme

-+- U' [p D(y,z) Q D(z, x) R D(X,y)]d d-- D' -+- D' -+- D( ) ú 1',• \Di (u, 1') ~u, v) /t, I'

011 l'on doit prendre le signe -+- ou le signe - suivant le côté de Ia surface
auqueIl'intégrale est étendue.

Si Ia surface S se compose de plusieurs morceaux de surfaces régulieres,
ce qui a lieu par exemple s'iI y a sur cette surface des arêtes, suivant
lesquelles se croisent deux nappes de surfaces régulieres avec des plans

-tangents diatincts, l'intégrale de surface étendue à S est par définition Ia
somme des intégrales étendues à chaque portion de surface réguliêre, Nous
raisonnerons toujours en supposant que S forme une seule surface régu-
liêre, mais les propriétés établies plus loin s'appliquent aussi à ce cas plus
g'';néral, comme on [e voit aussitôt .en appliquant le raisonnement à chaque
portion réguliêre, et ajoutant les formules obtenues.

00 est conduit à des intégrales de Ia forme (39), qnand on veut généra-
liser Ia définition des intégrales curvilignes, en remplaçant une ligne paI'
une surface etune intégrale sim pie par une intégrale double. Soit

.z = :p(x, y),

l'équation d'une surface S, limitée par un contour fermé r, 'Ia fonc-
t iou qJ( x, y) étant continue à l'intérieur du domaine A du plan des xy,
limité par Ia courbe fermée C projection du contour r. Soit d'autre
part R(x" y, s) une fonction continue sur .cette surface S. L'intégrale
double ' 1R[.1', y, 9(.1', J'») da: dy

(A)

est évidennnent I'analogue d'une intégrale curviligne, et l'on pourrait
preudre cette expression pour définition d'une intégrale de surface. Mais
cett e intégrale se rameneirnmédiatement à une intégrale de surface de Ia
forllle déjà considérée, car on peut I'écrire (nO 132) .

.. erant l'angle aigu de Ia normale à S avec l'axe O z; elle est donc iden-

GOURSAT. - I. 22
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tique à une iritégrale de surface étendue au cóté supérieur de Ia surface S.
La même intégrale changée de signe représenterait de même une intégrale
de surface étendue au côté inférieur de S. En part iculier, on peut dire que

I'intégrale double ordinaire /[1dx dy représente une intézrale de sur-
• A .

face étendue au côté supérieur du plan des xy.
Cette remarque conduit 11 une notation abrégée pour I'intégrale de sur-

face (39) que I'on représen te aussi pa r

(43 ) U'·P dy dz -+- Q dz d» + R dx dy:
• (S)

en ayant soin d'indiquer le .côté de Ia surface auque] linr egr ale est.
étendue. Mai's celte notation est moins explicij e que les précéden t es (39)
et (41), auxquelles il faut. toujours revenir pour le calcul effectif de lint é-

grale.

Remarque. - Soit V le vect eur de composuntes P, Q. R. ayant pour
origine un point M (x, y, z ) de Ia surface : P cos ct -t- Q cos ~ + R cos I'
représente Ia valeur al gébrique de 'Ia projection de ce vecteur sur Ia direc-
tion positive de Ia normale en M. L'élément de' I'intégrale double (39) est
donc égal, au signe pr ês, au volume d'un cy lindre ayanr pour base un élé-
ment .da de. 5 et pour hautcur Ia projection du vecreur V qui a pour origine'
un point de cet élément SUJ' Ia normale à. S en ce poinr.

i32. Formule de ·Stokes. - Étant donné un sysrême daxes rcctangu-
laires Ox, Oy, Oz, nous conviendrons d'appeler sens direct de rotation
le sens de rot at ion de Ox vers O)' pour un observ at eur placé sur O.z , 16
pieds eu O et Ia tête SUl' Ia direction Oz. Si. par exernple, le triedre a Ia
disposition .de Ia figure ~5, laxe Ox ét a nt en avant du plan de Ia figure
pris pour Ie plan y O.z, le sens direct est le sens de rot at io n de droite à
gauche; mais le résult at que nous allons établir est indépendant de Ia dis-
position des axes.

Soit S une surface réguliere à de ux cõt és distincts. limitée par une
courbe fermée r. Ce contour r peut êt re décrit dans deux senso ditlére nts :
à chacun d'eux nous ferons correspon dre un cõr é de S d'a prés Ia converu ion
suivante. Soient AR up petit are de T'. P un point de S voisin de cet are:
menons en P lu direetion P n. de Ia normale t elle quun observnt cur ayant
les pieds en P et Ia tête SUl' Ia direction P n vai! un mobile parcourant
l'arc AB de A vers B se mouvoir 'dans le se ns di rcct de Ia ro t at ion.

Au sens de parcours précédent du cont our r nous Ierons corr espondre
le cõt éide Ia surface S pour lequella direction de Ia norma le esr Pn. Si
pai' exemple S est une port ion de surface rcprésent ee par une equation
z = 'I'(x, y), Ia Ionct ion ;p(x, y) étant continue dans le domaine lirmt é par
le contour fer m é C, projection du coutour r de S SUl' le plan des xy.
lorsque le point M décrit r de Iacon que sa projection m décri ve C da ns le
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seus direct (fig. 25), le cõté correspondant de Ia surface S est le côté supé-
rieur. .

Supposons que Ia surface S. corresponde point par point à un dómaine D
du plan (li. v) limité par une courbe fermée r. Ces variables auxi-

c m:

liaircs u . v disparaissant du résultat , nous pouvous supposer que Ie
plan (u, v) est parallêle au plan des xy et que les axes O u, O li ont Ia même
disposition que les axes Ox, Or- Lorsque le point (u, li) décrit cecontour L
dans I~ sens direct (no 92, note), le point (x, Y. .a) décrit le coniour r
dans un certain sens que nous appellerons le sens positif : à ce sens positif
de parcours de r correspond U11 côté déterminé de Ia surface, que nous
appellerons aussi le côte positif. Les cosiuus directeurs de Ia direction
correspondente de Ia normale à Ia surface sont donnés par lesformules (40),
nu I'on p,:ellr( le sig·np -+- devant v'EG - F!. 11suffit, pour le prouver, dê

I .,' D(x,y) C idé ffmontrer que cos r a e me me signe que D( . ). onsi erons, en e et , un
lL," .' .

poinr P de S et une courbe ferrnée À autour de ce point assez petite pour
que Ia port ion s de S intérieure à À ne puisse être rencontrée en plus d'un
poiut par une paralleleà O Z j cett e surf~ce s se projette sur le plan des xl'
suivant un petit elomaine ": limité par I;' courbe fermée À' projection de À.

A cette.région s .de S corresponddans le plan (u, li) un petit domaine ,
Iirn it é par une courbe fermée t.' Supposons que dans ce domaine le jaco-

bie n 1))1«,'t:, y)) soit posit if ; alors , quand le point (u, "v) décrit le cantou r t
u, v

duns Ic sens direct , te point (x, )',0) décrit aussi À' dans le sens direct , et
le point (x, y. z;) décrit ). dans le seus posit if. A ce sensposit if de par-
Cl)UI'5 ele ), corrvspoud lé côté positif de s qui est évidemrnent , d'aprês Ia
remarque de tout à I'heure , le cõté supér'ieur de s. L'angle r estdonc aigu
et .1'011 verrait de mêrrie que cet angle est obtus en tout point oi; le jaco-
bi D(x,y) O' jien esr négatif. fi 1\ donc, pOUl' .le5 cosinus directeurs ae IaD(v, v)
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normal e au côté positif de S, les formules

D(y, z) D(z, x)
cosc:tda= D(u, v)dudv, cos~da= D(u, v)dudp,

D(x,y)
cosyda= D(u, v)du-dv.

Cela posé, =L P(x, y, z) da; une intégrale curviligne prise le IOJl~

de r dans le sens positif; on peut Ia remplacer par l'intégrale curviligue

(44)

prise le long de r dans le sens direct. En appliquant à celle-ci Ia formule
de Greeu (nO H6) i! vient

(Pda;= fi' {.:!...[pdx] _~[pdX]!dUdvJr JJ(D) du. do dv du

=1 [dP D(z; x) _ tlP D('X,y)] du dI'.
. (D) OZ D(u, v) dy D(u, v)

Cette derniere intégrale double est identique, d'aprês les formules (44), à
i'intégrale de surface

j[ [dP dP] ldP dPS .dZcos~- dycOSy da= s dzdzdx- dydxdy,

étendue au côté positif de S. En permutant circulairement ai, y, .z, on a
deux formules toutes pareilles

(Q(x, y, z)dy =f[~~ da;dy- ~Q dydz,Jr .' s oa: uz,

1 l~ ~
R (x, y, z) ds = :l dy dz - T.""dz dai ;r . s uy ax

en les ajoutant à Ia premiere, on obtient Ia formule générale de Stokes

1
IrP(x, y, z)dx + Q(x, y, z) dy + R(x, r. z) dz

(45) =1 (dQ _ dP) dxdy+ (aR _ dQ) dy ds-« (dP -'- dR dz dx;
, s dso dy dy dz Jz d.c

le sens de parcours dó contour r et lecôté de Ia surface auquel J'Inrégrule
est étendue se correspondent comme on l'a expliqué.

i33. Application aux volumes. - De même que l'aire d'une courbe
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plane fermée s'exprime par une intégrale eurviligne prise le Iong de eette
eourbe, tout volume intérieur à une surfaee fermée S s'exprime par une
intégrale de surfaee. Considérons d'abord une surfaee ferrnée S qui n'est
reneontrée qu'en deux points par une parallele à Oz. Les points de eette
surfaee se projettent sur le plan des xy à I'intéríeur d'un domaine A, et
tout point de A est Ia projeetion de deux points ml .et m, de S. Soient
ZI = fi (x, y),. z, =h(x, y) les équations des deux nappes SI et S, décrites
par les points ml et m, respeetivement (fi <:"1,). te volume- est égal à Ia
différence des deux intégrales doubles

v = f[.!!(X, y) dx dy - 1.fi(~, y) dx dy,
• (A) (A)

dont Ia premiêre représente I'intégraIe de surface..o' z da: dy prise

suivant le côté supérieur de SI, tandis que Ia seconde est I'intégrale

.U z da:dy, prise suivant le eôté superieur de .SI' Leur différence est done

égale à l'intégralej z dx dy, étendue à Ia surface S tout entiêre; sui-

vant le eôté qui correspond à Ia direction extérieure de Ia normale. Par
raison de symétrie, on peut prendre pour expression du volume I'une quel-
eonque des intégrales de surface

ifl zdxdy,
(5)

fT xdydz,.11(5) 1zdxdy,
(5)

ehacune d'elles étant prise suivant le eôté extérieur, et Ia formule s'étend
à un volume limité par une surface queleonque (cf. nO92, Remarque).

EXERCICES.

i. En un point quelconque M de Ia chalnet.te définie en coordonnées rec-
tangulaíres par l'équation .

r = ~(e~+e-~),
on mene Ia tangente qu'on prolonge jusqu'à son point de reneontre T avec
l'axe Ox, puis on fait tourner Ia figure autour de cet axe. Exprimer Ia
différence des aires déerites par I'arc de ehainette AM, A étant le sommet
de Ia ehainette, et par Ia tangente MT : 1° en fonetion de I'abscisse du
point M; 2° en fonetion de l'abscisse du point T.

[LICI!NCE : Paris, 1880. )
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9. En évaluant de deux façons différentes. l'intégrale double de

(x - y)nf(y),

ét endue à l'aire du triangle formé par les droites y = xo, y = x-, x = X,
démontrer qu'on a

Ix [": lx(X - )"+1de (x - y)nf(y) dv = . Y f(y) dy .
• • II-+-'

.1.'0 ·T.'n .1·n

En déduire Ia relation

Établir de mêrne Ia formule

L(.l: x d» 1.'"x dx ... l.x x d»c- dx:

= 2.4.6' ... 211j"(X2- y2)n/(y) dy ,
x"

et vérifier ces formules .au moyen de Ia différentiation sous le signe f.
10. Calculer l'intégrale double

.lIx~yl(,- x- y)~dx dj ,

étendue à l'aire du triangle formé par les droit es

x =0, y=o, x-+- y - I = O.

t 1. Calculer l'intégrale double

.U.C2)'3 \-/, -j- .1'3 - r' dx dy.

étendue à l'aire de Ia portion du ...plan définie par les iuégalit es

x~o, y~o,

H. Exemple de Sckwar» (note de Ia page 323). L;:tallt donrié UII
cylindre de révolutíou de rayon r et de hauteur h, partageons Ia hauteur
en nt parties égales, et par Ies points de division menons des plans paral-
lêles aux pIans des deux bases; puis, dans les sections droites ainsi obte-
nues, inscrivons des polygones réguliers convexes de /I cõt és, de Caçon que
Ia génératrice qui passe par un sommet de ces polv gones passe par le
lIIilieu de l'arc sous-tendu par un cõt(; duns les de ux polyaones voisins. Les
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sommets deces polygones sont Ies semméts d'une surface ·polyédrale
inscrite composée de 2.-mn triangles ísoscêles égaux, et l'aire de cette sur-
face polyédrale est égaJe à

.. ;;V (. 1t -)~ h2
2 mn r sm e- 4 r2 sm - + - .

11 2 n In2

La limite de cette expression, lorsque lés deux nombres m et n aug-

m Cette limite~.mentent indéfiniment, dépend de Ia limite du rapport

n'est égale à 21t rh que si ce rapport tend vers zéro.

*13. Généralisation de ia formule (17) (nO 117). -'La démonstration
de cette formule semble exiger l'existence de la dérivéeseconde 'I('~V.Il
est possihle de se passer de cette hypothese. En eft'et, Ia formule est vraie
pour un polynome quelconque P(u, 1'), si f(u, 1'),114' f~ sont continues
dans le domaine AI,

(ex) 1 (UP dP) j[ D(j, P)f(u, v) :'''''''-d« + -:l do = D( ) da dv,
(e,) ou ov (A,) a, fi

Or, si Ia fonction 'I( est continue dans le domaine Al, ainsi que les déri-
vées 'I(~, 'I(~, il est possible de trouver un polynome P (u, 1') tel que les
différences 'jl- P, 'I(~- P~" 'I(~~ P~ soient moindres en valeur absolue que
tout nombre positif E dans AI (voir, par exemple, le Cours d'Analyse
de M. de La Vallée Poussin). On peut donc choisir P( u, v) de façon que
les deux membres de Ia formule (17) diffêrent d'aussi peu qu'on le veut
des deux membres de l'égalité (cx) et, par conséquent, ils sont égaux.

1.4. Transformations ponctuelles qui conservent les aires, - Toute
transformation ponctuelle définie par les formules

X_dU(x,Y)
• -. rJY 1

est teTle que l'on ait

au(x,Y)
da: =y

~D~(_X~,_Y~)= 1
D(x, y)

et, par conséquent , conserve les aires. Pour démontrer Ia réciproque, on
supposera Ia transformation ponctuelle définie par les formules

X=f(x, t), 'I(x, Y) =.r.
ce qui donne

U(X, Y) df. d<p
D(x, y) = dai ' dY·

-.-



CHAPITRE VII.
INT(.:GHALES MUI.TlJ>LE~.

[\"T1~Gn.\Tlo\" DES OIFFÍ':ln:NTIELI.,E:-; TOTALI~S .

. 134. Intégrales triplas. - Ou déliuit .les iutégrales triples en
procédant exactement comme pour les intégrales douhles (n'" 111-
I 12). II n'y 1\ qu'à remplacer les doruaines à deux dimensions par
des domaines.à trois dimensions et l'aire paI' le volume. Soit
F (.r,:r, s ) une fonction bornée daus uu domaine borué de
l'espace D. Imaginous ce domaine décomposé d'unc façon quel-
conque' en n domaines partiels di, d2, ••• , d", de volumes VI'

V~, ••• , í)"., et soient MI, m, les hornes supér-ieure et iuférieure
de F dans di. Les deus: sommes

n

S=~Mil'i'
i tz: I

s =~ 1I1/('i

;::.:1

tendent respectivement vers deux limites I, l' lorsque 'le nombre n
augmente indéfiniment, de facon que chaque domaine partiel
diminue indéfiniment dans toutes ses dimensions, et l'on ali:::: l.

La fOll.ctión FI,x,y,.::) est dite illll:grable dans le domaiueD,
si l'on a Ir= I, et Ia limite cornmuue des somrues S et s est l'iulé-
grale triple de FI .1',y, .::) étendue ali domaine I). On Ia represente
pu te symbole

et le domaiue U e st le.charup d'~nl."!;l'ation. Le nombre I est encore
Ia limite de Ia som me

i ..~:1
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Uj, ",i, ~i) étant Ies coordonnées d'un point quelconque du
domaine di ou de sa frontiére.:

Toute· fonction continue est intégrable. Jl en est de même de
toute fonction bornée adrnettant un nombre quelconque de points
de .discontinuité, pOUI/VU que l'on puisse enfermer tous ces points
de discontinuité dans un doruaine dont le volume soit inférieur Ú

IIn nombre positif queIconque. e'est .ce qui arrive par exemple
pour une fonction bornée F(z', r ..s) admeltant dans Ie domaine D
une ou plusieurs surfaces de di .scontinuité ,

Les intégrales triples se' présentent dans di verses questions de
Mécanique, en par ticnlierqunnd oncherche Ia masse ou Ie centre
de gravité d'un corps solide.· Supposons Ia région (O) remplie
d'une suhstance hétérogéne et s~it p.(x, y, s ) Ia densité en un
point, c'est-à-dire Ia limite du rapport.de Ia masse renfermée dans
une sphêre de raJon infiniment petit, décrite du point (J', y, Z)

comme centre, au volume de cette sphére. Si JJ./ et P.2 sont les
vnleurs maximum et ininimum de p. dans Ia régíon (di), iIest clair
(!'!C.Ia masse renfermée dans cette région est oomprise entre P.II';

l'I/oJ-sVi; elIe est donc égale à l'iP.(~i, "(li, ~;), le 'point (Çi, ru, ~;)
é tant un point convenablement choisi de (di)' La masse totale

est donc égale à l'intégrale triplc J/! u dx d)' d s, prise dans Ia
r~gion (D).

13~). Procédés de calcul: - Considérons d'abord' une fone-
rion F(x, y, ~) continue dans un domaine D. limité par deux
plans .Z ::= Zo, z == Z, paralléles au plan ~ = o , et un cylindre
ayant ses génératrices paralléles à O~, dont Ia section par le plan
des ,r.r est uneconrbe fermée e, limitant un domaine pIan A.
Supposons ue. domaine plan A décomposé en domaines plus
petits at, a2, " " a", d'aires Wt, w~, .... , w", el considérons les
cylindres a vnnt leurs ' génératrices parallêles à O:. el pour bases
h·" domaincs (l,. a2, ... , aI" Nous allons d'abord calculer. commc
au n" J j3. Ia partie principale de I'intégrale triple étendue au petit
dornuinecylindrique Di, qui a pOlir base Ic domaine plan a.. Sup-
posons cc domnine I>; décornposé lui-mêmo en petits domaincs
cvlindriquea pa r Ies p lan s :.=:.1.'(1.- '1, 2, .... m-I). :." :'~,... ,
z.; .. / formanl 'une suire de nornbres croissnnt- compris entre :'0
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et Z. L'intégraIe n-iple étendue au domaine Di est égale, d'aprés
Ie théoréme de Ia moyenne, à

lU/(F(ÇIi, Tli!, ~i1) (Zl- zo) + F(ç/!, Tli2, ~i:l)(z~-zd+" ,],

(~ik, 'fItk, ~ik) étant Ies eoordonnées d'un point intérieur au petit
eylindre déterminé dans Di par Ies deux plans Z = Zk_l' Z = Zk.

Soient, d'autre part (~i, 'fi i ) Ies eoordonnées d'un point queIeonque
du domaine ai; on a encere, d'aprês Ie théorêrne de Ia moyenne,
pour une intégrale simple,

Zf F(ç/, 1\/, z) dz = F(ÇI, T\i> ~t)(Zl- z,,) + F(Çi' '% ~2)(Z2- zt),
~o

~k étant compris entre Zk_1 et Zk. On peut done encere écrire
I'intégrale triple étendue au domaine Di

lU/[[,Z F(!;i, 'lji, z) dz + Et(ZI- zo) +".+ Ek(Zk- Zk-t) +'" ],

en posant

Ies points (~i, 1)i, ~k) et (~ik, Ylu:, ~ik) appartenant à un mêrne
cyIindre partiel, toutes Ies valeurs absolues I êk I seront moindres
qu'un nórnbre positif arhitraire ê pou1'vu que les dimensions du
domaine ai et Ies différences z" - Zk_1 soient elles-mêmes plus
petites qu'un autre nombre positif Yl, ne dépendant que de e. L'in-
tégrale triple étendue au domaine cylindrique Di est done égale à

lUi[IZ

F(ç/, 'ljl, z) dz + Pi],

(4i, Yli) étant les coordonnées d'un point quelconque du domaine ai
et pi tendant uniformément vers zéro avec Ia plus grande dimen-
sion de ce dornaine. L'intég.rale triple cherchée est dono égale à Ia

n

limite de Ia somme ~()(E,i, Yli)Wi, ou l'on a posé

,Z
<I>(x, Y) = j F(.r, r. .s ) d z .

Zo

Cette limite est égale à l'intégrale double de ia fonction ()( ,x', y)

'"
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étendue au domaine A, et l'on a

(3) ar F (x, r. z) dx dy ds =1.41 (x, y) dx d.r
./lJ')I) (4)

Z

=1dx +L F(x, r, z) dz:
(4) z,

On a VII plus haut, comment le calcul d'une intégrale double se
ramenait lui-même à des quadratures. Par exemple, si Ie champ D
est Ie parallélépipéde formé par les six plans x = xo, a:= X,
.r = .1'", )' = Y, Z = Zo, Z = Z, le domaine A est un rectangle, et
l'intégrale triple a pour expression

Ix l'Y f'zd» dy· F(x, y, z) dz .
Xo .re Zo

(4)

Le seus de ce symbole est bien clair. On eflectue Ia premiére
intégration en regardant x et y comme constants; le résultat est
une fonction des deux variables x et y, que l'on intêgre ensuite
entre lés limites Yo et Y, en regardant x conrme conslant et y
comrne variable. Le résultat de cette seconde intégration ne
dépend plus que de x, et on l'intégre de nouveau entre les
limites Xo et X,

Il Y a évidemment autant de maniêres d'effectuer le ealeul qu'il
y a de permutations de trois lottres, c'est-à-dire six. On peut, par
exernple, écrire I'intégrale triple

/,7. dz fX da:l'Y F(x, y, z) dy = j'Z '1'(z) ds,
-'I) .:tu ,'o Zo

en désignant par qr ( z) l' intégrale double de F ( x, y, z) étendue au
rectanglc formé par les droites x = Xo, x = X, Y = Yo, Y = Y.
On serait aussi conduit à cette expression en commençant par
décomposer D en petits parallélépipédes par trois séries de plans
parallêles aux pIans de coordonnécs et en évaluant lá portion de S'
provenant de Ia lranche de parallélépipêdes comprise entre Ies
deux plans voisius z = si:«, Z =Zl; en prenant convenablement
les poiuts (~, u., O, cette tranchc donne, dans S', Ia somme

et le raisonnement s'achéve cormue plus haut.
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La formule (3) s'applique en?OI'c à une fonction boruée F(;.c y~ :;)
adrneuant daus le domaine une ou plusieurs surfaces de disconti-
nuité .. Supposons, par exemple, que Ia fonction F so it discontinue
SUl' certaines portions de .deux surfaces SI ct S2 représentées pUl'

les deus équntions

(S, )
( Se)

;;=:;;,\.1".)"),

z =:;;j(;):, y).

<"fiI et <"fi2 étant deux fouctious continues dans le domaine A
( z;, < cri < <"fI~< Z). Ces deux surfaces SI et S~ décornposent D
eu trois régions en chacune desquelles Ia fonction F('H continue,
Pour fixer les idées, nous supposerons que l'ou a

)0 Entre le plan c = ~o et SI' F' /I(x,y, .:;);
2° Entre SI eLS2' F =f2(X')" z):
3° EutreS~etlepIan.:;=Z,F=f,(x.y, :;;).

Chacune des fonctions fi, I«, /3 est supposée continue dans le
domaine correspondant. La formule (3) s'applique encore au calcul
de l'intégrale triple, pOUl'VUque I'on pose (na lf4)

zf F(x, r, z ) d z
"0 r ,/.;;, . rZ

= fI (r, I'. :;) dz -+- fe(x, y, .e ) dz -+- /,':.1.'.F: ;::.'d z .
~!,I IV:p, '" q>'l

Cette remarque donne immédiatement· le mOJen de calculer
l'intégrale triple d'une fonction continue F (x, )', :.-' dans un
domaine D lirnité par un cylindre tel que le précédent et deux
portions de surfaces :.. = 9'1 (x, y), .z~= CfI~(X, y), 'f'1 et (h étaut
continuas dans le domaine plan A, 11u'y a pour cela qu'ã prendre
deu x plaris auxiliaires :;;='~,,, z =Z(::'o < (jit < CfI~< Z), el une
Ionction auxilia ire ;]i \;J;" I', :;;) égale à F (.:1',y, z Idans le domaine D
et nu lle eu dehors de ce domaine, Le 'l'aisouuement, du n" li ç
s'applique sans modification et l'intégrale triple de F(;l. .1" :;;)

dans U iI pour valem'

rr ,1.,. .t, i
-, .\'

Si le contou!' C 011 domaine A est formé de ,dellx segmenta df'
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droites paralléles à Oy et de deu x ares, de eourbes Yl=41(X),
y, = 4~( .z ) (41 < 1}2), -on a aussi-,

jJj' ' ~b r-h '1'1'·(5) ,F(x,y,z)dxdydz= j dx},. dy F<x,y,z)dz.,
lDI. fi '~1 C?1

Les limites <p! er t'f2 de lapremiêre intógration dépendent à Ia
fois de x et de y, les limites !.Ji!et Y;2dépendent de a: seulement,
enfin a et b sont des constantes.

Lorsque le eh:amp d'intégration D est limité par une surfaee
fermée l:, qui n'est reneontrée qu'en deux points par une parallêle
à I'un des axes (eomme une surface convexe ), on peul effsctuer
les quadratures dans un ,ordre arbitraire, mais les limite.s sont
en général tout à fait différentes, suivant l'ordre des inté-
grations .

.Ercemp le . - Soit à évaluer l'int~grale triple .fJJ' z da: dy dz, étendue
au huitieme de Ia sphere x2 +y2+ Z2 = R2, compris dans le triêdre Oxyz.
Si l'on integre d'abord par rapport à .s , puis par rapport à y et enfin par
rapport à x, les limites sout' les suivanres : a: et y étant donnés, z peut

• var ie r de zéro à VR2 - x2- y2; a: étant donné, y peut varier de zéro
à \-!H2"':" :v2• et .'C varie de z éro à R. On a donc

,/fz dx dy dz-r-r:dyfVII'
~1L o (I o

z ds ,

et l'on en tire. successivement

R :I

et il reste ;', calculer l'intégrale définie ~f '(R2 - :r2 fi dx,. qui devient ,
o

en posam :t' = R cos ç ,

L'iutégrnle t r ipl e a donc pOlir "ai eu r ;; ~" •
, ) ti

'Remarque. - Au lieu d'év~]uer d'abord Ia somme des 61é-



Ao étant le domaine plan que I'on vient de définir, I'intégralc
uiple a pOUl' expression

z
[ 11'1:.',,/:..
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ments provenant dune file de doma ines cylindriques, 011 pourrnit
proceder autrement. Soit ]) un domaine borné, cornpris entre les
deux plans paralléles z = ::0, Z = Z; décomposons-Ie d'abord cn
tranches pardes plans ;:;=ZiU=I., 2, ... , m-I), =1,=~' ... ,
Zm __ 1 forrnant une suite de nombres croissants compris entre ="
et Z. Décornposons ensuite chaque tranche en petits domaines
cylindriques; en raisonnant cornme au n'' 13~, on voit encere que
Ia partie principale de l'intégralr triple étenduc à Ia tranche com-
prise entre les denx plans .:;= ;:;'-4' z = ':;i a pour valem'

(Z; - Z; __,) 11' F (.1' .• "', z , _,) F/J. '/y:
( ., AI ·~I.

A'_I étant le domaine plan commun au domaine D et a n
plan Z = Z;_I' Si donc on pose

Pour évaluer une intégrale triple étendue à Ull domaiue quel-
couque D, on le décomposera en une somme de domaines tels que
les précédents, par exemple en domaines tels qu'une droite paral-
léle à une direction fixe ne rencontre Ia surface limite enplus dl'
deu.'< points.

1:16.Formule de Green. - 11existe pour les int.égrales t riplcs 11111.'for-
IIIUIe toute pareille à Ia formule (15) <lu nO 116. Cnnsidérous d'ubord 1I11e
surfuce ferrnée ~ qui n'est rencontrée qu'en deux poiuts par IIn!' porallê le à
l' O foncti [' ( ) , .. ,)1\. I'· . I·a xc s, et une oncuon l.,.:t',.y· , z cont mue , amsi IjUe ---, a un.erreur (e. UZ
cdte surface. TOL~ les points de S se projcttcnt SUl' lc plan eles xy SlIiVOJlt

les points d'une aire A Iimitéc par un contour fermé C, A t out point (,T_ ri
de Ia rrgion A correspondent deux POiUb de coordon nees z,= ~,(.r_y)
d ':;2= ':'21. .1:. ,VI de Ia surface S. Cet tc surface se trouve ainsi décompo sée
en deus rnorceaux S, et S~: nous supposerons z , < z», Cela posé. I'inte
gl'ale t riple

JJf·JR .
-d.r ay dz .
,Ja
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ét endue 11 I'intérieur de Ia surface Icrmée S, peut s'obt enir eu intég rant
d'abord par rapport à z entre les limites ZI et Z2 (no 135). Le résult at de
cett e premiõre intégration est R(x, y,Z2) - R(x, y, ZI), et I'on doit
ensuite prendre I'intégrale double

j[R(X, y, .z~)- R(x, y, zd]dx dy,

dans Ia région A. Or l'intégrale double J R(x, y, z2)dx dy n'est aut re

chose que I'intégrale de surface (nO t31)

1R(x, J., z)dx dl',
(S,)

t: j'r!./~dxdydz = l . R(x,y, ::)d:r:dy,
• (:z • (SI

prise ; ur le cóté supérieur de Ia surface S2' De même, l'intégrale double
de R{x, l', Zt), changée de signe, est l'intégrale de surface

ir ~(x, y, .z)dx dy,
(S,)

prise suivant le cõté inférieur de SI' En ajoutant les deux intégrales , nous
POUVOllS done écrire

l'intégrale de Ia surface étaut prise sui \'a111 le côté extérieur de S.
Ce résultat s'applique aussi si Ia limite totale S du domaine comprend,

nutre Jes surfaces SI et S2, une port.iou de surface cylindrique dont les

génératrices sont paralleles à O z, car l'intégrale de surface r: dx dy,

prise le long de cette surCace cy lindrique, cst nulle.
Cette formule s'étend, comme 011 l'a déjà explique plusieurs fors, à un

volume limité par une surface de forme quclconque, et, en permutant x ,
y, c, on en déduit deux autres formules tout es pareilles

jJJdP U'dtJx,}ydz=~ P(x,y,z)dydz,
x . (5)

(jJ dQ U'~ d Jx Jy Uz = Q(a', y, z) ds dx ..11 Y , (5)

En Ics ajoutant , on ohtient Ia formule générale de Green pour leso int é-
grales triples

ur (~P -+- ,)~ -+- ~R)dxdYdZ
, U;J: fJy az.

'~~) P(.L', r. .s ) dy dz -t- Q(x, y, z) ds dx -t- R (x, y, ::.)d.L' dy,

les intégrales de surface étant toujours prises suivant le côté ext érieur.

counSAT.- I~



CHAPITII VII. - lNTtCRALES MULTIPLES.

Pour retrouver les expressions du volume obtenues plus haut, il suffit
de faire P = ai, Q = R = o, ou Q =y, P ='R = o, ou R = s, P = Q ::li O.

187. Rapport de deux éléments de aurface. - Pour établir Ia formule
du changement de variable dans une intégrale triple, on peut suivre une
méthode tout à fait analogue à celle .des 1).••• H 7-H8. Nous démontrerons
d'abord une formule préliminaire. Soient

(6) a:=f(x', r', z'), y = cp(x', r'. z'), z = ~(x', r'. z')

des formules définissant une transformation ponctuelle dans l'espace ; ai",
r', z' sont les coordonnées rectangulaires d'un point m' par rapport à un
systeme d'axes reetangulaires, O'ai'; O'y', O'z', et ai, y, z sont les coordon-
nées du point correspondant m par rapport à un systêrne d'axes rectan-
gulaires Ox, Oy, O.a, de niême disposition que le premier, et qui peut
être confondu avec lui. Nous sllpposerons : 1° que le point x , y, z décrit
un domaine borné (E), lorsque le point ,x', y', z' décri t un autre domaine
borné (E'); 2° que les points de ces deux domaines se correspondent un
à un d'une façon univoque; 3° que les fonctions f, cp, 4 sont continues er
admettent des dérivées partielles continues dans (E'); et que le jaco-

bien O (x, y, z) ne s'annule pas dans (E').
D(x', r'. z')

La correspondance entre les points des deux domaines peut être directe
ou inverse, Soient m'tL m'l?', m't~ trois éléments linéaires formant un
triêdre dans le domaine (E'); à ces éléments linéaires correspondent dans
le domaine (E) trois éléments linéaires mt., mtç, mts, formant aussi un
triêdre, puisque le jacobien des fonctions f, 9, ~ n'est pas nul au point m'
(cf. Exercice 13, p. 159). Si ce triêdre mt ç t2 t3 a Ia même disposition que le
triedre m' t~ t2 t ~, on dit que Ia correspondance 'définie par les formules (6)
est directe ; elle est dite inverse dans le cas contraire. Cette définition peut
être remplacée par la suivante. Soient S, S' deux surfaces correspondantes
dans les domaines E, E', ayant deux côtés .distincts, et r, r' les .eourbes
fermées qui les limitent respectivement. Choisissons. sur ces contours
deux sens de parcours se correspondant par les formules.( 6); à ce sens de
parcoul's correspond un côté déterminé de chaque surface , d'apres Ia con-
vention qui a été faite au nO 132. Si ces deux cõtés des surfaces S, S' se
correspondent aussi par les formules (6), Ia c.orrespondance définie par
ces formules est directe; sinon elle est in verse.

Cela posé, considérons SUl' les surfaces S, S' deux côtés qui se corres-
pondent dans Ia transformation ponctuelle considérée, et soient «(x, ~, y);
(IX', W, y') Ies angles que font avec les axes les directions des normales à ces
côtés. Supposons les coordonnées des points des 'deux surfaces S, S' expri-
mées au moyen de deux parametres a et P; on a expliqué plus haut ce
qu'il fallait entendre par sens positif SUl' les contours r, r', ct cõt és posi-
tifs des deux surfaces. Si Ia correspondance est directe, au côté positif de S
correspond le côté posit if de S', et d'aprês les formules CH) du nO 13~et
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les formules analogues relatives à Ia surface S', on a

355

cosida = D(x, y) du dv
D(u, v) ,

D(x' y')COSi' da' = ,. du doD(u, v) ,

da et da' étant les éléments d'aires des surfaces. 'Si Ia correspondance est
inverse, au cõ t é positif de S cõrrespond le côté négatif de S' et COSi' doit
être remplacé par - cosi' dans Ia seconde formule. En divisant ces deux.
formules membre à membre, iI vient

cosi da _ + D(x, y). D(x', y')
COSi' da' -- D(u, v)' D(u, v) ,

formule ou I'on doit prendre le signe -+- ou le signe - suivant que Ia cor-
respondance est directe ou inverse,

On peut faire disparaitre les variables auxilia ires u, v de cette relation;
on a en elfet

D (iP, y) _ =D...,...:(::..,.;/,...,...:q>-;,.)D (x' , y') -+- .".D..,,:,(j.:..,:,-.!q>+.)D (y', s')
D(u, v) - D(x', y') D(u, v) D(y', z") D(u, v)

+ D(j, q» B(z',.x')
D(z', x') D(u, v)

La relation obtenue étant homogêne par rapport aux jacobiens ~ ~x~::i ''.'.
si on les remplace par les quantités porportionnelles COSGl',cos B', cos j '

elle devient

(-;') l _+[D(j,q» , D(j,cp) or ' D(f,cp) ']d'
. cos Y c a - - D (y', .s') COSGl+ D ( a', x') cos t' + D (x' I y') COSy. a.

On a deux formules analogues pour COSGlda, cos ~da, et ces formules
permettent de remplacer toute intégrale de surface étendue à S par une
intégrale de surface SUl' S'.

138. Changements de variables. Premiare méthode ..- Soient D, D'
deux domaines correspondants pris successivement dans les dornaines (E),
(E') et limites par deux surfaces fermées S, S'·. Nous allons d'abord

chercher une expression du rapport ~, des volumes de ces deux domaines.

Nous a VOll5

(8)

d; é tant I'élément de surface de S, i l'ung le que fuit ave!' Os Ia direct ion
de Ia uormale extér ieure au domaine (E). Mais Ia formule (,;') pcrrnet de
remplacer l'intégrale de surface (8) par une intégrale de su~face ét endue
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à S', On It ainsi
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v = =L <J«x', r', z')
(SI)

X [cosa' D(j, cp) + cos B' D(j, c;» + cosy' D(j, cp) ] ds'
D(y', Z') D(z', x') D(x', y') ,

:).', ~', 't' étant les angles que fait avec les axes O' x', O' r', O' z' Ia normale
extérieure à Ia surface S'; on doit prendre le signe + ou le signe ~ devant
I'intégrale suivant que Ia correspondancc est directe ou inverse. ,Cettc
nouvelle intégrale n'est autre que Pintégrale de surface ('!Jóir n'" 13f, 132
et '13i)

fi" .r. D (f, ,?) d r dz' .r. D (j, :;-)d r I' I V (j, cp) l ' d "
'l' V (.-' ') Y z + 'l' D (' , z (J; + '-jI D (' ') ( :C, J,

• (S'I J , z z , x ) x , y

ét endue 11 Ia surface S' suivant le côt é ext érieur.
Appliquons à cette derniêre intégrale Ia formule générale de Green; il

vient

(8') v =+ fIJ' ( _:1- [:1 V(f, :;>', J
-. iE'1. da:' • D(y', z')

+ .:.'!.. [I D (f. ~) ] + .!!.- r.1 D (f, ~)] I I t I 'd '
d)" _'i' D(z', x') dz' L 'i' D(x', f) í (:7: c:r a ,

En développant I fonction sous le signe int égral, on a deux sortes de

termes; les uns, tels que 'f d ~dl, Jd-r" contiennent une dérivée du second
x 'Y z

ordre , mais ces termes, on le voit aisément, se détruisent deux à deux.
Quant aux termes qui ne renferment que des dérivées du premier ordre,
leur somme est

J<jI lJ(f, :;:) J'} D(f, :;:) d.} II\/,:r)
J---; D(' ') + J--' D(' "+ s: D(,'·",),')':V y , z 'Y Z , ;1' ) s o

On a done aussi

et enfin, en appliquant le théoréme de Ia movenne.

v = + V' 1>(f, 'f' t} ,1
--- .U ( ;, 'Ij, .;.) ,

(;, z, ~) ét ant les coordonnées d'un peint du doruaine (E'), On déduit
d'abord de cette formule que Ia correspondance est directe ou inverse,

. " DI t, o, .!,) .. , .' ,
suivant que le jaccbien -V ( " ,', '.') eSl P?~!ll/ ou flegatl/ (c/. Exer-

.t: , ~, , '"
cice '1:3. p, 159), puisque ,. et \' -out essenriellemcut posit if- et l'on P"\!:
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encere écrire Ia formule (9)
") V=V,tD(j,9,4\ ..

~9 D(~,1),~)

Cette nouvelle formule (9') est ent{erement analogue à Ia formule (17)
du Chapitre VI, et l'on en tire Ia même série de conséquenees. En parti-
culier, on en déduit immédiatement Ia formule générale du changcment
de variables dans les intégrales triples; il suffit de reproduire sans modi-
fication Ia méthode du nO 118. Si F(x, y, z) est une fonction intégrable
dans le domaine (E), on a

(10 I rrr F(x,y, z) dx dy ds
JlJ(E'1

iD~F'(! ",)1 D(j,~, 4) Id 'd 'd-'= , '!', 't' D( , " ') a: y.....
(EI X,) , Z

139. Changements de variables. Deuxíeme méthode. - La
formule (10) peut encore se démontrer de Ia façon suivante.
Remarquons d'abord que, si cette formule a été établie pour deus
ou plusieurs changements de variables particuliers, elle est vraie
aussi pour le changement de variables obtenu en les eflectuant
successivernent, d'aprés Ies propriétés connues du déterminant
fonctionnel (n° 52). Si elle s'applique à plusieurs régions de I'es-
pace, elle s'applique aussi à Ia région obtenue en Ies ajoutant.
Cela posé , nous démontrerons, comme dans le cas d'une intégrale
double, que Ia formule s'applique à toute transformation ou I'on
ne change qu'une des variables indépendantes, par exemple à une
transformation de Ia forme

X'=x', r==r', z = 4(x', r'. .s').

Nous supposerons que les deux points M(x,)', .s) et lVI'(x', )",z')
sont rapportés au même systéme d'axes et qu'une paralléle à O.e
nnrencontre qu'en deux points Ia surface qui limite Ia région (E).
Les formules (11) font correspondre à cette surface une autre sur-
face limitant Ia région (E'), et le cylindre circonscrit à ces deux
surfaces, ayant ses génératrices parallêles à Oz, est coupé par le
plan ~ = o suivant une courbe ferniée C. Tout point m de Ia
région A, intéricur au contour C, est Ia projection de deux points
Inl et m~ de la prerniére surface, de coordonnées z. et z~, et de.
deux points m'l' m'2 de Ia seconde surface de coordonnées .t'!, z'•.
Nous choisissons Ies notations de façon que I'on ait Zl < Z2 et
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z. < Z'2. Au point m., les formules (I I) font correspondre le
point m', ou le point m'2. Pour distinguer les deux cas, il suffit de'

consulter le signe de ~'f,:Si ~<\I, est positif, z augmente avec z'; .les
, uZ uZ

points m. et m: se correspondent, ainsi que les deux points m~
et m'i. Au contraíre, si ~!,'estnégatif, z diminue quand-z' aug-

mente; ml correspondà m~et m2 à m'i. Dans le premiar cas; on a
, Ir '-lz

; 0<\1 r •F(x, y, z) dz - F[x, y, ljJ (x, y, z») oz' dz ,
z, .aI,

dans le second cas, au contraíre,

fZ' f~' d<\l
F(x, y, z) dz =- F[x, y, 0/ (x, y, z')j ã' dz', '

"::1 .z{ Z

Dans les deux cas, nous pouvons écrire

'f' 'f~' 100/1(12) F(x, y, z) dz = , F[x, y, <jI(x, y, ;;'») rJz' dz';
Zt ~1

:i/'
Si nous prenons maintenant les intégraIes doubles des deux
membres de cette égaIité dans Ia région A, l'intégraIe double

1. dXdy!Z'F(X,y, z)dz
'(A) ~'I

n'est autre chose que l'intégrale triplell!F (x, y, z) d» dydx,
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prise dans Ia portion (E) de l'espace. De même, l'intégrale double
du second membre de ( 12) est égale à I'intégrale triple de

F" , ,t,(' , ')]là4' IIX,y,'f'Xo'y,z iJ?'

prise dans (E'), comme on le voit, en rempIaçant z par x/ et y
par .1"0 On a donc, dans ce cas particulier,

JJl F(x, r. s) da: dy dz
(E)

$,) F[x', r'. 4(x', r', Z')]\ ::' Idsc' dy' dz';

or , 'ici le déterminant g«~'Y: Z,\ se réduit à àt#,. La formule (10)x,y Z . s
est donc établie pour les changements de variables de Ia forme (11).

La formule générale (10) s'applique encore auxchangements de
variables définis par les formules

a:=f(x', r', z'), r;: 9(x', r'. z'), z == s',

ou Ia variable z ne change pas. Nous iuppOSOn! que ces formules
font correspondre point par point deu régions (E), (E'} de
I'espace, et, en particulier, que Ies sections R, R' faites dans (E),
(E/) par un même plan paralléle au pIan z = o se correspondent
point par point. On a donc, d'aprês Ia formule du changement de
variables dans une intégrale double,

( I.~) j[ F (ar, r. z) di dy
IR)

if. Frf(' , , (' , ') ']1 D(j, tp) Id 'd 'o= l x, r , Z ), tp x, y ,Z ,Z D(' ') a: r,
I~ x,y

les deux memhres de cette égalité dépendent seulernent de Ia
variable s = .s'. Si l'on intégre de nouveau entre les limites Zl et z~
entre lesquelles peut varier z dans Ia région (E), l'égalité obtenue
peut s'écrire

(Ir,) i/r F(x,y, z)dxdydz
(E)

-j][ L"r( J t ') (' , ') 'li D(j, tp} /.J-'d'd'- •• to x, y, Z , tp ai, y, z ,z D(' ') u;c Y z o
,E') x,y .
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O .. D(x,y,z) D(x,y) d 1 f I ( )r,ona ICID(x'y'z') =D(x',y')' e sorte que a ormue 10.

s'applique encore aux changements de variables de Ia forme (131.
Nous allons rnontrer maintenant que tout changement de

variables

Y = ,?(x" y" ;:;,1,

peut s'obtenir par une combinaison des précédents. Posons, en
effet, x' = a:I, y' = Y I' Z, = Z j Ia derniêre équation (16) peu 1

s'écrire z'=I}(,x:' )" ZI) et I'on en tire zl=1r(x·',y',.:t'). Les
formules (16) peuvent alors être remplacées par le systême des
si~ équations

(17) a: =.fl'x', r'. 1t(..c', r'. z')l, y == ?; ai', r'. r.(x'~ y', a') "j, ::; = a .
(18) .x;'=X1, Y'=)'1) ':;'='}(Xt"Yl, ZI);

Ia formule générale (10) s'applique, on vient de le voir, aux trans-
formations définies par les formules (I';) et ( 18), et par conséquent
aussi au changement de varinbles (16).

On pourrait encore, comme le lecteur le prouvera aisément.
rempIacer Ia transformation générale (16) par une suite de trois
transformations telles que (I I ).

1.40. Élément de volume. - Écrivons les formules (6) qUI

définissent. Ie changement de variables , en remplaçant a, v' z'
par u, v, w,

J:=f(ll, 1', 11'), Y = y(lt, v, w).

En modi6ant un peu I'interprétation adoptée jusqu'ici, regar-
dons maintenant u, v, w comme un systêrne de coordonnées cur-
vilignes, Les surfaces (u), par exemple, sont Ies surfaces décrites
par le point (x, y, .s) lorsque v et w varient arbitrairement, u con-
servant une valeur constante, et les surfaces (v) et (w) se défi-
nissent de Ia même façon. Si, par chaque point d'une région (E,I
de l'espace il passe une surface et une seule de chacune de ces
íamilles, elles décomposent ceue région en hexaêdres à faces
courbes, analogues aux parallélépipêdes formes par les plans
parallêles aux, trois plans coordonnés.

Le volume du petit solide compris entre les surfaces (li}, (,'), (H "
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(u + du), (V + dv), (w + dw), OU du , do, dw sont positifs, a
pour expression, d'aprês Ia. formule (9),

[I
DU, cr, ·.})I+<] du, do dw

D(u, 1', w) ,

€ étant infiniment petit en même temps que du , dv; dw, On peut
négliger, comme on l'a déjà expliqué plusieurs fois (nOS72, 118)
le terme € du, dv dw, et le produit

dV = I D (f, 9, <j.) I du do dw
D(u, v, w)

( "1))

s'appelle l'élément de volume dans Ie systême de coordonnées
curvilignes (u; v, w).

Soit ds? le carré de I'élément linéaire dans le même systêrne de
coordonnées i on déduit des formules ( 19)

dx = di du + °i do + di dw.ou do ow' dy= ~? du+ ... ,
vil

et, en élevant au carré et ajoutant, il vient

ds~= 1I1 du2+ H! de! + H3 dw~+ ?FI do dw
+ 2F~ dw du + 2F:J da do;

en posant

(
OX)2n, = S (Jü '

da: da:
FI=S--,do dw .

(OX)'li, = S 01' -,

OX d» .
F.= S- -,. âw ou

le signc S indique Lujours qu'on doit remplacer a: par y, puis
par z, et faire Ia somme. La formule qui àonne dV se déduit três
aisément dp. Ia formule qui dorme dst ; on trouve , en effet, en
íaisant le carré du déterminant par Ia regle habituelle,

OX oy dz
Ji, ou ()x

HI F:; F~
dx o)' oz F;; H2 F, M,;I;; ov ()v =

da: rJy dz F~ FI H3

dw OW dw

et l'élément de volume est é6a1 à v'M du dv dw.

361
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Considérons en particuIier Ie eas três important ou les surfaces
coordonnées (u), (I-') (w) forment un systême triple orthogonal,
c'est-à-dire ou les trois surfaces qui passent par un point quel-
eonque de l'espace s'y eoupent deux à deux à angle droit. Les
tangentes aux courhes d"intersection des trois surfaces prises
deux à deux forment alors un triêdre trirectanguIaire; il faut donc
que 1'0n ait FI = F2 = F:l = o, et ces conditions sont suffisantes.
Les formules qui donnent ds~ et dV prennent alors Ia forme
simple

On peut retrouver facilement ces formules par quelques consi-
dérations de géométrie infinitésimale. Supposons du, dv; dw três
petits, et assimilons Ie solide élémentaire défini tout à l'heure à
un petit parallélépipéde rectangle à faces planes. Les arêtes de ce
parallélépipéde sont respectivemcnt VHI du, V'if; de, ~ dw, en
négIigcant les infiniment petits d'ordrc supérieur. Nous aurons
Ies formules (23) en prenant pour élément linéaire et pour élé-
ment de volume Ia diagonale et le volume de ce solide élémen-
taire. L'aire d'une des faces VH, H2 du do représente de mêrne
l'élément d'aire de Ia surface (w).

Prenons pour exemple les coordonnées polaires dans I'espace

x = p.sin 6 cos 9, y = p'sin6 sin e , z = p cosO;

p représente Ia distance du point M (x,],.z) à l'origine, e l'angIe
que fait OM avec O.z, et 'f I'angle que fait avec o x Ia trace du
demi-plan MO.z SUl' Ie plan .z = o. Pour obtenir tous les points
de I'espace, il suffit de faire varier p de o à + 00, () de o à rr , ct cp
de o à 27r. Das formulesIad) on déduit, en faisant le calcul, '

et, par suite ,

(26) dV = p~ sinf d? dO de .

On retrouve aisément ces formules sans aucun calcul, Les trois
familles de surface (p), «(}), ('f) sont respectivement des spheres
concentriques à I'origine, des cônes de révolution autour de O z
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aj aut I'origine pour sommet et des plans passant par Oz. Ccs sur-
faces forrnentbien un systéme triple orthogonal, et les dim~n-

Fig. 27,

JI

sions du soIide élémentaire sont, comme on le voit immédia-
tement SUl' Ia figure, dp, p d(), p sinO drp; ce qui conduit aux
formules (25) et (26).

Pour calcular au moyen des variables p, O, <p une intégrale triple
étcndue à Ia région limitée par une surface fermée S qui n'est
ren.contréc qu'en un point par une demi-droite issue de l'origine,
et qui renferme I'origine à I'intérieur, on devra faire varier p de o
à R, si R =/,(&, <p) est I'équation de Ia surface, puis e de o à 'Ir
et ~ de o à 2'1r. Par exemple, le volume limité par cette surface est
égal à I' intégrale triple

Ia premiare intégration s'efFectue immédiatement et i1 reste

V =f!1t
d'?f1t R~ sina de.

o o 3

Ou ernploie aussi quelquefois Ies coordonnées semi-polaires r,
',l, s, OlI X' = ,.cosw, y = r sin ». Dans ce cas, on a

dV = ,.ds» dr dz.
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141.Coordonné8s elliptiques. - Les surfaces représentées par l'équation

ou À est un pararnêtre variable et a> b > c > o, forment une famille de
quadriques homofocales, Par chaque po nt de l'espace, il passe trois sur-
faces de cette famille, un ellipsoíde, un hyperbolotde à deux nappes et un
hyperboloíde à une nappe, car l'équation (27) a toujours une racine )'1

comprise entre b et c, une racine À! comprise entre a et b, et une racine )'3

supérieure à a; ees trois racines )'1, À2, À3 sont appelées coordonnées
elliptiques du point de coordonnées rectangulaires x, y, z. Deux surfaces
quelconques de Ia famille sont orthogonales, car si l'on remplace À par )",
puis par À2' dans l'équation (27), et qu'on les retranche membre à membre,
il vient, en divisant par À\ - À2, .

relation qui dérnont re I'orthogonalité de! deux surfnces (Àt} et (Às).
Pour avoir facilement x, y, z en fonction de ÀI> À2, À3, remarquons que

1'0n doit avoir identiquement

(À - a)(À - b)(À - c)- x!(À - b)(À - c)
- ys p, - a)(À - c)- Z2(À - a)(À - b)=(À - ÀI) (À - ).~)(À - ÀsI;

en faisant successivement À = a, À = b, À = c dans cette identité, on en tire

\

• O,,-a)(a-Àt)(a-À!I
X"= ,

(a-b)(a-c)
• (Às- b)(Àt- b)(b - )'1)

Ir: = (a - b)( b - c) ,

Z2 = ()'3 - c) (Àt - c) (ÀI - c)
(a-c)(b-c)

On déduit de là, en prenant les dérivées logarithmiques,

en faisant Ia som me des carrés, les termes en dÃl d)'2, d)., dÀs, d).! d).~
doivcnt disparattre d'apres Ia relation (28) et les relations analogues. Le
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coefficient de dJ"f est

~ [ x2 + y2 + ..,..,.._Z:.;.2_,.-]
4 (Àl-a)~ (ÀI-b)2 (À1-C)1
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ou, en remplaçant x2, y2, Z2 par leurs valeurs et réduisanr,

1\1
1
= ~ (Às- À1)(À!- À1) ,

4 (À1-a)(À1-b)(Àt-c)

et les coefficients M! et M3 de dÀ~ et de dÀã s'en déduiront par permuta-
tion circulaire. L'élément de volume est alors VMt M! M3 dÀt dÀ! dÀ3•

142; Intégrales de Dirichlet. - Soit à calculer I'intégrale triple

.fjJ' xl'y'lzr(l- X - Y - z)$ da: dydz,

prise à I'intérieur du rétraedre formé par les quatre plans x = o, y = o,'
Z = 0, x + y + Z = I. Posons

x+y+Z = 1;, y+Z = ~'I), Z = ç7)~,

~, 1], ~ étant trois nouvelles variables ; ces formules peuvent encore s'écrirc

!;=x+y+z,
y+Z

1]= x+y+z'
.~= _z_,.

r+z

et I'on a inversement x = Ç(I--lj), Y = Ç1](I - O,.z = ç7)~. Lorsquex,y,z
sont positifs et que Ia soro me x +y +.z est inférieure à I, 1;, 7), t sont
compris entre o et I. Inverse ment, lorsque ~, 7), ~ sont eompris entre o
et I, on a x > o, r > o, .z > 0, x +y + .z < r. Le tétraedre précédent est
donc rcmplacé par un cube.

Pour calcule r le déterminantfonetionnel, posons X = ç, Y = ç7), Z = 1;TI~'
ce qui donne x = X - Y, Y = Y - Z, z = Z; on a

D(x, y, z) _ D(x, y, z). D(X, Y, Z) -1;27)
D(ç, 1], O - D(X, Y, Z) D(!;, Tu~) - ,

et l'intégrale triple devient, par ee ehangement de variables,

La Ionction sous le signe f est le produit d'une fonction de E par une

fonction de 1] et une fonction de ~. L'intégrale triple est done le produit
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ou, en introduisant les fonctions r [voir formules (33) et (34), nO t~],

r (p +. q +. r+.3) r($ +. I) X r (q +. r-+:-:1) f (p +. I) X f( r +. l)r( q +. I) •
r(p +. q +. r+'$ + 4) r (p +. q -t- r+.3) r(s + r+'2) ,

en supprimant les facteurs communs, il reste, pour valeur de l'intégrale
ti'iple,

r (p +. I) r(q :+- 1)r(r +. 1)r(s +. 1)
r(p+.q+.r+.s+.4)

U3. IDt6grales multiples. -'- Les expressions purement analytiques que
I'on a obtenues pour une intégrale double et une intégrale triple per-
mettent d'étendre Ia défíuition aux fonctions d'UD nombre quelconque de
variables indépendantes. Nous nous bornerons à indiquer sommairement
Ia marche à suivre;

Soient Xl, X~, ••• , Xn un systême de n variables iudépendantes. Nous
dirons, pOUI'abréger, qu'un systême de valeurs x~, xg, ... , x~ attribuées
à ces variables représente un point dans I'espace à n dimensions. Toute

. relation F (Xl, X2, ••• , Xn) = o, dont le premier mernbre est une fonction
continue, représentera de même une surface ; si F est du premier degré,
nous continuerons à dire que cette équation représente un plan. Considé-
tODS l'ensemble des points dont les coordonnées vérifient certaines rela-
tion d'inégalité, telles que

(30) (i = I, 2, ... , k);

nous dirons que -cet ensemble de points forme un domaine D dans l'espace
à n dimensions. Si, pour tous les points de ce domaine, Ia valeur absolue
de Pune quelconque des coordonnées 'tI:i reste inférieure à un nombre fixe,
00 dira que D est tout entier à distance finie. Si les inégalités qui défi-
nissent D ont Ia forme suivante :

( 31)

nous appellerons ce domaine un prismatotde, et nous dirons que les
n nombrespositifs xl - x~ sont les dimensions de ce prismatoíde, Enfin
nous dirons qu'un point du domaine D appartient à Ia frontiêre de ce
domaine, si l'une au moins des fonctions <jIi des formules (30) est nu\le
pour les coordormées de ce point.

Cela posé, soient D un domaine fini et f (Xl, X2, ••• , Xn) une fonct.iou
continue dans ce domaine. Imaginons D décomposé en domaines plus
petits au moyen de plans parallêles aux plans Xi = o (i = I, 2, ... , n).
Prenons I'un quelconque de ceux des prismatoídes déterminés par ces
plans, qui sont tout entiers intérieurs à [I; soient ~h ~2, .•. , !J.xn les
dimensions de ce prismatorde, et E'I, ~~, ... , ç,. les coordonné.es d'un point
quelconque appartenant ali prismatoíde , La somme
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étendue à tous les prismatoídes qui sont tout entiers à l'intérieur du
domaine D, tend vers une limite I lorsque le nombre de ces prismatorde-
augmente indéfiniment, de façonque toutes leurs dimensions tendent vers
zéro (I). OU appelle cette limite l'intégrale n)lle de f(XJ, .1'2, "" xn),

prise dans le dotnaine D,

1=,0'" 'f [(:rl, x!, "" ,x'n)d,x'1 .t»; .. ,1.1'",

Le calcul d'une intégrale nplo se ramêne eucoreuu caleul de n iut égrales
simples successives. Pour établir que Ia loi est générale, il suffit de
montrer que, si elle est vraie pour une intégrale (n - 1)pl0, elle s'étend 11
une intégrale nPlc •• Considérons pour cela un point queIconque

de D; si 110USfaisons abstraction pour un moment de Ia variable Xn, le
point (x" X2, .•. , Xn-l) décrit un certain domaine D', dans l'espace
à (n - I) dirnensions. Nous supposerons que le domaine D satisfait à Ia
condition suivante : à tout point (Xl) X2, ••• , Xn-l) intérieur à D COI'-

respondent seulement deux points SUl' Ia frontiere de D, de coordon-
nées (Xl, X2, •. " X"-l; x(k') et (XI, Xi, .•• , Xn-l; xlii'), les coordon-
nées x(:" et xlii) étant des fonctions continues des (n -I) variables Xl,
X2, ... , ,l.·n-I à Pintérieur' de D', Si cette condition n'était pas satisfaite,
on partagerait D en domaines assez petits pour vérifier séparément cette
condition. Cela posé, considérons Ia 'file de prismatordes du domaine D,
qui correspondeut à un même point (Xl, X2, ... , X,,-l); ondémontre faci-
lement qu'en choisissant convenablemeut Iles points (Çl' Ç2, , .. , !;Il), ces
prismatoídes donnent dans S une sornme égale à

I E I pouvant être rendu moindre que tout nombre positif pourvu que
toutes les quantités AXi soient assez petites. Si nous pOSOIlS

IIOUSvoyons que I cst égal ü Ia limite de Ia somme

(1) Pour 11 = l ou n = :l. Ia limite de S est bien égaleà l'im égrale double ou
., Pint égrule lriple, car Ia somme des aires ou des volumes des domaiues néghgés
t end vcrs zêro,
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c'est-à-díre à I'intégrale (n - I )pl('

(34) I =,""f <I>(Xt, X~, "" x,,-t)dxt., .d:cn-t

dans le domaine D', La loi étant supposée vraie pour une intégale (n -I )ple

elle est done générale. -
On pourrait cncore opérer autrement. Considérons l'ensemble des

points (Xt, x~, , .. , Xn-I) pour lesquels Ia eoordonnée Xn a une valem'
donnée ; le point (XI, X2 .,., Xn-t) décrit dans I'espace 11 (n - I) climen-
sions un domaine /l, et l'on voit sans peine que I'intégrale nPlc I est aussi
égale li I'expression

(35) 1 = IX~6(xn)dxn,
xA .

6(x,.-) étant l'intégrale (n-l)p,c.fIF,··f jdxt,., dx,,_t' étendue ali

domaine a, et XA, z~ les bornes inférieure et supérieure de Xn dans le
domaine D. Quelle que soit Ia façon dont on opere, les limites pour les
diversas intégrations que I'on a 11 efTectuer dépendent de Ia nature du
domaine D et varient en général avec I'ordre des in tégrati ons, 11 y a
cxception si D est un prismatotde défini par les eonditions

L'intégrale multiple a, dans ce cas, pour expression

LXI c 1.x.1= dx , dx,... jd,xll'
xV .1'~. .T~

et 'on peut intervert.ir d'une façon quelconque l'ordre des íntégrations
sans changer Ies limites correspondant 11 chaque variable.

La formule du changemcnt de variables s'étend aussi auxintégrales nple',

Soient

(36) (i=1.2, ... ,n)

des formules de tiansformation, faisant correspondre point par point à un
domaine D', décrit par le point (x'll X'2, ... , x~), un doraaine D décrit
par le point (XI' X2, ••• , x,,). Ou a
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La démonstration est toute semblable aux précédentes. Je mebornerai à
indique!', dans ses grandes lignes Ia marche ~ suivre :

I" Si Ia formule (3,) est vraie pour deux transformations, elIe est vraie
pour celle que l'on obtient en les effectuail.t successivement,

2" Tout changement de variables s'obtient par Ia combinaison de deux
changements. tels que les suivants :

(38) x, = .c;, X2= x~,
(39) x, = 'h(x;, ... , X~),

o'" Xn-l=X:,:_l, xn=;>n(x;, x;, 0'0' x~);
... , xn-1 = o//l-1(X~·, ... , X~), Xn. = x~·

30 La formule (3,) s'applique au changement de variables de Ia.
forme (38), comme il résulte de Ia forme (34) sous laqueJle on peut
mettre une íntégrale nple. ElJe s'applique aussi. au changement de
variables (39), d'apres Ia seeonde forme (35) de I'intégrale multiple,
si l'on admet que Ia formule est établie pour les lntégrales multiples
d'ordre n - I. On démontrera done de proche en proche que Ia formule
esr générale •.

Supposons, pour donner un exemple, que l'on veuille calculer l'intégrale
définie

f =J·.·f x~sx~ •.. ,X~'(I-XI-X2- ... ~Xn)~dxldx2 ... dx",

oú .:t" ~2, ••• , <Xn. ~ soar des nombres positifs, dans le domàine D défini
par les inégalités

•• o,

Le changement de variables donné par les formules

Xz-+-··.-+- XI! = ~1~~, ... ,
remplace D par un do,?aine D' défini par Ies inégalités ,

" ..,
et I'on a de plus, com me le prouve un calcul facile (no 14~),

D(xl; X~ ••••• XII) _ ~"_I e1/-2, ç
D(ÇI, e2" ... , ç,,} - I " '" TI-I·

La fonction à intégrer prend Ia forme

;~I~".+".+n-l e~.+".+".+II-! ... Ç~.(I - Çl)~(I ..:..ç~)"s.•. (J'~ çn)CI.-s

qo)

e~ I'intégrale chcrchée s'exprime encere au moyen de Ia fonction I'

.1= r(CtI-+-I)r(:X2-+-1) .•• r(Ct,,-+-I)r(~-+-I)~
r(CtI-+- :x~-+- •.. -+- au-+- ~ -+- TI.-+-1)

aOUIISAT. - I.
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H. _- I"r!::(;IÚTION DES DIFFÉRENTlELLES TOTALE:'.

, 142. Méthode générale. - SoientP(x,y), Q(.,l',Y) deux fone-
tions dos deux variublcs indépendantes x et y; I'cxpression

P d» 4- (,.l ((v

u'cst pa~, en g(~nél'al, Ia différentielle totale d'une Ionction d(,~
deux variables ,L', )'. En effet, l'équation

(41 ) riu = P da: 4- Q dy

est, comme 1'0n sait, équivalente à deux équations distinctr-s

,)u
- = P(x y)

,),L' "

!lu = ('(.t' 1 I:')y • "

difléreutions Ia premiere par rapport a y, Ia secondc paI' rapporl
à ..e ; nous voyons que u(x, y) doit sntisfaire anx deux I'elatioll~

!lP(x,y)
dy ,

!lia dQ(,J'. y)

'~y'),C = doL'

Pour qu'il existeune fonction u(x, y) répondani à Ia question. il
faul donc 'que l'on ait identiquement

rJP rJ(,!
- ;Jy= ,).1' •(43)

Ccue condition nécessaire est aussi sufíisante. En ellet, il l'\.iste
une infinité de fonctions u(x, y) dont Ia dérivée partielle par rlp-
port à X est égale à P(x, y); toutes ces fonctions sont comprises
dans Ia formule

li =L> J) dx 4- Y,
.I'U

.:L'I) étant une constante choisie à volonté, et Y une fonction arbi-
traíre .de Ia variable )'. POUl' que cette fo~ction u (:.c y) vérifie
l'équation (~l), il faut et il suffit que sa dér ivée partielle par rap-
POI'l à j- soit égale à Q(,t'~ .1'), c'est-à-dire que l'on ait

I" dI' dY, ,. - d.r 4- - = O(:,t'. y).J,., (~Y, dv ' ,
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Mais on a, d'aprés Ia eondition d'intégrabiIité (43),

r: i:d d.c = dx dx = Q(x, y)- Q(xo, y),
.", 'Y :t·,

et ta relation précédente se réduit à

dY
dy = Q(xo, y).

Le second membre ne dépend que de y.; il J a donc une infinité
de fonctions de y qui satisfont à cette relation, Elles sont com-
prises dans Ia formule

)'

y =1 Q(xo, y) dy + c,
",

)"0 étant une valeur particuliére de y, et C une constante arbi-
traíre, Il existe done une infinité de fonctions u(x, y) sarisfaisant
à 'l' équation (41); elles sont données par Ia formule

u=l·l:p(X,y)dx+ r Q(xo,y)dy+C
·"l·o Y.

(44)

et ne diflerent l'une de I'autre que par Ia valeur de Ia constante
\

additive C.
Soit, par exemple,

p=x+my,
x2+ y2

Ia condition (43) est vérifiée, et I'on a, en posant Xo = 0, yo = "

1:"x + my dx 0j" dy' Clt= .,. + -+.
o x-+ y- 1 r

Eu eflectuant les intégrations indiquées, il vient

I (X)X1I=;-[log(x2+y2)]7i+m arctang- +logy+C,
~ y o

ou, eu réduisant,

I X
lt = -log(x2+y2)+ ni .c tang - + C.

2 '. y

La méthode précédente s'étend au cas d'un nombre queleonque
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de variables indépendantes. Nous déveIopperons encore Ies ealculs
pour trois variablcs. Soient P, Q, R trois fonctions de x, y, s ;
I'équation aux différentielles totales

(45) du = P da:+ Q dy + R dz

est équivalente à trois équations distinctes

du ou du = R
(36) ox=P, dy=Q, rJz '

En calculant de deux façons différentes Ies dérivées ~)~IJl ,
(/,L' ( 'Y

()tu Q! U b . , di . I bl' '
d-o '-d d ,on o trent trois con ruons pour que e pro eme SOItx z 'Y z . ,
possible :

dP (JQ-=-,or ox
rlP dR-=-,dz da:

Supposons-les satisfaites. D'aprés Ia premlere, il existe une
infinité de fonctions u(x, y, .z) dont Ies dérivées partielles par
rapport à x ety sont respectivement P et Q; elles sont cornprises
dans Ia formule

x y
u=1P(x, r, z)dx+ 1Q(xo,y, z)dy+Z,

x. 3'0

Z désignant une fonction arbitraire de z: Pour que Ia dérivée ~~
soit égale à R, il faut, de plus, que l'on ait

iXàP d l)"dQ(XO,y, z) l ...•...dZ ~ R
âz x + dz 9' . dz - ,

~ h .

condition qui se réduit, en tenant compte des relatioris (47), ú

dZR(x, y, z)- R(xo, y, z)+H(xo, y, z)- R(xo,yo, z)+ dz ~ R(x,y, :)

ou
dZ
=r: = R(Xlt, ro, .s).«z •

On en conclut qu'il existe une infiniré de fonctions uça; .1', z)
satisfaisant à l'équation (45); elIes sont représentées par Ia for-
mule

' ..., ,. ..
(48) u =1P(x, r, z) da:+ f Q(xo,y, .s)dy...;...f R(~'o,yo,.z)dz+ c,

;\ Il )0 ~-o .
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xo, Yo, Zo étant trois valeurs numériques choisies à volonté, et C
tine constante arbitraire.

~~ .

145. Étude de l'iniégrale f P do: + Q dy. - La question
(:t"o,yo)

précédente peut être traitée i\ un autre point de vue qui perrnet
une étude plus approfondie et conduit à des résultats nouveaux.
Soient P (z , y) et Q (x, y) deux fonctions continues, et admet-
tant des dérivées partielles du premier ordre continues', dans une
région A Iimitée par un seul contour fermé C; íl peut d'ailleurs
arciver que cette région A embrasse. tout lá plan, ce qui revient à
sllpposer le contour C rejeté à l'infini. L'intégrale curviligne

!Pdx+Qdy,

prise le long d'un chemin L situé tout entier dans A, dépend en
généraI du chernin d'intégration i nous allons d'abord chercher à
quelles conditions cette .intégrale ne dépend que -des coor-
données (xo, yo), (XI' Yl) des extrémités de cette ligne. Soient M
et N deux points quelconques de Ia région A, et L, L' deux che-
mins joignant ces deux points, sans se croiser entre les extrémités;
ils forment, par leur réunion, un eontour fermé. Pour que Ies
intégrales curvilignes prises le long de L et de L' soient égales, il
faut évidemment et il suffit que l'intégrale prise le Iong du con-
tour fermé que forment ces deux lignes, en marchant toujours
dans le mêrne sens, soit nulle. La question proposée est done
équivalente à celle-ci Que faut-il pozer que l'intégrale curei-
ligne ,

fp dx+Qdy,

prise le long d' un contour fermé quelconque situe dans A, soit
nulle ?

La céponse se déduit immédiatemsnt de Ia formule de Green,

r jj'(àP àP) ..f(el P dx + Q t;ly= àx - rJ.y dx dy,

ou C est un contour fermé queleonque situé dans A, et ou I'inté-
grale douhle est étendue à l'intérieur de C. II est clair que si Ies
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dérivées des fonctions P et Q satisfont à Ia relation (43), I'inté-
grale curviligne du premier .mérnbre est toujours nulle, Cette

di -, é' E I.r • dP dQ, identicon 1110nest n cessarre , n ener, SI dy - h n est pas I entlque-
ment nul dans Ia région A, comme c'est une fonction continue,
on pourra toujours trouver une région a assez petite pour que le
signe soit constant dans a; il est clair que l'inlégrale curviligne
prise le long du contour de a ne pourra être nulle, d'aprés Ia for-
mule (49).

Si Ia condition (43) est vérifiée identiquement, deux che-
mins L, V, ayaut les mêmes extrémités M, N et ne se croisant
pas entre ces extrérnités, donnent Ia même valeu r pour I'intégrale
curviligne. II en est encore de même s'ils se coupent un nornbre
quelconque de fois entre M et N, car il suffit de les compareI' à un
troisiême chemin L", ne rencontrant aucun des deux premiers,
sauf aux points M et N.

Cela posé, supposons que l'une des extrémités de Ia ligne d'in-
tégration soit un point fixe (xo, Yo), Ia seconde extrémité (x, y)
étant un point variable de A; l'intégrale

(So)
("",r)

F(x, y)= J P d» -+- Q dv ,
{.To,Yol

prise suivant un chemin de forme. arbitraire, .ae dépend que des
coordonuées (x, y) de l'extrémité variable. Les dérivées partielles
de cette fonction sont préeisément P(,», .r) et Q (x, y). On a, par
exemple, .

{.,·.,....~.t"..'·1

F ( .r -+- ~,r, }') = F (.c; J') -+- r P (,r, )') d.r.
. '- t-", .l",

cal' ou peul sllpp0:>el' que l'on "a d'abord du point (:co, )'0) au
point (x, y), puis du point (x, ,I) au point (x + Â;l'"l·) en restant
SUl'Ia paralléle à Ox et, le long de cette droite , OIl a dv = o.
Appliq uons Ia f()I'lIIule de Ia m0,Yeulle; no \I S pOli vou S écr ire

FI .r: -+- ~,J:, ,r) _. F, .1', ,. \
-----"------'-' - = I' (,r -+- () .l.r. ,,)

~,I'
(0<0'-:1):

en Iuisant tendl'i' .l,i· vers zero, il vient F:,,-=--=P l'l I'OIl ver rai t de
rru-uu: 'lue 1'011 a F', = Q, L'inlégrale ClII'viliglll' 1-'(.7:, ,I') n\rilie
done ré'luatioIl .nl'l ditl'tlt,t'11tiellc5 to t.iles (4 I), ct I'on obti,'ut
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l'intégrale générale de cette équation en ajoutant à F(x, y) une
constante arbitraire, .

La nouvelle formule est plus générale' que Ia formule (44),
puisque Ie cbemin d'intégration reste indéterminé. II est, du reste,
facile d'en déduire Ia formule (44). Pour éviter toute ambiguüé,
désignons par (xo, yo), (XI' YI) les coordonnées des deus extré-
mités, et prenons com me chomin d'intégration les deux droites
X = Xo, Y =Yi' Le long de Ia premiêre on a X = xo, do:= o,
ety varie de j-, àYI; ,le long de Ia seconde, on ay = yl, dy = o,
a: varie de Xo à XI' L'intégraIe est dono égale à

1'" Q'(xo, y) dy +r-. Yl) dai ;
Yo Xo

c'est, à une différence de notation prês, Ia formule (44).
Mais il peut être plus avantageux de prendre un autre chemin

d'intégration. Supposons qu'en posant X = fel), y = <f(t), et
faisant varier t de to à ti' le point (x, y) décrive un arc de courbe
joignantle point (xo, Yo) au point (XI' yl ) ; on a

j(.'t:"Y.l 111 I

P dx + Q dy =' lP(x, y)f(t)+ Q(a:" y) 9'(t)j dt,
{:rOJ )"o} to

et l'on n'a plus qu'une quadrature ià effectuer. Si 1'on suit,
par exemple, Ia ligne droite, on posera X = Xo + t(XI- xo),
Y =Yo + t(YI - Yo) et I'on fera varier t de o à I.

Inversement, si l'on connait une intégrale particuliêre ~ (x, y)
de I'équation (41), on en déduira I'intégrale curviligne par Ia
formule

1·(.'l',yJ
P d.c + Q dy = <t>(x, y)+ 'I>(xu, yo),

(.rOJ "0\

qui est I'analogue de Ia formule (8) du Chapitre IV.

. 146. Périodes. -- On peut étudier des cas plus étendus. Obser··
vons d'abord que Ia formule de Green s'applique aussi à dos aires
limitées par plusieurs contours. Considérons, pour fixer les idées,
une aire A Iimitée par 'un contour extérieur C et deux conlours C',
CU, intérieurs au prernier (fig. 28), et soient P et Q deux fone-
tions continues, ainsi que leurs décivées du premi~r ordre, dans
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cette aire, (On doit regarder les portions du plan intér ieures aux
contours C/, C" comme ne faisant pas partie de A; on no suppose
rien SUl' Ies fonctious P et Q dans ces deux régions.) J oignons Ies
contours C/, C" au contou r fermé C par Ies transversales ab, cd.
Nous obtenons ainsi U:J. contour fermé abmcdndcpbqa ou r, qui
peut être décrit d'un seul trait. Si nous appliquons Ia formule de
Green à l'aire limitée par ce contour, les intégrales curvilignes

Fig. ~8.

c

p

provenant des transversales ab et cd se détruisent, cal' chacunc
d' elIes est décrite deux fois avec des sens différents, et il reste

I'intégrale curviligne étant prise Ie long du contour total de
l'aire A, c'est-à-dire lo long des trois contours C, C/, C" dans le
sens indique par les flêches, de façon à avoir toujours à gauche
l'aire A.

Si Ies fonctions P et Q vérifient Ia relation ~; = ~~dans Ia

région A, l'intégraIe double est nulle et nous pouvons écrire Ia
rclation obtenue

(51) lPdx+Qdy=[ Pd:1'+Qdy+l Pdi+Qdy,
(e) • it:'J (C'.)

, en convenant maintenant de prendre Ies trois intégrales curvilignes
dans Ie inême sens.

Cela posé , reprenons une région A Iimitée par un seul con-
tour C, et soient P, Q deux fonctions continues, ainsi que Ieurs

dérivées, vérifiant Ia relation ~~ := ~;, sauf en Ull nornbre fiui de

poiuts oú l'une au moius des fouctions P, Q est discontinue. Nous
supposerons, paul' flxer les idées, qu'ill ait dans A trois points a,



Fig. 29.
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b, c de discontinuité, Entourons chacun de ces points d'une circon-
férence de rayon três petit et joignons ces circonférences au

contour C par une coupure (fig. 19)' L'intégralejP dx -t- Qdy,
prise depuis un point fixe (xo, Yo) jusqu'à un point variable (x, y)
sur une ligne ne franchissant aucune coupure, a une valeur unique
en chaque point, d'aprés le cas déjàétudié, car le eontour C, les

coupures et les petites circonférences forment une seule ligne
pouvànt être décrite d'un seul trait continuo Nous désignerons
par F (x, y) Ia valeur de cette intégrale prise suivant le chemin
direct allant de Mo (xo, Yo) en M (x, y).

On appelle lacet le chemrn composé de Ia ligne droite joignant
le point M3 à un point a' infiniment voisin de a, de Ia petite circon-
férence de rayonaa' et de eentre a, et de Ia droite a'Mo. L'int(~-

grale curvilignejP dai + Q dtc, prise le long d'un lacet, se réduit

à l'intégrale curviligne prise le long de Ia circonférence, Cette der-
niêre intégrale n'est pas nulle en général, si l'une des fonctions P
ou Q est infinie au point a,. mais elIe est indépendante du ra)'on
de Ia petite circonférence ;: e'est une constante + c:t, lc double
signe eorrespondant aux deux sens du parcours. Nous dêsignerons
de même, par + (13 et + e, Ia valeur de l'intégrale curviligne
prise le long d'un lacet décrit autour de l'un des points ainguliers
b ou C.

Cela posév.tout cherninjoignant le point Mo au point M peut se
ramener à une suite de lacets, suivis du chemin direct allant de 'M"
cn M. Par exemple, te chemin Mo mdef M peut se ramener it Ia
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suito des chemins suivants: MomdMo, ModeMo, Moe/Mo, Mo/M;
le chemin MomdMo peut à son tour se ramener à un lacet décrit
autonr du point singulier a, et de mêrne pour les autres. Enfin,
MofM est équivalent au chemin direct. Il s'ensuit que, quel que
soit le chemin d'intégration, Ia valeu r de l'intégrale curviligne est
de Ia forme

F(x, ri= F(x, y) + met+ n{}3 + pe,

m, n, p étant trois nombres entiers, positifs ou négatifs, absolu-
ment quelconques. Les quantités et, (/3, e sont les périodes de
l'intégrale curviligne. Cette intégrale est donc une fonction des
variables x, y, qui admet une infinité de déterminations, et nous
voyons l'origine de ces déterminations multiples.

Remarque. - La fonction F (x,y) est une fonction bien déter-
minée dans Ia région A, quand on a tracé les coupures a a, b (3, cr;
mais on doit remarquer qu'en deux points infiniment voisins
tels que m; m', de part et d'autre d'une coupure, Ia diflérence
F(m) - F(m') a une valeur finie. On a, en effet,

In m' 1M.
et= + + ,I...l. /12'

ce qui peut s'écrirc

1/1l 1."" 1m
= +et+ ;

Mo M. m'

maisl'" est infiniment petir.et iI reste
nl'

, F(m) - F(m') = et.

Lu diflérence F(m) - F(m') est donc constante et égale à et tout
le long de aa. 11en est de même pourles autres coupure$.

Eicemple. - L'intégrale curviliguci:x dy, - y.dx
. (I, O) x- +r:

présente un seul point critique, l'origine. Pour avoir Ia péciodo
correspondante, intégrons Ie long du cercle x2 + y~ = p~; on a

::r = p cosw, J' = p sino),
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et Ia période est égale à 1!1t dw = 27r. Lu vérification est irnmé-

diate, cal' on a sous Ie signe f Ia différentielle totale de are tang~.

U7. Extension des l'ésultats précédents. - Les résultats des derniers
paragraphes s'étendent sans modification essentielle aux-intégrales curvi-
Iignes dans l'espace

r:(53) U= Pdx+Q({r+Rdz.
{·-c.·o,ro,Zo'

Nous désignerons par P, Q, R trois fonctions continues ainsi que leurs
dérivées partielles du premier ordre, dans une région (E) de I'espace,
limitée par une seule surface fermée S. Cherchons d'abord les conditions
pour que l'intégrale curviligne précédente ne dépende que des extré-
mités (xo, y», zo), (x, y, .z) de Ia ligne d'intégration. Cela revient encore
à chercher dans quels cas l'intégrale curviligne, prise le long d'une courbe
fermée queIconque r, est nulle. Or, d'apres Ia formule de Stok es (no 132),
cctte intégrale curviligne est égale à I'intégrale de surface

(:)1, )
,)P JQ
rJy = dx'

JQ dR
Jz = ')y'

,)P JR
r).z = dx'

étendue à une surface ~ limitée par le contour r. Pour que cette intégrale
de surface soit nulle, que I que soit le contour r, il faut évidernment et il
suffit que l'on ait

Si ces conditions sont remplies, U est une fonction des variables x, y, .z,
dont Ia différentielle totale est P da: + Q dy + R dz, et qui est uniforme
dans Ia région E de l'espace, Pour a voir Ia valeurde U en un point, on
pourra choisir arbitrairernentIe chemin d'intégration.

Si les fonctions P, Q, R vérifient les relations (54), mais deviennent infi-
nies en tous les points d'une ou plusieurs Iignes dans (E), on en déduit des
conséquences analogues à celles qui ont été développées au nv '146.

Si, par exemplo, l'une des fonctions P, Q, R devient infinie en tous les
poiuts d'une courbe fermée 'I, I'intégrale U admeltra une période égale à Ia
valeur de I'intégrale curviligne prise Ie long d'un contour fermé traversant
une fois, et une seul e fois, une surfacc '1 limitée par Ia courbe 'I'

On peut aussi se proposer, pour les intégrales de surface, une question
tout à fait pareille à celle qui a été traitée pour les intégrales curvilignes.
Désignons par A, B, C t rois fonctions conrinues, ainsi que leurs dérivées
du prernier ordrc , dans Ia région E de l'espace limitée par une seule surface
fermée S. Soit 1: une surface prise dans E, et lirnit ce par un contour de
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forme quelconque r. L'inrégrale de surface

(55) I = Ir A dy dz + B dz da: + C dx dy
JJe'E.)

depend en généraI de Ia surface ~ elle-même, et non pas seulement du
contour r. Pour que cette intégrale ne r.épende que du contour r, iI faudra
que I'intégrale double étendue à une surface fermée quelconque prise
dans E soit nulle. La condition pour qu'iJ en soit ainsi nous est donnée
immédiatement par Ia formule de Green (no 136). Nous savons, en elfet,
que I'intégrale double précédente, étendue à une surface fermée, est égale
à I'intégrale triple

lIf(dA dB dC,
dx + dy + d~L dx dy dz ,

étendue au volume Iimité par cette surface, Pour que cette derniêre inté-
grale soit nulle, quel que soit ce volume, il faut évidemment que les fone-
tions A, B, C vérifient Ia relation

(56)
dA dB JC- + - + ---=0,dx dy âz

et cette condition est suffisante.
La formule de Stokes en donne une vérification facile, En elfet, étant

données trois fonctions A, B, C vérifiant Ia relation (56), on peut, d'une
infinité de maniéres, déterminer trois autres fonctions P, Q. R, telles que
l'on ait

JR _dQ === A
dy dz '

JP _ dR _ B
dz â» - ,

dQ _ dP = C.
da: dy

D'abord, si ces équations admettent une solution, elles en admettent une
infinité, cal' elles ne changent pas quand on remplace P, Q, R pa·r

o .n.+-,~ dy

respectivement, À étant une fonction quelconque de x, y, a. Cela étant,
prenons R = o; on tire des deux premiêres relations (57)

P =:JSB(x, r, z) ds + <p(:.c, y),-. Q = - f~A(x, y, z) dz + 4(x,y),-.
P(.t·, y) et 'h'c, y) étant deux fonctions quelconques de x et de y. Eu
porta ••t ces valeurs dans Ia derniere équation (57), elle devient

r (dA dB), _ d'? tI-r- - + - dz + -- -- - - C x ~•. :. (}:r dy' J;J.' (~V - (. ,y, .•..),
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ou. en tenant compte de Ia condition (56),"

a'} dy "
dx - ay = C(x, y, zo),

38l

011peut encore choisir arbitrairement une des fonctions '!', O}.
Ayant ainsi déterminé trois fonctions P, Q, R satisfaisant aux equa-

tions {57), I'intégrale de surface est égale, d'aprês Ia formule de Stokes, à
l'intégrale curviligne

r P da; + Q dy -+- R dz;
J(r) .

elle ne dépend donc que du contour r.

EXERCICES.

1. Étudier les propriérés de Ia fonction
X ,. Z •

F(X, Y, Z)= f da; r dyf /(x, r. z) dz ,
.1'0 L .'·fI Z.

con sidérée comme fonction de X, Y, Z. ,Étendl'e les résultats du nOf US.

2. Trouver le "yolu11Ielimite par Ia portion de Ia surface rcpréscntée par
I'équation

qui est située. dsns Ie triedre Oxyz.

3. Ramener a une intégrale simple l'inrégrale multiple

./1' .. ·.rX~IX~'" ..X~.F(.TI + x~ +...+ Xn) dXI dx: •.. dxI/,

ét endue nu domaine U d éflni Bar les inégalités

I)~.l':. 0:;;.1',,: ''!.'1 + x,+ ... + :vll:;;a'... ;

, ouprocede comm e 3U n" 14i)"

i. :Üême qúestioa pOUI' l'intcgrale multiple
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étcndue au domaine D défini par les inégalités

... , O~XIt, (Xt)'" . (Xn)""('at -+- ••• + a
n

="
5*. Démontrer Ia formule

Il

JJJ··I dr,dr, .. ,u.- r(i~.)'
I'intégrale multiple étant étendue au domaine D défini par I'inégalité

G*. Démontrer Ia formuler f~1t· rdO F (a cosO + bsin Ocos 9 -+-csinO sin 9)sin Od,?,= 2 r. F(uR sdu,
Q a

ou a, b, c sont des constantes quelconqucs et ou I'on pose R = 1/a2 - b~-+-c'.
[POISSON)

{On peut observe r que I'intégrale double représente une certaine' inté-
grale de surface étendue à Ia sphere X2 + y2 -t- :;2 = I, et prendre le
plan b » -r- cy -+-az = o pour nonveau plan des xy.)

T", Soit P = F'(O, 9) l'équation d'une surface fermée -en coordcnnées
polaires. Démontrer que le volume limité par cet.te surface est égal à I'in-
tégrale double étendue à toute Ia surface

(,,) , fJ'J, pcosyd-.,

d« étant l'élérnent d'aire, et y l'angle que fait le rayon vecteur nvec Ia nOI'-

male extérieure, Interprétation géométrique.

8". Un ellipsofde étant représenté par l'équation

d,'Iillissons uu 'poiut de sa surface par les coordounées ellip: ique- , et p,
.c'cst-à-dirc par les racines de I'équation precedente ou l'on aurait l'e';I-
placé p. par i'inconnue (("oi,. noUI L L'application des formule; du li' t;::j,
ali volume de cet cllipsotdeconduirà Ia rdation suivante :
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L'application de Ia formule (Ot) donne de mêmer di [C (v2_pl)dv =~.
o P b V(b~_p2)(C2_p2)(V!_'b2)(C2_V2) ,2

[LAMÉ.]
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9. Principe d'Archimêde. - Étant donné un corps solide plongé
dans un liquide homogêne en équilibre, chaque élément de surface sup-
porte une pression normale égale au poids d'un cylindre de liquide ayant

-pour base cet élément de surface et pour hauteur Ia distance de cet élément
à ia surface libre horizontale. Démontrer que toutes ces pressions ont une
resultante verticale, dirigée de bas en haut, et égale au poids d'un volume
de liquide égal à celui du corps immergé.

10>. Transformations qui conservent les volumes. - Soient U (x, Y, Z)

et Y(x, r. Z) deux fonctions telles que d~:Zet d~~Y ne soientpas nuls.

La transformation ponctuelle définie par les formules

oU
X= dY'

dV
- =zoy

est tel/e que l'on ait ~~X, Y, Z1 =). En combinant cette transformation
x,y,z

avec une permutation des variables x, y, z, on obtient toutes Ies transfor-
mations ponctuelles qui conservent les volumes.

Généralisation. - Soient UI (XI, X!, ... , Xn), U,(x., Xl, X3, ••• , ,Xn)1 ••. ,
U/('~h ... , XI, X,+l, .•• , Xn) ••• , Un_I(XI, •.. , Xn-l, Xn) un systeme
de n - I fonctions des n variables qui y figurent. Les fonctions XI,
'\" ... , X" des n variebles indépendantes XI, Xl, ••• , XII' définies par les
équarions

... , dU n-2 dU ,'-1--- =---,
OXn-2 dXII

oUn_1
---=X\
OX"":'l

vérifleut Ia relation

••. a



CHAPITRE VIII.
SÉRIES ET PRODUlTS lXFI~IS .

•

I. - RÊGLES DE CONYERGENCE.

148. Généralités. - On a vu plus haut (n? õ) Ia condition
générale de convergence d'une série. Dans Ia pratique, pour recon-
naitre si une série donnée est convergente ou divergente, on se
sert Ie pIus souvent de l~gles moins générnIes, mais d'une appli-
cation pIus commode. Nous allons rappcler Ies régles de COD\'er-
gence Ies plus usitées. qui suffisent dans Ia plupart dos appIications.
Nous présenterons d'abord un certain nombre de remarques. qui
se déduisent immédiatement de Ia définition même de Ia COD\'er-
gence:

J o Si 1'0n multiplie tous les termes d'une série par un nomhre
constant a, diflérent de zéro , Ia nouvelle série est convergente ou
divergente en même temps que Ia premiére ; lorsque Ia prem iére
est convergente et a pour .sornme S, Ia somme de Ia seconde série
est aS.

20 Si I'on a deux séries convergentes

lln + ,/t1 + lt2+, . ,+ lln+. , ')

Vo+ 1'1+ 1'2+.,.+ ~'Il+""

ayant respectivement pour sommes S et S/, Ia uouvelle série
obtenue en ajoutant terrne à terme,

(3)

est convergente et a pour somme S + S/. Il en scrait de même si
I'on ajoutait terme à terme p séries convergentes.

30 On ne modifie pas Ia convergence ou Ia divergence d' UII('
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.., #" , -. "~~:~série en changeant Ia valeur d'un nombre fini de termes de cette . "' ..;
'L ••••••.

série; cal' cela revient à augmenter ou à diminues toutes .les
sommes S" d'une quantité constante, à partir d'une -,valeur assez
grande de n. En particulier, une série est convergente ou.diver-
gente en même temps que Ia série obtenue en supprimsnt uti:.cer- .•.
tain nomhre de termes au début, " . , , .

4° Soient S 1a somme d'une série convergente, S" Ta somme
des n + I premiers termes de Ia série, et Rn Ia somme de Ia série
commençant au terme Un+l; si l'on prend pour valeur approchée
de S Ia som me S" des n + I premiers termes.Terreur commise est
évidemment égale à n.. Puisque s, a pour limite S lorsque n aug-
mente indéfiniment, Ia différence R,t tend vers zéro , et l'on peut
toujours prendre uu nombre de termes assez grand pour que ~'er~
reur commise en rernplaçant S par Sn soit moindre que tout nombre
donné à I'àvance, du moins théoriquement, Jl suffit de connaitre
une limite supérieure de R" pour se rendre compre de l'approxi-
mation obtenue. II est clair que, dans Ia pratique, les seules séries
qui se prêtent aux calculs numériques sont cellespour lesquelles
Ie reste R" tend assez rapidernent vers zéro ,

1. - REGLES DE CONVERGENCE.

1,i9. Séries à termes positifs. - Les séries dont tous les termes
sont positifs ont une grande importance, et nous commencerons
par Ies étudier-, Dans une telle série, Ia somme S" va en croissant
ave c n; pour q~le Ia série soit convergeute, il suffira donc que
cette somme S" reste inférieure à une limite fixe, quel que soit n.
Le procédé le, plus genéral pour décider de Ia convergence ou de
III divergence d'une série consiste à compareI' Ia série proposée à
une autre série déjà étudiée, On s'appuie pour cela SUl' Ies deux
propositions suivantes :

I v Si une série à termes positifs a tous ses termes inférieurs ou
nu plus égaux respectivement à ceux d'une autre série convergente
à terrnes positifs, Ia premiére série est convergente.

Cal' Ia sornme S" des npremiers terrnes de Ia série proposée est
évidemment pIus petite que Ia somme 5' de Ia seconde série; elle
a donc une limite S inféricure à S'.

2° Si une série à termos positifs a tous ses termes plus grands
respectivement que ceux d'une série divergente à termes positifs,
elle est également divergente.

UOURS.\T - r , 25
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Cal' Ia somme des n premiers termes de Ia premiére série est
supérieure à Ia somrue des n premiers termes de Ia seconde, et par
'suite augmente indéfinirnent avec n.

On peut faire Ia comparaison de deux séries d'une nutre façon,
en .s'appuyant sur le Iemme suivant : Soient

(U)
(V)

Uo+ Ul+ U2 + ... + Un + ... ,

1'0+ 1',+ 1'2+',,+ I'n+ •••

dcux séries à termes positifs. Si Ia série (U) est convergente et
"à ir rl' 1'''+1 U,,+I ISI, partir un cerram rang, on a constamment -- < --, a

V~l 'til

série (V) est aussi convergente, Si Ia série (U) est divergente et
si, à partir d'un certain rang, on a constamment Un+l, < ~, Ia. u

"
Vn

série (V) est égalemenr divergente,
Pour démontrer Ia premiêre partie, supposons que I'inéga-

I, é I'n>l lln+l ' é 'fiá > C ' I . IIt --< ~ sort v ri I e pour n _p, omme on n a tere pas a
Vn Un ...-

convergence d'une série, ni le rapportd'un terme au prócédent, en
multipliant tous les termes par un même facteur constant, on peut
supposer Pp< Up, et il est évident que I'on aura PP+I < Up+l,

puis PP+3< up+~, .,., La série (V) sera donc convergente, La
seconde parti e du lemme s'étahlit de Ia même facon.

Étant donnée une série à termes positifs, de cáractêre connu,
on peut Ia prendre comme terme de cornparaison, et l'on ohtient

- ainsi deux propositions permcttant dans certaius cas d'affirmer Ia
convergence ou Ia divergence d'uue autre série à termes positifs

, suivant que l'on compare les termes eux-mêmes des deux séries,
ou Ies rapports de deux termes consécutifs.

USO, Ràgles de Cauchy et de d'Alembert. - La série Ia pIus
simple que 1'0n puisse prendre comme terme de comparaison est Ia
progression géométrique de raison r, qui est convergente si,' < I.

et divergente si r ~ i. La comparaison d'une série à termes positifs
avec une progression géométrique conduit à Ia régle suivante, due
à Cauchy :

Lorsque, dans une série à termes positifs, yr;i,'; est, à partir
d'un certain rang , constamment moindre qu'un nombre fia:«,
inférieur à Lunité, Ia série est convergente ..si ,'!ii;;'est, fi partir
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d'un certain. ,~ang, constamment supérieur à Lunité, Ia série
est divergente,

Dans le premier cas, on a. en effet, v;:-<k <. et, par
suíte, UII < k«. Les termes de Ia série sont donc, à partir d'un
certain rang, moindres que ceus d'nne progressiongéométrique
de raison plus petite que I'unité. Dans le second eas, au contraire,
on avu,,> I et u,,> I; Ie terme général ne tend donc pas vers zéro.
La rêgle précédente est applicabIe toutes les feis que VUII tend
vers une limite, et I'on peut encere énoncer Ia proposition sui-
vante :

Si vu: tend vers une limite I, lorsque ti crott indéfiniment,
Ia série est convergente si I est inférieur à un, et divergente
si I est supérieur à uno

Si l = I, il ;; a dou te, .sauf dans Ie cas 01'1 VUn tend vers l'unité,
en lui restant supérieur; Ia série est aIors divergente.

En comparant de même le rapport de deux termes consécutifs
d'une série à termes positífs nu rapport de deux termes consé-
cutifs d'une progression géométrique, ou obtient Ia rêgle de
d'Alembert :

Lorsque, dans-une série à termes positifs, le rapporl d'ull
terme au précédent est, à partir d'un; certain 1'ang, inférieur
à un. nombre fixe plus petit que Eunité, Ia série est convergente,
Si ce rapport est, à partir d'un certain rang, supérieur à
Puuité, Ia série est divergente.

On en déduit cornme .corollaire que, si le rapport UI/+. tend
UII

oers une limite I, lorsque n augmente iruléfiniment, ta série
est convergente si I < I ,/et divergente sil > I. Le seul cas dou-
teux est celui ou I = I, à moins que ~ ne tende vers un en lui

u"
restant supérieur. La série est alors divergente.

lãt. Remarques diverses. - I. La regle de Cauchy est plus générale
que celle de d' Alembert. SUppOSOIlS, eu e Ilet , que les terrnes d'une série
soient, à. partir d:un certain rang, plus petits que ceux d'une progression
g-éométrique décroissante; le terme généralze., Se1'3, pourvu que n soit plus
l'(fuud qu'un nombre fixe p, inférieur à A r", A étant une constante etr



388 CHAPITRE VIII. - StRIES ET PRODUITS INFINIS.
1

étant plus petit que un, On aura donc VUn < r An, et le secondmembre
a pour limite r lorsque n augmente indéfiniment i.En désignant paI," k un
nombre fixe compris entre r et I, on aura donc, à partir d'un certain
rang, í}'un < k. NOus sommes donc toujours dans un cas ou Ia regle de

C 'h I' bI ia Il f . Un+lauc y est app rca e, mais I peut se aire que le -rapport -- prenne
. Un .

des valeurs supérieures à un, aussi Ioin qu'on aillll dans la série. Prenons,
par exemple, Ia série

I + r isin e 1+r2i siuv e ] + .. ,+ ,.2lsinnlX 1+... ,

oú r' < I, cI étant une constante quelconque. On a '\tun = r 'V I sin n IX i < r,
tandis que le rapport

~= ri sin(:! + I)IX I
ull' sm n «

peut prendre en généraI une infinitéde valeurs supérieures à un, lorsque
n augmente indéfiniment,

II y acependant avantage à conservar Ia regle de d'Alembert , qui est
souvent d'une application plus facile.Ainsi, dans Ia série

X x2 x3 XII

.1+ r + i.2 + 1.2.3 +...+ 1.2., .n ;f- ... ,

Ie rapport d'un terme au précédent ~ a zéro pour limite lorsque 11
n+J

augmente indéfiniment, tandis qu'on ne voit pas immédfatement ce que

devient n~~ 11 ~ pou!' des valeurs três grandes de n,
Vi.2 ... n

11. Quand on a reconnu, par l'applícarion d'uae des rêgles précêdentes,
que Ies termes d'une série sont respectivement moindres, à partir d'un
certain rang; que ceux d'une progression géométrique décroissante dont le
terme général est Arn, il est facile d'avoir une limite de l'erreur commise
quand on prend pour somme dela série Ia somme de ces m premiers termes;
cette erreur est évidemment moindre que Ia somme de Ia progression

A r 111

A rlll + A rm-t-1 -l;- A,.III+2 +,,,= I _ ,..'

'L I d ." i=:: UlI+ 1 h I' .111. orsque es eux expresslOns VII" et -- ont c acune une umt e,
U"

ces deux limites sont les mêmes. Considérons, en effet , Ia série auxiliaire

(4) Uo+ /lIX + 112:r2+ •.. '+ U,,:1:"+ .. "

ou a: est positif. Dans cette série, Ie rapport d'uu terme au précédent a
ltll+L

pOUl' limite lx, l étant Ia limite du rspport --, Ia série (,1) est donc
((11
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. I" I di . I D' dé .convergente SI on a a: <: l' et ivergente SI »:» 7.' e meme, en eS1-

gnant par l' Ia limite de nV~, I'expression VunXn a pour limite l' ai, de

sorte flue Ia série (4) doit être convergente si I'on a a: < l' et divergente

si x r» y,' Pour que ces deux caract êres de convergence ne soient pas en

contradiction, il faut évidemment que l = l'; si I'on avait, par exemple,

l l' b . I I drai I "> ,tout nom re a: cornprrs entre 7 et l' ren rait a serre convergente
d'aprês Ia régle de Cauchy, tandis que le même nombre rendrait Ia série
divergente d'apr ês Ia regle de d'Alembert ,

IV. PI us généralement, lorsque u" + 1 tend vers une -lirnite II vu;. tend
u"

vers Ia même limite. Supposons, en effet , qu'à partir d'un certain rang tous
les rapports

ltll+l--,
Un

... ,

soient compris .entre l-E et l + E, E désignant un nombre positif qu'on
peut supposel' aussi petit qu'on veut, pourvu que n soit assez grand. On
aura aussi

ou encore
1 P 1 P

Il;;+/' (I - <)ii+P < n+'V Un+p < u~+P(l + E)ii+P

lorsque , n restant fixe, le nombre p augmente indéfiniment, les deux termes
extrêmes de cette double inégalité tendent respectivement vers I ~ E

et l -+ z. On aura donc, pour toute valeur de m supérieure à une limite
convenable,

l - 2E < ~ < l + 2E,

me- I" 1et , comme E est arbitraire , on en conclut que V Um a pour Imite e
uo mhre l.

li est ú remarqueI' que Ia réciproque n'estpas vraie. Prenons. pai'
ex emple, Ia série

... , ...,
ou a et b sont deux nombres différents. Le rapport d'un terme au pré-
cédent est alternativement a ou b, tandis que l'expression n~ a pour
limite Vab lorsque TI> augmente indéfiniment.

La proposition précédente peut servir à trouver Ia limite de certaines
expressions qui se présentent sous forme indéterminée. Elle nous montre,

n '
pai' exemple, que V 1.2. , . n augmente indéfiniment avec n, car le rap-
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port, 1 02 'Co. n. ) augmente lui-rnême indéfiniment. On verra de même
1.2. o o n -'J

que n..;n a pour limite I'unité, ainsi que Vlogno'
. , . .

152. ApplleatioD de Ia, plue grande des Íimites; ~' Cauchy a pré-
senté Ia regle précédente sous une. forme plus générale, Soit an le terme
général d'une série à termes posirifsvConsidéronsIe suíte,

(5) .
t
1!. .. , ,all, ~. .~

si les termes de cetre suite n'ont .pas de borne 'supér ieure, le terme
général an ne tendpas vers zéro, et Ia osérie est divergente. Si tous les
termes de Ia suíte (5) 1I0nt moindres qu'un nombre fixe, soit 11) Ia plus
grande des limites dei; termes de ceue suíte.

La série l:an est convergente si (o) est inférieur à un , et divergente
si 11) est superieun à uno

Pour démontrer la premiere partie, soit I =: li un nombre compria entre 11)

et !.'D'aprês Ia définition de Ia plus grande des limites (nO 4), il n'y a qu'un
nombre fini 'de termes de .la suíte (5) supérieurs à I - 0(; on peut done
trouver un nombre entier p tel que, pour toute valeur de n supérfeure à p,
on ait ny'a;; < I -,O(, La série l:an est donc convergente. Au contraire, si
I'ou .a 11) > i, soit I' + O(,un nombre compris entre 1 et 11); il Y a une infinité
de termes de Jà suite (5) supérieurs à r + á,~t par suite une infinité de
valeurs de npour lesqúelles an° est plus grand que uno L. série l:an est
donc divergente; 11 n'y a doute que dans le cas oú 11) = l.

t~<:) " ,. d' L Un"':, ~r.:- d'UeJ.Théorême e Cauchy. - , orsque --u;;- ou V u-, ten . vers
l'unité, -sans' être eonstamment supérieur à un, les rêgles de
d'Alembert et de Cauchy ne permettent pas d'affirmer Ia conver-
gence ou Ia divergence d'une -série, Il faut dans ce cas prendre
pour termes de, comparaisou d'autres.séries jouissant de Ia même
propriété, 'el de caractére connu. La proposition suivante, que
Cauchya déduite de l'étude des i.ntégrales .définies , permet souvent
de décider de IR convergeuee ou de Ia divergence d'une série,
torsque les regles précédentes sont en défa ut.

Soit'P( .c) une fonction positive à par-tir d'une eertaine valeur a
de », .allant constamment en décroissant et tendant vers zéro
quand x augmente indéfiniment La courhev = cp(x) est asymptote

, " ~I' ,

à l'axe des », et l'intégrale définiej 'P(,r) d» peut tendre vers
fi
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.une limite finieou non, lorsque l crott indéfiniment. Cela: posé,
la série
(fi)

est convergente si l'intégrale précédente tend uers une limite,
et divergente dans le cas contraire .

Supposons, en effet, x compris entre a +p - I et a + Ps
p étant un nombre entier positif. De ta double inégalité

,(a-+- p -I) > ~(x) >-cp(a -+- p)

on tire, en intégrant entre les limites a +p ~ I, a +p,
iI+p·

,Ca-+-p-I»l cp(x)(ix>cp(a+p).
a+p-l .

Faisons successivement p = I, 2, .,., net ajoutonsles inéga-
lités obtenues j il vient

:;;(a)-+- r(a -ê- I)+,... -+- cp.(a -+- 11-1» [a+n cp(x) de;

.. a+n .
T(a-+- I;-+- cp(~ -+- 2)-+- ... -t- 'f(a -+-»<L cp(x)tk.

a

Cela posé, si l'intégrale fi 'f (a;) da; tend vers une limite L
a

lorsque laugment~indéfininient, lasominecp( a) +...+.cp(a + n):
.. restant constamment moindre que cp( a) +L, tend vers une
. limite ; Ia seria (6) est donc convergente. Au contraire, si l'inté-

grale 1n+n cp(x) da; c~oit .au delà de toute limite, il en est de
n

même, d'aprês lI! premiére inégalité, de Ia somme ~<!I( a + i) j
. ~o

Ia .série (6) est donc divergente ..

Prenonsvpar exemple , cp(x) =~, ou p. est positif, et a = I.x. .
Cetlc fone tion cp(a;) satisfait .bien àt~utes les conditions de

I'énoncé et I'intégrale j I :: tend vers une limite lorsque I erott

indéíiniment, pourvu que p. soit supérieur à l'unité, et dans ce cas
seulement, Il eu résulte que Ia série donr le terme général est n-\L

est convergente si p. est plus grand que un, et divergeute si p. ~.I •
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Supposons encore <p(x) = (I I )' , a = 2, P. étant positifa: ogx 11.
et logx désignant le logarithrne népérien, On a, en suppo-
sant P.?l.I,

J" da: -I
(I ) =-[(logn)I-II.-(Iog?)I-fLJ;

! a: ogx 11. P. -I
,

le second membre a une limite finie si p. > 1 et augmente indéfi-
niinent si fi < I. Dans le cas particulier ou p. = I, on voit de Ia
mêrne façon que I'intégrale croi! au delà de toute limite. La série

1 I I

(I ) + 3(1 3) +...+ (I ) +...2 og2 11. og 11.. 11 og 11 fL

est donc convergente si p. > 1, et divergente si p. ~ I.

Plus généralement, Ia série dont le terme générnl est

Il log fi log21llog21l ... logP-ll1 (log« 1l)1I.

est convergente si I'on a p. > I et divergentc si p. ~ I. On a écrit,
pour abréger, log2n à Ia place de log logn, et d'une façon géné-
rale logp n à Ia place de p signes log superposés, Bien entendu on
ne dorme à l'entier n que les valeurs assez grandes pour (Iue log 11,

Iog2 n, log" n, ... , logP n soient positifs, et I'on supposp. les termes
manquants remplacés par des zéros. On le démontre counne pour
les séries précédentes; si, par cxemple, on a p. ;F. 1 , Ia fonction

a: logx log2x ... (logPx)1I.

est Ia dérivée de _1_ (IogPx) 1-11.,ct cette derniêre fonction ne
1- p.

tend vers une limite finie lorsque a: augrnente indéfinimcnt que si
I'on a p. > I.

La proposition de Cauchy est susceptible d'applications d'un aut re geme.
ta fonction <p(x) satisfaisant toujours aux conditions énoncées plus haut ,
considérons Ia somme

'P (li.) + 'f (n + I) +...-i- 'f (n +p ),

ou n et p sont deux nombres entiers qu'on fait croitre indéfiniment. Si
Ia série, dont le t erme général est y(n), est convergente, Ia somme précé-
dente a zéro pour limite, car elJe est Ia différence des deux sommes S"..,."
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et S"-1 qui tendent l'une et l'autre vers Ia somme de- Ia série. Máis si cette
série est divergente, on ne peut plus rien affirmer. En reprenant le raíson-
nement de tout à l'heúre, 00 parvient à Ia. double inégalité

11+" f'n+p

f ,?IX) d.c < q;(IL)+ 'I'(n + 1)+ ... -t- 'I'(n + m=: :p(n)+ 'I'(x)dx;
Il Il

comme 9(n) tend vers zéro lorsque n croit indéfiniment, on .voit que
Ia llmite de Ia somme considérée est Ia même que celle de l'inté-

1"+/'
grale n p(x) dai, et elle dépend de Ia façon dont les courbes n et p

croissent au deI à de tome limite.
p

Par exernple, pour avoir Ia, limite de Ia somme ~(n + iri, il suffit de
1=0

chercher Ia limite de I'intégrale' définie [n+p d: = log (I+~). n est

elair que cette intégrale n'a une limite que si le rapport!!. a une limite;
n:

si IZ est Ia limite de ce rapport , Ia somme précédente a- pour limite
10g(1 + a)'(cj. p. 41~.

P 1

Pour avoir Ia limite de Ia somme ~(n + i/', il faut de même chercher
i==O

Ia limite de l'intêgrale

pour que ceu e expression ait une limite, il faut q,ue le quotient P_ aitVn
lui-même une limite 2. L'expression précédente a aussi pour limite IX.

154. Critêres logarithmiques. - En prenant comme terme de
comparaison Ia série l:n-l'-, Cauchy a été condnit à une nouvelle
regle de convergence , tout à fait analogue à celle qui est relative
"/-à \ ú; :

1Jog-
Si, à partir d'un certain rang, -J u; est constamment supé-ogn

rtcur à 111l nombr« fixe plus grand que l'unité, ia série est
lug 2-

convergente. Si I,')<VI:," rst constamrnent inférieur à I'unité, Ia
'"série est divergente,
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Ilog-
Lorsque log~. tend »ers une limite. I quand 11. augmente

indéfiniment , ia série est convergente si i> I, et divergente
si I< I. IIy a doute si i . I.

Pour démontrer Ia premiêrepartie, remarquons que de l'iné-
galité

Ilog - > klogn'
Un

on déduit que u" est inférieur à n="; Ia série est done convergente,
si l'on a k > I .

De même, si l'on a
I

log U
n

< [og n,

on en déduit UI! > ~;Ia série est done divergente.. n .
Ceue regle permet de reconnaítre Ia convergence d'une série

toutes les fois qu'à partir d'un certain rang les termes de eeue
série sont respectivement moindres que ceux de Ia série I.An-fl-,
ou A est un faeteur constant, et-fl->," Si l' ou a, en eflet,

A
un< --,

IlIJ-

on eu déduit
logul/+ fLloglt < IogA,

nu
I

.)
o~' -.... Un IogA

.-- >fL- --,logn logn.

et te seeond membre a pour limite fl-lorsque 11. augmente indéfi-
niment. A partir d'on eertain rang on aura done, en désignant
pnrk uu nombre compris entre un et fl-,

log~
~-k
log n . :

En pl'enulll 'de mérne conuue tci'mcs de comparaison les sér-ies

~ )
...,; /I 10;':'/1 (/o;.:~/I ',;1'

...,
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on obtient une infinité de régles de convergence, qui se déduiront
. ( .l

log- log-,
de Ia préeédente {I)en remplaçant dans l'énoncé _I Iln par 1 :un

, ogn og n.
Ilog --,--

pUIS parl:;;~ogn, .... Ces rêgles s'appIiquent, à des eas de
plus en plus étendus; il est' facile de s'assurer, en effet, que si
l'une d' elles permel de reconnattre Ia convergence ou Ia divergence
d'une série, il en sera d(+même de' toutes les suivantes. Mais, aussi
loin que l' on ailJe dans Ia série des essais, il peut se faire que
I'application de ces rêgles ne permettent jamais de reconnaltre le

. caractére d'une série. MM: du Bois-Reymond (2) etPringsheim (3)
ont , en effet, formé des séries, tant convergentes que divergentes,
pour lesquelles les critêres Iogarithmiques ne donnent aueune
indication, Ce résultat est d'un grand intérêt théorique, mais les
séries convergentes-de ceue espêce sont évidemment três lente-
ment convergentes et ne paraissent pu susceptibles d'applications
au calcul numérique (4).' ,

. 155. Regle de Rube et Duli •• el. - En conservant Ies mêmes
-séries com me termes de comparaison, mais en comparant Ies
rapports de deux termes consécutifs 'au Iieu de compareI' Ies
termes eux-mêmes, on est conduit à de nouvelles regles, moins
génér,ales, iI' est vrai, que les peécédentes, mais qui sont souvent
d'une application plus eommode dans Ia pratique, Ainsi, soit (U)
une série à termes positifs dans laquelle le rapport U

n
+\ tend vers

. Un

l'unité, en étant eonstamment inférieur à uno On peut représenter

ce rapport par --'-, ()(" étant un nombre positif qui tend vers
. 1-1- an ,

zéro lorsque n augmente indéfinimeni, La .comparaison de ce rap-

(I) Voir BERTIIAND, Traité de Calcui diJlérentiel et integral, t. I; p. 238;
Journal de Liouvüle, Ire série, t. VII, p. 385.

(I) Ueber Convergene von Reihen Uournod de' Crette, t. 66, ,873, p. 835).
(') Allgemeine Theorie de,' divergens :., (JJlathematische Allnalen, t. XXV,

,890)·
(4) Dans un exemple de sér-ie convergente, dú à M. du Bojs-Reymond, il fau-

drait , d'aprês l'auteur, calculer Ia somme d'un nombre de termes égal au volume
de Ia Terre eeprimé en miilimêtre« cubes pour avoir seulement Ia moit ié de Ia
sorrune de cette série.
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( n)1.L dui 1 . 1Port ave c __ o - con urt a a reg e
n+1

par Raabe ('), puis par Duharnel (2) : .

Si, à partir d'un certain rang, le produit na" est constam-
ment supérieur à un nombre fixe plus grand que un, ia série
est convergente. Si, àpartir d'un certain rang, ce produit est
constamment plus petit que un; la série est divergente.

suivante, ohtenue d'abord

La scconde purtie de Ia proposition est immédiate. Si, à partir \
d'un certain rang, on a n a; < I, on en déduit

1 n--"--' > ---,
1+3." li +1

1 Un+1 é . d det e rapport -- est sup rieur au rapport e eux termes consé-
Un

cutifs de Ia série harmonique : Ia série est done divergente.
Pour dérnontrer Ia premiêre partie, supposons qu'à partir d'un

eertain rangon ait constamrnent n a.; > k ;» I. Soit {J. un nombrc
compris entre 1 et k, I < {J. < k; Ia con vergenee de Ia série sera
assurée si, à par-tir d'un cerlain rang, le rapport Un+1 est moindre

Un

que le rapport (_n_)1.L de deu x termes consécutifs de Ia série
n+1

dont Ie terme général est n-I.L. 11 faut, pour cela, que l'on ait

(8) I 1--< ,
1+ a" ( 1)1'"1+-

. li

ee qu'on peut écrire , en développant (I+ !..)!.l. par Ia formule de
li.

Tnylor limitée au terme en~,
n-

p.' À1+ - + ...!':. < I + an'
n n2 '

"n restant toujours moindre qu'un nombre fixe lorsque n. augmente
indéflniment. Ccue condition devient, en simplifiant,

)'11
p.+ 1í<.::::nO:n;

(') Zeitschrift für ,l/athematik u n.d Ptiy sik; t. X, ,8,3>.,
(') Journal de Liouvilt e. t. IY. ,~38.



1. - RECLES DE CONVERCENCE.

or le premier membre a pour limite p. lorsque n croit indéfiniment.
A partir d'une valeur de n assez grande, ce premier membre sern
donc moindre que nacllt ce qui suffit pour démontrer I'inégalité (8)
et par suite Ia convergence de Ia sér-ie,

Lorsque Ie prodüit na., tend vers une limite 1 pOlir n infini, on
peut appliquer Ia regle précédente. La série est convergente
si I> 1, et 'divergente si 1< 1. II Y a doute pour 1= I, sauf dans
le cas ou n~1I tend vers un en lui restant constamment inférieur ;
Ia série est alors divergente.

Lorsque le produit nZn a pour limite I'unité, on compareU~+i au rapport

de deux. termes consécutlfs de Ia série "

ltll ~-1 1--=---7c-'
I ~1l1+-,+--
n n

1 I

(I ) + ... +' (I ) + ... ,2 og z li. n ogn!'-

qui estconvergente si fi- >,1, et divergente si fI-~I. Écrivons le rappcr td c
, deux te rrnes consécutifs

~" tendant vers zéro lorsque n augmente indéfiniment. Si, à partir d'un
certain ran~, te produit ~"Iog n est constamment supérieur à un.
nombre fixe plus grand que l'unite, ,Ia série est convergente. Si ce
produit est constamment inférieur à l'unite, Ia série est divergente.

Pour démontrer Ia premiere partie, supposons que, pour toutes les
valeurs de n supérieures à un nombre p, on ait ~"Iogn> k > I. Soit fi- un
nombre ,tel que I < fi- < k, La eonvergenee de Ia série sera établie si, à
partir d'un certain rang, on a

UI/+I n [ log ]11.-<-- .u" n+1 log(n+l) ,

ou, en appliquant Ia formule de Taylor au second memhre,

r ! uloCY(I+.!.') [IOCY((+~)]~'tI d" 1 r 'O. /l, o n
1+- + !- > (I+ -) (+ I + )'11 1 '

1t n. \ 1/ og n og n

À" restam inférieur en valem' absolue iI un nombre fixe lorsque n croit
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indéfiniment. Cette inégalité devieut, en simplífiantr

, [' ( I)]", ).,,(n + 1)log' 1+-:- .
~"Iogn > f.L(/l + 1)IOI)(I+..!.~+ I ' 11;nl ogn

or le produit (n + I) log ( I + ~) a pour limite l'unité lorsque 11 augment e

.iadéflniment, car on peut I'écríee, d'aprês Ia formule de Taylor,

(n+I)logl 1+ ~)=I+ ~tl+ li),\ n ú n.(10)

é tendant vers zero, Le second membre de I'inégalité précédente a donc
pour limite f.L, et I'iuégalité est assurée à partir d'un certain rang, puisque
le premier membre est supérieur à un nombre k > fL'

O dé de mê I d" I U,,-+-In emontre e meme Q secon e partre en comparant e .rnpport --
U1/

au rapport de deux termes consécutifs de Ia' série dout le terme général
est _1_1__ • L'inégalité '

n ogn '

""+1 n log a---' > -- ,..-~--
U" A-I-I 10g(n+I)

peut s'écrire

1+ I ~", ( 1 ) [-+-<" 1+- 1+
Tl It n

ou

í~"logn«n+I)IOg(l+ ~);

or le second mernbre tend vers l'unit é par valeurs supérieures à I'unité,
comme Je moutre Ia formule (10), L'iuégalit.é est donc assurée, à partir
.l'un certaiu rang, puisque le premier membre ne dépasse pas l'unité.

De Ia proposition précédente ou déduit encore, comrne corollaire, que,
si le produit ~"loglI teud vers une limite I, lorsquc n crolt indétinimeut .
Ia série est convergente si I.> J, et divergente si I <: I. II~'11 doute pour
1= I, sauf dans le cas ou le produit i:in log n reste toujours inférieur à un ;
Ia série est alors divergente.

Lorsque p"log 11 tend vers I'unité en lui restant supérieur, ou écrirn de
mêl11e

Uno -t- J---= -------------,I -t- :. + _1_+__;_"
n n !O~II

u"

Yfl tendant v ers zér« lorsque /I augmeut e iudéfíuiment , Ou nura dcs éuoncés
tout pareils [\1\'\., pr.:cédellts en considéruut le prod uit '; ...lo~21/, et "insi .1('
suit e .



I. - REGUS DE CONV~RGENCE.

Corollaire, - Lorsque, dans une série à termes positifs le rapport d'un
termeau précédent est de Ia forme

Un+1 -r Hn
'-;;;- 7= I - li + n1+l'-'

/.I. étant' un nombre poaitif, r étallt constant, et Ia valeur absolue de Hn
, restant inférieure l un nombrefixe lorsque n croít indéfiniment, lasér-ie,
est convergente si r est plu. ~rand que un, et divergente dans tous les
autres caso

Si l'on represente toujours p~r __ 1_- le rapport de deux termes consé-
I + 'ti;.

cutifs, on a, eneft'et,
Hnr--
nl"

nan= ' r. H,,'
1+-+--n n1+1'-

o::t pai' suíte limn 'lCn';' r. La série est done convergente si r> 1 'etdiver-
'gente si r < I. Le seul cas douteux est celui ou r = I. Pour lever.l'ambi-
;;ui'té, posons

Un+t--=----",-I . i:$,,'1+-:--+ o

11 lt

. lfl4.

il vient

2it1ogll =
logn _ 11+1H" 10g'n

It n ni'-
1 H"1-'-+--11 n1+!J.

et le second mernbre tend vers zero lorsque n augmente indéfiniment, aussi
petit que soit le nornbre positif /.1.. La série est donc divergente.

S I lln+l. I'" 'I dupposons, pai' exemp c, que -;:;;- SOltoune toncnon ratronnet e e n

t eudant vers l'unité lorsque Jt crolt indéfiniment,

UII

111' + a, /ll'---I + a~nf'-2 +_...
111'+ bc n» 1+ b!nl' ~'+, .. '

UTl-i1
--=

«n peur aussi l'écrire, eu elTectuant Ia divisou et s'ar rêtant au terme
1

en -,n!
Un-T-! al-bl :p(n)
U

1l
=I+--,-t- +~'

T(It) étant une fonction rationnelle de 11 qui tend ver s une limite finie
lorsque n croit indéfiniment. D'apres le résultat qui précede, pour que Ia
série soit COlIlJerf-:_ellte, il falte et il suffit ou'on ait



400 CHAPITRE VIII. - SÉRIES ET PI\ODUITS INFINIS.

Ce théorême est dú à Gauss, qui l'a démont ré direetcment; e'est une des
premiêres regles générales de eonvergenee (I).

156. Séries absolument convergentes. - Occupons-nous main-
teuant des séries dont les termes peuvent avoir dos signos quel-
conques. Lorsque, à partir d'un rang assez élevé, tous les termes
ont Ie mêrne signe, ce cas se ramêne immédiatement au précédent.
11 suffit done d'étudier Ie cas ou il y a dans Ia série une infinito
do termes positifs et une infinité de terrnes négatifs Nous alIons
'd'abord démontrer Ia proposition suivante, qui est fondamentale : .

Une série à termes quelconques est convergente lorsque Ia
série formée par les »aleurs absolues de ses termes est clle-
méme convergente.

Soient

( 11) .11,,+ /lI +...+ /1.,,+ ...

une série dont Ics termes peuvent avoir un slgne quelconque et

{),,+ VI+ ... + Dú+ ...

Ia série formée par Ies valeurs absolues des termes de Ia prerniéro,
oú I' on a posé U" = 1u;.I. Si Ia série (12) est convergente, iI en
est de même de Ia série ( I I ); c'est une conséquence du théoréme
général de convergence, puisqu' on a

et que Ia seconde som me peut être rendue moindre que Lout
nombre donné, pourvu que I'on prenlle le nornbre n assez grand,
le nombre p reslant arbitraire. '

On peut encere s'en reudre compte autrement. Écrivons

Un=(U,,+ r,,)- V"'

et considórons Ia série auxilia ire dontle terme génl\raI est u; +U",

(13 i (Il,,+ l:,,)+(UI+ UJ+ ... +(un+ U,,)+ ... ;

(') Disquisitiones gen.erales circa seriem infinitani 1+ a.~ x +... ((Elwr~.i
I.y

completes, t. 111, p. 138).
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Sn, S~, S;; désignant respectivement.Jes sommes des n premlers
termes des séries ( 1I), (12) et (13), on a évidemrnent

s" '= S~ - ':5;,.

Or, Ia série (12) est convergente par hypothêse ; il en est de
mêuie de Ia séric( 13) qui n'a aucun terme négatif et dont le terrne
général est au plus égal à 2 U". Les sommes S~, S:, et par suite Sn,
tendent donc ver s des limites lorsquc n angmcnte indéfinirnent,
c'est-à-dire que Ia série proposée ( 1 I ) est convergente. On voit ~e
pIus que cette série peut êtrc considérée comme provenant de Ia
soustraction terme à terme de deux séries convergentes à terrnes
positifs.

Toute série, telle que les valeurs absoluos de ses termes forment
une série convergente, est dite absolument convergente. On peut,
dans une pareille série, modifier l'ordre des terrnes d'une façon
arbitra ire sans changer Ia somme de cette série. Considérons
d'abord une série convergente (U) à terrnes positifs de somme 5,
et soit (V) une autre série ayant les mêrnes termes que Ia premiêre,
ranges dans un ordre différent de telle façon que chaque termo
de Ia "série (U) se retrouve dans Ia série (V) à une place quel-
conque, et qu'inversement chaque terrne de Ia série (V)se retrouve
aussi dans Ia série (U), mais à un rang qui peut être différent.

Soit S;" Ia sornrne des m prcmiers termes de Ia série (V);
puisque tous ces termes se retrouvent dnns Ia série (U), il est clair
que 1'0n peul prendre un nombre n assez grand pour que les
m premiers termes de Ia série (V) fassent part.ie des n premiers
tei-mes de Ia série (U). On a donc

C::Ú qui prou\"e que Ia série (V) est convergente ot a une somme
S';S S. Tout pareillement, on doit avoir S;S S', et par sui.te S' = S.
Lo méme raisonnement prouve que, si l'une des séries (U) et (V)
cst divergente, il en est de mêrne de Ia seconde.

On peuL aussi, dans une série convergente à termos positifs,
gl'oupel' los termes ensemble d'une façon arbitraire , c'est-à-dire
for-mer une nou velle série dont chaque tenne soit égal à Ia somme
J'un certnin nombre de termos de Ia promiére, pris d'une façou
(luclcollque, sans changer Ia somme de Ia súr-ie . Supposons d'abord "

OOUHSAT. - I
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que l'on groupe ensemble un certáin nombrc de termas consé-
cutifs, et soit

Ia nouvelle série ainsiobtenue, oú I'on a, par exemple,

Ao = ao-+- aJ -+- .•. -+- aI" AI = a/H I +., .:-+- ('1/,

A:~= a'r+-I +v- .• + ar,

.La som me S;" des m premiers termes deIa série. ( 14) est égale à
Ia som me SN des N premiers termes de laséríe proposée (N!> m'v,
Lorsque m. augmenle indéfiniment, il en 851 de même de N et, par
suite,'S;1l a aussi pour limite S.
. En combinam les deux opérations précédentes, on voit quC',
étant donnée une série convergente à termos positifs, on peut, saus
cha~ger Ia somme, ia remplacer p4lr une autre série dont chaque
terme est forrné par Ia somme d'un eertain nombre de termes de
Ia premiére pris dans un ordrc quelconque. U suffit que chaque
terme de Ia premiére série entre dans un des groupes qui forment
I~s tertnes de Ia seconde série et dans. un seul. .

. Toute série absolument convergente pouvant être : reganlée
comme Ia différence de deux séries convergentes à termes positifs,
les opérations précédentes sont encore légitimes pour une pareille
série. On voit donc qu'uue série absolument convergente' paUL être ,
au point de vue du calcul numérique , traitée comme une somme
d'un noi.nbre fini de termos.

157. Séries semí-convergentes. - .Une serre à termes quel-
conques peut être convergente, sans que Ia série formée par \t·s
valeurs absolues de ses termes soit convergente. C'est ce que
prouve três clairement le théoréme sur les sér-ies: alternées dout
je me horne à rappeler l'énoncé :

Une série à termes alternativement positifs et négattfs. est
convergente 'si Ia. oaleur absolue de chaque terme est plus
petite que Ia oaleur absolue dú terme précédetu; et si, eu outre , .
'les termes décroissent in.déflnimetu en caleur nbsolue 'Iunl/d
leur /'(;ng aug/fl.P1zle ind~/iliimen·t.
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Par exemple, Ia série
403

. • I 11 .' 1
1- _ -+- -,..- _ + ... -+-( --'I)n-.l- -+- •..

'l 3' 4'" . Il'

. . .
est convergente, tandis que Ia série formée par les valeurs absolues
dos termes, qui est Ia série harmonique, est divergente. Les séries
convergentes, qui ne sont pas ahsolument convergentes, sontdites
semi-eonoergentes. Les travaux 'de Caucbj', de Lejeune-Dirichlet
et de Hiemann ont bien montra Ia nécessité de distinguer entre Ies
séries absolument convergentes et les séries semi-eonvergentés.
Ainsi, dans une pareille série, on n'a pas Ie droitde changer I'ordre f

dans lequeI Ies termes se succêdent ou de grouper ces têrmes
d'une façon arbitraire ; ces opérations peuvent avojr pour résultat
de modifier Ia somrne de Ia. série, ou même de changer une série
.convergente en une série divergenté et inversement, Reprenons;
par exemple, Ia série convergente (15) dont Ia somme est évidem-
ment Ia limite de l'expression ' , .

n=m

~ Cn~1 - 'ln~2)"=0
lorsque m augmente indé6niment. Écrivons Ies termes decette
série .dans. un autre ordre, en faisant suivre chaque terme positif

., .
de deux termos n~gatifs,

1 1 I 1 I' 1 I I
Ilfi) 1- 2 - '"+ j - (3- li -t- ... -+- 2'Ii'+I - ~n -+- 2-:-4 n -+- 4 -+ ...

on démontre aisément, en considérant les sommes San, S:In+f'

S:1It+2' que cette nouvelle séri~ est convergente. Elle ia pOUl'
somme Ia limite de I'expression . .

lorsque m augmenle indéfiniment. Mais on a

1 I I 1 ( . 1 I)
211 -+ I -·.í n -+- :~ - '4 n -+ 4 = 1. 'l n -:+ 1 - 2ii"+2 '

. .

l-I, pai' conséquent, Ia somme de Ia seconde série est égale à Ia
llIoilié de Ia somme de Ia premiêre,
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D'une façon générale, étant donnée une série qui est convergente san 5

I'être absolument, on peut ranger les termes de cette série dans un ordre
tel que la nouvelle série soit convergente et ait pour somme un nombre
quelconque A donné à l'avance. Désignons par Sp Ia somme des p premiers
termes posirifs de cette série, par S~ Ia som me des valeurs absolues des
q premiers termes négatifs; Ia somme des p + q premiers termes est évidern-
ment Sp - Sq. Lorsque les deux nornbres p et q a ugtnenterrt indéfiniment,
il doit en être de même des deux sommes Sp et S~, sans quoi Ia série serait
divergente ou ahsolument con vergente. D'autre part, Ia série étant conver-
gente, le terme général doit tendre ver> zéro.

Cela posé, nous formerons une -riou velle série ayant pour somme A de
Ia mantere suivante : Prenons les terrnes posirifs de Ia série proposée dans
I'ordre ou ils se présentent jusqu'à ce que leur somme soit supérieure à A;
écrivons à leur suíte les premiers terrnes négatifs dans I'ordre ou ils se
présentent, et arrêtons-nous dês que Ia somme des termes écrits est infé-
rieure à A; écrivons ensuite les termes posit ifs en commençant par' le pre-
mier des termes négligés, et arrêtons-nous dês que Ia som me des termes
écrits est supérieure à A, puis reprenons Ies termes négatifs, et ainsi de
suíte. 11 est visible que les sommes des termes de cette nouveJle série sont
tantõt plus grandes et tantõt plus petites que A, mais qu'elles different
de A d'une quantité qui décroit indéfiniment ê L tend vecs zéro.

1118. RegIe d'Abel. - On doit à Abel un théoreme permettant de recon-
naitre Ia convergence de certaines séries, qui échappent aux regles précé-
dentes. La démonstration repose sur un lemme dorrt on s'est déjà servi (n"74).
Soit l:UI une série convergente ou indeterminée (c'est-à-dire telle que
Ia somme des n premiers termes soit toujours moindre en valeur absolue
qu'un nombre fixe A); considérons d'autre part une suite de nombres posi-
tifs E'I, dont chacun est plus pet it que le précédent et tels que lim En = o,
pour n = 00. Cela posé, la série .

EOUO+ ElUl + ... + EnUn+ ...

est convergente, sous les conditions énoncées.
11 résulte en elfet des hypothêses que l'on a, quels que soient les nombres

n etp,
i Un-l +...+ Un+p I < 2A,

et, par suíte, d'apês le lemme rappelé tout à l'heure,

lu" . I E.I/.• 1 + ... + UII+P :n+p I < 2 A EII+1 ;

puisque En+l tend vers zéro lorsque n augmente indéfiuiment , on peut
prendre n assez grand pour que' Ia valeur absolue de Ia somme

EIl+IUn .•-I+ ... + t.n+pun+p
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soit moindre que tout nombre donné à I'avance , quel que soit p. La
série (17) est donc convergente, en vertu du théorerne général (nO o).

Lorsque Ia série llo + ll, + ... + lln + ... se réduit à Ia série

1- 1+ 1- 1+ 1-I ... ,'

dont les termes sont alternativement + 1 et - J, Ia proposition précédcntc
se réduit au théorêrne rappelé plus haut, concernant les séries alternées.

Voici un aut re exemple. La série

sina + sin z ê + sin36 + ... + sinnS + ...

est convergente ou indéterminée. Lorsque sin S = (),Ia série a tous ses
termes nuls: lorsque sin 6 ~ o, Ia somrne des n prerniers termes est égale,
d'apres une formule de trigonométrie, à

. n6
Slfi 2 Sin(n+le),

. 6 2
Slfi -

2

et par conséquent est moindre en valeur absolue que~I"
Ism2

que Ia série

On eu conclut

E, sinO + <2 sin a ê + ... + En si n n B+ ...

est convergente pour toute valeu r de 6, et l'on démontre de Ia méme façon
que Ia série

<J cose + <2 cOS26 + ... + <n cOSII6 + ...

est convergente, sauf peut-être pour 6 = 2 k x .

Corollaire. - On peut énoncer une propriété plus générale, en 'se bor-
nant aux séries convergentes. Soient

llO + ll, + ... + Un + ...

une série convergente, et

une suite de nombres positifs, allant toujours en croissant ou en décrois-
sant , et tendant vers une limite k, dilférente de zéro, lorsque n augmente
indéfiniment; Ia série

(18 ) OCo llo + CX1U,+ •.. + CXnlln+ •• ·

est aussi convergente.
Supposons, pour fixer les idées, que les nombres CXI aillent en croissant ;

uuus pou\'ons écrire

a.1l= k-E",... ) .. ')
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et les nombres ~o, ,tt, •.. , <n, .... formem une suíte ae nombres positifs
décroissants, tIO ~endant verszéro lorsque n croit índéfiníment. Les deux
séries

l.:UII-+-ku, +...+ I.:un+ ...,

<ou"+ <IUI-+-.. '+<IlUn+ •. ·

sont l'une et l'autre convergentes et, par suíte, il en est .de même de Ia,
série (18).

lI. -SÉRIES A TERMES I:\IAGINAIRES., - SÉRIES MULTIPLES.

t59. Défimtion8. - Nous indiquerons dans les paragraphes sui-
vants quelques gónéralisations de la notion de Ia série. Soit
(19) Uo-+-u,+ U2-+-.•.. + Un+ ...

une série dont les termes sont des quantités imaginaires
. Uo= ao+bo':, ~..,

cette série est dite convergente, si Ies deux séries formées par les
parties réelles et les coefficients de i .
(2Ú) ali+ ai '-I- (11+"'-+- all+ ...,
(21) bo+b,+b'l+ ... +bn+ .••

sont séparérnent convergentes.
Soient S' et 5" Ies sommes des deux séries (so) et (21) ; Ia somme

delasórie (19) est S = S' + iS"; il est évident que cette somme
est encere Ia limite de ta somme S" des n premiers termes de Ia
série (19) lorsque .le nomhre n augmente indéfiniment. On voit
qu'une série à termes imaginaires n'est au fond que l'ensemble de
deux séries à tei-mes réels. .

Lorsque Ia série forrnée .par les modules des différents termes de
Ia série (19) ,
(22) Va~+bÕ+VaI+bi-+- .... -+-Va!+b!+ ...

est convergente, il est cluir que chacune des séries (20) et (21) est
absolument convergente. cal' Ies valeurs absolues de a" et de b;
sont au plus égales au termo générul de Ia série (22); Ia série (19)
est dite elle-mêm« absolument convergente. Ou peut modifier
l'ordre des termes d'une parcille série, ou groUpt'" ·CI.'S termes
d'une façou arbitraire , sans changer la somme ,
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A toute rêgle penmettant d'affirmer qu'une série à termes posi-
tifsest convergente correspond une régle permettant d'affirmer
qu'une série à termes quelconques, réels ou imaginaires est abso-
Iument convergente. Ainsi, .lorsque duns une série le module du

rapport ~~:iest, à partir d'un certain rang, plus petit qu'un

nombre fixe' inférieur à l'unité, Ia' série est absolument conver- '
gente. Soit en effet Ui= I uil; si, à partir d'un eertain rang, ona

, constamment IU~:II< k < ,I, ie rapport de deua termes consé-
cutifs de Ia série '

Uo-+- Ui-+- ••• -ê- Un-+- .•.

étant inférieur à k , à partir d'un certain rang, cette série est con-

vergente. Si le rapport U;:i tend vers une limité llorsque n croit

indéfiniment, Ia série est convergente lorsque 111 < I, et diver-
gent,e lorsque III > I; dans cedernier cas, en effet, Ie module du '
terme général u" ne tend pas ve~s zéro, lesdeux séries (20) et(21)
ne peuventêtre à Ia fois convergentes. Il ya doute si 111 = I.

D'une façon générale, soit w Ia plus grande des limites de V U" lorsque
n augmente indéfiniment. La série (19) est absolument convergente si w < I,
et divergente si tU> I, car, dans ce C:lS, le module du terme général ne
tend pas vers zéro (no ~!S2).11y a doute si w = I; Ia série peut être abso-'
lument convergente, simplement convergente, ou divergente.

160. MultipUcation das séries. ~ Soient

(23)
(:t4)

Uo-t- Uj -t- U2 -t- .•• -r- u" +....
'-'o -+- V1 + v!! -+- • : • + J.III +...

deux séries à termes queIconques. Mulriplions , detoutes Ies ma-
niéres possibles, un terme de Ia premiare série par un terme de Ia
seconde, et gr'ouponser'tsembIe tous lesproduits Ui"j 'pour Ies-
quels la somme i+j des indices est Ia même ; nous obtenons ainsi
une nouvelle série

(25) l(ul'o+(UU"l-+-!t, P,,'J+(lluf'!+ li, ,',--- 11",,,',-+-.,,

-t-(llllr~ll+ lt,VII __1+. :.+ lIi,t".'-!- .•..

Lorsque les deux séries (:d) et (24) sout absolument conver-
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gentes, Ia série (25) est aussi convergente et a pour somme Ie
produit des sornmes des deus premiéres. Ce théorême, du à
Cauchy, à été généralisé par M. Mertens (I), qui a montré qu'il
était encore vrai, pourvu qu'une seule des deux séries (23) et (24)
füt absolument convergente, Ia seconde pouvant être simplement
convergente.

Supposons, pour fixe r Itls idées, que Ia série (23) soit absolu-
ment convergente, et soit WII le terme général.de Ia série (25)

Pour démontrer Ia .proposition, il suffit de faire voir que les deux
différences

IVO+IV1+ .. ·+ IV,,, -(uu+ 1l1+ ... + U,. ("0+ "1+' .'.+ "n)l

IVo+ WI+ ... + IV2n~I-(U(l+ Ul+.··+ Un+Ú("O+ "1+"'+ "n+l\

tendent vers zéro, Iorsque n croit indéfiniment. La dérnonstration
étant Ia mêrne dans Ies deux cas, eonsidérons Ia premiére diflé-
rence , que nous pouvons écrire, en ordonnant par rapport aux ui,

6 = llu( Vn+I'+' •• -+- "2nY+ llt «(}o ..r L+ ...+ (''1.11-1'1+...+ ltn-l PIl~1

+ lln_!-_I(vo-t- ••• + PU-1)+ ((II-:!('·U+... -t- "n--"i.)+' ·~-+-II:t.It.·II.

La série (23) étant absolument convergente, Ia somme

reste inférieure, quel que soit n, à un nombre positif fixe Ai de
même, Ia série (24) étant convergente, le module de Ia somme
1'0 + 1'1 +...+ "n reste inférieur, quel que soit n, à un nomhre
positif fixe B. Cela posé, e étant un nombre positif quelconque
donué à l'avance, nous pouvons choisir un nornbre positif m assez
grand pourque l'on ait

, T E,u 11+1 + ... + l'I+II < A + B'

quel que soit Ie nombre p, pOUI'VUque n?:.m. Le nornbre n étant
choisi de cette façon, OIl aura une limite supérjeure du module"

(') Journal de Crelle. t.. 79,
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en remplaçant uo, UI, ••• , U211 par VII' V" ... , V2/l 'respec-
" E fiuvernent , pUlS '-'11+' + '-'''+2 + ... + '-'11+1'. par A + B et en 111

'-'"-1- ... + '-'11-1, ~'o+ ... + '-'n-2, .•. , '-'v par B. Jl vient alors

'I U E T: < U E0< 0A+B+v'A+B+"'+ Il-JA,_R

+ U,,+tR + Un+2B + ... + U2IlB,
ou encere

ou enfin 101 < é. La différence o a donc zéro pour limite.

161. Séries doubles. - Considérons un échiquier rectangu-
Iaire qui serait Iimité en haut et à gauche, mais qui se prolon-
gerait indéfinirnent en bas et à droite. Cet échiquier contient une
infinité de colonnes verticales, qui seront numérotées de o à + 00,

et une infini té de files horizontales qui seront numérotées égale-
ment de o à + 00. Concevons maintenant qu'à chaque case de cet
échiquier on fasse correspondre ~n nombre qui sera inserir dans
Ia case correspondante; soit ail; le nombre correspondant ã Ia case
qui est située dans Ia file de rang i et dans Ia colonne de rang k.

NOTls obtenons ainsi un tableau disposé comme Ie suivnnt :

aoo ao, Uo2 aOn

aro alI ClJ:! ÇlJ li

(26) a:!o (/11 a:!:! a2."
...

Clm() allll ll"l'1 ((1/1"

:\ous supposerons d'abord que tous les ter-ines de ce tableau
sont réels et positifs.

] maginons maintenant une suite de courbcs C" C~, ... , C"' .. õ, .
s'(>\oignant indéfinuuent dans toutes les directions et formnnt, avec
les deux droites qui Ii.niient le tableau, une suite de courhes
Iermées s'enveloppant mutuellemeut , Soieut S" S2' ... , 5", ...
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les .sommes des termes du tableau qui sont à I'íntérieur de ces
courbes fermées. Si Ia somrne Sn tend vers une limite S lorsque n
augmente indéfiniment, on dit que Ia série double

est convergente.et a poursomme S. Pour justifier cettedéfinition,
ilest indispensable de démontrer que Ia.limite S est indépendante

. de ia forme des courbes C. Imaginons, en effet, uneautre suite de
courbes s'éloignant indéfiniment dans tous Ies sens, C'p G2, ••• ,

C;",' ... , et soient S'I' S'2' ... , S~" ... Ies sommes correspon-
dantes. Le nombre m étant fixé; ou peut toujours ehoisir le
nombre n assez grand pour que Ia courhe C" soit tout entiére à
I'extérieur de C;n, on a donc S;,,'< S,,- ét, par suite, S;"< S, quel
que soit 11?-. Or cette somme S~, crott avec l'indice; elle tend dono
vers une limite sr~s..On démontrera de Ia mêmefaçon que l'on
a aussi S~Sl;par suite S' = S:' .

On pourra prendre, par exemple, pour former les courbes C,
les deux côtés d'urrcarré dont Ie côté augmente indéfiniment ou
des droites également inclinées sur les deux.cõtés de I'échiquier;
Iessommes correspondentes seront les suivantes :
.aoo+(aiO+ al1+ aOl)+ ... +(ano+ anl +...+ a"n + an-I.n+ ... + aoni;
aoo+( ato+- aOl)+( ~o+ aI! + a02)+ ... +(ano+an-t.t + ... + áon);-

si l'une de ces sommes tend vers une limite lorsque n croit indéfi-
. nimentçjl en est de même de Ia seconde et ces Iimitessont égales.
On peut aussi faire Ia somme du tableau par lignes ou par
coIonnes. Supposons, en effet, que Ia série double (27 )soit con-
vergente, et soit S Ia somme. Il est elair que Ia somme d'un
nombre quelconque de termes du tableau est inférieure à S, et iI
en résulte quê tontes Ies séries telles que

aiO+ (lll+.· .. + ai"+···· (i=o, 1,2, ... ),

obtenues en prenant Ies termes d'une file hceizontale , sont conver-
gentes, car Ia somme

est toujours inférieure à S et va en croissant avec n.
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Soient ao, I1q ••• : ai, ... les sommes-des diverses séries conver-
gentes ainsi obtenues; Ia neuvelle série '

est également convergente. En effet, considérons Ia somme des
termes du tableau l:aik, tels que 1'0n ait i $.p, k ~,.. Cette somme
est toujours moindre que 5; si, laissant fixe Ie nombre p, on fait
croitre indéfiniment le nombre r, elle a pour limite, '

;JO+ '11+ ..',,+ ap' .

On a donc toujours 110 -+ aI + ... + ap < 5, et, comme cette
somme vaen croissant aveo le nombre p, on en conclut que Ia
série (29) est convergente er apour somme un nombre l: $. 5.
Inversement, si toutes les séries (28) sont convergentes, el si ln
nou velIe série (29) formée par les sommes des premiêres est con-
vergente et a ppur somme l:, íl est évident que Ia somme d'un
nombre quelconque de termes du tableau (26) est inférieure à l:.
On a donc aussi 5 ~ l, et par suite E = S.

Tout ce que nous venons de dire des séries obtenues en prenant
des files horizontaless'applique évidemment auxséries obtenues
en prenant des cólonnes verticales, Pour avoir Ia somme d'une
série double dont tous les éléments sont positifs, on peut l'évaluer
soit par ligues, soit pnr colonnes, soit en prenant des courbes
limites de forme quelconque. En particulier, si Ia série est con-
vergente quand on fait Ia somme par lignes horizontales, il en
sera de même quand on I'évaluera par colonnes, et Ia somme sera
Ia mêine. Onpour.rait énoncer pour les séries. doubles à termes
positifs une suite de théorérnes analogues à ceur qui ont été
établis póur les séries simples. Par exemple, si une série à double
entrée, à termes positifs, ases termes respectivement moindres
que ceux d'une autre série double convergente, Ia premiére série
est également convergente, etc.

Une série double à termes positifs, qui n'est pas convergente,
est appelée divergente. La somme des éléments du tabléau corres-
pondant, qui sont situés à l'intérieur d'une courbe fermée, crolt
au delà de toute .nite orsque Ia courbe s'éloigne indéfiniment
dans tous les sens.

Considérons maintenant un tableau dout .les éléments ne sont
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pas tous positifs -, li est évident qu'il est inutilc de considérer le
cas ou tous les élérnents sontnégalifs, ct le eas ou il y aurait seu-
lcment un nombre fini d'éléments positifs ou d'éléments négatifs,
puisque ehacun de ces cas se raméne iuimédiatement au précédent.
Sous supposerons done qu'il y a une infinité d'éléments positifs
et une infinité d' éléments négatifs dans le lableau. Soit au,le terme
général de ee tableau T. Si le tableau à termes positifs Ti, dont
Ie terme génóral cst égnl à Ia vaIeur absoIue I a., I du terme cor-
respoudant de T est eonvergent, le tableau T est dit absolument
couvergent, Un parcil tableau posséde toutes Ies propriétés essen-
tielles d'un.tableau eonvergent à termes positifs.

Pour te prouver, considérons deu x tableaux auxiliaires T'~L T",
définis eomme il suit. Le lableau T' se déduit du tableau T en
remplaçant ehaque élément négatif par zéro, les éléments positifs
étant conservés, De méme, le tableau T" s'obtient cn remplaçant
dans T chaque élément p03:tif par zéro, et en ehangeantle signo
de chaque élément négatif. Chaeun de ces tableaux T' et T" est
eonvergcnt, si ·le tablenu TI est convergent , cal' un élément de T
par exemple est au plus égal à I'élément correspondent de Ti' La
som me des élémenls de Ia série T, qui sont à I'intérieur d'unc
courbe ferrnée, est ógale à Ia différence entre les sommes des élé-
ments des de'ux tahleaux T' et TIl intérieurs à Ia même courbe ,
Puisque ees deux dcrniéres sommes tendent vers une Iimitelorsque
cette eourbe fermée s'éloigne indéfiniment dans tous les sens , Ia
premiére somme tend aussi vers une limite indépendante de
Ia forme de Ia ceurbe fermée. C'est ceue limite qu'on appelle Ia
somme du tableau T. Les raisonnements employés tout à l'lleure
pOUl' les tableaux à termes positifs montrent qu'on obtiendrait Ia
même sornme en évaluant le tableau T par lignes ou par colonnes,
11 est clair d'aprés cela qu'un tableau, dont les élérnents ont Ics
signes quelconques , sil est absolurnent conoergenr, peut etre
traitó commo un tablcau convergent à termes positifs. Mais il ost
iudispensnble de s'assurer que le tableau 1', forme' par les valcurs
absolues des élérnen ts de T est con vergen t.

Par exemple, une sÚie double dont Ie terrne général est de Ia
forme Um 1'", U'" et " .. étant les tei-mes généraux de deux sér-ies ordi-
unires U et V, est ahsolument convergente si ces deux séries sont
absolumcnt convergentes et dnns ce cas sculerncnt, l'l Ia SOIllIlIl'
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de cette série double est égale au produit des sommes des deux
séries. En faisant Ia somme de cette série double par diagonales,
on obtient Ie théoréme de Cauchy SUl' le produit de deux séries
absolurnent convergentes.

Si le tableau T 1 est divergent, I'Wl au moins des tableaux T', TU est
divergent. Si un seul de ces tableaux, T' par exemple, est divergent ,
T" étant convergente, Ia somme des élém erits du tableau T compris ./1 l'in-
térieur d'une eourbe fermée C augmente au delà de toute limite, lorsque
Ia courhe s'éloigne indéfiniment dans tous les sens, quelle que soit Ia forme
de eette courbe.

Si les deux tableaux T', T" sont divergents, le raisonnement qui précêde
prouve uniquement que Ia somme des éléments du tableau r situés à
I'intérieur de Ia eourbe fermée C est égale à Ia différence de deux sommes
qui augmentent l'une et J'autre indéfiniment Iorsque Ia courbe C.s'éloigne
indéfiniment dans tous les seus.' II peut arr iver que cette différence tende
vers des Iimites différentes suivant Ia forme de Ia courbe C, e'est-à-dire
suivant Ia façon dont on fait croitre indéfiniment le nombre des termes
positifs -et le nombre des termes négatiú. Cette somme peut d'ailleurs
croitre indéfiniment on ne tendre vers aucune limite quand on ajoute les
termes du tableau dans un certain ordre. En particnlíer, iI peut se faire
qu'en faisant Ia somme des éléments du tableau par lignes ou par colonnes
on obtienne des résultats tout à fait différents.

L'exemple suivant est dü à Arndt ( Grunert's Archio, vol. X" P: 319).
Considérons le tableau

HD 1 ~) iU) -HD' j (P -;;I) - P~I (p~I)'- 3\3 ' .,., ...,

~or-1(j)\ HiY- ~(D\ ..., .!(p-1r ___1_(2-\2 , ...,
p, P P+I P+I)

................ , ••••••••• 0.0 •••• , ..., ............................. ,

~(~)"- ~U)", ~(~)"- I(~)", ..., .!(P-I)" __ I (2-)", ... ,
. _ 3 j j 3 ~ 4 P . P P+I p+1
................. ................ , ... , .............. : .............. , " ')

qui contient une infinité d'éléments positifs et une infinité d'éléments
négatifs. Les séries formées par les éléments d'une ligne ou d'une eolonne
sont toutes convergentes. La série formée par les éléments de Ia nl;,meligne

a évidemment pour somme _1_, de sorte qu'en faisant Ia somme du
2n+l

tableau pai' Iignes, on trouve pour résultat

1 I I4 + ~+...+ ?"+1 +...,

c'est-á-dire .~. D'autre part, Ia série formée por les éléments de Ia
2
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(p - 1 )léme eolonne, c'est-ã-dire

.'_[(P_') +.(P ~))t +..,.+ (P~ 1)" +..,.. ]
P I' r >. P'

- 11 ~ 1[C/~I) +. C,: I )'~~, . ,+ (p ~ I );' +.,' :}

est Convergente et a pôur somme

p~l __ p_ =_ ,'/ == _1__ !..
,]1 P -t- I P (p +. "I P +. I P

Eu évaluant le tableau par coloones, 00 trouve donc paul' somme

O - D+.O ~ D+'~,,+'(p~, - ;)+':..,
c'est-a-dire - _~. Cet exemple montre bieoclairemenl qu'on ne doit

employer tdans le calcul qU4: des séries doubles absolument cQnvel'gt?ntes,

On peut avoir aussi des séries doubIes .dont Ies éléments sont
des nombres icomplexes, Si -les éIéments du tableau" (26)' sont
eomplexes, on peut foriner deux autres tableaux T', Til en pre-
na'nidsune part Ia partie réelle, d'autre part le coefficient de "C=I
danschaque 'élément du tableau T.

Si le tableau T t à terrnes 'p,ositifs, formé par Ies modules
des éléments correspondants ,de T, est convergent, 'chacun des
tableaux T', Til estabsolument convergent. et Ie tableau est dit
aussi absolument convergent: La somme des éléments de ce
tableau qui sont situes à I'intérieur. d' une courbe fermée variable
tend vers une limite lorsque cettc courbe s'éloigne indéfinimcnt
dans tous Ies senso Cette limite est indépendante de Ia forme de Ia
courbe variable, et s'appelle Ia somme du tableau, La somme d'nu
tableau absolument convergent peut encore être évaluée par Iigncs
'ou par colonnes.

Une série double absolument convergente peut 'étre remplacée pai' une
série ordinaire formée des mêmes termes. I.I suffit de montrer qu'on peut
toujours numéroter Ies cases d'un échiquier iodéfini tel que (26), de tc\le
fa.Ç9~ que chaque case ait un numéro déterminé, aucune d'elles n'étant
on,b'li.:e, E:9. d'aul.,cs termes, si l'on considere, d'une pnrt , Ia suíte uaturelle
deSiiom'f):i,#, d'autre part touts les syst êmes des deu" nombres entiers ( i, k).
ou i ~o, k ~ o, on peut, à chacun de ces systêmes, faire correspondre UIl .les
nombres .de Ia suite naturelle de façou qu'inv ersement à un nombre 11 né
cor-responde qu'un seul de ces systêmes. Écrh ODS, CIl etl'et , tous ces ,~'5-
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temes lés uns à 1a suíte des autrei, de. Ia maniêre snivante :
(30) (O., o); (I, o), (o, I), (2, o), (1,1), (0,.2), .,.,

. et, d'une façon générale, aprt:lI avoirécrit 'tou; les systêmes pour lesquels
on a i+ k < n, écrivons tous les 'systemes pour lesquels i +'k = n, en
commençant par' le systeme (n, o) et faisant décroitre i successivement
d'une anité jusqu'à zéro. Il est c1air que chaque systême (i,. k) n'en aura
qu'un nombre jilii avant lui et occupera par conséquent un rangdéter-
miné dans Ia suíte, Imagiaons maintensnt qu'on écrive les termes de Ia
série double absolument convergentel:l:au: dans l'ordre que nous venons

. de définir ; nous obtenons une série ordinaire
. (31) aoo+·at~+ aOl+ a20+ au+ a02+ ... + a"o+ a"_I,I+ ... ,

dont les termes sont les mêmes que ceux dela série double considérée,
qui est absolument convergente comme elle et a Ia même som me. 11 est
clairque ce ma de de transformation n'est pas unique, puisqu'on peut per-
muter I'ordre des termes d'une façon achitraire, Inversement,toute série
ordinaire absolument convergente peut être, d'une infinité de maniêres,
transformée en une série double, et ce procédé constitue un moyen puis-
sant de démonstration pour certaines identités,

On voit que Ia notion de série à double entrée n'estpss distincte, au fond,
de Ia notion ordinaire de série. Dans une série absolument convergente,
on 'a vuplus haut qu'on pouvait remplacer un nombre fini de termes par
leur somme effectuée, ou 'ranger les termes dans un ordre arbitraire. En
cherchant à généraliser -,encere cette propriété, on est conduit tout natu-
rellement à introduire les séries à double entrée.

On peut étendre aux séries à double entrée Ia regle de Cauchy (nOÚS2),
Soit Apq = I apq I jsi Ia plus .grande des limites w de I'ensemble des
nombres P+VARq est inférieure à I, Ia série est convergente, car on a, sauf
pour un nombre ftni de termes Apq < lp+q, 1 étant ínférieur à I. Au con-
traire, si w ·est supérieur à I, Ia série estedi vergeate.icar elle a une infinité
de termes plus grands que I.

16~.. Séries multiples. - La notion de.sér ie à douhle entrée est
encere susceptihIe d'une grande extension. Tout d'abord, on peut
considérer des séries dont chaque terme amn dépend de deux
indices dont chacunpeut varier de -' 00 à + 00. On peut imaginer
les termes de cette série disposés suivnnt les cases d'un échiquier
rectangulaire indéfini dans tous les sens, et I'on voit que Ia série à
double entrée };};amll peut se partager en quatre séries douhies,
telles que celles qu.e nous avons étudiées jusqu'ici. Une extension
plus importante est Ia suivante. Considérons une série dont chaque
terme ·a"",m" ... ,mp dépend de p indices m1, m2, ... , mp, pouvant
varier de o à + 00, ou de - 00 à + 00, ces indices pouvant ~'Il11-
leurs être assujettis à vérifier certa ines inégalités Quoiqu'on ne
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puísse plus se servir d'une représentation géométrique analogue
à Ia précédente dés qu'íl J a plus de trois índices, un peu de
réflexion suffit pour montrcr que les propositions établies p~)l~r
les séries doubles s'étendent sans dif6culté aux séries multiples
d'ordre p. .

Supposons d'abord que tous les termes a.;•.m,•...• IIL~ soicnt réels
et positifs. lmaginons qu'on prenne Ia somme d'un certain nombre
de termes de cette série, qU'OD ajoute ensuite à cette somme Ia
somme d'un certaín nombre de termes négligés, etainsi de suite ,
de telle sorte qu'un terme quelconque de Ia série, figure dans
tentes les sommes successives au bout d'un certain nombre d'opé-
rations. Soient S" S2' ... , S", .. , les sommes successives ainsi
obtenues j si S" tend versune -limite S lorsque n augmente indé-
íiniment, Ia série est convergente et a pour somme S; comme dans
le cas de deux indices, cette limite S est indépendante de Ia façon
dont on fait croitre le nombre des termes ajoutés. Si les termes
ontdes signes quelconques ou sont imaginaires, Ia série est encere
convergente pourvu que Ia série formée par les modules soit con-
vergente.

163. Généraltsation du théoreme de Cauchy. - On peut sou-
vent décider de Ia convergence ou de Ia divergence d'une sér-ie mul-
tiple, au moyen du thécrérne s uivant , qui est Ia généralisat.ion du
théore.ne de Cauchy (n° 153). Soitf(x, y) une fonction des deu x
variables x et y. qui est positive pour tous les points (x ~.y) exté-
rieurs à une certaine courbe fermée r, ettellequef(x,y) diminue
lorsque le point (x, y) s'éloigne de l'origine. Considérons, d'une
parl, l'intégrale doubleJf( .x , y) dx dy, étendue à Ia couro~ne
comprise entre Ia courbe r et une autre courbe extérieure C
qui grandit indéfiniment ; d'autre part, I a série à double entrée
l.f(m, n), ou 1'011 attribue aux indices m, n 'toutes lcs valeurs,
entiéres , positives et négatives, telle que Ie point (m, n) soit
extérieur à r. Dans ces conditions , la série double est conoer-
gente lorsque l'intégrale double a une limite, et inversemeru .

Les parallêles aux axes de coor-données x = o, -+- I, -+- 2, .•. ,

et y =0, -+- I, -+- 2, ... , décomposent l'aire comprise entre les
deux courbes C et r en un certain nombre de carrés et de portions
irréguliéres. Si nous prenons dans chacun des carrés le sommet le

- \
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plus éloigné de I'origine, il est clair que Ia somme 1.f(m, n) cor-
respondante sera inférieure à l'intégrale double!f(x,y)dxdy,
étendue à l'aire comprise entre C et r..Si cette intégrale double
tend vers une limiteS, lorsque Ia courbe C s'éloigne indéfiniment.,
il s~it de là que Ia somme d1un nornbre quelconque de termes de
Ia série double est toujours moindre qu'un nombre fixe; cette
série est donc convergente. -On voit de Ia même façon que, si Ia'
série double est convergente, l'intégrale double est toujours
moindre qu'un nomhre fixe; cette intégrale tend donc vers une
limite. Le théorêmea'étend à une série multiple à p indices, sous
des hypothêses convenables ; le terrne de comparaison est alors
une intégrale multiple d'ordre p.

Par exernple, Ia série double dont le termegénéral est ( • I ")', m-+Il-I'-
les indices m et n prenant· toutes Ies valeurs entiêres de - co
à + co, sauf m • n·= o, est convergente si I-'-> I et divergente·
si 1-'-;;I . Car l'intégraIe double

IJ dx d)'"
, (x2+ )'"2)1'-'

(32)

étendue à Ia portion du plan extérieure à un cercle concentrique
à l'origine, a une valeur finie si I-'-> I et augmente indéfinimcnt
si 1-'-;;1 (nO 127).

Plus généralement, Ia série multiple dont Ie terme général est

(mr+ m~+ ... + m~)I'-'

Ia combinaison m. = m2 = ... = mp = o étant exclue. est conver-
gente si 1'0n a 2 I-'->p.

164. Séries multiples à termes variables. - Étant donnée une
série double ou, plus généralement, une série multiple à p dimen-
sions, dont Ies termes sont fonctions d'un nombre quelconque de
var iables z , y, .a, ... , et qui est absolument convergente dans un
dornaine D, 011 dit que Ia série est uniformément concergente
dans ce domaine lorsque Ia condition suivante est remplie. Étant·
donné nn nombre positif queIconque E, iI existe un nornbre fini N
de termes de Ia série tel que Ia différence entre Ia somme S de Ia
série et Ia somme d'un nomhre quelconque n de termes de cette

OoCRSAT. - I. 27
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série, comprenant Ies N premiers, est en valenr absolue inférieure
à e, pour tous les systêmes de valeurs des variables ai, y, .z, '"
dans le domaine D.

En reprenant Ias raisonnements des nOS29 et 107, on dérnontre
que Ia somme d'une série uniformément convergente dont les
termes sont des fonctions continues dans D, est elle-même une
fonction continue dans ce domaine, qui peut être intégrée terme à
terme dans tont domaine fini a à q dimensions (q ~ n), contenu
dans D. On peut de même diflérentier terme à terme un nombre
quelconque de fois une série absolument convergente, pourvu que
toutes les séries ainsi ohtenues soient uniformément convergentes.

Une série multiple -est encore nniformément convergente,
lorsque Ia valeur ahsolue d'un terrne quelconque est inférieure
ou au plus égale au terme correspondant d'une série convergente
à termes positifs indépendants des variables (n° 29).

m. - PRODUITS INFINIS.

16ó. Définitions 8t généralités. - Étant donnée une suite indé-
finie, à termes réels ou imaginaires, dont le terrne général est Un,

considérons Ies produits successifs P 0' P i, ••• , P n, ou I'Qn a posé

si Ie produit Pn tend vers une limite P lorsque n augmente indé-
finiment, on dit que le produit infini

(33) II(I -+- Un)=(1 -+- UO)(I-+- Ui)(1 -+- U2) ... (I-+- un) ... '

Il=O

est convergent : le nombre P.est par définition Ia valeur de ce
prodnit. I

Il est elair que si l'un des facteurs I + Um est nul, tous Ies pro-
duits Pn, OU n ~m, sont nuls ; on a donc P = o. Mais il peut aussi
arriver que le produit Pn tende vers zéro sans .qu'aucun des fac-
teurs I + u'" soit nul, Tel est le cas du produit des inverses des n
premiers nombres, qui tend évidemment vers zéro lorsque n. croit
indéfiniment. Les rêgles qui permet~ent de décider de Ia conver-:
gence d'un produit-infini ne s'appliquant pas toujours à ce cas
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singulier, nous réserverons le nom de produit convergem aux
produits infinis pout lesquels P" tend ver s une limite P différente
de zéro; lorsque Pn a zéro pour limite, nous dirons que le produit
est nul, tandis qu'il sera appelé divergent; si PI! ne tend vers
aucune limite.

Pour qu'un produit infini soit convergent sans êtrenul, il est
nécessaire que Un tende vers zéro, En effet, si Pn tend vers une
limite P, Ia différence Pn- P"_I = P"_I Un doit tendre vers zéro;
le facteur Pn-I ayant une limite différente de zéro, il faut donc
que le facteur u., tende vers zéro. Le raisonnement ne s'applique
'plus si le produit est nul; on vérifie aisément SUl' 'I'exemple cité
pIus haut que u" ne tend pas vers séro, .

D'aprês une remarque antérieure (n? 5), l'étude de Ia conver-
gence ou de Ia divergence d'un. produit .infini seramêne à l'étude
de Ia .même question pour une série. Posons Vo = I + Uo et,
pour n> o,
(34) v" = P,,- Pn-1= (1-1- Uo)(I-I- !tt) ... (1-1- Un-t)ull,

et considérons Ia série auxilia ire

(35)

La som me l:11= vo+ VI+ ...+ Vil est évidemment égale à P", de
sorte que cette série est convergente ou divergente en même temps
que Ie produit défini n(1+ u,,); lorsque Ia série est convergente,
sa som me l:est égale à Ia valeur P du produit infini.

-166. ProduUs absolument convergents. - Supposons d'abord
que tous Ies nornbres UII sont réels et positifs. Le produit Pn va
en croissant avec n. et, pçmr dérnontrer Ia convergence, il suffira
de prouver que ce produit Pn reste inférieur à un nornbre fixe,
que I (lue soit n. On a, d'une part,

P" > I-I-lto-l- /tt-l- ... -I- ulI;

d'autre part, on a, x étantpositif, I+ x < eX et, par suíte,

La premiére inégalité montre que, si le produit PI! tend vers une
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limite P, on a constamment Uo + UI +- ... + u.; < P. La série à
termes positifs

(36) 1./." + U)'+- •.. + l/.n -+- •....

est donc convergente. Inversernent, supposons cette série conver-
gente et soit S sa somme; Ia seconde inégalité donne P n < eS•

Le produit Pn tend donc vers une limite, et l'on en conclui que
. +<;00 .

te produit infini II(I + u,,), ou tous les nombres u" sont réels
o

et positifs, est convergent ou divergent en même temps que Ia
série (36).

Considérons maintenant un produit infini, à termes quelconques,
réels ou imaginaires,

(I + uo)( 1+ UI) ... (I + /tn) ...

et soit Ui= 1 ui/. Si Ia série
(38) U,,+U,+ ... +U,,+ ...

est convergente, il en est de méme du produit infini (37)·
Posons, en effet, comme plus haut,

vn = (I + uo) ( I+ U I) .. _(I + U n-' ) U 11,
Vn = (I+ Us)(I + UI) ... ( I+ U,,-I) U11'

D'aprês ce qui précêde, Ia série à termes positifs 1:Vi étant con-
vergente, il en est de même du produit infini II( I + Vi), et par
suite de Ia série

(39) Vo+ V,+ ... + Vn+ ....

Or , on a évidemment 1 "nl < VII; Ia série

(40) Vo + V I + ... + v" + ...

est donc absolument convergente, et Ia somme de cette .série es t ,
com me on l'a fait remarquer, Ia limite du prodnit

PIl= (I + llO)(1 + UI)." (I +U,,)

lorsque n augmente indéfiniment. Dans ces conditious, le pl'O-
+"

duit II(I + un) est dil absolument convergent.
11=0
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Les pro.duits infinis absolument convergents offrent un intérêt
particulier, comme Ies séries absoIument convergentes, avec
lesquelles ils ont de grandes analogies. Ainsi, dans un produit
infini absolument convergent, on peut modifier l'ordre des
[acteurs d'une façon arbitraire. sans changer le produit, Nous
démontrerons d'abord qu'étant donné un produit infini absolu-
ment convergent, à tout nombre positif s orr peut faire corres-
pondre un nombre entier n tel que Ia différence entre l'unité et le
produit d'nn nombre quelconque de faeteurs

(I + Ua)(1 + u~) ... (~+uÀ)

ait un module inférieur à s, Iorsque tous Ies índices <x, '(3, ... , ,.
sont supérieurs à n, On a, en effet, comme on le voit immédiate-
ment en supposant les deux produits développés,

I (I + IlOt)( I + u~) ... (I -+, UÀ) - I f < (I + Ua) ... (I + DA) - I, '

et par suite,

I (I + Uo;)(1 + u~) ..• (I -+ U),) -I! < eu«+u~+..,+uÀ_I;

mais, Ia série I U; étant convergente, on peut prendre le riombre n
assez grand pour que Ia somme U,,+U~+... + V). soit plus
petite que log( 1 + ê), lorsque tous les indices <x, (3, ... ,). sont
supérieurs à n. Le second membre de I'inégalité précédente peut
done être rendu moindre que tout nombre positif e, en prenant le
nombre entier n assez grand.

Ceci prouve, observons-Ie en passant, qu'un produit absolu-
ment converg ent ne peut être nul, à moins qu'un des facteurs
du produit ne soit nulo Supposons en effet qu'aucun des facteurs
<lu produit ne soit nul; choisissons le nombre n assez grand pour
qu'on ait, quel que soit le nombrepositif p,

I (I + Un+l)(I + un+!) ... (I + un+p)-II < a,

O( étant un nombre positif inférieur à l'unité. II est .clair que le
+0>

module du produit influi n(I + ull+V) sera supérieur à I - <X et,
V=l

par conséquent, le produit P qui est égal au précédent multiplié
, par Pn ne pourra être nul. .
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Cela posé, soienl

(I +Uo)(1 + Ut) ... (I + Un) ...

un produit infini absolument eonvergent et

(I '+U'o)(1 -i- u~) ... (1+ u;,,) ...

un autre produit infini composé des mêmes facteurs pris dans un
autre ordre. Ce second produit ést aussi absolument convergem,
car Ia série l:U; est composée des mêmes termes que Ia série l:Ui.

Appelons P et P' Ies valeurs de ces deux produits (4 I) et (42).
Soit Pn Ie produit des n + r vpremiers facteurs du produit (4 I);
tous ces facteurs se retrouvent dans Ie produit (42), et nous
pouvons prendre un nombre m ;» n teI que Ie produit P;" ren-
ferme tous Ies facteurs de Pn. Nous avons alors

P'P: = (I + Uex)(1+ ulI)'" (I +16),),

tous Ies indices 0(, (3, .,., À étantsupérieurs à n, et, d'aprês ce
que, nous venons de voir, on peul choisir Ia nombre n assez grand
pour qu'on ait

aussi petit que soit Ie nombre positif s, Or, lorsque n augmente
P'indéfinimenr, iI en est de même de m, et Ie rapport P: a pour

limite ~. n faut donc qu'on ait P'=P.

167. Produits uniformément convergents. - Considérons
encore un produit infini (33), ou Uo, Ul, •.• , ÚIl, ••• 'sont des
fonctions continues réelles ou imaginaires, d'une ou plusieurs
varíables x, y, c, ... , ce qui comprend évidemment Ie cas
ou UO, Ul, U" .•• seraient des fonctions d'une varinble com-
plexe s . Nous dirons que ce produit est uniformément conver-
gent dans un certain domaine D, si Ia série l:vll définie plus haut,
dont Ia somme est égale au produit infini, est elle-même uni for-
mément convergente dans ce domaine.: Le produit P est alors une
fonction continue des variables indépendantes. ,
" Un produit infini est uniforrnément convergent, s'il (>0 est ainsi



de Ia série

(43) Vo-+- Vi-+- •.• -+- V,,-+- ... ;

reprenons en effet Ia série ( 35~, nous avons

"n+l -+- ••. + "n+p = Pn+p~ P,,= P••.f(1 -ê- ""+1) ... (1 -t- Un+p)-.I];

on ad'ailleurs les inégalités évidentes

I Pnl < (1 + Uo)( 1 -+- Ui) •.• (1 -+-'Vn)<: eU.+U,+":+U.,,

[(I -r- Un+i)(-I -+- lln+!) ... (1 -t- U,,+p) - I] < eUn+.+Un+i+...+Un+l'- I.

Mais Ia série (43), étant uniformément convergente dans le
domaine D, représente une fonction continue qui 'reste inférieure
à une certaine limite M, et l'on peul choisir un nombre N asses
grand pour que Ia somme suivante, ou n;; N,

reste inférieure, quel quesoit p, à un nombre positif cx dans le
même domaine. 01;1 aura donc, le nombre n ayant été choisi de
cette façon,

Ceci prouve bien que Ia série}; 1'" est uniformément convergente,
puisqu'on peut toujours choisir cx de façon à satisfaire à Ia condi-
tioneK(eo<- I) < E, aussi petit que soit E.

Remarque. - Toutes Ies propriétés précédentes s'étendent
sans difficulté aux produits infinis 11(I + umn), ou chaque facteur
est affecté de deux índices distinets m, n, pouvant varier sépa-
rément de o à + 00. Lorsque Ia série double };Umn est conver-
gente, Ie produit précédent a une valeur bien déterminée, qui ne
dépend pas de Ia façon dont on fait croítre Ie nombre des facteurs.
De même qu'une série doubIe absolument convergente peut être,
d'une infinité de maniéres, transformée en une série ordinaire, un
produit doublement infini, tel que Ie précédent, peut être d'une

"infinité de maniéres transformé en un produit simplement infini
absolument convergent. Si tous Ies termes Umn sont desfonctions
continues de certaines variables çc, y, ~.. , et si Ia série}; Umn est
uniformément convergente, dans u~ certain dornaine D, le pro-

I
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duit infini ll( 1+ Umn) est Iui-mêrne uniforrnérncnt convergent, et
représente une fonction continue de a, y, ... dans le dornnine D.

168. Produits infinis réels. - Reprenons un produit infini de facteurs
réels

pour étudier le eas oü iI y a une infinité de termes négatifs dans Ia suíte 110,

!tI, U2, •••• Lorsque tous ees termes sont, à partir d'un certain lang',
eompris entre ~ I et o, on est conduit à étudier un produit infim tel que

I .

(44)

ou 1'0, VI, " '.' V,., ... sont positifs et inférieurs à I. 11 est clair que le
produit (I - 1'0)' .. ( I - 1',.) va en décroissant lorsque n augmente, et que
ce produit reste positif ; iI tend donc vers une limite lorsque n. croit
indéfiniment, mais eette limite peut être zéro ou un nornbre positif. Si Ia
série l: Vj est convergente, le produit infini (44) est absolument conver-
gent ; le produit (1-1'0) ... (1-1',.) a donc une limite différent e de
zéro (n? 166).

Pour voir ce qui arrive lorsque Ia série ~ ~'I est di vergenrc, remarquons
que I + a; est toujours inférieur à e= quelle que soit Ia valeur réelle de x,

. cal' Ia fonction eX- a: - I est minimum pour a: = a. On peut donc écrire

) - 1'0 < e-"., J- (Jn< e-I'n

et, par suite,

(I - 1'0)(1- v,) ... ( 1- V,.) < e-{"'+''l+'''+'''').

ta somme 1'0+ 1'1+ ... -t- v" augmente indéfiniment avec li, el par suíte le
produit infini est nul.

Lorsque Ia suite Uo, UI, ••• , UIl' .,. l'inferme une infinité de t errnes
positifs et une infinité de termes négatifs, le produit infini ne peut ét re
convergent sans être nul que si le terme général UIl tend vers zéro (na 1(5).
Supposons qu'i1 en soit ainsi j comrne on peut toujours négliger un nombre
fini de facteurs au début, nous admettrons que tous les facteurs sont posi-
tifs. Le produit P n contient alors un certain nombre de facteurs supérieurs
à I et un certain nombre de facteurs inférieurs à 1 : le seul cas dout eux
est évidemment celui ou le produit des facteurs supérieurs à 1 augmentc
indéfiniment , tandis que le produit des facteurs inférieurs à ) tend vers
zéro, lorsque n augmente indéfiniment. Le produit infini peut être con-
vergent ou divergent suivant les cas j mais iI est faeile de démontrer, eu
raisonnant comme pour les séries semi-convergentes (nv 1ãí), que, dans un
produit de eette espece, on peut toujours disposer lesfacteurs dans \111

ordre tel que le produit P n ait pour limite un nombre posit.if quelco nque
donné 11 I'avance.
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Lorsque Ia serre 1:u" est convergente, on a une r egle précise. Le pro-
duit Pn tend uers une limite positive ou tend uers sero, suivant que Ia
série 1:u~ est convergente ou divergente.

Pour le démontrer, remarquons que le rapport

log(.I'-+- x) - X

Xl

I
á pour .limite - -, lorsque x tend vers zéro ; nous pouvons donc écrire

2

x2
log( I -+- x) = x - -( I-+- cx);

2

Ia valeur absolue de .cx étantinférieure à ~ pOUI'VU que Ia valeur absolue
2

de x soit inférieur e à une certainc limite. Puisque U n tend vers zéro
quand n croít. indéfiniment, et qu'on peut faire commencer le produit infini
11 tel facteur qu'on veut , il est donc permis de supposer qu'on a

U!
log(1 + LLo) = llo- 2(1 + 60),

2

u2
log( 1+ Ul) = u, - -1.( 1+ 81),

2

•••• 0,0 ••••••••••••••••••••• ':

u~log(1 + /t,,) = u,,- -(I + 6n),
2

t ous 185 nombres 60, 01, ... , 6n étant compris entre - ~ et + .1,. Ondéduit
2 .2

de lá

(45) logP,,=uo+ltl-f- ... +Un-~u~(1+60)- ... -~u~(1+8n);
'2 2

lorsque les deux séries 1:Un et 1:u~ sont convergentes, le second membre
tend vers une limite finie quand fi crolt indéfiniment, car ul. (I + Gn) est

compris entre u; et i1I~. Le produit Pn tend donc vers une limite dilTé-

rente de zéro. Au contraire, lorsque Ia série 1:u~ est divergente, le second
membre de Ia formule (45) croit indéfiniment en valeur absolue en restant
négatif', et par suite P n tend vers zéro.

La même égalité (45) prouve que le produit infini est divergent ou nul
lorsque Ia série 1:u« est divergente et Ia série 1:u~ convergente. Mais'i! est
à remarquer que le produit infini peut être convergent lorsque les deux
séries 1: Un et 1: u~ sont divergentes. Prenons par exemple Uo= UI = u! = 0,

et , pour n r» I,

I
U2n-l = - ---=,411

I I I
1l2n= '/-n + -n + --::,

vnl/n



CHAPITRE VIU. - S1tRIIS ET PRODUITS INFINIS.

Ia série 1:un est divergente, car Ia somme S~" est supérieure à

I I I
2 +"3+ ... + li;

il en est de même, pour Ia même .raison, de 1:u;'. Cependant Ie produit
infini

( 1- v\}( 1+ V2 + ; + 2~) .•• ( 1- Jn) ( I + v,'n+ ~ ~ II :'n )
est convergent, car le produit de 2 n - 2 facteurs est égal à

(I-n(I-~)"'(I- ~2)'
tandis que le produit de 2 n - I facteurs est égal au produit précédent

multiplié par le faeteur 1- ,~ qui a pour.Iimite l'unité (1).
Vn+1

Exemples. - 1°La série

I I 1 I I 1- - + - - _.+ - - ... - - + - + ...
2 2 4 4 2n 2n

est convergente ainsi que Ia série obtenue en élevant ses termes au earré.
Le produit infini correspondant

13352n-12n+1
2'2'4'4"'~'~'"

est done convergent ; on sait , d'aprês Ia formule de Wallis, qu'il est égal

à !. Pour le transformer en un produit absolument convergent , il suffit
r.

de réunir deux facteurs conséeutifs, ce qui donne

+,. .
.:.=0(1-·-1 ).
r. ~ nt

n=1

2° Soit uo+Ut+ ... +u,,+ ... une série à termes réels dans laquelle
le rappo!'t de deux termes consécutifs est une fonetion rationnelle de n
tendant vers l'uuité lorsque n augmente indéfinimént ,

11"+1 nP + aI np-I + .
/l'l .= ltl' + bl nP~1 + .

(') Voi,. CA.UCHY, COU,.s d'Analyse ou (Lj,'ul'res completes, 2' série, t. li,
Note IX; PRlNOSHEI)(, Mathematische Annalen, t. XXII, XXXIII et XLII.
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(46)

En laissant de eôté le eas ou l'un des termes de cette série serait nul ou
infini, on peut éerire rt[ aj~ bj 9(V)]

UI/~j = Uj 1+ --v-- + ~ ,

V=1

<p( v) étant une íonction rationnelle de v qui reste inférieure en valeur
absolue à un nombre fixe. Si I'on a ai - bs'> O, tous les termes de Ia série

finissent pu être positifs et eette série est divergente; le terme général
Iln+l de Ia premiêre série augmente done indéfiniment en valeur absolue.
Si ai - b1= o, Ia série (46) est absolument convergente, et Un+l tend vers
une limite finie dilférente de zéro, Enfin si ai - b1 < o, tous les termes de
Ia série (46) finissent 'par être négatifs, et eette série est divergente;
Un+l tend done vers zéro Iorsque n eroit indéfiniment. Ces résultats sont
dus à GIIUSS (voir no11%).

ll-nt+1,m

169. Déterminant d'ordre inflni. - Soit~alÉ une série double abso-
t,k

lument convergente daus laquelle chaeun des indices i, k varie de - oc

à + 00. Considéroris le déterminant suivant :

Dm=
1+ ao ,o

" 1+ a_m,-m.

ltm,-m 1+ am,m

Le produit fi '" =n(1 + ;au /), ou les deu x indices i et k varient
, t,k ,

de - m .à + m, est supérieur à I Dm I; car un terme quelconque de D", a
pour module un terme de fim, et ce produit eontient, en outre, d'autres
termes tous positifs. On voit de même qu'un terme quelconque de Ia diffé-
renee Dm+p - D1I1 a po~r module un terme de Ia dilférenee llm+p - DI/I>

qui renferme d'autres termes tous positifs. .On a done

I DIn+p- n., 1< lIm+p- 11m.

Mais Ia série I I Uik I étant convergente, le produit fi". tend vers une

limite lorsque m crolt indéfiníment; Ia ditrérenee fim+p - llm et , par suíte,
Ia différence Dm+p- Dm iend done vers zéro lorsque les deu x nombres m

.et m -t- p auginentent indéfiniment. 11 en résulte que le déterminant Dm
t end vers une limite (n05).
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EXERCICES.

L Pour qu'un produit infini soit convergent sans être nul, il faut et il
suflit qu'à tout nombre positif t on puisse faire correspondre: un nombre
cntier n tel que I'on ait

•
I(I +. Un+l)(I 4- un+~) •. ,( 1 +. Un+p) - I1 <-,

quel que soit le nombre entier p.

2" La série à termes positifs Uo+'Ul+., . ':+. Un+- ... est convergente
, ê - I é' Uo Ul /.lnou divergente en m me temps que a s rle ~ +.-'-+.,..+.- +.....

, So SJ' SI!

[ On peut écrire ~ = t1 (I- ~). et appliquer le théorême ~u nO t 68. ]

3. En évaluant de deux façons différent.es Ia- somme des t ermes d'un
tableau à double entrée, établir les formules

_q_,-+~+~ +-.;.=~+.-L+.~+. .. ,+.~+
1 - q 1- q- 1- q5 'I - q- 1- q4 1- q' 1_ q2n

_l_+._q_+. .x.: +. ... = __ q_+.~_ ... ,
1 +. q 1 -t- q3 1 +. q5 1 - q 1_ q~ 1 _ q'

_q_ +...:!.!Ê.....+.~ -ê- •• = q -ê- q2 +- q'J + ... ,
I-q I-q"- 1'-q" . (l_q)2 (l_q2)2 (l-qJ)!

q 3q~ 5q$ q(l+.q~) q~(I+.q6) q5(I+qIO)
---+---+.---+. ...= +. +. + ...I-q' I-q' l-q\O (l_q2)2 (l_q6)2 (l_q'O)2

{q .fi3 Vq$ - .rz: ,
-- - 3 ' ) -t- 5( 5) - ... = arctang Vq - arctang v qJ+. arctang \rqs-,
I -t- q (I +. q3 1 -ê- q ,

ou l'on suppose 1 q 1 < I.

+«>

Ql= II(I+. qtn),
/1=1

Q2= 0(1+ q21l-I),
n=1

+,.
Q:l =II (I - q211-!);

n=l

4" Soit q un nombre positif inférieur à I'unité. Posons

démontrer Ia formule

- e _



CHAPITRE IX.
SÉRIES ENTIERES. - SÉRIES TRIQONOMÉTRIQUES.

1. - SÉRIE DE TAYLOR. - GÉNÉRALITÉS.

i70. Série de Taylor. - Lorsque Ia suite des dérivées d'une
fonction t(x) cst illimitée dans un intcrvalle (a, a + h), on peut
supposer Ie nombre n qui figure dans Ia formule (7) (p. 40) aussi
grand qu'on le veut; si le reste R" tend vers zéro lorsque n aug-
mente indéfiniment, on est conduit à écrire

h h2 h"(r) j(a+ h)=j(a)+ -j'(a)+ -j"(a)+ ... + jI"l(a)+ ..,
I 1.2 1.2 ... n

formule qui exprime que Ia série

f(a)+ !!./,"(a)+ ... + h" jln1(a)+ ...
I' 1.2 ... n

est convergente et a pour sommef( a + h). C'est cette formule (I)
qui constitue Ia formule de Taylor proprement dite, mais elle n'est
légitime que si I'on a établi que le reste Rn tend vers zéro pour n
infini, tandis que Ia formule générale (7) ne suppose que I'exis-
tence des dérivées jusqu'à Ia (n + I )I.me. La formule (I) peut
encere s'écrire , en remplaçant a par x,

h s»
[to:+ h)=j(x)+ -j'(x)+ ... + jln)(x)+ ... ;

I . 1.2 ... n

au contraire, si l'on fait a =o, et qu'on remplace h par x, il vient

f(x)=f(u)+ ~.f'(o)+ ... + Xli fi")(o)+ ....
I 1·.2 ... U .

Cette derniére formule (2) est appelée aussi quelquefois formule
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de Maclaurin; mais on doit remal'quer que ces différentes for-
mules sont au fond équivalentes, Tandis que Ia formule (2) donne
le développement d'une fonction de x suivant Ies puissanees de x,
Ia formule (I) donne le déveIoppement d'une fonetion de h suivant
Ies puissances de h; il suffit d'un simple changement de notation
pour passei' de l'une à I'autre,

II est un CRS assez étendu oú l'on peut affimer que Ie terme
complémentaire RII tend vers zéro Iorsque n augmente indéfini-
ment : e'est celui ou Ia valeur absoIue d'une dérivée d'ordre quel-
conque reste inférieure à un nombre fixe M, lorsque x varie dans
I'mtervalle (a, a + h). On a, en effet,

I h In+!Ia, I < M . ,
1.2... (n+l)

'.

et Ie second membre est Ia terme général d'une série convergente.
C'est ee qui arrive pour les fonctions ez, sin,», cosx; toutes Ies
dérivées de e·r sont égaIes à e" et admettent, par conséquent, le

"même maximum dans l'intervalle considéré. Quant aux dérivées
de sin.z etde cosx, leur valeur absolue ne dépasse jamais I'unité ,
La formule (I) est donc applicable à ces trois fouctions, quelles que
soient les valeurs de a et de h. Bornons-nous à Ia formule (2);
si f( x) = e+, Ia fonction et toutes ses dérivées son t égales à UfI

pour x = 0, et, par suíte, nous avons le développement

(3)

qui s'applique à toutes Ies valeurs, positives ou négatives, de x.
Si a est un nombre positif quelconque t. ou a a/' = e-r101(l et, par
conséquent, I

, .'1' Ioga (x lo~aY (.c Ioga)"(4) 1(.0' = I..,.. --- -t- -t- ..• -t- +....
I I .:J. I .? ... fi

Prenons cncore 1(.7:) = sin,e : les dérivées successives forment
une suíte périodique à quatre termos cos z. - sin z , - cosx, sina',
et les valeurs de ccs dérivées pOUI' x = o formcnt égalemcnt une
suite périodique I, O. -, I .o , Ou a done, pour toute valeur posi-
tive nu négative de .1',

r .l'·:
('_~IJ s iu .» == ~.. - ---"-

I i .'A.; ,
~~::; r. - .•. +- (_ I)" .. r

111
··
t
-
1 +- ...

(.2,~,4.:I 1,2.:l.,,(2n+l}
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et l'on trouve de même
431

(6)
x2 x" x2n-

COSX = I - _ + --- - ... + (- I)n .' + ... ,
1.2 1.2.3.4· 1.2.3 •.. z n.

Revenons au cas général. La discussioa du reste Rn est rare-
ment aussi simple que dans les e:xemples précédents; mais on
peut Ia faciliter en remarquant que, si ce reste tend vers zéro, Ia
série

h hn
f(a)+ -j'(x)+ ... + j<nl(a)+ ...

1 1.2 .•• n

est nécessairement convergente. En généraI, il vaut mieux s'as-
, surer, avant d'examiner Rn, que Ia série est convergente; si, pour

des valeurs données de a et de h, ceue série est divergente, il est
inutile de pousser Ia discussion plus Ioin : on peul affimer que Rn
ne tend pas vers zéro lorsque n augmente indéfiniment.

La réciproque n'est pas exacte. La série

a: x1 xn
f(o)+ - 1'(0)+ -/,(0)+ ... + j<"'(o)+ ...

I 1.2 1.:1 ••. n

peul fort bien être convergente, sans représenter Ia fonction f( x)
qui lui a donné naissance; l'exemple suivant est dü à Cauchy.

1 1

Soit f(x) = e-X;; on a I'(x) = ;3 e-X; et, d'une maniére géné-
rale, Ia dérivée nl~mc est de Ia forme

p -!...
f!lll(x)= - e :A1'

xm '

P désignant un polynome. Toutes ces dérivées sont nulles pour
1

a: = o, car le quotient de e-Xi par une puissance positive quel-
conque de % tend vers zéro avee z; on peut écrire en effet

1 I' . e.&t • déf .eu I)osant a: = -, et on sait que - augmente m ímment avec s,
Z zm

I aussi gralld que soit m, Soit, d'autre part, 'f (x) une fonction à
laquelle s'applique Ia formule (2)

',' x~;'(:1') = :;(0)+ :.....o'(o)-!- ... -!- o(,,){o)+....
. ' • , 1 • 1.2 •.• n ' ,

'I
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Nous pouvons ranger les nornhres positifs en deus classes .: nous
dirons qu'un nombre positif X appartient à Ia classe (cx) si Ia
série (9) est convergente, et qu'il appartient à Ia classe (i3) si ceue
série est divergente. Supposons d'abord qu'il existe des nombres
positifs des deux classes. Comme un terme quelconquc de Ia
série (9), dont le coefficient n' est pas nul, va en croissant avec X,
il est clair qu'un nombre quelconquede Ia classe (cx) est plus petit
qu'un nombre quelconque de Ia classe «(3). 11 existe done un
nombre R> o (n? 2) teI que tout nombre X supérieur à R rend
Ia série-(9) divergente, tandis que tout nombre positif X inférieur
à R rend Ia série convergente. Ce nombre R lui-méme, mis à Ia
place de X, peut donner une série convergente ou une série diver-
gente.

II peut se faire qu'une des deux classes (cx) ou ([3) disparaisse :

10 S'il n'existe aucun nombre de Ia classe (13), Ia série (9) est
convergente quel que soit X, et l'on dit que R est infini. Tel est lé
cas de Ia.série

x \2 :,\11
1+--+--· -t- ... +---+- ... :

I I .2 1 . 'L••. 11

2° S'il n'existe aucun nombre positif de Ia classe (IX): Ia série (9)
est divergente, sauf pour X = o, et l'on pose ·R = o. Telle est Ia
série

1-t- X +- 1.2X~+- ... -ê- 1.2 ... /LXI/+-....

Considérons mnintenant une série entiêre

(10) . IO +- a, x -t- a.~J:2 -t- ... +- (/1l.-r;II-+- .•. :

ou les coefficients ai et Ia vuriable x peuvent avoir des signes quel-.
conques. Nous poserons dorénavant Ai = i (li I, X = 1x I, de façon
que Ia série (9) sera formée par les valeurs absolues des termes de
Ia série (10). Soit R le nombre qui vient d'étre défini pour ceue
série (9); iI est évident que Ia série (10) est absolument conver-
gente pour toute valeur de x comprise entre - H et -1'- H. daprés
ta déíinition rnérne du nomhre H. 11nous reste à .lémontrer que Ia
série (H') est divergente lorsque Ia valeur ubsolue de :1' est supé-
rieure à H, C'est ce qui résultr- de Ia proposition fondaurentale
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d'Ahel (I): Si ia série ( J O) est convergente pour une »aleur
particuliere xu, elle est absolument convergente pour toute
»aleur de x dont la »aleur absolue est inférieure à IXO I.

En etlet.Ta série (10) étant supposée convergente pour a:= xo,
désignons par M un nombre positif supérieur à Ia valeur absolue
de l'un quelconque des termes de cette série, de teUe sorte qu'on
ait, quel que soit le nombre n,

AnlXgl1/ < '1.
Nous pouvons. écrire

. . (X \ 11 (X)"AII~II=Alllxol" -1-') <M -- ;xo: ,Xo,

Ia série (9) est donc' convergente si 1'011 suppose X < IXo [, ce qui
démontre Ia proposition énoncée.

Cela posé, si Ia série (10) est convergente pour .T = xo, ou voit
que Ia série des valeurs absolues (9) sera convergente pourvu
que X soit inférieur à I XO I. On ne peut donc avoir Ixu I> R, car
alors le nombre R ne serait pas Ia borne supérieure des valeurs
de X qui rendent convergente Ia série (9).

En résumé, étant donnée une série entiêre (10) oú les coeffi-
cients ont des signos quelconques , il existe un nombre positif R
possédant Ia propriété suivante : La série (10)' est absolument
convergente pour toute »aleur de x comprise entre - R et +R, .'
et divergente pour toute »aleur de x supérieure à R en valeur
absolue. L'intervalle (- R, + R) s'appellera Ia région de conver-
gence ; ceue région s'étend de - co à + eo dans le cas limite ou R
cst iníini. EUe se réduit à l'origine si R = o; nous laisserons de
côté, dans Ia suite , ce cas particulier.

Ln démonstration ne nous apprend rien sur ce qui arrive pour
les valeurs limites a: = R, a:= .._-R. La série (10) peut être abso-
lument convergente. simplement convergente, ou divergente.

Couaidérons , pai' cxi-mple, les trois séries

+"
~.J:.,

1--"- 7.--'-.,; "
'1=1

1- ~;r".~
'1=1

(') Recherclces .'UI' Ia série I __ ~ .c ~ 111(m - I) .z;' -'- ....
I [.2

435
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on a, pour ces trois séries, R = r , cal' le rapport d'un terrne au
précédent a pour limite ai, La premiêre série est divergente pOUI'
a: =+ I, Ia deuxiéme est divergente pour x = I ot convergente
pour x = - I; Ia troisiêrne est absolument convergente pour
x=+\.

Remarque. - L'énoncé de Ia proposition d'Abel peut être
généralisé; il suffit, en effet, pour Ia suite du raisonnement, de
supposer que Ia valeur absolue d'un terme quelconque de Ia série

reste inférieure à un nombre fixe. Lorsqu'il en est ainsi, Ia série (10)
est absolument convergente pour toute valeur de Ia variable dont
Ia valeur absolue est inférieure à IXo [,

Le nombre R est lié par une relation três simple au nombre to) défini
plus haut (nu 152), qui est Ia plus grande des limites des termes de Ia
suite

En effet, si l'on considere Ia suite analogue

A1X, \iA2X2 •••• , ,\/AnX//, " "

il est clair que Ia plus grande des limites des termes de cette suíte eH (t):\.

La série (9) est donc convergente, si I'on a X < ~, et divergente siX> .! j. w ro
par conséquent, R = .!. (1).

W

173. Continuité d'une série entiàre. - Désignons par f(.tl Ia
sonnne d'une série entiére convergente dans I'iutervalle de ~ R
à + R,

f(x)= a,,+alx+ ... +OllX//+ ...

et soit R' un nombre positif inférieur à R. Nous allons d'abord
montrer que Ia série (I J) est uniformément convergente dans l'in-
tervalle de - R' à -t- R', En effet, pour une valeur de X; dont Ia

(1) Ce théorême, démontré par Cauchy dans son COUl'S (['A nalyse. 1 éré
retrouvé par M. Hadamard dans sa thése,
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valeur absolue ne dépasse pas R', Ia valeur absolue d'un terme
quelconque I ali x" I est au plus égale au terme correspondant de
Ia série convergente

Ao+ A1R'+ ... + A"R'II+ ....

11suit de lã que .la somme f( X} de ia série est une fonction
continue de x, pOUl' toúte valeur de ia »ariable comprise
entre - R et + R. En effet, étant donné un nombre Xo, plus petit
que R en valeur absoIue, il est évident qu'on peut trouver un autrc
nombre positif R', inférieur à R et supérieur à I Xo ,. D'aprés ce
qu'on vient de voir, Ia série este uniformément convergente dans
l'intervalle de - R' à + R'; Ia somme f( x) est done continue
pour Ia valeur Xo qui appartient à cet intervaIle.

La démonstration ne s'applique plus aux limites + R et - R
de Ia région de convergence. La continuité subsiste cependant,
pourvu que Ia série soit convergente. Abel a démontré, en effet,
que si la série (10) est convergente pour x = R, ia somme de
cette série est ia limite vers laquelle tend ia somme de ia
série f(x) lorsque a:tend vers R en étant inférieur à R.

II suffit de prouver que Ia série (I I) est uniformément conver-
gente dans tout l'intervalle ( o, R), y compris Ia limite x...:- R. En
effet, e étant un nombre positif arbitraire, choisissons un nombre
entier n assez grand pour que l'on ait, quel que soit p,

I all+1 R n+1 + an+2 RIZ+2+ ... + a,,+p Rn+p I < E;

cela est possible puisque, par hypothêse, Ia série (10) est conver-
gente pour a: = R. Soit x un nombre positif inférieur à R; on

peut écrire ali x" = a; Rn x (IT)", et appliquer Ie [emme d'AbeI

(nO 74), en observant que les puissances successives de ~ forment
une suite décroissante. On a donc aussi,quel que soit p,

Cette inégalité, rapprochéc de Ia précédente, prouve que Ia
série (10) est uniformément convergente dans tout I'inter-
valIe (o, R). La somme de Ia série est donc continue pourIa limite
supérieure de cct intervaIle, car Ias démonstrations données plus
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haut (nO' 29-3Q) s'appliquent aussi à une .limite de l'intervalle de
.convergence, si Ia série est uniformément convergente dans tout
I'intervalle, Ialimite comprise .
• On voit de Ia même façon que, si Ia série ( I I) est convergente
pour x =- R, Ia somme de cette série pour x- - R est Ia
limite vers laqueUe tend Ia somme f( x) lorsque x tend vers - R.
II snffit, du reste, de changer x en - :& pour être ramené au pre-
mier caso

Appliéations. - Cette proposruon permet de complêter le théoreme
établi plus haut (no f60) SUl' Ia multiplication de deu x séries.

Soient
S =uo+ul+ui+ +ulI+ ,
S' = 1'0+·1'1 + ~·t+ + 1',,+ .

deux séries convergentes, dont aucune n'est absolument convergen~e, Ia
série obtenue par larêgle de multiplicatíon

peut être convergente ou divergente; mais, si elle est convergente, sa
somme 1: est égale au produit des sommes desdeux premieres séries, E =SS'.
Considérons, en effet,' les trois séries /entiêres

f(x)=Uo+ UtX+ ... +UnX"+ -
<:p(X)= 1'0+ 1'1X +. ~.+ I'nxn+ t

<jI(x)= U"l'o+(UO"I+ Utl'o)x+ +(/(ol'n+ •.. + UIIl'o)x"+ ... ;

ces séries' sont convergentes, par hypothese, pour a: = I, er, pai' suite,
sont absolument convergentes lorsque a: est compris entre - 1 et + I.

POUl' ces valeurs de x, Ie théorêrne de Cauchy sur Ia multiplieation des
séries est applicable et nous donne Ia relation

(12 ) f~:r)'f(X) = <Hx);

or, lorsque a: t end vers I'unité, f(x), :r (J:), <jI(x) ont respectiv emenl pour
limites, d'apres le théoreme d' Abel, S, S' et E. Les deu x membres de Ia
formule (12) restant constamment ·égaux, on a donc à Ia limite, l.: = SS'.

Le théorême est encere vrai pour les sér ies à tei-mes imaginaires et s'ét a-
hlit de Ia même façon.

174. Dérivées successives d'une série entíêre , - En dillérentiant
terme à terme une série entiêre

l(x)= lfv+ a'lx + a!~t. ~ ... -- a" .1,1/-+- •..•
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convergente dans l'intervalle (- R, + R) on obtient une nouvelle
série' entiêre

qui est convergente dans ie même intervalle. n suffit, pour le
prouver, de montrer que Ia série des valeurs absoIues

est convergente si X <R, et divergente si X> R.
Pour démontrer lapremiêre partie, supposons X < R, et soit R'

un nombre compris entre X et R, X < R' <R. La série auxilliaire

est convergente, car le rapport d'un terme au précédent a pour

limite un nombre :', inférieur à l'unité. En multipliant les dilfé-

rents termes de cette série par Ies facteurs

NIR', A2R'2, ... , AIlR'II, .... ,

qui sont tous plus petitsqu'un nombre fixe, puisque R' < R, il est
évident que Ia nouvelle série obtenue . .

est encore convergente.
La seconde partie se démontre demême. Si Ia série

ou Xl est supérieur à R, était convergente, il en serait de meme
de Ia série

et, par suite, de Ia série ~ Ali X't' qui a ses t~rmes plus petits que

Ct'UI de Ia precedente. L~ nornbre R ne serait donc pas Ia borne
supérieure des valeurs de X qui l:endentla série (9) convergente.

La somme fi (x) de Ia série entiêre (13) est une fonction con-
tinue de Iavariable dans Ie même intervalle. Cette série étant uni-
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formément convergente dans toute intervalIe (- R', -+- R'), ou
R' <R représente Ia dérivée de f( x) dans cet intervalIe (nO30) ..
Com me Ie nombre R' peut être pris aussi rapproché de R qu'on
le veut, on en conclut que Ia fonction f( x) admet, pour toute
valeu r de x comprise entre - R et + R, une dérivée qui est repré-
sentée par Ia série ohtenue en différentiant terme à terme

(15 ) f'(a;)= a·,+ 2a2X + ...+ nC(nx"-1 + ....

En raisonnant SUl' ceue série entiére comme on a raisonné SUl'

Ia premiêre, on en conclut que f( x) admet une dérivée seconde

f"(x) = 2a~+ 6aax + ...+ lI(n -1)a"xn-2+ ....

et. ainsi de suite. La fonction /( x·) admet, dans l'intervalle
(- R, -+- R), une suite illimitée de dérivées qui sont représentées
par Ies séries obtenues en différentiant terme à terrne

(16) jt,!l(x)= 1-.2... na,,+ 2.3 ... n(n + l)an+tX + ....

Si 1'0n Caitdans ces formules x = o, il vient

1'"(0)
(f'!='--, ~(lu=f(o), a, =1'(0),

et, d'une maniêre générale,
f(l,)(o) .

all= 1.2 ... n '

de sorte que le développement de /(x) est identique au dévelop-
pement que (ournirait Ia formule de Maclaurin

X x2 ;L'/t
f(x)=f(o)+ -f(o)+ -f"(o)+ ... + --fl/l.'(O)* ....

I r. 2 1.2 ... /t

Les coefficients ao, ai' ... , ali étant égaux, à des facteurs numé-
riques prés, aUI vaIeurs que prennent Ia fonction /(x) et ses déri-
vées successives pour a: = o, il est ela ir que le développement
d'une fonction en série entiére ne peul être possible que d'une
seule maniêre.

De même, en intégrant lerme à terme une série entiére, on
ohtient une nouveIle série entiére, avec un terme constant arbi-
traire, qui est convergente dans le rnêrne intervalle que Ia prc-
miére , el I'admet pour dérivée. En intégrant de nouveau, on



11. - SÉRIES ENTIERES A -UNE VARIABLE.

obtiendra une nouvelle série dont les deux premiers coefficients
seront arbitraires, et ainsi de suite,

Etcemples, - 1° Pour toute valem de x comprise entre -)
et + I, Ia progression géométrique de raison -:x:

1- X + :c2_ .1'3+... +(-I)"X"+ ...

est convergente et a pour somme _1_. En intégrant terme à terme
l+X

entre les limites o et x, OÚ I x I < I, on retrouve le développement
de log( I + x) (nO171)

a: :1:2 .1:a xll+1

log(l+x)= - - - + -3 - ... +('-I}"-- +...,1 2 n+1

et Ia formule est encore vraie pour x = I, puisquc Ia série qui est
au second membre reste convergente pour x = I.

2° Pour toute valeur de x comprise entre - I et + I, ona aussi

en intégrant terme à terme entre les limites o et :1', ou I a: I< I, il
vient

, x x3 aJO x2n+1
Are tangx = - - '7) + -5' _ ... +(_1)" ---o +....

1 .) 2n +1

La série restant convergente pour x = I, on en conclut l'égalité

7.' I 1 1 1
T =1- '3- + ,-- '"+ ... +(_1)" -'-- + ....
'I 5 7 2n+1

3° Soit F (x) Ia somme de Ia série convergente

F( . _' m " m(m-I) 2 m(m~I) ... (m-p+l) .X)-l+ - X + X + ...+ xP+ ..• ,
J 1.2 1.2 •.• p

\

ou m est un nombre quelconque, et OÚ ! a: I < I. On en déduit

F'() [m-I (m-I) ...(m-p+l) ]a: = lI! 1+-- X + ... -+- Xp-l +. .. :
1 1.:>" .. (p - I)

si 1'0n multiplie Ies deux membres par (I + x) et qu'on réunisse
les deux termes qui contiennent 'lne même puissance de », il vient,
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d'aprês l'identité

(m-I) ... (m-p+l) (m-l) ... (m-p)~--~--~--~--~+ '
1.2 ..• (p -I)' 1.2 •.• p

qu'il est facile de vérifier,

m(m-I) ...(m - p +1)
1.2 .• '1'

, r [m m(m-I)
( I + x) F (x) = m I + - x + x2 + ...

I 1.2

m(m-I) ... (m-p+I), ]+ ai! + ....
1.2 ••. P

c'est-à-dire
(I + x) F(x) = m F(,a;).

Ceue relation peut s'écrire

F'(x) nt
F(x) =~'

et l' on en déduit que F (x) est de Ia forme

F(x) = C( I + x)m.

Pour déterminer Ia e<?nstante C, il suffit de rcmarquer qu'on
a F (o) = I, ce qui donne C = I, et nous retrouvons le développe-
ment de (I + x)lIl(no. 171)

( ) m m(m-I) ... (m-p+l)
I -é- X m = I + - X + ...+ xP +....

I 1.2 ..•• p

4° Remplaçons, dans Ia formule précédente, x par _X'l,

m, par - .!.. il vient
2 '

I 'I. 1.3 . 1.3.5 ... (21/.-1) .'
~=I+ - x-+ -x'+ ... + x-n+ ... ,V I - ;l;~ 2 2 •4 2 . 4 .6 ... 2 li.

formule qui est valable pour toute valeur de x comprise entre - I

et + I. En intégrant les deux membres entre les limites o et ai,
ou Ix ~< I, on obtient le développement de Are sinx

• X I x" I .3 xc, I .3.5 ... (2 IL - I) x21/+'
Arc sin e = - -+- - - + - - + ...+ +

I 2 3 2 . 4 5 2 . 4 .ti •.. 2 li. 2 11 + I ...•

17,5. Seconde démonstration. - Les propriétés des fonctions
représentées par des séries entiéres peuvent être étahlies par une
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méthode plus élérnentaire. Soient Xo un nombre compris entre
-- R et + Ri et Xt un nombre voisin compris dans le même inter-
valle. Pour démontrer que Ia diH'éreiI'cef(xt)-f(xo) tend vers

. zéro lorsque, Xo restant fixe, Xl tend vers Xo, retranchons terme à
terme Ies deux séries qui représentent f( xo) et f( Xl); il vient

/(XI) - /(xo) = al(xl- xo) + at(xf - xÕ)+ ...+ an(x1- x~) + ....

Le terme général de cette noúvelle série peut s'écrire

an(xl- xo)(x7-1 + x7-2xo+ ... + X~-I).

Pour avoir une limite supérieure de Ia valem absolue de ce
terme, désignons par 1 un nombre positif inférieurà R et supé-
rieur à IXo I; comme on doit faire tendre XI vers Xo, nous suppo-
serons aussi que I'on a l>iz.l. La valeur absolue.de l'un quel-
conque des produits x7-1, x;-t Xo, •• _ est alors inférieure à ln-. et
par suite Ia valeur ahsolue du ternie général considéré est infé-
rieure â nAnln-1 IXI - XO I. Nous avons donc

I/(~d - /(xo) 1< 1Xl- xol (AI + 2A21 + ...+ nAnl'l-l +.,,);

or Ia série entre parenthéses est une sér-ie convergente puisque
l<R (n0174). Donc Ia différencef(x.)-f(xo) tendbienvers
zéro en même temps que Xl - xo, et Ia fonction f( x) est continue
en tout point compris entre - R et +R.

Pour démontrer que /. (x) est Ia dérivée de f(x), il suffit de
même de prouver que Ia diflérence

D =f(xl)-/(xo) -/I(XO)
:1:1- .To

. , l< XI) - /(xo)tend vers zéro, lorsque Xl tend vers X •• Le quotlent!;..' ...:...-"-"_::.....:...-'0
XI-XO

est égal,: nous venons de le voir, à Ia somme de Ia série conver-
gente

En retranchant terme à terme de ceue série Ia série qui représente
fi (xo), on lrouve pour D une série dont le terme général peut
s'écrire

443
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et chacune des différences x~-t - x~-t , X~I-2 XU - X~-I, ••. est le
produit de Xj- Xo par des produits de Ia forme x~ xr, p et q étant
deus nombres entiers, dont aucun n'est négatif, et dont Ia somme
est égale à n- 2. Le nombre t.otal de ces produits est, il est aisé
de le voir, (n-I)+(n-2)+ ... +2+1= n(n-1), et Ia

2
valeur absolue de chacun d'eux est iuférieure à l"-~,le nombre l
ayant Ia même signification que plus haut. On a donc

~-~i lID < [2A2+6A~l+ ... +n(n-1)An "+ ... J,
2 '

et Ia série entre parenthêses est convergente lorsque l est un
nombre positif inférieur à R, car c'est Ia série des modules de Ia
série entiêre f2(X), que I'on déduit de ft(X) en différentiant
terme à terme. Par conséquent, D tend vers zéro lorsque x. tend
vers Xo.

'176. Exiension de Ia formule de Taylor. - Soient /(x) Ia
somme d'une série entiére converg.ente dans l'intervalle (- R, + R),
Xo un pointde eet intervalle, etxo + h un autre pointdu mêrne inter-
valIe, tel que! Xo 1+ 'h I<R. La série qui a pour sommef( Xo + h)

ao+al(xo+ h) + a!(xo+ 1t)2+ ... + an(xu+ h)n -t- ..•

peut être remplacée par une-série à double entrée, que 1'0n obtient
en développant Ies diverses puissances de Xo +h et écrivant SUl'

une même ligne Ias termes de même degré en h.

(17) ao+ alXO+ a2xg +, .. -t- afla:~ + .
-t-alh +2a2xoh+ ... +nallx~-lh-t- .

n(n-I) "-2"+ a2h2 + -t- 1.2 a"xo ,h--t- .

+ .

Cette série à double entrée est absolument convergente i eu effet,
si I'on remplace chaque terme par sa valeur absolue, on a Ia nou-

velIe série à double entrée et à termes positifs

(18) A,,+ Atla'o! -t- Ail xol2 -t- -t- Alllxol"-t- ...
-t- Ali h j -t- 2A2! xoll h I-t- + nA,,! xol"-I! It : +...

l/.(n-1) ,
-t- A!lhl2 -t- ... -t- A"lx","-2IltI2+ ...

I. 2 " .

+ , .
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Si I'on fait Ia somme des éléments de ce tableau par colonne ver-
ticales •.on obtíent Ia série

qui est convergente, puisqu'on suppose IXo I+ Ih 1< R. On peut
donc faire Ia somme des éléments du tableau (17), soit par lígnes~
soit par colonnes. En faisant Ia som me par colonnes, on re-
trouve f( .1.'0 + It) j en faisant Ia somme par lignes horizontales, le
résultat est ordonné suivant les puissances de h et les coefficients

de h, h~, ... sontrespectivement!(xu), 1:(.:<,), .... Nouspouvons

donc écrire, en supposant Ih I< R - ! Xo I,

La formule (19) s'applique certainement dans I'intervalle de
Xo- R + IX(JIà Xo+ R-I xol, mais i] peut se faire que Ia série
qui est au second membre soit convergente dans un intervalle pIus
étendu. Considórons par exemple Ia fonction ( I + x)m, ou m n' est
pu uu nombre entier positif'; le développement suivant les puis-
sances de a: est valable de a: = -'-I jusqu'à a: = + I. Soit Xo une
valeur de a: comprise dans cet intervalle, nous pouvons écrire

(I + x)'" =(1+ x,,+ X - xo)'" =(1+ xo)"'[r + z]"'.
ou

X-;1.'11
z=--

1+.1'0

et .développer (I + z)m suivant Ies puissances de s, Ce nouveau
développement sera valable pourvu que Iz r< I, c'est-à-dire pour
les valeurs de a: comprises entre - J et 1+ 2Xo, Si Xo est positif,
Ie nouvel intervalle est plus grand que le premier (- I, + I) et,
paI' conséquent, Ia nouvelle formule permettra de calculer Ia valeur
de Ia fonctiou pour les valeurs de Ia variable située en dehors
de I'intervalle primitif. En approfondissant cette remarque, on est
conduit it une notion extrêmement importante, celle du prolonge-
ment analytique, dont naus réservons I' étude paul' le Volume
suivant.

Remarque. - Lcs propriétés éiablies paur les séries ordon-



446 <:HAPITRE .IX. - SÉRIES ENnERES. -- SÉRIES TRICONOMÉTRIQUES.

nées suivant Ies puissances p,ositives d'une variable X s 'étendent
évidemment sans difficulté aux sérjes ordonnées s uivnnt les puis-
sances positives de x - a et, plus générnIement, aux séries ordou-
nées suivant les puissances positives d'une fonction continue
quelconque .cp (x); il. suffit de les trai ter. comme des fonctions
ccmposées, lã fonction interrnédiaire étânt cp( x). Ainsi, une série

ordonnée suivant les puissances positives de.; estconvergente
pour les valeurs de x dont Ia valeurabsolue dépasse une certaine
limite, et represente une fonotion continue pour toutes ces valeurs
de Ia variablc. Considérons, parexemple, Ia fonction·\i.v~-t1, que

nous pouyons écrire + x ( 1- ;,) t j pour ~es "aleu'rs de :l' dont
I

Ia valeur absolue est supérieure à V li, (I- ;l,) " peut être déve-

loppé suivant les puí'ssances de ;, ,.et l'onobtient 'ainsi Ia formule

Vx' _ a = a: _ : ~ __ '_ a! _ ... _ ,. '1 •• : (21' - '1') ~ ••• ,
, 2 x 2.4 x3 . 2.1.6; .. 2p :c'P-'

qui donne le déveIoppement de \x'~ a, Iorsque .1: est .> v'a.
Lorsque x< -Va, Ia série est encore convergente et a pour
somme- V·x~-a. Cette formule peu.t ·servir à trouverIe déve-
loppement de Ia racíne carrée d'un nornbre entier, lorsqne I'on
connait le carré parfait immédiatement supérieur.

177. Fonctionl majorantes. - Les propríétés déjà démontrées
établissent une grande analogie entre les polynomes et les séries
entiêres. Étant données plusieurs séries entiêres f, (x), f2 (x), . , .,
/n (x), soit (- r, + r) Ia pIus petite des régions de convergencé
de ces séries; pourvu que I a: I < r, ces séries sont absolument con-
vergentes et 1'on peutIes combiner par addition et muItiplícation,
comme des polynomes. D'une façon générale , tout polynome emier
en I.(x), /,(x), ... , /n(X) pcut être développé en une iséric
entiêre convergente dans Ie même intervalle.

Pour étendre ces propriétés, nous définirons d'abord j'ertaínes
cxpressions, qui seront employées par Ia suitevSoient /(.'1') une
série 'entiere

/(x) = a.-+- a,.l· -t- II~X1-+-, •• - a" ..•.·Ii •..••.•.•
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et Cf (X) une autre série entiêre convergente dons un intervalle
convenable

9(X) = 20 + :>(\X+ 2~:t;2 +..:+ :>(1/X"+ •.. ,

dont tous les coefficients ve, sont positifs, On dit que Ia fone-
tion (jI(.1;) est majorante pour Ia fonction f( x) si chacun des
coefficients ()(n est supérieur ou au moins égal à Ia valeurabsolue
d 11 coefficient correspondant de / (x) :

. 0.°'

d'aprés une notation proposée par M. Poincaré, on indique ainsi
cette relation entre les deux fonctions / (x) et (jI(x) :

, ,

f(.r) < :;;(x).

L'utilité .des fonctionsmajorantes. dans les raisonnements tient
à Ia propriété suivante, qui est une conséquence immédiate de Ia
définition. Soit Pll(aO,a1' ... ,all) un polynome dépendant
des li + I premiers coefficients de / (x) et dont les coefficients
sont réels et positifs; si 1'0n remplace dans ce polynome ao,
a1, " .. an par Ies coefficients correspondants de Ia fonction majo-
rante (jI1 z ), on a évidemment

Par exemple, si <fi (x) est une fonction majorante pour f( x), Ia
série qui represente [9(X) P sera majorante pour [/(x) ]2, ... et,
en géuéral, [9 (X)]" sera majorante pour [/ (x) ]". De même, si (jI

et ?1 sont des fonctions majorantes pour f et /4 respectivement,
le produit 9':11 sera une fonction majorante pour //1' ."..

I~tant donnée une série entiére /(x) convergente dons l'inter-
valle (- R, + R), Ia recherche d'une fonction majorantc est un
prohléme d'une grande indétermination. Mais il y a intérêt, pour
Ia suíte dos rnisonnements , à choisir une fonction majorante aussi
simple que poss ible. Soit r un nombre positif inférieur à R, mais
aussi voisin de R qu'on le voudra. La série étant absolument
convergente ponr x = 1', soit M Ia borne supérieure de Ia valeur
absolue des termes de ceue eérie ; 00 a, quel que soit n,

l\I! a" , = A" ~ -_.,.
- I'It
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:x"La série dont Ie termo général est M -, c'est-à-dire
"r

. a: Mxl! M
M+M- +•..+-- + ...= _._,r rn a:

J- -
/'

est done une fonction majorante pour I( x); e'est eelle dont on se
sert le pIus souvent, Lorsque Ia série I(:f) ne presente pas de
terme constant, on peut de même prendre paul' fonetion majo-
rante Ia fonction

M---~l.
x

1- -,.
On peul prendre pour r un nombre quelconque inférieur à R, et
il est clair que le nombre correspondant M dimin~e en général

. .
avee r, mais ne peut jamais êlre .inférieur à Ao, si Ao n'est pas
nuI. Lorsqu'il en est ainsi, on peut toujours trouver un nombre
positif p<R, tel que Ia fonction Ao.rc soit majorante pour 1(.7.').

1- ..
r

En effer, soit
. te x2 xll

M+M-+M-+ ...+:U- ... ,r r2 rn

ou M > Ao, une premiêre fonction majorante, Prenons un nombre p
inférieur à r ~o i on peut écrire, en supposanl n~ I,

(0)" P (P)"-'1 aI! p" 1 = 1 a,,"" 1 x ~ <;\I r i-o '

et par suite I all p" I < Ao; d'ailleurs, on a I ao I = Ao. La série
. X X2 xl!

Ao+ Ao- -I- Ao - -1- ••• -1- Ao - -1- •••
P p~ pll.

est done majorante pour 1(x); eette propriété nous servira tou t à
l'heure. Plus généralel~ent, on peut prendre pour 1\-1 un nornbre
queleonque supérieur ou au moins égal à Ao.

On verra de Ia même façon que, dans le eas ou ao = o, on peut
prendre pour fonction majorante une expression de Ia forme

I

p.x--,?-.C

oú p. est un nombre positif arbitraire.
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Remarque. - ta connaissance d'une progression géométrique décrois-
sa nt e com m e fonetion majorant e permet aussi de se re ndr e eompte de
I'approximation obtenue quand on remplace Ia somrne f(x) de Ia série
par Ia somme des 11 -+- I premiers t crrncs (voir n° 1;)1, Remarque 11).

178. substítutíon d'une sézie dans une autre série. -- Soit

z =f(y) = ao -+- a,)'" -+- ... -+-a"Y"-t-···

uue serre ordonnée suivant les puissances d'une variable y, ct
convergente p6urvu que I'on ait ly 1< R. Soit , cl'autre part,

(21) .Y = 9 (x) = bo -+- b, x-+- ... -+- b ,.a:" +. ..

une a u tre série convergente dans l'intervallé de - r à + r. Ima-
ginons qu'on remplace, dans Ia série (20), y, y~,)'a, ... p:1r leurs
développemenls en séries. ord~nnées suivan t les puissances cte x.
rléduits de Ia formule (21); nous obtenons de cette façon 1I1l

tableau à double entrée

(:n) /lo-t-a,bo -t- a1bij -+- -+- a"bõ-+-'"
-+-a,b,x -+-2atbob,x -+- -+-lIa"b~:-'b.,.c-+- ...
-t- (tI b,x2 -+- at(bl -+- 2bob').r2-+- .
-+- .

ct nous allons chercher si ce tablcau à double entrée peut rIre
absolument convergent. II faut d'abord que Ia série obtenue en
prenant les tei-mes de Ia premiere ligne, c'est-à-dire

soit absolument convergente, ou "que l'on ait I b; I < R. Cette con-
dit ion. est suJ1isante. En ellct, si elle est remplic, on pcut
prendre pour fonction majornnte de SO(x) une expression de 1:1

forme ~, oú m est un nombre positif quelconque supérieur
1--

à! b ; I, et oú p.< r; on pcut donc supposer que l'on a pris m < H.
Soit R' un nornbre positif compris entre m et R; Ia fónction!(y)
adrnet el\c-Ill(~llle pour fonction m ajorante une expressior de Ia
foriue

]\1 r}"'
)I = i\I -I- '11 j( -I- '\1 ip -+- ....

J - f{'
OOl'RSAT. - I. 29
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Si, dans cette derniére série, on remplace y par ~, et qu'on
1---

développe les diverses puissances de y suivant les puissances
croissantes de x par Ia formule du binome, on obtient un HOUVea!!
tabIeau à double entrée

(23)

m a: ('tl )" J:+MR'p+ .. ·+nM R' 2'+'"
+ .

dont tous Ies coefficients sont positifs et supérieurs aux valeurs
absolues des coefficients correspondants du tnbleau (22), car un
coefficient quelconque du tahleau (22) se déduit des coefticients
ao, ai, :22, ... , bo, b., b~, ., ., par des additions et des multiplica-
tions seuleruent. Si donc Ia série double (23) est absolument con-
vergente, :I en sera de même a fortiori de Ia série double (22).
Si dans Ia série (23) on remplace x par sa valeur absolue, il faudra,
pour que le tableau soit convergent, que les séries obtenues en
prenant Ies terrnes d'une même colonne soient convergentes, c'est-
à-dire que 1'0n ait] x, < p. Cette condition étant remplie, Ia somme
des termes de Ia (n + I )lilme colonne est égale à

et il faudra en outre qu'on ait aussi

(
i .c I \

111< B.' 1- -' -p-)'
c'est-à-dire

(24) ( m)Ixl<? I-jf'

La derniére inégalité (24) entraínant Ia précédente Ix i < p,
il s'ensuit qu'elle exprime Ia «ondition nécessaire et suflisante
pour que Ia série double (:13) snit absolument convergente. La
série douhle (22) sera donc aussi absolument convergente pOUI'

les valeurs de .c sastisfaisant à cette condition; remarquons que
toun-s ces valeurs de .7: rendent convergente Ia série Cf(x), et que
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111 valeur correspondente de )' cst moindre que R' en vnleur
absolue, cal' les inégalités

m
·9('1') i < --.,.--

I-~
?

.p <IR'
ni

entralncnt I'inégalité I rp(x) i <R'. Si l'on fait Ia somme dá cette
série (22) en ajoutant par colonnes, on trouve

ao -t- ai ?(x) -+- (l~ I?(x)]~-+- ... -+-lln[<P(x»)"-+- .. 'I

cest-à-dire I[ ?(x)]; au contraíre, si l'on ajoute par lignes horí-
zontales, on obtient une série ordonnée suivant les puissances
croissantes de x, et l'on peut écrire

les coefficients cu, c., c~, ... s'exprimant au moyen des coeffi-
cients de deus séries par das formules faciles ã établir

('lIi) lc,,= au -+- ai bq -+- ai bil -+- ..• -+- rtn b~ -+- •.. ,
CI = (llbj-+- ~a~ br.bo -+- ... -+-nall b~-' b, -+- .... ,
c~ = a,b2 -+- a2(bj -+- 2bob.) .
.•......•......•... 0.0· .

La relation (25) n' est établie que pour les valeurs de x qui
sarisfont à l'inégalitc {24), mais ce n'est lã qu'une limite inférieure
de I'rntervalle ou cette relation est applicable. II peut se faire
qu'r-lle subsiste dans un intcrvalle beaucoup plus étendu. C'est
1IIll' question dont Ia solution complete exige I'étude des fonctions
d'unc variable imaginaire et qui sera reprise plus tardo

Cas partieuliers. - r" Le nombre R' qui figure dans l'iné-
gü[ité (24) pouvant étre supposé aussi voisin de R qu'on le
veu t, il s'ensuit que Ia formule (25) s'applique pourvu que I'on
ai,- i.v ! < P ( I - ;). Cela posé, si Ia série (20) est convergente,
quel que suit .1·, on peut supposer R infini, et p aussi ~oisin de r
'lu' on le voudru , La formule (:~:)) sera done applicable pourvu que
I'"u <tiL:.l: i < 1', c'est~à-dire dans le même intervalle qu<, Ia for-
mule '.I.I~:. En pai-ticulier, si Ia súrie (j)(x) est convergente qucl
'1'It' suit x, cumme /(.1"), 011 peut aussi supposerv: infini, PÁ Ia
f,.•rmul •• (.2.').1 ••ub ..•iste quel ql1e sojt .c.
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2" .Lorsque le terme constànt bo de Ia série (2 I) estnul, on peut
prendre coinme fonction majorante de <:p (x} une expression de Ia
-forrne '

fll
,--.l-' - ln,
1--

ou p < r, m pouvant être quelconque . En raisonnant comme dans
le cas général, on démontrera que Ia formule (25) ~stapplicable,
pourvu que 1'00 ait

R'
!Xl<p R'+m'

R' étant aussi voisin de R qu'on le voudra , L1intervalle fourni par
cette derniére inégalitó est plus étendu que celui qui est donné
par Ia conditioo générale (24),

Ce cas particulier se présente fréquemment dans Ia pratique.
L'inégalité I bo I <R est alors satisfaite d'elle-même, et le coeffi-
cient c; no dépend que de ao, ai, ... , ali, b, ... , b«,

.. . , Cn = ai ÚIl + ... +an b'{ .

Exemples. - 1° Cauchy a montré qu'on ppuvait déduire Ia formule du
binome du développement de log( I + x). On peut écrire en effet

(I + x)fJ. = e!J.1.,õ,,+.·" = e)' = I+.r + y2 + ...
I 1,2

en posant

(
X x> xC: Xl )y=u.log(l+x)='1. ---+...,--- .•. ,

, 'I"J. ,i 4

ce qui donne,en substituam le second développernent dans le premiu,

(

X ,T2 .r':
(I + x)fJ. = I + fJ- - - -- + -e-::

I 2 3 )
u.! (:r x2 x:, \ ,

. + t;. I - 2" + -J" .. ) , + ....

11 est clair qu'en ordonnant le second mernbre suivant les puissauccs
de .r , on obtient pOUI' coeflicient de .c" un polvuorn e de degré /I eu 11.,
,!lit P" (IJ,). Ce polynome doit s'annuler pour ? = o, I, 2, ... , 1/ - 1 et ,;e
réduire à l'uniré pOUI' 11.= /I, ce qui suffir ú le déterminer

P _ 11.<1-,-:1",·,(11.-1/+1)
11- •

I.:' ..• 11

:>." Soit :; =( 1+ :1;)", ,/' dant cornpris entre - I et + 1 On peut ,:cri"e

)' )'.
::==e' ==1-+-'-+-'-- + ...

I I.'}
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en posant

I X x2 xl!
y= -log(I+X)=I--+'-:-3 _ ... +(_I)n __ + ....

X 2· R+I

Le premier développernent est valable quel que soit y; le second n'est
valable que si I x I < I. La formule obtenue en substituant le second déve-
loppement dans le prernier s'appliqúera donc aux valeurs de x comprises
entre - I et + I .

En se bornant aux deux premiers termes, on a

(I+xi= e- =- (I +1+ _1-+ ... + _~I_-\\+ ... ) -+ ...
2 1.2 \.2 ... n

e=e--x+ ...
2

1

Lorsque X tend vers zéro par valeurs positives, (I + x)'I: tend donc
vers e en croissant ,

179. Division des séries emíeres. - Considérons d'abord
l'inverse d'une série éntiêre cornmençant parI'unité

. 1
f(':L') = 1+ bix + b2xL+-. ...

et convergente dans I'intervalle (-r, + r). Posons

on peul écrire

et, en substituant le premier développement dans le second, on
obtient pour f(x) un développement en série entiére

qui est valable dans un certain intervalle.
On développerait ·de même l'inverse d'une serre entiére quel-

conque commençant par un lerme constant dilférent de zéro ,
Soit maintenant à développer le quotient de deux séries entiêres

convergentes
cp(x) ao+ aiX + a2X~+ .••

'f(:c) = bo+·b1x + b2x2+ ...
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Si bo'n'est pas nul on pE'ut écrire

et , d'aprés Ie cas que nous venons de traiter, Ie second memhre,
est le produit de deux séries entiéres convergentes; Ie quotient
peut donc se mettresous forme d'une série entiêre convergente
ponr àes valeurs de x voisines de zéro

En chassant- 'le dénominatenr et égalant les cocfficients des
mêmes puissances de x dans Ics denx mernbres, on obtient les
reIations suivantes

a" = boc,,+ b, Cl/_I + ... +.bcc« (/1;:= 0: I .v , ... ),

qui déterminent de proche en proche Ies coefficientse.,, c" ... , c".
Qn remarquem que ces coefficients sont précisérnent ceux que,
l'on obtiendrait en effectuant Ia division des deux séries par Ia
régle ordinaire de Ia division de deux polynomes ordonnés suivant
les puissances croissantes de x.

Lorsque ho = o, le résultat est différent. Supposons, pOUI' plus
de généralité, Hx)= Xl'~l (x), k étant nn nombre entier positif,
et ~l (x) désignant une série entiêre ou le terme constant est díffé-
rent de zéro.

, On peut écrire
\f(.T) I :r(x)--=---,?( x) :rk 'h(x)

et, d'aprês ce qu'on vient de voir, 00 a

On en dédnit

:;.i .r') r.fI ,-C, ,'''' I-'- = '- -+- -- - ,-+- -- -+- c~,+ C/,-, I'/' +...:
·~:.i:" .,-1.' .rk I'" .r

le quorient est donc égaI à Ia sornme d'une fraction rationnelle ,
qui devient inlinie pOUI' x ' o, et d'une série entiére qui p.s! COIl-
vergente duns un cerrain intervalle autour de l'origjne.



11. --,. StRIES INTIERES -A UNE VARI-'BLE.· 455
Remarque. - Pour calculer les puissances successives d'une série

entíêre, iI est avantageux dans Ia pratique d'opérer comme il suit, Si dans
l'identité

on prend les dérivées logaritbmiques des deux membres et qu'on chasse
les dénominateurs, on parvient à une nouvelle identité

(29) m( ai -r- 2a2X -t- +- nanx"-L +- ... ) (Co+- CtX + .... + cn'x" -1- ••.• .)

= (ao+- a,x+ +anx"·+- ... )(Ct +- 2e2x+- ... +-IICI/XI/-1 +...)..

11 est facile de former les coefficients des diverses puissances de a: dans
les deux membres, et , en égalant les coefficients des mêmes puissances,
on a une suite de relatiorrs qui déjerminent de proche en proche
c" C!, .•• , Cn, •..• , connaissant Co. 01' on a évidemment eu= a~!.

180. Développement de -'-=======. - Proposons-nous de déve-
\ r - 'lX-Z + z!

lopper suivant les puissances de z. En posanty = 2XZ - Zl,
VI-:l.&Z+Z%

on peut écrire, pourvu que Ir I< I,

I _.1. I I.:l
-== =(I-y) '= 1+_Y+_l.y2+ ...,
v'I-Y :l 2.'1

c'est-à-dire

(30) 2 X Z ~ .z! 3 ( » '-;===::::!::'====I+ +-82XZ-Z-)"+ ... ,V I - 2.x z + z! 2,

et, en réunissant ensemble tous les termes qui sont divisibles par une
même puissance de a, on obtient un développement de Ia forme

(31) I 1 = Po+- P,z -t- P,z!l+- ... +- Pnz"+ ... ,
V I -'2XZ + Z2

oú
PO=I,

P" étant un polynome de degré n en ar. Ces polynomes se déterminent de
proche eu proche par -une Ioi de récurrence. En différentiant Ia formule
précédente par rapport à s, il vient en effet

x-z
------"""'" = Pt+ ·zP2z+-.,.+ nP"z"-L+- .... ,
(1- 2XZ + z2f'

ce quipeut s'écrire,en tenantcompte de Ia formule (31) elle-mêmc.

(x -,;;) Po-+- PI Z +...+ Pnzl/+ ... ) = (I "':.,·:XZ:t Z2) (PI + 2 P,z~ ..
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égalons les cefficients de z» dans les deux membres, et nous rrouvons Ia
rclation de récurrenee

O~ eette relation est irlentique à eelle qui lie trois polynomes de Lcgendre
consécutifs (no 86), et I'on a P" = Xo, Pi;= X" p, = X2• On a done P" = X"'
qnel que soit n, et Ia formule (31) devicnt

---::===== = I + X,,,; + XtZ2+ ... + X"z"+ ... ,
VI-~~X.z+z~

Xn .étant le n1cme poJynome·de Legendre

I rl"
X,,= I' -,-[(x2-J)"!'~. '1.6 ... :!.I! ax«

On verra plus tard dans quel intervalle cett e formule est applicahlc.

m. - SÉRIES ENTIERES A PLUSIEURS VARIA IlLES.

181. Région de convergence. - Considérons d'abord une série
entiére

~AmIfXlllyll,.

dont tous les coefficients A"", sont positifs, et 01I les vai-iables ~
et Y ont elles-mêrnes des valeurs positives. Il est clair que si Ia
série est convergente pour un systêrne Je valeurs positives Xo, Y",
elle sern convergente pour un systéme de valeurs (X, Y) teI
qu'on ait X ~ Xo, Y ~ Yo' Au conrrnire , si Ia série (33) «st diver-
gente pour les valeurs Xo, Yo, elle sera (/ fortiori divergente si
1'0n a à Ia fois X;:;; X,: Y;:;;Yo. En d'autres termos, si Ia série (33)
est convergente pour les coordonnées d'un point M situó dans
l'angle XOY, elle est aussi convergente pour tous les points sit.ués
à Pintérieur ou sur .les côtés du reetnugle OP.MQ (fig. 30); ali

contraire, si Ia série est divergente pour les coordonnées du point :\1,
elle est divergente en tout point situé à I'intérieur ou sur les cótés
de l'angle droit P'MQ'.

Cela posé, considérons une rlemi-droite indéíin ie OL. dans
l'angle XOY, et un point m. décrivant cette demi-droite à partir
de l'origine. Les coordonnées de ce point m, et par suite tous lcs
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terrnes de Ia série (33), ou Amn n'est pllS nuI, vont en croissant
Iorsque Ie point m. s'éloigne de I'origine. I1y ~ donc sur Ia droite OL
un po int séparatif M tel que Ia sér-ie (33) est convergente pour
tout point du segrnent OM compris entre l'origine et le point M,
et divergente paul' tou t point de OL au delà du point M (').

Fig. 30.

y

Comme cas particuliers , il peut arriver que le point M soit à
I' origine; Ia série (33) est aIors divergente pour tout point non
situé sur I'un des axes OX ou OY. Si le pointMestrejetéàI'in6ni,
Ia série (33) est 1111 contraíre convergente quels que soient X et Y,
c'est-à-dire dans tout I'angle XOY.

Laissant de côté ces deux cas ex tr-ê mes , sur chaque demi-droite OL
située dans l'anglê XOY nous avons ainsi nn point M, dont Ia
distancc à l'origine varie rl'une maniêre continue avec le coefficient
angulaire À decette droite. Soit en effet OL' une demi-droite voi-
sine de OL (fig. 30). La série (33), étant convergente en tout
point d 11 segment O M., est con vergente en toul point situé à I'inté-
ricur du rectangle OPMQ et, par suite, en tou t point du segment ORo
Au contraire, Ia série (33), étant divergente en tout point
de ML, est aussi divergente en tout point de SL'~ Le point sépa-
ratif 1\1'de Ia demi-droite OL' est donc un point du segment RS,
et pllt' conséquent ce point M' vient se confondre avec le point M

(1) Si r, r' so.it Ies coordonnées du point M, Ia série };Apq/,p",rpr'q doit être
convergente lorsqu e ). est un nombre positiC inférieur à un, et divergente si À est
plus grand que uno Il eu résulte ivoir p. 4.5 et 436, Remarques) que les COOl"-

données r, r' du point M sa t isf'o nt à Ia relation

limP+?I.\ rpr'q='.ly. {)fI '

le symhole lim",.q d,;;ignant Ia plus grande des limi t es de l'ensemble de,
uombres "',,,,(voir EXN/'i("e (3).
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lorsque OL' vient se conf~ndre avec OL. Le Iieu décrit pa r It'
point M lorsque Ia demi-droite OL décrit l'angIe XOY est une
courbe r qui sépare cet angle XOY en deux régions distinctes,
une région intérieure (I) et une région extérieure (E). Un point m
est dans Ia rógion (I) si ce point est situé entre I'origine et le
point séparatif M de Ia droite Om, et il est dans Ia région (E) duns
le cas contraire. 11 résulte de Ia défiuition même de cette courbe r
que ta série (33) est convergente en tout point de la région (I)
et divergente en tout point dê la région (E). En un point de Ia
courbe séparatrice r Ia série peut être convergente ou divergente
suivant Ies caso

Ceue courbe séparatrice I' peut avoir des formes três diverses,
suivant Ia série considérée. 11 résulte senlement du raisonnement
fait plus haut que 'I'ordonnée d'un point de cette courbc ne peut
augrnenter Iorsque l'abscisse augmenle et inversement. POUI' voir
ce qui arrive lorsque OL tend vers OX, il suffit de remarquer que
l'abscisse du point M ne peut décrottre et que 'I'ordonnée de ce
poinl ne peut augmenter; y tend donc vers une limite. tandis
que :x peut tendre vers une limite ou augmenter 'indétiniment. La
.courhe r peut donc aboutir à un point A de OX, ou avoir une
asymplole paralléle à OX, qui pelll être l'axe Iui-même. Remar-
quons sculement que, lorsque Ia courbe I'aboutitàun pointA doO>',
Ia série (33) n'est pas forcément divergente pour tout point de
I'axe OX au delà du point A. II est clair que tout cela s'applique
aussi à l'axe OY.

E I L" ,"'M X'" Y" . I' . I j":xemp es. - 1° a serre ~ am bn est convergente SI on a "'~ OIS

Mx < a, Y < b . et dans ce cas seulement, et. a poursomme ( I _ ~) ( I _ ~ ) •

La courbe r est Iormée ici dcs deux cõrés d'un rectangle parallêles aux axes.
2.° l.a série dou hle

\fIl-+-II)! \mY" !lI
~ M m. ! /t ! a-'-Ilb-'-u. = --("':"VX-'y"):-

I~ z r i
. r x Y L b r . . dest convergente SI. ,HI a -a -+- 1; < r. a cour e est rct un segment e

droite comprise entre Ics dcu x axes OX, OY.
3° La série douhle ~AmnX'"Y", ,,,'I I'ou aAmm=I, et Amn=o(pour

m 7"-/1). n'est convergente que si 1'011 n XY < I. La courhe r estvnne
branch •• d'hyperbole asj mprote IIUX deux axes.
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,;" La série
, (X)"'(Y)"~M - - ,a h

ou les índices m et n varient de I à + 00, est convergente à f'intérieur
du rnême rectangle que Ia série du premier exemple et en outre en tOU5
les points des axes OX et OY. Lorsque Ia demi-droite OL tend vers OX, le
point M de OL tend vers le point d'abscisse a de OX, tandis que le point
séparatif de OX est rejeté à l'infini.

5° La série l: n !Xn Y/I est divergente en 10u1 point non situé sur les axes.

t82. Propriétés de. séries entie1'8s. - Prenons maintenant nne
série entiêre à coefficients quelconques

(:l4 )
m,n

et soient Amn =l am/l I,X = Ix I, Y. Iy I. La série des valeurs
ahsoh;es (33) est convergente si "Ie point de coordonnées X, Y

Fig.31.

se trouve dans Ia région (I)" qui vient d'être déíinie et dans ce cas
seulement. Par suite, Ia série (34) est absolument convergente
si le point de coordonnées (x, )') se trouve dans Ia région du
plan (D) limitée par quatre courbes égales à Ia courbe sépara-
trice r, l'une étant Ia courhe r ells-même et les autres s'en
déduisant par syméu-ie (fig. 31).
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En un point extérieur à larégion (D), non situé sur les axes,
Ia série (34) n'est pas absolument convergente. On ne peut Ia
transformar en une série convergente, quel que soit I'ordredans
lequel on range les termes. Soient, en eflet, Xo, )'0 lescocrdon-
nées d'un point extérieur à D, et non situe SUl' Ies axes ; Ia valeu r
absolue du terrne général de Ia série };am"x~'y~ ne peut être
bornée. Si l'on avait, en effet, . .

quels que soient m et n, M étant un nombre fixe, on en con-
clu rait que le terrne général de Ia série (33) est plus pet.it

M Xmyn " di: I é ' 1 d' ..que I I I ' ''c est-a- Ire que e terrne g nera une serre
,Xo m )'01"

qui est convergente pour X < IXo I, Y < 1)'0 I. Le point de coor-
données IXQ I, Iyo Ine peut donc êtrc extéricur à Ia courbe r,
et par conséquent, Ie poinl (xo, )'0) ne peul être extérieur au
domaine D. En un point de Ia courbe qui limite ce domaine,
Ia série (34) peut être convergente ou divergente, comme Ia
série (33) elle-mêrne.

Soient a, b les coordonnées d'un point de (D) à I'intérieur
de I'angIe xOy. La série (34) est uniformément convergente
á I'intérieur du rectnngle MM'MIIMIII forrné par les quatre
droites a: = +- a, y =: +- b et, par conséquent, F(x,)') est une
fonction continue .des variables a: et y dans ce rectangle. Jl s'en-
suit que F(x, y) est une fonction continue en lout point de D;
en efTet, étant donné un poinl quelconque m de ce domaine , il est
clair qu'on peut trouvcr dans D un autre point M tel que m soit à
I'intérieur du rectangle tel que M M'M"Mf1

'.

En diflérentiant terme à terme Ia série (34) par rapport à .i: ou
par rapport à)', on obtient deux nou velles séries

(35)
F.(x v) - ~ na x"'yn-'_ '..I - ~ mn ,

F,(x, y) =~ma",nxm-Jy",
lJl,l1

qui admettent le méme domaine de convergence que ia
série (34). II suffit de démontrer que Ia série ~mAmIJXlll-'YI/,
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par exemple, admet Ia même courbe séparatricc r que Ia
série (33 ).

La démonstration, toute pareille à celle du n" 174, comprend
deux parties :

10 Si Ia série I mA"'n Xm-I Y" est convergente, il en est de
même de Ia série IAmnXm-1Y" et, par suite, de Ia série (33)~

2° Inversement,' si Ia série IAmnX~1 y~ est convergente, Ia
série I mAmn Xm-1 Y" est convergente pour X <x; Y < v..

Supposons, eu effet, que I'on ait, quels que soient m et n,

on eu déduit l'inégalité
1\1m (X )/11-1 ( Y )"ni AmnXm-1Y" < -.- .- -,
Xo Xú . Yo

et le second membre est le terme général d'une série double con-
vergente dont Ia somme est

I

M
Xú (X)' . y )

I-~ (1-'-Xo v, I

Sí I'on ordonne les séries F(x, y) et Ft(x, y) par rapport
aux puissauces croissantes de x, on a, en considórant ycomme
constant, deux séries entiéres en x, et, d'aprés Ia façon dont Ia
seconde série se déduit de Ia prerniére, on a

dF
F1(x, y) = Jx'

Pour Ia même raison, on a aussi
()F

F2(x, y) = dy'

Plus généralemcut. Ia série (34) peut être difrérentire termc il
terrne un uornbre quclconque de fois dans Ie domaine D. Ainsi ,

,)m+1l F
Ia dérivée partielJe) j est égale :\ Ia som me dun e sér ie douhlc,

(JIIt"'YIL

dont le ter-me constanl est ni ~n ~(//11,,; les coefficienls a-,« rr-pré-
seutent donc, à des cocfficients numériques prés, Ies valeurs des
dérivées partielles de Ia fonclion F(r, y) pour x=y=o, et Ia
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formule (34) peul encore s'écrire

(
,)11I"" F)"

., '}'r.1J1d -/1

F(.L',YJ =) " ,r"')''',
."-11, '!, , ,/11, I .». , ,li

ce qui montre, remarquons-le en passant, qu'unc fouction de
deux variables .ne peut être développée en série eutiére que d'une
seule façon. Si 1'0n ~roupe ensemble tous Ies termes de Ia sér ie
douhle du même degré enx, et j-, on obtient une série or'dinaire

F(:c,)I') = ~o+ =?I + 92+~"'+ ~n + ...~

<li" étaut un poljnome homogêne de degré 11 eu x ; y. que I'ou
peut éerire, sous forme symbolique,

I (dF d1"):/I
~n= ~'--+-y-;

o I ," , , ,1/ d» • ày

ce développement est doue identique à celui (Iue fournirait Ia for-
mnle de Taylor (nO 27).

Soient (xu, )'u) les coordonnées d'un point de D, et r. pies
coordonuées d'un poiut de Ia courbe r, tel que! x" :< r. y" I < p,
Prenons dans O un point voisin ~XII+ li, Yo+ k). LeI (I"'OU ait

i ,Co i -t- i It : < r, !ynl-+-ikl<?,

A l'mtérieur du rectaugle formé par les quatre druites

J,' = .l"v :1::r,. --; ,rll;'I, y =,"":, [p- 'y"I,

Ia fone tion F (x, ",) peut étre développée eu série «ntiére ordonuée
suivant les puissauces de x '- 'Co et y --)' ••

On 1(·déurontre en remplaçant, duns L, série dou h!"

chaque terrne pat' sou tlévdllppCI"'~llt, suivant Il.'~puissuucr-s d,~ h
et de Ir, et observunt que Ia uouvullc série tuul tiplo cst absolumcnt
convergente, SOllS les 1I,'puiltê~e' qui »nt été faitcs. Eu ordonuant
celte I\ollvdl,· ~(\Ioie -uivaut 1,0, I'"i,sullf'e 01" II d ll,o 1.-, ou arr-iv ,o
jll'l'oeis,"III(OIlI ,I L, (o"llud" ,;",
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Les ruisonnements et les théorémes précédents s'étendent sans
difficulté aux sér-ies entiéres à un nornbre quelconque de variables.
Étanl donnée une série entiére à n variables Xl, X2, ••• , XII, il
existe, en général, une infinité de prismatoules définis par des
conditions telles que

- .r~<..L""!< X~, ... ~ - J';!< Xu< x!,

tels qu'à l'intérieur de l'un d'euxla série entiére F (Xl' X2, ••. , XII)

soit absolument convergente. Elle represente une fonction con-
tinue dans ce domaine et peüt être différentiée terme à terme nn
nomhre quelconque de fois.

1~:3. Fonctions majorantes. Étant donnée une série entiêre
à n variables f(x,.1" z ), nous dirons qu'une autre série
à n. variahles :p(.T. y . .::, ) est majorante pourIa premiére, si un
coefficient quelconque de <p(x, y, z, ... ) est positif etsupérieurà
Ia valeur nbsolue du coeffieient correspondant de f( x, y, z, ... ).
Le raisonnement du n" 182 repose en réalité sur l'emploi d'une
fonction majorante ; si Ia série l:! arnll xIOy" I est convergente
pour ,T:= r, .1·~ p, Ia fonction

\1 ~ (.1")'" (Y)"?(.~·,.V)=I "-'( r) =:\1""" -;: 'p ,
( 1- --:) 1-':

• I / \ r

oú ~ est supérieur à tous les termes de Ia série I I Ctmn rlllp" I, est
une fonction majorante pour Ia série l:amnxmy". La fonction

.~í .c, y) = ( :;.v )
1- -+'-,. -r

\1

('st aussi une fouction majorante ; car Ie coefficient de :1"/1'.1'''

dans I} (.T. y) cst égal au coefficient de cc même termo dans

M(:; +})""'" et, par conséquent , est au moins égal à celui

de XIII}''' dans o (:Z:. y).
De mêmo , étanl donnée unr- sl'·r·i!' triplo

'I "'I\' ('.-/ absolurur-nt convergenn- punr X = 1". Y ....,..r', .::=: r",
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r, r', r" étant trois nombres positifs, elIe admet pour fonction
majorante une expression de Ia forme

M
cp(.r,y, z)=

( J - ~) (J -l,) (J - ~-),
/" " ,-'

qu'on peul ramplacer encore par l'une quelconque des suivantes :

M M

(
X Y c )'1- -+,-;+-.,. ,. ,.

Lorsquef(x,y, z) ne renfermc pas de termo constant, on pellt
prendre aussi pour fonction majorante l'une ou l'autre des précé-

. dentes, diminuée de M.
Le théorérne sur Ia substitution d'une série eutiére dans une

autre série entiére (nO 178) s'étend aux séries à plusieurs variables.
Si, dans une série entiere convergente à p »ariables Yl'
.1'2' ... , r», on remplace ces uariables par p développements en
séries entiêres à q »ariables Xl, x~ ... , X", ne présentant pas
de termes constants, et convergentes, le résultat de Ia substitu-
tion petit être mis sons forme d' une série 'entiere ordonnée pa r
rapport aux puissances de Xl, X~, .•• , 1.'", pourpu que les
ialeurs absolues de ces »ariables soient inférieures à certaines
fim ites,

La démonstration étant Ia mêrue, quel que soit le nombre des
variables, nous nous bornerons, pOUl' fixer les idées, au cas parti-
culier suivant , Soit

(37 ) F()I", z ) = ~fl"'II)'1II Z"

une série entiére convergente pourvu que 1'011 a itly I~R, Iz I'$ R';
soient , d'autre part,

(3t»
í .r =·Ú\.1.· -+- Ú,.l'2+ ... + {,,,.l·"+ ..

\ - _ (' -y" __L_ (" ••••••) _-1- .,. •.•• n----L-
( ~ - I .~.-.- 1-4.. - -r:- ... -e- Il''- -.- ..•

deux séries: sa ns terrne constant , convergentes dans Ull certaiu
iuter valle , Dans mo tei-me quclconque de ia série (37) rempla-
cons y ('I z par leurs dúvelop peuronts en série (38): nous obtc-
nons pOlI!' .1'''';:;" une uou vclle série entie re en ai, et Ia série'
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double (3-;) est remplacéc par une série à triplc eutrée dont tous
les coefficients se déduiserrt des coefficients ama, b'/J c" pnr des
additioús et des multiplications seulement. 11 s'agit de montrer
(lue ceuc série à triple entrée est elle-même absolument con-
vergcnte POlll'VU que Ia valeu r absolue de a: ne dépasse pas une
curtamo limite, et qu'on peut par conséquenl l'ordonner sui-
vant les puissances croissantes de Ia variablc. Remarquons, pour
cela, quon peut prendre pour fonction majorante de F(y, z)
Ia fonction

!\I (y)lII( Z)"
'1>()")")=(r-2:.)(I-~) =~M I{ W

I{ \ H'

et deux fonctions de Ia forme

N=r--,
X

I--
r

N'=
r--,
X

1-- ?

pOUl' fonctions majorantes des deu x séries (38) respe( tivement.
llu terrne quelconque dê Ia série à tr-ipla ent.rée en question est
plus petit eu valeur absolue que le terme correspondant de Ia
série à triple entrés déduit de Ia mêrne façon de Ia série double

~ ~I (;';X N\~ )11I(' N'X xx: )"
~ HIIlR'u --;:- -+- ~ -+-. . . -,.- -t- -;7:! -+- .. , ,

oú X = Iz ]. Pour que cette série triple soit convergente, il suffit
que Ia série double

soit convergente, c'est-à-dire que l'on ait à Ia fois

X R,<r-R>.;'
-ê- :.

• r B'x < r 0:---....
1\ +_,

Remarque. - Le théoreme est encore vrai lorsque les sé-
r ies (38) renferrnent des tei-mes constants bo et eo, pourvu qu'on
ait I b" i < H., ! Co I < R', On peuL, eu effet, remplacer le dévelop-

I:O("ttSAT. - (, 31'
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pcmenl (37) par un développement c rdonné ,suivant les pu issauces
de y - bo et de s - Co (n° 182), et l'on est ramené au cas qui vient
d'être traité,

IV. - FONCTIONS IMPLICITES.
Cúl'HBES ET SURFACES ANALYTIQl'ES.

184. Fonction implicite d'une variable. - On a déjà ótabli
(p. 79 et suiv.) l'existence des fonctions implicites, sous certaines
conditions de continuité. Lorsque les premiers membres des équa-
tions considérées sont développables en séries entiêres, 011 arrive
à des résultats plus précis, que nous allons maintenant exposer.

Soit F'(,», y) = o une equation. ou le premier membro peiü
être déveloopé en série convergente, ordonnée suivaut les puis-
sances croissantes de x -- xo, Y - Yo, cette série ue préseniant
pas de terme constant, et le coefficienc de y -- Yn n'étant pus
nulo Cette équation admet une racine, et une seule, qui teud
vers Yo lorsque x tend vers xo, et cette racine peut être
développée eti série entiêre ordonnée suivant les puissances
de a: - ..eo•

Afin de simpliíier Ies calculs, ,Sllppo:Süns Xo = Yo = o , ce qui
revient à déplacer l'origine. En isolant dans un membro le torme
du premier degré en y, on peut éerire I'équation proposée

les termes non écrits étnnt d'un degré supérieur au second . .\ous
.allons d'abord montrer qu'on peut satisfaire formellemeru à
l'équation (41) en remplaçant y -par une série

et eu opéranl sur Ie second membro comme si cette série était
convergente. On trouve, en effet, en identiflant les deux membres,
aprês Ia substitution effectuée , les conditions

d'une maniére générale, c.; s 'exprime nu 'mo,Yeu des cocfficicnts au;

oú i + k ~ n, et 'd(os coefficients précédents ('" ('~, ... , C"._, pfll'

. des, additions et fies multir~icatiolls seulement. dI:' sorte (!"e 11"115
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pOUVOIlS écrire

( l;)

P" étant un polynorne dont tous Ies coefficients sont des nomhres
entiers positifs .. La légitimité des opérations précédentes sera éta-
blie, si l'on démontre que Ia série (42) ainsi obtenue est conver-
gente pour des valeurs de a: suffisamment petites. On se sert pOUI'
cela d'un ar tifiee três généraI; dont Ia. premiére idée est due à
Cauchv , et qui repose sur l'emploi des fonctions majorantes.

Soit .
:;>(x,'Y)= ~bmlL.!,m\1I

une fonction majorante pOUl' f( ai, y), ou l'on a bs« = b01 = o, et
011 bm" est positif et au moins égal à I amn !; si l'on considere
I'équarion auxilliaire

Y = :;>(x, Y) = '::.b",,,.('III' o.

et que I'on cherche, comrne plus haut, à satisfaire à cette équation
('11 prenant pour Y une série entiéré en »,

(ü') Y = Ctx + C!x2+ ...+ C".rn- ... ,

o n obtiendra de même, pour Ies coefticients Ct, C~, ... , Ies
valeurs

C,=b,.,+h"C -t-(,o,Ci.

et eu généraI

La comparaison des relations ~43) et (43') nous moutre aussitõt
que I'on a i e" 1< ell' puisque tous Ies có'efficients du polyuorne P"
sont positifs et que l'on a I al1lfl I ~ b"lII' La série (42) sera donc
convergente si Ia série (42') est elle-méme convergente. O r', nous
pou\"ons premire pOlir Ia fonction majorante o(x,. Y) une expres-
~ion de Ia forme

;; (.1.', !'ti ._ .\1-.\I~.
• l.' \ '

( I + ; )( I .- :- )

" I~,- //

\1. r. ~ étunt Iruis uombres po sitis, et l'équation au xrllia ire {~I')
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devient, en chassant Ies dénorninateurs,

c.2Y M p2 Xy2_ -'-- -+ -- __ - o
p-+.M p-+M r-x - .

Cette équation admet une racine qui est nuIle pour x = o; ceue. .
racme a pour expresslOn

y= p2 _ p2 './1_ 4:\I(p-+M) _x_o
2(p-+M) 2(p-+.\I)\f p2 /'-X'

Ia quantité sous le radical peut s'écrire

en posant

et I'on a encore
/,' ~:! [. .c i a: -t]
):= 2(p -+ .\1) 1- (I- ~) (I - r) .

Cette racine Y peut donc être développée en s-érie convergente
dans I'intervalle (-(X, + a); ce développernent est forcément
identique à celui que fournit Ia suhstitution dírecte, c'est-â-dire
au développement (42'). Par suíte, Ia série (42) est, a fortiori,
convergente dans I'intervalle (- (X, + a). mais ce u'est là qu'une
limite inférieure ele l'intervalle de convergence qui peut être
beaucoup plus étendu .

. D'aprés Ia façon même dont on a obtenu les coefficients C/I' il
est évident que Ia somme y de Ia série (42) satisfait à I'équa-
tion (41). Écrivons ceue équation F(x, y) =y - f(x, y) .o,
et soit y=P(x) Ia racine que llOUS venons d'obtenir. Si I'on
pose, dans F(x, y), r= P(x) + z et qu'on ordonne le résultat
de Ia substitution suivant les puissances de a: et de z, tous lcs
termes doivent être divisibles par z , puisque ce résultat. doit ~tFC
nuI, quel que soit x, qnand on fait z = o. On à donc identj-
quement

F[x, P(x)+z]=zQ(x, z ),

Q(x; z) étant une série entiêre en x et z, et si l'on remplace
maintenant z par y - P(x) dans Q(x, z), on arr ive en définitive
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à l'identité

le terme constant t.le Ql doit être égaI à l'unité, puisque Ie coef-
ficient de y doit être égaI à un, et nous pouvous écrire .

(.í4 ) F(x, y) = [y ~ P(X)J(I + aI + ?y + ... ).

Cette décomposition de F (x, y) en un produit de deux facteurs
est due à M. Weierslrass. Elle met en évidence Ia raciney = P(;);
elle montre de plus qu'il n'y a pas J'autre racine de F( x, y) = o
s'annulant avec x, puisque Ie secoud facteur ne tend pas vers zéro
lorsque x et r tendent vers zéro.

Remarque. - Pour déterminer les coefficient s successifs du dél'.elop-
pemcnt (42), écrivons I'équation proposée

A #0,

oil ,{l(x, y) est une série entiere en a: et y, et oü les termes non écrits
, forment deux séries ent iêres en a: et y respectivement , dont I'une est

di visible par x"+t et I'autre par y2. Le prem ier terme de Ia série cherchée
est Ax", et, en posant y = xn(A +.z), iI reste, apres avoir divisé par x"
les deu" mernbres de I'équation (41"), une équation de rnêrne forme

z = Alx",+ x.zW1(x, z) +...;

Je prernier t e rrne du développernent de z est At.T"', et rar suíte le second
terme de y est A I x'l+n,; il est cIair qu'on peut conr inuer ainsi indéfini-
ment (I).

185. Théoreme général. - Considérons maintenant un systérne
de p .relations entre p et q variables

lFi (Xi, x~, ... , Xq; yt, y., , y,,) = O',

~.2.(~t.,.~.o:.: .'.~~.;.~'~'.~.t: '.'.~~?~~:
Fp(xj, X2, ... , XqiYhY2, .;.,)',,)=0,

oú les fonctions FI, F2, ... , FI' sont nulles pour Xi=Yk= o et

(') Quand on a obtenu ainsi un cert ain nombre de t ermes, on peut doubler le
nombre de ces termes par une division. [ Voir un article SUl' te dévetoppement
en série entiêre díune branche de fonction im plicitc (Nouvelles Annales de
.lfathêmatiques, I~O,,). 1
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sont développables en séries entiêres dans le voisinage; nous
, d I 'I dé . '~ . 'ID(FI' F., .... F'p)supposons e p us que e tcrrmnant tonctionne D( - , .

Yl, y!, ... , y,,)
n'est pas nul pOUl', ces valeurs. Dans ces conditions, les équa-
tions (45) admettent un systême de solutions, et un seul, de la
forme '

...,

il4>(ji" .' •• , Cjlp étant des séries entiêres en. x.,' X2, ••• , x'l' qui
s'annulent pour x. =' X2 = .. , ,xq = o.

Pour simplifieeI'écriture, bornons-nous au cas de deux équa-
tions entre deux fonctions u et IJ et trois variables indépen-
dantes x, y,. z,

(46) {
FI = au -+ bv +. c» + dy +. ez +. .. ',= 0,

F,='a'u -t- b'» -t- c'x +. iry +. e' z +. ... = O.

Puisque le déterminant ab'-- ba' n'est pas nul, par hypothese,
on peu! remplacer lesdeux équations (46).par deux équations de
Ia forme

U = ~'amllpqrxtny".z"U'I"r,

p = ~bmIlP'lrx.lIlyll ZPU'IV',

les seconds membres ne renfermanL pas de termes constants, DI

de termes du. premier degré en u et v. On démontre, de Ia même
façon que plus haut, que 1'0n satisfait formellement à ces équa-
tions en prenant pOUl' u et IJ des séries entiêres en X, y, Z

(48)

les coefticients ctu et C;kl se déduisant des coefficients amnp'l'
et bmnpqr par dos additions et des muhiplications seulement.. POUl'

établir Ia convergence de ces développements, il suffit encore de
les comparer aux développemeats analogues obtenus en cherchant
à satisfaira aux deux équatious auxiliaires

M ( U -t- V)
U = V = (I _ X -t- ~ +. z )( 1_ U ~ V) - M I -t- --p- ,

M. r et p étant des nombresposttifs dont on a déja e rpliqué 10
sig-nificalion. Ces .:leu,," eq uat ious a u xih a ue s se red ut s e n t a uue
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équation unique du second degré

02 _ p2 U + M p2 X + Y + Z .; O
2p+4M 2P-t-4M r-(.I'+Y+z)- ,

qui admet une racine nulle pour x = y = z = o. Cette racine a

pou,e.pre".o.. / x " y + z

U ~ 4(,:',M) - 4(P~'M)V :=x +~-z'

en posant 0('=;' (p:4Mr·
Ceue racine peut être développée en série entiére convergente,

tant que les valeurs absolues de .x, y, z ne dépassent pas i· Les
séries (48) sont donc convergentes entre ces limites.

Soient UI et Piles solutions développables des équations (47)'
Si 1'0n pose U = UI + U', V = "I + v' et qu'on substitue dans les
équatio~s (47), puis qu'on ordonne suivant lespuissances de ai,
y, s , u'; p', tous les termes devron t contenir u' ou P' en facteur . TI
s'ensuit qu'en revenant aux variables x, J', .:;,u, v, les équations
proposées peuvenl s'écrire

\ (u-u,)f,+(v-v,h =0,

I (u-u1)f'7(v-V1)'?I=O,
(47')

/, ff, fi rpl étant aussi des séries entiêres en ai, r, s, u, v. Les
solutions U = UI V = VI sont ainsi mises en évidence ; mais on
voit de pIus qu'Il n'y a pus d'autres solutions s'annulant pour
x = y = z = o. En effet, tout autre solution des équations (47')
doit s'annuler frp,':""""''fj,; 01', en comparant les équations (47)
et (47'), Oll voit que Ie termo constant duns f et 'Pl. est éga! à
lunité , tandis qu'il est nu] dans fi et rp. On ne peut doncpns
satisfaire à I'équatiou fp.,- cpf, = o en prcnantpour u et v dos
fonctions qui s'annulent pour a: =y := ;:;= o.

11'16.Formule de Lagrange. - Soit

<: 4~t) Y'= a ~ x:p(y)

une équatiou ou Ia fonction :pCy) est déve loppa b le en ser ie convergeute
ordounée suivaut les puissances croissanre s de y - G, tant que 111 valeur
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absolue de y - a"ne dépassepas une certaine limite,

<p(y) = <p(a)+ (y - a) 9'(a) + (y - a)2.~,,( a) + ... j
1.2

d'apres le théorême général du n" '184, cette équation admet une racine ,
et une seule , qui tend vers a'lors'Iue a: tend vers zéro, et cette racine est
représent ée, pour les valeurs de :r suffisamment petites, par Ia somme
d'une série ent iére convergente

Plus généralement, si f(y) est une fonction développablesuivant les puis-
sunces positives de y - a,apres )' avoir remplacé y par ledéveloppement
précédent , on aura pour f(y) un développement ordonné suivanr les
puissances de ai, qui sera encore valable pour les valeurs de a: cornpr ise-
entre certa ines limites,

Le but de .Ia formule de Lagrange est 1lrécisément de donner I'expres-
sion des coeflicients t\ I, A", ... ; Ali, ... ,' eu fonction de a. Remarquous
que ce probléme n'est pás essentiellement distinct du problême général : l e
coefficient A" est, au facteur li! pres, Ia dérivée n1ellll', pOUI' x = o, def(y),
.y ét ant définie par I'équat ion ('19), et cette dérivée peut être calculée par
l'upplicat ion des ri:gles conuues. Le calcul paralt compliqué, mais on
l'abrege beaucoup, ~ràce aux remarques suivantes de Laplace. Les dérivées
partielles de Ia Iouct ion y définie par l'équation (49), par rapport aux
vnriables .J: et a, sont données par les formules

t' I - :l·",'(J'Y] ,~y ~ :J( 1').
T tI.I.' '"

lt - X':J'(y)] ~~ = I;t , da '

on en déduit immédiaterueut Ia reIatiou

,)u "li
d.l' = :;;(r) va'

eu posant u =f(y). D'aurre part , F(y) ét ant une Ionct ion quelconque
de y, OIl vérifie immédiatement pai' Ia difTérentiation que 1'011 a

.!!-. [F I V'I dU] - ~ [F (,,) rJll] ,
da '., rl.r - ,J.J: J da

cal' chacune des dérivées développées a pour exprr-ss iou

I" I'" ,)y,)" I" d"u
'()'I (r)-~+·\r)--·

" • . ,)lI tI.r ", 'da a,r
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Cela posé, nous allons montrer qu'on a, quel quc soit le nombre entier 11,

"" U ,)"-1 [ . tlU]
ox" = da"-I '? o)"1a .

La loi est vraie pour.n = I, d'apres Ia formule (51); pour établir qu'elle
est générale, supposons-la établie pour une certaine valeur de 11. On en
déduit

,]n+1 U d" [ rlU]
dX"+1 = da" 1 rh: :;>(Y)" rJ~ •

"Iais on peut écrire, en utilisant les relations (j I) et (:; Ibi$"

,) [ du. 1 "f -, rJlt ] "[ - ')U]'-. y(Y)"-- =- ~(y)"-,- =- ~(r)"+I- .-)» da. da ,. tJ.r ')a" da'

on a donc hien
,)I/+t U rl" r ,)u 1__ - __ o . n+1 - ,
â» 11 + I - da" ,() ) ')a

et Ia formule est vraie pour toute valeur de 11.

Supposons maintenant x = o; .y se réduit à a, lt à f( a) et Ia dérivée n1éme

do lt par rapport à a: devient

(
-,)"lt) rI"'-' ..;.
-- =--:.a".(a.').c" o da/r:" [, ( ) j. ))

ta formule de Taylor nous donne donc pour le développement de f<:y)

l(Y)' =j'(a)-+-x:J(a)f'(a)-+-~ .:' [:;(a)2f'(a)J+
•• " " J • 'J. f(a' •

:r 11 llll-l

-+- -;- -do f'f'(a)"f'(a)J -t- ...•n : a"-t

I :i:~)

Tclle est Ia formule célebre due à Lagrange; elle donne l'expression de Ia
racine y qui tend vers a lorsque a: tend vers zéro. Nous verrons plus tard
entre qucIJes limites cette formule est applicable.

Remarques. - 11 résulte aussi du théorême général que Ia r acine y,
considcrée colnme fonction de a: et de a, peut être représent ée pai' une
série double ordonnée suivant les puissances de .1: et de a. On obtiendrait
cette série double en remplaçant chacun des coefflcients A n par son d,;\'e-
loppernent suivant les puissances de a. On déduit de là qu'i] est permis ele
clilTérentier terme à Icrme Ia série C~i:!)par rapport au parametre a.

Ea emples. - lú L'équut ion

J'=fl+~(Y~--I). .~ ..

ad mel une rucme "gale il lt pour .r = li. ta formule de Lngrauuc donne
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forment eu définitive qu'un groupe tout particulier dans I'en-
semble des fonctlons continues (i).

189. Courbn ana1ytiques. -'- Nous avons défini (n? 13) une
courbe comme Ie lieu décrit par un point M dont les coordonnées

(') Soit f(x) 'Une fonction continue et admettant les dérívées continues de
teus lês ordres dans un"intel'valle (a, b). Si ces dérivées satisfont à Ia condition

(A)
" Mn'11"(11)1<-',
J(~) p"

Ai et p étant deux nombres posit.ifs índépendants de x, Ia fonctionf(x) 88t analy-
tique. En effet, x. et x,étant deux points quelconques de l'Intervalle (a, b), si
I'on développe f( x) - f( x.) suivant les puissances de a: - xo, par Ia formul e de

. Ix-xln+1Taylor (n° 18), le reste R..•est moindre en valeur absolue que M p"':, '

d'aprês Ia condit ion (A), et par conséquent tend vers zéro, lorsque n crolt índé-
finiment, a: étant cornpris entre 3:0 - P et x.+ p. F

Inversernent ou démontrera dans le Tome II que Ia condition (A) est néces-
saíre pour que f(x) soit analytique.

M. S. Bernstein (Marli. Ann., Bd 75, 19'4, p. 449) a démontré récemment Ia
belle proposition suivanle : Si toutes te» dérivées d'une fonctioú indéfiniment
dérivable 'I' (x) sont positives dans un intervalle (a, b), ta fonction est alla-
tytique dans cet ituervalle.

Supposons a < b, et soient x. et x> Xodeux valeurs quelconques de eet inter-
valle. Puisque toutes les dérivées de 'I'(x) sont positives, Ia fonction et toutes se;
dérivées sont croissantes, ,On a donc, de proche eu proche, les inégalités.

(X-X r,?(h-') (x) > <p(') (.7:0) (x --xo), '?(~-')(x) > <p(') (xo) 2·' " ••. ,

(x - X l'--' ( x - a: )"
,?'(X»'1"0: (x.) (n":....~)!' 9 (.-z:) > <p(xo) + 9(') (x.) • li!·

"et I'on a inversement , eu ':aisznt x = b,

, . ( ~In !
o·,n) X') < ,
. • (b-x.)'

M étant le nombre posit if ~ (ú) - <p(a). 11 s'ensuit que-si I'on écrit te dévelop-
pement de 'f (X), d'apres Ia premiere formule de Taylor, suivant les puissauees
de a: - :L'. == 11, Ia vuleur absolue du reste H•.•, est inférieure à

Mlhj"'"

et ce reste teud vers zéro "lorsque n augmente indéüuíme nt pourvu que 1'011 ait

"fi-a'
[11 t< --l-no
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sont des fonctions continues x~j(t), y=cp(t), z=Ht) d'un
parametre t, quand on fait varier ce paramêtre. Si les fone-
tionsf(t), rp(t), ~(t) sontdes fonctions analytiques de t, c'est-
à-dire d~s fonctions de t qui, dansle voisinage de toute valeur to
comprise dans un certain intervalle (a, b), sont développables par
Ia formule de Taylor suivant les puissances, de t - to, I'arc de
courhe corrcspondant est dit un are de eourbe analytique,
Toutes les courhes que 1'0n rencontre dans Ies applications les
plus usuelIes sont des courbes analytiques ou sont formées d'un
nombre fini d'arcs analytiques mis hout à bout.

Soient xo, Yo, Zo Ies coordonnées d'un point' Mo d'une courbe
anaIytique; ai, y, z les coordonnées d'un autre point M de Ia
courbe voisin de, Mo. Le point Mo est dit un point ordinaire si
deux des trois différerices a:-Xo, y - yo, Z - Zo peuvent être
développées en séries entiêres ordonnées su ivan t Ies puissances
de .la troisiêrne, ces deux séries 'étant convergentes tant que les
valeurs absolues de ces différences restent inférieures à une cer-
taine limite h> o. Dans Ie cas contraire, le point Mo est dit no
point singulier. Un are de courhe analytique sans point singulier
est dit régulier,

D'aprés Ia définition mêrne des courbes analytiques, Ies coor-
données x, y, z d'un point Mvoisin du point Mo (xo, Yo, Zo )sont
représentées par des séries entiêres

)

x=xo+aj(t-to)+ ... +an(t-to)"+ ,
(59) y =Yo+ bt(t - to) + ..,,+ bn(t-'to)"+ ,

Z = Zo+ Ct (t - to) +...+ c" (I - to)n+ ,

ces trois séries étant convergentes pourvu que I t - to I soit moindre
qu'un nombre positif r.

Pour que le po~nt Mo soit un point ordinaire, il su(fit que l'un
des trois coefficients aI> b., Cj des formules (59) ne soit pas
nulo Si, par exemple, aj n'est pas nul, on tirera de Ia premiér-e
des équations (59) un développement de t - to suivnnt les puis-
sances de X-Xo (nO 184), et en portant ceue valeur de t - to
dans les deux nutres formules, on aura les développements de
.1' - Yo, .z - Zo suivant les puissances entiéres de x - xo.lJ;lver-
sernent. dans le voisinage 'd'un point ordiuaire Mo, les équations
qui définissent une courbe analytique peuvent être mises sous Ia
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forme U)!)), l'un au moins des coefficients ai, bi, Ci n'étant pas
nul, En effet, si, par exemple, }' - y" et .=; - z" sont égales à des
séries entiéres en x - .xo, il suffira de poser x - Xo = t pour être
ramené à des formules de Informe (59), oú I'on aura ai = I. lJe
cette remarque on déduit que Ia définition d'un point ordinaire
est indépendante des axes de ooordonnées. En efTet, si I'on cousi-.
dére Ia courbe r qui se déduit de Ia courbe C par une transforma-
tion homographique définie par Ies formules

\ = I :1:-+- lIt Y -r- II ;; -+- P»
Y = r.r -+- m'}' -+- n';; -+- r'.
Z = l",r -+- 1/1")' -+- 1/";; -+- p",

dont le déterrninant n'est pas nul, on a .

ds.. ",(; IIy dz
-=[--+-III--+-Il-,.u dt dt d',

dY ,dx
dt = I dt -+- ... ,

I . lt>" ri\. li\' dl 'Il 'I foi
N es trors ( rrvees d" d" dt ne peuvent etre nu es a a' OIS

. I d . 1 . d . J. dx d)' dzpour une Vil eur t" e t, SI as trois érivées d" dt' ti, ne sont
pas nulles aussi POQI' cette valeur de t (').

Lorsque .les trois coefficients ai, b" c i sont nuls à Ia fois, le
point Mo est, en général, un point singulier. Prenons, paI'
exemple, Ia courbe plane définie par les deux équations X = f~,

Y = t", Pour t = 0, on a ai = b, = o. l/origine esthien un point.
singul ier, cal' 1'011 tire des rclations precedentes x =y~, et inver-

"ment r= x2
, et chacune des coordonnées est une puissance

fractionnaire de l'autre coordonnée.

Prenons, au cout raire, I~ courbe plane détinie paI" les formules J' = t' •
•v = t-, Pour I. = o, on li encore ,ai = h, = o, et , cependant , l'oi'ig-ine nest
pa- .m puint sin gulier puisqu'on a y = x'. Mais on I'emarquel'a 'Jue, duns
ce dernie r exemple, à un point de Ia courbe correspondent deu x \ a leurs
diflcrent es (± n du pararnêt re.

Soient XII' y" les com-données rl'un point Mu J'une courhe
plane C représentée par une équation F ( »,y) = (I, dont le 1)I'elll il'I'

(') 11 est ais,' de vo ir que "ttle propriété s'éténd à t ou te t ransIot-mat ion /'1;\'('1'-

sit-Ie, délinie par des rorrnules analyt iques.
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membre peut être développé en série entiére ordonnée suivant les
puissances de x - x" et -de y- yu. Si les deux dérivées par-

,)I<' rJF . '
tielles ,}.r' dy ne sont pas nullespour a: = XO, Jr = )'0, Ie point Mo

est un point órdinaire, En effet, si (~;) o n'est pas nul, par exemple ,

on déduit de l'équation F = o un développement de jr - yõ sui-
vant les puissances de a: - Xo (n" 184).

De même, soient xo, Yo, Zo les coordonnéesd'un point Mu
d'une courbe gauche r représentée paI' un systême de deux équa-
tions

(60 ) F(x, y, s ) = o, F1(x, y, a ) = 0,

dont les premiers membres sont des séries entiêres en a: - X(I,

Y -- )'0' Z - Zo· Ce point Mo est un point ordinaire pourvu qüe les
trois déterminants fonctionnels

D(F, FI)
D(:c,y),

D(F, F1)

O(y, z) ,

ne soient pas nuIs à Ia fois pour x = x".' Y =YOl Z = Zo. Si, par

exemple, le détérminant ~~~' F,) n'est pus nul au pointMo, on
, . X,)

tirerá des équations (60) des déveIoppcments en séries entiêres
pour 3: - X'o et y - Yo I ordonnées suivan t les puissances de Z -'- Zo

(n~18õ)..
Les énoncés sont pareils à ceux des n'" 37 et 43, mais nous éta-

blissons ici un résultat pIus préeis, puisquenous démontrons que
les -fonctions implicites dont iI s'agít sont des .fonctions annly-
tiques de Ia variable indépendante.

Remarque I. - Considérons en particulier une courbe plane C, ce qui
revient à remplacer Ia derniere des formules (59) par z = o. Pour avoir
I'aspect de Ia courbe dans le voisinage d'un point Mo, iI suffit d'observer
que, pour lés valeurs infiniment petites de t - to, a: ~ Xo et y - Yo ont
respectivement les signes des premiers termes ame 1.'- to)m et .6" (t - to)"
dans les seconds meoi.b~es. .

Supposons m ~n, Si m est impair (ce qui a toujours lieu pour un point
ordinaire), Ia courbea l'aspect habituei ou presente une inflexion. Si m est
pair, 'Ia courbe presente un rebroussement, de premiêre ou de seconde
espece.

lt emarq ue 11. - Soit Mó un point ordinaire d'une courbe analyt ique
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plane C; supposons, par exemple, y - .ro développé sui U\I1t les puissanccs
de x - Xo

y - Yo= c,(x - xo) -r-c~(x - xo)'+.· ..

Si Ia tangente n'est pas parallele :"t I'axe Ox, le coefficient c, n'est pas
nul, et I'on peut inverse ment déduire de Ia relation précédente le dévelop-
pe.ment de a:- xo, suivant les puissanr es de y - yo. 11 n'en estplus de
même si Ia tangente au point :\10 est parallele à Ox. Dans ce cas c, = o, et
le développement de y - Yo commence par un terme de degré supérieur
au premier en a: - Xo; on ne peut plus .appliquer le théoréuie généra]
du nv 18i. D'une étude qui s era faite plu . tard (t. 11), résulte que;; - x"
peut alors être développée en série ent iere ordonnée suivant les puissances
fractionnaires de y - YO.

190. Points doubles. - Reprenons encere I'étude d'une courbe
plane analytique C dans le voisinage d'uu point douhle , Ce point
douhle étant pris pour origine, I'équation de Ia courbe est de Ia
forme

Ies coefticients a, b, c n'étant pas nuls à Ia fois , et les termes non
écrits formant une série entiére en. x et y, qui est convergente
daus IE) voisiuage du point a: = y = o. Supposons de plus que
nous ayons choisi les axes de façon que c ne soit pas nuI. D'aprés
une remarque déjà faite (p. 102, note), I'équation (61) ne peut
admetlre plus de deux r acines réelles tendant vers zéro avec x;
011 démonlrera plus tard qu'elle admet toujours deux racines, et
deux seulement, réelles ou imaginaires, qui tendent vers zéro
avec x. On peuL trouver aisément les expressions de ces deux
raeines lorsque b2- ac n'est pas nul.

10 Soit b? - ac > o. On peut encore écrire I'équation précé-
dente, en divisant par c,

(62) F'(.», y) = (y - (Xx)(y - ~.c) + :;;3(X, y) +...= 0,

a et ~ étant deux nombres réels dlilérents. Si l'on pose

y=x(a+u),

F[ x, x( O( + u)] peut être ordonné suivant les puissauces de a: et
de LL (n" 177) ct, en divisant par x\ íl reste I'équation

{1\3) ll(ll +:l - ~1)+...= 0,
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tous Ies termes non écrits étant nuls pour x = o; D'aprés 10
théorérne géuéraI (n" 184), cette équation admet une racine u,
s'anuulant avee x, qui est déveIoppable suivan t les puissances
de x:

u,= IX,X+ ",x2+, , ..

L'équation (62) admet done aussi Ia racine yl

(64)

et I'on verrait de même que eette équation admet une seconde
racme

(65 )

Parl'origine passcnt done deux branches de eourbe, et sur eha-
eune d'elles, prise isolément, l' origine est un point ordinaire.

En reprenant Ies raisonnements de la fin du n° 184, ou voit
aisément que F(x, y) peul se décornposer en un prodlHt de trois
faeteurs

(66) F (x, r := (y - y,) (y - y~)(l + c,x + C2y +, .. ),

ee qui met en évidence Ies deu x racines j-, etY2 de l'équation Iôa)
et montre de plus que cette équation n'admet pas d'autre racine
tcndant vers zéro en même temps que x.

2° Soit b? - ac < o. Nous savons <lue l'oriGine est un point
doubIe isolé. Cependant, Ies ealculs que nous venons d'indiquee
s'appliqueraient encore et conduiraient à deux séries conver-
gentes (64) et (65), satisfaisant formellement à l'équation (62),
mais avec des coeffieients imaginaires. L'équation Iôs) admet done
dans ee cas deux raeines imaginaires conjuguées infiniment pentes
avec a:

La méthode précédente s'applique aussi sans difficulté à I'étude
d'une courbe analytique dans le voisinage d'un point multiple
d'ordre quelconque p à tangentes distinctes

3° Soit b2 - ac = o, Si I'on a pris pour axe des a: Ia tangente au point
double, I'équation est de Ia forme

y2 = A x3 + B :1:2y + C xy2 + Dy3 + ..•.

Soient u + ~/v et II - VV les deux racines infiniment petites. En rem-
OOUR8AT. - I. 3\
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plaçant y par te + ~/v, l'équation devient

SÉRIES TRICONOMÉTRIQUES.

En égalant à zéro Ia série formée par les termes rationnels en v, et le
eoefficient de V/~, on ales deux équations suivantes pour déterrniner u et v :

On peut appliquer à ee systême le théorême général du nO t81S, et l'on
en déduit pour II et v des développement en série

(~9)
) v = ~x"+ ,

( u ="2 x2+ ,

commençant par des termes qui sont IIU moins du troisieme et du deuxieme
dt~rr respectivement. Soit, d'une façon générale,

u = axP+ ... , v = bx'l+ ... (ab -,é o j p ~ 2, q ~ 3)

les séries ainsiobtenues. L'équation (67) admet les deux racines infiniment
petites

y = axl'+ ... ±I/bx'l+ ....

La forme de Ia eourbe dépend a vant tout de Ia parité de q.

Prender caso - Soit q = 2 r + I (r ~ I). Supposons de plus b > o; pour
les valeurs de a: voisines de zéro, Ia série sous le radical ale signe de b as .
Pour que y soit réel,.x doit être supposé > o, et les deux valeurs dey sont
représentées par un développement en série ordonnée suivant les puissances

de {x, Si l'on a r -i- ~ < p, le terme du moindre degré est le terme
2

1
r+- I b de nremi . e s· Ien a: ~,et 'on a un re roussernent e premlere esp ce, I.r + 2 > p, on

a un rebroussement de seconde espéce.

Secon.d caso - Soit q = 2 r (r> I). Les valeurs de y ne seront réelles
pour les valeurs infiniment petites de a: que si b est positif. Lersqu'íl en
est ainsi, on a deux branehes de courbes tangentes à l'origine à I'axe Ox,
et l'origine est un point ordinaire pOUI' chacune d'elles, cal' on peut écrire
ces deux racines

y = ax!: +.•.± .'l"·Vb + b i» +....

Si b est négatif, l'origine est un point double isolé.
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HH. Surfaoes analytiques. _.- Une portion de surface S est dite
analy tique si, dans le voisinage de tout point Mo de cette surface,
lescoordonnées x, y, z d'un point variahle M peuvent être déve-
lopppées en séries entiéres à deux paramétres varia bles 1- 10,

(;0) j
.l'-.co=alO(t-/O)+a(\I(II'-UO)+ .

y - yo = b10(t - 10)+ bOI (ll - uo)+ ,

::;- Zo= Clo(t-/o)+ COl(rt-llo)+ ,

ces séries restant convergentes tant que les valeurs absolues des
différences t - to, u - Uo ne dépassent pas certaines limites. Vn
point Mo de Ia surface S est un point ordi aire si, dans le voisinage
de ce point, une des trois différences :1' - :Co, y - Yu, s - Zu peut
être développée en série entiére ordonnée suivant les puissances
entiéres des deux autres. Tout point Mo, pour lequel Ies trois
déterminants

D(.r, z)
D(t, ll)'

D(z, x)
D(/, u)'

D(x,y)
D(/, zz )

ne sont pas nuls à Ia fois, est un point ordinaire, si l'on suppose,
par exemple, que le premier determinam ne soit pas nu I, on peut,
des deux derniéres équations (70), tirer t - to et u - Uo, et, en
portant les valeurs obtenues dans Ia prerniére, on obtient un
développement de :1'-:Co sui vant les puissances de y - .1'0 et
dez-zo·

Étant donnée une surface S représentée par une équation non
résolue F(:c, y, z) = o, soient :co, )'u, Zu les coordonnées d'un
point Mo de cette surface. Si Ia fonction F est développable en
série entiêre ordonnée suivant les puissances de x - Xo, y- Yo.

I . déri . . li JF dF dF .z - Zo, sans que es trors errvees parlle es rJ-' -) . '-rJ sorent
Xo '10 Zo

nulles à Ia fois, il resulte du théoréme général (nO 184) que Ie
point Mo est un point ordinaire,

Remarque, - La définition adoptée pour un point ordinaire
d'une surface est indépendante du choix des axes. Supposons que
le point M" (:1'0,.1'0, zo) soit un point ordinaire d'une surface S;
les coordonnées d'un point voisin sont données alors par des for-
mules de Ia forme (,o), ou les trois déterminants ~ (y, z), ~ (Zo Xl,

, . (t,II) (t, u)
D (.I·,y) I . I foi VD (t, 11) ne sont pas nu s a a OIS pour t = til, U = u"'. ne trans-
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formation de coordonnées revient à remplacer Ies variables :r:,J', z
par trois nouvelles variables X. Y, Z, fonctions linéaires des pr~
miêres, telles que

x = 1%1 X -I- ~ty -I- 11.1: •.•.•li1,

Y =a:2X-I-~2y-l-y~Z-l-li!,
Z = 1%3 X -I- ~aY + 13Z -I- li!,

. .D(X Y Z)Ie dérerminant A= D ( , , ) n'étant pas nulo En remplaçant r,
«,»,»

y, z par leurs dóveIoppements (70), on obtiendra pour X, Y, Z
trois nouveaux développemenls de même forme, et 1'0n ne peut
avoir

D(X, Y) D(Y, Z) D(Z, X)
---- - -oD(t, u) - D(t, ~) - D(t, u) - ,

pour t = tO! U = un, car on déduit inversement des formules de
transformation

a: = A1X.t- B, Y + CjZ + D"
Y = A~X + B~Y + C2Z + D!,
z·;::: A3X-I- a, Y +.CaZ -I- Da,

et Ies trois déterminants fonctionnels ohtenus avec les variables X,
Y, Z pourraient être nuls à Ia fois sans qu'il en füt de même
des trois déterminants formés avec les variables x, y, z.

V. - SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES. - SÉRIES DE POLYNOMES.

192. Séries de Fourier. - Nous allons nous occuper, dans les
paragraphes suivants, des séries d'une nature tout à fait différente
des préc édentes. Les séries trigonométriques paraissent avoir été
considérées, poul' Ia premiére fois, par D. Bernoulli, à propos du
probléme des cordes vibrantes i le procédé de détermination des
coefficients, que nous allons indiquer, est düà Euler.

Soit f( x) une fonction bornée et intégrable de Ia variable a:
dans un intervalle (a, b) i nous supposerons d'abord que. Ies
limites a et b sont - 7r et + 7r, ce qu'on peut toujours faire, .car
il suffira de prendre poúr nouvelle, variable 21tX -;; ~:b)~pour
être ramené à ce caso Cela posé, si pour toutes les valeurs de a:
comprises entre - tt et + 7r, on a l'égalité ci-dessous

(71) (x)= :0 +(aic05x + b1sinx)+ ... +(amcosmx + bmsinm.'!:)+ ..
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aI., ai' b., "', am, blll, .•. , .étant des coefficients constants
inconnus, l'artifice suivant s'offre tout naturellement pour déter-
miner ces coefficients. Rappelons d'abord les formules suivantes,
qu'i] suffit d'écrire, ou m et n sont des nombres entiers posirifs :

1~~;tcos m a: da: = 0, si m ~ o, .:-:t sinmx da: = o,

I (,2) si m ~ 11,

.1 1+;'cos(m - n)x --L. cos(m + n)x dcos m x cos na: aa: = a: = o,
-T. 2

si m ~ fi, .

Si nous intégrons les deux membres de l'égalité (71) entre les
limites - -rr et + rr, en intégrant le second membre terme à terme,
il visnt

l--::/(·r.)d..-c = (:0 r"'-:: d» = :tao,
-;: '-'-:.;;

t\galité d' OÚ I'on tirera la valeur de ao. Si l'on opere de même aprés
a voir mu Itiplié Ies deux membres de Ia relation (7 I) par cos ma
LIU s in m,», le seul' terme du second membre dont l'intégration
entre Ias limites -7. et + t: donnera un résultat diflérent de zéro
ser a le terrue eu cos ' m:c ou en sin" m a, et I'on parvient aux for-
ruules suivautes :

-n .f /(.:c)e,>sm;r;d.'l;= n a «,
-11

J'_v. f(.?,') sinmx dx = nb,«.
-:-c

Naus pou vons ancore écrire les valeurs obtenues pour les coef-
ficients
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Le calcul qui precede pour déterminer les coefficients manque
évidemment de rigueur et n'a qu'une valeur d'induction. -

On appelle série de Fourier toute série trigonométrique

ao -+- (LI COSX-+-b1 sinx -+-... -+-am cosm,x -+-b", sin mx -'- ....
2

dont les coefficients se déduisent d'une fonction intégrable f(.'/;)
par les formules (73). A toute fonction f(x) intégrable dans I'in-
tervalle (- rr, + 7t) correspond une série de Fourier, mais il n'est
aullernent évident que cette série de Fourier est convergente et a
pour somme j'(x), pas plus qu'il n'est évident que Ia série de
Taylor, déduite d'une fonetion dont la suite des dérivéest est illi-
mitée, represente cette fonetion (n" 170). N ous pOUVOIJS même
affirmer qu'une série de Fourier ne représente pas toujours Ia
fonction qui lui a donné naissance , Soient, en effet, fi (x), f2 (x)
deux fonctions qui ne diffêrent que pour un nombre fini de ..valeu r
de x entre - 7t et rr ; Ia série de Fourier sera Ia même pour ces
deux fonctions (n? 7t). Il y adonc une au moins des deux fonc-
tions qui n'est pas représentée par sa série de Fourier pour toute
valeur de x. Mais il résulte de I'expression même des coeffi-
cients (73) que, si deu x fonctions f(x), cp(x) sont représentées
par leurs séries de Fourier respectives, enlre -7t et ro,. il en sera
de même de la fonction Af(x) + Bcp(x), quelles que soient IH
constantes A et B.

Nous allons établir un systéme de conditions sulfisantes pour
qu'une fonction f(x) soit déveIoppable en série de Fourier dans
I'intervalle (- 7t, + 1t). Ces conditions, que nous appcllerons,
pour abréger, conditions de Dirichlet, sont Ies suivantes :

1° On peut partager l'intervalle considéré (- rr, --r- ro) en un
nombre fini d'intervalles partiels ouverts , dans chacun desquels
Ia fonction est monotone ;

2° La fonction n'admet que des points de discontinuité réguliers,

La somme des 2 m + I premiers termes de Ia série de Fou rier,
déduite d'~ne fonction f(x) devient, en remplaçant les coeffi-
cients ai, b, par leurs valeurs (73) et etrectuant les réductions
evidentes,

S2"'+1 = ~f+lt f(a.)[; -+-cOS(a.-xr·t-COS2(a.-X)-+- ... -+-cosm(a.-.r)] da,
-lt
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Mais on a, d'aprés une formule hien connue de Trigono-
mótrie,

. 2m -+.,
SIQ---a

I 2- + cosa +COS2a +...+ C05ma =' ----.,-
2 • a

2 SlD-
.2

et, pár suite ,
. 2m+I

I +" sm --2- (IX - x)
52m+1= -J /(IX) da;

'" . IX -- X
-1t 25111--

2

ce que nousp.ouvons encore écrire, en posant (X = x+- 2y.

193. Étude de l'intégrale j"f(x)Si?nX d», - L'expression
o sm z'

obtenue pour Ia somme S21"+1 nous conduit à chercher Ia limite
fi •

de I'intégrale définie f f(x) sl?nx dx Iorsque n augmente indé-
Q sm ze

finiment. Cette étude a été faite pour Ia premiêre fois d'une façon
rigoureuse par Lejeune-Dirichlelj elle repose sur quelques propo- ,
sitions déjà établies que nous allons rappeler.

L'intégrale définie
fi •

f sm:r dx,
o x

oú h est un nombre positif, est positive et. au plus égaIe à l'inté-

gralê A = [Te sin ,c da; (nO 88).; lorsque li augmente indéfiniment,
, o x

elIe a pour limite ~ (n? 96).
2 • ,

L'intégrale définie
fi •

f~dx
x 'o

OÚ /; > (J, n étant un nombre entier positif, devient, en
posant n » =y, r= do y ri
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elle est done positive 81 j~férieure à A, queIs que soient n et h, et
a pour limite; lorsque n eroit indéfiniment. JI en résulte que I'in-

tégrale définic fb sinxnx dai, ou a et b sont deux nombres positifs
a

quelconques, tend vers zéro Iorsque n augmente indéfiniment,
puisqu'elle est égale à Ia différenee des deux intégraIes '.

b. .

J smn~d. x,
o X

a •

J s,nnxd
-- x,

O X

qui tendent l'une et 1'autre vers !:. On peut, du reste, Ie démon-
2

.trer directement.au moyen du second théorême de Ia moyenno ; si

1'0n suppose a < b, Ia fonction; est positiva et décroissante

de a à b, et l'on a:

h •
J J ( )sm n z' d.= '? a: -X x ;

o

i'= Ir . ;-- da: = - sm n x da: = - cos na - cos 11 e .
a X a a a

La valeur absolue de eette intégrale est done inférieure à 2, ee. na
qui montre qu'elle tend uniformément vers zéro pour toute valeur
de b supérieure à a.

Cela pose, considérons I'intégrale définie

ou h> o, 'fi(x) étant une fonetion positive déeroissante dans
l'intervalIe (o, h). La même intégrale, prise entre deux limites
positives que1conques, dans le même intervalle, tend Vê,'S zéro,
En effet, supposons a < b ; Ia sceonde formule de Ia moyenne
donne encore

b. •~ .

f ()sUlnx d ()} sm zzz' l:yx--x=,?a --.-l:r,.r .l.
a u

er, par conséquent, Ia valeur absolue de I'inlégrale est inférieure

à 2'f(a). Mais ce calcul ne nous apprcnd rien sur Ia limite de
na

I'intégrale J elle-même.
Pour trouver cette limite, désignons par c un nombre positif
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três petit; nous pouvons écrire

r . . h .
J ~I ( )sIUnx d I ( )sm nz' d.- <p X -x- X+ 9·7: -x- X.

O r

La- seconde intégrale, nous venons de Ie voir, tend vers zéro
lorsque n nugmente indéfiniment. Quand à Ia premiére, si le
nombre c est suffisamment petit, lá fonction q1(,x) différe trés
peu de q1( + o) dans I'intervalle (o, c), et il semble assez pro-
bable que cette intégrale doit avoir Ia même limite que I'inté-

graIei" <P(+ o) sin n X d», c'est-à-dire ~ q1(+ o). Pour transformer
o x 2

ceue induction en une dérnonstration rigoureuse, écrivons Ia dif-
férence comme il suit

J ~ (j~<"sinllx~)- ;;:(-+-0)= "'(+0) , -x-.-d,r--:;
\ "

Ir sinnx·h sinnx
-+- O [<p(X)-;:(+o)]-x-dx+ J <p(x)--:;:-dx.

La fonction GI (,x) - l' ( -7- o) étant décroissante dans I'inter-
va lIe ( O , c), nous écrirons Ia seconde intégrale

I," sin u ,z; I~" sinnx
[;:(e) - 9(+ 0)1-- da: + [y(a:) - :;>(c)] -,- dx :

••.• 41 .r v u .1.

Ia fonction y (,x) - qJ (c) étant positive et décroissante, nous pou-
vons appIiquer le second théorême de Ia moyenne à Ia nouvelle
intégrale, et 1'on a en déflaitive

11'[ ",(,x) - 9( + o)] si li,;! a: da: 1< 2 A[r( -+- o) - :r(e)].

On a de même

Ij' h ( ) sin fi a: l I 2 <p ( c )
'? ,7: -,x- aa: <--;C-'

"

Soit maintenant e un nombre positif arbitraire. Puisque 9(.11) a
pour limite q1(+ o) Iorsque ,x tend vers zéro, choisissons .pour e
un nombre positif assez petit pour que 1'0n ait

:!1\[:r( + o) - ;:(e)] < }'
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Le nombre C ayant été choisi de cette façon, choisissons un nornbre .

entier N tel que 1'0n ait 2~~C) < i, et tel, en outre, que, pour toute
valeu r de r., ~ N', on ait

I cÓ. ISIU n a: 1t E
~(+o) I -x-dx- 2" <:f

Pour toutes ces valeurs du .nombre ti, on aura donc, a fortiori,

IJ-;C?(+O)I<E
et, par suite, nous avons bien

(75) limJ=~<p(+o).
n=:o 2

Le théoreme précédent a été démontré en imposant à ia íonc-
tion Cjl(x) un certain nombre de restrictions dont iI est possible de
se débarrasser. Si Cjl(x) est décroissante sans être constamment
positive de a à h, on peut toujours lui ajouter une constante posi-
tive C de façon que Ia som me ~ (x) = Cjl(z) + C soit positive et
décroissante de o à h. Le théorêrne s'applique àcette fonc-
tion Hx) et I'on peut écrire

i-« (It. i»( )slUnx l _ ..1.( )slnnx..J_ C sm n ,» 1 .<pa:--cx- !JI X --(w,- --CX.
o. x 0·.).,' ().1:

le second membre a pour limite : tp (+ o) - ~ C, c'est-à-dire
2 2

iCjl(+ o). Si Ia Ionction tfl(x) est croissante de a à h, - q; (x) est

décroissante et l'on a
h. !t.

f
<p(x)SIUIlXdx=_f _<p(x)slIlnxdx;

o .1: o X

l'intégraIe a encore pour limite ~ Cjl(+ o).
2

On démontrerait de Ia même façon que I'intégrale

b .f <p(x) SllI;X dai,
n .

ou a et b sont deux nombres positifs quelconques, et <li (x) une
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fonction monotone dans I'intervalle (a, b), tend vers zéro lorsque
n croit indéfiniment.

Supposons enfin simplement que Ia fonction cp(x) est bornée
et qu'on peut décomposer l'intervalle (o, h) en un nombre flni
d'intervalles (o, a), (a, b), (b, c), ... , (l, h) dans chacun des-
quels Ia fonction cp(x) est monotone. L'intégrale de o à a a pour

limite~ 'fI(+o), tandis que toutes les autres intégrales telles que
h .

f 'l'(x)~d.r
a X

I=f"f(X) si~nx da:
O Slnx'

ont zéro pour
fonction

L'intégrale

(76) .

limite. La formule (75) s'appIique encoreà cette

oii l: est un nombre positif inférieur à 7í, peut s'écrire
li .

I=f f(x)~~dx.
o sm z a:

(7i)
.:: ~

hm I = - q;( -+ o) = - f( -+ o).
n=", 2 ~

Si Ia fonction f(x) est positiva et croissante de o à h, iI en est
de mêrne de Ia fonction cp(x) = f(x) ~, er, par suite , on a

, SIfi x

Par une suite de raisonnements tout à fait pareils à ceux que
nous venons de développer, on démontrera successivement :

lOQue Ia formule (j7) s'applique à toute fonction monotone
dans l'intervalle (o, h);

20 Que l'inlégrale

(,ti, . j.'" sin n x: :: ..
I!lU !(.r)-.--d.r=-!i+,,'

ti •. Slfi:T' :) ..
(0<11 ::::::).

fbf( ,sinn:rda: 1. .r ,
a Slfi :r

oú a et b sont deux nombres positifs inférieurs à n:, et f(x) une
fonction monotone dans l'intervaIle (a, b), tend vers zéro ;

3" Enfin, qu'on a

pOUI'VU que l'intervalle (o, h) puisse être décomposé en un nombre

•
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fini d'intervalles particls dans ohacun desquels Ia fonction f(x) est
monotone.

194. Fonctions développables en .érie de Fourier. - Soit f(x)
une fonction bornée intégrale, dans l'intervalle de -7': à +n,

Nous avons trouvé plus haut I'expression de Ia somme S2m+1
des 2 m + I premiers terrnes de Ia série de Fourier correspondante
[formule (74)]. Partageons cette intégrale en deux autres, apnt
respectivernent pour limites o et ~, - ;: -+- x et o, et posom

2 2

dans Ia seconde X =- z; nous pouvons encere écrire
1t-.'t'

(79) S~m+1 = ~f~ (X-+-2 )sin(2m-+-I)Y d
;-; o . y slI1y y

T.:+:l'

I j'----;-'J'( )sin(2m-+-l)z lT - x - 2Z . ez.
;-; o unz

Si a: est compris entre -7': et + 7':,les deux limites supérieures
de ces intégrales sont comprises entre o et 7':, et I'on peul leur
appliquer le théoréme du paragraphe précédenl, pourvu que
Ia fonction f( x) vérifie Ia premiêre condition de Dirichlet,
c'est-à-dire pourvu qu'on puisse décomposer l'intervalle de -7':
à +'Jr en un nombre fini d'intervalles dans chacun desquels Ia
fonction est monotone. Il en est alors de même de Ia fone-
tion f(x + 2X) de X dans l'intervalte ( 0, 11: -: X) et Ia premiére

intégrale a pour limite

~ [; j(x -+- O)] = ~J(x -+- o).

La seconde intégrale a de même pour limite; f( a: - o), et par
. S 1" j(x-+-o)-+-j(:L'-o)surte, 2m+1a pour mnte . .

2
Supposons ensuite que x est égal à Pune des limites, - 1': par

exemple. On peut éérire

SI t J'( - .) sin(21rt -+- I )y I
im+1 = - - " -f- '!.j . 'y

;-; o SIny

-+-~1"f(_;-;-+-ly)sin(2m+I)Y dy.
:: :': SIny
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ta premiêre intégrele du second membre a pour limite ;f(-1t+o);

Ia seeonde intégrale devient, en remplaçant y par ?t-z,

!:
, I j!ji( )sin(2m+I)zd- 1t-2Z.. Z

1t o· ~nz

et a pour limite; f(?t - o), La somme de .Ia série de Fourier est

done égale à f(1t - o) +[(-1t + o) pour, a: =-?ti il est clair que

Ia somme est Ia même pour x = ?t.

En résumé, quand on peut partager Pinteroalle (- 11', + 11')

en un nombre fini d'Intervalles dans chacun desquels j(x) est
monotone, Ia série de Fourier correspondante est convergente
et a pour somme I( x + o) +f x ~ o) si a: est compris entre - 11'

, 2

et +. ?t, et f(-1t + 0)2+ f(n - o) pour a:= -+- ?t.,

SUppOSODS, en outre, que f(x) n'ait que des points de discon-
tinuité réguliers i pour toute valeu r de x comprise entre -11'

et + 11', on a
I(x)= f(x+o)+f(x-b),
, 2

et Ia somme de Ia série de Fourier est égale à j(x). Par suíte,
toute fonction j(x) définie dans l'intervalle (-?t, +?t) et
satisfaisant au» conditions de Dirichlet, est développable en
série de Fourier dans cet intervalle,

Cet énoncé suppose toutefois qu'on prend

f( - x ) = f( x ) =.t( - r. + o) -t- f( r. - o>,
2

mais cette hypothêse n'est que Ia conséquence logique de celle qui
a été faite SUl' Ia nature dos points de discontinuité, En eflet, si,
au Iieu de considérer x cornme une longueur portée sur une
droite, on considere a: comme un are porté SUl' Ia circonférence de
rayon un, Ia somme de Ia série en un point queIconque m de
Ia circonférence est Ia moyenne arithmétique des deux limites
vers lesquelles tendent Ies deux sommes de Ia série en deus
points m', mil de Ia circonférence, pris de parLet d'autre du
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point m, lorsque ees points m', mil se rapproehent indéfiniment
du point m. Si les dela valeurs limites f( -7': + o), f(7': - o)
sont différentes, le point de Ia cireonférence diamétralement
opposé à l'origine des ares est un point de discontinuité , -et Ia
valeur de Ia fonction en ce poinL est aussi Ia moyenne arithmé-
tique des deux limites f( - 7': + o), f(7': - o).

D'une façon généraIe, soit f(x) une fonetion définie dans un
intervaIle (IX, IX+ 27':) d'étendue 27':, et satisfaisant aux eonditions.
de Diriehlet. Il existe évidemment une fonetion F(x), et une
seule, admettant Ia période 27': et coincidant avee f (x), dans
l'intervalle (IX, cx + 21'); cette fonction F(x)est représentée, PQur
toute valeu r de x, ~ar Ia somme d'une série trigonométrique dont
les coeffieients a-, et bm sont donnés par Ies formules (73)

..• "'1"""1tam=~J F(x)cosmxd.r.
-r; .:bm= ~ F(x)sinmxdx.

1t -r.

Le coefficient anil par exemple, peuL encore s'écrire

Ir: J:%
am= ~ F(x)cosmxd.r: -+ ~ F(x)cosmxa'x

:% - -1t

f-;; .:= 2. F(x ) cos m: a: da -+ ~ F(x) COS m a: aa:
To Cl •• 1t

::x+!n:

= ~1 F(x) cos zn z' dx
1t "

",,2+!T.

= ~j f(x) cosmx d,c.
,. "

011 trouverait même, pour le eoeffieient bm,

'"l~+!r.
bm = .!..j f(x)sinmxdx.

1": •. "
Lorsqu'une fonction f( x) est donnée dansun intervalle quel-

conque d'étendue 27':, les formules préeédentes permettent de
calculer les eoefficients du développement en série de Fourier,
sans qu'il soit nécessaire de ramener Ies limites de l'intervaUe à
être - 7r et -L 1':.

:195.Exemples. - I" Proposons-nous de trouver une série de Fourier
dont Ia somme soit égale à - I pour x eompris: entre - 11: et o et à -+ I
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pour x compris entre o et 1t. Les formules (73) nous donnent

o ~
a, = ~1-dx+ ~fdx=o,

•• -1t J~ o

10 17-alll= .:. - cosmx eix·+ 2.. cosmx d» = o,
1t _~ 1t o

I r I f~. 2-COSInr.-cos(-mlt)
bm = - - sin m a da: + - slnmxdx = ;

. it -1t 1t.o m:'t

bm est nul si m est pair,et 'égal à...i.. si M est impair. En multipliant toue
m1t .

les coeffici.ents par rI on voit que Ia série

ain z sin3x sin(2m+l)x
y=-I-+--3-+····+ 2M+I + ...(80)

Ã • ~ •
a pour somme - 4' SI X est compris entre -:t et o, -et + 4" SI X est

compris entre o et 1t. Le point a: ='0 est un point de disconrinuitê, et,
pour a: = 0, Ia somme de Ia série est 0, comme cela doit être, D'une façon

générale, Ia somme de Ia. série (80) est égale à ~ lorsque sin ,z' est positif,

i! - i:lorsque ·sin a: est négatif, et à o lorsque sin a: = o.

La courbe représentée par I'équation (80) se compose d'une infinité da

segments de droite de longueur r. SUl' lesoparalleles y = ±ià J'axe des x,
et d'une infinité de points isolés (y = 0, a; = kr.) SUl' I'axe des ,1'.

2° Soit à trouver le développement de a: en série ·de Fourier dane
l'intervalle de o à 21t. On a

11t
ao = !.. f X· dai = 2 1t,

1t . 0-

I j!7: . [ISinmX]2;: I j~!1t.,all,=- x cos m x dx e» -0--.- smm.rd;l'::;::o,
~ o J1l,1t li IJl·7t o .

11"" . [XCOSlnX]2r.. I J!" , 2bm= - xSlnmxdx=- +-- cosm a d..•.,=-_·
1; o. IJl ;: I) m ~ o m

On déduit de li! Ia formule

sina; !in3xsin z »
-- - --~- - --3- -

qui est exacte pour toutes les valeurs de x comprises ·entre (> et 21t.,

Si I'on remplace,.dans ia formule précédente, le premier membre par y, li..
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courbe représentée par I'équation obtenue se compose d'une infinité de

segments de droites parallêles à Ia droite y = =- et d'une infinité de points
2 .

isoles.

Remarques. - 1° Lorsqu'une fonction définie dans I'intervalle (- x , +::)
est paire, c'est-à-dire telle que f( - x) = f( x), tous Ies coefficients b m sont
nuls, cal' on a évidemmentr.f(x)sinmxd.1.' =- J;:f(X)Sinmxdx.

-n o

Au contraire, si Ia fonction fez) cst impaire , c'est-à-dire telle que
f( - x) =- f(x), tous Ies coerticients am sont nuls, y compris ao. Une
fonctioa f( x) étant définie dans I'intervalle de o à 11:seulerncnt, 00 peut
Ia prolooger dans I'intervalle de' - ;: à o en convenant de poseI'

f(-x) =f(x) ou f( - x) =- f( x).

La fonction f( x) peut donc être représentee soit par une série de sinus,
soie par une série de cosinus, daus l'intervalle de o à x ,

2° Soit f( x) une fonction développable en série de Fourier dans I'inter-
vaJle (-;:, + 71:):

(82) f(.c) = ao +(al cosx+ bj sinx) + ... +(a;n cosmx + bmsin mx)+ ... ,
2 .

Ies coefficients aj, b, étant donués par les formules (73).
Si I'on change a: en - a: dans cette relation, il vient

(83) /(- z-) = :0 +(arcosx + b i sjnx)+ ... +(am cos mz -b",sinm x)+ ....

De ces deux égalités on conclut que les deux séries trigonométr-iques

ao- + alcOsx ..•..... + amcosmx +....2 .
bjsinx + ... + bmsinma: + ...

sont convergentes dans I'intervalle (-::, + x ) et représentent respecu-
vement les deux fonctions

_ .' f(x)+f(-·r:)
.,.(,1.) = :1 '

,I (..L') _ f(x) -f( - :1.') •:r ' - :!.,

on vérifle aisément que ce son.t pr écisément les séries de Fourier relatives
à ces deux fonct ions ,

196. Extensions diverses. - Les condit.iens de Dirichlet sont seule-
ment des conditions suffisantes pour qu'une fonction soit développable en
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serre de Fourier, mais elles ne sont nullement néeessaires. Les raisonne-
ments des nOs193-194 permettent de remplaeer ces conditions par des con-
ditions plus étendues.

Soit f (x) une fonetion à uariation bor nee dans l'intervalle (- :t, + :-:);
nous savons qu'elle est égale à Ia somme de deu x fonerions mono-
tones fi (x), f! (x), dans le même intervalIe (nO ti), Soient S (x), SI (x),
'S,(x) les séries de Fourier déduites des trois fouctions f(x), fi (x), f!(X}.
D'apres ce qu'on a vu plus haut, les deux séries St(x), 81(x) sont con-
vergentes dans I'intervalle (- r., + 1;) et, pour tout point intérieur à eet
intervalle, on a

S I ~.I:) = /1 (x + 'O)+ fi(.~- o), ,
2

d'autre part, un terme quelconque de S (x') est, égal àIa somme des deux
termes correspondants de SI et de S2' La série de S (x) ést donc aussi
convergente et a pour som me SI(X) + S~(x), c'est-à-dire

flCx + 0)+ h(x + '0)+fl(x ~ '0)+f~(x - o) f(x + 0)+ f(x - o)= .2 2

Donc, toute fonctionf(x) à vaáation bornee dans t'intervalie (-~, + r.)
donne naissance à une série de Fourier convergente dont Ia somrne est
. l·f(x+o)+f(x-o) I de .rga eu 2 ,pour toute va eur x comprtse-entre -:-:

et + 7.. On voit de Ia même façon que, pour x =+- lt, Ia somme de Ia série
, I . f(;;-'O)+(-:t+o)est ega e a ~ ,

Si, en outre, Ia fonction f( x) n'a que des points de discontinuité régu
liers dans cet intervalle, Ia série de Fourier .a pour somme f(x) pour route
valeu r de x comprise entre -:t et + :-:.

Le procédé employé au nv i92 pOUI' calcule r les coefficients d'une série
de Fourier est susceptible d'une grande extension. Consídérons une série
de fonctions orthogonales dans un intervalIe (a, b)

',90, 91, ... , g>n, •.. ,
b

c'est-à-dire telles que "00 ait J ,!>m:P" dx = 0, quels que soient les

indices m et n supposés dilférent~. Si une Ionetion est .supposée déve-
loppable en une série uniformément convergente de Ia forme

f(x)= Ao,?o-+ AI rI + ... + An'!>Il+'."
dans l'intervalle (a, b), les coefficients constants AI se déterminent immé-
diatement. Multiplions, en effet , les deux membres de Ia relation précé-
dente par :pn, et intégrons entre les limites a et b; iI vient , en tenant
compte des. relations qui expriment l'orthogonalité,

b bf f(x),?n(x) d» = AnJ :p~ dx,
a n

d'oú I'on tire Ia 'yaleur du coeffieient An. Dans chaque cas particulier, il
OOURSAT. - t. 32
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reste à examiner si Ia série ainsi obtenue est convergente L a pour
sommef(x).

Les polynomes de Legendre (no 86) (ormeut une 'suíte de fonctions
orthogonales dans I'intervalle (- I, 4- I). Pour :-pou.voir calculer les coef-
ficientsdu développement d'une fonction suivant ces polynomesv il faur

eacore connatlre les valeurs nU~éltq~~s ,desintégrales Kn ~1+1 X~ de,
-1.

Soit an le coefficient de x" dans X;.; en tenant compre des relations (27)
,et (28) (p. 213), on peut écrire

+1- +1f X~dx"F' r a"x"Xnd.l:
-l "'-I

f+l ")X x. . (n4-1 ,,,+!+n, 1l-1d"= allx"-1' . .1':
_) 2n·+i

. ." -i-1

na" j' i" ,= --- ' . .r"- :x."-l dr :
2n4-1_

1
'.

Mais 00 a aussi

.l+1Xh_I d« =a"_I.l'+IX"-IXIl'o-' de;
-1-1

. I' Kn. 'I à nan·. , à-diet, par surte, fi rapport -- est egai : . .) 'c est-a- Ire
.K"_I (.2n 4- 1 a"-1 . .

'à ~ n - I. On en conclut. que -le produit (2 n 4- 1)KIl est indêpendant
2n4-1

de n, 01', pour n. =!l, on trouveaussitõt Ko ~ 2; le coefficient K;, est
2donc égal à ~.

. 2n4-'1

197. Développement d'une fonction continue. Théoràme' de Weier-.
strass. - Soity =f(x) une fonctiou continue dans un intervalle (a, b).
Ón 'doit à Weierstrass une propositiori remarquable dont voici I'énoncê :
<: étant tcn nombre positif don ne à I'avance, 01/ peut determin er un
polynome P(.r) tel, que' Ia d(lférel/ce 1'(-:1:)- P(xy soit inférieure à "
.en. 'vC!leul' absolue pOUI' toute valeu!' de a: dans Fintervalle (a, b).

Parmi les nombreuses démonstrations proposées pOUI' ce théorerne, une
'des' plus simples est due à M.· Lebesgue (I). Considérons d'abord le cas
particulier suivant, 60it <II(x) une fonction continue dans I'intervalle de- I

à 4- l,-définie de la matiêre suivante : pour :- J ~x~o, 0113 'i-(x) = 0, ~~

pour o:;2x~l,on a Iji(x) = 2kx,k étant un facteurconstant donné. Nous
pouvons écrire '}(x) = k[x 4- 1a: I). D'autre-part , pour lcs valeurs dex
r.Oinpris~s entre - 1 et 4-,1, Q.ua

1 a: !'.=~'1- (1-,-'l'2),

',et, .pOUI' ces mêmes ••..aleurs de x, le radical peut êt re développé eu '5éJ-ie
uniformemenr conoer gente (I) «rdonaée suivanr les puissances de ( I - x~)

, (1) Bulletin eles Sciences mathématiques, .8.8, P: 2:8.
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I:r; I, et 'par suíte '.jI(z), peut done être représentée dans cet intervaUe, avec
telle approxímauon qu'on voudra, par un polynome. Prenons maintenanl
une fonction quelconque continue dans l'intenalle (aj b) et .imagi!l0ns,
cet int.ervalle décomposê en 1t intervalles parriels

(4d, aI), (~, ~); .,., (ai>-t, .an),
oú

a = a,o< at < as< ... < an-l<.a,.= b,

de façon que l'oscillation de fez) dans ehacun de ces intervelles soit

moindre que ;. Soit r Ia ligne brisée obtenue en joignant de proche en

proche les points de Ia courbe y=f(:r;) d'abscisses ao, a" as,. ", b,
L'ordonnée d'un point de cette ligne brisée est évidemment une fonction
continue de l'abscisse fez) et la+différence j(z)-q>(z) est en 'valeur

absolue moindre que ~-, En effet, dans I'intervalle (a\L_l, atJ.), par exemple,
2

on peut écrire '

f(;t")- y(x) = [I(z)- f( a\L-t)l [I - 6 ]-+-[f(x)- f(a\L)]6,

oü a: - a\L-1 = fi (aI'- - ál'--t), Le facteur 6 étant positif et inférieur à l'unité
Ia difTérence f - o est moindre eu valeur absolue que ':(1.,-11 -t- 6) = .:.,

- , '). 2

Cette fonction feZ) peut être décomposée en une somme de n foactions
analogues à Ia fonction o/(z) de tout à l'heure, Soient, en eft'et, A., At.
A!, "" AI! les sommets consécutifs de Ia ligne polygonale L; f(z) elJl

égale à Ia fonction continue 0/1 représentêe dans l'intervaUe (a, b) par Ia
droite qui porte le côté AoAI' plus une fonction '1'1 représentée par une
Iigne polygonale A'o A'I ' " A ~ dont le premier côté A~ A~ est sur rue O x j

9t (x) est à 'sou tour Ia somme de deux fonctíons corrtinues 1\11 et fI dont
Ia premiêre , 41, est nulle entre a et at et est représentée par Ia dreite qui
porte A'I A'~ entre ai et b, tandis que '1'2 est représentéé par une ligne
polygonale A~A7A;,,~A;' dont lei; sommets A~, A~, A~ sont sur Ox.
On arrrve finalenlent à remplacer :p(-x) par une somme de n fonerions

''i' = 'h+ 'h -+- ... -+-4n, ou <1'1 eSt une fonction continue nulle entre a et ai,
représentée par un segment de droite entre ai_I et b, Si l'on fait le chan-
gemenl de variable X = px -+- q, en choisissant convenabIement p et q,
41 sera défini dans l'inrervalle ( ~ I; -+- I) par l'égalit-é

o//=k[X-+-[XIJ
et, par couséquent , pOUl'l'a être représentée par un polyaome avec telle
approximation qu'on, voudra. Chacune des fonctions 0/1 pouvant être
.représentée par un polynome dans l'intervalle (a, 17) avec une approxi-

mation inféríeure à 2 ~, iI est clair que Ia somme de ees polynomes dift'é-

rera de f( x) de moins de e ,

(1)Eu etfet, .l' étant compris ,eDtre -I et '+ I, Ia valeur absolue du terme
. . I I é 1 . 1.3., ,(2,. - 3) . I é é d' é .genera est au p na. ga e a I. 6 '. qUI esr e terme g D ral une $ rre

2, ••, ••• 2,. _
convergente. d'apres Ia regle de Duhamel. '
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De ce ehêorême on déduit que toute fonction. continue dans uri inter-
valle (a, b) peut être representee par une série uniformément conver-
g-ente de poly nomes dans cet intervalle, Prenons, en effet, une suíte de
nombre.s positifs dêcroissants E1, Ef, ••• , En, ... , le terme général En ten-
dant vers zéro lorsque n auginente indéfiniment. D'apres le théorême pré-
eédent, à chaque nombre fi de cette suite nous pouvons faire correspondre
un poIynome PI(x) tel que Ia diITérencef(:c) - Pt(x).$oit inférieure en
valeur absoIue à fi dans tout I'intervalle (d, b). Cela étant, Ia série

P1 (x) + [P2(X) - Pi (x)] + ...+ [Pn (x) - P.n-1 (:c)] +...

est convergente et a pour som me f(:c), lorsque a: reste compris dans
l'intervalle (a, b). II est clair, en effet, que Ia somme Sn des n premiers
termes est égale à Pn(X)'j Ia différenee f(çr) - Sn qui est inférieure eu
valeur absolue à EiI tend donc vers zéro lorsque n croltindéfiniment. ta
convergence est uniforme, car si l'on a choisi in assez grand pour qu'on

"ait fm< s, on aura aussi If(:c) - Snl < e, pourvu que n 50Íl égal ou
supérieur à m.

EXERCICES.

1. Appliquer Ia formule' de Lagrange au développement, suivant Ies
puiseances de x, de Ia racine de l'équatioaj» = ay + x qui est égale à II

pour x = o.

'.!. Même problême pour l'équation y - a + xy"'+1 = o.
Appiication à l'équation du second degré a - b a: + cx2 = o.

Développer, suivant les puissances de c, Ia racine qui tend vers ~ lorsque eo
tend vers zéro.

3. Établir Ia formule

Jog(J + x) = X _(I + !')X2+ (I +~+ ~)X:l_(1 -t- 1-+; +:) x'+ ....
1+ X· 2 2 J 2! .~

4. Si a: est plus grand que - :, on a
2

__X_ =~+ :(_X_)2 +2..:3 (~);; +
\-I+X I+X 2 1+'1' '2.4 I+X ....

a. Si 1 a: 1 < 4, on a
1 2X 1 ( 2X ):3 1.3 ( '2X )::

X = 2 ~ + ?. 4 1 + ..v2 . + 2. í.6 1 + ..v2 +....
Quelle est Ia somme de Ia série lorsque ! xl> 1 ?

6. Démontrer Ia formule

1 [ ItJ: n(n-I)( J.' )~
(à + X- )-11::: a" 1 - a + .t· -t- I • :2 a=;::-:;;

_ n(n -I)(n - 2)( _.,_._)"...,_... 'j.
1.2.3 ,a+J; .
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7. Les déterminaíions de sin ma et de cos mai, qui se' réduisent à o et à I

lorsque sin e est nul, sont développables en série suivant les puissances
de. sin z' :

. [ . m2-1 " (ln~-I)(m2-9)· _ ]SlnlnX = m slnx - --- sm3x + 3 4 SIll'X - ... ,
1.2.3 1.2 ... 5

m' . m2(m2- 4) .
cosn~x = 1- - Sln'x + 3 SIR4X- ...., 1.2 1.2,' .4

On se sert de I'équation différentielle

d!u du •(I-y2) y- +m-u=o,
dy» dy

qui est vérifiée par cosmx et sinmx, considérés comm'e fonctions
de y = sin z'.

8. Déduire des formules précédentes les développements de

cos(n are cosx), sin(n are cos z ).

9. Démontrer les formules suivantes :

log(x + 2) = 210g(:r + 1)- 210g{:r - 1)+ log(x - 2)

r '2 J ( 2 )3 I ( 2 ' 5 J+2 3 +" 3 +::- 3) + ...:r3- x .J :r3-:r !J :r3- x .
et

log(x + 5)= log(x + 4)+ log(:r + 3)- 210g:r
+ log(:r + 3)+ log(x -4)-log(x - 5)

- 2 [ :r4 ~ 2~:2 + 72 + i(:r4 _ 2~:2 -+ 72') 3 + ... ] .

10". Une fonetion I(x), continue dans un intervalle (-a, b), et telle
b

qu'on ait 1. :r"f(x)-da; = o, pour n = o, J, 2, ... , est identiquement nul\e ..

R. On suppose f(x) développée en série uniformément convergente de

polynomes, et l'on en déduit que I'intégrale {Oj(a;)2 da; serait nulle.
~a

(MooRE. )

11". Une fonction continue différente de zéro ne peut avoir une série de
Fourier identiquement nulle. "

R. SUppOSODSqu'on aitf(a;) > m > o dans un intervalle (a, b), a et b
étant compris entre o et 2", et posons

I (a+b) a-b':J = I + cos a; - -- - cos --.
• 2 2

'!1t

On démontre que I'intégrale I f(·X}tjI" do: ne peut être nulle quel que

soit n;
(Voi,. LEBESGVE, Leçon s SUl' les séries trigonométriques, p. 37.)
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On déduit de là que deus' fonctions continues ditrérentes ne peuvent
avoir Ia même série de Fourier; par conséquent, si Ia série de Fourier
déduite d'une fonction continue f(x) est uniformément convergente, Ia
somme de cette série est égale ª f(x).

t2*,. Calculer les coefficients de Ia série de Fourier pour une fonction
continue f(x), de période 2,., représenté.e par une ligue hrisée. Cette série
étant, uniformément convergente, en déduire une nouvelJe démonstration
du théorême de Weierstrass du nO 197.

t3*. Theorêmede Fabry-Hartogs, - L'équation du bas de Ia page 457
est en réalité l'équation de Ia courhe séparatrice r. On peut I'écrire sous des
'formes ditrére.nte6, par unehangement de coordonnées. Si l'on pose r' = ),1',

cerre équation, s'écrit
I -.-/1+'1/--

= lim V A"q)''1r
(LEIIAIIIE, Bulletin des Sciençes mathenuuiques, t. 20, 18g6, p. 286). En
prenant pour coordonnées les logarithmes P = log r, p' = log r' ~t posant
IXpq = 10gApq, k = 10gÀ, cette relation devient

, -IX +q*- P = Iim -,p~q!.-~-
p+q

11 est faeile d'en déduire Ie théorême de Fabry-Hartogs, Soient en
effet k, > k~> k3 trois nombres quelconques ; )'11 Àt, À3,1'1, r~, rs, Pi, Pt, p~,
Jes valeurs correspondantes de )~, r, p. De Ia relation évident e

(k k)lXpq+q/.:~_(k k)lXpq+qkt (" I,)apq+/.:,
1- :3 - 2- ;3 + "1- h~ ,, 'p+q p+q p+q

on déduit immédiatemeot, en se reportant à Ia définition de Ia plus grande
de; limites (no 4), que I'on a I'inégalité

(k" - k1) P2 ~ (Ir" + 'k2) Pl + (k", - k1)p3'

Si 1'011 pose de même rí= logrí (i = 1,2,3), on a ?i,= Pi+ lei, et Ia
relation précédente C5t identique à Ia suivante

(?!: - p;) P2~(P~ - p~) f-J -+-C~~- p;) P3,
qui s'écrit , SOU5 forme plus symétrique,

PI P;
- '1"1(C)

I . FJ P ;'\
Cette condition peut s'interpréter géométriquement. Soit r' Ia courbe

auxiliaire représentée paramétriquement par les équations X = P = log r,
y = p' = log 1" D'aprês Ia forme de Ia courbe r, on a PI < ?~< 1'3, et Ia
condition (C) exprime que Ia corde joignant les poinrs «(1, P'I) et (1"3, p',)
laisse le point (p!, P'2) du côté des y positifs, c'est-à-dire que Ia courbe I'
est conl'exe, et tourne sa convexité vers les y positifs (voir HARTOGS.

Jahresberichr der Deutschen Motltemotiker Verein íeun g . t , 16, I<},/.

note de Ia page ? 'l:!). -~.-----



CHAPITRE X.
. THÉORIE DES ENVELOPPES. - CONTACT.

, Les courbes et les surfaces .q~'on étudie dans Ia Géométrie pro-
prement dite sont des courbes et des surfaces analytiques. Cepen-
dant, I'existence dos éléments géométriques que nous allons définir
suppose seulement l'existence des dérivées jusqu'à celles d'un
certain ordre. Ainsi, une courbe plane représentée par I'équation
y =f (:.c) a une tangente si Ia fonction f (x) Il une dérivéef' (:.c),
un rayon de courbure si I'(:.c) a elle-même une dérivée'f'(x), et
ainsi de suite. .

I. - COURBES ET SURFACES ENVELOPPES.

198. Recherche des enveloppes, - Étant donnée I'équation
d'une courbe planeC

f(x, y, a)= 0,

dépendant d'un paramêtre arbitraire' a, cette courbe varieen
gép.éral d'une maniêre continue, de forme ct de position, quand on
fait varier ce paramêtre, Si toutes ces courbes C restenttangentes
à une courbe déterminée E, eette courbe E s'appelle Yenoeloppe
des courbes C, qui sont dites Ies enveloppées. Les courbes C étant
données, nous nous prop<?sons de reconnaitre sielles admettent
une enveloppe et de Ia déterminer,

L'existence de ceue enveloppe E étant admise, soient (x, y) les
coordonnées du point de contact M de Ia courbe E. avec Ia courbe
enveloppée C qui correspond à la valeur a du paramêtre. Ces coor-
données x, y sont des fonctions inconnues du paramêtre a, qui
satisfont à l'équation ( I). Pour ache ver de Ics déterrniner , iI nous
faut exprimer que Ia tangente à Ia courbe décrite par le point M

/
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quand a varie comcide avec Ia tangente à Ia courbe C. Désignons
par ã» et ay Ies paramêtres directeurs de Ia tangente à Ia courbe

enveloppée, par dd:r: et ddy les dérivées des fonctions inconnues
a .a

a: = cp( a), y = H a).; il faudra que I'on ait

dx dy
da daax = oy'

Or Ia courbe C étant représentée par I'équation ( I ), oú a a une
valeur constante, on a Ia relation

( 1) dj ~dl, .- ox -t- --'- ó)' = "â» dy • ,

qui determine Ia tangente à cette courhe. D'autre part, Ies fone-
tions inconnues x = y( a), )' = ~(a) vérifient aussi l'équation

j(x, y, a) = 0,

oú a désigne maintenant Ia variable indépendante, et, paI' suite ,
Oll a aUSSl

dj dx dj dy dI'
- - -t- .-- -- -+- ...!- - o
da: da dy da .da - .

L'équation de condition (2) devient, en lenant compte dos rola-
tions (3) et (4),

(5)
d(-'- -o'da - :

cette équation, jointe à Ia relation (I), determine Ies deux fone-
tions inconnues x = 'P (a), :v= ~(a). On obtiendra done l'équa-
tion de l'enoeloppe, si elle existe, en éliminant le parametre o

entre les deuia équatious f = 0, ,~j= O.
Ull

Soit R(x, y) = o le résultat de I'élimination ; nous allons exa-
miner si ceue courbe représente bien une enveloppe. SoientC, Ia
courbe particuliere correspondant à Ia valeu r ao du paramêtre,
et (xo, yo) les coordonnées d'un point d'intersection M(I des deux
courbes

(G) ,l(--'--o'da" -:- .
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les équations (J) et (5) définissent deux fon.ctions x = ~(a);
y = ~(a), qui se réduisent respectivement à X01 Yo pout a = ao,
et 1'0n a évidemment, pour a -:- ao,

cette relation, rapprochée de Ia relation (3), nous montre qu'au
point (xo, Yo) Ia tangente à Ia courbe Co coincide avec Ia tangente
à Ia courhe décrite par le point (»,y), à moins que I'on n'ait à Ia

fois 11= o, 11= o, c'est-ã-dire à moins que le point (xo, )'0)~ ~ .
ne soit un pointsingulierde la.eourbe Cj. L'équationR(x,y) = o
représente donc soit l'enveloppe des courbes C1 soit un lieu de
points singuliers de ces courbes.

On peut compléter ce résultat. Si chacune d.es courhes C p-os- .
sede un ou plusieurs points singuliers, le lieu de ces points sin-
guliers fait certainement partie de la courheR(x, y) = o. Soient
en effet (x, y) les coordonnées de l'un de ces points singuliers :
a: et y sont des fonctions de a qui vérifient à Ia fois les trois
relations

di =0
dx '

di =0
dyI(x, y, a) = o,

et, par suíte aussi, Ia relation % = o; x et y satisfont donc

à l'équation R = o que l'on ohtient en éliminant a enlre les deux

relations f = o et % = o. Dans. le cas le plus général, Ia courhe

R (x, y) = o se com pose de deux parties analytiquemenl distinctes,
dont l'une est l'enveloppe proprement dite, tandis que l'autre est
le lieu des points singuliers.

Eaiemple, - Soit f( x,)', a) = r'>: y2+ (x-a)2= o;

on a % = - 2(-x - a) et, en élimínant a entre f = o et % =..0, .

on est conduit à l' équation yl - r' = o, qui represente les trois
lignes droites y = o, y = + ),Y = - J. Les courbes considérées
se déduisent de Ia courhe r' - y2 + x2 = o en Ia faisant glissar
parallélement à Ox; ar, cette courhe a un point double à l'orÍ-
gine, et elIe est tangente aux deuz droites y = + I, aux points de
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rencontre avec l'axe des y. La droite y...:- O est done un lieu de
points doubles, tandis que Ies deux droites y , -+- I eonstituent
l'enveloppe proprement dite..

Lorsque Ia courbe C a une enveloppe E, 'Ies points de eontact
de Ia courbe C avec son enveloppe sont les positions limites des
points d' intersection de cette courbe al'ec une courbe inflni-
ment uoisine de Ia même famille. Soient, en eflet,

f(:c, y, a) = 0, f( x, y, a + 11 ) = o

lés équations des deux eourbes voisines ; le systême (7) qui déter-
mine les coordonnées des points communs peut évidemment être
remplacé par le systeme équivalent

f(a',y, ((+h)-.f(;c,y, ai,=o
11 '/(:r, y, a) =!l,

dont Ia derniêre équatiou se réduit à ~~ = 0, lorsque h tend vers
zéro, c'est-ã-dire lorsque Ia seeonde courbe se rapp~oehe indéfiui-
ment dê Ia premiêre (f). Cette propriété est du reste à peu prês
évidente géométriquement; on voit, en efIet, SUl' Ia figure 32 (a),
que deux courbes voisines C, C' ont un point d'intersection N qui
se rapproche indéfiniment dn point de contaet M lorsque Ia seeonde
courbe C' vient se confondre avec C. On voit de même SUl' 'Ia
figure 32 (b) que, lorsque les courbes (I) ont un point double, un
des points d'Intersection des deux courbes voisines C, C' vient se
eonfondre avec le point double quand Ia courbe C' se rapproche
indéfiniment de Ia eourbe C.

La remal'que précédente explique bien pourquoi on doit trouver
le lieu des points singuliers eu même temps que l'enveloppe.
Supposons, pour fixer Ies idées, que.f(x, y, a) soit unpolynome

- de degré m. eu a. Pour un point Mo pris au hasard dans lo plan, de
coordonnées (x"' ,1',,), l'é:;:~,atiou

(1) La démonstrarion peut être présentée sous une forme plus rigoureuse, eu
éceivant Ia seconde des équations (7') sons Ia forme f:. (x, y, a + e It) = li, Si le'
point (x; y) teud \'CI'S un point limite (.I'" .1',) lorsque It teud vers zéro, et si Iu
dérivée f~ est continue, les coordonnées de ce point limite doívent satisfaire aux
de~x relati,josf(,Tt' y" a) =v, /:'I,I",1'" a) = o,
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admet en général m racines distinctes; il passe donc' par ce point
m courbes différentes de Ia famille considérée, Mais si le point Mo
appartient ir Iaeourbe R(z,y)=o, on a Ia fois,pour une
valeur de a,

l(xo, yo, a) = 0, dj =0
da '

et I'équation (8) à une raeine double. On peut done dire que Ia
eourbe R(.x, y) = o est le lieu des points du plan pour lesquels
deux des courbes de Ia famille (J) qui y passent sont venues se
confondre. Or les figures 32 ( a) et 32 ( b) monlrent préeisément

Fig. 32 a.
E

:/,/"""-------c~

Fig. 32 b.

~

.
C'

, I
1.1

c

F(:r, .'I', a, b) = o,

que, lorsqu'un point se rapproehe indéfinimenl soit d'un point de
l'enveloppe, soit d'un poinl de Ia eourbe qui est le lieu des points
sínguliers, deux des eourbes C qui passent par ee point diflérent
três peu l'un de l'autre et viennent se eonfondre à Ia limite.

Remarque. - II arrive fréquemment que l'o~ a à chercher
l'enveloppe d'une eourbe

dont I'équat.ion renferme deux paramétres variables a et b, liés par
une relation (jl (a, b) = o. Ce cas n'est pas distinct du cas général,
ear on peut considérer b comme une fonet.iou de a définie par Ia
relationc = o. D'apres la regle établio, il faut joindre à I'équa-

- tíon (9) celle que l'on obtient en égalant à zéro Ia dérivée du
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premier membre par rapport au paramêtre a

oF dF db
da + db da = o;

mais de Ia relation ~(a, b) = o on tire

o-y d? db
Já + db da = 0,

et Ia formule précédente devient, eu éliminant ;!'
(IO ) dF d~ dF d?

da db - db da = o.

On obtiendra dOI1C l'équation de l'enveloppe en éliminant a et b
entre les équations F = o, '1'= 01 er l'équation precedente (IO).

199. Enveloppe d'une droite. - Prenons I'équation d'une droite D sous
Ia forme normale

X cosa + y sina - j(a) = u,

le paramêtre variable étant l'angle a. En pl'enant Ia dérivée par rapport à
ce paramêtre, il vient

-xsino< +ycosa ~j'(o<) = o,

et I'on tire des deux équations (ll) et (12) lei coordonnées du point de
contact de Ia droite mobile avec son enveloppe

113 )
! ir =j(o<) cosa - j'(a) sin«,
1 y =j(o<) sin « +f'(a) cos«.

(r.] )
) dx=-[f(o<)+f"(o<)]sinadex.,
t c(r= [f(a)+f"(ex.)]cosadex.,

JI est facile de vérifier que Ia tangente à Ia courbe E décrit e par ce
point (x, y) est Ia droite D; on tire en eflet des équations ( 13)

et I'on voit que le coefticient angulaire de Ia tangenteest ~ cot z , ce qui
est précisément le coefficient angulaire de Ia droite D. Des équat ious (14) M~

tire aussi , en uppelant li l'arc de Ia courbe en veloppe, '
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et, par conséquent ,

il sufflra donc, pour avoir une courbe rectifiable, de prendre pour,j(a;) Ia
dérivée d'une fonction connue (!).

Prenons, par exemple, j( a) = I sin a cos a; en faisant sucessivementy = o
et a; = o dans I'équation (II), il vient (fig. 33) OA = I sina, OB = l cosa et,

Fig.33.

y O

c

O'

par suite, AB = l, ta courbe cherchée est 'dono l'enveloppe d'une droite de
longueur constante I, dont les extrémités décrivent deux droites rectan-
gulaires. Les formules (13) deviennent ici

a; = Isin3a, y = I COS3a,

et I'équation de I'enveloppe est

.c'est une hypocycloide â quatre rebroussements, qui a Ia forme indiquée

(:) Dans Ia formule qui donne I'are

s =f'(<<) +ff(a) da,

toutes les quautit.és qui figurent au second membre ont une signification géomé-
trique : % est I'angle que fait avec Oa; Ia perpendiculaire ON menée de I'origine
SUl' Ia droit e mobile, f(oc) est Ia distance ON de I'origine à cette droiteif(oc) est,
au sigue prês, Ia distance Ml'I du point de contact de Ia droite mobile avec son
euveloppe au pied N de I? perpcndiculaire abaissée de l'origiee, On appelle quel-
quefois cette formule de rectification Ia formule de Leg endre.
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sur Ia figure. Lorsque a varie de o à ~ , le point de contact dêcrit Fare De.
, 2

La longueur de l'are, compté à partir de D, a pour expression

fa, . 31,.
s = 31 sm e cosa da. = - SIO~a.

o' 2

Soient I le sommet du rectangle construir SUl' OA et OB, et Mie piedde
Ia perpendiculaire abaissée du point I sur AB. Les triangles AMI, APM
donnent successivement

AM = Ar cosa = 1 cosv«, AP = AM sina = I CO$~:i sin:x

et, par suíte, OP = OA - AP = I sin-«, de sorte que I~ point M est le
point de contact de Ia droite AB avec son enveloppe. On a ensuit e

BM = 1- AM = Isin!:x

:Iet, par conséquent, are DM = - BM.
2

~. Enveloppe d'un cercle. - Soit

(15 )

I'équation d'un cercle, a, b, p'étant des fonctions d'un paramêt re variable t,

Fig.34·

Les points de contact de ce cercle avec son enveloppe sont à li nte r secrion
du cercle avec Ia droit.e

(16) (.L' -a)a'+(y- h)b'+ pp'= o,

qui est perpendiculaire à Ia tangente à Ia courbe C décrite par le centre

(a, b) du cercle, et dont Ia distance au centre est égale ;. ;:. ~' s étant
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I'arc de Ia courbe C. Cette droite coupe le cercle en deux points N, N' symé-
triques par rapport à Ia tangente MT (fig. 34); l'enveloppe se compose
done de deu x branches E, E' qui ne sont pas en général analytiquement
distinetes. Plusieurs eas particuliers sont à remarqueI' :

1° Si fl est cousrant, Ia corde des coutacts NN' se réduit à Ia normal e PP'
et I'enveloppe se eompose des deux eourbes parallêles CI, C'I, obtenues en
portant sur Ia normale à Ia eourbe C, de part et d'autre du point M, Ia
longueur constante p:

2° Si p = s + C, Oll a r ~~ = p; Ia eorde NN' se réduit à Ia tangente au

cercle au poiut Q. Les deux branches deI'enveloppe sont eonfondues, et
cette enveloppe T admet pour normales les tangentes à Ia courbe. O; on dit
que Cest Ia developpee de r, et inversement r est une developpante de C.
Lorsque dp > ds, Ia droite( 16) 11ecoupe plus le eercle, et l'enveloppe est
imaginaire.

Caustiques secondaires. - Supposons que le rayon du cerele variable

Fig.35.

T

soit proportionnel à Ia distance du centre à un point fixe O. Si l'on prend
ee point fixe pour origine, I'équation du eercle 'est

(x - a)2 + (y - b)' =k2 (a! + b2),

k étant UI1 facteur constant , et Ia corde des eontaets a pour équation
(x - a)a' + (y.- b)b' + k2(aa' + bb') = o,

Soieut õ et õ' les distanee's du centre M (a,'b) du eercle à Ia corde des
contacts et à Ia parallêle menée par I'origine; on tire de l'équation précé-
dente õ = k2 ê ', On obtiendra done Ia eorde des contacts en prenant SUl' le
rayon MO un point P tel que MP:: k2MO et abaissant du point t- une
perpeudiculaire SUl" Ia tangente au li eu du eentre. Supposons k < I, et
soit E Ia branche de l'enveloppe du cercle qui est située du méme côté que'
le poiot O par rapport. à Ia tangente .à Ia eourbe C. Appelons i ét r les
angles que font avec lanormale MI les droites MO et MN; on a (fig, 35)

.. ~I'l. ,Mp sru z Mq MQ 1
~1Il1 = ~'lQ' ~1Il,/' = M \' sinr = Mp = l\lP = I'
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Cela posé, imaginons que le point O soit un foyer lumineux et 'lut' Ia
courbe C soit Ia limite de séparation entre le milieu Oll cst, le point O et
un nouveau milieu dont I'indice de réfraction par rapport au premie r soit

egal à X· Aprês Ia réfraction, le ra)'on incident OM se change en un ra)'oll

réfracté MR qui, d'apr-ês Ia Ioi de Ia réfraction, est précisément Ie prolon-
gement de NM. Tous les rayons réfractés- MR sont donc normaux à I'enve-
loppe E, qu'on appelle Ia caustique secondaire par réfraction. La caus-
tique proprement dite, enveloppe des I'a)' JUS réfractés, est Ia diveloppée de
Ia caustique secondaire,

La seconde branche de l'enveloppe E' n'a évidemment aucuu seus
physique; elIe correspondrait à un indice de réfraction négatif. Si 1'011

suppose k'.= I, l'enveloppe E se réduit au point O lul-mérne, tandis que
l'enveloppe E' est le lieu des symétríques du point O par rapport aux tan-
gentes de Ia courbe C. Cette courbe est aussi Ia caustrque secondaire par
réfleaiion pour les rayons lumineux issus du point O se réfléchissant SUl'
Ia courbe C. On démontrera de Ia même façon que, si de chaque point
d'une courbe C comme centre on décrit un cercle dont le rayon soit pro-
portionnel à Ia distance du centre à une .droite fixe, on obtient pour euve-
loppes les caustiques secondaires relativement aux ruyons lumineux ;;0<115

dun foyer à I'infini.

201. Surfaces Aun parametre. - Soit

f(x, y, .z, a) = o

l'équation d'une surface S, dépendant d'un paramêtre arbitraire a.
S'iI existe une surface E tangente à chacune des surfaces E Ie long
d'une courbe C, cette surface E est appeIée Yenoeloppe des sur-
faces S, et Ia courbe de contact C des deus surfaces S et E esl Ia
caractéristique.

Pour reconnaitre s'iI existe une enveIoppe, il faut donc examiner
s'iI est possible de déterminer sur chacúne des surfaces S une
courbe C telle que le lieu de ces courbcs soit tangent à Ia surface S
le Iong de C. Soient x, y, z les coordonnées d'un point M de
Ia caractéristique; si ce point n'est pas un point singuIier de Ia
surface S, I'équation du plan tangent à cette surface est

àf(x _ x) -I- Jf(y _ y) -I- df (Z - z ) = o.
')x rJy dz

D'autre part, quand on se déplace SUl' l'enveloppe E, :1', !', "",a
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sont des fonctions de deux variahles indépendantes vérifiant
l'équation (7) et, entre leurs ditléreutielles, on a Ia relation

df di d! d! .--'- d.r + --'-dy + -'- ds + --'-da = o ;d.r rJy do:, da

pour que le plan tangent à Ia surface E soit identique au plan
tangenl à S~ il faut et il suffit que l'on ait , entre les diflérentielles
d.c , dy, dz: Ia relation

d{ dI' 'Jj--'- dI' + --'-dy + - dz = 0,,h, u.y Jz

condition qui devient, en tenanl comptc de Ia précédente,

(lI:! ) df
da =0.

On démontrera inversement, comme pour les courbcs planes
(n° 198), que Ia surface R(x, y, .z) =0, obtenue parl'élimination
du paramétre a entre les deux équations ( '7) et ( ,8), représente
soit I'enveloppe des surfaces S, soit le Iieu des points singuliers.
La caractéristique C représentée par les équations ( (7) et ( 18) est
encore Ia position limite de Ia courbe d'intersection de Ia surface S
avec une surface infiniment voisine de Ia même famille.

202. Surfaces à deux paramêrres. - Cónsidérons maintenant
une équation

f t«, y, z, a, b) = 0,

qui represente des surfaces S dépendant de deu x paramétres
a et b. II n'existe pas en géncral de surface tangente à toutes les
surfaces de ceue famille tout le Iong d'une courbe; en eflet, si
1'0n établit entre les deux paramélres aet b une relatiorr b = <p(li),
011 a des surfaces ne dépendant plus que d'un paramétre a,
et Ia caractéristique est représentée par I'équation ( J 9) jointe à
I'équntion

(2ft ) '~! ,)/-' '-da + ,Jú ';' (a) -().

Ce tte caractéris tiq ue dépend en général de ,/ ( a), de sorte que sur
<iOURSA"r. - J. 33
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chaque surface S il Y a une infinité de caractéristiques; elles n'en-
gendrent donc pas une surface lorsque a et b varient. Nous allons
chercher s'il existe une surface E touchant chacune des surfaces
en un point seulement, ou en quelques points, et non tout Ie Iong
d'une courbe, Si cette surface existe, Ics coordonnées (x, y, z)
d'un point de contact de la surfaee S avec I'enveIoppe E sont des
fonctions des deu)'. paramêtres variables a et b qui satisfont à Ia
relation (19) et dont les différentielles dtc, dy, dz vérifient par
conséqueat Ia relation

df df df df df
(21) - dx+-d)'+-dz+-da+-db=o.â» à)' de da db

POUI' que Ia surface, lieu du point (x, y, .s), soit tangente à Ia
surfaee S, il faut encore que l'on ait

di (y «s.:
dx da: + dy dy + àb dz - o,

I

relation qui devient, en tenant eompte de Ia précédente,

di di
da (ia + db db = 0-.

Com me a et b sont deux variables indépendantes, il faudra que
l' on ait à Ia fois, pour le point de contact,

d(db =u.di = ()
da '

-On obtieridra done I'équation de l'enveloppe en éliminant a et b _
entre Ies trois relations ( 19) et (22). Le raisonnernent prouvebien
que Ia surface ainsi trouvée est tangente à Ia surfaee S, sauf si l'on
a à Ia fois, pour Ies solutions cr-mmunes aux équations ('9)
et (22),

ceue surface est donc soit l'enveloppe, soit le Iieu des points singu-
liers des surfaces S.

Nous avons done, en définitíve, deux espéces de surfaces enve-
loppes, suivant que les surfaces enveloppées dépendent de uu ou
deux pararuétres. Par exemple , Ie plan tangent à une sphére ou a
un hyperbolorde dépent de deux paramétres, et ce plan touche Ia
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surface en un point seulement. Au contraire, le plan tangerÍt à un
cône ou àun cylindre ne dépend que d'un paramétre variable, mais
ce plan touche son enveloppe tout le long d'une génératrice.

203. surracee développables. - La surface enveloppée par un
plan ne dépeudant que d'un pararnêtre variable est appelée surface
développable.

Soit

Z=7x+yf(a)+:p(:x)

I'équation du plan mobile P, a étant un paramêtre variable,f(~)
er c (oc) deux fonctions quclconques de ce paramêtre. La caracté-
ristique est définie par l'équation (23) jointe à I' équation

(24) x + fy' (7) + cp'(a) = 0,

obtenue en différentiant par rapport à ~; c'est doncune ligne
droite G, et Ia surface développahle est une surface réglée. Nous
allons démontrer que loutes ces droites G sont tangentes à une

. courbe ~auche. Pour cela, différentions encore une fois par rap-
port à oc; Ia nouvelle équation obtenue

(25) yj(ez) + :p"(7) = °
determine sur Ia caractéristique G un point particulier M. Le, lieu
de ces points M, lorsque ~ varie, est une courbe gauche r, dont Ia
tangente est Ia droite G elle-même, La courbe r est, en effet, repré-
sentée par les trois équations (23), (24), (25), dont on pourrait

. tirer les coordonnées x, y, z en fonction de ~. Si l'on différentie
les deux premiéres de ces équations, en ayant égard à Ia derniêre,
il vient

dZ=7dx+f(ez)dy, dx + f' (,,) cly = 0,

relations qui expriment que Ia tangente à Ia courbe r est paralléle
à Ia caractéristique G. D'ailleurs, ces deux droites ont un poiut
commun; donc elles se confondent.

Toute surface développable peut donc être définie comme la
surface engendrée par les tangentes à une courbe gauclte r.
Cette courbe r peut, comme cas exceptionnel, se réduire à un
point, à distance finic ou à l'infini; Ia surface est alors un cône ou
un cylindre, C'est ce qui arrive lorsquef'(~) = o.
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Réciproquement, toute surface engendrée par .les tangentes à
une courbe g-auche r est une surface développable. Soient

a: =j(t), y=:;>(t),

les coordonnées d'un point de r; le plan osculateur , dont on don-
nera plus loin Ia définition géométrique (nO 214), a pour équation

A(X - x) + B(Y - y) + C(Z - z ) = 0,

les coefficients A, B, C satisfaisant aux deux relations

(28) A da:+ B dy + C dz = o,

Ce plan dépend d'un seul paramétre variable t; nous allons véri-
fiel' que Ia caractéristique de ce plan est précisément Ia tangente
à Ia courbe r. Cette caractéristique estl'intersection du plan oscu-
lateur avec le plan

dA(X - x) + dB( Y - y) + dC(Z - z) = o,

qui passe également par le point (x, y, .z). Pour démontrerqu'elle
se confond avec Ia tangente, il suffit de prouver que l'on a

A dx + B dy + C dz = o, dA d.c + dB dy + dC dz = °:
Ia premiere relalion est une des relations (28) qui déterminent
A, B, C. La seconde s'en déduit en différentiant Ia premiére, et
tenant compte de Ia derniére équation (28). /

Ce mode de génération d'une surface développnble permet de
se faire une idée assez nettc de Ia forme de Ia surface. Soit AB un
are de courbe gauche; par ehaque point M de l'arc AB menons Ia
tangente, et ne considérons que Ia portion de tangente qui corres-
pond à une direction déterminée , par exemple oelh: Je A vers B.
Le li eu de ces demi-droites est une nappe de su rlace S, Iimitée
par l'are AB et les deux tangentes en A et B, s'étcndant d'autre
paI'! jusqu'à l'infini. En prenant de méme les autres portiuns de
tangentes, on obtient une autre nappe de surface analogue S2. ql,i_
se raccorde uvec Si le long de I'n rc AB; les deux napres de su rface

'paraisscnt se recouvrir partiellerneut pour un observateu r placó
au-dcssus, li est dai!' que tout plan passant pnl' un po in+U de
l'nrc AB coupe les deux nappes S. et S2 suivant deux .bra nch cs
de courbes qui viennent se ruccorder au point 0, en Iormant
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un rebroussement; cette propriété explique le nom dJar~te d~
rebroussement donné=à Ia courbe gauche r.

Il est ais é de Ia vérifier par Ie calcul. Prenons le point O pour
origine, le plan sécant pour le plan des :cy, Ia tangl:lnte pour axe
des z, le plan oseulateur pour plan des a:.z; si I'on 9 pris. pOtll' Ia'
variable indépendante, lés développements de x et de y sont de Ia
forme

y = baz3+ ...,

car on doit avoir, pour I'origine,

da: dy : d2y
4z = dz = d:t.2 = o,

et les équations de Ia tangente en un point voisin de l'origine
s'écrivent

X~a.~z2-a3z3-.... Y-b:IZ3-... Z
:.!a!,z+,.... = 3b3z!;+-... = -70.

Si I'on fait Z = o, on a Ies coordonnéês X, Y du point de rencontre
de Ia tangente avec Ie pIan sécant ; Ies développements de ces coor-
données commencent respectivement par un terme en Z2 et par un
terme en Z3. On a doncbien un rebroussement à l' origine.

EXf;mple. - Prenons pour arête de rebroussement Ia cubiquegauche
a: = t, Y = t2, Z = t3. L'équation du plan osculateur est

on obtiendra I'équation de Ia surface développable en écrivant que I'équa-
tion précédente, considérée commeune équation en ti admei une racine
double,ce qui revient à éliminer t entre les deu x équations

(E) {
t2-2tX+Y=O,

X t2 - 2, t Y + Z = o.

Le résultat de I'élimination est

Ia surface développable est donc du quatriéme ordre.
On peut remarquer que les équations (E) représentent Ia tangente à Ia.

cubique gauche.

204. Équations aUI dérivées partielles des surfaces dévelop-
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pables; - Si z·= F(x, y) est l'équation d'une surface dévelop-
pable, Ia fonction F (x,y) satisfait à Téquatioti S2 - ri = o,
r, s, -t désignant, suivant l'usage, Ies trois dérivées partielles du
deuxiême ordre de III fonction F(x,y).

En eflei, Ie plan tangent à eette surfaee, qui a pour équation

Z=pX+qY+z-px-qy,

ne doit dépendre qUf' d'un paramétre ; des trois quantités p, q,
z- px-qy, il y en a dono une seule d'arbitraire, et en particu-
lier 'il y a une relation entre p et q, I (p, q) = o. On déduit de lã

'que le jacobien ~~~: ~~ = rt - S2 doit être identiquement nul.
Inversement, si l'on a rt - S2 = O, q et P sont Iiés par une

relation au moins. S'il y a deus relations distinctes, p et q sont
des constantes p = a, q = b, et Ia -fonction F (x, y) est égale
à aa: + by + c; Ia surfaee est un plano S'il y a une seule relation
entre p et q, on peu tI' écrire q= /fi (p), p ne se réduisant pas
à une constante. Mais on a aussi

y(rt- 82) = D(z-px-,qy,p),
D(x,y)

de sorte que z - px-qy'est aussi une fonction de P» soit tjJ(p),'
Iorsque rt =: S2 = o. La fonction inconnue z = E (x, y) et ses
dérivées partielles p et q vérifient done les deus relations

z - px - 'f(p)y = <jI(p)j

différentions Ia seconde par rapport à a: età y, il vient

. dp
[.x+Y9'(P)+ <jI'(p))Jx == o, [X+Y9'(P)+0/'(P)]:~ =0.

Puisque p ne se réduit pas à une constante, on doit avoir

x+ Y9~(P)+ <jI'(p)= o.

L'équation de Ia surfaec s'obtiendra donc en élirninant p entre
cette relatibn et

z =px+ Y9(P) + 0/ (p),

ce qui donneraprécisément l'enveloppe du plan précédent, ou l'on
regarde p comme le pararnêtre variable.
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205. Enveloppe d'une famille de courbes gauches, Une
faroille de courbes gauches, dépendant d'un paramétre variable,
n'admet pas en general de courbe enveloppe, Considérons d'abord
une famille de droites

x=az+p, y=;bz+q,

a, b, p, q étant des fonctions données d'un paramêtre variable a i
nous allons chercher à quelle condition ceue droite est tangente
dans tuutes ses positions à une courbe gauche I', Soit s = cp (a)
1;1. coordonnée z du point M ou Ia droite mobile D touche sou
enveloppe I': Ia courbe cherchée r sera représentée par les équa-
tions (29), auxquelles on ajoutera Ia relation .z= cp (a), et les
paramétres directeurs de Ia tangente à cette courbe auront pour
espressions

: = a ,(o:) + a'~ (a) - p',

Z == b ~'(I1)+ b':p(a) + e". ~: = cp'(o:),

a', b', p', q' ~t••nt les dérivées de a, b, p, q. Pour que cette tan-
gente soit Ia droite D elle-même, u faut et il suftit qut." l'on ait

dx dz-=a-,da. da.
c' est-à-dire

a' ep.(o:) + p' = 0, b' ep(a)'+ q' = o.

La fonction inconnue cp( a) doit donc satisfaire à deux relations
distinctes, et par conséquent Ia droite mobile n'a une eaveloppe
que si ces reIations sont compatibles, c'est-ã-dire si 1'on a .

a'q'- b'p'= o.

Lorsque cette reIation est vérifiée, on obtiendra Ia courbe enve-

loppe en prenant cp ( ()() = - ~:-:-- r.
II est faciled.e généraliser le raisonnement. Considérons une

famille de courbes (C), dépendant d'un paramêtre variable a,
représentées par les équations

(30) F (x, y, z, 11) = o, 41(x,y, z, 0:).=0;
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si ces courhes C sont tangentes à une courbe r, les coordonnées
(x, y~z) du point de contact M de ia eourbe C, qui correspond à
Ia valeur de C( du paramêtre. avee I'enveloppe sont des fonctions du
paramétre cx qui vérifient les équations (30). et une autre relatiori
distincte de celles-là Soient dx, dy, ds les diflérentielles rela-
tives au déplacement du point M sur Ia courbe C; à restant
constant SUl' ia courbe C, on a entre ces différentielles Ias deux
relations

,(31)

I dF dF· dF

lda: da;-t- dy dy-+- dz dz=o,

(}iII dei> cJ<I>
- da; -t- - dy -t- ~ ds = o.
da; dy OZ

Soient d'autre part ox, oy, àz~ ocxIes différentielles de x, y, Z, IX,

relatives à un déplacement du point M sur lacourbe I'; ees diff~~
rentieUes vérifient les relations

( dF dF dF' dF
, da; ôa; -t- ~ 8y -+- dz 8z -+- da Ô:X = o,

J dei> (}iII dlJ.l dlJ.l
( ;fi; Da; -+- d.y õy -+- ãZ ôz -+- da 8a = o.

Pour que les courbes C et r soient tangentes, il faut et il suffit
que l'on ait

da; dy: dz
oa; = ay = fi'

et oes conditions dévienncnt, en tenant compte des relations (31) .
'et (32),

dF
da ôO< = o,

dei>
d:z ôa = o.

(33) F = o, eI>= o, dF
da =0,.

d<P
da =·0.

Les coordonnées x,-)',. z du point de contact doivent donc
»érifier les équations

Pour que les courbes C admeuent une enveloppe, il faut doncque
les quatre équations précédentes soient compatibles, quelle que
soit Ia valeu r du paramétre IX. Héciproquement , si ees équations
admettent une solution communs en x, y, s, quel que soit IX, le
raisonnernent prouve que Ia courbe r décrite par ce point x, y, z
est .tangente en chaeun de ces points à Ia courbe C correspon-
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dante. Ceci suppose toutefois que Ie point de eoordonnées
(x, y, z) n'est pas un point singuIier de Ia courbe C, c'est-à-dire
que les relations (31) déterminent les rapports des différeutielles
dx, dy, ds,

Remarque J. - Lorsque les eourbes C sontIes caractéristiques
d'une famille de surfaees à un paramêtre F (x, y, .s, oc)= o, lei.
équations (33) se réduisent à trois équations distinetes

(34)
dF
dCl. = o,

J2F
(h.2=0;F = 0,

Ia eourbe représentée par ecs équations est done I'enveIoppe des
earaotáristiques. C'est Ia généralisation de Ia propriété établie plus
haut pour les génératriees d'une surfaee développable,

Remarque H, - La premiêre et Ia troisiéme équation du sys-
teme (33) représentent Ia earaetéristique de Ia surfaee à un para-
métre F(x, y, z, oc)= o. La seconde et Ia quatriéme équation
représententdemêmela earaetéristiquedelasurfãee"'(x,y, s ,«) = o.
Si Ia courbe C a une enveloppe, tout point de eontact de C avee
son enveloppe appartient done à Ia fois à ees deux earactéristiques.
L'enveloppe de C fait partie de l'interseetion des enveloppes des
deux surfaces.

Les équations d'une droite mobile se présentent quelquefois sous Ia
forme

(35) x - Xo = y - yo = Z - Zo ,
a b b

xo, Yo, Zo, a, b, c étant des fonctions d'un paramêtre variable ~. II est
aisé de trouver directement Ia condition pour que cette droite ait une
enveloppe, Désígnoas par I Ia valeur commune des rapports précédents;
les coordonnées d'un point quelconque de Ia droite ont pour expressions

x=xo+la, Y =yo+ lb, z=zo+lc,

et il s'agit de voir s'i1 est possible de prendre pour I une fonction de a
teIle que Ia courbe décrite, par le point (x, y, z) soit tangente à Ia droite
mobile. II faut pour cela que l'on ait

(36) x'o + a' l _ Yo + b' I _ z~ + c' I .
a - .b - c '

en désignant par 111 une nouvelle déterminée égale aux rapports pr éce-
dent s, et éliminant. I et li! entre les trois équations linéair es obtenues
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on est conduit à l'équation de condition

,2"0 y'o z'o
a b c =0.
a b' c

Si cette oondition est satisfaite, Jes relations (36) donneront I e~ par
suite l'enveloppe.

lI. - CONTACT DE DEUX <'OURBES, D'UNE COURBE
ET D'UNE SURFACE.

207. Contact de. courbel planes. - Soient C et C' deus courbes
planes tangentes en un point A. Achaque point m de Ia courbe C
voisin du point A imaginons qu'on fasse correspondre, d'apres une
loi queconque, un point m' de Ia courbe C', de telle façon que le

'Ir. 36.

point m' vienne en A en mêrne temps que 10 point m. En prenant
commo infiniment petit principal l'arc Am, ou, ce qui revient au
même, Ia corde Am, nous allons d'abord chercher quel mode de
correspondance il faut adopter pour que l'ordre infinitésimal de
mm' par rapport à Am soit le plus grand possible ( I ). Rapportons
pour cela les deux courbes à deux axes de coordonnées, rectan-
gulaires ou obliques, l'axe des y n'étant pas parallêle à Ia tangente
commune AT. Soient
(C)
(C')

Y=f(x),
Y = F(x)

(I) 11est évideot qu'oo obtiendrait cet ordre en faisant eorrespondre ao point m
le poiot m' pour lequel Ia distauce de m lt DO point de C' est minirnum. Mais
nous allons montrer qu'ou peut remplacer ce mode de correspoudance par une
in6nité d'autres.
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les équations des deux courbes, et (.xo, y.) les coordonnées du
point A; les' coordonnées du point m seront .xo+ h et/($o+ h),
et celles du point m' seront de meme .xo+ k et F(xo+ k), k dési-
gnant une fonction de h qui tend vers zéro avec h, et qui définit Ie
mode de corre-pondance adopté entre les points des deux courbes.
Observons encore qu'on peut remplacer l'infiniment petit prin-

cipal Am par h = ap, car le rapport :~ tend vers une limite finie
différente de zéro lorsque le point m se rapproche indéfiniment
du point A.

Cela posé, admettons que, pour un certain mode de correspon-
dance adopté , mm' soit un infiniment petit d'ordre r + I par rap-

port à h; mm'~est alors un infiniment petit d'ordre 2,. + 2.

Or on peul écrire, fj désignant l'angI~ des axes,

mm,2 = [F(xo+ k) - f(xo+ h) + (k - h) COS1l]2+ (k - h)!sin26;

iI faut done que chacune des différences k - h et

F (xo+ k) +f(xo+ h)

soit un infiniment petit d'ordre r + I au moins, c'est-à-dire que
I'on ait

F(xo+ k) - f(xo+ h) = ~ltr+1,

o: et j3 étant des fonctions de h quirestent finies lorsque h tend
vers zéro. La derniêre formule peut s'écrire

F(xo+ h + ah+r1) - f(xo+ h) = ~ltr+l:

si l'on imagine F (.xo + h + o:h"+I) développé suivant Ies puis--
sancos de 0:, Ia parti é qui dépend de o: est un infiniment petit
d'ordre r + I au moins, Ia différence

~ = F(xo+ h) - f(xo+ h)

est. donc un infiniment petit d'ordre au moins égal à k,+ r, mais
peut être d'ordre supérieur. Or, cette différence A represente Ia
distance mn des points des deux courbes C, C', qui sont situés sur
une rnême parallêle à Pue O)'. Puisqu'en rernplaçant Ie point m'
par Ie point m on no peut qu'augmenter l'ordre infinitésimaI
d(· mm', on cn conclutque la distance de deu» points corres-
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pondantsdes deua: courbes estde l'ordre infinitésimal le plus
grand possible lorsque les points correspondants sont situés
sur une parallêle à l'axe Oy. Sicet ordre est-égal à r+ I, on
dit que les deux courbe~ ont un. contact d'ordre r au point A.

Remarques. -- Cette définition donne lieu à un certain nombre
de remarques. L'axe Oy est en définitive une droite assujettie à Ia
seule condition de ne pas être paralléle à Ia tangente commune AT;
on peut donc, pour évaluer l'ordre du contact, faire corres-
pondre les points des deux courbes situes sur une droite paralléle
à une droite fixe D, non parallêle à Ia tangente. Le raisonnement
précédent prouvc que l'ordre infinitésimal obtenu nc dépend pas
de Ia direction de Ia droite O : c'est ce qu'il est aisé de verifier.
Supposons, en eflet, quc pai' un point m de Ia courbe C on mêne
deux droites mm' et mn (fig. 36) paralléles à deux directions
fixes autres que Ia tangente. Dans le triangle mm' n, on a

mm'
////1

.~.
SIn 11I11111

»<:»: '
sinmm'n

lorsque le point m se rapproche du pO,int A, les angles ~,
»<;
mm' n ont des limites diflércntes de o et de 11', cal' ia corde m' ri a
pour limite Ia tangente AT, et par conséquent mmi est du mêrue
ordre qu.e mn, Le même calcul pronve que mm' ne peut pas être
un infiniment petit d'ordre supérieur· à mn, quel que soit Ia
construction dont on déduit le point m' du poinl m; puisque le

.~

numérateur sinmnm' a uno limite finie différcnte de zéro,
On a pris pour infiniment petit principal I'arc Am ou Ia corde

Am i on aurait obtenu le même résultat en prenant pour infiniiuent
pctit l'arc An dI' Ia courbc C' cal' Am et Ali sont du même ordre.

Lorsque dcux courbes C, C' outun contart d'tmlre r, ou peut
imaginer une infinité de correspondancos vntrr- les points m., rn'
dcs deux courbes de façon que mm' soit un iníiniment petit
d:ol'drc r + I. II suffit de prcndre k = !t + rxhr+', s érant :; r,
et C( étnnt UIlI' fonction de 11 qui conserve- UIlI' valem' finie lorsque
h :.= o. Si 1'011 avait s < J', nun' seruit d'or<ll'(' s + J suuh-ment .

'i07. Ordre du contact. -- l 'our uvoir 1'01'111'(' du contuct .l.-s
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deux courhes C, C', il faut, d'aprês cela, évaluer l'ordre 'infinité-:
simal de

Y - Y = F(xo+ h) - f(xo+ h)

par ranport à h: Les deux courbes étant tangentes au point A, on
a d'abord F(xo) =f(xo), F'(xo) =f'(xo), mais il peut se faire
qu'un cerlain nombre d'autres dérivées des deu x fonctions soient
égales pour xo. Supposons, pour prendre Ie cas général, que
l'on ait

( 38) {
F (xo) =f(xo),
F"(xo) =1"(.xo),

F'(xo)=j'(xo),
FIIII(xo)=jl"l(xo),.. ".

les dérivées suivantes F(n+1)(xo) et jl"+11 (xo) étant .inégales. En
appliquant .la formule de Taylor aux deux fonctions F (x) ct f( x)
nous pouvons écrire . .

Y = F(xo) + !!: F'(xo)+ ...
I

h" hn+t
. + --- FIIII(Xn)+ [F(n+ll(xo)+ e),

1.2 ..• n 1.2 ... (n+I)

y =f(xo) + !!: j'(xoH- .. ·
I

h" ho+»
+ fllll(xo) + [flll+ll(xo) + e'),.

1.2 ..• n , 1.2 ... (n + I)

et, en retranchant membre à membre,

(39)

e , t' étant infiniment petits. L'ordre du contact des deux eourbes
est done égal à l'ordre des plus haures dérivées des fone-
tions f(x) et F(x), qui sont égales pour X = Xo·

Les conditions (38), données par Lagrangc, expriment aussi
que I'équation F(x)=-'=f(x) admet X=Xo pour racine multiple
d'ordrl! n: + I. Or ecttc équation détermine lcs abscisscs des
points eommuns aux deux eourbes C, C'; on peut done dire 'que
deux courbes, qui ont un eontaet d'ordre n , out n + I po ints d'in-
tersection conforulus en un seul .

La formule (39) montre que Y - y ehangc de signe avec h
lorsque n est pair , et ne chunge pas de signe lorsque n est impair.
Donc deu» courlies qui ont un contact d'ordre im:pai,. n e se
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traoersent pas au point de contact, et deu» courbes qui ont un
contact d'ordre pairse traoersent : 11 est aisé de s'en rendre
compte. Considéronspour lixar Ies idées, une courbe C' traver-
sant Ia courbe C en trois points voisins du point A; si cette ..
courbe C' se deforme d'une maniêre continue, de façon que 'les
trois points d'intersection viennent se confondre 1\11 point A, Ia
position limite de C' a un contact du second ordre avec C, et il
suffit de faire Ia figure pour voirque les deux courbes se tra-
versent au point A. Le raisonnement est évidemment général.

Lorsque les équations des deux courbes ne sont pas résolues
par rapport aux ordonnées y et Y, ce qui est Ie cas général, les
régles du calcuI des dérivées permetlent toujours de formcr les
conditions nécessaires p.our que Ies deux courbes aiont-un contact
d'ordre n, Le problême n'offre dono aucune difficuIté spéciale.
Nous examinerons seulement queIques cas particuliers, d'une
application fréquente. Supposons d'abord que les coordonnées
d'un point de chaquc courbc soient exprimées en fonction d'un
pararnêtre variable

(C)
( C~)

X =f(t),
X=f(ll),

y = ,(t),
Y= ljI(u),

et que pour une vaIeur particuliêre to on ait à Ia fois Hto) = q>(!o),
t}' (to) = q>'(to), de façon que Ies deux courbes soient tangentes au
point A, de coordonnées I(to), q>(to). Si I'(to) n'est pas nul, ce
que nous supposerons, Ia tangente commune n'est pas paralléle
à Oy, et l'on obtient Ies points da deux courbes qui ont même
abscisse en posant u = t. D'autre part, x - Xo esr du prernier
ordre par rapport à t - to, et nous sommes encore ramenés à
évaluer l'ordre infinitésimal de t}(t) ~ q>(t) par rapportà t - to.
Pour que Ies deux courbes aient un contacl d'ordre n, il faut et
il suffit que l'on ait

et Ie contact est d'ordre n seulement, si.les deux dérivées t}IIl+t) (to)
ot t.p(1I+1)rto) sont inégaIes.

Considérons encere Ie cas ou Ia courbe C est représentée par
Ies deu x équations

(4r) .c = f(l), y= 'tU),

,
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Ia courbe C' ayant pour équation F~x, y) = o. Ce cas peut se
ramener au précédent ; remplaçons x par j (t) dans F (x, y) et
soit y = 1jJ( t) Ia fonction implicite définie par Ia relation

F[f(t), <)I(t)] = 0,

de sorte qu'on peut aussi regarder Ia courbe C' comme représentée
par le systérne des deux équations

x=j(t), y = <jI(t).

Pour que les deux courbes C, C' aient un coniact d'ordre nau
point A qui correspond à Ia vaIeur to du paramétre, iI faut que
les relations (40) trouvées plus haut soient satisfaites. Or Ies
dérivées successives de Ia fonction implicite ljJ (t) se déduisent des
équations

dF j;() dF "'( )dx t + dj 'l' t = o,

02 F rJ2 F .
- [1'( t»)2 + 2 -- 1'( t)·Y( t)
dx2 dxdy' .

+ (~~~[4'(t)J2 + ~;j"(t) + ~; tV"(t) = o,
(44)

onF dF
d- [f(t)]" + ...+ -:;-<jI(Il)(t}= O;
xn ~

..................................................... ,

on obtiendra Ies conditions du contact en faisant, dans ces for-
mules t=to, x=j(to), Hto)=~(to), 1jJ'(to)=cp'(to), ... ,
ljJill) (to) = 'jI(n) (lo). Ces conditions peuvent s'énoncer comme iI
suit. Posons 3'(t)=F(f(t), CP(t)]iPOUI' que les deuai courbes
aient un contact d' ordre n au point t = to , iljaut et il suifit
que l'on ait
(45) 1'(t.]) = o, .. "

L'équation 5'(t) = o donne les vaIeurs du paramêtre t qui cor-
respondent aUI points d'intersection des deux courbes. Les condi-
tions du contact expriment encore que cette équation admet t = to
pour racine multiple d'ordre n + I, c'est-à-dire que Ies deus
courbes ont n + J points communs confondus en un seul.

208. Courbes osculatrices. - Étant données une courbe déter-
minée C et une courbe C', dépendant de n + J paramétres a, b,
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e, ... , I; représeutée par

(46) F(x, ,y, a, b, c, .". '.' l) = o

on peut choisrr les valeurs de ces n + I paramétres de façon que
Ia courbe C' ait ave c Ia courbe C, en un point donné à l'avance,
un contact d'ordre n. Soientx=f(t),y=q>(t) les coordonnées
d'un point deC; les conditions pour que les deus courbes C, C'
aient un contact d'ordre n au point t =.tó sont données par les '
équations (45), oú I'on a posé

5'(t)= F[f(t), 9(t), a, b, c, ... ,1].

La valeur to du paramétre étant donnée, ces n+ I équations
déterminent les n + I paramétres a., b, e, ... , l, La courbe C'
ainsi obtenue est dite osculatrice à Ia courbe C.

Appliquons cette théorie aUI courbes Ies plus simples. L'équa-
tion d'une droite y = aa: + b dépend de deux paramêtres a et b;
Ia droite osculatrice a donc un contact du premier ordre. Si
y =f(x') est I'équation de Ia: courbe C, les paramétres a et b
doivent vérifier les deux relations

f(x,,) = axo + b,

on retrouve l'équation de Ia tangente, com me on devait s'y attcndre.
L'équation d'un cercle

(47) (x-a)2+(y-b)S-R2=o

dépend de trois paramétres a, b, R; le cercle osculateur a donc
un coniact du second ordre. Soit y =f( x) l'équation de Ia courbe
donnée; 011 détermir'tcra a, b, R en écrivant que le cercle rencontre
cette courbe eu trois points confondus, ce qui dorme, ave c l'équa-
tiou (47), les deux cond itions

(48) I + y'2 + (y - b)y" = o.a: - a + (y - b) r' = o,

Les valeurs de a et b que I'on déduit de ces deux relations sont
identiquss aUI coo~donnécs du centre de courbure; donc le eerele
osculateur coincide avec le cercle de courbure, Le contact étant
du second ordre, nous pOUVOllSen condure que' le cercle de
courbure d'une courbe plane traverse cette courbe au point de
contact,
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Tous ces résultats peuvent être prévus a priori, En effet, les
coordonnées du centre de courbure ne dépendent que de x, y,
r'. y"; deux courbes qui ont un contact du second ordre ont done
même centre de courbure. Or Ie centre de courbure du cercle
osculateur est évidemment Ie centre de ce cercle Iui-rnême ; donc
il y a identité entre Ie cercle de courbure et Ie cercle osculateur.
Considérons, d'autre part, deux cercles de courbure voisins ; Ia
diíférence des rayons, qui est égale à l'are de Ia développée com-
pris entre Ies deux centres, est supérieure à la distance-descentres,
L'un des deux cercles est donc tout entier intérieur à l'autre, ce
qui ne pourrait avoir Iieu si Ies cercles étaient tous Ies deux inté-
rieurs ou tous Ies deux extérieurs à Ia courbe C, dans Ie yoisinage
du point de contact. II faut done qu'ils traversent Ia courbe C.

II Y a cependant sur une courbe plane certains points particu-
liers ou le cercle osculateur ne traverse pas Ia courbe, et ceue
remarque se rattache à une propriété générale. Étant donnée une
courbe C' dépendant de n + I paramétres, on peut ajouter aux
(n + I) équations (45) la nouvelle équation

à eondition de regarder to com me une nouvelle inconnue àdéter-
miner. II y a done, en généraI, sur une eourbe plane C, un c.ertain
nombre de points ou Ie eontact avec Ia courbe osculatrice C' est
d'ordre n + t , Ainsi, il y a des points ou Ia tangente a un contact
du second ordre : ee sont Ies points d'inflexion, pour Iesquels
y" = o. Pour avoirIes points ou Ie cercle osculateur a un contaet
du troisiérne ordr-e. iI faut différentier Ia derniére des équa-
tions (48), ce qui donne

3y' r' -+- (y - b)y" = 0,

et en éliminant y - b, ont est conduit à Ia condition

(46) (I -+- r=ir: - 3y' r" = o.

Les points qui satisfont à cette condition sont ceux pour lesquels
dH. ,. di . I d b .on a -l = o, e est-a- Ire ou e rayon e cour ure est maximum .(,.1: ,

ou minirnum. Pour une ellipse, ce sont Ies sommets; pour une
cyclorde, Ies points oü Ia tangente est parnllêle à Ia base.

<\9URSAT. - t ,
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209. Propriét6. d~, courbesosoulatriç('l. - Une courbe oscu-
latrice peu:t être regardéé comme Ia position limite d'une courbe e',
qui reneontre lacourhe e en n + I points infiniment voisins,

, lorsque tous ces points sont venus se confondre. Prenons, pour
fixer les idées, une famille de courbes dépendant de trois pnra-
mêtres a, b, 'c, et soient to + h" to + h~, to + h3 trois valeurs voi-
sines de to; Ia courbe C' qui rencontre lacourbe e aux trois points
correspondants est déterminée par les trois équations '

(50)

, Rettanchons Ia premiére équation de éhacune de deux autres,
et appliquons aux deux différences Ia formule des accroissements
finis, nous obtenons le systême équivalent

(51) $'(to + k,) = o,

ou k, est compris entre h, 'et h~, k~ entre h. eth3• 'Enretranchant
de nouveau Ia seconde équation de Ia troisiême, et appliquant Ia
formule des accroissements finis, on arrive à un nouveau systême

(52 ) ~t'(to+ k,) = o, $"(tO + I,) = o,

I, étant compris entre k, et k». Lorsque hj, h2, h3 tendent vers'
zero, il en est de même de kj, k,~, I" et ces équations deviennent
à Ia limite

ce sonl justement les équations qui déterminent Ia courbe oscula-
trice, Le raisonnement est le même,quel que soit le nombre Jes
paramêtres, et l'on pourrait aussi definir Ia courbe oscuIatrice
comme Ia limite d'une courbe e' tangente enp points à Ia courbe e,
et Ia cou pant en' q au tres .points (ou 2P + q = ti + I ), Iorsque
ces p + q points viennenl se confondre en un seul.

Par exemple.Je cercle osculateur est Ia position limite d'un cercle
passant par trois points de Ia courhe e infiniment voisins du point '
de contact. e'est aussi Ia position limite d'un cercle tangent à Ia
courbe e au point donné et passant par un au tre point de Ia courbe C
infiniment voisin du premier. Je m'arrêterai un instant sur cette
propriété, facile à vérifier.

Prenons pour origine le point donné, pOUI' axe des x Ia tangente
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et pour direction positive de O y Ia direction de Ia normale qui va
vers le centre de courbure. Nous avons à I'origine r' = o ct, par

suite, R = .1' et nous pouvons écrire,. d'aprés Ia formule de

Taylor,

e étant infiniment petit ave c x : On déduit de là que R est Ia limite

d I' . x2 O P
2

I I' M h de ·expresslOn 2y = 2MP orsque e pomt I se rapproc e u

point O. Soit, d.'autre part, RI Ie rayon. du cercle C1 tangent à

s

l'origine à l'axe des o: et passant par le point M. On a

ou

Ia Iirn ite du rayon RI est donc bien égale au rayon de courbure R.

210. Contact de deux courbes gauches. ~ L'ordre de contact
de deux courbes gauches se définit comme pour les courbes planes.
Considérons deux courbes r, ri tangentesen un point commun A;
soit M un point de r voisin de A, auquel on fait correspóndre un
point ~1' de r' d'aprés une loi quelconque, de tellc façon que les
deux points M, M' tendent simultanément vers le point A, Nous
allons chercher quel estl'ordre infinitésimal maximum de M-M' par
rapport à ~'al'c AM considéré comme infiniment petit principal; si

•
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cetordre est n + I, nous -dirons que les deux eourbes ont un
contaet d'ordre n.

Rapportons Ies deus courbes à un systéme d'axes rectangu-
laires (I), le plan des yz n'étant pas paralléle à Ia tângente com-
mune, et supposons d'abord Ieurs équations mises sous Ia forme
suivante : '

LY = .f(x)!
) .$ = 9(X),

, y = F~x},
lZ=41(x).

(r')

Si xo, yo, Zo sont les coordonnées du point de contaet, les coor-
données des deuxpoints M, M' sont respectivement

M[x" + h, 1(xo + h), «{XII + h)], M'[xo + k, F(xo +- k), 41(xo + k)],

k étant une fonetion de h qui qépend de Ia loi de correspondanee
étahlie, et qui s'annule avech. On peut encore prendre h pour
infiniment petit principal au lieu de l'are AM (n° 206), et, pour
que MM' soit un iníiniment petit d'ordre n + I, il faut que eha-
cune des différences

k.-h, F(xo+k)-.f(xo+h), <l>(xo+k)-«(xo+h)

soit uniufiniment petit d'ordre n + I au moins. On doit donc
avoir

R.:..c.h = «hn+», F(xo + k) ~ .f(xo + h}= ~hn+l,

41(xl) + k)- cp(xo + h)=:th1t+1,

(x, (3, y restant finis lorsque h tend vers zéro; en remplaçant k par
sa valeur h + (Xhn+', les deux derniêres eonditions deviennent

F(xQ +h + :ihl!+l)~.f(xo -t- h) = ~k'+l,
<I>(x".,..h + rxhn+l) - 9(x" + h) = ylttt+l.

En développant J;i'(xo + k+(Xkn+.
,
) et ~(xo + h + (Xh"+I) par Ia

formule de Taylor, "teus les termes qui dépendent de (X eontien-
dront hn+1 en facteur, ét les díflérences

F(xo + fi.) - f(xo + li), 4>(.x:o +h) - 9(xo +h)

(t) Il est facile ,de voi~ que cette hypothêse n'est nullement nécessaíre pour Ia
suíte, 'en se reportant ala formule qui donne Ia distance de deux points en coor-
données oblíques. ' -
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devront être d'ordre n + I au moins. Il s'cnsuit que, si Ia dis-
lance MM' est d'ordre n + I, Ia dist~nce MN des points M, N des
deux courbes qui ont même abscisse (xo + 11) est d'ordre n + I

au moins. On obtiendra donc I'ordre infinitésimal maximum en
faisant correspondre les points des deux courbes qui ont même
abscisse.

II est facile d'évaluer cet ordre. Les deux courbes étant tan-
gentes, on ales relations

p,r,,) = F(xo), f'(xo) = F'(xu), ?(xo) = <I>(xo), y'(xo) = <I>'(xo) ;

supposons (lue I'on ait en outre, pour prendre le cas génrral,

f"(Xo) = F"(xo),
9"(Xo) = <I>"(xo),

... , fl//)(XO) = F(Il)(xo),
911l)(xo) = <1>(11)(xo),., .. ,

I'une au moins des différences

pi//+I)(XO) - f(Il+I)(XO),

n'étant pas uulIe. La distance MM' sera d'ordre n + I, et il J aura
Ull contact d'ordre n. Le résultat peut eucore s'énoncer comme iI
suit : Pour avoir l'ordre de contact des deux courbes r,T', il suffit
de considérer les projections (C" C') et (C1, C',) de ces courbes
sur les deu x plans xOy et xOz, d'évaluer I'ordre de contact de C
avec C', celui de C1 avec C'Jl et de prendre le pIus petit de ces
denx nombres.

Lorsque les courhes r, ri sont représentées par Ies forll1~les

(f)
(r)

x=f(ti,
X =f(u),

y=?(t),
Y=<I>(u),

z = ',Hl),
z='I?(U),

ces courbes sont tangentes eu un point si, pOlir u = t = to, on a

nous supposer()u~ qu'au po int de contact -Ía tangente n'est pas
para lléle au plnn des .l"Z. c'est-à-dire que fi (t,,) n'est pas nu1. Les
poiut s dF'S deux cnurhcs qui ont m éme abscis se correspondent à
une mêuic v aleur de t . POUI' quil v ai! llll contact d'ordre n: il
falit et il s\lffi! (Jlll' tlI(l) - y(t), q'(t) -t}(t) soient des infini-
ment pet its (l'ol'dr{' n -+- I par_ I'apport à t - tIl' c'est-à-dire que
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l'on ait
1I>'(tu) = f'(to),
IV' (to) = 4' (to),

..~., 4o(Ii) (to) = f(lI) (to),
lV(n)(t~) ::;:1j.(nl(tu),...,

l'une au moins des différences

n'étant pas nulle.
On ramêne nu eas précédent le eas ou Pune. des courbes r est

représentée par les équations

(53) X=/(t), y=~(t), z = 4(t),

Ia courbé fi étant représentéepar un systéme de deux équations
.non résolues

F(x, y, z) = 0, Ft(x, y, z) = o.

En reprenantles raisonnements du n" 207, on démontre que, pour
qu'il y ait un eontaet d'ordre n au point de r qui eorrespond à Ia
valeur to de t, on doit avoir

( 54)
I fi (to) = o,
1 %,(to)=o,

fi' (to) = 0,

~r,(t o )'= o,
~ •• t tjCnl(tO) = o,

fI\lI)(to) = o,

en posant

fI(t) = F(f(t), :r(l), 'fet)!,

(:;,i) F(x,y, .s, a, b, ... , I) = o, Ft(x, y, s, a, b, ... , I) = o.

211. Courbas osculatrices. - Gonsidérons, d'une part, une
courbe déterminée r dont Ies coordonnées sont exprimées en
fonction d'un pararnétre par Ies formules (53); d'aulre part, une
familIe de eourbes r' dépendant de in + 2 paramêtres a, b,
c, .. :, I, représentées par Ies óquations

On peu t en génél'al disposer de ees 2 ti + 2 paramétres de façon
que l'une des courbes de eette famille ait un eontaet d'ordre ti

avec Ia eonrbe r en un point donné. La courbe ainsi obtenue est
dite osculatrice à r. Les équations qui déterminent Ies paramétres
a, b , c, .,., I sont pr0cisément les 2 n.+ ~équations (54) écrites
plus haut . Jl est à remarqueI' que ces équations ne peu\'cnt être
compatihles que ~i chacune des fonctionsF, F, eontienl uu muius
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n + I paramêtres. Par exernple , si les courbes r' sont des courhes
planes, l'une des équations (55) ne renferme que trois paramétr-es ;
une courbe plane ne peut donc avoir avéc une courbe ganche un
contaet d'ordre supérieur au second, en un point pris au hasard
SUl' Ia courbe gauche.

ApIlliquons cette théorie aux courbes les plus simples; Ia droi te
et le cercle. Une droite dépend de quatre paramêtres : Ia droite
osculatrice aura donc un contact du premier ordre. II est facile de
vérifier qu'elle se confond avec Ia tangente; si nous écrivons les
équation de Ia droite

x= az+p, y=bz+q,

Ies équations (54) deviennent en effet, pour un point (xo' Yo, zo)
d'une courbe r,

.x,,= azo=p, x'o = a.z'Ot Yo= bzo+ q, y'o = bz'o,

et l'on en.ire

y'b=2,
z'o

s=.r Y'oz·- 1\- --;- 0'
Zo

on retrouve bien les équations de Ia tangente. Pour que Ia tan-
gente eüt avec Ia courbe un contact du second ordre, iI faudrait
que l'on eút x~= a z~,y~= b z~ et, par conséquent,

nous retrouverons ees points dans une autre question (n" 216).
Un cercIe dans l'espace dépend de six paramétres ; le cercle

osculateur aura done un eontact du second ordre. Écrivons les
équations du cercle

F (.l',y, z)=A(x-a)+B(J'-ú)+C(z-c) = 0,

F,(.t·,y, z)=(:r.-\)~+(y-bt+(z-c)t-R~= 0,

Ies paramétres variables étant a, b, c, R, et Ies rapporls de deux
des coefficients A, B, C au troisiême. Les équations qui déter-
minent les valeurs de ces paramétres sont alors, en supposant ai,
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r.» rernplacées par f(t), <P(t)l Ht) respectivernent,

A(x- a) -+- B(y- b)-+-C(z - c) = 0,

da; dy ds
A dt + B dt -t- C dt = o,

A dsa: I' d~y . C dtz
dt2 +. > dt2 -t- dt! = o,

(x - a)2+(y - b)2-+:-(Z - C)2 = R2,
d» .' dy dz

(x - a) ~ -ê- (y - b) -- + (z - c) ,- = o,
dt d! .;dt

d2x . d2y r/2Z dx2-+-dy2-+-dz2 .
(x-a)-d9 + (y-b)-d'·, -+-(z-c)-d -r- d9 =0.t» to. t t-

La deuxiéme et Ia troisiéme de ces relations montrent que le plan .
du cercle osculateur est le plan osculateur lui-même (n" 214).
Quant aux deux derniéres équations, elles représentent respecti-
vement, quand on y regarde a, b, c comme des coordonnées'
courantes, Ie plan normal au point (x, y, a) et Ie plan normal
infiniment voisin (voir plus loin n" 220)

212. Contact d'une courbe. et d'une surface, - Considérons une
surface S et une courbe r tangenteen un point A à cette surface.
A un point M de Ia courbe voisin du pointA, faisons correspondre,
d'aprés une Ioi arbitraire, un point M' de Ia surfaee, de façon que
Ies deux points M et M' tendent en même temps vers le point A.
Nous allons d'abord ehercher eomment iI faut prendre Ie point M'
pour que l'ordre infinitésimal de MM' par rapport à l'are AM soit
Ie plus grand possibIe. Rapportons Ia figure à trois axes de coor-
données reetangulaires ehoisis de telle façon que Ia tangente à Ia
eourbe r ne soit pas paralléle au plan des yz, et que Ie plan tan-

. gent à Ia surface ne soit pas paralléle à Oz. Soient xo, yo, Zo Ies
eoordonnées du point Ai Z' F(x, y) I'équation de Ia surfaee Si
y=j(x), .z=q>(x) les équations de I', et imaginons que, dans
un certain mode de correspoudance , MM' soit un infinimen:tpetit
d'ordre n + I. Les coordonnées x, y, .:;du point M sont

appeIons X, Y, Z = F(X, Y) les coordonnées de M'. Pour que
MM' soit d'ordre n,+ I par rapport à l'arc AM ou, ee qui revient
au même, par l'apport à h, il faut que chacune des diflérences
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x- :7:, Y - y, Z - z soit un infinimenl petit d'ordre n + I au
moins. On doit done avoir

Z - z = F (X, Y) -z = ,h"-I-I,

IX, (3, '{ restant finis pour h = 0, et par suite

F(x + rxh"+', y + ~h"+'), - Z = Y hn+),

La diflérence F (x,y) - z sera done elle-même d'ordre n + I au
moins. Ceci prouve que, si l'on fait eorrespondre au point M de r
le point N de S ou Ia paralléle à Os menée parM perce Ia surface,
I'ordre infinitésimal de MN est au moins égaI à eelui de MM'. On
aura donc I'ordre de contact de.la surfac~ et de Ia courbe en
cherchant l'ordre infinitésimal de MN par r<lpport à l'arc AMou
à h. On peut dire encore quec'est l'ordre de contact de r avec
ia courbe r' qui est ia trace sur ia surface du cy lindre proje-:
tant r parallêlement à O.a. (11 est clair d'ailleurs que Ia direc-
tion de Oz peut être une- direction quelconque non parallêle au
plan tangent. )

Les équations de Ia courbe r' sont

y =/(x), Z = F[ x,j(x) J = t114x);

et I'on a, par hypothése,

til ( xo) = t~XII), til' (,zoa) = 9'(XII);

si l'on a, en outre,

... ,

Ia courbe et Ia surface ont un contact d'ordre n. Observons que
l'équation 11I(.17) = rp(x) donne Ies abscisses des points d'intersec-
tion de Ia courbe ·et de Ia surface; Ies conditions pour qu'il y ait
un contact d'ordre n en un point A expriment qu'il y a n + I

points de rencontre confondus avec Ie point A.'
Prenons encore Ie cas ou Ia courbe r est représentée par Ies

équations x=f(t), .r=rp(t), z=lj;(t) et Ia surface S par
l'équation F(x, y, z) = o. La courbe r', définie tout à I'hcure ,
sera représentée par les équations x=f(t),y=rp(t), z='Ir(t),
Ia fonction 'Ir ( t) étant définie par Ia relation

F[j(t), 9(1), :-:(t)] = 1).
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Pour que r et r'aient un contact d'ordre n, iI fautque n( t) - 'i'(t)
soit un infiniment petit d'ordre n +t par rapport à t-tô, c'est-
à-dire que I'onait

...,
On peut encere écrire ces .conditions, 5"( t) ayant Ia même

signification que plus haut (nO 210),

. 9'(/o} =0,5' (to) = o, ...,
elles expriment que. Ia courbe et ,Iàsurface ont, (n + I)' ,Points
communs confondus au point de contact, .

Si Ia surface S dépend de n+ I paramêires a, b, c, ... , li on
peut en disposer de façon que cette surface ait un eontact d'ordre a

.avec une courbe xlonnée, en un point donné ; ta surface ainsi
obtenue est dite osculatrice,

Dans le cas d'un plan, on a trois paramêtres ; les équations qui
déterminent ces paramêtres sont Ies suivantes : .

AI (t)+B'P(t)-+-C4(t)+D =Q,
Aj'(t)-+-BCj>'(t)-+-Coj/(t) =0,
Ar(t) -+- B'P'(t) -t- CojI"(t) = o.

Ces équations sont hien celles que nousavons prises pour défi-
nition du pIan osculateur (nO 2(3), et l'on voit que Ie contactest
en. général du second ordre, Pour que le contact füt d'ordre plus
élevé, il Caudrait que l'on eüt

Ar(t)-+- Bp"'(t) -+- CojI'"(t) = o,

on dit alors que le plan osculateuz est stationnaire.
Une sphêre dépend de quatre paramétres ; Ia sphêre osculatrice

a done un contaet du troisiéme ordre. Le calcul sera effectué plus
loin (n" 228).

213. Droites osculatrices à uno surface. ~ Si les équations
d'une courhe· C dépendent de 13.+ 2 paramêtres variables, on
peut disposer de ces paramêtres de façon que cette courhe ait,
avec 'une surface dounée S, en un point donné M, un contact
d'ordre n. Eu effet, en écrivant que Ia courbe C passe par le
point M, etqu'elle y rencontre Ia surCace S en n+ I points con~



11. - COHThCT DE DEUX COURBES, ETC.

fondus, on a en tout n + 2 équations pour déterminer Ies para:-
mêtres. Par exemple, une droite dépend de quatre paramêtres ; .
il existe donc, en ehaque point d'une surface, une ou plusieurs
droites ayant un contact du second ordre avec Ia surfaee. Pour
déterminer ces droites, prenons póur origine Ie point considéré
de Ia surfaee, l'axe des ,:; n'étant pas dans Ie plan tangent, et
soit z = F(x, y) l'équation de Ia.surface dans ee systême d'axes.
La droite cherehée passe évidemment par l'origine, et ses équa-
tions sont de Ia forme

x y 'JZ
ti = li = c = p;

l'équaticn cp = F( ap, bp) doit admettre p = o pour racine triple , '
ce qui.exige que 1'0n ait

c = ap + bq,
0= a'r + a ab» = b1t,

P» q, r, s, t désignant Ies valeurs des dérivées du premier et du
second ordre de F (x, y) pour x = y = o. La premiêre de ces
deux relations exprime que Ia droite cherchée est dans Ie plan
tangent à Ia surfaee, ce qui était encere évident a priori. On voit

de pIus que Ie rapport ~ est déterminé par une équation du second

dcgré, qui ases racines réelles, pourvu que $2 - rt soit positif.
En chaque point d'une surfaee, il y a done en général deu»
droites, et deu x seulement, qui ont un contaet de second ordre
avee Ia surface; ees droites sont réelles ou imagina ires suivant
Ie signe de s~- rt, Nous retrouverons ces deu: droites au
Chapitre XII, dans l'étu<!,e de Ia courbure des surfaées.

EXEROICES.

'I. Soit C une courbe du t roisiême degré donnée, ayant un point double
en O. 'Un angle droit MON tourne autour du point 0, et ses cô tés re n-
contrent respectivement ia courbe C en M et N. Déterminer l'enveloppe
de Ia droite MN. Considérer, en particulier, le cas ou 1(\ courbe C a pour
équation Ày' = x3, ou x3 + 1'3 = ;J. xy.

[LICENCB : Bordeaux , juillet 1885.]

•
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2. Trouver Jes points ou Ia courbe représentée par 'les équations

x.=tz(n.w-sinw), y=a(n,'-cosw)

a un conract d'ordre supéríeur au second avec le cercle osculateur.
, [LICENC~ : Grenoble, juillet '1885.]

3. Soient m, m1, m2.trois poínts voisins sur Une courbe plane. Trouver
Ia valeur limite du rayon du ccrclecirconscrit au triangle qUe forment les
tangentes encestrois points, lorsqu'ils viennent se confondre.

4. Si une courbe fermée sans point d'inflexion a une développée fermée,
Ia longueur totale de cetre développée est égale au -double de Ia différence
entre Ia somme des rayons de courbure máxima et Ia somme des rayons de
courbure minima, pour tous lés points de Ia courbe: proposée.

lS. Si I'on mime par chaque point d'une courbeune droite de longueur
donnée faisant un angle constant avec Ia normale, Ia normale à I. courbe,
lieu des extrémités de cette droite, passe par le centre de courbure de Ia
proposée.

6. Soient r le rayon vecteur mené d'un põle fixe à un point d'une courbe
p.Iane, p Ia distance de ce põle à Ia tangente; le rayon de courbure R a

. R drpour expressam = + r d':p

7. Le lieu des foyers des paraboles qui, en un point donné, ont un con-
tact du second ordre avec une courbe donnée, est un cercle.

8. Lieu des centres des ellipses dont les' axes ont -une direction donnée,
et qui ont, en un point donné, un contactdu second ordre avec une courbe
donnée.

~. Soit F(X, Y; a , y) une fonction de deux couples de va~iàbles (x,y),
(X, Y). Si, dans l'équation F =,0, on considere (x, y) comme les coor-
données d'un point déterrniné m, X et Y éomme des coordonnées courantes,
cette reiation fait correspondre à tout point m du plan une courbe c.
Lorsque Ie point m décrit une courbe C, Ia courbe correspondante c enve-
loppe une courbe r définie par Ies deux équations

rJF flF',
dx + dy Y = o.F(X, Y; ai, y) = Q,

Cette courbe r se déduit de C par une transformation decontact , et Ia
transformation inverse s'obtient eu échangeant le rôle des deux couples de
variables (x, y) et (X, Y). Extension auxsurfaces (voir nO ~9).

Application : F = X~+ y2_ X'x - Yy.

,



EXERCICES.

40. Pour qu'une courbe C représentée par l'équation F(x, y, a) = o ait
en- un point un contactd'ordre n avec son enveloppe, il faut 'et il suffit
que l'on ait en ce point

F=o, •
dF
da =0, ... , d"F

da" =0.

Application au cas ou C est une circonférence.

11. Toute surface F(x, y, s, a):;:: o a un conctact du second ordre avec
I'arête de rebroussement de Ia surface enveloppe, définie par les trois
, . F JF d2F
equatrons = o, (lã = o, da! = o.

12. Lieu géométrique des centres des sphêres qui ont un contact du second
ordre en un point donné avec une courbe donnée.

1;1. Si I'enveloppe d'une sphêre variable, dépendant d'un seul parametre,
se réduit à une, courbe r, cette courbe r a un contact du second ordre
av.ec Ia sphere.

U·. Étant donnée une surface S, si de chaque point m de S comme centre
on décrit une sphére 1: de rayon variable. R, cette sphêre 1: touche en général
son enveloppe en deux points M, M', tels que Ia droite MM' soit perpen-
diculaire au plan tangent en 'm à Ia surface S. Calculer Ia distance õ du
point ni à Ia droite MM'.

Si Ia surface S est rapportée à un systeme de coordonnées curvilignes
orthogonales (u, 1') telles que l'on ait ds! = E du» + G dvv, on a

15. Si une surface S est tangente à. un plan P en tous les points d'une
,courbe C de ce plan, .la tangente enun point 'quelconque it cette courbe a
'un contact du troisiêrne ordre av ec Ia surface S.

11)*. En chaque point M d'une surface S, il Y a en général 00> cercles qui
ont un contuct du t.roisieme ordre av ec S. Par chaque tangente de Ia SUI'-

face nu point M passe le plan de l'un de ces cercles et d'un seul. Si le
point ,\1 n'est pas un ombilic, iI y a dia: cerc1es qui ont au point M un
cont act du quatriême ordre avec Ia surface. '

[DARBOUX, Bulletin des Sciences nuuhé matiques, t. IV, 2· série,
188o, p. 348-3~'4.]

,.



CHAPITRE XI.
COURBES GAUCHES.

I. - PLAN OSCULATEUR.

214. Déftnition et équation. - Il a déjà été question à plusieurs
reprises (nO' 203, 2H, 2t2) du pIan oscuIateur à une courbe
glluche. La définition directe de ce pIan est anaIogue à celle de
Ia tangente. Soient M un point d'une courbe gauche r, MT Ia tan-
gente' en ce point ; le plan passant par Ia droite MT et pllr un
autre point M' de r., infiniment voisin du point M; tend en gé':'éral
-vers une position limite quand le point M' se rapproche de pIus
en plus du point M; on appelle ce plan limite le plan osculateur
à Ia courbe r au point M. Nous allons d'abord chercher son équa-
tion,

Soient

(I ), x=f(t), y=~(t),

les formules qui donnent les coordonnées d'un point de ren
fonction d'un paramêtre. les points M et M' correspondant aux
valeurs t et t + h de cc paramêtre, Le plan MTM' a pour
équation

A(X - x) + B,y - y) + C(Z - z) = 0,

Ies coefficients A, B, C devanivérifier Ies relations

(2) Aj'(t) + B ~~(t) + C f(t) = 0,

(3) A[j(t -t- h) - f(t)] + B[y(t + h) - y(t)J + c(4(t + h) - 4(t») = o.

. Remplaçons, dans Ia relation (3),J(t+h), cp(t+h), Iji(t+h)
par leurs développements déduits de Ia formule de Taylor, elIe
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peUl encere s'écrire

A.l hf'(t)+ I~:[j(t) +.i!t} !.+. B ~h.cp'(t) -+- I~~[ry"(t) + fi] I+...= 0,

en retranchant Ia relation (2} multipliée par h, et en divisant le

résultat par h! , on voit que le systême des relations ( 2 ) et ( 3) est
,2 .

;équivalent au suivant :

Af'(t) + B9'(t) + C~'(t)= 0,

AU"(t) + Et} + B[y"(t) + E!] -+- c[4"(t) + Esj = 0,

~l ,€2, €3 étant infiniment petits avec h. Lorsque h tend vers séro,
cette derniêre relati6n se réduit à

(4)

L'équation du plan osculateur est donc

(5) A(X - x) + B(Y - y) + C(Z -20) =,0"

les coefficients A, B, C étant assujettis à. vérifier Ies deux relatious

{
A dx + B dy + C d20 = 0,

A cf2x + B d~y + C d2z =0.
(6)

On décrit aussi quelquefois l'équation du plan osculateur sous
forme de déterminant :

X-x Y-y Z-2O
dx dy d20 .=0.

d2x d!y d2z

Il est facile de vérifier que, de tous Ies plans '1>assaDtpar Ia
tangente, le plan osculateur est celui dont ia courbe r se rap-
proche le plus dans Ie voisinage du point de contact (DO2t2).
Considérons d'abord un plan, autre que Ie plan oscuIateur, pas-
sant par Ia tangente, et soit F(t) le résultat de Ia substitution
de f( t +h), tf( t + h), of( t +h) à Ia.pIace des coordonnées cou-
rantes X, Y, Z dans Ie premier membre de l'équation (5); nous
avons

lt2 ,
F (t) = i'":2 [Aj"( t) -+- B ';l(t) + C o/"(t) -ê- lJ],
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Y) étant infiniment petit avec h. La distance d'un point de r, voisin
du point M,est dono 'infiniment petite dfl, second ordre; de plus,
F( t) conservant toujours Iemême signe Iorsque h est trés petit, on
veÚ que Ia courbe r est tout entiêre du même côtédu plan tangent
dans le voisinage du point de contact.

11n'en est plus de même avec le plan.osculateur ; po.ur ce plan,
on à AI" + Bq>"'+ CIjI" = 0., et il faut po.usser Ie dévelo.ppement
des coordonnées d'un point de r jus qu'aux termes du troisiéme '
ordre en h, ce qui donne aprês Ia substitution I

F()= ~(ÁtJ3a;+BtJ3l+Cd3Z )
tl•2 •3 ' dta' + T, •

On voit que Ia distance d'un point de r au plan oseulateur est infi-
niment petite du troisiême ordre ; en outre F(t) change de signe
Iorsque h change de signe, ce qui prouve que la courbe gauche
trauerse le plan osculateur au point de contact, Ces propriétés
distinguent nettement le pIan osculateur de tous Ies autres plans
passant par Ia tangente.

215. Plana osculateurs sta.t.ioDJlÀires. - Les conclusions précé-
dentes soot en défaut dans le caso ou les coefficients A, B, C de
l'équation du plan osculateur vérifient Ia relation

A d»» + B dJy + C tfJz = o;

dans ce cas, il faut pousser Ie développement des eoordonnées jus-
qu'aux termes du quatriême ordre, et 1'on obtient un résuItat de Ia
forme

. h4 ('Ad~;+Bd~y+Cd~Z )F(t) = --- +'1\ •. '1..2.3.4' dt» "

00 dit qu'en ces points Ie plan osculateur est stationnaire; SI

A d4 x +B d'y + C d·1z n'est pas nuI, ce qui est Ie cas généraI,
F ( t) ne ehangepas de signe avec h et la courbe ne traverse pas
son plan osculateur. De plus, Ia distance diun point de Ia courbe
au plan osculateur est duquatriéme ordre. Si 1'on avait encere
A di x +B d\y + C d'.s =0, il faudrait pousser le développement
jusqu'aux termes du cinquiême ordre, et ainsi de suite.

En éliminant A, n, C entre les trois relations (6) et (7~, on est
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conduit à l'équation
de dJl dz

(8) ~= dt a: d~JI d2z = o)
dJ,r cflJl d1.z

les racines de cette équation en t donnentles points de Ia courbe r
ou le plan osculateur est stationnaire. 11 y a ainsi, d'une façon
normale, sur toute courbe gauche, un certain .nombre de points
jouissant de cette propriété.

Ceci nous amêne à examiner s'il existe des courbes r dont tous
les plans osculateurs soient stationnaires~ D'une façon précise,
cherchons toutes Ies fonctions x, y, z d'une variable-t, continues
ainsi que leurs dérivées jusqu'au troisiéme ordre, telles que le
déterminant précédent Â soit identiquement nul lorsque t varie
entre deux limites a et b (a <b).

Supposons d'abord que l'un des mineurs de A·relatifs aux élé-
ments de Ia troisiême Iigne, par exemple dxd2y-dyd2x, ne
s'annule pas dans l'intervalle (a, b). Les deux relations

{
dz = C1 da; + C2 d)'
di z = C,'d2x + C2d'y

déterminent pour C. et C2 des fonctions continues de zdans cer
intervalle ; puisque A = o, ces fonctions satÍsfont aussi à Ia rela-
tion

(10 )

Différentions maintenant les équations (9) eu tenant compte de
Ia formule (10); nous obtenons les nouvelles équations

de, ria;-t- de, rly = o,

d'oú nous tirons de. = dC2 = o. Les coefficients C., C2 sont
donc constants et, en intégrant Ia premiêre des équations (9), il
vient

C, étant une nouvelle constante. La courbo r est donc une courbe
plane.

Si le déter miuant d,xrl'y-- rlyc/ta; s'annule pour une valeur c de Ia
vuriahle t comprisc entre a et b , le raisonnement ne prouve plus rien, cal'

(:or.:nS.\T. -- 1. 35
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le s expressions de Gt et de C~ deviennent infinies ou indéterminées pour
cette valem c de t. Supposons, pour fixer les idées, que ce déterminant ne
s'annule que pour cette valeur de t dans I'intervalle (a, h) et que, pour t = c,
le détermirtant analogue da: dJ.,Z - d,Z dtx ne soit pas nul. Le raisonnement
qui précede prouve que tous les points de Ia courbe r obtenus en faisant
varier.z de a à c sont dans un même plan P et que tous Ies points obtenus
en faisant varier t de c à b sont dans un même plan Q. D'autre part, le
mineur da: d'l,Z -- d.• d2a: n'étant pas nul pour t = c, ehoisissons un
nombre h assez petit pour que ce mineur ne s'annule pas en faisant varier t
de c - h à c + h. Tous les points de Ia courbe r obtenus en faisant varier t
de c - h à c + h sont encore dans un même planR j ce plan R doit avoir
une infinité de points communs non en ligne droite avee les plens P et Q
et, par suite, ees trois plans coíncident ..

En généralisant ce raisonnement, on en eonclut que tous les points de Ia
courbe r sont dans un même plan, lorsque les trois determinants

da: d2y - dy d2a:, da: ctI,Z - dz di », dyd'lz - dz d'ly

ne s'annulent pas simultanément dans I'intervalle (a, b). Si ces trois déter-
minants s'annulent en même temps, il peut arriver que' Ia courhe r se
compose de plusieurs ares de eourbes planes situés dans des plans distincts,
qui se rejoignent en des points ou I'équation du plan osculateur est indé-
terminée (1).

Lorsque les trois mineurs précédents sont identiquement nuls dans un '
eertain intervalle, Ia eourbe r est une ligne droite, ou se eompose de por-

tions de droites. Si, par exemple, ::: ne s'annule pas dans I'int ervalle (a, b),

on peut éerire '

d'ly da: - dy d2:c
(da:)2 =0, d2z da: - dz dla:

(da:)2 =0,

et I'on en eonclut que I'on a

dy= C1 dai, dz = C2 dai,

C1 et C! étant deux constantes j une nouvelle intégration donne ensuite

y= C1a: + C;,. z = C~a:+q,

ee qui montre que Ia courbe r est une ligne droite.

216. ,Tangentes stationnaires. - Ce qui précêde nous conduit à étu-
dier SUl' une courbe gauche certains points éxceptionnels qui ont déjà été

(1) Ce cas singuller parait avo ir été signalé pour Ia premiere Cois par M. Peano,
li n'otl're évidemmsnt qu'un intérét purement analytique.
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signalés (nO 2H ); ce sont les points ou I'on a

di a: c/!Y' c/!z
da: = dy = 'dZ;

547

(11)

on dit qu'en ces points Ia tangente est stationnaire, On démont.re aisê-
ment, en appliquant Ia formule qui donne Ia distance d'un point.à une
droite, que Ia distance d'un point de r à Ia tangente en I1n point voísin,
qui est en ,général du second ordre, est du troisieme ordre pour une tan-
gente stationnaire. Si Ia courbe r se réduit à une courbe plane, les tan-
gentes stationnaires sont Ies tangentes d'infIexion. Le calcul que-nous'
venons de faire prouve que Ia seule courbe dont toutes les tangentes soient
stationnaires est Ia lignedroite.

En un point ou Ia tangente est stationnaire, on a !l. = o, et l'équation du
plan osculateur se présente sous forme indéterminée. Mais cette indéter-
mination n'est qu'apparente. En effet , si nous reprenons 'les calculs faits
.au début du nO 214, en poussant le développement des coordonnées du
point M' jusqu'aux termes du troisiême ordre, et utilisant les relations (11),
nous trouvons que l'équation du plan passant par lá tangente en M et par
le point M' peut s'écrire

X-x
j'(t)

j"'(t)+ 'I

Y-y
'1" (t)

cp"'(t)+ '2

Z-z
f(t)

o/'"(t) + '3
=0,

11, '2, '3 tend,ant vers zéro avec h. Ce plan tend done vers une posuion
limite parfaitement déterminée; on obtiendra I'équation du plan oscula-
teur en remplaçant Ia seconde des relations (6) par Ia suivante

A d3 a: + B d3Y -t- C. d3 z = o.

Si I'on avait aussi

il faudrait remplacer Ia se conde des relations (6) par

A d'f a: + B d'f Y + C d'f Z = o,

q étant le plus petit nombre entier tel que cette relation soit distincte
de A da: -+ B dy + C ds = o. Nous laisserons au lecteur le soin de le
démontrer et d'étudier Ia position de Ia courbe par rapport au plan oscu-
lat eur. Dans le cas général, oú l'on n'a pas

A dr a: + B d'y -t- C drz = Q,

un plan tangent quelconque est traversé par Ia' courbe gauche, sauf le plan
osculateur qui n'est pas traversé.
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Application à quetques courbes, - Considérons eu particulier les
courbes gauches I' qui satisfant à une relation de.Ia forme

(12 ) xdy-ydx = Kdz, ,

K étant tine constante donnée; de cette relation on deduit encere

{
xdty-yd)x =Kd)z,

, x d3y - yd3x -+- dx d!y - dy d)x= K d3z.

Étant donnée une courbe de cctte espece, prOPQsons:nous de trouver les
plans osculateurs qui" passent par un point donné (a, b, c) de I'espace.
Les coordonnées du point de contact (x, y,~) doivent satisfaire à l'équation

rr-x b-y d-z
(l.c {(v dz =0,
d'.r d'y d=z :

qui devient, en tenant compte des relations (12) et (13),

ay-bx-+-K(c-z)=o;

les points de contact sont donc à l'intersection de Ia courbe gauche r et
du plan représenté par l'équation (14), plan qui passe par le point (a, b, c).

L'équation .1.= o, qui détermine les points ou le plan osculateur est sta-
tionnaire, devient de même, en remplaçant ds, di» et d+» par leurs
valeurs,

I
A = R ( da: d' Y - dy d:X)2 = o;

on aura donc, pOUI' ces points,

dl:r d'y Y d'x - x d'y d'z
dol' = dy = Y dx - x dy = dz '

ce qui montr-e que Ia tangente en ces points est st ationnaire.
Il 'est fncile d'avoir des courbes gauches satisfaisant à Ia relatiou (12);

il suffit , par exernple, de poser

a: = At"', y = BIN, z = Ctlll-+-II,

A, B, C, m, n étant const ants. LeS courbes les plussimples sont Ia
cubique gauche x = t, Y = t2, Z = t3, -et Ia courbe gauche du quatrjême
ordre a: ='t, y = t\ z = t+. L'hélice circula ire

J' = a cosi, J' = a sinr,

réporrd aussi 'à Ia question.
I'OUI' obt enir toutes les courbes g-auches satisfaisant à 1;. relut ion (11),



11. - COURBURE ÉT ·TORSION. - DÉVELOPPÉES. 549
écrivons-Ia

si l'on a
d(xy-Kz)=2ydx;

a: = fel), xy - Kz = 9(t),

cette relation nous donne 2yf'(t) = 'l"(t). Eu résolvant ces trois équa-
tions par rapport à ai, y, z, nous obtenons les expressionsgénérales des
coordonnées en fonction d'un paramêtre variable

(15) , 9( I)
r = 21'(t)'a: =i(t),

Ces formules dépendent de deux fonctions arbitraires f et 'l', mais i1 est
c1air qu'on peut prendre pour I'une de cés fonctions une iorme particu-
liere, par' exemple f(t),= t, sans diminuer Ia généralité .

. Ili - COURBURE ET TORSION. - DÉVELOPPÉES.

2-17. Indicatrice sphérique. - Sur une courbe gauehe radop tons
un sens de parcours déterminé, et désignons par s Pare de Ia
courbe AM, compris entre un point A' choisi par origine et un
point quelconque M, précédé pu signe + ou du signe -, suivant
que Ia direction de A en M est Ia direction positive ou Ia direction
opposée. Soit MT Ia direction positive de Ia tangente en M, c'est-
à-dire celle qui correspond à des ares croissants. Si par un point O
de l'espace on mime des paralléles à ces demi-droites, on ,forme
un cône S, qui est le cône directeur de Ia surface développable
engendrée par les tangentes à Ia, courbe r. Du point O cornme
centre, avec un rayon égal à l'unité de longueuí-, décrivons une
sphére et soit'l: 1'intersection de cette sphére avec le cô~e pré-
cédent, Ia courbe l: est appelée"l'indicatrice sphérique de Ia
courbe r. Ces deux courbes se correspondent point par point ; à

, un point M de r correspond le point m, ou Ia paralléle à Ia direc-
tion MT perce Ia sphére, Lorsque le point M décrit r dans le sens
pusitif, le, point. m décrit Ia courbe l: dan; un certain sens, que
naus adopterons comme sens positif sur Ia courbe l:, de façon que'
Ies ares correspondants s et a des deux courbes croissent en mêrne
temps (fig ..18).

II est évident que, si 1'on déplace le centre O de Ia sphêre, Ia
courbe 1: subit Ia même translation ; nous supposerons dans Ia
suíte que le centre O coincide avec l'origine des coordonnées. De
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même, si'}, on change le sens positif sur Ia courbe r, Ia courbe 1.
est rempIacée par Ia courbe symétrique relativement au point O;
mais ilest à remarquer que Ia direction positive mt de Ia tangente
à 1ne dépend pas du sens du parcoul'S adopté SUl'r.

Fig.38.

Le plan tangent au cône.S suivant Ia génératrice O m est paral-
lêle au plan osculateun en M. Soit, en effet,

AX +BY + CZ =0
I'équation du plan Omm', Ie centre O dela sphére étant à.l'ori-
girie; ce pIan étant paralléle. aux deux tangentes en M et M',
on ·doit avoir, 'Ies points M et M' correspondant aUI valeurs t
et t + !t du paramêtre,

Aj'(f)+ Br'(f)+ C<}'(f)= u,

Af'(t + Ii)+ B~'(t + 1t)+'CI}'(t -+- It)= o;

ta seêonde de ces relationspeutêtre remplacée par Ia suivante

,f'(t + 11)-,/'(1) , H :;>'(t + 11)- '?'(t), ·~'(/.+ h)- I}'(I)
..•. h + h + L . h . = 0,

qui devient, lorsque h tend vers zéro,

(18) Aj"(t)+ By"(t)+ CI}"(l)"'; o,

et les équations (16) et (18) auxquelles on parvient sont précisé-
ment celles qui déterminent.le plan oseulateur.

218. Rayon de courbure, - Soit »l'eugle des. directions posi-
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tives MT, M'T' des. deux 'tangentes aU1 points infiniment vtli-
sins M, M' de Ia courbe r. La limite du quotient are MM', lorsque

. (})

Ie point-M' se rapproche indéfiniment du point M, s'appelle Ia
« courbure » de r au point M; le rayon de courbure est l'inverse
de Ia courbure, c'est-ã-dire Ia limite du quotient are':.M'· 00: paut
encore définir Ie rayon de courbure comme Ia limite du rapport
des ares infiniment petits MM', mm'; nous avens en effet

areMM' arcMM' aremm' eordemm'
--w- = -ar-e-m-m-'x corde mm' x t» ,

are.mm' eorde mm' . ., , .et chacun des rapports d' " . a pour limite 1unitéeor e mm w
Iorsque m' se rapproche de m. Les ares s, u variant dans le même
sens, on a donc
(19 )

Soient

R _ ris.
- da

.T =j(t), y = 9(1), Z.= 4(1)

Ies coordonnées d'un point de Ia courbe r dans un systême d'axes
rectangulaires ayant Ie point.O pour origine. Les coordonnées du
point m sont précisément Ies cosinus directeurs de MT

d.r
a = ds'

on déduit de ces formules

ou, eu déveIoppant les carrés et tenantcompte des relations qui .
donnentess> et ds d=s,

d'1t= (dx2+dy2+dz')í(dtJ')2+(d'y)2+(dtz)21-(ded'.l'+dfd'y+dz'diz)!! •
'~i '.' .

L'empI~i de l'identité de Lagrange permet encore d'écrire

'" A2+ B'+ C'd-;-= ,
dsl
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en posant, comme nous le ferons dans Ia suite;

'j A, = dy d2z,- ds d2y,
B = ds d- » - da: ti" z,
C = dx d2y_ dyd2x,

e.t Ia formule (19) qui dorme le rayon de eourbure devient alors

R2 est, comme on levoit, une fonetion rationnelle de x, X, .s,
x', r', z', :11', r", Z". Quant au rayon de eourbure lui-même, son
espression est)rrationnelle, mais e'est une quantité essentielle-
ment positivo.

Remarque. - Lorsque Ia variable indépendante est l'are de Ia
courbe r elle-même, les fonctions /(s), cp(s), Ij;(s) vérifient Ia
relationf'2(s)+cp'2(s).+'·V2(s)=I, et Ia formule qui donne le
rayon de eourbure prend une forme élégante, Si l'on reprend, en
effet, le ~aleul précédent, on a, s étant lá variable indépendante,

! a =/,(s), ~= 9'(s), '( = o/'(s),
(23) dox=.f"(s)ds, d~=y"(s)ds, d-;=<J.;"(s)ds,

ti,,! = U.f"(s) jL+-l9"( 2) P + r <J.;"( s )12; r/S2

et, par suite,

219. Normale príncípale. Centre de courbure. - Par lp point M
de Ia courbe r, menons une droite parallêleã Ia tangente en m à Ia
eourbe 1: et considérons sur eette droite ladirection MN paralléle
à Ia direetion positive mt: La droite ainsi obtenue s'appelle Ia nor-
male principale à r; e'est Ia norrnale située dans le plan oseula-
teur, puisque mt est perpendieulaire SUl' O m et que le plan O mt
est paralléle au plan osculateur (nO 217). La direction MN est Ia
direction positive de ta normale principale. e'est une direetion
bien définie, puisque Ia direetion de mt ne dépend pas du sens de
pal'coul's ndopté SUl' r. Nous verrons tout à l'heure comment
on pourrait definir cette direetion sans se servir de I'indica-
trice.
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Si I'on porte sur Ia direction MN, à partir du point M, une 10n-

gueur Me égale au rayon de courbure, I'extrémité e s'appelle le
centre de courbure et le cercle décrit du point e comme centre
avec le rayon Me dans Ie plan osculateur s'appelle le cercle de
courbure. Soient rx', ~!, r' les cosinus directeurs de Ia normale
principale ; les coordonnées XIl Y f, Zl du centre de courbure ont
pour eXpreSl?lOnS

xl~x+Rcx'. yl=y+ R~~', ZI=z+H-;',

Or, on a
cx'= dcx= drxds = R da'= n dsdl:re/ls

ds. ds: da ds ris? -

et des formules analogues pour W et r'. En rcmpIaçant a' par sa
valeur dans Xl, il vient

XI = x + R2 ds d2x - dx d'-s.
ds- ,

Ie coefficient de R2 peut encore s'écrire

ds2d:lx - dxdsd~s dlx(dx2+dy2+dz2)-dx(dxd2x+dyd'y+dzd~z)
~ = . da'.' ,

ou, en introduisant Ies coefficients A, B, e,

Bdz-Cr(y
ds»

Lcs valeurs de j-, et dea, se déduisent de celles de z., par symétrie
et I'on a, en définitive, pour Ies coordonnées du centre de cour-
bure ,

Cdx- A dz
Yl=y+R2 . ,ds+\

Bdz - CdyXI- x + R2 ,- ds:

~ _ • A dy - B d:r .r Zl = Z + R- ds' '

ces formules sont rationnelles en X, y, z, a', r'. Zl, x"; y", Z".

Si 1'0n mime par Ie point M un plan Q perpendiculaire sur MN,
ce plan passe par h tangente MT et ne traverse pas Ia courhe r au
point M. Nous allons montrer que le centre de courbure et Ies
points de r voisins de M sont du même côté de ce plan Q. Pour
établir cette propriété, supposons que Ia va-riable indépendante
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soit l'are s de Ia eourbe r eompté à partir du point M; on a, pour
Ias coordonnées X, Y, Z d'un poinr M' voisin de M,

. "s do: s~ (eflX )x=x-+--- -+-- --+-~
I ds I. 2 dsi

et deux développemen1s analogues pour Y et Z. Mais, Ia variable
indépendante étant s, on a

dx
--::;cris - •

d~X da da drs. 1 ,

ds2 = ;;; = drs ds = R 'X ,

et Ia formule qui donne X devient

(

r ) .,'_ :x s-X = x-+- x s -+- TI -t- :01.2'

Si 1'0n remplaee X, Y, Z par leurs valeurs dans le premier
membre de l'équation du plan perpendieulaire à MN,

a' (X - x) -+- W (Y - y) -t- r' (Z ,- .e ) = 0,

le résuItat de Ia substitution est

s , r r, ') s~ (I ) S2 ( I )- (:;('X -+- êl1 -ê- '''1 -+- - - -+- "l = - - -+- .,.
1 ' ,-, , , I. 2 R 2 H. ., ,

Y) étant infiniment petit en même temps que s; ee résultat est
positif pour les vaIeurs de s voisines de zéro. De même, en rempla-
çant X, Y, Z par les eoordonnées a: + Ra', ... , du centre de cour-
bure, Ie résultat de Ia substitution est R, quantité essentiellernent
positive, ee qui démontre Ia propriété énoncée,

220. Droite polaire. Snrface polaire. - La perpendieuIaire â au
plan osculateur menée par Ie eentre de courbure s'appelle Ia
droite polaire. Cette droite est Ia caractéristique du plan normal
à r. Il esL évident d'ailleurs que I'intersection des deux pIans nor-
maux aUI points voisins M, M' est une droite D perpendicuIaire
RUI deux droites MT, M'T' ct, par suite, au plan mOm'. Lorsque
le point M' se rapproche de M; le plan mOm' devient parallêle au
plan osculateur , Ia droite Da .done pour limite une droite perpen-
dieula ire au plan osculateur. Pour démontrer qne ceue droitepasse
par Ie centre de courbure, supposonsqu'on ait pris pour variable
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indépendante I'are s de r; le plan normal a pour équation

(26) a(X - x) + ~(Y - y) + Y~Z - z) = o,

et Ia caractéristique est définie par les équations (29) et (27)
, . ~' I

(27) ~(X-x)"'R(Y-y)+~(Z-Z)-I=O.

La nouvelle équation représente un plan perpendiculaire à Ia
normale principale et passant par le centre de courbure, L'inter-
section de ces deux plans est dono Ia droite polaire. On voit d'aprês
cela que le centre de courbure coincide avec le centre du cercle
osculateur (n" 211), et par suite que le cercle de eourbure se
confond avec le cercle osculateur. Ce résultat pouvait être prévu
a priori, cal' deux courbes ayant un contact du second ordre ont
même cercle de courbure, puisque y', ~',r'. z" ont les mêmes
valeurs pOUI'les deux courbes.

La surface réglée, lieu des droites polaires, est Ia surface
polaire, D'aprés ce qu'on vient de démontrer, c'est aussi Ia surface
dév.eloppabIe enveIoppe du plan normal à r. Lorsque Ia courbe r
est une courbe plane, Ia surface polaire est le cylindre ayant pour
section droite Ia développée de r, et les propriétés précédentes
deviennent evidentes.

221. Torsion. - En rempIaçant dans Ia définition de Ia cour-
bure Ia tangente par Ie plan oscuIateur, on est conduit à un nouvel
élément géométrique qui mesure en quelque sorte Ia façon plus
ou moins rapide dont tourne le pIan oscuIateur. Soit w'l'angledes
deux plans osculateurs auxdeux points infiniment voisins M etM':
on appelle torsionau point M Ia limite du quotient y ~M". are
Iorsque le point M' se rapproche indéfiniment du point M. Le
rayon de torsion T est l'inverse de 'a torsion.

Menons par le point M tine perpendicuIaire au plan oscuIateur
et, SUl' cette droite appelée binormale, adoptons une direction
déterrninée ( que nous fixerons 'plus tard ), de cosinus IX", (:/', r". La
paralléle menée par I'origine perce Ia sphêre de rayon un. en un
point n, que nous ferons encore correspondre au point M de r.

Le lieu du point n est une courbe sphérique S, et I'on montre,
comme plus haut, que Ie rayon de torsion T peut encore être
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défini comme Ia limite du rapport des deu"!: ares infiniment petits
eorrespond:mts, are, MM', are nn' des deux courbes r et 8. On a
done

, désignánt l'arc de Ia courbe 8.
Les coordonnées du point n sont IX", {3",r", c'est-à-dire

" ,C '
-{= ± \fA2+B2+ C!'

le radical étant pris dans les trois formules avee le même signe. On
déduit de là Ies valeurs de do", d{3",di'; 00 a, par exemplo,

d"J."=::t: (.\2+ B2+ C2)dA - A(A dA ~,B dB + CdC),

(A'+ B!+ C2)"

et Ia formule ds? = da"? + d~l/~+ dr"~ nous dorme

, A~+ B2.,j-O) (rlA'+ dB2+ dC2) -(A dA + B dB + CdC)!d-------------~--~~~~~~------------~• - ,(A2+ B2+ C2) ,

ou, en ernployant de nouveau l'identité de Lagrange,

d-.:2= B dC - C dfl )2 + (C dA - A dC)2 + (A dS - B dA )! .
(A"+ B'+ C2)2 '

On peut simplifier le ealcul du numérateur en utilisant les rela-
tions

d'oú l'on tire

A dx + B dy + C d: = 0,

dA dx + dB e(r + dC d z = o,

~ ~ ~ I

B dC - C dB = C dA - A de = A dR - B dA = R'

et il vient

Quant ;i Ia valeu r de K, ou a ~ en développant,

K = ld:; d2,1; - d,d2:;) (r1.l"{l',J'-(~vd",,)- (d., d2v~r" ,,/2,1' ) r,,:; d',I'-:l.r ,1':;)
d.r

= riz t/2,t' d1y - d.c d: 3 d"y + d." ri';, d>»
- ,j2y dz ,fi ,r -+- d.r ,I')' d3 <1 ,- riy d' r dJ z ;
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Ie second membre n'est autre chose que le développement du déter-
minantA [(215), formule(8)]. On a donc

er, par suite,

Si I'on considere Ie rayon de torsion T comme une quantité
·.essentiellement positive, de même que Ie rayon de courbure, on
prendra pour T Ia valeur absolue du second membre .. Mais il est
à reniarquer'que l'expression obtenue est rationneUe en z/, x", X'II,

y',j", y"', z', s", s", Ilest donc natureI de considérer le rayon de
torsion comme une longueur afIectée d'un signe. Les deux signes
correspondentà des dispositions entiêrernent différentes de Ia
courbe r dans le voisinage du point M. .

Le signe de T ne dépendant que du signe de A, étudions commént
varie Ia disposition de Ia courbe avec c~ signe. Nous supposeron6
que Ie triêde Oxyz est disposé de telIe façon qu'un observateur
debout sur Ie plan des xy, Ies pieds en ° et Ia tête en .s, verraij,
l'axe Ox tourner de 90° de droite à gauche pour comcider avec O y.
Cela étant, choisissons sur Ia binormale une direction MNb telle
que le triédre (MT, MN, MNb) ait Ia même disposition que Ie
triêdre Oxyz. Si 1'0n déplace Ia courbe r d'une maniêre continue
de façon à amener Ie point M en 0, MT sur Ox, MN sur Oy,
Ia direction de MNb viendra coíncider avec O.e. Dans ce mouve-
ment, Ia valeur absolue de T reste Ia même ; done A ne peut s'an-
nuler et, par suite, conserve un signe constant C). La courbe r
étant rapportée à ce nouveau systéme d'axes de coordonnées, sup-

. posons que Ia valeur t = o du paramétre corresponde à I' origine;
Ies coordonnées d'un point voisin auront des expressions de Ia
forme suivante :

(30 ).
~

a: = alt + t3(a:!+ E),
y = b:!t2+t3(b3+ a'),

.z = t3( C3 + EH),

(') 11 est du 'reste facile de démootrer, par un caIcul direct, que !J. oe change
pas quand 00 passe a'un systerne d'axes rectaognlaires à un autre systémes d'axes
rectangulaires de mérne d isposi tion. .

I
i
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e, e/, e" étant infiniment petits avec t; en effet, dans Ie systêrue
d'axes choisi, on doit avoir, pour t = o, dy = ds = d2z = o. On
peut supposer aI:> o, car il suffirait de remplacer l par - t pOUI'
changer af en - af ; b~est positif puisque y doit étre positif pour
Ies valeurs de t voisines de zéro, mais C;l peut être positif ou
négatif. Or on a, pour t = o, 4 = 12afb~c3dl6, de sorte que 4 a Ie

Fig. 39 a. Fig. 39 b.

signe de C3' Cela posé, deux cas sont à distinguer, suivant le signe
de Ca : si ca> O, x et z sont négatifs Iorsque t varie de - h à o,
et positifs lorsque t varie de o à + It (It étant un nombre posi tif
três petit). Un observateur debout sur Ie plan oseulateur, les pieds
sn un point P de Ia normaIe principale, verrait l'arc MM'à sa
gauche au-dessus du pIan osculateur et l'arc MM" à droite au-
dessous du plan oseulateur (fig. 39 a). La eourbe est done de»-
trorsum C). On aurait Ia disposition inverse (fig. 39b) si C3 était
négatif; Ia courbe serait sinistrorsum; Ces deux dispositions sont
absolument distinctes I'une de l'autre. Par exempIe, deus hélices
de même pas, tracées sur deux ,cylindres de révolution de même
rayon, sont superposables si elles sont toutes les deux dextrorsum
ou sinistrorsum ; mais, si l'une est dextrorsum et l'autre sinis-
trorsum , l'une d'elles est superposable à lá symétrique de l'autrc
par rapport à un plan.

Nous écrirons désormais Ia formule qui donne Ia torsion
A 1-+- 13-2 -+- C'

T=----,---
,~

eu un point ou T est positif, Ia courbe est sinistrorsurn , et dex-

(') Avec cette convention, Ia vis ordinaire est deaitrorsum ; ce qui est assez
naturel. Yoi,., à ce sujet, un art icle de M. ALEZAIS dans les Nouvelles Annales
de Math~matiques, 4' série, t. X, 1~J10, p. 289, '
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trorsum en un point ou T est négatif. Ce serait le contraire avec
unedisposition différente du triêdre Oxyz.

222. FormuJ.es de Frenet: - Chaque point M de Ia courbe r est
Ie sommet d'un triêdre trirectangle; de même disposition que le
triêdre Oxy,z, formé par Ia tangente, Ia normale principale et Ia
binormale. La direction positive de Ia normale principale est bien
déterminée, tandisque Ia direction positiva de Ia tangente peut être
prise arbitrairement et détermine celle de Ia binormale. Lesdiffé-
rentielles des neuf cosinus direcieurs a, 13, 'I, .. , s'expriment três
simplement au moyen de R, de T et de ces cosinus eux-mêmes, par
des formules dues à Frenet. Nous avons déjà obtenus les formules
qui donnent da, d!3, di'

da a'-=-,d~ R
df3 W-=-,ds R

Soient

Ies cosinus de Ia direction positive sur Ia binormale. Le triêdre
(MT, MN, MN,,)ayant Ia:même dispositiou que Ie triêdre Qxy'z,
on doit avoir

ou
a':::; E By-C~

V A 2 + 1'l-2+ C.

D'aurrepart, Ia formule qui donne da" peut s'écrire

d,/'= z B(B dA - A dB) + C(C ~A ~ AdC),
(A2+ B2+ C2)~

ou, en tenant compte des relations (28) et de lavaleur de K,

Le coefllcient de a' n'est autre chose que + [formule (3 I)]; on
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calculerait de mêmed(3" et di', et nous avons les formules (I)

(33)
da" a
ds = 'f'

d'j" r,'_I_=L,
ds T

d( j
ds = T'

tout à fait pareilles aux formules (32).
Pour avo ir da', d(3', di', différentions les relations bien connues

cx'2+ ~'2 + y''l = I,

CtCX' + ~~'+ Y'/ = 0,

(l' X
U + r1' W' + --(t' = 0,

ce qui donne, en remplaçant da, d(3, di, da", dí3", di" par leurs
vaIeurs tirées des formules (32) et (33),

0;' rl':1..' + ~'d{3' + r' ri,,;' = 0,

a da' + ~ df:J'+ r dI' + ~; = o,

" da' '" dr..' " d' dsa (X + ti i" + j .'( + T = o,

nous n'aVD~S plus qu'à tirer dai, d{i/ di' de ces relations

d[~' .~ W
-=----;-;,
ds R 1

Les formules (32), (33), (34) sont Ies formules cherchées.

Remarque. ~ Les formules (33) montrent que Ia tangente à Ia
courbe sphérique 8 décrite par Ie poinl n de coordonnées ali, (3",Y'
est parallêle à lá normale principaIe. C'est ce que montre aussi Ia
Géométrie. Considérons, en effer, le cône S' de sommet O avant
pour directrice Ia courbe 8; Ia génératrice O n est perpendiculaire
au plan tangent au cône S suivant O m (n° 22t), et par conséquent
le cône S' est supplémentaire du cône S. Mais on sait qu'il y a
réciprocité entre deux cônes de cette espêceçdesorte qu'inverse-
ment Ia génératrice O m de S est perpendiculaire au plan tangent

(') Si 1'011 avait écrit Ia formule qui doone Ia torsion,i,,; A'+:'+C" il
aurait faLiu écrire les formules de Frenet

da'=- a.'ds.
T
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au cône S' suivant O n. Cela étant, Ia tangente mt à Ia courbe I)
étant perpendiculaire aux deux droites O Til, O n, est perpeudicu-
laire au plan mOno Pour Ia même raison, Ia tangente nt' à Ia
courbe 8 est perpendiculaire au plan mO n. Ces deus droites sont
donc parallêles,,

223. Développement de x, y, z suivant les puissances de s. -
Étant données deux fonctions d'une variable indépendante s,
R=cp(s), T=IjI(s), dont Ia premiêre est positive, il existe une
courbe gauche r, qui est cornplêtement définie, abstraction faite
de sa position dans l'espaee, dont le rayon de courbure et le rayon
de torsion s'expriment par les formules précédentes au moyen de
l'are compté à partir d'un point de cette courbe. La démonstration
rigoureuse de cette proposition ne peut être faite qu'aprés lathéorie
des équations différentielles. Nous allous montrer seulement
comment on peut trouver les développements des coordonnées
d'un point de Ia courbe cherchée suivant les puissances de s, eu
admettant Ia possibilité de ces développements. Prenons pour ases
de eoordonnées Ia tangente, Ia normale principale et Ia binormale
au point O à partir duquel on compte l'arc; Ies coordonnées d'un
point de Ia courbe cherchée, voisin de I'origine, ont pour expres-
sions

OOURSAT. - I. 38

(35 )

s '( da:) S2 (d!X) .s2 (d':r )x=- - -+-- -- -+---' - -+-.
I eis o I .2 ds? o I .2.3, ds"" ..

, _ s (d.r) S2 (' d2
)') s~ ( d'Y)J '- - ..,-- -+-- - -+---" ,- -+-'"

I " as" I. 2 ds» u I. 2, :> ,ds:' u

s (dZ) s' (d' Z) s" ( d' Z )z=- -- -+-- - -+--- - -+-
I ds o I ,2 dsv II i .2,3 ds» li ' , ••

Mais on a
dr
ris = (1.,

d- a: d« c,'
ds2 ds H

et, en diflérentiant de nouveau,

rf'.r "" dH. R'("- "")
ds" = - i{' ds '-)' ,R -+- T '

et, d'une façon généraIe, on obtient, par l'empIoi répété des for-
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. . dn »
. mules de Frenet, I'expression de dsn

Ln, M~, P" étant des fonctions connues de R, T et de leurs dérivées
successives pa.rrapp~rt à l'arc. On aurait de 'même les dérivées
successives de y et de z en remplaçant IX, IX'; r:" par (3, (3', (3"
et y) -(',r'. Mais on a, pour l'órigine,IXo = I, (30 = o; lU = 0,

r . (.!.' /'" r:i." u I f I (3'~IXo=O,t"o=I'IO=o,IXO=o'I-'O=o'IO=I,et es ormues o
deviennent, en se bornant aUI termes en s, S2, s:',

( s s~

I
X='i -tiR2-+-···'

.,2 s;~ rl B.
r = -R - "7"-'.1)' -,- -+- ... ,. 2 h ,- (S _

. .

,-.\,;1 •
Z =- 6RT -+- ••• ,

les termes non écrits étant de degré supérieur au troisiéme. On
. .' dR . .

suppose, bien entendu, R, T, ds'· .. remplacés par leurs valeurs
pou.r s = o.

C~s formules permettent de calculer aisément Ia parti e prin-
cipalede certains infiniment ·petits. Ainsi, Ia distance d'un point
voisin de Ia courbe auplan oscultateur est du troisiéme ordre et sa

. 3 - .

partie principale est - fi ~T· La distante d'un point à l'axe O'x,
. c'est-à-dire à Ia tangente, est du second ordre, et sa partie princi-

S2
pale est 2 R (cf. n'' 209). Calculons encore Ia Iongueur d'u.ne corde
infiniment petite c. On a

.s4
,~.2= .J.~+ )':!+ .z:! = 52- 12R2 -T ... ,

Ies termes non écrits étant d'un degré supérieur au quatriéme. II
vient ensuite

(
" ){ ( ~2 ')c=s 1- 121\'-+- .•.. =s 1- 2;'R~ -+- ... ;

1.\ Jifférence s - c estdonc. un infinimenr-petit du troisieme
ordre. et sa partie print:ipale est ~ l'::" .
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'On démonlre par un calcul tout pareil que Ia plus courte-dis-
tance entre Ia tangente à l'origine et Ia tangente en un point infi-
niment voisin esr un infiniment petit du troisiéme ordre dont Ia
partie principale est 12s~T·Ce théorême est dó à M. Bouquet.

_:224. Équation intrinlêque. - Lorsque le 'rayon de torsion T est infini,
Ia courbe 'est plane, puisquezs doit être nul (no ~15), et , dans ce cas,Ies
équations différentielles qui déterminent Ia courbe s'intêgrent par des qua-
dratures.

Imaginons qu'on ait pris pour '"ariable indépendante l'arc s; les coor-
données rectangulaíres x et y sont des fonctions-de s. satisfaisant aux deux

'équations (n° ~18, Remarque)

(
dx)2, (d'y)2_7[; + cú -I, (d!X)2 (d1y)! [1]2

. ás2 + d;2' = '? (s) •

On satisfait à Ia premiere de ces relations en posant ~; = cosa,

:;; = sina, a désignant I'a~gle que fait avec Óx Ia direction positiveâe Ia

tangente, etIa seconde desrelations (37) nouedonne alors

ds
d':Z=± -,-'

'? (s)

formule qu'on auráit pu écrire immédiatement d'apres Ia définition du rayon
de courbure.

On en tire a par une quadrature
'." 'ds

a == ao±10 y ( s) •

On a ensuite x et y par deux nouvelles 'quadratures

~,'
a:= x,,+ J, cos e ds,

"o

J' = )'0 +J.'" sin a ds,
"o

Ces courbes dépendent de trais constantes xo,Yo, Zo; mais, si I'on u'a
égard qu'à Ia forme et non à Ia position, on n'obtient en réalité qu'une
seule courbe. Considérons, en ell'et, Ia courbe particuliere C représentée
par les formules

J" [f" ri. ]X = cos ' ~; ds,
, -'o ' ,'o ,( ) J" ['(" d. ]Y = sin • _ ;) ds,

"'0 .v ,'io 'r ( ,

les formules générales peuvent s'écrire,_ en preuaut d'abord le signe -e-,

a: = Xo+ Xcos (l0- Y sin':Zo,
Jr;" yo+ X sinao + Y cos e., ;
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ee sont les formules qui définissent une transforrnation de coordonnées,
En prenant, de même, le signe - devant '!' (s), 00 obtiendrait une courbe
symétrique de Ia eourbe C. Une eourbe plane est done completement
déterminée, quant à Ia forme, si I'on eonnait le rayon de courbure eu
fonction de l'are. L'é({uatio~ R = 9(s) s'appelle l'équation intrinsêque
de Ia courbe. D'une façon plus générale, si I'on eonnait une relation entre
deu x des quantités R, s, a, Ia courbe est cornplêtement définie de forme,
et l'on pout obtenir les eoordonnées par des quadratures. Ainsi, si I'o~
connait R en fonetion de l'angle a, R = j( a), on a ds = j( <x) da, puis .

da: = cosaj(a) da.',

dy = sin aj(a) da;

et I'on obtient a: et y par deux quadratures. Par exemple, si R est cons-
tant, on déduit de ces formules

x=.xo+Rsin:>:,. y=yo-Rcoso:;

Ia courbe cherchée est done un eercle de rayon R, résultat évident d'apres
Ia propriété de Ia développée. L'arc de cette développée devant être nul,
il est clair, en effet, qu'elle doit se réduire à un point.

Proposons-nous encore de trouver une courbe plane dont le rayon de

eourbure soit inversement proportionnel à l'are, R = a
2
; on a d'abord

s

lssds S2
0:= -=--,

II a2 '2a~

puis

f'< S2
X = eos-. ris,

2a-o f" 'S2r = sin--ds.
o 2a2

Quoiqu'og ne puisse pas obtenir ees intégrales sous forme explicite , il
est faeile de se faire une idée de Ia forme de eette eourbe. Lorsque s croit
de o à + 00, a: et y tendent vers une limite finie, en passant par une infi-
nité de maxima et de minima; Ia eourbe a done Ia forme d'une spirale,
avee un point asymptote SUl' Ia droite y = x.

221). Développantes et développées. - On dit qu'une courbe ri
est une déoeloppante d'une autre courbe r, si les tangentes à Ia
courbe r font partie des normales à Ia courbe ri; inversement, Ia
courbe r est dite une développée de rl;- Il est clair que toutes les
développantes d'une courbe r sont. situées SUl' Ia développable
donl r est l'arêté de rebroussernent et coupent orthogonalement
Ies génératrices.

Soient x, y, z les coordonnées d'un point M de r; 0(, 13, i,les
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cosinus direeteurs de Ia tangente, et l le segment MM, eompris
entre le point M et le point M I oú une développante eoupe Ia tan-
gente en M; on a, pour les eoordonnées de Ml,

Xt=d:+lrx y!=y + l~, ZI = z+ lr

et, par suite,

d», = dx + l da+ rx di, dy , = dy -I- i d~ + ~dl,

ds, = dz + i dr + r di.

Pour que Ia eourbe décrite par le point MI soit normale à MM"
il faut et il suffit que l'on ait «d», + (3dYI + jdzl - 0, c'est-
à-dire

:x da: + ~dy + r dz + di + l ( rx da + ~d~ + i dy) = 0,

relation qui se réduit à ds + dl = o. On obtient done les déve-
loppantes d'une courbe gauche r par Ia même eonstruction qui
donne les développantes d'une courbe plane.

Proposons-nous maintenant de trouver les diversas développées
d'une courbe r, c'est-à-dire d'associer les norrnales à cette courhe

Fig·4o.

o

N

suivant une loi continue, de façon à obtenir une surface dévelop-
pable (fig. 40).

Toute normale MMI est déterminée par l'.intersection du plan
normal en M à r avec un plan passant par Ia tangente à r. Si cette
normale MMI a une enveloppe , le point de contact M I de eette
droite avec son enveloppc est situé sur l'intersection du plan nor-
mal avec le plan normal infiniment voisin (nO 20;), Remarque 11),
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c'est-ã-dire SUl: Ia droite polaire. Toutes les développées sont
dono sur Ia surfaee polaire.

Soient D une de ces développées, , l'angle que fait ia direc-
tion MM1 avec Ia directiorr positive de Ia normale principale, cet
angle étant cornpté comme en Trigonométrie, le sens de rotation

positif dans le plan normal étant le sens d'une rotation de'; qui

aménerait Ia direction positive de Ia normale principale sur Ia
direction positive de Ia binormale (fig. 40). Si À, EJ-,11 sont les
cosinus directeurs de cette direction, pour que Ia droite MM1

engendre une surface développable, il faut et il suf6t qu'on ait
(n· 205)

(38)

áA. dfl. dv
ds d~ ds

H=
À

=0.
j.L V

C1. r~ ,
Das relations

on tire

À = ",'cos '? + a" sin :;;, fi. = rj' cos '? + Y' sin 'P , v = ,'cos~ + ,"sin:p,

et par suite, d'aprês les formules de Frenet,

di, C05 :;; ,. ( [ d9 ) " ( [ df1l )
ds = - cx ---rr- + a sm '? T - ds - C< cos,? T - ds

do: di, dédui 1 I fi (.( (.l.1 (.l.1/ •et d~ , ds s en uiront en remp açant ac, IX ,o( par t-', t'" , t-' , pUlS

paI' i, r'. i" respectivement. Eu portant les valeurs précédentes de )..
. d): du dv d I dé . '1 dé . dfI-, 11, ds' eis' ds ans e ternnnant , [se compose en SIX éter-

minants parti eis et , en tenant compte de ceux qui sont nuls comme
ayant deux lignes identiques, il reste Ia formule

I dI. c/-J. ,{o,

r d: ris ,i.ç doi'

'T- d:=I)' p- v

:J. ~ i

En égalant le prernier membre à zéro, on obtient une équation qui
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donne <p par une quadrature (~)

iSdl
'1'='1'0+ -.

o T(40)

Si l'on considere deux valeurs de l'angIe cp, correspondant à deux
vaIeurs différentes de Ia constante <po, Ia différence de ces deux
angIes reste constante tout le long de Ia courbe r. On voit donc
que deua normales de la courbe r, qui sont tangentes à detuc
dévêloppées différentes, se coupent sous un angle constant.Si
1'0n connait une famille de normales à r engendrant une surface
développable, on obtiendra toutes les autres développables for-
mées 'de normales, en faisant tourner les premiêres d'un angle
constant, d'ailleursarhitraire, autour du point ou elIes coupent r.

Remarque I. - Si Ia courbe r est une courbe plane, T est
infini , et Ia formule précédente donne cp = cpo. La développée qui
correspond à Ia valeur cpo = o est Ia développée plane. ordinaire
qui est aussi le lieu des eentres de courbure. Les autres déve-
Ioppées, en nombre infini, sont situées SUl' le cylindre ayant pour
section droite Ia développée ordinaire :ce sont des courbes gauches,
appelées hélices,qui seront étudiées au paragraphe suivant, Ce
cas est le seul ou Ie Iieu des centres de courbure soit en même
temps une développée. Pour que Ia relation (40) soit vérifiée en
prenant <p= o, il faut que M soit infini ou que Á = o. La,courbe
est done une courbe plane (nO2f5). .

Remarque 11. - Si Ia eourbe D est une développée de r, in-
versement r est une développante de D. On a done, en appelant Si

(') Ce rêsultat si sim pie peut s'expliquer par des considérations de Géométrie
infinitésimale. En négligeant les infiniment petits du troisíême ordre, un point M'
de r voisin de M peut êtr-e supposé sur le cercIe osculateur en M, Ia tangente
en M' étant Ia tangente au cercle. Pour que deux norrnales en M et en M' se re n-
contrent, il faut et il suffit que ces deux droites fassent le même 'angle avec le
plan osculateur en M. Or, l'angle des deux plans osculateurs en M et M' est égal

à ~ , d'aprês Ia définition mêrne de /Ia torsion. L'accroissement d<p de I'angle que

fait Ia normale avec le plan osculateur c~l'respondant est donc égal à ~ qnand

on passe du point M au point M' infiniment voisin. C'est bien le r ésultat obt enu
par le calcul.



568 CHAPITR~ XI. - COURBES GAUCHES.

I'arc de Ia développée compté dans un sens convenable,

ds1= d(MM1);

Ies développées d'une courbe sont donc des cotirbes rectifiabIes.

226. Hélices. - Soit C une courbe plane queleonque; si, de ehaque
point m de eette courbe, onporte 'sur Ia perpendieulaire au- plan de C
une longueur mM proportionnelle à l'arc de Ia eourbe C, eompté à partir
d'un point fixe A, le lieu du 'point M est une courbe gauche r, appeIée
hélice. Prenons pour plan des xy Ie plan de Ia courbe C, et soient

X =f(<1), y = 9(a)

Jes expressions des coordonnées d'un point m de C en fonction de I'arc a;
les eoordonnées du pointeorrespondant M de Ia courbe r seront

x=/(a), Y = 9(a), z= Ka,

K étant un facteur consrant. Les fonetions / et 9 vérifient d'ailleurs Ia
relation /,2+ 9'2 = I. Des formules (41)' on tire, en appelant s I'arc de r,

ds? = (/,2+ <p'2+ K2)dg2= (1 + K2) da2

et , par suite, s = a V,I + K2 + H) si l'on compre les ares s et a à partir
d'un même point A de' Ia courbe C, ce qui revient à faire H = o, on
aura s = a V 1+ K2. Les cosinus directeurs de Ia tangente à r ont pour
valeurs

:x=

"( étant indépendant de a, on voit que Ia tangente 'fait un angle constam
avec Oz. Cette propriété est caractéristique : Toute courbe dont les tan-
gentes font un. ang le constant al'ec une direction fixe est une hélice.
Pour le démontrer, prenons, l'axe des z paralléle à cette direetion, et
soit C Ia projection de Ia courbe considérée r SUl' le plan des xy; on peut
toujours écrire les équations de Ia courbe r

(43 ) X =/(a), y = 9(a), z = o/(a),

les fonctions f et <p;satisfaisant à Ia relation /'2 + <p'2= I, ce qui revient à
prendre pour variable indépendante l'arc a de Ia courbe C. 011 en déduit

y = dz =. <j/ ( a) = 0/' ..
ds ~/f'2+ :;/2+ <}'2 VI + o/'~'

pOUl' (Iue "( soit constant , il faut et il suffit que .y soit constant et , pu
suite, (Jue '-t( a) soit de Ia forme K a + Zu. Les équations de Ia courbe r
seront de Ia forme (41), en choisissant eonvenablement l'origÍI~e.
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La formule :; = ~ nous donne ici, puisque 'Y est constam, y' = o. La

norrnale principal e est donc perpendiculaire aux génératrices du cvlindre ;
comme elle est, en outre, perpendiculaire à Ia tangente à l'hélice, c'est Ia
normale au eylindre, et le plan osculateur est lui-même normal au cylindre.
La binormale est done située dans le plao tangerit au eyJindre et per.pen-
diculaire à Ia tangente; ce qui mootre qu'elle fait aussi un angle constant
avee Oz.

d ' ,.
La formule /s ,= - ~ - ~ nous donne ensuite , puisque y'= 0,

~ + f = o, ee qui prouve que, dans une hélice, le rapport ~ est constant;
'Ces diverses propriétés sont caractéristiques d'une hélice. Démontrons,
, ~

par exemple, que. toute courbe, pour laquetle le rapport li est con-

stant, est une hélice. (13ARI\É DSSAINT-VSNANT et J. BI!RTRum.)
On tire des formules de Frenet

si H est constant, on aura en intégrant

)"= H~- B; y"= lJ·( - C,(J."~H(J.-A,

A, B, C désignant trois nouvelles constantes. Ajoutons ces t rois équations
aprês Jes avoir multipliées respectivernent par (J., ~, 'Y : iJ vieut

A,,-+-B~+C'r=H,
ce qu'on peut éerire

A B Crnars , , sont Ies cosinus
VA2+ B2+ C! v.A2+ B2+ C2 VA2+ B2+ C2

directeurs d'une certaine droite A, et Ia reIation précédente exprime que
Ia tangente fait un angIe constant avee cette dir'ection; Ia courbe consi-
dérée est done une hélice.

CaIculons encore Ie rayon de courbure. On a, en se report ant aux valeurs
trouvées plus haut (42) pour (x, ~,

(J.' da I j"()
R = ds = I -+- 1\,2 a ,

et par eonséquent, puisque 'Y= o,

(4.'1)
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1+ K2
Le rapport --r est done indépendant de li; 01', pour K = o, ce rap-

port se réduit à I'inversé ~ du rayon de courbure de Ia section droite C,

comme i1 est facile de le vérifier (nO, 218). La formule précédente peut
donc s'écrire R = r(1 + ((2), ce qui montre 'que Je rayon de courbure
d'une hélice est uans un rapport constant avec le r~yon de courbure de Ia
courbe C. II est facile de déduire de lã toutes les courbes pour lesquelles R

etT sont eonstants. En effet, Ie rapport ~ étant constam, ces courhes sont

des hélices, d'apres le théorerne de Barré de Saint-Venant et J. Bertrand.
, De plus, R étant constant, il en est de même du rayon de 'courbure r de

Ia courbe C. Ceue courbe C est done une eirconférenee, et Ia çourbe
cherchée est une !1-élice tracee sur un. cylindre de reoolu.tion, Cerre pro-,
position est due ã V. Puiseux (1)

~~8,Oourbes de M.J.Bertrand (2). - Les normales principales à une
courbe plane sont en même, temps.Ies norrnales principales d'une infinité
d'autres courbes planes paralleles à Ia premiêre, ~1. J. Bertrand s'est pro-
posé de trouver les eourbes gauches dont les normales prineipales sont
aussi les normales principales d'une seeonde courbe gauche. Supposons
les eoordonnées ai, y, z d'un point exprimées en fonetion de I'are s; sur
chaque normale .principale, portons une longueur I, et soient X, Y, Z Ies
coordonnées de I'extrémité

(45) X = .7: rt- Ia', Y =y+ IW, Z = z + tr'.

Pour que Ia normale princi pale à Ia courbe r soit aussi Ia -normale prin-
cipale à Ia eourbe r' décrite par le point (X, Y, Z), H faut et il suffit que
l'on ait les deux relations

a'dX+ WdY + y'dZ = o,
a'(dY d2Z·- dZ d" Y) + ~'(dZ d2X- dXd2Z) + y'(dX d2Y -dY ({2X) = o

dont Ia signifícatíouest bien claire, Ontire de Ia preraiêre di = o, ce qui
prouve que Ia longueur l doitêtre constante. En remplaçant ensuite dans
Ia seconde dX, d2X, dY, '" par leurs valeurs déduites des formules de
Frenet et de celles qu'on obtient en les différentiant, il reste, toutesdédue-
tions faites,

JJ

(1) La dérnoustrat íon suppose qu'il s'agit de courbes réclles, c••r on a supposé
plus haut que A'-t- B'-t- C' n'était pas nul (voir Ia Thése de M, LYON, SUl' tes
courbes à torsion constante, lSUO).

(') Voir, au suj et de ces courbes, l'Ouvrage récent de :.\1. Gambier (Paris.
Gauthier-Villars, 1026).
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et I'on en tire, en intégrant, Ia relation

.(46)
l l'
R:-+-T =1,

l' désignant une nouvelle constante. Les courbes cherchées sont donc
celles pour lesquelles il existe une retation lineaire entre la courbure
et la torsion. On voit de plus que Ia condition est suffisante et Ia lon-
gueur l est donnée par Ia relation (46) elle-même. .

Un cas particulier remarquable aváit déjà été étudié par Monge; c'est
celui ou Ie rayon de courbure est constant. La relation (46) devient
alors l = R, et Ia courbe f' représentée par les formules (45) est le li eu
des centres de courbure 'de Ia courbe I'. Des formules (45) on tire, en
supposant l = R = const.,

lX R '''d(; =- T ex s, rIY = - ;W rls, a.. R "/
(U =-1'Y as,

ce qui montre que Ia tangente à Ia courbe I" est Ia droite polaire de r.
Le rayon de courbure R' de r' est donné à son tour par Ia formule

R'2= dX2-+-rlY!+ál2 =R2.
dex'"2-+- dW2 -+- dy"2 '

on voit que ce rayon de courbure est aussi constant et égal à R, et iI y a
réciprocité entre les deux eourbes r, I": chacune d'elles est I'arête de
rebroussement de Ia surface polaire de I'autre. Toutes ces propriétés sont
faciles à vérifier directement sur l'hélice eireulaire.

Remarque. - 11 est faeiJe d'avoír des formules génél'aJes représentant
toutes les courbes gauches dont le rayon de eourbureest constant et égal
à R. Soient a, ~, y trois fonetions d'un paramêtre variable satisfaisant à, Ia
relation a2 -+- ~2 -+- y2 = I. Les formules

x = Rfcxda, Y = Hf~rla, Z = Rf'( da,(48)

ou I'on a pose da = ~idcx2 -+- d~2 -t- dy2, représentent une eourbe répondant
à Ia question, et il est aisé de démontrer qu'on les obtient toutes de cette
Iaçon. En eITet, c(, ~, y sont précisément les eosinus directeiírs de Ia ran-
:,:ente, et a est l'arc de I'indicatrice sphérique (n° 2J i).

228. Sphere o.sculatrice. - Nous appliquerons encere les for-
mules de Frenet à Ia détermination de Ia sphére oscuIatrice. Sup-
posom Ies coordonnées x, y, .:;;d'un point de Ia courbe r expri-
inées en fonction de l'arc s de cette courbe. POlir que Ia sphere de
centr e (a, b, c) et de raJon p ait un contact du tr oisiéme ordre
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avec Ia courbe r en un point donné de cette courbe, il faut et il
suffit que l' on ait

(49) ~(s) = o, ~'(s) = o. ~"(s)=o,fi"(I) == o,

en posant

(50) ~ (s) = (x - a)~+ (y - b)2+~.s - C)2- p2,

ai, y, z étant supposés exprimés en fonction de s, Les trois der-
niêres conditions développées s'écrivent, en appliquant les for-
mules' de Frenet, -

:J' (5) = (.c - a) a + (y - b) ~ + (z - c) r = o,

:J" (s)= (x - a) ~ + (y - b) ~ + (z - c) k + I =0,

.T,"'(')_ .x--a(a a") y-. b(~ ~')
,;r s ---R- R:+'f --R- R+Y

z - c ( Y r" ) I dR [( )' ( , ) R' ( ) 'I--- -+- --- x-aa+y-0t'+Z-CY =0R R T R2 ds .

Ces trois équations déterminent a, b, c, Or Ia premiêre repré-
sente, quand on y regarde a, b, c comme les coordonnées cou-
rantes, Ie plan normal à Ia courbe au point (x, y, z), et les deux
nutres s'en déduisent en différentiant par rapport au paramétre
variable s; le centre de Ia sphêre osculatrice coincide donc avec
le point ou Ia droite polaire louche son enveloppe, Pour résoudre
ces trois équations, ohservons que Ia derniére peut s'écrire, eu
tenant compte dos deux ali tres,

r. ) () " b) r "( )" T dR(:J I :1'- a a + (y - .~+ Z - c y = tis;

et l'on en tire facilernent

( :i:ll \

I" T dR- "a=.T+ ,a- -(:x,
( S

r< ,riR"
, b = Y + B .~- 1 ~/--;~,

( I ' T dI{ •c=:::+{y- m ::
le rayon p de Ia sphére osculatrice e,t donné pUI' Ia formule

I 'dlt )2
,:j") (pi= R2. •. T2 ds .
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Si R est constant, le centre de Ia sphêre osculatrice coincide avec
le centre de courbure ; ce qui est bien d'accord avec le résultat
obtenu à Ia fin du n° m.

11I. - NOTIONS SUJ\ LES SYST,EMES DE DROITES.

La position d'une droite dans l'espace dépend de quatre para-
mêtres variables. On peut done considérer des assemblages -de
droites dépendant d'un, deux ou trois paramétres variables, sui-
vant le nombre des relations qu'on établit entre les quatre para-
métres dont dépend Ia position d'une droite, Une droite mobile,
dépendant d'un paramétre variable, engendre une surface réglée.
L'ensemble des droites qui dépendent de deu» parametres
variables distincts est une congruence de droites. Enfin on
appelle compleae de droites tout systéme de droites dépendant de
trois paramêtres. ,

(54) a: = az; +p,

229. Surfaeel régléel. - Soient, dans un systêrne d'axes rec-
tangulaires,

Ies équations de Ia génératrice mobile G, a, b, p, q étant des fone-
tions d'un paramêtre variable u. Nous alIons étudier commenl
varie Ia position du plan tangent à Ia surface S engendrée par ceue
droite, lorsque le point de contact se déplace sur Ia génératrice G.
Les équations (54), jointes à l'équation z =.z, donnent les expres-
sions des coordonnées d'un point queleonque de Ia surfaee en
foncrion des paramêtres indépendants z et u; I'équation du plan
tangent est alors j n= fd ) r

X-X' Y-y Z-r;
a Ú =0,

/I Z+]I (/ z + q' ()

a', //, 1", q' étant Ies dérivées de a, b, p, q par rappol't à li. En
remplaçant z par a:, +p, j' par bs +p, et dévcloppant le déter-
minanL cette équation s'écrit

(5j) I Ú·.Z+ q')('\ - aZ - p) _. (a'r; +]1')1 \ - bZ - q) =0.
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Nous voyons d'abord que ce plan passe constamment par Ia géné-
ratrice G, cequi était évident a priori, et en outre que ce plan
tourneautour de Ia génératrice lorsque le point de contact décrit

cette' droite, à moins que Ia fraction ~; : ;: ne soit indépendante

de .s, c'est-à-dire à moins qu'on n'ait a'q' - b'p' = o, cas que
nous écarterons tout d'abord. La fraction précédente étant du
premierdegré en z, tout plan passant par Ia génératrice est tangent
à Ia surface en un point de cette génératrice et en un seul. Lorsque
le point de contact s'éloigue indéfiniment sur Ia géneratrice, le
plan tangent tend vers un plan limite P', qu'on appelle le plan
tangent au point .à I'infini '~ur Ia génératrice et qui est~eprésenté
par l'équation
(56) l/(X - aZ ~ p) - a'(Y,- bZ - q) =11.

SoitoI'angle de ce plan P' avec le plan tangent au point (x, y, z)
daIa génératrice. Les paramêtres directeurs des normales à ces
deux plans sont respectivement b','- a', a'b-:- ab' et b'z + q",
- (a'.z +p'), b (a' z +p') - a (~' z + q'); on a donc

,
[.d2+ b'2+ (ab'- ba')2f1'! [a'2+ b'2+ (ab' - ba')2]..:

cosw = + b' q' + a'p' + (ab''':'''' b((') ((/r!' - ('J,')
• /[a'2 + /)'2 + t ab' - lra' )2] ::;2 .
V + :l,sl',' li' + a'p'+ ç ab'<: ba')(aq'- bp')]"": 1/2+ }"2+ (aq' - bp')

et I'on en tire, par un calcul facile,

'. _ . (a'q'-,b'p')It'I+((24-b2 _

(l,) tangw- [' b' b' b ')] b" " b' 'l 'b 'a 2+ •+ ~a - a 2 :;+ q + cc/' + (a - a J) (aq - J)

Le plan tangent est perpendiculaire au plan P' en un point 01 de
Ia génératrice dont Ia coordonnée .zl est donnée par Ia formule

(58)
(/',,'+ b' q' + (ah' - ba') \ lIq' - bp')

z,=- a'2+b'2+~al/-b({')2 ;

-ce point 0, est appelé point central de I~ génératrice, et Ie plan
tangent en ce point est Ie plan central jP. L'angIe ':1 que fait le
plan langenl en UD autre point de la-génératrice avec le pIan cen-

tral est égal à ; - ~J, et Ia formule (57) peul être remplacée par Ia
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suivante :
[a'! +.b ~+ t ab' - ba')~](.z;-Zli

tan/t6 = , .
(a'q:-b'p') VI+ a~+ b;

Soit p Ia distance du point central au point de contact M du plan
tangent, précédée du signe + ou du signe -, suivant que Ia direc-

" tion O~ M fait nn angle aigu ave c O.z ou un angle obtuso On a
p = (.li - 21.) V I +,aO! + b", et 1'0n peut encore écr-ire Ia formule
préeédente

(59) tang6 == kp,

en posant ,

(60 )
k- a'2+b'i+(ab''--ba')~ .

- (a' q' - b'p') (I +.a2 + b')'

Ie faeteur k est le parametre de distribution, La formule (59) est
l'expression, SOU$' une forme três simple, de Ia 10i suivant laqueIle
Ia plan tangent tourne autour de ia génératrice. Cette formule ne
renferme que des éléments ayant une signification géométrique;
nous verrons en efIet, un peu plus loin, comment on peul définir
directeínent Ie paramêtre k . Cette formule (59) présente eependant
quelque ambigulté, paree qu'on ne voit pas tout de suite dans
quel sens on doit compter I'angle 8. Autrement dit, on ne sait pas
a priori comment tourne le plan tangcnt autour de Ia génératrice,
lorsque Ie point de eontact se déplace; Ce sens de rotation est
donné précisément par Ie signe de k .

Pour bien saiair ce point, imaginons un observateur couché sur
Ia génératrice G': lorsque le point de contact se déplace en mar-
chant les pieds vers Ia tête, cet observateur voit le plan tangeut
tourner ,de sa gauche vers sa droite ou de sa droite vers sa gauche.
Il suffit d'un-peu de réflexion po.ur reconnaitre que le sens de rota-
tion ainsi défini reste le mêrne lorsque l'observateur se rstourne
SUl' Ia génératrice de façon à avoir Ia tête ou Ü avait les pieds et
inversement. Deux parabolordes hyperboliqucs ayant une généra-
trice commune, et symétriques par rapport à un plan passant par
cette génératrice, donnent une idée nette de ces deux dispositions.
Cela posé, imaginonsqu' on déplace d'une façon continue Ie triêdre
des ases de coordonnées de façon à amener l'origine au point
central 01, l'axe dcs z venant corncideravec Ia génératrice et Ia
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plan des ais avec Ie plan central. 11 est dair que le pararnétre de
distribution conserve une valeur constante, et Ia formule (59)
devient, dans le nouveau systême d'axes,

(59 bis) tange + kx,

(j désignant l'angle du pIan tangent avec lepIany = o compté dans
un sens convenable,

Pour Ia valeur llo du paramêtre qu. eorrespond à l'axe O z, on
doit avoir a = b =P = q = o, et I'équation du plan tnogent (55)
se réduit ici à

~b',.+ q') X-(..a'z +p')Y = o.

Pour que l'origioe soit le point central et le plan des xz le plan
central, il faut qu'on ait ai = o, q' = o, et l'équation du plan

taogent devient, Y:= b: X, tandis que Ia formule (60) donne

,Ir = - ;" On voit done que, dans Ía formule (59 bis), on doit

eompter l'angle (j de Oy vers Ox. Si le triêdre des axes a Ia dispo-
sition adoptée plus haut (nO 22f), un observateur couché sur Oz
verra Ie plan tangent tourner de gauehe à droite si k est positif, et
de droite à gauche si k est négatif.

Ou appelIe ligne de striction d'une surface réglée, le lieu des
points ceutraux des différentes génératrices. Les coordonnées d'un
point de cette ligne en fonction du paramétre u sont données par
les équations (5.'1) et (58).

Remarque. - Si l'on a, pOUI' Ia ~énératrice considérée,
a' q' =b'p', le plan tangent reste Ie même tout Ie long de Ia géué-
ratrice. Lorsque cette relation est vérifiée pOl1r toutes Ies valeurs
de u, Ia surface réglée est développable (u" 205), et il est facile de
relrouver les résultats déjà étahlis, Eu effet. si ai et b' ne sont pus
nuls eu méme temps, le plan tangent est Ie méme eu tOU5Ies puints

f. "

i G devi . d' '. I' p q,( e et evient m etermmo pour e pomt z = - +r = - -;-,c est-a v
à-dire po.ur Ie point de eontact de Ia généralrice avec SOB el1\e-

loppe. Eu tenant compte de Ia reIation ai q' -- 11' q' = 0, on vérifie
aisément que Ia valeur de ::t donnée par Ia formule (:)ti) e~t ideu-
tique à Ia précédente. La ligue de str iction se confond avec I'al'f~le
dê rebroussement ; qllant au pai-amétrc de disu-ibution. ir ,'sl
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infini. Si a' = b' =o, Ia surface est un cylindre; le point central
est indéterminé,

Le point central" et le paramétre de distribution peuvent
être définis d'une autre façon. Considérons, en même temps
que Ia génératrice G, une génératrice voisine G., correspondant
à Ia valeur II + It du paramêtrc, et représentée par les équa-
tions

:1: = (a + Àa) z +p + .lp, y =(b + Ab) .s + q -'- Sp.

Soient a Ia plus courte distance des deux droites G et G., IX l'angIe
de ces droites et X, Y, Z Ies coordonnées du point de rencontre
de G avec Ia perpendiculaire commune, Des formules bien connues
de Géoinétrie analytique nous donnent

Z . Àa,1q + Ab Àp +(a Ab - b ~a)[ ( a +Àa) Àq - (b +" Ab ) Ap]
. = - (~a )Lt- (Ab)2 + (a tJ.b - b Aa)2 '

Ô = ~a,1q - Ab ~p ,
v'(Aa):I + (Ab):I + (a Ab - b Aa)%

. \-'(tJ.a)2 + (Ab )2.+ (aAb - b Aa)2
sma= •

.;a2 + b~+ I .; ( a + Aa)2 +(b + Aq)' +: 1

Lorsque h lend vers zéro, Z H pour limite I'expression trouvée

plus haut pour z., tandis que si~a a pour limite k, Le point central
o

est done Ia position limite du pied de Ia perpendiculaire commune
à G et à une génératrice infiniment voisine, tandis que Ie para-
mêtre de distribution est Ia limite du rapport si~a •

Rcmplaçons dans I'expression de a, Âa, ôb . Âp, Âq par leurs
développements suiyant les puissances de h, on obtient pour Ie
déveIoppement du numérateur

.la âq -.lb.lp = Jt2(a'q'- b'q') -+- '::.. (a"q'-+- a' q"- b"}I"- b'p") = ... ,
?

tandis que Ie dénorninateur est toujours du premier ordre en h ..
011 voit qlJe a est eu général un infiniment petit du premier ordre
saufdanslecas dcs surfaces développabIes, oú I'on a a' q'- b'p'= o.
Mais le coefíicient ue 1~1est Ia dérivée de a' q'- b'p'; ce coeffi-

cient est donc nul aussi et, par conséquent, dans une surfacedéve-
'lO\!tt~ÂT. - I. 37
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Ioppable, Ia plus courte distance de deux génératrices infinimen,t
voisinés est du troisiéme ordre (n° 223). Cette remarque est due
à M. Bouquet, qui a montré, en outre, que cette distance ne peuL
être constamment du quatriéme ordre que si elle est nulle, c'est-
à-dire dons le cas des tangentes à une courbeplane ou des surfaces
coniques. Il suf6t, pour le voir , de pousser le développement de.
tla tlq -- tlb tlp jusqu'aux termes du quatriéme ordre ,

230. Congruences. Surfacé focale. - Tout ensemble de droites

a: = a z +r, y=bz-+q,

a, b, p, q dépendant de deux paramét res variables a, ~, est appelé COJl-

g ruences de droires, Par un point de l'espace, il passe en général un cer-
tain nombre de droites de Ia congruence, car on a deux équations pour
déterminer:x et ~, si l'on suppose ai, y, z connues. Si \'on étahlit une rela-
tion entre les paramêtres a et ~, Ia droite G représenrée par les équa-
tious (6:.>.) engendre une surface réglée qui n'est pas en général une
surface développable. Pour que cette surface soit développable,il faudra
qu'on ai!

da dq - db dp = o,

da dei
ou, en remplaçant da par da d« -+ d~ d~, ... ,

(6}) (da d da d:-) (dq d rJq'~lf.<)da :x -+ d~ ,J \ da a -+ d~ u!"'

(
db db~) (dP rJP)- -- da -+ - d~ .-- d« -+ - d~ =:: o.
sla d~ (]:x . d~

De cette équation du second

général distinctes, pour ~~,

d ' d~ . d Iegre eu J on tire eux va eurs, en
<ta,

(6.4)

Sous des conditions três générale- qui seront précisécs plus tard e l que
nous supposerom. i-emplies, chacune de ces équations est vérifiée par une
infinité de fonctions de a; chacune d'elles adrnet une int égrale, et une
seuls, prennnt Ia valeur ~o pour :x= ao. Tout e droite G de Ia corurrueuce
appartient donc à deux surfaces développnbles dout toutes lcs 9''.lIL'.ra-
trices sont également des droit cs de Ia coug rueuce. Soient r et I' les fll'êl e,
de rebrcusseruent de ces deux développub lc s A .:tV "'5 I'"ints de contuct
de G avec r et r' respecrivemment . Ces deu x pni nt s A •..1 A s'appelleru I.~·
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pointi focau» de Ia génél'atrice. On Ies obtient comme iI suit, sans -qu'il
soit nécessaire d'avoir intégré I'équation (63) qui donne Ies développables
de Ia congruence. La coordonnée z de I'un de ces points doit satisfáire à
Ia fois aux deux relations

z da u- dp = o, z db +dq = o,

ou, en remplaçant da, db, dp , dq .pu leurs développements,

~ (da d da dr<) dp d Jp d~ = 0,
- da. a + d~ I-' + da a + d~

_ (Jb Jb) Jq dq_
N da da + J~ d~ + dIZ.da + Je d~ -r- o. ,

Eu éliminant z entre ces deux relations, on retrouve l'équation (63),

mais si l'on élimine le rapport ~~, on obtient un~ équation du second

degré qui détermine .les deux points focaux '

(
' da JP) (d1) dq) (da dp) ( Jb ,Jq)'

(65) z J;t. +d;t. Z d~ + d~ + Z /jj'3 + d~ z d(J.+ rh. = o.'

Le lieu des points focaux A, A' se com pose de deux narpes de SU1'-

face 1:, 1:' dont on obtiendrait l'équation en éliminant a et ~ entre (6:1)
et (65). Ces deu x nappos ne sont pas d'ailleurs analytiquement distinctes,
en général, mais constituent deux nappes d'une même surface. Ce sont les
deux nappes de Ia surface focale. Cette surface focale est aussi ie lieu
des arêtes de rebroussement des développables de Ia congruence. 11 est
clair en effet que, d'aprês Ia définition même de Ia courbe r, Ia tangente à
cette courbe en un point quelconque A appartient à· Ia congruence ei que
le point A est un de ses points focaux. Toute droite de Ia congruence est
tangente aux deux nappes 1:, 1:', puisque cette droite est tangente à deux
eourbes sitnées respectivement sur ces deux nappes.

On détermine, comme iI suit, les plans tangents en A et A' aux surfaces 1:
et 1:',(voir figo 41, p. 615) .. lmaginons, par exemple , que Ia droite G se
déplace en restant tangente à r j cette droite reste aussi tangente à Ia sur-
face ~/, et son point de contact A' avec cette nappe décrit une courhe y'
qui est nécessairement distincte de Ia eourbe I". La surface développable
engendrée par G est done tangente- en A' à ~', puisque les deux plans tan-
gents ont en commun Ia droite G et Ia tangente à y'. 11s'ensuit que le pIan
tangent en A' à 1:' est précisément le plan osculateur à Ia courbe r au
point A. On verrait de même que Ie plan tangent en A à 1: est le plan oscu-
lateur en A à Ia courbe r'. Ces deux plans sont appelés plans focaux.

Ces plans Iocaux peuvent se déterminerdirectement comme il suit.
Soit

x - az - p -i- ),(y - b z - q) = o,

I'équarion d'un plan focal passant par une droite G de Ia congruenee.
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Lorsque cette droite se déplace en engendrant une dévetoppable de Ia coa-
gruence e , ~ et À sont des fonctions d'un paramêtre variable, telles que Ia
caractéristíque de ce plan mobile est Ia droite G elle-même. Or cette
earactérisrique est l'intersection du plan mobile avec le plan qui a pOllr
équation

-.z da- dp + áJ..(y- b.z- q)- À(.1 db + dq) = o.

Pour que ce second pfan passe par Ia droite G, iI faut que I'on ait

da+ À db = o, dp +), dq = o.

L'élimination de À conduit à l'équation (63), mais, si I'on élimine le rap-

port ~~, on obtient une équation du second degré en À qui détermine les

deu x plans focaux

11 peut arriver que Pune des nappes de Ia suríace focale se réduise à une
courbe C. Les droites de Ia congruênce restent alors tangentes à Ia nappe ~
et rencontrent Ia courbe C; l'une des familles de développables se compose
des cônes circonscrits à lasurface 1:, ayant pour sommels Ies différents
points de C. Si les deux nappes de Ia surface focale se réduisent à deux
courbes C, C', les deux familles de développables sonl formées 'par les
cônes ayant leurs sommets 'sur 'Pune des courbes et passam par l'uutre
courbe. Lorsque les deux courbes C, C' sont des lignes droites, on li une
congruence linéaire.

231. Oongruences de normales. - Les normales à une surface for-
ment évidemment une congruence, mais Ia réciproque n'est pas vraie; iI
u'existe pas toujours de surface normal e à toutes les droites d'unecon-
gl'UC\lCC, Cherchons, en effet, Ia condition pour que Ia droite (62) reste
normale it une surfacc i il faut et il suffit pour cela qu'i1 existe une fone-
tion /(7.. ~) telle que là surface S r eprésentée par les équations

(6j) :.1'= az +p, y= fiz + q, z =/(a:, ~)

ait précisément pour normale Ia droite G elle-même. 11faut pour cela qu'on
ait

da; li rJy dza -- -t- - + -- = O,d7. d:z ,J-:x

da: dy ,h _ '
a )'" + b d" -t- (j'; - o,G;.J ,.J ,.I

ces condítions deviennent , en remplaçant a: pai' az +p,)' par b z -i- q, et
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en divisam par'; ai + bl + I'

(68)

,/

. Pour qu'elles soient eompatibles, il faut et iI suffit qu'on ait

si cette eondition est vériflée, les équations (68) donneront z par une qua-
draturé, Les surfaces obtenues dépendent d'une constante introduite par
I'intégration et forment une famille de surfaces parallêles.

Pour interpréter Ia condition (69), remarquons que Ia conditiorr d'ortho-
gonalité des deux plans foeaux .passant par une droite quelconque de Ia
congruence est

;'1' 1'2 étant les deux racines de I'équation (66). Ên remplaçsnt }.\+ 1.2
et ),1 )'2 par leurs valeurs, eette condition devient

. '. 2) D(b, q) ( b!) D(a,p) b[D(a, q) D(b,p.)]II-a + 1+ ----=a -i- ,
, D(oc, 3) D(oc, ~) D(oc,~) D(Gt,!3)

et elle est identique 11 Ia condition (6\}). Nous pouvons done énoneer I'irn-
portante proposition suivaute : POUl" qu 'une congruenoe . de droitee
soit formee de norma les à une surface, il faut et il súijit que les
plans focaua passant par cha que droite de la congruence soient rec-
tan irulaires,

Remarque J. - Lorsqu'on prend pour paramêtres variables <x, ~, les
cosinus des angles que fait Ia droite avec les axes Oz et Oy, on a

a = -'-====:==7"
1-:x2 - ;~:! b=- ~

- I -,

V 1- 0;2 -' r~2

les équut ions (61) deviennent

{ d ( Z ) àp dq-- +<2-+3- =0

I
h. \ 1- <12- r~2. d« I d« '

!!. ( Z ) âp dq _
dP ,.~ + 2 •.11> .+ ~ -'A - O,

I'; \ I - ~...- f;... vp vt'
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etla condition d'intégrahilité (6!.})se réduit à ~~ = ~. Elle exprime que p

et q sont Ies dérivées partielles d'une même .fonction F (a, ~), qui s'obtient
, oF, oF

par une quadrature, p = 0(1. , q = cJ~'. On a ensuit e z par l'intégration de

l'équation auxditTérentielles totales

d'oü I'on tire

'. ( oF . dF)z = V I - a2 - ~2 C-+- F - IX - - ~ - ,(h o~
C étant une constante arbitraire.

a: = az-+- p,

Remarques lI. - Les normales à une courbe r sont aussi normales à Ia
surface canal enveloppe des sphêres. de rayon constant dont le centre
décrít r, et forment par conséquent une congruence de normales. L'une
des nappes de Ia surface focale seréduit à Ia courbe r, et Ia seconde
nappe est Ia surface polaire de r. Vn des plans focaux passant par une
normale MN est le plan normal à r. et Je second plan focal passe par Ia
tangente MT à r j ii est évident qu'i1s sont rectangulaires.

. c •
LIs normales.à un tore forment une congruence dont les surfaces focales

se réduisent à deúx courbes, I'axe du tore, et Ia circonférence Iieu des
centres des méridiens

- 232. Complexes. - vIi complexe de droites est formé par I'ensemb le
des droites.qui dépendent de trois parametres variables. Soient

lei! êquations d'une droite j tout complexe de droites est défini par une
certaine relation entre a, b, p, q

F(a, b, p, q) = o,

et inversement. Si F est un polynome entier en a, b,p, q,'le complexe est
algebrique. Les droites du complexe passant par unpoint donnê (xo,yo, zo)
forment un cône ayant ce point pour sommet, dont on 'obt iendra I'équation
en éliminant a, b, p, q entre lesrelations (71), (72) et (73)

a'" = azo -+- p, J'n = b z" -+- q ;

I'équation du cône du complexe est donc

(74) F(X-XO )'-1'0 ;J.·o""-XZ" ,..,,;;-)'z,»)____ , ., ., _ (t.

z· - .Zo .:; -:.... ZII .z - ZI) Z - Z'II •
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De mêrne dans chaque plan il y a une infinité de droites appartenant au

eomplexe; ces droites enveloppent une courbe appelée courbe du complexo,
Si le complexe est algébrique, Pordre du cÔlIe du complea:e est égal à
ia classe de Ia courbe du comp lea:e, Supposons en eITet qu'on ;veuille
a voir les droites da eomplexe passant par un point donné A et situées dans
un plan P passam par ce point. On peut paul' cela procéder de deux
façons : on peut couper par te plan P le cône du complexe ayailt son som-
met eu A, ou mener par le point A les tangentes à Ia courbe du eomplexe
située dans le plan P. Comme on doit trouver le même nombre de droites,
il en résulte I'exactitude du théoreme énoncé.

Si le cône du cornplexe se réduit à un plan, le complexe est dit lineaire
et I'équation (72) est de Ia forme

Aa+ Bb + Cp + Dq -i- E(aq- bp)+ F = o;

le lieu des droites du complexe qui passent par' un point x,), 1'0, Zo est le
plan représenté par l'équatiori

(-;b) AIJ - .I'o) + B(y - yo) +C(xoz'- zox)
+ D()"oz- zo1') + E(yox - :1'\IY) + F(z - zo) = o.

La courhe til! complexê, devant être de classe un, se réduit à un point,
c'est-à-dire que t ...•utes les droites du complexe situées dans un plan passent
par un point de ee plan, appeIé pôle ou joyer. Un cornplexe linéaire
étabIit done une liaison entre. 16.; points et les plans dans I'espace, de telle
façon qu'à un point correspond un plan passant par ee point, et à un plan
correspond un point situé dans le plan. II s a aussi une eorrespondance
entre les droites de l'espace, Soit D une droite n'appartenant pas au com-
plexe; soient F et F' les foyers de deux plans passam par cette draite
e't.~ Ia droite qui les joint. Tout plan passant par À a pour foyer le point 9
ou il rencontre Ia droite D, cal' Ies droites TF, 9 F' font évidemment partie
du eomplexe. Il en résulte que toute droite reneont,rant D et 11 fait partie
du compIexe, .et enfin que te foyer d'un plan passant par D est le point de
rencontre de ce plan avec Ia droite 11. Les deux droites D et 11 sont dites
droites conjuguées; chacune d'elles est le lieu des foyers des plans passant
par l'autre.

Si Ia droite D s'en va à l'infini, les plans passant par D deviennent
parallêles, et l'on voit que le lieu des foyers des plans paralleles à unplan
fixe est une droite. Il existe toujours un plan tel que Ie lieu des foyers des
plans paralleles soit une droite perpendiculaire à ce pIan. Si 1'0n a pris
cet te droite pou: axe des x, le pIan qui a 'pour foyer un point quelconque
de Oz doit être parallêle au plan z = o. D'apres I'équation (76), il faut et
il suffit pour cela qu'on ait A = B = C= D = o; I'équation du complexe
prend Ia forme sim pie

(.-- 1,/ . aq-bp+ K = (I
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er.Ie plan dont le foyer est au point (z, y, .z) a pour équarion

Xy - Y.» -+- K(Z -.z) = o,

X, ,Y, Z étant Ies coordennées courantes .:
Comme applícatíon, cherehons les courbes dont les tangentes font partie

du complexa préeédent, Étant donnée une courbede cerre espêce, dont
Ies coordcnnées z, y, ;z sont fonetions d'un paramêtre variable, Ia tangente'
en un point de. cerre courbe est représentée par les équations

X -z.. Y - y . 'Z - z
llX = dy' = dz ';

pour qo.e cette. droite fasse partie du complêxe, il faut et il suffit 'qu'elle
soit située dans le plan (78), qui a pour foyer le point (z, y, z), c'est-
ã-direqu'on ait

a: dy- Y da: = K dz .

On a vu plns haut (no 2i6) comment on pouvait obtenir toutes les fone-
tions e, y, ;z d'un parametre variable satisfaisaut à cette relation; 011 a .
dono to.utes les courbes répondant à Ia questiono

Les résu\tats obtenus au nO !U6 s'énoncent aisément dans Ia théo r ie des
-complexes. Ainsi, en.différentiant l'é quation (79), il vient

(80) xdtjr- Y diz = K dtz,

et les relations (79) et (80) montrent que le plan osculateur au point (z, y, ..:;)
est précisérnent le plan (78). On peut donc énoncer Ia proposition suivant e :
Lorsque les tangentes à une courbe gauche appartiennent à un. com-
plea:e linéaire, le plan osculateur en. un. point de cette courbe est. le
plan qui a ce pointpourfoyer, (ApPKLL.)

Imaginons que 'd'un point O de l'espace on veuille mener des plans
osculateurs à une eourbe gauche r· dontles tangentes font pr .tie d'un
complexe linéaire, Soit M lc point de contact d'un de ces plans. D'aprês le
théorême précédent, Ia droite MO est une dr.oite du complexe et par suíte
le point M est dans le plan qui a pour foyer ce point O. Inversement , si le
point M de Ia courbe r est dans ee plan, Ia droite MO, qui appartient au
complexe, est dans le plan oseulateur en M, et ce plan osculateur passe au
point O. Les points cherchés sont done àl'Intersection de Ia courbe r et
du plan qui a le point Q pour foyer (cj. Jlo 2t 6).

Les complexos linéaires se présentent dans un grand nombre de théories
géométriques et mécaniques [voir, par exemple, Ia Thêse de Doctorat de
M. Appell et celle de M. Picard (I) J.

(') Annales scientifiques de L'Êcole Normale supérieure, 18;6 et J8;;.
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EXBBCICBS.

L Trouver en termes finis leséquations des développées de Ia courbe
·qui coupe SQUS unangle constant les génératrices rectitignes du cõne cir-
culaire droit, disoussion. .

(Licence : Marseille, juillet 1884..]

2. Existe-t-il des courbes gauches r telles que .les points de rencontre
d'un plan fixe P avec Ia tangente, Ia normale principale et Ia binormale
soient les sommets d'un triangle équilatéral?

3. Soit r l'arête de rebroussement d'une surface enveloppe de spheres
(enveloppe des cercles caractérjstiques): Ia courbe qui est le Iieu du
centre de Ia sphêre variable est située sur Ia surface polaire de r. Réci-
proque.

4. Étant donnée une courbe gauche r, par un point fixe O de l'espace
on mêne une droite parallele à Ia droite polaire en un point M de r, et
I'on porte sur cette droite une longueur ON égale au rayon de courbure
de r au point M. Le point N décr.it une courbe gauche r', qui correspond
à Ia courbe r', lieu des centres de courbure de r, avec égalité et orthogona-
lité des éléments Iinéaires.

[-RoVQVET.]

. ts Si le rayon de Ia sphêre osculatrice à une courbe gauche r a une
longueur constante a, cette courbe est située SUl' une sphere de rayon a,
à moins que le rayon de courbure ne soit constant et égal à a.

6. Pour que le lieu des cent res de courbure d'une hélice tracée SUl' un
cyliudre soit une autre hélice tracée SUl' un cylindre dont les génératrices
sont parallêles à celles du premier, il faut et il suffit que Ia section droite
de celui-ci soit un cercle ou' une spirale logarithmique. Dans le dernier
cas, ces hélices sont situées sur des cônes de révolution,

(TISSOT, Nouvelles Annales,.t. xr, 1852.]

7*. Si deux courbes gauches admettent les mêmes normales principales,
les plans osculateurs de ces deux courbes aux points ou elIes coupent une
même normale font 'un angle constant. Ces deux points et les centres de
courbure des deux courbes déterminent quatre points dont le rapport
anharmonique est constant. Le produit des rayous de torsion des deux
courbes aux points correspondants est constant ,

[Paul SERRET, MANI\HEIM, SCHELL.]

8. Soient x, )', z lés ,cool'données rectangulaires d'un point d'une
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courbe guuche I, S l'arc de cette courbe. On appelle courbe adjointe Ia
courbe 1'0 dont Ies coordonnées ont pour expressions

30=f2" ds, yo= f~'ds, Zo= fY" ds,

et courbes assobiees les courbes représentées par les équations

x = xcos fi + xosin 6, y = y cos 6 +yosin 6, Z' = z cos O ..•... Zo sin 0,

ou 6 est un angle constant. Trouver Ia' disposition du triedre fondamental
pour ces nouvelles courbes, ainsi que les rayons de courbure et de torsion.

Si Ia courbe r est à courbure constante, Ia courbe ro est à torsion
constante, e.t les courbes associées sont des courbes de M. Bertrand. En
déduire les équations- générales de ces derniêres courbes.

9>. Trouvér les courbes r situées sur une quadrique de révolution S, dont
Ia tangente en chaque point fait, un angle constant avec Ia parallele à
I'axe menée par ce point. Étudier les formes diverses de ces courbes sui-
vant Ia nature de Ia quadrique. Montrer que ces courbes coupent aussi
sous un angle constant les génératrices des cônes ayant r pour directrice,
et pour sommets les foyers de Ia inéridienne situés sur l'axe. Si S est un
cõne de révolution, on a I'hélice cy lindro-conique ordinaire (Voir PIRON-
DINI, Journal de Crelle, l.118, Iil97; p. 61; G. SCBBFFERS,Leipzir; Beritche,
1902, p. 369; E. CESARO, Rendiconti di Napoli, 1903, p. 73.)

Si Ia courbe d'intersectiou r de deux cônes de sommets S, S', coupe
SOIlS des angles constants les génératrices de ces deux cõnes, elle coupe
aussi seus un angle constant les génératrices d'un troisiéme cõne ayant
pour sommet un point S situé sur Ia droite 5S'. La courbe r est située
SUl' une surface de révolution dont Ia méridienne est une 0\ ale de Des-
cartes, et les points S, S', S" sont les foyers de cet t e courbe.

rCESARO,lhúl.]

10. Pour qu'une drort e invariablement liée au triedre fondamental d'une
courbe gauche r, et passant par le sommet du triedre engendre une sur-
face déveleppable, il faut que cet te droite se confonde evec III tangente, à
moins que Ia courbe r ne soit une hélice. Dans ce cas, il y li une infi.nil,'
de droites répondantà Ia questiono

POlir une eourbe de M. Bertrand, il existe deux paraholoides hy perbu-
liques, invariablement liés au rriedre fondamental, dont .tout es les g éné-
ratrioes engendrent des surfaces développables.

[CE8ARO} Rivista di !Jtlatemalica, t. H, Ji~'l2, p. 15~.1

11>. POUI' que lcs normales principales .d'une courbe gauche soien l les
binorrnales d'une autre éourbe gauche,' on doit avoir entre le ravon ele



EXIRCICES.

courbure et le rayon detorsion une relation de Ia forme

A et B étant des constantes.
[MA.NNBBIN, Comptes rendus, 1877.]

Les cas ou une droite menée par un point d'une courbe gauche, et in va-
riablement liée au triedre fondamental, reste Ia normale principale ou Ia
binormale d'une autre courbe gauche ont été étudiés par Pellet (Comptes
rendus, mai (887), paI' Cesaro (Nqupelles Annales, 1888, p. (47), par
Balitrand (Mathesis, 1894, p. 159).

'h!. Si le plan osculateur à une courbe gauche r reste' tangent à une
sphêre fixe, de centre O : 1° le plan mené par Ia tangente, perpendiculaire à
Ia normale principale, passe par le point O; 2°.[e rapport du rayon de couro
bure au rayon de torsion est une fonction linéaire de l'arc. Réciproques.

13. La projection sur un plan P' d'une courbe gauche r, parallêlerneut
à Ia tangente MT en un point M de cette courbe, a un point .de rebrous-
sement au point m projection de M, et Ia tangente de rebroussement est
Ia trace sur le plan P .du plan osculateur eu M à Ia courbe r. Cas ou le
plan osculateur en M est stationnaire.

14*. En chaque point M d'une courbe r on mime une normale, faisant un
angle variable 'P avec Ia normale principale, sur laquelle on porte une lon-
gueur constante 'MM' = I. La courbe C' décrite par le point M' est normale
à Ia même droite M'M. Déterminer l'angle 'P de façon que les tangentes
aux deux courbes C, C', aux points correspondants M, M', fassent un angle ,

constant V. Cas particuÚer ou V = ::.
2

R" preuant pour inconnue tang '!, 011 obtient une équation de Riccati.
2

lDA.RBOUX, Comptes rendus, t. CXL VI, 1908, p. 881 J

W. Trouver Ia partie prmcipale de Ia plus courre distànce de deux
norrnales principalcs infiniment voisines, et Ia position Iimit.e du pied de
Ia perpendieulaire commune.

-e_



CHAPITRE XII.
SURFACES.

I. - COURBURE DES COURBES TRACÉES SUR UNE SURFACE.

233,. Formule fOlldamentale. Th60reme de Meusiúer. - Une
surface S est définie, d'une façon générale, par un systême vde
trois équations

( i) x =f(u, v), s = <Ji(u, 1'),y = ,!,(u, 1'),

ou x, y, z sont les coordonnées rectangulaires d'un point de cette
surface, u et. v deux. paramêtres variables. Les trois fonctions
f, tp, ljI ne sont pas nécessairement des fonctions analytiques,
mais nous supposerolls qu'eUes sont 'continues et admettent des
dérivées partiolles continues das deux premiers ordres, sauf en
des points exceptionnels. Si les trois déterminants

D(y, z) D(z, x) 'D(,2;, y)
D(u, 1')' D(u, 1')' D(u} v)

ne sont pas nuls à Ia fois paur un systême de valeurs de u et de v, le
point correspondant M de Ia surface est unpoint ordinaire (nO 61),
et, dans le voisinage de ce point, I'une des coordonnées est une
fonction continue des deux autres coordonnées, ayant aussi des
dérivées partieUes continues du premier et du second ordre, Nous
nous proposons d'étudier Ia courbure des diverses courbes situées
sur Ia surface en un point ordinaire, On pourrait supposer que,
dans le voisinage de ce point, Ia surface est représentée par une
équation telle que z = F(x, y), mais on obtient des formules plus
symétriques et d'une application plus générale en conservant les
trois équations ,( I ).



10 - COURBURE DES COURBES TRAdu sua UNE SUarACl!o 589

Ecrivons l' équation du plan tangent à Ia surface au point (x. y, z)

(2) A(X - x) + B(Y - y) + C(Z -~) = o;

les coefficients A, B, C doivent satisfaire aux deux relations

(3) S ox
A ou = o, S âa:

A dI' =0,

ou le signe S a une signification evidente. On déduit de ces rala-
tions

(4) A = K D(y, z)
D(u, 1')

(' _ K D(x, y)
,- D(u, 1')'

B = K D(z, x),
D(u, 1').

K étant. un facteur constant ou variable, qu'on peut choisir à
volonté ('). Si, par exemple, Ia surface est représentée par une
équation z = F(x, y), on posera x = u,y = ",K == - I, et les
valeurs correspondantes de A, B, C sont A ' p, B = q, C = - I,

P et q ayant Ia signification habitueIle.
Si 1'0n remplace, dans les équations ( I), U et " par des fonctions

d'une variable cx, Ie point (x, y, z) décrit une courbe r située
sur S, et les paramêtres directeurs de Ia tangente à cette courbe
sont proportionnels à

,

rJ"T OQ
dy = - du + -'-dvdu dv

df df
da: = :, du + .1 dv ;

un vI'

. h I d dv d . o da c aque va eur u rapport du correspon amsi une tangente éter-

minée de Ia surface au point (11, 1'), dont il serait facile de calculer
les cosinus directeurs. Tout Ie Iong de Ia courbe r, les difJéren-
tielles dx, dy ; d,ivérifient Ia relation

(5) A ds: + B dy + C dz = o,

qui exprime simpIement que Ia tangente à Ia courbe r est située
dans Ie plan tangent à Ia surface. En égalant à zéro Ia différentielle
totale du premier membre de cette relation (n" 37), on obtient une

(') 11 eet clair qu'on pourrait convenir de fixer une Cois pour toutes le facteur K,
prendre par e vemple K = ±1.·Mais il y a avantage, en vue des applications, ~
la isser ce facteur indéterrr, 'né, afin de pouvoir le choisir dans chaque cas parti-
culi er de fa~on 11simplifier, si c'eat possib le, les expressions des coefficients A, B, C
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relation entre Ies différentielles du second ordre de x, y, z,

(fi) .\ dt ," -i-- B di)' + C di ~ + dA d» + dB dy + dC de = 0,

doot JlOUS allons .donner Ia signification géométrique.
Remarquons d'abord que dA d» + dB dy + dC ds est une forme

quadratique en du, dv

(7) :dA 'd.r + dB l(,"+ dCdz = D du!+ 2D' du do = D'dfl2,

dont les coefflcients D, ty DI/ se déduisentpar les différentiations
des expressions de x, y, z, A, B, C.

D'autre part Ad2x+Bd2y+Cd2.z represente, à un facteur
prés, ,Ie cosinus Je l'angle des deux droites dont les pararnêtres
directeurs sont respectivement (A, B, C) et(d2x, d~y, d2.z). La
droite dont les paramêtres directeurs sont A, B, C estnormale à Ia
surface ; nous adopterons pour direction positive de ceue norrnale
celle dont les cosinus directeurs sont

-C
"= '\/:;:A:;:!=+=B;:!=+:::::;C;;=O:l

D'ailleurs, si l'onprend pour variable indépendante l'arc s de Ia
courbe r, ou a

ds » %-=-,ds' R
dty ~'-=-,ds» R

(XI, W, r', R ayaut Ia signification habituelle (n0223). Eu divisant
tous les termes de Ia relatiou (6) par ds»; elIe peut donc s'écrire

VA1+B1+C! )' '<' " Ddu!+2D'dudl'+D"dfl!
R t, .% + fLt-' + "i) = E du» -r- 2 F dú do + G dv» '

E, F, G étant les coefficients de Gauss qui ligurent dans Ia formule
ds» =E du» + 2F du dv + G dy2(nOi24).

01' À (x,+ fLW + 111'= cos 8, en appelant 8 l'angle que CaiLIa nor-

male principale à Ia courbe r avec Ia direction positive de Ia nOI'-
male à Ia surface et nous arr ivons ainsi à Ia formule fondamentale

qUI est complétement équivalente ãla formule (6). Dans ceue
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relation, le radical'; A'J+B'J+ C2 et le rayon de courbure R sont
essentiellement positifs, de sorte que cose est du même signe que
le second membre, Pour un systême donné de valeurs de u et de v,

ee seeond membre ne varie qu'ave~ Ie rapport ~:' c'est-à-dire avec
Ia position de Ia tangente au point M à Ia courbe r. Soient r' une
autre courbe de Ia surface tangente au point M à Ia premiére,
R' sou rayou de courhure et e' l'angle de sa normale principale
avec Ia direction positive de Ia normale à Ia surface. Le seeond
membre de Ia formule (9) a Ia mêmevaleurpour Ies deux eourbes
et l'on a, par conséquent,

( 10)

Considérons en particulier deux eourbes r et r' de Ia surface
ayant au point M le mêrne plan oseulateur (différent du plan tan-
gent). 11 est clair que ces deux eourbes ont Ia même tangente 8U

point M, I'intersection du plan tangent avee le plan osculateur.
On peut done leur appliquer Ia relation ( IO). Mais Ies directious
des deux normales prineipales sont Ies mêmes ou sont opposées ;
on a dane rJ'= rJ, ou rJ'= 1': - rJ. La derniére hypothêse est à rejeter,
puisque cos é et cos ê' ont le mêrne signe; done rJ'= rJ, et par suite
R' = R. Les deux eourbes r et r'. ayant même direction de nor-
male prineipale et même rayon de courbure, ont le même centre
de eourbure. Ainsi,. toutes les courbes de la surface passant aú
point M et ay ant en ce point le méme plan osculateur (autre
que le plan tangent) ont aussi le même centre de courbure. En
particulier , toute courbe a le même eentre de eourbure que Ia
section plana faite dans Ia surface par son plan osculateur,

11 suffit donc d'étudier Ia courbure des sections planes de Ia
surface passant au point M. Nous étudierons d'abord comment
varie 1a courbure des diversas sections planes dont Ies plans
passent par une même tangente MT. On peut supposer, sans nuire
à Ia généraIité, qu'on a pour cette tangente

D du» -+- 2 D' da dI' -t- D" dv? > O,

car, si I'on change le signe de A, R, C, ce qui change Ia direction
positive de Ia normale à Ia surfaee, il est clair que D, D', D"
ehangent de signe également. Pour toutes ces sections planes,
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cosü est positif et I'angle (1 est aigu; en particulier, pour Ia section
normale passant par MT, I'angle (lI est nuI. Soit R' le rayon de
courbure de cette section normale; lá relation ( 10) devient dans ce
cas R =R' eosü, Cetteégalité exprime, on Ie voit aisément, que
le centre de courbure de Ia section oblique est ia projection
orthogonale du centre de courbure de ia section-normale, qui
a ia même tangente, sur leplan de la section oblique (théorême
de Meusnier).

Ce théorême raméne l'étudede Ia courbure d'une section
oblique à l'étude de Ia courbure d'une section normale. Nous
exposerons tout à l'heure les résultats dus à Euler ; nous obser-
verons d'abord que, pour une section normale, Ia formule (9) .
prendra deux formes différentes suivant le signe de

D du: + 2D' da dv + D" do>.

Afin d'éviter cet inconvénient, nous oonviendrons dorénavant de
désigner par R le rayon de courbure d'une section normale affecté
d'un signe, le signe + ou le signe -, suivant que Ia directíon qui
va du poinl M au centre de courbure coincide nvec Ia direction
positive de Ia normnle à Ia surface 011 avec Ia direction opposée ,
Avec cette convention, R est donné dans les deux cas par Ia fOI'-

mule
(11 )

~/A1+Bt+C1 = Ddlt!+2D'dudv+D"d(.'2,
. R E du» + 2 F du dv + li dl:2

qui fait connaitre sans ambigurté Ia position du centre de eonr-
bure.

De Ia formule (I I) on déduit aisément Ia position de Ia surface
par rapport à son plan tangent dans Ie voisinage du point de. con-
tact.Si l'onaD" - DO" < o,letrinomeD du? + 2-D' du dv+D" do»
conserve un signo constant, celui de D et de O", lorsque leplau
sécant tourne autour de Ia normale ; toutes les sections norrnales
ont leur centre de courhure du même côté du plan tangent, et sont
par conséquent situées du mêrne côté de ce plan ; on dit que ia
surface est convexe au point cousidéré , Au contraire, si l'on a
D/i-DD">o, le trinome Ddu"+2D'dudv+D"dj)~ s'annule
pour deux positions particuliéres du plan sécant; les sections IlOI'-

males correspondantes présentent un point d'inflexion. Lorsque
le plan sécant est dans l'un des angles diédres formés par ces deux
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plans, R est positif, et Ia section est d'un côté du plan tangent;
lorsque le plan sécant est dans I'angle diédre supplémentaire, R est
négatif et Ia section est de l'autre côté du plan tangenl. La surfacc
traverse dono le plan tangent dans le voisinage du point de con-
tact; on dit qu'elle est à courbures opposées. Enfin, si D'2 - DD"
est nul au point considéré, toutes Ies sections planes normaIes
sont d'un même côté du plan tangent, sauf l'une d'elles qui a un
rayon de courhure infini et qui traverse eu généralle plan tangent:
on dá que le point est un point parabolique.

, Considéron~, en particulier, une surface S représentée par I'équa-
tion .z = F(x, y). Si l'on prend A =p, B = q, C = - r, ou a
immédiateràent D =", D' = s, DIf~ t, r, s, t ayaut Ia significa-
tion habituelle. Les cocfficients E, F, G ont les valeurs E = J +p~,
F = pq, G = I + q". Ln direction positive de Ia nornrale à Ia sur-
face a pOUl' cosinu s directeurs

(I:» J. = -I' ,
\:, + 1"+ q'

-q
p. = -===-===.

\'I+P'+ q'

et fait un illlgle aigu avcc Üs , Soient 01, 13, y les cosinus directeurs
de Ia tangente à Ia section normale au point M; du et di' sont pro-
portionnels li 0:, 13, et Ia formule ( I I) devient

~I+.p·'+q'= ,.Ot2+2SOt~+t~! ,
R (' + 1",1,,2+ 2pq Ot~+(1 + q') ::1"'

en tenant compte des relations v = p:x + qi3, OI~+ i32+,,2 = 1, on
pcut l'ócrire plus simplement

C'est ici le signo du trinome r0l2 + 2SOIi3 + ti32 qui indique si
une section normale est au-dessus ou au-dessous du plan tangent
dans te voisinagc du point de contact. La surface est convexe au
point M, ou à courbures opposées, suivant qu'on a S2 - rt < o,
011 s:J - rt > o: 011 a un point parabolique si S2_ rt = o.

it est tacile de contirrner ces résultats eu étudiant Ia différence o des
coordonnées z et z' de, deux points de Ia surface et du plan tangent qui se
projettent en un même point du plan des xy. Soient (xo, yo) les coordonnées
du point de contact, 1'0, qo, "0' $0" to les valeurs des déri vées de F (x, y) eu

"OURSAT, - I. 38
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ce' point. Nou. avons

~= F(x, yy - po(x -xo) -' qu(y ':""')'"0),

( r)8) ,
- -Orltt: 0- ,

(
02 Õ) _ .
dx2 0:- 10,

Si sõ - "010< 0, o est maximum-ou minimum au poinl M (n045), et,
comme o est nu! ence poínr, ,o conserve un signe constant 'dans les envio
rons; ,au cont.raire, si s: - roto> o, i! n'y a ni maximum Ri mmimum
,pour li qui, par conséquent, ne .garde pas le même signe dans le voisiuage
du point M.

'234. Les deux forme~ fondameniales. - L'étude 'IUi vient
d'être faite nous conduità associer à Ia forme

ds" = E du2 + 2 F du. dv' + G dv?

une nouvelle forme quadratique en (~U, dv;

D dU2+ 2 D' du dv + D" de»,

D'aprêsIeur définition même, les coef6cients O, D', D" ont les
valeurs suivantes :'

. dA da:
(14) D = S '7"" -J 'aú u.

l'expression .de D'peul se simplifier en tenant comple des rela-
tions (3). En eflet, si 1'0n différentie Ia premiêre de ces relations
par rapport à 1', et Ia seconde par rapport à u, il vient

d2.r dA da:
S A du dv + S ov d = o,

S~ J"x S JA ,),.. _ .
. ou ,A' + da dv .- o,

on a donc
S dA i)» _ S dA ,Ú

dv du - rJu ,)1'

et, par suíte,

00 peut aussi obtenir pour D, D', Df( des expressions OÚ ne
figurent que les dérivées des cocrdonnées », I', Z. De I'identité (6),
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on tire

le coefficient D de du' est dono égal à

(
d*x ti1y ai z')

- A-:;-:-+-B-J .+CTi .
uu· ( u= uU

En remplaçant A, D, C par leurs valeurs (4), on reconnait que
le coefficient de K est le développement d'un déterminant "

(h tly rJ.;;
rtu 'tJu du

dx rJy d;;
(15 ) D=-K dv ,)V dll

d2.c d!y J!z
dut' du1 dll!

et I'on trouve de mêrne

I d,r ~I' di rJ.r. dy dA
I '/11 riu riU du du ãit
I
I d» dy dz dx ~ dz

(16) D ~-K I dv lA· d"
D"=-K dI' dv dI'

I

d1.c ti1y dtz ,ti1x ti1y dtz
I !ludll du dll dltdc dll! , dv.! Tvi

Les coefficients D, D', IY' ae sont déterminés complétement,
comme les coefficients A, B, C eux-mêmes, que si I'on a choisi le
facteur K, tandis que Ia forme quadratique '

D dll!+ 2D' du dll+ D"d~·t
,/A2+B!+C!

eSI, au ;,igne prês, indépendante de ce facteur K. Ceue forme (17)
a une signification géométrique três simple. 'Soit 3 Ia distance,
prise avec un sign.e convenable, du point de Ia surface qui cor-
respond aux valeurs u + (luet ,,+ do des Iíarltmetres, au plan .
tangeut au point (u, 1'). Si l'on développe 3 suivant les puissances
de du 'et de do; les termes du premiei- degré disparaissent
d'aprés les relations (3), et l'ensemble des termes du second degré
en du ~t ri" est précisément

) .0\ lftx+ Blfty+Clftz ,
:2 VA!+B2+r.S
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c'est-ã-dire, au facteur - ; prês, Ia forme (17)' La formule g"né-
rale (11), qui donne Ie rayon de eourbure d'une seetion normale ,
peut donc s'écrire

I,}. iJ
- =2 Im-,R ds!

ce qui est bien d'aceord avec un résultat déjã signalé (n° 209\.

235. Théorê~e8 d·Eu1er.lndica~lcé. - Pourétudier lá variation
en grandeur du rayon de courbure d'une section normale , irnaginons
qu'on ait pris pour origine le point considéré de Ia surface et pour
plan des xy Ie plan jangent ã. cette surface. On a, dans ce svstêmo
d'axes, p = q = o, et Ia formule (13) devient

(18)
1 ..R = rcos''? + 2SCOSq. sm7' + tsm2:p,

<fi étanl I'angle que fait avec Ox Ia trace du plan sécant sur le plan
des xy. En égalantà zéro Ia dérivée du second mernbre, on trouve que
R est maximum ou minimum pour deus directions rectangulaires.
Afin d'étudier en détail Ia variation de R dans tous les cas parti-
culiers possibles,il est commode d'employer Ia représentation géo-
métrique suivante. Imaginous que sur Ia trace du plan sécant on
porte une Iougueur Om égale à Ia racine carrée de Ia valeur absolue
du rayon de courbure j ce point rn. décrira une ~ourbe appelée
indicatrice, et ilest clair que l'inspection de cette courbe supposée
tracée fait connaitre aussitôt Ia variation du ra)"oll de courbure.
Cela posé, .examinons Ies trois cas possibles:

10 S2 - rt < o. Le rayon R a un signe constant j nous le suppose- .
. I

rons positif. On a, pour les coordonnées dupoint m. ; = VR cos (li,

'"fi =VR sin c , etl'équation de Ia courbe cherchée est par conséquent

cette courbcest une ellipse qui 11 pourcentre l'urigine. On voit .
que R est maximum lorsque Ia trace du pIan sécant coincide avec
le graud axe de l'ellipse et minimum lorsque cette trace coincide
a vee le petit 81e, et que deux plaus sécants dont Ies traces sont
également inclinées sur ,les axes de l'indicatrice donnent Ia mêrne
valeur pour R. Les scciions normales passanl paI' les axes de Pin-
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dicatrice s'appellent les sections normales principales e[ Ies
rayoos de courbure correspondants sont Ies rayons de courbure
principau», Si 1'00 a pris pour axes des x et des y les axes
mêmes de l'iodicatrice, 00 a, dans cc systéme d'axes, s = o, et
Ia formule (J 8) devient

!. = r coss o + t sint e "R . .

les rayoos de courbure principaux R., ~2 s'ohtiennent en faisant
:t O d 1·1 •<p = o, ou <p = -.." o a .onc -R = r, -R = t, et par surte,
2 l'

I .cos'~ sin'<p-=--+--.R Ri . R2

2U S2 - rt > o. Les sections normales correspondaot aux valeurs
de l'angIe <p, raeinesde I'équation

r cos!'!' + 2SCOS!{l sin.,!,+ t sin2<p = o,

ont un rayon de eourbure infini, Soient L~OL., L~OL2 Ies traces
de ces deux plans sur xO y. Lorsque Ia traee du pia o sécant est
comprise dans l'angIe L,OL2, par exemple, Ie trioome est positif
et, en employant Ia même représentation que dans Ie premier cas,
on voit que Ia portion correspondaote de l'indicatrice est repré-
sentée par l'équation .

e'est une hyperboIe ayanl pour asymptotes les droites L'i OL, et
L'IOL2' Lorsque Ia trace du pIan sécant est eomprise dans
I'angle L'20LI on a R < o et, pcn •• avoir Ia portioo eorrespon-
dante de l'indicatrice, 00 dv~'i.poser

E = v- R coso" ., "I) = V- Rsin<p,

ce qui conduit à I'équation de l'hyperbole coojuguée de Ia précé-
dente

L'ensemble de ces deux hyperboIes coojuguées permet encore
de se faire une idée de Ia variation du rayon de courbure d'une
section normaIe. Si 1'0n prend pour axes de coordonnées les axes de
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ces hyperboles, Ia formule générale (18) prend encere Ia forme (:w),
~t et R, désignant les deus "'rayons de courbure principaux, dont
l'un est positif', I'autre négatif.

3° S2 - ri = o. Dans ce cas, le rayon de courbure R' conserve
un signe constant, le signe + par exemplo. L'indicatrice est
encore représentée par I'équation (19); mais cene courhe, étant
du genre parabole et ayant pour centre I'origine , se compose for-
cément de deux droites parallêles. Si I'on a pris I'axe des y paral-
Iéle à ces deux droites, on doit avoir dans ce systéme d'axes s = 0,

t = o, et Ia formule générale (18) prend Ia forme·

IR = rcos!:p,

• OU RI = R cos>~. On peut iussi Ia considérer comme un cas
limite de Ia formule (20), obtenu en supposan~ que l'un des
rayons de courbure principaux R2 devient infini.

Les formules d'Euler peuvent aussi s'établir sans avoir besoin de Ia fOI'-
mule préliminaire (I3). Le point de Ia surface étant pris pour origine et. le
plan tangent pour plan dos :t:y, on peut écrire, en poussant le dévelop-
pement de z··pu Ia formule de TayIor jusqu'aux termes du troisiême ordre ,

rx!+ 2S:Cy + ty!z= . . +.....
1.2

les termes non écrits étant du troisieme ordre, ou d'ordre plus élevé , Pour
avoir le (ayon de courbure de Ia section faite par le plan y = :c tang'!?,
011 peut faire d'abord Ia transforrnation de coordonnées

y = a' sin ç + r' cos ç ,

et poser ensuite r' = o, ce flui donne les développement de li suivant les
puissances de ir:'

,. coss 'I'+ 26 sin cp cos t + t sin2 9 '2·z= X + ...
1,2

et , en appliquant Ia remarque du nO209, nous retrouvons Ia formule (18).

Remarque. - La courbe d'intersection de Ia surface par son plan
·tangent, qui a pOUI' équation

,,= r.i'+ 2SX'y + ty'''';''' 93(X, y) + ....

presente un .pornt double à l'origine, et les tangentes au point doul.le som
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précisément les tangentes asymptotiques. PIus généralement, si deux sur--
faces S, SI sont tangentes à I'orlgíne au plan des a:y, Ia projection de Ia
courbe d'intersection sur le plan des :xy a pour êquat iou

r,. s" tlayant Ia même signiflcation pour Ia surface SI que r, s, t pour
Ia surface S. La nature du point double dépend du signe de l'expres-
sion (s - St)2,- (,. - rl)( t - ti); si celle-ci est nulle, Ia courbe d'inter-
section présente, en général: un point de rebroussement.

.En résumé , il existe en chaque point d'une surface quatre posi-
tions remarquables pour les tangentes à cette surface; .deux tan-
gentes rectangulaires pour Jesquelles le rayon de courbure fi est
n:iaximum ou minirnum, et deux tangentes asymptotiques pour
lesquelles Rest mfini. On obtient celles-ci en égalant à zero le
trinome roc2+2soc(3+t(32 (cf. n" 2!3) .. Nous allons montrer
maintenant comment on détermine les sections normales principales
et les rayous de courbure principaux dans un systéme d'axes rec-
tangulaires quelconque.

236. Rayons de courbure príncípaux. - L'étude de l'indicatrice
met en évidence qu'à une valeur donnée de R correspondent en
en ~énérai deux sections normales, réelles ou imaginairés, donl le
rayon de courbure a Ia valeur donnée; iI n'y a d'exception que si
R est égal à I'un des rayons de courbure principaux et il n'y a
dans ce cas que Ia section norrnale principale correspondante qui
admette ce rayon de courbure. Pour déterrniner les sections
normales dont le rayon de courbure a une valem' donnée R,
rcprcnons Ia formule gériérale (I I), qüe nous écrivons

I D du2+ 2D' du dI' + D' d~,2
P = Edu! + :,F du do + G ,d1'2 ;('J\ )

en posant H=:PVA~+ R2+C2. Pour une valeu r donnée de p,

I'~quation (2 I) est une équation du second degré en ~/ll'_,
~It

( :!J) ( P n -- E) dui + ,)(? D' - F) 'riu ,fI' + i? D" - G) dl'2 = 0:

dont les deux racines déterminent les tangentes aux sections
normales qui admettent le raJon de courbure H. Si H est un raJon



,600 CHAPITRE XII. - SURFACES;

de courbure prineipale, l'équation (22) a une racine double en ::
qui satisfait QUX deux relations

{
(pD-E)du+(pD'--'F)dl'=o,
(p D'- f) dU + (pD"-· G) do == o,

et ce systéme détermine à Ia fois Ies raJons de courbure principaux

et les sections normales principales. En éliminant ::' on obtient
une équation du second degré en p

(p D'- F)2.!- (p D -'- E)(p D"- G) = 0,

dans laquelle il suffira deremplacer p par R pour avoir
VA2+B2+C~

l'équation aUI rayom de eourbure principaux. De même, en éli-
minant p entre les deux équations (23) on obtient une équation .
. dI'
du seconddegré en du ,.

(25) (Ddu +- D'dv)(F du + G dI') - (D' du + D"dv)(E du + F dI') = o,

dont les racines font connaítre les traces SUl' Ie plao. tangent des
sectionsnormales principales.

D'aprês Ia natune même de Ia questiun, les deus raeines de
l'équation en p sont toujours réelles ; si R et R' sont Ies raJons
de courbure priucipaux, Ie produit R.R' est donné pár Ia relation

(:1.6) I DD"- D'2
RH' = (EG-F2)(A2+B2+C~)"

ee qui fournit une vérification des résultats précédents. En effet,
EG _F2 étant toujours positif, RR' est du signe de DD"- D'2. En
un point parabolique, un des rayons de courbure principaux est
. fi' I Im rm, ot Rif' est nu .

POUl' que l'équation (24) ait ses racines égales, il faudraque
l'indicatrice soit un cercle, et toutes les sections normales auront
alors le même rayon de courbure. Le second rnembre de Ia
formule (I I) devra done être indépendant du rllpporl ~:; il faut
pOUl' cela qu'on ait

Cn).
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Les points qui satisfont à ces conditions s'appellent des ombilics,
En ces points, l'équation (25) se réduit à u,ne-identité, ce qui
s'explique puisque tout diamétre d'un cercle est un axe de
symétrie. Dans Ie cas d'une surface représentée par une équa-
tion z = F(x, y), Ies équations (24), (25), (27) deviennent res-
pectivernent

(24)' (rt-s2)R2-V l+p2+q2[(I+p2)t-2pqS+(I+'(j2)r]R+(I+p2+q2)2= o,
(25)' :l;[( 1+ p2)S - pqrJ

+:l~[(I+p2)( ~ (I + q2)r] + ~2[pqt- (I+ q2)sj = o,
r, s t

1 +p2 = pq = I + q2 •('17 )'

On peut les déduire, comme cas particulier, des formules géné-
rales, ou les établir directement en partant de Ia formule (13)

On peut quelquefois déterminer, par des considérations géc..-
métriques, les sections normales principales d'une surface. Par
exernple , si une surface S admet un plan de symétriepassant par
un point M de -eette surface, il est clair que Ia droite d'intersec-
tion de ce plan avec Ie plan tangent en M est un axe de symétrie,
de I'indicatrice, et Ia section par le plan de symétrie est une des
sections normales principales, Ainsi,' en un point d'une snrface
de révolution, Ia méridienne est une des sections normales prin-
cipales; le plan de Ia seconde section normale principale passe
dono par Ia normale à Ia surface et Ia tangente au paralléle, Or, on
connait Ie centre de courbure de l'une des sections oblíques pas-
sant par Ia tangente au parallêle, le centre du paralléle Iui-même,
Il en résulte, d'aprés le théorême de Meusnier, que le centre de
courbure de Ia seconde section principale estau point de rencontre
de Ia normale à Ia surface avec l'axe.

En un point d'une surface développable, on a s~- rt = o, et
I'indicatrice est un systême de deux d~oites. Une des sections
principales se confond avec Ia génératrice elle-même, et le rayon
de courbure principal correspondant est infini. Le plan de Ia
seconde section principal e est perpendiculaire à Ia génératrice.
Tous Ies points d'une surface développahle sont paraboliques,
et ce sont Ies seules surfaces possédant cette propriété (nO204).

Si une surface non développable est convexe en certains points,
.à courbures opposées en d'autres points, elIe posséde, en général,

/
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une ligne de points paraboliques qui sépare les régions pour
lesquelless> - rt est positif des régions pour lesquelles S2 - rt est
négatif.- Par exemple, sur le tore, cette ligne est formée des deux
parallêles extrêmes.

SUl' une surface convexe, iI n'y a, en général, qu'un éertain nombre
d'ombilics isolés les' uns des autres. On démontre com me il suit que Ia
seule surface réelle dont tous les points sont des ombilics est Ia sphêre.
Appelons encore À, ~, v 'Ies cosinus directeurs de Ia normale à Ia surface;
en dilférentiant les formules (I:!), iI vient

relations qui deviennent, en tenant compte des formules (27)',

01.
-.=0,oy·

Op.
ox =0,

La premiêre pl'ouve que Àne dépend que de .x, Ia seconde que lJ.ne dépend

d I I . d dé , d), dfL d 'I 'f' . déque e y; a va eur commune es erivees T' -o est onc u a OIS JIl e-. . . ux y.

pendente de a: et de y : c'est une constante ~. On en tire..• a

.. X-XIIA=---,a
IJ.=Y-Y.,
. a

'/= vfa2- (x - X,,)2- (y _ y~)2,
a

À X-Xop=--=-,
v \la'::- (;r - 'Xo )~- (y - )',,)2

q=-~=- , y-~ ,
V v a2 - (.1' -.1'0)' - (y -.y,,)'

et Ia valem' de Z obtenue par I'intégration est

:;= z" + V~2- (.7: - .1',,)'- (y-.r,,)2:

on retrouve bien l'équation d'une sphêre, On verrait de même que, si l'on
d), ofLa -_. = - = o. Ia surface est un plan. Mais les relations (2~/)' admetteutd» O)' .

eu outre une infinité de solutions imaginaires, qui sarisfont.ü l'équatiou
1+ p2,+ q' = o, comme on peut le vérifier eu différentiant cette relation
par rapport à a: et par rapport à y.
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237. Lignes asymp~otiquet;.~ Surla portion de surface à
courbures opposées, il y a en chaque point deux tangentes pour
Jesquelles Ia section normal e correspondante a un rayon de COUl'-

bure iníini : ce sontIes asymptotes de I'indicatrice. On appelle
lignes asymptotes les lignes aituées, sur Ia surCace qui sont
tangentes en chacun de leurs points à l'une de ces asymptotes.
Quand on se déplace sur l'une de ces lignes, U et v sont Conctions
d'une variable; pour que Ia tangente coincide avec une asymptote
de I'indicatrice, due: do doivent satisfaire, d'aprês ce qu'on a vu
plus haut, à Ia relation

D du2 + 2 D' du d« + D" d,,2 = o.

Les coefficients D, O', D" étant des Conctions de u et de v, on
tire de l'équation précédente deux valeurs de ;:'

(I" do
(29) du = 'fi (u, v ), du = 'f! (/l, v);

nous démontrerons plus tard quechacune deces équations admet
une infinité d'intégrales, et que chaque couple de valeurs (uo, vo)
determine en général une intégrale et une seule, Par chaque point·
de Ia surface, il passe donc en général deux lignes asymptotiques
et deux seulement, L'équation différentieIle (28) peut encore
s'écrire sous Ia forme équivalente
(30) dA da: + dH dy -r- de dz = o,

qui est en général Ia plus commode dans les applications. Dans le
cas d'une surface représentée par l'équation.z=F(x,y), I'équa-
tion différentielle précédente devient
(31) dp da: + dq d..r=,. dx2+ 1S do: d)" + t dy» = o.

A d.c + B dy + C ri:; = o. A ([t..x + B d2 Y + 1-: d~z = o:

On peut encore definir les lignes asymptotiques par Ia propriété
suivaute , qui ne fait intervenir aucune relation métrique. Ce sont
les lignes de la surface dont le plan osculateur coincide avec le
plan tangent. En effet, pour que le plan osculateur coincide avec
le pIan tangent, il faut et il suffit qu'on ait à Ia fois
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Ia premiêre équatiou est vérifiée pour toute eourbe située sur Ia
surface, tandis que, d'aprês l'identité (6), Ia seconde est identique
à l'équation (30). D'ailleurs, il est facile de se rendre compre de
l'identité des deux définitions. Le rayon de courbure de Ia section
normale tangente à une asymptote de I'indicatrice étant infini, il
en serait de même, d'aprês le théorême de Meusnier, du rayou de
courbure d'une ligne asymptotique, à moins que le plan osculateur
ne soit perpeudiculaire à Ia normale et, dans ce cas, le théorême
de Meusnier devient illusoire. Le plan osculateur à une ligne
asymptotique doit donc coíncide r avec le plan tangent, à moins
que Ie rayou de courbure ne soit constamment infini ; dans ce cast
on aurait une ligne droite, do~t le plan oscuIateur est indéterrniné,
Il résulte évidemment de cette propriété que les ligues asympto-
tiques se conservent dans toute transformation homographique.
On voit aussi que l'équation différeutielle est Ia même, que les
axes soient rcctangulaires ou obliques, cal' I'équation du plan
osculateur est toujours Ia même,

Les lignes asymptotiques d'une surface S u'existeut évidemment
que si Ia surface est à courbures opposées. Cependant, lorsque Ia
surface est analytique, I'équatiou difIérentielle (28) admet 101l-
jours une infinité d'intégrales, réelles ou imaginaires, quel que
soit le signe de D'2_DD". Parextension, nous dirons qu'une surface
convexe analytiquc admet deux systémes de lignes asymptotiques
imaginaires. Ainsi, Ies lignes asymptotiques d'un hyperbo-
loide à une nappe sont Ies deux systêmes de généra1rices recti-
lignes; pour un ellispsorde ou un hvperbolotde à deux nappes, ces
génér~trices sont imaginaires I mais elle satisfont encore à l' équa-
tion différentieIle des ligues asymptotiques,

Exemples, - 01° Soit à t rouver les lignes asymptotiques de Ia surface

011 a

,.= nt(m - l)a;III-2yl/,

et I'équation diflérentielle (31) peuts'écrire

(
y dX)2 (1' d..c)m(m-I) -d +2mn '_o - +fI(n-I)=o.x J' .I; dy

o y rir
On en tire deux valeurs, 1t1et !ti, pour Ie rapport "-_o • les deu familles

:1' c(l"
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de lignes asvmptotiques se projettent sur le plan des :x:y suivant lei
courbes

2° Prenons encore Ia surfaee conolde 1&" = ~"(~). On peut poser:x: = u,

y = UV, Z = ~{II),et leséelatíonst S) devíennent

A+8v=ó, Bu + Cf'(v) =0;

011 Y satisfait eu prenant C = ~ u, B = ~'.(1-'"),A' = - v 9'(v), et l'équatiôn
différentielle (30) est ici

ú f'( v) d,,2 --.:.1<;1'(11) du do =0.

On a d'abordIa solution v = consto qui donne lei ~énéràtrices rectilignes ;
en djvisant par do, iI reste I'équation

~'(v)dv 2du
..:.....;f~'(;-'-1'""7)- = =r:

d'oü I'on til tire u» = Cy' (v), et les projections des ligues asymptotiques du
second sysreme SUl' le plan des :x:y ont pour équation

3° Citons encore les surfaces signalées par M. Jamet, dont l'équation
peut être ramenées à Ia forme

Xf(~)= F(z),

Eu prenant pour variables indépendantes z et l.. = u, l'équation dift'é-:x:
rentielle des ligues asymptotique est

• /F·(.) _+, / j'(u)V F(z) ds --V J(u) du,

N siut egre par deux quadratures.
-l0 l'ne surface hélicoíde est représentée par les équatlons

nous laissons au lecteur Je soin de démontrer que l'équarion différentielle
des ligues asymproriques est

.•'Il en tire encore l') par une quadrature.
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238. Lignes asymptotiques des surfaces réglées. - Toutesur-
face régléc peut être représentée par.des équatious de Ia forme

.l' == .l'u+ :lu., ,;= ·::,,+-;11:

XII' y ••, :", oc, (3, j étant des fonctions du paramêtre I', Lorsqu'on
fait u = o, le point (XII' .1'0' Zo ) décrit une certaine courbe r surla
surface; au contraire, lorsque, j- restant constant, on fait varier u,
le point (x, y, .z) décrit une génératrice rectiligne et Ía variable lt

est proportionneIle à Ia distance du point (x, y, s) au point
(xo, y", zo) de Ia courbe r. Supposons, pour simplifier, qu'on
prenne K =± J dans les formules (4) j les expressions ( .5) et ( .6)
montrent aussitôt que D = o, queD' est indépendant de u, et
enfin que D" est un polynome en lt du second degré au plus. En
divisam le premier membre de l'équation (28) par le facteur di'
qui ..correspond aux génératrices rectiligues, il reste, pour déter-
miner le second-systéme de lignes asymptotiques, une équation
différentielle de Ia forme

(32)
dú '.
di> -t- Lu2-t- .\Iu -;I- :\ = o,

L, M et N étant des fonctions de Ia variable I'. Les .équations de
cette espêce jouissent dé 'propriétés remarquables qui serout
établies plus tardo Ainsi ou verra que le rapport anharmonique
de quatre intégrales quelconques est constant; il eu résulte que
le rapport auharmonique des quatre points de rencontre d'une
génératrice quelconque de Ia surface avec quatre lignes asympto-
tiques est constant, ce qui permet de trouver toutes ces lignes
asymptotiques dês qu'on en connait trois. On verra aussi que:
lorsque l'on connaít une ou deux intégrales de l'équation (:h), on
peut trouver toutes les autres par deux quadratures ou une seule
quadrature, Si toutes les génératnices de Ia surface rencontrent
une droite fixe, ceue droite est une ligue asymptotique du second
sjstême, el l'on aura toutes les autres par deux quadratures. Si Ia
surface admet deux directrices rectilignes, on connait deux Iignes
asymptotiques, et il semblerait qu'il faudra une quadrature pour
avoir Ies autres. Mais on p<,ut obtenir nu résultat plus pJ'écis, Eu
e Il'et, étant donuée une surface réglée admettant deus direcu-ices
rectilignes, 011 peut effectuer une transformation homogruphique
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de façon que Pune de ces directrices s'éIoigne à l'in6ni; Ia surface se
change en une surface conoíde, et nousavons remarque (nO 237)
que Ies lignes asymptotiques d'une surface oonoíde se déterminent
sans aucune quadrature.

23~. Ligues conjuguées. - On appelle tangentes conjuguées
eu UIl point d'une surface S deus droites passant par ce point,
situées dans Ie plan tangent, et formant un systêrne de diamétres
conjugués de Findieatrice. A toute t.angente de Ia surface corres-
pond évidemment une tangenteconjugée qui coincide avec Ia
premiére , si eIle est tangente asymptotique et dans ce cas seule-
ment. Soieut da et dv les paramétres directeurs d'une tangente
àIa surface en coordonnées eurvilignes; Ia projeetion de cette
tangente SUl' ie pIan des xy a pour coefficient anguIaire

de sorte que 10 rapport anharmonique de quatre tangentes eu un
I point M (u, r ) de Ia surface est égaI au rapport anharmonique des

. quatre valeurs correspoIidantes de ::. Soient (du, dI') et (ou, 01')
Ies paramétres directeurs de 'deux tangentes MT et MT', c et c' Ics
racines de l' équation

,
li '+ 2D'm '+ D"1/I.2= o

q ui détermine les tangentes principales. Pour que MT et MT' soient
conjuguées, iI faut et il suffit qu'on ait

lk - c d/(. ô" - C till
de --r.' du. '+ a" _ c' ou =0.

Cette condition s'écrit, en chassant Ies dénominateurs et rem-
plaçant cc', c + c' par Ieurs valeurs,

('{'lI I> du 1;1/ '+ 11' (du 8" -t- d" 8u) '+ \I" ri" ,51' - o.

En teuant compte des valeurs de D, D', DOI ceue condition peur
eucore s'écrire sous l'une ou l'autre des formes équivalentes

~,\ d.l..',+ õB (11' '+ õC d: = o.
I '
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en posant, d'une façon générale,

dF dF
dF ~ T du + T dv,

"U uv'
• (}l~ dI"
oF = -:;-lill + -:l ÔI'.ou. uv

Étalit donnée une courbe I' située sur Ia surface S. Ie plan
tangent à ceue surface tout Ie Iong de Ia courbe I' enveloppe-une
surface développable qui est tangente à Ia surface S tout le long
de fi en chaque point M de r, la génératrice de cette déve-
loppable est Ia tangente conjuguée de Ia tangente à T.

En effet, quand ón se déplace suivant Ia courbe r: a, y, ::,
A, J3, c sont fonctions d'un paramêtre .variablc ~ i Ia caractéris-
-tique du plan tangent est définie par les deux équations

\ A(X-x)+ H(Y-y)+ C(Z-.::)o,
1 rlA('X-x)+dB(Y~y)+dC(Z-.::)o, _

(35)

en ayanl égard à Ia relation (5). La lettre d indique des différen-
tielles prises par rapport à ~ i' si les paramétres directeurs de ceuc
caractéristique sont õx ; oy, õs; Iaseconde des formules ( 35') donne
Ia relaíion

dA ôx + dE liy + rlç. ô;; = 0,

qui est identiquc à Ia relation (34) i d' ou resulte le théoréme
énoncé. En particulier, si Ia courbe r est une ligne asymptotique,
Ia caractéristique coincide aveo Ia tangente ellc-même à Ia courbc r,
qui est, "par conséqucnt, I'aréte de rebroussement de Ia 'sllrface
développable (cf. n° 238).

On dit 'que deux familles de courbes de ia surface, donl chacune
dépend d'un paramétre variable, forment Ull réseau conjugué,
lorsque les tangentes aU1 courbes dcs deux familles qui passent
par un point quelconque de Ia surface y sont conjuguées, n existe
évidemmcnt une infinité de réseaux conjugues, car on pellt se
donner arbitrairemeut une dcs deux familIes de courbes, cl les
courbes de Ia seconde famille sont déterminécs par une équation
différentielle du premier ordre. Soit, en effet, F( u, 1') = "J'équa-
tion J'une famille de courhes dépendant d'un paramêtre arbi-
traire K. De ~'équation dF = o, on déduit ~lk= G (u. ~'I, et léqua-

( 1/

tion (33) nous donne alors ia valem' de ~v en fonction de u 0.:1 de ,',
()II

c'est-à-dire une équation dillérentielle du promier ordre,
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Comme exemple, cherchons Ia condition pour que les courbes u = const.,
1'= consto forment un réseau conjugué. On peut prendre ici du = o,
õ" = o, et Ia condition (33) devieut D' = o, ou

dx dy ,);;

tlll ,lu dlt.

d.'C '~v dz
-;jz, ~jl; dI' =0.

d'x' ,)2.r a2z
Ju dv ,li, dI' ·r}u dI'

On peut dire encore que cette condition exprime que ai, y, Z sont trois
intégrales d'une équation de Ia fcrme

d2 ~ ao , de-- = M-· +1'i .._,du. dv du. dI'
(Hi)

ou 1\1 et 'i sont des fonctions quelconques de u et de v; il suffira donc de
connaitre trois intégrales dist.inctes d'une t'tJuation quelconque de cette.
forme pour a voir les équat.ions d'une surface rapportée ~ un systême con-
jugué , Si, par exemple, 011 prend M = N = o, t oute intégrale de l'équa-
t ion (36) est Ia somme d'une fonction de u. et d'une fonction de v: SUl'

tour e surface représentée par des équations de Ia forme

.r =j'(Il)+j1,(V), z = <\I(u)+ <\I, (I'),

les courbes (it) et (v) forment un réseau conjugué.
Les surfaces de cette espêce sont appelées surf'aces de translation ;

elles peuveut être engendrées de deux façous diflérentes par Ia translation
d'une courbe de forme invariable r, dont un point décrit une autre
courbe r'. Considérons, en effet, les quatro points Mo"M1, M!, l\l de Ia sur-
face, corrcspondant respectivement aux valeurs (uo, 1'0), (u, 1'0), (uo, v),
(u, v) des pararnêtres u, v, D'apres les formules (37), ces quatre points
sont les sommets d'un parallélogramme. Si, laissant "o fixe, on fait varier u,
le point Ml décrit une courbe r de Ia surfuce ; de même, si ú« reste fixe
t!~ qu'on fasse varier ~', le poínt M! déerit une aut re courbe r' de Ia sur-
face. Ou peut douc considérer cette surface comme engendrée par Ia
courbe r animée d'un mouvernent de translation dans lequel le point 1\'11

decrit r', Oll par Ia courbe r' animée d'un mouvement de translat ion dan s
leque! le point ~11décrit r. Il est évident , d'apres ce mode de génération,
que ces deux familles de courbes sont eonjuguées j par exemple, les tan-
gentes aux diverses posit ions de r', en tous les points de r, forment uu
cylindre circonscrit à Ia surface tout le long.de r. Les tangentes à ces
courbes sont donc conjuguées.

240. Lignes de courbure. - On appelle lignes de courbure
d'unc surface S les lignes de cette surface qui sont tangentes en
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chacun de leurs points à l'un des axes de l'indicatrice. Ces lignes
sont done définies par l'équation dífférentielle obtenue pIus haut

(25) (Ddll -+- D'dv) (F d« -t- Gdl') - (D' du -t- D'dI') (Fdu -+- Felv) = o,

qui donne toujours deus valeurs réelles pour '~~ . La théorie géné-

rale des équations différentielles prouve qu' eri tout point ordinaire
de Ia surface (autre qu'un ombilic ) il passe deux lignes de cour-
bure et deus seulement, dont chacune est tangente à l'un des axes
de l'indicatrice. Sur toute surface rêelle, autre qu'une sphêre ou
un plan, il y a donc deux famiUes de lignes de courbure, qui
forment un réseau à Ia fois orthogonal et conjugué.

Les lignes de courbure peuvent encore être définies par Ia pro-
priété suivante : ce sont les lignes de Ia surface telles que les
normales à ta surface au» dijférents points de l'une d'elles
forment une surface développable.

Prenons, en effet, les équations de Ia normale

X - :r Y - Y _ Z -.z .
-l\.- = -n- ,--e-'

pour que cette droite engendre une surface développable, il faut
et il suffi t qu' on ait (nO 205)

(38)
d» r(v d.z

A B e = o,
as. dB de

ou, en développant les différentielles,

d.r d.o,- du -+- - do
011 do

A

dA dA-dll -+- -di'
d« dI'

Jy du -+- dy di'
rJII dv

P,

dE dB-dll -+- -d"
dn th:

d z dz- du -;- - do
du. a"

=0.r.
»c de-- dll -+- --, d,'
rJII dv

Pour montrer l'identité de cette équation différentielle avec
l'équation 1>5), multiplions Ias éléments do Ia premiére colonne

rJx ,Jy de la troi '. rtzPar -) . ceux de Ia seconde par ',- ,coux. e a troisieme par ,'" ,ct
I U lU' u.

remplaçons les éléments de Ia prerniêre colonne par Ia som mo des
produits correspondants. Aprés une combinaison analogue, OÚ u
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est remplacé par v, le déterminant devient, en tenant compte des
valeurs de D, DI, DI/[formules (14) et (141

)],

E du-+-F dv F du -t- G di' J:;; dz._- du -t- -- dv
du. di'

o o C =0;

D du -t- D' dv D' du -t- [I" dI'
dC ,JC
- du -+- - dv
du Jv

ou retrouve bien I'équation (25).
Ce résultat s'explique aisément au moyen des propriétés des

développées des courbes gauches, et des tangentes conjuguées.
Soit r une ligne de Ia surface S telle que Ia normale MN engendre
une surface développable; si l'on fait tourner cettê droite d'un
angle droit autour du point M dans le plan normal à r, elle vient
coíncider avec une droite MT' du plan tangent, perpendiculaire à
Ia tangent.e MT de Ia courbe r. La droite MT' engendre aussi une
surface développable, qui est circonscrite à S tout le long de r
(nÓ225). Les droites MT, MT' sont donc deux tangentes conjuguées;
puisqu'elles sont orthogonaIes, ce sont les axes de l'mdicatrice. La
réciproque se démontre de Ia même façon. '

Dans les appIications, iI est souvent commode de prendre
l'équation diílérentielle des lignes de courbure sous Ia forme (38),
car ceue forme n'exige pas Ie calcul préalable des six coefficients
E, F, G, D, D', D'I. Supposons, par exemple, qu'onaitunesurface
représentée par l' équation z = F (x, y); les équations de, Ia nor-
male sont
(39)

~ X=-pZ-+-(,I'-t-P,::'),
( Y = - q Z -+- U· -+- q z);

pour que cette droite engendre une surface développable , i} faut
et il suffit que les deux équations (nO 200)

(ío .I - Z dp -+- d(,c -+- p::.)= o, - Z dq -+- d(y -+ q:;;1 = o

soieut vérifiées pour une même valeur de Z, c'est-ã-dire qu'on ait

dl,.r -+- 'j"z) ,/(,1' -+- q s )
= "

dp dq
nu, plus simplemcnt,

,/.I. -+- P ti::. dy .-- q dz
dp = dq •

/
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En .remplaçant de, dp, dq par leurs expressions, on ohtient
l' équation différentielle.

(I + p2) da: + pq dy pq dx +(1 + q2) dy
r da: -+- s dy = s di; + t dy ,

qui esr hien identique à l'équation (25') quand on remplace dx
et dy par oc et i3 respectivement.

~o Cherchons, par exemple, les lignes de eourbure de I'hélicorde

z = a are tangl., x
On peut poser iei

x=pcose~ y = p sina, z =.aú;

les coefficients A, B, C doivent satisfaire aux deux relations

A cose + B sin ô = 0,

- A p sin o + B p cos 6 + Ca = o.

Nous prendrons C = p et, par suite, A = apin6, B =- a cos O.
L'équation dilférentielIe (38) devient ici, en développant et ré(;uisant les

termes semblables,

On en tire

si nous prenons, par exemple, le signe +, il vient en intégrant

p + Vp2+ a2 = aeO-O,
et

Les projections de çes lignes de courbure SUl' le plan des xy sont des spi-
rales toutes égales qu'il est facile de construire.

:10 Cherchons eneore les lignes de eourbure du paraboloíde z = ,ry.
a

On a

p = l,• a
:r

q =-,a /"= I = o, I
S = -,a

et l'équation différentielle (41) devieut ici
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dx + dy
VX2+ a~ Vy2+ (12

=0;

si nous prenons, parexemple, le signe + devant, les deux radicaux, I'iu-
tégrale 'générale est représentée par l'équation

(x + V~) (y +V),2+ (12) = C,

qui donne l'un des systêmes de lignes de courbure. Si l'on pose

(42)

l'équation précédente peut encere s'écrire

À + V/,2+ (I~ = C,
d'aprês l'identité

et il s'ensuit que Ies projeetions de l'un des syst êmes de lignes de courbure
sont représenrées par l'équation (42), ou À désigne une constante arbitraire ..
On verrait de même que les projections des lignes de courbure de l'autre
syst ême sont représentées par l'équation

En tenant compre de l'équation du paraboloide xy = az , les relations
(42) et (~3) peuvent encore s'écrire

v'X'+ Z2 - \/1'2+ Z2 = C';..
til"

Vx2+Z" et VY'+Z2

représentent les distances du point (x, y, z) aux deux axes Oy et Ox
respectivemeut , Le~ ligues de courbure du parabolorde sont done des
courbes te lles que Ia somme ou Ia di.fférence des distances de Pun
que lcon qu e de leurs points aua deuo: aaies Ox et Oy est constante.

241. Développée d'une surface. - Soit C une ligne de cour-
bure de Ia surface S; lorsque le point M décrit Ia courbe C, Ia
normale MN à Ia surface reste tangente à une courbe r. Appe-
lons A le point de contact, et soient X, Y, Z ses coordonnées; Ia
coordonnée Z est donnée par l'unequelconque des équations (40),
qui ~e réduisent à une seule, puisque C est une ligne de courbure.
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Ces équations (40) peuvent s' écrire

z _ z = (I -+- p2) da: -+- pq dy = pq dx -+- I'I -+- 'I") f(V .
r da: -+- s dy s da: + t dy ,

on obtient encere une fraction équivalente à ces deux-là en multi-
pliant les deux termes du premier rapport par dx, les deux termes
du second par dy, et les combinant par voie d'addition. ce qui
donne

Z -.z = d.c2-+- dy2-+-(p da: -+- q dy)2.
r dx2 -+- 2 S do: dy -+- t dy2

Mais dx, dy, ds sont proportionnels aux cosmus directeurs ::.c,
~, y de Ia tangente, et l'on a encere

Z _ .~_ .a2-+-~2-+-(p:x -+- q~)2 _ 1

~- ":X'-+-2sa~-+-tr:l. -,.a2-+-2s:x~-'-l~2

Si nous comparons cette formule à Ia formule (13). qui dorme le
rayon de courbure R, pris avec son signe, de Ia section normale
tangente à Ia ligne decourbure, on voit que Ia relation précédente
peut s'écrire

(4~)

"; étant le cosinus de l'angle aigu que fait Ia direction positivo de
Ia normale avec O z . Mais z + R'J est précisément égal à Ia valeur
de Z pour Ie centre de courbure de cette section norrnale. II
s'ensuit que le point de contact A de la normale J:lN acec soti
enveloppe r cotncide avec le centre de courbure de Ia seetiou
normale principale tangente à C. La courbc r est donc 11' lieu
même de ces centres de courbure. Si I'on considere toutes les
Iignes de courbure du même systême que Ia ligue C, le li eu des
courbes r correspondantes est une surface 2: à laquelle toutes Ies
normales de S restent tangentes. Car Ia normale MN, par esemple.
est tangente en A à Ia courbe r située sur l:.

Considérons maintenant Ia seconde ligne de courbure C' passan r
par M et coupant orthogonalement Ia premiêre C. La norrnale li Ia
surface S le long de C' reste de mêrne tangente à une CQUTbe TI
qui est le lieu des centres de courbure des sections norrnales tan-
gentes à C'.- Le lieu de cetle courbe r' pour l'ensemble eles ligues
de courbure du même svstémo que C' est une surface 1:' à laquelle
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sont tangentes toutes Ies normales de S. Les deux surfaces ~, ~' ne
sont pas, en généraI, analytiquement distinctes, mais constituent
deux nappes d'une seule surface représentée par une équation indé-
composable.

La normale MN à Ia surface S est tangente à ces deux nappes ~
et 1.', aux deux centres de courbure principaux A et A' de Ia surface S
au point M. D'aprês une propriété générale des congruences, Ies
plans tangents aux points A et A' aux deux nappes 1., I' sont res-

Fig, 41,

pectiveuient les plans osculateurs en A' à Ia courbe r' et en A à Ia
courbe r .(1~(230).Nous reprendrons Ie raisonnement dans ce cas
particuliérement importsnt. Lorsque Ie point M décrit Ia courbe C,
Ia normale MN engendre une surface développable D ayant r pOUI'
arête de rebroussement ; d'autre part, le point de contact A' de
ccue normule M~ avec 1.' décrit une courbe y' distincte de r', cal'
Ia droite M~ ne peut rester tangente à Ia fois aux deux courbes r
et l". Lu développable D et Ia surface I/ sont done tangentes au
point A'. et, par suíte, lo plan tangent en A' à 1.' est tangent à Ia
développable D le long de MN; c'est dono Ie plan NMT, passant
pnl' Ia tangente à C. Ou :verrait de même que Ie plan tangent à Ia
surfar. ~ au point A est Ie plan NMT' passant par Ia tangente à Ia
secoude ligne de eourbure C'.

[os deux pluns NMT, NMT' sont recrangulaires , ce qui confirme
1In ré sultat dtSjà établi (n° 231), et conduit à une propriété impor-
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tante de Ia développée. Imaginons que d'un point quelconque O de
I'espace on ahaisse une normale OM SUl' Ia surface S, et soient A
et A' Ies centros de courbure principaux de S sur cette normale.
Les plans tangents aux points A et A' aux deux nappes !, !' de Ia'
développée sont orthogonaux; comme ces plans tangents passent
au point O,on voit que les deua: nappes de Ia déoeloppée d'une
surface S, vues d'un point quelconque O de l'espace, paraissent
se couper à angle droit. La reciproque de cette propriété a ('le

démontróe antér+eurernent (n" 231).

242. Formules d'Olínde Rodrigues. - Désignons toujours par
I"~p., 'J les cosinus directeurs de Ia normale à Ia surface, par R un
rayon de courbure principal; les coordonnées du centre de cour-
burecorréspondant sont

(45) Y =y-+- Rp., Z = z -+- Rv,

Lorsque le point (x, y, z) décr it Ia ligne de courbure tangente à
Ia section normaIe dont Ie rayon de courhure est R, ce centre de
courbure décrit, nous venons de le voir, une courhe r tangente à
Ia uormaIe MN de S. On doit donc avoir

d'\ dY dl--::;--'=.- =-,
I, fl v

ou, en rempIaçant X, Y, Z par Ies valeurs (45),
d.e -+- R d), riv -+- R riu ti:;. -+- R ,foi

).. =';.t . = 'I ;

Ia valeur commune de ces rapports est zéro, cal' si ou les combine
par addition aprés avoir multiplié les deux termes du prernier
par À, ceux du deuxiême par p., ceux du troisiérne par 'J, on a un
rapport équivalent dont Ie dénominateur est l'unité, tandis' que le
numérateur I

), d» -+- fl dy -+- 'I dz -t- H(), d): -+- p. rlfl -+- " di)

est indentiquement nul. Nous obtenons ainsi les formules d'Olindc
Rodrigues
(46) d» -+- R ti), = 0, r1y -+- R dp. = 0, dz -t- H ti., = o.

qui jouent un rôle important dans Ia théorie des surfaces Bien
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entendu, ces formules ne s'appliquent qu'à un déplacement du
point (x, y, z) SUl' une ligne de courbure.

Remarque. - On peut aussi se servir des propriétés de Ia
développée d'une surface pOUI' former l'équation aux rayons de
courbure principaus , Remplaçons. dans Ies formules (45),
À, iJ., v par les valeurs (8), et, posons R = p vi A2 + B1 + C2; elles
deviennent

x = x- pA, Y=y-pB, Z =.z - ('C.

Puisque le point X, Y, Z décrit une courbe tangente à Ia normale
à Ia surface S, lorsque le point (x, y,z) décrit Une ligne de cour-
bure, on doit avo ir

dx - P dA- A d? . rly - p dB- fi dp
A = R

dz-pdC-Cdp
C '

ou, en appelant -- dp + K Ia valeur cornmune de ces rapports,

(41'> dx -- pdA - AK = o, dy -p dR -BK = 0, dz=« pdC-CK=o.

En éliminant p et K entre ces trois relations , on retrouve
l' équation différentiellc (38) des Iignes de courhure; mais si I'on
remplace dai, dy, dz, dA, dB, dC par

ux dx- du + _..dv.
,)U dv'

dC dC
... , JI~du + dI' dv.

puis qu'on élimine du; de, K, on parvient à une équation en p:

I à» dA tl.r dA AJu - P du 'd,: - P dI'

(48)
d)' dE '~y dB B =/).du - P ,)/1

--c,--
dv ',h,

uz dC dz dC Crj!i - P Jii ,JI- -p rh'

Des transformations tout à fait pareilles à celles du n" 240 per-
meltent de vérifier l'identité de cetle équation avec l'équation (24),
mais I'équatíon (48) n'exige pas le calcul préalable de E, F, G,
D,D',D".

Cherchons encore, comme applicarion, les rayons de courbure princi-
paul( de I'hélicotde gauche à plan directeur. On a, dans ce cas, en modi-
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fiant un peu les notations employées plus hant,

y = lt siri I>

B =- a COSI>,

z= aI>,

C = u,
x = lt COSI>,

A=asinl>,

et l'équation(48) se réduit à

a~p2= a2+ u»,

.... a2+ u2 • •d'ou l'on tire R = ± ---. Les l'ayons de courbure pl'lllClpallx de
a

l'hélicoi'de sont dono égallx en vai. UI' absolue et de sig nes contraires .

243. Théoreme de .Joachim.thal. - On peut quelquefois trouver
par des considérations géométriques Ies lignes de courbure de
certaines surfaces. Ainsi, il est à peu prês évident que Ies lignes
de courbure d'une surface de révoIution sont Ies méridiens et Ies
parallêles de cette surface, car ces courbes sont tangentes en chacun
de leurs points à l'un des axes de l'indicatrice. Comme vériíication,
nous remarquerons que les normales Ie long d'un méridien forment
un plan, et Ies normales le long d'un parallêle un cône de révo-
lution, c'est-à-dire des surfaces développables.

Sur une surface développabIe, mie premiêre famille de lignes
de courhure est formée des génératrices. La seconde famille se
compose des trajectoires orthogonales des génératrices, c'est-
à-dire des développantes de I'arête de rebroussement (n" 225); elles
s'obtiennent par une quadrature. Si 1'0n connaít l'une d'elles, on
peut en déduire toutes Ies autres sans quadrature, Tous ces résul-
tats sont faciles à vérifier par Ie calcul.

La théorie des développées d'une courbe gauche a conduit
Joachimsthal à un théorême important, souvent utilisé dans cette
théorie, Soient 5, S' deus surfaces se coupant suivant une courbe C,
Iigne de courbure pour chacune d' elIes; Ia normale MN à Ia sur-
face S Ie long de C engendre une surface développable , et Ia nor-
male MN' à Ia surface 5' le long de C engendre une autre surface
développable. 01'; ces deus droites sont normaIes l'une et l'autre ;)
Ia courbe C. Par suite, si deu» surfaces ont une h"gllf? de cour-
bure commune, elles se coupent sous un allgle coustant tout l«
long de cette ligne (n" 225).

Héciproquement, si deux SUI/aCeS se coupeut sous UIl ang!«
constant; et si la courbe d'intersection est une ligne de courbure
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pou,. I'une d'elles, elle est aussi une ligne de courburepour la
seconde . On sair, en effet, que, si une famille de normales à une
courbe gauche C engendre une surface développable, il en est de
.même des normales obtenues en {ais8nt tourner chacune d'elles
d'un angle constant dans le plan normal à C.

Toute courbe plane ou sphérique est une ligne de courbure du
plan ou de Ia sphêre, Ondéduit donc du théorême de Joachimsthal
Ie corollaire suivant : Pour qu'une courbe plane ou sphérique
située sur une surface soit une ligne de courbure de cette sur-
face, il faut et il su.Dit que Ia sürface coupe le 'planoú Ia sphêre
S01tS U11. angle constant: , .

2U.Th60r6uw d. DupiD. - Nous avons déjà parlé à diverses
reprises des sj'stêmes triples orthogonaux (nOS6ã, {.tO). L'origine
de cette théorie remonte à un théorême célebre, da à Dupin, que
nous allons établir.

i:tant données trois familles de surfaces formant U11. sys-
teme triple orthogonal; l'intersection de deua surjaces de
familles d(flérenles est une ligne de courbure pour chacune
d'elles.

Supposons les coordonnées rectangulaires ai, Y; $ d'un point de
l'espace exprimées au moyea des trois paramêtres u, v, ~, de
façon que les trois familles de surfaces (u), (v), (w) fotment un
'systeme triple orthogonal. Les conditions .d'orthogonalité sont
exprimées paI' les trois relations (n" 65)

S ox OX = o, ow ou ' S ~3:dx - o
, dt« o" - .

, En dillérentiant ces relations par rapport à u, v, w respecti-
vement, il vient

rJx ')'.1,' d.c d!x ' S dI ,)2X + S O.C rJ!x = oS- --+S- -- =0dI' ,Ju ~/w âw ,!lt dv ' dw ou 01' âu. do OW '

OX d'x dx o!x
S-- --+S- --=0:ou d" dw 01' du OW ' ••
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d'oú l'on déduit, par des combinaisons.faciles,

,; ..r: ,)2Xs-- -- =0âv dú âw '
da: rJzx

S ow ;ru;rv= o.(50) S dx d2x = o
ou OV on! ' .

L'él' . . d déri da: Jy âs I d ..munauon es errvees T I :lI :;- entre es eux premiêres
• úW uW. uW

équations (49) et Ia derniêre équation (50) conduit à Ia condition
â» ,)y âz

JIl Ju dll

dx dy âz
uv âv ,)v =0,

rJ2x ,)2)' ,J"!.z
ou 01) uu â" âll dI)

qui exprime que, sur une surface (w), Ies courbes II = C, (' = C'
forment un réseau conjugué. Ce réseau, étant à Ia fois orthogonal
et 'conjugué, est donc composé des lignes de courbure, ce qui
démontre le théoréme énoncé,

Un exemple bien remarquable de systéme triple orthogonal est
fourni par les surfaces homofocales du second degré (n? 141),
dont I'étude a sans doute conduit Dupin au théorême général. Il
résulte de ce théorême que les lignes de courhure d'un ellipsorde
ou d'un hyperboloíde (qui avaient déjà été obtenues par Monge)
sont les courbes d'intersection de cette surface et des surfaces du
second degré homofocales à celle-là,

Les parsbolotdes représentés par I'équation

ou À est un paramétre variahle, forrnent aussi un systéme tr iple
orthogonaI, ce qui nous donne les lignes de courbure du parabo-
loíde. Citons cncore le systéme triple rencontré plus haut (n" 240)

J'Y _-_:toz . \ ./'"+ .z" _ \ )'2 + .:;2 =. .,'.

La recherche dos systemes triples orthogonaux est un des pro-
blérnes Ies plus intéressants et lês plus difficiles de Ia Géométrie
infinitésimale. li a fait l'ohjet d'un grand nornbre de Mémoirr-s
dont 011 trouvera les résultats résurnés dans un récent Ouvrage de
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M. 'Darbou~ (I). Une surface queleonque S appartient à UM inír-

nité de systérnes triples orthogonaux ; I'un de ces systémes est
formé par Ies surfaces parallêles à S et par Ies deux famiIles de
surfaces développables engendrées par Ies normales à S le long
des Iignes de courbure de cette surface. Soient, en eflet, O un
point quelcooque de Ia uorrnale MN à Ia surface S au po int M,
MT et MT' Ies tangentes aux deux lignes de courbure C, C' passant
en M. La surface paralléle à S qui passe au point O a son plan
tangeot parallêle au plan tangen! en M àS; les surfaces dévelop-
pables engendrées par les normales Ie long de Ia courbe C ou de
Ia courbe C' ont pour pIans tangents les plans NMT et NMT' res-
pectivement. Ces trois plans sont bien orthogonaux deux a deux.

De tout systéme triple orthogonal on peut déduire une infinito
I

d'autres systérnes analogues, au müyen de Ia lransformation par
rayous vecteurs réciproques, puisque cette transforrnation con-
serve Ies angles. Puisque toute surface, nous venons de 1e voir,
fait partie d'un systeme triple orthogonal, on eu conclut, ce qu'il
est aisé de vérifier, que, dans toute transformation par ra}ons
vecteurs réciproques, les lignes de courbure de la surface trans-
formée sont les transformées des lignes de courbure de Ia sur-
f ace primitive,

:!}6.Torsion géodésique •. _-Les propriétés des lignes de courbure se
rat tachent à un élément géométrj«(ue important, qui dépend des dérivées
du troisiême ordre. D'apres une formule amérieure de Ia théor ie des
courbes gauches (n° ,22;1), on a Ia relation

clÀ d[L dv

.:_d6=H= ds ds riS
(:J I)

T ds ), }l- v

:z 'J '(r~

:z, ~, y étant les cosinus directeurs de Ia tangente à une courhe quelcouque r
située SUl' une surface S; i" [L, v, étant les cosinus directeurs de Ia nor-
male à cette surface, O l'angle de Ia normale à Ia surface avec .Ia nnrrnale
principal e de r, éompté cornme. au n° 22;1, T Ie rayon de torsion de r. Les
coordonnées x, y, z d'un point de S étant exprirnées au mO)'en de deux
pararnêt res u, v, les cosinu s y, }I-, Y sont aussi des fonctions de u , v, e t tous

(I) Leçons sur les sy stém- ortliogonau:x et les coordonnées curviiig nes, 'glÜ.
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dv
les éléments du déterminant H s'expriment au moyen de u, 11 -d • L'expres-. . U

sion j -::a dom: Ia même valeur pour toute •. lescourbes r de Ia s,ur-

face qui sont tangentes aa point (a, 11). M. O. Boanet, auquel est dú cet
important résultat, a donné à cet élément le Dom de torsion géodisiqae.
Pour étudier Ia variation de Ia torsion géodésique avec Ia position de Ia
tangente, prenons pour axes des x et des y Ies deux axes de Pindicat.eice,
de façon 'lue Ia surface soit représentée par l'équation

Pour une courbe r de Ia surface passant par l'origine, et dont Ia tangente
fait un angle Id avec I'axe des x, on a, à I'origine, & = cosw, ~ = sinw.

d). cos w.dfL .sin to
y=Q, ).=:~=o, ,,= I, ds =""T' ds =-W-' et Ia formule (51)
devient

(51 bis) I dO (I I)'T - ds = R - R' SIIlW COSt·).

Cette formule, qui complete Ia formule d'Euler, montre qu~ Ia torsion
géodésique est nulle si Ia courbe I' est tangente à I'un des axes de I'indi-
catrice, er dans ce cas seulement. Les ligues de eourbure peuvent donc être
dé/inies comme les lignes de Ia surface dont Ia torsion. géodésique
est nulle ell chaque point ; ce qui résulte d'ailleurs de Ia formule (51)
puisqu'en égalant Ie second membre à zéro, on obtient I'équation difléren-

tielle de ces lignes. Remarquons encore que, quand on change tu en W + ; ,

dans Ia formule (51 bis), le second membre change de signe ; par consé-
quent, ia somme des torsions géodésiques de deus: courbes orthogo-
nales de ia surface est nulie aú point d'intersection,

Lorsque deux surfaces 5, S' se coupent sous un angle constant suivant
une courbe r, Ia dilférence Q - 6' est constante le long de cette ligne, et
par suíte Ia torsion géodésique dé r est Ia même sur les deux surfaces,
Le théorême de Joachimsthal est une application immédiate de cette
remarque. Les propriérés de Ia torsion géodésique conduisent aussi três
simplement au thêorême de Dupin, Soient 51, S" S3 trois surfaces passant
par un point )1 de I'espace, et appartenant respectivement aux trois
familles d'un systême triple orthogonal. Soient r1 I'interseetion de St et
de S:!, ri l'intersection de St et de S1> 1'3 l'intersection de 5\ et de S,.
Les surfaces S~ et S" étant orthogonales le long de 1\, Ia torsiou géodé-
sique de r I est Ia même SUl' les deux surfaces; désignons-la par ";;\_Les
lettres. ~~et ":3 avant des significations analogues pour les courbes l'! et l'J,
les valeurs de ces torsions géodésiques au point M vérifient les rela-
tions '1+,"=0, ':1+,:\=0,":3+":1=0, carlcs courbes ri et 1'2, pai'
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exemple de Ia surface S, sont orthogonales. On a doae 'ti = 'ti = 't" = o
au point commun M. Les tangentes aux courbes fi, r~,1'31 au point M,
sont, dans chacun des plans tangents, les axes de l'indic atrice de Ia sur-
face $1 ccrrespondante. Comme le point M est un point quelconque d~
I'espaee, les courbes fi sont bien des ligues ele courbure PQur les deux
surfaces S* auxquelles eUes appartiennent (1 ).

246. Applicaüon ã qu~lque8 cla88e~ de surfac~s. - On s'est pro-
posé un grand nombre de problêmes sur Ia détermination des surfaces
dont les lignes de eourbure satisfont à des conditions géométriques
données à l'avance. Nous indiquerons quelques-uns des résultats les plus
simples.

Cherchons d'abord toutes les surfaces dont les ligues de courbure de
l'un des systéme sont des cercles. D'aprês le théoreme de Joachimsthal,
le plan du eercle doit couper Ia surface sous un angle constant ; il s'ensuit
que les normales à Ia surface en tous Ies points du cercle C doivent ren-
contrer l'axe du cercle (c'est-à-dire Ia perpendiculaire élevée par son
eentre sur Ie plan du eercle), en un même point O. La sphêre décrite du
point O comme eentre et passant par C est tangente à Ia surface tout le
long deC; Ia surface considérée est done I'enveloppe d'nne sphêre dépen-
dant d'un parametre variable. Inversement, toute surface enveloppe de
sphêres répond à Ia question, car les earactéristiques, qui sont des cercles,
forment évidemmeot une premiêre-famille de lignes de courbure.

Les surfaees de révolution sont évidemment no cas particulier. Un autre

(I) Les théoremes de Mensnier ~ de Bonnet ne constitnent pas des propriétés
spéciales aux lignes tracées sur une surface, Les propriétés s'étendent à tentes
les courbes r qui satisfont à une relation de Ia forme

A .dx +B dy +C d.: = o,

A, B, C étant des touctiens de e, y, s. 11 existe une infinité de courbes de cette
espêce, dépendant d'une fouction arbitraire, car on peut se donner y enfonction
de 11:, y = !(x), par exemple, et .z est déterminée par une équation différentielle
du premier ordre. Les tangentes aux conrbes r, qui passent par un poiot de
l'espace sont situées dans le plan P, normal à Ia droite .1 dont les parametres
directeurs sont A, B, C. Pour toutes les courbes de cette espêce, ay ant Ia même

. l d . cos 6 I da I ê Itangente en un.pouu, es eue expressions -a' T - ds ont a m me va eur,

R, T ayant Ia signification habituelle, et a étant I'angle que fait Ia droite <1
avec Ia normale principale à r.

Nons pouvons supposer en effet qne A, B, e sont les cosinus directeurs de Ia
.. dA dx +dB dy + de d«

normal e au plan P, et II est évident que le terme ds' de Ia

formule (6), ainsi que le déterminant H de Ia formnle (51) ne dépendeni que
â» dy ds

de x, y, s, ds' ds' s:
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cas intéressant est celui des surfaces caraua; ou surfar--; en veloppes
d'une sphêre de rayon const ant R dont Ic centre décrit une courbe arbi-
traire r. Les caractéristiques sont Ies cerrles de rayon R dont le centre
décrit r et dont le plan reste normal à r. Les normales à Ia surface sont
aussi normales à Ia courbe r; on obtiendra don- les ligues de courbure du
secoud systeme eu prenant res traces sur Ia surface des uéveloppables
engendrées par les normales à r. .

Si les deux systêrnes de lignes de courbure d'une surface som des
cercles. cette surface peut , d'aprês cela, étre considérée de deux "maniêl'es
différent.es comme l'enveloppe d'une sphêre dépendant d'un paramêtre
variabte. Soient SI, 5" S3 trois sphêres quelconques du mêrne systême ,
Cio C" C" les caractéristiques correspondant es, et Mi, M~, Ma les points de
rencontre de CI, C2, C:l avec une ligne de courbure C' du second systeme .
La sphere S' tangente à Ia surface en tous les points du cercle C' est aussi
tangente aux trois spheres SI, S2, S3 aux points Mi, M" M3; de sorte que
Ia surface cherchée est Penveloppe d'une sphêré uariable qui reste
tangente à trois sphêres fixes. Cette surface bien connue est Ia cyclide
de Dupin, M. Mannheim a dérnontré d'une façon élégante qu'elle était Ia
t rausforrnée d'un tore par rayo.ns vecteurs réeíproques. Soit y le ccrcle
orthogonal aux trojs sphêres SI, 51, S3; si I'on effectue une transforma-
t.ion par rayo.ns vecteurs récipro ques eu pren ant pour pôle lIU point de y,
ee cercle se éhange en une.ligne droite 00" et les sphêres SI, S~, 53 se
changent respectiverneut en trois spheres 1:1,1:,,1::: orthogonales à Ia ligne
droi te 00', ay ant par conséquent leurs cent.res sur cett e droit.e. Soieru
C'I" C'" C', les sections de ces spheres par un plan passant par 00', C' IIn
cerr le t.angent ,\ C'" C:'", ç; et s: Ia sphere admet.rant C' pour grau.!
cercle. li est clair que, dans un mouvemerrt de rot.at io n autour de 00'. Ia
spliêre :!:' reste tangente aux trois sphêrés ~1, :!:~,:!:" et l'enveloppe de ~
e,t le tore ayanl pour méridienne le cercle C'.

Proposons-nous encore de déterminer les surfaces dont les lignes de
courbure de I'un des syst emes sont de, courbes plaues situées dans des
plans parallêles. Prenons pour plan de; xy un plan parallele aux plans des
ligues de courbure, et soit

:1: cos z + y sin x = F(Cl, z)

I'équat ion 'tangentielle de Ia secuon plane fait.e dans Ia surface par un plan
paralléle au plan des :cy; F (IX, z) est une fouction des deux variables :J.

et z qui dépend de Ia surface considérée. Les coordonuées .r , y d'un point
de Ia surface s'oht iendront en joiznant à l'équation précedcnt.e In relat i..n

. dF
-- .r 5111 z + Y cOS:>: = {j; .

LéS formules qui dounent :1', y, :;sont done les suivant es

(/")2 ) dF ".'"= F cos x - -;T;' sm z ,
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toute surface peut être représent ée par des équations de cette forme, en
choisissant convenablement Ia Conction F(a, z). 11 n'y aurait esception
que pour les surfaces réglées admettant le plan z,= o comme pJàn direc-
t ••ur.

Un calcuI fadle donne, pOUI' les coefficients A, B, C de l'équation du
plan tangent,

A =c05.QC, B = sin «,
dFC=- _,-dz

de sorte que le cosi nus de Pangle que lait Ia normale avec O z a pour
expression

v=

Pour que les sections planes, situées dans Ies plans paralleles au plan a: Oy,
soieutlignes de courbure,il Iaut et iI suffit, d'aprês le théoreme de
'Joaclumsthal, que ces plans coupent Ia surface sous un angle constant,
c'est-à-dire que v soit indépendant de 0<. 11 Iaut et il suffit pour cela
que F~ ne dépende que de Ia var+able z, et, par suite, que F (IX, ,;) soit de
Ia forme

P'(«, z) = y(z) + tJ-(:r:),

les fonctions 9 et .} étant arbitraires. Les formules (5:1) deviennent alors

)

a: = tJ-Co<) cos « - y(lX) sina + <p(z) cosa,

~: :;IX) sin e + 'f'(:r:)cos<x + y(z) SlDlX,(53)

ou obtient ainsi les surfaces Ies plus générales répondant à Ia qnestion.
On peut donner de ces surfaces Ia génération suivante, Les deux pre-

miéres des équations (53) représentent, quand on y considere z comme
constant et o< comme variable, une famille de courbes qui sont les projec-
tions sur le plan z =,0 des sections de Ia surface par des plans parallêles
nu plan des xy. 01', ces différentes courbes sont toutes paralléles à Ia courbe
obtcnue en faisant <p(z) = o; d'oü I'on déduit laconstruction suivante :
OTl prend; dans le plan z = o, une courbe arbitraire et les dijJérentes
courbes parallêles à celle-là, puis on déplace chacune de ces courbes,
suivant une iÕI~arbitraire, parallelement à Oz; ia surface engendrée
par les dijlé,.entes positions de Ia courbe variable est Ia surface la
plus ,t{éné,.ale repondant à Ia questton,

Ce mode de génération peut être, comme on le voit aisément, remplacé
par le suivant ~ Les surfaces demandées sont engendrées par une courbe
I'lrtlte de forme arbitralre dont le plan roule sans glisser sur UII

cy Lindre à base quelconque. Ce sont donc des surfaces moulures,
On le vérifie facilement sur les formules (53) en étudiant les courbés

planes" = const. Les deux familles de ligues de courbure sont précisément
les courb~s planes z = C et " = C'.

GOUR~"T. - I. 40
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!47. ltépré~ntation.5phérique. - Soit ~ une. surface ou portion de
surface , ayant deux cotés distincts (nu -131). Choísíssons un de ees eôtés en
particulier, et considérons .en chaque point M Ia direction l\IN de Ia nor-
male qui cor respond à ce eôté. Puis menons, par le eentre O d'une

'sphcre S, dom on ~uppose le rayon égal à l'unité de longueur, une demi-
droite parallêle à Ia direetion positive MN de Ia normale .à 1:.. Cette
demi-droite -perce Ia sphere S en un point m qu'on fait correspondre au
point M de ~. A. chaque point·M de 1: correspond ainsi un point déter-
miné m d~ S; les plans tangents sont paralleles auxpoints correspondants
et si l'on adopte, commc direction positive de Ia normale li Ia sphêreç-Ia
direction qui va vers I'extérieur, les directions posirives des normales aux
deux faces sont aussi Ies mêmes. A chaque courbe C de 1: correspond
une courbe c de S, qui est I 'image sphérique de C.

La tangente mt en ún point m de c est perpendieulaire à Ia tangente
con,juguée sur l: de Ia tangente l\IT à Ia courbe C aú point correlpon-
dant M.

Soientçen effet, M et M' deux points voisins de C j m et m' les points
correspondants de c j D Ia droite d'intersection des plans tangents à Ia
surface 1: aux points 1\1. et M' j d Ia droite d'intersection des plans tangents
à Ia sphêre aux points m. et m', Ces plans étant parallêles deux à deux , il
est clair que d est parallêle à D. Lorsque le point \\l' se rapproche indéfi-
niment du point M, Ia droite D a pOlir position limite Ia tangente :\lT' à l:,
conjuguée de Ia tangente MT à C (nu 239). De même d a pour limite Ia tan-
gente.conjuguée de mt sur Ia sphere, soit mt': ~lais mt' est perpendiculaire
à mt, puisque l'indieatrice en un point quelconque d'une sphêre est un
cercle j d'ailleurs mt' est aussi paralléle à l\1T', ce qui démontre Ia propo-
sition énoncée.

Pour que les droites MT, mt soient parallêles, il faut et il suffit que -'lT
soit perpendiculaire à sa tangente. conjuguée, c'est-à-dire que MT soit ·111

des axes de l'indicatrice de 1:. On voit done que Ia tangente à une ligne
de courbure de 1:. et Ia tangente à son. image sphérique sont paralleles
aua points correspondants, De plus, les ligues de eourbure sont les seules
eourbes de 1: jouissant de eette propriété,

Ce résultat est à rapprocher des formules d'OJinde Rodrigues. En effet ,
si I'on a pr is pOUl origine le eentre de Ia sphere S, lescoordonnées du
point m sont préeisémeut les eosinus directeurs À, p., 'I de Ia du-ect ion
positive de Ia normale, et, en éerivant que les tangentes aux deux
eourbes C et c, décrites par le point :\1(x, y, .s ) et le point m(À, :.1, 'I),
sont parallêles, on est conduit aux relations

d» dy dz
(iX = dp. = d-;;'

qui sont bien d'accord avec les formules (46).
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Considérons SUl' Ia surface ~ un élément daire infiniment petit d«, autour
d'un point M' de cette surface, et soit da' l'élément eorrespondant de Paire

de Ia sphêre. Pourcaleuler le rapport ~: ' nous n'avons qu'à appliquer le

calcul du 0° t:n, en observant que, dans te cas actuel, les normales aux

deux sarfaces étant paralleles, le rapport ~: est égal au rapport des élé-

ment s ;:: de deux éléments du plan des xy. Supposons qUE: dans I~voi!li- '

nage du point M Ia surface 1: soit représentée pu une équation z = f( x, y).
et qu'on prenne pOUI' direction positive .de Ia oormale eelle qui fait un
angte aigu avec O z . Les coordonnées du point ln.sont alors

/,'- z'~ I, "
VI,!j- p! + q'l

et I'on a
dw' -ID(X',y'JI
dt.) ~ D(x; J' J ID(X")")I ID(p,q)1

D(p, q) x D(x, ri •

OU. comme le proU\'e un calcul faeile,'

di» r I rI - S2 !
dto) = (I +P' + qi)!

Le second membre de cette formule n'est autre que Ia valeur absolue

de Ia courbure totale R~' de Ia surface ~, ce qui conduit à une: déliIiitio~
de cet élément géométrique tout à (ait anaiogue à celle de Ia courbure d'une
courbe (nv 2t8).

Mais. tandis que Ia courbure d'une courbe renferme un radical dans SOIl
expression, Ia courbure totale d'une surface s'exprime rationnellem:ent et
pu suit e a un sigue, celui de rr - S1. Ce signe peut encore s'mterpréter au
moveu de Ia représentation sphérique, Imaginons deux ebservateurs couchés
respect ivement SUl' les normales eo deux points .eorrespondants de S et
de !:. les piêds SUl' Ia surface et Ia tête SUl' Ia direction positive de Ia nor-

\ '

male. Lorsque le premier observateur décrit le contour de l'aire da de
façon " avoir cette aire à sa gauche, le second observateur décrit le contour
de l'~il'e (h', en Iaissant cette aire à sa gauche, ou à sa droite; rt - S1, et

, I
par surte HR" est positif dans le prernier cas et négatif dans le second
(O" :1:31;).

I ltemarque . - Si le point :\'1 de ~ u'est pas un point parabolique, rt - s'
n'est pas nul, et par suíte, d'ap~es. Ia théorie des fonctions implicites
(nO' :l8, I.'lã) les points de Ia surface ~ voisins de M et les points de lasphêre
voisins de li! se correspondent un à un d'une façon univoque. Mais iI n'en
est plus ainsi en général pour un 'point parabolique, comme iI est facile de
s'en assurer par des exemples.



(54) u'= g(u, 1'), 1"= h(u, 1'),

C;H4PITRI X1I.- SUárACIS.

Soit AMB un are decourbeplane présentant en !'fI un point d'inflexion,
les deux. ares AM et BM ayant leur convexité dirigée en senscontraire, En
tournant aurour d'un axe 00' situé dans son plan et ne le reneontrant pas,
l'arc AMJ;l engendre une. surfàce de révolutíon E SUl' Iaquelle le parallele P
engendre par le point M est un lieu de points paraboliques. Les surfaces
1:1et 1:2 engendrées par Ies arcs AM et BM ontpour images sphériques
.deux zones 'qui se recouvrent partrellement et se rejoignent suivant le
parallêle- p image de P. On peut se représenter l'image sphéríque de 1:
pllr une feuille de papier repliêe. sur elle-même suivant un parallêle et
recouvraat deux fois une zonede Ia sphêre Iimitée à-ce parallele (cf. rio t 17,
p. 307). ,

Consídérons encore: Ia surIace du tore engendrée par Ia rotation d'une
circoníérence C située dans un plan vertical autour d'une vertieále 00' de
ce plan ne rencontrant pasD. .Les points Â et B" Ie plus haut et le plus
bas de C, divisent C en deux ares C1 et C2' l'arc C1 étant le plus éloigné
de I'axe,

En tournant· autour de OO',.l'arc Cr engendreune surface convexe 1:1,

qui correspond point par point à Ia surface. de Ia sphêre S, abstractiou
faite despárallêleã extrêmes de 1:1 et des deux pôles opposés de S,. L'are C2

engendre de même une surface à courbures opposées E2 qui, avec Ia même
resteiction, correspond point par point à Ia surface S. Quant aux paralleles
extrêmes engendrés par Ies points Á etB, iIs eorrespondent à deux pôles
opposés de Ia sphere. On peut se représenter l'image sphér-ique du tore
en imaginant deux sphêres égales embottées l'une dans l'autre, et dont les
surfaces extéríeures communiquent par Ies de.ux põles seulement ,

'248. Surfaces applicables. -'- La représentat.ion sphérique d'une
surface fait correspondre à chaque point <teceite surface un point
d'une sphêre, er jnversement. D'une façonplus générale, étant
don'nées deux sutfaces quelconques S et S', supposons les COOI'"'

données' rectangulaires d'un point dê S exprimées au moyen de
deux paramêtres variables u et v, etles coordonnées rectangulaires
d'un point de' S' exprimées au moyen de deux autres paramétres
variables u' et ~.I.Si 1'011 établit entre ces deux couples de variables
(u, 1'), (u', v') deux relations

telleaque le jacobien ~\u"I"))'ne soit pas identiquement nul, on
lt, I'

obtient une' correspondance point par point entre les deux surfaces,
et il est évident que toute correspondance de ceue espéce entre
Ies points des deu x surfaces est définie p~r d8S formules telles que
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les formules (54), en choisissant convenablement les fonctions
g et h.

On peut se proposer sur ces correspondances un grand nombre
de problémes. Cherchons, par exemple, dans quels cas deux ares
correspondants quelconques des deus surfaces ont Ia mêrne
longueur. Soient

(55)
(56)

ds» = E du» + 2 F du. dv + G dV2,
ds? = E' dW~2 + 2 F' du. d» + G' do'>,

les formules qui donnent les éléments linéaires ds2 et ds'? des deux
surfaees. Si I'on remplace, dans Ia formule (56), u' et Vi par leurs
expressions (54), elle devient

( 56')

&, f,Jí, 'J. étantdes fonctions de g, h, et de leurs dérivées, dont il est
aisé d'avoir l'expression. Si Ia correspondance définie par les for-
mules (54) conserve les longueurs, on doit avoir ds' = ds, quels que
soient du, do; et'par suite

(50) &=E, ~=E, 'lj,=G;

on dit alors, que les surfaces SeiS' sont applicables Pune SUl'

l'autre. Pour que deux surfaces S et S', dont les élé:nents linéaires
sont dom;ós respectivement par les formules (55) et (56), soient
applieables l'une SUl' I'autre, .il faut et il suffit que I'on puisse
trouver deux fonctions g(u, v), h(u, v) .satisfaisant aux rela-
tions (57)' Ces deu» fonctions inconnues g(u, v),'It(u, v) doivent
done satisfaire à un systêrne de trois équations aux dérivées
partielles du premier ordre; si les coeffieients E, F, G, E', F', G'
sont quelconques, ces équations sont en général incompatibles,
Pour qu'elles soient compatibles, les coefficients E, F, .. , ne
peuvent être pris arbitrairement; Ia solution de ee problême,
que nous laisserons de côté , n'exige que des différentiations et des
éliminations.

Un autre problême, dilférent de celui-Ià, est le suivant: deter-
miner toutes les surfaces applicables sur une surface donnée , ou,
d'une façon plus générale, déterminer toutes les surfaees admettant
un élément Iinéaire donné. La solution de ee nouveau probléme
revient à l'intégration d'un systérne de trois équations aux dérivées
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partielles du premier ordre

(5K) S,(OX). 2 ~ E,
,J1l I

E, F, G étant trois fonctions données de u et de v; ai, y, z trois
fonctions inconnues. L'intégration complete de ce systéme n'a pu
être effectuée que dans un três petit nombre de cas; elle se ramêne
à l'intégration d'une seule équation aux dérivées partielles du
second ordre.

Considérons, en particulier , une surface hélicoíde S représentée
par Ies formules .

(5~.) .r = p COSt.). y = p sinw, z =f(p) + at.),

ou 21W est le pas commun des hélices. La forme quadratique ds?
peut. se mettre sous Ia forme

(60) ds? = (~2 + a2) [dto) + af'(p) dp]" + a2 + 1'2 + p2f'2(p) d~2.
I F2+ a~ . . p2+ a2 I

Posons

u et v s'obtiennent pllr desquadratures, et p2 +a2 est une fonction
U de u; de sorte que le ds? de toute surfaee hélicorde peut être
ramené à Ia forme
(61)

Remarquons que les courbes (u) et (v) sont les hélices de Ia surface
et leurs trajectoires orthogonales; ces trajectoires s' obtiennent
donc toujours par une quadrature.

Soit S' une autre surface hélicorde représentée par les formules

:r' = r cos ü, y'= rsin6, z' = :;;(a)+ bO,

puur laquelle on a

[
. b-'(r) J2 b2+ r~+ r"='2(r)

(.02) dl"=(r2+ b2) (/fi + -"-- dr + . dr>., r~+ b2 b2 + r»

Pour que ces deux surfaces hélicoídes soient applicables Pune
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sur l'autre.de façon que les hélices des deux surfaces se corres-
pondent, il faut et il suflit que I'on puisse déterminer une fonction
r de p, et une fonction (J de tiJ et de p, satisfaisant aux trois con-
ditions

(63)

c étant une constante diflérente de zéro ( I ). On tire de Ia seconde
de ces formules

et, en rcmplaçant p par cette valeur dans Ia premiêre condition, on
obtient 'f (r) par une quadrature. 00 a ensuite

r· b'()o=r.(J)+car~do-f~b· dr,. • p2 + a2' ,.2 + 2

Jl existe donc une infinité de surfaces hélicotdes dépen dant
de deu» constantes arbitraires b et c, applicables SUl' une sur-
face hélicotde donnée, avec correspondance des hélices.

La constante b est égaIe, au facteur 27t prês, au pas de Ia nou-
velIe surface hélicoíde S'. Si 1'0n suppose b = 0, cette surface S'
est de révolution ; et l'on obtient le théorême de Bour: Toute sur-
face hélicotde est applicable SUl' une surface de révolution, les
hélices de Ia surface S' correspondant aux paralléles de Ia surface
de révolution. Nous voyons de pIus que ces surfaces de révolution
dépendent d'une constante arbitraire c.

Ere mple ;' I" Soit !(F) = o. La surface S est I'hé licorde droit 11 plan
direct eur. Si I'on suppo5e b = o, c = 1 on tire des formules (63)

{
,. -t- Vr"- a2)

:;.(r)=fILog a j.

(I) La prerniêre eles conditious (63) exprime que les trajectoires orthogonales
des hélices se correspondent SUl' les -deux surfaces, ave c égalité des élérnents
liJl6aires. On obtient les deux autres en écrivant que l'équation qui determine e
eu Ionct ion de ro et de ? est iutégral.le.
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La surface de révolution correspondante est l'alysséide, engendrée par
Ia révolution d'une chainette autóur de sa base.

2" Soit f(r) ,= r. Si 1'0n prend encore b = o, c = I, on l!

'P(r)=~~+C.

Le profil de Ia surface hélicorde est une droite rencontrant l'axe O z sous
un angle de 45°, et Ia surface de révolution un hyperboloide à une lIappe
engendré par une rotation d'une hyperbole équilatêre.

249; Surfaces applicables sur un plano - Pour un plan on a
ds? = du» + do>, u et IJ étant des coordonnées rectanguInires
d'un point. On obtiendra donc toutes Ias surfaces applicables SUl'

un pIan en intégrant Ies trois équations simuItanées

La démonstration ci-dessous due à M. O. Bonnel prouve que ces
surfaces sont des surfaces développables. En difl"érentiant les trais
équations précédentes par rapport à li et à v, on obtient six reIations

80X âs »
lJu du' = o,

8.,1.7: rJ2.T .
-- - =0
dI) ov' '

8d» r)2x

du ,]11. dI-' = o,

S d.c d':r
. ;j,~ dll dv = o,

SOX 02X

(fI' du' = o,

8dx di.r
iJit UI)i = O.

. o'x tJ2y 02Z •
Das deux équations ou figurent ou2' àu2' du 2' on déduit que ces

trois dérivées sont respectivement proportionneIles aux jacobiens
D(y, z) D(z, x) D(x, Y) N .. h'
D-( )' O-C )' -D( ). ous supposons que ces trors Jaco iensu, v ll, I' . U, I'

ne sont pas identiquement nuls, cal' le poinl (x, y, z) décrirait une
courbe et non une surfaee. On voit de même que les dérivées

. 11 "2 a: ()2 Y d2 Z • 11 •.partIe es -:;--:;-, -:.;-::}, -)- sont proportlOnne es aux memes Jaco-ou ov aú ov âu ( ,.

hi .. à' X 02 Y à2 Z O d d . I'rens amsi que àl'2 ' à •.2 ' d~.i· n a one es re ations

d'.l' d2y ,]2;;
du2 àu2 dI/.'
d2x' di)'

- =m::
du ,k rJu ,J.. ,]/1 dI'

qui montrent que le jacobien de deu:x quelconques des trois déri-
J.1: Jy J::; 'd ' I . rJx ày dzvées -, ..!...., - est 1 entrquement nu ; par surte -:I' ::>' .J sontdu /lu ,)/1 0/1. aú !/U
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f . d' • . bI O . de mê âa: rJy o zonctions une meme varra e t. n verrait e meme que T' T' -:l-ov ov 1)1>

sont fonctions d'une variable t'. D'autre part Ia relation S '~X ~x = o.' ~ oú ov
prouve que ees deux variables t, t' se réduisent à une seuIe. Les
six dérivées partielles d u prem ier ordre sont done tou tes fonetions
de I'une d'elles. Les coefficients angulaires p et q du plan tangent,
déduits de l'équation dz = p dx +s dy, ne dépendent que d'une
seule variable, et par suite Ia surfaee est développable C) (n"204).

Inversement, soit S une surface développable, engendrée par
Ies tangentes à une eourbe r; nous prendrons pour paramétres
variables l'are o de r compté à partir d'une origine arbitraire et Ia
distànce l d'un point d'une gér.ératrice au point de contact.

Les coordonnées d'un point quelconque de S sont données par
Ies formules

X =.J:+ 13., z = ;;+ l-f,

.T, y, z étant les coordonnées d'un point de r, (x, ~, "r les.cosinus
directeurs de Ia tangente. Les formules de Frenet donnent

Z'J.'da
dX = CL(da+ dl)+ -R-'

er, par su ite.,

ZO" d
dY=;1(d~+dl)+ I

J

R a,

«(i4 ) do?
r1s~=«(h+ dZ)2+ Z2-R2,

R étant Ie rayon de courbure de r. On ne voit pas immédiatement
que ds2 peut se ramener à Ia forme du» + dv", Pour obtenir cette
réduction, iI suffit d'observer que ds? dépend uniqueruent de

Ia fonction fi = rp«(j), qui définit Ia relation entre le rayon de

courbure R et l'are a. Soit fi une autre courbe pour laqueIle Ia
fonction <f «(j) est Ia même ; le ds? de Ia surface d~veloppable qUi a r,

( ') M. Lebesgue a démontré dans sa Thêse qu'il e xist ai t des surfaces Ilon
réglées, telles que l'on puisse établir entre les points de ces surf'aces et ceux
d'un plan une corresp.mdance qui fait correspondre à une ligne rectifiable du
plan une ligne rectifiable de Ia surfàce d'égale longueur. Ce résultat n'est pas eu
contradiction avec le tnéorême établi dans le texte, car Ia démonstration suppose
cxpressément que ai, y, z admettent des dérivées partielles continues des deux
prerniers ordres, ce qui n'a pas lieu pour les surfaces de :\1. Lebesgue.
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pour arête de rebroussement a Ia mente expression (6). Les deux
surfaeessont done applicables l'une sur l'autre avee correspon-
dance des génératrices. Or, parmi les courbes I" il yen a une C
qui est une courbe plane, et lá développable engendrée par .ses
tangentes se réduit à un plan.

U est facile d'aprés cela d'établir Ies formules qui définissent Ia
correspoudance entre Ia surface et le plan. La courbe plane C,

définie par l'équation intrinsêque fi = cp(/j) est représentée par les
formules (n" !'M)

x, =fcOS6 da" r. =f sin O da, '6 j'daou = .__.
. R'

si 1'0n porte une Iongueur l sur Ia tangente à cette courbe, les coor-
données du point obtenu sont u = Xl + l cose, v =yI + i siuê,
00 vérifie immédiatement que l'on a bien ds?= du» + dv2, en
tenant compte de Ia formule (64),

\ .

La correspondance entre les points de Ia surface développable S et les
points d'un plan résulte de Ia démonstration précédente, La courbe plane C

détinie par I'équation intrinsêque ~ = '? (a) est completement. déterrniuée

de forme t,n" ~24), et la correspondance entre les points de r et ceux de C
détern~ine Ia correspondance entre les directions des tangentes aux deux
courbes, Cela étant, soit P un point de S situé sur Ia tangente au point M
à Ia courbe r, ú une distance MP = l, SUl' Ia tangente au point m. de C
correspoudant 11 M, et dans le sens qui correspond li Ia direction MP,
prenons une longueur mp = I; le point p ainsi obt enu correspond au
point T' de S. On voit ainsi qu'aux points de S ne correspondent que
les poinrs du plan de Ia région fi balayée par Ia tangente li Ia courbe C
lorsque le point de contact décrit C, et que cette correspondance n'est pas
eu géliéral univoque. Considérons par exemple une hélice circulaire dont
le ra}on de courbure constam est égal ú R, et une spire AB de cette
hélice. La surface euaendrée par les dctni-tangentes en t ous les points de
cette spire , mcnées dans un sens déterminé, correspond point par poiru
à Ia p•.•rtion 11 du plau ext érieure ú une circonférence de rayon R, rnais Ia
surface développahle engendrée par les tangentes eu tous les I'"inls de
cette hélice recouvrirait une iufinité de fois Ia regiou 11.

;'

::1;)0.Courbure géodésique. Lignes géodésiques. - Soient I'une courbe
située SUl' une surface S et y Ia projection orthogonale de cette courhe sur It"'

plun t angeut ú Ia surface S eu un POiUl M d.: l, La courhul'e.-!.... de Ia til urbe
p;:
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plane au point M est appelée courbure géodésiqutJ de lacourbe r. L'impor-
tance de cet élément tient à Ia propriété suivante : Étant données deu a:
surfaces appticables S et 5', et deua courbes correspondantes r, r' des

.deuu: surfaces, les deux courbes ont même courbure géodésique aux
points correspondants, Pour le démontrer, il suffit de prouver que le rayon
de courbure géodésique p~peut s'exprimer uniquement au moyen des coeffi-
cients E, F, G, quand on connait I'équation " = n(u) de Ia courbe r. Nous
supposerons Ia surface S rápportée à un syst eme de coordonnées carvilignes
orthogonales, Ia courbe r ayant pour équation ,,= "o. Pour évaluer 'Ie
rayon de courbure géodésique de r en un point Mo (uo, "0), supposons
qu'on ait pris le point Mo pour origine, le plan tangent polir plan des xy.
et Ia tangente à r pour I'axe Ox. On a donc, avec ce syst.ême d'axes,

(aI) ,-
<lu 0= VEo, (a

y
), - o<lu 0- , (~:)o= 6,

(~no= o(
<ly)' -dp 0= v'Go,

et le rayon de courbure de Ia courbe "f, projection de r sur le plan .rOy, 11
I'origine des coordonnées, a' pour expression

-\rfi)'\'
rJu2 'j

Des deux relations

Sdo: da:
Oll o" = o,

on tire

S â» rJ2:1: I ,JE
rJu ,Ju rJe" = ; ,k' S ,h' ,rJ1.r: -+- S r!,!:, rJ2.r

du. du do ,J" du2 = o;

pour u = Uo, " = ~'o, on tire de ces relations

:--;-(02 Y ) J (,JE)\ Go --- - - - - ,du» I) - :>. ,j" o

ct Ia courbure géodésiflue ~ a pour expression
h,

(li5 ) IdE I
I I,)V o- = ,- ---,

f'K :>. E"v'Go

ce qui démoutre le théorême énoucé.
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On appelle lignes géodéliques d'une surface les ligues de cette surface
dont Ia courbure géodésique est nulle en ohaque point. Si deux surfaces S, S'
sonr applicables, les ligues géodésiques se correspondent , d'aprês 1a pro-
priété qui vient d'être établie. Les lignes géodésiques peuvent encore être
définies com me les lignes de la surface dont le plan osculateur passe
par Ia normale à cette surface. Soient en effet r une courbe de Ia sur-
face, y sa projection orthogonale SUl' le plan tangent, R et fI? les rayons
de courbure de r et de y et O I'angle du plan osculateur à r avec le plan
tangeat. Appliquons le. théoreme de Meusnier au cylindre projectant ortho-
gonalement r, dont y est une section droite; on a, d'apres ce théorêrne,

Si r est une Iigne géodésique, ~ est nul, et par suite cos e = o; le plan
P/I"

osculateur à r contient donc Ia normale à Ia surface, et réciproquement.
11 suit de Ià que tout le long d'une ligue géodésique, x, y, z sont des

fonctions d'une variable qui satisfait li Ia relation

A 13

~z 1=0,(G() ) d.c d;}'

dsr d~J' d2z I
A, 13, C étant les paramétres directeurs de Ia normale à Ia surface. Les
coordonnées x, y, z étant exprimées en fonction de deux paramêtres u et I',

si l'on prend li, par exemple, pour variaJle indépendante, eu développant
I'équation précédente, on est conduit à une équation différentielle du second
ordre

d2
1.' ( dV)

dut = F 11, v, du '

dont lintégration fera connaitre les lignes géodésiques. Ces Iignes dépendent
de deux constantes arbitraires; iI en passe une infinité par chaque point
(uon singulier) de Ia surface, mais il n'en passe qu'une, tangente en un
point li une direction déterminée. Les ligues géodésiques d'un plan sont
lcs lignes droites ; ceIles d'une sphere sont les grands cercles ; sur une sur-
face développable, ce sont les lignes qui correspondent aux droites du plan ,
quand ou fait correspondrc Ia surface à un plan de façon à conserver les :
longueurs (no :H!J).

Considérons, par exemple, une courbe r et une développée D de r (fig. 40,
p. ';(;5). Le plan osculateur à D au point M1 contient Ia tangente en M à r,
ct par suit e Ia normale en MI à Ia surface polaire de r, enveloppe du plan
normal ;'1 I'. Les d,;\ eloppées de r sont donc des ligues géodésiques de Ia
surface poluire. En s'appuyant SUl' les relat ions géométriques entre ce s
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déveíoppées, on démontrera illtp.lnent que, quand on applique Ia surface
polaire SUl' un plan, Ies développées de r se transforment. en. des lignes
droites passant par nn ràême point.

Le plan mené en chaqae point M d'une coarbe ~auche r perpendiculaire
à Ia normale principale enveloppe une surface développable S passant par r,
et donl r est une Iigne géodésique, puisque Ia normale à S coincide avec Ia
normal e principale à I'. Si I'on développe Ia surface S SUl' un plan, Ia
courbe I' se transforme en une ligue droite; ce qui explique le Dom de
plan rectifiant (Lancret) donné au plan. perpendiculaire à Ia normale
principale.

Considérons encere les deux nappes l:, l:' de Ia développée d'uné
surface S. La normale MN à Ia surface S le long d'une ligne de courbure de S
engendre une surface développable ayant pour arête de rebroussement une
courbe r de t, et nous avens vu que Ie plan osculateur en A à cette.
courbe r était tangent en A' à Ia surface 1:' (nO 241). Il est donc perpendi-
culaire au plan 'tangent en A à 1: et par suíte I" est une' ligne géodésique
de 1:. Les developpées des lignes de courbure d'une surface S, situées
sur une des nappes de ta dévelop pée de oette surface, sont donc -des
lign-es géodésiques de cette nappe de. developpée,

In versemenr, considérons, sur une surface queleonque 1:, une famille de
géodésiques dépendant d,!un parametre, de relle sorte qu'il passe une de ces
géodésiques et une seule (en général) par chaque point de l:. Les tangentes
à ces géodésiques sont normales à une famille de surfaces parallêles, 1I
suffit , pour le démontrer, de prou\'el' que les plans focaux de 18 congruenee
formée par ces tangentes sont rectangulairestnvêât). Soientf unedeces ligues
géodésiques, MT Ia tangente en un de se! points. L'un des plans foeaux
passant pai' MT est évidcmrnent le plan osculat eur à M à I'. Pour trouver
le second plan focal, il suffit de trouver Ia seconde développable de Ia con-
gruence passant par MT. Or, si I'on considere les eourbes conjuguées des
géodésiques I', et en particulier Ia courbe conjuguée I" qui passe par M,
Ia seeonde développable de h congruence .passant par MT est I'enveloppe
du plan tangent à l: le long de f'(nO 239). Le second plan focal passant
par MT est done le plan tangent en M à 1:; ces deux plans focaux sont
bien rectnngulaires.

Reli/arque. - La forme quadratique ds" prend une forme três simple
quand on choisit pour Iignes coordonnées (v) une famille de Iignes géodé-
siques et leurs t rajectoires orthogonales pour les lignes (zz).

On a F = 0, et, d'apres Ia formule (65) qui donne Ia courbure géodésique

d'unc ligne (p l, OIl doit avoi r d)E = o; le coefficient E est done une
, f.p

fonct ion L de Ia seulc variable u. En rernplaçarrt II par! VU du, Ia formule
qui dorme ds" prend Ia forme, ds? = du» + G do>; le eoefficient G est une
foucr ion quelconque des variables li et v.

-:!~;1.Courburetotale. Théoreme de Gauss. - Nous avens déjà ditque Ia
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courbure totale d'une surface est I'inverse R~' du produit des I'ayolls de

courbure principaux. D'apres un important théorême de Gauss, si S et S'
sont deux surfaces applicables, Ia courbure totale est la méme paul' les
deu» surfaces alta; points correspondants, li suffit, pour leprouver. de
montrer que Ia courbure totale s'exprimc uniquement au moyen des eúefll--
eients E, F, G de ds2• Supposons que nous ay.ons pris le facteur k des for-
mule! (4) égal à -) ;Ia relationt aôjnous d.onne(voú': nO 2:36)

1 DD"- D'2
RR' = (EG-F!)2,'

et tout revient à montrer que DD' - 0.'2 s'exprime au moyen des coeffi-
cients E, F, G et de leurs dér'ivées. Pour simplifier le calcul, nous 5Up-

poserons Ia surface rapportée à un systême de coordonnées curvilignes
compóse d'une famille de géodésiques et de leurs trajeetoires orthogonales;
on a alors E = I, F = o. Des formules générales (58), on déduit successi-
vement par des diIFérentiations

S â» ,)t.x

~iüJ/t~ = 0,

(GS')

et par suíte

(Gg) S rJ.1· ,)2.1' 1 ,JG
dii ,"'2 =- 2 d/t'

De nouvelles différentiat ions donnent ensuit e

S ,)2.1' 4'.r S '),1: ,J' .1' i ,)2 G
,lu' ,ll·2 + ;jü ~ = - :;:,)//2 '

S d.r rJ3 .1' S( ,)t a: ) ~- --+ -- =1)
,)U du ,lI" "lu dI' ,

et enfin

(;0)

Cela étant, Iaisons le produit DP" des deux dérermiuaut- [formules
(1),1 et (16)! par Ia regle habituelle. En tenant compre des relut ions. , ,.' . Sd2.r J2;rprecedentes, ee produit se réduit à G /< -, .• -d ,.' te carré V·, -e re duit

. ({t- (1-

I
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de même à G X S(' d
2
x, .)2, et l'on a, d'aprês Ia derniere formule (26),ou ('V .

On en déduit, pour I'expression de Ia courburetotale au point (u, v),

1 I d2G
RR' =- 2G du2'

d'oú résulte le théoreme de Gauss. La proposition établie plus haut (nO249)
sur les surfaces applicables sur un plan est une conséquence immédiate. En
etTet, Ia courbure totale de cette surface doit être nuIle en chaque point,
et rt - S2 doit être nul. La surface est donc une surface dévelop-
pable (n? ~i).

I.e thêorême de Gauss permet aussi de compléter le résultatdu nO~48
relatif aux surfaces hélicoídes. D'une façon générale, si S et S' sont deux
surfaces applicables l'une sur l'autre, et dont la courbure totale n' est pa s
constante, Ies lignes pour lesquelles Ia courbure totale a une valeur con-
stante Corment, sur les deux surfaces, deuxfamilles de courbes qui, d'apres le
théoréme de Gauss, doivent se correspondre dans Ia transformation comi-
dérée , En particulier. si S et S' sont deux surfaces hélicordes, les lignes pour

, lesquelles Ia courbure totale a Ia même valeur sont évidemment des hélices,
et par suíte les formules du nO ~8 donnent toutes les surfaces hélicoides
applicables SUl' une surface hélicoíde, dont Ia courbure totale n'est pas
constante,

202. Tranlformations conformes. - Considérons maintenant les
correspondances entre Ies points de deux surfaces qui conservent
les angles. Soient (x,y,.z) Ias coordonnées rectanguIaires d'un point
d'une surface S, et (x', r'. Zl) les coordonnées rectangulaires du
point correspondant de S'. Nous supposerons a , .r, z, x', y', z'
exprimées en fonction de deux paramétres variables u, v, de façon
que les points correspondants des deux surfaces correspondent à
un n.ême systême de valeurs des paramêtres u, ". Soient C et D
deux courbes de Ia surface S, passant par un point m,de cette
surface, C' et D' les courbes correspondantes de Ia surface S', pas-
sant par le point m': Lc long de Ia courbe C, les paramétres u, v
sont fonctions d'une seule variable auxilia ire t, et nous designe-
rons les dilférentieIles par du et do ; de même le long de D, u
et ~' sont fonctions d'une autre variable t' et nous désignerons les
dillérentielles par ou et r)", D'une façon genéral~, nous distingue-
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rons par Ies Iettres d et <3les différentielles ~elative!i à un dépla-
cement sur Ia courbe C et SUl' Ia courbe O respectivement. Les

Fig. 42 a. Fig. 42 b.

pararnêtres directeurs de Ia tangente à Ia courbe C sont

do: 'dx
da: = à- du -t- T dv;

It uV
,dy rJy

dy = ::l da -+- :;- dv;ou. (/1'

dz "zdz = -_.du -r- - dv :
du dv

les parsmêtres directeurs de Ia tangente à Ia courhe O sont de
meme

, oz rJz ,
oz ;= ::l ou -+- -) 01'.uu , V

, OX da:
oa: = du ou -+- dI' 01',

Soit w l'angIe des tangentes aux deux courbes C et D; cos e est
donné par Ia formule

da: OX -h dy oy -t- ds OZ
cosw = . ,Vdx? -+- dy» -+- dz» VÕX2 -+- oy2 -ê- oz:l

qui peut s'écrire, E, F, G ayant Ia signification habituelle,

( ) E du õu -t- F(dú õv -+- do ou) -+- F dv 01'
72 COSW = 'VE du2-+- 2F du dv -t- G dV2 v'E ou2-+- 2F ou ÕV -ê- G ÕV2

On a de même, w' étant l'angle des tangentes aux deux courbes
C' et D', .

( 3) E' du ou -t- F' ( du 01' -i- dI' ou) -r- G' dv- õv
7 cosw= ~~~==~~~~==~~;;~~~~~~~==~~y'E' du2-+- 2F' du dv -i- G' dV2 v'E' ou2 -t- 2F' ou 01' -+- G' õv1

Pour que Ia transformation eonsidérée ne change pas Ia valeur
des angles, iI faudra que l'on ait cosw'= cos o, quels que soient
du, dv ; OU, OIJ; cos2w et cos2w' sont des fonctions rationnelles des

dOI' do . d . é I 11 .enx rapports ou' du qUi oivent être ga es, que es que ~Olent

Ies valeurs de ces deux rapports. Il faut pour cela que les coeffi-
cients correspondants des deux fractions soient proportionnels,
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c'~st-à-dire que 1'0n ait .

(74) •
E' F' G'E = F = G = ),1,

À étant une fonction quelconque des paramêtres u., v et ces condi-
tions sont évidemrnent suflisantes, car cos eu, par exemple, est
une fonction homogêne de degrézéro de E, F, G.

Les conditions (74) peuvent être remplacées par une relation
unique dS'2 == À 2 d.s2, ou

~'= Àds;

elle exprime que le rapport de deux arcs infiniment petits corres-
pondants tend vers une limite indépendante de du et de de,
lorsque ces deux arcs dirninuent indéfiniment, Cette condition
rend Ie résultat presque intuitif. En effet, prenons sur Ia premiêre
surface un triangIe infiniment petit abc, et soit a' b' c' le triangle
correspondant de 'la seconde surface. Assimilons ces deux triangles

. . .. a' b' a' c'· b' c'
à des triangles rectilignes ; pUlsque les rapports -b ' -, -ba ac c
tendent vers Ia même limite À (u, v), ces triangles sont sernblables
à Ia limite et les angles correspondants sont égaux.

On voit que deux ·figures infiniment petites des deux surfaces
peuvent être considérées comme semblables, puisque Ies lon-
gueurs des ares sont proportionnelles et les angles égaux; c'est
pour cela qu'on donne souvent le nom de représentation. con-
forme à toute correspondance qui conserve les angles. Dans le cas
particulier, étudié plus haut, .oú À = I, on voit que Ia transforma-
tion conserve à Ia fois Ies Iongueurs et les angles, mais on n'a ainsi
qu'un cas tout particulier des transformations conformes les plus
générales.

Étantdonnées 'deux surfaces S, S', et une correspondance déter-
minée qui fait correspondre ces deux surfaces point pnr point, on
peut toujours reconnaitre si les conditions (74) sont vérifiées et,
par suite, si I(on a une représentation conforme des deux sur-
faces l'une SUl' l'autre. Mais on peut avoir d'autres -problémes à
résoudre ; par exemple, Ies surfaces S et S' étant données, on peut
se proposer de déterminer loutes Ies correspondances entre Ies
points de ces deux surfaces qui conservent les angles. Supposons

OOtlR8A,.. -. I. u
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Ies coordonnées (x,y, z) d'un point de S exprimées en fonction de
doux paramêtres (u, li) et Ies coordonnées (Xl, r', ;:;1) d'un point
de S' esprimées en fonction de deux nutres paramêtres (ur, p');
soient
ds'= E du'+ 2F du do + Gdv', ds" = E' du" + 2 F' du' do' + G' dV'1

les expressions des carrés des élérnents linéaires. Le problême
qu'il s'agit de résoudre revient à celui-ci : Trouver deu» fone-
tions u' = 7t't(u, p), vi = 7t'2(u, li) telles que l'on ait identi-
quemént

E' d:ri + 2F' ds, d:r~+ G' d1Çi= )..2(E du'+ 2F dú do + F dp'),

À étant une fonction indéterminée des »ariables u, v. II résulte
de Ia théorie généralc des équntions diflérentielles que ce pro-
hlêrno admet toujours une infinité de solutions ; nous n'en .f.raile-
rons que queIques cas particuliers.

2:>3. Représentation conforme d'un plan lur un plano - Toute
correspondance entre Ies points de deux pIans est définie par des
formules telles que

x = P(x; y), Y = Q(x, y),

les deux plans étant rapportés à des coordonnées rectangulaires
(x, y) et (X, Y). D'aprés ce qu'on vient de voir , pour que ceue
transformation conserve les angles, il faut et il suffit que 1'0n ai!

dX!+ dY2= )..2 (dx2+ dy!),

À étant une fonction quelconque de ai, y, indépendante des diffé-
rentielles. Eu développant lcs différentielles dX ot dY, ct identiflant
les deu x mcmbres, on trouve que Ies fonctions P (x, y) et Q (x,y)
doivent sntisfaire aUJ:doux relations

( ) (dP)2 (àQ)! (dP)2 (dQ)277 - + - = - + -- ,â» â» dy dy
JP dP rJQ dQ
.--- - -t- - - = o.
d» dy rJx dy

Les dérivéos pm-rielles ~;, ~; no peuvent être nulles à Ia fois,
. I . . di' () d . ; rJQ dI'car a prcrnlere cs re nuons 77 onnerart aUSSl-:l = -) = O,".& ( .c

et les fouctions P et Q seraicnt constantes. Par suíte, on pau
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écrire , d'aprês Ia derniêre relation,

,)1' JQ
.--= fi-'da: . o)""

dQ àP
-=-u-,da: . d.y

p. étant une inconnue auxiliaise. En porlanl ces valeurs dans Ia
premiére condition (77), celle-ci devient

[(OP)2 (OQ )2J(p.2-1) O)" + "O)" =0,

et 1'0n en tire 11- = ± J. Les fonctions Pet Q doivent donc satis-
faire à I'un des deux systémes de relations

!oP JQ
-= -,da: oy
rll' __ âQ.
d)" - da: '

)

dP dQ-=--,da ây

~; = ~,

dont le second se raméne au premier en changeant Q en ~ Q. Les
transformations en nornbre infini, que I'on obtient ainsi, s 'ap-
pellent ainsi transformations i~ogonales du plan, Elles se ratta-
chent de Ia façon Ia plus étroite (voir Tome 11)à l'étude des fone-
tions d'une variable complexo.

254. Cartes géographiqu8S. - Faire Ia carte d'une surface,
c'est fairo correspondre les points de cette surface à ceux d'un
plan de façon que les angles soient conservés. Supposons les coor-
données d'un point de Ia surface considérée S exprirnées eu fone-
tion de deux paramêtres variables (u, j), et soit

le carré de I'élément Iinéaire , Soient (oc, i3) les coordonnées rec-
tangulaires du point d'un plan P qui correspond au point (ll, 1')
de Ia surface. Il s'agit de trouver Ies deux fonctions

%1.
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"

detelle façonque l'on.ait identiquement

E du2 + 2F du d~' + G dv2 = À (da.2 ~ d[32),

,À étant une fonciion quelconque'de <x, 13. ne renfermantpas les
'dilférentielles. Ce ,probleme -admet tine infinité de soIutionsqui
peuvent toutes se déduire de l'une d'elles au moyen des transfor-
mations conformes d'un plan sur un plano Supposons, en elfet,
<lue1'0n ait ã Ia fois

OIt aura aussi
, ,

d·; .r:» I. (.J'9 d[3'2):1:'+ u'~-= 7" ua.-+
, I A '

on passera donc d'une représentation ã l'autre, au moyen d'une
transformation isogonale du plan.

'Etcemples: ,0 Projection de Mercador. - On peut toujours
faire Ia carte d'une surface de révolutíon de façon que Ies méri-
diens et Ies.paralléles correspondent à des parallêles aux axes de
coordonnées. Soient, en elfet,

a: = p cosw, y=psinw, z =f(p)

Ias coordonnées d'un point d'une surface de révolution autour
de OZj on a

ds? = dp!í 1+ f'2(p)]+ pi dlJ}2= p2 [ tfw2 + I + ~:2(p }'dp2 ],

ce qui peut s'écrire

en posant
y';" r VI +f'2(p) dp.

~ p
X=W,

Dans Ie cas d'une sphêre de raJon R, nous 'pouvons écrire les
coordonnées

.1' = R sina COS?, y = R sínüsín ç, z = R cosu,

ds~=R2(d02+sin26d~!)=R2sin26(d<p2+ ~.2 ),. ' , sm!6

,et nóus poserons
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On obtient ainsi 1a projection dite de jJfercato,.~ dans laquelle
Ies méridiens sont représentés par des paralléles â l'axe ·OY. et
les parallêles par des segments de droites paralleles li OX .. Pour
obtenir toute Ia surface de Ia sphêre, il suffit de faire variercp
de o à 2 'Ti: et () de o à 7r; X varie de o à 2 7r et Y de' - 00 à '"T 00. La
carte a donc l'aspect d'une bande indéfioie de largeur 2,7t. Les
courbes situées sur Ia surface de Ia sphére qui coupent tous Ias
méridiens sous un angle constant, ou loxodromies, sont repré-
sentées sur Ia carte par des Iignes droites.

2° Projection .stéréograph.ique. - On peut encore écrire Ie
carré de I'élément Iinéaire de Ia sphêre

ou
ods' = 4 cos- - (dp2 -+- p~ d(2),
2,

en posant
'. O

p = R tang-,
2

til = 9.

Mais d p2 + p2 dw2 représeilte le carré de I' élément linéaire d u
pIan en coodonnées polaires (p, (0)); il suffit done pour avoir une
représentation c~nforme de Ia sphêre de faireeorrespondre à un
point (O, cp) de Ia surface de Ia sphêre le point d'un plan de coor-
données polaires (p, w). On voit immédiatement, en faisant Ia
figure, que p et w sont les coordonnées de Ia -projection stéréogra-
phique surIe pIao de l'équateur du point «(), cp) de Ia sphêre, le
POiOl de vue étant I'un des põles.

,
3" Carte du tore. - Considérons le tore engendré par Ia révolution

d'une circonférence de rayon R autour d'un axe [-situé dans son plan, à
une distance a du centre du cercle (nous súpposerons a> R). L'axe d~
révolution étarit pris pour axe d~s .:li, et le plan médian du tore étant pris

, pour plan des xy, nous pourrons écrire les coordonnées d'un point de Ia'
surface

:1.' =(a -+- RcosO)cos;p, )" =(a -t- R cosO) sinr, .z = R sin ü,

et il suffira de faire varier O et cp de -:---1t à +';;.On déduit de ces formules

, [ " R! dO! '. ]
-ds!=(a+Rcos6)' df2+. R 11)2 jta + cos '

, .
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pour faire Ia carte de Ia surface, nous poserons

X=~,

Y=,e{6 dfJ"fj== ,2e Arctang(VI-etang~,),
, ~.0 I,-+-ecos !/ I _ e' I -+-e 2 ,

en déeignant.par 'e lerapport ~ qui est inférieur à uno La snrfaee total e du

tore correspond ainsivpoint . par point và celle d'un rectangle dont les
dimensions des cõtés sont 2lt et ,2 :-:c' :

, VI-C~

EXERCICES~

i. Trouver les li~nes de courbure de lasurface développable, enve-
loppe du plan mobile représenté en coordonnées rectailgulaires par
I'équation

ou O( est un paramêtre variable, ,( O() une fonction arbitra ire de ce para-
metre et R une constante donnée.

[LICENCE : Paris; aoüt 1871.]

~. a, b, 0(, ~ étant des fonctions d'un paramêtre variable, on demande
les conditions pour, que Ia drõite x = a z -t- 0:, y = b s -t- ~ engendre une
surface développable donj Ies lignes de courbure normales aux généra-
t.rices soient situées SUl' des spheres concentriques.

[LICENCK: Paris; juillet 18T!.]

.3. Déterminer les lignes de courbure de Ia surface représentée en COOI'-
données reetangulaires, par I'équation e2 =cos x cos y.

lLICKNCB': Paris jjuilfet J875.]
,

4. Étant donné un ellipsoíde à trois axes inégaux, représenté en coor-
données rectangulaires par l'équation

ón considere l'ellipse E .ituée dans le plan des ais, On demande, pOUJ'
chaque point M de cette ellipse E : 1° les expressions des rayons de cour-
bure principaux Rh R2 de I'ellipsoíde : 2° Ia relation qui existe entre Ri
et R'2; 30 le lieu des centres de courbure des sections principales lorsque
le point M se déplace snr l'ellipse E.

[LICKNCE: Paris; novembre 1877.]
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.5. I· Former I'équation du sécond degré qui donne les rayons de eourbare
princípaux en un point quelcenque du parabolotde .défini, en coordonnées
rectangulaires, par I'équation

",t. yi7+ li =2Zj

2° Exprimer, en fonction de Ia variable z, chacun- des deux rayons de
courbure principaux, pour tout point de Ia lignede rencontre du parabo-
loíde proposé avec le paraboloide défini par l'équation

.172 r' .
á ~ À -+- b 'À = 2Z- À.

{I.ICKNCI : Paris j aovembre 1880.]

.6. Déterminer Ie lieu des centres de eourbure des sections principales
du parabolo'ide xy = a.z,aux différenta points de l'axe 0.17.

[LICENCI :. Paris j juillet 1883.]

!7. Trouver l'équation de Ia surface, lieu des centres de conrbure de!
sections planes d'une surface donnée S, passant en un point donné M de
cette surface.

_8. On donne une surface du second degré et une tangente MT en un
point M de cette surface, On méne un plan passant par MT et 1'011 prend
te centre de courbure O de Ia section plane, puis le centre de eourbure O
de Ia développée de Ia section plane. Trouver le lieu du point O' lorsque
Ieplanséoant tourne autour de MT.

(LICBNCE : Clermont; juillet 1883.]

li. Déterminer les ligues asymptotiques du tore engendré par un cercle
tournant autour d'une de ses tangentes.

[LICENCB : Paris j novembre 1882.]

10. Soient 0.17, Oy, Oz trois axes de cootdonnées rectangulaires et dans
Ie plan zOx 'une courbe. donnée C. Une surface est engendrée par une
circonférence dont le plan reste parallêle auplan .170 y, dont le centre
décrit Ia courbe C et qui rencontre constamment l'axe O z.

Ou demande de former I'équation dilférentielle des ligues asymptotiques
d e Ia surface en prenant pour variables Ia coordonnée z d'un poiut que 1-
eanque et l'angle 6 du rayon du eercle qui passe en ce point avec Ia trace
du plan du cercle sur le plan zOx. Appliquer' au cas ou Ia courbe O est
une parahole ayant le point O pour sommet et Ia droite O x pour axe.

[LICENCE: Paris; juiUet 1880.]

H. Déterminer les lignes asymptotiques d'une surface réglée, qui est
tangente à une autre surface réglée en tous les points d'une génératrice ~
de Ia 'secoude surface, toutes les génératrices de Ia premiére s~rlace ren-
cont raut Ia droite ~.
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-li. Trouver 'sur Phéhcoíde droit les Íi~nes dontIe plau osculateur con-
.tient Ia normale à Ia surface.

[LICENt:E : Paris; juillet 1876:]

13. On demande les lign.es
sentée par les équaríons

X=(I+U)cosv"

asymptotiques- de, Ia surface réglée repré-

z = u.

lLIC8NCS': Nanc.y; novembrerçoo.]

f4*. Etanl données une surface ,S etune droite ~, les sections de Ia
surface par des plans menés pllr Ia droite ~l et les courbes de contacr
dei cônes circonscrits à, S àyant leurs sommets surô, forment un réseau
conjugué..

[ K(ENJGS.]

13*' Lorsque trois points d'une droite invariab-le décrivent trois plans
rectangulaires, Ia droite demeure constamment normaIe à une' famille de
surfaces parallêles. On obtient l'une de ces surfaces en prenant le lieu du
milieu du segment formé par le point oü cette droite coupe l'un des plans
coordonnés et par 'te pied de Ia perpendieulaire abaissée de I'origine sur
Ia droite.

[DARB01lX, Comptes rendus, t. -XCII, 188r, p. 446.]

16·. Sul' toute surface, on connatt une ligue de courbure imaginaire :
c'est le, lieu des points pour lesquels on a 1+ p! -+' q' = o,

.On montre pour cela que l'équation différentielle des lignes de courbure '
peut être mise SOU8 Ia forme '

(dpdy - dq dx) (I +pi+ q2)+ (pdy~ q dx) (.p dp + q dq') = o.

[DÁRBollX, Annales de l'École Normale. 1884,- )

17*. Formule de Laguerre. - Soit F{x, r. z) = o )'équatioll d'une
surface S; lórsque le point (x,.r, .I) décrit une courbe r sur cette surface,
Ies di fférentielles jusqu'an 3" ordre vérifient Ies trois relatiousj nO24)

(3)

dF dF dF
-'-- dx + - dy + - dz = od» dy Jz '

dF' dI" ,dF (dF dF dF) ~,
- (f2x + - di)"'+ -d2z + -dx + -dy + -'-dz = 0,da: ' ~y âs dx ~Y' tJz )

dI" dF dF
- ((Jx + - âJ)' -+- -'-dIZ
dx d)' d'z

(dF) (dF) (dF ')+ 3 d dx di X + 3 d dy cr-)'-+ 3 d ,}z rt';.;

(
dF dF dF ),r

+ dx d.r -r- dy (ZF + ,j:; dz = fI,
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dont Ia premiereexprimequ'ily aunplan tangent, tandis que Ia seconde
, est equivalente au thêorême de Meusni.er.;'Pourinterpréter géométrique-

1 . .1.' I dF dF oF I ,.' ,ment a trorsreme, nous. pou vons yremp acer T" , T'" + par (lScosmus
, aX'~ uZ' ,

directeurs Àj fJ., 'I de lá n.ó·l'male.Qn a, en effet, ' ,

qF, H~ ::;;:,\ 'dx '
cJF
dr = fJ.H,

oF
"1""'='1H,os

'_V-{ /lF)2 (oF)2,' (, cJF, ')2, ,Il_ ,- +- - + - ,, 'ox -dy' ds

et, en tenant compte de Ia reratioa (2), Ia troisieme équation peut s'écrjre-

), ds » + fLtJ'y +''1 .dlz

+ 3[d), ds » +- d:J.d2y +dYd2z] = cJl(x, y, z', dai, t:{r, dz),

cJl étant une forme cubique en de, 'd:r, dz, doIit les coefflcients ne
dépendent que de », y, z. En divisant par tis',or. en conclutque l'expres-
sion -

dJx «r ddZ [di,),--+'J.--+v-+3 -clç~ 'ds" ds» ,tis

a lamême valeur én unpoint de Ia surface pour toutes les courbes situéés
sur Ia surface et tangentes en ce point, résultat' que l'.on pourrait aussi
obtenir en différantiant Ia formule (7) du nO~3, et en lenant compte des
expressions de D, D', DO;

R I . 1 d" dta: dJx I' '1-.emp açons mamtenant es 'érWées, tis" tis~' ..• par eurs va,..,urs
déduites des formules de Frenet (nO ~). L'expression précédente .devient

, I. dR sin O 3\ ( ,tA , dfl:, ti-; )
---cos6---+- «-+~~+"(-,R2 ds RT R ds' ds tis

O étant I'angle de Ia normale à Ia surface avec Ia normaJe. principale. ,
D'autre part , en différentiant Ia relarion

cosü = Àa' + ~W+"1',
iI vient

et par suite
r di, r.l' dlJ. r dY,.' O(" I d6)a - + I' - + "(- = SID - - - •ds dstis T, ds

I<' ) .dr. R,dfL .d» I .r,n remp açant QI. ds -t- t' tis + r tis par cette Y8, eur, on VOlt que
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fexpression

K I (iR .Ilsinll ( ? 3 dfl)
=-R2(j$cosv+T f- ds

/

a ia même »aleur pour toutes les courbes de Ia surjace tangentes en.
ItII point, [LAGUBRRB.]

18*. Formule d'Ellneper. - La torsion d'une ligne nsymptotique est
. donnée par Ia formule

T=± v- RH'

R et R' étant les rayous de courbure principaux.

R. Pour le démontrer, il suffit d'appliquer à une Iigne asymptotique +a
formule de Frenet

da" a
ds =1"

eu observant que Ia binormale coincide avec Ia normale à Ia surface. On
facilite le calcul en .prenant pour origine un point de Ia surface, Ie plan
tangent pour plan des xy, ct Ia tangente à Ia ligne asymptotique pour axe
des y. On peut aussi déduire Ia formule d'Enneper de Ia formule (51 bis)
(p. 622).

19*. Formule de Beltrami, - Soient Pe le rayon de courbure d'une
ligne asymptotique, P Ie rayon de courbure de Ia branche d'intersectioá
de Ia surface par le plan tangent qui est tangente à ia Iigne asymptotique;
on a

R. La surface étant représentée par l'équation

Z = 2bxy + cy!+ '\x%.+ 3Bxty +...,

Ia section ·de Ia surface par le plan z == o a une branche tangente à l'axe
des ai, dont l'équation est

Ax!
Y = - "2'b + •.'.,

et l'on apour origine

y'=o,
Ar"= - /j.

D'autre part, Ia valeur des r' à l'origine pour Ia ligne asymptotique se
déduit aisément de I'équation difTérentielle .de cesIignes

(6Ax + ... )+ (H + ... )y'+ (2C + ... )y'2= o.

[BGLTRUn, Nouoelle« Annales de 'jlathématiques,
2< série, t, IV, p. 258 j 1865.]

• eliiii



NOTE.,
SUR LES FORMULES DE DlFFÉRENTIATIOI\

DES INTÉGRALES DÉFINIES.

La formule .classique de dilférentiation sous le signe f (nv \)4)

s'étend immédiatement aux intégrales curvilignes et aux iutégrales
multiples lorsque le chemin.d'intégration ou le champ d'íntégration est invu-
riable, pourvu que Ia fonction soumise à J'intégration soit continue e~
admette une dérivée continue par rapport au paramêtre variable. Cet t e
extension présenteplus de difficulté lorsque le chemin d!intégration, ou
le champ d'intégration, est lui-même variable. Nous supposerons que les
forrctions sous le signe d'intégration sont continues, ainsi que toutes leurs
dérivées qui figurent dans le calcul, dans les limites de l'Int égration.

L Intégrales'curvilignes, - Un are de courbe r représent.é par les
formules

:1: =f(t~ ;v = ;;(t), Z = '}(f),

ou t \ arie de t" à ti> tõ, est dit reg ulier , si les .fonctions f, q>, 'h conr i-
nues de t" à ti, ont des déri\'éesf(t), ~'(t), f(l), continues dans Ie même
intervalle , Une, courbe ordinaire est formée par un nombre fini d'arcs
réguliers mis bout à bout; une telIe courbe peut avoir un nombre fini de
points knguleux, c'est-à-dire que les dérivées f( t), ,(t), ~'(t) peuvent
avoir un nombre íini de points dediscontinuité de premiêre espêce entre
fo et tI' Nous ne considérons- que des intégrales curvilignes prises le loug
de courbes ordinaires,

. Soient
«a: =/(t, a),

Ies équations d'une famille de courbes r, dépendant d'un purametre
variable a; les fonctionsj, ~. 'h ainsi que toutes les dér ivées qui vont ligUl'el'
dans le calcul, sont supposées.continues dans le domaine ou varient a et t.
Soient , d'autre part, to (IX) et tI (IX) deux fonctiens continues de <X. ayant
aussi une dérivée continue; I'arc AB de Ia courbe r obtenu ell faisant
varier I de to à t~ se' déplace en se déformaat d'une maniêre continue
lorsque le parametre IX varie. Les extrémités A et B' de cet are se
déplacent aussi en général et décrivent respectivement deux courbes ro, 'Y\.



. $o=f(ip, «),
. ZI =J'. t1> «)',

10=: f(tcf, «),
yl= q>(tl, «),

I .
.Zo = 'Ji (to, !lt),

.Z.í = 0/(1,,«): .

Les cooedonnées de ces deux' point5 (xo, Yo, ze), (XI, YI; zr) sont des .
fonetions de ~ qui ont pour exp~55ions

. Éta!1t données trois: fonctions continues P(x, r, ..z, .«), Q(~, r, z, «),
R(x, Y. z, «)"ayant aQui des dérivées ,partielIes continues dupremier'
ordre, l'intégrale définie

(I) 1(<<):=1. P(x,.y, .z; ';) dx ~~(x, y,z~ â) dy + R(,c, y, z, ~)dz
lU) . '.'

, ..
est une fonctiou de «, dont .ous ROUS propósoas de calculer Ia dérivée, 11
sulfit évidemment dé faire le ealcul pour I'intégrale.

J,r(<<) =f. P(x, y, z , «) d»,
(AI) .,

que nous écrivons, en Ia. rame.ant· à' une inié~rale 'définie ordináire,

. f'" . df1.•..(<<) = P(j, !f,~, e ) dt dto
I.

A cette iatégrale nous pouvons appliquer .Ia ~ôTmule classique de diffé-
rentiation (no '94), ce qui donae

en intégrant par partíes Ia seoonde intégràle, on a

et ilvient, en revenant à Ia premiére notatíon,

, 'f qp . i' (dP ô:p dP tJ4) JP di dP dl .1..,(<<)= - da: + - - - + - - da: - - - dy - - ~ dz
(AB) da. ' (AlI) dy da. dJ& da. dy tJa. tJz da.

+(pJf dt + pdf)l<
dt da. . da. I.

Le terme tout intégré a une signifieation évidenre : en .effet, Ia
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dés-ivée lko de Ia foacuon composée x.=I(t", "'.I de a est égale ,àda ' "
di dt~, d/Cio, Qt)

dtoda+ da'-

Le- terme intégréest donc égal à Ia dilférence

P(~t; ,rI, Zll 2l~1 - P(xo,)ro, Zo, :x) ~u = (P(X, r, .z, a) :'I:
Les expressions desdérivées des iilté$ra!es

et I:(a) =1 R dz
, '(A8)

se' calculent de Ia même façon ; õn peut du .reste les déduire de. r,r( a) par
permutation circulaire SUl' les lettres a; y; z, ,et en ajoutant ces t rois
expressions on obtient fi!lalement Ia valeur suivante de I' (a) :

(2) I'( ?') = J dP da: + dQ dy +-' dR dz
(ABj:1a da da

=]. ',(JP' _ dQ) (d~dx:- di dY)
IA'/I) ~v dx da,." da ,

-r r (dQ' + dR). (d<jl dy _/"t d'z) ,
JAR oZ ô,r ,da fh,

......f (dR + dP), (dfdz _ dl\lax)
,\11' âo: rJz da ' da ?":

[
da:, dy 'dZ]"

-r P(:c"v, z , a) tk + Q~.T: ,v, z, a) da + R(x,y, z: 1%') tk ':'

POUI' passeI' au cas d'une courhe plane, il suffit de supposer z = '"= o,
et Ia formule.devient

(3) , ')P t/Q NPdQ) (d9 dI' ' )I (,z ) = J :;- d» -+- -, d,r + I -J ' ,-- T'" T da: - -J' dy
, , "\11;,,,0< ( a " ' :J " f.T.T, '/2 , ( a

[
',d:c , rlY]"-+-PI :r.,v, a) -d -+- Q(x, X, à),; •

~ . 'l~ f~

Nous écrirons ces formules sous une forme un peu différente eu inflOo-
duisant une notatioo empruntée au calcul des variations. U étaut uo~
fonction du parametre 0<, pouvant dépendre d'autres vnriables, on appelle

• '0 d U' I' . ~U I d ' dU, , ° dí Ioariattôn e et on represente par o e pI'O U1t -,- oa, ,c est-a- Ire a, ~a
partie principale de I'accroissement de U quand 00 donne 'à a I'accrois-
semenrê«, les autres variables dom peut dépendre lJ étant supposées
couserver Ia même valem', Aiosi 00 a

df'
ôx = -, Õ~,'O<

~p dP,
o = da; OJL
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RelativeÍDent aux coordonnées des points Iimites A et B, une disunctiou
est encore nécessaire j par exemple Zo =jU., Cl) peut être considérée comme
une fonetion des deux variables indépendantes to et Cl, et l'on a

~ df(to,Cl)a
ozo= . dCl' ,Cl.

Mais comme to est une fonction de iõE, Zo est en réalité une fonetion com-
posée de Cl, et nous poserons

ÂZ - dzo 8 _ [df(tc, Cl) dto djCto, lI>] 3
0- da Cl- 'dto dCl+ da : a,

et nousdéfinirons de même lS.y,~, ~o, ÂZt, .1Yt, .1zt. En multipliant les
deux membres de Ia formule (2) par ter, on obtrent I'expression de Ia
variation ôI= J' ( Cl) ôa, '

(4) sr = f 3P dz+ ôQ,dy+ 3R dF
(AlI)

f (dP OQ)-+- "---, (õydz-3z,dy)
(AlI) dy dz

+[o C::i- !;)(~zdy-~y!Ú)

1. (4R dI») .
+ .udi - d:J (~z dz - OZ dz)

+ [P.ia:+Q.1y +R~J~,

ou Pon pose pai' exemple

[P~J!= P(ZI'Yl, ZI, a).1.x1- PZo, Yo, zo" a).1zo•

Le second membre de Ia fçrmule (4)coínprend trois termes j Ia premiere
iotégrale est due à Ia variation des fonetions P, Q, R lorsque a croit de ôa,
et s'obtiendrait immédiatement, eu négligeant Ia déformation du ehemin

d'intégration. Le terme en dehors .du signe J ne dépend que des dépla-

eements infiniment petits des extrémités A et B du chemin d'intégration;
on obtiendrait ee terme en ajoutant à I'intégrale te long de AB les deux
éléments d'intégrale le, long de A' A et de BR', A' et B' étant les extrémités
du nouveau chemin d'intégration A'B' qui correspond à Ia valeur a .;- õa
du parametre. La seeonde intégrale, sur laquelle on reviendra tout à
l'heure, provient de Ia formation du chemin d'intégration lui-même,

Les formules (2) et (4), qui n'ont été établies que pour un are régulier,
s'étendent aisément au cas ou le ehemind'intégration présente un nombre
flni de points anguleux. Si par exemple Pare AB se compose de deux ares
réguliers AC, CB se rejoignant en un point C de eoordonnées (xt, )",; .::;!),
00 peut appliquer Ia formule (4) à chaeun des ares AC, CB; en ajoutant Jes
deux formules, le terme P, (X2' yl, Z2, Cl).1z! + ... disparait. et Ia formule (4)
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s'applique encore à l'are total AR. En particulier, si Pinrégrale est prisele

long d'un contour fermé, le terme en dehors du signe f disparatr, quel

que soit le nombre de! ares réguliers dont se com pose le contour. On en
déduirait aisément les conditions nécessaires et suffisantes pour que l'ínté-
gl'ale curviligne

f P(x, y, .z) d.n -+- Q(x, y, .z)dy -+- R(x, y, z) ds,

JQ rlRL=--.-,d.z dy
dR dPM=- -~,dx d.z

prise le long d'une courbe quelconque r joignant deux points A et B, ne
varie pas quand on déforme cette courbe d'une maniêre continue sans
changer les extrémités (nO U7).

Revenons à I'intégrale de Ia seeonde Ii~ne de Ia formule (4) provenant
de Ia déformation du contour. Posons

et soient a.', W, y' les angles de Ia direction positive de Ia tangente à r avec
les directions positives des axes; I'iatégrale en question n'est autre

que! H ds, ou H est égal nu déterminant
(AB)

·1 ax õy 3.z
H= L M N

cos a' cos W cos r
Ce déterminant H est égal, au signa pres, au volume du parallélépipede
construit sur les trois vecteurs suivants : 1° te vecteur mm', dont l'origine
est le point m(x,y, .z) de r et I'extrémité le point m'(x -+- õx, y + ty,
z -+- /l.z) de Ia courbe variée infiniment voisine r'; 2° le vecteur mf9 ayaut
pour origine m et pour composantes L, M, N (vecteur tourbillon); 3° le
vecteur mt obtenu en portant une longueur égale à l'unité sur Ia direction
positive de Ia tangente. Soient V = ti L' -+- M' -+- N' Ia longueur du vecteur
tourbillon, /ln ladistance du point m' à Ia tangente mt, 6 l'angle (de ° à r.)
du vecteur tourbillon avec l'élément plan déterminé par mt et mm', On a,
IIU signe prês,

H = VÔlt sin ê,

ct Ia formule est générale si I'on convient de donner un signe il ;;11, le
signe -+- si le triêdre mtm'f9 a Ia disposition du t riede Oxy.z, et le signe-
rlans le cas contraire.

La formule générale (4) peut donc s'écrire sous forme abrégée

(5) ~I =}' õp da: -+- õQ dy -+-?H dz -+- V /ln sin ê ds
(ABI

-+-l P~ -+- Q~ r -+- R.lzJ~.
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Dans h- cas particulier d'une courbe plane, on pe1:lt écrire Ia seconde
illtégTale

f· (dI' àQ)C' d - d '- - - oy:l.: - Ô..r: ;}') ,
• (AB) (~y da:

f· (JP ,)0)'C" B'~') d.= d - T cos« oy-'C051 oa: s,
"'ARI 'Y ao:

l:' et ;{ étant les angles de Ia direction positíve de Ia tangente avec les axes;
(,11 = cos x' oy - co~~' Õ x represente Ia projection au vecteur mm' SUl' Ia

directiou de Ia normale eu m. à I' qui fait un augle ~ :: avec Ia direct.iou <", 2

posirive de Ia t angente (cornpté de O x vers Oy), et Ia formule qui dorme 01
dcv ient

«(i) , , (dP", dQ) ,
(;1 =) ;)P .Lr +- õl~ dy =! T -:;- on tis +- fP ax +- Q~y]~.

,Ali! (Ali) oy aa:

Dali" ces dcruiêr-- formules, Ia portion de õl provenunt de Ia déformation
du chemin d'int égrat.ion ne dépend que du déplaeement infiniment petit
d" chuque point 111 de r normalement à Ia tangente en m, Ce résultat
s'explique a 1',.,0,." car tout déplaeement infinitésimal mm' peut roujours
se décornposer eu 1111 déplacement infinitésimal tangent à 1', et un dépla-
cement normal. Ln portion de õl provenant d'un déplacernent tangentiel
est nulle cal' Ia courhe r se change en elle-même par eette déformntion,
et chnque élémeut de l'intégraJe est remplacé par un élérnent infinimeur
voisin , 11 est ela ir II'ailleurs qu'il entre un élérnent arbitraire dans les for-
mules qui définissent le chemin d'intégration, c'est le choix de Ia variable
auxiliaire t . On peut remplacer t par une autre variable -=, liée à t par
une relnt ion t = :te " '''), telle que tcroisse de to à, t, lorsque -= crolt de
't" à -=,. Par ce changement de variable, les expressions de Ilx, ôy, OZ sont
modifiées, tandis que 1(",) et par suite õI sont indépendantes du choix de
Ia varinhle t. [)'autre pal't. le premiei' et le troisiême rerrue de sr sont
eux-mêmes indépendnnts de ce choix; il cn est donc de même du term e
de õI qui contient. seul (;.c, õy, oz. Cette remarque perruet de choisir iJ
volonté le mode de correspondance entre un point I/I.(::c,y, z) du chemin AJ.3.
et le point iníiniment voi-iin m' (x -t- õx, y +- õy, Z +- OZ) de Ia courbe 1"
infiniment ~oisill~,ell respectuut bien enteudu les couditions de cout i-
nuit é. En part i.uliet-, 011 peut íaue correspondre à un point tn. de I' le
poiru m situé SIII' k pia 11 normal en 111 à r, ou encere choisir I de fnçon
que les \ aleur-. limites tu et tI soient indépendantes de IX; daus ce cus , I".
dcux ares Ali cl A'B' se correspondeut point par point d'une façon uni-
\loque, Pratiquement, i( eH innti'lc d'uv oir les expressions explicites

r=/(l,:l), y = q>\ t, x) z = <\,(l, IX).

que IIOU5 a \"1.••1' ,UPP,'!;"es counues p"l1r le raisonnejneut . C.oun ••issaru les
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deux courbes infiniment voisines r. r', qui correspondent aux valeurs a e!
a + oa du paramétre, il sufflra de prendre poul' ôx, õy, õz des infioiment
petits du premier ordre en õa, tels qu'à un point (x,j, z) de l'arc AB
corresponde un point (x - lix, Y + õy, .z - õz) situé SUl' r'.

Etcemples, - rv Supposons que Ia courbe r soit un segment de droite AB
joignant le point A (o, _a) au point B (a, o). 00 peut poser

x= t, r=a-t,' to= o,

ce qui dorme

(ix ='0,
.6.Xl;= õa•

ôy= õa,xQ= o, yo =:x, Xl=:X,

.6.xo = .6.Yl = o,
Yl=.O,

.6.}'0= aa,
Si l'on a

I=f P(x, y, a)dx + Q(x,.y, (1.) dy,
AR

011 aura donc

J. '. (dP dQ)aI = OP da: + IlQ dy +j T - T ô:x da:
(U) (AR) Y X

+ [P'(«, o, (1.) - Q(o, <X, <x)] Ii:x,

ou, en observant que dy + da: = ° le Jong de AB,

1" f"(dP ')Q)01= (oP-oQ)dx+, ,- - '--c õz ds:'
o ' o dy, d.c

+[P(", o, a)- Q (o, <x, (I.)JIi:x.

On pourrait poseI' aussi

y='a(I-t),.c = «t , '0= 0,

ee qui conduit au même résultat,
:lO Quand une parrie du chemin d'intégration est conservée, Ia seconde

intégrale provenant de cette partie est nulle, puisque le déplacement
normal correspondant 'ôn est uuI. Considérons/ paI' exemple Je contour
fermé ABMÀ, composé du segment AB de Ox alIant du point A( + r, o,
au point B (r,o) ct de Ia demi-circonféreoce décrite SUl' AB com me dia-
mêt re au-dessus de Ox, ce contour étant décrit duns lesens direct. Soit
I (r) I'illlégrale

f P(x, y) dx = Q(x, y) dy

pJ'ÍSt' le IUII!) de ce contou!'. Le long de AB on a ôn = I) et ôn = - ar le
IOllg dt 'B\'·\.; OQ a donc '

_ " (tlP JQ ) ,"" ( dI' ,jQ )"I = - 6/: I - - - ds = - or1 '- - - /'dc .~ II!!,\ rJy da: 'o I)l tlx .

UOC"~AT. - t. 42
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~. Illté~ell doubles. - Soit

I(a)=j{ F(z,y,~)dxdy
(D)

une intégrale .double étendue à un domaioe b limitée par une courbe
fermée r variable avec a', et composée d'un nombre fini d'ares réguliers.
Désignons par U(x, y, a)Sune fonction dont Ia dérivée par rapport à a:
est F, Si le domaine D est limité par une seul e courbe fermée r qui ne
peut être rencontrée en plus de deux points par une parallele à 0;1', ce.
que nous supposerons tout d'abord, on peut prendre pom' U (x,y, a) une
fonct ion uniforme et continue' dans D. JI suffira de prendre I'lntégrale de
I' . . dU F '" I ti' d' b '1' .equauon d.J.' = ", qUi S annu e en, OUI es pOIOU une cour e auxr rarre

de D qui eoupe en un seul point les parallêlles y = C. On a aussi, d'apres
Ia formule ele Green

1(G'C) = r U(x, y, e ) dy ,
JI' '

I'intégrale étant prise 'dans le seus direct, La variation 1lI a pOUI' espres-
'sion, d'aprês Ia formule générale (6),

81 = r W dy - (ddL (8y d.c - 'ô.x dy),Jr Jr x '

puisque Ia courhe est fermée ; õ.c et ~y désignent les vanations de .r
et )" quand on passe, d'un point (z, y) de r au poínt infiniment voisin
(,t' + ôz, y + õy) du nouveau contour, Lã premiére intégrale peut s'écrirc, ,
en appliquant de nouveau Ia formule de Green,

• I' .f !lU' fl tJ'l U' " 1dFI, ôL d)' = Ô:X ·TeI)' = (;:. ;r;r:d.c dy = c;:x d d» ~y,
v 1 I' 2 , • (Di IX .t , ,(.I') :x

et I'on a flnalement

(;) ar =1 õF d» dy + (F(~x dy - õy d;;).
(1J) , ,J{' ,

Par UII raisonnement bien souvent employé, Ia formule -s'ét.end au
cas ou le coutour r peut être rencontré en plus de deu," points pai' une
parallêle à O,», et 'même au cas ou le domaine D est Jimité par plusieurs
courbes fermées : dans Ia derniere intégrale, le contour total r doit être
supposé parcoul'Jl dans le sens direct. On voit que 01 se con.pose de deux
t ermes : l'mtégrale double provenant de Ia variation de F et I'intégralc
simple provenaot de Ia variation du contour. Soient Qt', ~. les angles que
fait avec les axes la direcrion extérieure de Ia norrnale ; Ia uariation nor-
male ô" etant comptée positivement suivant 'cette direction, 00 a.

;;.1' = O" cos x", õy ~ ôn cosW,

et , ,1'aut re part (cf, nO ~)::!),

d.r '= - ds cos ~.,
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On a dono
õx dy - ~yd» -= ds (;11,

et l'intégrale curviligne qui présente Ia variation de I provenant dé Ia

variatiou. du contour est égale àfr F ~n ds,

Ce resultar s'explique aisément. Supposons parexemple ~;!,> o ; l'accrois-
sement de J, quand on passe du' domaine limité par r au d~maine Iimité
par r', est égal à l'intégrale double étendue au domaine compris entre r
et 1".01', ce domaine ayant une dimension a1,1.·in!iniment petite, l'intégrale
double se réduit à une intégrale curviligneIe. long de r; I'élément de cette
inrégrale curviligne est précisément F, ~n ds, car Iln ds represente l'aire du
domaine infinitésimal limité par un are ds de r, les normales aux deux
extrémitésde eet are et l'arc correspondant de r'.

:{.IntégrtUell de mufa~. -,Soit

h):1 = O' A(.r, .r, z, IX) liy ds + B(a:', :r,z, IX Y dz d.n + ~(x, ,r,;, 0<) d» dy,Us '

une intégrale de surface étendue à une portion réguliêre de surface S qui
se deforme d'une maniêre continue, ainsi que le 'contou r r qui limite cette
surface, lorsque le paramêtre IX várie. Les fonctions A, B, C sont elles-
mêmes' continues, ainsi que tontes leurs dérivées partielles qui flgurent dans
Ie calcul, Nous prendrons pour côte positif de S le eôté suivant leque I on
prend I'intégrale; à ce eõté correspond un sens de parcours du contour r

'\n" 1:3~), que nous appellerons sens positij. Súpposons Ia surface S déflnie
I"u les formules

,1: =f(u, 1', a ), y = r;:(ll, \', :x), z = 4(1l, F, IX),

qui fait correspondre point par point Ia surfaee S" à un domaine R du
plan (u, v), Iimitê par un contour fermé, L qui se deforme lui-même d'une
maniêre continue avec 0(. Nous supposerons de plus les axes O u, 011, dis-
poses de telle façon qu'au sens positif de r correspond le 'sens direct I,ur L
(11" 1:12) . Com me les variables auxiliaires u, ~. díspaiaissent du résultat
final, 011 peut toujours faire cette hypothêse.

L'intégrale. de surface 1(0<) est égal~ à une intégrale double étel;due au
doruaine R du plan (u, v) (no i:li) .

jJ" [ D(' ,t," D(' .,
I():I= A(j,c,'~ IX) 9,'j')+B(I.c '} O() ''(,j)

" IR),'" .' 'D (ll, v) " .'. , 'I) (tz , I')

C'j' " )DUd)] d J.+ '<. , :r, 'li, IX D(u, v) ,U (H .•

Pour avoir I'(:x), il suffit d'appliquer à cette intégrale Ia formule (7),
apres avoir d'abord divisé tous les termes par QIX, eu y remplaçantze et y
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par lt et () respectivernent. Cerre dérivée se compose de deux par ties : une
intégrale double étendue à R et une intégrale curviligne prise le long de L. _
Nous nous occuperons d"abord de I'intégrale double; un de? termes de cette
intêgrale.vcelui qui déperid de e, est .

If.{(de'dl dCd~ dedlj; -,)e)))(j,~) C')[1IIJ''T1]1 I--+--+--+- ---+ - ---, -UU(I' •
• (R) rJ.r da. '~y (h. dz,h. ')(J. D(u,I-) ,h. D(I/,I-" , '

et les deux autres termes s'en déduisent par une permutation circulaire SUl'

J e - - : I - dA dB - dC(A, ~, ) et. SUl' (j, 'T, 4)~ En réunissant es termes en rh.-' d-;;' ,Ta-' on a
en premier lieu l'intégrale double

[[ [
dA D(".,],) dE D(I}, J') .x: 1>1r ")] I I- " , + - + - --' -'- (11 ( ,-

• .Ir, ."':1. H(u, I') da. D(II, I') U2 1)(0, I') _'

qui est égale à l'intégrale de s~rface

If' d <\. ,)B ,)e
~)- rir (1;:; + -:ld.::;d.r + Td.r d;-,, (s.' ~ . IJ:,( ( :.t:

(I)

comme íI suit ,

doublel{' C _~ [lD«f, 9»] du ,fI' peut./\1\1 oa I 1/, ()

Un calcul facile montre que 10n a '

se - transformerL'intégrale -

_ o [D (j, y)] "[ D(f, 'fo)] "[ l) lI- :;'_1] ,
-U2 U(u, 1') = rJl/ D(a, ,-) - J;, l u «. 11)- ,

Ia formule de Green nous donne ensuite (n° I !li)

DI r 'T I I ID /2_ ,- I ( Il ( ,',

I'!./,';/I ,
J)( d« ,11,,.._ 111

Aprês -cette transformation, les termes pro\'enant de r. dans riJlté~rale
double restante sont • - -

les deux termes non écrits se déduisant du premier en permutam circular-
- - , de de

rement u , v, a_ Les coefficients de J- et de ~- 50111 nuls. t and i- 'lue celui
:'C f/y

de de est
dz

•
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. ffici . d dA d JB' I . JPar raison de svmétrie, les coe cients e d- et e d- sous e slgne.. ~ 7
. -"fi ' . dA dA dB àB . jsont les mêmes , tandis qlJe les coes icrents de. 'd-' -d 'd-':;-":' sont nuis.,7 Z X. "lU

I] reste donc dans I'(a) unenouvelIe intégrale double '

8,(dA . rlH dC)'[df D('P, 4) d~ D(4'/) dq,D(f, /f)'jd'.J- + - + - - + ""'- + - --- li <t"
• ,1\, d,,: '~I' ,)z ,],x D(u, v) .da Deu, v) da D(u, ,.). . ,

qui est égal" à I'intégrale de surface .

1·.(iA ,JB ,JC) (di . drf' dl!,.)
(r r ) IS) ,J:J' . +rJy + dz da'dy dz.+ d« dz da: -+- i;. da: dy .

Nous avens eu outre uneintégraie simple proveaant de I'intégration par
parries précédente, dans Jaquelle le tenne qui contient Cest

j' C[DU, '11) di' + D{f"~)duJ'.'
".1 D(a, v) D(a, u)

Enfin nous avons une intégrale simpleiproveneut ide Ia variation des
contours I' et L; soient

'lto= ;;(t, fl), I'u= Z(i, «)

les coordonnées d'un poiut de L expruaées au moyen du paramêtre a et
d'une variable auxihaire t qui définit Ia posiríon du point SUl' Ie contour.
naus f' (a), I'intégrale simple qui provient de Ia variation 'du contou r. est ,
on vieut de le voir [formule (7)],

( [A D~;;, '}) + H D(4,f~ + C DU, YJ)' [!lU" di' _ ,ku dU);
_.1,1 DI U, '" D(u, ".) D(u, I') da da

eu faisaut Ia som me de ces deux intégrales simples, onvoit que le cocfti-

cicnt de C sous le 'si/{neJ~est

D~/,11),/,.+ DU, 1l)du+ OU, 'f)(dU",J.,_ ()"Odu)
0(::<, I') . D(«, u) D(u, v) d« d« '

ui. 1'011 doit remplecer li ct v par Uo et ~'Ii.Soieat (.ro, )'0, So 1 les coor-
données du point de •. qui correspond au .point (uo, vo) de L: ;J.'o, )'0, z"
sont des fonctions oomposées de a

.c'J =./\ 11;." v~, a) z. = .}(li••, vo, a),
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et l'on a

dxo di du.o di dvu. di
-=--+.--+.-,da . 0140 d« dvo da. dtz

et le coefficierit de C peut s'écrire

dx« dv dy; d.da ry- Ch ar.

Par raison de symétrie, on voit en définitive que l'intégralecurviligne Ic
long de L, qui figure dans l'expression 1'(<<), peut être remplacée par
une intégraJe curviligneIe long de r .

( JII) ff.'.A (dYó d d;;u I) » (d::.. I d;co I )'- z- -ty -+- > -t:r:- -(.Z
• I' d« d~ dP. da

C(d:rod d)'Od)-+- -;r;:Y--;r;: a: •

/

(8)

En ajoutant les trois intégrales (I), (IJ), (111), on a donc enfin

IdA' dB dG
1'(<<) = ddydz -+- Tdz dx+ ddxt(r

~) a a . . «

-t-lf:s) (;! +.~:-+- ~~) (% liy dz +.~:dz d» -t- ~; d.c rly )

1A (
li)'o ds dz; d) B (dzo d d.rúd-')·-+- - ;6-- Y -+- - x-- ...

(ri. da da. da d~

(
d:ro d~'o ,\

-+- C -dy- -'- da;),
. ria' da

En multipliant les deux membres par ôa, 011 obtient I'expression de ~I

(\») (;1=.• .9: õA ti)' dz -t- õB ds d.c -ê- õC lia; li)'
(S)

Il (iJA dB dG) (~ I I 'À I 'I I-+- -)- +. ~ -+- T oa:c.y az -t- o)' ~,z aa: -+- 6<; l :!' (y!
, (S) / X J / (J.

-+- /' .\ (àyo dz - ~:;;ot(y) -t-' B(àzo'ü' - .l,ru ,1.:.)
~,r'

\ ' -f- C(Axo ti)' - Ay"dx'L
ou

, di,
0:(; = da. oe ,

On voit que 01 se vcmpose de trois tei-mes, dont le prernier pn" ie n t de
Ia variation des fonctions A, B, C avec a, le second de Ia déformation de
Ia surface S et le dernier de Ia déformation <lu contour L'.. :'oienl i.. L,
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les angles de lá direction positive de Ia normale à S avec les axes, d~
I'élément d'aire; on peut écrire Ia seconde intégralc

(10) fl (JA dB tJC)-d +-d' + d~ (cos, ôx ~ cosfloôy + oosv oz}da
• (SI x ~.. . .

1(dA dR dC)= - + - + - ôn da,
(SI da: . ~}' . ds

l)n étant Ia projection sur Ia direction positive de Ia norrnale du vecteur
qui joint le point (x, y, s ) de S au point (x + õx, y + ôy, Z + o.z) de Ia
surface infiniment voisine S', c'est-à-dire le déplacement normal infini~
tésimal d'un point de S dans Ia déformation. On voit, comme plus: haut ;
que Ia seeonde intégrale ne 'dépend que de ce déplacement normal; on
peut prendre pour I>n Ia longueur infiniment petite de Ia normale comprise
entre S et S', ee qui revient à· étahlir un certain mode de eorrespondance
entre S et S' .

.Quant à I'inaégrale simple, on peut I'interpréter eomme Pintégrale ana-
logue de Ia-formule (4). Soient V Ia longueur du veeteurd'origine (xo,yo, 210)

et de composantes A, D, C; fl l'angle de ce vecteur avec I'élément plan
déterminé par Ia tangente à r et le déplacement infinitésimal ~o, AXo,Az 1

du point (xo, yo, zo) de Ir; õ~ Ia distance du point

,(xo+ Axo, yo+ Ayo, Zo+ ~o)

à Ia tangente à r au point (xo; Yo, zo) affectée d'un signe convenahle. Cette
intégrale simple peut aussi s'écrire

(II) r V sinO ô~ ds.
)(r)

Com me -dans te eas d'une intégraIe curviligne, on peut faire cones-
pondre suivant une loi arbitra ire à un point de r un poi'n! infiniment voisin
du contour déformé r', Supposons en parriculier quel'on fasse eorrespondre
au point m(xo, yo, ':;0) de r le point ,n'(xo+ Axo, yo+ ;1yo, Zo+ ~zo.)
situé dans Ie plan normal à r au point m; on a alors

.A:Cu = ô;' cos I!, Ayo= a;, cosu",

o;, étant Ia distance 'mm' et ),', )-1", 'I" les angles de Ia direction mm' avec
les axes. Soient de même À', :~', ,/ les angIes de Ia direction positive de Ia
tangente à r avec les axes; I'intégrale (li est encore égale à

f [A (cosu.'cosv' - cos v"COS,u.')+ B(cosv"cos I,' - cos i:cosv') + C... ] ô;' eis,

ce qui peut eneore s'écrire

/:" (A COSI" -+- a cos 11-~+ C cosvj ) õ~ ds,
~I'
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At, fll, '11 étautles angles que fait avee les axes Ja normale à Ia bande de
surface-Sv décrite par Ie coatour r quand le paramêsree augmentede /;rx.
Mais 8'r,.ds représente I'élément d'aire il1finimenlpetit déerit par Pare ds
de r quand izauglll"ente de 1>01; élément que L'on peut assimiler à un rec-
tangle. L'intégrale sim pie précédente represente done Ia valeur de I'intê-
grale double .

.I( A dy dz -+- B dz da: -+- C d"xd.r

étendue à Ia bande de. surface infiniment étroite S" suivant uncôté déter-
miné par fel explications qui précêdent,

Le résultat obteuu peut s'expliquer três aisémentau moyen de Ia for-
mule de Green. Supposons que l'orrpasse de S à S' en faisant subir à
chaque poiue de S un déplacement infiniment petit /ln suivant Ia normale
dans le sens positif. Alors les deux surfaees S, S' et Ia bande de surface
infiniment étroite S" limitent un domaine D. L'accroissement de I, prove-
nant de Ia déformatioo de S et de r, est égal à Ia somme des intégrales de
surface étendues à S et à S' suivant le côté exterieur. D'apres Ia formule
de Green, cette somme est égale à l'intégrale triple

ur (dA dB ac).jff, •. T -ê- a' -+- () dxdydz,
I"! x :J Z

-érendúe au domaine D, augmentée de l'intégralede surface

f[ A dydz -+- B ds da: -+-Cdxdy,
• (S") I

"prise suivant le côtéintérieur de Ia bande S".
Le domaine D ayant une dimension infiniment petite Iln, l'iotégrale triple

étendue à cedomaine se réduit à une intégrale double étendue à S, dont

I'élément est (~!-+- ~; -+- ~:) õnd«, cal' Ilpda est l'élément de volume

du cylindre droit infiniment petlt compris entre S 'et S', et ayant pour
base un élément de S d'aire da. De même, lasurface S' ayant une dimen-
sion iofiniment petite, l'intégrale double étendue à cette surface se réduit
à une intégrale curviligne étendue à r, dont l'élérnent est

(A cos s , -t- B COSVol -t- cos v,) Il~ds,

cal' õ~ ds est I'aire de I'élément de surface compris entre Ies deux norruales
infiniment voisines aux extrémités d'un are ds de r, et les contours 1', I".

La formule (9) s'étend, comme au n° t, à toute surface formée d'un
uombre íini de moroeaux de surfaces réguliêres ; si Ia surface est fermée.
I'intégrale curviligne diparait.

On rattacherait de même à Ia formule de Stokes le résultat obtenu pour
Ia variation d'une inrêgrale curviligne.
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.I. Intégrale8 iriplel. - Considérons enfin l'mtégrale triple
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I(cx) = ar F(x, y, z, a) dai dy dz .
'~D)

étendue à UD domaine D Iimité par une surface fermée S variable avec le
parametre te. Nous supposerons d'abord qu'une parallele à l'un des axes, Oz.
par exemple, ne peut rencontrer cette surface en plus de deux points. 11
existe alors une fonction U (x, y, z , c:t), continue dons D, et vérifiant Ia
relation (voir. n? ~)

dU .
"T" = F(x, y, z , cx),
fIZ

et I'on a aussi

(13) I(cx) = rr U(x,:r, z; a) de dy ,JJ(S) .
l'intégrale étant étendue au cõté extérieur de ~. En appliquant Ia formule
généraIe (8) à cette intégrale, il vi.ent, puisque Ia surfaee S est fermêa,

I'(a) = Ir ~U da: dy +1f. ~U (1dy dz + ~~dz da: + :; -tJà; dY)',
~S) a (S) Z IX oa a

ou, en multipliant par õa et tenant compte de Ia reIation entre U et F,

(14) ;1=JJl ôFdxdydz
(D)

+1 F(~, y, z , a) (ôx dy dz +ôy dz dy +õz da: rly),
(S) .

li;.!:, ôj, õ:; désignant les variations des coordonnées d'un point (x, y, .s)
de Ia surface limite .S, et l'intégrale de surface étant prise suivant Ie cõté
extérieur. ta formule s'éteod comme pIus haut (0° ~) à une surface de
forme quelconque, On peut aussi écrire l'intégrale double qui figure
dans sr

ir F(x,y, z, i)ontia,
.~S)

FI!'iI DU TOME J.

ti•• étant 'l'élément d'aire de S, et õn Je déplacement normal infiniment
petit compté suivant Ia normale extérieure.

Or iln d•• est, au signe prês, Ie volume du cylindre droit infinitésimal
ayant pour basc da'ct pour hauteur iln,' de sorte que I'intégrale rlouble

represente Ia valeur de l'in~égrale.fJJ' F d» dyels ét endue au domaine

compris entre les deux surfaces infiniment voisines S et S', chaque élement
de cette intégrale étant afTecté. d'un signe convenable.
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