


SN

!’_}
—q \




ESTUDOS

SOBRE 08

F

k' (UL0S D TRIANGULAGAO & NIVELAMENTO GRODESICO o

Garlos Hemaire Teste

Eugenbelre Civtl, pols Esooln Genteal do Pariz, ¥embro da Commissio da Caria Geral do Imperie
e S SR e

RI0 DE JANEIRO

TYPOGRAPHIA NACIONAL
1 876,

1304—76. \




 Wrecs



e e T e e TR e

ADVERTENCIAx

Estes estudos ndo eram destinados 4 publicidade ;
tinham apenas por fim explicar parte dos trabalhos
por mim executados na Commissdo de Carla Geral do
Imperio, durante o anno de 1875.

Tendo porém parecido ao Exm. Sr. Dr. Manoel
Buarque de Macedo, sempre prompto a animar 0s
esforcos conscienciosos, que de alguma utilidade po-
deria ser a vulgarisa¢io dos methodos succinlamente
expendidos naquelle tosco esboco, fico devedor & ini-

‘cialiva do mesmo Exm. Sr. e 4 benevola autorizagio

do Exm. Sr. Ministro da Agricultura, Commercio e
Obras Pablicas, de uma honra sem duvida pouco me-
recida, mas que esforcar—me-hei de juslificar pelos
trabalhos mais importantes de que me acho actualmente
incambido.

Rio de Janeiro em 10 de Maio de 1876.







1. ESTUDO. '

compensagﬁo dos erros deobnervncao na resn-
Iucio dos triangulos.

= -A. Tnsoam DOS ERROS momncmﬂm,—Se;a X o valor
exacto de um angulo, determinado por n reileragdes, e,
para cada uma destas, ze £ 0 valor aproximado e o erro
correspondente, sendo porlanto: X =z e (1)

Addicionando-se asn equagdes desta forma, e dividin-
(lo-se a somma por n, acha-se:

szﬂ-» '

(fazendo-se %m:w e {_eu_ e), equaqﬁo 1denuca 4 pri-

meira, salvo a subsgltuu;ao dewee pe]as médlas res-
peclivas. .

Logo: Relalivamente & m‘édl_a_ dos valores approxi-
mades, o erro ¢ tambem a média dos parciaes corres-
pondentes dquelles.

Designando-se, alids, por 8 a differenga @ — %ﬂ entre

cada valor parcial e a média dos mesmos, e suppondo-se
as reiteragbes bastante numerosas para ser-lhes appli-
cavel a theoria dos menores quadrados, t‘ax_"-sé'-eha (5

V5, fE88 /383 P
1= pqu'/n(ﬂ—d) f/ o (8

sendo r = l/ Ti (2 @), me= ﬂ(’.'—_‘) (numero de

o™

2

(") Veja-se (salvo as notacdes) a Astronomia espherica da
Brunnow {pag 67). R P

NS
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combinagdes de nobjeclos 2 a 2) e ¢ um coefficiente nu-
merico ===0,47469%4, no caso de um angulo isolado,
devendo-se, porém, no de p angulos de somma S conhe-
cida, determinal-o da seguinte maneira:

Combinando-se, para cada um desses angulos, as equa-
coes (1 a)e (2) (abstrahindo-se o til indicador das mé-
dias) acha-se X =z ¢ (3); addicionando-se esta com
as (p—1) analogas e suppondo-se ¢ constante (pois, no
¢aso contrario, seria o problema indeterminado) ter-
se-ha:

EX=3x+qg3r,ouS=s4¢Zr
(fazendo-se TX =S ¢ T —38) d’onde emfim :
S—s -
= (&)

O radical » constitue o erro médio ou antes proporeio-
nal de cada angtlo parcial, sendo ¢ seu coefficiente d
probabilidade e gr o erro provavel. :

Case particular. Se fosse r conslante, ler-se-hia:

—§
g= %—, sendo, portanto, e =¢gr =X — & lambem

: S—s
constante e igual a T

2. ApPLICAGAO A RESOLUCAO DOS TRIANGULOS.
Sejam X, X', X" os (res angulos de um (triangulo
espherico; X1, Xi’, X1 os do reetilineo de lados

iguaes, e o excesso espherico. Tem-se cvidentemente

XtX:-I—%s, e

EX SR con § =180 - B
vislo como = Xy = 180°.
Sabslituindo-se, pois, em (&), acha-se:
180° 4-=2—3s __e—(s—I180°) AN e
1=z = =r =0 TRRETRARE ©)
fazendo-se s —180° = A

. A
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Caso particular. Se fosse r = r" = ", ter-se-hia

A—=t : grogi =t ek o __!l =
g= R i e ———3——,X;-—X e
1 5 - s
x+8—§£=w—~%-,x”1=m—é,ex1=m_..%.

N. B. Embora ndo se realize a hypothese acima, cal-

cular-se-ha sempre pelas formulas precedentes um pri-
meiro systema de valores dos angulos rectilineos X ,

X1, X", afim de deduzir-se dos mesmos uma pri-
meira approximacio do excessoespherico s, e, portanto,
do coelficiente ¢, dos erros provaveis e, ¢, ¢” ¢ dos an-
gulos esphericos X, X°, X"'; d’onde um segundo systema
dos rectilineos ¢ de . Se fosse este novo excesso muito
differente do primeiro ter-se-hia de corrigir todas as
mais quantidades, e assim seguindo-se; porém isso
nunca acontece.

3. EXTENSAO APPROXIMADA DA THEORIA DOS ERROS PRO-
PORCIONAES A UM NUMERO INSUFFICIENTE DE REITER:\QGES.

Sendo sensivelmente constante, na hypothese con-
traria, o producto do erro proporcional pela raiz qua-
drada do numero de reiteragoes, pode ser elle calculado
uma vez para todas, bastando dividil-o depois pela raiz
quadrada de qualquer outro numero de reiferagoes para
conhecer-se mais ou menos approximadamente o erro
proporcional eorrespondente a este ultimo.

Aquelle producto constante constitue o erro médio
por reiteracao e determina-se mais exactamente mul-
tiplicando-se pela raiz quadrada do numero maximo
de reiteracdes a média arithmetica dos p erros propor-
cionaes correspondentes iquelle numero, isto &, pela

Zr e
formula . '/n , que , para p =1, reduz-sea

2X32
rYs=V o1

|
!
i
i
:
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0s quocientes desse erro médio pelas raizes quadradas
dos diversos outros numeros de reiteragdes podem
ser tambem effectuados uma vez para todas e reunidos
n‘uma tabella.

Embora seja este methodo mais racional do quea
extensio pura e simples da formula (2 a), a qualquer
numero de reiteracoes, tem elle o inconveniente de ser
independente da maior ou menor exactidao das respec-
tivas 6bservagdes. E por isso, parece preferivel combi-
nar-se ambos ‘0s systemas, adoptando-se para erro pro-
porcional a semisomma dos parciaes, determinados por
cada um desses dous modos de ealculo, o que, alids,
pode-se tambem praticar sem erro sensivel nos casos
em que fosse licito applicar-se exclusivamente a for-
mula (2 a). :

f. APPLICAGAO NUMERICA. e

0 angnlo até hoje determinado com o maior numero
de reiteracdes foi o azimuthal: « Castello, Bom<Jesus,
8. Christovdo », para o qual tem-se :

n=19, m:"-‘(_”g'—'L 171
= 3 — 1322,948120 log. = & — 3,1215428
log. m ={2,2320962 ; fog. m = 3.7670039
loz. =2 = 08881467

log. “r -=W3
log. n = 1,2787536; tog. n =0,6393768
toz. v = 1,0836501
e, portanto: r = 2,782; r 1V n = 12,124
para ' = 8 reiteragdes ter-se-hia
suceessivamente: log, n' = 0,9030900 ;
log. L w7 — 04815450  log. b/ 77— 1 5484550

log. r' = 0,6321051,
finalmente »' = 4,287,




e

- Assim foi calculada a ultima columna da tabella abaixo,
até n = 14, maior numero de reiteragdes depois de 19.

n m r
1 > 12,124
2 1 8.573
3 3 7
4 6 6,062
5 10 5,492
6 15 4,95
7 21 4,583
8 28 4,987
9 36 4,041
10 45 3834
11 55 3,656

Quanto 4 2.* columna tem por fim facilitar a deter-
minagio pela formula (2 a) de um 2.° valor der, cuja
semisomma com o constante da 3.* columna dard o erro
proporcional procurado. ()

(") Para mais desenvolvimentos, veja-se o appendice.






2.© ESTUDO.

Determinacio dos coefficientes de refraceiio
terrestre e equacdes das distancias zenithaes
correcias.

5. FORMULA FUNDAMENTAL. — A expressio do coeffi-
ciente de refraccdo y em funccdo: do poder refringente
@ = 0,00058876 do ar secco; da sua densidade 8 no
ponto e instante considerados (tomando-se por unidade
a normal correspondente & temperatura 0° e pressao
o™,76); do raio p da esphera osculatriz ao ellipsoide ter-
restre, segundo o parallelo daquelle ponto, e da altura l
(em metros) de uma columna de ar de densidade & equi-
librando a de mercurio do barometro, é (salvo as nota-
¢oes) segundo Puissant :

r=tdes(T-8). @

sendo § um coefficiente numerico dependente da lei de
variacio da densidade do ar, e, portanto, variavel com
a latitude e altitude do ponto considerado, podendo,
comtudo, salvo circumstancias excepcionaes, ser appro-
ximadamente considerado constante e igual a 0,0000275.

6. TRANSFORMAGXO DA MESMA. — Sendo alias, segundo
Regnault, o = 0,003665 o, coefficiente de dilatacio do
ar, e A = 10517,3 a densidade do mercurio a 0° relati-
vamente 4 normal do ar, e designando-se por ¢ e h
a temperatura e a pressio barometrica correcta (isto é

__,..-._wd
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i
reduzida a 0°) e expressa em millimetros, ter-se-ha evi-

dentemente 8 =m (2)

h e
eld = Am, ou, por divisdo :
1=076 A(14«t), (3)

eparat=0,1, =0,76 A =7993,148; d’onde

- 1 1 =i =
I=l, (i+n‘.t),—‘-—ﬁ I, (1F«t) ﬁ_i-}-u t\T _p_“ﬁt)—"

- el -t

fazendo-se A f=p e'ﬁ= o,
E B
Subslituindo-se em (1) acha-se :
g At (— '
== 9760" TR Lok g e e
e
sendo Kﬁ T ﬁ'?ﬁl)

Tal & a formula do coefficiente de refracgdo em
funccdo da temperatura e pressio.

7. DETERMINAGAO DOS COEFFICIENTES NUMERICOS «’, §' e K

log. 1,=3,9027178
Tog. » =4,0972522

-:- == 0,0001251072;

0 -

B = 0,0000275 log. B = B,4303327

B’ = 0,0000976072 ; log. B'= 5,9805819;10g. B = 4,0405181
(') log. p= 6,8048633 ; log. & == 3,56%0740

1 —_—

i - ~
O =000014700; log. W= 1678783; log. o' =3,0139248
log. 760== 2,8808136 ; log. 760— 3,119186k - o'=0,001032581
log. K ="E,0815000 K = 0,0001206474

(*) Na latitude do Rio de Janeiro,
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8. APPLICAGAO NUMERIGA DA FORMULA ACIMA.

Facilitam-se muito semelhantes calculos pelo emprego
da tabella n.° 10.

Tendo-a debaixo da vista e querendo-se determinar o
coefficiente de refraccio correspondente a £ = 25°45 e
h = 759,11 dispor-se-ha o calculo assim :

t ol o
25° 0,091625 0,025815
0, &5 0,00164925 0,00046467
25°,45 0,09327425 | 0.02627967

1o t=1,00327425 ; log. (1 +«f) —0,0387391
log. (14 «t)2 = 0,0774782
log. (14 «t)? =1,9225218

| —«'t =0,97372033 ; log. (1—«'t) = 1,9884343

log. h — 2.8803047

log. K —7%,0814099

: log. v —2,8726707
= 0,0745883

9. EQUAGOES DAS DISTANCIAS ZENITHAES CORRECTAS .

Seja Z o valor exacto de uma dislancia zenithal,
determinada por m reiteragdes, e, por cada uma destas :
v" ev” as leituras feitas nas visadas directa e reversa,
salvoas primeiras correc¢des constantes das indicagdes
do nivel ;
Y,y ee, e’ os respectivos coeflicientes de refracgioe
erros de observacdo. _

Os productos daquelles pelo angulo C das verticaes
da estagio e do ponto visado constituem em valor
absoluto as respectivas correcgdes da refracgdo, sendo,
porém, additiva a da visada directa e subtractiva a da
reversa. Designando-se, pois, por V' e V'’ os angulos



—_ g —

correctos de ambas essas visadas cem o raio correspon-
denteao zero do limbo vertical, tem-se evidenlemente :
V=v+yC+e, V' =0"—y"C+e”, e portanto

V'_Vl’ 1!’-—”" 2 13 e’_-{’,
2L T 0 T b ()
— 34 (D)

sendo :
V) = V]’ T|+T’] e,-_.-g’, s 9
== e=" e 5 =a4C (1)

Logo, para cada reiteracgio:

1.°— Abstrahindo-se a correcgdo da refracgido e os
erros da observagdo, a distancia zenithal approximada
z correspondente & a semi-differenca das leituras di-
recla e reversa

2.°— A supradita correc¢do resultaria da multipli-
cacdo do angulo das verticaes por um coefficiente igual
a semi-somma dos parciaes correspondentes s visadas
directa e reversa ;

3.°— Suppondo-a effectuada, o novo valor approxi-
mado 3 resultante ainda seria errado da semi-somma
dos erros de observacido nas supraditas visadas.

A ndo serem alids ¥ e ¢y determinados rigorosa-
mente, mas sim pela formula approximada (1 a), nem
por isso deixariam de subsistir as equacdes acima,
devendo, porém, considerar-se incluidos nos erros e’ e
¢’ os resultantes desse modo de determinagdo.

Applicando-se as equacdes (II) e (III) successivamente
a cada reitera¢do, addicionando-se as n equagdes de
cada um dos dous grupos resultantes e dividindo-se as
sommas por n, acha-se :

S5 g e SRS
= g v »
——Z2 4c=LouS—i+76¢ ()
z3 Ze - ~ :
e = > +T=3+3 (I])




T, .

ticas &s tres correspondentes acima (*), salvo a substi-
tuigio de z, 3, y e e pelas médias respectivas.

Logo : Relativamente &s médias dos valores approxi-
mados z e 3, o coefficiente de refraccio e o erro de
observagio sdo tambem as médias dos parciaes corres-
pondentes aquelles.

; = : 3 =z 3
Designando-se, alids, por 3 a differenca 3 —

n
entre qualquer valor de 3 ea respectiva média, se forn
bastante grande, ter-se-ha, como no caso dos angulos
X2 a(n—1)

£ = 9 3

-

azimuthaes, ¢ = g r, sendo r = m

¢ ¢ um coefficiente numerico a determinar-se (como
ver-se-ha no 3.° estudo)] pelas proprias circumstancias
do nivelamento que tiver motivado a determinagio da
distancia zenithal considerada.

Praticamente, porém, modificar-se-ha o valor de r
acima como fica indicado no ultimo paragrapho do
estudo precedente.

(") Nas applicagdes substituem-se estas 4quellas, abstrahindo-se
nellas o til indicador das médias.
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3.° ESTUDO.

Formulas e correccao dos nivelamentos geode-
sicos.

P (fig. 1) 11. NOTAGOES E FORMULAS FUNDAMENTAES,—
Sejam ke k' asaltitndes dos pontos M e M acima do nivel
domar A, B,; Te S as alturas do instrumento 4 naquelle
edosignal Bneste: A =S — Jadifferencga das mesmas;
H=h-+ I¢c H =W+ 8 as altitudes dos pontos 4 e B
y=W—he¥Y=H —H-=y+4 Aas differencas de
nivel dos primeiros e dos ultimos pontos;

Ze 7’ as distancias zenithaes de cada um destes re-
lativamente ao outro ;

¢ 0 raio do arco = A, B,.

a+b tg5(A+ B)
a—b tgia—n)

No triangulo hypsometrico ABC, tem-se

a—bh=Y; A+-B+C=18° (1)
== A+4-B C
a-+b=Y1-2b; A+ B=180°—C, — P
R () Y4-2b cotg ¢
A—B=2Z— Z, e portanto .
A C=2(3) t _;z
o=z b P
2 ¥ e =3 g 50 tg ——
A ft T pags 1 Tl
2 b colg -?Cr—tg T 1—1g TG tg S
se : G : Z'—Z sen l—(.' sen l(‘Z’ Z)
sen —E—,sen—2-( —Z) 3 3
1 = far 2 1
cos—s-c cos g —sen -?L sen e colg 3 (C+ Z'— Z)
E. 3

¥
b
.
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ora, observandose que b=+ H=p (I -|-£) e que
% e g —E- C Lz -—(Z —Z) saodespresiveis em presenga

de 1, ter-se-hdo as seguintes formulas, exacta e appro-
ximada :

sen 4 (sen +(2—2)
Y=2 (p+H) = (D
€os —-(C+£‘—Z)

Para eliminar-se Z', hasta tirar-se successivamente
das equacdes (1) (2) e (3)

Z+4 2= 180" + ¢ z2—7 ,
; ik el g}
L—Z=180"+C—2Z 7—7.C

R e e i

e substituir-se nas formulas precedentes, o que da:

1= oy (Z——;‘:)

Y=20p+H)sen=C —___ *— r
i Bwn g sen (Z—C) @
* =201 g-éGcotg(Z—— ’) (Ir)
- A A
Tem-se, alids, C sen 1" = — ou 0 = ——— , elem-
p psen 1

brando-se as equagdes das distancias zenithaes:

Z=z2-+4vC+e=3+e,sendo 3 =z +4yc (6).
(%) (8)
(fig. 2) 12. Caso PARTICULAR.— VISADAS PARA O HORI-
SONTE DO MAR.— Se a linha de visada 4 B for tangente
40 horisonte do mar, ter-se-ha :

c
B=Z—C=90; 2=90+C(7); Z— 5 =90+

- g , sendo alids, ¥ =—H.




L
Substituindo-se esses valores em (I') e (II’), acha-se :

1.°— H=2(p+H)sen % C (—sen —g— C)

=—2(p+4 H)sen? -; C,

ou H(1—2sen? —;—G)=..psen? %C.

Ora, 1 —2sen ? %G:cos? % C—sen? 2 C=cos C

2
2 sen-%-C cos-% C=sen G, ou 2sen —%—C= scnlC 2
cos - Cc
logo, H cos G = psen Ctg -;—C
(111)

i
ou H=ptg(}tg§(}

2.°—H=2 ptg-% C(—tg%ﬂ) =—20ptg? —;-C
ou H=2ptg? % C. (1)

Em cada uma dessas formulas fazendo-se approxima-

damente tg L C= = tg € (") acha-se em ambos 0s casos:

<9 2 :
H=%ptg?c Ry
Alias, tem-se entdo :
S=o, e portanto A =Teh = H—1(8)
Finalmente igualando-se os valores (%) e (7) de Z,
acha-se: 90°4C=z+4yC+e, d’onde:

C (1—y)=Z—90-¢

ou C= Zl—"”ﬂ (IV)

(") Visto como, em geral, para z pequeno tem-se sensivelmente
g mX = mig x.
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13. TransroRMAGKO m FORMULA APPROXIMADA (I1'),—
Subtrahindo-se de 90~|—-ﬂ— cada membro da equacio (5),
tem-se: 90—Z—]—-,;~=90—- 3 +—,¢— ¢=¢—c¢ (fazendo-se
abreviadamente 90— 54 2 =y), d’onde:
Z——%=9{)—(up—~e}, e portanto:

tg (Z2—C)—to  MPtee (P o) (I—twPige
cotg ( E) tg (9—e) ]+tg?t;{c (l—|—tg?tgc}(l_t‘;?1.gﬂ_;

_leP—tze—tg2.Ptge—lpPig e
== f—1g2, o 1g.% ¢
@ .
=1g 9—Ig e (14-1g.2 9)=lg o —sec.2 o lg¢
desprezando-se os termos em tg.? e.

Substituindo-se em (I') e fazendo-se nesta 2 Lg!(}mT
>3

acha-se: Y ou y +A =T (1g g— sec.” ¢ tg e), d’onde,
tirando-se o valor de y, e fazendo-se approximada-
mente tg e=esen {"=qrsen {":

y=T:g 9 —A—Tr sec.’gsen 1” q=b—ay, (V) sendo
G=Trsec. ] sen i" e b:-_-T ]g ?—i\"-

N. B. Pode-se muitas vezes, sem erro sensivel, subs-
tituir Tpor 2. Com effeito, fazendo-se a:-—_% C sen 1" =

14 o

sando-se « para o 1.” membro e desprezando-se os termos

; 0. _a?
de grdo superior a0 3.°: |g —a="5.
Multiplicando-se por 2 p e substituindo-se z por seu

)“l

valor, acha-se: 2¢ tg-—C—k on T'— )"_12 3

Querendo-se saber para que valor de A rednzir-se-hia
A
esta differenca a 1"", far-se-hia %‘Er” = 0,001 ou
¥=0012¢,
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Ora log ;=6,8048633; lhg ¢* — 13,609726
Ig0,012= 2,0791813
d’onde: log 2* = 11,6839079

log 2=3,8963026 ¢ A—=7875™.9%4.

Abaixo deste limite o erro resullante da referida
substiluigio seria sempre<!"".

Foram neste caso todasas dislancias contempladas
no § IV do Appendice.

(fig. 3) 14. THEORIA DAS VISADAS SUCCESSIVAS.—(onsi-
derando-se p4-1 pontos M,, My, Moy.oooon My, M,y
de altitudes ho, iy, Bav.. hyp—s, ki, visados successiva-
mente cada um do precedente, e suppondo-se conhecida
a differenca de nively ,=h, h,dos exiremos,seja pro-
posto determinar-se as successivas y, =y — o . jfa =
=ha—Ryoeruins Yp =hp— fty, y, entre cada um e o
precedente.

Addicionando-se estas p ultimas equagdes e simplifi-
cando-se o tolal, tem-se:

2 y=hy —ho =Yy, 5 (V1)

o que mostra que:—A somma algebrica das denivela-
¢Oes successivas iguala 4 dos ponfos exiremos.

Applicando-se, alids, a equagdo geral (V) successiva-
mente as p visadas e sommando-se, ter-se-ha:

2y ou o =X b—3 ag (VII)
A nio haver mais condigdo alguma para preencher-se,
far-se-ha ¢; =q2 =... ..=@-1=¢, , i3l0 &, ¢ constanle,

? 5 =z b—y,
d’onde: y, =2 b—q X a, ¢ portanto g= S

CAS0S PARTICULARES.— I. Se 0s pontos exiremos sio
b

de nivel ou coincidem, tem-se y ;=0 e j= S -
a

M
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(fiz. &) II. Considerando-se sémente tres pontos e
designando-se por y e ' suas deniveli¢des successivas,

L e
terse-hia q—-—“}g_a,— :
1II. Se entdo y, =—o. f?-‘—"“‘—"—zii' :

(fig. B) 15. VisapAs REcIPROCAS.— Se neste ultimo
caso particular M e M coincidem, as duas visadas
(ditas entdo reciprocas ) sio dirigidas em sentidos
contrarios no mesmo plano vertical, e quasi segundo a
mesma recta, sendo ditas conjugadas as respectivas dif-
ferencas de nivel ignaes e de signaes confirarios.

(fiz. 6) Caso pARTICULAR.—AS Visadas reciprocas feitas
de instrumento a instrumento sio directamente op-
postas, as respectivas distancias zenithaes satisfazendo
entdo 4 equagio:

Z+ Z =180°+C.

C
Ora, Z=3+e, Z=3+¢,9=090° — 3 4—,¢'=00—

6 s _ :
—3"+ 5, d’onde, por addicdo das quatro ultimas equa-

¢oes, ¢ subtracgdodal.*: ot ¢'=et e =qr+44¢r', e
finalmente:

A e
r-r

Assim simplifica-se, nesta hypothese, a determinagao
de q.

q==9

(fig. 7.) 16. VISADAS SUGCESSIVAS RECIPROCAS DUAS A DUAS
Imaginando-se que, depois de feitas p visadas succes-
sivas, volte-se de My para M, por p visadas reciprocas
das p primeiras, cada uma a cada uma; designando-se
entdo todas as quantidades relativas a duas visadas re-
ciprocas pelas mesmas notacdes, salvo o accento ' nas
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reversas, e applicando-se 4s reversas e a cada par de
reciprocas a equagio geral (VI); ter-se-ha, além desta,
p parciaes da férmay+y ou b0 —(ag+4a'q’) =o,
ou ainda b4+0"=ag-+a'q (1), isto &, p 41 equagdes
a 2 p incognitas.

Para remediar-se esta indeterminagdo exprimir-se-
hio g e ¢’ em funcgdo das suas semi-sommas e differenca
o e 8, considerando-se esta ullima constante.

Tem-se assim: g =048, =0c—3, ¢ substituindo-se
em (1): b4V =a (643) 40 (6 —3) =0 (a+a")

ey S O )
“+2(a—a’), d’onde: o PE=
o—a_ DV
a+ta - a

Substituindo-se, alids, na equacdo (VI) g por seu valor
64d=3-4+d(1—=n),acha-se:

Yo—=2b—2a (f4d (1—«)) =X (b—a p)—8Za (1—a)
—3ZB—32 A, fazendo sca (l—o)=Aeb—a =8,

p—u3(2),

fazendo-se abreviadamente:

2B—
d’onde emfim: 6 — —— 9
. |
CASOS PARTICULARES. I.—Se ospontos extremos sio de
: o B
nivel ou coincidem, tem-se y, — oed= ST

(fig. 8) II. Seforemp = 2, ¢os tres pontosdesignados
por M, M’ ¢ M”, substituir-se-ha o indice 1 aoaccento” na
designacio das quantidades relativas ds visadas reversas,
tendo-se assim para estasyi, ¥'t ; qi > ¢1 e para as di-
rectas ¥, ¥'; ¢. ¢.

(fig. 9) III. Seforem p =3 e os pontos exlremos coin-
cidentes, isto é, no caso donivelamentosimualtaneoe reci-
proco dos tres verticesde um triangulo, modificar-se-hdo
as notagdes geraes como no 2.° caso particular acima,
applicando-se porém a formula do 1.°

No appendice encontrar-se ha um completo exemplo
do 3.°
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17.— VISADAS CONVERGENTES OU DIVERGENTES.

ProsrLEMA.—Conhecendo-se a differenca de nivel y, de
dous pontos M ¢ M’ determinar-se as y e y’, quér de um
3.° ponto relativamente aos dous primeiros (fig. 10),
quér destes relalivamente dquelle ( fig. 11).—Afim de
identificar-se as duas solucdes, das differencas de nivel
ignaes e de signaes contrarios entre os dous primeiros
pontcs, escolher-se-ha sempre para y, a correspondente
4 visada do mesmo sentido que #1 , isto &, de M para M’
(fig. 10)ou de M para M (fig. 11).

Isto posto, sendo yi a denivelagdo conjugada de g,
aquella, y' ¢ yo sio em ambos os casos (com a sodif-
ferenca da ordum) tres visadas successivas, tendo-se
portanto y, 4 y1 -Fy = o e bem assim y-fy =o. Sub-
trahindo-se esta ultiina equacgio da precedente acha-se :
Yoty --y=oouy—y =y (1)

Oray =b—aq,y =b —a'q’; d’onde, por subtraccio,
suppondo-se ' —= — ¢, y—y ou Yo = b —b"=q (a-+a’)

h— U —uo
e finalmen B s
‘ te g i
Cas0 PARTICULAR.—Se M e M sio denivel on coin-
cidem, tem-sey, =0,y =y e q= :’!"z

N.B. Achar-se-hia realizada a 2.* hypothese, se se lra-
tasse de delerminar uma differenca de nivel por meio
de dous grupns distinetos de reileracdes, com o fim de
remediar-se a indelerminacdo de g. Neste caso, porém,
feria mais simples fazer-se Z= 3-4e¢,¢ Z=3"+4¢,

3'—3

d’ondee —e’ou g(r+1")==3'—3,eportanto g== - o=
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DeterminagGo das distancias zenithaes e respectivos erros medios.
o

= —‘ EFRACCAO. DISTAN INITHAES. AFAS- !
= REFRACCAD STANCIAS ZENITHAES TANENTOS :
- = In MI:.HIA.
= - i _ 28 L o ekt R o
= " NUMERACAO 5 I QUADRADO
& = DAS B 5 2 DOS
o = = REITERACOES. = & = % MESMOS.
S ] [ = = = & |
% = = 2 B = E B
2 S == g e 5 g
i f 1 (1] I H] ‘ (13 ] i 1} ] ]
{ 1.8 0,07166336, 1439 | 90.33. | 90.83.14,30 | 2.371|...... 5,691641
\ B TRERATG| 14,918 32.58,135| 13,033 1,064...... 1,132096
Castello ......|3,20.799 | o Anem) 0% 58,38 | <l AR S e
' Total...l0,22083335,  44,343| 271.38.51,745] 271.30.36,058| 3.435| 2,434 18 546093 |
h s Termos e erro [ i
i V] médios... .. - --10,07364142/ 14,781| 90.32.57, 238 90.33 12.019)...... sancen| %480
2 1.8 0,072 239"»' T1278 |7 00.56.25,115| 90.56.37,560]< .-, 7404 50,466816
- 2.1 74440%4| 13,433 31,685 AT I I 0,454 0,022801 |
- 3. 7389132 13,031 98,57 | &1,614] ... .. 3,358| 14 ,27616%
= .2 7480040 43,201 34,89 48,001 34220, ..., 9746584
6 ! 9.1 732519 12,906 39,48 52,386| 7,617|...... 53,011889
6. 7204145 12,868 33,17 6, u&s 1,069]...... 1.142761 |
: s / st 7 12,07 31,325 3 0,974 0,948676 |
g {BOmdesnR... [ 280408 ( gir 12,97 30,805 1195 4 .£25636 |
9.8 ; 13,383 37,455 cerees| 81,003764 |
] 10.¢ : 12,952 40,855 37| 8,868...... 78611424 |
/ 11.% | 12,854 18,85 31,704]...... 13.205| 175,960225 |
! Total... ),80887262| 2 22.758/1000.21,51,9 |1000.2%.14,658(36 ,0 05“ 26,056 415 657037 |
Termos e erro ] |
médios........ 0,07353387 12,078 90.56.31,991| 90.56.44,969)......]...... 274 |
gLa 10, 0771862 13,499 89.26, 9,823 89.26.25.324 0.92 |..... 0,864
& e 2.1 771646 18,405 7,99 23 484]...... 092 | 08k |
. [P CGhristovao.| 3,20.799 Total. . .|0, 1543478 30,003| 178.52.17,815| 178.52.45,808) 0,02 | 0,02 | 1,6028 |
s ? Termos e P[‘IIIJ l
-5 médios. .. .....10,0774739 15.406| 89.26. 8,008) 89.26.24.404 1,304 . |
- 1.1 0,0785606 16,696 90.14.51,335| 00.15. 8,031| 0,57 |..... | 0,3249
- 2.t 783120 686 50,205 6,801, .....] 057 0,3249
@ |Bom Jesus....|3,32.53 Total...!0, 1570726 33,382| 180.29.44.5& | 180.30.44,922| 0,57 | 0,87 | 0,0498
Termos e erro
médios........[0,0785363 16,604 00.44.50,77 | 90.45. 7,461]...00|iunnnn 0,806
P 0,07764412 13,704) 89. 5.20,035] 80. 5.32,739......[ 7.212| 5301294k
A e an 7635623 A76 25,99 39,466)......| 1,485 2.205228
O RS 7745392 670 13 26,67 |......|14,281| 203 96961
L 7748133 674 £9.39 6. 3.065|22414]...... 483 028996
: R 7672429 54l 23743 B398 o 3,665| 13,432935
§. Christovao. | 2.56,408 ( 6.%............. 7620826 50 32,03 45,48 | £520]......] 20,5148
; Totalievinen. ..|0,46186817| 1.21.516| 534.32.4%, 49| 53%.34, 5.706(36,6
i |Termos e erro o
médios... ... | 0,07697803 13586 80. 5 27.365| 89. 5.40.954|.0eas]sen
Io,u'fsmeis 15,9741 89.43.50,875 89.46. 15 840 2 6569
7235270 376 53.9% 9.316/ . 6345569
7252286 413 6. 7.635 23.068 31ﬁm9m
7450152 834 k.96 20,79% 10,989225
7456450 847 1.975 17.822 0, 117649
Castello. v 7376775 678 2.345 18,023 0,205936
:‘l‘.otal........... 0,54287145) 1.34.122) 538.36.40.75 | 838 37.44.872| 0704 9,793 111931200
I
Termos e erro ’ ;
Y meédios ........ 0,0738191 15.687| 89.46. 1.792| 80.46. 47,4790 ... ..|...s 2,732
~
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APPENDICE.

Resolugo e nivelamento geodesieo eorreetos do triangulo de 1. ordem,
S. Christovao (4), Castello (B), Bom <Jesus (Cle

§ L. 18. — Determinacdo dos angulos azimuthaes e res-
pectivos erros medios.

e D s UL
ANGULOS. AFASTA¥ENTGS
N e DA MEDIA.
2 2 % QUADRADOS
g S . DOS MESMO.
& Z B i
(i} 1 ki) "
1.0 68.12.56,375 /. ...... | 14,062]197,73084k
9.8 16,25 | 7.813].......| 61,042969
3.4 10,25 | 1.563 .| 2442060
4.8 1,25 |.......| 7487 51,652060
5. 16,98 | 7,813]....... 61,042969
. 6.0 10 1,563].......| 2,442060 |
|
7.8 o) 5.037| 85.247060
8.1 16875| 8438[.......| 71,19984k |
Total....| 8i5.48. 7,5 | 27,100| 27,186/ 482,812302 |
Termo e |
CIT0 - |
L \| dios....| 68.13. 8437]........ .....| &as2 ‘
| 1.8 80.27.455 |... 16,592 274200844
2,8 36,25 | 7,188]... 51,6673%k%
3.8 51,25 | 22,188, ......]402,307344
B &0 16,25 |.......| 12,812|164,14734%
Total....| 201.49.56,25 | 29,376| 29,374|982,421876
Termo e
erro me-
divs....| 50.27.20,062].......]|.. 12,796

&



& 96 =

Angulos azimuthaes (continuacio).

ANGULOS. AFASTAMENTOS
DA MEDIA.
. =,
S P QUADRADOS
E. & §_ 2 DOS MESMOS.
= BEs @ + -
B 2% o S
& 2 = =
a U =
G = .,
1.# 61.19.27.6 4 ST 0,651 0,423801
) FL 21.25 woase| 6,901 47,623801
I
a 9275 [ese.ae| BA0L| 20170801
LR 23,75 |ievenne| 4401 !.‘il,3688(]1|h
5.2 2 38 1 0,651 0,&238011
6.0 31,25 | 3,090 ....... 9,603801!
7= - 24,288 6,437 | ee...e.| 37.662769
! |
sx | 30,32 2,469 ... v £, 704561
9.2 5.25 veee| 22,901 524455801
10.2 27,08 |.e.iena| 10,221 0,018841
& 1.2 37.65 Q499 vee..an|  90,231004
12.2 2145 |..eeens| 6,701 £5,903401
13,0 87,65 | 9,499 .......| 90,231001
140 30,675| 11,59 +......| 132,802576
15.2 27.849(.......| 0,302 0,09120&]
iﬁg.“ 245 |o..e...]| 6.708] 45,903101
17,2 20510 1.639 2,686321
18, 2712 |.......| 1,081] 1,062961
19.° 63,728 | 18,57k .. ... | 202,540476
| Total. ... [1165,19.54,869] 57,501| 57,501 |1322,948120
Termo e
l erro mé-
dios. ... 61.19.28,‘51 o mbied avesann 2,781
A=
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§ II. Resolucao.

19. papos.
ARGULOS. - ERROS PROPORCIONAES.
Bt aE >
AJ; g3 i
= n == e L R -
= < = i o o
=0 E 2 g E: B
E g AR g 8
L 1 I i I n
A | 68.13. 8437 | 8 4,133 4,987 4,92
B | 50.27.20.062 | & 12 806 6,062 9,420
< | 61.19.28.181 | 19 2,782 2782 2,782
Tolal.|180. 0. 5,65 19761 | 13,131 16,431
(=) |
|
Lado medida c= 62117553 %
= - T — . T T ———

XX. PRIMEIRA .{PPROXIMJ\QKU DOS ANGULOS BO TRIANGULO
RECTILINEO EQUIVALENTE E DO EXCESSO ESPHERICO.

1.9 Angulos.

DIFFERENGAS
=i COM i
I)ESIG!\A(:.UES. 0S ESPHERICOS VALORES.
ACIMA.
" o I I'l
A 1,833 | 68.13. 6,554
B 1,833 50.27.27,179
C 1,84% | 61.19.26,267
Total.| A =568 [180. 0. 0.
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2 sen 1’

2.° EXCESS0 ESPHERICO,—Formula:: =

202 senl - senC

=1 besen 4 adrea do triangulo, p o raio da esphera os

NE 1 ., CsenB
“2¢%sen 1’ sen A

log. p == 6,50%.8633 ; log. o2 = 13,609.7266

log. sen. 1" =T16,685.5749

log.2 = 0,301.0300

log. 2 ¢% sen. 1"=8,595.3315

log. k=Tog. 252 sen. 1" =1,403. 6685

log. ¢=3,793.1995; log. ¢* = 7,556. 3990

log. sen. A —1,967.8313

log. sen. B =1,887.1406

log. sen (C=1,9431714;log. scn. € = 0,056.8286

log. ¢ =72,901.8680
« = 0,07977522, seja 0,08.

culatriz, k

21 .— DETERMINAGR0 DOS ERROS PROVAVEIS (e=gr, sendo

— 8 correccdo dos angulos.
q sr ) G g

A =565
e—0,08
_5=5II’57

log. Zr= 1,215. 6640

fog. Srr= 2,784.3360
log. (A= :) = 0,745.8552

log, g = 1,530.1912, ..... 1,530.1912.,..... 1,530.1912
log. 1= 0,625.8125...... 0,975.4656. ...... 0,445%. 3571
tog. o= 0,455.5087...... 0,505.6568.,..... 1,074.5183
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s
VALORES CORRECTOS DOS

CORRECGOES. s
°o% :
= g e
=4
~i 1 B 2 %
899 | 2@ 28~ vF s o
7 O | mmw = = =
Hw | Egs | g ) = o =
a8 | & S Eme = = =]
=25 WS = = =
= 2 7 2
= @ 5] o=
1 " " U T

A |—1.431| —0,027|— 1,588 | 68.43. 7,006| 68.13. 6,979
B |—3,108 | —0,027|— 3,223 | 50.27.25,866 | ~ $0.27.25,830
C |— 0,043 | —0,026|— 0,969 | 61.19.27,208 | 61.19.27,182

Total.,|— 8,57 | — 0,08 |— 5.65

180. 0. 0,08 | 180. 0. 0.

22, — DETERMINAGRO DOS
DO EXCESSO ESPHERICO.

og. sen C = 1,043.1724
og. 2 = 0,05{3.8276%
log. ¢ =3,793.1995§

LADOS @& E b E CONFERENGIA

sasiel aals saaie 558090271

*

log.sen A =1,967.8317
log. a =3,817.8588

(
a = 6574™, k11

b= 5459658

log. sen B = 1,887.1383
log, & - =3.737.1654

*) log e. sen A= 3,761.0312
log. k = 1,403.6685
log. & = 2,901.8631

¢ = 07,0797747 seja 07,08,
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St B

= 8=

23.— EXPRESSAD DOS TRES LADOS EM MINUTOS E SE-
GUNDOS :

log. o = 6,804.8633
log. sen 1" = 6,685.5749
log. psen 17 =1,499.4382

log.  »  =2,500.5618..... 00000 2,500.5618...0000000e.2,500.5618
10Za @ = 3,817.8588; log. b=23,737.165%; log. ¢=3,793.1093
log. a = 2,397.1906; log. J=2,216.7272; log. ¢=1,302.7613

@ =212"53 =8'.32",53
b= 176,493 =2.56,493
¢ = 200,799 = 3.20,799




§ IV. NIVELAMENTO.

25, Caleulo de r, o, a e b.

M (8. Christovdao.) M* (Castello.) M* (Bom .fesus.) WM™ =M
re 9,486 1,301 0,806 9,732 7,216 9,719
rt 7 8.573 8573 5.95 595 3656
rer 0,486 9,874 9,379 7,682 12,166 6,403
r 5743 1937 1,689 3,841 6,083 37903
3 90°33' 127,019 89°26° 247,404 90° 15 7°.461 89°46°17”.479 89° 540,951 90°56' 44,969
90—3 3312019 3335 596 —is 7.6l 1342 521 Bk 19,08 —56 4k 969
= 140, & 140, & 146,265 146,265 198 .96 1 93 246
9 3031 620 3515 ,996 —13 21 196 15 28,786 55 &7 ,295 —B5 16,723
l0g. ¢os. ¢ 1.9999818  1,0099772 19999967  1.9999956  1,9999498  1.9999438
log. sec. o 0.0000182  0.0000228  0.0000033  0,000004%  0,0000572  0,0000562
log. sec.2 ¢ 0,000036% 0,0000456 0,0000066 0,0000088 0,0001144 0,0001124
log. r 06760531  0.693i631 06710802 05844443 0781178  0.5035369
log. T 37931995  3.7931995 38178388  3.8178588  3.737A65%  3.7371634
log. sen. 1” B.6855749  6,6855749  6,6855780  6.6855749  6,6855749  6.6835749
log. a 11568630  1,1722831 11745205  1,0878868  1,2060725  2,0284096
log. tg. ¢ 39624207 20111050 - 35803188  3,6534920  2,2103070  2.2063215
log. T 37931995 37931995  3.8178388  3.8178388  3.7371654  3.737165k
log. Ttg. 5 1,7550202  1,8043085  LA071746  1,4713517 1947472k — 1,0434869
S 1,72 48 1™ 47 72 a5 0
I 2 0 .681 0 681 1 63 169 2
ey 3 72 PRRTT) 0,789 3 .07 3 81 =2
Ttg. o —56 .966.59 63 .724.21 —95 .537.28 29 .604.00 88 .607.9 —87,798.46
b 759 .686.59 59 ,605.21 —96 ,326.28 26 ,53%.09 85 ,797.9 —85,798.46



26. Calculo de =, 5, A e B.

i 0,14284%6 0, 149458% 0, 161054%
ay 0,1486904 0,1224297 0,0848027
@ - ay 0,2915350 0,2718881  0.2458371
a—a  — 0.0058458 0,0270287 0,0762517

b —59.68658 —26,32628 85,7979

by 5960521 2653409  —85,79846
Yl o 0BT 0,20781  — 0,00056

log. (aar) 1,4646907 14343002 1,3906828
log. » 05353005 0,56560908  0,6003172

log. (a—ar ) 3,7668640  2.4318252  2,882240%

log. « 2,3021533 29974350  1,4913667
log. a 1,1548639 I 1745205 1 , 2069721

log. « a JASTOLT2 21749555 2,608 1302
log. (b-1-bi) 2,0104643  1,317666%  1,7481880
log. 0,5353003  0,5656008  0,6093172

log. B 1457736 18832762  3,3575052

loz. a LASA8639 14745205  1,2069725

loz. Ba  2,6006375 7120:;?7967 B,5664777

a 01498446 0, LIOSST— 0.161034L
xa  — 0008643  0,0i8578  0,049950%

A=a (1—x) T0,1457089 ‘0?1346006 0,11110%0

b —.’59,68659 —26,32618  85,79790
£ a — 0.03986.9 0,41423 —0,00003.668%

B—=b—pa —59,64672 —26.440%1 8579794
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Caleulo de 3.

A=01457080 B — — 59,64672
A'=01346006 B'— — 2644041, —S0:08713
AP0 HI00 B'—........... 83,7979%
BA=0,3014135 2B—.......... —0,28919

log. »=1,5026388 log. » — 1,4611833

loz. £ A 0-’107363?_
log. 3 —1.8685475
28. Calculo de o, ¢ e qi.
log. « :3021.)3: 2.9074350 14915667
log. 18685475 1,8685475  1,8688475

log. a 3 2,1707008  2,8659825  1.3601142

B — 0.2751088  0,7643218 — 0,0022777
o d 00148150 - 0,073448% — 0, 2291470
s=f—ad — (,2039238  0,8377702  0,2268693 |
3 — 0,7388350 — 0.7388350 — 0 7388350

greodd - — - 1,0327588  0,0089352 — 0,5119657
g1 —=0—3 0,4149112 1,5766052  0,9657043
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20.— Caleulo de y, ¢ o 2.

log. ¢ 0,0139990  1,6i8273%  2,9953387  0,1977220 17002409  1,9848Al
log. a 11548039  1,1729831 LA768205 = 10878868  1,2060725  2,0284096
log. ag 11688620 28205565  2,1608792  1.2836097 29162134  2,9139537

b — 50,686.59  59,605.21 96,536.00  85,797.90 —83,788.46

ag — 014782  0,066.15% 0193.02 — 0.082.45&  0.081.89%
—b—aq —59,539.07  59,539.06 26,341.07  85,880.35 —85,880.35
log. ¢ 0,0139990  1,6482734 0,1977220 1,7092609  1,984844l
log. 0,6760531  0,6934631 0.5844443  0.78KL178  0.5055549
log. e 0,6900521  0,3%17365 1,666433.) 07821672 - 04933887  0,4903990

(] L} " o (] n 0 I " ;—"‘ L ] n o ] " o ] n
e — 4£,898.% 9.196.5 0,463.91 6,087 . — 34143 3,093.1
3 90.33.12,019 89.26.26404 90.15. 7,461  80.16.17,479  89. 5.40.951  90.36.4%,969
Z—34c¢ 90 33. 7,221  §9.26.26,601 90.15. 7,985  89.40.93,535 89. 5.37,837 90 56.48,002

30.— Recapitulagdo dos resultados acima e conferencia do nivelamento.

1.” Erros provaveis.

" n

2.° Distancias zenithaes correctas.

L4 L] n o r "

e = —5898 | o = 2197 I Z = 90.33.7.921 | Z = 89.26.26,601
€ = 046k | o1 = 6,056 Z = 90,15, 7095 | 7 — 89.16.93,535
e = — 3,114 ey = 3,093 ¢ Z5 §= 89. 5.37 837 Z"y = 90.56.48,062
3.° Dil’ferenqas:;ie nivel.

g 59,539; m J= 59, 5392 m iy + yi=0

- 8N 8805 A, .

y = — 26,34 %9 zyl 26,341 55,990 Y+ y1=20

B et 85880500 s ves R i 5,880 y"4y'1=0

e T R A I~ ....... )
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