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THKORII';

POTENTIEL NEWTOXIEX

Cil API TUE l'IiEMlEll

POTENTIEL EN IN l'OINT EXTÉRIEUR AUX MASSES AGISSANTES

ÉQUATION DE LAPLACE

EXEMPLES. — DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES

1. Définition du potentiel en général.— Sttit iiu point mobile .M

attiré par n points fixos P,, P,,...

X, V, z les coordonnées du point M,

par a;, bj, c, celles du point Pj, et

par r^ la distance MPj. ('ctte dis-

tance est donnée par la relation :

if=(x— ai)-+ i'y— Iv'+z— c./.

Enfin, soit 1/ (rj) la valeur de

l'attraction qu'exerce le point P,
^^

sur le point M. Les composantes

de cette attraction sont :

Pn- fig- L. Désignons par

1-ig. .

Xi=r,(rO-li

Y. r.W-i^i^

z, = f,

POi>"CARÉ. Potent. Ncwt.



2 THÉORIE DU POTENTIEL NEWTOMEN

La résultante des actions exercées sur le point M par les n

points P a pour composante suivant OX :

X = i\ (r, :

^^^^=^^ + f
'.

(rJ -^^^^ + . .
. + r'„ (rJ^^^

* ' r. 1 .,
1 n

1

ou, pour abréger,

.,) ^

x=VrM "-^
r

Les deux autres composantes sont pareillement :

Z'

Nous appellerons potentiel la fonction :

v=-;^r(,.).

Ses dérivées premières sont liées aux composantes de l'attrac-

tion par les relations :

ÔV
X

Y

Z

Ox

OV

^}-

oy_

Oz

2. Potentiel ne-wtonien. — Si l'on suppose que l'attraction

varie en raison inverse du carré de la distance, le potentiel

obtenu s'appelle y;o/e/t//e/ newtoiiien. On a, dans ce cas,

... , , m; „ , . m
•

i
i-i = —4- et fi ri) = ;

' ' ri" ' • r;

mi désigne la masse du point attirant P;, l'unité choisie étant la

masse du point attiré M.
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n

L'expression du potentiel est donc :

et celle des composantes de l'attraction :

A = > m -. ,/, 1.-

^--2

z = y C 7.

S'il n'y a qu'un point attirant et si sa masse est égale ;i 1, les

expressions précédentes deviennent :

r

3. Potentiel logarithmique. — On appelle ainsi le potentiel

obtenu en supposant que l'attraction varie en raison inverse de

la distance. On a donc :

' i i^'O = ^r^ ^i l''i) = "li ï«g—

'

r„ désignant une constante.

On en déduit sans peine les formules suivantes :

V=y^mlog-^,

,

.

V v^ a — X
X = ^;^— = \ m ,

ox ^j r-

Ov /_j r-

L = —— = \ m ;

Oz t V-
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Remaiique. — Supposons que le point M s'éloigne indéfiniment,

y ^ tendra vers 0. Au contraire, > m log-^ tendra vers— co.

Ainsi Ton peut dire qu'à l'infini le potentiel newtonien s'annule,

au lieu que le potentiel logarithmique est égal à — x .

4. Equation de Laplace. — Formons les dérivées secondes

0-V O'V 0-V , . , . . ,. . ,—- —-, —: du ])otentiel newtonien en un point distinct des
ôx" dy- Oz-

points attirants.

6 \ m j— \ ——,

*^^V ^X7^ (b— v)'- v^ m

r^

(h— V)^

5

(c— z)«^=3ym"-''"-y m
<>z- ^ r*^ ^ r^

'

Ajoutons ces trois relations membre à membre et appelons,

suivant la notation connue, AV la somme des trois dérivées

secondes que nous venons de calculer ; il vient :

AV = (x-a)^ + (y — b)^+ (z- c

Le potentiel newtonien satisfait donc, dans Vespace à trois

dimensions, à Véquation de Laplace \N= en tout point distinct

des points attirants.

Pareillement, le potentiel logaritlunicjue satisfait, dans le plan

^

a t équation de Laplace-—-—
\

—^^^-= () que Ion cent encore
os.' Oy- ^

AV = 0. On a en effet pour ce potentiel :

Ox^
^2Ym^^^-;"'' -y-^

.^_2Vm-iiir:lil-V-



!: Q UA nos DE LA PLACE

Ajoutons membre à membre en remarquant que

(a-x)^+(b-y)^=r^
nous aurons :

0.
Ox- ' M'

On peut, de même, définir, dans l'espace à n dimensions, un

potentiel analogue au potentiel newtonien dans l'espace à trois

dimensions et au potentiel logarithmique dans le plan. Appelons

X,, x^,...x„ les coordonnées d'un point de l'espace à n dimen-

sions ; le potentiel en question sera une fonction \ de n variables

satisfaisant à l'équation :

Ox.- ' Ox.

qui est la généralisation de l'équation de Laplace. Le potentiel

ainsi obtenu correspond à une attraction proportionnelle à —-—^ :

r désigne toujours la distance du point attiré (Xj, x,,..., xj à un

point attirant (aj,a^,..., a^) et est donné par l'expression :

.,)^ + (x,-a,}^+ + (x.. :i V-=

5. Limites supérieures des dérivées de— . — Avant d'aller plus

loin, nous allons indiquer des limites supérieures pour quelques-

unes des dérivées de — . Ces limites supérieures nous seront
r ^

utiles dans la suite. On a :

V r/ a — X

Ox

Kl) 3 i'a— x}^ 1

Ox'^

\v )

1.5 j..
•

15
^-"^^

9 ^-V
ÔX'
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et des formules analogues pour les dérivées en y et en z. On

conclut sans peine de ces formules les inégalités suivantes :

1

et ainsi de suite.

6. Potentiel des corps continus. — Jusqu'ici nous n'avons con-

sidéré que des points attirants discrets. Considérons maintenant

des distributions continues de masses attirantes ; il y en a de

trois sortes : volumes, surfaces, lignes. Nous allons étudier leur

action sur un point ^NI (x,y,z) portant l'unité de masse et définir

un potentiel. Nous envisagerons d'abord le cas où le point M est

extérieur aux masses agissantes, c'est-a-dire tel qu'on puisse

entourer ce point d'une surface fermée de dimensions finies ne

contenant aucune des masses considérées.

i" 1 ubiDies (tllininls. — Soit un tel volume ; appelons (fig. 2)

d-', un élément de ce volume;

x', y', z'. les coordonnées de son centre de gravité
;
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•j.', l;i densité en co point ;

X, V, z, les coordonncM's dn point iitlin-j

•JL est une (onction de x , y, z .

l/el»'Mnent cIt exerce sur M une attiaelion dont la composante

jtaiallèle à ( )\ est :

a'dTi'x'— x) ,
^-y i-=i,,x — xj-;

r

la composante relative au volume tout entier est :

/• |Jl. dT x' — x^l

• ^J~ ? '

les deux antres composantes sont de même :

,, /' a'dTiv' — v)

/' u'dT z' — z")

et le potentiel :

les intégrales étant étendues au volume considéré. Y, X, Y, Z

sont des fonctions de x, y, z.

(lalculons les dérivées du premier ordre de A . Montrons qu il

sulfît, pour les obtenir, de difïerentier la fonction qui est sous le

signe
I

et d'écrire par exemple :

Ox

Posons en effet :

r

On a

Y=J;^ï(x,y, z)ch'.
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Pal- définition :

OA'
li

1
/ p. I (x + 11, y, z; fh' — / |j.'r (x,y, zi Jt' ,

Ox " ' h

quand h tend vers 0, ce qui donne :

11 est facile de voir que :

h j[xi^"j ix + Oh, y, z) dT',

tend vers avec h; car, en vertu des inégalités (1), on a :

r;M^+^H«y. z^[<^,

r désignant la distance au point x', y', z' du point M'' qui a pour

coordonnées x + Oh, y, z (fig. 2). Or, quel que soit le point

x', y'^ z', r est inférieur à M'' Q, Q désignant le point du volume le

plus rapproché du point M". Bref on a :

l3) rv^(x+eh,y,z)
M"Q

De plus, lorsque h tend vers zéro, M " tend vers M et M"Q
tend vers une limite différente de zéro, puisque M est extérieur

au volume attirant; donc le produit :

hfV(x+ eh,y,z),

lend vers zéro avec h et, en vertu de la relation (1), on a :

ÔV

Ox
[xT^fx.y, z) à-z-

"(-,.
^—^^'^'-

ce qui démontre la proposition annoncée,

Remplaçons maintenant- par sa valeur,—— prend la lorme
Ox Ox

X J ^ r'
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Pareillement :

foi'miiles identiques à eelles que nous avons trouvées clans le cas

d'un potentiel de points attirants diserets.

Comme nous avons din'érentié une première lois sous le

signe I et pour la nièine raison, nous pouvons diflérentier une

deuxième lois et obtenir ainsi les dfMivées secondes de \ . On
peut donc écrire :

Le polentiel cVun volume attirant satisfait donc à fcrjuation de

Laplace en tous les points extérieurs aux niasses agissantes.

2" Surfaces attirantes. — Lignes attirantes. — Les mêmes
considérations s'appliquent aux surfaces et aux lignes attirantes.

Désignons par dw' un élément d'une surface attirante (S. et

par dr un élément de longueur d'une ligne attirante iL), les

autres notations gardant les mêmes signi(icati(>ns ([ue précédem-

ment ; on a pour les potentiels les expressions suivantes :

Surface : ^

Ligne : V = / ^— àV

.

la première intégrale étant étendue à la surface entière et la

seconde îi tous les éléments de lono;ueur de la lierne.

Les composantes de l'attraction s'obtiennent de même en diffé-

rentiant sous le signe I :

Surface
Ox

etc
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i

Ligne : X =

Enfin les dérivées secondes s'obtiennent encore par différen

tiation sons le signe 1 et vérifient par conséquent l'équation de

Laplace :

AV = 0.

Tout ceci ne s'applique, comme pour les volumes, qu'aux

points extérieurs aux masses agissantes.

3** Potentiel logaritlunique. — Il possède dans le plan — tou-

jours en dehors des masses agissantes — pour les aires et les

lignes attirantes les propriétés que nous venons de reconnaître

au potentiel newtonien dans l'espace.

7. Propriétés à l'infini. — Soit o la distance à l'origine du point

attiré M
;
quand M s'éloigne indéfiniment, c'est-à-dire quand

p

z

croit indéfiniment, le potentiel ueAvtonicn V
en ]M tend vers 0. C'est ce que nous allons

'^' prouver en montrant que le produit oV tend

vers une limite finie et en calculant cette limite.



/' li O P H 1 /•; T !: s A L I.M f.M 1

1

Soit fio-. 3 T uu volume attirant, d-: un T'iémcnt de ce volume,

V son centre de gravité, a la distance de P à l'origine O des

coordonnées, M le point attiré, r la distance PM et z la distance

O.M. On a :

p — a <r<p + a,

et. par suite, on peut poser :

h étant compris entre — i et +1.
I.e potentiel Y a pour expression :

Formons le produit z\ :

les intéiri'ales étant étendues au volume T.
o

De l'égalité (4), on tire :

\v_ù'd.=-/^ii^.

On voit sans peine que le second membre de cette dernière

é'galité tend vers quand c augmente indéfiniment. On a

donc :

LimfpV — |';jLdT'j= U,

ou

Lim pY -= fach' = M,

en appelant M la masse attirante totale.

Le raisonnement s'étend sans aucune modification au cas d'une

surface attirante, d'une ligne attirante ou d'un ensemble de

volumes, de surfaces et de lignes.

8. — Passons au cas du potentiel logarithmique dans le plan.

Soit S une surface plane attirante. Le potentiel Y en un point M
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de son plan (fig. 4 a pour expression, en reprenant les notations

connues :

=/:-'iog-^ dit)'.

Fiî

Voyons comment Y se comporte à l'infini. Posons :

^^o
= log-^r|/dco' = Mlog^,

M désignant la masse attirante totale et p la distance du

point M a l'origine. Formons la différence Y—Y^ :

Y-Y„=Jj.' log-^ doV = -j',. log-^±^ doj'.

Or on a :

1 ? Oa = log(i+ — <
f)a a ^ a

<— < —
P P ?

a désignant une limite supérieure de a ; on en conclut :

Y— Y
I

/* a a f< /a'— d(0' < — |JL / d(o',

[i-o étant une limite supérieure de [jl'. Si Ton désigne par S l'aire

de la surface attirante, on a :

=Jdco',
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et l'on voit que :

<T-^S

par consé([ueiit :

Kim
I
V—

V

0,

(luaiul 3 augmente indéfiniment.

On peut donc écrire l'égalité asympt()ti([ue :

VcoM. log-^.
Cl

t

9. Potentiel newtonien d'vine siirface sphérique homogène. —
Nous allons, à titre d'exemples, calculer le potentiel dans quel-

ques cas simples.

Soit une surface attirante sphérique, homogène, de densité ;j.';

soient son centre, a son rayon fig. .") et M, un point extérieur.

Fig. j.

pour lequel nous voulons avoir la valeur du potentiel. Soit P le

centre de gravité d'un élément dw' de la sphère; menons le

diamètre x\B issu de M. Posons :

MP= r; OP= a; OM= p; angle MOP='i.

Le potentiel en M a pour valeur :
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OU, en supposant l'unité de masse telle que ;j.'= i.

.=/-icuy,

l'intéo-rale étant étendue à la surface de la sphère. C'est cette

intégrale que nous nous proposons d'évaluer.

Décrivons, de A et B comme pôles, une infinité de petits cer-

cles sur la surface de la sphère; nous découpons ainsi la surlace

de la sphère en une infinité de zones infiniment étroites. Proje-

tons la figure sur un plan passant par OM cjue nous prendrons

Fi g. 6.

pour plan de la figure (fig. G). Soient CC et DD' les plans de

base de l'une des zones; C"D" est sa hauteur.

L'aire dw' de cette zone est donnée par :

dw'= 2 TOI. C"D"= 2 Tia. a sin B dB= 2 -a^ sin B dB

.

La densité de la matière attirante étant éo-ale à l'unité,o
2 7:a- sinOdB représente aussi la masse répandue sur la zone et

le potentiel auquel elle donne lieu en M est :

27ra^sin6d^

Le potentiel Y de la surface sphérique est donc

(<>)

/"= 2 7ta^ « in 9
do.
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(l'est une prcmiî're inodificalioii de riiiir'grale Ç)^. Transfoi-

inons-la encore ; on a :

r- = a-+ p'— 2 ao cos 0,

d'où :

rdr= as sin Odf>,

et

sinfidO dr

r ap

et en portant cette valeur dans l'expression 6) :

/^r" '^Tra- 2 -a /'?"' 4 -a^

(7) V= ^dr =-^ ch-=-^.

Or 4-a- est la valeur de la masse totale attirante M; on peut

donc écrire :

v=2L,

comme si la masse entière était condensée au centre.

Si le point M, au lieu d'être extérieur à la sphère comme dans

le cas précédent de la figure 6-, était intérieur, les limites de

l'intégrale (7) seraient a — p et a -|- p ; la valeur du potentiel

serait alors :

2 -a r'^'< 4-a- M
~

p cL? ~'^'" ~ a ~ a *

Ainsi, h l'intérieur de la sphère, le potentiel est constant et

, , . M ,,

esfal a — ; 1 attraction est nulle.^ a

10. Potentiel d'une sphère pleine. — Commençons par calculer

le potentiel d'une couche sphérique homogène infiniment

mince.

Soit (fig. 7]J une sphère de rayon a recouverte d'une couche de

matière attirante dont la densité, constante, est égale à u.' et

dont l'épaisseur est uniforme, très petite et égale à s. Un
élément P de la sphère, dont l'aire est doi', porte une quantité
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(le matière égale à £;jl'cIoj'. Son potentiel en un point M exté-

rieur est :

I 1 '

Le potentiel V de la couche est donc :

f ,
d(o'

,
/' d(o' (.'s. 4 -a

le calcul est le même que pour une surface attirante dont la den-

sité serait £tjL'; 4 -a- sa' n'est autre que la masse totale ÎNI de la

couche et Ton a :

P

M
La dérivée (ournit la valeur de l'attraction : ^,

f? . . . . ^
Pareillement, le potentiel en un point intérieur est constant

et égal à :

le potentiel étant constant à l'intérieur, l'attraction est nulle.

On en conclut sans peine la valeur du potentiel d'une sphère

pleine composée de couches concentriques homogènes. En un

point extérieujv, on a encore :

p
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17

Tout se passe comme si la masse totale était condensée au

centre de la sphère.

Considérons maintenant une masse attirante comprise entre

deux sphères concentriques dont les rayons a et b ont une difle-

rence finie (fig. 8), et supposons la matière distribuée en couches

concentriques homogènes. A l'extérieur de la grande sphère, le

potentiel est encore égal à

p étant la distance au centre du point oii l'on évalue le potentiel.

Dans la cavité, au contraire, le potentiel de chaque couche est

constant, il en est donc de même pour le potentiel de la masse

totale. Evaluons-le au centre. Le potentiel en ce point, d'une

couche de rayon OC ^ c et d'épaisseur de, est :

<x. 4 -cdc.

Le potentiel total est donc :

Y= 4 -'X f cdc = 2 T.'j. (b^— a^')

.

L'attraction est nulle en tout point de la cavité, puisque le

potentiel est constant.

Il nous reste à calculer maintenant l'attraction et le potentiel

d'une sphère pleine homogène en un point M intérieur à la

sphère. Ici, le point attiré est intérieur aux masses agissantes:

nous n'avons encore traité aucun cas de ce genre, mais les con-

sidérations qui précèdent vont nous en donner immédiatement

POi>CARÉ. Potcnt. Ncwt. 2
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la solution. Traçons (fig. 9) la sphère concentiique à la sphère

donnée et de rayon 0^1.

Le potentiel Y en M se compose de deux parties :

1" Le potentiel V, de la sphère de rayon OM :=:= b
;

2° Le potentiel V, de la masse comprise entre les deux sphères

Le point M peut être considéré comme extérieur à la sphère OM
;

on a donc :

yi étant la masse de cette sphère.

D'ailleurs^ cette sphère étant enlevée, M peut être considéré

comme intérieur à la cavité et, par suite, le potentiel \^ de la

niasse restante est égal, d'après le calcul effectué plus haut, à :

V,= 2T:;jL(a2_b^}.

On a donc :

V= V,+V,=^ + 2T:j.(a^-b^);

4
mais M a pour valeur -r-T:u.b'; donc :

V =~ T:ab^+ 2 TTf. (a-^- b.) = 2 ::;.. (a^ -
-fj

.

(Calculons maintenant l'attraction en M : cette atti'action se

compose de deux parties : 1° celle qu'exerce la sphère de rayon b

et dont la valeur est :

M

2° l'attraction exercée par la masse restante , cette dernière est

nulle, puisque M se trouve dans la cavité déterminée par l'en-

lèvement de la sphère OM. -—- est donc la valeur de l'attraction

exercée en M par la masse totale. Cette valeur est proportion-

nelle à ]).

11- — On peut obtenir tous ces résultats par une autre mé-



/' or F. -vm: i. u' ry /: s r ii /: n k v i. i: i .v i: •y

thodo, ([lie nous allons exposer clans le cas d nne suilae*' splié-

riqiie honio^i'ne.

(!()ninien(;ons par eUecluer le ealeul pour un point slUn- a 1 in-

léi'ieui- (le la cavité splieriipie. Tout point de cette cavité est

('.itèiicur aux niasses agissantes et le potentiel \ v satislail ii

l'équation de I.aplacc

1 AV — 0.

Or, en vertu de l'honionénéité de la couche superficielle.

\ dépend seulement de
f>,

distance du |)oint attiré M au centre O
de la sphère; cela nous permet de lianslornier léquation ^'l\

On peut écrire :

OV _ d\' X

\ I

car le centre de la sj)hi're étant pris [)our origine des coor-

données, on a :

,2

et

- \- v^ -+- z-

On a (\v même

OV d\'

Ov
et

OV d\ z

Calculons les dérivées secondes :

*VV ,^ /dV

i^z do -.

IV

i-v x^ d\' r 1 X-
I

De même

<vv d-\

»>z- do-

r-V v^ d\ r I
^'-^

^1? L ? f\

Ov-

cvv d-v z- (IV r I
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Ajoutons ces trois dernières relations, membre à membre; il

vient :

,. (PV 2 dV
do- p dy

(2)

L'équation (1) devient donc :

d-V 2 à\
do- ' p dp

0.

Nous avons remplacé l'équation aux dérivées partielles par une

équation différentielle linéaire du second ordre. Or nous con-

naissons deux intégrales particulières de cette équation ; ce

sont :

1
Y= i et y=—

.

B

L'intéorale crénérale est donc :

(3) V= A-

A et B étant des constantes.

Calculons A et B.

Au centre, le potentiel doit être égal ii , car, dans l'in-

tégrale / ]x' , r est égal ii a, rayon du cercle. Donc, pour

p =0, \ doit se réduire a , ce qui exige que 1 on ait :

M
A=— , B= 0,

a

et ce qui nous montre que le potentiel est constant en tout point

. ,. .
. , . M

intérieur et égal a .^ a

Voyons ce qui se passe pour un point extérieur ii la sphère.

l']n tout point extérieur, l'équation (2) est vérifiée et le potentiel

est encore de la l'orme (3), les constantes A et B n'ayant pas la

même valeur que dans le cas précédent. Calculons ces nouvelles

valeurs; pour cela, remarquons que, si p augmente indéfiniment,

on a :

Lim oV=M.



A ==

B =.M

J=

POTKSTJEL LOGAItl rilM IQL K IJL.\E CIRC O SFÉREX CE il

ce qui exige que l'on ;iit :

et, par suite,

12. Potentiel logarithmique d'une circonférence. — Soit une

eirconlérence attirante honi(»<)ène, aont le centre est à l'orio-inc

acs cooraonnées. Proposons-nous àe calculer le potentiel loga-

rithmique Y en un point M àe son plan. Remarquons que V est

une fonction àe àenx variables seulement, x et y, et qu'à Tinté-

rieur comme à l'extérieur Aq la circonférence, celte fonction

satisfait à l'équation àe Laplace :

4)
'^'^^ '-'-

Ox- ' i^y-

Dans le cas parlleulifr cpii nous occupe, la circonfi-rence étant

liomogène, V ne aépena que àe la aistance z du point attirant

au centre. Nous pouvons alors transformer léfjualion aux dérivées

partielles (4) en une équation ailférentielle linéaire et au secontl

ordre. On a en effet :

a'où

p- = x-+ y-,

ov av X

.Ox àz '

1 t

ov av V

*\v t»? ?

'

(V'V

Ox-

/av
~ Ox \ Az

x\ X (^ /av\ av t^

? / .' Ox \ àz J
' clc Ox

X- an' a\' / 1 x^ \

i\f
' i\z \z fj'z'-

0-V V- an' a\' / 1 V- \

z' i.w '

a-. \ z o\/'

(T-V on' ,v\ V av
1

— 1

»^x^ ' Ov^ kW ' z àz
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réquation clifTérentielle cherchée est donc :

d:'\ 1 dV
dp- p dp

0.

On connaît deux solutions particulières de cette équation

V=l
V=logp.

L'intégrale générale est donc de la lorme :

(5) V= A+ B.log-^,

qiii est une combinaison linéaire des deux précédentes.

Calculons A et B pour un point intérieur.

Au centre, le potentiel est :

pog-^|ji'dVo= M.log-^,

a étant le rayon de la circonférence. L'expression (5) doit donc

se réduire à M log —^ pour p = 0. Ce qui exige que l'on ait :

A = M.W-^
^ a

B=().

Le potentiel est donc constant en tout point intérieur et a pour

valeur :

^ a

M a toujours la même signification : c'est la masse totale de la

circonférence.

Passons au cas d'un point extérieur au cercle ; nous nous

appuierons, pour traiter ce cas, sur une propriété démontrée

au paragraphe (8) : quand p augmente indéfiniment, on a :

Lim(v— M log-^)= 0.
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Donc, quand, dans la formule (5), on lait aiionuMitcr •: indrliiii-

nient, V doit se réduire à

MlogA,

ce qui exige que Ion ait :

A= 0,

B = M,

et donne pour la valeui' du potentiel :

V= Mlog-^.
t

Tout se passe comme si la masse totale était concentrée au

centre du cercle.

13. — Iudi([uons encore une troisième méthode pour obtenir

le potentiel newtonien d'une sphère et le potentiel logarithmique

d'une circonférence.

Cette méthode repose sur la propriété suivante :

Soient une sphère de centre O (fig. 10 >, M un point qui n'est

pas sur la sphère, AB le diamètre issu de M, enfin M le point

qui sur AB est conjugué harmonique de M par rap[)()rt a A et B.

Si M est extérieur, M' est intérieur, et réciproquement; de plus,

si l'on pose :

PM = r, .PM=r',

P étant un point quelconque de la surface de la sphère, les

triano-les semblables OPM et OPM' donnent la relation :

o

—- = const. = -=-•.

r a

quand le point P se déplace sur la sphère.

Cette propriété est vraie également de la circonférence de

cercle.

Cela posé, proposons-nous de calculer le [)otentiel newtonien

d'une surface sphéri([ne homogène.



24 THÉORIE DU POTESTIEL NEWTOMEN

Supposons qu'on connaisse la valeur constante

M_
a

du potentiel à Tintérieur; on peut en déduire l'expression du

potentiel en un point extérieur quelconque M. Soient, en effet, V le

potentiel cherché en M et V le potentiel au point M' conjugué

de M: on a :

V = r_^, v'=r—
d'où :

V

Or M' est intérieur, donc \
'

:\i

a
; la relation (6) donne V

P a a

Inversement : connaissant le potentiel à l'extérieur, on en

déduit le potentiel à l'intérieur.

Par le même procédé, on peut trouver le potentiel logarith-

mique d'une circonférence en un point extérieur, quand on le

connaît à l'intérieur du cercle. Soit, en effet, M le point extérieur

où l'on veut calculer le potentiel V; soient JNI' le conjugué de M
et V le potentiel en M'; on a :

V=/log-^ds', V'=Jlog^ds',
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ds' étant rélémcnt traie de la eireonréreuee dont la densité est

supp()osée égale à l'unité. On a :

Mloo-

Or

donc :

V = M 1(

V M log

14. Attraction d'une droite homogène sur un point extérieur. —
Soit une droite attirante A 13, homttgi'ne,

de densité jx' (fig. il). Supposons d'abord

cette droite limitée aux points A et 13 et

proposons-nous de calculer le potentiel

newtonien de cette droite en un point M
extérieur.

Prenons la droite AB pour axe des z et

choisissons l'origine entie les points A
et B. Soient Q la projection du point M
sur la droite, P un élément de longueur

de celle-ci, ds' la longueur de cet élé-

ment; enfin appelons x,y, z les coordon-

nées du point M, x', y', z' celles du point

P, et r la distance ]MP. On a : Fig. n.

x'= 0. v'= 0. ds'= dz',

QP= z' — z,

V^

Posons en outre

OA= a,

OB = — b
;
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a et b sont des quantités positives si la direction de l'axe des z

est celle du segment BA.

Le potentiel en M a pour expression :

V = a as /

(B, ^ (B)

La valeur de l'intégrale indéfinie est

;/log |(z'— z)+ \/x^'+ y^+(z'— z}-].

= [7.'log[QP— MP].

Remarquons que MP est essentiellement positif au lieu que PQ
est doué de signe.

L'intégrale définie V a pour valeur :

,. , - QA+MA

ce qui peut s'écrire :

MA+QA (QA+ MA)(MB + BQ)
^ MB— BQ ' ^ MB^ — B(r

= ^'log(QA + MA)+ a' log (MB 4- BQ)— a' log [mF^ — BQ^'
|

= '/ log (QA 4- MA) + p/ log (MB + BQ)— a' log M(J.

Supposons la droite très longue, c'est-à-dire a et b très grands,

mais X, y, z finis. Nous pourrons négliger des quotients tels

que :

X X y—
, -^, -^,...etc.

La somme QA+MA est alors très voisine de 2a; en effet :

QA+ MA = 2 OA+ (:\IA — OA)+ (QA— OA)

.

Il sullil de montrer que l'erreur relative commise en négligeanl

les dillerences (MA— OA) et (QA— OA) est très petite. A'oyons

d'abord la seconde difTérence QA— OA ; on a :

OA _0A = — OO ;
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rcMTCur rclativo coininise en la négligeant est :

00 z

OA a
'

qui est néglif^oable en vertu de la remarque précédente, ^'o\()ns

maintenant la deuxième dilTérence MA— OA. Le triangle .M(^.\

donne :

MA<MQ+ QA,

donc :

I

MA— OA
I

< 1
M(^)+ QA— OA

| ,

ou :

I

MA— OA
I
<

I

MQ— 00
I

;

Terreur relative est donc négligeable, puisque MQ et OQ soni

finis et de l'ordre de x, y, z.

Bref, la somme QA+MA est très voisine de 2a; la somnir

QB-4-MB est de même très voisine de 2 b. On peut donc

écrire :

(1) V= /[log2a + log2b-21ogoJ

=
Y-'

[log 4ab— 2 log z]

o ' 1 2 V âb r„ 2 M , r„
^: i u. log = 2 a loo- —i-= — loo- —

.

en posant :

r„ = \/idr

. ,, . 2M 1
(hiant a 1 attraction, elle a pour expression —, .

' A ^
a+ b z

Ainsi le potentiel newtonien d'une droite très longue est le

même que le potentiel logarithmique d'un point situé en ().

C>ela cesse d'être vrai si le point M s'éloigne indéfiniment, car

X X
dans ce cas on ne peut plus négliger les quotients — , •j-,...elc.

Cela explique un paradoxe : un potentiel newtonien identi(|ue ;i

un potentiel logarithmique semble un résultat contradictoire.

car à l'infini le premier s'annule, tandis que le second est infini.

Dans l'exemple précédent, nous avons vu que cette identité n a
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lieu que pour des points situés à une petite distance de la droite

attirante, distance négligeable devant leurs distances aux extré-

mités de la droite.

Remarquons encore que l'expression de V ne dépend que de

= \/x''^ -(- y- et non de z; cela veut dire que, quand z varie

seul, V varie très lentement ;
il faut se souvenir, en effet, que la

formule (i) n'est qu'approximative.

Faisons une dernière remarque ; nous avons trouvé

ro= 2 a v/El

il semble que Y dépende du choix de l'origine; mais, si l'on

prend deux origines et 0' à distance finie l'une de l'autre,

l'expression de Y change très peu.

15. Potentiel newtonien d'un cylindre. — Soit (^fig. 12) un cylin-

dre dont la section droite est une courbe quelconque. Prenons

l'axe des z parallèle aux génératrices. Supposons ce cylindre

rempli de matière attirante et limité à deux sections droites dont

les cotes sont :

z'= a,

z' = — b.

Proposons-nous de calculer le potentiel newtonien de ce

cylindre en un point 1\I dont la distance au cylindre est négli-

geable devant a et b ; nous effectuerons le calcul dans l'hypothèse

où la densité ]jj de la matière attirante en un point Q dépend

seulement des deux premières coordonnées x' et y' de Q et non

de la troisième coordonnée z'

.

Traçons la section droite S qui passe par M et décomposons
l'aire S en éléments doj', puis découpons le cylindre en une

infinité de cylindres élémentaires parallèles \\ OZ ayant respecti-

vement pour bases les éléments dto' de S.

Un cylindre élémentaire est assimilable à une droite attirante

dont la densité linéaire serait jji'dc.)'; soit C l'un des cylindres; il

perce la section S en Q; son potentiel en M est :

1 \j. doj . log —

,

en posant MO = r (voir
.^ 14) et r„ = 2 ^^.
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Le potentiel du eyliiulre total en M est doue :

Y = Cl [i\W. Ion- -^,

l'intéorale étant étendue à tous les éléments d(.) de la seetion

droite S. Le ealeul du potentiel ncw Ionien eherelK' est donc

ramené à celui du potentiel logarithmique de la seetion droit*-

qui passe par M. On ramène de même le potentiel newtonien

d'une surface cylindrique au potentiel logarithmique du contour

de la seetion droite.

U jZ'r.fc

Jrig. 12. J-ig. IJ.

16. Cas du cylindre de révolution. — i" Surface cylindrique

.

— Les considérations précédentes nous permettent de calculer le

potentiel newtonien d'une surlace cylindrique (fig. 13) homo-

gène de révolution. Ce potentiel se ramène au potentiel loga-

rithmique de la section droite qui passe par le point attiré M,

c'est-à-dire au potentiel logarithmique d'une circonférence. On

voit sans peine que le potentiel newtonien cherché est :

Y= 2;/yds'.log-^,
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". désignant la distance du point M à Taxe et r^ ayant la signifi-

cation habituelle 2 /ab. On peut donc écrire :

Y= 21og-^/Vtls';

dans ces deux expressions, ds' est l'élément d'arc de la circonfé-

rence. SIL estla longueur de la circonférence, M la masse totale

de la surface cylindrique, a et — b les cotes des bases, on a :

,_ M _ M
^~~S"~ L(a+ b)

'

d'où :

jVcls'=l.jds'=;.'.L=_p^;

donc on a :

V 9 1

'" ^J\=21og— .-—-j-;

on en conclut sans peine l'attraction en prenant la dérivée.

Tout se passe comme si la masse attirante était concentrée

sur l'axe du cylindre. On volt de même sans dllficulté qu'à l'In-

térieur le potentiel est constant et égal a :

9 1
.•^" ^'

2. loo -T^--
R a+ b

R désignant le rayon de cylindre. Quant à l'attraction, elle est

nulle.

Tout cela suppose le cylindre infiniment allongé.

2" Vohintc cijlindririitc. — Le calcul est encore très simple;

on partage le volume en couches cylindriques très minces, con-

centriques et assimilables à des surfaces cylindriques attirantes;

on est ainsi rameué au cas précédent.

En un point extt'rieur l'attraction et le potentiel dépendent de

z seulement; ils ont la même valeur (pie si toute la masse était

condensée sur l'axe.

En un point Intérieur, les choses se passent difleremment ; le

résultat se déduit de la considération du cas suivant.

3° Masse uUircmlc conipvisc riilrc deux ci/li/idrcs conccn-
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frififtes. — Nous supposons c[ue la dinV'rence des deux rayons

est une quantité finie. Kn un point M extérieur au plus grand

cylindre fig. i4\ le potentiel est, comme l'attraction, une fonction

de seulement: tout se passe donc comme si la masse était con-

densée sur l'axe ; le raisonnement est le même que dans le cas

précédent : on décompose la masse attirante en une infinité de

couches cylindriques, concentri(iues, assiniilahles à des surfaces.

Fig. 1 Fig-. i:

En tout point Mj intérieur à la cavité, le potentiel est constant

et l'attraction nulle, cartons les points Mj sont intérieurs a toutes

les couches cylindriques.

Si donc fig. 15) nous voulons évaluer le potentiel et lattrac-

lion en un point M intérieur a un cylindre plein, nous décompo-

serons ce volume en deux parties :
1" un cylindre concentrique au

premier et passant parle point M ;
2** le reste du volume, c'est-à-

dire la portion comprise entre les deux cylindres. Le potentiel en

M est la somme des potentiels de ces deux volumes et l'at-

traction se réduit il celle du cvlindre intérieur. Le raisonnement
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est exactement le même que celui que nous avons lait (§ 10) pour

une sphère pleine.

n. Potentiel newtonien d'une circonférence. — Proposons-

nous de calculer le potentiel newtonien d'une circonférence en

un point quelconque M de l'espace.

Représentons (fig. 16) la circonférence C en perspective. Soient

OZ l'axe de cette circonférence, P un point de celle-ci, r sa dis-

tance au point M;, ds' un élément d'arc de C ; le potentiel V en M
est :

ds'.

Si nous supposons la circonférence homogène, la densité [x

est constante et l'on peut écrire :

J V

Projetons en Q le point INI sur le plan du cercle et joignons

Fig. i6.

OQ, cette droite coupe la circonférence en deux points A et B
;

enfin menons les droites MA et MB et posons :

OP= a; OQ=p; MP= r;

et appelons co l'angle POQ (fig. 16).

QM=z;
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On a

(ls= adto,

M]P = z^+ a+ p)S

Pu-= a-+ p-— 2 ap cos oj,

r- = ÂÎQ-+ PQ- = z- + a'+ p-— 2 ap cos w.

r^ peut encore s'écrire de la manière suivante :

o / o . )\ / .1
''^

• >
'"^ / o / .

'"'
• •>

^"^ ^
r-=:( z-+ a-H-p" I I cos- ——|-sin--7T-l— 2 ap I cos-— sin--;y- I

== z-4- 'a— p)- cos- -^+
I

z-+ (a+p)- siu"^.

= MA-cos-'-:^—h^IB-sin- —

•

Le potentiel prend donc la lornie :

, Z*^' adfi)

y MA\»os'- ^+MB^sin'- -^

Or, si l'on désigne par M la masse attirante totale, on a

M = 2T:ajx';

donc :

/ 2-\/MÂ^cos-^-^+ M"B^sin2-î^

On peut donc poser,

V = .p(MA, MB),

et si l'on pose en outre :

-^= M-
2

'

on peut écrire :

:MA,MB) = 2

2 - y MA- cos- ^r+ MB- sin- W

POiNCARÉ. Potent. Newt. 3
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Enfin remarquons que la fonction sous le signe 1 est une

fonction périodique et que l'on a, par suite.

t'o «• t: — «- Il

La fonction '^MA, ]MB) prend la forme suivante :

9 (MA, MB) =
2 - ^MA- cos- W+ MB- sin- M'

C'est cette intégrale qu'il s'agit de calculer ; nous y parvien-

drons en démontrant trois propriétés importantes de la fonc-

tion '^.

L° La valeur de cette fonction ne change pas quand on permute

entre elles les valeurs de ^LV et MB. On le voit, en changeant

M" en W ^ et en remarquant que :

on u donc :

cp(MA, MB) = .5(MB,MA;.

2'* Supposons MB = ]\IA; on a :

,(MA,MA)= [ ^ZMA=llAi "2^ =W
;V' 'i(MA,MB) est homogène en MA et MB et de degré — L

l/fxpi'ession :

MA cp (MA, MB)

est donc homogène et de degré et. par suite, ne dépend que

MB
du rapport -j^.

Soient alors (fig. 17) deux points R et R', situés sur AB et

conjugués harmoniques par rapport il A et B; traçons, sur \\[\

comme diamètre, la circonférence Cj dont le plan est pei-pendi-
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culair»' sur crhii {|t> (]. Pour tous les points M de (ij, le rapixtrl

MA , . ,.
est le même et 1 expression

MA
'^
(MA. MB).

a la même valeur qu au point il . On peut clone, du p(»tenti(d

en K', conelui'c le potentiel en un point <[ueleon([ne de (l^ et, par

Fig. 17.

conséquent, si l'on eounait !<• potentiel eu tous les points du plan

du eerele (! (pii sont intérieurs à sa ciiconlerence, on connaitia

sans peine le potentiel en un ])oint cpieleonque de Tespace.

18. — ["(Hite la question est donc ramenée au calcul du poten-

Fisr. 18.

tiel en un point situé dans le plan du cercle C àrintérieui- de sa

circonférence.

Prenons ce plan comme plan de la figure (fig. 18 . Soit M un

point intérieur quelconque ; menons le diamètre AB passant par
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ce point. Soit, en outre, P un point de la circonférence et P' un

point infiniment voisin. Posons :

OM = p, PM= r, PP'= ds',

OA= OB = OP= OP'= a, angle MPO= 8,

angle PMO = W, angle P'MP = àW

.

Enfin, prenons pour unité de masse la masse totale M. On

aura :

M= l et u.'= -

' 2-a

Projetons le point P' sur MP en H ; on a :

P'H = PP' cos PPII= ds'cos e.

Mais on a aussi :

P'II = P'Msin(dir)=rdW

On en conclut :

rd^'= ds'cosQ.

Le potentiel V, qui a pour expression / —;—, peut donc s écrire

' J cose

Le triangle OPM donne d'ailleurs la relation :

sin Q ^-^ sin W

d'où :

a cos = \/a" — p'siu" M

Le potentiel V prend la forme suivante :

dW
^ 2 7T Va"— p^ sin- W
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qu'on peut écrire :

2-^ a-(sin-M'+ cos-M' — p-sin- W

dT

2 t: Va- c'os" M' + (ir— p' ) siir U'

On peut donc poser, en se souveniml delà déiinilion de la Jonc-

tion '^ :

V = :i[a,v'a'— ?-]•

Or, on a vu ([ue :

V=.p(MA,MB)='^(a-p,a+ ?).

Donc :

cp
( a— p , a+ p" = ^ [a, ^\r — f \-

Remarquons que a est la moyenne arithnK'ti([ue des deux ([uau-

tités a— p et a + p et que \ a- — p- en est la moyenne géomé-

trique; on peut donc écrire en général :

en posant

cp (a, b)= '0 (a,, b,) = -.p >„ bj = ... etc.

^= V/ab,
2

a,+b,
^ = V/a,b,,

2

etc. etc.

C'est là une propriété fondamentale de la fonction '^.

Remarquons cjue la moyenne géométrique est toujours inté-

rieure à la moyenne arithmétique. Or, supposons a>b, ce qui

est toujours possible, puisqu'on peut intervertir ces deux quan-

tités sans changer la valeur de c; ; nous aurons :

a — b > aj — 1^1 > a^— b^> etc.
;
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Les clifFcronces a„ — b„ diminuent quand n augmente. Je dis

qu'elles tendent vers 0. En effet, on a :

a, — l>i<«,— 1^ puisque l)j > b;

a, JJ = -; I) =
2 '

donc

de même

et

,
a— I.

a,— 1), a— b

i'u— b„<
^^

.

Ainsi la diirérence a„ — b^ tend vers quand n augmente indé-

finiment ; d'ailleurs, il est évident que les b croissent constam-

ment et que les a décroissent; donc a„ et b„ opt une limite

commune a ; on l'appelle moijenne arilhmètico-gèomèlrique des

deux quantités a et b. De l'existence de cette limite, on conclut

que, si a désigne la moyenne arithmético-géométrique de MA
et MB, on a :

1
'ifMA,MB) =

a

L'analyse qui précède est due à Gauss. l'Ule donne, pour la

valeur du potentiel V au point M :

a

si la masse attirante totale est prise pour unité ; mais, si cette

niasse est exprimée à l'aide d'une unité arbitraire et si M est sa

valeur, on a :

dOii la l'ègle suivante : on considère la plus grande et la plus
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courte distance du point .M ii la clrconféience ; (mi chrichc la

moyenne arithmético-géonu'tii([uc de ces deux nouïhres. Lo po-

tentiel en M est le ([uolient de la niasse totale par cette moyenne.

19. Formule de Green. — Uevcnons ii la théorie générale du

potentiel. Commençons par établir quehincs ioiiiuilcs dont nous

ferons un fréquent usage dans la suite.

Soit un volume T limité par une surface IfrnK'c S; désignons

par a, ,j, v les cosinus diicclciiis de la iioiinalc exti-rieure a la

surl'acc S. Soit F une lonclion quelcon<[ue de x, y, z continue

ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre dans le vo-

lume T ; soient euiin d-r un élément intinitt'slmal de 1" et d(-) nu

(d(Muent de la surface S. On a les formules suivantes :

/'4^dT=raFdco
.' t'X J

(1)
(^A-.= ('pV.U.

les intégrales triples étant étendues au volume T et les inté-

orales doubles à la surface S. Chacune de ces formules se dé-

montre sans peine à l'aide d'une intégration par parties.

Soient maintenant deux Jonctions Uj et V, assujetties aux

mêmes conditions de continuité que F.

Posons

F=U,V,

La première des trois formules précédentes nous donne :

jV.4X.a_j;r,v,,,„-/V,^.h.
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il vient :

Les deux autres lormules (1) nous donnent de même

ô-V , r .. OV , /' OV OU.

/".-^'•^-M-lf"-./ dT.
ùz dz

Ajoutons membre à membre ces trois dernières relations

/V cw i)u, ov (U\ _^_^^
j \7>r Ox ^ Ô^^ÔT""^ Oz "Ô7.^

*^'"

Si l'on pose pour abréger :

(^V ,, dY OY _ dV
Ox Ov ' Oz dn

ÔY OU, OY OU, OY OU, V^ OY OU,
dT,

Ox Ox Ov Oy Oz Oz / -i Ox Ox

on aura :

lormule bien connue sous le nom de formule de Greeii.

On la met souvent sous une forme plus symétrique; on a, en

effaçant les indices :

mais, en vertu de la symétrie des termes sous le signe 1 dans

le premier membre, on a également :
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Retranclions meinbrc à membre ces deux deniicies relations :

/(tuv_v.u;a.=/(uiI-viH-)a.„.

Les ronclions U et V doivent être finies, eoiilimies et admettre

des dérivées premières continues et (';<ralemeiit finies. l'Hles doi-

vent avoir, en outre, des dérivées secondes finies et intégral)les
;

les discontinuités de ces dérivées, s'il y en a, doivent se trouver

sur une surface algébrique.

Les théorèmes sont encore vrais pour des aires planes limi-

tées par des contours fermés. On les exprime de même, en rem-

plaçant les éléments de volume d-: ])ar des éléments de surface

et les éléments de surface doj par des éléments du eonlour envi-

sagé ; les intégrales triples deviennent doubles ; les doubles

deviennent simples.

20. — Replaçons-nous dans l'espace à trois dimensions et fai-

sons U==i dans la formule de dreen
; elle deviendia :

J J dn

Faisons maintenant U=V, au lieu de U=l : la formule de

Green donnera :

Si, en outre, U satisfait à l'équation de Laplace AU ^ U, on

obtiendra finalement :

/"-^"-./i:(4^)''-

ce qui nous montre que l'Intégrale / U - dw est positive. Ces
J dn

formules seront utilisées dans la suite.

Tous les théorèmes que nous venons de démontrer s'appli-

quent à des volumes connexes, quel que soit leur ordre de con-
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iiexion ; ils s'appliquent, par exemple, èi un volume doublement

connexe comme celui qui est compris entre deux sphères concen-

triques ; mais, en appliquant les formules, il faut bien prendre

oarde au sens de la normale extérieure ; dans Texemple cité, le

volume est limité par les surfaces des deux sphères et les inté-

grales de surface doivent être étendues aux surfaces de ces deux

sphères ; le sens de la normale e.rtcricure sur la grande sphère

est celui de la portion de normale qui sort de la sphère ; au con-

traire, sur la suilace de la petite sphère, la normale extérieure

au volume T est dirigée vers l'intérieur de la cavité, car c'est la

direction dans laquelle on sort du volume T considéré.

21- — Comme application des considérations précédentes,

prenons pour volume T le volume compris entre une sphère S

de rayon a et une sphère S' concentrique à la précédente et de

ravon p > a.

I^crivons la lormule de Gr.een dans ce cas :

:^) }^^'^+^VIr^'-i'
(UI OV , /\, dV ,

-j— d(o
dn

L'intégrale du deuxième membre est étendue à chacune des

1 ICC- '^^'
V -

deux sphères h et b ; mais—j— est, d après ce que nous avons
on

dit, la dérivée suivant la normale extérieure à S et la dérivée

suivant la normale intérieure à S. Si nous prenons ces dérivées

suivant les normales extérieures, dans les deux cas nous écrirons :

r,. dV r dV /' dV
/ L —j— dto =^

/ L —j— tUo — I L —j— dw,
J dn J,s., dn ^/(Sj <^in

la première intégrale du deuxième membre étant étendue à la

surlace S' et la deuxième à la surface S.

Supposons (pie, si p augmente indélinimenl, lintégrale,

c'fS') dn

tende vers zéro. Alors l'égalité (1) se réduiia à :

J J jLu t)x Ox c'(S) dn
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dette circonstance se présente (juaiul les fonctions l" d \' sont

des potentiels dns, le premier à une masse M, l'autre ii une niasse

M , répandues dans des volumes, sur des surfaces ou des lignes,

in;iis contenues l'une et l'autre à l'intérieur de S.

Montrons, en eflet, que. dans ce cas,

/' L —i— dw,
dn

tend vers zéro.

Pour cela, considérons la masse attirante totale M qui donne

lieu au potentiel U; dans cette masse totale, il peut y avoir des

masses positives et des masses néfçatives; appelons M, la somme

des piemières et — M, la somme des secondes : on a :

M = M. M.

Séparons, de même, dans la niasse totale M (jui corresponil à \ .

les masses positives des négatives :

M'=M, — m;.

Soit, maintenant, P un point de la sjihère S ; on a en ce point :

M,-+-M,
U

"chT

<

<
M.+ M,

et. par suite,

dy_

I l -r- doj
J du

<

<

M'. + Mv M, + m;

M, + MV M. + Mj ._,

d\"
Cette inégalité montre bien que l'intéo-iale / U -r- dto tend vers^ ^ ^ J dn

zéro quand z augmente indéfiniment.

22. Polynômes de Legendre. — Soit ^ un potentiel dû à des

masses attirantes quelconques.
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Je suppose loriglne des cooràonnée?, extérieure \\ ces mas„?s ;

on peut donc tracer, autour de l'origine prise comme centre, une

sphère X tout entière extérieure aux masses agissantes. Nous

nous proposons de démontrer la proposition suivante :

En tout point situé à /'intérieur de lu sphère ^, la fonction V

est dés'eloppable en série de pohjnonies /lonioiiènes en .r, y, z.

Cette démonstration repose sur le développement de l'expres-

sion

1
A:

v'i — 2pcos Y+ f

suivant les puissances croissantes de p. Commençons donc par

effectuer ce développement.

11 sera de la forme :

(1)
^

A=S1V-

Or, on a :

1 _2 p cos Y + f= (1— pe^ï) (1 — pe- 'r
),

d'où :

A=(l_pe'rr-^-(l-pe-"v)-f.

De plus on a, si
| p [

est inférieur à 1 :

1 i.;î
,— 0-1- -0 -4-

2 ^^ ^ 2.4 '

1.3....(2n— 1;

(2) (i_p;rT_i

2.4.

Tous les coellicients de ce développement sont réels et posi-

tifs. On a en outre :

;i— pe'r) 2=i + _peir +1 1.3....(2n—

r

2.4... .2
,0"'ï-

1 n

i ;
j- -r- 2 k^^ ^r -t- 2. 4 2n '

Ces développements résultent du développement (2), car, si
| p f

est égal a 1, \
pc'' | est aussi égal à 1. De plus, ces trois séries
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sont absolument convergentes ; on peut nnilliplier les deux dei-'

nières menihie ;i membre et «'crire

en posant

(3)

(1 — 2 cos Y+ f) ' =y apa„c'ï!-''' p""'''

1.3 (2p— 1)

l.\ 2p

Comparons les formules l) et (3); ou en tire

le signe S portant sur Tensemble des termes pour lesquels la

somme n -[- p a la même valeur.

Les a étant réels et positils, le maximum de P„+|, a lieu

pour Y = ; on en conclut :

Or faisons *' ^ dans l'expression de A ; il vient :

1
A =

i
i

On a donc

V̂='n^-p=i^

le signe S portant comme plus haut sur l'ensemble des termes

tels que n + p = C'^ Bref on a :

Pn ^1,

l'égalité ayant lieu pour v = ().

Cela posé, supposons p > 0; la série

2"".="'
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est convergente pour
| p | < |- Calculons l'erreur commise quand

on arrête le développement au (n -|- 1)" terme
;
posons :

A = P„+P,p + P,?^'+ + P„p"+ R„;

l'erreur cherchée est moindre que [RJ ; or :

I
Rn

I <P''^'+ P"^^+ ,

c'est-à-dire :

R, <
i

Les coefficients P sont des polynômes entiers en cos y ; leur

degré est égal à leur indice ; P„ est de degré n. Ces polynômes

sont connus sous le nom de polijnomes de Lcgetich-e.

Les polynômes de Legendre sont alternativement pairs et

impairs en cos y. Povir le voir, il suflit de changer, dans A, y en

V -(- t: et p en — p ; A ne change pas et, par suite, un terme

ï'ig- 19-

quelconque P„p" de la série reste le même; donc P„ ne doit pas

changer de signe et, par conséquent, doit être pair, si n est pair;

il doit, au contraire, changer de signe, et par suite, être impair

en cos y, si n est impair.

23. Développement du potentiel new^tonien en série de poly-

nômes sphériques. — Les considérations ({ui précèdent vont trou-

ver leur application dans l'élude du potentiel newtonien.
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Soit I un Noliimc ;iUir;iiil et () I (tiigiiic des coordoiiiK-cs, sii|»-

posro oxkM'ieure ii ce volume ; ou peut lincer uue sphère ;iv;iiil

le point pour centre et tout entière extérieure \\ T i fig. lid.

Soiiîut, eu outre. P un point iittirnnt quelconque du volume T
et M un point situé à 1 intérieur de ];i sphi're. Appelons x, v, z

les coordonnées rectilignes et p,0,'i les coordonnées polaires de M :

x', v', z' et o', fj', 'i' les coordonnées rectiligues et les coordon-

nées polaires de V ; enfin r la distance Mi^ et v langleMOP. Ou
a les relations suivantes :

r-
=

'x'— X -
-f- v'— v"--|- yJ— 7.

- -^= z'-— 2 00' cos •' -)- 0-.

cos *'= eos eos -(- sin sin cos 'i— 'i' ,

p'-= x'-+ y'-+z'-,

oo'cos "' ^ xx'-(- yv'-j- zz'.

I,e potentiel iiew tonien \ en M a j)()Ui- expression :

J y

c'est une Fonction des coordonnées z, et tp de M ; proposons-

nous de développei' cette lonetion suivant les puissances crois-

santes de c ; on a :

= "-' 2^2 COS-'-hO-, - ;= —p.
,

cos

Keportons-nous au développement du paragraphe précédent ;

on peut écrire :

(1} 1=^+1',-^
n ,/n-l

R„,

et Ion a

R„ <
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cest-à-dire

R„ <-

Si a désigne le rayon de la sphère, on peut toujours construire

une autre sphère de rayon îa, s étant < 1, telle que le point M
soit à son intérieur. On aura :

p < sa < a < p'

et, par suite,

R. <
V — t]A

On voit que R„ tend vers quand n augmente indéfiniment

quelles que soient les positions du point P a l'intérieur du

volume T et du point ^1 à l'intérieur de la sphère de rayon sa.

La série (1) est donc uniformément convergente dans ces con-

ditions et l'on peut l'intégrer terme à terme. On a par suite :

'2) V
'P.pdT'

Considérons P„p" ; c'est un polynôme entier homogène et de

degré n en x, y, z. En effet, d'après ce que nous avons dit au

paragraphe précédent, P„ est un polynôme entier et de degré n

en cosv.

Or on a

xx'+ y v' + zz' x: vv
T^

-/\/^'

de plus, P.^p est pair en cos y et P,p + i
est impair; P,p est donc

entier et de degré n par rapport à

W
x^+ y^+ z^

et p-f" Pgp est entier, homogène et de degré p par rapport à



ij/-:vEfA)pr/:Mi:.\T e.\ skii/k uk pousumes sr/iÉniQUEs 49

(xx' -(- yy -h zz'i' el X- -|- }' + z" et, p;ir suite, cntici,, h(mionriir

et de degré 2p par rapport ii x, y, /,. (^iiaiit ;i l*.,|,
. ,, il est entier

et de degré 2 p -j- 1 par rappoit ii :

V'x^4-v--hz-

il est doue égal au produit de cette expression par un polynôme

entier et de degré p par rapport à

• (xx'4-yy'+ zz7

enfin le produit P,j, ^ ,

p-p^' ne contient plus de radical et est

homogène et de degré 2p -|- 1 en x, y, z. 13ref, quelle que soit

la parité de n, P„p°est un polynôme entier, homogène et de

deffré n en x, v, z.

Si l'on considère alors le terme général de la série (2)

1 „P

j 9

on voit que ce terme est aussi un polvnome entier en x, v, z,

homooènc et de deoré n.

On démontre en outre que ces ])olynomes X„ satisfont à Téqua-

tion de Laplacc

AX„= 0.

Ce sont des polijiionics sphcriqiicsj car on appelle, en général,

de ce nom des polynômes homogènes en x, y, z satisfaisant ii

l'écjuation de Laplace. Le potentiel Y est ainsi développé en

série de la forme

Y=X,+ X,+ + X„+.

T)onc le potentiel iiewtonden est dèveloppable en série de poly-

nômes sphèri(pies oiitour de l'origine, fjnand l\)riiiine est exté-

rieure aux masses agissantes.

Dans ce développement, les termes de même degré sont grou-

pés ensemble; si l'on essayait de les grouper autrement, la série

pourrait cesser d'être convergente.

C'est là un fait général pour les séries qui ne sont pas absolu-

POINCARÉ. Potent. Xcwt. 4
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ment convergentes ; on ne peut ]);is modifier lubitrairement

l'ordre des termes. En voici un exemple simple; la série sui-

vante de polynômes homogènes :

l+'x+ iy 4- x+ iv ^'+ + x+ iv"+
,

où l'on suppose

I

^+iy

est convergente et a pour somme

1

< l,

i-^x+iy)

en la considérant comme développée à la (ois suivant les puis-

sances de x et de v.

Elle n'est pas absolument convergente, dans tous les cas où elle

converge. Groupons, en efï'et, les termes dans un autre ordre;

par exemple, effectuons les puissances indiquées et séparons

les termes; considérons le terme

':> n '

Quand n augmente indéfiniment, la valeur asymptotique du

module de ce terme est :

(2n,^". e-^" -y/A-n ^„^,.

n-" . e Y^-'n-

ou, en supposant x := y :

Vtm

ce terme ne peut tendre vers zéro que si l'on a

1
<

i

Si donc le module de x est suj)érieui' ;i ^, le nouveau déve-

loppement est cei'taineinent divergenl, alors (jue le premier <>st

encore convei-gent pour toutes les valeuis de .r inlc'rieures

^'^^
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Une piucille circonstancr ne so |)r<''S»'iite pas poiii' les s«'ries

il termes positils.

24. Développement du potentiel new^tonien suivant les puissances

entières de x, y, z. — Uevcnoiis au potentiel. \(nis avous tlénion-

lié que le j)<)tciitiel newtouieii est développable en s(>rie de polv-

nomes sphéi-lques autour de l'origine, quand (cllc-ci est exté-

rieure aux niasses agissantes. Moulions niainlcnant (pie, dans la

nit^iue hypothèse, la fonction V est lioloniorpitc au voisinaf^e do

l'origine, e'est-;i-dire que, dans une sphèi-e assez petite avant

pour centre lOiigine, elle est devehtppahle en sciic de hi (01 iiic

Vavvva

m,n,p étant des nombres entiers positifs pouv;int prenihe toutes

les valeurs entières de zéro à l'iiifini.

Pour le voir, rappelons que Ton ;i :

r- = c-— 2 cp' cos Y H-
0'-

= \' H- y- -^ z-— 2 xx'+ 2 y v'+ 2 zz' + x '+ y'-+ z'-

et posons :

2 xx'+ 2 vv'+ 2 zz'— X-— V-— z-X=

On a, en comparant r' et X :

r-^=:o'-' l-X},
d'où :

1 1 1

i_

Développons(i^—X; 2; on a :

^1— X)"~=a„+ a,X+ aA^+ + ;',.X"+.

et, j)ar conséquent,

.1) —= y-,.+ a.X+ 7.,X-+ + 'y,,X"+
Dans cette série, les coeMicients a sont tous>().
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Développons maintenant X en série entière ;
nous sommes

1

ainsi conduits, en transformant la relation (i). a représenter - par

une série de la l'orme

— =Y Ax•"y"z^

et il représenter V par la série suivante :

(2)
^^=S ^"'''''^'''

/
'^ '^''^' '

Ce développement est-il convergent et représente-t-il bien la

l'onction V? Nous allons le démontrer en prouvant que ce déve-

loppement

(a) Vx-y"."/Au'dT',

est une série absolument et uniformément convergente.

A cet effet, posons :

2 X o' -4- 2 V o' -h 2 7 c' -+- \ - -^- v - -4-
z

-

en appelant x^y^z,, les modules de x,y et z. et considérons le

développement suivant

(3) -i-(l-X„r-^=a,,+ a,X^,+ + a„X;+

= > A x'"v"z''

Etudions la série

0) E AyXo'Vo'zi;.

Comparons d'abord les coeflicients A„ aux coefficients corres-

pondants A.

Tous les coefficients X^ sont positifs; tous les a le sont aussi;

donc tous les termes du développement i\\) sont positifs, et par

suite, les Ag le sont également. Considérons, en outre, deux puis-

sances égales de X et X^ : X'" et X^'; chaque terme de X„'' est plus
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petit en module que le tenue correspondant de X,,' ; on en con-

clut l'inégalité suivante :

Ao>lA|.

Cela posé, reprenons la série (b) ; dans quel cas converge-t-ellc?

Elle convergera, si l'on a :

comme on le voit eu se leportant aux égalités (3).

Pour que X„ soit plus petit ([ue 1, il sufllt que l'on ait :

(4) 2p';x„+ y„+ z,;+p^<p'^;

or on a :

^o'+ Xo'+ K' = ?%

on a donc aussi :

et la condition ^4) sera remplie si l'on a :

ou bien

c'est-à-dire

rp^pV3-<4p^
c'est-à-dire eniin :

?<?':2-\/3),

et, à fortiori, si Ton a :

p<a;2-v/J),

a désignant comme au paragraphe précédent le rayon d'une

sphère fixe, ayant l'origine pour centre, tracée de manière à lais-

ser à son extérieur toutes les masses agissantes, enfin contenant

le point M où l'on étudie le développement du potentiel.

Supposons donc cette condition remplie; alors X^ est inférieur

à i; la série (b) converge. Considérons maintenant la série sui-

vante (c)

icS ^ \"'v"zP / A a d-:



5i TlILORIi: DU POTF.STIEL yEUrOMEX

OÙ 'J.^ désigne un nomljro positil supérieur à
|

|j.j ; cette série

converge comme la série (h). I^nfin comparons notre série (c) à

la série étudiée (a). Tous les termes de (a) sont inférieurs en module

a ceux de (c); or (c) est une série à termes positifs et elle converge;

donc (a) est absolument convergente.

La relation 2) est donc justifiée.

Ainsi le potentiel newtonien est dévelopj)able autour de l'ori-

gine en série entière procédant suivant les puissances de x, y, z.

On peut efiectuer. de même, le développement au voisinage

d'un point quelconque (x„ v^ z^, extérieur aux masses; le déve-

loppement procède alors suivant les puissances de x — x^,

y— jo'Z— z„.

On peut donc énoncer en général le théorème suivant : an

i>oisin/is;(' (/'//// point (.r^^, ij^, zj e.vlèrienr aii.v masses abaissantes,

le potentiel newtonien est une fonetion /io/o/)/o/p/ie, e'est-à-dire

dèçeloppahie en série entière pvoeédant suisumt les puissanees

croissantes de x — .r„, // — //,, r — r,^.

La démonstration n'a été laite que pour un volume attirant;

elle s'applique évidemment sans modification au cas d'une dis-

tribution quelconque de masses.

25, Autre développement en série du potentiel newtonien. —
Considérons maintenant (tig. 20 un volume attirant T et un

point M extérieur à ce volume, situé de telle sorte qu'on puisse

tracer une sphère - contenant le volume T tout entier, mais lais-

sant le point M il son extérieur.

l^renons le centie O de cette sphère comme origine des coor-

données.

Si p,p',7 et r ont les mêmes significations que précédemment,

on a

= |[i-2£lc.,.,+(|-)7"^

> I t

Le point M étant ii l'extérieur de i], on peut construire une
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(loiixièmo s|)li('re ï! , coiir('iitri([ii(' à ï, dont le liiydii sa esl plus

^^raïul ([lie le lavoii a de 1 t-t ([ui laisse le point M à son exté-

rieur ; ou a donc :

p>ca>a>p' et £>1

Raisonnons comme au v; 23, on voit ([ue

ce ([ui montre ([ue la série :

— +l^-h-+ + Pn-T^+-

est uniformément convergente pour toute valeur de p' correspon-

dant il un élément dt- volume quelconque (It' de T.

On peut, par conséquent, intégrer terme à terme et écrire

les intégrales étant étendues au volume T.
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Considérons le terme général de cette série

on peut l'écrire :

i r Y

Pnp" est un polynôme homogène de degré n par rapport aux

coordonnées x, y, z du point M ; il en est donc de même de ¥„.

Le développement de V prend la forme :

Y Y Yv=-^+-4f+ +^^^+

Si Ton remarque que l'on a

AV = 0,

on démontre sans peine que l'on a

. / Y„ = 0.

et ensuite

AY„ = 0.

Les polynômes homogènes Y„ sont donc des polynômes sphé

riques.

Tout ce qui précède est vrai d'un point M quelconque exté-

rieur à la sphère S'; si le point M s'éloigne indéfiniment, on voit

que la valeur asymptotique de V est

comme nous savons d'autre part que cette valeur asymptotique

est —, jNI désignant la masse attirante totale, on conclut

Y,= M.

26. Développements analogues pour le potentiel logarithmique.

— On peut obtenir des développements analogues pour le poten-

1
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tiel logarltliiniquc thins le j)l;iii. Soit (ig. 21) un»' surlace plane

attirante S, P un de ses points et l'origine des coordonnées

supposée extérieure à S. On peut tracer un cercle C ayant le

point comme contre et tout entier extérieur ii l'aire attirante S.

Soit, en outre, M un point attiré situé ii l'intérieur du cercle C,

X, y ses coordonnées et x', y' celles du point P. Appelons o, p', r

les distances OM, ()1* et MP. Posons :

- ly

iv'

r=lz_z|.

Soit ;j.' la densité de la matière attirante au point P; la valeur V
du potentiel logarithmique en M est :

V= /'-Ji'. loo-ildco'.
.' ' ^ r

dci>' désignant l'élément infinitésimal de l'aire S et l'intégrale

double étant étendue à l'aire S tout entière. La valeur de V n'est

autre que la partie réelle de l'intégrale.

r,

J ' " ^z'—
z)
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Or, il est lacilc de développer ^^ suivant les puissances crois-

santes de z : appelons a le rayon du cercle C
;
puisque le point M

est intérieur à ce cercle, on peut tracer une deuxième circonfé-

rence C, concentrique a la première, dont le rayon sa est plus

petit que le rayon a de C et telle que le j^oint M soit ii son inté-

rieur. On a donc :

il

on a d'ailleurs

< ca < a < et £ < 1

log

Or, d'après les inégalités (1), on a

(2. < — <l;
a

on peut, par conséquent, développer log( i
^
jeu série entière

et écrire :

Cette série est uniformément convergente pour tout point 1*

de l'aire S, car, pour un quelconque de ces points, les inégalités
( I )

et (2) sont satisfaites; on peut donc intégrer cette série terme ii

terme et écrire

{'?>' Vs:= /Vlog-^do,'-Vzn/A„;.'do>',

les intégrales doubles étant étendues à l'aire S. W est ainsi

dév(doppé en série entière ; on en conclut sans peine le dévelop-

pement de V en série de polynômes homogènes. On a, en effet :

(•) désignant l'argument de z. On peut donc poser en outre*

f•x'XjW ^ n„e'
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lit piiitiu réelle de I ;jiA„ z" dto est cloiic :

ll„o" cos ii(i> -f- 0„ ;

c'est 1111 polvnoine hoinogèiie et entier en x et y. et, si 1 on lenKir-

<[ue qne \ est éoul ii la somme de la série des parties réelles du

développement de W , on voit ([iic \ se trouve développé en séiio

de nolvnomes lioniof>ènes ; ils satislont évideninient ii 1 •'(iiialioii

de Laplaee.

27- Considérons maintcuanl (ig. 22) un point M sulfisannuenl

éloigné de l'origine O pour que l'on puisse tracer, autour de O

Fig. xf..

comme centre, nne circonlérence C contenant 1 aire S ii son

intérieur et laissant le point M ii son extérieur. On peut alors

développer le potentiel logarithmique V en M suivant les puis-

sances de —- : il suffit, pour le voii-, de laii'e un raisonnement

semblable a celui du v; 26. Du point O comme centre, on peut

décrire une circonférence ('.' dont le ravon sa soit plus grand que

le rayon a du cercle C et qui laisse le point M à son extérieur:

on a, dans ce cas,

o>£a>a>p' et s>l.
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Reprenons l'expression de W :

on a

log

et, comme on a

loi ^-H'i-1

<1,

quel que soit le point P choisi <4ans S, on peut développer

logji
1
en série entière procédant suivant les puissances

croissantes de

i»g(i-T)=y'^-^""

et cette série est uniformément convergente ; on peut donc

écrire :

(1) W= Aog ^ u'doV +Vz-" Ç[— A,.) IJL'dw'

les intégrales doubles étant étendues à l'aire S. En prenant les

parties réelles des différents termes, on voit que la série du

second membre de l'expression (i) donne lieu pour V à un déve-

loppement procédant suivant les puissances croissantes de—
;

ce développement est précédé, dans l'expression de V, par la par-

tie réelle de l'intégrale :

M désignant la masse attirante totale; cette partie réelle est :

Mlo^ ^ '
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Le développement (!< V est doue de la l'orme :

y= Ç^,\ log-!f +VR„.p-"cos ^luo — \)

en posant :

j":-A„>'dc.'= R„e'^",

et

z = pe'"-

Remarquons que Texpression :

p~" cos 'wM— 0„ ,

peut s'écrire :

a ". 0" cos luo — bn := —

-

X„ étant un polvnome entier, homogène, de degré n en x et y,

satisfaisant, en outre. ;i léquation de Laplace.

Finalement on a :

r V X
V= Mlog^+>^.

n=l

On voit immédiatement, soûs cette forme, que l'expression de ^

ne contient pas de terme indépendant d'x et d'y; en outre, lors-

que le point M s'éloigne à Tinfini, le potentiel A' a pour valeur

asymptotique

Mlog-^,

résultat que nous connaissions déjà (§ 8).



CHAPITIIE II

l'OTENTII-L ]-X UN POINT INTÉRIEUR AUX MASSI'S AGISSANTl'S

FORMULE DE POISSON

28- Convergence des intégrales. — Application au potentiel. —
.lusqu'ici nous avons étudié le potentiel en des points extérieurs

aux masses attirantes; nous allons maintenant étudier ee qui se

passe quand le point attiré est situé au sein même de ces masses,

(^ette étude repose sur la considération d'intégrales portant sur

des (onctions qui deviennent infinies pour un point du champ

d'intégration ; commençons donc par établir les propriétés de

ces intéerales.o

1" Inli'i^rdlcs simples. — Considérons l'intégrale définie

r f X dx, a<b.

Si la fonction r(x) devient infinie pour x r^z a, la définition

ordinaire de l'intégrale ne s'applique plus et l'intégrale n'a plus

de sens; pour lui en donner un, on modifie la définition. On

considère l'intégraleo

f f(x)dx;

lu définition ordinaire s'y applique ; soit J, sa videur; si .1, tend

vers une limite J quand t tend vers 0, l'intégrale est dite co/t-

ve/-iien/e ol l'on représente cette limite .1 par la noialion

/'Vfxidx.

Si, au coulraire, .1, augmente indidiiiiincul ou n'a pas de limite,
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([iKiiid £ Iciul v(M"s 0, 1 iiit<''gr;il<> est dite (/i\'c'i'i;c/i/<' ol le svm-

hole

/"'
f x (1x

n'a aucmi sens.

\Oici tics ('\('m|)les de ces deux cas. Si Ton peut troiiNcr un

nombre a< 1 Ici ([iic Ton ait

f X <
i

X — a '

la limite .1 existe et 1 inti'oiale est converircnle. Si, au c(»ntraire,

ou peut trouvci' un nombre ,j > i tel (jue

r X >
1

.L augmente ind('-(inimcnl et rintt'i>ialc est di\ cjoenle.

2' Inlèi^rdlcs doiihlcs. — Soit une aii'c plane S I fig". '1\\), limitée

par une courbe lerm«'*e C, et une lonetioii I x, y) devenant inli-

nie eu un point G de l'aire S, mais restant continue en tous les

autres points de Taire.

L'intéu'rale double

Ç f r X, y; iUo,

étendue a tous les éléments doj de 1 aire S, ne rentre pas dans la

définition ordinaire et n'a aucun sens par elle-même. Pour lui

en donner un, entourons le point dune petite courbe lei--
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niée C; appelons S' Taire enfeiinée par la courbe C, et S" l'aire

comprise entre les courbes C et C ; l'intégrale

J^'=/I. '>'>•; cUo

étendue à Taire S , a un sens et sa valeur varie quand la courbe

C change de grandeur et de forme. Supposons que J,, ait une

limite J quand la courbe C, diminuant d'étendue dans tous les

sens, vient s'évanouir au point 0; on prend cette limite pour

définition de l'intégrale I I f (x, y) d(o; on dit alors que Tin-

tégrale J,.. est convergente.

Dans le cas contraire où J^. n'a pas de limite finie, l'intégrale

Jj. est dite divergente et l'intégrale 1 I n'a aucun sens.

29. Dans quels cas l'intégrale J,. est-elle convergente? En
voici un. Posons

OM = r,

et admettons que Ton ait en tout point de Taire S :

INI

f(x.y) <
r'-'

a<2,

on peut alors affirmer que J,.- est convergente. Pour le voir, sup-

Fig. 24.

posons d'aljord la fonction f(x, y) positive en tout point de S.

Traçons, autoui- du point O (fig. 24) comme centre, deux cercles.
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ruii (>„, (le l'iiyoïi i',|, (|iic MOUS laisserons fixe ; raiitie [)lns petit C
dont nous ferons tendre le rayon r" vers zéro. Enfin, pour sim-

plifier le langage, désignons par les svndjoles

«^ «- c— ""o «^ «- c—

c

«^ l Co—

c

les intégrales étendues aux aires comprises respectivement entie

les courbes : C et Cq, C et C", C^ et C". L'intégrale

J£ ,f(x,y)dc.,,

a un seuë; elle est > o et augmente ([uancl r ' diminue. On a, de

plus,

/ / I' x, y) doj < / / -— dto,

et, par suite,

Jf f(x,y>l(o</'/' 2i,U^ff ^d,K

la première intégrale du second membie reste fixe
;
quant à la

deuxième, elle a pour valeur :

/./.: . v- I— a 2 —
et on voit que, si a est inférieur à 2, elle tend vers une limite

finie quand r" tend vers zéro.

L'intégrale du premier membre
j j ,,

f (x, y) d(o, qui reste

toujours inférieure à cette limite et \a sans cesse en augmentant

quand r ' diminue, a donc aussi une limite.

Le résultat n'est pas changé, si l'on remplace la circonfé-

rence C" par une courbe C de forme quelconque entourant le

point O et venant s'évanouir en ce point; ou le voit facilement en

traçant, autour de pris comme centre, deux circonférences C,"

et C^' comprenant entre elles la courbe C et venant s'évanouir

en O en même temps que celle-ci.

Supposons maintenant que la fonction f ait un signe quel-

poiNCARÉ. Potenf. Newt. 5
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conque; les conclusions précédentes s'y appliquent encore.

Posons, en effet,

en convenant que l'on a :

i; = f et i;= 0,

en tous les points où f est > 0, et :

i;= et «;=— f

en tous les points où f est < 0.

On peut appliquer à t^ et i\ le raisonnement précédent ; les

deux intégrales :

Jj = / / fj 'x, y) doj et J-^=
/ / '2(^5y)<^^i

sont toutes deux convergentes ; leur différence,

l'est donc aussi et la proposition énoncée plus haut se trouve

entièrement démontrée.

On peut aller un peu plus loin •Il ,K(^? Y j
dw est conver-

gente, car elle est égale à J, -f- J,. Pour cette raison, l'intéo-rale .1

est àiie absolument convergente. Remarquons enfin que les limites

de ces c[uatre intégrales sont indépendantes de la suite des

formes que prend le contour C lorsqu'il vient s'évanouir au

point 0.

Tous ces résultats s'appliquent au potentiel d'une surface

attirante, cjuand le point attiré est intérieur aux masses agis-

santes. Ce potentiel a pour expression :

v=/T^d(.y.
=i./^

I^a fonction f (x, v] du raisonnement précédent est ici -^ ; elle

satisfait donc aux conditions sulli santés de convergence indi-

quées dans l'énoncé et l'intégrale V a un sens bien défini en

tout point de la surface attirante.
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30- Intégrales triples.—On clofiiiit la convergence, clans le cas

des intégrales triples, comme clans celni des intégrales doubles.

Soit S une surface lei"m<''e liinilanl un volume \ ; soit F fx, v, z"*

une lonction deveiuint infinie en un j)oint du volume V, mais

restant continue en tous les autres points
;
pour donner un sens

h rintégrale triple

on entoure le poinl () dune suilace lermée S' et l'on considère

l'intégrale

y=f ff F;x,y,z;clT,

étendue au \olume V compris entre les deux surfaces S et S'.

Si J a une limite quand S' vient s'évanouir au point (), (»n dit

que cette intégrale est convergente et cette limite est prise pour

définition de J. Dans le cas contraire, J' est dite divergente et

l'intégrale J n'a aucun sens.

On peut affirmer la convergence de J , lorsque l'on peut trou-

ver deux nombres positifs, l'un M, fixe, et l'autre a< .{, tels (lue

l'on ait en tout point du volume \ :

F X, V, z <-
,

'

I

r"-

r désignant la distance du point () à un point quelconque x, y, z

du volume. L'intégrale J' est en outre absolument convergente,

car l'intégrale

/.//; X, v,z dT,

converge aussi; la limite de J' est alors indépendante de la suc-

cession des formes cjue prend la surface S' et la valeur de J est

bien déterminée. Un exemple de ce cas de convero-ence est

fourni par le potentiel newtonien d'un volume attirant, cjuand le

point attiré est ii l'intérieur des masses agissantes. Ce potentiel

est, en effet, représenté par l'intégrale triple

/
a'dT'
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l;i ("onction sous le signe ( satisfaisant aux conditions énoncées
;

cela suppose toutefois cpe la densité |jl' reste finie.

Les composantes de l'attraction, elles-mêmes, sont données

par des intégrales absolument convergentes. Soit, en effet, ;% une

limite supérieure de la densité ; on a :

l'une des composantes, par exemple celle qui est parallèle à Ox.

a pour expression :

J r"

Or on a

et, par conséquent,

x'-xl<r,

r"

X est donc absolument converoente.

31. Intégrales d'ordre quelconque. — Soit n l'ordre de l'inté-

grale
;
quand n est supérieur à 3, on ne peut plus se servir de la

représentation géométrique, mais le mode de raisonnement reste

le même.

Soit F^Xj, X2,...,x„), une fonction de n variables et considérons

l'intégrale d'ordre n :

J =
I
Fdxj dx, dx^ dx„,

étendue par exemple à un champ défini par l'inégalité

(ï)(x,,x,, x„;<o.

Supposons que F devienne infinie pour un point O du chaiiq),

dont nous pourrons supposer les n coordonnées égales à zéro

sans restreindre la généralité.

Posons

r-= Xj-+ x/+ + Xu'-
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A|)|)cl()iis .] riiiU'giiilc I Filx, dx,, dx„ ('loiuliu' au cliainj) dé-

liiii })ai' les inégalités :

<I><0,

L'intégrale ,1' a nn sens si nous supposons la fonction F con-

tinue en tout point du champ primitif autre que le point 0. Si,

quand p tend vers zéro, J'a une limite, cette limite définit.!; sinon,

J n'a aucun sens; dans le premier cas, il y a convergence et, dans

le second, divergence. On peut affirmer la convergence dans le

cas où l'on a en tout point du champ primitif :

< , avec a < n

,

M désignant un iumil)ie positif fixe.

32. Intégrales absolument convergentes et intégrales semi-con-

vergentes. — Exemples. — Revenons aux intégrales de ligne, de

surface et de volume.

Soit

J=|Fdt,

une intégrale simple, double ou triple suivant ([ue dt désigne un

élément de ligne, de surface ou de volume. Supposons que la

fonction F devienne infinie ou discontinue en un point du

champ d'intégration et qu'on ait démontré la convergence de

l'intégrale J. Ou dit que cette intégrale est ahsohinicnt convcr-

i!e/i(e, si l'intéorale

/|F|iat,

étendue au même champ, est elle-même convergente ;
dans le

cas contraire, l'intégrale J est dite semi-convergente. Xous avons

donné (29 et 30) des exemples d'intégrales absolument conver-

gentes. Voici maintenant des exemples d'intégrales semi-conver-

gentes.

Premier exemple.— Soit lintégrale :

z'"" sin ax
,

dx,
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Elle est convergente, car :

ax
lim.

f sin ax ,
-

. /
clx=—

;

elle est semi-convergente, car :

""^

I

sin ax
|

-. r
\
sin a

linii^^
/

tlx :X

Deuxiîîme exemple. — Soit un cercle attirant limité par une

circonférence C ; supposons la densité constante et égale à 1;

proposons-nous de calculer l'attraction au centre (fig. aS).

Fig. 2).

Prenons pour origine ce point et, pour axes de coordonnées,

deux droites rectangulaires Ox', Oy'. L'une des composantes de

l'attraction, X par exemple, a pour expression au centre :

XH^ dco'.

Cette intégrale est convergente.

En effet, entourons le centre d'un cercle C' conccntric[ue au

premier et considérons l'intégrale :

J...-.L^"-''

étendue à la couronne comprise entre les deux circonférences.



isTicGRALEs c o .\ \/: li G /: .\T /: S rr s/:Mi-(0.\i/:fi(:i:.\T/:s 71

Appelons t le rayon de C, p celui de C et passons en eoordoiinces

polaires ; on a :

'sin2 7:— sin lo(r-^:=0.j^. = Tcos odo /'

—

Ainsi J,, est constamment nnlle. Sa limite est Cfjuand : tend vers

ro. L'intéofrale X est d<Mic converoente.
o o

Montrons qu'elle est semi-coiiverr);ente, c'est-à-diie ([ne linté-

grale

ne converge pas.

Cette intégrale, étendue ii tout le cercle, est égale au d()iil)le de

l'intégrale

f~<i<

étendue au demi-cercle BCAB.
(Calculons donc celle-ci ; si elle a un sens, elle est la limite de

la portion correspondante de J,. relative ii la dcMui-couronne

BCAEFDB. Or, celle-ci est égale Ix :

?di

/
/ ^^«•"^j'-7^=2log-^

quantité (jui augmente indéfiniment quand z tend vers zéro. L'in-

tégrale X est donc semi-convergente. On peut démontrer déplus :

étant convergente, elle a une limite quand on entoure le point ()

d'une courbe C, puis (pi'on calcule l'intégrale relative à l'espace

compris entre les deux courbes, et enfin qu'on fait évanouir (/

au point O ; mais, étant semi-convergente, sa limite dépend de la

courbe C et de la succession des formes que prend cette courbe

avant de s'évanouir au point 0.

C'est ce que je vais montrer.

Supposons d'abord que C soit une circonférence concentrique

il C ; la raison de symétrie, comme aussi le calcul lait précédem-

ment, montrent que l'attraction de la couronne au point O est

nulle. Etant nulle constamment, elle définit une limite nulle,

quand C vient s'évanouir au point O.
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Par un autre procédé, au contraire, on peut définir une limite

différente de zéro. Dans les raisonnements qui vont suivre, nous

nous appuierons sur le lemme suivant :

Lemme. — Deux surfaces attirâmes Iiomothétiques S et S', telles

que les densités en deux points correspondants soient égales,

exercent la mé/ne attraction au centre dliomotliétie.

Ce lemme est presque évident
;

soient, en effet, deux éléments cor-

S'
Z'

., .r—-^ y respondants (fig. 26) doj et dio', r et

r' leurs distances respectives au

point ; leurs attractions au point

sont :

Fig. 20.

Ces deux attractions diriefées sui-

vaut la même droite sont bien égales,

puisqu'en vertu de Thomothétie, on

dco

~r^

Cela posé, reprenons notre cercle C et prenons comme courbe

auxiliaire une autre circonférence C (fig. 27), non concentrique

àC, ayant son centre en un point 0' voisin de 0. Menons la ligne

des centres 00'
; cette droite coupe nos deux circonférences aux

points A, B pour la première et A', B' pour la seconde.

Supposons que, des deux points A' et B', le plus rapproché de O
soit A'; décrivons alors, du point comme centre avec OA' comme
rayon, une circonférence C,.

Appelons p, p', pj les rayons des circonférences C, C et C,,

puis traçons une circonférence C^ tangente en A à la proposée C
et telle que son rayon p^ satisfasse à la relation

(i;
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Alors les deux cercles (1„ et iJ sont lioinothétiijiies par rapixtil

ai point O et le iaj)p(»i'l (riioiiiolliétie est — . D'autre part les

lieux cercles (^ et (1,, ("tant coinriil n(|ues, ont aussi poni' centre

d'homothétie le point O et même lapport (riiomotlielie que les

deux préct'dents en veitu de la relation 1 . 11 en i(''snlt<' (jur les

1-ijî.

deux portions de plan couvertes de hachures, Tune comprise entre

les circonférences C<, et C, l'autre entre les cii'conférencesd' et (1,,

sont homothétiques par rapport au point O. Si donc on suppose

la première couverte de matière attirante avec une densité égale

à 1 comme celle cjui recouvie le cercle C, son attraction au point ()

sera la même que celle de la seconde.

Nous exprimerons cette propriété par l'égalité

A, (2)

désignant en général par C,„— (^„ la portion de plan comprise

entre les courbes C„ et i]„, et par A,. _^ l'attraction que cette

portion de plan exerce au point O.

Cela posé, ce que nous voulons calculer, c'est la limite vers

laquelle tend A^. _^., quand le cercle C vient s'évanouir au point O.

Or, on a évidemment :

A._...= A._— A.._.,
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ce qui se réduit à :

Ae-,.'= -A,_,. (3;

puisque A^_^ est uuUe, par raisou de symétrie. Rapprochons les

relations (2) et (3)., nous aurons :

Ac-c'= -A,,_,. (4)

Faisons alors évanouir le cercle C au point de manière que
^/

le rapport—^ reste constant, les deux termes de ce rapport ten-

dant vers zéro. En vertu de la relation (i), le rapport—^— reste

aussi constant et, par conséquent, le cercle C^ reste invariable
;

il en résulte que A,. _^ reste fixe.

Ainsi, l'intégrale qu'il s'agit d'étudier, A, _ ^', reste constamment

égale à une quantité fixe — A^ _c; on peut donc écrire :

lim. A„ A.

Montrons maintenant que A,. ..^ n'est pas nulle. Cela est presque

évident.

Figurons à part (fig. 27 his) les deux circonférences C„ et C;

traçons la droite MN perpendiculaire en O à la ligne des cen-

tres. Enfin, décrivons une troisième circonférence G, égale a C^,

et tangente intérieurement en B à la circonférence C ; cette cir-

conlérence passe évidemment par les points M et N. L'aire atti-
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raiite C^ — (1 est ainsi divisée en Jeux parties : linu' comprise

entre les trois circonférences G, C^ et G, ; Fantre conipiise entre

G, et Go ; elle est représentée, dans la figure, couverte de hachures.

La première partie a manilestenient une action nulle au point O

par raison de symétrie
;
quant à la seconde, son action est diri-

gée suivant la ligne des centres et ne peut être nulle, car tous

ses éléments, étant situés d\in même côté de MX, les projections

sur AB de leurs actions en sont toutes de même signe.

Va\ ri'sumé, A,. _ ,. est diirérente de zéro et, par const-quent,

on a :

11,11 A,._,. :^().

On voit donc que, suivant la courl)e auxiliaii'e choisie pour défi-

nir l'attraction au point et suivant la succession de formes

par lesquelles on lait passer cette courbe, on peut obtenir pour

l'attraction une limite nulle ou une limite différente de zéro,

(^ette circonstance caractérise les intégrales semi-convergentes.

Des considérations analogues pourraient être faites au sujet

d'une surface quelconque. On verrait, de la même façon, que les

composantes de Tattraetion, en un point d'une surface attirante,

sont données par des intégrales semi-convergentes.

Au contraire, le potentiel d'une surface attirante, que nous

allons étudier maintenant, va nous fournir un exemple d'inté-

grale absolument convergente.

.').'^ Autre exemple. — Potentiel d'une surface attirante quel-

conque en un point de cette surface. — Soit S une surhice atti-

rante ; son potentiel en un point M est donné par l'intégrale :

(1) v=/-^,

|j.', r, dto' étant les notations connues.

Supposons que le point M soit pris sur la surface S elle-même
;

nous allons montrer que l'intégrale précédente garde un sens et

est absolument converoente, si la densité 'x reste finie en tout

point et si la surface S admet, en M, un plan tangent unicpie.

Menons ce plan tangent (fig. 28); prenons-le pour plan des xy

et prenons le point M pour origine; soient P le centre de gravité
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d'un élément tko' de S, P' sa projection sur le plan des xy, cp

Tangle de ce ])lan avec le plan tangent en P, enfin x', y', z' les

coordonnées de P : on a :

:^) cW
dx'dv'

COS C5

Cela posé, traçons sur S une courbe C entourant le point M
et soit C sa projection ; la courbe C partage S en deux zones,

I

Fig. a8.

S, et S.,, la première. Sp étant celle qui comprend le point M.

Appelons Yj et \^ les potentiels rcspectils de S^ et S^ ; on a :

V= Y, + V,.

Vg a un sens au ])oint M; il suffit d'étudier V,; cette intégrale a

pour expression :

en vertu de (2), on peut l'écrire :

V, =r—^ dx'dv'.
J r cos cp

Cette dernière intégrale est étendue à une aire plane, a la portion

du plan des xy comprise a l'intérieur de ('/.

Or, on peut choisir la calotte Sj assez petite pour, qu'en chacun

de ses points, on ait :

i
1

i
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a désifiiant un nombre fixe: cela est possible, car. an i)oint M
COS 'c est égal ii l.

l''crlvons alors la lonclion sous le sitj;ne j ,

'-

, de 1;" J l'COS -ç

manière snivanle

en posant

et

L'intt'grale devient alors :

(3) V,= /^^dx'dy';

' COS 'J r m
r' r'

m'= 'x'

1

COS 'S

r'

r

r'=:MP'.

m' peut être considéré comme une fonction de x', y', puisqu'il

chaque point P et, par suite, à chaque point P , est attachée une

valeur de m ; de plus, cette fonction est essentiellement limitée,

car elle est égale au produit de trois autres (pii sont limitées :

•x' Test, i)ar hvpothèse, et '—
, par construction, enfin — est

inférieur à 1. L'intéorrale CA) est alors le potentiel en ^[ d'une

portion du plan des xy, celle que limite C , sur laquelle la densité

de la matière attirante est la fonction m'. Nous avons vu 29;

(ju'une pareille intégrale est absolument convergente. Le théo-

rème général est donc démontré.

Dans ce qui précède, nous avons supposé, pour plus de sim-

plicité, que la surface S était pourvue d'un plan tangent bien

déterminé en chacun des points qui avoisinent le point M.

Cette hypothèse n'est pas toujours indispensable.

Prenons, en effet, le cas d'un cône circulaire droit. Supposons

que M soit le sommet de ce cône. Prenons pour plan des xy le

plan perpendiculaire ii l'axe du cône et effectuons les mêmes

transiormations que ci-dessus. On a encore facilement une limite

supérieure de [m [. En effet, a' est une quantité finie ; — est le
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cosinus de l'angle crime génératrice du cône avec sa projection
;

—'

reste éual à Tinverse du cosinus de Tancfle d'un plan tan-
ces

'f

^ ^ ^

gent au cône avec le plan xy. On peut donc refaire ici le raison-

nement indiqué plus haut.

La conclusion subsiste encore si le point INI est un point sin-

gulier de la surface S, lorsque le cône des tangentes en ce point

est, par exemple, un cône réel du second ordre, ou lorsque ce

cône se réduit à un système de deux plans réels distincts. (]ela se

voit, comme dans le cas du cône circulaire droit.

34. Analogie avec les séries. — Avant de poursuivre l'applica-

tion des principes précédents ii l'étude du potentiel, faisons une

remarque.

La théorie des intégrales convergentes doit être rapprochée de

celle des séries. Les dénominations de coin'ergente, absolument

convergente, senti-con^'ergenle, se définissent pareillement dans

les deux théories et les propriétés correspondantes sont compa-

raldes. Les deux théorèmes suivants mettent en évidence cette

analogie étroite :

i" Quand une série est absolument convergente, on peut modi-

fier l'ordre des termes sans en changer la somme;

2° Quand une intégrale est absolument" convergente, on peut

choisir arbitrairement la courbe ou la surface évanouissante qui

entoure le point de discontinuité et la faire passer par une suc-

cession quelconque de formes. On peut aussi intervertir l'ordre

des intégrations.

Ce dernier point se démontre sans difficulté. Soit, par exemple,

l'intégrale double

J = ['frx,y)dxdy,

étendue ii une aire plane S limitée par une conrlje C ; suppo-

sons (lue la fonction f devienne infinie en un point M du champ

d'intégration et, ([u'en tout point de l'aire, on ail :

, avec a < 2,f;',^ <

M étant un noml)r<' positif fixe ; l'intégrale est alors absolument

convergente.
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Fntourons le point M cruii cercle - de ni von •:, avant ce

point pour centre. Le champ d'intégration est ainsi partagé en

deux parties, S^ et Sp S^ étant la portion du champ comprise ;i

l'intérieur de I. Appelons J„ et J, les valeurs de l'intégrale ci-

dessus, ([uand on prend respectivement pour champs d'intégra-

tion Sç et S,.

On a :

Pour J,, on peut intervertir 1 ordre des intégrations, puisque la

(onction reste finie dans le domaine S^. Voyons ce qui se passe

pour J„; on a :

<

et, par suite,

<
•1— ^

en prenant o assez petit, on peut rendre [.l„| inférieur h un nonihre

-4- donné à l'avance. Intervertissons l'ordre des Intéo-rations :

J et J„ deviennent J et J ,,, et. puisque J, ne change pas, on a :

mais on a :

J. < et J. <

donc :

et, par conséquent.

1
J-J'|<3,

quel que soit t. Comme J — J est bien déterminé et ne dépend

pas de p, on a nécessairement

ce qui démontre qu'on peut intervertir l'ordre des intégrations.

Cette remarque permet de démontrer facilement un théorème
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relatif au potentiel ; soit T un volume attirant, M un point inté-

rieur, V le potentiel en ]NÎ, et X une des composantes de l'attrac-

tion en ce point. V et X sont donnés par les intégrales suivantes :

v=r-i^dT', x=r ^a—^d^',

Ces intégrales sont absolument convergentes (30)- Considérons

l'intégrale quadruple :

./ Xdx

Xy et Xj désignant les valeurs de x en deux points iM„ et M,.

Cette intégrale est absolument convergente. Je me propose de

démontrer la relation suivante :

;i) |^\dx = y,-v„,

V, et Vp étant les valeurs du potentiel en M^ et ^I^. Cette rela-

. . ., . „ . ,. . ^- ^W
tion serait évidente, si 1 on avait démontre que A = ^;^— ; cette

ox

démonstration sera laite plus loin dans le cas — qui est le cas

actuel— où le point ^I est intérieur aux masses agissantes. Pour

l'instant, démontrons directement la relatiou (1). L'intégrale

s'écrit :

pdxr -y-^^dT',
1 Jm dx'(T)

OU, en intervertissant l'ordre des intégrations :

1

f ;,/d.'f—^dx=rf4 dTT''=V,-V„
,/(-r, .'x„ dx Lc't 1' Jmo

ce (pii d('Mmmtre le théorème annoncé.

35. Potentiel neAvtonien d'un volume attirant. Existence des dé-

rivées premières. — Soit T un volume attirant, ^1 un point inté-
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Kl

ciour aux masses agissantes ; le potenti*'! en M est doimc pat-

rintérriale :o

elles composantes de l'altractlon en ce point par les intégrales :

/* >x' x'— X
X
-J

/' 'X v' V

' -J

. 1^ ;Vy— z^

dz.

Jt'.

d-z'.

Ces quatre intégrales sont absolument convergentes 30).

Lorsque le point attiré M est extérieur aux masses agissantes,

les composantes tic l'attraction sont aussi les dérivées premières

du potentiel. Je vais (aire voir qu il en est de même, quand M est

intérieur aux masses agissantes.o
ov

Je vais dt'montrer, par exemple, que —-— existe et (lue l'on a :

t'X

X "07

Traçons (^fig. 29) une sphère ï, avant pour centre M et pour

rayon o. Sur une parallèle à Ox menée par M, prenons un point

M' voisin de M et situé a l'intérieur de la sphère ; les coordon-

PoiNCARÉ. Potcnt. Xewt. 6
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nées de M et M' sont : pour M : x, y, z; pour ^I : x-f- li? }% J^.

Par définition, on a :

OV ,. V— Y= lim,,_n ;

Dx

Nous devons donc montrer que l'expression

peut être rendue inférieure à un nombre donné $, si l'on prend

h suffisamment petit.

La sphère 2 divise le volume T en deux parties, l'une T„, com-

prise à l'intérieur de la sphère, l'autre Tj, constituée par la partie

restante du volume T.

Appelons :

X,,, Xj, X les composantes en M,

Vq, Vj, V les potentiels en M,

dus respectivement aux attractions de la première partie, de la

deuxième et du volume total
;

X' X' X'
,,/' ^,/' ^,, les valeurs de ces mêmes fonctions en M';

v= v,+ v,, v= v, + vv
X= X,+ X„, X'= X',+ XV

et Ton peut écrire :

V—

V

— X
y.—V — X

h
X,

(]omme M et M' sont extérieurs au volume partiel T,, on peut

différentier l'intégrale Vj sous le signe 1 et l'on a, par consé-

(juent,

X. =
dx

Si donc on pose

V. — V. — X. = ? (?>ï^)'
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on peut prendre h assez petit pour que la valeur de cette lonc-

tion 'i o,h) soit aussi petite que l'on veut. Occupons-nous mainte-

nant de l'expression :

V —V

Supposons la densité 'j.' finie dans tout le volume T et soit |x"

une limite supérieure de cette densité.

On a :

/' tir'

X

dT'

doi

X„
I

<4-ca,

V..—

V

Cherchons maintenant une limite supéiieure de —^^-j
'

. l' igu-

rons à part fig. 30) la sphère ï; soit P le centre de gravité

Fi te.
-5.

d'un élément d-: du volume T„ ; menons MP et MP, puis posons

MP=r, MP = r',

et rappelons-nous que ]MM':=h. On a :
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et, de plus,

1 i r— i'

r' Y rr'

I

v'-v
I

<h,

1 1 i

rr r- r"

d'où

dT'/' cir /• ciTV'„-V„ r à-J

(T„)

limite supérieure de / ~. Pour cela, du point M' comme centre

(fig. 31), décrivons une sphère S ayant p + li pour rayon. Les

Nous connaissons la valeur de I -^ , c'est 4-p; calculons une

Fig. 3i.

deux sphères S' et S sont tangentes intérieurement; appelons T'^

le volume compris à l'intérieur de la sphère S'. On a

«• (T„) * ^(l'o) ^

dT'
etcomme:/ —^=47i(p-j-h),

«.'(T'J 1"

on a aussi

On a donc

dT'

<47:(2p + h)[x„,
V — V' '
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et enfin :

V.
- — X <4- 3 0-4- h <'JL„ 1(1-0'

En somme, nous pouvons écrire rinégalité :

Y— V
X <'^:o,h^ + 16-VX,.

Cela posé, proposons-nous de rendre le premier membre infé-

rieur h un nombre donné z, en prenant h suHîsamment petit; il

nous sullit. j)our cela, de prendre o assez petit pour que

puis, p étant fixé, de prendre h assez petit pour que

9 '

on aura, dès lors,

V — V
X <t.

ov
ce qui démontre que la dérivée -:— existe et qu'elle est égale à X.

Le potentiel A a donc des dérivées premières, en tout point inté-

rieur aux masses, et ces dérivées sont égales aux composantes de

l'attraction, ce qui fait qu'on les obtient en différentiant sous le

signe
I

.

36. Étude des dérivées secondes Si l'on différentie une fois de

plus sous le signe I , les intégrales obtenues sont seulement semi-

convergentes ; on rencontre ces mêmes intégrales dans la théorie

du magnétisme où leur étude est nécessaire; mais, dans la théorie

du potentiel, on l'évite par un artifice.

Nous allons démontrer que, si la densité <x a des dérivées de

tous les ordres, le potentiel V en a aussi de tous les ordres.

Soit, en effet,

v=ridv
J r
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le potentiel ; l'une des dérivées premières, -— par exemple, a pour

expression :

OV /'^-(x--x)

Ox -J V'
"^'

on peut l'écrire :

dT'=—

Ceci posé, rappelons une formule que nous avons démontrée (19),

à propos de la formule de Green ; reprenons toutes les notations

de ce paragraphe, nous aurons :

(1) /* U. ^à.'=f aU^V.dco - />.^ dx',

la première intégrale et la troisième étant étendues au volume

attirant T que nous considérons; la deuxième, à la surface S qui

limite ce volume. Servons-nous de cette formule pour transfor-

mer 1 intégrale -^^
5
posons :

u, = .v.

la formule (1) nous donne alors

dT'=

. Oa'
On voit donc que, si -^^ existe, 1 expression de -- est égale à la

: un potenti

t.'(Si '

_0x' ' >
,\v

somme de deux potentiels : un potentiel de surl'ace

et un potentiel de volume
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or, le premier a des dérivées premières, en tout point non situé

sur la surface; quant au second, il en a, de même (35\ en tout

.... . . ^\ , -ripoint intérieur ou extérieur;-^-— en a donc aussi, saul sur la sur-
' Ox

lace; par conséquent, V a des dérivées secondes en tout point d<'

l'espace, sauf, peut-être, sur la surface ; à leur tour, les potentiels

du second membre de la formule (2 ont des dérivées secondes,

si les dérivées secondes de <x existent et, par suite, V a des déri-

vées troisièmes; le raisonnement se poursuit ainsi de proche en

proche et le théorème annoncé se trouve démontré.

37. Formons l'expression de chaque dérivée seconde et celle

de leur somme; la formule (2! nous donne :

On peutdifterentiersousle signe ( dans le second membre ; on

peut donc écrire :

Ox^
rdT'

on a pour -—7 et --—r fies expressions analogues. Ajoutons-les

membre à membre, nous aurons

AV =
^i|

^\x'

"'TI ,w Y J ÔU.'

1'

dz'

0-jl'

Ox' Ox'
"^ W dy' ^z' ^^' _

dto'

dT'
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que Ton peut écrire

AV V ^'' ^ }É^ 1
'

38. Formule de Poisson. — x\utour du poiut M (fig. 32), traçons

une sphère S, ayant M pour centre et un rayon égal à p ; elle par-

tage le volume T en deux autres T„ et T,, T„ étant celui qui est

intérieur à la sphère ; appelons Y^ et Y, les valeurs de leurs

potentiels respectifs au point M.

On a :

V= V, + Vo,

et

comme

il reste :

et par suite on a

AV =

AY=:AY,+ AY„;

AY,= 0,

AY= W..

la première intégrale étant étendue à la surlaco de la sphère cl

la seconde à son volume.
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Comme nous supposons que les dérivées premières de 'x

existent, l'expression :

i i

oïl 'j. désigne la densité ;m point M, doit i-ester finie; >j. lui-même

et ses dérivées premières étant supposés finis, on peut assi-

gner à toutes ees rt)nctions nne limite supérieure commune |ji.'q,

de sorte que Ton a les inc'galites :

<[^-'o?^ < '/, <[J-\> *^to..

i\ l'intérieur de la sphère.

Remarqnons enfin que l'on peut écrire

Vl^'
— î^)'

et que l'on a sur la sphère

1

dn do

AV devient alors

AV.
' 'j. — 'j.

i ;j. —r d(o' — / ^ ^ d(»'

41
-J S^^ll-''"-

La première intégrale a ponr valeur :

La denxième tend vers zéro, en même temps que o, car on a

P do/ <^^-\^'.?-
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La troisième tend aussi vei"s zéro, car on a :

1

<3 V- ch';

or l'intégrale du second membre a pour valeur 47:;jL[,p, celle

du premier est donc inférieure à 12-[jL'„p; elle tend vers zéro

avec p.

Bref on peut écrire :

AV=— 4 7.^+3,

z tendant vers zéro avec o ; comme AV et [j. ne dépendent pas

de p, on a rigoureusement :

AV=— 4-a.

C'est la formule de Poisson.

Remakqie. — AY, considéré comme fonction de x, y, z, est con-

tinu, à l'intérieur et à l'extérieur du volume, mais éprouve une

discontinuité, quand on franchit la surface; il en est, de même,

de chacune des dérivées secondes de V et des dérivées d'ordre

supérieur.

39. Potentiel logarithmique d'une surface attirante. — Tout ce

que nous avons dit du potentiel newtonien d'un volume est vrai

du potentiel logarithmique d'une surface attirante.

En un point M de la surface attirante, le potentiel logarith-

mique Y est représenté par l'intégrale double :

/ lo<x —^ ij,'d(.>'.

et l'une des conqîosantes X de l'attraction par :

/ ^^^-<xdo)'= l—— ( loff —^ 1
a'd(o'.

On démontre sans peine que ces intégrales sont absolument

convergentes et que l'on a :

OY

Ox
X.
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L'équation de Poisson devient

Tout cela peut se démontrer directement ; mais on peut le

considérer comme une conséquence des propriétés du potentiel

newtonien : on a démontré, en effet (15;, que le potentiel loga-

rithmique d'une surface plane est le même que le potentiel newto-

nien d'un certain cylindre ayant cette surface pour section droite.

La matière attirante qui remplit ce cylindre a une densité cons-

tante et égale \\-rr [J- , tout le long d'une même génératrice, a'dési-

gnant la densité superficielle de la section droite dont on étudie

le potentiel logarithmique, au point où elle est rencontrée, par

la génératrice considérée.



CHAPITRE III

SURFACES ATTIRANTES ET LIGNES ATTIRANTES

SURFACES ATTIRANTES

40. Notations et remarques préliminaires. — Etant donnés une

surface attirante S et un point iNI sur cette surface, nous avons

vu (33) que le potentiel en ce point est représenté par une

intégrale absolument convergente, et les composantes de l'attrac-

tion par des intégrales semi-convergentes (32).

Nous allons voir maintenant ce qui se passe quand le point M
est extérieur à la surface, mais très voisin d'elle, et qu'il tend

vers un point donné Mo de cette surface en suivant la droite MM"
(fig.;^3). . _

Etablissons d'abord la notation que nous emploierons dans

toute cette étude.

Prenons le point M^ comme origine des coordonnées; suppo-

sons qu'en ce point la surface admette un plan tangent unique et

prenons ce plan comme plan des xy. Pour abréger les calculs,

nous supposerons, en outre, que la surface est régulière en M„,

c'est-à-dire qu'au voisinage de ce point, lune des coordonnées

d'un point de la sui'face est fonction analvtique des deux autres.

En réalité, cette bvpotbèse est inutile et nos démonstrations sub-

sisteront, (Ml supposant c[U({n j>oinl M,, la sii/'/acc jjossèjc un pUtn

l(inij;c/il unique cl deu.v rai/ons de coiirùfirc bien déterminés.

Nous désignerons par dto' un élément de la surface, par P son

centre de gravité, par P' la projection de P sur le j)lan des xy;

enfin par x, y, z les coordonnées du point M et par x', y', z' celles

du point 1^. Les coordonnées de P étant x', y', z', celles de P'

sont x', v', — et l'on a PP' = z'.
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z' osl une fonotion tic \', y'; appelons-la f \', y"). I/rquation

z' = f >', y'},

est l'équation de la surface.

D'après notre hypothèse, z'est développablc, au voisinage de M„,

en série ordoinuM' suivant les puissances croissantes de x', y'

et le développement commence par des termes du second

degré, puisque le plan des xy est tangent en M^; il est donc de

la forme :

z' := ax'--f- hx'v'H- cv'-'H-

Dans nos démonstrations, nous ne ferons usage que des termes

du second degré; c'est ce qui fait qu'elles seront encore vraies, en

supposant seulement l'existence d'un plan tangent unique et de

rayons de courbure principaux bien déterminés.



9^ THÉORIE DU POTENTIEL NEWTOMEN

Cela posé, nous menons les droites, MM^,]MP, MP', M^P, M^^P'.

La droite MM^ sera représentée par deux équations :

Posons

X :=:; az,

y^= ^.z.

M„P= iv MP = r;

M,.P'= r'

,

MP' = r'

On a évidemment :

= (x-x7+ (y-y7+ (z-z

r'2= (x— x';-+ (y— yO^+zS
r„^= x'''+ y'^+z^

Appelons maintenant cp l'angle du plan tangent au point P

avec le plan des xy; la projection dx'dy', sur le plan des xy, de

l'élément doj', qui a son centre de gravité en P, a pour expres-

sion :

dx'dy'= cos cpdto'.

On peut tracer, autour du point ]M„, sur la surface, une courbe

C (fig. 33) telle que, en tout point de la portion S^ de S qu'elle

enferme, l'on ait :

0<-^<o,
cos C2

étant un nombre donné. Gela est possiljle, puisqu'au point M^,

on a coscp ^ 1 et que la surface est régulière autour de ce point.

Appelons Sj la partie restante de la surface. Le potentiel de S,

et les composantes de son attraction sont des fonctions holo-

morpbes au voisinage de M^ qui n'est pas sur S, et restent conti-

nues, par conséquent, quand on franchit la surface en ce point.

Pour l'étude des discontinuités, on peut donc remplacer la sur-

face entière S par la calotte S^.

Il nous reste à faire une dernière hypothèse : la densité jj.' qui

est fonction de x' et y' sera supposée, pour la commodité des ex-

plications, fonction analytique de ces variables, c'est-à-dire déve-
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loppable en série entière. Pour y.' comme pour/.', colle hypolhèse

est trop particulière; toutes nos démonstrations subsisteront en

supposant (pu^ <x' est continue, ainsi que ses dérivées premières,

et qu'elle admet des dérivées secondes finies; dans certains cas

même, l'existence de dérivées premières finies suffii-a et parfois

simplement la continuité de u'.

Si l'on su|)|)i)se 'x continue, ou |)iMit assigner à —* une li-

mite supérieur»» *' sur toute l'étendue delà calotte S,^; on ponna

donc écrire

'JL

<-.

41. Ces notations étant établies, faisons quelques renuirqucs

dont nous nous servirons souvent dans la suite,

i" Considérons le rapport

II-.
r

c'est une fonction de x', y', z et, comme i\, et r sont des fonctions

continues, la fonction —— Gsi elle-même continue, sauf penl-ètie

en un cas, celui où r est luil. Montrons que, même dans ce cas,

ce rapport reste fini.

Sir'- est infiniment petit, r„- l'est aussi; leurs parties princi-

pales sont :

pour r- : x— x' + (y — y' - -|- z"

pour r^,- : x'-+ y'-.

car z , considéré comme fonction de x', y', est un infiniment petit

du second ordre.

La partie principale du rapport —V-est donc

(x— x7+(y— y7-

ce qui peut s'écrire :

?-r) + i
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Y

'

expression qui reste toujours finie. Le rapport —~ et, par suite,

le rapport —— restent finis. On peut donc assigner à ce der-

nier une limite supérieure A et écrire :

-^<A.
r

D'une manière analogue, on démontre que les deux rapports

-—.et — restent finis. On peut, par conséquent, trouver deux
r r

nombres positifs B et C tels que :

-^<G et — <B.
r r

2° Considérons maintenant le rapport

z'

r^'

"

Ce rapport est fini, tant que r est diflerent de zéro
;
je vais faire

voir qu'il en est de même quand r s'annule.

Quand z' est infiniment petit, sa partie principale est de la

forme :

ax'- -f- bx'y'+ cz'-,

comme nous l'avons vu précédemment.
z

La partie principale de —7- est donc

ax'-+ bx'y'+ cv'

qu'on peut écrire :

(.y

"'T)'+''TT-+Ki
-' V. ly .,+1
z / \ z

Sous cette forme, on voit que ce lapport reste toujours fini.

Nous appellerons Dune limite supérieure d(; ce rapport.

AljQrdons maintenant l'étude du potentiel de S.
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42. Etude du potentiel. — Appelons V et Y„ les potentiels en

M et My de la siiilaee entière S; V et V^ de lu calotte S„ :

V'et V'o' ceux de la portion restante S,. On sait que V^ est expiinn'-

par une intégrale absolument convergente (33) . Nous allons

démontrer ([ue 1 on a :

lim V^^',^,

quand M tend vers M^. On a, en eflet,

d'oii :

Considérons V et Yg; ces quantités sont données par les inté-

grales

que l'on peut écrire :

r a'dx'dv' ,. , r y/dx'dv'

J r cos '.3 / r„ cos '.i

Choisissons la courbe C de manière que sa projection C sur le

plan des xv soit une circonférence, ayant pour centre M^ et un

rayon égal à p.

Les intégrales V/ et Y' sont étendues ti Taire de ce cercle.

On a, en vertu des hypothèses et des remarques faites (40 et 41) :

r dx'dv' /' . dx'dv' r A-'dx'dv'
\'</ - </ A-; --</ '

,
•

Toutes ces intégrales sont étendues au cercle de rayon p. On

peut alors écrire :

car on voit facilement, en partageant le cercle en anneaux con-

,,.,,, , ,
/'? dx'dv

centriques, que 1 intégrale du second membre /
~— a pour

valeur 2~z.

PoiNCARÉ. Poteiit. NewI. 7
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Bref, on a l'inégalité :

De même, on démontre que :

On a, par conséquent, l'inégalité :

I

V'_Y;|<27.(A+l)r?,

et Ton peut rendre p assez petit pour que Ton ait :

V' V <—

t étant un nombre choisi à l'avance.

Considérons maintenant V" et V,'/ potentiels, en M et M,, de la

portion restante S,, de la surface
; p étant fixé par l'inégalité pré-

cédente, rapprochons le point M du point M^ assez pour que l'on

ait :

V"— V" <r —
9

cela est possible, puisque V" est une fonction qui reste contiiîue,

quand on franchit la surface au point M^.

Mais, d'autre part, on a :

v-v„=y'-v;+v"-y;';

on a, par suite,

1
V-V„

I

<
I

Y'-Y:
I

+
I

V"-Yé'
I

<e;

ainsi, on peut rendre la difTérence Y — Y^ aussi petite qu'on le

veut, en rapprochant suffisamment M de M^; par définition, on a

donc

]imY= Y„,

quand M tend vers M^.

Remarque. — D'après la démonstration précédente, on voit

que le potentiel V, continu en tout point de l'espace extérieur,

reste continu quand on franchit la surface attirante.
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Ce potentiel V est une lonotion tle la lorme

(1)
/•

''
^'-

\
''-'''

et, ce qui a j<»ué le lùle essentiel dans la clcinonstiatlon, c'est

qu'on a pu assigner une limite supérieure ii la fonction 1.

On peut donc dire, qu'en général, toute fonction de la forme '

\.,

est continue dans tout l'espace si l'on peut assigner une

limite supérieure à la fonction f qui figure sous le signe
|

. et

cela est vrai, même si cette fonction dépend, non seulement de

x',y', mais encore de x, y, z.

43. Préparation à l'étude des composantes de l'attraction.— Kla-

blissons le lemme suivant :

Lu.MME. — Soit l'intégrale simple :

/* f X z^
(z) =/ :^,. dx,

où X désigne la variable d'intégration et z un paramètre. C'est

une fonction de z.

Faisons les hypothèses suivantes :

i** L'intégrale

/V. dx

reste finie et tend vers une limite finie, quand /augmente indé-

finiment.

2° '^(x) reste constamment positive quand x varie de à x .

3'^ La fonction f (x, z) admet une limite supérieure A, de telle

sorte que l'on a :

|f:x,z; |<A,

4" Enfin l'on a :

liin I X, z = 1

,

quand z tend vers zéro, quel que soit x, même s'il varie, pourvu

qu'il reste fini; en d'autres termes, f(x, z) tend tinifonnément

vers 1, quand z tend vers zéro, pourvu que x reste compris entre

et une limite supérieure fixe L.
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Je dis alors que, si l'on Tait tendre z vers zéro et augmenter '/

indéfiniment, on a :

lim J (z]

Pour démontrer ce lemme, posons :

'? dx

En vertu de la première hypothèse, l'intégrale a un sens

quand p est infini et l'on peut écrire :

linv.e(p)=0(x).

On sait d'autre part que, si F(x) et <I*(x) désignent deux fonc-

tions de X continues dans un intervalle a, b, le théorème de la

moyenne donne :

f F (x) $ (x) dx = F (i) f
'<!> (x) dx avec a < i < b

,

«-a f-

a

pourvu que $ garde un signe constant dans l'intervalle a,b.

Appliquons cela à l'intégrale J(zj en remarquant qu'on peut

l'écrire :

/
on aura :

f(x, z)p- t (x,

z

/ '? !'x'

dx,

ou bien :

(i) j(z)= f(i,z)e(p) + i-(i',z)Lec/0~o:p;],

avec les inégalités :

0<ç<p et p<i'<'/,.

Transformons la relation (1), on a :

J (z) = f (i, z) e (X )+ f (^, z) [8 (p)
- (x

)]

+ f(i',z)[oc/)-e(p)],
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ou oncore

j(z) = r,^=,z;e(x}+ [r:i,z}-r(i',z;][Q(p)_o(x;]

+ r';',z ffi"/; — fi'x>].

On a, en oiitic, les inégalités suivantes :

1 r;i,z: |<A;
I

r::i',z;
|
<A;

|
r;i,z:-r,;',z; |<2A;

on peut donc poser :

1" ;\z;=3A, 1" ;.z; — r ;', z; =2 s, A,

£ et c, étant des fonctions de ç et ; , restant toujours comprises

entre — 1 et -h l-

Posons encore :

f(i,z;rx) = fi,;x) + B.

B tend uniformément vers zéro quand, ; restant fini, z tend

vers zéro, car, dans ce cas, Lim f(ç,,z) = i.

L'expression de .1 (z) devient alors :

j (z; = fj ;x
;
+ B H- 2 £,A [0 [z] _ f) ;x ;] 4- -v [h ;/: — o ;x ;],

d'où :

(2) J(z; — (J x; = B+ 23,A[0 p — y: ]-{-t\[H / _0 xj.

Or, nous voulons dénn)ntrer que :

iimj(z}= f -iJiL=e:x),

OU, en d'autres termes, que le premier membre de la relation (2)

tend vers zéro, ou, si l'on vent, que l'on peut prendre 7, assez

grand et z assez petit pour rendre l.l(z)— ^(^)| inférieur h un

nombre donné y,, aussi petit que l'on voudra.

Cette démonstration se fait facilement à l'aide de la relation 2);

on a :

(3) 1
i >; — <j x

; j < 1
B

1
+ 2 A

I

«J >; — fJ X
; I

+ A
I

'/.; — X
I

.

Le second membre de cette inégalité se compose de trois

termes.
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On peut prendre p assez grand pour que le deuxième

terme 2 A |f)
(p)
— 8 (x )[ soit inférieur à ^1

•

On peut de même prendre x assez grand pour que le troi-

sième terme A|[0'x'— O'cc )]| soit, lui aussi, inférieur à -7^

"

p et 7, étant ainsi fixés, ^ et ç' restent finis, quel que soit z,

et l'on peut prendre z assez petit pour que |B1 soit inférieur

à T^ , puisque, ; et ;' étant finis, B tend uniformément vers zéro.

0, 7. et z étant ainsi choisis, on a :

1
J(z)-e(x) |<y..

Le lemme annoncé est donc démontré.

44. — On peut démontrer un lemme semblable pour les inté-

grales doubles.

Soit l'intégrale :

T / ^ r ^V'^' y' ^) 1 1
J iz=: /

—^-~—r^ (Ixdy,
' ' J(S) 'f

',>^) y;

étendue à une aire plane S limitée par un contour C qui tend à

embrasser tout le plan. C'est une fonction de z.

On fait les hypothèses suivantes :

i° L'intégrale

- dxdv

J ? i^' y;

garde un sens et reste finie quand on l'étend à tout le plan.

2° La fonction '^ (x, y) est positive en tout point x,y du plan.

3° La fonction f(x, y, z) reste finie et l'on peut lui assigner une

limite supérieure A.

4" Cette même Ibnction f tend uniformément vers 1, quand z

tend vers zéro, le point x, y restant à l'intérieur d'un contour

fermé, aussi étendu qu'on le veut, mais fixe.

Dans ces conditions, je dis que l'on a :

, ^ /' dxdv

J O ,\, VI

. , , / dxd'
lim J 1 >

\ - f ,r »- 1-

,
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l'intégrale du second membre étant étendue à tout le plan,

lorsque la courbe C s'agrandit indéfiniment et que z tend vers

zéro.

Pour démontrer ce lemme, on considère un cercle 1 avant pour

centre l'origine et pour rayon p ; on pose :

r dxdy

La première hypothèse montre que ^x a un sens et 1 on peut

écrire :

lim,^« h [z] =h 'x).

Cela posé, supposons le contour C assez grand pour que S con-

tienne I et appelons

J(z], y[z), r(z),

les valeurs de l'intégrale proposée

f(x,v.z
/-

f.-^'}.

dxd>

quand on l'étend respectivement au champ C tout entier, au

cercle -, à la portion comprise entre C et -. On a évidemment :

(1) J=:J'4-J".

L'application du théorème de la movenne à chaque membre
de l'égalité [ï permet décrire l'égalité :

(2) j ,v = f _;, ^, z; e >: + f ;i', y;, z %— h yi

f)c désignant la valeur que prend l'intégrale / —'-—^, quand on

1 étend au champ limité par la courbe C
;
ç,r, désignant les coor-

données d'un point situé à l'intérieur du cercle I
;

;
', y/ celles d'un

point situé entre les courbes C et 1^.

Le reste de la démonstration se fait comme pour le lemme

précédent.

45. Composantes de l'attraction. — Les composantes dirigées

suivant M^X et M^,\ s'appellent composantes tani^cntielles; elles
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sont exprimées par des intégrales qui varient continûment

(juand le point M se déplace et franchit la surface au point M,,.

La composante dirigée suivant M„Z, dite composante noi--

male, est exprimée par une intégrale semi-convergente et

éprouve une brusque discontinuité quand on franchit la surface.

Nous allons préciser ces énoncés en commençant par l'étude

de la composante normale.

46. Etude de la composante normale. — La composante nor-

male Z est exprimée par l'intégrale :

qui peut s'écrire :

(1) z=/"^<ic,v-/'i;^<u,/,

C]es intégrales sont étendues à tous les éléments dco' de la sur-

face attirante.

Z est ainsi exprimée par la différence de deux intégrales que

nous allons examiner successivement.

Remarquons tout de suite, qu'au point de vue de leurs discon-

tinuités, il suflît d'étendre ces intégrales à la calotte S^.

l*laçons-nous donc dans ce cas.

Voyons d'abord la première Z^ = / ^

.^ d(o'; transformons-la :

cos ':> r- r '

l'intégrale du second membre est de la forme

rf(x^y')dx'd/

on posant :

/

cos c2 r-



Si'IiFACES A rTini.XTES

La fonction f reste finie puis([ue :

io5

COS 'J

< -.' et <D,

et que, par suite,

|rx\y'; |<vD.

L'intégrale considérée est donc 42 une fonction continue.

47. — Etudions maintenant la seconde intégrale qui entre

dans l'expression de Z. Cette intégrale est :

On peut l'écrire

/' z 1
I

'^- •' 'J- 1,1,
J r r COS -i

ou encore, si l'on appelle 'x la densité au point M,,,

(A)

en posant :

'. \-l ^rl .,^'^^y
dx'dy',

A,x',y',z =-^-^-
' r cos'.i 'X

Changeons de variables et posons :

X = ;z,

y = '^z.

La fonction sous le signe 1 dans 71^ est ainsi transformée en

une fonction de ;, y,, z.

Voyons quel est le champ d'intégration.

L'intégrale Z^ était étendue, dans le système des anciennes

coordonnées x', y', z, l\ la projection S „ sur le plan des xy de

l'aire S^. Nous pouvons toujours choisir le contour de S,^ de
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manière que S'^ soit un cercle, ayant le point jM^, pour centre.

Soit p son rayon ; l'équation de ce cercle est :

Par le changement de variables, l'intégrale (1) devient :

(2)
r ^^

1]T
didr,,

cette nouvelle intégrale étant étendue au cercle S„ :

X-

lequel tend à embrasser tout le plan des ;/, ,
quand z tend

vers zéro.

Cela posé, examinons la fonction À.

D'abord elle reste toujours finie; car on a, en vertu des inéga-

lités démontrées au paragraphe 40 :

<
B^

Je dis, de plus, que cette fonction tend vers 1 uniformément

quand, ^ et r, restant finis, z tend vers zéro.

Considérons en effet le rapport ^—^, il a pour expression en

général
3

L(x'_x)^+(y'_y)^+ (z'-z)^J

Remplaçons, dans ce rapport, z' par son développement en

fonction de x', y'; ce développement est, d'après nos hypothèses,

une série entière procédant suivant les puissances croissantes

de x', y' et commençant par des ternies du second degré :

z'= ax'-+ bx'y'+ cy'"+
Le rapport ci-dessus peut donc s'écrire :

r (x^-x)^+(/— y;^+ z^
-1-^

L (x'- x)-^+ (y'- y)^+ (ax-+ bx'y'+ cy^+ - z)^ J '
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Exprimons-le ;i laiilc des nouvelles v;iri;tl)les ;,/, , z, il ilevini-

V^-hl
,'0

'^ " H- i«^'z+ Inr.z H- cr,-z +. T^]'

Quand z tend vers zéro, ; et t, restant finis, ce rapport tend

vers

r''

Ainsi —• .considéré comme fonction de c,r et z, tend vers 1
r'

quand. ; et t, restant finis, z tend vers zéro: on peut d(»ne écrire :

£j étant une fonction de ç, -/-..z qui s'annule pour z= o, si ; et y.

sont finis, quelles que soient d'ailleurs leurs valeurs.

Considéions maintenant l'expression :

'X 1

cos 'w 'X
1 1

l

cos;
- est 1Nous avons supposé que —^— est développable en série procé-

cos -s,

dant suivant les puissances croissantes de x' et y ; il en est donc

j > 1

i
:^- •

^

Tde même de . puisque 'x est une constante. Le terme tout
'JL cos -.i

^ '

connu dans ce développement est évidemment la valeur de l'ex-

pression considérée pour x' ^ v' = o. c'est-à-dire pour le

point My. Or, en ce point, on a :

|ji.'= 'X et cos '^ = 1 ;

on a donc :

cos 'i 'X

au point M,, et l'on peut poser, en général,

cos -i 'X̂
=1+3., (3)



io8 TIlEOniE DU POTENTIEL NEWTOMEN

t^ étant une fonction de x', y' qui s'annule en M„; si nous considé-

rons l'expression étudiée comme une fonction de ç, /,, z, on peut

encore écrire l'égalité (3), £, désignant une quantité qui s'an-

nule quand z s'annule et que ; et rj restent finis, étant d'ailleurs

quelconques.

I.a (onction A prend ainsi la lorme :

Dans cette formule, Sg est, comme z^ et s^, une fonction de

;,/•,, z qui tend uniformément vers zéro, quand z tend vers zéro.

11 est donc démontré que la fonction \ tend uniformément

vers i, quand z tend vers zéro, i et r, pouvant varier, mais restant

finis.

Dans cette démonstration, nous avons supposé que la densité yJ

est une fonction analytique de x',v', au voisinage de M^. Cette

hypothèse n'est pas nécessaire; il suffit de supposer C[ue la den-

sité ;ji.'est simplement continue par rapport aux variables x',y'; elle

est alors uniformément continue par rapport à z et l'on peut

écrire encore la relation (3).

Reprenons maintenant l'expression 2 de Z, :

Z, = / -j^
^ ^dçdri.

et considérons la fonction

1 -i-

>/=:— [(a— ç)^+ (;B— Y,)^+ l] S
!-«•

([ui entre en dénominateur sous le signe 1 .

Cette fonction a évidemment un signe constant; de plus, elle

est telle que l'intégrale J„,

dEdr

r\-i _, fo ., V-_i_ 1 1 *

étendue au cercle )ù^^ défini plus haut, Icncl vers une limite J,
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quand k' cercle ï,, s'étale iiidéfinimeiit et teiul ii embrasser tout

le plan.

Nous démontrerons cette propriété tout à l'heure ; admrttoiis-

la pour l'instant et tirons-en des conséquences.

L'intéffrale Z, a ainsi été mise sous la forme :

Z,= f ~d;d/..

Nous pouvons lui appliquer le lemnie démoiilrt' au [)aragraphe

précédent; /. possède les propriétés de la Ibnction f et A celles

de C5. Cette intégrale a donc une limite, quand z tend vers zéro

et que le cercle -^ s'étale indéfiniment, et cette limite est égale it

celle de l'intégrale J^, c'est-à-dire ii i^. On peut donc écrire :

lini,=„ / -^- d;dr. =^ J,

lim,=„Z,= J,.

Démontrons maintenant que la limite Jj existe et évaluons sa

valeur.

Considérons donc lintéorale :o

d£dr

étendue au cercle Z^

et calculons sa limite quand -„ s'étale indéfiniment, c"est-ii-dire,

en revenant aux anciennes variables, calculons la limite de l'inté-

grale :

r zdx'dv'

quand z tend vers zéro.
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Figurons (fig. 34) l'élément ab :^clx'cly' du domaine Se dans le

plan des xy et considérons le cône, ayant pour sommet le point

ï Si> Mo «^ X

Fig. 34.

M et pour base cet élément; appelons a Tangle de Ma avec l'axe

des z et dT l'angle solide d'ouverture de ce cône ; on a :

Ma^ r', cos a=—1-,

r

dx'dy' z dx'dy'
d?= ~—

, cos a
j'i

L'angle solide d'où l'aire Sq est vue du point M est donc :

et l'on voit que :

Quand z tend vers zéro, Q tend vers d= 27: et J„ vers ± ^ttij.;

Jy a donc une limite J, quand z tend vers zéro, et cette limite est

égale a -f- 2~'x, si z tend vers zéro par valeurs positives et ii—
2-|j., si z tend vers zéro par valeurs négatives. Il en est de même
de l'intégrale L^ puisque

lini.^o Z^ = Jj.

48. Résumons tout ceci :

Nous avons mis Z sous forme d'une diirérence de deux inté-

grales Z^ et Z^ :

Z = Z. — Z..
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La première Z, reste continue quand on iVanchit la surface.

Quant à la deuxième /,, elle tend vers -\-'l - 'x ou — 2 -
y., sui-

vant que M tend veis M,^ d'un côté ou de l'autre de la surface.

Considérons alors deux points M' et M ' situés de part et d'au-

.M'

Fiff.

tre de la surface et très voisins de M,, fig. 3."S^ . Soient / et Z",

Z', et Z(', Z'j et 74' les valeurs respectives de Z, Z,, Z^, en chacun

de ces points. On a :

au point M : Z= Zj — Z^,

au point M '

: Z '= Z"— ZI',

d'où

Z 7 7 7 7' /'M

Supposons le point .M situé du côté des z positifs et M du côté

des z négatifs, puis laisons tendre M' et M' vers M^, ; la fonction

Z, étant continue, la différence Z( — Zj' tendra vers zéro; Zj et Z,'

tendront respectivement vers -|- 2-ui. et — -~;J-, leur diflerence Z,

— Zy tendra donc vers 47:|ji. et par conséquent la différence Z'— Z'

tendra vers — 4-|jl.

La composa/Ile normale de Vattraction èproin'e donc un saut

hrus(jue de 4" a (juand on franchit la surface au point oii la

densité est 'x.

Les raisonnements qui précèdent n'ont été faits, il est vrai,

que pour la calotte de surface S^; mais, la partie restante S, de

la surface n'influant pas sur les discontinuités quand on tra-

verse Sy, la discontinuité de la composante normale est la même
pour la surface S entière que pour la calotte S,^ qui entoure le

point Mg où l'on franchit la surface.

49. — Continuité des composantes tangentielles. — Les compo-

santes tanoeiiticlles varient continûment quand on franchit la
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sui'lace. C'est ce que nous allons montrer en étudiant Tune d'elles,

X, par exemple. X a pour expression :

XH ,^/(x'_ x) dx'dy'

cette intégrale n'est étendue qu'à Sg, puisque, pour l'étude des

discontinuités, on peut substituer S^ ;i S.

Comparons-la h la suivante :

X'
y/(x'— x)dx'dy'

'tS'„)

X' est une des composantes de l'attraction d'une surface plane,

la portion S^'i du plan des xy, sur laquelle serait répandue de la

matière attirante avec une densité éarale à —^
.g?

COS'J

Etudions la différence X— X' :

./(s.__,^
^ cos cp \ r-^ r'-^ /

Nous allons faire voir que c'est une fonction continue de x,v,z.

On a :

_1 1_

7--?-) U+17+^,
r'— r M

r"rr

r' — r(,.
1

1
J_

rr'
^~7'

1

r' r

Cette relation permet de trouver une limite su])érieure de

On a en effet

r
I
<
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car r, r' , z sont li'ois côtrs (11111 triangle PP.M. Oc plus :

1 i i

r r r r

l 1 l

-r-7:r<-7T-H r,

l i 1

ir r
•

r

et par suite :

et, enfin,

1 i

r r r-r
-

rr

i i

:^ < /'

<— 4- —

.

r *
r*

.{ ;î

r
'

r^

Translornions encore cette inégalité, en nous servant des

remarques et des n(»tatioiis du paragraphe 41.

On a :

I'

d'où

et

Donc

-<c.

l ,. i—<c— »

!• r

r
^

r

r* r*

r* 1-* ^ / ,..

ou bien, en posant .'iC* + i = E :

\\ 3 p:

r r * r*

PoiNCARÉ. Potent. Newt.
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Posons

On a :

F ==(.._.)^ (4 __L).
' c'os cî \ r r /

F < Ez'

r'
<-ED

<D.

Enfin remarquons que < 1 ; nous pouvons écrire

V n<-^
Prenons alors l'intégrale X — X' ; nous avons appelé F la

fonction sous le signe I .

Pos.

rintégrale devient

F=—

:

r

X'-X=J^dx'dy';

or, en vertu de l'inégalité (1 ,on voit que la fonction <I> est limitée,

car :

I

<IJ
I

<yED.

Donc rintégrale X' — X est al:)solument convergente et repré-

sente une fonction continue 1^42.

50. C'ela établi, étudions X' et démontrons que X' est conti-

nue; nous aurons ainsi démontré que X l'est aussi. I/étude de X
est par lii ramenée ii celle de X'; nous avons ainsi substitué, à

l'étude de la composante pour une surlace quelconque, l'étude

de la composante iiour une surface ])lane ii densité variable —*

COS 'J

llamenons ce cas lui-même au cas où la densité est constante.
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L'intégrale X' peut s'écrire :

Appelons J, la prtMiiirre intégrale et J, la seconde :

L intégrale J^ est de la lonne /
—— dxdy, si l'on pose :

\' X / !J.' \ x' X 1

r \ cos z>

On voit, sans peine, cpie la fonction <I» est limitée, car

X—

X

1° <i.

2" On peut trouver un nombre K tel (]ue :

<K;

cela résulte de ce que le numérateur du premier membre a

pour partie principale, quand x' et y' sont infiniment petits, un

terme de la forme :

ax'+ by',

et cela même tient à la remarque déjîi faite (40
]
que le terme

r

tout connu du développement de — , suivant les puissances
cos ç

croissantes de x' et y', est le nombre 'J- lui-même.

La fonction <I> est donc finie et, par conséquent, l'intégrale J,

est une fonction continue.

Le problème est ainsi ramené à l'étude de J„ c'est-à-dire au

cas d'une surface plane de densité constante a.

Cette surface plane est ici S'^ ; nous savons qu'on peut s'arran-

ger de manière que S'^ soit un cercle, ayant pour centre M„.

L'énoncé de la proposition à démontrer est donc réduit au sui-

vant.
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Soit (fig. 3(3) une aire plane attirante, de densité constante a,

limitée par une circonlérence C, dont le centre est INI^j. Soit un

point M, voisin du plan du cercle et tendant vers le point M^ sur

la droite MM„; on considère l'attraction en M et la composante

de cette attraction parallèle à

une droite fixe x'x du plan du

cerc :1e lorsque le point INI tend

vers Mg et traverse le plan, cette

composante reste continue.

Pour démontrer cette propo-

sition, désignons par M' la pro-

jection de M sur le plan du

cercle et, du point M' comme

centre, décrivons une circon-

férence C tangente, intérieu-

rement à la précédente.

Désignons par S, S', S" les

aires comprises respectivement :

à l'intérieur de C, à l'intérieur de C, entre C et C ; appe-

lons A, A', A" les composantes correspondantes de l'attraction

en M, On a :

A= A'+A",

Fig. 36.

lais, par raison de symétrie

D(
A'= 0.

A= A".

Or, quand M tend vers M^, M' tend aussi vers M,, et l'aire S"

tend vers zéro; donc A'' tend vers zéro. Cette composante reste

donc continue quand M traverse le plan en INI^ ; il en est alors

de même de Jj. L'intégrale X', qui est la somme de deux (onc-

tions continues, reste aussi continue, et enfin X jouit de la même
propriété.

Il est donc établi en général que : Les composa nies tongen-

lielles de ralfrac/io/i reslenl cotitinues (jikukI on (rai'erse lu sur-

face.

Remauque. — Plaçons-nous dans le cas général.
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Qujuul M tend vers M,„ z tendant vers zéro, X a une limite

indépendante du côté de la surface où se trouve le point M.

Appelons i^ celte limite. D'autre part, prenons la valeur de

l'intégrale au point M,,, (-"est-ii-dire en v laisant brusque-

ment z = 0. On sait 28l (pie l'on obtient ainsi une intérçralc

convergente et qu'on la calcule, en entourant le point M„ d'une

courbe C que l'on fait ensuite évanouir. I.a limite ainsi obtenue

est-elle égale ii îy.* (]ette question n'a pas de sens précis, car

l'intégrale convergente qui fournit la valeur de X au point M„

est semi-convergente. Sa limite dépend donc de la succession

des formes que prend la courbe (] en venant s'évanouir au

point iNIg.

Cependant, purmi ces valeurs, on peut en distinguer une que

l'on appelle i'dleiir princijxilc et que l'on obtient en faisant éva-

nouir la courbe C, de manière qu'elle se projette toujours sur

le plan des xy, suivant une circonférence ayant M^ pour centre.

Désignons par X^ cette valeur principale, on peut démontrer que

l'on a :

Je me contente d'indi([uer le résultat sans le démontrer.

51. Prenons des axes rectangulaires quelconques et résumons

rapidement les résultats de toute cette étude. Supposons que le

point M vienne traverser la surface, au point M,j, où la densité

est jjL ; soient a, [îi, v les cosinus directeurs de la normale en ce

point My. Au lieu des composantes de l'attraction, considérons,

ce qui revient au même, les dérivées premières du potentiel.

La dérivée suivant la normale —;— , fait un saut brusquede ^-<j,.

dn

, ,. . . OV ÛV OY . ,
,Les dérivées -^j— ,

—— ,
—— lont des sauts brusques, etraux res-

Ox Oy Oz 10
pectivement à 4a-[jL, 4(3-[jl, 4v7ta et les valeurs principales sur

la surface, en M(,, des intégrales qui représentent ces dérivées

sont égales respectivement ii la moyenne arithmétique des valeurs

obtenues en faisant tendre M vers la surface au-dessus et au- des-

sous.
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52. Remarque sur les dérivées du potentiel d'un volume atti-

rant. — Soit T un volume attirant, S la suriace qui le limite
;

son potentiel est :

c'(T) I*

T , 1 , . . . i>V
, , ,

L une de ses dérivées, -^-— , par exemple, est donnée par :

(1)
iL=/^iïl±,,^+r^i^d.y.
Ox ,/t) Ox' r J,s; r

C'est la somme de deux potentiels, l'un de volume, l'autre de

surface (36). Les dérivées premières de V sont donc continues

quand on Iranchit la surface S.

Si, maintenant, on prend les dérivées de —— , on voit, en consi-
^ Ox

dérant le second membre, que les dérivées du potentiel de volume

(première intégrale) restent continues en vertu de la remarque

précédente; mais les dérivées du potentiel de surface (deuxième

intégrale) éprouvent des discontinuités. Les dérivées secondes

du potentiel V éprouvent des discontinuités. Elles se calculent

sans peine. Les sauts brusques sont :

pour ,^, : 4a--a,

OxOy
: 4a^i^;.,

(>vOz
: 4^yt:^,

OzOx
: 4 a--;^,

:^^^-r.^.

(VV
;

—

4 Y-TIUl.
Oz-

Le laplacien AV fait un saut ])rusque de 4-^, ce que nous

avait montré déjà l'équation de Poisson.
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53. Cas singuliers. — Dans létiule des surfaces altiiaiites,

nous avons lait deux hypothèses.

!*• Le point M„ est un point ordinaire de hi surface et elle v

possède un plan tangent bien déter-

miné.

2" z' est développable suivant les

puissances croissantes de x', y'.

Nous avons vu que, dans ces condi-

tions, les composantes éprouvent des

discontinuités, mais restent finies.

11 n'en est pas de même, si on sup-

prime ces hypothèses. En voici deux

exemples.

i° Surface coni(jiie. — Soit un

cône droit SA„B„ (fig. .57 , sur la sur-

lace duquel nous supposons répandue

une couche de matière attirante, de densité constante. Proposons-

nous d'évaluer l'attraction au sommet.

Sur l'une des génératrices SA,, prenons les longueurs :

1
SA.

SA.

SA.

SA„ =- SA„_, =-i-SA„, etc.

Parles points de division A,, A,,...., A„... menons des plans

parallèles à la hase A,, B,^. Nous partageons ainsi la surface du
cône en portions, dont le nombre est illimité; leurs attractions

newtoniennes. au sommet du cône, sont égales ; leur somme, qui

est l'attraction du cône entier, est donc infinie.

2" Bord d'une surface attirante. — Soit une surface attirante

ayant la forme d'un demi-cercle; supposons-y la densité cous-
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tante. Soit (fig. 38) \ B,, le diamètre et A^^NIB^, la demi-circon-

férence, qui limitent ce demi-cercle. Proposons-nous d'évaluer

l'attraction du demi-cercle au centre de la circonférence.

A,. Prenons sur 0A„ à partir de les lon-

gueurs

0A„
0\ =

OA. =
2

OA, OA.

UA„=

2

OA, OA,
2"

etc

Fig. 38.

et, par les points de division A^, iV^, . .
.

, A„, . .

.

traçons des demi-circonférences concen-

triques à la grande et limitées au même
diamètre. On partage ainsi le demi-cercle

en demi-couronnes, dont le nombre est illi-

mité et qui ont toutes même action au cen-

tre O. L'attraction totale est donc infinie.

54. Potentiel logarithmique d'une ligne attirante. — Tous les

résultats obtenus, dans l'étude des surfaces attirantes, s'étendent

au potentiel logarithmique d'une ligne attirante plane.

La composante taiigentielle reste continue, quand on traverse

la ligne ; la composante normale fait un saut brusque de 2-0.,

quand le point attiré traverse la ligne, en un point oii la densité

est ;j.. Quant au potentiel, il n'éprouve aucune discontinuité.

55. Remarque sur un lemme fondamental dans la théorie des
surfaces attirantes. — Un lenune a joué, dans toute cette théorie,

un rôle fondamental, (l'est le suivant :

L'intégrale

f(x',y':dx'dy'/
est une fonction continue de x, y, z, si la (onction f reste limitée

en ton! ])oinl du chanij) d'intégration (''«2).
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Nous avons fait usage aussi du leinmo suivant. I/inti'-nrali'

r'- f x,/. d.v

X '-i x

tend vers / , <juand z tend vers zéro et que /. auginent»-

« '"^^
'

indéfiniment, pourvu ([ue certaines conditions énunu'iées au para-

grapiie 43 soient remplies.

Clos deux lemmes sont des cas particuliers du théorème sui-

vant.

Théoiu:.me. — Soit l'inté^orale :

Jf x,v,z dxdv,
(S; ^ >^

'

étendue ii un certain domaine S.

Supposons :

1" Que le contour C qui limite S ne dépende pas de z.

2" Que l'on ait en tout point de S :

1' x,y,z < -i 'x,y),

'z> étant une fonction positive.

3° Que l'intégrale

f f ^l>^tly,

étendue au domaine S. ait un sens.

4° Enfin, que l'on ait

Lim, =.^ I X, y, z := l 'x, y, 0^

,

quels que soient x et v, pourvu qu'ils restent fixes.

Dans ces conditions, on a la relation :

Lim,_o I i X, V. z dxdv = | f ,x, v, dxdv.

LIGNES ATTIRANTES

56. Potentiel newtonien d'une ligne attirante.— Soit (fig. 39; L

une liane attirante, 'j.' la densité linéaire variable d'un point ii
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l'autre de cette ligne. Soit, en outre. M,, un point de L et M un

point extérieur à L, mais situé dans le plan normal à la courbe

mené par M„, Nous nous proposons de voir ce que devient le

potentiel newtonien, en

M, lorsque ce point tend

vers Mg en suivant la

normale !MM^.

Appelons ds' un élé-

ment de longueur de la

ligne L, P le centre de

gravité de cet élément,

r la distance MP ; le

potentiel, en ^I. a pour

expression l'intégrale

curviligne :

'j.'ds'

étendue à tous les élé-

ments ds' de L. Pour

l'étudier, prenons pour

origine des coordon-

nées M^, pour axe des X, la tangente en ^I^, et des axes rectangu-

laires. Appelons 0, y, z les coordonnées de M,x',y', z' celles de P
;

projetons P en P' sur Taxe x'x ; les coordonnées de P' sont : x' 0, 0.

Menons les droites M„P, INI^P', MP, MP' et posons :

H^-^f \lt= WS\
\ u

r = MP = v/x"^+ (y-y')^+(z-z7,

r'=MP' =V/x'^+y'^+z%

Z" car X 0,

r„= M„P=Vx'='+y'-'+ z'^

r',=^M„P'=x'.

Partageons la ligne L en deux tronçons, Lj et L^, le point Mq
se trouvant entre les deux extrémités de Lj. Le potentiel V est

la somme Vj + V^ des potentiels respectifs de L, et f.^ ; le poten-

tiel Vj de Lj reste continu quand on traverse la ligne en M^; il

nous suMit donc d'étudier V,.
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Appelons 'i l'anole de la tangente en tls' avec l'axe des x,

on a :

dx'
ds'.

On peut choisir le tronçon L, assez court pour que, en chacun

de ses points, on ait

I

<K,

K étant un nombre fixe ; cela est possible, puis<[u'au point ^F,,, on

a : cos'i= 1; si nous supposons, de plus, u fonction holoniorphc

de l'arc, on peut assigner sur L, une limite supérieure 7 à —'- et

écrire :

'j.'

cos cp '

'

Enfin on peut facilement montrer, comme nous l'avons but dans

, , r r' r z' Vv'--)-z'-
1 étude des surlaces, que les rapiiorts— ,

—

,-^-—— '

1 11
1- r r r„- y:>

restent finis ; appelons alors A,B,C,D des limites supérieures

de ces rapports, il vient :

-^<A; — <B; —r<C; -^— .<D.

dx'

r r

Abordons maintenant l'étude de V^.

57. Vj peut s'écrire :

J cos '^ 1

Cette intégrale est étendue à la portion A B' de l'axe des x,

laquelle est la projection, sur cet axe, du tronçon de courbe

L^=AB.
Comparons cette intégrale à la suivante :

v;^J-
^' -

et a l'intégrale :

cos 'i r
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Ces trois intégrales, étendues au même champ A'B', repré-

sentent, toutes trois, les potentiels en M de la même portion de

ligne droite A'B'. Mais, dans Vj, la densité est variable et d'une

expression assez compliquée :

cos CD r

dans Vj ', la densité est plus simple, mais variable encore :

cos 'J

enfin, dans V/', la densité est constante, elle a pour valeur celle

de la densité \j. qui existe, en M^, dans la distribution primitive.

Nous allons ramener Tétude de Vj à celle de Y/, puis à celle

de Y/'- A cet effet, écrivons Yj de la manière suivante :

Y. = /—^

r- Ulx + / -^
j^ _|-/;V

J cos CD \ r r / J \ cos'j ' / r J ' r

ou, en appelant Jj la première intégrale, J., la seconde, J^ la troi-

sième :

Ktudions successivement ces trois intégrales. Commençons

par Jj. Montrons que la quantité sous le signe j reste finie :

••' ... . > l
"

1
reste inlérieur en module a y; quanta ^, on peut

cos

l'écrire :

Or

et

don(

r r

i 1^

r r'

\v' — v\<^f'^y:\

1 1 1—r<-—+ -7r
rr r- r

r r
<

v/y'-+ z'- , vV'+ z
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Reportons-nous maintenant aux limites supérieures imliquécs

au paragraphe 56 ; on volt que

< DA-,
V y ^ -(- /.

-

r^

v'v--4-z'-
<DA-C-.

Bref
1 1

est fini; la fonction, qui est sous le sifrne
( ,

r r -^

clans Jj, est donc limitée.

Occupons-nous de J^. La fonction sous le signe I est

cos 'i

•j.' étant une fonction iiolomorphe 56 de x', —^ -j. est dé-

veloppable, suivant les puissances croissantes de x ; il n'y a pas

de terme tout connu, le développement commence par un terme

du premier degré et le rapport suivant :

'0.

i^

cos

reste fini ; soit a une limite supérieure de ce rapport, on peut

écrire :

•x'
1

'J.

cos 'i

X
<y;

et, par suite.

Or

< y.

< a ^— C <aC
r

A < aAC

La fonction sous le signe
| , dans J^, reste donc limitée.
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. Nous venons de démontrer que, dans J^ et J^, les fonctions sous

le signe 1 sont limitées; montrons qu'on peut en conclure la con-

tinuité de ces deux intégrales, considérées comme fonctions de p.

Faisons la démonstration pour .1^. Appelons i^ la valeur de l'in-

tégrale Jj au point Mq :

j;=f_^{J___L\dx'.
J cos 'i \ r„ r

g /

Je dis que :

(1) Lim J, = .)?.

ç = o

Posons^ en effet,

M„A' = a,M„B' = b;

les limites des intégrales Jj et ]\ sont — a et b :

..'- a COS -^ \ r r / J_ „ cos s \ r„ r'^ /

Il nous sudlt évidemment de démontrer la relation (1) pour les

limites o et b, la même démonstration s'appliquant aux limites

— a et b.

Démontrons donc que :

^ J^ cos '^ \ r r / Jo cos cp \ i'^ r ^ /

Soit y,, un nombre compris entre et b; on a évidemment :

Posons :

V
Jo cos cp r Jq cos a

f"^ u' dx'
, f" 'JJ

u = /
—'-

, u'= / —
J-, cos 'i r .K cos 'j

dx'

r'

dx'

Enfin, appelons v^, v/, Uy, u/ les mêmes intégrales où l'on rem-

place r et r' par ro et \\i . Alors, M désiguant une limite supérieure

de
\x' f \ 1

cos cp \ r 1

on a :

lv-v'I<Mri,

Iv, — v',l<Mr.
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D'îilllours, dans les potentiels 11, u', u^, u^', le point M„ n"esl pas

un des points attirants, puisque ces intégrales ont pour limites

T, et b.

Ces potentiels sont donc continus, au voisinage de M,^. l'icri-

vons alors :

(2) r^(-L_J-).,._f^(^—L)a.'
^ ^ X ces

'f
\ r V J J,, cos

-f \ r„ l'o /

= (v — v')— (v„ — V i.i -h (u — u„) — (u' — u'„),

et soit î un nombre positif donné aussi petit cju'on le voudra
;

nous pouvons choisir r, dételle manière que :

alors on aura :

h" — ^' — (s — \) I
<-^;

rj étant ainsi fixé, prenons assez petit pour ([ue :

I
u — uJ < -^,

1 u'— u;,
I

< -J-;

le premier membre de l'égalité (2) est ainsi rendu plus petit

que 4. Il tend donc vers zéro, quand p tend vers zéro, et la pro-

position annoncée :

Lim J, = J,^,

=
est démontrée.

Jj est donc une fonction continue ; la même remarque s'ap-

plique à .).,.

Avant d'étudier J^, faisons une autre remarque : J, n'est autre

que V.— Vî; démontrer que J,, c'est-à-dire V, — \[, est continu,

c'est ramener l'étude de la continuité de \\ h celle de V,'
;

de même, J^ est égal à \[ — Yj'; le problème est ainsi ramené à

l'étude de Y(', qui n'est autre que l'intégrale J3.
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58. Etudions donc l'intégrale

J3 = \7= r"-^dx';

X étant constant, elle s'écrit :

r" dx'

ît a pour valeur :

2 a 1.,., A^.

On a donc, pour \[' , l'expression suivante obtenue en dévelop-

pant le logarithme :

\7=— 2alogp+ 2;j.log2V''id^

et, pour V,,

V, = - 2 i^log p + 2 [j. log 2 V/^ + (Vî — V;")

+ (Vi»-V-)+H^(?),

VJ, Vj" etc., étant les valeurs des intégrales au point M^

et W(p), une quantité qui s'annule avec p.

Posons :

X =_ 2 [^log 2 v/iTb + (Yï - y;") + (Vi« - v;'"),

on aura :

V,=-2;..logp + N+T(p).

On voit que le potentiel V, et, par suite, le potentiel V de la

Fig. 40.

ligne entière augmentent indétiniment, <juand le point M s'ap-

proche indéfiniment d'un point ^NI^ de la ligne.

La ([uantité N, qui entre dans son expression, ne dépend pas

de ni, par suite, du point M, mais seulement des coordonnées

du point Mo.

Calculons cette quantité dans deux cas particuliers : celui

d'une dioite homogène et celui d'une circonférence homo-
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Soit AB (fig. 40',, un segment de dr()ile attirante honiooène de

densité a, les autres notations étant les mêmes que précédem-
ment. On voit sans peine <[ue Texpression

v? - \'" + 1
v;" - VD,

est égale ii zéro ; la quantilé X se réduit donc à

N = 2y. loo-2v'id^,

a et b étant les longueurs M^A et M^B. Le potentiel prend alors

la forme :

^1 = + 2 ;-^ log— ;

c'est l'expression que nous avions trouvée au paragraphe 14.

Passons au cas plus important d'une circonférence homogène.

59. Cas d'une circonférence homogène. — Nous avons déjii (ITi

calculé le potentiel d une cuconléience homogène, en un point

intérieur ou extérieur, à l'aide de la niotjenne arit]imético-iièo-

mètrique de Gauss.

Voyons ce qui se passe, quand le point attiré M est très voisin

de la circonférence.

Menons toujours (fig. 41j la normale ^IM^ et appelons la

longueur MM^; soit, en outre, \x

la densité de la matière atti-

rante. Le potentiel, en M, est

donné par l'expression :

(1) Y=_2alogp+ N;

nous négligeons ^*(p) qui s'an-

nule avec •:.

Nous avons dit que la quan-

tité N ne dépend pas des coor- Fi^ 4,.

données du point M, mais peut

seulement dépendre de celles du point M^ : ici, en vertu de la

symétrie, N ne dépend même pas de la position de M^ et, par
suite, son expression ne doit contenir que la densité ;jl et le ravon a

du cercle; voyons de quelle manière (j. et a entrent dans N.

Poi.NCARÉ. Potent. Newt. 9
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Le potentiel Y envisagé sous sa ("orme ordinaire

•st manilestement proportionnel à [ji, ; mais, envisagé sous lu

l'orme (1), il se compose de deux termes, dont le premier est

proportionnel h ;j.; le second, N, doit donc l'être aussi.

Cela posé, considérons encore Y sous la forme (2) ; dans l'in-

tégrale du second membre, |jl est un nombre, ds' et r sont des

longueurs; si l'on niultiplie toutes les longueurs par un même

nombre, le rapport ne change pas, Y ne change donc pas non

plus. Par conséquent, quelle que soit la forme de son expression,

le potentiel Y doit être homogène et de degré zéro par rapport

aux longueurs qu'il contient
;
par exemple, si on l'exprime,

comme dans la formule (ij, en fonction de p et a, il ne doit con-

tenir que le rapport de ces deux longueurs.

D'après tout cela, Y doit être nécessairement de la forme sui-

vante :

(3) y=_2...1og-^+ K.^,

K étant un nombre, indépendant par conséquent des ([nantîtes p,

a et [A.

Pour achever le calcul de Y, il nous reste à calculer K.

Nous nous servirons pour cela des résultats établis antérieure-

ment (17 et 18). Soit Mj le point où MÎM^ perce de nouveau la

4'irconférence
;
posons :

= MM,,

et appelons o (p,o) l'inverse de la moyenne arithmético-géomé-

Ij'ique de p et o ; on a (18) :

V = 2 7:[ji.a'-a(p, o).

Considérons le plan P, perpendiculaire au plan de la circonfé-

rence et passant par MjMq
;
prenons ce plan P comme plan du

lablcau (fig. 42). Si le point M sort du plan primitif et se déplace

dans P sur une deuxième circonférence, tracée dans ce plan du
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point Mo comme centre, avec p
pour rayon, la iornuile '^ montre

que V ne change pas ; dans ce mouvement, o varie depuis 2a+ z

jusqu'à 2a — p. Donnons alors à M une position telle que o

Fig. 4'2.

prenne la valeur 2a et calculons le potentiel, en M. dans ces con-

ditions. On a :

Rapprochons cette formule de la lonnulc (iV et égalons les

deux expressions de ^ , il vient :

d'où :

2T:'j:a'i (p, 2a . ^— 2 |j. log -^—

1 a— loii: — •)-.

Donnons maintenant à a un accroissement Hz dépenilant de

p et s'annulant avec lui ; on vérifie, sans peine, que 'i(s, a' prend

un accroissement qui s'annule aussi avec z ; comme nous négli-

geons les termes qui s'annulent avec z, nous pourrons négliger

cet accroissement et considérer comme égales les deux expres-

sions '.p(p, a' et 'j(p, a H- Hf.

Cela posé, observons que, '-^ p, -a étant llnverse tle la

moyenne arithmético-géométriquede Gauss, on ne change pas sa

valeur en remplaçant z et 2a respectivement par leurs moyennes

arithmétique et géométrique ; on a donc

^(.,2a^=:p a+-^.V2a.

Or. en vertu de la remarque précédente, on a

r(a+ ^, V2as l=-J^a,V2ap),
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et, comme, dans l'expression de », on peut intervertii rordie des

variables sans changer '^, on a aussi :

on peut donc écrire :

(•^) ?(?, 2a) = cp(v/ra;, a).

Reportons-nous à l'égalité (i) et changeons-y p en V'iuz et 2a

en a, cette égalité deviendra :

(6) ^ (\/T^ a) =— log

—

;l=4- JL.
- a '^ 2 V2ao ~a

Comparons maintenant les égalités (4) et (6) ; les seconds mem-
bres de ces égalités doivent être égaux, puisque les deux pre-

miers le sont, en vertu de l'égalité (5); on a donc :

1 , a K 2 , a K
r.a ^ p 2 -a Tia '^ 9\/2ac "^ ^^

ce qui peut s'écrire, en transformant le second membre de cette

nouvelle lelation :

i - a K 1 - a K
• looj -f- = loo- —

1

7:a "^ p 2 7:a ti a '^ 8p 7:a

ou encore :

i - a K 1 , a 1 , ., K
-a '^ p 2-a -a ^

p
7:a » Ta

loff — disparaît et l'on tire finalement :

Ta ^ p 1

K = 2 log8.

Le calcul de V s'achève, en portant cette valeur de K dans l'ex-

pression de V :

Y_2..1og-5il-.

Telle est la valeur approchée du potentiel, quandp est 1res petit.
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60- Théorème de la moyenne de Gauss. — Soit \ une loiu--

tion des trois vuriables x, y, z, continue ainsi que ses dériv<*es

premières dans un certain domaine; supposons que ses dérivées

secondes existent et soient généralement continues, les disconti-

nuités, s'il V en a, se trouvant sur des suilaces algébriques

d'ailleurs ([uelco indues.

Soit, en outre, M^ un [)oint de ce domaine et i! une sphère,

avant pour centre M^ et située dans le domaine considéré ; on

appelle ntoi/c/i/w de la fonction V sur cette sphère l'expression :

(\d(

l'intégrale étant étendue à tous les éléments dw de lu surface de

la sphère et r étant le rayon de cette sphère. Soit enfin V„ la

la valeur de V au point M^.

Le théorème de la moyenne de Gauss est le suivant : Si la fonc-

tion V satisfait à l'équation de Laplace

AV =0,

en tout point du domaine, on a la relation :

([uel que soit r.

Pour démontrer ce théorème, changeons de variables et pas-

sons en coordonnées polaires; les formules de transformation

sont :

X :^ r sin H cos ^,

y := r sinO sin 'J,

z :=r r cos H,
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rorigiiic primitive et la nouvelle étant toutes deux au centre M.

de S et les courbes

c5 == const, h = const,

désignant les méridiens et les parallèles de la sphère.

Partageons la sphère en éléments de surface très petits, dco, à

laide de ces deux systèmes de courbes; on a :

doj = r* sin OdO des,

et l'expression de M devient :

/' ^' r-sin dB d'j 1 /*,, .
r, ,,, ,

INI = /
;

'- = —— / \ sin 9 d8 d'i,

J 4-r- 4- J

les limites de cette dernière intégrale étant :

pour cp : et 2-,

pour : et 7:.

Les limites étant constantes, on peut difFérentier sous le signe
| ,

et écrire :

dM r sine dV „ ,

ur J 47: (Ir

ou, en revenant aux anciennes variables,

dM _ r dV dco

4-1

ce qui peut s'écrire

dM /' dV/' d\ d(o 1 /' dV
/ dn 47îr- 47tr- J du

Mais on a vu (20) que l'on a, en désignant par T un volume et

par S la surface qui le limite.

rd\ ,

—T— àoi
' dn

=/A^•ch,

la seconde intégrale étant étendue au volume T et la première à

la surface S; cela a lieu sous certaines conditions de continuité,

qui seront ici remplies, si nous ])renons j)our surface S la sphère
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i; l't, pour voluint' T, rintôrirur de ct-lto sphrrr. Miiis, en th;i([Uf

])<»lnt de rint«''rM'iir dr la sphi'if. on a

AV = 0,

donc

j)ai' suit»'.

j
t't eiilin

dn

dM
dr

M est donc indépendant de r. Or. quand r tend vers zéro, les

valeurs de V sur la sphère tendent vers V^, l'intégrale /Vdc^ tend

vers 4T:r-VQ et enfin M tend vers V^; comme M est fixe, on doit

constamment avoir M = \^.

Le théorème de (lauss est donc démontré.

61. Fonctions harmoniques. — On appelle fonction haimo-

nif/iu\ dans un domaine donné T, une fonction qui. dans ce

domaine. p<tssède les propriétés suivantes :

1'^ Elle est contiiuit' ;

2" Ses dérivées premières existent et sont continues:

3" Ses dérivées secondes existent et sont généralement conti-

nues, les discontinuités, s'il y en a. se trouvant sur des surlaces

algébriques quelconques;

4" Elle satisfait ii l'équation de Laplace :

AV = 0.

La fonction V considérée au paragraphe précédent est une

fonction harmonique.

Voici une propriété importante de ces fonctions. Soient T uii

volume, S la surAice qui le limite et V une fonction harmonique

dans T. Puisqu'elle est continue, elle a un maximum qu'elle

atteint pour un point du domaine. Je dis que ce point n'est pas ii

l'intérieur de T. mais sur S. Supposons, en effet, qu'il soit inté-

rieur à T; on peut l'entourer d'une sphère, ayant ce point pour

centre et tout entière intérieure ii T. En tout point de la sphère,
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la valeur de V est inférieure au maximum V^ ; l'intégrale /Ycko est

clone inférieure à 47:r'-V|, et enfin la moyenne M est inférieure à V„;

mais, d'après le théorème précédent, on doit avoir ]M ^ V^; il

est donc impossible que V atteigne son maximum dans l'intérieur

de T; elle l'atteint sur la surface S. Pour les mêmes raisons, V
a un minimum et elle l'atteint sur S.

On peut donc énoncer, en général, le théorème suivant :

Une fonction Jiarnionique dans un domaine n'atteint son maxi-

miun et son niininiuni que sur la sur-face qui limite ce domaine.

On en conclut sans peine le corollaire suivant : Si une fonction

harmonique est positive sur la surface, elle l'est dans le volume

limité par cette surface.

Toutes ces propriétés sont vraies, que le domaine soit simple-

ment ou multiplement connexe.

62. Le théorème qui précède nous permet de faire les remar-

ques suivantes :

I. — Supposons le domaine T limité; soient g le maximum
d'une fonction V harmonique dans ce domaine et h son mini-

mum, on a :

sur la surface : h f^ V ^ g,

dans l'intérieur de T : h < V < g.

II. — Supposons le domaine T constitué par toute la portion

de l'espace extérieure à une surface S ; ce domaine s'étend depuis

la surface jusqu'à l'infini. Décrivons une très grande sphère S'

entourant S. Soient g et h le maximum et le minimum sur S, J
g' et h' le maximum et le minimum sur S'; on a :

sur S : h < V < g,

sur S' : h' < V < g'.

Le maximum de V sera la plus grande des deux quantités g et g',

pour le volume compris entre ces deux surfaces ; le minimum,

pour ce même volume, sera la plus petite des ([nantîtes h et h'.

Supposons maintenant ([ue, S leslant fixe, le rayon de S' gran-

disse indéfiniment et (pie V s'annule à l'Infini
;

g' et h' tendent

vers zéro. Plusieurs cas peuvent alors se présenter :



roycTio.y di: (sHi:i:.\ i: r ru on/./: m/: dj: dii{/( /i/.i:t ri;

1" Supposons h positif; g Test aussi et, si S' t'st assez irrand,

on a :

h' < h et g' < g,

«.'t. par suite,

g > V > h',

ou

g > V > 0,

(.laus tout l'espace extérieur ii S.

2" Supposons

g> 0>h,
on a :

h < h',

et, clans tout Tespace extérieur à S :

g>V>li.
.'V* Supposons

> V > 11,

on voit lie la même façon ([ue, dans tout l'espace extérieur a S,

V est constamment négatif.

C'est un de ces trois cas qui se présente, pour le potentiel dû a

des niasses situées ii distance finie.

III. Reprenons le cas d'un domaine limité compris ii l'intérieui-

d'une surface S; on a les inégalités

cp > V >h : dans T,
o
çf ^ y ^ h : sur S.o

Si donc, en t(tut point de S, la fonction est nulle, elle est nulle

aussi, en tout point de T.

IV. — Soit une fonction V, harmonique dans tout l'espace et

s'annulant à l'infini. Je dis que Ton a V^^O dans tout l'espace.

Traçons, en efl'et, une sphère de très grand rayon; les valeurs

de V, à l'intérieur de la sphère, sont comprises entre le maximum g

et le minimum h. lesquels sont atteints parla fonction sur la sur-

face et tendent par suite vers zéro, quand le rayon de la sphère

croît indéfiniment; V tend donc vers zéro, à l'intérieur de la
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sphère et, comme sa valeur en chaque point est bien déterminée,

on a nécessairement ^ = dans tout Tespace.

63. Ce qui précède nous permet de trouver les propriétés carac-

téristiques de la fonction potentielle (cas de l'attraction newto-

nienne), c'est-à-dire les conditions nécessaires et suffisantes pour

qu'une fonction représente un potentiel newtonien.

Soit une fonction Y satisfaisant aux conditions suivantes :

1" V est continue dans tout l'espace.

2" Ses dérivées premières existent et sont continues, à l'inté-

rieur et à l'extérieur d'une surface S donnée ; mais, quand on

Iranchit la surface, elles éprouvent des discontinuités ; elles ten-

dent vers des limites différentes, mais l)ien déterminées, quand

on tend vers la surface soit par Tintérieur, soit par l'extérieur,

et ces limites sont telles c[ue, seule, la dérivée prise suivant la

normale éprouve une discontinuité à la traversée, les dérivées

tangentielles de S restant continues.

3° A l'extérieur de S, on a

AV = 0.

4° A l'intérieur, AY est quelconque.

5° Y s'annule à l'infini.

Ces conditions sont évidemment nécessaires pour définir un

potentiel newtonien, puisque tout potentiel newtonien les possède.

Nous allons montrer qu'elles sont suffisantes, c'est-à-dire cju'elle.'i

définissent une fonction et que cette fonction est un potentiel.

Appelons T le volume enfermé dans S. En tout point de

T, AY est quelconque, mais donné
;
posons :

AY='f(x,y,z),

'i étant une fonction donnée.

Considérons alors la fonction A , :

1 /''i(v' v' yl\
Y = — /

"^ '•- ' I
d-' •

4- J V

c'est un potentiel de volume, où cp désigne la densité. On a évi-

demment, en tout point x. y. z du volume T,

AV, = '^ (x, y, z).
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Soit maintenant !/(.\, y. z^ une lunction déflnii- sur la sui-

facf Sot oxprlmant, OMchaqiio point. It* saut hrustpic dr la dérivée

(le \ suivant la normale ; puis posons :

cotte intéîxrale double étant étendue à tous les éléments do/ de S.

l.a lonetion V, satisfait ii la douxii-me condition imposée à la

l'onction V, car c'est un potentiel de surface où la densité est

représentée par la fonction •!/.

La soninxe des deux potentiels : V, + V,, remplit toutes les

conditions imposées ii lu fonction ^ ; on peut donc la prendre

pour fonction ^ .

Montrons que cette ft>nction est uni(jue.

Supposons, pour un instant, ([u'il venait une seconde \ ;
con-

sidérons la difTérence

Elle remplit les conditions suivantes :

1° Elle est continue, dans tout l'espace, ainsi que ses dér-ivéos

partielles du premier ordre ;

2" Elle satisfait, dans tout resp^'oe. ii l'c-quation de Laplace.

Cette difï'érence est donc une fonction harmoni([ue dans tout

l'espace
;

'•\' Elle s'annule ii l'infini.

Va\ vertu de la Remarque IV du paragraphe précédent, elle

est identiquement nulle; donc la fonction V, -f-Y^ ost unique.

Bref les cinq conditions énumérées plus haut sont sulfisantes

pour définir un potentiel et ne définissent pas d'autre (onction.

Ce sont bien les propriétés caractéristiques cherchées.

Remarque. — Comme on le voit d'après les énoncés moines,

il ne s'agit, dans tout ceci, que des potentiels de surface et de

volume. Ceux de ligne, par exemple, sont exclus.

Les propriétés que nous venons d'établir ont une grande

importance pour tout ce qui va suivre.

64. Problème de Dirichlet. — Problème intérieur. — Problème
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extérieur. — Le problème in/crienr de Dirichlet s'énonce ainsi :

Soit un volume T limité par une surface S. Trouver une

fonction V des trois variables x, y, z satisfaisant aux conditions

suivantes :

i** En tout point de T, elle est continue, ainsi que ses dérivées

partielles des deux premiers ordres
;

2" En tout point de T, elle satisfait à l'équation de Laplace :

AV = 0;

3" Sur la surface S, elle se réduit à une fonction donnée U de:^

coordonnées.

On peut démontrer les deux théorèmes suivants :

I. — Si le problème intérieur de Dirichlet comporte une

solution, il n'en comporte qu'une.

Supposons, en effet, pour un instant, qu'il en comporte deux
;

soient V et V les deux fonctions ainsi obtenues. On a :

AV = dans T, AV = dans T,

V= U sur S, V =U sur S.

Posons :

V — V = F.

La fonction F satisfait aux conditions suivantes :

AF = 0, dans T,

F =0, sur S.

Par conséquent, en vertu d'un théorème démontré au paragraphe

précédent, on a partout, dans T, F e^ et, par suite, Veee;V';

il ne peut donc pas exister deux solutions distinctes du problème

énoncé.

IL — Le problème comporte toujcuirs une solution. (1( t

énoncé est connu sous le nom de pri/ici/je de Di/'ir/t/ef.

Nous nous en occuperons dans un autre chapitre.

Voici maintenant l'énoncé du prohlènie e.viérieur de Diriviilel.

On donne une surface fermée S et l'on considl-re l'espace

extérieur à S, c'est-à-dire l'espace qui s'étend depuis cette sur-
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face jusqu'à rinfîui. On domaiulr île trouver une iDnetion \ satis-

laisant aux conditions suivantes :

1° En tout jxtint de l'espace considéré, la fonction V est

continue, ainsi (jue ses déiivées des deux premiers ordres
;

2"' Vax tout point du même espace, elle satislait i» réquati«»n de

I.aplaee :

AA' = :

'?>" Sur la surface S, elle se réduit ii une (onction donnée U des

coordonnées
;

4" Elle s'annule ;i rinfini.

On démontre, comme dans le cas du pi'obli'me intérieur :

I. Que, s il V a uuf solution, il n'y en a qu'une;

II. Qu'il y en a toujours une.

65. Extension au cas de deux variables. — Les définitions et

théorèmes qui précinlent s étendent au cas de deux variables

sans difficultt'.

La définition des lojictions liarmouiipies est la niénic ; il suffit

de remplacer les mots volume et surface par aire plane et

contour.

Le théorème de Gauss pour une fonction harmonique devient :

'» =^j''"''^
'

la sphère a été remplacée par un cercle, sa surface ])ar une

circonférence, son aire 4 - r- par la longueur 2 t: r de la ciiconfé-

rence, l'intégrale double I A dw par l'intégrale curviligne I \ ds.

Les remarques sur les limites supérieure et inférieure des fonc-

tions harmoniques se généralisent immédiatement et la modifica-

tion, dans chaque cas, pour transposer les énoncés, est évidente.

Cependant les considérations faites dans le paragraphe 62 11 ,

il propos des fonctions harmoniques ;\ l'extérieur d'un domaine

donné et ;i propos du potentiel newtonien, ne se généialisent pas.

Cela tient à ce que le potentiel logarithmique ne s'annule pas

il l'infini comme le potentiel newtonien.

Vovons ce qui se passe, dans ce cas.
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Soit un contour plan C, entouré iFun cercle de très grand

rayon C ; considérons le potentiel logarithmique d'une certaine

distribution linéaire de matière attirante sur le contour C et

d'une certaine distribution superficielle de matière dans l'aire

plane qu'enlerme le contour G ; donnons à g, h, g', h' des signi-

fications analogues à celles qu'elles ont au paragraphe 62. Enfin

reprenons pour le potentiel logarithmique les notations données

au début de ce cours. On sait que l'expression :

V_Mlog-^,

tend vers zéro, (pnmd p croit indéfiniment ; si donc ]M est difle-

rent de zéro, \ augmente indéfiniment et, sur le cercle C,
|
Vj

est très grand quand le rayon de C est très grand ; faisons grandir

ce rayon indéfiniment, nous devons distinguer plusieurs cas :

l''M>0;
alors g' et h' tendent vers — x et l'on a, dans tout le domaine,

V<g.
2" M < U

;

alors g' et h' tendent vers -f- oo et l'on a, dans tout le domaine,

V >h.
3« M = 0.

Alors Y s'annule à l'infini, on retombe dans le cas du potentiel

newtonien et l'on a à distinouer les trois inégalités vues dans ce

66. Remarque sur le potentiel newtonien. — Supposons que Y
désigne, non pas une fonction harmonique, mais un potentiel

newtonien de volume, et essayons de reprendre les raisonne-

ments faits pour établir le théorème de la movenne.

Nous aurons :

dM _]Vch
dr

"

4 7:r-

Supposons que le point soit intérieur aux mass(>s agissantes

cl que la densité soit positive, alors on a :

AV < 0,
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«'t, par suite,

<0,
ch-

ou enfin :

M < V,.

On en eoiu'lut (juiiu voisinage de (), \ peut rlic inlêiicur

;i V^; en tout eas, il ne se peut pas (ju'il lui soit partout supe'iieur.

Bref, V peut avoir un niaxinuini au sein des niasses agissantes,

mais il ne peut pas avoir de minimum.

Soient T le vidume. S la surl'ace limite, g t>t h le maximum et

le minimum de ^ sur elle ; on a :

g > Y > h sur S.

On est sur que l'on a, dans T :

V> h

anais on ne sait pas si l'on a :

g > V.

67. Conséquences de la formvde de Green. — Kcpoitons-nous au

paragraphe 19 et reprenons les notations de ee paragraphe. Nous

iivons démontré en général la formule

(1)... ^/;(VAV - VAU) d.=_ /•
(u4L_ V iL ).u„

;

les fonctions U et V et leurs dérivées doivent satisUiire, dans le

volume T et sur la surface S, à certaines conditions de continuité

que nous avons indiquées en étahlissant cette lormule. Les

_,. . .
dV dU . V . .

1 , r cdérivées ~.— , —r— sont prises vers 1 intérieur tic la surlace h.
du du

Faisons quelques applications de cette lormule.

i° Supposons que U soit une fonction harmonique et A le

potentiel d'un volume attirant T' ; on a alors les relations sui-

vantes :

AU ^ 0, il lintérieur de ï,

AV = 0, il l'extérieur de ï
,

AV=— ^~;^j î^ l'intérieur de T',
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tj. désignant la densité de la matière attirante dans le volume T';

rintégrale / (UAV—YAU)dT devient alors :

—
47:J

U|^d7,

ce qui peut se mettre sous la forme

— 4-I^Udm,

en appelant dm= i/dt la quantité de matière contenue dans Félé-

ment dT. J.a formule (1) devient ainsi:

./(S)\ dn dn / J

ce que l'on peut écrire, en donnant une autre forme au second

membre,
r ( dV dU \

, ^

J(S) \ dn dn /

la somme S portant sur toute la partie du volume T' comprise

dans le volume T.

2° Supposons maintenant que, U désignant toujours une ionc-

tiou liarm<»ni([ue, Y désigne un potentiel de suiface. Représentons

le volume T d'intégration, la surface S qui le limite (fig. 43) et la

surface attirante S', dont Y est le potentiel. Yoyons ce que devient
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alors la loi'imilc (1). Ses deux inciuhrcs sont nuls si S' est tout

(Mitif'i'c ('Xt(''i'ieiirc à S. Mais supposons quo S' coupe S; oljc

paitago ainsi le volume ï en deux autres T, et T., et la surlaee S

en deux paities Sj et S,. Traeiuis deux surlaces S'^ et S'., clc part

et d'auti-e de S', paiallèles il S' et très voisines d «'lie. I.e volume 1

est alors partag'e eu tiois jtarties :

1, com[)rise enti-e S et S^

T', compiise entre S et S',

T" comprise entre les deux surlaces auxiliaires S
,
et S',.

T' est une étroite bande dont le volume tend v(M's z<''ro ([iiaiid

les deux surfaces S'^ et S',, tendent vers S'.

.\ppli([U(Uis la loi'imilc I ;i (duicuii des frcuieoiis Aw voliimt' 1

et aux portions ([<> surfaces (pii limitent chacun dCux. Pour 1rs

deux premiers. 1 intégrale triple m\ Al'— UAV) dT est nulle; les

intégrales doubles correspondantes sont donc nulles et Idn a

c f ,. dv ,. (ir \
, /' /,. d\ ,. dr \

,

c'(A|SiB,) \ ^^^^ du / c AiS'jB.) \ du du J

et

/
l -^ \-p-d(.:) +

/
iL-^ \ dio:^0.

^'(A.S2B2) \ ''" tl» / «(AoSSB.) V d'I (hl /

Aj(uitons rt laisons passer dans le second membre les inté-

grales étendues i» S', et S'., ; il vient :

/ +/ =-r -/
t AiSiB, <-'A2?iB., t A S'iBi «^'A2S'2B2

Si S'j et S'^ tendent veis S', le premier membre tend vers

/ ; on a donc :

^ J \ an du J L.\,s,i!, V an du /

+ f (u.iI-viL),J.
c'a^s-.BjV à^^ du / J

T ,. . . dV du .

Les dérivées —j— et —,— suivant la normale sont |)rises inté-
dn du ^

PoJNCARÉ. Potent. Xewt. lo
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rieuiement aux volumes 1\ et T'^
;
par conséquent, dans le pre-

mier membre de cette relation, elles sont prises intérieurement

au volume T et dans le second extérieurement au volume T".

(!ialculons maintenant la limite de la somme des intégrales de

ce second memjjre.

\/,\ surface S' est la surface attirante ; la dérivée —j— éprouve
du ^

donc un saut brusque quand on francliit cette surface
;
quant aux

autres fonctions U, V, —;— , elles restent toutes continues. Appe-
dn ^ ^

Ions a la limite de —j— sur S', quand S', tend vers S' ; et S la

. . dV /^"
limite de —j— sur S', quand S' tend vers S'. Enfin désignons les

dn HT- ^ ^
,TT

^

limites de L, V, —j—
^ par les mêmes lettres L. \ , —;— ; on a:

dn ^ dn

3^ lim f IV-^_ Y ^\ dco = TUado, _ N ^.U,
'

'

-AiS,Bi\ du dn / J J dn

ces deux nouvelles intégrales sont étendues à la portion de S'

comprise dans T. Le sens de la normale dans —;— est celui qui va
du

vers Sj. On a encore :

(4) lim/' (V ^^\^)cho = l\pd.> - f\ ^ d.>.
c'a^s.b.V dn dn / J ' J du

Le champ d'intégration pour ces deux dernières intégrales est

encore la portion de S' compris dans T. Le sens de la normale

dans —;— est celui qui va vers S,. Additionnons les deux égali-

tés (3) et 4) membre ii membre: les deux intéorales / \ —,— do)
^ ' J dn

se détruisent parce cjue les sens de la normale dans ces deux

intégrales sont inverses l'un de l'autre. Il reste :

,i„J/- (V-iI_viL)a.„ + /- (riL_v4L),i,„-|

= rLI(a+^i)d(o,
••'(S')

et par consé<pient, en vertu de la relation ,^2 :

(^-) .C,(^'i^-^il!r)''-=-/>'" + '^) '•'•
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Or appohtns |jl la densité de la iiuitii'ie attirante en chaque point

(le S'; il résulte de la théorie des sui'laees attirantes ([ue, si Ton

désione |)ar —j— la limite vers laciuellr tend la dt'i'ivée prise sui-
(In,.

' '

vaut la normale exterieuic (piand on tend vers la surface par

r - •

^1^'
, ,• • I

^IV -,
\ extérieur et i)ai' —j— la limite de —;— i)rise suivant hi noi'male

(lUi dn '

intérieuie (piantl on tend vers la surCace par l'intérieur, Ton a :

d\' dV
-1 h-r—= — 'i-;^.
tin,, dUi '

On a donc ici

Bref, la relation (5) donne:

J \ ^\\\ dn / ,/ '

C'est la même ioimule cpie dans le cas du potentiel de volume;

on peut lui donner la même forme :

L
T- '^'^ T du

, , „ ^.
L -T—— \ —p— dto^ 4 -SmU.

Cette lormule s'étend donc à un potentiel de surface comme ii

un potentiel de volume; elle s'étend par suite au potentiel d'un

ensemble de surfaces et de volumes attirants.

68. Cette formule s'appli([ue encore si V désigne le potentiel

d'une ligne attirante, de points attirants discrets ou d'un ensem-

ble de volumes, de surfaces, de lignes et de points.

On peut donc énoncer en général le théorème suivant :

Si U désigne une fonction havniotii(iue cl V un potentiel ne^vto-

nien, on a la relation :

r fir dv ,. du \
, , ^ X.

l'intégrale étant étendue à tous les éléments dto d'une surface fer-

mée quelconque S et "ï-mU ne s'étendanl qu'aux niasses situées

à r intérieur du i'olume T limité par la surface S.
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Ce théorème constitue une forme nouvelle du théorème de Green.

Il est clair que le théorème subsiste si V désigne la somme

d'un potentiel et d'une l'onction harmonique.

La formule précédente se modifie si U et Y désignent deux

potentiels. Soit \j. la densité de la distribution des masses m qui

engendrent le potentiel U et soit ;j.' la densité de la distribution

des masses m' qui engendrent V. on a :

= 4 7rS(m'U — mV).

Ces deux théorèmes s'étendent au potentiel logarithmique dans

le plan.

69. Cela posé, considérons toujours le même volume T limité

par S. Soient INI (fig. 44) un point variable

de S et M' un point fixe non situé sur S.

1^ Flnfm, soit U une fonction harmonique dans

ï; posons

:mm' = r

et considérons l'intégrale double étendue à

la surhice S :

Si le point M' est extérieur à la surface S, on a

d —
1 i^^ U^ /dco = 0.
r thi dn

Si au contraire M' est intérieur à S et si U' est la valeur de U
en ce point, on a :

, 1

(6). ^'^^ T 'il / TV—

i

f . —

1

/d(.) ^^ 4t:U
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, ,
. . . au r ...

Les aerivces —;—
• of —;— sont prises ici, en chiKiiie ixmit de S,

(hi (In
* * *

suivnnt la normale extérieure.

(les deux foiinules se d«''duiseiit de la lorniule (.V démontrée

dans le paragraphe piéeédent. 11 sullitde lemplacer V ])ar— , e'est-

ii-dire de considérer ^ comme le potentiel neyvtonien d'une

masse égale ii l'unité située au point M'.

Cette intégrale (G a une très grande importance; elle permet,

on le voit, de calculer la valeur U', en un point M' d'un volume T,

d'une fonction U harmonique dans ce volume, pourvu que l'on

1 1 1 T- au
,connaisse les vahnirs de L et —j— sur la surhice S (rui limite T.

dn ^

Une formule analogue existe pour le cas du potentiel loga-

rithmique dans le plan ; on a :

1 ('\ '' ui!!^l.

, . 1
,

1
le lacteur y—- est remplacé par --— , le volume par une aire

plane, la surlace par le contour qui limite cette aire et le poten-

tiel newtonien — par le potentiel logarithmique log( — ).

70. Analogies avec la théorie des résidus de Cauchy.— On peut

remarquer l'analogie de ce qui précède avec la théorie des rési-

dus de Cauchy; la formule (7) dans le plan permet par exemple

de retrouver le théorème des résidus.

Soit une aire plane S limitée par un contour C; plaçons-nous

en coordonnées rectangulaires et soient x et y les coordonnées

d'un point M. Considérons la variable complexe

et soit f (z) une fonction de cette variable ; si la fonction f est

holomorphe dans l'aire S, on peut poser

f(z) =U +iT,
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U et T étant des fonctions réelles des variables réelles x et y, et

Ton a :

AU =
AT = ()

en tout point de S ; on a en outre

:8);....

OU

Ox

OT

Ov

OU OT

Oy Ox

Soient maintenant ISl' un autre point du plan, x' et y' ses coor-

données et z' la valeur de z en ce point; on a :

(Considérons la lonction loçf —
; on peut poser :

loi V+iW.

Y n'est autre que logl— jet W est comme Y une fonction réelle

de X et y, si l'on suppose M' fixe.

Appelons enfin U' et T' les valeurs en M' des fonctions harmo-

niques U et T; on a, en vertu de la formule (7) et en remplaçant

log(— jp^i" son égal Y :

(9^

2 7zT I

Y

Y

dU
cln

dT

dY
"di7

dV
dn

ds

ds.

(Cela posé, revenons aux formules (<S)
; changeons d'axes de

coordonnées en transportant les axes actucds parallèlement à eux-

mêmes en un point quelconque x^, y^ du plan, puis en les faisant

tourner d'un angle a; appelons ^ et y, les .nouvelles coordonnées,

les (ormules de transformation sont :

X = ç cos 7. — y, sin a -\- x^

y = ^ sin a -\- 7, cos a -)- y„
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cl 1 Oïl voit sans peine, ni tenant compte tles loinuiles S , (nie

1 on a :

0; .V.

^z

Supposons par oxenipl<> ([tie nous pronions ooniine ori<i,ine un

1-ig. 45.

j)oint A de la couibe (1 et coninie axes la normale extérieure

AX et la tangente AT en ce point Tig. 45\ On a alors :

dU dT

du

dn

dT
dn dj

le sens positif de la tangente étant le sens des rotations inverses
;

prenons au contraire pour sens positif le sens des rotations

directes, nous aurons :

dU dT
ds dn

i^V dT
on Is(IS
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On démontrerait de même les lurmules :

A\ dW
ds du

dn ds

Les intégi-ales [\)) peuvent alors s'écrire :

2 7:1' =r(VdT— UdW)

2 7:1'= /"(_ VdU— Td\V),

ces deux intégrales curvilignes étant prises dans le sens direct

(sens inverse des aiguilles d'une montre . La Tonction ^^ n'est

pas unirt)rme : mais les autres, U, \ , T, sont uniformes et l'on

peut écrire :

C\\\\: ^ _ prd\'

on a donc :

27:U' = — pldY +UdW

27:T'=(VdV— TdW.

On a d'autie part :

dz^^dV + idW
y.
— 7.

et par suite ;

/^''» 7317=/'^^ + ^^) (- '^^' - '^^^)

ou :

j' 1 (zi. _il_= C— Ud\ + TdW — i Ç'ïà\ + VàW

=^ 2-T' i.2T:l"

= 2i7z (U' + iT'j ^2i-r(z')
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d'où enfui :

il-,' z — z

(Tost le tluMurnie des iN'sldus de (',;m('h\ .

(]e théorème n'est vrai que si le point .M est intérieur au con-

tour Ci ; les formules . de même, ne peuvent s'applicjuer que

tians ce cas.

Tl. Définition de la fonction de Green. — Soient un volume 'f

limité par une surlace lermée S et M un point situé' à 1 intt'rieur

de T.

Supposons que Ion puisse trouver une lonctitui II satislaisant

aux conditions suivantes :

1" Elle est harmoni([ue dans T.

2" On a : H = sur S,
r

r désignant la distance du point fixe M |x', y', z') au point

variable M (x, y. z).

La fonction H étant o])tenue. posons :

G =11-4----
r

La fonction G ainsi définie est la fonction de Green relative au

volume T et au point M'.

Cette l\)nction s'annule sur S et satisfait à l'équation de

Laplace en tout point du volume T. saut au point M' <tù elle

devient infinie.

La fonction de Green que nous venons de définir est relative

il un volume limité et correspond au problème de Dirichlet inté-

rieur. On peut de même définir la fonction de Green correspon-

dant au problème de Dirichlet extérieur.

Soient toujours S une surface fermée et T l'espace situé a

l'extérieur de cette surface. Soient, en outre, ^L un point

fixe du domaine T et M un point variable; appelons r la dis-

t.nice MM'.

Supposons que l'on puisse trouver une fonction H satisfaisant

aux conditions suivantes :
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1" H est liainioiilquo dans le domaiiio T.

2«0n a : II = — — sur S.
1'

'.V- La (onction II s'annule à linfini.

Il étant obtenue, posons :

G=II+—

•

r

La fonction G ainsi définie est la fonclioii de (îrecn relative au

point M' et au domaine T. Elle s'annule sur S, devient infinie

en INI' mais satisfait à l'équation de Laplace en tout autre point

de T.

Quel que soit le domaine T, la fonction G est une fonction des

coordonnées x, y, z du point vaiiable M ; mais elle dépend aussi

des coordonnées x', y', /.' du point de discontinuité M'. On peut

donc l'écrire G (x, y, z, x', y', z'), en la considérant comme une

fonction de ces six variables, ou encore G (M, ^L), en indiquant

par cette notation la valeur, au point M, de la fonction de Green
relative au domaine T et au point ]M'.

72. Propriétés de la fonction de Green. — Soient deux points

M et M' du domaine T; soient en outre G ÇSl , M) la valeur

en M de la fonction de Green relative à T et au j)oint M' et

G (AF, M] la valeur en M' de la lonction de

Green relative au point AI. Je dis que l'on a :

^^ ^" ' G {M, M) = G (M', M).

Pour démontrer ce théorème, nous dis-

tinguerons deux cas.

Premier cas.— Le domaine T est situé à l'in-

térieur d'une surface S qui le limite (fi g. 46\

Soit aloi's M' un troisième point du volume T. Posons :

G'(M)= G(M, M)

G''(M) = G ;m,m
)

Montrons que l'on a :

Fig. 4<i.

G'(M") = G"(M';,
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Polir cchi. riportdiis-iioiis ii iiiu' ItMimilr déinontri''»' ;ui |iaia-

|4ia|)h(' 68 : si l et ^ cK'si<^iit'nt tlciix jxttciitiels iicwioiiinis dus.

le prt'iuici' a une distrihutioii m de masses, le deuxifuu- ii une

distribution m, on a :

dr IV
-

J.^^ \ lin du '

(!<'ttr loiiHulc s"a|»|)]i([u<' encore si U t-t \ dési<^uciit luii i-l

I autre la somme d un potcntiid et d une lonetion liarmonicpit».

Or, ce dernier cas est précisément le cas de G' et G"; G' est la

somme d'une fonction harmonique H' et d'un potentiel dû à une

masse -j- l j)lacée au point M'; G'' est la somme d'une fonction

harmonique H et d un potentiel dû à unr masse -f- 1 plaeét^ au

point M . ( )n a donc :

Mais la lonetion G sannule sur S ; G' et G' sont donc nulles

dans cette intégrale de surface et le premier membre est nul ; le

second il<»it 1 être aussi et Ton conclut :

c'est-à-dire

et de même

G'(M")= a';(M')

G(:\r'.M'i= G (M. M")

G^M.M , =G(M.M).

Le théorème annoncé est donc démontré. Cependant il faut

remarquer que cette démonstration n'est pas sans défaut : elle

suppose en effet (luen chaque i)oint de S, —.— existe et est finie
du

et bien déterminée. Or G est é^al à \\-\ et Ton sait, au
r

sujet de H, seulement ceci, que l'on a :

AH = dans T

11 = —— sur S
r
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dllM • • • "" ^ • 1 • 1-Mais on ne sait rien sur —j— . On ne sait donc rien non plus

dC
'•"

sur —j— ,

an

On peut donner une démonstration plus rij^oureuse, nous

l'indiquerons plus loin, mais auparavant traitons le deuxième cas.

Deuxième cas.— Le domaine T est indéfini : c'est la portion de

l'espace qui s'étend à l'extérieur d'une surface fermée S.

Traçons alors une sphère ^1 de très grand rayon ayant pour

centre M' et contenant ii son intérieur la surface S et le point M

Fjg- 4:-

(lig. 47) ; appelons T^ le domaine compris entre la sphère ï et

la surface S et désignons par G, la fonction de Green relative au

volume T, ; enfin désignons par H, la fonction harmonique corres-

pondant et par r et r' les rayons vecteurs issus de M et M'.

On peut écrire :

G. (M, M') = II, (M, M) + ^,

G.(\r,M)= II,(M',M)-|-—

;
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7

le vdlumr T, étant limit»'. la ilénionstration du j>aian;ra|tlii' |)r»'-

cédent s'applique ot \\n\ a :

Cx, ;m,m';=g, (M,M).

Or. on a aussi :

G(M,M')=1I(M, M')+ -!-,

G M , M) ^11 (M, M !+-!-,
r

et il laut déaiuntrer (|U(' 1On a :

G M,M'j-.G M,.M;.

Comparons G et G, ; on a :

G— G,= 11— II,.

Considérons la dillerenoe II— II,.

Cette lonction satislait a l'équation de Lajtlacc dans !«•

volume T, ; «die sannule sni' S et prend îles valeurs très [)etites

en valeur absolue sur la sphère ï. si eelle-eiaun ravon très ori^nd.

parce que II et II, s'annulent à linlini. Donc, dans le volume T,,

II — 11, prend des valeurs très petites en valeur absolue, qui

tendent vers zéro quand le rayon de I augmente indéfiniment.

Puisque H— II, tend vers zéro, G— G, tend aussi vers zéro.

Considérons alors les différences :

G(M,M — G,(M.M'}

G (M, M —G, M'. M

elles tendent vers zéro et comme on a constamment

G,iM,M') = G, (M, Ml

on voit que la différence

G(M,M')— G(M, M)

tend aussi vers zéro quand le rayon de S croît indéfiniment : mais.

d'autre part, cette différence est indépendante de i. on a donc

nécessairement :

G (M, M'; = G (M'. M).

et le théorème est démontré.
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Cette dênionstiatkm re[)Ose, on le voit, sur celle du premier

cas ; elle s'en déduit d'ailleurs rigoureusement : mais elle n'est

sans délaut que si la première est aussi sans défaut. J'ai indiqué

plus haut, à propos de celle-ci, la ciiti<[ue qui peut ètr<>

laitr : elle est relative a la dérivée —;— dont il aurait lallu au
du

préalable démontrer l'existence.

Il V a des cas cependant où l'on sait calculer la lonction de

• • ,• ,- • ,
fl<~'-

(Ireen et vériiier ainsi directement 1 existence de —j—

.

du

Un de ces cas est celui de la sphère ; nous allons le traiter

rapidement à titre d'exemple. Occupons-nous dabord du pro-

blème intérieur.

Soient S une sphère, son centre ^fig. 48j et a son rayon. Soit

en outre M un point intérieur ; nous vt»ulons calculer la lonction

de Green relative ii ce point.

A cet ellet, menons le diamètre OM' et prenons sur ce dia-

mètre le point M' conjugué du point ^I' par rapport à la sphère ;

enfin soit M un point intérieur quelconque et Mj un point de la

surface ; menons les droites 0M„ MM', MM", M, M', M^M" et

posons :

MM'= r MjM'= r, OM=rp.

MM"= r' M.M''= r',

On a

d'où

OM. OM"=:a*

OM"
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Ou a encore :

1-, a

',
'»

d'où

(1)
1 ?

ai',

(loiisiciléroiis ;ilois 1; 1 loiutioM

II=— 1

c'est un potenliel newtonien dû à la massi' — -^ située au
a

point M ; cette lonetion satisfait donc ;i ré<|uation de Laplace a

rinl»''i'i<'ur de la sphère. Sur la surlace. elle se réduit à «mi
*

r

vertu de la relation (1).

f-a lonetion suivante :

(2) G= ,
^

r z r

est donc la lonetion de Cïreen cherché*'.

La relation (2) montre ([u'elle est égale \\ la dillerence de deux

potentiels newtoniens, lun dû à une masse -f- i située en M ,

l'autre à une masse située en M '. Toutes les dérivées existent

donc sur la surlace 1, en ])artieuiu:'r —j— existe et est continue.
dn

Le prohième extérieur de Cïreen pour une sphère se traite

d'une manière tout ii fait analogue. Le résultat qu'on ohtient est

le même :

r or

où p désigne toujours la distance OM', le point M étant ici v\\

dehors de la sphère.

73. Revenons au cas général.

Etablissons quelques autres projjriétés de la fonction de (îreen

qui nous seront nécessaires dans la suite.
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1" L(i fonction de Green est conclu ni nient positiçe dans le

domaine T.

Faisons cette (lémoiistriition dans le cas d'un volume T limité.

(3n a :

G—L= H.
r

Lorsque r tend vers zéro, II reste fini, donc G reste éga-

lement fini, (rG^— 1 j tend alors vers zéro et rG tend vers 1. Ainsi,

quand r est très petit, le produit rG est très voisin de 1 ; on peut

donc affirmer qu'au voisinage du point de discontinuité la fonc-

tion G est positive. Entourons alors ce point d'une sphère très

petite S. Entre S et S, on a AG= ; sur S, G est nulle et sur S'

elle est >0 ; donc entre S et S, G est partout >0. Ainsi en tout

point de T, G est positive.

2" On a constamment dans le vola/ne T.

G<

On a eilet G=IlH ; or, dans T, II satisfait a l'éijuation de

1
Laplace ; de plus on a 11= et par suite II<0 sur toute la

surlace S ;
si donc T est le volume contenu ii l'intérieur de S et

Si^ ^ limité par cette surface, on a en tout

)oint de T

G<-L.
r

l'ig- ty.

Cette propriété ainsi ([ue la précé-

dente s'étendent sans peine au cas oîi

le domaine T est constitué par l'espace

extérieur à une surface fermée S.

3° Soient encore (fig. 49) un domaine T
limité par une surface S, et un autre plus grand Tj limité par une

surlace S^ et contenant le premier. Soit ^I' un point intérieur

a T; appelons G la fonction de Green relative îi T et au point M'.

On a :

G=-II+—

.
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Anix'lons (ij li» loiutioii tle Ciicrii relative a I
,

cl au inètue point

M' ; on a :

Je dis ([u'en tout |)(»int M intérieur ;i V on a :

Hn ellet, en tout point intérieur ;i T, on a :

('.— c;,= ii — II,.

Or nous savons (pie (i, est X) ilans I
,

; on a donc:

i

et par suite

H, H >0
'

r

—n,<—

.

en tout point de T, et en particulier en tctut point de S.

(Considérons alors la lonetion II— 11,: elle satisfait dans T ii

TéipiatitMi de Laplace et reste néoative sur S; elle est donc néga-

tive en tout point tic V

.

Bref, à l'intérieur de T, on

a II — 1I,<0 et par consé-

quent G,— G>0, d'où:

G, > G.

4" Soit maintenant (fig. 50)

une surface fermée S. Consi-

dérons le domaine T exté-

rieur il cette surlace ; dans

ce domaine, considérons un

volume T, limité par une sur- \:\^ 5o.

face Sj.

Soit maintenant M un point du domaine T, ; appelons G la

fonction de Green relative i» T et au point M' et G, la fonction de

Green relative à T, et au même point M'.

poiNCARÉ. Poteiit. Newt. u
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On démontre sans dilficulté, en suivant le mode de raisonne-

ment qui a servi dans le cas précédent, que l'on a :

G, <G

en tout point ^I de T^.

5° Considérons un domaine T limité par une surface fermée S.

Soit M' un point de ce domaine et G la fonction de Green rela-

tive à ce point et li ce domaine.

Envisageons les surfaces :

G == const.

A chaque valeur de la constante correspond une surface parti-

culière.

Pour des valeurs très grandes de la constante, on a évidem-

ment des surfaces très petites entourant le pôle !M' puisque la

fonction G devient infinie en ce point.

Pour des valeurs très petites de la constante, on a au contraire

des surfaces très voisines de S.

Enfin on passe d'une surface à une autre par délormation

continue en faisant varier la constante d'une manière continue.

D'ailleurs la fonction G étant uni-

forme dans le volume T, deux surlaces

correspondant à deux valeurs différen-

tes de la constante ne peuvent pas se

couper.

Les surfaces

G= C.

entourent donc le pôle et s'enveloppent

mutuellement.

Cela posé, soit une valeur particu-

lière Gg de la constante ; considérons (fig. 51) la surface

G= G,.

Appelons-la S^; elle délimite, à l'intérieur de T, un domaine T^.

Traçons autour du point ^1' une sphère IS; nous pouvons la

choisir assez petite pour que le minimun de G sur cette sphère
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tU'passe toute quantité donnée puisque G devient infinie en M';

cIkÙsIssous ï de telle sorte qu'en tous ses points on ait

O > G,.

Entre S^^ et S, la fonction G est harmonique, elle atteint donc son

niininuini sur l'une des deux surfaces S^ ou ï ; ici ce ne peut être

que sur ï et ce niininuun est Cr,j. Ainsi en tout point de T^,

on a :

G>G,.

Au C(»ntiaire, entre S et S,^ la lonclion G est harmonique et sou

maximum est sur S^ puisquen tout point de S, G est nulle. Ge

maximum est donc (^t^ et l'on a en tout point extérieur ii S^ et

intérieur à S :

G < G„.

(>onsiderons alors la deiivee —j— i)rise suivant la normale exte-
dn

rieure à S^.

Cette dérivée existe puisque S^ est à l'Intérieur de S et qu'en tout

point de T la fonction G a des dérivées des deux premiers ordres.

D'ailleurs on a en tout point de S^ :

dG .

du

puisque l'on a :

G<G„

en tout point compris entre S et S,^.

Reprenons maintenant la formide démontrée au X° 68 :

(1) /Yu4^— V i^Vuo= 4-I mV— m'U).
^ ' J \ du du /

' '

Remplaçons dans cette formule la fonction ^' par la fonction de

Green G, laquelle est la somme d'une fonction harmonique II et

du potentiel — dû à la masse m= l située au pôle M'. Rempla-

çons en outre U par 1 ; nous devrons faire m= et la formule

considérée deviendra

(2) 1^'-=-^-
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C.ette intégrale a un sens si on rétend ii la surface S^, puisque

clG
1 • 1 .,- • ,•

est Jjien tlcimi sur cette surlace.
du

FiV. rrx.

74. Nous sommes maintenant en mesure de démontrer rigou-

reusement le théorème du N" 72 dont

nous ix'avions donné qu'une démonstra-

tion imparfaite.

(Considérons toujours un domaine T
limité par une surface S et prenons

dans T deux points M' et M" (fig. 52\

Appelons G' la l(»nction tle (ireen re-

lative au domaine T (juand on prend M
pour pôle et G' la fonction de Green

relative au même domaine» (|uand le pôle est le point M' . Dési-

gnons en général par les notations :

G' (M) et G" (M;

les valeurs de ces jonctions en un point quelcon(|ue M de T.

Nous voulons démontrer l'égalité :

G'(M")=G"(M').

Pour v parvenir, donnons-nous un noinbi'e t' très petit et con-

sidérons la suriace :

0'= i'.

Appelons-la S'; elle est très voisine de S et, si s'est assez petit,

elle contient a son intérieur les j^oints M' et M ".

Considérons alors l'intégrale :

]:^
1^

(C — .— (]"—, Idw
(tu

étendue ;i la surlace S' ; elle est bien dt'tei'ininée en V(Mtu des

remarques faites dans le paragraphe précédent ; dr [)lus la lor-

mule (1) dans lacpicllc on lait :

11= G'

V = G "
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et pai' C(tns<'Mjii<'iit :

m -^ l

m' = 1,

IKUIS piTlUft (1 ('(M'Il'O :

(3) J= 4tt[G" (M') — C (M";].

.Mont ions (jin- .1 est mil.

(!iltt' iiilciiralc est i;i diflV'iciUM' de deux autres :

I C. —

j

dw
J du

et

\C.',' (K.

La piemu'ic pfut sV'cilrc

IC
£ / —j—

d

i' du

j)iiis(jiit' la luiKtmn Cl ost constante sur S et égale à t' . Si 1 on

tl<'iit cninpte ni outre de la relation 2 , cette ex[)ression devient :

La première intégiale tend donc vers zéro avec t .

\ oyons maintenant la seconde.

IJans cette iiiteirrale, —, est constamment neuatil comme
'^ du ^

nous lavons montré ; appelons alors £ la limite suj)éi'ieure de

G " sur S , (tn a :

de.

.' dn
<4-s".

Or £ ' tend vers zéro en même temps tpie t . car la surlace S'

tend alors vers la surface S. Donc lintéûrale considérée tend vers

zéro.

Ainsi J tend vers zéro eu même temps (jue t et par suite 1 expres-

sion

4t:[G'(M")-G"(M0]

qui lui est égale y tend aussi.
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iNIais cette expression a une valeur fixe, elle est donc néces-

sairement nulle et l'on a bien

G'(I\r') = G"(M').

Le théorème annoncé est démontré.

75. Problème de Green. — Problème de Dirichlet transformé. —
Comparaison avec le problème de Dirichlet ordinaire. — Équiva-

lence de ces trois problèmes . — L'énoncé du problème de Diri-

chlet ordinaire a été donné plus haut i^64). Voici l'énoncé du pro-

blème de Green.

Plaçons-nous dans l'espace à trois dimensions.

Soit un volume T limité par une surface fermée S : calculer la

fonction de Green relative à ce volume et a un quelconque de

ses points.

Ainsi énoncé, le problème de Green peut être appelé pro-

blème intérieur de Green; mais, comme pour le problème de

Dirichlet, on peut énoncer un jiroblème extérieur de Green.

Dans tout ce qui va suivre, nous ne nous occuperons que des

problèmes intérieurs; les mêmes considérations s'appli(jueront

aux problèmes extérieurs.

On peut montrer facilement l'équivalence du problème de

Green et du problème de Dirichlet.

Soit U la jonction qui doit satisfaire à l'équation de Laplace

dans T et dont il s'agit de déterminer les valeurs dans T par ses

valeurs sur S. Sa valeur U' en un point !M' de T est donnée par la

formule suivante

---/(^^-^-^-^)

L'intégrale double du second membre est étendue à la surface S
;

G est la fonction de Green relative au point M' et à T. Cette for-

mule se déduit de l'intégrale (()) du paragraphe 69 en rem-

plaçant le potentiel — par la somme G du potentiel — et de la

(onction harmonique H.

Si nous remarquons que G s'annule sur S, la formule ci-dessus

se l'éduit ii :

J du
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OU bien

U'=--^/l-l-^d<...

Si donc on sait résoudre le problème de Grccn, on saura calculer

la valeur U' de U en cha([ur point M' de T, c'est-ii-dire résoudre

le problème de Diricbltt.

Inveiseinent, si Ton sait rt'soudre le problème de Dirichlet. on

sait calculer la (onction II et [)ai- suite la lonction de Cireen G
pour chaque point M' de T.

Les deux problèmes de Green et de Dirichlet ordinaire sont

donc équivalents.

76- ^'oiei maintenant en quoi consiste le proJdènw de Dirichlet

Irunsfornu'' :

Trouver une l'onction V salislaisant aux conditions suivantes :

1" Que V soit continue ainsi que ses dérivées premières dans T
;

2" Que ses dérivées secondes soient finies
;

3° Qu'à l'intérieur de T on ait, en chaque point :

AV=— 4 7:;^,

[A. étant une fonction finie et intégrable donnée;

4° Que sur la surface S on ait

Posons

U satisfait aux conditions (1), (2), (3), mais non à la quatrième.

Appelons U, les valeurs de U sur S ; si l'on sait résoudre le pro-

blème de Dirichlet ordinaire, on sait calculer une fonctionW satis-

faisant aux conditions (i), (2) et aux deux suivantes

AW=0 dans T

"NV ^=— Us sur S.

La fonction

V = U+AV

satisfait aux 4 conditions proposées . Ainsi donc, si l'on sait résoudre
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le problème de Dîiichlet ordinaire, on sait aussi résoudre le

problème de Dirichlet transformé.

Inversement, supposons que nous sachions résoudre ce dernier

problème, proposons-nous de résoudre le problème de Dirichlet

ordinaire, c'est-à-dire déterminons une fonction U telle cpie Ton

ait :

AU = dansï

U = .5 sur S,

o étant une lonction donnée.

Pour V parvenir, formons une fonction W continue dans T
ainsi que ses dérivées premières et secondes et se réduisant à es

sur la surface : cela est possible d'une infinité de manières. 1/une

de ces fonctions W étant choisie, la fonction AW est connue

dans T. Pour achever le problème, il suffit de résoudre le pro-

blème de Dirichlet transformé en prenant pour [j. la fonction

AW. On obtient ainsi une deuxième fonction Y.

(Considérons alors la fonction

U=Y+W.
VA\e satisfait aux conditions proposées et résout le problème

de Dirichlet ordinaire.

77. Montrons enfin l'équivalence du problème de Green et du

problème de Dirichlet translormé.

Supposons que nous sachions résoudre le problème de Green.

Considérons alors l'intégrale :

V=jG(x,y,z,x',y',zVdT'

G étant la fonction de Green et l'intégrale étant étendue au

volume T.

La fonction V ainsi obtenue est la solution du problème de

Dirichlet transformé.

Kn effet, écrivons :

la fonction V prendra la forme :
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Appelons N| l;i picmii'rc iiih'oriilc et \^ la sccoiulf ; Taisons voli-

niaintciiaiil t^uc l;i soniinc \ , -f- ^ .,
satislalt aux (jiiati-c (•onditiiMis

tlu probliMue de Dirichlct translornu'-.

1° A| est un potentiel de volume; \^ satislait tlonc aux con-

ditions de eontinuit)'. Il est une lonetion hai'inoni(iue ; on peut,

dans \ ,. dillV'renl ler sous le sij^^ne I et l'on xoil ainsi (uie \
.,

satislait connue N, aux condilions île continuitc'-. Donc \, (uii

est la sonuiie de ces deux (onctions, y satislait aussi.

2" Ou a :

AV= AV.+ AV,,

de plus :

et

AV,= OcaiA\V -. I^AlIv/dT';

donc, en somme :

AV =— 4-y..

."î" S«tient M un point intérieur ii T, M^ i fig. W,\], un point

tle S, V la valeur de la fonction étudié'e eu M; je dis que, si M

Fig. .'ij.

tend vers M^^, Y tend vers zéro. Pour le démontrer, décrivons

une sphère Sj tangente extérieurement à S en M^; cela est géné-

ralement possible. Distinguons alors plusieurs cas :

Preniier cas : ul > 0.

Dans ce cas, V qui est égal à | Cîjj.'d-:' est positif puisque

G et a' le sont.
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Appelons G la fonction de Green relative à l'extérieur de la

sphère et au point M'; on sait que :

G^ > G.

Désignons par a le rayon de la sphère, par son centre et

par p la distance OM'; appelons M'^ le conjugué harmonique

de ]M' par rapport à la sphère ; on a :

Enfin posons

On a

r= MM'

rj=MMV

Mais nous connaissons l'expression de la fonction de Green
relative à l'extérieur d'une sphère; c'est

G. = -L

On a donc :

au'dT'

Quand le point M' décrit l'élément dx' dans T, M\ décrit un

élément dT'j dans S, et au volume T correspond un volume
transformé T', situé à l'intérieur de S^. Les deux éléments d-:' et

d~\ sont reliés par la formule connue de la théorie de l'inver-

sion :

dT' ÔM'' ?' p'

d-\ ÔMV^ r \ a

L'inégalité ci-dessus devient alors

y<

la première intégrale est étendue au volume T, c'est un potentiel
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newttuiicn dû ii des masses dont la densité variable est ;j.' ; la

deuxii'nie intégrale est étendue au v<dume T\ et représente un poltn-

liel newtonien ilù ii des niasses dont la densité est -'—!- . (le sont
a

donc deux lonetions continues ainsi (jue leur dillV-rence. Or cette

diflerence est nulle sur S, et en particulier au point M„, donc

cette diflerence tend vers zéro quand M tend vers M„. La fonc-

tion V, (jui est comprise entre zéro et une quantité qui tend vers

zéro, tend donc vers zéro.

Deuxième cas : |j.<().

Alors ^' est négatif et l'on démontre de la même manière

que :

0>V>

V, compris entre et une quantité qui tend vers zéro, tend

vers zéro quand M tend vers M^.

Troisième cas : <j. qncdconque.

On peut poser :

>JL= <X ,
-4- 'J.',. ,

a', étant égal il <x quand <j. est > et nul partout ailleurs, <j.\ au

contraire étant égal ii ;j. quand ;jl est < et nul partout ailleurs
;

'j.\ et 'x\ sont continues comme ;jl. On donne ainsi naissance a

deux fonctions V, et V., correspondant ii ;j.', et '^ .,; elles ren-

trent dans les deux cas précédents et tendent vers zéro quand M
tend vers M„. Il en est donc de même de Y= ^

', -j- ^
^

qui

correspond ;i <x.

Ainsi, en général, cjuel que soit le signe de u, ^ tend vers

zéro quand M tend M^.

La fonction V satisfait aux quatre conditions du problème de

Dirichlet transformé : c'est la solution cherchée.

En résumé les trois problèmes : de Dirichlet ordinaire, de

Dirichlet transformé, de Green sont équivalents.

78. Cas du potentiel logarithmique . — Ces résultats s'étendent



17'^ TlIKOniE DU rOTEXTIEL yEWTOMES

au cas de deux variables et au potentiel logaiithnH([ue dans le

plan.

11 y a cependant une différence : dans le cas du potentiel

neAvtonien on ne sait résoudre le problème de Diriclilet que

quand on sait lormer toutes les fonctions de Green relatives à

tous les points du d(»niaine. Dans le cas du potentiel logarithmique,

le calcul de la fonction de Green pour un point du domaine suffit :

le calcul pour les autres points s'en déduit.

I

i
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79. Fonction de Green pour le cas du cercle. — H <-st lacilc

de lonnoila lonction de C.roon relative a un eeicle C de centre O

et de rav<Mi a (iif. 54 i et à un point M' Intéiieur ii ce cercle.

l-iff. 14-

Traçons ()M ([ul rencontre le cercle en A et B et prenons

sur cette droite le point M" conjugué harnu.ni([ue de M' par rap-

port h A et B. Soient d'autre i)art M un point (luelccnupie situe

h l'intérieur de C et M, un point qu.dconciue situé sur le contour

(le C. Posons : .,i

MM'=-r, MM'=V
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On a la relation :

r,

quel que soit le point Mj.

On a d'autre part :

et :

Posons alors

lo£r i±_lo^-^=loP-—

1 ^"i 1 ^loo- i- = lorr

G= log -^ + II

On a bien

II=— loo--V— lorr A

AII =
et Je plus II prend bien sur C les mêmes valeurs que log —1 . D'où :

r' a
G = loo- loo-

et G est la lonction de Green cherchée.

On peut suivre une marche analogue pour former la lonction

de Green relative à un domaine constitué par la partie du plan

qui est extérieure au cercle G.

Sachant trouver la fonction de Green pour le cas d'un cercle,

on sait par lit même, comme nous l'avons vu, résoudre le problème

de Dirichlet pour le cas du cercle. Il y a bien encore, il est vrai,

quelques dilficultés. !Mais elles seront levées plus loin à propos

de la sphère. Il est inutile d'insister sur le cas du cercle, la

méthode à suivre étant la même que pour la sphère.

80. On peut suivre une méthode plus directe pour résoudre le

problème de Dirichlet dans le cas du cercle.

Plaçons l'origine des coordonnées au centre du cercle donné G.

Soit M' un point intérieur à G. Appelons x, y les coordonnées
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rectiliunes rectanfrulaircs de ce iH)int et 0, tu ses coordonnées

polaires. On u :

X =^ p ces 0-)

V= sin oj.

Cela posé, i>n veut trouver une fonction continue V possédant

des dérivées partielles des deux premiers ordres elles-mêmes

continues et vérifiant les conditions suivantes :

AV := à riutérieur de C,

V= 'J5 ((0^ sur le contour de C,

o [uy étant une l'onction donnée. Si celte l'onction satislait ii la

condition de Dirichlet, on peut la développer en série de Fourier :

O (w)= A^H-\ A„cosn(o4-^ B„ sin n(0.

1 1

Posons alors :

V = A„+V A„o"cos nc.)+ VB„o"sinn(o.

1 1

Je dis que V est la solution eluMchée.

Remarquons ([ue nous avons sup})osé inq)lieitement le rayon du

cercle C égal à l'unité. S'il était égal \\ \\^ il faudrait écrire :

V= A„ +^A„ [±^ cos ncu+^B„ (^-1. j
sinnco

1 1

Mais rien ne serait changé pour cela aux raisonnements qui

vont suivre.

Etudions la fonction V. Plaçons-nous d'abord en un point situé

à l'intérieur du cercle C. En un tel point, on a :

Prenons p^ tel que :

?<?o<l-

Cela est possible. D'autre part il est facile d'assigner une limite
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O

X

I

E

S

siipérlouro X aux modules des coefficients de la série '^ (oj). Dans
ces conditions, on a évidemment :

|A„p"cosnoj|<Np,;

jB„p" sin 11(0
I
< Xp,/'

|AJ<X.

Les termes de la série V sont donc inférieurs en valeur absolue

aux termes correspondants de la série :

N+2VXV
1

qui est convergente et à termes tous positifs. Dtnic, dans tenu

domaine intérieur au cercle C, la série \ est absolument et uni-

lormément convergente et sa somme Y estune fonction continue.

On démontre de la même façon que \' possède des dérivées par-

tielles de tous les ordres elles-mêmes continues.

11 résulte des remarques précédentes que, pour montrer (|ue

Ton a :

AV =
en tout point intérieur ;i (], il suflit de montrer (jue cha(|ue terme

de la série \ satislait ;» cette relation. Or on a :

(x -j- iy^" -^^ p" l^cos 11(0 -|- i sin luo

Mais (x -\~ i y)" est une fonction analvtitpie ludomorplie de

X -|- i y. D'où :

A (o" cos luo) -=

A (p" sin iKo) -^= 0.

()ii p<'ut (Tailleurs le vi-rifirr direcleiuent. Mu elFet, changeons

de varial)les el ('crivons l'identité :

()-V 1 OV 1 (VV
A\ =

(^0" i)j p" D(0"
i k k k

Tout revient it voir ([ue l'on a :

iVo" 1 do" n-p"

Oo- i)Z



nÉsoLL'Tios t)U i> n o n L k M !: ue dihiciu.f.t 177

c't'st-à-cliro :

n (11 — 1)4- n — n--=()

ce qui est ('vident.

l'.nlin, en vertu d'un théorème d'Abel relatif aux séiies entières,

il est clair ([ue V tend vers '^ ((->) lorsque p tend vers 1. Donc V
est bien la fonction cherchée.

Ueniar([uons (pic l'on V('M'i(ie aisf'nient les relations :

^/cosmo ^^^

Si donc on [)OSC :

Y . _u\^ '^" *'<*s nto -f-B„ sin luu

1

on (thtient la solution du prohii'nie de Diiichlel pour le cas où le

domaine envisage'' est constitut' par la partie du plan extérieure

au cer(de (1.

81. Représentation conforme. — Soit une variable complexe :

z^x+ iy.

(lonsidérons une fonction analvtique holomoi[)he de la

variable z :

f(z)=X+ iY.

On a

D'où

(^X _ ()Y

ÔX _ OY

Oy ~ ôx

AX= 0, AY=0.

De plus, X et \ sont continues et possèdent des dérivées par-

tielles de tous les ordres elles-mêmes continues, (le sont donc

certainement des (onctions harmoniques.

Réciproquement, soit X une lonction uniforme de x et v, hai-

PoiNC.VRi':. Potenl. Newt. 12
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nionlqiie dans un certain domaine D. Je dis que c'est la ])ailie

réelle d'une fonction de variable complexe régulière dans le

domaine envisagé. Posons en effet :

ùx . nx• OA OA

L étant un chemin d'intégration qui ne sort pas du domaine D.

L'expression :

DX ax—— dv 7— dx
Ox " (^y

est une did'érentielle exacte puisque l'on a par hypothèse :

AX = 0.

Donc l'intégrale curviligne considérée est indépendante du

choix que l'on l'ait pour L. De plus, on a bien :

dY __ (\X

Ox (^y

OY DX

Dy Dx

Donc X -]- i Y est une fonction analytique de x -|- iy. D'ailleurs

il est évident que cette fonction n'a aucun point singulier dans

le domaine D. Je dis qu'elle est uniforme. En effet on a :

af=dX+idY.
Mais :

rdX=(), /\lY = (),

si (1 est un contour fermé situé tout enliei' dans I). D'où :

/ df=0

dans les mêmes conditions.

82. — Soient deux aires a et A liniilé<>s respe(iiv(>ment par les

contours c et (1. Sujiposons qu'il existe une con-espondance

univo([ue el i(''ci[)i(»([ue entre les poinis de a et ceux (\v A, ch'

telle sorte (pi'ii tout point m de a coiresponch^ un point M d(> A

et un seul, et réciprocpiement. On dit alors que l'on a elfeclué
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la rcp/cscnfal/o/i iiniforme des deux iiircs a ft A I'uik^ pai' 1 aiilic.

Appelons X, V les coordonnéos dr m ft X. Y relies de M
;

X, \ S(»iit d<'S loiict Kiiis iiiiiloi'ines de \. V el i('Cipi(M[iieiiieiit .

envisageons deux courbes tracées dans a et se coupant en \\\ :

il leui' corresj)ontl deux courbes tracées dans A et se coupant

en M, SI, comme nous le sup[)osons, la coi respiuidance établie

entre a el A esl lelle (iiiii deux points iuiiniment voisins pris

dans a coirespondenl deux [xnnts infiniment voisins dans A et

récipro([uemenl

.

Si Tangle des deux couil)es de A en M est ('gai à Tangle des

deux combes de a en m. c Cst-ii-diie si les angles sont consecvés

par la transloi-malioii. on dit (jue la représentation est conforme.

11 V a d ailleuis deux soites de représentations conlonnes : les

(lifcclcs et les i/H'crscs, suivant que les angles coiiespondants

sont ou non île même sens. Je ne m occuperai <[iie des i<'pi(''-

sentations conlonnes directes. Dans ce cas, X -[- i V doit èlic une

lonction aiial\ti(pie de x-|-i\. D'où :

OX __ OY"^""^

dy (\x

(!es conditions s(tnt nécessaires et sulfisantes.

Il est clair ([lie, si Ton sait faire la repr(''senlatioii conforme

d une aire a sur une aire ^3 et celle de ^ sur une troisii'ine aire ^',

on saui-a aussi faire la représentation conforme de a sur "'.

83. — Supposons niainteuaiit (pie 1Ou sache laiie la repré-

sentation conlorme de a sur A. Admettons (M1 outre ([ue le ])ro-

blème de Dirichlet ait été résolu pour le domaine a limite par c.

Alois on poin-ra le résoudre /wi/r le donidine A liniilé par C.

Vax eflet notre bypothi'se est que Ton sait construire une

lonction v r(''guli("re dans a vérifiant les relations suivantes :

(V-v iY\-

U dans a

\ =^
'f

S sur c

s étant une lonction donnée de l'arc s de c.
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Cela posé, nous voulons trouvor une (onction ^ régulière

clans A et vérifiant les relations suivantes :

0.... dans A
dX- ' OY-

Y= <1)(S) sur C

<I>(S) étant une lonction donnée de l'arc S de C.

En vertu d'une remarque faite au paragraphe 81, v est la

partie réelle d'une lonction analytique holomorphe dex-f-iy :

v+ i\v= f(x+ iy)

mais on a :

X+ iY = F(x+ iy)

D'où :

v+ iw=f^(X + iY)

On peut alors poser :

V--^v(X,Y).

La fonction Y est harmonique dans A et prend sur C la même
succession de valeurs que v sur c.

On sait résoudre le pi'ohlème deDirichlet pour un cercle. Donc

ou peut le résoudre pour toutes les aires cpii sont conlormément

représentahles sur un cercle.

84. (considérons encore une aire T. Si l'on connaît la fonction

de (jreen relative au domaine T et à un point particulier M' de ce

domaine, je dis que l'on pourra trouver toutes les fonctions de

Cireen relatives au même domaine. Vax effet on a :

G = log-^+ II,

la fonction II étant définie par les égalités suivantes :

AII=() dans T

11=— Ion- —11- sur le conlour de T.
1-

I-a fonction (1 est uniforme. De plus c'est la partie léelle d'une
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ronction analytique de x -|- 1 y. Appelons (•' la loiielion (^ui lui

est associée et posons :

G+ iG'= f(x+iy).

La lonction (1' est-elle unilonne .' Xous ne pouvons j)as lallii-

mer, à cause de l'existence du point singulier situé en M'. Mais,

pour voir ce (lu'il en est, il nous snKit de tracei" les courbes :

G = C'^

Nous savons ([u'elles s'enveloppent mutuellement
( .^ 73) et

qu'elles contiennent toutes le point M' à leur int(''iieur. delà })osé,

désififuons par -r— et —;— les dérivées prises respectivement sui-
^ ^ ds dn ^ ^

vaut la tanoente et la normale ii Tune de ces courbes. On a :

dG' dG

D'(

ds dn

dG'

dn ~=— dG
ds

^r
dG'

•ds

le contour d'intéoration étant Tune des courbeso

:G'^

Or, nous avons vu ([ue

jinr''^
=--••

Donc :

['dG'=— 2-

et la fonction G' n'est pas uniloime, puisqu'elle augmente de

— 1~ (piand on lait décrire au point x, y un contour lermé

entourant le point M'. Toutefois, si la fonction G' n'est pas uni-

forme, il n'en est pas de même de la fonction :
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Donc on pont poser :

e^'+'«'= f;(x + îy)=X + iY,

I", étant une lonction analytique unilonne de x -)- i v.

Maintenant, considérons le cercle :

Je dis que nous pouvons faire la représentation conlorine de

Taire T sur ce cercle. On a :

Donc les courbes :

G = C'^

se translorinent en les cercles concentri(jues :

X'^+ Y^= C'^

D'ailleui's la couibe :

G=
<[ui n'est autre que le contour de Taire T devient le ceicle :

X^ + V^^l.

La représentation est ainsi réalisée. Va\ consé(|uence, on })eut

résoudre le problème de Dirichlet pour Taire T et par suite trou-

ver toutes les lonctions de Green relatives h ce domaine. La ])ro-

position annoncée est donc établie.

(le théoième n'est plus vrai dans le cas de l'espace.

85. Résolution du problème de Dirichlet pour le cas de la sphère.

— Nous avons déjà iormé (s^ 72 la lonction de Green relative ;i

une sphère et ii un point M' situé ii Tintéiieur de celle-ci. Si Ton
appelle (fig. 55':

:

a le rayon de la sphère,

p la distance OM',

r la distance M^T

r'.... la distance M^\"

,

on a :

r pr
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Vax tout point de la surlaco île la sphi'r»'. la irlafion :

i' a

! ~ ?

est véritiéo. puis<[uo les points M ot M sont conjugues harmo-

niques par rapport à la sphère.

Posons : ^^-.

fj = M,()>l'

.p= OM,M'

.:= NM^1 .

cUi cos :> a cos i

Ah>rs

du

de;
Kn eflet r— est la projection sur le ravon O M, des attrac-

dn

Fig. 55.

a
lions dues à deux niasses, lune -\- 1 située en ^I . 1 autre

située en M . On peut d'ailleurs facilement vérifier la formule pré-

cédente par un calcul direct. Translormons lexpression de -;— :^ ^ dn

dC; r cos -^ a r' cos ]/

dn r' z r'^
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Or on a sur la sphère :

r^= r

D^où

Mais

clG r cos 'J p
' r' oos '\

dn

r cos

r' a-

'i= a— p cos f)

a"
r' cos 'h = cos — a.

Renipla

dG _ a—

p

dn r

dG

,2

P cos Q — -—
'

a

dn

,, . dG . 1 ^ 1
On voit que -j— est proportionnel a ——

.

dn r*

Cela posé, cherchons à résoudre le problème de Dirichlet pour

le cas de la sphère. Il s'agit de construire une fonction V régu-

lière en tous les points situés à l'intérieur de la sphère et satis-

faisant aux conditions suivantes :

AV = à l'intérieur,

V= une fonction donnée ii la surface

Appelons V la valeur de la fonction inconnue en un point M
situé à l'intérieur de la sphère et V la valeur donnée de cette

même fonction en un point M' de la surface. Soient, d'autre part,

(!()' un élément infinitésimal de cette surface et G la fonction de

Green ayant le point M pour pôle. On a [% 75) :

1 /' dG ,

'—-^J dn

le champ d'intégration étant la surface de la sphère. Gette for-

mule permet de résoudre le problème que nous nous sommes

posé. Mais il y a deux objections possildes :
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1" —— existe-t-il ? Nous avons vu plus iiaul »[uc oui.
(In

2° la méthode suivie suppose (jue Ton admette d'avance

l'existence de la solution cheichée.

Pour atteindre une rigueur parCaite, il nous laut t'-tahlir ([u<'

la fonction V construite au moyen de la lormule précédente lem-

plit l)ien toutes les conditions imposées :i la (onction cherchée,

(l'est ce que nous allons faire. Nous sommes ainsi amenés ii dis-

cuter une intégrale connue sous le nom àlntèisrale de Poisson.

86. On a

D'où

Posons

On en déduit

dO
dn ar'

,, /' (a- — p- Y'd(o'

v .

Comparons V à la fonction

47:a

dto'.

qui est le potentiel newtonien d'une couche de matière attirante

répandue sur la surlace de la sphère. Soient x, y, z, les coor-

données rectangulaires d'un point et z, H, cp ses coordonnées

polaires. On a :

X = cos 'i sin h

y^ p sin a sin H

z= cos B.

Grâce à ce changement de variables, V devient une fonction de

p. ^ ?•

Etudions l'expression :
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On a:

OU OU

0.2

01 ou

Ox
+ y -xr-+ /. -r-

Ov Oz

En efïet :

Vx-+ v' + z' .

Laissons alors et es constants, mais donnons ii o un accroissement

Infiniment petit do. Nous passons ainsi du point dont les coor-

données sont 0. f), c3 au point dont les coordonnées sont o -4- do.

0, c5. On a :

OU
dp

OU OU
"Ô7

ou

Oz
dz.

en appelant x, y, z et x -f- dx, y + dv, z -|- dz les coordonnées

cartésiennes des points M et M' (fig. 56) dont les coordonnées

polaires sont p. (j, cp, et p -|- do,fJ, cp. Remar([uons (jue dx. dv, dz

sont les projections orthogonales de dp sui' les ti'ois axes de coor-

données. ])'où :

dx dy dz dp

X y z
p

Nous pouvons remplacer :

dx, dy, dz, dp
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par (les (juaiitités ju'ojxmI umiielles. Ou coiu'lul de lit :

or ^x or (H'

' ()0 tix (»V oz

(]'est ce ([ue nous voulions dahlir.

On a :

or

1

!• /

' Oo V ' Oo

I) anlie j)art, on peut ('criie :

r'- = a-+ p"— 2 ap oos

en posant (Ho-. 55* :

= MOM'

On tire de là :

rdr = otlo — a cos OiU

d(.)'.

c est-à-dire

Par suite

dr p— a cos

i Or

r- ~Ô7

a cos h—

Don<

9, OU /'
, 2apcosfj — 2p- r , a- — p-— r'-

' Op ,/
'

r= j '

r

'

Or :

U=/-f de'

et :

dc.y.
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Op

C.ette relation va jouer un rôle essentiel dans nos raisonnements.

La fonction U est un potentiel newtonien dû à une surlace atti-

rante. Donc U a des dérivées partielles de tous les ordres qui

sont finies et continues, en tout point situé à Tintérieur de la

sphère. De plus on a :

A^'=
dU

dans le même domaine. Maintenant il est clair que o —j— est aussi

.? ,

une lonction continue et possède des dérivées a l'infini. En outre,

on a :

lui effet, de la lormule :

(^U (UI (UI (^U—— = X — \- y h-z -T-
op ox Oy 07.

on déduit

et, comme on a :

AU= 0,

ce qui entraîne :

on peut écrire :

(UI

i^^h
La relation :

AV =
est ainsi vérifiée.

V.n un mot, il résulte des remarques précédentes que V est

une lonction harmonique dans la sphère.
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11 nous reste à constater ([ue V 'x, y, z) teiul vers V (x',y',z')

quand le point M (x, y, z) tend par un ciiemiii (pielconque vers le

j)oint M' (\\ y', 7.') de la surl'ace de la sphi-re.

Y
Fig. ^7.

Rappelons d'abord un résullaî «Hal)]! datis la théorie des sur-

faces attirantes. Soient (lig. 57) :

S une surface attirante.

M un point fixe de S.

M un point de l'espace.

X, V, z les coordonnées de M.

MM la droite qui joint M à M^.

M' un point de S.

x', v', z' les coordonnées de M'.

a' une fonction de x', y', z'.

>jL„ la valeur de \j.' en M„.

Supposons que le point M tende vers le point M„ en suivant la

droite fixe MM„. Prenons la normale à S en M„ pour axe des z et

le plan tangent ii S en M,, pour plan des x, y, les axes de coor-

données étant (['ailleurs rectangulaires, (x)nsidérons maintenant

l'intéorale :

, ' 1 '

i '/-[J- Of'>
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V étant la distance MM'. Si les axes sont (|uelcon<[ues, on a :

'=/

X étant la projection de M sur la normale en M^, projection

laite parallèlement au plan tangent en M,,. Le champ d'intégration

est toujours la surlace S dont d'o est un élément. Cela p(tsé, on

sait que :

Appliquons cela.

On a (fi g. 58)

j.'d(>)

^
a-— p- /• :^M„Ndo/

--/
:m„x c'

Si M tend veis [M,,, N v tcnti aussi. Dans ce cas, on a

1 im — '—= 1 im 1 a+ o^i = 2 a

,

-M„X
'

MyX =^ a— ().\ ^ a— p cos y.,

a étanl langlc ]M()X, ce qui prouve que :

lim MyX= lim (^a— p).
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Daulic paît, eu vertu du leuuue rappelt' [)lus haut, ou a :

lim
/

\)\ni :

J '1 :^ i-'A,.

lim ^ = 4 -w'x

ce ([m (louiit' hien :

\ _ V.

V.w dcliullive, il est |>i'()uvé ([ue la louctiou ^ if-sout le piol^lèiue

Je Diriclilet daus le cas de la sphère.

87. Uepreuous la formule :

Ou sait ([ue l est le poteutiel dû ii uue certaine couch(> de

malii're attiiante répandue sur la surlace de la sphère. Aiu'uiu'

des masses ([ui eugeudi'eut L n'est située ii liutérieur de la sphère.

Donc v; 23 . daus ce domaine, L est développahle en série de

[xdvuônu's s[)hériques :

u = n^,+ n,+ II, +..... + n„ + ...

( )ii peut éci'ii'e :

n ^ '^n>

X„ étant uue fonction sphéri(|ue. D'où

U=X„+ pX,+ p-^X^.+ .-.+p"X„+...

Les quantités X^ ne dépendent ([ue de et z. I) où :

C^es deux séries si>nl convergentes pour :

? <a.

On déduit de la qu'il l'intérieur de la sphère V est développahle

en série de polynômes sphéritpies :

V= S 2n+ li c"X„= I 2n+i II,.
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Ce développement est valable pour tout domaine contenu dans

la sphère.

On ne peut pas, en général, modifier l'ordre des termes dans

les séries précédentes et ordonner par rapport à x, y, z. Cepen-

dant cette opération est possible (^^ 24) si :

p<Aa,

A étant une constante sultisamment petite. Donc V est une l'onc-

tion holomorphe dans le voisinage du centre. Il en est do même
d'ailleurs en tout autre point de la sphère, comme on le verrait

en ordonnant les développements par rapport à x— x^, y— y,,,

z— z^, si l'on appelle x^ y^ z^ les coordonnées du point considéré.

Fig. jf).

Tirons de là une importante consé(|uence. Soit un domaine T

dans lequel une fonction V est harmonique. Prenons un point M
quelconque à l'intérieur de ce domaine et entourons ce point

(lig. 59) d'une sphère S assujettie seulement il ne pas sortir de T.

La fonction V est harmonique dans S. Donc on peut trouver une

nouvelle sphère S ayant pour centre le point M, contenue dans S et

assez petite pour que V soit dévcloppable dans S en série entière

procédant suivant les puissances de x — x^, y— y^, z— z^ (si l'on

appelle x„, v„, z„ les coordonnées de ^\). Donc la fonction V est

holomorphe en loiil point de T.

88. Méthode de Thomson. — f.in isag(M)ns une transformation

ponctuelle de l'espace par lavons vecteurs réciprcxpies. Plaçons

((ig. ()0) l'origine des coordonnées au pôle d'inversion () et sup-

posons (|ue la sphi-re directrice ait un rayon égal à l'unité de
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lontçueur. Si M et Mj sont doux points corrcspondanls, on sait

(luils sont en li|^n(> di'oite avec l'origine et (jue Ton a :

().M.()M,= 1.

Vovons les applications de cette niétliode de transloinialion

il l'étude du potentiel.

1°... Cas (l'un seul jjoi/il attirant. — Soient (lig. (il^ M' un

Fi^. (i(

])oint attirant et M un point attiré. Au point M' correspond le

point M'j et au point M le point Mj. Posons :

OM = p, OM =0', OM,= p„ O.M'^

On a

et :

MM=r, M,M.=r,

i 1 1
—

t i 1

à cause de la similitude évidente des trian<;les OMM' et OM.M' ,

Supposons (|ue le })oint M' porte une niasse m' et le point M
,

une masse m'^. (^uant aux points M et M^, leurs masses sont par

hypothèse égales ii +1. Alors, si nous appelons ^ le potentiel

PoiNCARÉ. Potenl. Nt'wt. 1
'5
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du à laction de M' sur M et Yj le potentiel dû à raction de M',

sur Mj, nous avons :

V—-^ V —
D'où

Or:

r r

r m' A
,

M n
r o'

Par suite

m
m' \,

Choisissons m', de telle façon (jue :

m' rj >'
!•

Puisque m' est donné, on voit que m\ peut être déterminé. De
ni

plus, le rapport —) est indépendant de p. On a alors :

c'est-a-dire :

2". .. C'rts f/e plusieurs points formant un ensemble discret. —
Soient M un point attiré portant l'unité de niasse et :

M, M, M^ M,.

un système de p points attirants portant lespeetivemenl les

masses :

ni, ni., nii nij,.

Le potentiel produit en M est :

en désignant par r;, la distance MM|.
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Appelons M' le poiiil (pii corrosponil ii M dans rinvcrsion el :

M, m; .... M. m;

ceux (jni correspondent à :

M, .M, M, M,,.

Posons en aénéral

On a

et

MM,= ri, MM'i= rV

1-= ?i- =^
l

I
\

'

pour tontes les valeurs de l'indice i depuis 1 juscpi'à p. Alta-

chons maintenant ;i clnupie point M
,

la masse m'; détermin«''e

par la relation :

m^ _ 1 __,
iMi
~

p. ~ '^
'

D'autre part, considérons le potentiel Y produit en M' par

l'attraction des points M'j :

On a

r'.= r>-^

D'où :

Comme on a

m'i m.
l '

1 m
r'.

P'V =. V.

-1,

r^
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on en déduit :

3°. . . Cas d'un volume attirant. — Considérons un volumo atti-

rant T où la densité de la matière est |ji. en chaque élément de

volume àz dont le centre de gravité est le point M. Soit P un

point attiré portant l'unité de masse. Appelons r la distance MP.

Le potentiel produit en P est :

\jAz= Ç 1^

Transformons par inversion. Le volume T devient un volume T'

où la densité de la matière est^' en chaque élément de volume dx'

dont le centre de gravité est le point M'. Soit P' le point qui

correspond à P. Appelons r' la distance M'P'. Le potentiel pro-

duit en P' par T' est :

v'=/'Ji:^.
J(ïi) r'

Le point ^L est supposé, lui aussi, porter Tunité de masse.

Ouant il p.', on peut le choisir arbitrairement. Posons :

V'à-z' _ i _ ,

en appelant p^ la distance OM et p'ji, la distance OM'. Désignons

encore par p la distance OP et par p' la distance OP'. On a :

et

])\)ù

? p AI/ r

pM P r

?'\. ^'«
.'( i' M'

Prenons donc :

1
- ,-' M.
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Alors la relation :

_t .'
i ;• M'

est bien vérifiée. D'où :

1 1
i-*

M' '

On en eonelnt :

V = z\, V = z'V.

4° Cas d'une .surface attirante. — Conservons les mêmes nota-

tions, en remplaçant seulement les éléments de volume cIt et d-

par les éléments de surface dto' et do/. On a ici :

dto' ,. 1

On prend donc

et l'on a encore

D'où

•j.

do/ _ 1 _ ,

TÏ7~
— "T-— ?M-

V'=-.V, V=oV'.

b'^ Cas d'une ligne attirante. — Conservons toujours les mêmes

notations, mais en remplaçant les éléments de surlace dw et do/

par les éléments de longueur ds et ds'. On a ici :

ds' _ ,^

; M

On prend donc

et l'on a encore

/ds' _ 1 _ ,

—i—— ":—— '> M-
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D'où

V= pY, Y= pV.

5° Remarque. — Dans tous les cas examinés, on a :

V'= ?V.

Supposons que P' s'éloigne i» Tinfini, alors P tend vers l'ori-

gine, tend vers zéro et V reste fini. Donc V tend vers zéro.

Supposons maintenant que P s'éloigne ii l'infini. Alors oY

tend vers la valeur A de la masse totale qui engendre le poten-

tiel Y. Il en est donc de même de Y' quand P' tend vers

l'origine.

89. Equivalence des problèmes de Dirichlet intérieur et extérieur.

— Soit une l'onction Y, (fig. ()2 harmonique à l'extérieur d'une

(.Sii

Fig. (yi.

surlace lermée S,, s'annulant i» l'infini et prenant sur S, des

valeurs données. Admettons que les dérivées premières de Y,

restent finies et continues même sur S,. On peut alors construire

une fonction définie, uniforme et continue i» l'intérieur de S,,

qui prenne sur S^ les mêmes valeurs que \\ et qui possède à

1 intérieur de Y, des dérivées continues des trois premiers ordres.

Cette nouvelle fonction peut être regardée comme un prolonge-

ment de la fonction \ ^. On a :

AY, ==0... it l'extérieur de S,

AY, :^0... il l'intérieur de S,.

De ])lus les dérivées de Y, sont en général discontinues quand

on traverse la surface Sj. Dans ces conditions, il est clair que

Yj peut être regardé comme la somme de deux potentiels, l'un

dû il une couche attirante répandue sur Sj, l'autre dû à des masses
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(lislriluM'cs à 1 iiiltMiciii' de S,. l'IUV'ctuons iii;iiiit<'ii;uit la tiaiisloi-

inatioii (le Thornson. I,t' jxdfiitirl \
^
devient uu potentiel \ et.

en deux points i'(H'iespondants on a la ((dation :

v.= ?v.

Par' cette même transformation, la surface S, devient une nou-

velle suilace fermée S et, si le pôle d'inversion a été pris ii 1 in-

téi'ieur d(» S|, l'espace exteiieur ii S, devient l'espace intérieur

il S. L(^ potentiel \ est du :i des masses extérieures à S ou situées

sur S. Donc, ii 1 intérieur de S, on a :

AV=0.

Donc V est harmoni([ue. De plus ^' prend sui' S des valeurs

([ui sont données par la relation :

t

On voit par là comment on peut ramener le problème extérieur

de Dirichlet au prohli'me intc-rieur, et récipro([uement.

J'indiquerai seulement, pour terminer, que, si la fonction :

^'1 >» y> zO

est harmonique ii l'extérieur de S^, la (onction :

A' N ^ \( ^ y

est liaiinoni(jue à l'intérieur de S. C'est ce que nous venons de

voir. On pinit le vérifier par un calcul direct.

90. Cas du potentiel logarithmique. — Soit un potentiel :

V = i: m 1 oo-

dû à des masses quelconques. Faisons une inversion comme
ci-dessus, mais en donnant des masses égales ii deux points

correspondants. On a :

Vj= Imlog -^.
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XYoix :

r o'

V,— y= ïm loÊf = 1m log -^—
,

r.
ri

en ropi'oniint les in»*'mes notations que pour le cas d'un point atti-

rant au paragraphe 88. On peut écrire :

I

V,= V+ Sm log -^— Sm log
^""

&

On vt>It que la dilïei-ence Y,— V ne dépend que de la position

et de la valeur des niasses attirantes données.

La conclusion est la même, qu'il s'agisse de points discrets,

de surlaces ou de liones.o
On verrait, comme pour le potentiel newtonien, qu'on peut

ramener le problème de Dirichlet intérieur au problème exté-

rieur, et réciproquement. Seulement, ici, si :

x,y, z,

V -^,-^.

est harmonique,

l'est aussi.

91. Propriétés des fonctions harmoniques à linfini . — (lonsidé-

rons l'espace extérieur a une sphère ï de rayon i (lig. G3). Soient

M et Mj deux points correspondants dans Tinversion définie par ï

prise comme sphère directiice. Posons :

p= OM, p, = OM..

On a :

pp. = l.

Si V, est une fonction harmonique à l'extérieur de 1, la méthode

de Thomson permet de construire une fonction V harmonique ii

l'intérieur de ï. Kntre les valeurs de \ et de Y, en deux points

correspondants, on a hi relation :

v=?.v,

Uemai'cpions que A est harmonicjue même au voisinage de O,
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puuivu ([in- \', s'aiimilr à liiiliiii t't s'y r(nii[)(ntt' it-j^ulit'iciuiMil

eomiiK' un |>oliMit ici m-w Ionien. ^^^

1-itr. ù

Cela post", <»n peut t'ciiic }; 87 .

V= I [2 n+ 1 II.,= S 2 n+ 1) p"X,..

D'où :

v,=-^=:^2n+i;^^

en posant

V,= ï 2n + i:

n' • - "Y

n'

Le développement de V est valable ii rintérieiir de ï et celui

de V, Test à l'extérieui-.

92. Remaiique. — Considérons (fig. 64) une fonction V har-

monique en tout point M situé à l'intérieur dune sphère S. saul

peut-être au centre 0.

Posons :

r vdt
^=LA^'
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ï étant une sphère de i-ayon p concentrique à S et tout entière

intérieure à cette dernière sphère. On voit que J représente Ui

1

Fig. G4.

valeur niovenne de V sur ï. Envisageons maintenant une sphère ti

concentrique aux premières et de rayon 1. Soit :

, d(.)

d7= r-

Ahjrs da est un élément de la sphère Q. D'où :

J = / YdT.
M)

On en déduit

dj r d\ 1 /• dVclJ / dV , l /• dV -

-j—= / -j— dT= / —j tl(0
dp J{ii) dp 4-p-,'(r) dn

, dJ 1 f dV ,

p- -j— = ~
\
—— do).

' do 4-^1; an

CÀ)nsidérons deux sphi'res ^ et ïi' coirespontlant ii deux valeurs

diflerentes de p, p et p'. loutre ces deux sphères, ^ est harmo-

ni(jue. D'où :

rdV /'dV

iV chi ^'i:' dn

Par suite

17 C' =— c.
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On (Ml ih'cliiit :

(l.f _ c

J= -^ + A,

A ('tant une nouvelle constante.

SI V est harmonique même en O, J conserve une valeur finie

loi'sque p tend vers zi'io, car si on pose alors :

|V|<N

«>n a évidemment :

1J|<4t:N.

Donc :

C= 0.

I.a même conclusion subsiste, si, V n'étant pas harmonique en (),

on peut cependant réaliser linégalité :

Dans ce cas en elFet, dès que o serait assez petit, on aui-ait :

1V1<J.

si C était dillerent de zéro, ^hiis cela est impossible puisque J est

la valeur movenne de ^ . DOù :

C= ().

D'ailleurs la conclusion ne serait plus exacte dans d'autres cas,

du moins en général. Prenons en eflet par exemple :

v=l
On a ici :

do

^~J ^-f 4-p'

D'où :

C=rl.
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93. Théorème analogue à celui de Laurent. — Soit \ une fonc-

tion liai inonique clans l'espace compris entre deux spht-res

concentriques S„ et S, dont les rayons sont respectivement o,,

et
p, (p^, <Pj]. Celle fonction est susceptible cVun développement

en série analogue à celui fjiti est connu sons le nom de formule de

Fi g. 6j.

Laurent pour les fonctions analt/fifjues /lolomo/p/ies dans une

couronne circulaire.

Soient X, y, z les coordonnées d'un point M situé entre les

sphères S„ et Sj. Posons (Tig. G5) :

p =I)M= v/x-+ y-+ z-.

Nous supposerons, ce qui est permis évidemment, que V reste

finie et continue ainsi que ses dérivées sur S„ et Sj ; cela revient ii

dire que V est harmonique dans un espace un peu plus grand que

celui que nous considérons. Dans ce cas, on peut, d'une infi-

nité de (açons, construire une lonctionW jouissant des propriétés

suivantes :

1" ^V est défini ii l'intérieur de S^.

2" Si l'on considère une fonction H <[ui coïncide avec \

entre S^^ et S, et avec W ii l'intérieur de S^,, (-) présente tous les

caractères de continuité des lonctions liai'inoniques régulières.
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Posons miiiiitcMîiiil :

ef

On a :

IV =Ae = AW pour p<p.

Al =Ae=AV=U pour o„<o< o,

AU =0 pour p > 0,

.

Oi' on peut t'orii'e :

V= () — r + U pour
p,^< p < p,

.

A 1 inltTHMir de S|, on a:

A (-)— U)=0,

(IOù ï; 87 :

H— r=ï 2"+ i! n„= ï ;2n+
1;

p-x,,.

O développement est valable pour :

('ela posé, L est un potentiel newtonlen engendré par des niasses

situées toutes à l'intérieur de S„. Donc, pour:

?o<?<?n
on a *^ 91 :

(3n conclut de lii :

v= i i2n+rn, + ï ,
°,

OU encore :

v=v(2n+i;p"X„+ i:-^^-

Ce développement, dont Tanalogie avec celui de Laurent est



206 THÉORIE DU POTENTIEL NEWTOMEX

inauHeste, est valable ii l'intéileur du domaine où V est harmo-

nique, c'est-à-dire pour :

Po<?<?.-

94. Je dis que le développement précédent n'est possible que

d'une seule manière. (]ela peut paraître paradoxal, car le choix

deW comporte beaucoup d'arbitraire. Néanmoins, voici la preuve

de ce lait.

Commençons par démontrer une importante propriété des poly-

nômes sphériques. Posons :

n„=?"X„

n„= p"X„

X„ eX X,, étant deux lonctions sphériques. Considérons une

sphère il de rayon p ayant pour centre l'origine et comparons

son élément infinitésimal dco à celui de la sphère S concentrique

et de rayon 1. Si l'on appelle p,^, 'f
les coordonnées polaires

d'un point, on a :

dw= p- sin OdOdi = p"da-.

D'autre part, on a :

J{<.i) \ du ' du J

en verlu de la lormule de Green, car:

An„=o, àn^=u.

Ahiis ici

d'où

Li}

d .

du dj

Oi-
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Keniplaçoiis ; il vient :

(p
— n^p'-^"-' r X„X,,(1t= ().

Donc, si n =^ p, on a :

f x„x,,aT= o.

t'est-ii-tliit' :

£x„X,,sinfidW-f= 0.

Il est clair que cela n'est plus vrai si n^p.
Supposons maintenant qu'il v ait deux d«''veloppements pos-

sibles pour une fonction ^ harmonique entre deux sphères con-

centriques S„ et S,. Posons :

Xotre hypothèse implique qu'on puisse éciire :

-V„= U

en retranchant l'un de 1 autre terme à terme les deux développe-

ments distincts de la même l'onction. Or je dis que cette consé-

quence est absurde. Kn elVet, nous savons que la série -Y„ est

uniiormé:nent convergente comme étant la diiï'érence de séries

qui le sont. Multiplions alors ks deux membres de l'égalité :

par^j, et intégrons sur la sphère i. On a:

en permutant les signes - et 1 , comme cela est permis à cause

de l'unilormité de la convergence. Dans l'égalité précédente, le

signe 1 ne porte que sur les termes pour lesquels on a :

n:^p.

Mais on a:

A'dcrz^O.
i^-"'
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D'où :

r Y-' fW= 0.

On en conclut :

delà a lieu poui' toutes les valeuis de l'indice p. Donc, si l'on

pose :

on a :

Le développement étudié n'est donc possiMe que d'une seule

manière.

95. Remarques. — Considérons une fonction Y harmonique ii

l'extérieur d'une sphère S^ de rayon
p,,

sauf peut-être ii l'infini. On
peut écrire :

Y=I.o"X.,-f-ï—^.

(le développement est valable dans l'espace compris entre la

sphère S^ et une sphère quelcon(|ue dont le rayon est plus grand

Supposons maintenant q»ie l'on puisse réaliser, pour toute

valeur de p, l'inéaalité :

|Vl<'f(?)?%

'i(p) tendant vers zéro c|uand p augmente indélininicnt. Je dis

<[ue, dans le développement de \ , on aura :

X..= 0.

I'>n ellet, on peut écrire :

r YX„
,

r \\,f ,
/• X'„X„

,-i\'s= -
"^ d7+ / ;' ' do-

c/(i: p" Je-) p" .Ar) p^"-^»

^^J[^) p ^^J':-) ?' p
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Dans ct>tt(' lonmilt*, le signe y poilc sui' des termes pour les-

(juels on a :

p^n.

On sait (jne la lonetion X„ est finie. Ileiivons donc :

IX,.|<M.

D'autre part, on a supposé :

^<.t).
D'où :

<4t:M^(p),

Maintenant, on a :

f
x,,x,.d7^o, f x;x..d7= o

si p =^ n. De lii résultent les relations :

v^ r X

jLjA^) pi'^' p"

On en conclut :

4 -M-^ (o; > r X\dT H—i^ f X.,X „ d:

Faisons croître p indéliniment. Le second ternie du second

membre tend vers zéro et il en est de même du premier njcmhre.

On a donc ii la limite :

D'oii, lorcément

ce ([ui implique :

\ XVl7-().

La proposition énoncée est établie.

poi.\c:ari':. Potcut. Xewt.



210 THÉORIE DU POTENTIEL NEWTOyiEN

Voici une application. Supposons que Ton ait :

iVl<Kp",

K étant une certaine constante positive. On peut écrire :

quel que soit p. Prenons :

z

On est dans le cas signalé plus haut. D'où :

pour toute valeur positive de p. Dans ce cas, on a :

V= X,+ pX.H- + p"X„+y-AiL_
r '^

pour toute valeur de p supérieure à p^. La valeur principale de V
à l'infini est alors :

\+ ?\+ + ?"X,;

c'est un polynôme.

Si la l'onction V est en outre liarnu)nique et régulière ;i l'inté-

lieur de ïl^|, on a simplement :

V= X„+pX,+ ?^X,+ + p"X„

et alors V c.s7 un /jolt/nûme.

Si enfin Y est une fonction harmon'ujue régulière dans tout

l'espace, sauf i» l'infini, et si l'on a :

1Y1<IS

on voit (pie V se réduit a une constanle X„. (Test lii un théorème

analogue ii celui (jui est connu sous le nom de Liouville dans la

théorie des louclions analyti([ues d'une variable imaginaire.

96. Altues nEMAtîQiES. — Soit une lonclion V harmonicpie
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à rinttMirur (111110 spluTC Sj sauf au centre O. lintouions ce

point d'uiu' potite sphère S^. On a :

X'

pour z compris entre z^ et c^. Mais p^ est quelconque. Donc ce

développement est valable pour tout le domaine limité par Sj.

Si on a :

ivi<^,
t

•il S) tendant vers zéro en même temps que p, on volt comme

ci-dessus que X „ est nul.

Donc si :

1V|<-T^

on peut écrire :

X',.
,

X'
, ,

x;_,

La démonstration est la même ([ue pour la proposition analogue

du paragraphe précédent. Dans ce cas, le produit z^' reste fini

il l'origine.

Si la Ibnction \ est en outre harmonique et régulière ii T exté-

rieur de Sj et mémo ii l'infini, on a simplement :

X„ X, x„
,

^ = -T^+ -TT-+ ••• + ^;r-^-

Enfin si on a en plus :

|V|<-f,

V se comporte comme un potentiel a l'infini et alors on a :

?

97. Théorème de Harnack. — Soit un domaine T. Considérons

une suite de lonctions :

i:„r, ,r„

définies dans ce domaine. Nous ferons les hypothèses suivantes :
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ï"... toutes les fonctions V sont harmoniques dans T.

2°... toutes les fonctions U sont positives dans T.

i?"... on peut assigner un nombre positif K, indépendant de n

et du point x, y, z choisi dans T, tel que :

Ui+ l',+ +U„<K.

Voici une première conséquence. La série :

u.+u,+ + u„+

est convergente en tout point de T. Sa somme est donc une

l'onction de x, y, z définie dans T. Je dis que cette fonction est

harmonique.

fin:. <i.i.

Prenons en ell'et, dans le domaine T, un point M^, quelconque

(lig. ()()). hlntourons ce point d'une première sphère S' située

tout entière dans T, puis d'une seconde sphère S concentrique ii

la première et intérieure ii celle-ci. Soit M' un point de S' placé

au centre de gravité de l'élément do)' de cette sphère. Appelons

r,,' la valeur de U„ en M'. Pienons maintenant un point ÎM ii l'in-

térieur de S et appelons l „ la valeur de la fonction envisagée en

ce point. Posons :

âpïx^o, MM ' =: r
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«•l cU'si<^ii()iis par a le rayon d<; S . Puis([ue l'„ est harmonique

dans S', on a :

Posons

On a

D'où

Donc la série

Js'i 4-ar

A„=f l;d(o.

Va,,— / iL'„d(.>'.

i

II

0<VA„<4-a-K.

A.+ A,.+ + A„4-.--.

dont les termes sont tous positifs, est convergente.

Posons :

a-— 'J
H>0.

11 est clair ([ue r ne s'annule jamais, si, comme nous le suppo-

sons, M reste dans S et M' sur S'. On a :

r>a— b,

en appelant 1) le rayon de S. Donc et ses dérivées successives

sont des lonctions qui restent toutes finies. Posons :

<B.
ùy

B.
()/-

On a

<B.,
eVO

Ox-^
<B„ etc.

(U ^H

-;i—= L „ dcu
Ox J . Ox

Ox- /^ Ox-

. etc.
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D'où :

u„ <B,A„

-<B.A„

-<B,A„

etc.

Considérons alors les séries

u.+ u,+ +r„+.
ou, ou, ou,

<)x Ox Ox

o^u, 0-^u, o^u

Ox'- Ox" Ox"

Elles sont toutes comparables à la série :

A.+A..+ -^A,.+...

Donc elles sont toutes al)solunient et uniformément conver-

gentes clans S. On conclut de là que leurs sommes sont des fonc-

tions continues dans le même domaine et qu'elles ont respective-

ment pour valeurs

OU O^U
U, -^r— , -Y^,etc.

Ox Ox-

Par suite U a des dérivées de tous les ordres dans S.

D'autre part, en vertu de ce qui précède, on peut écrire :

AU=SAU„

et comme : ,

AU„=0,

on déduit de là :

AU= 0.

Donc la lonction U est harmonique dans T : le théorème de

Ilarnack est démontré.
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DOUBLES COUCIIKS

98. Définition d'une double couche. — On est amené à consi-

dérer dans la ihéoiie du nia<^nétisnie des systèmes attirants for-

més de deux couches attirantes infiniment rapprochées :ivi"

et telles qu'en deux points correspondants de ces deux

couches les densités soient égales, de signes contraires M'

et ti-ès grandes. De pareils systèmes s'appellent doii-

hlcs couches.

Précisons cette délinition.

Soit M' l(ig. 07) un [)oint attirant, m sa niasse, et M
un point attiré. Désignons par x', y', z' les coordon-

nées du point M', par x, y, z celles de M et par r la

distance MM'. Le potentiel newtonien Y dû à la masse m
a pour valeur au point M :

r

Fi g. 67.

Supposons que, M restant fixe, M' se déplace, et

soient ç, r,, ^ les composantes de sa vitesse; les coordonnées

x', y', 7! et le potentiel V sont alors fonctions du temps t. On a :

dx^

"ÏÏF

d//

"dT

et

dV
dt
^i

Ox'

r

Oz'
--^
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La variation dV du potentiel pendant un temps très petit dt

est donc :

dV

Pendant ce temps dt, le point INI' est venu en M" et dV n'est

autre que la différence de deux potentiels : l'un dû à la masse

-f- 111 située en ]M'', l'autre à une masse égale située en M'; on

peut aussi regarder dV comme la somme de deux potentiels :

l'un dû à la masse -\- m située en M", l'autre à la masse — m
située en M'.

L'expression d\ est donc encore un potentiel newtonien, celui

qu'engendrent deux masses très voisines l'une de l'autre, égales

et de signes contraires. C'est, par exemple, le potentiel d'un

très petit aimant dont le pôle austral serait en M" et le pôle

boréal en M'.

Considérons de même un volume attirant; son potentiel est

exprimé par l'intégrale :

c' r

Supposons que chacun des points attirants ^I' se déplace,

pendant un temps très petit dt, d'une très petite quantité M'M"
dont les projections sur les trois axes de cooi'données soient ^dt,

rjdt, Çdt ; la variation t\\ du potentiel sera :

dv
' ' ^'h

Cette intégrale peut être considérée comme le })otentiel d'un

volume magnétique, chaque élément d-:' de ce volume ayant un

moment magnétique dont les projections sur les ti't)is axes sont:

Ix'duWç, '/dld-'r,, i^did-X-

examinons enfin le cas d'une surface attirante ; son potentiel

V est représenté par l'intégrale de surface :

V
iji'dto'

^f^
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Km opérant comme précédemment, on est conduil ;i envisafrei'

'intégrale

r 1 a'dt

.^i- ,^— *>— H— : do/.

Cette intégrale peut être considérée comme représentant le

potentiel dû a des masses attirantes répandues sur deux suilaces

1res voisines dont les points se correspondent de manière <[u en

deux points correspondants les densités soient égales <'t de

siones contraires; le segment déterminé par deux points corres-

pondants a pour projections, sur les axes de coordonnées,

;dt, Y.dt, 'Uh, les (juantités ;, r., : étant des fonctions de x', y', z'

;

la direction de cette ligue varie donc d'un point h l'autre de la

surface.

On peut encore considérer l'intégrale (1) comme le potentiel

engendré par une infinité de petites aiguilles aimantées implantées

dans la surface, la direction de l'aiguille qui perce la surface au

point x', y, z' étant celle du vecteur ;, r.,:.l'ne telle distribution

de masses attirantes s'appelle feuillet inaiinéliqiie.

11 est clair que, dt étant très petit, le potentiel d'un feuillet

magnéti(iue est lui-même très petit, si la densité ^ est lime, f.n

gém'ral on suppose la densité très grande de façon que le produit

^'dtsoit lini. Le potentiel prend alors une valeur finie et on peut

l'écrire :

f ,[4 . 4 ^4.ido/,

-/ avant dans cette expression une valeur (inie et désignant la

même chose que ;j.'dt dans l'expression (i).

Supposons maintenant que le vecteur ;, Y,,t;soit, en chaque

point, normal a la surface, c'est-a-dire que l'on ait :

a', ^i',
-' désignant les cosinus directeurs de la normale au point
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x', y', z' ; le feuillet prend alors le nom de double couc/ieet le poten-

tiel s'exprime par l'intégrale :

0-1 .-1

99. Étude du potentiel d'une double couche.— Soit V le potentiel

d'une double couche S ; on a :

•.•'^]"<"'

ce qui peut s'écrire

Posons

l
a'a'd(o

'^"^j
r~~

U
3',a'do>'

-F'V
'a'do>'

r

la fonction V prend la forme :

On voit par là que, les fonctions U^, U^, U^ étant des potentiels de

sii)ii>lcs coucltcs, c'est-;i-dire des potentiels de surfaces attirantes

ordinaires, la lonction V se comporte comme les dérivées pre-

mières de ces potentiels ; en particulier, la fonction doit éprouver

une discontinuité quand le point attiré se déplace en franchis-

sant la surface S. Nous étudierons plus loin cette discontinuité;

jemartjuons pour l'instant ([u'en veilu de la formule (2), le poten-

liel (Vune double couche est une foinlion /i(i/7fiof(i(jue en fout
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point (le l'espace scttif sur Ici surface (j/ti porte la double couche

elle-même.

100. Avant (r»'tiulier ce qui se passe sur la surlace elle-inèine,

donnons au potentiel une nouvelle forme qui nous sera très utile

clans ce qui va suivre.

Reprenons la IcMinuli' l et considérons l'expression

^
i A 1

i^

—

ô— —
0.\ Ov ' iV.

Cette expression n'est autre que la déi'ivt'e de — prise suivant

la normale à la surface dont les cosinus directeurs sont %, 'j\ *''

;

4
désignons, suivant la notation hahituelle, cette déi'ivée par —;—

:

^ ' ^ dn

le potentiel ^ devient :

4
V =^ — / 'j.

—
-.
—-d(.)'.
an

Soient alors (fig.GSj dt-)' un élément de la surface, M son centre

de gravité, M le point attiié et 'j l'angle de MM' avec la direction

de la normale suivant laquelle on a dilTérentié ; on a :

'4 :
-7- COS '^,

dn ~

quelque soit le sens choisi sur la normale. Traçons maintenant

la sphère de rayon i ayant le point M pour centre et appelons

dT Taire de la portion de cette sphère découpée par le cône ayant

pour sommet le point M et pour base l'élément dw'; la quantité

à-j' s'appelle l'angle solide sous lequel l'élément doj est vu du

point M. On a :

1 ' ^ tW.r-
cuo =±

COS -^

Le double signe provient du double signe de cos'^, c'est-a-dire
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(les deux sens possibles sur la normale. Comparons les deux for-

mules précédentes ; il vient :

r

"ThT"
^ d(0 =±(17

,

et l'élément dV de potentiel dû ii

l'élément dto' a pour expression :

(i) dV=i^;Alcr'.

On peut l'écrire :

:2) dV=;/dcr',

en convenant de donner un siane à

do-'. Pourvoir comment nous devons

choisir ce signe, traçons ^Tlg. ()9j les

deux sui'laces infiniment voisines
;

appelons S, celle de ces deux surlaces

où la densité est représentée par la

fonction 'j.' , et S., l'autre surface où la

l'g- 'J'"*- densité est représentée par — jj.'.

Soient aj), et aj)^ deux éléments

correspondants d'égale étendue cW ; soit enfin M le point attiré.

Joignons le point M à un point de l'élément a^b, et supposons

que cette droite ne rencontre la surface S^

qu'après avoir traversé S, ; il est clair que

le potentiel tlù ii l'ensemble des deux élé-

ments a, au point M, le signe de -f- ^',

c'est-à-dire le siffue de la densité sur l'élé-D
ment aj),. 11 faut donc choisir le signe

+

dans la formule! I\ c'est-ii-dire considérer

d^' comme positil dans la lormule (2).

Au contraire, si la ligne (pii joint le

point .M il l'élément d(o rencontre S^ avant

S,, il laut considérer d-r' comme négalil.

l'.n daulres teinies, si l'on aj)pelle ((Uè positifde S celui de S, et

ro'/t'//r,;'y///y"celuideS^,on piendra comme sens positif sur la normale
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celui qui va du côté néoiitilau côlr posltil"; par suite, réiémeuf

do-' de la sphère de rayon 1 <pii ctn-respoud ii iêlénient du>' de S

sera considéré comme positif si d(o' présente au point M son côte

positil, et comme négatil si do' présente^ son vùM^ négatif.

delà posé, 1 expi'csslon du jiofciitn'l dû ;i la double coiulie

tout entière est

(3). \=j..\W.

C'est la formule que nous voulions étahiir.

101. ^ ovons maintenant ce qui se passe ([uand li^ point attiré- M
se déplace et franchit la surface.

Traitons d'abord le problème en supposant la ilensité constante.

Le potentiel pi-end alors la ft)rme :

V= .a.'|\l7'.

Nous distinguerons deux cas :

i*''(v/.s'.— Supposons ilig. 70i ([ue la sui l;ice ail uiir lorme et une

position telles que toute droite Issue àx^ M in' ])uissç la lencoii-

Fisr. -.

trer qu'en un seul point. Dans ce cas, ses éléments présentent

tous le même coté au point M, les ([nantîtes ài' s'ajoutent, car

elles ont toutes le même sione et leur somme est lanole solide 12

sous lequel la surface est vue du point M. L'expression du poten-

tiel est donc
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l'angle solide Q étant positif ou négatif suivant le coté de la sur-

face qui est tourné vers le point ^I.

Vu cas de ce genre est réalisé si la surlace S est une portion de

plan. On voit alors immédiatement ce qui arrive lorsque le point M
se déplace et vient traverser le plan en un point de la double

couche. Si le point M tend vers ce point du côté positif du plan,

l'angle tend vers 2- et le potentiel vers -|-27:;j.'; si au contraire

M tend vers ce même point du côté négatif, l'angle solide ii tend

vers — 2- et le potentiel vers — 2~'x ; le potentiel dune double

couche plane subit donc une augmentation I^rusque de 4-|jl' quand

on traverse la douille couche en allant du côté négatil au côté

positif.

'l'écris. — Supposons ifig. 71) la surface S telle que certains

ravons vecteurs issus de M puissent la couper en plusieurs

points. C'est le cas général. A un même élément do-' de la sphère

de ravon 1 tracée autour du point M, peuvent correspondre plu-

sieurs éléments doj'j, dco',> do)'^— de S; supposons que X de ces

éléments tournent leur côté positif vers le point M et que X tour-

nent leur côté négatif vers ce même point M. Considérons alors

d? comme positit ]tour tous les éléments possibles de S ; nous

pou rions écrire :

C'est cette intégrale qu'il s'agit d'étudier au voisinage de la sur-

lace ; cette étude se fait sans peine dans le cas d'une surface

lerniée et le cas d'une surface (pielooiu|ue non lermée s'y

l'amène.
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Traitons donc d'abord le cas dune surlace fermée.

Trois circonstances peuvent se présenter: le point M peut être

intérieur à la surface, à l'extérieur de la sui'Iace, sur la surface.

Supposons-le dahord ii lintérieur. Tout rayon vecteur issu de

M coupe la surface un nombre impair de lois lig. 72) puisqu'on

part de l'intérieur et ([u'on va \\ l'extérieur. Les divers éléments

de surlace renconti'és successivement par un même ravon vecteur

tournent alternativement leur côté positif et leur côté négatif vers

le point M. On a donc :

X— X =±i
et

V= a'f±d.'= -^^^i

(.)n doit choisir le signe -f- et écrire Y= 4-^/ si c'est le côté

positif de la surface qui est à l'intérieur; on doit, au contraire,

choisir le signe — et écrire A=— ^-<x si le côté positif de la

surface est le côté extérieur.

Supposons maintenant le point M i» l'extérieur de la surface

lermée ; on voit alors (fig. 73 1 que tout ravon vecteur issu de M
coupe la surface en un nombre pair de points et ([ue l'on a :

d'où l'on conclut

X — X'= 0.

V=0.
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Ainsi, en tout point extérieur à la surface, le potentiel est nul ;

en tout point intérieur, il est constant et égal à d: 47:a' ; il l'ait

donc un saut brusque de 4-u' quand on franchit la surl'ace.

Supposons enfin le point M situé sur la surface ; supposons en

outre qu'en ce point la surface admette un plan tangent Ijien

déterminé. Deux cas peuvent alors se présenter.

Dans le premier cas (fig. 74), la surface S est tout entière

située dun même côté du plan tangent. Tout rayon vecteur issu

tic M ne couj)e la surface qu'en un nombre impair de points

autres (jue ^I ; la dillérence N

—

X' est donc égale à ± 1 et l'inté-

giale
I

iW n'est étendue qu'à une moitié de la sphère de rayon 1.

Par suite, on a :

V=±2-a'.

Dans le second cas (fig. 7.')), le plan tangent partage la surlace
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en deux paities : AM B et AMB. A eluicime d'elles corresixtiitl

une moitié de la sphèie de rayon l. Pour tonte la pai'tie AM B,

un rayon veeteur ([ueIe<MHjue issu de M rencontre la suilaee un

nonihi'e impair de lois; on a donc:

X— N'= ± i

et 1 inté<j;i'ale <x \
à-j' X— Xi, étendue à riiémisphèie coiiespon-

dant. est éoale ;i =t2-'j.'.

Pour la seconde paitie AMB de la surlaee, un ravou veeteui'

issu de M renctuitre S un nombre pair de lois : on a donc :

X— X'= 0,

et 1 intégrale <j.'
1 X

—

X i d? étendue au deuxième hémisphère est

nulle.

Ainsi, dans tous les cas, le potentiel a pour valeui- en un point

quelconque de la surface :

V=±2-;/.

On choisit le signe -|- ou le signe — suivant que le côté posi-

tif de la surface est le côté interne ou le côté externe. On voit

que la valeur constante du potentiel sur la surface est la demi-

somme des valeurs constantes qu'il a ii l'extérieur et à l'intérieur.

Poi>t:ARÉ. Poteiit. Xewl. lï
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(pliant aux dérivées, elles sont nulles à l'intérieur comme à Texte-

rieur et n'éprouvent donc aucune discontinuité quand le point M
(ranchit la surlace.

f.e problème est ainsi complètement résolu, dans le cas où la

densité est constante, en ce qui concerne les surfaces fermées
;

passons au cas d'une surface quelconque.

102. Soit (fig. 70) S une double couche quelconque limitée

par une courbe C ; cette surface S, ayant deux côtés, on peut en

tracer une deuxième S', limitée ii la même courbe C et telle que

l'ensemble de ces deux surfaces constitue une surface fermée. Tra-

çons donc S' et supposons «jue cette

surface porte une double couche dont

1 épaisseur et la densité soient les mêmes

<{ue celles de la double couche donnée.

Appelons V le potentiel de S, V celui

de S' et AV celui de la surface fermée ;

on a :

\v=v + v.

'^ Considérons alors deux points M,
"^

'

'

et ^Nlg situés de part et d'autre de S et

1res voisins l'un de l'autre; puis désignons par AV,, \\, A',, les

valeurs des trois fonctions considérées en Mj et pai' AV^, \ ,, \ '^

leurs valeurs en M., ; on a :

w. = v, + v,

AV.= V.+ V.,

:i) w,_w^= (v, — vj+(V',— v'j.

AV di'signant le potentiel d'une double couche répandue sur une

surface fermée, on sait, d'après ce (|ui précède, que l'on a :

AV.— AV. =±4-;..'.

De plus, les points AI, et AI., n'étant pas situés au voisinage

de S', la fond ion A ' est continue en ces points et la dlHercnce

V',— V, est infiniment pelite ; r<'galité (l) devient donc :

V,— V.,= ±4-a'.
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Soit maintenant M„ nu |)t»iiit situé sur S entre les points ^[, et

Mj : d<'signons par \\\, \\, \\ les valeurs des trois potentiels

en M„, on a :

\V ^v,
\V„ \=.[ ^' + ^-' — V

v'.+v,

l>e deuxième tcrmi' du second membre est inliiiimeul petit

puisfpie \ est continu au voisinage de M^ ; le premier membre
est nul j)uisfjue ^^' désigne le potentiel relatif à une surface

fermée ; donc le j)remier terme du second membre doit être

iidlniment petit et l'on voit que \\ est la demi-somme de ^,

et V^.

Ainsi, dans le cas où la densité est constante, (piil s'agisse

d'une surface fermée ou d'une surface (|uelcon([ue, le potentiel

tl'une double coucbe croit brus([uement de 4 -a' (piand on fian-

chit la surlace en allant du côté négatif au côté positif; sur la

surlace, il prend une valeur égale ii la moyenne arithmétique des

deux limites vers les({uelles il tcntl quand on s'appi'ocbe indéfi-

niment de la suilace du côté positif et du côté néoatif.

Quant aux d<''rivé'es premières, elles n'éprouvent aucune dis-

eontinuitt' (piaud le point attirt' ti'averse la double couche. Cela

est bien évident puisque les dérivées de ^^' sont partout nulb's et

que celles de ^ ' restent continues au voisinage de S.

103. — Abordons maintenant le cas général oii la densité est

variable d'un point ii l'autre de la surface.

Xous ierons les deux hypothèses suivantes :

i" La fonction 'x reste finie et continue ; on peut alors trouver

un noml)re A fix(^ t(d qu en tout point de la surface on ait :

l:.'I<A.

2" La surlace proposée est telle qu'une droite quelcoiujue ne

la coupe qu'en un nombre limité de points ; nous appellerons X
une limite supérieure de ce nombre.

(]es deux hypothi'ses nous lournissent une limite supérieure des

valeurs du potentiel. Soit en effet d-' un élément de la sphère

de rayon 1 considérée précédemment ; à cet élément correspon-
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dent plusieurs éléments de la double couche ;^en nombre moindre

que X) et par suite plusieurs éléments de l'intégrale :

Désignons par S <j.' d^' la somme de ces éléments ; on a :

|l;Vd^'|<NAdy,

et par conséquent :

|V|<JxAdT',

c'est-ii-dire :

|V|<4-XA.

Cela posé, considérons une double couche quelconque S

Fig- 77

i(ig. 77 . Soit M le point attiré; supposons que ce point tende

vers un point M^ de la surlace où la densité est [jl^. Posons

W=J^u^d.'.

(l'est le potentiel d'une doul)le couche dont la densité est

constante. Comparons ce potentiel ;i celui de la double couche

donnée :

Pour cela, envisageons l'intégrale

U =J (a — uj d?'.

On a :

y=u+w
Xous savons C(unnicnt se comporte hi lonclion \\ ; eUe a été

étudiée au paragraphe précé(h'nt.

hltudions la lonctlon l' et vovons comment elle se comporte
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(luaiul M tciul vers M^,. (lotte ronctioii est un potentiel tle doiihle

eniuhe dont la densiti* est varial)le, mais piésente ceci de |)arti-

culit'i' (jnelle est nulle an point M,^. Nous allons nn>ntrer (|ue ce

potentiel reste eonlinu quand le point M tend vers M,j.

Du point M„ comme centre décrivons une sphère de rayon o.

dette sphèi-e partage la surface S en deux paities : lune S' est

comprise ;i riulcrieur de la s{)hèr<^ l'auti'e S' est constitu<''<' pai'

le reste de la sui'Iace S.

Appelons U' et L" les potentiels dus respeclivemenl à S et S';

on a :

Désignons, en outre, par U„, U'y, L '„ les valeurs de L', U', U",

au point M,j. Nous voulons démontrer que Ton a

lin,|L'— l'„l=
(uiand M tend vers M„, c'est-à-dire (jue l'on peut prendre M assez

voisin de M„ pour satisfaire à l'inégalité

z étant un nombre donnt'- ii l'avance aussi petit ([u'on le veut.

Pour cela. remar(pu)ns que l'on a

d'où :

,1) li:-i'«I<K'-r;i+li:"-u"„l.

Ola posé, observons que, |j.' étant fini sur la sui-lace S, 'j.'—
y.,

l'est aussi et (|ue l'on peut assigner au module de cette dillereiice

une limite supérieure a sur la surface S' ; on a donc, en tout

point de S' :

I
'/— :^o I

< ='•
;

d'où, en vertu d'une inégalité démontrée plus haut :

ll'|<47:Xa

et

|U'J<47:Na.

Comme u.' est supposée continue, on peut restreindre assez la



i'Jo THÉORIE DU rOTESTIEL NEWTOXIEN

siirlace S\ c'est-ii-clire prenche p assez petit, pour que Ton ait

47:Xa<^,

et (luaiiisi l'on ait :

(2) lU'-I-"ol<-.5--

p étant ainsi iixé, la surlace S' est bien déterminée ainsi que

la surface S". (Considérons alors la dlderence U"— U"y ; la fonc-

tion U ", étant le potentiel de S", est holoniorphe en tout point

(jui n'est pas sur S" et en particulier au voisinage de M^ ; on peut

donc choisir le point !M assez près de M^ pour que l'on ait :

G^) l^"'-^"'ol<4-

Rapprochons alors les inégalités (2) et (,')) de l'inégalité (1); on

voit que l'on a :

La lonction U reste donc continue au voisinage du point M^,

c'est-à-dire (juand M tend vers M^ et le dépasse.

Remarquons que M peut tendre vei's M^ de trois façons :

1° En restant extérieur ii S, et du côté positif
;

2" En restant extérieur, et du côté négatif;

.'5" En restant sur la surface.

I^a démonstration précédente s'applique dans ces trois cas.

Revenons maintenant ii l'expression de V :

v=w+ u.

Puisque U reste continue au voisinage de M^,, V épi'ouve en ce

point les mêmes discontinuités que \\ . (les discontinuités ont été

étudiées au paragraphe précédent ; servons-nous des résultats de

cette étude, nous o])tenons pour A les conclusions suivantes :

1" Lorsque le point attiré J/, d'abord extérieur à la surfaee^ se

déplaec et la trai>erse en un poi/it oit la densité est a^, le poten-

tiel de la double eoue/ie ero/t brus(jueniei>t de 4-|j.|, si le j>oinl M
passe du eôté néi^atif au eôté positif de la surfaee.
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2" Le potentiel d'itne double eour/te reste eoiilinu sur la surfciee.

3" Sa calenr, en un point de lu snrfdie, est la moyenne arith-

niètiaiie des valeurs (jull prend en deii.r poi/its in /Ininient voisins

du premier, mais situés de part et d'autre de la surface.

104. — Le [)remier de ces résultats, que nous venons d'ctahllr

directement, pouvait être obtenu immédiatement comme consé-

quence de la théorie des surfaces attirantes.

Xons avons démontré plus haut, en eflet, la Cormuh' sui-

vante (99j :

iU^ OU, (U^^

(\\ ' Ov ' Oz

UpUjjUj étant trois potentiels de simple couche :

. y. 'j. ao>/ a 'j. Cl

" J r

u.= P^'•j.'dw'

Supposons que le point M, d abord e\téri(nii" à la suiTace S,

tende vers un point M,, de celle-ci et la franchisse en ce point
;

. , . . <>^\ ^^\ ^^\ 11-
les dérivées premières ^ , ^

'

,
——-^ éprouvent des ciisconti-

* ox ov Oz

nuités (voir n" 51;.

(les discontinuités ont pour valeur :

pour ^ — 4-7. \j, .% =— 4-a-'i.
* ux

» -J—
— 4-,.a.,j=— ^.... y.

» — — 4 --'
<x .^'^=— 4 -V 'J.

.

Oz ' ' '

Le saut brusque de V est donc :

4^'-;/ v^4-3'^+r)=^-;^';

c'est la valeur trouvée précédemment.
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Remahque I. — Nous avons appelé (c densité », dans ce qui

précède, Uujuantité |ji.'
; en réalité, la densité de la double couche

est le quotient de ^' par la quantité très petite t qui représente

l'épaisseur de la double couche. Mais, pour simplifier, nous con-

tinuerons à donner le nom de densité à la quantité ;j.'.

Remahqi'e II. — Nous avons vu, dans la théorie du potentiel

des simples couches, qu'un tel potentiel reste continu dans tout

l'espace, même quand on franchit la surface. Ou peut s'étonner

de ce que le potentiel d'une double couche éprouve une discon-

tinuité quand on franchit la surface, une double couche n'étant

en somme que l'ensemble de deux simples couches très voisines.

delà s'explique l^ieu facilement. Appelons S, et S^ les deux

simples couches très voisines et soit s leur distance. Quand on

franchit la surface S,, puis la surlace S„ le potentiel reste con-

tinu, mais il varie très rapidement entre Sj et S^; en effet, les

attractions des deux surfaces s'ajoutent dans l'espace qu'elles

conq^rennent et, comme on suppose la densité très grande, la

dérivée du potentiel est très grande elle-même dans cet espace.

La variation du potentiel est alors d'autant |)lus rapide que la

distance t est plus petite.

En général, on suppose cette distance infiniment petite et la

densité inhniment grande, de manière que le produit [j.' de ces

deux (juantités reste fini; on considère alors les deux surfaces S,

et Sg comme confondues avec une même surface S. Dans ce cas

limite, qui n'est (ju'une fiction analytique et ne correspond plus

î» rien de physi([uç, on s'explique bien la discontinuité du poten-

tiel ainsi obtenu.

.Vjoutons que ce ([ue l'on appelle alors côté positif de la surface

c'est le côté défini par les cosinus directeui's a', ^', *'' <jui entreni

dans l'expression de Y.

105. Etude des dérivées secondes d'un potentiel de simple couche.

Cas d'une surface plane. — Xous avons vu qu'un jiotentiel de

doulde couche s'exprime par des dérivées premières de jiotentiels

de simple couche. L'étude des dérivées premières d'un potentiel

de (loul>le couche se ramène donc îi l'cMude des dérivées secondes

d'un potentiel de simple couche.
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(l'ost cette (.lernière étude (jue nous allons faire niaiiiteiiaiit.

Nous conimencei'ons pai' un cas simple, celui d'une surlace plane.

Soit donc S une portion de suilace plane attirante limitée pai'

une courbe i'..

Prenons ce plan comme plan des x\ . Appelons l le p(»tentiel;

on a, en conservant les notations hahitnelles :

(le potentiel est une (onction pane en z. c Cst-ii-dire (pii ne elKin^e

pas quand on change z en — z. Par suite, la d/'iivi'e ])i'emière -^:

—

I 1 r. I
^,^

. , • ,

^'^
est une lonction impaire et la deiivee secoiule

,
une lonction

Oz"

paire.

Pienons alors deux pt)ints symétriques par rapport an plan des

xy; les deux valeurs correspondantes de
.,

sont égales et pai-

consé([uent tendent vers la même limite quand les deux points

tendent 1 un vers 1 autre. I.adéiivée seconde
,

leste dcuic eon-
07.-

tinue ([uand on Irancliit la surlace.

Au contraire, la dérivée i)remière —— éprcuive une disconti-
Oz

nuité et lait un saut hiusque égal à ^~'j! . Quant aux dérivées tan-

oentielles, elles restent continues. Montrons- le par exemple

OU
iiour —— ; on a :

Ox

(\X

ce qui peut s'écrire :

OU

Ox
dxdv'

ou, en intégrant par parties,

OU /' adv /' O'j.' dxdv'OL /' \i- tly /' 0|j.
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L;i première de ces deux dernières intégrales est une intégrale

cui'vilif^ne étendue au contour C ; la seconde est une intégrale de

surface étendue à l'aire attirante S.

L'intégrale curviligne est un potentiel de ligne attirante et

reste évidemment continue quand on traverse la surface en un

point qui n'est pas situé sur le contour Ç..

L'intégrale de surface est un potentiel de surlaccqui reste con-

tinu dans les mêmes conditions. On peut donc conclure que --—
ox

reste continu quand on traverse la surface, sauf, peut-être, au voi-

sinage du contour limite. La même démonstration s'applique

, OU
"y
Comme on le voit, cette démonstration suppose que la densité

[x' est continue et admet des dérivées premières.

Examinons maintenant les dérivées secondes de Lî.

Lu vertu de la relation (1), on voit que la dérivée subit
OxOz

1 - 1 > f ^V-' ^ .
0-U ,, .

un saut brusque égal a — 47:—^; de même, —-—— lait un saut" Ox OvOz

^ , , Oa' 0-^u 0-U O^U
brusque éi^al a — 4- —^ ; -^^r -^r^r ? ^ ^ restent continues;

^ ^ Ov' Ox- 5 Oy^ OxOv

, o^u
"

, ,; . .

quant a -^-j- , nous avons vu que c est une lonction paire et que

les deux limites vers lesquelles elle tend quand on approche de la

surface en dessus et en dessous sont égales. Cela suppose, il est

vrai, que ces limites existent. On démontre facilement (pi'il en est

. . , , ,. . . oa: 0-U
ainsi : les deux dérivées ^ ,

et restent continues et ont par
Ox^ 0)-

conséquent des limites quand on s'approche de la surlace; d'autre

part, en tout point extérieur à la surface, on a :

AU= 0.

La dillerence :

0^1 oa: \ O^U
AU—

Ox- Ov" / Oz"

est donc elle-même continue.

Tout ceci suppose que la densité ;jl' a des dérivées secondes

qui restent finies.
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106- Cas d'une surface attirante quelconque. — Soit S une

surface attii-antc (jiielc'<)iH|iie li<^. 78 , -M„iiii jiniiit delà surface, M
le point attiré (jiii tend vers ce point en suivant la tlroitc MM,,.

Prenons le point M,^ comme origine des coortlonnées ; nous sup-

jiosei'ons (pic la snriace admet en ce ])oint un plan tangent hien

déterminé (pie nous prendrons comme plan des x y, et des rayons

de courbure principaux bien déterminés; enfin nous nous place-

rons en coordonnées rectanfjulaires.

Reprenons les notations adoptées au paragraphe 40: soit 1' un

point quelconque de la surface et P' sa projection sur le plan des

xy. ^lenons les droites MP, MP', M^P, M„P et posons :

MP MP' M.P M..P

Appelons x, v. z les coordonnées du point M et x', y', z celles

du point P ; on a :

[x— x')- H- V— y';- H- (z— z'}-

::x— x7+ V— y')-H-z».

Si, maintenant, on désigne par do/ un élément de S, par dx'dy'

sa projection sur le plan des xv et pai- a', j ,
*' les cosinus direc-
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teiirs de la normale à la surface en un point quelconque P de

celle-ci, le potentiel U au point ^I pourra s'écrire :

/' [jlcIol)' /' |j.'dx'dy'

J V J r'r

Posons :

La fonction L' est le potentiel en M d'une portion de surface

plane attirante, la densité étant représentée par la lonction -^ ;

cette surface plane est la partie du plan des xy qui comprend

l'ensemble des projections des éléments dto' de S.

Nous avons lait, dans le pai-agraphe précédent, l'étude de la

fonction U' ; nous allons y ramener celle de la (onction U.

Posons pour cela :

W= U — U'

et étudions la lonction W.
Dans tout ce qui va suivre, nous supposerons que la densité jjl'

est continue ainsi que ses dérivées premières et qu'elle admet

des dérivées secondes qui restent finies. Nous avions déjii fait

cette hvpothèse pour faire l'étude des dérivées secondes de l '.

(lonsidéi'ons une dérivée d'ordre quelcon([ue de ^^ ; appelons-

la ])\\ poui' abréger ; elle sera de la iorme :

DW=|'cp(x',y')dx'dy'.

Supposons qu'on ait démontré l'inégalité :

:ii

k ('tant un nombre positil (juelcoiupie , mais fixe; je dis alors

([ue 1)\V tend vers une limite ([uand M tend vers M^, en suivant

la droite MM„.

Pour le voir, traçons dans le plan des xy un cercle (/' de rayon

ayant M„ pour centre; ce cei'cle est la pr(tjeclion dune ligne C

tracée sur S et entourant M^,. La surlace S est ainsi partagée

en deux parties S' et S", S' étant celle qui contient My.
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I^oui' tout point do S on a : i\,' < o, et pour tout point de S :

<>?
A chaeune de ces paities corcespond une loneti(Ui\\ : appelons

\\ et ^^ ces deux fonctions; on a :

et

^^=^v +w

delà posé, reniai(|Uons ([n'en vertu de linégalité 1 , on a

\Y)\\'\<f-
kdv'dv'

dette intéorale est étendue au ceicle liniitt" ])ai' la circon-

lerenceC/; translornions-la en prenant des cooitlouni-es j)olaires;

]>osons :

x'^^r^cosO; v^^^r^sinO.

L'intégrale peut alors s'écrire :

/' kdx'dv' , r-^- p , , ,, -,
/ ^^- = kj

I
drodfj = 2-k =

i 'ci t. ij t. g

et l'on a par suite :

(2.1 lD\Vl<2-ko.

Observons d'ailleurs (lue, la fonction 'i satisfaisant ii l'inéo-a-
1 1 o

lité (il, l'intégrale

D^^'= Ç's dx'dy'

a un sens au point M„ : appelons alors D^\ „ sa valeur en ce point

et DW/, D^^V celles des fonctions ]J^^ , 1)W au même j)oint.

On a évidemment :

Dw— Dw,= ])\v'— D^\\;+])^\ — DWo

d'où

lD^v_D^vJ<lD^\— i)\Vo!+|D\\ — D\v;i

Or, je me propose de montiei- que l'on a :

lim^DW— DW;=o
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(juancl le point M tend vers M,,, c'est-à-dire que l'on peut choisir

le point M assez voisin de M^, pour que l'on ait :

|l)W-DWj<s,

£ e'tant \\\\ nombre positil donné aussi petit que l'on voudi'a.

Vax veitu de l'inégalité (2), îi laquelle DW„ satisfait aussi, on

peut choisir p assez petit poni' que l'on ait à la (ois :

et

et par consé(juent :

i)\v;i<^,

|DW-DW;|<
à̂

p étant ainsi fixé, les domaines S' et S' sont bien délimités et l'on

peut prendre le point M assez voisin de M„ pour <pie l'on ait :

|DW''— DW:i<-i-.

delà est possible car, le point M^ étant extérieur ii S ", la lonc-

tion ^^ " est holomorphe au voisinage de ce point.

La position de M étant ainsi choisie, on a :

imv— Dwj<£.

11 est ainsi démontre'' ([ue la lonction ])^^ tend vers la valeur

I)^\„ ([u'elle a au point M,,, (piancl M tend vers ce point, et cela,

((uel que soit le chemin suivi. Cette fonction reste donc continue

([uand on franchit la suilace.

Si une (onclion -i satislaisaut à une inéo-alité de la forme :
i o

<
r
.'n

est dite cVordrc //, le théorème précédent poui'ra s'exprimer

ainsi : (piand on (ranchit la surface, une déiivée l)^^' reste con-

tinue si la lonction sous le signe | est d'ordre 1

.



Dornr.F.s coiciies ilg

l^KM.vnQn:. — On peut ('iimifcr les deux prctpositioiis sui-

vantes (pii sont l'videntes :

J" Le produit de deux lonctions (pii sont respeetiveinent d (tidie

ni et d'ordi'c n est d'oidre ni-f-n.

2° I/inverse d'une louctiou d'ordre i n'est pas loicénient

dOiclie — 1.

107. On peut ('iioneer dans ee langage tous les tlit^orènies

établis (chap. III) sur les suilaees attirantes, l^ir exemple les

iiu'galitt's du ^^ 40 montrent ([ue :

z est d'ortlre 2

Il ri,— et

—

- sont cl oidre i
r r

—r est dOrdre
1-

X— \' V— v' z — /-'
I. , A

,
-^ ^ sont d ordre 0.

r r r

l'^n général le rapport

X— x'"" y— y'N'z— /"-^

OÙ Ton suppose m +p > a -|- 1) -f- e, est d'ordre

(m+ p) — ^a+h+ c)...

ete.

Considérons maintenant la (onction W envisagée précédem-

ment ; elle a pour expression :

(>alculons-en les dérivées premières et secondes
;
pour cela,

calculons d'abord les dérivées de — et de —r • On a :

r r

1).-= -^^; \\~= '''-^': I).J-='~'
r r' r r' r r^

ij.
1 _ 3(x--x,' i_

,^ j :-i(x'-x;y-yi
?' »-Tr r V - V r
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1

r

3y_y)(z'-• ^'1

,.5

1

r

3(z'— zj(x'--x)

c même :

D ^ ^'-"- D
i x' — V

D ^
-'

'^^
J./

— j.'t ' ^^y ^'
r'
~

r''

1 3(x'-x)' i

^.^ ^

3(x'-x)(y' -y)
»>

,.'

-
,.':< '

1 3{y'-v,'_
' r' .»

i _-3(y'-y:Ll

n. L 3.» 1 . n ^
-3(x'-x) z

On a donc

cUo'

D^V
Dx-

Oy^

(V\V

(V\V

Ox()y

Oyôz

=j^.'[:Ux - X) (V - y)
(-L _ J_)

]
,1,.,^

!W.jV[:Kx'-x)(^+-^)].,„.'.
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Je vais (IciiiontifM' les piopositions suivantes ;

l" Oiiaiid im liaïuhit la siiilace, les cl(''iiv(''es premières Je W
restent continues.

2" Au eontraiie, les ch'-rivées secondes épiouvent des disconti-

nuités, sani si la densitf- u,j, au point où Ton traverse la surface,

est nulle.

108. ()ccu[)ons-nous d'al)ord des dérivées premièi'es.

(Considérons —— ; la lonctictn sous le signe / est :

(/est un })rodult de deux (acteurs; le premier, <x\ est doidre

zéro. Montrons ([ue le second est d'ordre 1. On ])eiit Ic'crire :

(i) :V-x)ir'-r|-LH L, H Ll.
. / / N

1^
j.lj.' j.-j. - j.j. (

J

Cette expression est la somme de trois termes. Le premier

vh-'

est évidemment dOrdre 1 ; en ellet : ;— est d'ordre 0; de plus
1'

r'— r est d'ordre— 2. car on a :

|r'-r|<z';

entin —— est d ordre .>; le produit ;— est donc

d'ordre 1.

Il en est de même pour les deux auties termes de l'expression

li et l'on voit bien que -i est d'ordre 1. La dérivée est donc
Ox

continue quand on traverse la surface et cela est vrai quelle que

soit la valeur de la densité au point où l'on franchit cette surface.

La même démonstration s étend a —— et et la propo-
Oy Oz ^

sition annoncée pour les dérivées premières est entièrement

prouvée.

PoiNC.^RÉ. Potciit. Xewt. iti
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109. Passons maintenant au cas des dérivées secondes. Nous

démontrerons simplement ceci : Si la densité [jl'^, au point M^ où

l'on traverse la surface est nulle, les dérivées secondes restent

continues.

Considérons Tune d'elles,
., , par exemple : la lonction

Ox' '

sous le signe 1 est :

La densité jjl'^ au point M^ étant nulle et possédant des dérivées

des deux premiers ordres, la fonction [jl' est d'ordre — 1 au

voisinage de ce point. Montrons que la quantité entre crochets

est d'ordre 2. On a :

11 111 ^ ( ^ 1 ^

\( ^

v' v" ~~
[ V r'/) [ ,.

-(' -K-t + 1

r*r'-

On a aussi :

1 1

j.a
J./3

= (r' — r)
1

r
*

1 1

r^'r'
"^

r-r'

La quantité entre crochets considérée peut donc s'écrire :

\ / \ /y j.oj,:
J..J.'-

j..>j..s ,.-j.'^ j.j. y

-(r'-r)
1 1 1

.3,,' l'-i''- l'i''*r r r-y
' rr

ou encore :

y 3(x'-xnr-r; _y_r:-^

avec les relations

m -)- n= ()

p + q = 4.
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(ihaciine des soinmes de l'oxpression (3) est d'oiJi-e 2; en efTet,

un tenue <jiielcon(jue de la j)i-emièi-e est de la lorine :

(4) -.
\ ' ..Ml ..'11

(.e terme est d'ordi-e 2 cai- 1° j— est d ordre m -}- n — 2 =4 ;

r'" r
"

2° (r'— 1') est d'ordie — 2 ])uis([iie Ton a :

|r-r'|<z'

et ([ue z' est d'ordre — 2 ; rexpression (4) est donc d'ordre

4 — 2 = 2.

Bref, la première somme de l'expi-ession ul) est dOrdre 2 : la

seconde est d'ailleurs aussi d'ordre 2 car tout terme de la lorme
r'— r

est d'ordre Ji -|- <{
— 2, c'est-à-dire dans le cas pit-sent

II
4 — 2 = 2.

Ainsi l'expression {?>) est d'ordi'e 2, la fonction :, est d(mc

1-1 I O I 1 1 • • •

^'^^
(l ordre — i -\- 1^ l et |)ar conse(iuent la dérivée

,,
est con-

Ox-

tinue.

Le même raisonnement s'applique aux autres dérivées secondes

de W et la propriété annoncée est donc démontrée : les dérn>ées

secondes de W resfent continues (juund on francJiit la surface en

un point M^ oii la densité est nulle.

110- Revenons alors aux potentiels U et U' considérés au para-

graphe 106 et supposons nulle hi densité au point M^oii l'on fran-

chit la surface. Nous avions posé :

La fonction W considérée dans cette relation est précisément

celle que nous venons d'étudier et, par suite, les dérivées

secondes de U, quand on franchit la surface au point M^ éprou-

vent les mêmes discontinuités que celles de U' puisque celles

de W restent continues.

Or U' est le potentiel dune surface plane attirante sur laquelle
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la densité en chaque point x', y' est représentée par la lV)nction

Nous avons étudié au paragraphe 105 comment se comporte

un pareil potentiel au voisinage de la surlace. Reportons-nous

aux résultats de cette étude ; nous vovons que lorsque le point M
• ., 1 \ • ,

*>'U'
Iranclîit la surlace au point M,,, les dérivées secondes : -^-—

,

'
ux''

,VU' cVU' O'-U' •
1 . .

restent continues ; les autres éprouvent des
Oy^ Oz- OxOy

discontinuités. Le saut brusque de , , est éoal a
^ OxOz "

et celui de 4-
i)\' Ovùz î^y'

Puisque les dérivées secondes de U éprouvent les mêmes dis-

continuités que les dérivées secondes de U', on peut donc énoncer

les conclusions suivantes :

Oiunid un point alliri- M fraiicliit une surface allirante en un

point il/, oii 1(1 densité est nulle, nuatre dérivées secondes, -—^
,

' " Ox"

(VU cT^U O-U , .

, ^, ,

,
— et ^ , , du potentiel U de cette surface restent conli-

Oy- Oz- OxOv

nues: les deux autres dérivées secondes , -—-— éprouvent
uxuz uyOz

^/c'.s' discontinuités ; le saut brusque de la première est

/;_ et celui de la seco/ide
(W (>v'

Ucmar<[U(»ns <pie y' est ('gai îi l et maximum pour x'

et y' ^ 0. On a (.lonc au point M,, :

et

i:
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Par consi-quoiit. les sauts brusques rimsiilt-rés se l'étluiseut à :

et

-'^^-
Ov

111. Poui' traiter la (juestiou dune lacon eoinplt-tf. il nous

reste à examiner le cas où la densité au point .M,, est tliOV'nMite

de zéro.

Nous conserverons les notations précédentes t-t nous suppose-

rons toujours la surface attirante réduite à une petite calotte S'

limitée par une courbe C qui se projettera sur le plan des xv

suivant une courbe C; cela est légitime, parce que le potentiel de

la pai'tie restante de la surface est holomorphe au voisinage

de My et n'inflm» pas sur les discontinuités du potentiel total;

nous supposerons en outre cette calotte d'étendue assez res-

treinte pour qu'une paiallèle qut'leoncjue à l'a.xe des Z ne la ren-

contre qu'en un seul point.

Nous avons supposé dans les paragraphes précédents que la

surface S' admet en M,, un plan tangent bien déterminé que nous

avons pris pour plan des xy. Nous avons supposé, en outre, (pi'au

point M,j la surlace possèd»' deux rayons de courbuic principaux

bien déterminés, entendant par là que les expressions -r-— et -r—

de leurs inverses sont bien déterminées pour ne pas exclui-e le

cas où l'un de ces rayons ou même tous les deux seraient infi-

nis.

Soit alors

z'= f(^x',, y')

l'équation de la surtace ; désignons les dérivées premières et

secondes de z' par les notations suivantes :

d-z' _ tVz' _ 0-z' _1^""'"'' 'd^ïdV~^'' 1^^^''
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('ela posé, considérons le potentiel U de la surface; il a pour

expression, en un point M^ extérieur :

r 'j.'dw'

On peut l'écrire :

l' 1

J y r

Ce sont les dérivées secondes de U que je me propose d'étudier.

,. ,, , ,
O'U 1,1 ^u

J'.tudions d abord ——7-
;
])our cela, calculons —— ; on a :

OX" t'X

»

(V
1

r'^"
- .Ix'cl,

Ox J y (\x

Or on a :

(i) r^ = (x-x')^H-(y-yr+(z-z7.

Considérons r comme une lonction de x, y, z^ x', y', c'est-à-

dire supposons, dans l'expression de r, z' remplacé par sa valeur

en fonction de x' et y'; on a, dès lors, la relation :

r X — X z — z

bien

iSx'

r r r

P ii

d'où

(\v' Ox Oz

1 1 l

r r r

Ox Ox' dz

Pi

Pi

^^
1 1 1 r-^-— pi'enu alors la lorme :

Ox
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ou bien :

|3)

on posant :

et

J.,=— p.axcly'.

('onsulérons J, ; cette intégrale peut s'écrire en intégrant par

parties :

[^] h = - I -^^b-H dxclv'.

Oi', appelons do' un élé'inent de surface de la calotte S' et ds' un

élément de longueur du contour (> qui la limite; on a :

et

dx dy= V dio'

dy' = ,3',ds',

% étant une certaine fonction de x' et y' définie le long de C. La

formule (4l devient alors :

(5).

J, =-
dx'

do/.

L'intégrale J. est ainsi mise sous la forme d'une somme de deux

potentiels.

Le premier— / —^— ds' est un potentiel de ligne attirante,

celui ([u'engendrerait une distiibution de matière attirante faite
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sur le contour C, la densité linéaire étant représentée par la

fonction — -——
; ce potentiel est une fonction holoniorphe au

. .
T .

voisinage de ISlg puisque ce point n'est pas sur le contour C.

Le second potentiel / .

'.

. do)' est un potentiel de

surface, celui qu'engendreraient des masses attirantes distribuées

sur S', la densité superficielle étant représentée par la fonction

ô
\ y' / ,

y' —T-7— • ^^^ potentiel reste continu ainsi que ses dérivées tan-

gentielles quand on franchit la surlace.

La somme J, des deux potentiels précédents reste donc con-

tinue ainsi que ses dérivées tangentlelles. Il en résulte, si l'on se

reporte à la formule (3), que —-— et ses dérivées tangentlelles

i^'U ô^U . .

''

, ,. . . .

^ > , ^ ^ éprouvent respectivement les mêmes discontinuités,
0.\- OxOy * '

quand on l'ranchit la surface au point M^, que l'intégrale .1^.

l'^tudions donc J^. Cette intégrale peut s'écrire :

Posons

On a évidemment

do)'.

uz

Ox 0x0/,

0.L iVV

Oy OyOz

La fonction A' est un potentiel de surface atlirante, celui qu'en-

gendreraient des masses distribuées sur S', la densllé étant repré-
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sentét' j)ui' la loiictiou \)^'x. . 0\\ celle deiisiié s\iiinitl.e au jxiinl M,,

car le plan tangent en M,, étant le plan des \y, on a en ce point :

n(ms sommes donc i'amen<''s an cas ctndii- dans le païa^i aplir

pr(''cédent . Xons savons comment se comportent les df'iivées

premières et secondes de \ (jnand on iVanchit la surlace en M„ :

in' . 0-v ,.

.

-^-— reste continue ;
-——-—

• lait un saut hrnsciue es:".! a

P. y

et
(Y-V

un saut l)rus([ne énal à 4-

p.:^

0\' OyOz " " '" ^ M'
On peut donner à ces disconliiuiiti-s une expression ti'ès simple

en l'cmarijuant que p, et (j, sont nuls en M,, et ([u'en ce ])oint v

est «'•"al à i ; on a :

4-

p.:^

0\'
_4.,.'4i!i-_4-..'r..

et

4-

P.y

Ov'
4T:a'i=47:.

' OV '

Ainsi donc, quand on traverse la surlace en M„ :

,0V •
, ,

• «H'
r* —-— reste continu ; donc J, et, par suite, --— restent conti-

Oz " ox
nues. Ce résultat était déjà connu voir

Jj
50 .

o, ^^'V . OJ..
,.

,
. , , '

1" ——r— et. par suite. ^
' tout un saut i)rus(|ne eual a 4-j. r,

;

Ox Oz ^ Ox 1 D . 1

'

0-U ,. . , . . , - , .

^
lait donc aussi un saut égal a ^-'x\\.

., on' . 0.1., „ oa' ,.

s — et. par suite,
"

et entm -—-— lont un saut ln'usfiiie
Ov Oz V Ox Ov '•

égal à 4r:;jL'Sj.

Les mêmes calculs appliques a ^^—• nous auraient montre que

0-r

1h
7- lait un saut brusque égal ii 47:|j.'t^.
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, ,
, cVU Ô^U

La connaissance des sauts brusques de -— et nous per-

, 1 • . .• , , \ ^'^^ ,.met de calculer ininiediatenient le saut brusque de . I*,n

efïet, la somme AU de ces trois dérivées est continue puis-

, ,, ni 1 1 *^'U ,

<(u elle est constamment nulle; le saut bruscfue de est donc

— 4-;j.' (i',+ t,), c'est-à-dire la somme changée de signe des sauts

brusques de ^ „ et — .
Ox'' Oy^

11 • 1 1 1 T • • . 1
^'^^

1
'^"U

11 nous reste a calculer les discontinuités de-;—^— et de

Calculons la première, celle de
Ox Oz

dx dz dy dz

pour cela, revenons ii

l'expression (3) de ^;—

;

ux

On a

eVU OJ,

OxOz Oz

0.1

I

,

' n est autre que — qui reste continue ]>uisque la densité
oz Oz"^

relative à V s'annule en M„. Quant à Jj, nous avtnis vu que c'est

une somme de deux potentiels: l'un de ligne, l'autre de surface.

Le premier est holomorphe en M^ ; il ne fournit donc aucune

discontinuité. Le second, au contraire, a une dérivée normale

discontinue ; cette dérivée fait un saut brusque égal ii

Ox

puisque la densité est, d'après la foiniule {7^] , représentée par la

ionction :

' Ox'

et qu'au point M^, y' est égal ii l.
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t^J
. .

D'apiès cela, —~- lait le inrine saut lM'iis((iie et. i)ai' suite. II

07.
11

en est tle même de -r—-—

.

OxOz

,. . . OU . lVU , .

Le même caleul applique a —r— montrerait que -——- lait un
* * ^ Ov OvOz'y

saut brns([ue égal ii —

4

/. —
ùv'

112. llésnmoiis tous ces résultats dans le tal)leau suivant :

Dérivées secondes. Sauts brusques.

.vu
, ,

^?- ''^'-''

>vu , ,

,

-^ ^^:^''

-^ -''-;^' ;,+ ',)

>vu
, ,4—

'j. s.

cVU _ _

(VU __

o*u
Remauque I. — On peut donner au saut l^rusque de , ^ une

^ ()Z^

expression géométrique très simple, indépendante du choix des

axes
; (l'i+tj désigne, en effet, la somme ~ 1—j^— des inverses

1 2

des rayons de courbure principaux en M^ ; le saut brusque

,
^'^

de -r— est donc
oz^

Remahque II. — Les expressions des discontinuités des déri-
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vées secondes se simplifient si Ton prend pour axes des x et des y
les tangentes aux lignes de courbure qui se croisent en ^I^^.

Dans ce cas, en elï'et, on a :

i in
et, de plus :

,./ ^'l -V. / ^>
Ox' ' Oy'

comme le montrent les formules d'Olinde Rodris'ue.o
On voit alors que les sauts brusques pour les six dérivées

secondes :

0-U 0-U 0-U cVU eV^U ("^-U

Ox" Oy- Oz" OxOy OyOz OzOx

deviennent respectivement égaux à :

H,
' ' H.>' ' \R, R,

Oa' , Oa'
! A.^ »

ôy'
•

ôx'

113. Étude des dérivées premières d'un potentiel de double

couche. — Soit S une double couche ([uelconque ; on sait que son

potentiel Y est holomorphe dans tout domaine qui ne contient

aucun point de S. Mais si le point attiré M vient à franchir la

surlace en un point INI^, la fonction V et ses dérivées éprouvent

des discontinuités. Nous connaissons déjà celles de Y, calculons

celle des dérivées premières.

Nous supposons qu'en M^ la surface S admet un plan tangent

l)ien déterminé et nous prenons ce plan comme plan des xy.

h^ point My étant pris pour origine.

i^es résultats du paragraphe précédent vont nous montrer

immédiatement comment se comportent les dérivées premières

de \ au voisinaoe de M„.

On a, en eflet. en reprenant les notations habituelles:
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oe ([uc nous avons mis 99 sous la (orme :

en posant :

V Ox ' Ov ' 0/

r

o

l'p l ,, L 3 sont des potentiels de simples couches; V s'exprime

avec des dérivées piemii'res de ces potentiels et par conséipient

les dérivées premières de ^ s'expriment avec des déiivées

secondes de ces mêmes potentiels.

• , ,
^^"^^

(.onsiderons, par exemple, ^-— ; on a :

l'X

ov / o-u, 0-U, o-i\

Ox \ Ox' dxOv t\\t^z

Or, quand on Iranchit S au point M,,, les trois dérivées

cVr. eVU, O^IL .
, ,secondes : —r—— ,

-^-—-^
,
——^r— loiit des saiils hrusciues resi)ecli-

(IX- ô\o\ oxuz ' '

vemeut égaux a : -i-a a r, , 47:,j|j.s,, — 4- -—^ ,c est-a-direegaux

\\ : 0, 0, — 4-. —^ puis(pie a' et ,j sont nids au point .M,^.

11 1
î)^ ,. .

, , , . , d'x'
H en resuite (lue -^— lait un saut ])rusf|ue eoal a i~ ——— .

^ Ox , ^
^ Ox'

On démontrerait de même (rue —— lait un saut l)rns([ue «'l'ai

uv
,. '

. . ov
\ ovons maintenant ce qui se passe pour -—— ; on a :

()z

OV / cVU, 0-U, iV^U,,

Oz V OxOz i^vOz ()z"

Le saut i)rusque de ——-^ est égal a — 4- —

^

,cest-a-dire
. , ^ OxOz ^

i)x

il —4- 'j. -^—V , car a' =^0 et "'= 1 au point M„.
' (\x

'
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Le saut brusque de --——=- est de même éffal h — \-'x' —^- et

0-U .
'

^

enfin celui de
„
- h — 4-1/ (r,H-t,).

Le saut brusque de -^r— est donc éffal à :
^

Oz ^

Or on a en général :

.^_ — Pi . o._ — q.

V/i+ ir, + q^ ' V/l + p^ + q^

d'où :

+ p^ + f.
/ —1

'' ^\v' Vl+ir.+ q^

Au j)oint Mjj, Pj et q, étant nuls, cette formule se réduit à :

Le saut bruscrue de --— se réduit donc a zéro ;
-^;— reste con-

' Oz oz

tinue.

fin résumé, on peut énoncer la proposition suivante:

Quand on franchit une double couc/w, la dèris'èc prise suivant la

T 1- 7, ^^' ^^^ rnormale reste continue. Les dérivées tan^entieltes —-—
• ,

--— font
"^ ox uv '

, , 0;j/ , h^x'

des sau/s liriisques resnectivement ei^aux a >"
,

et 4- '

•

114. — On peut obtenir ces résultats dune auti'e manière sans

les déduiie de létude des dérivées secondes d'un ])(>tentiel de

simple couche dans le cas général.

A'oici une méthode (jui suppose seulemeni ([ue l'on sache com-

inenl s(> comportent, ces dérivc'es secondes dans le cas où la den-

sil('' est nuMe au potnl où l'on liaveise hi surlace.
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Xoiis procéderons de la manièie suivante :

1" Dans un premier cas nous sujjposerons que la sui lace (lui

porte la douhli' couche est fermée et (pie la densité est cons-

tante.

2 "Nous traiterons ensuite le cas (Fune surface fei-niée en supj)o-

sant la densité variable d'un point ii l'autre, mais nulle au

point M,,.

'.V Nous traiterons apri's cela le cas d'une surface fermée (uicl-

contpie sans faire d'hypothi'se sur la densité en M,,.

4" Nous traiterons enfin le cas d'une surface (pielconque non

iei'inée.

PitEMiEit CAS.— Surfine fciDiée et dcnsilè consUinW. — On a vu

101 que dans ce cas le potentiel est constant ii l'intérieur et

constant :i l'extérieur ; les dérivées sont alors nulles partout et

n'éprouvent donc pas de disconllnuit»' (piaïul ou fianchit la sur-

face.

DeuxiÎîme CAS.— Surface f'ermi'e et densiilè variable mais nulle

au point M^.

Le potentiel V s'exprime en fonction des potentiels de simples

couches: U,,U, L^, par la iormule

Ox Ov Oz

Or les densités correspondantes au', |j''j.', ^'-jl' s'annulent en M
puisqu'en ce point u.' est nulle. Xous savons alors comment se

comportent les dérivées secondes des fonctions V ^, V.,, \\ voir

n° 110 et nous pouvons en déduire les sauts brusques des déri-

vées premières de V.

Considérons par exemple —— :

^ O.v

OV / iVU. O-l' tvr

Ox \ Ox' OyOx OzOx

0-U, . . . eVIV . cVr ,^
_. .

, , reste continue ainsi (lue —-——^ ; quant a —^ elle lait un
Ox- ^ Oy Ox ' OzOx

1 1 /
^'-'- T 1 1 ^^^ ,

saut brusque e<^al a — 4 - —W- . Le saut brusque de -^:— est donc^ Ox ^ Ox
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' On voit de inenie (lue -^

—

Ox ov
ésftil à 4~ ^'

,
On voit de même (lue -^ lait un saut bi'us<iue

éoal à 4?:

., . eW
(-onsiderons maintenant -^^— ; on a:

07.

(W .' O-U, iVU, O-IT=—

1

--\ —
\ r

i)-U,
,.

.
,

. . . , ù /a'a'\ . , .——-^ lait un saut i^rusciue eoai a — 4-—— —-^ i; on voit laci-
(\\ Oz ^ ^ Ox' \ Y /

lement (juil est nul ; en elïet on a :

/ a.''j.' \ , / 'J.' \ 'J.' (^a'

a
ùx' V y' / Ox' V y' j

' y' '^^'

et les quantités a' et a' sont nulles en M,,. De même, le saut

]jius(iiie de — est égal a zéro. J'.iuin ," reste continue.
OvOz " oz-

OV
,

'

.—— est donc continue,
oz

TiiOisiiiME CAS. — Surface fennec cl densilé qdelcuiiqiie .

—
Appelons toujours V le potentiel ; on a, en employant les nota-

tions définies au dél)ut de ce chapitre :

v=/:Ah'.

Appelons ;j.y la densité au point M^. On peut écrire :

La deuxième intégrale est un potentiel de double couche dont la

densité est constante. Ses dérivées premières sont continues

'^' cas).

La première int(''i)rale est un polenliel de double couche dont

la densité variable est nulle au point M^, ,2'' cas). Les dérivées

premières de V se comportant comme celles de ce potentiel, on

a donc encore :

lour le saut l)rus(|ue 4- —^-t-
ox tK
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OV
, ,

, 0'/
I OUI' —

—

le saut biusciiic i-

—

'—-

Ov Oy

Peur— — 0.
0/.

Qi'.VTitii:Mi-: cas. — Surfaire non fcrnu-c (luvlronqdi'. — Soll S'

une pareille surface limitée par un contour C.

La surlace ayant deux côtés, on peut iaire passer par i\ une

deuxième surface S" de manière que l'ensemble S' S forme une

surface fermée S. Quelle (pie soit la distribution de matière

(piOn envisage sur S ", son potentiel ^ est une lonction holo-

niorphe au voisinage de !M,j ([ui n'est pas situé sur S mais sui- S'.

Si donc on franchit S' en M,,, les discontinuités des déiivées

de S' sont les mêmes que celles des dérivées correspondantes

de S. Nous sommes ainsi ramenés au cas précédent dune sur-

lace fermée ([uelconque.

On \()lt (l(inc (lue dans tous les cas :
—— reste continue et crue
()z

*

les dérivées langentielles épiouvcnt des discontinuités égales

, , ^'j: ov , , (>u' in'
a 4 - —^— i)our —— et a 4 r: —^ pour --— .

0\ ('X 0\ (IV

Le thcort'me énoncé ii la (in du paragraphe 113 est donc

dé mont lé.

115. Comparaison des simples et des doubles couches. —
(considérons deux potentiels l'un \' de simple couche, l'autre A

de double couche, relatifs it une même surface S :

V'= OJ .

Comparons-les :

l** Os deux potentiels sont des fonctions harmoniques dans

tout domaine ([ui ne contient aucun point de la surface S.

2° Désignons par 1 et 2 les deux c(jtés de lu surlace et soit M„
un point de cette surface.

Lorsque le point attiré M tend vers M„ en suivant une certaine

POI.NCARK. Potenf. Xcwt. ir
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droite L passant par !M^, et en restant du côtti' 1 de la siuTace,

les fonctions :

ÙY dV in'
V, -T-'

et les lonctions

V,

Ox Oy Oz

OV dV OV
Ox Ov Oz

tendent vers des limites ; nons représenterons ces limites par les

notations :

OY, OY, OY,

Oz

et

V.,
Ox Oy

OY'. OY'. OY'.

Ox ' Oy ' Oz

(les limites sont indépendantes de la droite L (pie suit le

point iNI.

De même, si jNI tend vers M^ du coté 2 de la surlace, les huit

fonctions considérées tendent uniformément vers certaines limites

cpie nous désignerons par :

OY, OY, 0^^,

Ox Oy

OY', OY', OY',

Ox Oy Oz

I

Dans les deux cas, ces limites, étant atteintes uniformément,

vaiient continuement quand IM,, se déplace sur la surface.

A ce point de vue, les deux potentiels se comportent de la

même lacon ; mais des différences s'intioduiseut ([uand on com-

pare les limites relatives au coté i avec les limites relatives au

côté 2.

Considérons la normale en M„ ii S et prenons comme sens

positif sur cette normale celui (pii va du côté l au côté 2 ;

apurions -;— et —j— les dérivées de Y et Y' prises au point M
'

'

du dn

parallèlement à cette direction. Quand M tend vers M^, du

> . .
*IV - ,. .

,,
(IV

oôlc l,—j— tend vers une limite (lue nous appellerons-j— et([uaiKl
du (l'i.
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(IV

•1 1(,

(1\'

.M tend vers .M„ du eofe 1, -j^ tend vers une limite . On u
un cin,

à\'
, ,. . dV clV

de même poiif1> —j— (les limites -;—- et
dn dn. dn

(!el;i posé, clans le cas de la simple cmiche, on a les cireons-

tances suivantes :

i" y reste continu
\'i

:^^ A',

dV d\'
2° —;— est discontinu

dn.
= _/iT-.,

u désigne ici la densité au point M^^

!}" Les dérivées tanoiMitielles sont continues.

Le cas de la doul)l(> couche présente les circonstances invei'ses :

IM'' est tliscontinu Y'. — \',^^\--j.

dV dA'
i est continu ,

dn dn, dn

4° Les dérivées tangentielles sont discontinues.

Dans la iormule A'.,— V, = 4-|j., nous suj)posons cjue le cote

positif de la surface coïncide avec le coté 2, c'cst-ii-dire (|!ic.

dans l'expression de \' , les cosinus directeurs %'
,

|i',"'' sont c( nx

de la direction positive de la normale à S telle (pie nous lavons

définie ^celle qui va du C(Ué 1 au cédé 2].



CHAPITRE VII

RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE DIRICHLET

LA MÉTHODE DU BALAYAGE

116. Enoncé du problème de Dirichlet. — Soit un domaine T
limité par une surlace lermée S. Le volume considéré est sup-

posé connejce, mais son ordre de connexion peut être quelconque.

Enfin appelons <I> une (onction continue définie en tout point

de S : cette fonction, d'ailleurs arbitraire, est regardée comme
donnée.

Cela posé, nous nous proposons de construire une (onction Y
jouissant des piopriétés suivantes :

1° V est harmonique dans tout domaine T' contenu à Tinté-

rieur de T.

2° La valeur Vji de V en un point quelconque M (x, y, z) de T
tend vers la valeur <I>ji^ de <I> en un point M^ (x^, y^, z^) de S, quand

le point M tend vers le point M^ en suivant un chemin quelconque

assujetti seulement ii ne pas sortir du domaine T.

C'est en cela que consiste le problème Je Dirivlilel

.

Nous venons d'énoncer le problème de Dirichlet intèficiir. On
peut aussi se poser un ])roblème semblable pour le cas où le

donuiiue T est (orme de la portion de l'espace située ii l'exté-

riet'.r de S. C'est ce que l'on appelle le problème de Dirichlet

e.itcriciif. Lors([ue l'on étudie ce nouveau problème, on impose

il la (onction cherchée Y une nouvelle condition : celle d'être

régulière à l'inlini, c'est-ii-dii-e de s'y comporter cttmme un poten-

tiel newtonien.

Nous avons di'jà vu (v^ 64) ([uc le problème de Dirichlet ne

peul pas admetlie plus d'une sobition. Xous allons monfrei' qu'il
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en possède toujours onVM'tivenienl uik-. (lotlf proposition pctrtc

le nom de Principe de Di/ir/ilel.

Il est clair ^[^\^' tontes les considérations pr(''cédentes pour-

raient être répétées sans modification pour le cas du plan. Seu-

lement, on n'a plus besoin alors, en ce qui concerne le problème

extérieur, de dii-e d'avance comment la lonction cherchée doit se

compoi't*')' il 1 inlini.

La méthode de transformation par rayons vecteurs récipro-

ques indi([uée par Thomson et ex[)osée au chapitre V permet de

ramener le problème extérieur au problème inti'rieiir. Xt)us ne

nous occuperons donc ici que du problème intérieur.

Commençons par établir quelques propositions qui nous seront

utiles.

117. Comparaison des fonctions harmoniques et des potentiels.

- Envisaoeons {i\u- 79)

domaine intérieur T, et un domaine

une surlacc lerinée S délimitant un

extérieur T.,. Nous supposerons que

la surface S possède en chacun de

ses points un plan tangent unique et

deux ravons de courbure principau.x

bien déterminés.

Soit maintenant une (onction ^

présentant les caractères suivants :

1 " La lonction Y est harmonique

il l'intérieur et ii 1 extérieur de S,

c'est-ii-dire dans tout domaine con-

tenu dans T, comme dans tout do-

maine contenu dans T^.

2° La ionction V est régulière ii

l'infini et s'v comporte comme un

potentiel newtonien.

3" Soit Mj un point situé ii l'intérieur de T,. Considérons un

point M de S. SI M, tend vers M en suivant un chemin quel-

conque assujetti seulement ii rester ;i l'intévieur de Tj, les

expressions :

dV

Fig. 79.

Vet
du
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tciulent vers les limites clétei'iiiinées :

V. et —^-^

qui sont des fonctions continues sur la sui'face S.

4'' Soit ^\, un point situé à l'intérieur de T^. Considérons

toujours le point M de S. Si M, tend vers M en suivant un che-

min quelconque assujetti seulement ;» j-oster à l'intérieur de T,,

les expi'essions :

., dV
V et—;

—

dn

tendent vers des limites déterminées :

dV.
V, et

du

(pii sont des fonctions continues sur la surlace S.

.V Posons :

L
fV — V ) = <x"

4- ^ -' '

1 / dV, dV
dn dn

Nous ne supposons rien sur les fonctions tj.'et u", sinon qu'elles

sont finies et continues sur S.

Je dis que V est alors la somme de deux potentiels newtoniens

dus l'un il une simple couche, l'autre à une doidile couche, por-

tées toutes deux ])ar S.

118. (Commençons par examiner le cas où l'on a :

ix'= (), a"= ().

Je dis ([ue l'on peut alflrmer aloi's ([ue A est identiquement

nulle.

Kn edet, traçons deux surlaces fermées S/ et S/, très voisines

de S, l'une intéi-ieure, l'autre extérieure (fiof. 80). Soit, de plus, -

une grande sphère de rayon R entoui-ant S. Appelons T/ l'espace

conq)ris ii l'intérieur de S/ et T./ l'espace compiis entre S./ et ï.
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On a. en vertu de la lorinule de Gieen :

2(3]

et

>. dV ()V \-

\
\—— do— / \-î— d(o = i > l—— 1 ck,

Fig. S...

les dérivées -;— étant prises toujours suivant la diieetion de la

dn
normale extérieure à la surface sur laquelle on intègre.

L'intégrale :

/
\ -j—dw

J^', dn
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tend vers une limite déterminée :

dV,

L dn
do/

quand S/ tend vers S en passant par une série quelconque de

formes. Cela prouve que l'intégrale :

d^
-'[Tv 2^\ ^^

a un sens. 11 lallait le montrer, car on ne sait rien a priori de ce

que deviennent les dérivées :

DY ôV ôY

sur S. Tout ce que Ton avait supposé, en effet, ne concernait que

la dérivée :

OY c^Y

Ox

OY

en désignant par a, |3, y les cosinus directeurs de la normale

extérieure à S.

Finalement, on a :

4s) * du <J[li)Zj\ ^^
dT.

Yoilà un preiiiier point.

Prenons maintenant l'intégrale

à\
/•y 41
Jfv) dn

dw'

et supposons que le rayon R de la sphère - augmente indéfini-

ment. Puisque Y se comporte à l'inlini comme un potentiel new-

tonien, on peut écrire, dès (pie 11 est assez grand :

Y <
I\I dY

"d^

N
R-

Soit, d'autre part, une splii-re 11 de rayon 1 concentrique à -.
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Ai)|)('l(»!is (I7 un clfiiiiMit iiilimh'siinal de li. ()ii aiiiii :

./., du

(1\r ,. (i\ . ,1 4-.M.\
\ -j— d(.>' <—-—

.

On voit (|no lintéoralc ('tiidifT tond vers zéro quand II au<

mente indélininient.

Cela posé, linti-grale :

tend vers une limite dt-toiininée

dV
J{>\ - du

(juaiid S,' tond vers S en passant par une séi-ie (jueU'onijue de

tonnes.

On concliil de tout cela cpie lintégrale :

a un sens. On a :

c't. Zj V *^-V / c/;s du

en vertu des reniar([ues pi-éeédentes.

On déduit de là la relation :

/i:(^)''^-i
v.i^_v,4^)a../,

dn " dn

rinti'oi-ale triple étant étendue à tout l'espace. Mais

,. d^

- dn

•A cause des hvpothèses laites.

Doii :
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delà prouve ([ne l'on a :

(^V OV OV
0, --—=(), -1J_=0

Ox ' Ov ' Oz

en tout point de l'espace. Donc :

Or Y s'annule àrinfiiii. Par consécjuent

v = o

C.O. F.D.

119- Abordons maintenant l'étude du cas général. Posons

\"=

en désignant par —— une dérivée prise par rappoit a x, y, z sui-

vant la direction de la normale à S en cliatjue élément do'. On
voit que V est la somme d'un potentiel de surface et d'un poten-

tiel de double couche.

Kn vertu des hypothèses laites tant sur S (pie sur jj.' et ;j.", on

peut allirnier l'existence des cpnintités :

V' X'
^^^'' '^^'^

dn du

De plus, on a :

V, — V. = — 4-;jl" = V, —V,

et :

àN\ dV, , ,
dV, dV,

^—

u

du dn ' dn dn

conformément aux tliéoiémes établis pour les simples et doubles

couches chins les chapitres III et IV.

P(ts<jns alors :

u-=v— v.
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I,;i luiu'tioii V est harinonicjue tant à riiitcriciir (iiiii rr\t«ii<'iii'

tle S; elle est ré^ulli'ie ii l'infini: enfin on a :

' - an iXn

D'oîi :

U=
Y= V'.

.Wns'x, 1(1 fonction V peut être regardée comme la somme d'itn

potentiel de simple couclie et d'un potentiel de double couche.

120- On peut écrire :

av. a\

Aloi's :

4 7:V

On retomlje sur une formule connue.

Supposons maintenant :

v,-v,= u.

Alors :

av. av, \ ao/

jjsA tin an )

et V est un potentiel ae simple couche. Ce cas se présente notam-

ment si on aéfinit V au moyen de aeux fonctions harmonn[ues,

Tune il l'intérieur de S, l'autre ii l'extérieur de S, prenant les

mêmes valeurs sur S.

121. Balayage d'un domaine. — Consiaérons un aomaine T

avant pour frontière une surface fermée S. Soit P un point situé
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il rintéi'ieur de T. portant T unité de masse. Désignons par o la

distance de P à un point M quelconque de l'espace. Le potentiel

newtonien dû ii l'action de P sur M a pour valeur :

\

Supposons maintenant qu'on sache construire la fonction de

Green G relative au domaine T et au point P. On a :

G=— —II,

II étant déterminée par les relations suivantes :

AII=0 dans T

II =— sur S.

Concevons une iouction A' qui coïncide avec II à l'intéiieur

de S et avec — à l'extérieur. Cette fonction est continue dans

tout l'espace ; elle se comporte régulièrement à l'infini ; en outre

elle est harmonique tant à l'intérieur qu'il l'extérieur de S. Si

l'on reprend les notations du paragraphe 117. on ])eut ('crire :

V,— V, =

dV, dV, ' dll dG
du di

D'où

1 r dG do/

4Ti i/(Sj du r

en vertu d'une formule é'tahlie précédemment
;^,!^ 120 •

On voit que A est le potentiel newtonien d'une couche simple

de matli're attirante répandue sur S avec la densité :

1_ dG

eu chaque point.
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A lextrileiir de S, V coïncide avec — . Donc, jxmii' un point

([ui nest pas situé dans le domaine T, le potentiel dû ii la siin[)le

couche considérée est le même que le potentiel dû à rnni([ne

point P.

A 1 intérieur de S, ^' coïncide avec H, mais on a :

— >G>(),

c'est-à-dire :

0<H< 4-

en tout point de T ([ui n'est ni en P ni sur S. Donc, en tout

point situé dans le domaine T, le potentiel dû ii la sinii)le cou-

che considéi'ée est plus petit que le potentiel dû à P.

On sait (lue —,— est né<;atil en tout point de S : cela résulte
^ dn ^ ^

de ce que G est nul sur S et positif" ii lintéricur de S. On a

donc :

i dC
- dn

>0.

Ainsi les masses qui constituent la simple couche thtnt le

potentiel est \ sont toutes positives.

Les mêmes ])iopositions sont vraies si le point P. au lieu de

porter l'unité de niasse, porte une masse égale à m. Si m est

positif, la densité de la couche superficielle ([ue l'on lahricpie est

encore positive en chaque point de S.

Les mêmes considérations peuvent encore être laites a piopos

de masses distribuées d'une façon quelconque dans T : })oints

discrets, volumes, surlaces ou lignes.

I>a couche superficielle obtenue s'appelle concJie ('(luivaU'ule

aux masses intérieures. L'opération qui consiste i» renqilacer des

masses par la couche équivalente porte le nom de halaijdiie du

domaine T.

\^n résumé, on voit que le balayage d'un domaine qui ne con-

tient ([ue des masses positives ne change pas le potentiel en un

point extérieur ; il le diminue en un point intérieur : enfin cette

opération n'introduit jamais de masses négatives.
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liiiMAKQLE. — On a :

4- i/s du

Donc le bahivage, dans le cas d'un point P unique portani

l'unité de masse, ne change pas la niasse totale considérée. Kn

d'autres termes, la masse totale de la couche équivalente est

égale a la masse primitive.

Il en est évidemment de même dans le cas d'une distril)u-

tion quelcon([ue de masses.

122. — On peut définir de même UTie opération qui s'appelleia

le halavaoe de la rémon de l'esijace extérieure ii S.

Soit P un point attirant portant l'unité de masse située à l'exté-

rieur de S. Appelons encore p la distance de P à un point ]M

quelconque de l'espace. Si G désigne la Jonction de Green rela-

tive au point P et au domaine extérieur à S, on a :

?

avec :

AII = à l'extérieur de $

H= sur S.

Imaginons encore une lonction A qui coïncide avec — à l'inté-

. .
?

l'ieur de S et avec II à l'extérieur. On a cette lois :

_ 1 /^ dG do)'

4-Js) dn r

et l'on voit encore que V est le potentiel d'une simple couche

répandue sur S avec la densité :

1 CiC.

en cluu|iie point. Ici on a :

dG
"ThT

>o,
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I

it I c II I. i:t i-\

fiir le sens de la lutriuale e.\t 'lieui'e ;i la siiilace S est inaiiili--

iKuit celui de la Monnaie diriu'ee vers rintéiieur ilii doniaiiit-o
envisag(''.

Sans insister davanlaj^e^ nous jioiivons (Mioneer' les conclusions

suivantes :

i" Le halavaj^e ne modille j)as le potentiel ii lextciicMi' de S.

2° Le halavage lait diminuer le potentiel ;i lintérieur de S.

W Le balayage n'introduit pas de niasses négatives.

(^es propositions se démontreraient comme dans le premier

cas.

Voyous ce <[ui arrive pour la masse totale : je dis (pi'elle a

diminué.

lui ellet coiisidi'rons une sphère - de rayon II. Sup|»osons li

assez graïul [)our (jue le j)oint V et la surlace S soient a liiitt'--

rieur de ï.

La lonction (i est hanii(»iii([ue à l'extéi'ieur de ï et i<''giili('i'e a

riiifini. On a donc :

c = V
^ n. n; ^ ii;

1 T
r r

et ce développement est valable poui' :

r>ll.

n„ est une constante. Voyons son signe.

D'abord on ne peut pas avoir :

n:<(),

car, pour 11 très grand, c'est cette constante ([ui donne son

signe i» Cl. Or, nous savons que G est positif à l'extérieur de S.

De plus je dis qu'tni ne peut pas avoir :

Kn elt'et, si cela était, ce serait n', (|ui donnerait son signe ;i Ci

pour r très grand. On devrait donc pouvoir écrire :

Ii; ïi 0.

Or, posons :

n;= r.'x;.
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(3n a :

fx;x;d.= (),

si p ^q, riutégiale étant étendue à tous les éléments de la

sphère de rayon 1. Prenons :

On déduit de là

P = i, q= o.

('Xi(h= 0.

Doue X',, et ])ar suite 11^ ne peut pas avoir un signe eonstant.

Done n,'| ne peut pas être nul.

(,)n eonelut de tout eela :

n;>o,

l'éiralité étant exclue. Or

Doù

r r" r

dG ^ X 2x;

dr r- r'

l.ors([ue r est très grand, c'est 0,, (jui donne son signe. On a

n„>o

X'„>().

D'où
dG

<0

I

pour r très grand.

Cela posé, si Ton appelle M la unisse totale île la couche atti-

rante répandue sur S aprc's le balavage, on a :

4- l'i, du

On peut éci'ire

1 r dGM 1 r <^1G , ,
1 /' (IG , ,

1 /• dG , ,^- / —j— do) j- i —r— d(.) + -^— -T— d(o
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Or la diderence des deii\ preniièies intt'gi-ales est égale à 1.

Quant à la troisième intégrale, nous venons de voir ([u'elle est

négative dès que r est assez grand. On a donc :

M<1.

i.a niasse totale a diminué par suite du balayage.

Tout ce que nous venons de dire s'applique encoi'e sans modi-

fication si les masses priniitives considérées, au lieu d'être con-

densées en un point, sont distribuées dune lacon ([U('lc(»n(|ue.

123- — Pour pouvoir laiie le Ijalavage d un doniaiiic T. il laut

deux conditions :

1" Savoir lormer les lonctions de Clreen Cl relatives ii ce

domaine.
1
(^

2** Savoir <iue —i— existe et est intéorabb' sui- le bord (bi
^ dn "

domaine T.

(les deux conditions sont remplies s il s'agit d'une sphèi'c. On
sait donc lairc le balavage d une sphi're.

Avant de montrer les conséquences ([uc Ton j)eut tii-er des

théorèmes précédents, nous allons revenir sur (|U('l(|ues-uns de

ceux-ci en nous plaçant dans le cas particulier oii il s agit du

balayage intérieur d'une sphère.

124. Balayage d'une sphère. — Soient (ig. 81 une sphèi'e S

de centre () et de ravona. Appelons M un point situé ii 1 intérieui-

de la sphère et M un point situé au centre de gravit»'- de rt-b-inent

dw' de la surlace de la sphère, l^osoiis :

OM = p, OM'= a, MM'=r.

Imaginons maintenant dans l'espace une distribution de matièi'e

attirante pour latpielle la densité soit v. au centi-e de gravité de

l'élément de volume dr. Désignons par V le potentiel ainsi

engendré. On a :

v= v. + v,

en appelant A j
le potentiel dû aux masses intérieures ii la sphi-ie

et A'^ le potentiel dû aux masses extérieures. Le balayage a pour

l'OI.N'CARÉ. Polciit. Newt. 18
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efiet de remplacer chaque masse ad-: située à l'intérieur de la

sphère par une couche équivalente répandue sur la surface et

ayant pour densité en M' :

4 -a
udT.

11 résulte de là que la densité en M' de la couche équivalente

Fifï. 8..

finale, une lois ([u'on a terminé le jjalayage, est donnée par l'in-

tégrale triple :

' J ' 4-ar'

étendue à la sphèie considérée. Posons alors :

u,==r-^d(.)'

ll= V,.

\\n supposant ;j/>(), on a

D'où

ui'>0, ;jl">0.

U,>0, ll>0.
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D'autre pai-t :

U, = V,... il IVxtériour de S

Prenons

Ou a liiialement

U, < Yj... à rintérieur de S

U = U.+ LV

U :=: V.,. il l'extérieur de S

U < Y... il l'intérieur de S

et d'ailleurs I' est positif et continu dans tout l'espace.

Les mêmes conclusions sont encoi-e vraies si Y est un potentiel

(lu il des distrihiitioiis superlicielles ou lim-aii'es. On le d/'inon-

Fig. 8-2.

trerait exactement de la même façon, Xous n'insisterons donc pas

davantage sur ce point.

125. Théorème de Harnack. — Soit une sphère S de centre

et de rayon a. Prenons un point M ii rintérieur de la sphère et

posons (fig. 82 1 :

(3m= 3.
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Considérons maintenant une suite illimitée de fonctions :

harmoniques et positives dans S. Désignons par :

y;v^... v;...

les valeurs de ces lonctions en un point M' situé au centre de

gravité de l'élément dw' de la surface de la sphère.

Nous avons prouvé
(J^ 97) (pie, si la série :

est convergente, sa somme :

Y= SYi

est une fonction harmonique dans S.

On a :

«-'is.

en posant :

v.=rYi^^^-4^a'./,

MM^ = r.

Soit alors une sphère i] concentrique à S et de rayon 1) inlérieur

il a. Supposons que le point M soit ii l'intérieur de ï. Posons :

a-— o"
,

'—^h
4-ar^

On a :

r > a— ;: > a— h

et:

a^-p^<a^

D'où :

o

4-a :a — b^^

Appelons B„ cette limite supérieure de 0. On volt que l'on peut

écrire :

Yi<B, f Y.'dc/.
»JiS)
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Si donc la série :

Ç \[i[t<i'-^ i V:tl(o'+...4- f Vicie/ H- ...

est convergente, la série :

V,4-V_.+ ...-}-Vi+...

Test elle-même, et sa convergence est nniloiiuc.

Xons avons vn V5 97) que l'on peut aussi assigner une limite

supérieure B, aux tiois quantités :

00

Ox
'

Ov '

Donc les séries :

^_|Xl, v4^, V ov.

Zj *\^' Zj '^z

sont absolument et unlIoinK'mont convergentes (|uan(l la série

y fvMco'
'(S)

est elle-même convergente.

11 en est encore de même pour les séries :

y o^Vj y
df OzOx

y d'Y
; y q-Vj

et en général de toutes les séries déduites par déiivation terme ;»

terme de la série :

(^ela se voit toujours par le même pi'océdé.

Nous avons conclu de tout cela, au paragraphe 97, que la fonc-

tion V est harmonique il l'intérieur de la sphère, si la série :

y f\\,w

est converoente.
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Nous voulons aller un peu plus loin ii présent et montrer que la

It"''-'

est convergente, si la série :

sv,

est convergente en un point M^ de la sphère.

126. Appelons :

les valeurs des fonctions :

Vî\l... Yî...

V,Y,...V,..

au point M„. Posons d'ailleurs :

OM„= p„ M,M' = r,

On a

'»'—
?'o) Vi'd(.y

4-ar'

Mais on peut écrire l'inégalité :

D'où :

47rar\. -^ 47:a fa-f

ce qui donne :

et enfin

Y"i>
4 7ra,a+ pj- ..(g,

rYW<-/<:NV"i,

en posant

N 4r.a(a+ pJ-'

Or, par hypothèse, la séi'ie :

1V\
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est o()nvei'tï«Mito. Donc il en est de même de la série :

•279

ZX,^''"'^'

et. par suite, la fonction ^ est harmonique.

C. O. F. I).

127. Considérons un domaine T limité par une surface lermée S.

(!e domaine est supposé connexe, mais d un ordre de connexion

(|uelconque.

Soit une suite illimitée de fonctions harmoniques :

Y.V,...V....

définies et positives dans T. Je dis ([ue, si la série :

est convei'gente en un point M^, de T, elle est convergente en tout

point de T.

En elFet, prenons uu point M (quelconque situé ii l'intérieur de l .

Fig. 83.

Si le point M est contenu dans une sphère qui renferme aussi

le point M„ et qui soit tout entière à l'intérieur de T. la proposi-

tion est évidente : en effet, chacune des fonctions \, est harmo-

nique et positive dans cette sphère, en sorte qu'an est ramené au

cas étudié dans le paragraphe précédent.

Supposons maintenant (fig. 83] qu'on ne puisse trouver
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aucune sphère remplissant les conditions prescrites, mais que

l'on puisse trouver clans T un point M, tel (pi'il existe deux
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sphi'i'os, lune conteiiant M„ et M^ lautrc coiitciiaiit M^ <l M. et

toutes deux contenues d;ins T. Alors, eu vertu de la icniaitjuc

([ue nous venons de lairi', la convergence de la série :

-V,

en M„ entraîne sa c<)nvei'ofence en M, et celle-ci a son tour

entraîne la convergence en M. La j)it>j)osition énoncée est donc

encore vérifiée.

Vax général, à cause de la connexion du domaine 1 , on peut

ti'acer un chemin continu allant de M^ en M sans soitir de T. Sur

ce chemin, il est manifeste (jue Ton peut trouver un nombre

limité de points Hg. 8^ :

M,^M,M,...M,.M_, ... M

t(ds qu'il V ait toujours une sphtMC contenue dans T et contenant

il son intérieur deux points consécutifs M„ et Mn_i- Li* démons-

tration du théorème en ([uestion peut alors se faire de proche en

proche. La série :

est convergente en M^; donc elle lest en M,, comme on le voit

en considérant la première sphère. La convergence en M,

entraîne la convergence en M^, comme on le voit en considéiant

la deuxième sphère. Kn général, la convergence en Mn entraîne

la convergence en Mn_j, comme on le voit en considérant la

'n-j- l'i sphère. Il est clair (juaprès un nombre limité d'opéra-

tions on sera assuré d(^ la convergence en ^L
. D

C. O. F. D.

128. Voici une im])orlanle a])plication des théorèmes précé-

dents.

Soit un domaine T limité par une surlace fermée S.

Considérons une ionction <I> définie et continue en tout jioint

de S. Nous regarderons cette fonction comme donnée. De plus

nous supposerons qu'elle est positive et non nulle en tout point

de S.

Cela posé, traçons une sphère Q. assez grande pour contenir

toute la surface S it s<m intérieur. On peut toujours imaginei' une
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lonction U définie et continue clans Ù, positive et non nulle dans

le même domaine, prenant enfin les valeurs <I> sur S.

Donnons-nous maintenant une suite de nombres positifs :

tels que la série :

soit convergente. On sait qu'il est possible de construire une

suite de lonctions :

P P 1*
. . P .

définies dans ù et bolomorphes en tout point de ce domaine, de

telle laçon que l'on ait :

0<P„<c„

pour toutes les valeurs de l'indice n et que la somme de la série

al)S(dument et uniformément convergente :

P,H-P,+ ... + P„+...

soit la fonction U donnée. On peut, par exemple, s'arranger de

manière que les fonctions Pj soient des polynômes entiers

en X, y, z.

Supposons alors que l'on sache, pour toutes les valeurs de

l'indice n, former une fonction y„ harmonique dans T et prenant

sur S les mêmes valeurs que P„. On a :

0<V„<£„.

Donc la série :

v, + y, + ... + v„+ ...,

ch)nt tous les termes sont des fonctions harmonicjues et positives

dans T, est absolument et uniformément convergente en tout

point de T. Vax vertu du théorème de llarnack, nous concluons

de là ([ue la somme V de la série précédente est une fonction

harmonique dans T prenant sur S les valeurs <I>.

Nous voyons par là que L'on saura résoudre le problème de

iJirichlet dans le cas le plus i^énèral dès qu'on saura le résoudre

en supposant que la fonction cherchée prenne sur S les mêmes

valeurs qu'u/i polijnôme donné.
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Rrmaiiqii:. — Xdiis avons supposr poiic plus tic siinplicili'.

clans la démonstration précédente, ([ue la lonction donnée <I> était

positive et non nulle en tout point de S. On peut toujoui's se

placer dans ce cas pour résoudre le problème de Dirichlet.

Kn edet supposons fjue $ ait un signe quelconque. Posons :

1

1»
I

< M... ^M =(:''}.

On peut toujours écrire ;

<1) = M — (M — <I)).

On a :

M — (P>0.

Soit ^ une lonction harmoni(jue dans T pienant sur S les

valeurs M— (p : nous admettons qu'on peut la déterminer. Cela

posé, il est clair ([ue la fonction :

M — V

est harmonicpie dans T et pi'end sur S les valeurs '!>.

129. Méthode du balayage. — Proposons-nous de construire

une lonction \ harmonitpie dans un donuiine T limité par une

surface fermée S et prenant sur S les mêmes valeurs (piun

polynôme donné P.

Commençons par tracer une sphère il contenant à son Intéiieur

tout le domaine T.

Cela posé, il est possible de trouver une infinité de sphèi-es ii,

lormant une suite ii indices entiers positils et jouissant des pio-

priétés suivantes :

1° Chacune des sphèi-es ii, est tout entière intérieure à T.

2'^ Tout point de T est intérieur a lune au moins des

sphères lî^.

Concevons, en efTet, une succession de nombres positils :

OpO,,... 0,,...

décroissants et tendant vers zéro. Imaginons maintenant une sérieo
de régions :

K,,R,....Ri,...

s'enveloppant mutuellement et tendant ii se conlondre avec T.
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I.a légion Ri par exemple est définie comme étant l'ensemble de

tous les points de ï dont la distance minimum èi S est supérieure

il 0.. Traçons une triple série de plans parallèles aux plans coor-

donnés, l'écartement de deux plans consécutils de la même série

étant un peu inlérieur à —^ . La région Ri est ainsi partagée en

un nombre limité de cubes dont la diaoonale est légèrement inle-

rieure ii o,. Il est clair que ces cubes sont tous intérieurs ii ï.

D'ailleurs tout point de Ri appartient ;i l'un de ces cubes.

Appelons :

la longueur de la diagonale d'un de ces cubes. A chaque région

Ri est attaché un nombre positif Sj inférieur à o,. Nous supposons

(jue la suite :

soit convergente et ait zéro pour limite.

Cela étant, du centre de chacun des cubes obtenus, décrivons

une sphère ayant pour rayon o,— ~ . Nous construisons ainsi

un nombre limité de sphères :

O'.O-.... O!'.

Toutes ces sphères sont intérieures it T et tout point de Ri est

intérieur à l'une au moins de ces sphères. En faisant la même
opération pour chaque régionRi,on oJjtient une série de sphères

remplissant bien les conditions prescrites :

1° Toutes ces sphères sont intérieures à T.

2" Tout point intérieur ;i T, étant intérieur aux régions Rj ii

])artii' d'une ceitaine valeur de i, est intérieur ii l'une au moins

des sphères considérées.

y L'ensemble des sphi'ies précédentes est dénoml)rable,

puisque l'ensemble des régions H, l'est lui-même et qu'il ne cor-

respond à chaque région lîi ([u'uii nombre limité de sphères.

La ])rop()sitioii annoncée est donc établie.

Xoiis considérons les sphères Oi dans l'ordre suivant :

() () () () () () () () ()
l"i' r'i"j"i"2"-^"l' • •

de manière ii considt'-rer chacune d'elles une infinité de fois.
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130. Prenons nialntonant le polynôme ilonn.- 1* et loi inons

l'expression AP. Sujiposons (Vabortl cpie Ton ait :

A1'<(J

en tout point de 0. Nous veii(»ns ensuite coininent on peut lever

cette restriction.

Posons

et

On a :

^Vu= /
J'Si) r

AP
ij.

.y>o, W.,>0.

De })lus, \\\ est le potentiel new tonien d"un vo'mne attirant.

Doii :

A^\\,=— 4-;jl'= AP

en tout point de 0.

Effectuons maintenant le balayage de chacune des sphères Q;.

en prenant celle-ci successivement dans Tordre indiqué. Soit

Wi ce ([u'est devenu le potentiel \V„ après la i' opération. On a

évidemment, en vertu des propriétés du balayage :

en tout point de <J. D'autre part, on peut écrire :

puisque le balavage n'introduit jamais de masses négatives.

Considérons hi suite :

^^^^^V.. w,

Elle est convergente, puisqu'elle est formée de termes tous

positifs qui vont toujours en décroissant ou du moins qui ne

croissent jamais. Soit ^V la limite de cette suite : W est une

fonction définie en tout point de Q.

On a évidemment :

W„>W>0.
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Etudions les propriétés de ^\ .

(Considérons une sphère Q,^. quelconque. Elle est balayée une

infinité de lois, aux opérations numérotées, par exemple :

y.,y.,... ai...

(Considérons les fonctions :

inies lorment une suite convergente ayant W pour limite. D'ail-

leurs^ on a :

A\V,.= 0... dansL)„

quel que soit i. Mais on peut écrire :

Tous les termes de cette série sont des fonctions harmoniques

dans 12,, ; ces fonctions sont positives dans le même domaine, à

l'exception de la première ; enfin la série envisagée est conver-

gente en tout point de O,. Donc, en vertu du théorème de Har-

nack, la fonction W est harmonique dans Q.„. CNIais étant donné

un point quelconque de T , on peut toujours trouver une

sphère 9.,^ au moins t^ui contienne ce point à son intérieur. On
voit par là que la fonction W est harmoniiiue en tout point de T.

131. Voyons (juelles sont les valeurs prises par la fonction ^^'

sur S.

Supposons que la surface S possède en chacun de ses points

un plan tangent unique et deux rayons de courbure principaux

Ijien déterminés. Soit M^, un point de S. Vovons vers (quelle

limite tend ^^' ([uand le point ccuii'ant M(x,y,z), d'al)ord situé ii

l'intérieur de T, tend par un chemin quelconcjue vers M^.

En vertu des hypothèses que nous venons de faire, on peut

construire une sphère S^, tangente extérieurement \\ S en M,,.

(Construisons une fonction U jouissant des propriétés suivantes:

AU^O il l'exlériiMir de S^

U=W„ sur S„

U= à rinlirii.
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Sachant résoiuli'r le proldènie ilc Diricliltt {xtur la splii-if, nmis

savons former la lonclîon L.

On a évicleninieiit :

vcn tout point M de T, Mais, (|uand M tend vers M„. V et \\\

tendent vers la mi^nie limite. 11 en est donc de même de \\'.

Ainsi ^^' prend sur S les mêmes valeurs que ^\\,

Finalement, on a :

AW = 0... dansT

W = AV,,... sur S

pourvu que S ne présente aucune singularité.

132. Posons nuiintenant :

V = P — W,-4-W.

On a:

AW,= AP

AW= U.

D'où :

AY = 0.

D'autre part, il est mauileste (pie ^ prend sur S les mêmes valeurs

([ue le polynôme donné P.

Le problème de Dirichlet est donc résolu dans le cas particu-

lier où nous nous sommes placés. Mais nous savons que le théo-

rème de Harnack permet de passer de ce cas particulier au cas

général. Donc le princlj)C do Dii-irhlct est comj)lèlenien( étahli.

133. Nous avons supposé :

AP <

dans Q.. Cela ne restreint pas la généralité. En ell'et, ou peut

toujours écrire :

les polvnômes P, et P., étant choisis de laçon ([ue l'on ait :

APj<0, A1\<0.
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La méthode précédente permet de trouver deux lonctlons :

Y, et V,

harmoniques dans T et prenant sur S respectivement les mêmes

valeurs que :

P. et P,.

Posons alors

V V,,.

11 est clair (pie la fonction Y est haimonlcjne dans T et prend

sur S les mêmes valeurs que P.

134. Ajoutons, pour ternriner, que la méthode précédente

s'ap|)lique encore avec succès si la surface S présente un nombre

limité de points coniques ordinaires. On trouvera une discussion

complète de ce cas au tome XII de YAmcv'unn Journal of Mittlie-

juatics. (II. Poincaré.— Sur les écpiations aux dérivées partielles

de la Physique mathémati(|ue, ^1.)



CHAPITRE VIII

RÉSOLUTION DU PROBLÈME !)]•: DIRICMLirr

LA MKTIIODL DE XEUMAN.X

135. Principe de la méthode de Neumann. — La iiK'lhode d(i

l^alayage, exposée au chapitre précédent, lournit une démons-

tration rigoureuse et générale du Principe de JJiricldcl. I.a

méthode de Xeuniann, dont nous allons nous occuper mainte-

nant, a le même but. Au point de vue de la généralité, elle est

intérieure à la méthode du balavage. Mais elle a Tavantage de

bien mettre en évidence l'identité des lonctious harinonicpies et

des potentiels newtoniens.

Nous étudierons concurremment le problème intérieur et le

problème extérieur de Dirichlet. Xous nous placerons dans le

cas de l'espace à trois dimensions. Mais ce n'est que pour fixer

les idées. On verra sans peine ([ue les raisonnements peuvent

encore être faits <piel ([ue soit le nombi-e des variables indépen-

dantes.

(lonsidérons une surface fermée S limitant un domaine inté-

rieur T et un domaine extérieur T . Nous supposert>ns (jue la

surlace S possède en chacun de ses points un plan tangent

uni<[ne et deux rayons de courbure principaux bien déterminés,

(k'hi posé, nous voulons résoudre le problème de Dirichlet \\ la

U)is pour le domaine T et pour le domaine T'.

La méthode de Neumann consiste à chercher une double couche

portée par S dont le potentiel newtonien soit précisément la

ionction harmonique inconnue ([ue l'on veut construire.

Nous verrons que l'on peut toujours réussir à déterminer la

double couche en question dans le cas du problème intérieur.

Mais, pour le problème extérieur, il n'en est plus ainsi. 11 est

l'OixcARÉ. Potent. Xcwf. 19
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facile de se rendre compte de cette dernière particularité. Soit V
une (onction harnioni([ue à Textérieur d'une sphère de rayon R
et réoullère à l'infini. On a :

X'

>lant

X'.

en appel;

X' X'

des fonctions sphériques et en posant :

('e développement est valable pour :

p>R.

Supposons que V soit un potentiel newlonien. Alors on peut

écrire :

linij^-y pV= M,

M étant la masse totale ([ui engendre le potentiel V. Si ce poten-

tiel est celui d'une double couche, on a :

Mais, en général :

Cela entraîne donc :

M = 0.

M=X'

.

X'„ = 0.

I^ar conséquent, une condition est requise pour ([non puisse

résoudre le problème extérieur de Dirichlet au moyen du poten-

tiel d'une double couche.

Xous verrons d'ailleurs (|ue l'on parvient toujours à résoudre

le problème extérieur en superposant sur la même surface S une

sinq)le couche et une double couche de matière attirante.

136. [{appelons d'abord, en ([uel([ues mots, les propriétés fon-

damentales des potentiels de doul)le couche.

Soit ^^' un pareil potentiel. C'est une fonction régulière it

l'infini et harmonique en tout point de l'espace, sauf sur la surface

même (pii porte la double couche.
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I.ors(jue le point couniiit M se rapprorho iii(lfliiiiiiu'nt d un

point -M^ (le S en lestant intéi-ieur ii S, W tend vers une liniitr

({lie nous désignerons par ^ . I>ors([iie M tend veis M^ en restant

il l'extérieur de S, W a encore une limite que nous désignerons

cette lois par V. Si 'j. est la densité de la doulde couche au

point M„, on a :

V— V=— 4-.JL.

Knfin la valeur de W en M,^ est:

Nous supposons ici la matière attiiante ([ui constitue la doul)le

couche répandue sur une surlace fermée S. Les éléments do)'

de S sont alors regardés comme avant leurs côtés néifatirs tour-

nés vers l'intérieur de S. Quant ii l'angle solide d?' sous lequel

dw' est vu du point x, y,z, il est positit ou négatif suivant que d(-/

est vu par sa face externe ou j)ai' sa face interne.

137. Soit f]» une lonction donnée, définie en tout point de S,

uniforme et continue dans le même domaine. Appelons a un

paramètre réel.

Proposons-nous de déterminer une double couche portée par S,

de telle façon que son potentiel W satisfasse au voisinage de

chaque point de S ii la relation :

V— Y'=A,V+ V'j+ 2«I).

C'est ce que j'appellerai le ])rohlcmc de Xeuniaiin.

Supposons ce problème résolu et faisons :

A = l.

Le potentiel W correspondant vériliera la relation :

Le problème de Dirichlet cvléricur est ainsi résolu.

Faisons maintenant :

A=— 1.
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Le potenticMV correspondant vérifiera la relation.

Cette lois, ce sera le problème de iJli-ichlet intcricur ([iii sera

résolu.

Finalement, on voit que nous sommes ramenés à la recherche

du problème de Neumann.

138. Considérons W comme une fonction de ).. Admettons

que W puisse être développé en série ordonnée suivant les puis-

sances croissantes de ).. Ou a alors

^^'= ^^;,

+

\\\\ + • • • + /A\'i + . .

.

Y=V, + aV, +... + a'V. + ...

(1) V = Y'o + >-V\ + . . . + A'V. + . .

.

U = U„ + aU, + ...+ A'L'i +...

Vovons si de pareilles séries peuvent vérifier tontes les conditions

imposées à la fonction W que l'on cherche.

D'abord il faut, pour cela, que Ton ait :

AAV,= 0, AAV,=0,... AWi= ()...

en tout point de l'espace, sauf sur S. Cela auia lieu si luuis pre-

nons pour :

^^;, \\\... ^\v•.

les potentiels de certaines doubles conciles.

Maintenant la relation :

donne

V— Y'=AiV + V')+ 2fI»

\ — Y =2 'I>

V.-Y\ = Y,+ Y', = 2U„

V.-Y',= Y. + Y', = 2U,

Y;-Y'i= Y>_, + V'>_, = 2lV
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Si Ton appelle :

'JL,,'Jl.|'Jt.^.. . 'JLj. .

.

les densités des doubles 0(»uclies dont les potentiels sont respec-

tivement :

on sait que Ton doit avoir :

V, — V;=— 4-ui,

V,-V', = -4t:u,

D'où

2-

r,.

•)-

9-

ce ([ui détermine de proche en proche les densités des doubles

couches envisagées.

delà posé, nous avons deux ([uestions ii résoudre :

i" Peut-on construire les séries (i)?

2" Ces séries sont-elles convergentes ?

C'est ce que nous allons examiner.

139. Développement de la méthode de Neumann.— Posons pour

abréger :

Prenons :
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^Vi sera le potentiel dune double couche portée par S. Donc lu

(onction ^^
i
sera régulière à Tinlini et harmonique en tout point

de l'espace non situé sur S.

D'autre part, on aura bien :

et, si l'on pose :

V-.= Ty^-^

on pourra écrire :

Donc Wi remplira toutes les conditions prescrites.

Les fonctions AV; peuvent être formées de proche en proche ii

partir de la fonction <I> donnée.

En ellet, on a d'abord :

Maintenant, Wg étant connu, il est clair que V^ V\,U^, le sont

aussi. Donc on peut calculer |jij. D'où :

\v,= r ivifi'.
• J(SJ "

l'^t ainsi de suite.

Finalement on peut écrire :

W = f cDdO'

Av,= r u,db'

y\'i=r Ui-,ci9'

Donc les fonctions AV| peuvent être formées de proche en proche

et, par suite, les séries (l) peuvent être construites sans aml)i-
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lii-MAUQiK. — Si l'oM a :

cl> = l,

il est clair ([iic \\
^,
égal à

2 (Ml tout point do T

1 en tout point de S

en tout point de T'

car :

I
dO'= 2... si X, y,z est dans T

I
dO= 1... si X, V, z est sur S

I df|'= 0... si X, v,z est dans T.

140. Etudions maintenant les Jonctions ^^

V

Supposons que la surface S soit ronce. te et possède en c/iafjue

point (/es rayons de courbure finis. Nous excluons ainsi de nos

considérations les surlaces qui ont des portions planes ou cylin-

driques.

Ces hypothèses ne sont pas toutes indispensables. Neuinann

a étendu sa méthode à toutes les surfaces qui ne sont pas hiètoi-

lêes, cest-à-dire où tous les plans tangents ne vont pas passer

par lun ou l'autre de deux points fixes ;comme cela aurait lieu

dans le cas d'un cube ou dans le cas du solide commun ii deux

cônes). Mais, pour siniplifier, nous nous bornerons au cas, déjà

très général, qui a été signalé.

Figurons la surface S 'fig. 85 . Soit M un point de cette sur-

face situé au centre de gravité de l'élément dw'. En vertu des

hypothèses faites sur la nature de la surface S, on peut tracer

une sphère I tangente ii S en M' et contenant toute la surface ii

son intérieur. Soit O le centre de cette sphère ; désignons par A
le point de - qui est diamétralement oppos»' ;i M ; il est clair

que MA est la normale ii S en M'.

Supposons maintenant que le point courant x,y,z vienne se

placer sur S en M. Joignons MM' et posons :

MM^=i..
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On a évidemment :

' — 2

COS 'l ^ 0,

quel que soit le point M, puisque la surface S est convexe.

Ici cW est constamment négatif, d'après nos conventions, car.

Fisr. 85.

la surface S étant convexe, on n'en peut voir, quand on se place

sur elle, que le coté interne. On a donc :

dT'= doV cosl/

iMM'-

si l'on remarque que dcr' est, en valeur absolue, rélénient de la

sphère de rayon 1 décrite de M comme centre dont la perspec-

tive sur S est dw'. On conclut de là :

d8'
l dw'co ;'J/
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Posons inaiiitcnaut :

MA=2U,

.•n appelant R le rayon île la spli. re ï. La sphi'ie i: a pu être eliol-

sie (le lacon que la même valeur de R convienne pour tous les

points M' de S. On a :

:MB= MAcosI,

li rtant le point où -MM c«.i,pe ï, puisque le triangle MBA est

rectangle en 13. Dautre part :

afj'>o

et

D'où

i d(.) cos'ii

MB>MM'.

dco'

d^'>-rT
8-R- cos •!/

Posons

On a tinalenient

'
M.

8-R^

d^'>Md(o'.

Cette inégalité nous servira tout à 1 heure.

141. Considérons U,. C'est une l'onction continue sur S. Donc

elle a une limite supérieure G^ et une limite inférieure 11^. Kcri-

vons :

Si le point M est situé sur la surface S, on a :
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Donc, en désignant (fig. 8G) par U', la valeur de U; en M', on peut

écrire :

Si M se déplace sur S, Uj^j varie et

atteint son maximum Gi+, en un cer-

tain point My et son minimum 11;^, en

un certain point M,. Appelons alors :

— 2 -de', —'lrA%, —2rA%

les angles solides sous lesquels dw'

est vu respectivement des points :

M, M„, M..

Dans ces conditions

Or:

Donc on peut écrire

G, = r G^de;

On en conclut

D'où

G: — G
'iSj

Gi>G.,,.

Ainsi les quantités G; vont en décroissant quand i augmente.

On voit de même que les quantités II; vont en croissant quand i

auoincnte.

D'autre part, on a :

de; > M do/
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et

(l^i>Mtl(.).

D'où :

G, _('.,,,> M ^* ('..— r; d(.,'.

De m»''me :

ii,,._ii.>Mf(u:-ii.)ch./.

Ajoutons incinl)re a miMiihie :

(Gi-nj- :c, , .
- II.,

,:
>M /' (m- il. ^i^^'-

t s

Kl) lin :

:g,— II,; — ;Ci -
.

—

iii . ,> >^i ( (•.— iii /' J^'>'-

Kn outre. Ton a :

S étant laire de la surface S.

Posons :

MS = l — y..

a étant déterminé par cette égalité même. On peut écrire alors :

Comme on a évidemment :

Gj^j — 1I_,>(), G.— 1I,>0,

on déduit de là :

UL>0.

Mais :

M rdo/>o.

Donc :

1 — •JL>0.
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Bref:

0<;ji<l.

Os inégalités vont jouer un rôle essentiel tlans nos raisonne-

ments.

Considérons les clifTérences :

^'0 - "o

G, — II,

Ci — H

On a :

G,- II, < (G, -II.) a

G.-II.<(G,_.-IIi_.;a.

Multiplions membre à membre :

G.-II.<(G„-II„}a'

Posons :

G„-II,= A;

A est une constante bien déterminée et on a :

G,— II,<A;À

pour toutes les valeurs de l'indice i. Cela montre que la difle-

rence :

G. -Il;

tend vers zéro quand i augmente indéfiniment. La série :

s:Cm-iiO

converge comme une progression géométrique décroissante,

puisque [ji. est inférieur à Tunité.

En résumé, les quantités Ci loiinenf une suite de termes supé-

rieurs à Il„qui vont toujouis eu décroissant ou, du moins, qui ne

croissent jamais et les quantités II; formiMil uix' siiilc de termes
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inléiieurs à Cî^, qui vont toujours en croissant ou. du moins, qui

ne tlécroissont jamais. ])on(' l»^s deux suilt's G, et llj sont convcr-

efciitcs. Mais la dillcienco :o

C, - H.

reste toujours positive el tend vers zéro quand i augmente indeli-

ninuMit. Donc les deux suites ("i; et 11^ définissent la même limite,

.rappellerai (. la limite commune îles deux suites (1, et II,.

142. PuK.Mli:iî CAS. — C = <).

On a constamment :

Si on suppose :

on peut écrire :

Mais on sait que :

Donc :

Gi>C>Ili.

c= o,

Gi>(). Hi<0.

C.-1I,<A;

— IKA.

dans le cas actuel. En d'autres termes, les séries :

et :

HT,

convergent à la façon d'une progression géométrique décrois-

sante.

D'autre part :

V.— V^ = V,_,+Y'i_,=2U._.

et :

>
i

= Tj 1 9 — »-
i n^ ^i - I

,-, Vj + Vj liIILXi__T T'
N i= 7)

T) — »-
i

«^
i
-1-
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Mais, puisque l'on a :

-Hi<A;À
on peut écrire :

On conclut de là

c'est-à-dire :

en posant :

lU.]<Aa'.

|Y,|<B;jL'

1V,|<B;.,,

1

b = a(h-—

Maintenant, Wj est une ionction régulière à l'infini et harmo-

nique tant à l'intérieur qu'à l'extérieur de S. (l'est donc sur la

surlace S elle-même que ^^
i
atteint son maximum et son mini-

mum, l^n d'autres termes, on a :

[WiI<max|Vi|... dans T

lWii<maxlV'i|...dansT'.

D'où finalement :

I
WiI<B;jL'.

aussi bien i» linlérieur qu'à l'extérieur de S.

143. Beprenons la série :

\V,+ >AV,+ ... + )AV.+ ...

^
On a, en vertu de ce ([ui précède :

|)'\Vi|<BlAy.l'.

Donc la série envisaj^ée est absolument et unilormément conver-
ti

]).al<l,
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r

Wi

c'ost-ii-cliic SI :

|xi<-L.
:^

Or nous savons (juc :

0< ;jL< 1

Donc la séiio est convorgonte pour ),= -f- i ot pour "/.= — I.

144. Faisons :

et désignons par \\ la somme de la série convergente :

w,+ w. + ... + Wi+ ...

Il est clair ([ue W est une fonction de x, y, /. bien définie en tout

point non situé sur S et régulière à l'infini.

Je dis que \\ est une lonction harmoni([ue en tout point tle

l'espace, saul sur S.

Va\ ellet, il en est ainsi de chacune des lonctions W |. Or on peut

écrire :

^v=ï^v. =^ (Bu'+ Wi) — ïB;j.',

'ar l;icar la série :

SB'jl'

dont tous les termes sont des constantes, est convero-ente. Maiso

D'où :

D'autre part :

Ainsi la série

1 Wi|<B;y.

Bu'+W.>0.

B;j.'+ ^Vi<2Ba'

2:(Ba'+ W.)

a ses termes tous positifs et est uniformément convergente. De

plus tous ses termes sont des fonctions harmoniques tant ii

l'intérieur quit l'extérieur de S. ]3onc sa somme, en vertu du
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théorème de Ilarnack, est une fonction harmoni<[ue dans le même

domaine.

On peut dire la même chose de la somme de la série :

puisque celle-ci est une constante.

En définitive, W est une fonction harmonique en tout point

de Tespace qui n'est pas situé sur S.

145. Reprenons le cas où ), a une valeur (jucloonque et voyons

ce qui arrive ([uand le point x, y, z tend vers un point M„ de S

en restant toujours à l'extérieur de S.

Dans ce cas, on a :

lim Wi =^ \\

par définition. ^lais :

D'où :

limW„=U„-cI>

lim^^^ = Ui — IV

La série :

(U„- ^) +). (U, - uj + ... + A'(U^ - u,_,)+ ...

est convergente. D'autre part, la série :

est elle-même uniformément converoonte. On conclut de l;i

li,nW=Y)'(Ui— Ui_,),

en vertu d'un théorème bien connu de la théorie des séries.

Tout ce qui précède suppose :
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(!el;i s';ij»pli([ue si A est égal ii l. Dans ce cas, la sc'i'ic :

se réduit à :

c'est-;i-diie ii la lonclion dt)iiiu'i' 'I> chaiioéc de signe. (Jn a d<jnc :

llm W =— (I),

quand le point x, y, z tend vers un point de S en restant à rcxté-

rieur de cette surface.

Comme la fonction 'I> est arbitraire, on voit cpie le prohlème

de Diric/i/e/, en ce f/i/i concerne le donuiine T extérieur à S, est

co/nplèlenienl résolu .

146. Faisons maintenant :

À=— 1.

Les mêmes raisonnements peuvent être répétés. On peut écrire :

H-[Ba'+ (— i;'Wi] + ...

Le théorème de llarnack montre encore que ^V est une lonction

harmonicpie.

(>ette lois, on trouve que :

limW=<ï),

([uand le point x, y, z se rapproche indéfiniment de S en restant

toujours intérieur à T.

Le problème de Dirichlel, en ce (fiii concerne le do?nnine 1 inté-

rieur à S, ('.s7 donc coniplèlentenl résolu.

En définitive, le principe de Dirichlet est établi, dans le cas

où la constante C est nulle.

147. DeLXIÎ-ME CAS. — C^O.
Occupons-nous d'abord du prol^lème intérieur.

Prenons la lonction donnée <ï>. Sa connaissance conduit à la

POiNCAKÉ. Potcnt. Ncwt. 30
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S

connaissance de la constante (1 qui, par hypothèse, est ici difl'é-

lente de zéro.

Chansfeons maintenant «l^ en <I> — C, et refaisons les mêmes
calculs. Il est clair que \\^ devient :

r((i)_C\l(j'

c'est-a-dire :

u„ — r cdo',

ou enfin :

u„-c

J)e même l , devient U,— il et, en (général, V. devient U:— C.
1 I

• o ' * *

Dans les mêmes conditions, les quantités :

Gi et II,

deviennent :

G,— C etlTi— C.

Alors la nouvelle constante C' se déduit de la pi-emière par

soustraction de C : elle est nulle.

On est ainsi ramené au cas où (^ est nul. On peut donc résoudre

le prohlème de Dirichlet, en se donnant les valeurs de 'I> — C

pour valeurs de la fonction harmonique cherchée sur le hord du

domaine T.

Soit ^V la solution (tbtenue. ("/est une fonction harmonique en

tout point du domaine envisagé. De plus :

]im>V= (p— C,

(piand le point x, y, z tend vers S en restant à l'intérieur de T.

Posons alors :

V= AV + C,

Il est clair ([ue Y est encore une fonction harmonicjue dans T.

Mais, cette h)is, on a :

limY;=(I>.

(|uand le point x, y, z vient se placer sur S.

D'autre part, AV est le potentiel en un point intérieur à T d'une

douhle couche portée par S. Or la constante C peut aussi être
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regardée comme le potentiel en un point cl»' T Junc «loiihle

couche homogène portée pai- S. Donc W -\~ C est encore un poten-

tiel de double couche.

Le prohll'uic intcriciir de Diriclilct est donc résolu dans tons les

cas (in Dioijen d'une double eonclie portée j/nr S.

148. Passons maintenant au probli'me extérieur. Nous allons

voir que la même conclusion ne subsiste plus : si C est différent

de zéro, on ne peut plus résoudre le proldème en question en se

servant seulement d'une double couche jjortée par S.

Tout d'abord, il est clair que Ton ne peut plus employer Tar-

tilice qui a conduit à trouver la solution générale du problème

intérieur. En eflet, il est toujours possible de lonufr la fonction

harmonique ^V qui tend vers <I> — C quand on s'approche indé-

liniment de S par l'extérieur. La fonction \\ -(- (^ vérilie bien

encore l'équation de Laplace. Mais ce n'est pas une l'onction har-

monicpie, car elle n'est pas régulière ii l'infini, W l'étant et (1

étant une constante. De plus, il est exact que W est un potentiel

de double couche ; mais la constante (] ne peut pas être regardée

ici comme le potentiel en un point extérieur d'une doul)le couche

homogène portée par S, car un tel potentiel est nul ilans tout

l'espace extérieur ii S.

D'ailleurs nous avons vu i^i 135 (ju il existait une condition

nécessaire pour que le problème extérieur de Dirichlet soit réso-

luble par le potentiel newtonien d'une double couche de matière

attirante répandue sur S. Or:

est une condition sullisante. C'est alors la condition nécessaire et

suflisante en question.

Voyons donc comment la méthode de Xeumann permet de

résoudre le problème extérieur de Dirichlet quand la constante (]

n'est pas nulle.

149. Soit ^^ un j)otentiel de double couche.

Prenons un point M ii l'extérieur de S (fig. 87i et un point ;i

l'intérieur. Puis posons :

OM=o.
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Il n'est pas possible de trouver une double couche portée par S

dont le potentiel W coïncide avec la fonction—• à l'extérieur

de S. En effet, AV étant un potentiel de double couche, on

aurait :

lim _ pW= 0,

l
,

. .

et, d'autre part, \V coïncidant avec , on devrait avoir :

lim,_ oW=l,

ce qui est contradictoire.

i
Désionons i^ar <!>' rensem])le des valeurs de sur S. Il

. . -, . ? . ,

existe une lonction ^^ ' harmonique dans T' et se réduisant a — 4>

sur S : c'est précisément la

.M lonction . Cette lonction,

nous venons de le voir, ne

peut être regardée comme un

potentiel de double couche.

Mais il est certain que c'est

le potentiel d'une simple cou-

che portée par S : cette sim-

ple couche est d'ailleurs la

couche équivalente provenant

du balayage d'une masse -j-1

placée en ().

Cela posé, appelons C la constante que l'on peut former avec

<I>' comme on a Ibrmé la constante C avec fl>. On a évidemment :

sans quoiW sci'ait un. potentiel de double couche.

Posons :

<I>"= (I> -(- a4>'

a étant une constante laissée indéterminée pour le moment. A la

lonction fl>" délinie sur S est attachée une nouvelle constante C"
qui est liée aux précédentes par la relation :

C'= C+aC'
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Prenons :

C+aC'=0
cVst-ii-dlre :

C^
^'~

c

I.a valeur de a est bien clt-terinlm-e, puisque :

Ayant ainsi choisi a. on a :

C"= 0.

On peut alors résoudre le problème extérieur de Diriehlet au

moyen d'une double couche dont le potentiel W prend les valeurs

— 1> sur S.

Posons maintenant :

11 est clair que l'on a :

AV=
\\ Textérieur de S. La fonction V est harmonique dans T ; elle

est régulière à l'infini
; enfin, quand on approche indéfiniment

de S par l'extérieur, on a :

limV:= >V' -\- yS\)' z=:— (I).

Donc la l'onction V résout le problème proposé.

Il est manifeste que Y peut être regardé comme la somme de

deux potentiels, l'un du à une simple couche, l'autre d\\ à un.-

double couche, portées toutes deux par la surface S.

C. Q. F. D.

150. Signification de la constante C.

Voyons ce que représente cette constante (1 cpii a joué un rôle

si important dans les considérations précédentes.

Imaginons une certaine quantité d'électricité répandue sur la

surface S regardée comme conductrice. Supposons cette charge
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en équilibre sur S. Soit :ilors P le potentiel correspondant. On
sait que P est une fonction harmonique à l'extérieur de S. Quant

à sa valeur sur S et à l'intérieur de S, elle est constante : nous

l'appellerons P^. La densité de la couche électrique considérée

est, en chaque point de S, donnée par l'expression :

1 dP

I

47: dn

Reprenons maintenant les fonctions W; des paragraphes précé-

dents et continuons ii employer les mêmes notations. On a :

d^^' à\. dv;

du An dn

d'après les propriétés des doubles couches établies au cha-

pitre VI.

Remarquons alors que l'on a :

dv:rp,^do/=/*P^d.'.
c/(S) dn J(S) dn

Appliquons la formule de Green, en nous rappelant que P et AV,

sont des fonctions continues et que 1 on a :

On ti

c/(S)

AP=0, AWi = 0.

dP
P„ -j doj

dn ~J, ' dn
•d(o'

en considérant le domaine T intérieur ii S, et

J,si dn J,s, iin

en considérant le domaine '[' extérieur ii S. On conclut de lit :

/•v,i!!^d„/=/"v',4tdco'.
c/(S) dn ^'(S) dn

Ma

dn



Riisor.iTios DC rnoiii.r.ME de dihiciilet

puis([uc P„ est une constautr. Donc :

N

Or:

Par suite :

c'(S) "" c'jsj lin

dette égalité montre que, si Ion pose :

on a :

1) où, finalement :

/ L
i —i— tUo = 4> —,— doj .

r'^> an .',; an

Faisons croître i iiuléfîniment. On a :

lim Gi= C

limHi= G

et. comme :

on peut conclure de là :

limL\=C

Donc :

c / -j— d(o = / <I) -;— tl(

l's du Jsi dn

Soit alors M la masse totale de la couche électritjue dont le

potentiel est P. La densité de cette couche est :

~ 'Z^ dn
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D'où :

r rlP

Finalement

/ —j— dco =— 4-.A
lAs) an

'c^j du
(:=

4 -M

Telle est la valeur de la constante C

151. Emploi des potentiels de simple couche dans la méthode de

Neumann.— Cherchons a transformer la solution obtenue par la

méthode de Neumann pour le problème de Dirichlet tant intérieur

qu'extérieur. Nous allons montrer qu'on peut considérer des

simples couches au lieu des doubles couches envisagées partout

jusqu'à présent. Nous supposerons pour cela que l'on a :

C = 0.

Prenons d'abord le cas du problème extérieur.

Appelons x, y, 7. les coordonnées du point courant ^I situé

dans le domaine T' et x', y', z' celles d'un point M' de S placé au

centre de gravité de l'élément dto'. Les autres notations adoptées

sont d'ailleurs les mêmes que dans les paragraphes précédents.

On a :

^^^+ ^^^_,= ^(u,_l4-u,_,)de'.
.iS)

Mais on peut écrire

et

de' == -— dT'

2-

d
l

d^'::-::

1'

- d(o',

4 ,., 1
en désignant par r la distance ^NIjM' et par —

ï

— la dérivée de —

-

prise dans la direction de la nornude extérieure ii S par rap[)(>rt
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I X, V, / rogardt's comme viiruihlcs [x'mhiiit ([iio x , v, 7/ sont re-

gardés comme constants.

On conclut de là :

l

1

Or

l)"où

w.+Av.-.=-^ /
(r._.+u._;—

Ui_, + Ui_,= V._,.

I

^1-

Ir. I dn

dw'.

Seivftns-iions de la formule de Green. Regardons pour cela— et

\\'j_, comme des lonctioiis de x'. y , z' reurermaiit les parami'tres

x,A, z. Dans ces conditions, dépend à la lois de x, v, z
r

et d(^ X , V , z et l\)n a :

A(— )= 0... dans ï

en posant

0- iV* iV

Oz-

Quant il Wj^i , dont la valeur sur S est Vi_, quand on reste ;i

l'intérieur de T, c'est une fonction de x , v , z vérifiant aussi la

relation :

AWi_, = 0... dans T.

On a alors :

1 dV

en désignant par :

dn''
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les dérivées suivant la normale prises par rapport à x', v', z'.

Mais pour ^— et ^^V_,, on a:

a a

an' ù.\\

Donc on peut écrire :

r An
(S

D'où :

On voit par là que \\
;+ ^\' |_ j est le potentiel a'une simple

couche répandue sur S avec la aensité :

2- An

en chaque point.

Tout cela est valable pour l'extérieur Ae S. Voyons ce qui se

passe quana le point x, y, z est situé ii l'intérieur Ae. S.

('onsiaérons alors la aillerence :

On a :

^v.-^v.-.=-^y- / (Lv.— u,_.^-r^cW.

Mais :

D'où :

W, - W, _, -. - -^ / Y',., -^ Aio'.

Appliquons encore la lormulc de (Ireeii a<' la même laçon <pie
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plus haut, c'est-à-dire en legiirdant x', y', z comniclcscodidoiiiH'es

courantes, mais, cette lois, prenons comme domaine il inté-

gration l'espace extérieur à S. On a :

D'où :

^v.-^v,_.=-^j -^do,'

On voit que ^Vi— ^^i_lest le potentiel d'une simple conclu'

portée par S, la densité en chaque point ('tant :

1 av._.

2- dn

152. Reniarquons ([ue l'on a :

dV,.
. ^ dV^_,

dn dn

à cause des propriétés des potentiels de doubles couches. Donc :

Wi+ Wi-,

et:

sont les valeurs d'un même potentiel de simple couche prises en

un point extérieur à S pour ^^|^-^^l_l et en un point intérieur

pour Wi — Wi_i-
Appelons T; ce potentiel et considérons les séries qui donnent

la solution du problème de Dirichlet tant intérieur qu'extérieur.

Dans le cas du problème intérieur, on doit faire :

A=— i.

D'où

^v = [\\\— w,: + \y,— \\\] + . .
. + (wv »

— M\] + . .

.

c'est-à-dire :

>V=—T.— T.,— ... — T,— ...
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l^ans le cas du prol^lème extérieur, on doit faire :

A= +i.

])'où :

>>= (^^'o+ ^vj + (^^',+ ys\) + . .
. + (^^ _ . + ^^^) + . .

.

c'est-îi-dire :

W= T, + T, + ...+T, + ...

Dans les deux cas, W se présente comme un potentiel de simple

couche. Pour les deux simples couches envisagées, la densité

est la même, au signe près.

Poussons un peu plus loin l'élude des fonctions T^.

153- Propriétés des fonctions Tj.

Considérons la fonction Tj. Cette fonction est le potentiel d'une

simple couche de matière attirante répandue sur S. Désignons

par Tj la valeur de cette fonction en un point voisin de S et inté-

rieur à S. Désignons de même par T'j la valeur de cette fonction

en un point voisin de S et extérieur à S

En un point M^ de S, on a :

Mais on n'a pas

On doit écrire :

T = T'

dT, dT:

du dn

dï: dT, ^ dv
9. i— 1

dn dn dn

en vertu des propriétés bien connues des potentiels de simple

couclie.

Kn un point situé à l'extérieur de S, la définition même des

(onctions Tj montre que l'on a :

D'oii, en ]M„ :

dT: _ à\[
^

dV-_,

dn dn dn
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ce qui peut s'écrire :

-i'7

cIt; av dVi^,

cln du ' du

civ; dV,

du du

av;_, _ av,
,

puisque :

du

d'après les théorèiues de la théorie des doubles couches.

\\n \\\\ poiul situé ii l'iutérleur de S, ou a de uièuie :

D'oii, eu M„

dTi dV, dVi

du du

()u déduit de là par additiou :

d'r; dTi

du

du

dV|

"TÛT

154. Soit M,, uu poiut de S. Preuous uu poiut M'„ très voislu

de My et extérieur à S (fio-. 88) et uu poiut

M"y très voisiu de M^ et iutérieur à S.

Je dis (jue 1 ou peut lormer de proche

eu proche les lonctious Tj. Ku elï'et, sup-

posous (|ue ri_, soit couuu. La compo-

saute normale à S de l'attractiou corres-

pondant au potentiel Ti_i est :

dï

du

ai,
.

du

... en Mo

..•eu Mo'.
Fig. s.s.

Quant il sa valeur au point M^ lui-même, c'est:

1 /dT;_, dTi_,
9- du du
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c'est-ii-dite :

(IV;
,

' du

C'est précisément, au lacteur ôT P'"*^^'
^'' densité de la simple

couche il laquelle est dû le potentiel T^. Donc (piand on connaît

Ti_,, on peut calculer Tj. D'ailleurs on a:

'7^T.=
du

dt.y

et

w„= f cpde'.

Par conséquent, <!> étant donné, on peut trouver V\\ ; on en

di'duit —r-^: d'où T, et, de proche en proche, toutes les lonc-
dn 11 1

tions T|.

Tout ce qui précède suppose, bien entendu, que Ton ait :

C= 0.

Si cette condition est remplie, il est clair que T^ tend vers

zéro ([uand i augmente indéfiniment, puisque l'on a :

;i l'intérieur de S et :

T, = ^v.+ ^Vi-,

il l'extérieur et que les séries :

sont convercfentes. De même :

d\'
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qui est la deiisilc »lc la c(yiche supeiliclcllc rtudiéc , tciitl vers

zéro puisque les séries :

sont eouvei'jieiites. I) ailleurs, on ;i :o

dn tin
" dn

Mais, puisque T;., tend vers zéro en tout point de lespaee, il en

est de même de :

dï dT,

1^ d^
i , . , .

,

Jjonc —;— doit l)ien temlre aussi vers zéro.
an

155. Revenons ii l'opération qui permet de déduire le poleiilirl

Tj du potentiel Ti„i. .le ilis (|uc cette opération consiste uni(pie-

ment dans un changement de distril)ution ddne masse totale

invariable .

En efl'et, posons :

T=r-^do/.
t s 1"

(lalculons () par la formule :

= r-^dM'
Js r

en prenant :

1 / dT' dï
' 4- ^^ dn dn

On voit que () se déduit de T comme T, de Ti_,.

Or on a :

J_ /_dT^ dT \~ 4- \ dn

D'où :

dn

1 dT
"2^"dir + ?'
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Mais :

L -.— diu = U.
S) du

Donc :

C. Q. F. D.

13ans le cas étudié plus haut, la unisse totale de la couche don

le poteutiel est Tj a pt>ur valeur :

:m
i r à\.

2- JtS) du

Or:

/ '^V ' f^^'j'= r -^^Vi_, dT= 0.
c/lS) du J.Tj

Doue la masse totale INI est uulle pour toutes les valeurs de Tiu-

dice i.

156. .le dis (|ue Ion peut preudre pour T, le poteutiel d'une

distriinition superficielle quelconque^ pourvu <|ue la masse totale

de la couche ainsi considérée soit uulle, et calculer ensuite la

succession des lonctious Tj de proclie en proche par le procédé

indiqué. On est toujours assuré (j[ue T, tend vers zéro quand i

augmente indéfiniment.

Pour établir cette proposition , il faut d'abord résoudre un

problème préliminaire. C'est ce que je vais faire, et, pour cela,

je me servirai des résultats obtenus à propos du problème de

Dirichlet par la méthode de Xeumauu exposée ci-dessous.

157. Résolution d'un problème analogue à celui de Dirichlet.

Soit une surface fermée S délimitant un douuiiue intérieur T
et uu domaine extérieur T'. Nous ferons sur S les mêmes iivpo-

thèses qu'il j)ropos de la méthode de Xeumauu. l'^nfin désignons

par *\> une fonction continue donnée sur S.

I^roposous-nous de construire une fonction U telle que l'on

ait :

AU = dans T.

dU
—i—= fl> sur S.
dn
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11 rsl ch.ir que, si IJ est une s.,l.,li„n, U+ C en est une autre, C
étant une eonstante arbitraire.

D'mIx.hI, si V est une r„neli<.n ie,,„M<lanl i, I;, ,|u,.sli(»n, on a :

..'(S) cln ,,/t,

D'où :

= 0./ (Pdt.j'=<

C'est là une condition évidemment nécessaire pour que I.- pro-
blème soit possible. Nous la supposerons remplie.

Imaginons une simple couche de matière attirante répandue
sur S, la densité en chaque point étant :

*
U^

Soit T le potentiel de cette simple couche. Désignons par T la

valeur de ce potentiel en un point intérieur h S et par T' sa
valeur en un point extérieur. On a , en tout point de la sur-
(';ice S ;

T= T'

et :

dT dT'
T- = <I>.du dn

Soit maintenant W le potentiel d'une double couche portée par S.
Appelons W et W ses valeurs respectivement en un p<,int inté-
rieur à S et un point extérieur à S. On a :

et :

dn dn

en tout point de S. Admettons en outre que l'on ait pu choisir
la densité de la double couche de façon que l'on ait encore
sur S :

w=— r.
POiNCARK. Potent. Newt.
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Posons alors :

U=\\ +T

On a

dU dU'
$

du dn

sur S. Mais, dans les mêmes conditions, il est visible que :

U' = 0.

Or U' est une l'onction harmonique à l'extérieur de S et régu-

lière à l'infini. D'où :

U'=0

à l'extérieur de S. Alors:

Par conséquent :

dU^

dU
dn

===0.

^.

D'autre part :

AU =
à l'intérieur de S. Finalement la fonction U résout le problème

proposé.

158. Il reste un point encore à examiner. Peut-on déterminer

un potentiel de double couche W par les conditions suivantes :

AW'=0 .... à l'extérieur de S.

W = T' . . . . sur S.

Nous avons vu qu'il n'en était rien. Dans nos études sur la mé-

thode de Ncumann, nous avons reconnu qu'une condition était

requise : une certaine constante Cl doit être nulle.

D'autre part, nous avons découvert une condition nécessaire

pour la possibilité du problème actuel :

f (î)dto' =
J (S)
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Comme :

C=
('st la condition nécessaire et sullisante, c'est (jue les deux con-

ditions :

C=0, r <I)do/=0,

sont équivalentes.

Donc, d'après notre hypothèse du paragraphe précédent, on

peut certainement calculer W et, par conséquent, notre pro-

l)lème est bien résolu.

159. Proposons-nous, pour terminer, de résoudre le même pro-

blème dans le cas où le domaine envisagé est constitué par la

partie de l'espace extérieur ii S.

Nous devons avoir :

AU'= 0. . . . il l'extérieur de S.

du
<I> . . sur S.

Formons une simple couche portée par S et ayant pour densité

en chaque point ._ . Soit T son potentiel. On a toujours:

T = ï'

dT dT'

Cl 11 tin

sur S.

D'autre part, on peut, dans tous les cas, trouver une dwiible

couche portée par S dont le potentiel W, défini et harmonique

en tout point intérieur à S, tende vers — T quand on se rap-

proche indéfiniment de S par l'intérieur.

Posons alors :

U=W+T

Sur S, on a

Donc :

u = o
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à l'intcrieur de S. Par suite :

dU
du

Mais il est clair que

On en conclut :

dU dl7

dn dn

dU'

fl).

i\n

f^.

D'autre part, on a :

AU'=:0 à l'extérieur de S.

Le problème est donc résolu.

Ici il n'existe aucune condition de possibilité.

160. llevenons maintenant aux lonctions Tj considérées plus

haut.

Xous voulons montrer que T, peut être regardé comme le

potentiel d'une distribution quelconque dont la masse totale est

nulle.

En ell'et on a, en reprenant les notatioiis du paragraphe 154:

T,= —

D'après ce qui précède, nous pouvons choisir ^\\, d(> façon que :

j.
— Il

2- dn ~ '

'

\x' étant une fonction arbitraire assujettie seulement à la condi-

tion :

r u'd(./=o.
J (S/

La (onction initiale ^^'^, n'est pas alors un pofetilicl de double
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couche. ^l;iis il est inimifesto ciue cela ne chaiiire l'icn ii nos

conclusions au sujet des lonctions Tj.

C.Q.F.D.

161. (Considérons en dernier lieu le cas où Ton pari d'un

potentiel T, coi-respondant ii une simple couche dont la masse

totale M nest pas nulle.

On peut encore lornu'r la suite des lonctions T,.

Cela posé, supposons la masse M ri-pandue sur S à la façon

d'une masse éuale d'électricité en équilibre. Soit P le potentiel

dans ce deinier cas. On a :

Ai' = 0. . . . il l'extérieur de S.

P = C'"" ... il lintérieur de S et sur S.

La densité- en cha([ue point est :

! dP'

D'où :

Il est claii- (pie l'opc-ralion (pii lait passer de Ti_, ii T; laisse P

invariable, puisque :

i / dP' dP \ 1 dP'

dn dn / 4- d

il cause de la constance de P \\ l'intérieur de S.

Il est manifeste d'après cela que les fonctions :

T,-P

se déduisent les unes des autres d'après la même loi que les

fonctions Tj.

(Chaque fonction :

T.-P

est le potentiel d'une simple couche dont évidemment la masse

totale est nulle.
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On conclut de là que :

Ti —

P

tend vers zéro quand i augmente indéfiniment. En d'autres

termes, si la masse totale qui sert à former le potentiel n'est pas

nulle, Ti ne tend plus vers zéro, mais vers P, c'est-à-dire vers

le potentiel de la couche électrique en équilibre sur la sur-

lace S.

Dans les mêmes conditions, la densité en chaque point de la

matière attirante dont le potentiel est Tj tend vers la densité

de la couche électrique de masse M qui serait en équilibre sur la

surface donnée S.

C'est là le principe de la métliode de M. Bobi?t pour détermi-

ner une simple couche sans action sur les points intérieurs à la

surface fermée qui la porte. On dit quelquefois que cette méthode

permet de trouver la distrihulion nalurcUc de l'électricité sur S.

k
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162. Énoncé. — Le chapitre VIII eontieiit un exposé de la

méthode imaginée par Xeumann pour résoudre le problème de

Dirichlet tant intérieur qu'extérieur. Nous savons l'importance de

cette méthode, non pas peut-être pour établir le principe de

Dirichlet— puisque la méthode du balayage sullit ii cet égard, —
mais pour manifester l'identité des fonctions harmoni([ues et des

potentiels newtoniens. 11 est donc intéressant de chercher à don-

ner à la méthode de Xeumann toute la généralité possible. C'est

ce que nous allons faire.

La preuve de la convergence des séries considérées par Xeu-

mann n'a été faite jusqu'ici que dans l'hypothèse où la surface

donnée S est convexe. Xous allons montrer que cette hypothèse

n'est pas indispensable.

Le développement complet des considérations ([ui vont suivre

serait trop long pour trouver place dans ce cours. On pourra le

chercher dans un mémoire inséré aux.lc/rt Mathenialica en 1896.

Xous nous contenterons ici d'un aperçu qui fasse entrevoir dans

quel sens il faut chercher une extension de la méthode de Xeu-

mann lorsqu'on a affaire à une surface S qui n'est pas convexe.

163- Hypothèses. — Xous considérons toujours une surlace

fermée S délimitant un domaine intérieur T et un domaine exté-

rieur T'.

Cela posé, voici quelles hypothèses nous ferons désormais sur

fa surface S.
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D'abord nous supposerons que cette surface possède en chacun

de ses points un plan tangent unique et deux rayons de courliure

principaux déterminés. Il est lacile de voir avec précision ce que

nous admettons ainsi. Plaçons l'origine des coordonnées en un

point de la surface ; choisissons la normale en ce point comme
axe OZ et le plan tangent correspondant comme plan XOY

;
pla-

çons-nous d'ailleurs en coordonnées rectangulaires. Soit alors :

z' = '.(x',y')

l'équation d'une petite portion de la surface autour de l'origine.

Notre hypothèse est que les fonctions :

_ dz' _ Oz'

et

c>V/ (Vz'

Ox'- ' ùx'Oy'
t, =

sont finies et continues dans le voisinage de l'orioine. Celle-ci

du reste doit être un point quelconque de la surface.

Nous supposerons en outre que le domaine T limité par la sur-

face S est simplement connexe. Cela signifie que toute surface

fermée contenue dans T peut, par une déformation continue qui

ne lui fait jamais rencontrer la frontière du domaine envisagé, se

réduire à un point de ce domaine.

Enfin nous ne considérerons, comme fonction <I> donnée sur S,

que des fonctions possédant des dérivées partielles de tous les

ordres finies et continues.

Cela étant, nous aurons à nous appuver sur le principe de

Dirichlet. Nous sommes donc obligrés de le reoaider commeo o
établi déjà indépendamment de la méthode de Neumaun, par

exemple par la méthode du balayage. Dans ces conditions, notre

but est seulement d'étudier la converaencc des séries de Ncu-

164. Rappel de certaines notations. — Soit W le potentiel

newtonien d'une double couche portée par S. Si le point courant

x,y, z tend vers un point fixe x', y', z' de S en restant toujours à
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r«'xtéiieur de S. \\ a une limite ([lie nous a|)|)rl(»ns \ . Do

même si x, v, z tend vers x, v, / en restant toujoui'S :i 1 inté-

rieur de S, W a une limite ^ . l'-nfin la valeur de \\ (juaiid x. v. /.

coïncide avec x', y', z' est bien déterminée ; c'est :

u=
2

On sait que V nest pas égal à V.

Cela posé, la méthode de Xeumann consiste \\ construire une

double couche satislaisant en tout point de S :i la relation :

A étant un païamètre arbitraire et <I> une l'onction donnée d«'s

deux coordonnées qui fixent la [)osition dun point sur S.

Posons :

Chaque fonction Wj est le potentiel d une double couche portée

par S et l'on a :

v.-v; = v,_,+ \-_.= 2u._,.

On peut donc construire les Ibnctions W^ de proche en proche.

Il reste alors à étudier la convergence des séries précédentes.

Il n'est pas nécessaire d'établir cette convergence pour toutes

les valeurs de )>. On sait en eflet que la résolution des problèmes

de Dirichlet intérieur et extérieur nécessite seulement la consi-

dération des deux valeurs :

et:

A=— 1.

Finalement, nous pouvons nous borner à examiner le cas où A

reste compris entre — A,, et H-Aq? a^ étant un nombre positif

quelconque supérieur à l'unité.
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Si la surface S est convexe, le problème a été résolu. Nous

allons montrer qu'il peut Tètre encore avec les hypothèses que

nous avons laites. Cela peut sembler paradoxal, car les inégali-

tés qui ont joué un rôle essentiel au chapitre VIII ne sont plus

vraies quand la surface S n'est plus convexe. Néanmoins la mé-

thode de Neumann réussit encore, et de plus il est probal^lc

qu'elle s'applique même dans le cas le plus général.

165. Les intégrales J„, . — Considérons l'intégrale :

Ji'T] \ Ox Ox Oy dy Oz Oz /

étendue à tous les éléments de volume d^ du domaine T intérieur

il S.

Considérons de même l'intégrale:

y ^ f
/ ^^W, '^W,

^

OW, OW,
^

c^W, ^>W. \j.
''^

J[T] \ t)x Ox t)y Ov Oz Oz /

étendue à tous les éléments de volume d-: du domaine T' exté-

rieur à S.

En vertu des hypothèses faites, chacune de ces intégrales a un

sens bien défini.

Appliquons la formule de Green pour le domaine T en ce qui

concerne Ji ^ et pour le domaine T' en ce qui concerne JJ^.

On a :

dV. ,

I

et

en remarquant que

J(S) du

=_rv'iXL w

I

dVw ^ d\;

dn du

puisque W^ est un jjotentiel de double couclie.

Dans les formules précédentes, dto désigne un élément de S
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et —,— une dérivée prise suivant la normale à S dirif'ée vers
dn

l'extérieur. De plus, il faut remarquer que Ton doit «'crire :

A\Vi = 0, AW, = 0,

tant il l'intérieur ([u'à l'extérieur de S, puisque ^Vi et ^^\ sont

deux potentiels newtoniens. Pour la même raison, ces deux fonc-

tions sont régulières ij l'infini.

On peut encore écrire :

Ji.k = / ^'k -i-^ dw
c/(S) tl'l

et :

d\
'i.k / ' k i

c',51 dn
do

;s, cln

D'où :

^iX "^^^^ Jk,!

T' — 1'

C'était d'ailleurs évident par définition même de J^ et de Ji'^.

166. Considérons maintenant l'égalité :

Multiplions-en les deux membres par :

—,— doj
cln

et intégrons en prenant la surface S pour cha'.np d intégration.

On obtient la relation :

(1) Ji.k H" Ji.k "^^^ Ji - 1 k •'i-I, k-

On déduit de là, par permutation des indices :

(2) Ji.k+^:k=.ik.i_, — -K.i-i.

Mais, si l'on applique la relation 1 au cas oii les indices ont les

valeurs :

k+ 1 et i— 1,
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on trouve :

[y) •'k + I, i — 1 \
Jk + 1, i — 1

= Jk,i-1 Jk,i — 1'

En comparant les lormules (2) et (3), on voit que :

M.k I Ji.k ^= "'k + 1, i-1 1
Jk + 1, i- 1

OU bien :

•'i.k+ •'i.k = ^\ - 1, k 4 1 H~ -M - 1, k + 1

en permutant les indices comme on a le di'oit de le iaire.

D'antre part :

li.k J^k =^ -'i + I, k 1 -'i + 1. k •

D'où :

"i + I, k — 1 Ji _ ], k ~ 1 = "M + 2. k— 1 ~r" "'i + 2, k — 1
•

Mais :

"'i + J, k H~ Jj + 1, k ^= -'i + 2. k — 1 H~ Ji + 2, k T 1-

Donc :

•'i + 1, k - 1 -M + 1, k - I 'i,k -'i.k-

Finalement, on peut écrire les deux relations :

•'i.k + -'i.k -= Ji - 1, k + i+ Ji _ 1, k + 1

•'i.k •'i.k '^ •'i - 1. k T 1 •'i — 1. k + I
•

Ces relations sont valables pour toutes les valeurs des indices i

et k.

On déduit de ce qui précède, par addition et soustraction :

^ï.k = •'i - 1. k + 1

Ji.k= •'i — 1, k + !•

D'où :

•'i.k =^ •' — I. k + 1
^ -li — ;>, k + 2= • • • = •'o.k + i

•'i,k -"i - 1. k + 1
Jj _ 2, k + ;. ••• .lo,k + i-

On voit par là que les intc-grales :

.',.k, -lu

ne dépendent en réalité que de la somme i+ k de leurs indices.

1
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Nous pouvons donc représenter ces int<''^rales par la notation

en ne faisant iisapre que d'un seul indice.

Posons :

i+ Iv = m

.

La relation londanienlale (L) tlevient alors:

167. Supposons ni pair et posons :

m = 2 p

.

On peut alors éciire :

Ov

o\v„\-

(V.

et

j;., am'A^ïi'^rh
la première intégrale étant étendue à tous les éléments de

volume dT du domaine T intérieur à S et la seconde à tous les élé-

ments de volume dz du domaine T' extérieur à S.

On a donc :

.1,,, ^ 0, j:,, ^ 0.

(^uant aux quantités

•' ip -r I 5 •' i\i + 1 y

on ne sait rien à priori sur leur signe.

.le me bornerai ii signaler les inégalités suivantes

lJ.„.iI<J.p

i.':„^.l<j:p

que l'on peut lacilement établir.
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168. 11 est lacile de prévoir le rôle important que les quantités :

sont appelées ii jouer dans l'étude de la convergence des séries

de Neumann.

Soit la série :

V,+ ).V^ + V\^+ . . . 4- A'Vi+ • .

.

Supposons-la convergente et même uniformément convergente.

Multiplions-en alors les divers termes par :

—j— d(o
du

et intégrons. On obtient la série :

Cette série doit être aussi convergente. Donc le rayon de conver-

gence de la série :

est le même (pie celui de la série :

ou du moins il ne peut le dépasser. Xous verrons que ces deux

rayons de convergence sont égaux.

De même, les deux séries :

S-:

ont le même cercle de convergence. Alors ce cercle de conver-

gence est aussi celui de la série :

tant il l'intérieur qu'il l'extéiieur de S.

et:
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Ce sont CCS aperçus qui oui amené ii poser ii pi-iori et ii étudier

les Intégrales J,„ et J',„.

169. Soit ^^ le potentiel dune double couche quelcon(pie por-

tée par S. Posons :

J = / > —i tuo

et:

j'=-rv4^dco

en renîar(piant que Ton a :

dV dV
an dn

en tout point de S.

On peut écrire :

«-'-.Tj

et:

-.a(^)-(^)-(^)i-

-jj(^)-(4f)-(^)i-
Ces nouvelles expressions de J et de V se déduisent des preniières

par application de la formule de Green.

Il est clair que l'on a :

Si l'on prend :

on a :

et

J = J,p

r

—

T'

170. Posons maintenant :

a et ,3 étant deux paramètres réels laissés indéterminés pour le

moment et d'ailleurs indépendants l'un de l'autre.
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Vovons ce que deviennent J et J' clans notre nouvelle hyjjothëse.

On a d abord :

J s dn

c'est-à-dire :

si l'on remarque que :

dV„,,
, Ç^. dV,

;s

De même :

./,3i
' dn J-s. dn '

l'sj dn l' s \ du ' dn /

d(0

Finalement, on peut écrire :

11 résulte de lii que .1 et J' sont des lormes quadrati([ues définies

positives des variables a et [j. On a donc, en considérant leurs

discriminants :

•i:;,l — J2,,.'2,,.,<0.

Ces inégalités sullisent pour monti'cr ([ue les séries :

et :

V;,m;
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sont convergentes pourvu que l'on ait :

lAl<l.

Mais on ne peut encore rien dire du cas où A est égal ii ± 1.

171. Le rapport-^. — l'itudions le rapport -^ pour les diffé-

rentes fonction ^V qui sont des potentiels de double couche.

Supposons que Ton ait :

J=0.

Alors c'est que W se réduit à une constante dans T. Dans ce cas,

W est le potentiel d'une double couche homogène. Par suite,

W se réduit à zéro dans T'. Donc :

Ainsi réoalité :o

entraîne l'égalité

J =

On veri'ait de même que l'égalité :

J'=
entraîne Fésalité :

Ainsi, dans le rapport

J=0.

J

le numérateur et le dénominateur ne peuvent pas s'annuler l'un

sans l'autre. On conclut de là f/i/e ce rapport ne peut devenir ni

nul ni infini. Il a donc une limite supérieure finie et une limite

inférieure dilï'érente de zéro.

Ce qui précède n'est qu'un aperçu dénué de toute rigueur, car le

rapport en question, par exemple, pourrait, sans s'annuler, être

susceptible de prendre des valeurs plus petites que toute quantité

donnée, auquel cas sa limite inférieure serait zéro.

POixcARÉ. Potcnt. Newt. 22
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On peut, d'une façon pleinement rii^oiireuse, assigne?- à —- une

linii/e supérieure finie et une limite inférieure diflérenle de zéro.

Nous nous contenterons d'énoncer ce point, dont on trouvera la

preuve complète dans le mémoire déjà cité des Acta Mathema-

tica

.

C'est dans la démonstration de la proposition précédente

qu'intervient celle de nos hypothèses en vertu de laquelle le

domaine T est simplement connexe. C'est également pour faire

cette démonstration que l'on doit supposer le principe de Diri-

chlet établi indépendamment de la méthode de Xeumann.

Quoi qu'il en soit, nous admettons désormais que l'on peut

trouver un nombre a satisfaisant aux inégalités :

0<[JL<1

et tel que :

1 J

[7. J

quelle que soit la fonction W choisie.

On a alors :

j_jjj'>0

J'— ;jlJ>0.

Ces inégalités vont jouer un rôle essentiel dans nos raisonne-

ments.

172. Posons :

a et [^ étant comme ci-dessus deux paramètres arbitraires.

On a :

On voit que J— [J. J' est une forme quadri(|uc définie positive par

rapport aux deux variables a et p. D'où :

(J,,.. - ^Kp..)^ < (J.P - ;-^;,) (^,H.- ^K^>n
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inégalité qui est à lappiochor des inégalités semblables déjii

obtenues.

Posons d'autre part :

D'où

W-=aW,,— 3\V,,.,.

On déduit de là l'inégalité :

(J:p.>-;-I„.)^<:K„-aJ„):.i;„,-aJ,,.,)

analogue à la précédente.

jNIaintcnant, on a :

a^ ^i:,— ;jlJ„,;— 2a;ii ^K,,., — u.^,,.,, + ^- si:,,., — y-L^,;) > 0.

D'où l'on déduit par addition :

0.

I

Nous sommes encore amenés à la considération d'une forme

quadratique définie positive dépendant des deux variables a et j.

Son discriminant est certainement néoatif. D'où :o

(J.P..- j:....)^<(t^) '(^^^+ ^^- ^^^^ ^ ^+ •'^'-^^-

Mais on a :

Donc on peut écrire :

j.p..4-j;..<(|^j'Xp+j;p)
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en divisant les deux membres de l'inégalité par la quantité posi-

tive :

Posons enfin :

On a:

0<L<1.

Finalement, nous arrivons à l'inégalité fondamentale suivante :

•'21.+ 2+ J 21.^2< L^ (
Jjp -f- Jji,) .

C'est de là que nous allons tirer la preuve de la convergence des

séries de Neumann.

173- Convergence des séries de Neumann.— Nous venons d'éta-

blir rinégalité suivante :

(J2„..+ JU)<LMJ.r+J2„)-

On peut donc écrire :

J,,, + j;<L2(J,,,„.+ J2p-2).

Multiplions ces inégalités membre à membre. Il vient :

j2p+j;.<(-ioH-Jo)L^''.

Posons :

Nous avons en définitive :

j„+ j:,.<au.'.

On conclut de là que l'on a ii fortiori :

J„,<AL^'', j:,,<AL,p,

puisque :

.u>o, j;,>o.
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Donc les séries :

sont convergenlos comme la pi-og.cssio.i géomclnquo décrois,
santé de raison L.

Nous allons déduire de là que les séries :

sont convergentes même pour À=+ 1 et pour a= — i.

174. Reprenons la fonction W définie plus haut comme le

potentiel d'une double couche quelconque.
J*vC rivons :

On a :

J-4-J-./T(^)-(^)V(^)]a.
l'intégrale étant étendue h tout l'espace. Cette intégrale a un
sens

: elle représente l'énergie totale due à l'attraction de la

double couche.

Considérons maintenant l'intéirrale :

^=XP'
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On a :

THEORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN

J + J'^ 0.

K^

Etudions alors le rapport :

K
J + J'

Il a certainement une limite inférieure, puisqu'il ne peut prendre

que des valeurs positives. Mais a-t-il aussi une limite supérieure.'

Il est facile de voir que non. En effet, J-j-J' peut s'annuler.

Cela a lieu lorsque W est le potentiel d'une double couche

homogène. Mais, dans ce cas, le numérateur K reste différent de

zéro. Donc le rapport en question peut devenir infini.

Un artifice va nous permettre de tourner cette difficulté.

175. Considérons l'intéffrale :

M =X,(u-c)'a",

C étant une constante.

Choisissons cette constante C de façon que l'intégrale M soit

minimum. On a :

M= f U-dco— 2C f Udco+ C- f dco
J'S) J(S) .As)

Pour que M soit minimum, il faut et il sufiit que C vérifie la

relation suivante :

fUdw
JiS)

C f dco.

Pos

S= 1 dw,

s étant l'aire de la surface donnée. On a:

f Udo)

Envisageons alors le rapport

M
J+J'
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et cherchons à lui assigner une limite supérieure. Nous allons

voir que c'est possible.

M ,

Pour que — devienne mlini, il laut que J+ J' s annule. Si

cela a lieu, on a :

en tout point de l'espace. D'où :

Mais alors AN est le potentiel dune double couche homogène.

Dans ces conditions, on a :

rUd(o= U(' dco= US.

D'où :

U=C
et par suite :

Ainsi réoalité

M=0.

J+J =0
entraîne l'égalité :

M = 0.

On conclut de là que le rapport :

M
J 4-J'

est limité supérieurement.

Ce qui précède n'est qu'un aperçu. Mais on peut trouver une

démonstration rigoureuse. Je renverrai encore pour ce point au

mémoire déjà cité des Acta Matlieniatica.

Quoi qu'il en soit, admettons que l'on puisse trouver un

nombre B tel que l'on ait :

quelle que soit la fonction AV choisie.
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176- Prenons la fonction W,,. A cette fonction est attachée une

certaine constante Cp calculée au moyen de l'équation :

Posons :

On a, en vertu des conclusions du paragraphe précédent :

Or:

D'où :

et l'on a en outre :

J.p -4- y,, < AL^".

Mp < ABL-P

0<L< 1

comme on l'a vu au paragraphe 172.

On conclut immédiatement de lîi que les deux séries :

et:

sont convergentes ii la façon d'une progression géométrique.

m. Soit do-' l'angle solide sous lequel l'élément dto' ayant jiour

centre de gravité le point M' (x', y', z') de S est vu du point

M(x,y,z). On a:

do- =—, d(o = —!-,

dn r^

en désignant par r la distance MM' et par ^ l'angle de la normale

a S en M' avec la direction de jNIM'. Je rappelle <[ue nous avons

posé :

if/ dT
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Cela posé, on a :

w,=/ji;._.dO'.

Considérons l'intégrale :

C'est le potentiel d'une double couche homogène et il est m:inî-

feste que l'on a :

I|,_(= 2C|,_i... quand M est intérieur à S

I|,_j=C|,_j quand M est sur S

I|,.., = ([uand M est extérieur ii S.

Prenons alors le cas où le point M reste à l'extérieur de S. On.

peut écrire :

r cl(o

Je veux montrer que la série :

II \V„

est convergente.o

En effet, partons de 1 identité suivante :

y a'-,Vlr.= (^a J>,)
'+V :a J),

- a^bj^

qui est bien connue sous le nom àidcntitê de Lagrange. On en

déduit :

On passe aisément de cette inégalité à la suivante :

[j"-f'M(o'] <J'^^do/ pV-dco'

où 'z et 'h désignent deux l'onctions intégrables quelconques. Cette

dernière inégalité est due à M. Sehwarz.

On a d'après cela :
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et :

wj<j>,„_._c„_.M<,//;(-^)'d

Envisageons l'intégrale :

On peut écrire :

dB' 1 cos ^

ck,/ 2- r^

D'où :

de' y- 1
<

doj' / ^Tl'l'*

D'où :

H</'
'^'"'

V(S) 4-'i''

Or, ici r ne peut pas s'annuler. Donc on peut assigner une

limite supérieure G à H. Par suite :

et enfin :

W,^<GABL-P--

On déduit de là sans peine :

lw,,i<v/ÂiKrL"-'

Posons :

V L «

On peut écrire :

lW.,f<glA

Considérons alors la série :

On a :

lA'W|<g(ALy.
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Donc la série envisagée est convergente comme une progres-

sion géométrique pour les valeurs de A satisfaisant :t 1 inégalité :

En particulier, on peut prendre "/. égal à -j- 1. C^omme tout

ce qui précède est valable pour les points M extérieurs ii S, on

voit que le problème extérieur de Dirichlet est résolu.

178. Vovons maintenant ce (jui se passe quand le point

M(x,y,z) est situé ii 1 intérieur de S. 11 taut alors modifier un peu

les raisonnements précédents.

On a, cette fois :

On peut montrer d'après cela que la série :

^; W, - 2C,_0

est convergente. C'est alors le problème intérieur de Diricblet

qui est résolu. Les raisonnements sont d ailleurs tout semblables

il ceux du paragraphe précédent.

179. Pour que les conclusions énoncées à la fin de chacun des

paragraphes 177 et 178 puissent être considérées comme rigou-

reusement établies, il reste encore ii prouver la convergence des

séries de Xeumann pour le cas où le point M (x, y, z est situé

sur la surface S elle-même.

On ne peut plus faire les raisonnements qui ont réussi pour

les cas des points extérieurs ou intérieurs. En efFet, si nous envi-

sageons maintenant l'intécri'ale :

le coefficient différentiel ne reste plus fini dans le champ d'inté-

gration. Par suite le nombre G n'existe plus. Cependant on

peut encore être assuré de la convergence de la série de Xeu-

mann. Il faut seulement construire une nouvelle démonstration.

Je n'exposerai pas ici cette démonstration. Elle est contenue
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clans le mémoire des Acta inatltcniatica dont j'ai déjà parlé. En
voici seulement les conclusions.

En un point extérieur à S, on a, en désignant par g une

certaine constante :

I^V,.I<g•L^

En un point intérieur on a de même :

Pour un point situé sur S, ces inégalités ne sont plus viaies.

Mais, si l'on remartjue (pie Wp se réduit alors à Up et si l'on

appelle h une nouvelle constante indépendante de p, on peut

écrire •

iUp-Cp_.l<(g + hp)D\

Les conclusions relatives a la convergence de la série de Neu-

mannn ne sont pas modifiées.

180. Conclusion. — Les considérations précédentes ne consti-

tuent évidemment que des aperçus. Mais une démonstration

rigoureuse et complète est possible. On peut se rendre compte

déjà de la direction dans lacpielle il a fallu la chercher et dans

laquelle il faudrait marcher pour généraliser davantage encore

les circonstances où la méthode de Xeumann s'applicjue. Bornons-

nous à conclure que cette méthode donne encore la solution du

problème de Dirichlet quand la surface S n'est plus convc.vc,

pourvu qu'elle soit toujours simplement connexe. Il est probable

même qu'on pourrait arriver à se débarrasser de toute restriction

relative à Tordre de connexion du domaine envisagé.

181. Définition des fonctions fondamentales. — Dans les cha-

pitres précédents, j'ai cherché à donner partout à mes raisonne-

ments un caractère de parfaite rigueur. Je veux maintenant ter-

miner par ([uelques indications où mon but sera moins d'obtenir

des conclusions définitives que de faire entrevoir comment

certains problèmes doivent être posés.

Soit S une surface fermée portant une simple couche de

matière attirante. Appelons T le potentiel dû à faction de cette

simple couche. Quand nous en aurons besoin, nous distinguerons
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la valeur T de ce potentiel en un point intt'ricur ii S et sa

valeur T' en un point extérieur à S. Sur S, on a :

T=T'

et :

clT , i\V
. —f-

An '^ dn

comme nous l'apprend la théorie des surfaces attirantes.

Formons les intégrales :

étendues respectivement aux espaces intérieur et extérieur ii S.

Le théorème de Green montre que l'on a :

J,«> du

et

r dT'J'=— / T' -V— clw.
.1^. dn(S)

D'ailleurs on peut écrire :

j=rT-4^do.
..'(sj

dn

J := / 1 ^ doj,

c'(S) <-ln

Les deux quantités J et J' sont essentiellement positives. Elles

ont donc chacune un minimum.

Assujettissons les fonctions T à la condition suivante :

J'=l.

Considérons, parmi toutes les fonctions T qui vérifient cette

relation, celle ([ui fait prendre ii J sa valeur minimum. Elle n'est

certainement pas identiquement nulle.
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Pour déterminer la fonction T en question, employons les

procédés du calcul des variations. Donnons h T un accroisse-

ment ST. On doit avoir :

oJ = 0,

puisque J est minimum. Or :

J(sA du du /

I 1 —j dco = / —j— 1 do
J(S) tin ,/(s, du

Donc la condition :

oJ =

se réduit ii la suivante :

r cil

Jis) cln

^^
oTd(o = 0.

'(S)

D'autre part, on peut écrire :

puis(|ue J' a la même valeur pour toutes les fonctions considérées.

Par conséquent :

aTdto= 0.
(S)

tl»

Les deux relations :

0.1 = 0, oJ'=()

ne sont pas indépendantes Tune de Taulre. Donc il existe une

certaine cotistante h, telle <[ue Ton ail :

f (—
dT dT .

.

h, — ,— 1 doj r=U

(piel (jue soil le choix lait pour la loncllon o T. On en conclut
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([ue hi loiulion T considérée — que nous désignerons doréna-

vant par T, — vérifie la relation :

du du

en tout point de S.

D'ailleurs J atteint évidemment son minimum pour la fonction

potentielle ([ni correspond ;i la distrilnition d'équilibre d une

couche électrique répandue sur la surlace S regardée comme
conductrice. Dans ce cas, on a :

'''
=0.

dn

D'où :

h, = 0.

Telle est la première fonction fondamentale.

Considérons maintenant les fonctions T vérifiant les relations

suivantes :

J'= 1

r dn

Il existe une fonction T^ de cet ensemble qui rend J minimum.
Le calcul des variations montre sans peine que cette fonction

satisfait en tout point de S à léquation :

dT,
, ,^ -^1-k '^^'

dn ^ du dn

Je dis que l'on a :

k = 0.

En effet, multiplions les deux membres de la précédente éga-

lité par :

Tjdo)

et intégrons. On trouve :

rT.^î^ d.. + h. fi,^ d<o= k f T.ijH-dw,
J[S) * dn Ji'.. du ^'.s, » dn
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Mais on a :

clT„ , r^ (IT,

puisque

et que :

..'(S)
<^iii ..'is) an

AT,= 0, AT,=

T. = C'^

à rintérieur de S. D'autre part :

cIt; , r^ cIt;
rT.4i^cio.=rT,4^-LcUo=o,

J[=,) eln .v(S) - an'(S)

en vertu des hypothèses faites. Enfin

dT

'(S)

Donc :

>J[S) * dn
dco= — J'=— 1.

k=0.

On voit par \\\ que la seconde fonction fondamentale T^ vérifie

la relation :

'IT, .uiïi^o.
du " dn

D'ailleurs on a

r T,-^ dco + h,, Tt,-^ dto = 0.
i/(S) Un -J(S) - dn

D'où

Ii.> = J,

ce (jui montre ([ue h., est positif.

On peut piocéder ainsi de proche en proche. On définit

de la sorte une suite illimitée de constantes positives croissantes :

h,h,h^...hi...

auxquelles correspondent des fonctions :

T T T . . . T .

.
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jouissiint (les projdK'tc's siiiv;iiitcs :

ATi :=r il rintriicur de S

AT|=() il l'ext^M'iinir d»^ S

Ti==T: sur S

h; —

:

= () sur h.
dn

De [)lus T, est une (oiictidu r(''gti]it'r(» il riiiliiii. l"',ii(in on ;i :

J,= h;

/"T,-^d(,)=0... si i=^k
l'ï an

rTi4^=o...sii=^k.
i(Si du '

Les (onctions Tj ainsi définies poit<Mit le nom de Foiulu ns

fonddnn'iildh's

.

182. On peut loiinei' laeilenieul les lonetions londainentaK s

dans le eas de la sphère.

Appelons alors X„ une lonetion sphéii([ue. Posons :

On a alors

r:

: X-+ y- -+- y.

T„=XnO"
Il

,

X,.

On a bien

et

<rr„

T„=r:.

Il dT,:

tin n-f- l i\\\

pour o=:l, en su[)posant (pie le rayon de la sphère envisagée

soit éoal il l'unitt'.o

i>01X(;aki':. Polont. New!. a'J
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183. On peut encore lormer les (onctions (ondainentiiles chins

le cas d'un ellipsoïde représenté par l'équation:

-t^+^-l = 0.

Passons en effet en coordonnées ellipti([ues . ('onsidc-ions les

quadriques définies par i'équation :

— 1=.0.
Jr— A

Ce sont les quadriques homolocales à lellipsoïde donné. Par

chaque point de l'espace, il passe trois de ces c[uadri([ues. Les

valeurs coriespondantes du paramétre), seront désignées [)ar p.;j-,v-

On a par exemple :

Poui- ). ^^= p . . . un ellipsoïde.

p(»iir /. ;= a. . . un hvperboloïde à une nappe.

Pour ), =;v . . . un hvperboloïde ;i deux nappes.

Les nombres p, |j., v constituent ce qu'on appelle les ct)ordonnées

elliptiques d'un point.

On connaît la définition des fonctions de Ltiniè. Elles sont de

la lornie :

RMX

et l'on a :

R=r(p)

M = f(a)

N = f(v).

Le produit IIMX définit une ronctit)n harmonique a liutérieur

de la su ri ace S donn(''e. Nous posons :

T= RMN.

IMainlenaiit, on peut construire une U)nclion l\' lelle ([ue le j)ro-

duif :

R'MN



/:.\T/:.\s/o.\ Di: la M/rniou/-: de .\/:lma.\.\

soit hannoniciue ii rextcrieur de S et (jue pour ;=:() ou iiit

On pose alors :

R =R.

T =R'MN.

A une lonmieiii' iiiliniiiient petite prise sur la iu)!inale ;i Vv

.soïcle tlouné eorrespond un aeeroisseiueut il ^ de o. Ou ad
leurs :

d'JL= (), dv= 0.

np.

ail-

D'oii

et:

I)"où :

Posons :

On en déduit

dT _ dR dp

du il ^ ^ " du

dT' dR d =

du dz

dR
^__iU_ dT'

dp

h=—
dR
HT
dir"

dz

4^ + 1.-^ = 0.
du du

D'ailleurs, h est la valeur de

dR

dli

HT

pour p := U : eest donc bien une constante.
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184. Revenons au cas général et appelons <I> une lonction quel-

conque définie sur S.

De nombreuses analogies portent i» penser (pie la l'onction (ï>

est toujours développable en série procédant suivant les lonc-

tions l'ondamentales.

On aurait alors :

les Ai étant des constantes.

Si l'on admet la possibilité du développement, le calcul des.

coellicients A^ est facile.

Multiplions en ellet les deux membres de l'égalité (1) par :

dT;

dn
d(0

et intégrons. On a

D'où

r dT-

ij>Tir '•'•'=»

JiS) dn

J[?-) cln

On sait donc Ibrnier la série (1).

Soit W la somme de la série (1) en des points non situés sur S.

On voit que W est une lonction barmonique tant à lintéricur-

qu'à l'extérieur de S, car AV est le potentiel d'une simple coucbe.

De plus, W se réduit ii fl> sur S. DoncAV est la (onction ([ui

résout le problème de Diricblct tant intérieur (pi'extérieur.

185. Application à la méthode de Neumann. — Revenons :i la

détermination d'une double couche dont le potentiel ^\ vérifie la

relation :

(1) V— Y'= ). (V+ V')+2a>

en tout point de S.
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Oii peut écrire, en supprimant les indices pour abrégei' l'écri-

ture :

^-1- T

w 1 3'T'.

On a :

D'autre part :

puisque :

D'où :

(2)

dT , dT' ^,

(In an

Vo «^IT Y,, dT'

ZJ' du ^' dn

dW d\\

dn

.3'+h:i=o.

^lais la relation ^l donne :

(comparons (1) et (2" :

Cette équation permet de calculer ^i, puisqu'on connaît a. On a

ensuite [j' par la relation (2). On trouve :

i_|_h_).(i_h)

2 ah
i- l_|_h__). ;l_h)

D'après cela, W et ^^ se présentent comme des (onctions méro-
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morphes de À. Le module du pôle dout 1(^ module est le plus

petit est :

l + II.,

i — h.

Il est plus graud que i. Donc le cercle de convergence des séries

de Neuminin est plus grand que 1. Il n'y a d'exception a cela

que si l'une des quantités h est nulle. On a :

li,=0.

Donc les conclusions précédentes supposent une condition :

a,= ().

Cette condition est d'ailleurs équivalente \\ la condition :

c:= o

que nous avions rencontrée dans l'étude directe de la méthode de

Neumann. 11 est visible enfin que, pour le problème extérieur, il

n'y a pas de condition semblable, à cause de la présence de h au

numérateur de [i'. On voit en eflet que, pour h,= 0, on a :

sans qu'il soit lorcé pour cela que a^ soit nul.

En résumé, laisons Â= 1 dans les séries de Neumann. 11 vient::

Zj 11

W'=— yaT.

On a ainsi la solution du problème extérieur de Dirichlet. ^lais

il y a une condition de possibilité, (^ette condition est nécessaire

pour que nos séries représentent la solution, c'est-h-dire pour que

celle-ci puisse être regardée comme un potentiel de double couche.

Faisons maintenant />= — 1. On trouve :

W=V aT

W'^VahT.
Zj

On a de la sorte la scdulion du problème inléiieur de Diiichlet.
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M;iis ('<tlt' luis, il n v a pas de coiulitioii tic pos^ihillti'. l.a solu-

tion est toujoilis assiimlahlf ;i un jt;»ttMltii'l de doiihlc conclu'.

186 Application à un problème analogue à celui de Dirichlet. ^

Reprenons les notations :

w, \\\v, v

dont nous nous sommes d«''|à stMvi.

(liierchons ;» construire une Jonction jouissant des propriétés

suivantes :

AW= ()

A^\^=o

dV dV _ . / dV dV

(In du \ dn dn

*I> ('tant une (onction donnt'e sur S.

Posons :

2*,

(1) v'=V).,v;

IV V- <IV|(

(in

dv V- ^'v;

—r— = ^ V, —

î

•

dn ji^a du

On voit ([ue les l'onctions W'j sont des potentiels de simples

couches dont les densités sont données par les écpiations sui-

Nantes

:

av, dVp _^^^
dn dn

dVj ^^_ ^l^^'o
,

dVo

du dn dn dn
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av. l\\[ av:_, dY;_,

du du du lu

Ou peut doue (ormer les séries (1).

Cela pose, la couvergeuce des séries (i) peut être étudiée par

des procédés tout ii lait semblables à ceux que uous avons

employés h propos du problème de Neumann. Ta's couclusions

sout les mêmes, (^n voit doue que, pourvu que le domaine envi-

sagé soit simplement connexe, ou peut résoudre le nouve;ui pro-

blème que uous venons de poser.

Pour A=d=l, ou letombe sur le probli'ine étudié au para-

graplie 175. Dans le cas du problème intérieur, il v a une con-

dition de possibilité.

f 1)do, =r 0.

Mais dans le cas du problème extérieur, il n'y a plus aucune

condition de possibilité.

187. Voyons le rôle joué ici par les lonctions londamentales.

Tout porte ii penser qu'une fonction arbitraire (^ peut être

développée en série de la i'orme suivante :

^ Va tlli

Z-( ' du

Si l'on admet la possibilité de ce développement, il est facile de

calculer les coelllcients A:. Ou a :

D'où

Oi

ç(S) JiS) du

Par suite

*^(S) du

Ai = — ffMidco.
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ApplKjiions co rrsiillut ii nuire prohlcino

Posons :

<^ ^^ > a —;

—

of prenons :

On a

et

W=ViT.

clV

(In

lin - ^

=\3 d'ï'

du

V^ih
dT'

dn Lmt' à\\

La relation (jni doit être vérifiée sur S donne alors :

— 'i l + h ='/:t 1 — h 4-2 %.

i*ar suite :

o
•)

1 -h h + ). 1 — h)

Mais on a

l

l + li+ A ,1— h —
On conelut de lii :

=:V _ 1 "•).".
1 — h)

d+h)"-

l'-l
.

^^' iV 2aT /' 1 — h \ •'

188. On a :

1 + h V l + 1^

i —

h

i + h
<l

si h est positil. Dans ee eas, il est clair que W
,,
tend vers zéro

quand p auomente indéfiniment.

Mais si on a :

le terme en h, ne disparait pas.

On a :

1 + h,
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puisque Ii, est nul. D'où :

lim(— l''W,, = — 2a,T,

Uni ;_i;iAV;^— 2a,T;.

On a donc lii un moyen de calculer T, et T ,, c'est-:i-dire le poten-

tiel en un point intérieur et en un point extérieur dune distribu-

tion électrique en é({uilibre sur S.

On retrouve ainsi la nictluxlc de M. Hohiii pour (bUerinlner une

couche attirante étalée sur une surlace lernK'e S <'t sans action

sur un point intérieur.
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